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Le titre de cet Ouvrage, qui n’a presque rien de com-
mun avec les autres Traités d’Algebre supérieurce récem-
ment publiés, n’en fait pas connaitre d’'une maniere asscz
précise objet tout spécial. Une nouvelle branche d’Al-
gebre, dont on peut faire remonter 'origine aux travaux
de Gauss sur les formes quadratiques, a fait depuis vingt
ans d’immenses progres. Son but principal est Pétude
des fonctions dont les relations mutuelles ne sont pas
altérées par une transformation linéaire des variables.
Cette simple définition de la théorie en fait pressentir
toute 'importance au point de vue des applications géo-
métriques; car tout changement de coordonnées s’opé-
rant par une transformation linéaire, U'interprétation
géométrique des fonclions obtenues par les nouvelles
méthodes conduit a des propriétés complétement ind¢-
pendantes du choix des axes.

Ces méthodes originales et fécondes sont encore peu
répandues, surtout en France : leurs éléments sont épars
dans de nombreux recueils scientifiques, et Uintroduc-
tion de tout un vocabulaire de termes spéciaux en rend
aujourd’hui P'acces plus difficile aux algébristes qui ont
négligé de se tenir au courant de leurs progres. M. Sal-
mon, auteur d’Ouvrages devenus classiques en Angle-
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Iv ) AVERTISSEMENT.

terre, ct I'un des éminents Professeurs de I'Université de
Dublin, ou les études mathématiques ont pris un si re-
marquable développement, vient de rendre a la science
un véritable service en publiant un Traité complet sur
cette branche moderne de I’Analyse algébrique

Une traduction intégrale de ce livre edt été trop
¢tendue pour un Ouvrage élémentaire, d’autant plus
que nous désirions faire rentrer dans ce cadre restreint
un apergu des principales applications géométriques :
nous avons donc, suivant le conseil de M. Salmon, fait
des suppressions assez nombreuses, en introduisant
d’autre part trois nouveaux Chapitres empruntés en
substance i ses excellents Traités de Géométrie analy-
tique. M. Hermite, qui nous a plusieurs fois, dans le
cours de notre travail, aidé de sa haute expérience, a
bien voulu aussi ajouter & la suite de I'Ouvrage quel-
ques Notes extraites de ses savantes recherches sur
I'équation du cinquieme degré.

Malgré le peu d’étendue de cette traduction abrégée,
nous espérons n’avoir omis aucun point essentiel ; notre
seul désir est d’avoir fait une ceuvre utile en contribuant
a réveiller en Irance le gout des recherches mathéma-
tiques.

HIC - Cote - 10.SAL 63




TABLE DES MATIERES.

AVERTISSEMENT ... ... -. e re e T

PREMIERE LECON.

DETERMINANTS. — NOTIONS PRELIMINAIRES.

Premicre définition des déterminants. .. .. [ R [
Mode de formation par élimination entre plusieurs équations du premier

degré.. .. ....... e e N
Régle des signes... ... ool e e eeeeene
Nouvelle définition. ........... ..ot il e e
Notations diverses employées pour les déterminants [P .

DEUXIEME LECON.

REDUCTION ET CALCUL DES DETERMINANTS.

Permutation de deux lignes ou de deux colonnes. .....................
Multiplication d’une ligne ou d’une coloune par un facteur constant. .. .
Déterminants MINEUrS. ..ot uieineainneeaenne e
Décomposition en une somme de déterminants partiels. ............. e
Exemples numériques de réduction....... e e
Expression du produit des différences de plusnuus quantités sous forme
de déterminant........... R e
Exemples divers de réduction. . ..... ..... e e

TROISIEME LECON.

MULTIPLICATION DES D].%TEBMINANTS.

Multiplication de deux déterminants, «..ov.ovveuenen .. e .
Seconde démonstration du théoréme préeédent; transformation linéaire;

module.... ....... AP PN e
Généralisation du théoréme........ ... ... i i ..
Exemples divers................. e e, e
Expression du produit des carrés dcs différences de plusicurs quan-

tités. ... ... ... [N . e e ehei e
Rayon du cercle circonscrit i un triangle. ....... e e

HIC - Cote - 10.SAL 63

LN O o

16
16

20



Vi TABLE DES MATIERES.

Pages.
Aire du triangle inscrit dans une ellipse. ...... e F N 26
Relations entre les distances deux a deux de plusicurs points. .......... 279

QUATRIEME LECON.
DETERMINANTS RECIPROQUES ET MINEURS.
Déterminants mineurs. — Résolution d’un systéme d’équations linéaires. 3o
Déterminants réciproques. ............. e e ceees 31
Décomposition d'un déterminant en produits de déterminants mincurs... 32

Relation entre les mineurs du déterminant réciproque et du déterminant
primitif. .. ... e e O 33

CINQUIEME LECON.

FONCTIONS SYMETRIQUES.

Formule de Newton pour les sommes des puissances des racines..... .. 35
Ordre ct poids d’une fonction symétrique......................0 oLl 35
Sommes de puissances des différences des vacines.. ... e 37
Equation différenticlle de% fonctions des diffiérences des racines. . ....... 38
Fonections symétriques d’une ¢quation écrite sous la forme homogcéne. . 30
Equation ‘différentielle lorsque I'on emploie les coefficients du memc. o
Notation abrégée de M. Serret. ............ e e 43
Expression donnée par M. Bnos(-!n en fonction dos racines. . ... [N 44

SIXIEME LECON.

RESULTANTS,

DOfiNIION ot oot s A
Elimination par la méthode des fonctions symétriques. ... ... N Vi
Ordre et poids du résultant. ... 50
Fonctions symétriques des racines communes i deux équations.......... 53
Extension des principes précédents a un nombre quelcongne d’équations. 55
Expression des racines communes au moyen des dérivées du résultant. .. 58
Relations entre ces dérivées quand le vésultant est nul. ... .. e 50
Conditions nécessaires pour qu’il existe un double systéme de racines

COMMUNES .+t vtveeiveeanneeennnns et BN G2

SEPTIEME LECON.
EXPRESSION DES RESULTANTS $OUS FORME DE DETERMINANTS.

Elimination par Ia méthode du plas grand commun diviseur............ G4
Méthode d’Euler....... ..o i e R (51

HIC - Cote - 10.SAL 63



TABLE DES MATIERES.

Conditions nécessaires pour qu’il existe denx racines communes.. .
Méthode de M. SYIVESter. . vvvvvnenraen e ioiii e
Méthode de Bezout......ooooiian o vt
Méthode de Bezout modifiée par M. Cayley................. R
YT 3 T Y
Expression, dans qudques cas particuliers, du résultant dc trois ¢quations

sous forme de déterminant. ....... e e e P

HUITIEME LECON

DISCRIMINANTS,

Définitions, ....... PR e e e e
Ordre et poids du discriminant. ...... ... ..o oo
Expression du diseriminant d’une forme binaire en fouction des racines.
Discriminant du produit de deux fonctions. .. ... P
Le discriminant est de la forme a,p—+a} _4p.. .. ... e [
Formation du discriminant au moyen de Péquation différentielle........
Méthode pour trouver les racines égales quand le discriminant se réduit a

ZEPO.. i e e e e
Extension des principes précédents & un nombre quelconquo de variables.
Discriminant d’une forme quadratique ......... . .

NEUVIEME LECON.

TRANSFORMATIONS LINEAIRES.

Invariants.......... e e T e ..
Les diseriminants sont des invaviants..........ooooin Lo aeia
Nombre des invariants indépendants.. ... ... e .
Invariants absolus............ ... P
Invariants d’un systéme de plusieurs formes.... ... B e
Covariants. ...... R e e e e

Les invariants des covariants sont ¢galement des invariants de la forme

primitive. . ... PP ..

Les invariants des émanants sont des covariants de la forme primitive.

Hessiense. ooovveiinn i
Contrevariants, substitutions inverses. . . ... e FR PN
La fonction & & —y n —+ z§ reste invarisble par la transformation. ..
Covariants mixtes. .. .................... e e e .
Evectants. oo vveenin it e e e

Evectants du discriminant dans le cas ou celui-ci se véduit & zéro.......

HIC - Cote - 10.SAL 63

vil
Pages.
(6

67

68

~)
w0

P NS N S RS |
C O XL

*® »r
© 0

o]
- e

100
101
103



Vil TABLE DES MATIERES.

DIXIEME LECON.

FORMATION DES INVARIANTS ET DES COVARIANTS.

Pages.
Méthode par les fonctions symétriques........... e eiieieeiiieiaieaa. 10D
Invariants qui s¢ réduisent & zéro quand plusieurs racines deviennent
égales.. ...... e P ceeeens e e 107
Différentiation mutuelle des covariants et des contrevariants. ........... 108
La substitution des dérivées dans un contrevariant donne un covariant. 110
Toute forme binaire a un invariant de degré pair...... RN R R
Invariant du troisiéme ordre d’une forme biquadratique................ 12
Toute forme binaire de degré impair a un invariant de quatri¢me ordre.. 112
Equation différenticlle. — Poids d’un invariant.......... s 3
Une forme binaire de degré impair ne peut avoir d’invariants d’ordre im-
pair. ..ol e e e 14
Invariants gauches. ... oL ereieeaeaan cereaeaeas N )
Détermination du nombre des invariants indépendants. ... .. [N 110

Calcul des cocflicients des covariants a I'aide de I'équation différentielle. 117
La source du produit de deux covariants est égale au produit de leurs

sources. .. . . e [ . 118
Extension & un nombre quelconque de variables. . ... ceel 121
ONZIEME LECON.

REPRESENTATION SYMBOLIQUE DES INVARIANTS ET DES COVARIANTS.
Formation des symboles. ........... e ieeeeieiateiea e 122
Degré par rapport aux variables et aux coefficients................... .. 126
Table d’invariants du troisiéme ordre. .. ............ e [P §:1
Loi de réciprocité de M. Hermite ........ oot e . 129
Symboles dérivés. . ... e e e e c... 130
Formules symboliques pour un nombre quolconque de variables...... 132
Symboles de contrevariants e 133
Symboles d’évectants........ . .. R # 51
Transformation des formules symbohques pour les formes binaires...... 136
Exemples divers de réduction. ... ....ooiviiiiiiienieiiee veeeve.. 138
Transformation des formules symboliques pour un nombre quelconque

de variables......... 1S PP 141
Exemples de r(,ducuon ............ e Cebeeret s e 142
Méthode symbolique de MM. Aronhold et Clebsch........... PN 143
Tout invariant peut ¢tre exprimé par une formule sy mbolique. — Démons-

tration de M. Clebsch.. ............. ... ... e .. 146

HIC - Cote - 10.SAL 63



TABLE DES MATIERES. IX
DOUZIEME LECON.
FORMES CANONIQUES.

Pages.

La généralité d’une forme se détermine par le nombre des constantes
qu'elle renferme......ooovooiiii.nn. [ [ e . 148

Réduction d’'une forme quadratique & une somme de carrés; une substi-
tution réelle ne modifiec pas le nombre des carrés négatifs........... 150
Réduction de la forme cubique binaire & sa forme canonique. «o..... o 150

Le discriminant d’une forme cubique et celui de son Hessien ne différent
que par le signe .......... e e e 152
Réduction générale des formes hmalres de degré impair............. P R
Covariant canonique; sa formation................ e 154
Autre méthode pour former le covariant canonique................ eeen 10D

Condition nécessaire pour qu'une forme binaire de degré 22 soit réduc-
tible & une somme de » puissances 22", . L Lo cieee.. 156
Réduction de la forme biquadratique a sa forme canonique. ........ P LY
Réduction de la forme générale de degré pair. ........ e e 158
Réduction de la forme du sixiéme degré.. ... ........ R . 159
Forme canonique du huitiéme degré. ..... e ireeeiiaeine N 161
I'ormes canoniques des formes cubiques & trois et & quatre variables. . ... 161

Différentiation mutuelle des covariants et des contrevariants pour certaines
formes canoniques......... et ieire e, P [ 161

TREIZIEME LECON.
APPLICATIONS AUX FORMES BINAIRES (2°, 3° ET 4° DEGRES).

Cas daus lequel les invariants peuvent ¢tre considérés comme distinets.. 165
Nombre des covariants indépendants. ....... e 166
Forme quadratique............ e e e 166
Résultant de deux formes quadratiques........... e RN 167
Forme cubique....... e e e e 167
Interprétation géométrique du covariant du troisicme degré............. 168
Expression du carré de la forme en fonction de ses deux covariants. .... 169
Résolution de 'équation du troisieme degré. ..... e 169
Systéeme composé d’une forme cubique et d’une forme quadratique. ... 170
Forme biquadratique. ............... e e 172

Tout invariant de la forme est fonction rationnelle des d(‘ll\ invariants
fondamentaux................... e e evaeaaans oo 173
Discriminant........... e TSP e o174

L’expression du discriminant cn fonction des deux invariants fondamen-

taux peut servir & démontrer la relation qui lie les covariants d’une
forme cubique. ... 0 Lol Lo e 17

HIC - Cote - 10.SAL 63



X TABLE DES MATIERES.

Conditions nécessaires pour que la forme admette deux facteurs doubles. .
Réduction de la forme biquadratique & sa forme canonique.......... ..
Résolution de I'équation du quatricme degreé...o..oovnii oot B

Conditions de réalité des racines. . .

La réduction a la forme canonique peut s’cffectuer par une substitution
réelle. ......

Covariant du sixi¢me degré. .. ... .

Invariants d’un systéme composé de la forme primitive et dL son Hesswl.

QUATORZIEME LECON.

APPLICATIONS AUX FORMES BINAIRES (3° ET 6° DEGRE:

Forme du cinqui¢me degré; invariants fondamentaux. . ... [ e
Tous les invariants s ‘expriment en fonction de ceux des quatru,nn, hui-
ticme et douzicme ordres........... e
Condition nécessaire pour que la forme admette deux couples de racines
égales.. ... ol e

Tous les invariants d’une forme s’annulent si plus de la moitié de ses ra-

cines deviennent égales. ..

Invariant gauche du dix-huaiticme ordre. oo i
Forme canonique de M. Hermite.... ...... .ot e e
Expression de invariant gauche en fonction des trois invariants fonda-

mentaux.

Covariants lindaires. ..... R .
Le signe du diseriminant détermine le nombre de couples des vacines
imaginaires. .......

Criteria fournis par le thtom,mo de Sturm. ... e
Criteria de MM. Hermite et Sylvester exprimds au moyen des invariants.
Criterium de M. Sylvester renfermant un paraméire variable entre cer-

taines limites. .

Forme du sixiéme degré; invariants fondamentaux.............. ... ...
Nouvelle forme canonique de M. Salmon................... e e
Conditions nécessaires pour que la forme admette un facteur triple ou

deux facteurs doubles. .

Discriminant. . .

I T T Ce e e

Expression de Pinvariant gauche en fonetion des autres invariants. . . .. ..

QUINZIEME LECON.
APPLICATIONS AUX FORMES TERNAIRES.

Forme quadratique.............

Interprétation géométrique du contrevariant.. . . ..
Invariants d’un systéme composé de deux formes.,

HIC - Cote - 10.SAL 63

Pages.
176
177
157
180

181
182
183

191

192

193

194
194
190

197
198
199

260
201

201



TABLE DES MATIERES. XI
Pages.
Coundition de contact de deux scetions coniques. ............... ... 202
Covariants et contrevariants d’un systéme de deux formes........ e 203
Equations des quatre points d’intersection de deux scctions coniques et
des quatre tangentes communes.............. O - 1o X1
Les covariants quadratiques du systéme s’expriment tous en fonction de
I'un d’eux ct des deux formes......o.vouie ity cu. 20D
Systéme composé de trois formes quadratiques. ........ ... 200
Covariant et contrevariant du troisicme degré. ... .. e 207
Invariant du sixiéme ordre. «..oovovei i iiiiiiie i o 208
Covariants et contrevariants linéaires...............cc0 v vvien.ue. 208
Invariant du douziéme ordre. . e raeiiiee ceeiaeaeaes cev. 200
Forme cubique. ...l Lol e e L 209
Invariants fondamentaux........ ... e e FE .. 209
Discriminant. . ............... e e e e 210
Covariants et contrevariants des troisiéme et sixiéme degrés............. 210
Covariant et contrevariant du neuviéme degré. ... ............ .. e RIE
Méthode de M. Sylvester pour obtenir & la fois les deux invariants de la
forme. ......... e e R S B
Relations entre les lormes quadmthucs et cubiques ternaives....... L2100
Combinants..........oo oL e e ceoeo21)
Résultant de trois formes qu.ldmuqucs ternaires. .......... R ceee. 216
Analogie entre ce résultant et le discriminant de la forme cubique ..... 217
Interprétation géométrique des contrevariants linéaires d’un systéme de
trois formes quadratiques. ............ ....... e e 210
SEIZIEME LECON.
APPLICATIONS AUX FORMES QUATERNAIRES.
Forme quadratique. . e e e e e e e .o220
Interprétation gcometnquc du contrevariant. .. ... .. Lo oo o210
Contrevariant double. ........... e e 291
Invariants d’un systéme compos¢ de deux formes quadratiques. ... 229
Condition de contact de deux surfaces du sccond degré. ... 203
Covariants et contrevariants du systéme de deux formes quadratiques.... 224
Equations de la courbe dintersection de deux surfaces du second degre
ct de la surface développable civeonscrite. ... .. e e ..o292f
Contrevariants doubles .. .. ... ... e e Lo 220
Systeme composé de trois formes quadratiques. ... L 220
Jacobien du systéme de quatre formes. ... e co.o207
Forme cubique......ooo0 oo Lo e e e 228
Invariants fondamentauX. ... i oo e 220
Invariant gauche du ecentiéme ovdre.. ... ... ... PN eeeees 230
Discriminant. ...... N 230
Formation des covariants et contrevariants. ... ... e e 23

HIC - Cote - 10.SAL 63



X1 TABLE DES MATIERES.

cieiaeae

Covariants et contrevariants linéaires. .......

Covariants et contrevariants des deuxiéme et troisi¢me degrés. ..

Covariants et contrevaviants des degrés supérieurs. .... ..

NOTES DE M. HERMITE.

I. — StR LES INVARIANTS DES FORMES DU CINQUIEME DEGRE.. ..

II. — Stk L INVARIANT GAUCHE DES FORMES DU SIXIEME DEGRE....

HIC - Cote - 10.SAL 63

Pages.
232

234
235



LECONS
I’ALGEBRE SUPERIEURE.

PREMIERE LECON.

DETERMINANTS. — NOTIONS PRELIMINAIRES.

1. SiP'on a n équations homogeénes du premier degré entre
n variables, on peut éliminer les variables et obtenir pour ré-
sultat une expression ne contenant plus que les coefficients :
c’est ce que P'on appelle le déterminant de ces équations. Nous
donnerons plus loin des régles pour la formation de ces dé-
terminants, et nous établirons quelques-unes de leurs princi-
pales propriétés; mais la théorie générale nous parait devoir
étre mieux comprise en donnant d’abord quelques exemples
de ses applications aux cas les plus simples.

Commencons donc par deux équations entre deux variables:

ax+by—=o, awx-+by=o.

On élimine les variables en ajoutant a la premiére équation
multipliée par b, la seconde multiplice par — b,, et I'on ob-
lient @, b, — a, b, = o, équation dont le premier membre est
le déterminant demandé. La notation ordinairement employée
pour désigner ce déterminant est

a b,

a b,

?

mais nous écrirons souvent, pour abréger, (a,b,), en laissant

au lecteur le soin de rétablir le terme négatif : il est clair

quavec cette notation (ab,)=—(ab,). Les coefficients «,,
1
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2 PREMIERE LECON.

b,,..., qui entrent dans I'expression d’'un déterminant, sont
les éléments de ce déterminant; les produits a, b.,. .. en sont
les différents termes.

2. On peut reconnaitre immédiatement que le résultat edit
é1é le méme en éliminant les variables entre les équations

ax+ay =0, bx+by=o;
en d’autres termes,

b

a b l

a, |
a b, ;

bb,

c’est-a~dire que la valeur du déterminant n’est pas altérée en
écrivant verticalement les lignes horizontales, et vice versd.

3. Si I'on a deux équations homogénes entre trois va-
riables,

x4+ ay+ az=o, bx+by+bz=o,

ces équations suffisent pour déterminer les rapports de z, y
el z; ainsi, en éliminant alternativement » et x, nous aurons
z et ¥ en fonction de z, et il vient

(b)) = (ab,)z, (ab,)y="_a;b)sz;

en d’autres termes z, ), z sont respectivement proportionnels
a (a,by), (asb), (a,b,); substituant ces valeurs dans les équa-
tions primitives, nous avons les identités

a(aby) + a(a; b)) + a;(a b)) = o,
b.(a.b,) + b.{ab,) + by{a,b.) = o,

relations qui se vérifient immédiatement en remplacant les
déterminants par leurs expressions développées, par exemple

a(ab; — a,b,) + (a0, — aby) + ay(a b — @,b,) = o.

La notation

la, a a,

b b by

’
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DETERMINANTS. -— NOTIONS PRELIMINAIRES. 3

ou le nombre des colonnes verticales surpasse celui des lignes
horizontales, est employée pour désigner les trois détermi-
nants que l'on obtient en supprimant successivement chaque
colonne, c’est-a-dire les trois déterminants que nous venons
de considérer (a,b,), (a:b,), (a.b.).

k. Passons maintenant a un systéme de trois équations:
ax~+by-+cz=o,

@x~+ by + .z =o,
ayx+by+ ;3 =o0;

multiplions la premiére par («.b,), la seconde par (a;0,), la
troisieme par (a,b,), et faisons la somme; les coefficients de
et y s’évanouissent en vertu des identités du ne 3, et le déter-
minant demandé est

e(ab;) + c.(a,b,) + c;(a,b,),
ou, en développant,
¢ aby — ¢ ash, + a0, — cya.0, + c;a, by, — cyas by
on peut aussi I’écrire sous 'une ou I'autre des deux formes :
a(b.¢:) + a(bie) + as(biey), bi(ca) + b.(ca) =+ by(c ar).
Ce déterminant est représenté par la notation
a, b ¢

a; bz Cyly

as l’:\ Cy |

nous le désignerons souvent, pour abréger, par (a,b.c;).
1l est utile de remarquer que

(abse) =(a bre;), mais (abye,)=—(ab.c;).
En effet, d’aprés 'analogie des notations,
(aybie) = a.(bic)) + a;(bies) + ai(bscy),
ce qui revient a (a,b,¢;); tandis que
(abse)=a,(bsc.) + as(b:e,) + ax(bicy),

ce qui revient a — (a,b,¢;).
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4 PREMIERE LEGON.

5. Nous aurions oblenu le méme résultat en effectuant I'é-
liminalion entre les trois équations :

axr + a,y -+ as;z = o,
bz —+ by +byz—=o,
X+ Cy + €33 =0,

car, si I'on procéde comme précédemment, en multipliant la
premiére par (b,c;), la seconde par (c.a,), la troisiéme par
(¢ b,) et ajoutant, les coefficients de y et de z s’évanouissent
ct I'on obtient le déterminant sous la forme

a(byey) -+ bi(era) + ¢ (a:by),

qui, développée, reproduit identiquement (a, b.c;); d’ott

a b ¢ la, a» «
|
a, b, ¢, —=1b, b, b,!,
jay by o \ e ¢

c’est-a-dire que le déterminant n’est pas altéré en écrivant ver-
ticalement les lignes horizontales, et vice versd : propriété qui
sera démontrée pour tout déterminant.

6. Désignons par
a, da, dy a,
bl . bz bs b«

Cy Cy Cy Cy

le systéme de déterminants que I'on obtient en ometlant suc-
cessivement chacune des colonnes : ces quatre déterminants
sont liés par les relations

a(abse)) — a(asbie) + a(aib,c;) — a(ab,e;) = o,
b (a,bses) — bo(asbiey) + by(aib c,) — bi(a b,ey) = o,
c(abye) — ex(asbie) + ey(abe,) — ei(ab.ey) = o.

Ces relations peuvent étre vérifiées en développant les dé-
terminants, ou bien démontrées par une méthode analogue a
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celle du n° 3. Prenons les trois équations

QX+ Gy -+ G5+ av =o,
bix+by+byz+bv—o,

Cx+Cy+ %+ ¢ v=0;

nous pouvons, comme au n° 3, éliminer y et z en multipliant

les équations par (b.c;), (ea;), (a:by) et ajoutant, ce qui
donne

(abiesyx + (a,biey)o = o;

de méme, en multipliant par (b,¢,), (cia), (a;b.), il vient
(abye))y + (abye )y =o,

et de méme encore
(aybier)z + (aibicy)v=1o0;

maintenant, en se reportant aux remarques faites sur les signes
au n° 4, ces équations reviennent

(abie,)x == — (abyei)o,
(al 2)703)]' 377(431)401)",
(ab.e;)z = —(a, b ),

c’est-d-dire que z, y, z et ¢ sont respectivement proportion-
nelsa (a.b;e), — (a,bc,), (a;bicy), — (e bycy), et substituant
ces valeurs dans les équations primitives, on obtient les iden-
lités ci-dessus.
7. Si nous avons maintenant a éliminer entre les quatre

¢quations

ax +by+cz+dv=o,

@z + by + ez +dw=o,

2+ byy+ ¢z +dyv=o,

ax+ by +ciz+dyv=o,
il suffit de les ajouter en multipliant la premiére par (a,b;c¢, ),

la deuxiéme par — (a;b;c,), la troisieme par (a,d,c.), la qua-
trieme par — (a,b.¢,); les coefficients de x, y et z deviennent
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6 PREMIERE LECON.

identiquement nuls, et 'on a, pour le déterminant,
d(abse,)— dil asbie) + di(abie;) — di(a b cy),
ou, en développant,

ab,e,d, — ab.e,d; + ab.e,d; — a, b c,d,
+ a b e,d, — asb e d, + abeidy — acbie,d,
+ab.eid, — a, b eods + abcidy — a b, e, d,y
+ab,e.d, — abie,ds + a,bc;dy, — abye d.
+abeid,—abyesdy + abiesd, — abse.d,
+ a,byc,d, — abye,d, + asb,eid — azb,e.d,.

8. On peut sans aucune difficulté étendre & un nombre quel-
conque d’équations la méthode que nous venons d’employer.
Le lecteur remarquera que l'expression générale d’'un déier-
minant est 2 == a,b,¢,4d,..., dans laquelle chaque produit doit
renfermer toutes les lettres et tous les indices, sans répétition
ni omission : le déterminant contient tous les produits de cette
nature qu'il est possible de former. Quant au signe dont chaque
terme doit étre affecté, la régle est la suivante. Nous donne-
rons le signe -+ au terme a,b.¢;d,, . . ., que 'on obtient enlisant
le déterminant de I'angle supérieur gauche a 'angle inférieur
droit, et, cela élant admis, le signe de chaque produit sera -
ou —, suivant qu’il dérive de ce premier terme par un nombre
pair ou impair de permutations des indices. Ainsi, dans le der-
nier exemple, le second terme a,b;c,d; ne différe du premier
que par la permutation des indices de b et de ¢ : il a done
un signe contraire. Le troisiéme terme a.b;¢,d; différe du se-
cond par la permutation des indices de « et de ¢ : il a par suite
un signe contraire, mais il a le méme signe que le premier
terme, puisqu’il peut en étre dérivé en permutant deux fois
les indices.

ExempLE. — Quel est, dans le déterminant (ab,c,d e,), le signe du

. , 9
terme a,b e d e

En permutant, dans le premier terme, les indices de « et de ¢, nous
obtenons a@,b,c,d,e,, produit dont le premier élément est le méme que
celui du terme donné; en permutant ensuite les indices de & et ¢, nous
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avons a, b, ¢, d,e,, qui adeux éléments communs avec le terme donné; puis,
permutant c et e, il vient a,b,¢,d, ¢,; et enfin, permutant d et ¢, nous avons
le terme donné a,b,c,d, e,. Donc, puisqu’il y a eu wn nombre pair (4) de
permutations, le signe du terme est +. En effet, les signes de la série de
termes sont

N *
abye,die, — ab,e die, 4 abede, —abc,de 4+ abe,de (*).

9. Une permutation circulaire des indices altére le signe
quand le nombre des termes du produit est pair : elle ne I'al-
tere pas quand le nombre des termes est impair. Ainsi a,b,, se
déduisant de « b, par une seule permutation d’indices, a un
signe contraire ; mais a,0,¢, a le méme signe que a,b,¢; dont il
dérive par une double permutation. Car, en échangeant les in-
dices de a et de b, a,b.c; devient a,b, ¢;, qui, en échangeant
ceux de b et ¢, devient @, b,c,. De méme a,b,c,d, a un signe
contraire a celui de a,b.¢;d, dont il dérive par trois permuta-
tions, savoir : a,b, ¢, d;, a.b,e.d,, a.b,c,d..

10. Nous pouvons maintenant substituer A notre premicre
définition du déterminant une nouvelle définition ui devien-
dra la base des théories suivantes. En effet, puisque le déter-
minant est simplement une fonction des éléments «, b, ¢ et
ne contient pas les variables z, y, z, il est évidemment préfé-
rable d’en donner une définition qui ne fasse pas mention
d’équations entre ces quantités x, ¥ 2.

Soientdonc n* quantités disposées en un carré de n colonnes

(*) En comparant les termes «, b, ¢ d, e, a, b c,d e, on voit que Uindice 1,
qui se présentait le premier dans le premier terme, se trouve dans le deusiéme
précédé de trois ¢léments; que Vindice 2 est préeédé de deux ¢éléments et Pin-
dice 4 d’nn élément, qui ne venaient qu'apres dans le terme primitif. Le nombre
total des dérangements est done de six. La régle des signes est quelquefois don-
née sous cette forme : le signe de chaque terme est + ou — suivant que le
nombre total des dérangements par rapport & Pordre des indices dans le terme
primitif est pair ou impair.

{**) Nous aurions pu partir de cette définition du déterminant, les proposi-
tions précédentes n’étant pas nécessaires pour le développement scientifique de
la théorie. Nous avons pensé cependant que ces ¢elaircissements rendraient la
théorie géncérale plus facile a comprendre, et que importance de V'étude des
déterminants ressortirait davantage, lorsque Von aurait montré que toute éli-
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verticales et n lignes horizontales, le déterminant de ces quan-
tités est la somme de tous les produits possibles (affectés de
signes convenables, comme on l'a expliqué au n° 8) que 'on
peut former avec n éléments, en n’en prenant qu’un seul dans
chaque colonne verticale et dans chaque ligne horizontale : ce
déterminant est dit du n#" ordre. Deux éléments sont con-
Jugués lorsque chacun d’eux occupe, dans les lignes horizon-
tales, la méme position que l'autre dans les colonnes verti-
cales. Lorsque les éléments conjugués sont égaux, le déter-
minant est symétrique. Exemple :

a h g
h b fl.
g Jf Cl

11. Dans le cours des premiéres Lecons, nous écrirons,
comnie nous P'avons fait dans les exemples précédents, tous
les éléments d’'une méme ligne horizontale avec la méme lettre,
et tous ceux d’une méme colonne verticale avec le méme in-
dice. Mais la notation la plus usitée consiste a donner i
chaque élément un double indice, le premier indice désignant
la ligne horizontale et le second la ligne verticale a laquelle il
appartient. Le déterminant du troisiéme ordre s’écrirail ainsi:

a,, . ‘
Ay @ry oyl
[ W5, on Gy ‘
ou encore

Zxa, a,,da,,

les indices devant, dans cette somme, étre permutés de toutes
les maniéres possibles. On modifie quelquefois la notation pré-

mination de variables entre un syst¢tme d’équations du premier degré, et que
toute solution d’un semblable systéme, donne naissance a des déterminants : les
systémes d’équations du premicr degré se rencontrent constamment dans toutes
les branches des Mathématiques pures et appliquées.
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cédente en omettant la lettre a, et le déterminant s'éerit alors
1,2) (1,3)

?2) (273) °

2

( 2) (3,3)

M. Sylvester a encore proposé une autre notation (umbral
notation). Soit, par exemple, le déterminant

(
(2
(3

I
|
l
|

w N
-

ax ba co do
aB b3 eB dp
ay by cy dy
ad bd c¢o do

9

dont les éléments sont ae, b,...; a, b, ¢,..., n’étant pas des
quantités, mais en quelque sorte des ombres ou apparences de
quantités, c’est-a-dire que ces lettres n’ont pas de signification
par elles-mémes et n’en prennent que par leur combinaison
avec celles de 'autre série «, (3, v, . .; par exemple si«, 3, 7,
o représentent les indices 1, 2, 3, 4, les éléments, suivant la
notation que nous avons adoptée, s’obtiendront en combinant
I'une des lettres (’l, b, ¢, davecl'un des indices 1, 2, 3, 4. M. Syl-
vester écrit le déterminant sous une forme plus condensée :

a, b, ¢, d,
N
o 57 7 g,

qui indique la somme de tous les produits ax.63.¢y.dd que
'on peut obtenir en permutant les termes de la seconde ligne
de toutes les maniéres possibles, et changeant les signes &
chaque permutation suivant la régle ordinaire.

R
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10 DEUXIEME LECON.

DEUXIEME LECON.

REDUCTION ET CALCUL DES DETERMINANTS.

12. Nous avons, dans la derniére Lecon, fait connaitre la régle
de formation des déterminants et indiqué, sur des exemples
particuliers, quelques-unes de leurs propriétés. Nous allons,
dans cette seconde Lecon, démontrer d’une maniére générale
ces propriétés et quelques autres encore qui sont trés-fré-
quemment employées pour la réduction et le calcul des déter-
minants.

La valeur d’un déterminant n’est pas altérée si 'on écrit
horizontalement les colonnes verticales et vice versd (2, 5).
Cela découle immédiatement de la loi de formation (10) qui
estparfaitement symétrique par rapport aux colonnes verticales
et aux lignes horizontales. L’un des principaux avantages de
la notation a indices doubles est de montrer clairement cette
symétrie.

13. Si 'on permute deux lignes horizontales ou deux co-
lonnes verticales, le déterminant change de signe.

Car Ieffet de ce changement est évidemment une simple
permutation de deux lettres ou de deux indices, ce qui, d’aprés
la loi de formation, donne lieu a un changement de signe.

1h. Si deux lignes ou deux colonnes deviennent identiques,
le déterminant se réduit a zéro.

En effet, si I'on permute ces deux lignes, on doit (13) avoir
un changement de signe; mais la permutation de deux lignes
identiques ne peut modifier en rien la valeur du déterminant:
cette valeur reste donc la méme lorsque I'on change son signe,
¢’est-a-dire qu’elle est égale a zéro.

Ce théoréme découle encore immédiatement de la défini-
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tion du déterminant comme résultant de I’élimination entre
n équations linéaires. Car cette élimination s’opére en résolvant
n — 1 équations par rapport aux variables et substituant dans
la née les valeurs ainsi trouvées. Mais, si cette derniére est
identique avec I'une des autres, elle doit devenir identique-
ment nulle lorsque 'on y substitue les valeurs des inconnues.

15. Si tous les éléments d’une ligne ou d’'une colonne sent
multipliés par le méme facteur, le déterminant est multiplié
par ce facteur.

Cette propriéié résulte immédiatement de ce que chaque
terme dans le développement du déterminant contient comme
facteur un élément appartenant a la méme ligne ou a laméme
colonne et n'en contient qu’un.

Ainsi, par exemple, puisque chaque terme du déterminant

la, b ¢ ]
a, bz C,
Ity b, ¢,

contient @, ou @, ou a,, le déterminant peut s’écrire sous la
forme a,A, + a,A, + a; A, (A, A; et A; ne contenant aucun
élément de la colonne des a), et si a,, «. et @ sont multipliés
par un méme facteur %, le déterminant sera multiplié par ce
facteur.

Cororrarre. — Si les éléments d’une ligne ou d’une colonne
ne différent que par un multiplicateur constant de ceux d’une
autre ligne ou colonne, le déterminant se réduit & zéro. Ainsi

ka, a, a a, a, a
b, b, by |=1Fk|b, b, b,|=0(1k).
e, ¢ by ¢, ¢ ¢

16. Si, dans un déterminant, on supprime un certain nombre
de lignes horizontales et un méme nombre de colonnes verti-
cales, le déterminant formé avec celles qui subsistent est un
déterminant mineur du déterminant donng.
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Les mineurs obtenus par la suppression d’une ligne et d’une
colonne sont dits du premier ordre, ceux que I’on obtient en
effacant deux lignes et deux colonnes sont dits du deuxiéme
ordre, et ainsi de suite.

Nous avons fait remarquer, dans le dernier numéro, que si
les éléments d’une colonne sont @, a,, «,. .., le déterminant
peut s’¢crire sous la forme a, A, + a.A: + a;A; +. .., et il est
évident que A, est le déterminant mineur obtenu par la sup-
pression de la ligne et de la colonne qui contiennent a,,. ...
En effet, tous les termes du déterminant qui contiennent «, ne
peuvent contenir aucun autre élément de la colonne ou de la
ligne dont «, fait partie, et «, doit étre multiplié par toutes les
combinaisons possibles des produits de n — 1 éléments, pris
dans les autres lignes et colonnes, mais la réunion de ces
produits forme précisément le déterminant A, (8). De méme,
le déterminant primitif peutaussi s’écrirea, A, + b, B, +¢.C,,...,
B, étant le mincur que l'on obtient en effacant la ligne et la
colonne qui contiennent b,....

17. Si tous les éléments d’une ligne ou d’une colonne d’un
déterminant du r* ordre viennent a s’annuler a I’exception
d’un seul, le calcul de ce délterminant se réduit a celui d’un
déterminant du (r — 1) ordre. En effet, il est évident que si
a,, a,... deviennent nuls, le déterminant a, A, + a;A; +. ..
se r¢duit au seul terme @ A,, et A, est un déterminant ayant
une ligne et une colonne de moins que le déterminant pro-
posc.

18. Si tous les éléments d’une ligne ou d’une colonne sc
décomposent en la somme de deux autres, le déterminant se
décompose de méme en une somme de deux déterminants.

Cette propriété découle du principe dont il a été fait usage
au n° 16. Ainsi, dans I'exemple donné plus haut, si nous écri-
vons @, + oy, b+ B, ¢+ 7 au lieu de a,b,c, le déter-
minant devient

(@ ) Ay + (b, =+ B,)B, + (¢, -+ 7.)C,
::(a,AI -+ 0,B, +C‘C|) -+ (O!1A| +p|B|+}’|C1)~
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Nous avons donc

a + o a a a a, a oy @
b, + ,SL by by|=|b b, by|+ ;3 by by |-
¢+ Y 6 Gy Ci € G 71 C: Gy

De méme, si les éléments d’une colonne étaient tous la
somme d’'un certain nombre d’autres termes, le déterminant
se décomposerait en un parcil nombre d’autres déterminants.

19. Si, dans I'exemple précédent, les ¢léments de la seconde
colonne étaient également la somme de deux autres (si, par
exemple, on écrivait @, -+ a., b, + B, ¢ -+ 7y, 4 la place de
s, by, ¢,), chacun des déterminants du'deuxiéme membre de la
derniére équation se résoudrait lui-méme en une somme de
deux autres, et 'on voit sans difficulté que

(@ a by By €) = (@ bucy) A+ (@, Brcs) + (2, bscy) + (o Bacy).

Si chacun des éléments de la premiére colonne pouvait se
résoudre en une somme de m autres, et chacun de ceux de la
deuxiéme en une somme de r autres, le déterminant pourrait
donc étre décomposé en mn déterminants. Car on le décompo-
serait d’abord, comme dans le numéro précédent, en m autres,
en prenant, au lieu de la premiére colonne, chacune des m co-
lonnes partielles : chacun de ces déterminants se décompose-
rait ensuite en n autres en opérant de méme sur la deuxiéme
colonne. Et, en général, si chaque élément se compose de la
somme d’'un certain nombre de termes, de telle sorte que
chaque colonne puisse se résoudre en une somme de colonnes
partielles (la premiére en m colonnes, la deuxieme en n, la
troisiéme en p, etc.), le déterminant est égal a la somme de
tous ceux que I'on peut former en prenant, au lieu de chaque
colonne, 'une des colonnes partielles dont elle se compose,

t le nombre de ces déterminants sera égal au produit mnp....

90. Si les éléments d'une ligne ou d’une colonne sont res-
pectivement égaux a la somme des éléments correspondants
des autres lignes ou colonnes, multipliés respectivement par
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des facteurs constants, le déterminant se réduit a zéro. Car,
dans ce cas, il peut étre décomposé en déterminants partiels
qui s’annulent séparément. Ainsi

ka, 4+ la, a, a, Vha, ar a ! la, a. a,
kb + b, b, by | = | kb, b, by | + by b, b, |
ke, +le; ¢ e ke, e e | le, ¢ ¢

mais ces deux derniers déterminants s’annulent (n° 15, coroll.).

21. Un déterminant ne change pas de valeur si 'on ajoute
a chaque élément d’une ligne ou d'une colonne ceux des
autres lignes ou colonnes multipliés respectivement par des
facteurs constants. Ainsi

a+ ka, + las a. a, ]
b+ Fkb, +1b, b, Db
¢ + ke, +ley, ¢ o

a, a, a [ ka, + lay, a, a,
= | b b, b i + | kb, + by b, b, |;
e e | ke, +1les ¢, ¢

mais le dernier déterminant se réduit & zéro (n° 20) (*). Les
exemples suivants montreront comment les principes que
nous venons d’exposer peuvent servir a simplifier le calcul
des déterminants.

ExEMPLE 1. — On demande de calculer la valeur du déterminant

9 13 17 4 111 4 I 1 1 1
18 28 33 8 2 4 1 8 2 4 1 1
30 40 54 13 - '4 1 2 13 - 4 1 2 6 )
24 37 46 11 2 4 2 11 2 4 2 3

Le second déterminant se déduit du premier en retranchant des éléments
des premiere, deuxiéme et troisieme colonnes, deux fois, trois fois et

(*) Les commencants auront soin de remarquer que, sile déterminant ne
change pas de valeur en substituant dans la premiére ligne «, + ka,+ la, i la
place de a,,..., il n’en est plus de méme lorsque l'on effectuc a la place de a,,...
la méme substitution dans la seconde ligne,”car on multiplie alors Ie détermi-
nant pav 4, ¢t si on Peffectue dans la troisiéme, on le multiplie par 7.
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quatre fois les éléments correspondants de la derniere colonne. Le troi-
sieme déterminant dérive du deuxieme en retranchant de méme la somme
des trois premiéres colonnes de la derniére. Toutes les fois que nous avons,
comme maintenant, un déterminant dans lequel tous les éléments d'une
méme ligne sont égaux, nous pouvons, par soustraction, en déduire un
autre dans lequel tous ceux d'une méme ligne s’annulent a I'exception
d’un seul, et réduire ainsi le calcul a celui d’un déterminant d’ordre in-
férieur (17). Ainsi, retranchant la premiére colonne de chacune des trois
autres, le dernier déterminant devient

I o o 0
2 —1 — 1]
2 2 —1 —1 .
=] =3 —2
4 —3 —2 2
2 o I
2 2 o |
7’
4 — 1 —1
4 —1
=|—7 —2 2| = .
o [ I

Le troisiéme déterminant de cette série sc déduit du précédent en re-
tranchant de la premiére colonne le double de la derniere, et nous n’a-
vons plus qu'un déterminant du deuxiéme ordre dont la valeur est
—8—97=—15.

BxenpLE II. — Caleuler le déterminant suivant :
5 —10 It o 5 —10 11 o
—10 — 11 12 4 N 32 —35 34 o
1t 12 — 11 2| I8 12 —11 2
o 4 2 —6 1 5 3 o
5 —10 11 5 —a 1 5 —2 1
=—2| —32 —35 34 |=10]| 32 7 1]|=10 27 9
I 5 3 I 1 8 —39 17 o
3

Il

=go(51 +3g) = 8100.

| =39 17|

La premitre transformation s’opére en retranchant le double de la troi-
sieme ligne de la deuxiéme et ajoutant la somme de la deuxiéme et de la
troisiéme & la quatri¢me. Remarquons ensuite que les deux termes @, b, ¢, </,
et a,b,c,d, étant de signes contraires, et ¢, étant le seul élément de la qua-
triéme colonne qui ne s’annule pas, le déterminant se réduit & — ¢, (e, 0,d.).
Ajoutons ensuite la deuxiéme et la troisiéme colonne, dégageons le facteur 5
commun a la deuxiéme colonne et le signe — commun a la deuxiéme ligre
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horizontale; enfin retranchons la premiére ligne de la deuxiéme et huit fois
la premiére de la troisiéme : le reste de I'opération est évident.

ExevrLe I11.

7 —2 o 5|

—2 6 —o2 2
o —2 53| ™
5 2 3 4

ExempLE 1V.
25 —15 23 —5
—15 —10 19 5
23 19 —15 9
— 5 5 9 —5
ExevrLE V. — Etant données n quantités «, £, 7.+, trouver la valeur
du déeterminant

Il est évident (14) que ce déterminant se réduit 4 zéro si « = §; par con-
séquent, il admet comme facteur « — {; il en est de méme de toute autre
différence entre les quantités =, @,.... Le déterminant est donc égal au
produit

Ele—=pP)e—)z—=)(E—7)E— )y —=9)....

En effet, s'il ne lui est pas égal, il le contient au moins comme facteur;
mais il ne peut admettre d’autres facteurs renfermant o, &,. .., puisque
le produit contient déja «*~*, 5"~',... et que ces quantités ne peuvent pas
se trouver a une puissance plus élevée dans le déterminant; en compa-
rant les coefficients de «"~', on voit en outre que le déterminant ne peut
contenir de facteur numérique. Cet exemple peut aussi étre traité comme
le suivant.

ExemeLE V1. — Calculer la valeur du déterminant
I 1 1 1
a p 9 0

[

s
2

HIC - Cote - 10.SAL 63



REDUCTION ET CALCUL DES DETERMINANTS. 17
Retranchant la derniére colonne de chacune des trois autres, le détermi-
nant devient divisible par (« —d){%— ) (y —d) et le quotient est
I I I
«—4d ) B
BAa?d 4 ad? -0 B A B4 LT O Pyt g P
Retranchant de méme la derniére colonne des deux premicres, le détermi-
nant devient divisible par (= — ) (8 — 7), et 'on trouve immédiatement
pour sa valeur
(2—0)(B—3)(7— 8) (2 — 9) (f — 1) (2= B) (2 +-Bt-743).
ExempLE VII.— La solution d’un probléme de Géométrie exige que ’on
détermine ) a {aide de Péquation
o bs 3
(@a4+2P  (642P (c+1r)P |=o.
(2a42%) (26432 (2¢-4+2)

Retranchons la premiere ligne de la deuxiéme et divisons par ); retran-
chons huit fois la premiére ligne de la troisiéme et divisons par %; puis
retranchons la deuxiéme ligne de la troisiéme et divisons par 3, et enfin
retranchons cette derniére de la deuxieme et divisons par 2, le détermi-

nant devient
o A P

20+ h 204 2¢4+% | =o.

3a®4-ak 30*4-0% 3c* 4 ch
Retranchons maintenant la premiére colonne de la deuxiéme et de la troi-
siéme, puis la deuxiéme de la troisieme, et divisons par b —a, ¢ —a,
¢ — b; retranchons de la premiere colonne la deuxiéme multipliée par «
et ajoutons la troisiéme multipliée par ab; enfin retranchons de la deuxiéme
colonne la troisiéme multipliée par @ 4+ &, et il vient

abe — (ab+bc+ca) a+b-+c

A 2 o =o,

N s 3
ou, en réduisant

(a+b—~4c)2 +3(ab+bec 4ca)r+6abe = o.

ExenpLe VIII.

(b+4c)? a’ a?
b? (c4a)? b* =o2abc(a+b—+-c).
ct c (a+0)
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18 DEUXIEME LECON.

ExempLE [X.

1 1 1

. . . T . .
sine sinf siny :4sm;(a—‘B)sm;:—(@——'/)smé(a—'/).
cosz cosB cosy

ExempLe X.
(x—B) cos=(B—7) cost(y—uz)
o\ DAY A

N 1 X 1 1

cos;(a+p) cos;({ﬁ—i—y) COS;('/—G—'/.)

T . .1 1

sm;(a—i—@) sm;((s—l—y) sin— (7+2)

= 28in - (« — &) sin + (8 — ) sin & (« — )
2 ! 2! 2 7).

ExempeLE XI.

sin« sinf siny

oS % cosf oS 7

| sinzcosz sinfcosP sin<cosy
1 L1 .1
= 2sin~(z—f)sin=(f — v)sin - (z — ¢
Sz —B)sin 2 (6 y)sin < (2 — 1)
> [sin(z—45)4-sin(f4v) +sin(y 4 «)].

Exewpre XII. — Plusieurs de ces exemples peuvent s’appliquer au cal-

cul de 'aire des triangles, en se rappelant que le double de l'aire du triangle
formé par trois points ayant pour coordonnées ', y/,. ..., est

1 1 1
x x Z" ,
)” P

et par trois lignes ayant pour équations ax + by +c¢=o,...,

a b ¢}
@ b ¢ | divisé par (ab'— d'D) (d' V" — ") (") — ab").

(l” I)" (,'"
Ainsi 'aire du triangle formé par les centres de courbure de trois points

N . T
d’une parabole <]es coordonnées du centre de courbure étant - p -+ 32,
2
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REDUCTION ET CALCUL DES DETERMINANTS.

Vm
— ép——) est
1 I
% .V/2 JJIE
I l 1_(3 1,//3

I

2
J

3

J

6 U] "o mo .
—_ e (J,/ __),II) (‘)J/ __ )JII) (,’.//r —v'l") (.},I‘). _(__.). '), " +], J. ).

/)Zl

On peut calculer de méme I'aire du triangle formé par trois normales ou
trois autres lignes ayant une relation connue avec la courbe.

Exempre XII.

o ¢ b d
o a ¢
a o

d e [ o

¢ o a|=aabc;

|0 « o

o c b
f!
|

= a*d? 40t ++ AP — aabde — 2bcef — 2adcf.

Exempre XIV. — Démontrer I’égalité

o 1 1 1| oz y z|
1 o z' ! I} r o z ¥
I "y oz 0 2
)yt Xt o f z ¥y x o

a X Lo l
DS/ R S N
ohoe s
Aororod

dans laquelle tous les éléments sont égaux, excepté ceux de la diagonale,

L do

se réduit a 9 (3) —* —L, ¢ (1) étant le produit (@ —2) (b —2)....

d
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20 TROISIEME LECON.

TROISIEME LECON.

MULTIPLICATION DES DETERMINANTS.

22. Nous allons, dans cette Lecon, faire voir que le produit
de deux déterminants peut étre mis sous la forme d'un déter-
minant, ayant pour éléments les sommes des produits des é1é-
ments de chaque ligne de 'un des deux déterminants par les
éléments correspondants des lignes de I'autre.

Ainsi, le produit de (a,b.c;) par (2(.7s) est

a, o + l),ﬁl + Y o+ b.sz + ¢y avay bl ﬁz + ¢ Y
a,o, —+ bZPl + Y o -+ [)2@2 + ¢y Qoo -+ b?ﬁa -+ CyYs |-
o+ 0B - ¢y Qo 4+ by + G2y @5 + biBs - ¢uys

Les démonstrations que nous allons donner pour ce cas par-
ticulier s’appliqueront au cas général. Puisque les éléments
du déterminant ci-dessus sont chacun la somme de trois
termes, le déterminant peut (19) se décomposer en la somme
de vingt-sept déterminants que l'on obtiendrait en prenant
une colonne partielle dans chacune des trois colonnes ci-
dessus. Il est inutile d’écrire ces vingt-sept déterminants, et il
suffira d’indiquer les deux ou trois premiers :

aon  aay a,o ao, B ey,

Mo, oy oty |+ | @o b B, ¢y

Ayoy  Azcy A3y Ay o, b:‘pz C37Ya
@ % CiYa b, Bs

-+ a, o CQ}}Z bZBS —+...
3%, C3Y2 baﬁs

11 faut remarquer maintenant que, dans tous, chaque colonne
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MULTIPLICATION DES DETERMINANTS. 21

a un facteur commun qui (158) peut étre isolé comme facteur
du déterminant. Les termes donnés ci-dessus peuvent donc
s’écrire
a a a a b ¢
Ay | Ay Ax Ao +“IB2YJ a b, o

a, das @, [423 b, ¢

a, C bl

-

+951}'253 a C by} +. ..
as ¢, b3

mais le premier de ces déterminants se réduit a zéro, puis-
qu’il a deux colonnes identiques; le deuxiéme n’est autre
que (a b,c;), et le troisiéme (13) est — (ab.c;). De méme,
tout autre déterminant partiel ayant deux colonnes identiques
s’évanouira, et ’on reconnaitra que tous ceux qui ne s’éva-
nouissent pas sont égaux a (a b.c,), tandis que les facteurs qui
les multiplient sont les termes du déterminant (o, 3:7s)-

On aurait pu, de la méme maniére, décomposer le détermi-
nant en une série de termes égaux au déterminant (o, (3:7s)
multiplié par I'un des termes de (@, b.c;).

23. En raison de I'importance de ce théoréme, nous en
donnerons une autre démonstration, fondée sur notre pre-
miére définition du déterminant.

Le déterminant que nous avons considéré au numéro pré-
cédent est le résultat de I’élimination des variables entre les
équations

((l.oﬁ —I—I).f)l —+ C;}’|)x+(a|x2+biﬁﬁ+c|71)y
+ (ajoy + 0B+ ¢ ys)z =0,

(aor, 0,3, 4 €270) % + (@z00 + b3 + :72)y
+(@as—+ 0.y + ¢93)2 =0,

(ayor, + ()35. + ¢y ) + (azo + b362 + o)y
+ (ayety + byBy + ¢i7:)2 =o.
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22 TROISIEME LECON.
Si nous faisons maintenant

o0 X+ oy + o5 =X,
Bix =+ By + @gZ:Y,
VAT i 2 A i 224 =17,

les trois équations précédentes peuvent s’écrire

aX +0Y +ceZ=o0,
X +0,Y + ¢, Z =o,
a; X +0,Y + ¢, 7 —=o.

En éliminant X, Y, Z, on voit immédiatement que (a, b.c;) doit
etre un facteur du résultat. Mais on peut aussi trouver, pour &,
¥» %, un systéeme de valeurs satisfaisant aux trois équations
données, pourvu que I'on en trouve un satisfaisant aux équa-
tions X = o, Y=o, Z=0. Donc (& B.7;) = o, qui représente
la condition nécessaire pour que ces derniéres équations soient
possibles, est également facteur du résultat. Et, puisque I'on
voit sans difficulté que le degré du résultat par rapport aux
coefficients est exacterment le méme que celui du produit de
ces deux quantités, ce résultat n’est autre que (@, b.c;)(B:ys).

1l résulte de ce qui précéde que le théoréme concernant la
multiplication des déterminants peut s’exprimer sous la forme
suivante, que nous emploierons souvent.

Si un systéme d’équations

X +0,Y + c¢.Z =-o,
(l;;x -+ bsY - (/.JZ == 0

est transformé a Paide des substitutions

X = X 4 oy 4+ 2,3,
= (_’),.Z' -+ ﬁg]'—l‘ ‘(6;:2)
Z — X+ Yy + Y2,

le déterminant du systéme transformé est égal a (a,b.c,), dé-
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MULTIPLICATION DES DETERMINANTS. 23
terminant du systéme primitif multiplié par (« B.y;), que nous
appellerons module de la transformation.

24. Les théorémes des numéros qui précédent peuvent éire
généralisés ainsi qu’il suit. Nous pouvons avoir deux sérics
d’éléments, le nombre des lignes horizontales élant diflérent
de celui des colonnes, par exemple :

a b |
la

% ﬁl }’l

B: 7
et nous pouvons en composer, comme au numéro précédent,
le déterminant

?

a, b,

i aldt‘*“bl@l"‘(«'l‘l ﬂz“l“'bzﬁx“"@% !
o+ 003+ ¢y, o+ 0.3y + 2y,

dont nous nous proposons de trouver la valeur.

Supposons d’abord, comme dans I'exemple ci-dessus, le¢
nombre des colonnes plus grand que celui des lignes horizon-
tales, de sorte que chaque élément du nouveau déterminant
soit la somme d’un nombre de termes supérieur a celui de ces
lignes. En procédant comme au n° 22, la valeur de ce déter-
minant est

o, b3
oy b3
=(aby) (e Bo) + (@ e){oy:) + (i) (Biys),
c’est-d-dire que le nouveau déterminant est la somme des pro-
duits de tous les déterminants que 'on peut former avec 'une

des sérics d’éléments multipliés chacun par le déterminant
correspondant formé avec les éléments de 'autre série.

L aa, aye

a, o Ao

|+

25. Supposons maintenant, en second lieu, le nombre des
lignes horizontales supérieur a cclui des colonnes. Ainsi, &
I'aide des deux séries d’éléments

a, b, o B
a, b, R o Bu |l
a, by o By
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24 TROISIEME LECON.

formons le déterminant

a o + blﬁl ao —+ blﬁl ao, + basl
ao+bB: o+ 0.3, aya+ 0,3, |
an“s“‘bnﬁs azaa‘*—bz@s a,oy —+ b:zﬁa

Si nous le décomposons de méme en déterminants partiels,
nous reconnaitrons qu’il est impossible d’en former un seul
qui n’ait deux colonnes identiques. Le déterminant se réduit
donc identiquement & zéro. On aurait encore pu s’en con-
vaincre immédiatement en ajoutant a chaque série une co-
lonne de zéros et multipliant, ce qui donne le déterminant
ci-dessus comme produit de deux facteurs égaux tous deux

a zéro.
26. Un cas particulier fort utile du n° 22 consiste en ce que

le carré d’'un déterminant est un déterminant symétrique (10).
Ainsi le carré de (a,b.c;) est

@l 4+ b+ ¢t aa, +bb,+ce, aa,-+bb,+coc,
a,a, + b b, + c.c, ay, + bl + ¢} ad; + b,by+-cye;5 |-
ads+bb,+ cc; a,a, + b,b, +c,cy al + b +¢?

1l résulte aussi du n° 2h que la somme des carrés des dé-
terminants
(a .y + (bic,)* + (e @)

est le déterminant

a*+b*+c¢!  adr+bb.+co

a,a,+ b, b, + c.c ai + b} +c;

ExempLk 1. — Sil'on désigne par «,, b,, c,, a,, b,, ¢, les cosinus des trois
angles qui fixent la direction de deux lignes dans 'espace, et par 6 I'angle
de ces deux lignes, on sait que I'on a

cus = aa, -+ 1)1 bz -+ €0y
et Videntité que nous venons de démontrer plus haut donne

in’ 0 = (a,0,)+ (b,¢,)* + (¢, )"

HIC - Cote - 10.SAL 63



MULTIPLICATION DES DETERMINANTS. 25

Exeypre 1. — Dans la théorie des équations, il est utile d’exprimer,
sous forme de déterminant, le produit des carrés des différences des ra-
cines. Le produit des différences de 7 quantités a été mis sous forme de
déterminant, exemple V, n° 21 ; si nous I'élevons au carré, il vient

S S8, A

5 S, 8, el 8,

.§'2 ,5'3 .5'5 e Sll+l

cet it ettt c it
Sumt S ‘$‘n+x R Py

s, désignant la somme des puissances p des quantités =, &, ..

Exempie III. — Le n° 24 prouve de méme que

S PSP

S %y
S S8, i
S¢Sy N ::(3‘—:6)2(;6'—'/)2(7_542‘
$, 08, 8

Nous formons ainsi une série de déterminants dont le dernier est le pro-
duit des carrés des différences de «, f,...; tous les déterminants ana-
logues au deld de ce dernier s'évanouissent identiquement (28). Cetie
série de déterminants est d’vne grande importance dans la théorie des
équations algébriques.

ExempLe IV. — Prenons l'origine des coordonnées au centre du cercle
circonscrit & un triangle; soient R son rayon et M laire du triangle, on a

¥y R 'y —R
aMR=| 2" 5" R | et —2MR=|2" » —R|-
L'W ,JII B LJII YW — R
Multipliant ces déterminants suivant la régle ci-dessus, le premier terme
.LJZ + Y/Z — R:’
devient égal & zéro ; le second
I A UAY ) A .Il'z______l_ .2
'[l'l;/l_l_vyl‘y_ll__R2:_:—-;[(‘[‘ — ") +(‘) —) ) ]__ 2( R
¢ étant un coté du triangle. Par conséquent
I ) C2 /)‘I
.,
— 4R = — % o & |=— R @b,
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d’ou la formule connue

TROISIEME LEGON.

abe
R= —-
4M
ExewpLE V. — On peut employer la méme méthode pour trouver le
rayon de la sphére circonscrite & un tétraédre. Partant de 'expression du
volume du trétraédre

IV IV
z 1

on trouve, comme plus haut, a; d; b, e; ¢, f étant les couples d’arétes
opposées du tétraédre,

‘ o ¢ U &

Cgemeyre L OO O
610 @ o f*
d? /o

d’ou, en désignant ad + be +- ¢f par 28, on déduit, d’apres 1'exemple X111,
n° 21
’ 36R2V* = S(S — ) (S — be) (S — ¢f).

Exeneee VI — les démonstrations ci-dessus ont ¢té inspirées i
M. Burnside par la démonstralion suivante donnée par M. Joachimsthal
pour U'expression de I'aire du triangle inscrit dans unc ellipse. Multiplions

les équations

' ! !

r

oty ! [ 1
— 1 [ |
a b a b
oM al oy 2 M "y
—_— —_— - —_ e — 1 .
ab a b a b
.1/‘!// ; Lm I " ‘1,//1 }
P T
a b | a b |

Le produit est un duermmant symétrique dans lequel les termes de la

2
diagonale sont de la forme

points sont sur la courbe, les autres termes sont —~

"

'r
4

—|— et deviennent nuls quand les

'))
_ ...
0*

Il est facile maintenant de démontrer qu’en d951gnant par ¢ un coté du

m

triangle, et par &

(#—alf | (=)

0*

- )

o

5
N|

_/
"

le demi-diameétre parallele, on a

HIC - Cote - 10.SAL 63



MULTIPLICATION DES DETERMINANTS. 27

Nous avons done

o2 ‘,12
“[2 7‘) ”'z - aﬂ i(.‘2 72 .
R R T R e A
£ d
ooy ©
ExexrLe VII. — M. Cayley a obtenu, de la maniére suivante (Cam-

bridge and Dublin Mathematical Journal, vol. 11, p. 270), les relations
qui lient les distances deux 2 deux de quatre points sur un cercle ou de
cing points sur une sphére.

Substituons les coordonnées de chaque point dans I’équation générale
d'un cercle

20 "'!‘]:Z —9Ax — ’,ZB)' —+ C= o,

et ¢liminons A, B, C, nous obtenons un déterminant composé¢ de quatre
lignes telles que

x4y —aax!, — a3 1.

Multiplions par un autre déterminant, qui ne différc de celui-ci que par
un facteur numérique, et que nous formerons & l'aide de quatre lignes de
la forme 1, ', ', x4 »*; le premicr terme du produit sannule, le
second est (#' — &)+ (3" — »")*. Par conséquent, si (12)* désigne le
carré de la distance entre deux points, Io produit sous forme de détermi-
nant est
o (12)* (13)* (1§
(21 o  (23)
(317 (32 o (34
(417 (52 (37 o

c'est la relation cherchée. Ainsi que nous l'avons déja vu, ce déterminant
développé donne la relation connue

(12)(34) = (13) (24) = (14) (23) = o.
La relation qui lie les distances de cing points sur une sphére est le d¢-

terminant correspondant & cing lignes.

Exemere VUL — Trouver une relation entre les distances deua & dewr:
de trois points sur une droite, de quatre points sur un plan ou de cing
points dans Uespace.

Ajoulons une unité et des zéros aux deux déterminants dont nous avons
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28 TROISIEME LECON.
fait le produit dans I’exemple précédent, il vient

Nous avons maintenant cinq lignes horizontales et seulement quatre co-
lonnes; le produit, développé comme au n° 25, doit donc étre nul. Mais
ce produit n’est autre que le déterminant

o 1 1 1 1

1o (12)2 (13 (14)?
Co(21 o (23] (24) |=o,
(312 (32)) o (34)
ro(41) (o) (43)

c’est la relation cherchée. En effacant la derniére ligne et la derniére co-
lonne, nous aurons la relation entre les distances de trois points sur une
droite ; en ajoutant, au contraire, une nouvelle ligne 1, (51)%, (52)%,...,
nous aurons la relation entre les distances de cinq points dans Vespace.
Nous pouvons, pour procéder au calcul de ces déterminants, retrancher
la deuxiéme colonne de chacune des suivantes, et ensuite retrancher éga-
lement la premiére ligne de chacune des suivanles, ce qui donne

2(12)? (12) +(13)7 — (23] ( ) +(14) — (24
(12) 4+ (13) — (23" 2(13)? +(14)— (34)| =o.
(12 (14) = (24)7 (13)+ (14)" — (34)? 2(14)?

Les déterminants auraient pu étre directement obtenus sous cette forme
réduite, mais non symétrique, en placant l'origine au point (1) et for-
mant, comme au n° 25, avec les éléments x', ', 2", »",. .., le déterminant
suivant qui doit étre identiquement nul,

gm

l./z _'_J_'z x’x" __,_) ) I"J‘m—}—‘}’
z ”+.},le l‘"’—l—‘} xl'tlll+]/,Jl/,

[aw] Ao "o ", " J///;

XAyt otk +yy
On reconnait sans peine qu'il équivaut & celui qui a été établi ci-dessus.
ExemprLe IX. — Zrowver la relation entre les arcs joignant quatre
points sur unc sphére.

Prenons l'origine au centre de la sphére et formons, avec les cosinus qui
fixent la direction des rayons vecteurs menés & chaque point cos«', cosf,
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MULTIPLICATION DES DETERMINANTS. 29
cosy', cosa”,..., un déterminant qui sera identiquement nul, il vient

1 cosab cosac cosad
cosha 1 cosbe  cosbd
= 0.
cosca cosch 1 coscd
cosda cosdb cosde 1
Si nous remplagons les cosinus par leurs développements en séries
(ab)? P i .
T — —2—;2- ..., et supposons le rayon # infini, le déterminant se réduit
{d celui de I'exemple précédent concernant quatre points dans un plan.
ExempLE X. — Soit

a— h o
s =| b b—x f |
g S e—1
calculer le produit o (%) o (— ).

Le déterminant qui représente le produit est de la méme forme que le
précédent, ) étant remplacé par 2 et A, ..., H, par les valeurs

A:ll’—!—]lz—l-gz, B=b2+f2+112, C:cz_‘_gz_‘_fz,
F=ght+flo+ec), G=hf+g(ct+a), H=fo+h(a+b).
En développant et égalant & zéro, on a
W—L¥+MP¥—N=o,
¢quation dans laquelle
L=a+b0+c+2(f*+g+ 1),
M= (be — f*) 4+ (ca — g*) + (ab— 1)
+a(af —gh)?+2(bg — Af ) +2(ch — fg)",
et N est égal au carré du déterminant primitif dans lequel on a fait k= o;
L, M et N sont des quantités nécessairement positives. De méme, si I'on
forme ¢ () & 'aide d’'un déterminant symétrique quelconque, le produit
o(3) g (— ) égalé & zéro fournit une équation en 2* dont les termes sont
alternativement positifs et négatifs, et qui, d’apres la regle de Descartes,
ne peut avoir de racine négative. C'est ainsi que M. Sylvester a démontré
la réalité des racines de 'équation ¢ (3) = o. Il est évident, d’aprés ce que
nous avons dit plus haut, quil ne peut y avoir de racine de la forme /=1,
et I'on verra facilement qu’il ne peut y en avoir de la forme z + fy/—1;
il suffit pour cela d’écrirea — & = @', b — & = b', ¢ — = ¢’ et I'on rentre
dans le cas précédent.
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QUATRIEME LECON.

DETERMINANTS RECIPROQUES ET MINEURS.

27. Nous avons vu (16) que les déterminants mineurs sont
liés aux éléments correspondants par la relation

a|A|+azA2+a3A3 —|-‘...:A;
ils sont liés aux autres éléments par les équations identiques

b A +b.A+D,A +...=0,
¢ A+ A+ A+ o,

En effet, le déterminant étant égal 8 ¢, A+ @. A.+..., et A, AL,
ne contenant pas di, d.,..., 'expression b, A, + b, A, +. .. est
ce que deviendrait le déterminant en faisant a,—= b,, a,=b.,...;
mais il aurait alors deux colonnes identiques, et par suite se
réduirait & zéro (1%).

28. Nous pouvons maintenant écrire sous une forme abré-
gée la solution d’un systéme d’équations

ax+by+ecz+...=E
a,x+ by +cz+...=m.

ax+ by +cz+... =,

car, en multipliant la premiére par A,, la seconde par A.,...,
et ajoutant, les coefficients de y, z,..., s’évanouiront, tandis
que celui de x sera a, A, + a; A, +..., c’est-d-dire le détermi-
nant formé avec tous les coefficients des premiers membres
des équations: nous P'appellerons A. Nous avons donc

Arx=Af+An+AL+...,
Ay=BE+B.n+B{+...,
Az =CE+Con +Cl+....

HIC - Cote - 10.SAL 63




DETERMINANTS RECIPROQUES ET MINEURS. 31

29. Le déterminant réciproque d’un déterminant donné est
celui qui a pour éléments les mineurs du déterminant pri-
mitif; ainsi le réciproque de (a, b.¢;) est

A B, C
A, B. C I,
A, B G

Ay, B,,... ayant la signification expliquée plus haut. Si nous
'appelons &', et si nous le multiplions par le déterminant
primitif A, il vient, d’aprés larégle du n° 22,

a A+ 0B, + ¢, C @A +b0.B +c,C, a; A+ 0B, + ¢,C,
alA‘1+ ble+ C|C2 f(2A2+ b2B2 -+ CzC'z ﬂsAz—I“ bng -+ 03C] N
aAs+ 0B+ ¢,C, A+ b.B,+ ¢,C; @Ay + 0,B, +¢,C,

mais, d’aprés le n° 27,
aA+bB+¢e,C=47, aA,+bB,+¢C=o,...,

le déterminant se réduit donc a

A o o
o A o |=A
o o A

d’ot
(abicy) (A B.C)=(ab.ci) et (AB.C)=(ab.c;)p,
et, en général,
ANA=A" A=A

30. Si nous prenons le second systéme d’équations du n° 28,
et que nous le résolvions de nouveau par rapport & &, 7,...
en fonction de Az, Ay,..., nous avons

At=aAz+bAy+cidz+...,

a,, by, ¢, .., étant les mineurs du déterminant réciproque.
Mais ces valeurs de £, 0, £,... doivent étre identiques avec
les équations primitives; d’oli, en remarquant que A’ = A",
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nous obtenons, parla comparaison des coefficients,

a, =A"?q,, b, =A"), c,=A"?¢,..

‘9

équations qui expriment en fonctions des coefficients primi-
tifs les mineurs du déterminant réciproque.

31. Nous avons vu qu’en considérant une colonne quel-
conque « d’un déterminant, chaque terme contient comme
facteur un élément de cette colonne; par suite, le détermi-
nant peut s’écrire sous la forme 2q,A,. De méme, si 'on con-
sidére deux colonnes quelconques ¢ et b du déterminant, il
peut étre mis sous la forme Z (a,b,)A,,, la somme 2 désignant
tous les déterminants possibles que 'on peut former cn pre-
nant deux lignes horizontales des deux colonnes données.

En effet, chaque terme du déterminant contient comme fac-
teur un élément de la colonne a et un autre de la colonne b;
et, d’aprés la régle des signes, a chaque terme a,b;¢.d;. ..
en correspond un autre — agb,c, d,.... Dol I'on voit que la
forme du déterminant est 2 (a, b,) A,;, et, par le méme raison-
nement qu'au n° 16, on voit aussi que le multiplicateur A,
est le mineur obtenu par la suppression des deux lignes et des
deux colonnes ou se trouvent g, et b,.

En général, si 'on considére p colonnes quelconques du
déterminant, on peut Vexprimer comme somme de tous les
produits que I'on obtient en formant tous les déterminants pos-
sibles avec p lignes horizontales prises parmi ces p colonnes,
et multipliant le mineur ainsi obtenu par son complémentaire,
c’est-a-dire par celui qui résulte de la suppression de ces
meémes colonnes et de ces mémes lignes, par exemple :

(ab.csdies) = (a,b.)(c;dies)—(abs)(c.die)
+(a, b)) (c.dye)—(abs) (e, dse)

(@ by)(eid o) — (@ by) (e, dye,)

+(a b)) (eidyes) + (a 31)4)(0.41 )

— (as b)) (e die) + (ab) (e dse).

Le signe de chaque terme dans l'expression précédente se
détermine sans peine par la régle des signes (8). 1l est évident,
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comme au n°27, que si dans la somme ci-dessus nous rempla-
cons partout la lettre b par la lettre ¢, la somme 2(a,¢.)(¢;dse;)
se réduira & zéro, puisqu’elle représente ce que deviendrait
le déterminant si la colonne ¢ était égale a la colonne b.

32. Le théoréme du n° 30 peut étre généralisé ainsi qu’il
suit : Tout mineur de 'ordre p que I'on peut former avec les
¢léments du déterminant réciproque A, B,. .. est égal au mi-
neur complémentaire dans le déterminant primitif multiplié
par la puissance p —1 de ce délerminant. Par exemple, dans
le cas ou le déterminant primitif est du cinquiéme ordre,

(AB)=A(c;die), (AB.C)=A%d,e;),....

La méthode de démonstration générale se comprendra suffi-
samment en Pappliquant au premier exemple; nous avons
Ax:".A.E-{—AgT,—i—-A,;'C_—I—A‘c:)—!—Af,U,
Ay =B/t +B,n+ B, Z+ B, + Bsu.
Donc

ABiz—A Ay ==(AB.)E+ (A B.) 2+ (ABy) o + (A By)w.

Mais nous pouvons avoir une autre expression de x en fonc-
tion des cinq quantités y, %, £, o, v; en effet, considérons les
équations primitives :
E=ax+by+cz+dw+eu,
{=a,x+by+cz+dsw+eyu,
w=ar+by+cz+dw+eu,
v=ax+ byt ez +diw+e u;

en éliminant z, w et «, il vient
(alcad4 es)x"i“(bn Cs daes)]’: (¢ (14@5)'{::—- (Ca dsel):
o) —

+ (e dey) (cidyed)v;

et puisque, par définition, (a, ¢; d; e;) = B,, en comparant ces
équations avec celles que nous avons déja obtenues, nous
avons (A, B.)=A(e, dse,),. ...

(&%)
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ExEMPLE, — Si une déterminant se réduit « zéro, les mineurs A, Ay, ..
sont respectivement proportionnels ¢ B, B,.....

En effet, nous avons prouvé que
AB,—AB = AC,

C ¢tant le second mineur que I'on obtient en supprimant les deux pre-
miéres lignes ct les deux premiéres colonnes. Done, si A = o, 0n a

A:A BB

G
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CINQUIEME LECON.

FONCTIONS SYMETRIQUES.

33. Nous supposerons que le lecteur connait la théorie des
fonctions symétriques des racines des équations telle qu'elle
est ordinairement présentée dans les ouvrages sur la théoric
des équations. Nous admettrons ainsi qu’il connait la formule
de Newton pour calculer les sommes des puissances des ra-
cines de I'équation

L — X A Pyt T — pat Tt 4= =0,
¢’est-a-dire
Si— PiT=0, S — DS 2PT=0, S DSy Pasi— 3p,=o,
d’ot Pon tire
Si=pi, S=pi—o2p, S=pl—3pip.+ 3pi.-

ainsi que les autres formules

S mr .
22" ljll == Smsp — 3m+p)

Som {31'}/1 = SuSpSy — Sm-l-/)-“q ~ SiaqSp = Sp+qSm -+ 25n3+1)+4[, cee

Si nous avons une fonction homogene des coefficients p,,
Psees I'ordre de cette fonction sera, suivant le sens le plus
usité, le nombre de facteurs contenus dans chaque terme : si,
par exemple, p’ pi p’ est un terme de la fonction, elle sera de
I'ordre r—+ s+ ¢ Si la fonction n’est pas homogéne, 'ordre
sera défini par celui du terme le plus élevé. Nous appellerons
poids d’une fonction la somme des indices de chaque facteur;
ainsi le poids du terme p? pj p' sera la somme r -+ 25 + 3¢,
Le terme p, p; p, serait du troisiéme ordre, et son poids serait
3.
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r —+ s -+ £ Dans le cas des fonctions que nous avons a consi-
dérer, le poids sera le méme pour tous les termes.

3k. Si I'on examine les expressions données plus haut pour
s, 83, 85, ... en fonction des coefficients, il est clair que le
poids de chaque terme est égal a 2 dans s, & 3 dans s; et, par
induction, & n dans s, De méme, le poids de 2" 3¢ est m —+ p,
celui de ZomBrytest m+p+q. ...

On peut le démontrer d’'une maniére générale ainsi qu’il
suit. Si 'on remplace les racines «, 8, 7,. .. par 2z, 25, 2y,. . .,
la fonction SeBry? est évidemment multipliée par 27+2+2. Mais
on sait qu’en multipliant chaque racine par 2, on multiplie p,
par 2, p. par 2%, p; par 2%,. ... L’expression 2o 3777 en fonction
des coefficients doit donc étre telle, que, sil’on remplace p,
par Ap, p. par 2p.,..., chaque terme se lrouve multipli¢
par 2m+e+i; ce qui revient a dire que le poids de chaque terme
estm—+p -+ 4.

35. Puisque I'on a
p=a+B+y+..., p=alB+y+...)+py+. ..,

et quaucun des coefficients p,, p;... ne contient « & une
puissance supérieure a la premiére, il est clair que I'ordre
('une fonction symétrique quelconque Zm3ry? (m étant sup-
posé > p et ¢) doit étre au moins égal a m; en effet, il faut au
moins m facteurs contenant chacun « au premier degré pour
que le produit renferme o”. Réciproquement, toute fonction
symétrique d’ordre m contiendra & dans quelque terme. En
effet, si 'on désigne par ¢, la somme de (3, 7, d,..., par ¢,
¢s.-. les sommes de leurs produits 2 & 2, 34 3,..., on a

Ppr=oa+q, p=afitqs Ps=oq: (5. .-,

ctle coefficient de la plus haute puissance de « dans un terme
phps Pl sera gl g3 ¢; réciproquement, le facteur ¢7¢; ¢} ne
peut provenir que du terme p ¢; ¢ Il ne peut donc se réduire
a zéro par I'addition d’autres termes; d’ou il suit que I'ordre
de la fonction symétrique Za" 371 est égal au plus grand des
nombres m, p, ¢ : nous avons en effet prouvé qu’il ne peut
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pas ¢tre moindre et il ne peut pas étre plus grand, puisque
des fonctions d’un degré supéricur conticndraient des puis-
sances de a plus élevées que o™

A Taide de ces deux principes, on peut éerire immédiate-
ment la partie littérale d’'une fonction symétrique, et il ne
reste 4 déterminer que les coefficients. Si 'on demande de
former 2o2((3 — y)?, on voit sans peine qu’il s’agit d’une fonc-
tion dont le poids est 4 et l'ordre 2, c’est-a-dire que chaque
terme ne peut avoir que deux facteurs. Les sculs termes qui
puissent y figurer sont p;, pspi, p;, €t, pour compléter le cal-
cul de la fonction, il ne reste qu’a déterminer les coefficients
numériques de ces trois termes.

36. Les fonctions symétriques des différences des racines
étant celles dont nous aurons le plus & nous occuper, il n’est
pas inutile de faire connaitre ici un théoréme a l'aide duquel
les sommes des puissances de ces différences peuvent s’expri-
mer en fonction des sommes de puissances des racines elles-
mémes. Développons (x — «)” par la formule du bindme, dé-
veloppons de méme (x — 3),. .., et ajoutons, nous avons

I
S(x— o)t =s,x" -— ms 2"~ 4 —m(m— 1)8,2" " — ...

Maintenant, si nous remplacons x par « dans cette expres-
sion, clle devient

(z—8)+(az—y)r=+...

si nous remplacons de méme « par 3, clle devient
(B (B 7)o

et ainsi de suite. Additionnons les résultats de toutes ces sub-
stitutions : si m est impair, la somme est nulle, puisque les
termes (o — B)", (B — a)* se détruisent; si m est pair, clle
devient, au contraire, 2X(o — )", mais la méme substitution
¢tant opérée dans le second membre de I'équation, nous avons
en ajoutant

I
S8 = LS Sy = - MM — )88y .. .
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Si m est impair, le dernier terme sera — s, 8, (ui détruira le
premier, et tous les autres termes se détruiront de méme;
mais, si m est pair, le dernier terme sera identique au premier
et ainsi de suite, et I'équation deviendra divisible par 2. Nous
avons done, quand m est pair,

. 1
S (o— B ==y Su— NS Sy + = MM —1)8:8mes— . .y

les coefficients étant ceux du bindme, jusqua ce que I'on ar-
rive a celui du milieu, auquel on s’arréte en le divisant par 2.
Par exemple,

2o — B)=s,8 — 4.5, + 352,

)

2 —B)=s,8,— 05,8 4+ 1585, — 1052,

b

37. Toute fonction des différences des racines doit ¢videm-
ment rester invariable si on les augmente ou diminue toutes
d’'une méme quantilé; si, par exemple, on remplace dans I'é-
quation x par x — 7. Elle devient, dans ce cas,

- N 1 - )
ar—{pi+nt)x + [P:+ (n—1)hp + 5 n(n— 1,«/.7]30"*‘-
—[ps+n—2)kp. 4. T4 =0,

Mais une fonction quelconque ¢ des coefficients p,, p», .. de-
vient, quand on change p, en p,+dp,, p.en p, + ) 2R

O_{._(i{‘:.'\ d" 0 ~
¢ dpl opl—i—(/lvzo])2 ! >

1 [dio . |, )
+"*:[(—/17I2‘(01)‘) +...J+....

Remplacons donc p, par p, + nl, p, par
- 1 9
Pt (n—n)ip+—nin— ...,
et ordonnons le résultat par rapport aux puissances de 2, il
devient '

[ ode do do .y
‘J+/"[”l—/]1—.+(n_l)l)'d/—)2+(n_“)])szuT' . .]—{—/. ... =0,
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Nous avons vu que toute fonction des différences ne doit pas
varier par la substitution, quelque petit que soit ; elle doit
donc, lorsqu’on Pexprime en fonction des coefficients, satis-
faire a Yéquation différentielle

n(——lq +(n—1) do +(n—2) do + 0
— 1 | — 9 P p——0 39

dp, P dp. P dp.,

ExempLe 1. — On demande de former (2 — ()%

Nous savons que l'ordre et le poids de cette fonction sont égaux a 2:
elle doit donc étre de la forme A p, + B} p. Appliquant I'équation différen
tielle, nous avons

[(n—=1)A 4 22B]p = o,
B doit donc étre proportionnel & (22 — 1) et A & — 27, et la fonction ne
peut différer que par un facteur de (2 —1)p} —22p,.

On verra que ce facteur est égal a 'unité en supposant = = 1 et toutes
les autres racines nulles, d'ott p, =1, p, = o, ce qui réduit 'expression
ci-dessus & 2 — 1, comme on pouvait le prévoir.

Exexpie . — Former pour une équation du troisiéme degré le produit
des carrés des différences (a— £ (p— ) (7 — =)~

L’ordre de la fonction est 4, son poids 6, et elle doit étre de la forme

Api+Bp,p,py+Cppi +Dpy+Epi i
Effectuant V'opération

{
+p

3 7 «
TR dp,

€
7 Cap)

elle devient
(2A+3B)p,p,+ (2B+9C) p,pi +(B+6D+ 6E)pi p + (C+ 4E) pop,
svnrasion aui doit étre identiquement nulle, d'ou
C= —4E, B=18E, A= —9E, D= — 4B
la fonction ne peut différer que par un facteur de 'expression
PiP8p pupy— Aps — 4p, pt — 27p

On peut voir que le facteur est égal & I'unité en supposant y et, par suite,
p, nuls.

38. Nous emploierons, par la suite, des équations homo-

geénes. En éerivant ” & la place de x et faisant disparaitre les
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fractions, I’équation que nous avons employée devient
" — p 2"y A pe b A .ip,, yr=o.

Donnons, pour la symétrie, un coefficient a 2" : il convient,
en outre, de donner aux différents termes les coefficients du
développement du bindme (x + »)", et nous écrirons ainsi

I
ay X"+ na, "' y+ - n (n — )XY .
2 :
Rty YT Ay ) = 0.

I’avantage que procure I'emploi des coefficients du bindme
consisle en ce que, dans toutes les fonctions des différences
des racines exprimées en fonction des coefficients de I'équa-
lion, la somme des coefficients numériques est nulle. En effet,
nous aurons cette somme en faisant ¢, = a, —d, —=...=1;
mais, dans cette hypothése, toutes les racines devenant égales,
leurs différences s’annulent.

Nous entendrons, par fonction symétrique des racines d'une
équation homogeéne, la fonction symétrique des racines de I'¢-

quation en = formée aprés la division par «,p" avec les coel-
> p 1

—_ a, RTY: .
ficients —» —.---» et multipliée par la plus haute puissance

a, d,
de a, qui se trouve en dénominateur afin de faire disparaitre les
fractions. De cette maniére, toute fonction symétrique sera
une fonction homogeéne de a,, a,,...; en effet, avant d’étre dé-
barrassée des fractions, elle était homogéne et de degré zéro, et
elle I’est encore lorsqu’on multiplie tous ses termes par un
méme facteur. Nous pouvons aussi établir la théorie des fonc-
tions symétriques des racines d’une équation homogeéne sans

la transformer préalablement cn une équation en - - Soit 2 une
v

racine de cette derniére, il est évident que I'équation homogeéne
sera satisfaile par toutes les valeurs de 2, 3’ pour lesquelles
on aura 2’ = «)’, puisqu’il n’est manifestement question ici

’

(ue du rapport 73 I'équation divisée par p" étant décompo-
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sable en facteurs, I'équation homogéne se raménera & un pro-
duit (3’2 — y2') ("2 — y2” ) (y" 2 — y2”). ... Maltiplions et
comparons a I'équation primitive, il vient

. I .
==y Yy, nay=— Sx'yy", 5 n(n—1)ate=2x'2"y"...,

na, = Xy'x"x2". .., G==xa'z"2"....

En faisant 37, 7,... égauxa l'unité, ces expressions se réduisent
aux expressions ordinaires des coelficients d'une équation en
fonction des racines z’, z”,... Réciproquement, toute fonc-
tion symétrique écrite sous la forme ordinaire avec les ra-
cines &', " ... peul se ramener a Pautre forme, en supposant
chaque valeur 2’ divisée par une valeur correspondante y” et
I’ensemble de la fonction multiplié par une puissance de
¥’ y". .. assez élevée pour faire disparaitre les fractions. Ainsi
la somme des carrés des différences 2(2" — x”)* devient

Jiry

.J-l\'i‘ .

.\:(,Z',J'” . .1'”]‘/ )g)

et, en général, toutes les fonctions des différences se rame-
neront a une somme de produits de déterminants tels que
2y —y'at, &'y —2"y’, ..., par des puissances de y’,

14

J AT

39. L’équation différentielle que nous avons donnée pour
les fonctions de différences des racines demande a étre un peu
modifiée lorsque 'on écrit 'équation avec les coefficients du
hindme.

Si, dans I’'équation

ay 2"+ na, 2" 'y 4-.. .= 0,

nous remplacons x par x + 4, @, devient a, -+ %a,, a. devient
24, + a ¥, a, devient a,—+ 3@, + 33 a, -+ 2ay,. .., cl
toute fonction ¢ des cocfficients se transforme en la suivante

—+ 2 do—l—"zd?—e—&t d?+ +
; (== + 2a, - e AT
? “da, "dua, da,

Toute fonction des différences des racines doit donce, puis-
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gquelle ne change pas lorsque 'on remplace x par x -+ 4, sa-
tisfaire a I'équation

do g, de

do /
a, —— -+ 2.q, o, -
da,

da,

da,

De méme, toute fonction qui ne change pas lorsque U'on rem-
place y par » -+ 2 doil satisfaire a I'équation

na ds -+ ( )@ dy -+ (17 Ja a9 -+ 0
- n—1)a, —— 1 — 2 )y ——— ... 0,
"da, ! " da, *da,

Les fonctions de cette cspéce sont fonctions des valeurs in-
verses des racines, ct, dans la notation homogene, consistent
en produits de la forme a’y” — a”y’... multipliés par des
puissances de z', z”,.... Les fonctions des sculs détermi-
nants z'y”—x"y",..., qui ne sont pas multipli¢es par des puis-
sances de 2/, ', .., satisferont aux deux équations différen-
tielles.

40. 11 faut remarquer que la condition

do de ., do
dy—— + 2 55—+ 3,—— —+...=0
da, da da

est non-seulement nécessaire, mais suffisante pour que ¢ ne
varie pas par la substitution de # + % & . Nous avons vu que
le coefficient de A, dans I'équation transformée, se réduit
a z¢ro, et I'on trouve sans peine, pour celui de 27,

do

a
"da,

! d “+ 2a d -+ 2o
— |y —— + 2d, N
-+ .2\ " da, "da, v

-+ 3a, ﬁ(—?— +6a, (—Zi

+. ..
da, da,

y, 4. .., qui apparaissent explicitement, ne devant pas étre
différentiées dans le dernier symbole. Mais ce résultat n’est
autre que celui que 'on obtiendrait en effectuant sur la fone-

tion
I do do )
—_— (luf—'~+2(l‘-~+...
1.2 da, da, )
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N d d A
I'opération Qg 20 o -~ ..., car cette opération four-
i 2

nira bien d’unc part les termes que 'on obtient en différen-

tiant @, a,..., qui apparaissent d’'unc manicre cxplicite dans

le symbole, et de I'autre ceux que I'on obtient en y laissant «,,
do s o

«, ... constants : la somme q, (ﬁl— ... se réduisant a zéro, il

1
en est de méme du coefficient de 22, et de ceux des autres
puissances de 2.

ExenpLE. — Former, pour Uéquation du troisiéme ‘degré

a, 2 4 3a, 2y -+ 3a, xyt +a, 07,
lat fonction
z (‘I"r D, XL )2(‘7"2)"3 — X )/2)2(""3 i )‘:s)l'
On peut la déduire de Pexerple 11, n° 37, ou obtenir direclement ainsi
quil suit: la fonction est du quatrieme ordre, son poids est 6; elle doit
done étre de la forme

Ja,a,a, + Ca,aa.a, +Da,a,a,a, +Ea,a,a,a,.

3

Aa,a a0, +Ba
Effectuant opération
d

5 T
*da,

d d
a, —— +2a, — + 3«
da, da,
on a
(B+6A)a,a,a,a,+ (3C 4+ 2B)a,a,q,q,
+ (2E+ 6D+ 3B)a,a,a,¢, + (4B 4 3C) e, a, = 0}

¢galant séparément & zéro le coeflicient de chaque terme et faisant A =1,
il vient
B=—6, C=4 D=4 E=—3.

R do
41. M. Serrct écrit I'opération «, T T sous une forme

1
abrégée qui présente quelquefois des avantages. Imaginons
une variable fictive ¢ dont les coefficients a,, «,,. .. soient des

fonctions telles, que I'on ait

da, da, ”a da, 34
— = — == 2 — = PP
dZz o dg Yde
on a évidemment
do + a do 34 do . do
ay 54— Ay —— { —— e W T e
* da, "da, da, dZ
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1o

L ... sous la forme abrégée

On peut de méme écrire na, -
da,

do , . - .
—['—7 4 étant une variable dont les coefficients a, a,,..., sont
dn

des fonctions telles, que P'on ait

da, da,

— =T RA — = —1). ...
d " dy ( )

42. 11 convient de faire connaitre également une observa-
tion faite par M. Brioschi relativement au sens de la premicre
de ces deux opérations lorsqu’on I'exprime en fonction des
racines. Considérons une fonction des coeflicients pi, p:, psy..s;
exprimons ces coefficients en fonction des racines et exami-
nons ses dérivées par rapport aux racines.

Si 'on désigne comme plus haut par ¢, la somme, par ¢. la
somme des produits deux a deux, etc., de toutes les racines
moins 'une d’elles «, on a évidemment

dp, dp, dp,

%:l, T’;:ql, Zl-p;:(/._.....
et

d d d

T T +q A

On a de méme des expressions correspondantes pour les dé-
rivées par rapport aux autres racines; en les ajoutant, le coel~

ficient de —(!— devient égal a n. Celui de —(L devient (n —1)p..
(/]J. dpz

En effet, puisque ¢, = p. — «, en ajoutant, le coefficient cn
question deviendra np, — (@ + B3 +y +...)=(n —1)p. De

. . d A ,
méme le coefficient de s est égal & (n—2)p,, etPona
dp,

d d _d S n—1 d , [ L
E+Z§+...>_:LJE (n )plﬁ—k(n—-lﬂ’:—

On voit maintenant clairement pourquoi, en appliquant lop¢-
ration indiquée par le second membre a une fonction des dil-
férences des racines, le résultat se réduit & zéro : ¢’est parce
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TN, d PR .
que Popération équivalente PPREEE appliquée a une diffc-
24
rence quelconque, fournit un résultat identiquement nul.
De méme, si 'équation avait été écrite avee les coefficients
du hin0Ome, nous aurions eu

du, 1 da,

n—— =« —n(n—1)—— = nda,,...
s ooz n( ) S T

Q’ou, comme précédemment,

d 4 d ( o d -
e e e T Uy —— 2 —— e
dz  df - * da, "da.
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SIXIEME LECON.

RESULTANTS.

43. Quand on a / équations homogeénes a & variables, ou,
ce qui revient au méme, /& équations non homogénes a k —
variables, il est toujours possible de les combiner de maniére
a en déduire une seule équation A = o ne contenant plus de
variables. On dit alors que les variables sont éliminécs et A cst
le résultant (*) du systeme d’équations. Prenons exemple le
plus simple, celui que nous avons déja considéré dans la pre-
miere Lecon, c’est-a-dire deux équations du premier degré

ar +b=—=o0, dz+ b0 =o0.

Multiplions la premiére par «’, la deuxiéme par @, ct retran-
chons la premiére de la deuxiéme, il vient

abll — a' b =o,

et la quaniité ad’ — a’b est le résultant des deux équations.
1l faut maintenant remarquer que 'on ne peut en conclure
Iégalité ab’ — a'b = o quautant que les deux équations don-
nées sont censées simultanées, c’est-a-dire qu’autant qu’elles
doivent étre satisfaites par une méme valeur de . Il est évi-
dent, en effet, que si nous combinons les deux équations
s(lx)=o0, Y(x)=o
pour en déduire I'égalité
lo(z)+my(x)=o0,

nous admettons implicitement que z représente la méme quan-

(*) Les résultants ont recu aussi le nom &éliminants.
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tité dans les deux équations. Il en résulte que I'dgalité

abl—a'b-—=o

représente la condition nécessaire pour que les deux équations
puissent étre satisfaites par une méme valeur de z, comme on
peut aussi le voir immédiatement en les résolvant toutes deux
par rapport a z ct égalant les valeurs ainsi obtenues. Et, en
général, élant donné un nombre quelconque d’équations

UT:O, V=o0 W:'O,
nous pouvons les combiner et en tirer une égalité telle que
IU+mV+nW=o,

pourvu que les variables aient les mémes valeurs dans toutes
les équations. Et si, en les combinant, nous parvenons a un ré-
sultat qui ne contienne plus les variables, il se réduira a zéro
lorsque ces équations pourront étre satisfaites par un systéme
commun de valeurs, et seulement dans ce cas. Le résultant
peut donc étre défini: une fonction des coefficients du systéme
d’équations donné qui doit se réduire a zéro lorsqu’elles ad-
mettent un systéme de solutions communes.

kk. Nous avons maintenant & montrer comment ’élimina-
tion peut s’opérer et quelle est la nature du résultat auquel
on est conduit. Commencons par deux équations écrites sous
la forme non homogéne

" — px"Tt = pxe" 4. ==0  ou Q(x) =z 0,

at— g2 4 et ... =o0 ou Y(x)==zo.

Le résultant représente, comme nous 'avons vu, la condition
nécessaire pour que les deux équations aient une racine com-
mune. S'il en est ainsi, quelqu’une des racines de la premiére
équation doit satisfaire a la deuxiéme; soient done «, {3, 7,. ..
les racines de la premiére équation, et substituons-les succes-
sivement dans la seconde, 'un des résultats & (a), ¢(B),..., doit
devenir nul, et leur produit est nécessairement dans le méme
cas. Mais ce produit est une fonction symétricque des racines
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de la premiére équation, et dés lors peut s’exprimer en fone-
tion de ses cocfficients; on a ainsi le résultant cherché. La régle
a suivre pour éliminer suivant cette méthode est done de
prendre les m facteurs

L{J(Oﬂ): (7.""‘ (1' an—( —“+ q2 211—2_.“ .

q)((j) — Bu _ ql ‘C-)n———: 4 qz&’jnwz_“.‘

Y =T A T
de les multiplier tous ensemble, et de substituer a la place des

fonctions symétriques des racines «, 5, 7,... leurs valeurs en
fonction des coefficients de la premiére équation.

ExempLe. — Lliminer x entre les deur équations
¥—pax+p,=o0, 2*—qr+q,=o0.
Multiplions («* — q,« +¢,) par (£, —q, 6+ ¢,), il vient
= q 2B (2 +0)+ (@ + B qiab — qiqu(e+5) 4
remplagons z—-§ par p,, «f par p,, «*-[? par p? —2p,, nous avons

Pi—= Pt (P —2p,) P ai — g up gt
ou
(o= +(pi—a ) pig.—r.q))

c’est le résultant demandé.

45. On obtiendrait le méme résultat (abstraction faite du
signe) en substituant les racines de la premiére équation
dans la deuxieme, ou celles de la deuxiéme dans la premiére.

En d’autres termes, sil’on désigne par o/, 5, 7/,... les racines
de la deuxiéme équation, le résultant peut s’écrire indif(érem-
ment sous I'une ou l'autre des formes

o(a)o(B)o(y). -+ ou Yla)b(B)d(y).. .,
car, si 'on se rappelle que,
o(z) =(x—a)(x—[)(x—7y)...,
la premicre forme revient a

(o —a)(o = B)a =) - (B —a)(B—B)B — 7).,
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et la seconde a
(2 o) (2= 5 N a— 7)o (B N B— BB — 7).

Dans les deux cas on a done le produit de toutes les diffé-
rences possibles entre une racine de la premiere équation ct
une racine de la deuxiéme, et ces deux produits ne peuvent
différer que par leur signe.

k6. Siles équations avaient été données sous la forme ho-
mogcne, avec ou sans les coeflficients du binome,

I
X" - ma, 2"y = — m(m—1)a,a" "y 4., oz o,
. N

I
byzt + nb x*'y + 5 n(n—1)bx—yr 4. . =0,

on les rameénerait a la forme précédente en divisant par a,y",
) ma nb .
byy», et on aurait p, = — p Y g — T—', -+« On substi-
0 v
tuerait ces valeurs dans le résultat obtenu par la méthode du
numéro précédent, et Pon ferait disparaitre les fractions en
multipliant par la plus haute puissance de a, et b, qui se trou-
verait dans les dénominateurs : le résultant des deux fonctions

@x? 4 20,2y + @y, byx' 4 20,2y + by

déduit de cette maniere de la valeur obtenue plus haut (&%)
devient
(ayby — by + 4 (@ by — a,0,)(c, b, — a.d,).

Le résultant est toujours une fonction homogéne des cocffi-
cieats des deux équations. En effet, avant d’étre débarrassé
des dénominateurs, il était évidemment fonction homogéne
de degré zéro, et il reste par suite encore homogeéne lorsque
’on multiplie tous les termes par une méme quantité. On peut
le voir aussi en appliquant directement aux équations la mé -
thode du n® &kk. Soient ', y'; ", y”,... les valeurs qui satis-
font a la premicre; si les deux équations admettent un facteur
commun, quelques-unes de ces valeurs doivent satisfaire & la

4

+
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seconde. On effectucra donc le produit
(byx' <+ nb 2y 4. ) (b + nb "y L,

ct on remplacera les fonctions symétriques des racines par
leurs valeurs en fonction des coefficients de Ia premiére équa-
tion, comme au n° 38.

&7. Le résultant de deux équations des, degrés m el n c¢st
du ' degré par rapport aux cocfficients de la premicre, et
du mi par rapport a ceux de la deuxiéme.

En effet, il peut s’éerire, soit comme produit de m facteurs
U(a)Y(B). .. contenant chacun au premier degré les coeffi-
cients de la deuxiéme équation, soit comme produit de n fac-
teurs o(a')o(')... contenant chacun au premicr degré les
coefficients de la premiére. En considérant seulement la forme
U(a)Y(B).. ., nous pouvons également voir que cette forme,
qui contient évidemment les coefficients de la deuxieme équa-
tion au degré m, renferme ceux de la premicre au degré n,
puisque les fonctions symétriques qui s’y trouvent contien-
nent chaque racine a la puissance n ¢t ne la contiennent pas
a une puissance plus élevée (35).

k8. Le poids du résultant est mn, c’est-a-dire que la
somme des indices dans chaque terme cst constante et égale
a mn. En cffet, si 'on muliiplie chacune des racines «, 3,. . .;
o/, B',... par un méme facteur 4, chacune des mn différences
o — of (43) élant multipliée par ce méme facteur, le résultant
le sera par 2« Mais, pour multiplier les racines par 2, il suffit
de remplacer pi, ¢, par 2p, 2qi; P2y @2 par Xpu, 2¢s. .., ety cn
ceffectuant ce changement dans le résultant, chaque terme de-
vra se¢ trouver multiplié par 2™, ce qui revient a dire que la
somme des indices de chaque terme est égale a mn.

On peut encore le voir au moyen du principe du n* 34.

Dans la fonction ¢(x), la somme de I'exposant de chaque
terme et de indice du coefficient correspondant est n, ¢’cst-
a-dire que Y () est la somme d'un certain nombre de termes
de la forme ¢,—;z'. Si nous prenons donc un certain nombre de
termes dans chacun des facteurs ¢ (o) d(B). .., le terme cor-
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respondant du produit sera ¢, q.—;jqu.ra’ B/ 4. .., et si nous
combinonsce produitavec tous ceux dans lesquelsse présentent
ces mémes coefficients, nOUS aUroNS Gu_; qu—y qur 2o Byt .. ..
La somme des indices des coefficients ¢ est

n—i+n—j+n—h. ..,
ou, puisqu'il y a m facteurs,
mn— ({47 +k—+...}.

Mais, d’aprés le n° 3%, la somme des indices des coefficients p
dans I'expression de 2o/ 3745, .esti+ j-+Fk—+.... Lasomme
des deux séries d’'indices est donc mn, ainsi que nous vou-
lions le démontrer.

Le résultat auquel nous venons de parvenir peat encore s'¢-
noncer ainsi (*): Si p,, ¢, contiennent une nouvelle variable z
au premier degré, que p., ¢. la contiennent au deuxicme et
au premier, p;, ¢, au troisiéme et aux degrés inférieurs, ct ainsi
de suite, le résultant la contiendra, en général, au degré ma.

11 est évident que ces résultats subsisteraient également
pour les équations écrites sous la forme homogéne a,2™ +. ..,
puisque les indices se correspondent dans les deux formes.
On voit aussi qu’en raison de ia symétrie ils seraient encore
vrais si les équations avaicnt été mises sous la forme

An X™ ~— My, Ty

ot I'indice de chaque coefficient est égal & I'exposant de x au
lieu d’étre égal & celui de .

89. Puisque le résultant est une fonetion des dillérences
entre une racine de I'unc des équations et une racine de I'autre,
il restera invariable si 'on augmente d’une méme quantité les
racines des deux équations, c’est-a-dire si nous y remplagcons x

(*) Ou bicn encore aiusi : Si I'on substitue dans Ie résultant, a la place de
chaque coeflicient p,, le terme x% qwil multiplie dans 1'équation primitive,
chaque terme du résultant devient divisible par x“, ou bien, sous la forme
homogeéne, si Von remplace chaque coefficient a,, par x%)™ %, tous les termes

du résultant deviendront divisibles par amiy#n,

-—
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par  + 2. ll en résulte, comme au n° 37, que le résultant doit
satisfaire & 'équation dilférenticlle

dA dA dA
m;[—; +{(m—1)p (-!,172—5—()71— 2)pgl—lj’: +...

_+‘n(]_~x_ )i \ i’é -— 0
(/(1. +(n—1lq dqz—l—.. .= o,

ou, comme au n° 39, en éerivant les équations avee les coel(i-
cients du bindme

daA 1 d_A_ i b dA Y dA -
((oz(,z+2(l[da2—l—...-1— ul_/b_l-b_ ,Z”;_|_ .= o.

50. Etant données deux équations homogénes a trois va-
riables des degrés m et n, le nombre de systéemes de valeurs
qui peuvent satisfaire & la fois a ces deux équations est mn (*).

Soient

ax™ -+ ([{V -+ (,‘Z).Z’"'—I + (((}.2 —+ L’)"Z -+ 'fz‘z)xm—? + ..=—=o,

adx" Wy 4 e - (d ey f ) 4. =0

les deux équations ordonnées suivant les puissances de x5 si
nous ¢liminons z, le coefficient de ™' ¢tant une fonction
homogéne du premier degré de y et z, celui de " une fonc-
tion semblable du deuxiéme degré, ct ainsi de suite, on voit
d’apres le n° 48 que le résultant sera une fonction homogéne
de y et z du degré mn.

On peut donc trouver mn valeurs de y et de z (**) qui rendent
le résultant égal & zéro. Si nous substituons I'une quelconque
Q’entre elles dans les ¢quations données, elles auront, puisque

(*) Ces ¢quations peuvent étre censées représenter deux courbes des degrés
m et n. La proposition contenue dans ce numcro s’interpréte géométriquement
en disant que les courbes se coupent en mn points. On raméne ces équations a
fa forme ordinaire en faisant z=1.

(**) Le lecteur doit se rappeler que quand nous employons des équations ho-
mogénes, le rapport des variables est tout ce dont il y a lieu de s’occuper.
Ainsi, dans ce cas, &’ peut étre pris arbitrairement, la valeur correspondante

L . . >
de y étant déterminée par I'équation en '~
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leur résultant devient nul, une racine commune lorsqu’on les
résoudra par rapport & x : cetle valeur de x, combinée avecles
valeurs de » et z déja trouvées, donne un systéme de valeurs
satisfaisant aux équations données; nous avons donc en tout
mn systéemes semblables de valeurs. Nous donnerons plus
loin une méthode par laquelle on peut, quand deux équations
ont une racine commune, la déterminer immédiatement.

EXeMPLE. — Trouver les coordoinées des quatre points d’intersection
de deur scctions coniques représentées par les équations
art 04zt + 2 fiz+ogzr+2hry =o,
AP0 Ao yzog sz ok y = o.
Ordonnons les équations suivant les puissances de & et éliminons cette
variable : le résultat.est, daprés le n° 46,
[(ab )y 4=2(af" )1z +(ac')2*]?
ALl )y 4 (ag') 31 (00 [ 0g' 2 (/)]
' r yoN: 2 " 30
F[(ch)+2(fg) ] 02"+ (cg) 2" = o,
ou nous avons, comme dans la premiére Lecon, écrit (ad') pour ad' — «'b.
. . . . L
Cette ¢quation, résolue par rapport @ —; donnera les valeurs correspon-
dantes aux quatre points d’intersection. Les ayant trouvées et substituant
I'une d'entre elles dans les deux équations, on aura, en cherchant leur

commune racine, la valeur correspondante de =+ Nous aurions pu déter-
¥4

miner d'un seul coup les quatre valeurs de = en éliminant ), mais la sub-
<
stitution est nécessaire pour savoir quelle est la valeur de y qui corres-

pond & chaque valeur de x. En faisant z = 1, tout ce qui précéde se trouve
exprimé dans le systeme de coordonnées ordinaire.

51. Toute fonction syméirique des mn valeurs gqui satisfont
simultanément aux deux équations peut s’exprimer en fone-
tion de leurs coefficients.

Pour étre plus facilement compris, nous considérerons d’a-
bord les équations non homogeénes a deux variables. 1 est clair
que nous pouvons exprimer ainsi les fonctions symétriques
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quine renferment que I'une des variables. Car en ¢liminant y,
nous avons une ¢quation en x, et toutes les fonctions symé-
triques des mn valeurs de « satisfaisant aux deux équations
données peuvent s’exprimer en fonction des coefficients de
cette équation : de méme pour y. Par exemple, dans le cas de
deux sections coniques, z,, y,... élant les coordonnées des
points d’intersection, nous voyons immédiatement comment
on peut exprimer des fonctions symétriques telles que

T R R e o ITIN S o S S e ol

et le seul point qui demande quelques explications est de sa-
voir comment exprimer les fonctions symétriques ol entrent
les deux variables, telles que

NI a2 LR O TRy

Pour y parvenir, nous introduirons une nouvelle variable

= lx + 1y et, a Paide de ccute équation arbitraire, nous
éliminerons x et y des équations données. Ainsi y s’élimine
immédiatement en substituant sa valeur tirée de I’équation
t =} + py, el nous avons alors deux équations en z des
degrés m et n : leur résultant sera du degré mn par rapport
a ¢, et ses racines seront évidemment 22, + ), A2y =+ L.,
Ziy Viy ¥y Ihse.. 6lant les valeurs de 2 et » communes aux deux
équations. Les coefficients de cette équation en ¢ contien-
dront 2 et p. Si nous formons la somme des puissances I de
ses racines, qui sera (Az, -+ vy )+ (Ao + pyu)i+. .., le
coefficient de 2! dans cette somme sera 2%, celui de ¥~y
donnera Ex' 'y, et ainsi de suite.

Quelques mots suffiront pour traduire ce qui précéde dans
le langage des équations homogeénes. Nous voyons immédia-
tement comment on peut former des fonclions symétriques
renfermant sculement deux variables, telles que 2y 2.z, 2,
car on les déduit (comme au n° 38) de I'équation homogéne
obtenue en éliminant l'autre variable. Le seul point qui reste
a éclaircir est de savoir comment former les fonctions symé-
triques comprenant les trois variables, et 'on y parvient pré-
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cisément, comme plus haut, en posant
L=tz + py.

EXEMPLE. — Former les fonctions symétriques des coordonnées des
quatre points d’intersection de deux sections coniquey.
L’équation obtenue dans le dernier exemple donne immédiatement

L= (a4 (ag") (eg"), 3, 2,2, 2, == (ab' ) 4 4(al') (OI'),

BABEREN N
et, d’apres la symétric,
w2, = (b G () (o),
— X000 0y )= 4l Lac) (af )+ (ak') (cg') 4 (ag") (ch')
a2 (ag) (fg)]. ...

Pour prendre un exemple d'une fonction renfermant trois variables, for-
mons X (., y,35 2527 ), qui correspond & T(.x"y") lorsque les équations sont
écrites sous la forme non homogéne.

D’apres la théoric précédente, nous avons a effectuer I'élimination entre
les équations données et I'équation ¢ = %~ vy, et la fonction cherchée
sera la moitié du coefficient de u. dans le développement de X(¢72252z}).
Si le résultat de I'élimination est

A4 (Bh4-Cu) P2+ (DR +Elu+ Fp?) ezt + ...,
on aura
(123 232)) = (Br4-Cu) —2A(DV +Eip+4-Fu?)

¢

z22%) = BC— AL.

cb

14
)
[8]
ol

L’élimination donne

A= (al' P+ 4(al) (b1,
B = J[(ba")(bg") 4 (LS (ah') 4 (DAY (af ") -+ 2 OR) (gh')].
C=4 [(/lb’)({// )4 (ag") (DR} + ({// Y(bg") 2 (ak Y (f1') ],
E == [ (ac") (00" )4 (b") (ah'y — 2 (af") (AF")
- z(bg )(/u, JH 4 (A A ]
52. Former le résultant de trois équations homogénes a trois
variables des degrés m, n, p-
En égalant le résultant & zéro, on exprime la condition né-
cessaire pour que 'on puisse trouver un systéme de valeurs z,
¥, 2 satisfaisant aux trois équations (*). Par conséquent, si tel

(*) Si les trois équations représentent des courbes, la condition que le ré-
sultant soit égal & zéro indique que les trois courbes doivent passer par un

point commun.
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est e cas, en résolvant deux des équations et substituant suc-
cessivement dans la troisiéme les valeurs trouvées pour z,
7, 2, 'un de ces systémes de valeurs doit satisfaire a cette
équation. Dés lors le produit de tous les résultats de la substi-
tution doit étre égal a zéro. Soient donc 2/, 37, 2’5 27, 3", 27,...
les systémes de valeurs satisfaisant aux deux dernic¢res équa-
tions et dont le nombre est np (50), substituons ccs valeurs
dans la premiére et multiplions les np résultats ¢(2', 7, z'),
o(2”, y”, 2”),.... Le produit ne renferme évidemment que
des fonctions symétriques de 2, y”, 2/, . ., qui, d’apres le n° 51,
peuvent toutes s’exprimer en fonctions des coclficients des
deux derniéres équations : en les exprimant ainsi, on obtient

le résultant cherché.

53. Le résuliant est une fonction homogéne du degré np par
rapport aux coefficients de la premiére équation, du degré mp
par rapport a ceux de la deuxiéme, et du degré mn par rapport
a ceux de la troisieme.

En effet, chacun des np facteurs o(x', y', 2’),... estune fonc-
tion homogéne du premier degré des coefficients de la pre-
miére équation, et 'expression des fonctions symétriques au
nmoyen des coefficients ne renferme que ceux des deux der-
niéres équations dont la solution a donné 2', »’, z',.... Le ré-
sultant est donc du degré np par rapport aux coefficients de la
premiére équation : son degré par rapport aux coefficients des
deux autres se détermine de méme.

54. Le poids du résultant est map, c’est-a-dire que si tous
les coclficients qui multiplient la premicére puissance d’une
variable z recoivent Uindice 1; ceux qui multiplient 2%, I'in-
dice 2, et ainsi de suite, la somme de tous les indices dans
chaque terme du résultant sera égale & mnp. En dautres
termes, si tous les coefficients qui multiplient z contiennent
unc nouvelle variable au premier degré, si tous ceux qui
multiplient z* la contiennent au deuxiéme degré ct au pre-
mier, etc., le résultant contiendra cette variable au de-
gré mnp.

Cette proposition se démontre comnie au n° 48. En premicr
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lieu, il est évident que, si une équation homogeéne du de-
gré m est satisfaite par les valeurs z’, 37, 2/, et si on altere
cette équation en multipliant chaque coefficient par une puis-
sance de 2 ¢gale a la puissance de z que multiplie ce coel-
ficient, I'équation ainsi transformée sera satisfaite par les
valeurs 22/, 2.9, z'; ou, en général, que le résultat de la sub-
stitution de 2z', 2y', ' dans I'équation transformée est égal
au résultat de la substitution de 27, 3/, 2z’ dans I'équation pri-
mitive multiplié par 2« Ainsi, prenons I'équation

2% - ).3 st g2y — z) ‘2’

la transformée est

2% Ay — 12— )t — 1,

z),

et le résultat de la substitution de 727, 2y', 2z’ dans cette der-
niére est évidemment égal au résultat de la substitution de
', ¥', 5’ dans I’équation donnée multiplié¢ par 2* Donc, si 'on
transforme les trois équations données c¢n multipliant cha-
que coefficient par une puissance de 2 égale a la puissance
de z que multiplie ce cocfficient, 2’, »’, 2" représentant un
systéme de valeurs satisfaisant aux deux derniéres des équa-
tions primitives, les transformées seront satisfaites par les va-
leurs 2.2', 29, 2’, et le résultat de la substitution de ces nou-
velles valeurs dans Ia premicre équation sera mo(z’, »', z°).
Le résultant qui est le produit de np facteurs de la forme
o(x’,9, 2'),... sera multiplié par 2™, Soit donc¢ a b;¢p... un
terme du résultant, chaque indice correspondant a la puissance
de z que multiplic le coefficient; puisque le changement de «;
en Ma, de by en 3b,,. .. a pour effet de multiplier ce terme
par 2%, la somme £ + [ —+... est nécessairement égale a mnp.

55. On prouve de méme que trois ¢quations sont, en géné-
ral, satisfaites par mnp systemes de valeurs; que toute fone-
tion symétrique de ces valeurs peut s’exprimer a Paide des
coelficients, et que l'on peut former le résultant de quatre
¢quations en résolvant trois quelconques d’entre elles, substi-
tuant successivement les systémes de valeurs ainsi trouvées
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dans la quatriéme, formant le produit des résultats de la sub-
stitution, et enfin exprimant ce produit a laide des coefficients
des équations par la méthode des fonction$ symétriques. Nous
formerons ainsi le résultant d’'un nombre quelconque d’équa-
tiens, et nous aurons le théor¢me général suivant. Le résultant
de & équations & & — 1 variables indépendantes est une fonction
homogéne des coefficients de chaque équation dont le degré
est égal au produit des degrés de toutes les autres équations.
Si I'on affecte chaque coefficient dans toutes les équations d’un
indice égal a 'exposant de I'une des variables qu’il multiplie, la
somme des indices dans chaque terme du résultant sera égale
au produit des degrés de toutes les équations. Et enfin, si I'on
a k équations & k variables, le nombre de systémes de va-
leurs qui satisfont a toutes ces équations est égal au produit
de leurs degrés.

86. Quand le résultant de plusieurs équations s’annule, ces
équations admettent un systéme de solutions communes, ct
nous allons montrer comment on peut le trouver sans ré-
soudre les équations. La méthode est la méme quel que soit
le nombre des variables; pour plus de simplicité, nous com-
mencerons par deux équations

P =l X A= e X" A Ay X" TP AL L T 0,

b=b, 2" + b 2" + by 2" 4. ..~ 0.

Supposons qu’'une racine z = o de la deuxiéme ¢quation sa-
tisfasse a la premiére et que, par suite, le résultant R soit nul.
Nous pouvons dans ¢ changer les coefficients @, en @, + A,
ey €1 ey —+ Apey, . - -, et la transformée

Ap Z™ = Ay "+ o Apx™ A 2" ... =0

sera encore satisfaite par la valeur x = «, pourvu que les quan-
1ités A, An_y,... soient liées par la condition

Ao -+ Ap a4+ =0,

puisque le reste du premier membre de I'équation disparait
par hypothése lorsque I'on fait # == «. La transformée a done
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une racine commune avec ¢ et, par suite, le nouveau résul-
tant que 'on obtient en la combinant avee ¢ est aussi nul.
Mais ce résultant se déduit de celui de ¢ et ¢ en 'y changeant «,,
en @, + A,,. .. etil vient

IR
R+(Am'd—R‘+Am—l‘(""" —|“-~.>+...:O.
" da, da, - ,

R cst nul par hypothése, ct les quantités A, ... pouvant étre
aussi petites que I'on voudra, les termes qui les conticnnent
ala premiére puissance doivent disparaitre séparément. Nous

avons donc
dR dR

A W
day, Aty

A/rl

. == 0,

relation qui doit étre identique avec la condition
Apa + Ay a0,

la seule, ainsi que nous 'avons vu, a laquelle A,, Au—i. . . doi-
vent satisfaire. Il suit de 1a que les dérivées doivent étre pro-
portionnelles & o™, a"~,.. ., et que I'on peut trouver « en di-
visant 'une d’entre clles par la suivante.

Cororrare I. — Soient a,, @, deux coefficients quelconques
de ¢, nous devons avoir, quand R est nul,

dR  dR | dR  dR

T . oo Tj e 70

da, " da,_ " da, " da,_;
puisque le rapport des deux premicres dérivées est of et qu'il
en est de méme des deux autres : il en résulte que la diffé-

rence
dR dR dR dR

day dagy  day da,_;

est nulle quand R Uest aussi et, par suite, admet R comme
factcur; en d’autres termes, la fonction

dR dR  dR dR

contient R comme facteur lorsque I'on

pHq=-r+s.
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Cororramre 1. — 11 est évident, de méme, que les dérivées
du résultant par rapport aux cocfficients de ¢ sont propor-
tionnelles & «*, o, ...; on en déduit, comme dans le corol-
laire précédent, que

dR . dR _ dR_ dR
day, “da, ;" dby " dby_y
quand R est nul, et que la fonction

AR dR _dR dR
da, db,  da. db,
est divisible par R lorsque
]7 -~ (1 —=r-s.
Cororraire 111, — Enfin, si nous substituons dans la seconde

équation les valeurs de 2, o~,... données ci-dessus, nous
avons, quand R est nul,

dR dR

n— + 0y — =t s
da, “da,_,

b

Le premicr membre de cette équation ne peut ¢videmment
admettre le facteur R, puisque les coelficients de % sy trou-
vent a un degré moindre d’une unité que dans R lui-méme.
doit donc se réduire identiquement a zéro.

57. Les résultats du numéro précédent peuvent se vérifier
en calculant les valeurs des dérivées de R. Nous savons (4%

que R=o(a)o(B)e(y). ... Mais, puisque o(e) est ¢égal a
W 2" == Ay 2™~ ..., DOUS aVONs
(—I(P(a) p— e
da,

¢l par suite

dR .

—— = alo(B)o(y) B o(a)o(y) 4. ..

da, T :

Si o est une racine de o,

dR A
¢t —— se réduit a
da,
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de méme,

dR .
da, = “e(PIe(2)- -
¢t par suite
dR dR

— = sl af ol
da, " da,

En multipliant, il vient aussi

dR dR ) . ,
day do; a1 [o(B) 12 [o(y)Fee 4+ R(2P B0 4+ 218P)5( ) 4.,

et il est facile de voir que la fonction qui multiplie R est

'R
dayda,’

. dR dR s
retranchons maintenant R les termes indépendants de R
r b5

se détruiront si p + g = r +s, et il restera seulement

dR dR  dRdR ( d*R d?*R )

da, da;,  da, da; dayda,  da.da;

\ dR dR  dRdR . .. .
On verra de méme que da, db, " da, d, est divisible par R;

d*R . @R
da,db,  da,db,

mais le quotient n’est pas

38. La méthode des n° 56 et 57 s’applique sans difficulté a
un nombre quelconque de variables. Pour plus de clarté, nous
nous bornerons a trois variables, la méme démonstration s’ap-
pliquant mot pour mot au cas général. Soient donc trois équa-
tions

?—0, '!Jzo, 4 == 0,

, . \ P ,
o étant €gal & dugx™ +. ..+, X%y .., eta’, 3, 5 dé-

1[3‘/
signant les valeurs qui satisfont aux trois équations : elles y sa-
tisferont encore si nous changeons dans 9 ¢y €0 s + A,

gy €Ny, + Nypy,. .., pourva que Pon ait

e S
Nopox™ ..+ A“vgyx"‘]"l 37 ... 220
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mais, comme au n° 86, on doit avoir aussi

dR dR
et A . =m0,
(ZAmco 27 (/(l,/ 3

"%/

A moo

et, comparant ces deux équations, nous voyons que chaque
terme 2% y'# z'7 doit &tre proportionnel  la dérivée de R par
rapport & son coefficient : on aura donc les valeurs de 2/, v/, 2’
en prenant les rapports des dérivées de R par rapport aux coel-
ficients des termes dont e rapport est ' ou " ou z’; on peut
le vérifier comme au n°® 57. Substituons, en effet, dans o les
racines communes a ¢ et ¢, et soient o', ¢, ... Ies résultats de
ces substitutions : on sait que
I
o R==¢"¢"¢

(/R 27" n3,my ”
——Z? O' L+ ]‘Z ’O...—l—-.'.
t/(t,/3 :
i

Si nous supposons ¢’ = o, la valeur de cette expression se¢
réduit a son premier terme et 'on voit, comme plus haut, que
la dérivée par rapport & chaque coefficient est proportionnelle
au terme que ce coefficient multiplie. On peut en déduire les
mémes corollaires qu’au n° 56.

9. Si un systéme d’équations admet deux systemes de ra-
cines communes, non-seulement le résultant R s’annule, mais
il en est de méme de ses dérivées par rapport a tous les coef-
ficients. Car il est évident que les valeurs des dérivées don-
nées au n° 57 s'annulent toutes si o(a) et ¢(B) sont nuls, ou,
comme au n° 58, si ¢’ ¢t ¢” sont tous deux nuls. Dans ce cas,
les valeurs des racines communes s’obtiennent & aide d’une
¢quation du sccond degré ou figurent les secondes dérivées
de R. Les indications suivantes que, pour plus de briéveté,
nous donnerons seulement dans le cas de deux ¢quations, s’ap-
pliquent textuellement au cas général.

Nous avons (57)

d*R

Tt =B S Bl o0)
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expression qui, lorsque o(z) et ¢(3) sont nuls, se réduit au

scul terme
N
o Bro(y)o(d). ..
On aura de méme

7 PN
m,_(x’ﬁ’l—k9(",»/)9(/)9())...,
d*R .
St =31 o(y)o(d)...
da; at 3o (y) o(a)..s

~

. . Aoy . .
et si nous résolvons par rapport a — U'équation du deuxieme
.

degré
)2(121{ ; d*R - ,(*R
e = L e = P —— == 0,
daj, duy,da, da;,
. ot B
ses racines donneront les rapports —» &
o

Si les équations admettaient trois systémes de racines com-
munes, toutes les secondes dérivées de R scraient nulles, ct
_les racines communes s’obtiendraient en passant aux dérivées
troisicmes el résolvant une ¢quation du troisicme degré.

i DO P -
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SEPTIEME LECON.

EXPRESSION DES RESULTANTS SOUS FORME DE DETERMINANTS.

60. La méthode d’élimination par les fonctions symétriques
est peut-étre, au point de vue théorique, préférable a toute
autre, parce qu’elle s’applique quel que soit le nombre des
variables; cependant, comme elle n’est pas trés-expéditive en
pratique et ne fournit pas ses résultats sous la forme la plus
commode, nous allons, dans cette Lecon, faire connaitre
d’autres méthodes d’élimination. La suivante est celle qui se
présente le plus naturellement : elle est, au fond, identique
a la méthode dite du plus grand commun diviseur. Nous
avons déja vu que le résultant de deux équations linéaires

ax +b=o0, ax’'+b =0

est le déterminant ab’ — «'b = o. Si nous avons maintenant
deux’ équations du deuxiéme degré

ax’+bx +~c=o0, dx*+b0x-+ ¢ =o,

multiplions la premiére par «/, la deuxiéme par « et retran-

chons, il vient
(ab’)x + (ac’) = o.

Multiplions la premiére par ¢/, la deuxi¢me par ¢, retranchons
et divisons par x, il vient aussi

(ac")x + (bc') = 0.

Le probléme est donc ramené al’élimination entre deux équa-
tions linéaires, et le résultat est

(ac' ) + (b’ )(be") == o.

61. Si nous avons a ¢liminer 2 entre deux ¢quations du
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troisieme degré

ax* + b+ cx +d=o0, dx*+bx*4+-cx+d =o,

multiplions la premiére par @', la deuxiéme par « et retran-
chons; multiplions aussi la premiére par d’, la deuxiéme par d,
retranchons et divisons par « : le probléme se réduita éliminer
entre les deux équations du second degré
(ab)2*+ (ac' )z +(ad')=o, (ad’)z? 4 (bd" )+ (cd')= 0}
mais, d’apres le numéro précédent, le résultat est
[(ad” y — (ab")(cd" )
+ [(ad")(ac ) — (ab")(bd")][(ad")(dV")— (ac' )(dc")] = o.
I faut maintenant remarquer que I'on a identiquement
(ab )(ed" )+ (ac' ) (db )+ (ad' ) be') =0}

par conséquent, lorsque nous effectuons les multiplications,
le résultat devient divisible par (ad’) et se réduit a

(ad'y— 2(ad")(ab")(cd") — (ad")(ac")(bd") + (ac’ }*(ed")
+ (bd' ) (ab' ) — (ab' )(be"Y(ed' ) 0.

L’introduction du facteur étranger (ad’) s’explique en remar-
quant que, si 'on a ad’ = a'd, c’est-a-dire si a et a’ sont dans
le méme rapport que d et d’, les résultats que I'on obtient, soit
en retranchant de la premiére équation multipliée par &' la
deuxiéme multipliée par «, soit en retranchant de la premicre
¢quation multipliée par d’ la deuxicme multipliée par d, ne
doivent différer que par un facteur. Ainsi, dans Phypothé¢se
(ad’)=o, bien que les deux équations primitives du troisicme
degré n’aient pas de facteur commun, les deux équations du
deuxiéme degré auxquelles nous les avons ramenées en om
un. En général, ce procédé d’élimination introduit des facteurs
étrangers et, par suite, il vaut micux employer d’autres mé-
thodes.

62. Méthode d’Euler. — 8i deux équations des degrés m
et nont un facteur commun du premier degré, on obtiendra
N

J
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des résultats identiques, soit en multipliant la premiére équa-
tion par les » — 1 autres facteurs de la deuxicme, soit en mul-
tipliant la deuxi¢me par les m — 1 autres facteurs de la pre-
miere. Donc, si nous multiplions la premiére par une fonction
arbitraire de degré n —1 qui introduit n constantes arbi-
traires, la deuxiéme par une fonction arbitraire de degré m — 1
qui introduit m constantes, et si nous égalons, terme a terme,
les deux fonctions de degré m + n —1 ainsi formées, nous
aurons m -+ n équalions, entre lesquelles nous pourrons éli-
miner les m -+ n constantes introduites qui n’y figurent toutes
qu’au premier degré, et nous obtiendrons ainsi, sous forme
de déterminant, le résultant des deux équations données.

EXEMPLE. — Fliminer x et y entre les équations
az*+bxy 4yt =o, d2'4bay4cy'=o.
Nous avons 2 égaler, terme 2 terme,
(Ax+By)(ax* + bay+cr*) et (AMe+By)(a'2* +b'zy 4-c'y*);
les quatre équations qui en résultent sont

Aa —Ada = o,
Ab4+Ba—A'Y —B'd =o,
Ac4-Bb—Ac' —B'b =0,

-+ Be — B¢ =o.

Eliminant A, B, A’, B’, on obtient le déterminant

a o d o

b a b o
c b b

to ¢ o ¢

63. Ceite méthode peut étre généralisée de maniére a trou-
ver les conditions nécessaires pour que les équations aient
deux factcurs communs. Dans ce cas, il est encore évident que
nous devons avoir le méme résultat, soit en multipliant la pre-
miére par les n — 2 autres facteurs de la deuxi¢me, soit en
multipliant la deuxieme par les m — 2 autres facteurs de la
premiére. Donc, comme précédemment, si nous multiplions
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la premiére par une fonction arbitraire du degré n — 2 intro-
duisant » — 1 constantes, et la deuxiéme par une fonction ar-
bitrairc de degré m — 2, cn égalant, terme a terme, les deux
polyndmes de degré m + n — = ainsi obtenus, nous avons
m + n — 1 équalions, et, en éliminant entre m + n — 2 quel-
conques d’cntre elles les m + n — 2 conslantes introduites,
nous avons m —+ n —1 conditions qui n’équivalent évidem-
ment qu'a deux conditions indépendantes.

ExEMPLE. — Trouver les conditions nécessaires pour que les équations
ar’ by +cxy’ +dvi =o, a2y cxyi4d'yt = o,
aient deux fucteurs communs.
Posons
(Az+By)(ar* +bxly +cxy?* + dy?)
= (Az4By)(a'B®+b' 2Py + xy* 4+ d'y?),
il vient
Aa —A'd =0,
Ab+Ba—Ab —Ba =o
Ac+Bb—A'¢—Bd =0
Ad+Bec —A'd'—B'¢ =o0
+ Bd —B'd'=o

7
?

7

éliminant A, B; A’, B/, on a (en employant la notation du n° 3) le sys-
teme de déterminants

a b ¢ d o

o a b ¢ d

a b ¢ d oo

o da b o d

6h. Méthode de M. Sylvester (*). — Cette méthode est
identique, quant aux résultats, a celle d’Euler, mais elle
est plus simple dans les applications et plus facilement suscep-
tible de généralisation. Multiplions 'équation du m# degré
par x"~', x" 2y, xnty? Lo et celle du e degré par am,

(*) M. Sylvester a donné a sa méthode le nom de méthode dialytique parce
qu’elle dissout en quelque sorte les relations qui existent entre les puissances
des variables et traite ces puissances comme des variables indépendantes,

5.
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"=y, 2"y, ..., nous avons ainsi m -+ n équations entre les-
quelles nous pouvons éliminer les m -+ n quantités zm+—,
xm =iy, grEn=dyt o considérées comme des inconnues indé-
pendantes. Ainsi, dans le cas de deux équations du deuxiéme
degré, multiplions-les par & et par 5, et nous avons les équa-

tions
ax® + bx*y + cxy* =o,
ax’y + bxy* 4+ ¢y =o,
a8+ 2ty + ¢ xy? = o,

dzy+bxy4cdy—=o,
entre lesquelles éliminant 22, 22y, x)*, 5, nous obtenons le
méme déterminant que plus haut,
i a b ¢ o
1

o a b ¢

|u
« O ¢ o |

o a b ("]

{
En général, il est évident que cette méthode fournit le résul-
lant sous la forme d’un déterminant dans lequel n lignes sont
formées avec les coefficients de la premiére équation et les
m autres avee ceux de la deuxiéme : nous retrouvons ainsi la
régle déja obtenue plus haut pour le degré du résultant par
rapport aux coefficients des deux équations.

65. Méthode de Bezout. — Cette méthode donne aussi le
résultant sous la forme d’un déterminant; mais il se présente
sous une forme plus facilement calculable que le précédent.
La méthode générale se comprendra mieux en l'appliquant
d'abord au cas particulier de deux équations du quatricme
degré

ax' 4+ bxiy + cxtyt +dxyi 4 eyt = o,
arxa 4+ I)'x3.7“ + (/"u’(l”}‘z &+ d/x:_},.s + e/]v.«i == 0;
multipliant la premicére par ', la deuxiéme par @ et sous-
trayant, le premier terme de chacune d’elles se trouve élimin
et le résultat, étant divisible par y, donne

(ab)xd + (ac'xty +(ad’ | zy* + (ae')y? = o
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multipliant de nouveau la premiére par &’ x + 0'y, la deuxiéme
par ax + by, les dcux premiers termes de chacune sont éli-
minés et le résultat, divisé par y?, donne

(ac’)z® + [(ad’) 4 (b )2ty + [(ae') 4+ (bd') | zy* + (be')y* = 03
multipliant maintenant la premiére par @’ x* -+ b'xy + ¢'y%, la
deuxiéme par ax® + bxy* + cy*, soustrayant et divisant par »?,
on a
(ad’)x* +[(ae') + (bd') 22y + [(be') + (cd') |2 )y* + (ce')y* = o.
Enfin, multipliant la premiére par 2%+ b 2%y + ¢/ xy*~+d'y”,
la deuxiéme par ax® —+ by + cxy?+ dy?, soustrayant et divi-
sant par y*, il vient

(ae')x® + (be' ) x*y + (ce’)xy* + (de')y* =o.
Nous pouvons, entre les quatre équations ainsi formées, éli-
miner comme au n° 6k x°, x*y, xy?, y?, €L nous avons pour
résultat le déterminant

(ad") (ac) (ad’) (ae') |
(ac') (ad’)+(bc") (ae')—+(bd’) (be') i
(ad’) (ae')~+ (bd’) (be') +(cd’) (ce') X
(ae') (be') (ce') (de) l

66. Le procédé que nous venons d’employer est si ¢videm-
ment applicable & deux équations quelconques du ném degré,
quil est inutile d’en établir une démonstration générale. A
I'inspection du déterminant obtenu dans le numéro précédent,
la loi de formation s¢ manifeste, et nous pouvons immédiate-
ment éerire le déterminant qui serait le résultat de I'élimina-
lion entre deux équations du cinquicme degré, en continuant
simplement les séries de termes, écrivant (af’)apres (ae'). .. .
Ce résultant est

(ab) (ac) (ad') () {af") I
(ac’) (ad)+(bc') (ae')4-(bd) {af")+-(bc") (6 !
(ac') (ae)+(bd') (af")H(be")+(cd') (6" +-{ce’) (ef) I
(ac) (af")+(be) (bf)+ee) (ef }+-{de’) (df) |
@) ) (of) ) tef |
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On voit que tous les termes du résultant doivent contenir a
ou d', ce qui était évident & priori, puisque, si ces deux coef-
ficients étaient tous deux nuls, les deux équations auraient le
facteur commun y == o.

On voit aussi que les termes quine contiennent a ou @’ qu’au
premier degré se réduisent a (ab’) multiplié par le résultant
des équations que I’on obtiendrait en faisant a et @’ = o dans les
équations données. Car chaque terme du déterminant précé-
dent doit contenir un élément de la premiére ligne horizon-
tale et un de la premiére colonne ; mais, comme tous ceux de
la premiére ligne ct de la premiére colonne contiennent a
ou &', les seuls termes qui ne renfermeront @ et &' qu’au pre-
mier degré se réduiront a (ab’) multiplié par le déterminant
mineur correspondant, qui n’est autre, en faisant a et ¢’ =: o,
que le résultant de degré immédiatement inféricur.

67. 1l reste seulement a faire voir que le procédé qui vient
d’étre employé est encore applicable lorsque les ¢quations
sont de degrés différents, et, comme plus haut, nous commen-
cerons par un exemple particulier, savoir par les équations

az‘+bxty +cxy +dxy* +eyt=o, dx*+bxy+c y0;

multipliant la premiére par ¢/, la deuxiéme par ax* et sous-
trayant, nous avons

(ba')z? + (cd' )2y + (da' )xy* + (ed’ ) y* = o.

De méme, multipliant la premiére par @’ x + 0’y etla deuxiéme
par (ax -+ by )2, il vient

(cd )x*+[(cb')+(da' )]ary + [(db)+(ed' ) |xy* +(eb )y =o.

Ce procédé ne peut pas étre continué plus longtemps; mais, si
nous joignons aux deux derniéres équations deux nouvelles
que 'on obtient en multipliant la deuxiéme des équations pri-
mitives par 2 et par 3, nous avons quatre équations pour ¢li-
miner x%, 2°y, xy?, 3.

Et, en général, quand les degrés des équations sont inégaux,
m étant le plus grand, on trouvera que le procéd¢ du n° 63
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nous donne n équations du degré m —1, contenant au pre-
micr degré les coefficients de chacune des deux équations
primitives; il faut y ajouter m — n équations que I'on ob-
tient en multipliant la deuxiéme par zm—=1, g7y . et
'on peut alors éliminer les m quantités 2", z"=*y, ... entre
les m équations ainsi obtenues. Chaque ligne du déterminant
contient les coefficients de la seconde équation, mais il n’y
en a que n qui contiennent ceux de la premiére. Le résul-
tant est donc, comme cela devait étre, du né degré par
rapport aux coefficients de la premiére équation, et du miene
par rapport a ceux de la deuxieme.

68. Méthode de Bezout modifiée par M. Cayley. — Si deux
équations o(x, y), ¢(x, ) ont une racine commune, il est
possible de satisfaire & Péquation ¢ + 3 =- o, quelle que soit
la valeur de 2. Prenons donc I'équation

o(2, y) 4 (&5 ') — (& ¥ )bz, y) == o,

qui, dans I’hypothese ot ¢ et ¢ ont un facteur commun, peut
étre satisfaite indépendamment de toute valeur particuliére
de 2, ¥’ : nous pouvons, en premier lieu, diviser par 2y’ — ya'
qui est évidemment un facteur, puis égaler a zéro les coeffi-
cients des puissances de 2’ et »'; enfin éliminer les puissances
de x et y comme si elles étaient des variables indépendantes,
et le résultat se présente sous la méme forme que par la mé-
thode du n° 65.

IXEMPLE. — Fliminer a ot yoentre les équations
ax’+bry4ort=o, da’4 'y +e'y* =o.
L’expression
(a2 4= Doy +r?) (a4 02"y 4 "))
— (20" ey 'y (ax 4= br'y ' 4 o)),
divisée par xy' — yx', donne
[(ab"yx+ (ac')y a4+ [{ac' )Yz + (b)) ]y = 0;
éealant & zéro les cocfficients de ' et ' et éliminant 2 et 1, nous avons

(ac" )+ (ba'y(be') =- 0.
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69. Arrivons maintenant a la théorie des fonctions de trois
variables dont le résultant, sauf dans quelques cas particuliers,
n’a pas encore ¢té exprimé sous forme de déterminant, bicn
qu'il puisse toujours I'étre comme quotient d’un déterminant
par un autre.

Nous allons d’abord montrer comment on forme une fonc-
tion qui a une grande importance dans la théorie de I'élimi-
nation. Etant données & équations a & variables « = o, ¢ = o,
w = 0,..., désignons par wu,, w, ... les dérivées %7 Zﬁ,
du , . ’
pPEi le déterminant

w, oy, Uy ..
(2B SO
W, Wy s

D S Y

1
scra désigné, dans ce qui va suivre, par la lettre J (7).

70. Si plusicurs équations sont satisfaites par un méme sys-
teme de valeurs, J le sera aussi, et il en sera encore de méme
de ses dérivées par rapport a chacune des variables, lorsque
les équalions seront du méme degré.

La démonstration pour le cas de trois variables sera géné-
rale. Nous avons, d’apres la théoric des fonctions homogenes,

ZU, = YU+ 2w, o,
X0, -+ yve = 20,0 ne,

W Ay =23 R,

Désignons maintenant, comme dans la quatricme Legon, par
U, V,,... les déterminants mineurs que Pon obticndrait en
supprimant la ligne et la colonne qui conticnnent «,, ¢, ..
nous aurons, en résolvant ces ¢quations (28),

.5
Jr =Unu -+ V.nw+ W nw,

(*) Ce déterminant, employé par Jacobi, est quelquefois désigné sous le nom
de Jucobien des équations données.
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d’ou 'on voit immédiatement que, si «, ¢, w,. .. s’annulent, il
en cst de méme de J. Différentiant cette dernicre équation, il
vient

J+xﬂ:nu i—q' “+nv d—VJ —+ nw AW, +n(eU+oV+wW,),
dx dx dx dx
x(—q: nu Ell{‘ —+ny ﬂ ~+ B AW, + (U + 0,V -, W),
dy dy dy dy

mais, en se rappelant (27) que
wU + o Vi+ oW, =), wl +0,V +a.W, =o,

nous voyons que, si u, ¢, w,..., et par suite J s’annulent, il en
dy dJ

est de méme de ——, —
dx dy

P

71. Nous pouvons maintenant exprimer, sous forme de dé-
terminant, le résultant de trois équations du deuxi¢cme degré,
car J est du troisiéme degré, et, par suite, ses dérivées sont
du deuxiéme. Nous avons ainsi trois nouvelles équations du
deuxiéme degré qui seront satisfaites par un systeme quel-
conque de valeurs commun aux équations données.

Des six équations «, v, w, ﬂ, d-J, ﬂ, nous pouvons donc

dx’ dy dz
¢liminer les six quantités 2%, y*, 2% y3, zx, ), ct former ainsi
le déterminant demandé.

Si les équations sont toutes trois du troisicme degré, J est
du sixieme et ses dérivées du cinquieme. Et si nous multi-
plions chacune des trois équations données par %, 3%, 2*, 3,
2z, xy, nous avons dix-huit ¢quations qui, combinées avee
les trois dérivées de J, nous permettent d’éliminer par la mé-
thode de M. Sylvester les vingt et une quantités x*, z'y,. ..
qui entrent dans une équation du cinqui¢me degré. Ce procédé
cependant ne peut pas ¢étre poussé plus loin sans modification.

- QO — -
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HUITIEME LECON.

DISCRIMINANTS.

72. Avant de nous occuper des discriminants, nous allons
faire connaitre quelques termes et quelques symboles nou-
veaux qui seront souvent employés plus loin. Dans I’Algébre
ordinaire, on ne s’occupe que d’équations, le but que Pon se
propose habituellement étant de trouver les valeurs de x qui
rendent une fonction donnée égale a zéro. Dans ce qui va
suivre, au contraire, nous n’aurons que rarement a traiter des
équations, le sujet de recherches le plus fréquent étant celui
dans lequel nous allons entrer dans la Lecon suivante, savoir :
la découverte des propriétés d’une fonction qui ne s’altérent
pas par des transformations linéaires. 1l convient donc d’avoir
un terme spécial pour désigner la fonction elle-méme, sans
éire obligé de parler de I'équation que P'on obtiendrait en I'é-
galant & zéro : un terme, par exemple, pour désigner

azx® + bxy + cy?
sans avoir a parler de I'équation du deuxiéme degré
az® + bxy + cy*=o.

Nous nommerons forme (*), en général, une fonction ho-
mogéne qui pourra étre du deuxiéme, du troisiéme, du qua-
wriéme, ... degré. Nous distinguerons les formes en binaires,
lernaires, quaternaires, elc., suivant qu’elles contiennent
deux, trois, quatre, cte., variables. Ainsi, par forme cubique

(*) M. Cayley donne aux fonetions homogénes en général le nom de quantic,
désignant par les mots de quadric, cubie, quartic, quintic, etc., les formes des

deuxiéme, troisiéme, quatricme, cinquicme, cte., degrés.
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binaire, nous entendrons une fonction telle que
azx® + bxy + cxyr + dy?;
par forme quadratique ternaire, une fonction telle que
ax® 4 byt + ¢z’ -+ 2.fyz + 2gzx + 2 hx).

M. Cayley emploie I'abréviation (a, b, ¢, d}x, »)* pour dési-
gner la forme
ax® + 3bxty + 3exy? + dy?,

dans laquelle, ainsi qu’il est généralement plus convenable de
le faire, les termes sont affectés des mémes coefficients numé-
riques que dans le développement de (x +y ). La forme qua-
dratique ternaire ci-dessus s’écrirait, suivant cette notation,
(a, b, ¢, f, g, hiz, y, z)*. Quand les termes ne sont pas affec-
1és de ces coefficients numériques, M. Cayley ajoute une fléche
a.la parenthése, écrivant par exemple (a, b, ¢, d’x, ) pour

ax® + bx*y + cxy? + dy>.

Enfin, quand il n’est pas nécessaire de désigner les coefti-
cients, la forme du n*" degré s’écrit (z, y), (2, ¥, 3 )"

73. Si I'on différentie une forme a & variables par rapport
a chacune de ces variables, le résultant de ces & dérivées se
nomme le discriminant de la forme donnée.

Si la forme est du degré n, le discriminant est une fonction
homogéne des coefficients du degré (n —1)='; en effet, le
discriminant est le résultant de /r équations du degré n —1
el (55) doit contenir les coefficients de chacune de ces équa-
tions & un degré égal au produit de tous les autres degrés, sa-
voir (n — 1 )=, Ces équations, contenant toutes les coefficients
de la forme primitive au premier degré, le discriminant les
contiendra au degré /(n— 1)*~'. Le discriminant d’une forme
binaire sera donc du degré 2 (n — 1), celui d’'une forme ter-
naire du degré 3(n — 1), clc.

7h. Si, dans la forme primitive, on donne aux coefficients
multipliant la premiére puissance d’une variable z Pindice 1,
a ceux qui multiplient la deuxiéme puissance U'indice =, ct
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ainsi de suite, la somme des indices dans chaque terme du
discriminant sera constante ¢t égale a n(n — 1) Il a é1é dé-
montré (33) que, si chaque coefficient dans un systéme d’é-
quations est affect¢ d’un indice correspondant a la puissance
de x qu’il multiplie, la somme des indices dans chaque terme
du résultant est égale au produit mnp... des degrés des équa-
tions. Supposons maintenant que, dans la premicre de ces
équations, I'indice de z° au licu d’étre o soit {; que celui de a!
soit / + 1, etainsi de suite, il est évident que cette modification
aura pour effet d’augmenter la somme des indices d’autant de
fois { qu'il se trouve de coefficients de la premiére équation
dans chaque terme du résultant, et, puisque (83 ) chaque terme
en contient np..., la somme totale des indices deviendra

mnp...+lap.. .=(m—+Lnp....

Maintenant, dans 'exemple qui nous occupe, il est évident
que chaque cocfficient des i —1 dérivées U,, U,... (*) multiplie
la méme puissance de x que dans la forme primitive U; mais,
dans la dérivée U,, chaque coefficient multiplie une puissance
de x moindre d’une unité que dans U, et le coefficient multi-
pliant un terme x¢ dans cette dérivée doit étre affecté de l'in-
dice [ + 1, puisqu’il provient d’un terme 2*+* dans la forme pri-
mitive. Il suit de la que la somme des indices du discriminant
doit étre

(n—1f 4+ (n—1)~" ou n(n—1)

Nous exprimerons sommairement les résultats obtenus dans
les deux numdéros précédents, en disant que Pordre du discri-
minant est k(n — 1) et son poids n(n— 1), Ainsi, pour une
forme binaire, le poids du discriminant est n(n — ).

75. Si une forme binaire contient un factcur carré, le dis-
criminant se réduit, comme I’on sait, a zéro, car les deux dé-
rivées conticnnent chacune ce facteur au premier degré, et dés
lors, puisqu’elles ont un facteur commun, leur résultant est

() Nous désignons comme plus haut par U, U, U,,... les dérivées de U par
rapport it &, v, 3,. ...
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nul. De méme, si une forme ternaire peut se décomposer
ainsi
X0 + XYL + Yoy,

X étant égal & ax + by +cz, Yadax + by + ¢z, le diseri-
minant doit aussi se réduire & zéro, puisque chaque terme
des dérivées contient comme facteur X ou Y et que, dés lors,
ces dérivées ont en commun les racines des équations

X:’.:O, Y:-o.

1l en est encore de méme du discriminant d’une forme qua-
ternaire si cette forme peut étre exprimée comme une fonc-
tion du deuxiéme degré de trois fonctions linéaires X, Y, Z
des variables (*). Nous appellerons racines singuliéres de la
forme ces valeurs qui rendent les dérivées égales a zéro.

76. Nous allons maintenant examiner les propriétés du
discriminant d’'une forme binaire

nlrn—1)

U=a,2" + na,z""'y —+ I s R N

1.2

Le résultant de U et de U est égal au discriminant multiplié

par a,, et celui de U et de U, est égal au diseriminant multi-
plié par a, (**). En cffet, puisque

nU—=—2U +»U,

le résultat de la substitution d’une racine de U, dans U est
'U% ;5 en multipliant les résultats de toutes les substitutions
semblables, le produit sera y’ " y”..., soit a, (38) multipli¢ par
les résultats que 'on obtient en substituant ces mémes racines
dans U,, et ce produit n’est autre que le discriminant.

(*) En d’autres termes, la réduction a zéro du discriminant d’une équation
algébrique exprime la condition néeessaire pour que cette équation ait des ra-
cines égales, et la réduction & zéro du discriminant de I’équation d’une courhe
ou d’unc surface exprime la condition nécessaire pour que cette courbe ou
cette surface ait un point double.

**) Nous faisons abstraction des facteurs purement numdriques.
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77. Exprimer le discriminant au moyen des valeurs x,, ¥,
Zay Y2y - .- qui rendent la forme égale a zéro.

Soit

U (e =gz —yw) (2 — ya). . (38);
on a
U =y — yx:)(x)y: — yas). ..
+ (i — )@y —yas ). o
le résultat de la substitution d’une racine z,, 3, de U dans U, est
yilxys—yx) (2 —yixs). .

le résultat de la substitution de -, »» est, de méme,
ol@a)n =y | (Zays = yas) o
si donc on multiplie tous ces résultats, le produit est
iy (X)) — 1) (20— 302 (2 — X ) -

C’est le résultant de U et U,, et si nous le divisons par «a, qui
est égal a 3)%9. .., nous aurons, pour la valeur du discri-
minant,

(X7 — P& (B — P & e

Si nous supposons tous les 3 ¢gaux a 'unité, nous obtenons le
théoréme sous la forme bicn connue : Le discriminant est égal
au produit des carrés des différences des racines de l'équation.
Pour plus de simplicité, nous conserverons le théoréme sous
cette derniére forme.

78. Le discriminant du produit de deux fonctions est égal
au produit de leurs discriminants multiplié par le carré de
leur résultant. Car le produit des carrés des différences de
toutes les racines se compose évidemment du produit des
carrés des différences des racines appartenant toutes deux a
une méme équation, multiplié par le carré du produit de
toutes les différences entre une racine de 'une et une racine
de Paulre, et ce dernier produit est le résultant (45). Comme
cas particulier, le discriminant de (x — «) ¢ () est ¢gal a celui
de ¢ («) multiplié par le carré de ¢ (a). Car si (3, ,... sont les
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racines de ¢ (z), (o — B)*(a — y)*(B — y)*... est égal au carré
de (¢ — B)(a—y)... qui n'est autre que ¢ (o) multiplié par
le produit des carrés des différences qui ne contiennent pas 2.

79. Le discriminant de la fonction

(ay, @iy tueyy @iz, ¥y
est de la forme
a, o + Ay q/,
¢ étant le discriminant de la fonction de degré n — 1,

(aOy (l;,.-., (tn-—h an—lzix, }")"_I.

Car nous devons évidemment obtenir le méme résultat, soit
en supposant a,==o dans le discriminant, soit en faisant
a,== o dans la forme elle-méme et calculant ensuite le discri-
minant. Mais si nous faisons a, = o dans la forme, elle se
réduit a la forme de degré n — 1 écrite plus haut, multipliée
par z, et (78) son discriminant est égal a celui de cette der-
ni¢re multiplié par le carré du résultat que I'on obtient en y
faisant  — o, c’est-a-dire par a,—,. Nous voyons de méme
que le discriminant est de la forme a9 +ati g (7).

80. Le discriminant étant une fonction des déterminants
2\ Y — X2 )1ye.., doit satisfaire aux deux équations différen-
tielles du n° 37

dA dA
—i—(n—l)a,T—i—(n——2)(1._,———!—...-:.:0,

na, '('l—a‘ . da3
da o dA o dA
a|'d_a")+ :a;)('i‘a“‘l_ 3da2+--~-—0)

ou bien, comme au n° 39, si les équations primitives ont été

(*) Cc théoréme a ¢té donné pour la premiére fois par Joachimsthal.
M. Salmon avait cependant été conduit antérieurement par de simples consi-
dérations géométriques au théoréme suivant dans lequel il est renfermé : Si «,
contient un facteur z et que «, contienne le facteur z?, le discriminant sera
divisible par z% Si a, contiecnt s comme [acteur, que «, contienne z?, et «,,
2%, le discriminant sera en général divisible par =, Et ainsi de suite, si a; con-

tient z; @y, %5 @, 2* et a,, =¥, le diseriminant sera divisible par z'%, ete.
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écrites avee les coefficients du bindme,

/

‘
na, +(n—1)ay—5— +...720
da, ) da, :
a da -+ A -+
[ 20 - — c e eI 0.
d”l (1(17
ExesvLE. — Former le discriminant de la fonction (ay, a,. a,,..% r, )"

que nous supposerons ordonnée suivant les puissances de a,.

Nous savons (79) que le terme indépendant de «, est a} D, D étant

v

le discriminant de la fonction de degré n#—1, (a, a,....% 2,

discriminant que nous cherchons est donc de la forme
D+ a5+ aib 4. ...
Effectuant sur lui I'opération

{ o
+3a, ——+....,

«
*du, da,

17
a, —— 20
da,

RV

V)

. Le

nous pourrons égaler & zéro le coefficient de chaque puissance de a,. Les

termes indépendants de «, sont

%

o
o N .. ) D
ay + o a, D+ <u/_, da, + 3 da, - > &

ol ( )
0 s (a, o AN
ou, en remarquant que (”: T + 24, i + D= o,

, o o
w s — 4a,D 4« <u‘.’7”:—l—2ui (—l{—’——|—> b,

ot Fon a pour la valeur du discriminant

R . d o )
(@t — fa,a,) D+« a, (/13 m—;— 24, E—}— . > DAa2d+. ...

On peut de méme déterminer ¢ a Paide du coeflicient de @,; mais le ré-
sultat n’est pas assez simple pour qu'il y ait lieu de le donuer ici.

81. Si le discriminant d’urze forme binaire se réduit i zéro,
cette forme a des racines égales, et les valeurs de ces racines
peuvent étre obtenues par un procédé analogue a celui que

nous avons employé dans la sixieme Lecon. Soit

U=aqz"+a 2+ e ...

une forme dont le diseriminant est nul et qui admet par con-
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séquent un facteur carré (2 — x*. La fonction
V=A x4+ A=+ A a4 ..

sera aussi divisible par x — o pourvu que A,, A, A.,... salis-
fassent a la condition

Agor = A o= = Ao 4 Lm0,
Et dans ce cas U 4 AV sera divisible par x — 2. Soit donce
C+aVe=(x—z)[(x— 2}y (x)+2d(x)]

It résulte du n° 78 que le discriminant de U+ 2V est égal au
discriminant de la fonction entre parenthéses multiplié par le
carré du résultat que l'on obtient en substituant « & la place
de x dans cetie méme fonction. Ce résultat n’est autre que
M (). Le discriminant de U + 2V est donc divisible, dans ce
cas, par 2. Mais, puisque U+ 2V se déduit de U en chan-
geant @, en a, + A, ..., le discriminant de U + 2V doit se
déduire de celui de U par la méme substitution, et, par suite,
est

A+).<A S .,4>+)?(...)

"da, "da, ' 7 da.

Par hypothése A = o : il faut encore, pour que le discriminant
soit divisible par 22, que le coefficient de % disparaisse. La re-
lation ainsi obtenue entre A,. A,,. . doit étre identique avec
la relation A,z 4+ Ajav' ... -0, qui est, comme nous
Pavons déjavu, la seule condition a laquelle doivent satisfaire
Au Ao pour que le diseriminant de U < 2V soit divisible
par 7*. Les quantités =7, 2=, z"~*,. .. sont done proportion-
nelles & gé’ il—é bl 1—1:57 ce
da, da,” da,
celle qui la suit, nous aurons la valeur de 2, et nous p()uV(‘;ns
poser le théoreme suivant : Quand le discriminant se réduit
@ zéro, ses dérivées par rapport & «,, «,. .. sont proportion-

v divisant 'une de ces derniéres par

nelles aux dérivées de la SJorme par rapport @ ces ménes coef-
Sficients.

82. Ce résultat se démontre ¢galement en formant les

6
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2
¢

[fipa) . . . B
vaicurs de S en fonction des racines, ce que on peut
gl

faire en résolvant fes n équations

A dA de . d N\ de.
doa da da  da d

Nous connaizsons les expressions de A, & a,... en fonction des

po

racines (52, 77); nous pouvons done tirer de ces n équations

Lo dA R
les n quantités o -~ - -5 et il vient
da,

dA s .. g s o
3;;“-3‘\-(()—'/)'(‘ —oflo—3)

expression dans laquelie le produit des carrés des différences
qui ne renferment pas z est multiplié par la somme des pro-
duits n — 2 a n — 2 des différences gui contiennent o,

N

e Ba (Bl =0 Plo— B, Ha—B)(x— 7).

i

2B —y )y —olo =B fla—B) (=7 |

En supposant a = 3, ces expressions deviennent proportion-
nelles aux facteurs 1, «, «?, 2% ..., ¢t, comme au n° 56, on
voit que, d’apres le théoréme du nuniéro préccédent,

AN dA dAdA

da, day — du, da,
est divisible par A lorsque p + ¢ == r =+ 5. 8'il y u plus de deun
racines égales, toutes ces dérivées disparaissent, ¢t nous au-
rons les racines égales en considérant les dérivies secondes
du discrimipant.

83. La démounstration suivante du théoreme du ne 81 s’ap-
plique au cas d'une forme @ un nombre queleconque de va-
riables. Pour plus de simplicité, nous nous bornerons au cas
de deux variables indépendautes, ki méthode étant générale.
Supposoins que les coefficients de U sotent des foncetions de
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certaines (quantités a, b, ..., ctque Pon fasse varier ces quan-
tités de maniére que le discriminant soit encore nul. co qui
donne la condition

(ZA\ +fIA N[ I
,’/(? 0l H])—O)—i—....v O.

Si le changement effectué sur a, b.... a pour effet de changer &
enz +dx, yen y—+0y,..., les nouvelles valeurs des ra-
cines devant également rendre nulles les dévivées U, U, b,
nous avons

dU, S o dU, 5h ~dU, - dU, N
I . —_— OX -i- —— * e T

de ”f ds "’ az ° dy oy ©
du, . dU, . dU, . du, .

—0d + ——0b ...+ 0X -+ —= 0y 4... o0,
da db dx dy

dU, et d U, 5o dU, .  dU, |

O o 0 e e s .
da " b’ Todr 07 dy or= °

Multiplions ces équations par z, y, z ctajoutons ; puisque Pon

anU=a2U + yU, -+ zU, le coefticient de da se réduit a n Ta’
da

dU, dU, dU, dU, . .

— =y —— = ——, le coefficient de gz sera

dx dy " dx dz

(n— 1)U, qui disparait, U, admettant les racines singuliéres.

Il en est de méme pour les autres coeflicients; on a done

et, puisque

dU dU Yy )
moa—i— %o ) +...=-0,

et les dérivées de A par rapport & «, b,. .. sout proportion-
nelles aux dérivées de U par rapport @ ces mémes quantilcs,
en admelttani que les leltres «, y, 3, dans ces derniéres, indi-
quent les racines singuliéres.

84. Le théorcme démontré pour les formes binaires (79)
peut s’étendre a toutes les formes. Soit « le coefficient de fa
plus haute puissance de Pune des variables, b, e, d,... coux
des termes ot figure la puissance immédiatement inféricurc,
i¢ discriminant sera

ab+(o, b, w,...0b, e, dy. . ).
6.
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84 HUITIEME LEGON.

Ainsi, dans le cas d’'une forme ternaire, auquel nous nous
bornerons pour plus de simplicité, si a est le coefficient de 2,
b, ¢ coux de z—' v, z"~'y, et si nous faisons @ = o dans le dis-
criminant, le reste de son expression sera de la forme

b+ bed + ¢ty

Pour le démontrer, soit U une forme dont le discriminant est
nul, V une autre fonction qui admette les racines singuliéres
de U, le discriminant de U+ AV sera divisible par 22. Soient,
en effet,

U=azt+ bz + .., V=Az"+Bz:-'a+ ..,

le coefficient de 2 dans le discriminant de U + 2V scra

dA dA
’ A o 3 ([A ([A cop 1} S n
e1, d'apres le ue 83, T seront proportionnels a 2",

z—tx,.... Le cocfficient de A est donc proportionnel au ré-
sultat de la substitution des racines singuliéres dans V, et, par
suite, nul.

Maintenant, dans le cas qui nous occupe, le discriminant
doit étre nul si @, b et ¢ sont nuls, puisqu’alors toutes les dé-
rivées s'annulent pour les racines singulieres x ==o, )= o.
Toute autre forme V s’annulera pour les mémes valeurs, pourvu
que Pon ait seulement A =o. La forme générale du discrimi-
nant doit donc é&wre telle que, si nous remplacons b par
b —+1.B, ¢ par ¢ + A(, ..., el si nous faisons ensuite

o == l) TTDC T 0,

2

le résultat soit divisible par 2:; en dautres termes, si nous
remplacons b par AB, ¢ par A0 et a par zéro, le résultat sera
divisible par 23, ce qu’il fallait prouver.

85. 11 ne nous reste plus, relativement aux diseriminants
en général, qu’a faive voir que celui d'une forme quadratique
3 un nombre quelconque de variables s’exprime immédiate-
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ment sous forme d’un déterminant symétrique. Et réciproque-
ment, étant donné un déterminant symétrique quelconque,
on peut poser une forme quadratique dont il soit le discrimi=-
nant. La notation la plus simple pour une forme quadratique
consiste a employer de doubles indices, en désignant par «,,
Uy, Uy, - . . les coefficients des carrés z3, )2, 2%,.. ., ¢l par «,
s,. . ceux des produits z)y, xz,.. ., @ €l @, ¢lant censes
¢quivalents dans ce systéme de notation. Le discriminant est
¢videmment le déterminant symétrique

Dl
Dl U

W, Uy Uy -

i 4
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NEUVIEME LECON.

TRANSFORMATIONS LINEAIRES.

86. /nvariants. — Le discriminant d’une forme binaire,
étant une fonction des différences des racines, ne varie évi-
demment pas lorsqu’on les augmente on diminue toutes d’une
méme quantité. La substlitution de 2 42 4 2 n’est qu'un cas
particulier de la transformation linéaire générale, qui consiste
a remplacer, dans une lonction homoegene, chaque variable
par une fonction linéaire de nouvelles variables, a remplacer,
par exemple, dans une forme binaire, x par 2z + py el » par
Vx + o'y, Pour éelaircir les considérations dans lesquelles
nous devons entrer, nous allons d’abord examiner quel est
I'effet d’une semblable substitution sur le diseriminant d’une
forme quadratique a deux variables

axt + 2bx) —+ ¢y
En transformant les variables, clle devieut
a(hx + uy )4 20(ha + vy ) (Ko 4 v'y)+ (Ve 4-uy 7,
el si Pon désigne la fonction transformée par

@at o by 4y
on
a -oari - 2bn! ek

b a4 b+ M)+ ey,

apt -0 bpn 4 e,
et Pon véritie sans peine que

(¢ — b") == lac — b} (hp! =2 ),
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TRANSFORMATIONS LINEAIRES. 87
¢est-d-dire que le discriminant de la transformée est égal a
celui de Ia forme primitive multiplié par le carré du déter-
minant (Ay’ — ¥ ), que Pon appelle le niodule de la transfor-
mation.

87. Il existe un théoréme analogue pour le discriminant
d’une forme binaire quelconque. On peut voir @ priore qu'il
doit en ¢étre ainsi, car si une forme donncée admet un facteur
carrd, sa transformée admettra également un facteur carré, de
telle sorte que, si le discriminant d’une forme donncée est nul,
celui de sa transformée est également nul. Ce dernier con-
tient donc fe premier comme facteur. Le théoréme peut se
démontrer régulierement ainsi qu'il suit. Soit

(2yr =y ) (s — yae. .
la forme primitive, son discriminant (77) est
(i y:— e len —ya fe. .

Le factear lindaire o3 — yw, de la forme primitive devient,
par Ia transformation,

W(AX = nY)— 2 (X + u'Y),
et si nous le maettons sous la forme Y, X — X, Y, nous avons
\'I = l}’ - ).’x.n Xl " '/"./vl - "’-/‘TI;

pai- conséquent, si Fon éerit Ia transformée comme produit
des facteurs lindaires (Y, X — X, ¥Y)(Y.X — X.Y). .., on aurs
des expressions analogues pour Yy, Xi; Yo X, . .. en fouction
de v, 20 9, e Nous pouvons, sans diflieuits, reconnaiure
que Pen a

(Ve = XYoo (2 — 7 ) (s — ),

ot, par suite, que (YN — XV, (Y X, — XYL . .0 est égal

(e, — gy ) {yoes — vt maltiplic par uine puissance
de 20! — 1w dgale au pombre des factenrs contenes dans
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expression du discriminant en fonction des racines. Un
théoréme analogue est vrai pour le discriminant d’'une forme
a un nombre quelconque de variables.

La publication, dans le Journal de Mathématiques de Cam-
bridge (nov. 1841), d’'un Mémoire ou M. Boole établissait les
principes ci-dessus et en faisait quelques applications impor-
tantes a é1é en quelque sorte le point de départ d’une algebre
nouvelle. Quelque temps apres, M. Cayley se proposa de déter-
miner & priori quelles sont les fonctions des coefficients d'une
¢quation donnée qui jouissent de cette propriélé d’invariance;
propriété consistant en ce que, si 'on transforme I'équation
par une substitution linéaire, la fonction analogue des coeffi-
cients de la transformée soit égale a la fonetion primitive mul-
tipliée par une quantité indépendante des coelficients. Le
résultat de ses recherches fut de découvrir que cetle propriété
n’est pas particuliére aux discriminants, et de faire connaitre
d’autres fonctions importantes qui la possédent également,
quelques-unes d’entre elles contenant non-seulement les
coefficients, mais les variables elles-mémes, et conservant
avec I'équation primitive des relations qu’une substitution
linéaire ne modifie pas. En exposant cette théorie, pour plus
de briévelé nous n’écrirons que trois variables, mais le lec-
teur doit entendre que les mémes procédés sappliquent
un. nomhre aqueleonane de variables.

88. Supposons donc que les variables d’une fonction ho-
mogene quelconque a & variables soient transformées par les
substitutions

=10 X4+ Y +unl-+.. .
=X +mwY +nl ..,
z ::LX—I—[J.;;Y—&—*J;\Z—%-. oy

¢l désignons par A le module de la transformation, ¢ esl-i-
dire le déterminant qui a pour éléments les coefficients de la
transformation A, gy, viy. ooy Aoy oy Vayown

Il est évident que 'on ne peut pas, en général, déterminer
les coelficients 2,, 1, . . . de telle sorte qu’une fonction donnce
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ax" 4+ .. prenne, par la transformation, une autre forme éga-
lement donnée ' X" +.... En effet, si nous effectuons Ia
substitution dans ax” + .., et sinous égalons les coefficients
ainsi obtenus a ceux de &’ X” +..., nous aurons, comme au
n° 86, une série d’équations @' = a2’ +. .. dont le nombre
sera égal A celui des termes que renferme une fonetion gé-
nérale du n® degré a k variables. Mais, pour salisfairc a ces
équations, nous ne disposons que de A* constantes Ay, Za, . - .y ¢l
ce nombre sera, en général, inféricur a celui des ¢quations
auxquelles il s’agit de satisfaire (*). 1l suit de la que, si une
fonction az* +. .. peut étre transformée en une autre fonc-
tion @' X" +. .., il doit exister des relations entre les coeffi-
cientsa, b,. ., a', b',.... Eneffet, nous n’avons qu’a éliminer
les k* constantes inconnues entre les équations @' == a2 ...,
¢t nous aurons une série de relations entre «, «',... dont le
nombre sera évidemment égal a la différence qui existe cntre
celui des équations ct /2. Ainsi, dans le cas d’une forme bi-
naire, le nombre des termes d’une fonction hoinog‘cnc de de-
gré n est n -+ 1. Donc, si dans une forme ax" + ... nous rem-
placons x par 4, X + 1, Y, 5 par 2, X + 1, Y, et si nous ¢galons
les coelficients de la transformée a ceux de ¢’ X" —. .., nous
aurons n + 1 équations renfermant @, @',..., ki, ti,..., eten éli-
minant les quatre quantités i, 4., p., (., nous obtiendrons un
systéme de conditions équivalent & n — 3 relations indépen-
dantes entre «, b,..., «, b’, ... On verra par la suite que ces

(*) Le nombre des termes de la forme géncrale du n'® degré & & variables
e Ny AY S N
(n—+1;{n42).. . (n+hk—1 . o .
est ——- i--l 2.k ~(—-\-————~-/1 et il est facile de voir que les seuls cas dans
2.3 (k=1

lesquels ce nombre ne surpasse pas A* sont: 1° quand n==2 (dans ce¢ cas, il

T PR
se réduita —A{k-+1)
9

), valeur plus petite que A% k ¢tant entier); 20 quand

k=2, n=13, (les decux nombres ont alors la méme valeur 4, c’est-a-dire que
les seuls cas dans lesquels une fonction donnée soit suseeptible de prendre par
la transformation une forme quelconque, sont : 1¢ celui d'une forme quadra-
tique & un nombre quelconque de variables, »° celui d’une forme cubique a

deux variables.
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relations peuvent s'éerire ainsi -
ola, by oy old, b o)

en dautres termes, qu’il v a des fonctions des coefficients «,
b,... qui conservent la méme valeur en passant de la forme
primitive & sa transformée. Le proeédé que nous venons d’in-
diquer n'est pas celui que nous emploierons pour trouver ces
fonctions, mais il fait comprendre @ priord leur cexistence, et
montre combien 'on doit s’attendre 2 en trouver qui soient
indépendantes les unes des autres.

89. On appelle 7uvariant toute fonction des coelficients
d’une forme telle que, si on effectue dans Ia forme une sub-
stitution linéaire, la fonction semblable des cocfficients de la
transformée soit ¢gale & la fonction primitive multiplice par
une puissance du module de la transformation, c’est-a-dire
que fon ait

vl A s N e, b, e, L.

i

Lorsque p o, lafonction est un (nvariant absolu, c’est-a-dire
gquwelle n'est pas modilice par la wansformation, lors méme
que A serait différent de Punité. Si une forme a deux inva-
riants ordinaires, il est aisé d’en déduire un invariant absolu.
En effet, si nous avons un invariant ¢ qui, dans la transforma-
tion, se trouve multiplié par A2, ¢t un autre invariant & qui se
trouve de méme multiplié par A7, il est évident que le guo-
tient de of par L# sera une fonetion qui restera invariable mal-
wré fa transformation.

Hrdsulie de ce quiprécede qu'une forme binaire quadratique
ou cubique n'a d’autre invariant que son discriminant (87).
S'ily en avait, en effet, un second, on pourrait déduire de la
combinaison des deux invariants une relation

ola, by o) mo(d, b0,

Mais sicus avens vu (88) quil ne saurait y avoir d¢auation de
condition entre «, b,..., «', V',.. | puisqu’d Paide des quatre
constantes 3,,. .. dont nous disposons, nous pouvons trans-
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former une fonction quadratique ou cubigue de telle sorte
que les coeflicients prennent telles valeurs que Pon voudra.
On voit, de fa méme manicre, qu’une forme quadratique a un
nombre queiconque de variables n’a dautre invariant que son
discriminant.

90. De nidmie qulune forme gnique, un systeme de formes
peut avoir des invariants. Supposcns un eertain nombre de
fonctions azx” ..., a'x"-i-.... Si Pon cffzetue dans toutes
ces fonctions une méme substitution Hindaire, elles devien-
nent AX* -~ AN =0 cune fonetion des coefficients
sera un invariant si la fonetion scemmblable, composée avee
les nouveaux coeflicients, est ¢gale a la fonction primitive
multipliée par une puissance du module de fa transformation,

c’est-a-dire si Pon a

(A B, L ALB,L L VLB
= Ao(a, b AN o D).

L’exemple le plus simple d’invariants de cette espeee se
rencontre dans le cas d’un systéme d’équations linéaires : le
déterminant d'un pareil systeme est un invariant; on e voit
immddiatement en se reportant 3 la définition de Vinvariant
et a la démonstration du théoréme sur la multiplication des
déterminants (23).

Si Fon a un invariant d’une forme unique, on peat en deé-
duire une série d’invariants pour des systemes de formes du
méme degré. Pour faire comprendre Pesprit de la méthode,
nous Pappliquerons dabord & un exemple wees-simple. Nous
avons vu (86) que ac - b est un invariant de fa forme qua-
dratique ax? + 2bxy +- ¢p®, et nous allons en déduire un in-
vartant pour un systéme de deux formes semblables. Suppo-
sons que, par une transformation lindaire, ax* -+ 2bx) +-¢)*
devienne AX? + 2BXY —+ €Y?, et que @'zt -+ 20" xy + '3
devienne de meéme A'X? 4+ 2B XY ++ (Y2, évidemment, par
la méme transformation, fa forme

(e = Je Yt =20 b = B0 Y - (e o b))
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(I ¢tant une conslante quelconque) deviendra
(A 4+ FA)X: 4-2(B 4+ FB)XY + (C+ FC) Y=
Formant Pinvariant de cette derniére (86), il vient

(A+ KA C+REC)—(B+ LBy
=Aa+hd )¢+ ke )— (b + kb )]

Mais /& ¢tant arbitraire, les coefficients des diverses puissances
de k doivent étre ¢gaux dans les deux membres, et nous avons
ainsi, non-sculement les deux relations déja connues,

(AC—B*) = A (ac — b*), (A'C'—B?)=A*(d' ¢ —b"),
mais encore
(AC' 4+ A"C— 2BB") == N2 (¢’ + d'¢c — 2bb"),

équation que 'on peut aussi vérifier a I'aide des valeurs de
A, B,... données au n° 86. La quantité «ae’ + ' ¢ — 2bb" est
donc aussi un invariant.

En suivant absolument la méme marche, si 'on a un invariant
d’une forme az” + ... et que I'on demande d’en déduire des
invariants pour un systéeme de deux formes ax*+..., ¢’ 2" +...,
nous n'aurons qu’a remplacer, dans l'invariant donné, a par
a—+ ka'y b par b+ Lb,... etle coefficient de chaque puis-
sance de & dans le développement sera un invariant. Effectuant
ce développement par la formule de Taylor, le théoréme au-
quel nous avons éLé conduits peut s’énoncer ainsi : Si I'on a
un invariant d’une forme ax* +. . ., et si on effectue sur cet
invariaut 'opération «’ i + b A +..., on obtiendra un-in-

da db
variant du systéme des deux formes ax" 4. .., @’ +.... Un
peut répéter la méme opération, et 'on aura un autre inva-
riant du systeme, ou bien encore on peut elfectuer I'opéra-

tion a” —(»—[ —+ 0" d y ; p S an )
- — ..., c¢ qui donnera un invariant d’un
da db

systeme de trois formes, et ainsi de suite. Ce dernier procédé
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donne les invariants que 'on obtiendrait en remplacant a par
a—+fka’ 4+ la” et prenant les coefficients des diverses puissances
de K et l. On aura de méme des invariants pour un nombre
quelconque de formes.

91. Covarianis. — Un covariant est une fonction compre-
nant non-seulement les coefficients d'une forme, mais aussi
les variables; et telle que, si 'on effectue dans la forme une
substitution linéaire, la nouvelle fonction des coefficients et
variables de la transformée soit ¢gale a la fonction primitive
multipliée par une puissance du module de la transformation,
c’est-a-dire que si I'expression az" +. .. devient, par la trans-
formation, AX” ..., le covariant (*) satisfera & I'équation

o(A,B, ., X Y, )= A(a, by e )

Tout invariant d’un covariant est un invariant de la forme
primitive. Cela résulte immédiatement de la définition. Soient
ax" —+... la forme donnée, a’ 2™ —+... son covariant, AX? +...,
A’X" 4+ ... ce que deviennent ces fonctions par une substi-
tution linéaire. Un invariant du covariant est une fonction de
ses coefficients, telle que

o(A, B Aro(d, Y,

Mais, par définition, A’, B’,. .. sont & une puissance pres du
module composés avec A, B,...; de méme que «, b',. . ¢
sont avee @, b,. .. Par conséquent, si 'on exprime ces fone-
tions au moyen des coefficients de la forme primitive et de sa

{*) Dans la géométric des courbes et des surfaces, toutes les transformations
de coordonnées s’opérent par des substitutions linéaires. Un invariant d’une
forme ternaire ou quaternaire est done une fonction des coeflicients dont la
réduction & zéro exprime quelque propriété de la courbe ou de la surface in-
dépendante du choix des axes, telle que 'existence d’un point double; un
covariant représente une autre courbe ou une autre surface, dont tous les
points ont avec la courbe ou la surface donnée quelque relation indépendante
du choix des axes. De la résulte Vimportance peométrique de la théorie des
invariants et covariants.
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transformée, on a

(AL B o A By L),

c’est-i-dire que la fonction & est un invariant. De méme tout
covarianl d'un covariant est un covarviant de la ferme pri-
mitive.

92. Nous allons, dans les deux paragraphes qui suivent,
poser de noascaux principes qui conduisent a une importante
série de covariants.

Si, dans une forme «, nous remplacons x par o + L', y
par Ly’ etes, 2/, 37, 5 devant élre transformes par la ménie
substitution que 2, 3, 2,10 coelficients des diverses puissances

d. v "/,
ront les premier, deusicme, troisicine, ete., émanants (*) de
la forme. Chacun d’eux est un covariant. Nous ohtiendrons,
:n effet, le méme vésultat, soit en remplacant o par 2 + ha'...

. . o o o \ P
de [, qui sont tous de la forme (x —_— e > ", se-
x N

et transformant cnsuite &, 2/,... par des substitutions li-
néaires, soit en effectuant d’abord ces substitwtions ot rem-
placant ensuite X par X+ AX',. . Car on a évidemment

AX Y = = (N Y vl
22 b (X XY = (Y + AY) v, (4 L),

Done, si par la trapsformation w devient U, on aura le méme
résultat soit en remplacant dans w, « par x + kz'. .. ot effec-
tuant ensuite les substitutions, soit en remplacant dans U, X
par X + INX'..., et, puisque £ est indéterming, fes coeflicients
de b oseront ¢gaux dans fes deux membres, ce qui revient a

; f_I”, ., dU oy U
(/) (_[X (d ;I-Y e e e

, i

de

93. Si Fon considére un émanant comine fonction des seules

’ '

variables &7, 4/ 000 enn regardant momentandment x, ...

(*) En Geonmetrie, des cmaimis vepresentent les courbes et surfaces polaives

d'un point par rapport « une courbe ou surface donnée.
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commmne constaites, et que Fon caleule ses invariants dans cotte

hypothése, chacun d’cux, considéré comme fonction des va-

riables a, 30, .., sera un covariant de la forme primitive.
Nous venons de voir que Pémanant 277 flLrﬁ +—. .. devient

dxr

\'? ngg <+... lorsque Pon remplace 2’ par A, X" + v. Y +. ..
et par A X 4+ Y 4. ... 0 est évidemment indifiérent que
les deux substitutions soientsimultanées ou successives. Done,
dru

dar ™
devient « X’? +. .., les coefficients a, ... seront des fonctions
de &, ¥,... qui, lorsque 'on transformera z, 3.. ... devien-

dry . . . ., . .

dront T Mais un invariant de Pémanant donné, consi-

déré comme founction de 2/, 37, ..., est par définition une

si en wansformant 2, 3., .. sculs, expression 2'r

fonction de ses coefficients, qui ne différe que par une puis-
sance du module de la (onction correspondante des coeffi-
cients transformés a,.... Puisque, ainsi que nous Yavons vu, les

s . deU , .
coefficients a, ... deviennent e lorsque Pon transforme
(
.. . . . . i
2y .., Vinvariant donné sera une fonction de 7
. Tz

qui, ltorsque Pon transformera a, y,. .., ne différera que par
une puissannce du module de la fonction correspondante de
dry
dXr

Ainsi, par exemple, il a é1¢ démontee (86) que, sila forme

yoee. Gesera done un covariant de fa forme primitive.

binaire aa - 2bxy + cp* a pour transformee

AX: o 2BXY —+ CYs,
on a

(AC — B2) == A*(ac — b¥);

on eti conclut gu’en considérant le second émanant
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d’une forme de degré quelconque, on a aussi

f/_[l“:[_J_ / (/'3[,7_“2_ \x _il‘lu (/"_{{ ( d*u \?
dX: dY? ((ZXdY,) - det dys 1/1'(/)") :I’

théoreme dont nous donnerons encore d’autres démonstra-
tions.

9%. En général, si 'on prend le second émanant d’une
forme @ un nombre quelconque de variables et que U'on cal-
cule son discriminant, on obtiendra un covariant appelé fone-
tion de Hesse ou simplement Hessien.

Nous avons remarqué (83) que le discriminant de toute
fonction quadratique peut s’écrire sous forme de déterminant.
Ainsi, en employant, comme nous I'avons déja fait ailleurs,
les indices 1, 2,. .. tmur indiquer la différentiation par rap-

i ,
-5 I’éma-
e

. . (

porta z, »,. ., de telle sorte que w,, represente —
: .

nant du second degré sera w, 2" + 202"y’ + .., et son dis-

criminant s’écrira

95. Nous avons vu (90) que le déterminant d’un systéme
d’équations linéaires est un invariant du systeme. Etant done
donndes des formes u, ¢, ¢, ..., si I'on forme leurs premiers
émanants &’ «, -+ 1w, + 2w, +. .., le déterminant

sera un covariant. Cest le déterminant de Jacobi déja men-
tionndé plus haut (69) : celui de Hesse n’est autre que la
fonction J calculée pour le systenie des dérivées «,, w,, wy, ...
d’une méme forme.
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96. Contrevariants. — Lorsque Pon transforme lindéaire-
ment un groupe de variables x, 1. .., il arrive fréquemment
que d'autres variables liées & «, 1. .. sont aussi transformdées
linéairement, mais a Paide d'une substitution différente. Si,
comme plus haut, les équations qui lient 2, 1, z aux nouvelles
variables sont

=0, X+ mY+vZ, )= 72X+ Y + .7,
s=21,X 4+ Y + v7,

les variables 2, v, £ sont dites transformées par la substitution
tnverse, si les nouvelles variables X, Y,, Z, s’expriment en
fonction des anciennes par les équations

D A R M AU (= g+ vt == %,

, . )
Lo+ v 4+ v

dans lesquelles les coefficients sont les éléments du déter-
minant (7, u,v;) lus verticalement, tandis que dans la substi-
tution directe ils étaient lus Lorizontalement : dans la pre-
micre substitution, les anciennes variables sont exprimées en
fonction des nouvelles, et, dans la deuxicme, les nouvelles en
fonction des anciennes (*). Ainsi élablie, la relation est évidem-
ment réeiproque. Tirant en effetles valeurs de £, 4, Z en fone-

tion de X,, Y, Z,, il vient (28)
AZ LN MY 4 N7, Av s LN MY, - N7

AZ 0 LX, 4+ MY, + N7,

HASY

L, M ,... étant les déterminants mineurs déduits de (2.
par la suppression de la ligne et de la colonne qui contien-
nent A, ou py,. ...

Lorsque deux groupes de variables x, 3, 55 £, v, £ seront
transformés, comme ci-dessus, par des substitutions inverses,

(*) On exprime quelquefois ce genre de relation d’une maniére abrégée, en
disant que les deux groupes de vaviables sont cogredients ou contragredients sui-
vant qils doivent ¢tre transformés pav une méme substitution ou par des

.

substitutions inverses.

~3
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Pun d’eux sera désigné, dans cc qui suit, par des letres
greeques, et habituellement par les lettres 2, 3, 4. Exposons
{’ahord deux des cas les plus importants dans lesquels s’em-
ploie la substitution inverse.

97. Quand on transforme linéairement une fonetion de a,
y, 5 enune autre fonction de X, Y, Z, les dérivées par rap-
port aux nouvelles variables s’expriment linéairement au
moyen des dérivées par rapport aux anciennes, mais par la
substitution inverse. On a, en cffet,

d d dx d dy d ds
e S e
dX dx dX  dy dX  dzdX

Mais, des expressicns de ., j,,... en fonction de X, Y,...,
on tire

de . dy . dz .

r(l—i:/,, ;Ri”/g, ﬁ Sl
d’on

o d 74 ‘

de méme

d d N i_ ' (/_
T Ty T

d & d ,
Les symboles —— sc trouveront done, lorsque 'on
(

1z’ 47_}_’ RE
transformera lindairement ', 3y, 3, transformés cux-mémes
linéairement par la substitution inverse, suivant la régle du
numdéro précédent.

Si Pon indique, comme plus haut, par «,, vy, .. . les dévivies
d’une fonction «, et par U, U, ... celles de sa translormée U,
nous avons démontré que 'on a

Ui =0 2ot~ 2oty Uss s gty = watty 4 it . oo

Par conséquent, si u,, w,, «; se réduisent a zévo, il en sera de
mcéme de U, Uy Uys mais nous savons que w,, 1, 1, ne se ré-
duisent tous a zéro que quand le diseriminant du systeme esi
nul, ct, dans ee cas, nous voyons que celui du systeme trans-
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forme sera aussi nul et contiendra. par suite, fe premier comme

factenr, ainsi que nous Pavons déja éabli (87).

98. En géomdéurie plane, si a, 5, = représentent les coordon-
nées Lrilinéaires d'un point, ot 22 -+ 34 - 32 = o I'édquation
d'une droite, Z, v, Z peuvent éuee appelés tes coordonndes fan-
gentielles de cette droite. Si Pon rapporte a de nouveanx axes
en faisant o -2, X =+ .., Péquation de la deaite devient

0N Y v Ly (X Y ey A T X Y
que Pon peut éerire sous la forme

XX, +YY —-7Z7 -o,
en faisant

X' o ;'5 -+ )-:Af: -+ ;Z, \i . .';‘,}; —— iy '
Z, == V.Z_ vt = vl

En Q’autres termes, lorsque les coordonnées d'un point sont
transformées par une substitution lindaire, les coordonnées
tangenticlles d’une ligne sont transformées par la substitation
inverse. De méme, dans la géométrie a trois dimensions, les
coordonnées tangentielles d’un plan et celles d’un point sont
transformées par des substitutions inverses. Quand on rapporte
a de nouveaux axes, toutes les coordonnées 2. 5, 3, w1/, .
</, ', représentant des points, sont trapsiormdées par la méme
substitution w =2, X+4-..., «' %X’ - ...; tandis que les
coordonnées tangenticlles d'un plan quelconaue le sont par la
substitution inverse.

Nous nous servirons souvent du principe posé ci-dessus,
que la fonetion

iy -2 NN = YY R

dans faquelle x, 37, 5 doivent éire ansformeés par fa substitu-
tion diveete @ A X A9, Y~ 24 etz g, 2 opar la substitu-
tion inverse No: o i ;

" -

& kv 220 reste invariable pav cette
double transformation.

99. Si une forne et L desient par o onsforination
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AX"--..., nous nommerons conlrevariant (*yune fonclion ren-
fermant les coefficients de la forme et des variables 2,4, ...,
qui sont censées transformées par la substitution inverse, si
cctte fonction ne différe que par une puissance du module de
la fonction correspondante des cocfficients et des variables de
la transformée, c¢’est-a-dire si 'on a

o(A,B,..., X, Y,.. .)f:.‘.APCID((l, b,..., N ).

11

Des foncetions de ce genre se présentent souvent en géome-
tric. Si nous avons, par exemple, une équation exprimant la
condition nécessaire pour qu’une droite ou un plan ait avee
une courbe ou une surface donnée une relation indépendante
du choix des axes, comme, par exemple, une condition de con-
tact, ¢t si nous rapportons le tout & de nouveaux axes, il est
évidemment indifférent de transformer la relation dont il
s’agit en remplacant les anciens cocfficients par lcurs va-
leurs en fonction des nouveaux, ou bien de la déduire de
Péquation transformée de la courbe de la méme maniere
qu'on Pavait déduite de Péquation primitive. Les deux expres-
sions de cette condition

ola, b, 2.5 (A, B, X\, .0)
ne different done que par un facteur.

100. Outre les covariants ct les contrevariants, on peut en-
core imaginer des fonctions contenant les deux séries de va-
riables et ne différant que par une puissance du module des
fonctions transformées correspondantes, ¢’est-a-dire des fone-
tions telles que Pon ait

(:"\(Ay l;y-.-, X’ \"’#"’ le Y’U"‘j‘ Ai”‘:’(“’ [)""’ ‘T’.)""" '-::’ 7‘"")'

(*) Le premier exemple de contresariant 2 ¢té douné par Gauss dans ses
Disg. arithm. 11 désigne sous le nom de forme adjointe e contrevariant de la
forme quadratique ternaire. Les géomdetres allemands ont conserveé une déno-

mination analogue, zugehorige forn. Celle de contrevariant est preéférable.
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Nous les nommerons covariants miztes (*). La fonction la
plus simple de cette espéee est x & + yn + zZ; clle est in-
variable par la transformation (98), et, par suite, est un cova-
riant mixte pouvant étre adjoint & une forme quelconque.

101. Soit I un invariant d’une forme

1 )
ax + N2ty -+ nboat s 4 3 n(n—1)mx" 4.

on peut en déduire un contrevariant par la méthode employce
au n° 90. Si la forme proposée devient, par la transformation,
AXe+. .., la fonction xZ+ yn + 2% devenant elle-méme
XX, +YY, +ZZ, il suit de la que

X A b {XE 5y - s

w2 XX 4 - B(XX XYY 27
Mais un invariant de la forme primitive remplit la condition
oA, Ay By o) == Mo(a, a, b,...).
Caleulant le méme invariant pour la nouvelle forme, on aura
o(No+ N7, A+ Ia'X',H] Y,.)mm Avg(a, 4 hE @ 2

/e étant arbitraire, nous pouvons égaler les coclficients des
mémes puissances de /o dns les deux membres @ ces coeffi-
cients, d'apres e théoreme de Taylor, sont tous de la forme

i d S i S (/ V7

Q:”——‘r Zn—ty o teoiv D
< [ fl N -
" oda, ; du, db,

Nous avons démontrd quils ne différent que par une puis-

(*) Ces fonctions, que Von pourrait, comme 'a proposé M. Salimon, appeler
divariants, sont deésignées dans les travaux de MM, Aronhold et Clehsch soas le
nom de zivischenformen. M. Sylvester, qui emploie le mot générique de conco-
mitant pour désigner ensemble de toutes les fonctions doirt les relations avee
la forme primitive ne sont pas altérées par une transformation linéaire, n-lopte

la dénomination de concomitants mixies,
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sance du module de la fonction correspondante déduite de
I'éguation transformée. Ce sont donce des contrevariants, puis-
qu’il a ¢té constamment admis que 2, 7, £ doivent ére trans-
formés par la substitution inverse. 3. Sylvester donne le nom
¥ éveeiunts aux contrevariants déduoits d’un invariant, suivant
larcgle ci-dessus. Ainsj ii - Zrmly ﬂ +...cstle premier
©da, ; da,

¢vectant. Il faut remarquer que les coefficients sont supposés,
dans la forme primitive, affectés des mémes facteurs numnc-
riques que ceux du développement de (« -1 -2y, tandis
qu'il n’en est pas de méme dans I'évectant.

i comparantavee le n°90, on voit que la fonction 2 (i',"—;) e
peut ¢ire considésse, soit conume un contrevariant de la forme
donnée, soit comme un invariant du systéme que Pon obtient
en fa combinant avee la fonetion linéaire «%+ 57— 2. La
théorie des contrevariants peut done éee renfermdée dans celle
des invariants.

~

(«
‘/""n

|

st lon effectue Popération 2¢ —-...sur un covariant, on

obticiit un covariant miste, car on démoutrerait, de la méme
manicre, que le résultat, qui sera ¢videmment une fonction
retnfermant les deux groupes de variables, se transforme ci
unc fonction semblable.

Exinrre Lo— Lexpression abe <+ {gh — af* — bg*— /i étant le dis-
sriminant, el. par suite, un invariant de la forme ternaire
- Oyt e ent 2 ade agus 2y,
la fonetion

e — [

Vit — o i Lol — Y

(gl - alyal ol =08 VE Ao (Jg — ch i

sera v contrevariant. Géométriquement, cest I'équation tangentictle de
la seclion cenique représentée par b ferme donnée,

Exeyivne i — Elant données deun formes  quadratiques ternadies

ron

e e e 0 onsaib quie Tespression ' lie — /%5 L0 eslous
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. . ) o d o
invariant commun (90); cffectuant 'opération & - .. il vient
(

(b =0 — o ff") 2 A (cd 4 ' — 088" 18" 5= (ab' +a' b — 2 by 2
oG gl —af " —d [yl 2l A -0 — byt — b ey

G2 (fg" g — el =)
(e contrevariant pourrait encore s’obtenir en effectuant  Popération

ol . . .
o' T —... sur le contrevariant de Uexemple préeédent.
bt

Géométriquement, il exprime la condition qui doit étre satisfaite
pour qu'unc droile soil coupée harmoniquement par les denx sections
coniques.

102. Quand le discriminant ’une forme s’annule, il existe
un groupe de racines singulieres x', v, 2" (géométriquement,
ce sont les coordonnées du point double de la courbe ou de
la surface représentée par cette forme), ¢, dans ce cas, le pre-
mier ¢vectant du discriminant sera une puissance nér de

x'E+ '+ 2L

En effet, I'évectant ne variant pas par la transformation, il
suffit de voir ce qui arrivera dans un cas particulier. Mais, si le
discriminant est égal a zéro, la forme peut étre transformée de
telle sorte que les nouveaux cocefficients de x*, 7'y, 27" 2
deviennentnuls, et que la racine singuliére soit y =o0, z =0
(ce qui revient, géomdétriquement, a supposer Porigine des
coordonnées au point double); mais il a été prouvé (84) que
le discriminant est de la forme

o+ @y a bbby

Side, «@, b sSannulent, non-seulement le diseriminant, mais
dl

toutes ses dérivées sannulent aussi, excepté T L’évectant
aa,

- . dl o . .
se réduit done a T multipli¢ par ¢, terme unique auquel se
da, :
reduit (2" £ -+ "0 + 2’2 quand on fait 2" 1, ' =0, 2 =o.
Ainsi, lorsque le discriminant d’une forme quadratique ter-
naire est uuly, Péquation représente deux lignes droites; le
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contrevariant

(be — )2 + (ca — g )n? +. ..
devient un carré parfait, ¢t 'on aura les coordonnées 2/, »”,
2/, du point d’intersection, en Pidentifiant a Pexpression

(2'Z +y'n+ 220

Si la forme admet deux groupes de racines singulicres, toutes
les premicres dérivées du discriminant se réduisent a zéro, et
son second ¢vectant devient une puissance exacte de

o NN 1 ” - N/ /s
(' g+ +3"2)(2"2 4+ "0+ 3"7),

T

z', ', 5’ 2, p”, 57 dant les deux groupes de racines singu-
licres, ct ainsi de suite.
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DIXIEME LECON.

FORMATION DES INVARIANTS ET COVARIANTS.

103. Apres avoir fait connaitre ce que 'on entend par inva-
riants, covariants, ete., nous allons indiquer les méthodes a
Paide desquelles on peut former ces fonctions : trois mdé-
ithodes seront exposées dans cette Lecon, et une quatriéme
dans Ta Lecon suivante.

Fonctions symétriques. — Cetle méthode n’est applicable
(uaux formes binaires. Toute fonction symétrique des diffé-
rences des racines est un invariant, pourvu que chaque racine
y figure e méme nombre de fois (). 1l est évident qu’un in-
variant doit ¢étre une fonction des différences des racines,
puisqu’il ne change pas lorsqu’on remplace x par x 4+ 7. La
transformation linéaire la plus générale revient a changer

. 12—+ u. — s
chaque racine z en . 7= 7, ety dang cette opération, Ta diff¢é-
TN A )
. _ . ( 1 */"J\\y——q)
renee de deux racines z — 5 devient oz — ,,;-——'
‘ (W2 ) (1 o)

pour qu’une fonction des différences puisse, apres sa transfor-
mation, ne différer de sa valeur primitive que par un facteur,

) SiPon désigue dans Véquation par -« le cocllicient de la plus haute puis-
sance de w, il faut diviser par ce coeflicient pour obtenir Texpression de la
sonmme, des produits, ete., des racines, et toutes les fonetions symétriques sont des
fractions contenant au dénominateur des puissances de . Lorsque nous disons
gulune fonction symétrigque des racines est un invariant, nous entendons qu’on
Pa vendue enticre en Ja multipliant par une puissance suflisamment clevée
de ay, ou, e qui revient au méme, quiapres avoir formé la fonction symétrique
en supposant le coetlicient de o égal @ Tunité, ou la rend ensuite homogene

ea multipliant chaque teeme par une puissanee convenable de o,
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il est néeessaire que le dénominateur soit Ie méme pour tous
fes termes : la fonction doit done ére un prodait de diffé-
rences dans lequel chaque racine se présente le méme nombre
de fois. Ainsi, pour une forme biquadratique, la fonetion

N

2(a—pE)(y—0o)
est un invariant, parce qu'apres la transformation tous les
termes de la somme ont le méme dénominateur. Mais il n’en
est pas de méme de 2(x— )3, le dénominateur du terme
(ox — 5 étant

(W +p! (5 + )

~

ct celui du terme (y — o )?
(g4 P78+ o s

10%. On peut encore élablir cette proposition d'une ma-
nicre peut-étre plus simple, en éerivant Péquation sous la
forme homogene. Nous avons vu (87) qu'en changeant 2 en
2a 4+ my, ren 2 x4 o'y, la quantité 2, )w — a.yn devient

(7.:}.’ — }./ ‘U‘) (xl_)': - x'ﬁ}‘l)y

et que, par suite, toute fonction des déterminants ) — %, )

est un invariant. Mais (38) toute fonction des racines expri-

mée a la maniere ordinaire s¢ rameéne a la forme homogene,

en remplacant o, 3,... par T, ey multipliant ensuite pav
NATEN 2

une puissance du plodun de tous les facteurs 3 assez Glevée
pour faire disparaitre les fractions. Si I'on opére ainsi sur une
fonction des différences dans laquelle les racines ne se pré-
sentent pas toutes de la méme maniere, il restera, apres la
multiplication, des facteurs y en évidence, ct la fonction ne
pourra étre un invariant. Ainsi, pour unc fonction du qua-
wicme degré, 3 (o —p) devient

(e — @)

tandis que la fonetion X(a — B2 (y — o), duns laquelle figu-
rent toutes les racines, devient

.\_: ( 'Tx:) e .2-2).‘ )'z ( a ‘) Y — ~T-a]'- ‘/,’
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elle ne contient plus que les déterminants et, par suite, est
un invariant.

On démontre, de méme, que toute fonetion symétrique
formdée avee les différences des racines entre elies, ct les dif-
férences entre 2 ¢t une ou plusicurs des racines, est un cova-
riant, pourvu que chaque racine figure le méme nombr de fois.
\insi, pour une forme du troisicme degié, X (o —G) (2 — 4
est un covariant.

105. Nous pouvons, par la méthode précédente, former des
invariants et des covariants qui se réduisent a zéro dans 'hy-
pothese de quelque condition d'égalité entre les racines. Sup-
posons ainsi que l'on demande un invariant qui s’annule
quand trois racines deviennent égales 1 il est clair que chaque
terme devra contenir une des trois différences o — 3, 8 —v,
7 — 2, ¢t, de méme, pour tout autre groupe que Pon peut
former avee trois racines. Dans une ¢équation du quatrieme
degré, il y a quatre groupes de cette sorte : la différence o —
appartient a deux groupes, la différence y — d aux deux autres;
par conséquent, S(z — 5)(y — o) (") sera un invariant quise
réduira & zéro lorsfue trois racines seront ¢gales. De méme,
pour une ¢quation du cinquicme degré, il y a dix groupes de
trois racines; o — 3 appartient o trois groupes, 7 — 9 & trois
autres : les quatre derniers groupes sont oye, a0z, By, 5oz,
parmi lesquels deux contiennent y — ¢ et les deux autres 6 — e
La fonction (2 —5)(y— 6) (9 — ¢)*(y — z)° sera donc un
invariant qui se réduira & zéro lorsque trois racines scront
égales. Cet invariant (3%, 35) est du quatricme ordre, ¢t son
polids st 10.

Si Pon veul former un covariant d’une forme biquadratique
qui se réduise a zéro lorsqu'il existe deux couples de raciues
égales, son expression contiendra une différence de chacun
des groupes o — 3,y — 05— 7,3 —0; 2 — 0, f —y: elle sera
done

2o =3P (53— )y — )iz —a),
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ou

2a—B)(a—y)(a—o)(x—B)(x—y)(e—0a);

ces covariants sont du quatricme et du sixiéme degré par
rapport aux variables, du quatriéme ct du troisi¢ine par rapport
aux coefficients, et chacun de leurs termes se réduit a zéro
lorsque I'équation admet deux couples de racines égales.

106. Différentiation mutuelle des covariants et des contre-
variants. — Lorsque l'on dit que la fonction o (a, b,..., 2, 4,...)
est un contrevariant, il est clair que %, 7,... sont des quanti-
tés quelconques que I'on suppose seulement transformdées par
la substitution inverse. Mais nous avons fait voir (97) que les

d d . .
——» -5+ sont dans ce cas. Nous pouvons donc
dx’ dy

substituer, dans un contrevariant, ces symboles & Ia place de
£, n,.-., et nous ohtiendrons un symbole d’opération qui ne
variera pas par la substitution, et «qui, appliqué¢ a la forme
primitive ou a 'un de ses covariants, donnera un covariant si
les variables subsistent aprés la différentiation ou un invariant
st elles disparaissent. En Pappliquant & un covariant mixte, il
donnera un contrevariant ou un covariant mixte, suivant que
les variables disparaitront ou ne disparaitront pas par la diffé-
rentiation. Aulieu de remplacer %, ,..., dans un contrevariant,

symboles

[ d ) S
par ——s ——»- -+ pour former un symbole d’opération, nous
dz” dy

dU dU .

——5 ——y+++5 U élant la
dx " dy

forme primitive ou Vun de ses covariants, et obtenir ainsi un
nouveau covariant. La relation euntre les deux séries de va-
riables &, 9, z,. .. et %, 4, %,... étant réciproque, nous pou-

pouvons encore les remplacer par

vons de méme remplacer, dans un covariant, &, 35, 3,... par
d d d
’(/—.ga (_/Tf;’ ;Ea ..
appliqieé 2 un contrevariant, donnera un nouvean conireyva-
riant ou un invariant.

.5 ot nous aurons un symbole dopération qui,

Ainsi, ¢lant donneés un covariant oL un contrevariant, on
peut, en substituant dans Pun deax des syniboles différentiels
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¢t opérant ensuite sur lautre, obtenir un nouveau contreva-
riant ou covariant, que on peut de méme combiner avec les
premiers, pour en déduire d’autres, et ainsi de suite.

107. Dans le cas des formes binaires, cette méthode se sim-
plifie. Les formules pour Ia transformation directe ¢tant

rz=0.NX+mY, yr-=LX+mY,
cclles de la transformation inverse sont (946
Xl =i )4 .’. - )~2'/:, \'1 ==y C‘, -+ e,
d’ou
A:"::.’J'ZXI'_‘7\2Y|’ A7'7 t:_{)‘lx| ’i")»x Yl,
expressions qui peuvent s’¢erire
Ap— Y, + "J.,( — X, _), A(— ;) .Y, o .u,l( — x‘)

On voit donc qu'abstraction faitc du facteur A, les va-
riables # et — £ se transforment exactement suivant la méme
régle que 2 et p, et on peut dire que y et — 2, d'une part,
z et y, de Pautre, sc transforment par des substitutions in-
verses. Ainsi, dans les formes binaires, les covariants et les
contrevariants ne sont pas essentiellement distinets, et nous
n‘avons qud remplacer, dans un covariant, @ et y par g et — £
pour en faire un contrevariant, ct vice versd. En effet, sup-
posons que, par la transformation, une fonction homogéne
¢(x, ») devienne ®(X, Y), les formules ci-dessus montrent

1
Ar
fonction en 2 et y. Done, si o(x, 1°) esl un covariant, ¢’ est-i-
dire une fonction qui, aprés la transformation, ne différe que
par une puissance de A d’une semblable fonction de X et Y
évidemment ¢ (4, — &) ne différera de méme, aprés la trans-
formation, que par une puissance de A d’une fonction sem-
blable de X, et Y,. Ce sera donc un contrevariant.

Au licu de dire que les symboles dilférentiels se transfor-
ment par substitution inverse par rapport 2 z, )7, nous pou-

que ¢ (n, — Z) deviendra — ©(Y,, — X,), p dtantle degré de la
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110 DIXIEME LECON.

vons done dire qu’ils se transforment par la méme substitu-
tion que ) et — a5 et si, dans la forme primitive ou dans un
. d d

de ses covariants, nous remplacons 2 el ) par ——»> — ——»
i : dy dx

nous aurons un symbole qui pourra étre employé pour don-
ner naissance a de nouveaux covariants, comme nous lavons
du du

expliqué plus haut. Nous pouvons aussi substituer T T
(.)' ax

a la place de et y, et obtenir ainsi un nouveau covariant.
Les exemples suivants feront suffissamment comprendre I'es-
prit de cette méthode.

ixenvLr L. — Troucer wi invariant ’une forme quadratique ow un
systéme de dewx formes quadratiques.

Supposons que, par la transformation, «a* -+ 202y 4 ¢y* devienne
ANF 42 BXY +- Y3

i o o . N |
misque A -, — A — se transforment suivant la méme regele que 2 oty
oy dr gieq RE)

. o* o* o
A < PTER L ;/i',,:-)

deviendra, par la transformation,

o % £
(‘ v By \)

in Pappliquant i la forme elle-méme, on a

le symbole

42 (e —- 07y 4 (AC — B,
ce qui fait voir que ae — 4% est un invariant; en Pappliquant a
al oy oyt
el asa transformée, on a
28 (e e — b ) < o (A 4 A'C— 2 BB,

et Ton voit que ae’ ' — 200" est o invariant. On peul voir anssi
que Ja fonction

dfba 4= vy —obibae -1 il -0y 4= et 4= by
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FORMATION DES INVARIANTS ET COVARIANTS, 11

estoun covariant, mais ¢’est simplement la forme elle-méme multiplice
par ae — 07

Exevere . — Toute forme binaire de degré pair a an invariant du

second ordre par rapport awx coefficicnts.

. . “ . o o . ,
Nous n"avons «u’a substituer R la place de.v et ) et opérer en-
‘ L !

suite sur la forme. Ainsi, pour la forme biquadratique (v, b e, e e v
nous trouvons que e — 4§ 4-3¢* est un invariant; de méme pour la
forme générale (v, « a, s, oy la fonetion

IR N
I
oo, — nda, 57 (n—tya,u,_,—...

est un invariant ; les coeflicients numériques sont cceux du bindme, mais
le terme du miliew est divisé par o.

Si nous appliquons cette méthode a une forme de degeé impair, par
exemple a la forme cubique

art 43022y 4 3exyt 4y’
el =i nous effectuons Popération

o* (o’ . o o®

a3 gy T e g
le résnltat et identiquement nul. Nous trouvons eependant qu'un syatéme
de deux formes cubiques @ un invariant («d' — «'dy — 3 (b’ — 0'¢), et,
en zénéral, qu'un systeéme de deux formes de degré impair a pour inva-
riant Fexpression

(et b

wn

1
\ ,
ety by nlah, a0 S =) (e, b, =, b},

qui se réduit 4 zéro quand les deux formes sont identiques.

108. Quand on a obtenu, par la méthode ci-dessus, un inva-
riant pour une forme de degré queleconque, on en déduit im-
meédiatement, par celle du n® 93, un covariant pour une
forme quelconque de degré plus élevé. Ainsi, sachant gque
ae — b est Pinvariant "une forme quadratique, formons Pin-
variant de Pémanant quadratique d’une fonction quelcon-

Lodre dru
que; Pexpression —— ——-

dx }l‘) N

fodte N .
( ) sera covariant pour

ddy
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112 DIXIEME LECON.

toute fonction d’un degré supcéricur au second. De méme
ae — 4 bd + 3¢

¢tant un invariant d’une forme du quatricme degré, nous en
déduirons que I'expression

divdiw , din  diu ‘,< diu “)'-‘

da 7/)_ 4 77:—(/; dax dy? R

Ty

sera un covariant pour toute forme d’un degré supéricur au
quatriéme. On voit ainsi que toute forme a, en général, une
série de covariants du second ordre par rapport aux coeffi-
cients et des degrés o (n—2), 2(n—4), 2(n—0),... par rapport
aux variables. Ces covariants peuvent se combiner ensuite,
soit avee la forme primitive, soit entre eux, pour conduire &
de nouveaux covariants ou invariants.

Exevrere 1. — Une ﬁ:/'m(‘ du quatricme degre a un incariant i troi-
sicme ordre par rapport aex coefficients.

Nous savons, en cffet, que le Hessien

(a4 200 4 eyt (e A= odry 4= ert) — (b =200 5= d? )
ou

(ac — U)ot =2 {ad — besaty

A9 (be —cdyart = (ce — dP )

4 (ae - 2bd — 3¢ ) a2
est un covariant. En effectuant sur lui I'opération
/ / o o
wa, 0. c,d, ¢ -~y —-——]!
(s B dy (/J‘) ’
¢t divisant par 72, nous obtenons la quantité
ace -+ 2bed — ad* — el — ¢,
(qui, par suile, esk un invariant.

BxeyeLe . — Toute forme de degré impair a wnincariant du qua-
tricme ordre par rapport aux cocfficicnts.
. ) ) . . d"Vnod"

Tn effet, elle a un covariant quadratique T T du second

oxr «)
ordre par rapport anx coeflicients. Le diseriminant de cette forme qua-
dratique sera uninvariant de la forme primitive (91) et sera du qua-
trieme ordre par rapporl aux coeflicients. Du reste, celle démonstration
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FORMATION DES INVARIANTS ET COVARIANTS. 113
prouve que fowte forme a un invariant du quatriéme ordre; car, si nous
prenons un des covariants de degré pair oblenus ci-dessus, son invariant
du deuxi¢me ordre sera du qualrieme par rapport aux coefficients de la
forme primitive. Mais, si la forme est de degré pair, il peut arriver ue
Iinvariant ainsi obtenu soit simplement le carré d'un invariant du second
ordre.

Exeyere W — Trower Cincaviant da quatriéme ordre d'une forme
cubique.
Le Hessien est
(ax =Dy tew=dy: — (bx 4 o
ou »
(ac — D)2t 4 (ad — beyxy + (bd — )~

L’expression »
{ad — bey — 4lac — G ibd — 7

est un invariant de la forme cubique; cn effet, ¢’est son discriminant

Wt 4 fac 4= Gl — 3Dt — Gabed.

109. Tout invariant d’'unc forme binaire peut donner nais-
sance a un covariant. Nous pouvons, en effet (101), en déduire

L. dl . .
I'évectant & o e qui est un contrevariant, et, en y ren-

o .
placant £ ¢t 7 par 3 el — &, nous avons un covariant. Ainsi,
du diseriminant ci-dessus d’une forme cubique, nous dédui-
rous I'évectant
Elad — 3bed + »¢')— 3% 7 aed + ber — 21:d)

— 32t abd + e —2ac )+t (@ d — Sabe 4+ 2 b,
el, par suite, la forme cabique admet le covariant

(ad — 3abe 4 2b°, abd + bic — 2a¢?,

2btd — acd — bet, 3bed — ad? — oz, v ).

110. Lquation différenticlle. —Soit nle degré d’une forie
binaire, 0 celui de 'un de ses invariants par rapport aux coef-
cients; le poids (33) de ebhaque terme de Pinvariaut est con-

T
stant et égal a ;n 0. Si nous changeons x en 2z sans faire va-

vier y, ce qui est une transformation lincaire, Uinvariant dwit,
S
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114 DIXIEME LEGON.

par définition, rester e méme ou du moins ¢ére simplement
multiplié par une puissance de A qui, dans cc cas, est le
module de la transformation. On démontrera, comme au n° 3k,
que la somme des indices de chaque terme est constante.

L’invariant doit aussi rester le méme si 'on change x en y
ety cn x, transformation linéaire dont le module est — 1. Cette
substitution revient & changer chaque cocfficient a, en a,,
On a done, pour la somme des indices,

e

a+3+y+.o=(n—a)+(n—03)+(n—y)+...,

d’'ol
2fa+B+74+...)=nl.

Cororrare. 7 et 0 ne peuvent pas étre tous deux impairs,
puisque leur produit est pair, ¢’est-d-dire qu’une forme hi-
naire de degré impair ne peut pas avoir d’invariant de de-
gré impair.

111. Les principes ci-dessus nous permettent d’écrire im-
mcédiatement la partie littérale d’un invariant dont Pordre est
connu; car, Pordre étant donné, le poids Iest également. Si
I'on demandait, par excnﬁple, de calculer pour une forme du
quatricme degré un invariant du troisiéme ordre, son poids
serait 6, et ses termes

Aaaay +Baaa, + Casasa, + Daya,a, + Ea,a,a,,

les coelficients A, B,... restant & déterminer. Le lecteur re-
marquera qu’il y a autant de termes dans Vinvariant que de
manicres différentes de composer le nombre 6 avee trois nom-
bres compris entre o et 45 et, en général, qu’un invariant ren-
ferme autant de termes qu'il y ade manicres de composer e

1 . . .
nombre - n0, qui représente son poids, avee 0 nombres con-
R
pris entre o ¢t n.
Nous déterminerons les coelficients d'apres cette considé-
ration, qu'un invariant ne devant pas changer si 'on rem-
place z par x4 ou y par y -+ A, doit, comme au n° 39,
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FORMATION DES INVARIANTS ET COVARIANTS. 115

satisfairc aux deux équations différenticlles :

L S|
a, a'a. + 2a (Tl': a, (l([:\, 4.0 = o,
dl

dl
na, — +(n—1)a +...=o,
da,

da,
I'équation primitive ¢tant censée écrite avee les coefficients du
bindme. Dans Ia pratique, une seule de ces équations suffit,
car la deuxiéme s’en déduit en changeant chaque coefficient
a,en a Il suffit donc de faire usage de T'une d’elles,

n—uot
pourvu que I'on ait soin de rendre d’avance la fonction symé-
trique par rapport a z et y; c’est-d-dire pourvu qu’elle ne
change pas ou tout au plus change de signe (*) lorsque I'on
remplace «, par a,__,, ct cetie condition sera toujours rem-

plie si 'on a soin que le poids de I'invariant soit celui que
nous venons d’indiquer. Ainsi dans I'exemple qui précéde, si
nous effectuons sur Pexpression Aa;a.a, + ... 'opération
a, ——d “+ ..., il vient

t

da
(2B+2A)a,qa0 + (D 4+ 6C 4+ fA)asazan
+ (2D +4B)waia + (6E + 3D)a,a,a, = o,

et, en prenant A =1, on a pour lesautres cocefficients B=—1,
D=2, C= —1, E=—1, ¢t pour I'invariant lui-méme

W Ay + 2030,d) — A A A — A3 AUy — A2 (A2 s

112, En cherchant, par cette méthode, a déterminer un in-
variant d’un ordre donné, nous avons a caleuler des coeffi-

(*) Le changement de .« en 7 et dey en «w revient & une transformation li-
néaire ayant pour module
o 1|
roo| "
Tout invariant qui, dans la transformation, se trouve multipli¢ par une puis-
sance impaire du module, change done de signe lorsque Pon permute x ety ;
les invariants de cetle espice sont appelés invariants gauches.

8.
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110 DIXIEME LEGON.

cients inconnus A, B, C,. .., et nous y parvenons a Paide d'un
certain nombre de conditions déduites de I'équation difléren-
tielle. Si Ie nombre de ces conditions surpasse eclui des coef-
ficients inconnus, la formation de Uinvariant sera impossible
en général; $'il Tui est égal, on naura W un invariant; s'il est
moindre, on en obtiendra plusicurs. Mais nous avons vu que
le nombre des termes de invariant, qui surpasse d’une unité
celui des coelficients, est égal au nombre de décompositions

. —_— .
possibles du poids — 2% en 0 nombres compris cntre o et a.
2

da,

le poids d'une unii¢; iec nombre des conditions a remplir est

L’effet de Topération «, ~+ ... cst évidemment de diminuver

. . - 1
donc ¢gal au nombre de décompositions de - nf—1en §
2

rombres compris entre o ct n. Ainsi, dans Pexemple du
ne 411, le nombre des conditions employées pour trouver A,
B,... est ¢gal au nombre de décompositions possibles du
nombre 5 en une somme de wois nombres compris entre o
et 4 inclusivement. Par conséquent, pour reconnaitre en gé-
néral si T'on peat trouver, pour une forme binaire, un inva-
riant de Vordre 0, et s’il ¥ ena plus d’un, il faut examiner de

. s T I
combien de manicres les deux nombres - nd, —nl —1peu-
A
vent étre décomposés en 0 nombres compris entre o el n:

¢'est sur ce principe que M. Cayley a basé ses recherches sur
l¢ nombre des invariants des formes binaires.

113. Les mémes raisonnements sappliquent aux covariants.
Un covariant doit, comme fa forme primitive elle-méme, rester
invariable sion change 2 en ga, el, en méme temps, chaque
coefficienta,, cn p”a,,. Sile coefiicientd’une puissance 2 de a,
dans le covariatig, est«,, I)’2 Cpoenes il est clair, comme ci-dessus,
que la somme g+ a + 3 -+. .. doit ¢wre constante pour tous
Jes termes, ¢t nous pouvons Pappeler le poids du covariant.

En outre, pour que le covariant ne change pas forsque Pon
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permute z et y, on doit avoir
vta+B+y4+...=(p—p)+{n—a)j+(n—0)4+...,

p ¢tant le degré du covariant en 2 et y; par conséquent, 0
étant Uordre du covariant par rapport aux coefficients, on a im-

o . -
médiatement pour son poids E(nO + p). Si Yon demande, par

exemple, un covariant quadratique d’une forme cubique qui
soit du deuxieme ordre par rapport aux coefficients, onan=3.
0=2, p=2,et le poids est 4. On a done, pour les termes
qui multiplient 22, 2 + 8 =2, et ces termes seront a; @, et @, «;;
de méme, les termes qui multiplient xy seront a; a4y, @z a,, ¢l
ceux qui multiplient %, @, a,, a.«,; on détermine ainsi la partie
liérale d’un covariant : les coefficients s’ohtiendront comu.
on va le voir ci-apres.

114. 11 résulte de la définition du covariant que l'on do’t
parvenir au méme résultat, soit en y changeantxz en x + 7.3, 561l
en cffectuant d’abord cette substitution dans la forme primi-
tive, et calculant ensuite e covariant de la transformée. Mais
ce changement dans la forme primitive revient (39) & changer
a, en a, +ta,, a, en a,+ 2a,k 4+ a, ). ... La substitution
de z + 1y & z dans le covariant reviendra donc aussi a y rem-
placer @, par a, + Aa,,.... Soit

Azl 4+ pAixr—'y+ %p(p — APyt 4.

le covariant : exprimons que ces deux maniéres d’opérer sont
¢quivalentes, et bornons-nous aux termes qui multiplient 2.

S o y e, a ey
En désignant, comme au n° &1, par Pabréviation 57 Popération
( el
[ 7l
dy— +2d, — +. ..,
du, du,
il vient
dA, dA, A dA, A
- — 0 —75 T/ 1\ o = 20 e e
dZ Todz T dg :
dA,_, dA,

(l'./: -*{P—‘[)A/;-‘Zy "(E‘:[)A[:~:'
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- s d A
bésignant de méme par —— P'opcration

dn
—d—+ Ja d +
na.(/a" (n—1) cqa T
1HOUuS aurons aussi
dA, A .
an =pA, %_.(p—r,A.;,...

Nous voyons ainsi qu’en supposant A, déterminé de maniere

dA, , .
A satisfaire & I'équation = o [en d’autres termes, A, doit

d/
étre une fonction des différences des racines (39)], tous les
autres termes du covariant seront connus. Le covariant sera,
en effet,

1 d*A, 1 dPA,

L e 2P 4l

\ 2 dA, " —- Ty
Aol + —— & ]+ 1.2.3d7n? ’

dv,

2 dv
. . , I
Il faut remarquer que le poids du covariant ¢tant :()10 +p),

. 1 . .
celui du terme A, est ;(n 0 —- p), puisqu’en lui ajoutant p on

doit retrouver celui du covariant. Ce terme A,, dont tous les
autres dérivent, a é1é appelé par M. Roberts la source du
covariant. M. Roberts remarque aussi que la source du pro-
(uit de deux covariants n’est autre que le produit de leurs
sources respectives. Car, si nous multiplions le covariant ci-
dessus par

1 d*B

1.2 dn*

dB, } )
B, x7 + T x! 'y Ay A S
dn .

nous avons, ainsi qu’il est facile de fe vérifier,

Ap a1 d(A.B.) L d (A(.'B..}xl,‘_,/ et L
dr - 1.2 dn? ‘

Par conséquent, si nous connaissons quelque relation entee
plusicurs fonetions A, B,, C,,... des différences des racines, la

méme relation subsistera entre les covariants qui en dérivent.
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ExemvLe 1. — Troucer le covariant quadratique ’une for/nc cubique.

Nous avons vu, n° 113, que A, est de la forme 7,7, + B, .. Effectuons
I'opération

«a (l —“+2a o :
) da, da,
il vient
(24 2B)a,a, = o.
d’ou

—1 et A =awa,—aua,.
Effectuons maintenant sur A, I'opération

o

[
3a, —i +2a, -~ ~+a,—,
da, *da Yda,

[ 1
nous avons
2A, = a,a, — a,a,.
FEffectuons de nouveau la méme opération sur A, et il vient
A =aa —uaua,.
Le covariant cherché est donc
(a,a,— a,a) 2 + (a,a, — a,a) 2y + (@0, —a,a,) )"
ExempLE 1. — Troweer, pour une forme cubique, wn covariant du
troisiéme ordre par rapport aur variables et nux coqfﬁcicn/,v.
Dans ce cas, ona =3, 6 =3, ]5(/10—{—]7) = 6. La somme des indices
dans le coefficient de +° scra 3, et ce coeflicient sera de la forme
Avaa,+Ba,a a,4Ca,a a,.
Effectuant l'opération

—l+3r/

o «
a,— -+20q,
da

" da,

L,
*dla,

il vient :
(3A+B)a,a,a,+ (2B +3C)a,a,a,.
En prenant A == 1, nous aurons
B=—3, C=29, A =a,qa,—3a,a.a,~+2qaaa,.
Effectuant sur A, trois fois de suite opération
, d o i
3 — 4204, — +a, —
‘da, *da, *da,

nous aurons les autres cocfficients et le covariant sera (109

(et a,—=Baya a,~ 2a a0V =3 (a0 a, — 2,00, a,a,a,) oty

43 (2a 00— a0 —a a,a) 0= (Sa,a,a, — 20,0, —aa.a) v
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113. Nous avons vu qu’une forme a autant de covariants du
degré p par rapport aux variables, et de Pordre 0 par rapport
aux coeflicients, qu’il y a de fonctions A, dont le poids soit

dA,
a7 =o0; ct, de
méme gu’au n° 1412, nous voyons que le nombre de ces fone-
tions est égal aladifférence entre les nombres de décompositions

f
;(n()——p), et qui satisfassent a lullmuon

| T .
de 5 (n—p)et—-(n0—p)—r1en0nombres compris cntre
2

o ct n inclusivement. On peut remarquer que p ne peut étre
impair que si n et § le sont tous deux. Les formes de degré
impair ont donc scules des covariants de degré impair par
rapport aux coefficients, ct ils sont aussi de degré impair par
rapport aux variables.
116. Les résultats du ne 114 peuvent éwee présentés un peu
e e d L
différemment. L’opération y o5 exceutce sur une forme

quelconque, équivaut & une certaine opération exécutée par
différentiation sur les cocfficients. Ainsi, pour la forme

CQuy Ay Ay e (X))
on obtient le méme résultat, en exéecutant 'une ou Pautre
’

d d .
» @5+ 2a; — —+. ... Désignons
da, da,

(«
des deux opérations y e
-\ . d\ . o
cette derniere par la notation { y dz ) la propriété démon-
[{

trée ci-dessus pour les covariants peut étre représentée
d

> En dautres termes, les deux

ar Pégalité U
b ‘ Yz~ ("y dx

dx

d d L,
Op(,[ﬂllol)S ) ou «, - —+ 2, zl -l_ —+... , ¢excecutees sur un
a,

/ da,
covariant, conduisent au méme résultat. M. Cayley est parti de
cetle propriété comme définition des covariants (*); elle com-

(*) Voirles Mémoires de M. Cayley, on Quantics, Philosophical Transactions,
années 1854 et suiv.
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prend aussi les invariants, puisque I'on a, pour un invariant I,

al = t, par suite aussi / fl—[ —
yzﬁ_o,e,p e ’(J(lx>_o'

117. On peut démontrer de méme que les formes & un
nombre quelconque de variables satisfont a des équations
différentielles qui peuvent s’¢erire

A (), A (L
Vide T ](/x)’ z(/x—f’ﬂ)’
Ainsi, pour la forme (a, b, ¢, f, g, h[x, y, 2)*, nous avons

4 _ +g d+2lzd zd—al—}—hl—i—z d
Yz~ (l/z SdF do = “dg M df T8 e
et tout covariant doit satisfaire a ces deux équations : tout
invariant satisfait aussi aux ¢quations

dI+ ZI+ /ldl o dI+IdI ?(rdlho

“an df ’ d df =~ “°dc ’
ainsi qu'on peut facilement le démontrer cn remarquant que
invariant doit rester le méme si I'on remplace x par x + Ay
ou x + pz.

RIS -
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ONZIEME LEGON.

REPRESENTATION SYMBOLIQUE DES INVARIANTS
ET DES COVARIANTS.

118. Il nous reste & faire connaitre une quatriéme méthode
pour trouver les invariants et les covariants; cette méthode,
donnée par M. Cayley en 1846 (Cambridge and Dublin Ma-
thematical Journal, 1.1, p. 104, et Journal de Crelle, t. XXX),
non-seulement permet d’obtenir ces fonclions, mais encore
fournit les bases d’un systéme de calcul régulier a I'aide du-
quel elles peuvent étre comparées et identifiées.

Soient z,, y.; x,, y» deux systémes de variables qui doivent
étre transformées par une méme substitution; il a é1é démon-

d d d d
dz,’ dy,’ dz," dy,
la substitution inverse (97); que le symbole

d (L d i
dz, c—iyu T dzx, dy,

tré que les dérivées — sonl transformées par

ne varie pas par la substitation (87); enfin, que si l'on effectuc
sur une fonction quelconque de x,, .5 x,, y» Popération indi-

quéc par une puissance de ce symbole, on obtient un cova-

riant (106 ). Nous désignerons I'expression —— d i — i L]

par la notation abrégée 2.

Supposons maintenant que I'on donne deux formes binaires
U, V, nous pouvons immédiatement établir des covariants de
ce systeme de formes. Nous navons qu’a éerire les variables
dans U avee Pindice 1, et dans V avee Iindice 2, et effectuer
ensuite 'opération indiquée par une puissance quelconque
du symbole 12 : le résultat sera un invariant ou un covariant.
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REPRESENTATION DES INVARIANTS ET DES COVARIANTS. 123
Soicnt, par exemple,

U=azx} +2bx,y,+cyl, V=daz,+ 2029+ 'y,

appliquons & ces formes le symbole 12 qui, développé, est
d* d: . dr> d» ) d? d*
dx? dy:  dx} dy? “dx,dy, dz,dy.’
le résultat a¢’ + ca’ — 2bd" sera un invariant commun des
deux formes. En général, il est clair que les différentielles
marquées de I'indice 1 sappliquent sculement a U, et celles
qui sont marquées de I'indice 2 seulement a V, et il est inu-
tile de conserver les indices apres la différentiation (*); de
sorte que le symbole 12 , appliqué & deux formes de degré
quelconque, donne le covariant
d*U d*V  d*Ud*V ) d*U d*V
dx* dy*  dy? da? dxdy dzx dy
Si I'on avait simplement appliqué le symbole 12, on aurait cu
. . .dUdV  dUdV .
le déterminant de Jacobi —— —— — —— ——>» qui est un cova-
dxz dy dy dx
riant des deux formes (95).
En appliquant le symbole 12 4 deux formes cubiques, on

obtient I'invariant
(ad" —d'd)—3(bc’ — b'c),
et, en Pappliquant & deux formes quelconques, le covariant
d*Ud:v , d*U d°V d*U  d*V a°y A3V

dx Ay dwidy dedyr TV dedy derdy T dy da

et ainsi de suite pour les autres puissances de 12.

(*) Si W est une fonction contenant z,r,, x,, 7., nous obtiendrons le méme
résultat soit en transformant linéairement ces variables et supprimant ensuite
tous les indices dans la transformée, soit en supprimant d’abord les indices
¢t effectnant ensuite la transformation de x et y. Cela résulte immédiatement
de ce que x,,7,, x,,7,, x, ¥ sont transformés par la méme substitution. On en
déduit que si W éerit comme fonction de x,, y,, x,, 7, est un covariant de U et V,
¢’est-a-dire si Pexpression des coefficients de W en fonction de ceux de U et ¥
mPest pas affcctée par la translormation, W est également un covariant lorsque
I'on fait abstraction des indices.
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119. Nous pouvons aussi, par cette méthode, obtenir des
invariants ct covariants d’'unc fonction unique U. 1l suffit, en
cffet, de supposer U et V identiques. Ainsi, faisons, dans
I'exemple de deux formes quadratiques donné au numéro
précédent, a=d', b=10V, ¢=c¢', Pinvariant 12 devient
2(ac — b*). De méme, I'expression donnée pour le cova-

—_—2
riant 12 d’un systeme de deux formes U, V devient, cn fai-
sant U=V, le covariant d’'unc forme unique

d*U d*U [ d*U \:

& ivdg)

En général, lorsque nous voulons, par cette méthode, ¢tabliv
les covariants d’une fonction unique, nous avons recours a
I'artifice suivant : nous ¢tablissons d’abord le covariant d'un
systeme de formes distinctes, puis nous supposons que toutes
ces formes deviennent identiques. Lorsque nous emploierons,

dans la suite, des symboles tels que 12 sans indiquer A
quelles fonctions ils s'appliquent, nous entendrons simple-
ment qu’il s’agit d’'une fonction unique U. Nous opérerons
sur plusieurs formes semblables U, U, ..., dans lesquelles
les variables scront désignées par x,, yi, &, 3%, . .., au lieu
de x, 7, et nous supposerons quaprés la différentiation on
omet tous les indices et que toutes les variables, s’il en reste,
sont remplacées par x et y.

120. Puisque 'on omet tous les indices apres la différen-
tiation, on voit immédiatement que Ie résultat est le méme,
quclles que soient les lettres primitivement cmployées, ct

—n —n PR A
gue 12 et 34 ddésignent une scule et méme chosce. Dans les
applications de cette méthode, nous aurons constamment &
faire usage de transformations fonddes sur ce principe. Ainsi,
nous pouvons montrer ue, si n est impair, le résultat de
— 14 \ . . ’ . \
Popération 12, appliquée a unc forme unique, se réduit a

—

" —_—
zéro. Car, d’aprés ce que nous avons dit, 12 == 210, mais 12
et21ontdes signes contraires, comme onle voitimmdédiatement
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REPRE TATION DES INVARIANTS ET DES COVARIANTS. 125

en ¢erivant explicitement les termes que représente ie sym-
- h " ’ . \ ’

bole abréviatil 12; il en résulte que 12 doit se réduire & zéro

quand n est impair. Ainsi, le développement de 12 donné &

la fin (lu n° 118 se réduit évidenmment azéro silon fait U=V. La

série 125 12, ;2 ,. .., reproduil les invariants et covariants

-
déjr obtlenus (107, 108). Tl est facile de voir que Popération 1o,
appliquée a la fonction (a., @, @.,... 2z, » 7, doune, quand »n
est pair,

II n—
a,d, — na, d,—., +- -~ *;-*—- . — . .y

le dernier coeflicient devant ¢tre divisé par 2, comme le
montre le mode de formation.

121. Les résultats précédents s’étendent, sans difficulté, a
un nombre quelconque de fonctions. Nous pouvons prendre
plusicurs formes U, V, W,.. . et donnant aux variables dans
la premicre Vindice 1, dans la deuxi¢cme indice 2, dans la troi-
sicme I'indice 3, et ainsi de suite, cffectuer sur elles I'opéra-
tion indiguée par le produit d'un nombre quelconque de sym-

— =5 5= =59 —
boles 1o, 237, 317, 14 ,.. , 23 ¢étant, comme plus haut, la
representation abrégée de expression

d . {/_ _(/_
Go iy de

Nous supprimerons les indices apres la différentiation, et nous
aurons ainsi un covariant du systéme de formes données qui
se réduira d un invariant, s'il arrive qu’il ne reste plus aucune
puissance de z ety apres la différentiation; un nombre quel-
conque de ces forines, U, V, W,. .., pcuvent ¢ure identiques,
c¢t, dans le cas que nous considérerons le plus souvent, c’est-
a-dire lorsqu’il s’agira d’une scule forme, les fonctions Uy, U,
U,, .. , sur lesquelles on opérera, ne différeront que par les
indices des variables.

1l ¢st clair que, dans cette méthode, le degré du résultat par

HIC - Cote - 10.SAL 63



126 ONZIEME LEGON.

rapport aux coelficients sera toujours ¢égal au nombre des
figures qui se trouvent dans le symbole. Car, si toutes les
fonctions étaient distinctes, la fonction ainsi obtenue contien-
drait évidemment au premier degré les coefficients de cha-
cune des formes U, V, W,. .., et, lorsque ces dernicres se-
ront supposées identiques, le degré par rapport aux coefficients
sera égal au nombre des fonctions U, U., U,,..., sur les-

quelles nous opérons. Ainsi, les expressions telles que 1,
considérées ci-dessus, scront toutes du deuxicme degré par
rapport aux coefficients.

Supposons maintenant qu’il s’agisse de trouver le degré par
rapport a x et ), et que les formes soient d’abord distinctes,
U étant du degré n, V du degré »’, W du degré n”, et ainsi
de suite ; supposons encore (ue, dans Ie symbole, la figure 1
se rencontre « fois, la figure 2 3 fois, ete.; puisque U est dil-
férentié « fois, V 5 fois, etc., le résultat sera du degré

(n—a)+{(n —B3)+(n"—y)+....

Quand les formes sont identiques, s'il y a p figures dans le
symbole sur lequel nous opérons, le degré du résultat en x
el y sera

np—(a+84y+...),

etsi r désigne le nombre des facteurs tels que 12 qui com-
posent le symbole, il est évident que

a+B+y+.=2n
Enfin, si'on veut obtenir un invariant, on doit avoir
o = (3 =y =N,

122. Pour jeter plus de clarté sur les principes préecdents,
nous allons rechercher quels sont tous les invariants possibles
du troisiemedegré par rapport aux coefficients. Puisque leur
symbole ne pcul contvnir que trois figures, sa forme la plus

générale est 12 23757 , ¢t, pour (ue Pon ait un invariant,
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il faut que
a+y=a+B=0+y=n, dot a=p=y.
La forme générale que nous avons a cxaminer est donc

T T .. % - . . - ‘ o . .
(12.23.31)”. Si « est impair, le résultat se réduit identique-
ment azéro; car en permutant, comme au n® 120, les figures 1
et 2, nous avons

(5.53.30)" = (37.13.32)%;

lJ

mais ces deux expressions ont des signes contraires. Il en
résultc que tous les invariants du troisiéme ordre sont

compris dans la formule (12.23.31)" ou « est pair. Ainsi

12.23.31 est un invariant d’une forme du quatriéme degré,
puisque les différentiations s’élévent au quatricme ordre,

— ——§

12.23.31 est un invariant d'une forme du huitieme,

—6—6 — ¢ \ . . .

12.23.31 d’une forme du douzieme, et ainsi de suite, les
formes de degré 4m ayant seules des invariants du troisicme
ordre par rapport aux coefficients. Si nous désirons mainte-

— ——2

nant calculer I'un d’eux, par oxemple 12.23. 31 , nous ¢eri-
T d

rons, pour plus de simplicité, £, =,,..., pour P Jﬁ R,

et nous aurons a effectuer le produit

(El'/lz_ E:m)’(i:m — fiﬁﬂz? (Eﬂnl - 21773)2‘

Dans le résultat, nous ne tiendrons pas compte des indices et
1
; U . ,
nous remplacerons £° par gt T+ ou, sinous opérons sur
une forme du quatricme degré, par «, coefficient de «*. Le dé-
veloppement peut étre abrégé par divers artifices qu’un peu
de pratique suggérera sans difficulté, mais nous ne pensons
pas qu’il soit nécessaire de les mentionner ici, et nous nous
contenterons de donner le résultat du développement des

_— -2

trois invariants dont il sagit. 1223 3¢ est invariant d'une
forme du quatriéme degré déja obtenu (108, Exemple I,
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et 111):
Wy + 2a,a. a4, — 4, — d,@; — a’;

—_— —h

12.23.31 donne

a(aay— Gaya +3az) + a;(— fasan—+12a,a,— Sasa ]
+ a,(3a,a,— 8a,a, — 22, 24 a3)
+ a,(2fa,a,— 36a,a,) +15a7;

—6 —6 ‘)—6
el 12.23.31

an(aa,— 6a,a,+15a,a.—104a3)
+ an(— 6a,a,+ 3oasa, — 5fas a. + 3oai ;)
+ aw(1ba,a,— 5fa;a, + 24 asa. 4 150 a4 — 135a?)
+ a,(—10a,a,+ 3oasa. + 150a,a, — 43oa.a; + 270ad |
4 a,(— 135 a,a, + 270 a;a; + 49dasa, — 540a)
+ a; (— Bjoaa; + 20a.a; ) — 2804,
123. Bicn qu’il n’y ait d’autre type d’invariant du troisiéme
ordre que cclui que nous venons d’indiquer, il existe un
—_—2
nombre indéfini de covariants; le plus simple est 12. 13, dont
le développement est
d*U d2*U dU d*U N d*U dU +d2U (IU')
dz® dy* dy dxtdy \"dxdy dy = dy* dz
4 d*U [d*U a’U_i_2 d*U dU\ d*Ud*U dU
dx dy* \ dx* dy dx dy dx) dy® dx* dx
Lorsquwon I'applique a une forme du troisicme degré, il donne
I'évectant déja obtenu (109).
Le type général des invariants du quatri¢cme ordre, par rap-
— 574 (T2 T\ (T TR R
port aux coefficients, est (12.34)" (13.24)" (14.23)7. Ainsi
le discriminant d’'une forme cubique est représenté par la
notation (12.34)° (13.24); mais nous nc pouvons entrer ici
dans de plus grands détails sur ce sujet.
124. Les principes que nous venons de poser fournissent
une démonstration facile d'un théoréme remarquable di a
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M. Hermite, ¢t que nous désignerons sous le nom de loi de
réciprocité : Le nombre des invariants du n ordre par rap-
port aux coefficienls que posséde une forme binaire de de-
gré p est égal au nombre des invariants de lordre p que pos-
séde une forme de degré n. Nous avons déja fait voir que

— —l

si un symbole 12.23.34..., représente un invariant de
I'ordre p par rapport aux coefficients d’'une forme de degré n,
le nombre des figures 1, 2, 3,..., est p, et chacune d’elles
s’y trouve répétée n fois. Mais nous pouvons calculer par la
méthode du n° 103 un invariant 2 (o — B) (B — yi¢(y — d)e...,
en remplacant chaque symbole tel que 34, par la différence de
deux racines (y — 9. Ce dernier est un invariant d’'une forme
de degré p, puisqu’il y a par hypothése p racines, et il est de
I'ordre n par rapport aux coefficients de cette forme (35).
Ainsi, par exemple, une forme quadratique n’a qu’un inva-
riant indépendant (« — (B )?, mais toutes ses puissances sont
¢videmment des invariants dont le type général est (o — ).
Par suite, les formes de degré pair ont seules des invariants
du second ordre par rapport aux coefficients, et leur symbole

—2n

est 12 . De méme, les formes cubiques n’ont d’autre inva-
riant que le discriminant (¢ — @) (B —y) (y —a) et ses
puissances; ce discriminant est du quatri¢me ordre par rap-
port aux coefficients. Par suite, les formes de degré 4m ont
seules decs invariants cubiques dont le type général est

—2m 2 —211

12 .23 .31 . Nous démontrerons que Iés formes du qua-
trieme degré¢ ont deux invariants indépendants, I'un du
deuxiéme, I'autre du troisi¢me ordre par rapport aux coeffi-
cients, et par suile toute puissance de I'un multiplice par une
puissance de Pautre est un invariant. On en déduit que les
formes du quatriéme degré ont autant d’invariants de I'ordre p
que I'équation 2z + 3y =p admet de solutions enticres.
C’est par suite également le nombre des invariants du qua-
trieme ordre que peut avoir une forme de degré p.

125. M. Hermite a démontré que son théoréme s’applique
également aux covariants d’un degré donné cn x et y; c’est-

9
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a-dire qu'une forme de degré n posséde autant de covariants
de l'ordre p par rapport aux coefficients qu'unc forme de de-
gré p posstde de covariants de I'ordre n. En effet, considé-

bl ; —

rons un symbole 12..23. 34 ..., contenant p figures, la figure 1
y entrant a fois, la figure 2 b fois, et ainsi de suite. Nous
avons prouvé que le degré de ce covariant en x ct y est
(n—a)+(n—>b)—+...; mais nous pouvons former la fonc-
tion symétrique

Z(“"—@)}'(ﬁ-")/)‘”'('y—6)’...(1:_“)':—11(_”__@)n‘[,u_

elle sera (104 ) un covariant de la forme dec degré p, qui a pour
racines «, f3,...; chaque racinc entrant dans cetie expression
au degré n, ce covariant sera du n¥m ordre par rapport aux
coefficients, et il contiendra évidemment « ¢ty au méme degré
que précédemment, savoir (n —a )+ (n—>b) +.... Ainsi, par
exemple, les seuls covariants que possede une forme quadra-
tique s’obtiennent en multipliant une puissance de la forme
par une puissance de son discriminant, et leur type général
est
(a0 — Byrixe—a)(x—B).

Leur degré par rapport aux coefficients est 2p + ¢, et par
rapport & z et y, 2¢. Nous en conclurons que toute forme de
degré 2p -+ ¢ a un covariant du deuxiéme ordre par rapport
aux cocfficients, et du degré 2¢ par rapport a x et y, le sym-

—_—12p

bole de ces covariants étant 12 . Lorsque ¢=1, nous re-
trouvons le théoréme du n° 108 : toute forme de degré impair
a un covariant quadratique.

126. La notation symbolique précédente fournit un systéme
de calcul complet & I'aide duquel on peut transformer les in-
variants et les covariants, et reconnaitre I'identité de certaines
expressions. Nous donnerons plus loin quelques exemples de
ces transformations; nous allons montrer d’abord comment on
peut, de lexpression symbolique d’unc fonction, déduire
celle d’'une autre fonction dérivant de la premiére par de nou-
velles opérations. Il est clair que si nous avons unc fonetion
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de z,, x,, x,,..., nous parviendrons au méme résultat, soit
en supprimant tous les indices et différentiant ensuite par
rapport 4 x, soit en faisant la somme des dérivées partielles
par rapport & x,, ., Zs,. . -, et supprimant ensuite les indices.
La dérivée par rapport a x d’une expression symbolique ren-
fermant les figures 1, 2, 3,..., s'obtiendra donc cn effectuant
sur celte expression I'opération 4 -+ i + ~i
dz,  dx. dx,

S

—+.... La

méthode se comprendra plus facilement en I'appliquant & un
cas particulier. Proposons-nous par exemple de calculer le
Hessien du Hessien d’'une forme donnée. On sait que lc Hes-

sien 12 s’obtient en effectuant sur deux formes identiques
U,, U, 'opération indiquée par le symbole (& 2. — &0, )* dans
lequel £ et n désignent, comme plus baut, les différentiations

par rapport a z et ». Pour former le Hessien de 12, nous au-
rons a exécuter celte opération sur deux fonctions semblables

—2 2 , . . d .
12, 34 , la lettre £, représcntant cetice fois non plus 75 mais
1

d d . . \ d d
az. + 7 la lettre £, représentant de méme e el

On voit ainsi sans peine que I'expression cherchée est

(3415 +23+24)12.34 ,
ou, en développant,
4(2.34°73") + 4 (12.34-13.55) + 8 (12.34.13.15).

Pour prendre un exemple plus compliqué, nous allons encore
déterminer 'expression symbolique du re’sullal que 'on ob-

U S —

tiendrait en effectuant I'opération 12.23. 31 sur trois fonc-

—2
tions H, T et U, H élant le Héssien 12, T le covariant
—_—2 2 —2

12.23.31, et U la forme primitive. Nous devrons d’abord
employer des figures différentes pour Il et T, ct, dans ce bul,
éerire

T= EZI. 4-—53. —5—3';

HIC - Cote - 10.SAL 63



132 ONZIEME LECON.
nous aurons ensuite a effectuer sur les trois fonctions I'opéra-
tion indiquée par le symbole

(:—c;l Ny — E_z‘/ll )2 (E,z'ﬂ:: — 'E_ma)"’(Zs o — .g,n 'ﬂ::)z’

, . . d d
dans lequel & devra étre remplacé par Iz T T E. par
il d d et & d - On trouve ainsi, cn dévelop-
dz, Tl T, O P gy OO ’ ‘

pant, 'expression
(T§+T[;+T§+z—§+z—4+§5)l
5< (36 + 46 +56)" (16 + 26" 12 - " 34.45.53 .
127. Les méthodes précédentes s’étendent sans difficulté
a un nombre quelconque de variables. Soient x,, y, 2.5 s,
Yy Ba Xay s Zs LPOIS systémes de variables qui doivent étre

transformées par une méme substitution. D’apres la régle sur
la multiplication des déterminants, le déterminant

2 ()22 — Yo%) 2 ()20 — 1 3s) + X5 (VB — 3 5))

est un invariant qui, par la transformation, reproduit une
fonction semblable multipliée par le module de la transfor-

. . d d
mation. O[‘, S1 nous remplagons Xy par ——o ), par ——scey
Ll.Z‘l v d):'.z

nous obtenons un symbole que nous écrirons 123. Lors-
que nous voudrons avoir des invariants ou covariants d’une
fonction donnée U, nous n’aurons qu’a effectuer sur plu-
sieurs fonctions U, U., U,,..., U, Topération indiquée par
le produit de plusieurs symboles, tels que 123 1943 235 ..

en supprimant tous les indices apres la différentiation. Par
exemple, si U,, U, U, sont des formes quadratiques ternaires,
et que a, b, ¢, 2f, 2g, 21 ddésignent, comme aux n* 72 et 101,

—_—z
les coefficients de U, le symbole 123 développé donne

alb'e” +0"¢' —2f"f")+b{da" +c"d —ag's")
+ (b "V —2 W) 2 f (g A g N —df— ' f)
+og(Nfr+hf—bg"—0"g")
+ ol (f'g"+frg — W — ),
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expression qui se réduit, en supposant les trois formes iden-
tiques et divisant par 6, &

abe + 2fgh — af*— bg* — ch:.

2
En remplacant a, coefficient de x?, par da: " nous aurons

quelconque. Ce covariant est le Hessien de la fonction.

On verra, comme au n° 120, que les puissanccs impaires du
symbole 123 se réduisent a zéro lorsqu’on l'applique a4 une
seule fonction. Nous donnerons pour autre exemple le déve-
loppement de 123 appliqué a la forme du quatriéme degré,

ax' + byt + ¢z’
+ a2y + axz 4+ bz + by + ez + 3
+ 6(dy*z* 4+ ez?x* + fary?) 4 122yz3 (I + my + nz ..

—_—
La valeur de 123 est

abe — 4 (ab,c, + beia, + ca, b)) + 3 (ad* + be* + ¢f >
+ 4 (abse, 4+ asb.c,)
—12(a.nd + a,md + byne + b,le + comf + c.df
+ 12 (I, ¢, + me.a, + na; b, ) + 12.0dl + em” + fu:
+ 6def — 12imn.

128. Nous pouvons exprimer de méme des fonctions conte-
nant des variables «, 3, y, qui sc transforment par la substitu-
tion inverse; en eflet, puisqu’elles se transforment par la

s I ., d d d .
méme substitution que les dérivées ——» —s —» le déter-

dxz dy dsz
minant symbolique

(Lod Ay (L
Ny dz. " dy, dz) TP \dz dx. T ds. d,

7 e e )

que nous désignerons, pour abréger, par «12, pourra nous
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servir & former des contrevariants ou des covariants mixtes.

—_—2

Ainsi U,, U, étant deux formes quadratiques ternaires, xi2
développé donne

9(’ (b,c// + bl/c,' . 2‘/‘/‘/‘//) + 62 (C,(l” + C”a"— 2{{,8‘”)
A+ (d D+ @b — 2l )
_{_25/ I/’I/_ ‘7”Il’—(l"fﬂ - (L”]”)
Hoya (W [+ =Yg —b"g)
+ 20‘@ (Jn/gu +'/‘/'8J _ C’ /L/' l/ /l,),

el nous retrouvons le contrevariant caleulé au n° 101 (Ex. IT).
On aura de méme un contrevariant de la forme du qua-

—_—
triéme degré ci-dessus en développant le symbole a1z .
Nous n’avons qu’a remplacer, dans ces deux fonctions, le

n

. d .
coefficient de chaque puissance 2* de x par o pour obtenir
un symbole qui fournira un covariant mixte lorsqu’on l'ap-

pliquera a une forme de degré plus élevé. Ainsi a2 déve-

d*U d*U d*U \*"

5 @~ i) | o
expression qui, appliquée a une forme quadratique, donne
simplement un contrevariant, mais qui, pour une forme de
degré supérieur, contient aussi bien z, y, 5 que «, (3, v, et,
par suite, est un covariant mixte.

En général, si nous avons I'expression symbolique d’un in-
variant d'une forme binaire, nous n’aurons qu'a placer devant
chaque terme le symbole de contrevariant «, pour obtenir un
contrevariant d’une forme ternaire de méme degré.

loppé donne

129. Si, dans un contrevariant, on remplace «, B, y par

d d .

——s > 5=» et que I'on opére ensuite sur U ic

a2 & ds’ q ] s , on obticnt un
covariant (106) dont le symbole se déduit de celui du contre-
variant en y écrivant une nouvcelle figure a la place de . Ainsi
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— —_— — ——
de «23 on déduit 123 ; de 223 . 224, 123 . 124,.... Récipro-
quement, si, dans le symbole d’un invariant, on remplace
une figure pir le symbole « des conirevariants, on obtiznt
I'évectant de cet invariant. Ainsi I'expression

123.124.234.314

étant un invariant d’'une forme cubique, son éveclant sera

123. 212,223 . 231.
Dans le cas d’une forme binaire, cette regle se sim-
plifie : si I'on remplace la figure 1 dans 12 par le symbole
des comr‘vr\riants, cette expressien devient en développant

E-d;, -1 d ; mais £ ct » ¢lant transformés par la méme sub-

d d
stitution que — »* ¢t z, clle revient a x — Pl & ct peut

alors étre complétement supprimée puisqu’elle ne fait plus
(u’apporter au résultat un facteur numérique. Par conséquent,
si Pon ale symbole d’un invariant d’une forme hinaire, celui
de son évectant s’en déduit en supprimant les facteurs qui
contiennent une méme figure. Ainsi le symbole

2 .34 .13
représentant le discriminant d’une forme cubique, son ¢vec-
tant, en supprimant les facteurs qui contiennent 4, sera

—_ —

12 .13,

dU
Si dans un contrevariant on remplace =z, 3, v, par e

dU dU
dy’ dz
du contrevariant en erivant & la place de chaque lettre 2z une

——» on a un covariant dont le symbole se déduit de celui

nouvelle figure différente : ainsi de o34 on déduil 134,234,
et ainsi de suite.

130. Le procédé de dérivation employé au u° 126 pour Tes
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formes binaires s’applique sans peine & un nombre quelconque
de variables. Supposons par excmple que 'on demande, pour
unce forme cubique ternaire, I'expression de linvariant que
I’on obtient en opérant sur le Hessien avec I'évectant

123. 012,223 231

du n° 129 : nous aurons a remplacer dans ce dernier symbole

o par 4+ 5+ 6 et a opérer ensuite sur la fonction 456", En
développant et supprimant tous les termes qui contiennent
plus de trois fois les figures 4, 5, 6, on trouve pour expres-
sion cherchée .
123.124.235.316.456 .

131. Nous allons maintenant montrer par quelques exem-
ples comment les notations symboliques permettent de trans-
former P'expression des invariants et des covariants. La base
de ces transformations est, pour les formes binaires, I'identité
suivante

D, 23 +D.31+ D12 =o,

. . d d
dans laquelle D, représente, pour abréger, x o + o I
est aisé de voir en effet qu’en développant, les coefficients de
x et y se réduisent & zéro. Afin de faire mieux comprendre
I'usage de cette identité, nous en donnerons une premiére
application avec plus de détail qu’il ne sera nécessaire de le
faire ensuite.

Mettant I'équation sous la forme

D, 23=D.13—D.12
et ¢levant au carré, il vient
—2 —_— —2 — =
D:13 4+ D12 —D?23 =2D,D;12.13,

relation qui est vraie lors méme que les trois formes U,, U, U,
sur lesquelles nous sommes censés opérer sont différentes.
‘Mais nous considérons seulement ici le cas d’une scule forme
et nous admettrons que U, U., U, deviennent identiques lors-
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que T'on supprime les indices des variables; dans ce cas,

1OUS avons vu (120) que les trois expressions D} 23, D2 31,

D212 désignent une seule ¢t méme chose. L’équation précé-
dente se réduit donc a

D> 2D.D,12.13.

Mais en vertu du théoréme connu sur les fonctions homo-
génes, opération D exécutée sur une fonction n'a d'autre
effet que de la multiplier par un facteur numeérique : dans le
premier membre de I’équation, D? n’affectant que U, qui
n’est pas différentiée, ce facteur sera n (n —1); dans le second
membre, D., D, affectant des fonctions déja différentiées une
fois, introduisent le facteur n — 1. Par conséquent, en déve-
loppant, supprimant les indices et divisant par 2(n — 1), nous
avons

U d:U d:U0 ( d*U \
_dxt dy? dxdy|
—tn—) d:U /dU “_2_(]2_U dU0dU +(Z'U iI_Q) )
“_\ dz* \dy dedy dz dy  dy* \dx
132. 1l faut remarquer que toutes les fois que la transfor-
mation a pour effet de diminuer e nombre des figures dans

le symbole, la forme primitive U doit apparaitre comme fac-
teur dans Uexpression de la fonction. En effet, on voit par

Pexemple ci-dessus que 12.13 et 12 ne différent que par un
factcur numérique; mais comme nous opérons sur trois fonc-
tions U,, U,, U, et que Ie symbole 12 waffecte pas U, la fonc-
tion U doit rester comme facteur, lorsque I'on supprime les
indices.

133. En général, tout symbole peut ¢tre transformé de ma-
niére que la puissance la plus élevée d'un facteur quelconque
12 s0it paire; en effet, le sens du symbole n’étant pas modifi¢
par la permutation des figures 1 el 2, nous avons

—2m-k1 .
12 (90— ¢

—2m+1 — 2n+-1 1
2

12 (Plf'fj— 12 (f’-':;':
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et, & laide de lidentité du ne 131, la fonction ¢, — o, peut
étre transformdée de maniére A devenir divisible par 12, Ainsi,
lorsque m est impair, les deux expressions i3 et e
ne différent que par un facteur; car on a

—— b — — 11+1

—n — —
2D, 12,13 =12 <D113-——D‘23)::D312 )
ou bicn, n étant le degré de la fonction U sur laquelle on
apére,

— —— —in+1

2(n—m)12.13=n.12 .

13%. Nous pouvons joindre & I'identité du n° 131 la relation
suivante, qu’il est facile de vérifier,

2.3 4+ 13.53 + .73 = o,
et, a Paide de ces deux équations, réduire tous les symboles
A un certain nombre de formes types que nous indiquerons

par des lettres spéciales. Pour deux facteurs, nous adopterons
comme type le Hessien '

H-==12;
pour trois facteurs,

G=12.13 (123}
pour quatre facteurs,
— —2 —2
S=12 (108) ou H:=12.34 ;
pour cinq facteurs,
—_— . —2 e =2
F=12.13 ou GH=—12.13.45;
pour six facteurs,
—6 et it it — 2 2
A—=12 (120) ou T:==12.23.31 (122) ou - =12.34.56,

et ainsi de suite.'Les exeniples suivants feront comprendre
la marche & suivre pour ces réductions.

ExenpeLe I — Démontrer que si Con remplace dans une fonction U

dU dU . . -
x par o ety par — = le covariant ainsi obtenu est divisible par U.
«y . .

HIC - Cote - 10.SAL 63




REPRESENTATION DES INVARIANTS ET DES COVARIANTS. 1)
Déterminons d’abord I'expression symbolique de ce covari'mt La fonc-

. . , .. {
tion donnée U peut s’écrire sous la forme ( .z —(— -+ U Lorsqu’on
I ax Y q

(ly
y fait la substitution indiquée, chacun des » facteurs prend la forme
< d A Le covariant U (AU s’exprimera donc s
@y dr, cov. @ \dy . s'exprimera donc sym-

boliquement comme produit de 7« facteurs 12.13.14 ..., 'un des sym-
boles (celui qui dans le dévcloppement donne les dérivées d’ordre 7)
restant le méme dans tous les facteurs, tandis que I'autge doit étre diffé-
rent pour chaque facteur, afin qu’apres la multiplication on n’ait que des
puissances des dérivées du premicr ordre. Désignant donc 12.13 par Q,.
12.13.14 par Q,, 12.13.14.15 par Q,, elc., nous avons a exprimer Q,,
Q., Q,,..., en fonction des formes choisies comme types.

1° La valeur de Q, a été donnée {131); calculons celle de Q,. Multi-
plions I'équation

2D,D,12.13 = D213 + D*12 — D*23
du n°® 131 par 14; les deux premiers termes du second membre devien-
nent identiques, le troisi¢cme s’annule, et il vient
D,D,12.13.14 = D13. 14 oubien (z—1)Q, = »GU.

En général, tout symbole peut ¢tre condensé en remplacant chaque couple
de facteurs simples ayant une figure commune, tels que 12.13, par un
seul facteur carré au moyen de I'équation précédente.

2° Calculons maintenant Q,. Multiplions les deux équations

zD._,D,_E.E — D12 4+ D213 —D?a3’,
—1 —2 —2
2DD(4 =D14 +Dj15 —D145 ;
il vient, en réunissant les termes semblables,

§(n—1)'Q,=Di23.45 — 4D;D:12. 45 + 4D

2
=-—3n(n—1)in—2)(n—3)I°U
47 (10— 1) 02 122 3

Il nous reste a exprimer T2.13 cn fonction des formes types. Elevons
a la quatricme puissance I'équation

D, 23 == D,13 — D, 12;
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nous avons, en groupanl les termes semblables.

] —_— —_—

6D:D212.13 = 8DiD,12.13 —Dj12;

mais, comme au n° 133 on a

8D D,12.13 = 4D 12,
el substituant

—1 2

2(n—2)(n—3j12.13 =n(n—1)SU;
donc enfin

f(n—r1)(n—2)(n—3)Q,
=—3n(n—1)(n—2)(n—3PRU+ 27 (n—1)SU.
On trouvera les valeurs de Q, et Q, calculées, Cambridge and Dublix
Mathematical Journal, t. IX, p. 23.
ExempLe II. — Démontrer que le Hessien du Hessien est une fonction
linéaire de SH et de TU.

Nous avons trouvé (126) que I'expression de cette fonction est

405736137+ 410734 13.58) + 8(12.34. 3. 14).

et il faut prouver que chacun de ces trois termes est réductible & la forme
2SH 4 6TU.

—_— 2 —2 -—2 .
1° Commengons par 12.34. 13 . Multiplions par 14 le produit des

deux équations

oD,D,12.13 = D12 +D:13 — D?23 .

[ — — —2 —

2D,D,24.34 = D24 +Di34 — D223 ,

il vient
4D:D312.13.24.34.14
—2—2 —2 —4 2 —_—2 - —z
=9Dl2.24.14 +D?D!23.14 —2D;D}13.23.14;

mais en élevant au carré I'identité du n°® 134, nous avons

— —2 — 2 —2,

. —
14.12.13.24.34 = 14 (u 3/; —|—13 z4 — 14 23 ).
et, par suite, le premier membre de 'équation précédente devient

—n —2 —2 — —2
4D:D212.34.14 —2DiD214.923
d’ott, en réduisant,

6D2D2 12,34 14 = 3D1D214.23 ~+ 2D} 10, 24 -

HIC - Cote - 10.SAL 63




REPRESENTATION DES INVARIANTS ET DES COVARIANTS. 141

ou bien
6(n—2)(n—3)12. 34 =3(n—2)(n—3)SH 4272 (n—1)TU,
»* Passons au terme 19, gﬁ 3. 24. Multiplions par 12 le produit des
deux équations
—2D,D,13.34=D234 +D13 — D214 ,

aD,D,24.34 = D334 +-D?2f — D23 ,
nous avons

—4DDDDT£2.§2T§ 2%

—_—2

=DiD} 12 34 —|—2DD 12. 13 24—2D‘12 23 . 31;

Jou, en remplacant 12.13. 527 par la valeur trouvée plus haut,
— 12 (n — 3)“1—2—.:.3*42.3.2—4-
=6(rn—2)(n—3)SH—4n(n—1)(n—2)TU.
30 Considérc;ns enfin le terme Bg. ﬁﬁ .14 . Nous n'avons qu'a rem-

placer 13.74 par sa valeur tirée de l'identité du n° 131, ct il vient

2 —3

).DDIZ 34 13.14 = 2D 12 34 13 —Di12.34 ,
et, substituant comme plus haut,
6(n—3) Iy 3; 13.14=an(n—1)TU.

En réunissant les trois termes, on a donc pour I'expression cherchée une
fonction linéaire de SH et TU.

135. Les méthodes précédentes s’appliquent aux formes con-
tenant un nombre quelconque de variables. Pour les formes
ternaires, on emploiera les identités

D172§:D,§3_4+D_,§7+D.;H,
123.145 + 124.153 + 125.13f =

auxquelles on joindra les relalions correspondantes pour les
contrevariants

P123 =D, 223 + D.a31 + D,z 12,
a12.03f + a23. 2 14 +Zc—3—x.o:_24:0,

P désignant, pour abréger, Ia fonction ax + By + y 2.
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ExempLe . — Zrouver une relation entre les covariants du quatriciie
ordre d’une forme ternaire du quatriéme degreé.

Soient z, 5, v, ¢ des quantités quelconques lides par la relation
o+ L+ =o.
En élevant deux fois au carré, il cst facile de voir que 'on a
8ufy0 = 232 — Zuf,
Appliquant cette formule & I'équation identi‘quc

D,123 = D, 2344 D,314 + D, 124,
nous avons

8D,D,D,D, [23.124.234 314 = = 4D 123 — 12D2D? 123. u4

c’est la relation cherchée.

Exempre Il. — Démontrer que si Uon remplace dens les émanants
R . U - dU dU dU
dune forme ternaire x, v, 3 par g —— —f —=; o == —q ——,
‘ T dy dz z dr
dU dU ,
B —— — 2 == les résultats obtenus sont de la forme
dx dy '

PU+Q, (ax+8y+qz)
Il est aisé de voir que Pexpression symbolique de ces résultats est
212,213 . 214 .«15. ... Calculons les valeurs de P,, Q,, P,, Q, (*
° Pour obtenir celle de 12.%13, nous navons qud élever au carré
I’équation L o »
P.123 =D, 2234+ D, 231 + D, x 12,
et il vient

P2 123 =3D2x12 — 6D,D,z13. 213

?

ou bien, en désignant par H le Hessien 123 et par G le Hessien bordc 2 1.,

6(n—1) 212,213 = 3n(n—1)GU — P*H.

2° Calculons maintenant z12.213 .
lirons également

4. De I'identité précédente, nous

—2D,Djar2. %13
=P 153 — 2PD, 123, 723+ D?as3 — D2u31 —Dix1a ;

(*) Cette question se présente dans la recherche des doubles tangentes aux
courbes planes {voir I'ouvrage de M. Salmon, Higher plance Curves, p. 81).
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multipliant par 214, deux des termes se réduisent & zéro et il reste

—o(n—12z12.213. %14 =P 123 . 214 —2n (n —1) Uai2.213.
Pour prouver que 123.223.214 se réduil & zéro, nous wavons qua
multiplier par 123 I'équation idenlique

alz.;'_;{+53.&1i+a3i .;/:24 == 0,
et ses trois termes, ne différant que par des permutations des figures 1,
2, 3, doivent sc réduire séparément & zéro.

136. Dans P'ecxposition précédente des méthodes symboli-
ques nous avons suivi la notation et les procédés primitive-
ment employés par M. Cayley. Nous allons maintenant faire
connaitre quelques modifications introduites par MM. Aron-
hold et Clebsch, qui ont manié les méthodes symboliques avec
beaucoup de succés, mais peut-étre sans se rendre parfaite-
ment compte de I'identité de leurs procédés avec ceux qu’avait
imaginés antérieurement M. Cayley. Ils désignentles variables
par x,, x,, x3,..., et les coefficients par des indices corres-
pondants aux variables qu’ils multiplient. Ainsi les formes
ternaires du troisieme et du quatriénme degré sont désignées
par les notations 2 au x; 21 X1, 2 Aitim Xi Tk X1 Xny 165 DOMbres 1,
k, 1, m, pouvant recevoir les valeurs 1, 2, 3, 4. Il faut remar-
quer que dans cette notation a,; = au; = a;, de telle sorte
qu’en effectuant les sommes indiquées on obtient une forme
écrite avec les coefficients du binome. Ainsi en faisant la
somme Zaqg xi x; 27, 1es trois termes @, &, &, 2., a , . %, %,
a2, 2, 2, sont identiques : il en cst de méie des six termes
Qi3 X\ Xy Xy Ay Xy Xy sy Uiy X X\ Xy Qugy a3y Xy Ay Xy X4 X2y
a3 2, ., de telle sorte que la somme développée est

A XXX, Wy Xy X Lo+ Qiys T3 X3 X

-+ 3(lnle Xy Xy + oo +Gm_,3xlx«zx;..

Et ainsi de suite en général. M. Aronbold se serten outre, pouir
désigner d’'une maniére abrégée une forme quelconque, de
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I'expression symbolique
(a2 + a. 2. + ;25 + ... )",

dans laquelle on doit, aprés le développement, remplacer les
produits tels que a:aia; par les coefficients correspondants «u.
Ainsi la forme cubique ternairc ci-dessus s’¢éerit

(a2 + a, .+ a, x, )

les termes a, a, &, 2,2, x,, 3a,a,a.x, x, 2, +..., dans le d¢é-
veloppement du cube devant étre remplacés par a.x 2.2,
3a,.x, 2, x,....Laforme aurait également pu s’écrire

(bix) 4 bz, + bz, (¢ + e+ c,2,),

les produits b, b, b,, ¢, ¢ csy. .., devant aussi étre remplacés par
les coefficients @, di, - . .. La régle donnée par M. Aronhold
pour la formation des invariants consiste a former avec a,, ., a,
b,b,b, ..., un certain nombre de déterminants, a les multi-
plier et a remplacer aprés la multiplication les produits a;a;a,,
bub.b,, ..., parles coefficients dus, duy, . ... Cest ainsi que
M. Aronhold a le premier découvert un invariant fondamental
de la forme cubique ternaire en formant le produit des quatre
déterminants 2+« b.c,, 2+ b,c.d,, 2+ c d.a;, 2+ d a.b.,
et effectuant ensuite les substitutions que nous venons d’in-
diquer. l.e méme invariant dans la notation de M. Cayley
s’écrirait (129)

137. Pour faire voir que les deux méthodes sont au fond
identiques, il suffit de remarquer que, d’aprés le théoréme
connu des fonctions homogénes, une fonction quelconque « du
degré n ne différe que par un facteur numérique de

d +x_d_+ o \*
X, Zl—; z(lx! Xy ﬁ) u,

de telle sorte qu’en P'éerivant sous la forme
(@, 2, + a2y + a, ),

les symboles «,, «, a,,. .. ne différent que par un facteur nu-
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, . d d d
mérique des symboles différentiels —, —5 —-
4 y dz. dz, dz,
parviendrons donc évidemment au méme résultat, soit en for-

mant, comme M. Cayley, des déterminants avec les symboles

- o d d d
différentiels dz. dz. d=.

M. Aronhold, avec les symboles a,, a., a;,. ...

.-+ Nous

»+++5 soit en les formant, comme

Tous deux font en outre usage du méme artifice. Si 'on
multiplie un certain nombre de symboles différentiels

d d d d
(1) (@ o)

et que I'on opére ensuite sur U, le résultat sera une fonction
linéaire des dérivées de U d’un ordre égal au nombre des fac-
teurs du symbole, et de cette maniére on n’aurait jamais de
coefficient différentiel & une puissance supérieure a la pre-
miére. Lors donc que I'on demande de composer le symbole
d’une fonction renfermant des puissances de ces dérivées, I'ar-
tifice auquel recourait M. Cayley consistait a écrire avec des
variables différentes, les facteurs du produit

d d d d

pour opérer sur plusieurs fonctions U, U,, . . ., puis a identifier
ces variables aprés la multiplication. De méme, M. Aronhold
emploie dans ses produits symboliques des symboles distincts
qui reprennent la méme signification une fois que la multi-
plication est effectuée. En multipliant les symboles a;, a,
a;. .., on ne pourrait obtenir que des termes renfermant les
coefficients a;; a la premicre puissance. Pour exprimer symbo-
liquement des fonctions renfermant les coefficients & un degré
plus élevé, Partifice consiste donc a faire usage de plusieurs
séries de symboles a;, ai, ai; b, b, by, . ., les produits a; a; ay,
b:bi by, ciciey,- . ., désignant tous le méme coefficient a;.

138. Aprés avoir exposé dans tous ses détails la méthode de
M. Cayley, il est inutile d’insister plus longuement sur une autre
10
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méthode qui n’en différc que par la notation. Nous ferons
seulement connaitre ici comment M. Clebsch a démontré que
tout invariant peut s’exprimer au moyen de produits symbo-
liques. Soit o(a, b, ¢,...) un invariant d’une forme unique ;
il a été démontré (90) qu’en effectuant sur lui I'opération
a dia + b Z(JE ..., on aura un invariant commun de deux for-
mes ayant l'une @, b, ¢,..., lautre &, V', ¢,... pour coefficients
correspondants. En effectuant de méme sur ce nouvel inva-
. o d d i
riant T'opération a” Ja b”% -+ ..., nous aurons un inva-
a

riant de trois formes et nous pourrons la répéter tant que les
coefficients a, b, ¢,..., figureront dans Iinvariant. On peut
donc, si 'on a un invariant d’'une forme unique contenant les
coefficients au degré p, en déduire un invariant d’un sys-
teme de p formes qui contiendra les coefficients de chacune
d’elles au premier degré, ct l'on revient d’ailleurs a l'in-
variant primitif, en supposant que les p formes redeviennent
. . . d d . .

identiques; car 'opération a 7a+ b gp e fait qu’y in-
troduire un facteur numérique. Si nous supposons, en outre,
que toutes les formes nouvelles ainsi introduites sont des
puissances nié"e parfaites, nous parvenons a ce résultat que de
Iinvariant donné d’une forme unique, on peut déduire un in-

variant d’un systeme de p formes
(a2, + .z, + aszy +... ), (e b+ ), (o .00,

et, ainsi que nous venons de le dire, on revient a I'invariant
primitif en remplacant chaque coefficient des nouvelles formes
par son correspondant dans la forme primitive, en remplacant
par exemple a", b, c?, ..., par le coefficient de «7 dansla
forme primitive. Les invariants des fonctions

(a‘x,-i—...)", (b.x.+...)",
sont évidemment des invariants des fonctions lincaires

ax,+..., bx+....
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Il est donc démontré que tout invariant de I'ordre p d’une
forme unique peut étre exprimé symboliquement comme in-
variant d’'un systéme de p formes linéaires: le seul point qui
nous reste maintenant a démontrer est que ce dernier iu-
variant est nécessairement une fonction des déterminants
formés avec les coefficients de ces fonctions linéaires. Nous
renverrons, pour la démonstration de M. Clebsch, au Journal
de Crelle, t. LIX, p. 7, cette démonstration, sans présenter de
véritables difficuliés, exigeant d’assez longs développements
et beaucoup d’espace. On peut encore s’en rendre compte a
I'inspection des équations dilférentielles des invariants. Ainsi,
pour un systéme de formes linéaires ax + by + ..., tout
invariant doit satisfaire a 1’équation

dl d

’ I //dI
b—d—&—l—bW-Fb da’

-+ ...=o0,

laquelle, intégrée comme une équation ordinaire aux diffé-
rences parlielles, donne pour I une fonction des déterminants
ab — a'b, ab” — a"b, ... et de méme en général.

10.
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FORMES CANONIQUES.

139. Puisque les invariants et les covariants conservent
leurs relations mutuelles quelles que soient les transforma-
tions linéaires que I'on fait subir a la fonction, il est clair
que, pour étudier ces relations, il suffira de la discuter sous
la forme la plus simple & laquelle elle puisse étre rame-
née. On étendra ainsi aux fonctions renfermant un nombre
quelconque de variables la méthode avec laquelle le lec-
teur est déja familiarisé pour les formes a trois et quatre
variables; lorsque I'on veut, en cffet, étudier les propriétés
d’une courbe ou d’une surface, tous les géomctres savent quels
avantages procure un choix d’axes de coordonnées permettant
de ramener I'équation de la courbe ou de la surface a sa forme
la plus simple (*). Cette forme la plus simple a laquelle une
fonction puisse étre ramenée sans perdre sa généralité, est ce
que I'on appelle sa_forme canonique. Nous pouvons, en comp-
tant simplement les constantes, reconnaitre si une fonction
proposée est assez générale pour étre prise comme forme ca-
nonique d’une autre fonction donnée; car, si elle ne contient
pas explicitement ou implicitement autant de constantes que
cette derniére prise sous sa forme la plus générale, la réduc-
tion ne sera pas toujours possible(**). Ainsi, une forme cubique

(*) 1l faut toutefois reconnaitre que les progrés de I'analyse qui permetteut
de traiter plus facilement les fonctions sous leur forme générale, tendent i
restreindre ’avantage de leur réduction & une forme plus simple.

(**) I n’est cependant pas vrai que réciproquement une forme quicontient le
nombre convenable de constantes soit nécessairement une de celles auxquelles
on peut ramencr la fonction générale. Car si nous cherchons, par la comparai-
son des coefficients, i V'identifier avec cette devniére, bien que le nombre des
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binaire peut étre ramenée a la forme X® + Y3, car cette der-
niére, étant équivalente a

(L my P+ (' + 'y,

contient en réalité quatre constantes, et, par suite, est aussi
générale que

(a, b, ¢, d{z, y).
De méme, une forme cubique ternaire contient, en général,
dix constantes, mais la forme

X3+ Y3+ 75 +~ 6 MXYZ

en contient également dix, puisque, indépendamment de la
constante M qui apparait explicitement, chacune des quantités
X, Y, Z en contient implicitement trois autres. Cette derniére
peut donc étre prise comme forme canonique d’une forme cu-
bique ternaire, et, en effet, les progrés les plus importants qui
aient été faits récemment dans la théorie des courbes du troi-
siéme degré, sont dus 2 ’emploi de cette expression simple et
commode.

équations soit égal a celui des quantités a déterminer, il peut arriver que les
constantes y figurent de telle sorte que les équations ne puissent étre toutes
satisfaites. Ainsi la forme

(x— o)+ (r—p2 =lr+mr+n

renferme cing constantes, et cependant elle n’est pas une de celles i laquelle
on puisse ramener la forme quadratique ternaire prise dans toutesa généralité.
En effet les constantes y figurent de telle sorte que, bien que leur nombre
soit plus que suffisant pour identificr les coeflicients de x, » et le terme indé-
pendant a ceux d’une forme quelconque, nous n’avons cependant aucun moyen
d’identifier de méme ceux de x*, xy cty®.
Un exemple plus important est le suivant:
B A aE A A SO

z, u, v étant des fonctions linéaires. Dans le cas d’une forme ternaire, cette
forme contient implicitement quatorze constantes indépendantes, et dés lors
parait étre une de cclles auxquelles peut se ramener la forme générale du
quatrieme degré. M. Clebsch a cependant fait voir qu’il existe une condition
qui doit étre remplic pour que la réduction soit possible et que cette condi-
tion consiste en ce qu’'un certain invariant doit se réduire a zéro.
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140. La fonction quadratique (a, b, ¢c{x, »)* peut étre ra-
menée d’une infinité de manicres a la forme z* + y*, puisque
cette derniére comprend quatre constantes et la premiére seu-
lement trois. La forme quadratique ternaire, qui contient six
constantes, peut de méme étre ramenée d’une infinité de ma-
niéres a la forme 2? 4+ y? + 2%, qui en contient neuf, et, en
général, une forme quadratique a un nombre de variables
quelconque peut &étre réduite d’une infinité de maniéres a une
somme de carrés. 1l faut cependant remarquer que, bien que
cette réduction a une somme de carrés puisse s’effectuer d’'une
infinité de maniéres, néanmoins le nombre des carrés po-
sitifs et négatifs est déterminé. Ainsi, une forme binaire qui
peut étre ramenée a la forme x* +- 2, ne saurait prendre la
forme u* — ¢*; les deux expressions x? + »2, u* — ¢* ne pou-
vant étre identiques, puisque les facteurs de I'une sont ima-
ginaires, tandis que ceux de I'autre sont réels. De méme, pour
les formes ternaires, nous ne pouvons avoir

Xt Ayt — 2P = Ut - 0 -
puisqu’on aurait par suite

x4yt =3 4 U+ ¢+ @,
ou, en d'autres termes,

=2+ +my+nzp+ 'z +my+nz)y
+ "z +m"y + n"z),

et si nous faisons x —o et y=o0, 'un des membres de I'identité
s’annule, tandis que lautre se réduit & une somme de quatre
carrés positifs qui ne saurait éire nulle; le méme raisonne-
ment s’applique en général.

141. Nous commencerons par montrer qu’une forme cu-
bique binaire peut toujours, ainsi que nous 'avons annoncé,
se ramener a une somme de deux cubes, Cette réduction con-
stitue en fait la résolution de I'équation du troisiéme degré,
puisque la forme ramenée a la somme X* + Y? se décompose
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immédiatement en facteurs linéaires. Si la forme donnée
(a, b, ¢, d{z, yP
devient, par une transformation,

(A,B,C DX, Y),
le Hessien (93)

(ax +by) (cx + dy)— (bx + cy )

étant un covariant, doit, par définition, se transformer en une
semblable fonction de A, B, C, D, X,'Y, c’est-a-dire que 'on
doit avoir

(ac — b*)x* + (ad — be) xwy + (bd — ¢*) y*
— (AC — B*)X + (AD — BC)XY + (BD — C:) Y=,

Si, dans la transformée, B et C s’annulent, le covariant se ré-
duita ADXY, et 'on voit immédiatement que I'on doit prendre
pour X et Y les deux facteurs linéaires du Hessien; X et Y
étant connus, il suffit d’identifier la forme donnée avec

AXe+ DY

pour déterminer A et D.

EXEMPLE. — Réduire 42° 4 gx* 4+ 18x 417 & la forme AX* 4 DY?.

Le Hessien est
(4x=43)(6x+17)— (324 6)%,
ou
152° 4+ box+15;

ses facteurs linéaires sont x4 3, 3 -+1. Identifiant la forme donnée avec
I’expression

Alz+3) +D(3z+41)",
nous avons

A+27D =4, 27A4+D =17,

d’ou

728D = g1, 728A =455.
A et D sont donc dans le rapport de 5 & 1, et la forme cubique donnée
ne differe que par un facteur (ce facteur est 8) de

5(x—43)" + (3a+1)';
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il est clair que les racines seront données par I'équation
3r4-1 +(x+3)€/§: 0.

142. Il est évident qu’une forme cubique ne peut pas tou-
jours étre ramenée ala forme AX® + DY? par une transforma-
tion réelle, puisque cette derniére a un facteur réel et deux
facteurs imaginaires, et, par suite, ne peut s’identifier avec
une forme dont les trois facteurs seraient réels. Le discrimi-
nant du Hessien

f(ac — b)) (bd — ¢*) — (ad — be)?

est, avec un signe contraire, le méme que celui de la forme
cubique. Quand ce dernier est positif, le Hessien admet deux
facteurs réels, et la forme cubique un facteur réel et deux
imaginaires ; quand il est négatif, les deux facteurs du Hessien
sont imaginaires, et la forme cubique a trois facteurs réels.
Quand le discriminant se réduit a zéro, le Hessien et la forme
elle-méme ont deux facteurs égaux, ct 'on peut vérifier direc-
tement que le Hessien de XY est X (*).

Il est a remarquer qu'unc forme ne peut pas toujours étre
ramenée a sa forme canonique. L’'impossibilité de la réduction
indique alors I'existence de quelque particularité dans la fone-
tion. Ainsi, une forme cubique qui a un facteur carré ne peut
étre ramenée a une somme de deux cubes, sa forme la plus
simple élant 2%y

143. De méme qu’'unc forme cubique peut étre ramenée
a une somme de deux cubes, toute forme binaire de degré im-
pair 27 — 1 peut se réduire a une somme de z puissances de
degré 2n — , théoréme di & M. Sylvester. En effet, le nombre
des constantes dans une forme binaire est toujours sapéricur
d’une unité au degré; dans le cas qui nous occupe, ce nombre
est 2n, et nous avons précisément le méme nombre de con-
stantes en prenant n termes de la forme (lx -+ my)=-'. La

(*) En géncral, quand une forme binaire admet un facteur carré, il en existe
également un dans le Hessien, ainsi qu'on peut le vérifier en calculant direc-

tement eelui de 2% p.
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transformation peut s’opérer par une méthode qui est la gé-
néralisation de celle du n° 141. Pour plus de simplicité, nous
l'appliquerons au cinquiéme degré, mais elle est générale. La
question se réduit a déterminer u, v, w, de telle sorte que

(a, b, ¢, d, e, iz, y)=u + v* + ws.
Nous allons prouver que, si I’on forme le déterminant
ax + by br+cy cx+dy
bx +c¢y cx+dy dx—+ey |»
ce +dy dr +ey ex+ fy
les trois facteurs de cette fonction du troisiéme degré seront
u, v, w. Soient, en effet,
v=lIlx+my, v=Uzx+my, w=U"z+m"y;
en différentiant I'identité
(a, b, c,d, e, fiz,y)=u*+ ¢* + w

quatre fois successivement par rapport a zx et divisant par 120,
nous avons

ax +by =lu—+1"v+1"w;
différentiant de méme trois fois par rapport a x et une fois par
rapport a y, il vient

bx +cy=0Umu~+1"mv+1"m"w,

et ainsi de suite.
Le déterminant qui précéde peut donc s’écrire

Laud-1"o4 " B~ 12m'o4=1"m"w 12mPu4-0"m"0 1" m" w
Cmu—1"m"o +=L"m"w  FmPu—-1"m"o 1" m"w  InPu4-1'm" o 4-1"m"
PmPu—=1mo 40" " w a1 m" o 41" m" w m i~ m" e - m"

Remarquons maintenant que les cocfficients de u, dans
chaque colonne, sont proportionnels & 3, Im, m*; par suite,
si nous résolvons ce déterminant en déterminants partiels,
comme au n° 22, tous ccux de ces déterminants qui conticn-
dront deux colonnes ou entre x s’évanouiront comme ayant
dceux colonnes identiques; il en sera de méme de ceux qui
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contiendront deux colonnes ou entre v ou w. Le déterminant
se réduira donc au produit #ew, multiplié par un facteur nu-
mérique (*).

Lorsque I'on aura décomposé le déterminant écrit au com-
mencement de ce numéro en trois facteurs

(z +2y)(z+py)(z+vy)
en résolvant une équation du troisieme degré, on saura que

u, v, w ne peuvent différer de ces facteurs que par des coel-
ficients numériques; on posera

(as b, ¢, d, e, [z, yp
=A(x + Ay +B(x+py)p +Clo+vy),

et 'on déterminera A, B, C en résolvant l'un des systemes
d’équations que I'on obtient en égalant trois coefficients pris
dans les deux membres de cette identité.

Le déterminant dont nous avons fait usage est un covariant,
que nous appellerons covariant canonique de la forme donnée.

144, Ce covariant peut s’écrire sous une autre forme, qui
est peut étre plus simple, savoir :

l \’.3 —‘}”""Z' ‘}xz —x
a b c d
b ¢ d e

¢ d e f

Nous aurions été conduits & cette derniére forme si nous
avions suivi la marche qui se présentait le plus naturellement
en cherchant a déterminer directement les six quantités A, B,
C, A, p, v, a laide des six équations que fournit la comparai-
son des coefficients dans I'identité du n° 143. Nous ne pou-
vons consacrer ici assez d’espace au développement de la
solution sous cette forme, et nous renvoyons l¢ lecteur au
Mémoire de M. Sylvester ( Philosophical Magazine, nov. 1851).
I’identité du dernier déterminant avec celui du numéro pré-

(*) Ce facteur est (Im' — U'ni* (I'm" —1"m")* (I"m — Im")*.
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cédent a é1é démontrée par M. Cayley ainsi qu’il suit. Nous
avons, par la régle de multiplication des déterminants (22),

r* —yrx yxd —a° I 0 0o 0
a b ¢ d x ¥y 0 o
b ¢ d e < oz y
¢ d e f o o x ¥

) 0 0 o

o axr+by bx—+cr cx+dy
o bx—+c¢y cxr+dy drx+ey
o cx+dy dx—+ey ex—+ fr

en divisant des deux cOtés par »*, on a 'identité demandée.

145. Nous avons encore a mentionner une autre méthode
pour trouver le covariant canonique. Soit (A, B, C, Dz, )
ce covariant, ou I'on doit déterminer A, B, C, D; nous avons

. d d . . L
vu (107 ) que le symbole (A, B, C, D;{;jy, — %) fournira aussi
un covariant. Mais, si I'on applique cette opération a (x -+ Ay)s,
x + Ay étant un facteur de (A, B, C, DTz, y)P, le résultat se

réduira & zéro, puisque I'un des facteurs du symbole est

d d . ) .
@-—)\%- Donc, puisque la forme donnée est, par hypo-

thése, la somme de trois termes tels que (x + Ay ), le résultat
que l'on obtiendra en lui appliquant cette opération sera nul.
Nous avons ainsi
A(d, e, fiz,y)—B(c,d, e{x, y)
+C(b, e, d z, vy —D(a, b, ¢, {x, y)=o.

Egalant séparément 3 zéro les coefficients de z*, xy, »?, il

vient
Ad—Bc+Cb—Da=—o,

Ae—Bd+ Cc—Db:==o,
Af—Be+Cd—Dc=o.

Par suite (28), A est proportionnel au déterminant que l'on
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obtient en supprimant la colonne A, c’est-a-dire a
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a b ¢
b ¢ d|;
c d e

de méme, pour B, C, D; on obtient ainsi le covariant sous la
forme donnée au numéro précédent.

146. Passons maintenant aux formes de degré pair 2n.
Puisque la forme contient 2 n + 1 termes, si nous I’égalons a
une somme de n puissances de degré 2n, nous avons une
équation de plus que nous n’avons de constantes a déter-
miner. D’un autre c0té, si nous ajoutons une puissance 2 n'"
de plus, nous avons une constante de trop, et la forme donnée
peut étre réduite d’une infinité de manieéres. Il est cependant
facile de déterminer la condition qui doit étre remplie pour
que la forme soit réductible a une.somme de n puissances de
degré 2n. Ainsi, les conditions nécessaires pour qu’une forme
du quatriéme degré et une forme du sixiéme soient réduc-
tibles, la premiére a la somme de deux quatriémes puissances,
la deuxiéme a la sommme de trois sixiémes puissances, s’expri-
ment en égalant a zéro les déterminants

0 b e a b ¢ d

b ¢ d | boe d e )

¢c d e doe f
4o f g

et ainsi de suite. En effet, dans le cas du quatriéme degré, les
éléments du déterminant sont les dérivées du quatriéme ordre
de la forme, et, en les exprimant en fonction de « ¢t v, comme
au n° 143, il est facile de voir que le déterminant se réduit 4
zéro si la forme peut ¢tre ramenée a la somme de deux termes
u' + ¢'. De méme pour les autres cas. Le déterminant déve-
loppé pour le cas du quatriéme degré est Uinvariant déja
donné¢ (108, Exemple I)

ace + 2bed — ad? — eb* — ¢,
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147. Lorsque cette condition n’est pas remplie, la forme
est réductible a la somme de n puissances, avec un terme
additionnel. Ainsi, la forme canonique est, pour le quatriéeme
degré, u* + ¢* -+ 62u’¢*. Nous commencerons par ce dernier
cas; la méthode que nous emploierons n’est pas la plus fa-
cile dans ce cas particulier, mais c’est celle qui montre le
mieux comment la réduction doit s’opérer en général. Soit
donc (A, B, C{z, y)* le produit de « et v que nous cher-
chons a déterminer, et effectuons I'opération

. d d ,
(A, B,C{@a ——(7;}

sur les deux membres de I'identité
(a, b, ¢c,d, ez, y) —=u' + v + 6hurv.

De méme que plus haut (145), opération exécutée sur u et ¢*
donnera un résultat égal a zéro; sur 62u2¢?, elle conduira i
12N uv, ¥ étant égal a 2(4AC — B*)). Egalant les coefficients
de z*, xy, y* apres avoir effectué les opéralions, nous avons
les trois équations

Ac—2Bb+ Ca=VA,
Ad—2Bc+Cb=1VB,
Ae—2Bd+ Cec=¥C.

Eliminant A, B, C, on a pour calculer %', le déterminant

a b c— N
Y
b ¢+ - N d 2 0,
Q%
c— 1 d e

qui, développé, donne I'équation du troisiéme degré

N — ¥ (ae — 4bd + 3¢*)

—2(ace + 2bed — ad* — eb* — ¢¢) =20 (*),

(*) Le discriminant de cette équation est le méme que celui de 1a forme du
quatriéme degré.
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dont les coefficients sont des invariants. 1l existe donc une
remarquable différence dans la réduction des formes binaires
a leur forme canonique, suivant que le degré est pair ou im-
pair. Dans ce dernier cas, la réduction est unique, et le sys-
téme #, ¢, w,... ne peut étre déterminé que d’une seule
maniére. Lorsque le degré est pair, on obtient plusicurs sys-
témes de solutions. Ainsi, dans le cas qui nous occupe, une
forme du quatriéme degré peut étre ramenée de trois ma-
niéres a sa forme canonique, et si nous prenons pour A’ I'une
des racines de I'équation du troisiéme degré, en substituant
sa valeur dans le systéme d’équations précédent, nous pour-
rons déterminer A, B, C.

148. Si nous passons maintenant a la réduction de la forme
générale (a,, a,, a,. ..}z, y)™, la forme canonique qui parait
la plus naturelle est w™ + o™ 4+ w™ 4, ..+ Ruwerw?. .., le
nombre des quantités u, v, w... étant n. Mais la réduction
est accompagnée de difficultés qui n’ont encore été surmon-
tées que dans le cas de n = 2 et n = 4. Cependant la méthode
précédente peut encore étre appliquée si nous prenons pour
forme canonique la fonction

w4 0" 4. o+ AVuew. ..,
dans laquelle uvw. .. élant égal a
(Au’ A-a AD' . ':{xa ,7')”3

V est un covariant de cette derniére fonction tel, que, si V'on
effectue sur Vuvw... 'opération

le résultat soit proportionnel au produit uvw. ... Supposons
pour un instant que nous ayons trouvé une fonction V qui
remplisse ces conditions, en procédant comme au numéro
précédent, et opérant avec le symbole indiqué plus haut sur
identité que 'on obtient en ¢galant la forme proposée a sa
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forme canonique, nous avons le systtme d’équations
Y

n—i1
Aoa,, — nA [/ -+ “‘(—2——‘)‘ A2 Apga— o v « )\An,

n(n—n1)

Ay —nAa, + ANay—...= AA, )

n(n—1i)

Aoan_ nA any + “_'2—‘-'— 2 d ——...:‘)\A»,

d’ou, éliminant A,, A,, A.,.. ., on tire le déterminant

an - )\ a:z+l an-|-2 ... a'm

I
Ap—y a, -+ =4 /2] e Qo

n

2 ’
an— a,—, a, — .. Aoy
n(n—i)

a, a, a a2 (")

Ayant trouvé A en égalant ce déterminant & zéro (équation re-
marquable, dont tous les coefficients sont des invariants), les
équations précédentes permettront de déterminer les valeurs
de A,, A,,... correspondantes aux n + 1 valeurs de A.

149. Pour appliquer cette théorie au cas d'une forme du
. O\ r ' .
sixieme degré, la forme canonique est

us + ¢ 4 ¢ 4+ Vuvw,

(*) Ce déterminant peut encore étre obtenu dinsi qu’il suit. Soient ', y’
decux variables qui se transforment par la méme substitution que x, y; for-

mons la fonection
l (I N 5\
( ]/ )/) U+ A(.’t‘)” J,,,/)n’

qui se change par une substitution linéaire en une fonction semblable (92et 98);
prenons les 7 -+ 1 coefficients des puissanees 2", 2"~ y,.. ., et éliminons linéai-
rement les n -1 quantités 2%, 2'*~' 3',..., nous obtiendrons le déterminant en

question.
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ol uvw élant égal a
(Aoy AH A‘ly A-;K‘Z', ,:V)s’

Vest1'évectant du discriminant de cette derniére fonction, dont
nous avons donné I'expression développée (109). Nous allons
faire voir un excellent exemple de I'emploi des formes cano-
niques en montrant que, pour une forme cubique quelconque,
le résultat de 'opération

d d

(a, a,, @y, ag\x’(—i;a — ‘7;;)‘,
effectuée sur le produit de la forme elle-méme par I’évectant
que nous venons de mentionner, est proportionnel a la forme
primitive. Car il suffit de le démontrer pour le cas ou la
forme cubique est réduite a sa forme canonique z* + 3%, et
Iévectant a x* — »3, comme on le voit en faisant b=c=o0
et a —=d —1 dans I'expression donnée (109). Le produit de
la forme par son évectant sera x° — y°, et, en opérant avec le
symbole

d» d?
dy: dz

on obtient évidemment un résultat proportionnel & x* + .
Ce théoréme étant indépendant des transformations linéaires,
est vrai en général s’il est vrai pour une forme spéciale. La
forme canonique étant donc prise comme plus haut, nous pro-
céderons comme au numéro précédent, et nous tirerons 2 de
I’équation

a, a . a; — 2
1
a, a: a; + 3" A a,
T O’
I
a, a, — 75' 1 a, a,
a, + A a; a, ag

qui, développée, ne contient que des puissances paires de 2.
Si nous supposons le produit uvw réduit & sa forme canonique
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x* 4y, dont les trois facteurs sont
z+y, x+oy, x4+,

» étant une racine cubique de I'unité, il est évident, d’aprés
ce qui précede, que la forme canonique correspondante pour
la fonction du sixiéme degré sera

Az +yr+Blx +oy) +C(xr+oy) + D(zt—y°).

On peuat prouver (135) que, si u, ¢, w sont les facteurs de 1'ex-
pression cubique, ceux de I'évectant dont nous avons fait
usage sont & — ¢, v — w, w — u, de telle sorte que la forme
canonique ci-dessus peut aussi s’éerire

us =+ of w4 duow (u — o) (v —w)lw— uj.
150. Dans le cas du huitieme degré, la forme canonique est
W 0w o 2 A huw ot 2t

car, si nous opérons sur ¢ w?z* avec un symbole formé sui-
vant la méthode des numéros précédents, le résultat sera pro-
portionnel a wvwz.

Quant aux formes canoniques plus élevées, nous nous con-
tenterons de mentionner celle de la forme cubique ternaire
due a M. Hesse

2+ y* + 28 + Gmayz,

et celle que M. Sylvester a donnée pour la forme cubique
quaternaire
R S e ol Al SR AN S A

181. Lorsque l'on adoptc, comme nous venons de le
faire (143, 150), pour forme canonique d’une fonction a n
variables une nouvelle fonction & n +1 variables (ces der-
niéres étant liées par unc ¢quation linéaire), on peut se de-
mander quelle forme prennent alors les contrevariants, ct
comment on peut déduire les covariants et contrevariants les
uns des autres par différentiation mutuelle (106) sans qu’il
soit nécessaire de repasser par la forme générale a n variables.

Supposons que nous ayons un conirevariant d’une forme

11
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ternaire, nous pouvons (101)le considérer comme un invariant
commun de cette forme et de la fonction linéaire 2 £+ yn -+ 2.
Si I'on introduit dans 'expression de la forme une nouvelle
variable v liée a x, y, z par la relation identique

r+y—+2z+v=o,

et que l'on écrive par analogie la fonction linéaire ci-dessus
avec une variable 6 de plus, elle devient

xE+yn+30+00;
ou, en y remplacant v par — (x +y + 3z},
Z(E—=0)+y(n—0)+ 2L —0)

L’expression du contrevariant a quatre lettres &, £, », 0 se dé-
duira donc de Pexpression primitive a trois lettres, en rem-
placant £, », { par £— 0, n — 0, {— 0, et, sous cette forme,
le contrevariant sera fonction des différences entre ces quatre
quantités.

ExexpLE. — Considérons la forme quadratique ternaire

(”7 by ¢y fv k8 h "l‘7 s Z)z;
mettons-la sous la forme «.i® 4 by® - ¢3* + v*, qui revient, en rempla-
cant e par — (z+y42), A(a+d, b4-d, c+d, d, d, d{x, y, z)?
ot cherchons, sous cette nouvelle forme, ce que devient le contrevariant
(bc— f*)& ... (101). D’apres ce que nous venons de dire, nous avons
a remplacer dans Vexpression (be -— f7)8°4-.. , b, ¢, par a-+4d,
had, cd; f, g, hpar d; enfin £, », ¢ par ’—0 n—~f) L—0, etil
vient

2

(b4 cd 4-bd) (E—0) + (ca 4 cd 4 ad) (n - 0)*
+ (b 4 ad + bd) (§ — 0)* — 2ad (2 — 0) (L — )
—2bd (E—0)(6—0) —2cd(§—10)(n —0),
ou en réduisant
be(e — 0 +cala—0) 4 ab (L — 0
4 cd(E—mn) —1—0/(5—3,)24—//([(7,—'(.)"'

ou, sous une forme abrégée,
Sed(E— 7%

HIC - Cote - 10.SAL 63




FORMES CANONIQUES. 163

152. Nous savons que nous pouvons remplacer dans les

contrevariants £, 7, £ par - pour opérer sur un co-

d d
dz’ d]
variant; si ce dernier est exprimé avec quatre variables z, 3,
z, v, la variable « entrant a la fois explicitement et implicite-
ment comme comprise dans ¢, la dérivée par rapport & x est
d d dv
dz " dvdx
dil— — (—l; de méme pour ——, Ié Le contrevariant deviendra

x  dv dy  dz
donc un symbole propre & opérer sur une fonction a quatre

; d d d d
lettres, en y remplacant &, », ¢ par —

-t =2 _ =2
de— dv’ dy — 4’
d d . . , . ,
—— — ——3; mais nous venons de voir qu’en teiplacant Z, 4, ¢
dz  dv s ; :
par £—0, n—0, {— 0, on donnait au contrevariant fa forme
a quatre lettres. 1l nous suffira done de remplacer, dans cette

d d d d o
Tz dy 7z do nous avons
ainsi la faculté, une fois que nous avons trouvé un contreva-
riant & quatre lettres, d’en déduire un nouveau covariant sans
recourir aux calculs laborieux qu’exigerait le retour & la forme

a trois lettres.

ou, cn vertu de la relation qui lie va «, y, z,

dernicre forme, &, », ¢, 0 par

Exeypre. — Le contrevariant de la forme ternaire ax~-0)? 4 c*+-ov®
. s s . 14 R .
est Ted (£ — #)*; si Pon y remplace £ par g et que l'on opére avee

. it
le symbole ¥ ¢d ((—/; —

o \* . . .
@) sur la forme elle-méme, il vient, abstraction
faite d’un facteur numérique,
bed 4+ abd 4 acd 4 abe.
Clest, sous cette nouvelle forme, 'expression du discriminant, ainsi qu’on
peut le vérifier sans peine en remplagant dans la valeur géndrale de cette
quanlité «, b, ¢ par a-+d, b+ d, c+d, ct f,g, hpard.

Nous démontrerons de méme que nous pouvons reniplacer
d d d

d :
dans un covariant x, ¥, Z, ¢ par —— —=.. =L nour opérer
‘ P B VRgE I dz a6 PO

1.

HIC - Cote - 10.SAL 63




164 DOUZIEME LEGON.

ensuite sur un contrevariant; en effet, il est clair que nous

ouvons d’abord rem )lacer Yy, 2 par (] “ (l et ¢ par
x AP —my ey ]
D ! 5 E dé’ d'n’ dé, p

d d d . S
— <-JZ —+ P + TC> mais le contrevariant a quatre letires se
déduit du contrevariant a trois lettres en remplacant £, »,
par £ —0, n—0, £—0, et les dérivées par rapport a &, 0, ¢
sont les mémes sous 'une et autre de ces deux formes, tandis
que la dérivée de la premiére par rapport a ¢ est égale a la
somme prisc avec le signc — des dérivées de la deuxieme
par rapport a &, n, .

Nous verrons, dans les lecons suivantes, de nombreuses
applications de ce théoréme,
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TREIZIEME LECON.

APPLICATIONS AUX FORMES BINAIRES (2¢, 3° ET 4° DEGRE).

153. Aprés avoir exposé les points les plus essentiels de la
théorie générale, nous allons, dans cette lecon, I’éclaircir par
des applications et étudier, dans quelques-uns des cas les plus
simples, les différents invariants et covariants qu’une forme
donnée peut admettre. La méthode du n° 88 montre qu’une
forme binaire a, en général, » — 2 invariants indépendants.
Il a été démontré, en effet, qu’il pcut y avoir n— 3 inva-
riants absolus; et puisque, d’aprés le n° 89, on peut déduire
un invariant absolu de deux invariants ordinaires, le nombre
de ces derniers surpasse d’une unité celui des invariants ah-
solus. Si 'on a deux invariants, S et T, du méme degré, la
fonction S +a'l, a étant un facteur numérique, sera également
un invariant; mais nous ne la considérerons pas comme un
nouvel invariant essentiellement distinct de S et T. De méme,
si S est du second degré et T du troisiéme, la fonction $* + aT?
ne sera pas un invariant essentiellement distinct de S et T.
Mais, si un autre invariant R ne¢ peut s’exprimer rationnelle-
ment en fonction de S et T avec lesquels il est 1ié par une
equation telle que R*=5* + a7, nous considérerons R comme
un nouvel invariant distinet, bien que non indépendant de S
et T. Ainsi, bien que le nombre des invariants indépendants
d’'une forme soit n — 2, ainsi que nous Pavons déja dit, le
nombre des invariants distincts est indéfini au dela du sixiéme
degré. Sil'on a un systéme de deux formes des degrés m et n,
on verra, en suivant la méthode du n° 88, que le nombre des
équations qui doivent étre satisfaites est m + n -2, et que le
nombre des constantes dont nous pouvons disposer n’étant
que de 4, il doit y avoir m + n — 2 invariants absolus, et
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m -+ n — 1 invariants indépendants. Cest-a-dire que le sys-
teme des deux formes admettra, cn général, trois invariants
indépendants en sus des m — 2 ¢t n — 2 invariants qu'admet
chaque forme en particulier. Cependant, si 'une des formes
est du premier ou du second degré, il n’y aura que deux nou-
veaux invariants indépendants; cela tient & ce que, dans ce
cas particulier, n — 2 n’est pas le nombre des invariants in-
dépendants de la forme, ce dernier nombre étant supérieur
d’une unité a n — 2, c’est-a-dire o pour la forme linéaire el
1 pour la forme quadratique. Le nombre des autres invariants
scra donc inférieur d’une unité a ce qu’il devrait étre d’aprés
la régle générale.

Les invariants d’'une forme et de I'expression linéaire

xE+yan+...(101)

peuvent étre regardés comme des contrevariants de la forme
donnée, et, dans les formes binaires, les contrevariants de-
viennent des covariants en changeant £ et » en y et — .
Une forme binaire n’a donc, indépendamment de ses inva-
riants, que deux covariants indépendants; la forme elle-méme
pouvant étre considérée comme étant 'un de ces covariants,
on voit que tous les covariants peuvent s’exprimer en fonction
de la forme, de ses invariants et d’'un covariant; toutefois cette
expression ne sera pas nécessairement rationnelle en général.
Nous allons maintenant passer en revue les invariants et co-
variants fondamentaux des systémes les plus simples.

184. Forme quadratique. — Nous avons déja établi les
points principaux de la théoric de la forme quadratique

(a, b, ¢ x, ¥).

Elle n’admet (89) qu’un seul invariant indépendant : c’est
son discriminant ac — b*. Tout autre invariant sera une puis-
sance de ac — b*. Nous avons fait voir aussi (124) que, d’a-
pres laloi de réciprocité de M. Hermite, les formes de degré
pair ont seules des invariants du second ordre dont la formule

———=27 PR . .
symbolique est12 . Si I'on fait 3 =1 dans la forme, eiic re-
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présentera géométriquement un systéme de deux points sur
I'axe des x; lorsque le discriminant se réduit & zéro, ces deux
points coincident.

De méme, deux formes quadratiques

(a, b, ¢z, yp, (d,V,c{x,y)

ont pour invariant T2 ou ad 4+ d c—a2bb (90). Si 'on admet,
comme ci-dessus, que chaque forme représente deux points
sur I'axe des x, la réduction a zéro de cet invariant exprimera
que les quatre points sont en rapport harmonique, les deux
points représentés par l'une des formes étant conjugués par
rapport aux deux points représentés par 'autre forme.

Le covariant 12 (118) est
(ab" —bd' ) 2* + (ac' — ca') xy + (be' —b'c)y.
Son discriminant
(ac’ —cd )+ 4(bd — b a)(bc — bc),

est le résultant du systéme : il peut aussi s’écrire sous la

forme
(ac' +cd' — 200"y — f(ac — b*)(a' ¢’ — b?).

Lorsque T'on a trois formes quadratiques
(a, b, ¢z, y), (d,0,c 2, py)p (a’, 0", " x ),
la réduction a zéro du déterminant
« b ¢
a« b
“// b// ¢
exprime la condition nécessaire pour que les six points repré-
sentés par les trois formes soient en involution.
155. Forme cubique. — Passons maintenant a la forme cu-

bique
(a, b, ¢, d x, y).

Elle W’a qu’un invariant (89), ¢’est le discriminant

ard? + facd 4+ 4db* — 3b2 ¢t — 6abed.
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Le Hessien 12 est
(ac — b*) x* + (ad — be) xy + (bd — ¢*) y?,

il peut aussi s’écrire comme déterminant

« b ¢
b c d |.
yr o= xy x*

Il a le méme discriminant que la forme elle-méme (142). Si
I'on désigne par «, B, y les trois racines, le Hessien est égal a
S(@x—a)?(B —y) (10%). Le covariant cubique 12" .13 ou I'é-
vectant du discriminant est (109)

(@d +2b" — 3abc) x* +- 3 (b2 ¢ + abd — 2ac*)x*y
+3(2b*d — be* — acd ) xy* + (3bed — ad* — 2.¢%) y>.

11 peut éire représenté géométriquement ainsi qu’il suit : si
I'on prend les trois points représentés par la forme cubique
primitive, et que 'on détermine pour chacun d’eux son con-
jugué harmonique par rapport aux deux autres, on obtient
trois nouveaux points qui scront la représentation géomdé-
trique du covariant en question. Ce théoréme s’obtient en
remarquant que, si la forme primitive se réduit a xy(x +y),
x — y sera un facteur du covariant, comme on le voit en fai-
sant ¢ = d = o0, b = ¢ ==1. Mais «# + y,, x — y sontl conjugués
harmoniques par rapport a x et y, et si I'on désigne par «,
8, 7, 0 les distances & 'origine de quatre points sur l'axe
des x, toute relation harmonique ou anharmonique entre cux,
s’exprimant par le rapport des produits (e —3)(y —d) et
(e—7y)(B—0), n’est pas altérée (103) par une transformation li-

roe . . \ )\2 -+ - D .
neaire, qui revient a remplacer o par mh, - Par COl]Suneﬂl,
Yo

si de tels rapports, que n’altérent pas les transformations li-
néairés, sont démontrés pour un cas, ils le sont en général.
Les autres facteurs de I'évectant de xy(x -+ y) sont & + 2y,
2x + y, de sorte que 'on peut donner au résultat une forme
symétrique d’aprés laquelle P'évectant de zyz (x, y, z élant
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liés par la relation » + y -+ z = o) sera

(z—y)(y—2)(zs—=x).

Ces considérations nous conduisent a 'expression des facteurs
du covariant en fonction des racines de la forme donnée; car,
si d représente la distance a 'origine du point conjugué de o
par rapport a 3 et y, résolvant par rapport a o I'équation

(2 —B)(y—29)
(a—7)(—09)

_= —1,
il vient

N aBHay— 2By

E R Nl S N

20— [ —7

(e}

et 'expression du covariant est
[(ea—P—7)x+(28y — a3 —ay)y]
X[(2f—a—y)x+ (292 — By — Ba)y]
X2y —a—B)x+ (223 — y2— ) )]

’

comme on peut le vérifier en effectuant la multiplication et
les substitutions en fonction des coefficients de I'équation.

136. Si nous voulons ¢tablir une relation entre les cova-
riants et invariants qui précédent, nous ferons usage des
formes canoniques qui sont pour U, ax’ + dy*; pour le dis-
criminant D, a*d?; pour le Hessien H, adzxy; pour e covariant
cubique J, ad(az’ — dy*). Nous pouvons ainsi démontrer que
le discriminant de J est le cube du discriminant de U, car,
pour la forme canonique, il s¢ réduit a a*d®. Nous avons été
conduits aussi, au n° i3, & prévoir que J n’est pas indépen-
dant de H et de U, et nous pouvons en effet démontrer aisé-
ment, a I'aide de la forme canonique, la rclation suivante, due
a M. Cayley,

— DU* = — 4 H:.

M. Cayley s’est servi de cette relation pour décomposer U
en ses facteurs lindaires. En effet, puisque J* — DU* est un
cube parfait, nous sommes conduits a conclure que les fac-

teurs J +=U \/B sont également des cubes parfaits, et, en effet,
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pour la forme canonique, ces facteurs sont 2a*dz* et 2ad?y>.
Maintenant, puisque zya -+ yy/d est 'un des facteurs de la

forme canonique, on voit immédiatement que le facteur gé-

néral est proportionnel a

1
3

(UVD 1) + (UyD—1)7,

fonction linéaire qui s’évanouit évidemment quand on sup-
pose U=o.

ExevpLE — Reprenons I'exemple du n° 141

U=42°+9gr'+18x+17;
nous avons
D =1600, J=1102" — gox’y —630xy* — 670",
d’ot B 5 )
UyYD+J=10(3z+42), UYD—J=50(z+3r),
et les facteurs sont e
342+ (24 32)(5-

157. Systeme composé d’une forme cubique et d’une forme
quadratique. — Soient

(a, by e, d z, yP, (A, B, Cla, r)

les deux formes. L’invariant le plus simple du systéme s’ob-
tient en combinant la forme quadratique avec le Hessien de
la forme cubique, et calculant ensuite leur invariant commun,
on a

I =A(bd — ¢*) — B(ad — be) + C(ac — b?).
Le résultant, calculé d’apres la méthode du n° &4 ou d’aprés
celle du n° 67, est
R=aC*—6abBC* + 6acC(2B>— AC) + ad(GABC — 8B?)
+ 9b*AC* — 18bc ABC + 6b0dA (2B — AC)
+ 9c*A’C — GedBA* + d* A%,
On peut prendre I et R pour invariants fondamentaux du sys-
téme : pour leur comparer les autres invariants, il sera com-
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mode de faire A == o ¢t C = o, ce qui revient & prendre pour «
et y les deux facteurs de la forme quadratique; 1 se réduit,
dans ce cas, & B(bc — ad) et R & — 8B*ad. Le déterminant de
Jacobi est

(Ab—Ba)x®+{2Ac—Bb—Ca)x*y
—+ (A(1+B0—2Cb)x)1+(B(l_ CL’))‘S,

mais il y a, en outre, des covariants linéaires. En effet, si 'on
remplace, dans la forme quadratique, les variables par des
symboles différentiels et que I'on effectue sur la forme cu-
bique I'opération indiquée, il vient

Li=(aC—2bB+cA)x + (bC—2¢B + dA)y;
si on opérc de méme avec L, sur la forme quadratique, on a

L.=[aBC— b(2B*+ AC) + 3¢cAB — dA*|x
+[aC* — 30BC + ¢(AC + 2B) — dAB]);

L, et L, exprimés en fonction des racines «, §, y de la forme
cubique et des racines o, ' de la forme quadratique s’é-
crivent

(—a)(p'—B)x—y)et Z(a —a) (P —B)( —y)(x—{').

Le résultant de L, et L., en faisant A=o et C=o, devient pro-
portionnel & B:bc. Par conséquent, si 'on désigne par A le
discriminant AC— B* de la forme quadratique, le résultant
de L, et L, exprimé en fonction des deux invariants fondamen-
taux sera R + 8AL

Il existe d’autres covariants linéaires que 'on obtiendra en
remplacant, dans L, et L., les coefficients a, b, ... de la forme
cubique par les coefficients correspondants de son covariant
cubique (109).

SiV'on élimine les variables entre L, et la forme quadratique,
on obtiendra le méme résultat qu’en éliminant entre L, et L,;
mais, si on élimine entre L, et la forme cubique, on aura un
invariant distinct des précédents. En faissnt A=—o et C=o,
cet invariant sera B*(ac® — db%); il n’est pas réductible aux
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précédents, mais son carré peut I’étre sans peine. Le discri-
minant de la forme cubique étant

D=—=c@d* + fac® + 4db* — 3b*c* —6abed,

le carré de I'invariant que nous considérons, multiplié par 16,
sera
Bs(D — a*d? +3b*¢c* +6abed) — 64Badb ¢,
et nous n’avons plus qu’a remplacer Bbe par I + Bad, B*ad
i . . .
par — & R, B par — A pour avoir expression en fonction des
invariants fondamentaux.
158. Forme du quatriéme degré. — Nous arrivons mainte-

nant a la forme du quatriéme degré qui, ainsi que nous l'a-
vons vu (108), a deux invariants

S=ae — 4bd + 3¢*, T =ace+ 2bcd — ad* — eb* — ¢.
Nous avons fait voir (147) qu’on peut la ramener a la forme
canonique x‘—+6mz*y? + y*, pour laquelle les invariants
sont S=1-+ 3m?, T — m — m?. Si 'on exprime ces invariants
en fonction symétrique des racines, on a

S=3(a—B)(y—oF, T=3(2—B)(y—8F(a—y)5—2)

ou mieux

T=[(e—=pB)y—09)—(2—7y)(0—=B]]
X [(z—7)(0—B)—(ax—03)(B—7)]
X[z —=0)(B—7)—(a—B)y—3)]

1l est ais¢ de voir, sous cette derni¢re forme, que 1’équation
T = o représente la condition qui doit éire remplie pour que
les quatre points représentés par la forme soient en rap-
port harmonique. On a vu, en outre (146), que cette équa-
tion exprime la condition qui doit étre remplie pour que la
forme puisse étre ramenée a une somme de deux quatriémes
puissances x'+ y* (*), et que T peut s’écrire comme déter-

(*) M. Sylvester appelle catalecticant Vinvariant qui exprime de méme la
condition & remplir pour qu'une forme du degré 22 soit réductible a la somme
de n puissances.
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minant
a b ¢
|
b ¢ d}|-
¢ d e |

Si I'on désigne par M le module de la substitution, les inva-
riants S el T deviennent, aprés la transformation (89), M‘S,

3

M¢T, et le rapport S

7 reste complétement invariable.

159. Tout invariant d’'une forme biquadratique peut s’expri-
mer en fonction rationnelle deSet T. En effet, puisqu’elle peut,
par une substitution convenable, étre réduite a la forme cano-
nique z' + 6maty* + y*, ce qui ne modifie pas les invariants,
il suffit de prouver que le théoréme est vrai pour cette forme.
En premier lieu, nous remarquerons que toul invariant qui
s’annule quand m —=o, s‘annulera également quand m sera
égal & —£1. Car la forme z* 4+ y* devient, en y remplacant x
etyparxr—+yetxr —y, xf +6x‘~’f“ +yhet,eny remplagam
Zz ety par & +yy—1 el x— yy—1, 25— 62y +p*; par
conséquent, si un invariant admet m comme facteur, il doit
étre également divisible par m*—1; il le sera donc par m — m2,
¢’est-a-dire par T.

Prenons maintenant un invariant exprimé en fonction des
coefficients de la forme générale a, b, ¢, d, e; s’il ne se réduit
pas a zéro en y faisant b =0, ¢ — o0, d =o, la partie qui ne
disparait pas doit étre une puissance de ae; en effet, elle doit
étre évidemment symétrique par rapport & « et e, et elle ne
peut étre de la forme o + ¢f, puisque le poids doit éwe le
méme pour chaque terme. Soit donc afet la partie qui ne
s’annule pas, et retranchons de Pinvariant donné

(ae — 4b0d + 3 ¢*)f ou S
le reste se réduira évidemment a zéro quand on fera
b—=c=d—=o,

ou, dans le cas de la forme canonique pour laquelle b et d
sont nuls, lorsque l'on fera m=o. D’aprés ce qui a é1é dit
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plus haut, cette partie sera donc divisible par T, c’est-a-dire
que Vinvariant sera de la forme $* + To. Mais on prouvera de
méme que ¢ cst de la forme 8¢ + T, et ainsi de suite, de
sorte que U'on finira par avoir 'invariant donné en fonction
rationnelle de S et de T.

160. Déterminons maintenant le discriminant en fonction
de S et de T. On a déja remarqué (79) que le discriminant
d'une forme se réduit a zéro si les deux premiers coefficients
sont nuls, puisque, dans ce cas, la forme devenant divisible
par %, admet un facteur carré. D’un autre coté, il est égale-
ment vrai que tout invariant qui se réduit a zéro quand a et b
sont nuls contient le discriminant comme facteur. En effet,
cet invariant doit se réduire a zéro si la forme admet un fac-
teur carré (x — ay)?, car on peut, par unc transformation
linéaire, faire en sorte que ce facteur soit pris pour y et, par
suite, que les coefficients a et b soient nuls; mais un invariant
qui devient nul quand deux racines sont égales doit, lors-
quon exprime en fonetion des racines, contenir comme fac-
teur la différence de deux racines quelconques, et, par suite,
le discriminant lui-méme.

Il est maintenant facile, connaissant S et T, d’en déduire un
invariant qui s¢ réduisc a zéro en méme temps que « et b.
Car, dans cette hypothése, S devient 3¢ ct T devient — ¢
par suite S — 27T* se réduit 4 zéro. Cet invariant cst du
sixieme ordre par rapport aux coefficients, et c’est précisé-
ment I'ordre du discriminant (73). Cest donc le diseriminant
lui-méme et non son produit par un autre invariant, ¢t on a,
pour la valeur cherchée,

(ae — 4bd + 3¢* P — 27 (ace + 2bed — ad* — eb* — ).

On peut vérifier ce résultat de différentes maniéres, ct
notamment d’'une maniére trés-simple en adoptant la forme
canonique plus générale Ax* + By +Cz%, dans laquelle nous
supposons x -+ y -+ z = o0; dans ce cas, nous avons

a=A +C, =c¢=d=C, e=B -+,
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etles deux invariants S et T deviennent
S=BC+ CA 4+ AB, T=ABC.

Le discriminant n’cst autre que le résultant des deux dérivées
Ax»—Cz, By*— Cz; cn les égalant a zéro, nous pouvons
supposer x%, 3?, z* proportionnels & BC, CA, AB; substituant
dans I'équation
zr+y-+z=o0,
il vient
VBC + yCA + JAB =o,
d’olt
(BC+ CA +ABy —27A2B:C:=o,
et 'on obtient le discriminant sous la forme S* — 2771

161. On peut déduire, de I'expression précédente du dis-
criminant d’une forme biquadratique en fonction de S et T, la
relation qui lie (156) les covariants d’une forme cubique.

Si nous maultiplions deux formes, les invariants du produit
seront des invariants du systéme formé par les deux lormes;
par conséquent, si nous multiplions une forme par % + y,
les invariants du produit seront (101) des contrevariants de la
forme primitive, et sinous changeons ensuite § ety en y et —a,
nous aurons des covariants. Appliquons ce procédé a une
forme cubique, les coefficients de la forme biquadratique
quon cn déduit sont
I

4

et ses invariants 8 ct T seront les covariants —

ay, (3by — ax), ; (ey — bx), (dy — 3cx), —d=

e

3.
4
forme cubique. Mais le discriminant du produit d’une forme
quelconque U par 2§ -+ y» devient égal (78), en opérant ainsi,
au discriminant de U multiplié¢ par U Exprimant donc le dis-
criminant de la forme biquadratique en fonction des invariants 8
et T, nous avons la relation entre 1, J et le disecriminant de la
forme cubique.

1
11, —IEJ de la

162. Le Hessien de la forme biquadratique est évectant
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de T, savoir
(ac — b*)x* + 2(ad — be)x*y + (ae +2bd — 3¢2) 2y

+2(be —cd)xy® + (ce — d*)y",

qui se réduit pour la forme canonique a
m(xt =+ i)+ (1— 3m?)x* )y

Si la forme admet un facteur carré 22, il se trouvera également
dans le Hessien. Car (94) la seconde dérivée U.. renferme le
facteur x?, la dérivée U,, contient le facteur x au premier de-
gré et, par suite, I'expression U, U,, — U?, le renferme au se-
cond. Donc, si une forme biquadratique admet deux facteurs
carrés, ils se retrouveront tous deux dans le Hessien qui, étant
aussi du quatrieme degré, ne pourra différer de la forme que
par un facteur numérique. En effet, si la forme biquadratique
admet deux facteurs carrés, en les prenant pour z* et y*, elle
peut s’écrire cx*y*; mais en faisant a =0 =d = e = o dans
I'expression du Hessien, elle se réduit & — 3¢2a? 2.

Ainsi, en exprimant qu’'une forme biquadratique ne differe
du Hessien que par un facteur numérique, nous aurons le
systéme suivant de conditions nécessaires pour qu’elle ad-
mette deux facteurs carrés, savoir

ac—0b>  ad—be ae-+2bd—3¢> be—cd ce—d:

a T~ 2b 6¢ T Tad T T e
ce systéme n’équivaut qu’a deux conditions distinctes, ainsi
qu’on peut le vérifier de différentes maniéres.

Nous avons, au n° 103, fait connaitre d’autres méthodes pour
établir ces conditions. L’une d’elles consiste a former le co-
variant

2(a—P)la—y)la—0d){z—=p)(r—y)y(z—a),

dont tous les termes doivent s¢ réduire a zéro si deux couples
de racines deviennent identiques. Ce covariant, que nous ap-
pellerons J, est
(a2d + 2b° — 3abe, ae—+ 2abd — gac* + 6b ¢,

Sabe —15acd +100%d,

1ob*e —10ad’, — 5ade +15bce —10bd:,

— ae* —2bde + gcte —6ed®, 3cde — 2d? — berx, e
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Il n’est autre que le Jacobien (95) de la forme elle-méme
et de son Hessien; il doit se réduire identiquement a zéro
lorsque ces deux fonctions ne différent que par un facteur, et
les coefficients de J donnent, sous une autre forme, les con-
ditions déja obtenues ci-dessus. Nous avons vu aussi (105)
que, dans le méme cas, le covariant

S(a—PBr(B—yr(y—a)y(z—2a)
se réduit a zéro. Mais ce covariant est égal a 3TU — 28H, et

I'on peutaisément vérifier qu’il se réduit a zéro quand la forme
primitive admet deux facteurs carrés; car, cn flaisant

a=b=d=e=o,

U se réduit a6ex*y?, Ha —3¢ix?y?, Ta — ¢, Sa 3¢, etlon
voit que, dans le systéme de conditions donné ci-dessus, la

Al

valeur commune des fractions est 35

163. On a vu (147) comment on rameéne une forme bhiqua-
dratique a sa forme canonique, probléme qui renferme la so-
lution de I'équation, puisque, une fois ramenée a la forme

ax' + 6exty? 4 ey,

elle peut se résoudre comme unc simple équation du second
degré. La réduction peut aussi s’cffectuer & aide des valeurs
de S et T. Supposons les variables transformées par une sub-
stitution linéaire de module 1, de telle sorte que les coeffi-
cients b et d disparaissent dans la transformée ; nous aurons
S=ae+ 3¢, T =ace— ¢*, et la nouvelle valeur de ¢ sera
donnée par I'équation 4¢* — S¢ + T = o. Nous déduirons les
nouvelles variables x et y qui entrent dans la forme canonique
des équations

U=ax'+6cary? + ey, H=uacx'+ (ae—3c)2*y* -+ ce)t,
d’ou
cU—H=(ge* — ae)x*y>.
Notre méthode consiste done & tirer Ta valeur de ¢ de I'équa-
tion du wroisi¢me degré ci-dessus, puis a former, a aide de
12
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I'unc des valeurs de ¢, 'expression ¢U — H qui devra étre un
carré parfait. Extrayant la racine et ladécomposant en facteurs,
nous aurons les nouvelles variables x et y, et par conséquent
nous connaitrons la transformation par le moyen de laquelle
la forme proposée peut étre ramenée a sa forme canonique;
I'ayant sous la forme az® + 6¢x® y* + ey, nous pouvons évi-
demment, si nous ke préférons, faire les coefficients de z* et y*

égaux & I'unité, en écrivant 2* et y* au lieu de 2?ya et )2 ye.
EXEMPLE. — Résoudre I'équation
2t 484y — 122y 4 1042)° — 20y = o.

Nous avons S = —216, T = — 756, et notre équation du troisiéme
degré est '
4t +216¢c— 756 = o,
qui admet 3 pour racine. Le Hessien est
H= —6x"+460x"y 4+ 722°y° 4+ 242y " — 636"
d’olt
3U—H= 9 (Jf" . 41,"\‘),, . 12‘7";).2 + 32(1/,‘),:: -+ 64’)‘)
=g(r’—oxy —8y*).

Les variables de la forme canonique seront donc
X=ux -+ 2, (= x — 4.)‘7
d'ou
6r=/4X-+4+2Y, 6)r=X-—-Y,
et, substituant dans la forme primitive, on a pour la forme canonique
IN 4+ 2X°Y* — Y

Les racines seront données par les équations
w20 )3=w— 6y, (2ol =T= 2 — 41

16%. M. Cayley a donné les racines de I'équation du qua-
tricme degré sous une autre forme plus symétrique. Soient
¢,y ¢ ¢ celles de 'équation du troisieme degré du numéro
précédent; il a ¢été démontré que H — ¢, U, IT — ¢, U, Il — ¢, U
sont des carrés parfaits dont les racines sont du sccond degré
en x et y. Mais Uexpression
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est aussi un carré parfait dont la racinc est un facteur de la
forme biquadratique. Il suffit de prouver que cette quantité
est un carré, car elle s’annule évidemment en méme temps
que U. Prenons la forme canonique en faisant, pour plus de
simplicité, « = e = 1. En résolvant I’équation

42— z(1+3¢')+c—c=o,

nous trouverons que ses trois racines sont
1 1
¢, ——(C—+I1I — —=(Cc—1
’ 9 ( )’ 2 ( )’
et les trois valeurs correspondantes de H — ¢U sont

(Be—r1)(x*— )

N -

(1—ge)ay?, S (3c+1)(a+ ),

Maintenant, pour qu'une quantité de la forme
axy + B (2 +y) +y(2 —y)
soit un carré parfait, il faut que I'on ait
= 4B — ),

condition qui se vérifie, puisque 'on a

at==(1—gc?), B'= é (Bc—1)(3c+1), = ;—;(30—1—1)"’(30—1).

ExgwpLt. — En appliquant cette méthode & I'exemple qui préceéde, les
autres valeurs de ¢ sont
1 S
_(—3‘4—_9\/—3)5
2
et les carrés des facteurs linéaires de la forme biquadratique se présen-
tent ainsi

—2y/3{a*—0ar—8y*

i (1) (1 78) a4 (10— 2y =3) &y — (o —10y/=3) 7]

= = (14 =3) [(1—y/=3) 24 (104-2/=3) 2 — (2 10y =3) 2]

12,
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165. Il nous reste a distinguer dans quel cas la réduction a
la forme canonique s’opére par une substitution réelle ou par
une substitlution imaginaire. Le discriminant de la forme ca-
nonique est ae(ae — gc¢*), et, puisque son signe ne change
pas par une transformation linéaire, nous voyons que, lors-
(u’il sera positil, les coefficients a et e de la forme canonique
seront de méme signe, et que, quand il sera négatif, ces co-
efficients seront de signes contraires. Dans le premier cas, la
forme

axt + 6exy? + ey

se résout ¢videmment en deux facteurs de la forme
(2* -2y {2+ up?) ou (a'— Lyt — pyt),

¢’est-a-dire que les racines sont alors ou toutes imaginaires
ou toutes réelles. Si, au contraire, @ et e sont de signes diffé-
rents, les deux facteurs sont de la forme

(a8 0] (22— ),

et la forme biquadratique a deux racines réelles et deux ra-
cines imaginaires. Donc, quand le discriminant est négatif,
¢’est-a-dire quand 8* est moindre que 27T?, deux des racines
sont réelles et les deux autres imaginaires, ct, quand il est
positif, les quatre racines sont toutes réelles ou toutes imagi-
naires (*). Mais le discriminant de I’équation

48— 8c+T=o

est 27T — 8% par suite (142), quand §° est moindre que 27T,
I'équaiion en ¢ admet une racine réelle et deux racines imagi-
naires, et la transformation ne peut s’effectuer que d'une seule

*) Les signes des invariants ne permettent pas de distinguer le cas de quatre
racines réelles de celui de quatre vacines imaginaires; mais Papplication du
théoréme de Sturm montre que { e diseriminant étant positif) les deux quantités
b*— ac ¢t 3aT + 2 (6*—ac)S sont positives quand les racines sont toutes
véelles, tandis que Yune ou Vautre de ces deux quantités est négative quand
les quatre racines sont imaginaires (CaYLey, Quarterly Journal, t. IV, p 10).
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manicre réelle, quand la forme biquadratique a deux racines
réelles el deux imaginaires. Si a et e sont de méme signe, cas
dans lequel on peut prendre pour forme canonique

z'+6mxry + yf,

on voit sans peine qu’on peut parvenir a cette forme par deux
autres substitutions linéaires. En effct, en remplacant x et »-
par x 4y et x — y, il vient

(1+3m)a' +6(1—m)x*)?+ (1+3m)y4
remplagant par z + yy—1 et z — yy—1, il vient de méme
(1-+=3m)xt +6(m—1)2*y* (1 — 3m)y"

Ainsi quand la forme biquadratique a quatre racines réelles ou
quatre racines imaginaires, bien que 'on trouve pour ¢ trois
valeurs réelles, 'une d’elles correspond a des valeurs imagi-
naires de x et y, et il n’existe que deux substitutions réelles.

On peut encore le voir ainsi qu’il suit. Supposons la forme
biquadratique décomposée en deux facteurs réels du second
degré (a, b, ¢z, v}, (¢, V', ¢’ ‘2, y)?, ces deux facteurs U et V
peuvent, par une transformation simultanée, &tre ramenés A
la forme AX?®—+ BY? A’X2 4+ B'Y? X: et Y? étant les valeurs
de 2U + V correspondantes aux deux valeurs de 4 donnces
par I'équation (90)

(ac — b))+ (ac’ +ca' — 2bb") b + (&' ¢ — b'*) = o0.

Pour que les valeurs de A soient réelles, il faut que le ré-
sultant des deux fonctions du second degré

(=o' ){a—[) (B =) (B—F)

soit positif. Quand la forme biquadratique a quatre racines
réelles, si a et B sont les deux plus grandes, o’ et 8 les deux
plus petites, ou bien encore, si 'on prend pour « et {3 les
deux extrémes, et pour «’ et 8 les deux intermédiaires, on a
pour 2 des valeurs réelles. Dans les autres cas, on a des va-
leurs imaginaires. Si I'une ou l'autre des deux expressions du
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second degré a des racines imaginaires, leur résultant est po-
sitif et les valeurs de 2 réelles.

166. Nous avons vu (162) que les formes biquadratiques ont

un autre covariant J dont la formule symbolique est 12.13.
Il est du troisiéme degré par rapport aux coefficients, et du
sixiéme par rapport aux variables; pour la forme canonique
2+ 6may*+ 3, ce covariant se réduita (1 —gm?) xy(x'— y):
c’est le Jacobien de la forme primitive et de son Hessien. En
général, en égalant a zéro le discriminant de U + AV, siUetV
sont deux formes biquadratiques, on peut trouver six valeurs
de 2 telles, que U + 2V admette un facteur carré, et ces six
facteurs, qui existent aussi dans les dérivées de U + 1V, sont
ceux du Jacobien. Quand V est le Hessien de U, on n’obtient
plus que trois valeurs de 2, telles que AU — H contienne deux
facteurs carrés, ces valeurs de A étant données par I'équation

427 — 38+ T=o.

Mais, comme plus haut, ces six facteurs seront ceux du Jaco-
bien, c’est-a-dire que le covariant J a pour facteurs les va-
leurs z ct y des trois formes canoniques. Ce résultat peut
s’interpréter géométriquement ainsi qu’il suit. Les quatre
points représentés par la forme déterminent trois systémes en
involution différents (I'un ou I'autre des trois points 3, y et 0
pouvant étre pris pour le conjugué de «), et les foyers de ces
trois systémes sont déterminés par le covariant J.

Puisque, d’aprés le numéro 163, le carré du produit d’un
couple de valeurs et y de la forme canonique est déterminé
par expression ¢, U— H, J* sera proportionnel a

(¢, U—H)(c.U—H)(c;U—H),
ou, en se reportant a I’équation en ¢, a
4H> — SHU® + TU®.
En effectuant les calculs sur la forme canonique, on trouve
que la valeur de I'expression ci-dessus est — J*.

167. Puisque H est un covariant de U, on en conclut que,
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o et 5 désignant deux constantes, «U + 63 H (*) sera un cova-
riant de U dont les invariants seront aussi des invariants de U.
Les valeurs de S et T et du discriminant R de cetie forme
sont

S (OtU —+ 6@[’[) — Sa® + 18'[‘95@ + 3525:7
T(aU-+6BH) =To' + 8B + 9ST a3 + (54T — §)3,
R(OCU -+ GBH) — R(g@ — 98152 _ 54’]‘6*)2

La derniére de ces trois valeurs est un carré parfait, parce que,
comme nous l'avons fait remarquer, au lieu de six cas dans
lesquels la fonction «U + 6 5H admet un facteur carré, nous
avons maintenant trois cas dans lesquels elle admet deux fac-
teurs carrés.

M. Hermite a remarqué qu’en appelant G la fonction de «, 3,
o* —98a3'— 54T, les valeurs données ci-dessus pour les
invariants S et T de la forme U + 63H sont le Hessien ct le
covariant cubique de G : le discriminant de G ne différe de
celui de U que par un facteur numérique.

Les covariants de la fonction «U + 6 3H sont aussi des co-
variants de U. Son Hessien est

(«BS + 9B T)U + (2 — 33 8)H;

c’est le Jacobien des deux expressions G et «U + 6 3H consi-
dérées comme fonction de « ct 3. L’expression de J calculée
pour o U—+63H estla méme que pour U, multipliée toutefois
par le facteur numérique G. Le Hessien de J est

$*U* — 36 TUH + 12 SH:;

c’est le résultant de «U + 63 H ct du Hessien de G. M. Cayley
I’a mis sous la forme

(su _ 18T >’+ (8 — g T,

S

(*) Le coefficient numérique 6 a pour but d’¢viter les fractions daus les
formules suivantes.
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qui montre qu’il se réduit & un carré parfait quand le discri-
minant de U est nul.

168. On peul remarquer ici que, d’aprés le principe du nu-
méro 108, les théorémes concernant les invariants et cova-
riants d’'une forme donnent en méme temps des théorémes
concernant les covariants des formes d’un degré plus élevé.
Ainsi, ayant démontré (167) quc le Hessien du Hessicn d’une
forme biquadratique est de la forme o TU + 3SH, nous pouvons
en déduire qu’il en est de méme pour une forme quelconque
(voir aussi n° 134, Exemple I1). Car, si 'on forme le Hessien
de I'expression wu, u., — ul,, il renferme les deuxiémes, troi-
siémes et quatriémes dérivées de w«. Mais, au moyen des
équations

(n—3)uy, = xUp + Jthis. . oy

on peat exprimer les dérivées des deuxiéme et troisieme
ordres en fonction de celles du quatriéme, et écrirc le Hessien
sous la forme d’une fonction de ces derniéres dérivées et des
variables x et y que nous venons d’'introduire et qui y figure-
ront au quatrieme degré. Ce sera donc un covariant de ’éma-
nant du quatriéme ordre. Mais tout covariant d’une forme bi-
quadratique est une fonction de U et de H (153), et, quand il
est du quatriéme degré, cette fonction est linéaire. Ce cova-
riant sera donc de la forme «TU + 38IL, S et T étant des in-
variants de I’émanant du quatriéme ordre et, comme au nu-
méro 108, des covariants des formes de degrés supérieurs.
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QUATORZIEME LECON.

APPLICATIONS AUX FORMES BINAIRES (3¢ ET 6° DEGRE).

169. Dans I'étude des formes du cinquieme degré, nous fc-
rons constamment usage de la forme canonique
azx® + by’ + ¢z,

a laquelle, ainsi que nous I'avons démontré (143), la forme
géndérale peut toujours étre ramenée (la somme x + ) + z est
supposée égale a zéro ).

11 existe deux covariants du second ordre par rapport aux
cocfficients, savoir : le Hessien ?;2, dont I'expression pour Ia
forme canonique est

beys 28 + caz? x® + abad y?,
et un covariant quadratique 12 (Pinvariant 'S de ’émanant
du quatri¢me ordre ), dont 'expression est, dans le méme cas,
beyz + cazx + abxy.

Pour la forme générale (a, b, ¢, d, e, f @, y), ces covariants
sont

H=(ac—0)x*+3(ad — be) x>y + 3(ae + bd — 2¢*)x' y*
+ (af + 7be —8ed)x*y* + 3(bf + ce — 2d?)a?)
+3(¢f — de)ayt + (df — )",

8 = (¢ue — 4 bd + 3¢*)x* + (af — 3be + 2¢d ) xy
+ (bf — fece + 3d?)y.

On obtiendra, a un facteur numérique pres, Uinvariant J le
plus simple de la forme proposée, soit en calculant I'invariant
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—6
quadratique 12 de H, soit en calculant le discriminant de §,
et 'on aura

I =af* —roabef + facdf +16 ace* — 12.ad? e +16 b*df
+9gbrer —12bet f— 16bede + 48bd® +- 48 ¢ e — 32¢*d?,
expression qui, pour la forme canonique, se réduit a
e+ a4+ arbt — 2abe(a + b+ c).

170. Le discriminant peut s’obtenir en éliminant les va-
riables entre les deux dérivées ax'—c3', by'—cz' de la
forme canonique. Lorsqu’on les suppose toutes deux égales
a zéro, on peut prendre abe pour la valeur commune de ax’,
by et ez', d’ol

w={Tc, y=1\ca, s=ab.

Substituant dans I'équation z + y -+ z = o, on obticnt le dis-
criminant sous la forme
Vb6 + Yea—+ Jab=o,
ou ) _
[b¢’ +ca*+a b —a2abe(a+b +c))
— 128 b (be + ca + ab) =o,

ce qui revient a J2 — 128K, J étant I'invariant obtenu précé-
demment et K Vinvariant du huitiéme ordre, dont 'expres-
sion pour la forme canonique se réduit a

@ b c2(be + ca + abd).

On peut encore définir ce nouvel invariant ainsi qu’il suit.
Nous avons donné (143, 144) ’'expression du covariant du troi-
sieme degré, dont les racines sont les variables x, y et z de
la forme canonique; 'expression de ce covariant, qui n’est
autre que l'invariant T de émanant du quatriéme ordre, est,
pour la forme générale,

T = (ace — ad* — eb* + 2bed — ) 2°
+ (acf — ade — b*f + bee + bd* — c*d)x*y
+(adf — ae* — bef + bde + ¢ e — cd*) xy?
+ (bdf — be* — cf + 2¢cde — d*)y*;
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elle se réduit, pour la forme canonique, & abe xyz. Sil'on y
substitue, comme d’habitude, des symboles différentiels a la
place des variables, et que I'on opére avec le carré de T sur
le covariant H, on obtiendra I'invariant K, ainsi qu'on peut le
vérifier sans peine sur la forme canonique. On peut encore le
trouver en cherchant, comme au n° 137, U'invariant commun I
des deux covariants S et T.

171. Les formes du cinquiéme degré ont, en outre, un in-
variant L du douziéme ordre qui peut étre défini simplement
comme le discriminant de T. Pour la forme canonique T se
réduisant a abcayz, L est égal & — a'b' ¢!, L'invariant L se
réduit a zéro si les trois coefficients b, ¢, d sont tous nuls.
Par conséquent la forme ax® + 5exy® + fy*, a laquelle M. Jer-
rard a montré que I'on peut ramener la forme générale par
une substitution non lindaire, ne peut étrc obtenue par une
substitution linéaire que dans le cas ou L —=o.

172. Nous prendrons J, K et L pour invariants fondamen-
taux de la forme du cinquiéme degré, et nous allons montrer
comment tous les autres invariants peuvent s’exprimer en
fonction de J, K, L. En premier lieu, il faut remarquer quela
permutation de x et y ou de x et z équivaut a une transfor-
mation linéaire au module — 1. Par conséquent, si un inva-
riant est tel, qu’aprés la transformation il se trouve multiplié
par une puissance paire du module, il doit, pour la forme ca-
nonique, rester invariable si 'on permute a, b ct ¢, ¢’est-a-dire
qu’il doit étre une fonction symétrique de ces trois quantités.
Si I'invariant est multipli¢ par une puissance impaire du mo-
dule, il doit, pour la forme canonique, changer de signe lors-
que 'on permute deux des quantités «, b, ¢ : il doit donc étre
un produit des différences {(a — b)(b—c¢)(¢— a) par une
fonction symétrique de «, b, ¢. En outre, remarquons que,
dans la transformation, P'invariant se trouve multiplié par une
puissance du module dont ’exposant est égal & son poids, soit

.5 . . .
a_n (110) pour un invariant d’ordre n d’'une forme du cin-

(quiéme degré : cette forme ne peut avoir d’invariant d’ordre
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impair; si 'ordre n est un multiple de 4, le poids sera un
nombre pair et le signe de l'invariant ne changera pas par
la permutation de z et de »; si, au contraire, I'ordre de
I'invariant n’est pas divisible par 4, I'invariant sera gauche,
c’est-a-dire changera de signe quand on permutera z et 7.
Examinons d’abord les invariants de la premiére espéce qui
doivent, ainsi que nous venons de le voir, étre, pour la forme
canonique, des fonctions symétriques de a, b, ¢. On a

J=(bc+ca—+ aby— fabc(a+ b+ c),
K=ab¢’(bc + ca + ab),

L=a'b'¢,

équations dont on déduit

! (2 45 s g5 N
]\T:Z(K—JL):({ be(a+b+c)(").
Il suit de la que, si 'on réduit une forme du cinquiéme degré
a sa forme canonique par une substitution dont le module soit
égal a I'unité, les nouvelles valeurs de «, b, ¢ seront les ra-
cines de I'équation du troisicme degré

M K ;
e — o+ —a—L'=o.

L L

L’ordre d’'une fonction symétrique de a, b, ¢ étant égal a
son poids par rapport aux coefticients de cette équation, et ce
poids étant un multiple de 4, il est facile de voir que la fonc-
tion en question sera une fonction rationnelle de J, K, L.

Etant donc donné un invariant dont ordre est un mul-
tiple de 4, nous venons de prouver que I'on peut écrire une
fonction rationnelle de J, K, L qui, pour la forme canonique,
aura la méme valeur que cet invariant, et qui, par suite, sera

(*) Le lecteur remarquera que, bicn que dans le cas de la forme canonique
a®b® ¢*(a~+ b+ c¢) soit divisible par a*b*c¢*, on n’est cependant pas en droit
d’en conclure qu'en général M soit divisible par L, excepté dans les cas ot il
aurait été prouvé que le quotient abe (« -+ & + ¢) est également un invariant.
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toujours identique avec lui. Et, puisqu’il serait manifestement
absurde de supposer une fonction entiére des coefficients
égale a une fraction irréductible, il suit de 1d que tout inva-
riant non gauche est une fonction entiére de J, K, L. Si I'on
fait @, b, ¢ égaux a zéro, J, K et L s’annulent ; par conséquent,
lorsque trois racines de la forme sont égales, ces invariants
se réduisent a zéro (*). 8i Uon fait @, b, e, f égaux & zéro, J se
réduitda — 32¢7d?, L & — 16 ¢*d°, et, par suite, J* — 2048L se
réduit a zéro. Les formes du cinquiéme degré qui ont deux
couples de racines égales doivent donc avoir non-seulement
leur discriminant égal a zéro, mais en outre J* ¢gal a 2048 L.

173. L’invariant gauche le plus simple s’obtient en calcu-
lant le résultant de Ja forme az® + by* + ¢z* et de son cova-
riant canonique T == abexyz. Substituant successivement les
trois racines de ce dernier dans la forme et multipliant, il
vient

=abe(b—c)le—ala—1b);
cetl invariant est done du dix-huitieme ordre. Avant sa décou-
verte par M. Hermite (**), on n’avait pas reconnu la possibilité
de Pexistence d’invariants de cetlle espéce.

On prouvera comme dans le dernier numéro que tout in-
variant gauche de la forme du cinquicme degré doit étre le pro-
duit de cet invariant I par unc fonction rationnelle de J, K, L.

(*) En général tous les invariants d’une forme s’annulent si plus de ta moitié
de ses vacines deviennent égales; car on voit sans peine que si la moili¢ des
coeflicients en partant d’vne extrémité s’annulent, il devient impossible de
composer avee ceax (ui subsistent aucun terme du poids convenable (110).

(**) Voir Cambridge and Dublin Mathematical Journal, t.1X, p. 172. M. Her-
mite opére avee une nouvelle forme canonique, dont les variables « et » sont
les deux factenrs du covariant quadratique. La forme est done supposée telle,
que les deux expressions ae — {bd -+ 3¢%, bf — fce 4- 3d* soient nulles, et le
covariant quadratique se réduit & ay. L’avantage de cette méthode consiste en

. . ¢
ce que le symbole qui en dérive est simplement T et que quelques-uns des
dady

covariants que Yon obtient ainsi prennent une forme trés-simple.
La valeur de 1 a été caleulée par M. Salmon (voir Plilosophical Transactions,
1858, p. 455 ); mais le développement renfermant prés de goo termes ne pour-

rait trouver place ici.
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174, Le carré de I, élant du trente-sixiéme ordre, doit
s’exprimer rationnellement en fonction de J, K, L (172). Son
expression est facile & trouver.

En formant le discriminant de I'équation du troisiéme de-
gré du numéro 172,

e 1
o — a4+ —a—L =o,
L L®
nous aurons le produit des carrés des différences de «, b, c en
fonction de J, K, L, et il vient

IPL—=MK? + 18MKL? — 27 L' — 4K3L* — 4 M",
ou, remplacant M par sa valeur % (K2 — JL) et divisant par L,

161° = JK¢ 4 8LK? — 2! LK? — 72JKL* — 432 L® + J: L2,

175. Nous n’entrerons pas dans d’aulres détails concernant
les covariants (*) d’'une forme du cinquiéme degré. Les plus
remarguables, aprés ceux que nous avons déjd mentionnés,
sont les covariants linéaires. 8i I'on opére deux fois avec le
covariant quadratique bcysz -+ cazx + abzxy sur la forme du
cinquiéme degré elle-méme, le résultat sera évidemment du
premier degré, et pour la forme canonique se réduira a

abe (bex —+ cay + abz).

En effectuant I'élimination entre ce covariant linéaire ct le
covariant canonique T, on obtient Vinvariant 1, et, en éliminant
entre le covariant lindaire et la forme du cinquieme degré, on
a 1(J* — 3K). Ainsi, lorsque 'invariant 1 se réduit a zéro, I'6-
quation du cinquiéme degré se résout immddiatement, 'une
des racines étant donnée par le covariant linéaire ; il en est de
méme quand J* = 3K,

En opérant avec le covariant linéaire sur le covariant qua-

%) Les valeurs de quelgues-uns des plus simples ont ¢1é données par
M. Cayley (P/zi/ow/n'z./cu] Transactions, . CXLVL, p.12)).
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dratique; on obtient un autre covariant linc¢aire du septieme
ordre
abe[x (e — @b + ab’c — abe?)
+y(a b — b+ aber — @t be)
+z(b ¢ — @ + @be— abie)].

Nous avons déja démoniré que I'on peut exprimer tous les
covariants en fonction de deux d’entre eux et des invariants.
M. Hermite cffectue la transformation en prenant pour x ety
les deux covariants linéaires, et alors les coefficients de la
transformée du cinquieme degré sonttous des invariants. Leurs
valeurs ne sont cependant pas simples, et la réduction a cette
forme ne serait pas possible dans le cas particulier ot les deux
covariants seraient identiques, ce qui arrive lorsque leur ré-
sultant JK + gL est nul. En formant le Jacobien du covariant
quadratique et d'un autre covariant quelconque, nous aurons
un covariant du méme degré que ce dernier par rapport aux
variables, et d’un degré plus ¢levé de deux unités par rapport
aux coefficients. Ainsi I'on déduit, par cc moyen, du covariant
caponique un autre covariant du troisieme degré

abelbe(y?z — yz?)+ ca(z'x — z2*) 4+ ab(x*y — xy?)],

que l'on pourrait aussi former en opérant avec le covariant
canonique sur le Hessien. Les formes du cinqui¢me degré
ayant des covariants linéaires dc tous les ordres impairs au-
dessus du troisiéme, il résulte du principe de réciprocité que
toutes les formes de degré impair au-dessus du troisieme ont
des covariants linéaires du cinqui¢me ordre par rapport aux
coefficients.

176. On sait que le signe du discriminant d'une forme per-
met de reconnaitre immédiatement si elle a un nombre pair
ou impair de couples de racines imaginaires; supposons, ¢n
effet, la forme décomposée en facteurs réels du deuxi¢me
degré, son discriminant (78) sera égal au produit des discri-
minants de ces facteurs muliipliés par le carré du produit des
résultants de chaque couple de facteurs. Ces résultants sont
tous réels et leurs carrés positifs; par conséquent, nous n’'a-
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vons d nous occuper, cn ce qui concerne le signe du diseri-
minant, que des discriminants des factears du deuxiéme degré.
Mais le carré de la différence des deux racines d’une équation
du deuxiéme degré est positif quand les racines sont réelles,
et négatif quand elles sont imaginaires : il en résulte donc que
le produit des carrés des différences des racines d’une ¢qua-
tion quelconque est positif quand elle admet un nombre pair
de couples de racines imaginaires, et négatif lorsque ce nom-
bre est impair. Nous sommes convenus d’écrire le discriminant
en donnant le signe + au produit des deux termes extrémes :
il aura le méme signe que le produit des carrés des différences
des racines quand la forme sera de degré 4m ou 4m +1, et
un signe contraire quand elle sera de degré 4 m-+2ou{m--3.
Nous voyons donc que, dans le cas d’une forme du cinquieme
degré, si le discriminant est positif, il y aura quatre racines
imaginaires, ou il n'y en aura aucune, et si le discriminant esl
négatif, il y en aura deux. Il nous rcste maintenant a distin-
guer les cas dans lesquels toutes les racines sont réelles ct
ceux dans lesquels il n’en existe qu’une.

177. Pour arriver a faire cette distinction, on peut procéder
de différentes maniéres. Les criteria fournis par le théoréme
de Sturm sont les suivants sous la forme la plus simple (*). Soit J
Iinvariant du quatriéme ordre et N, P, Q, R les fonctions sui-
vantes :

N = b* — ac,
==ae— {bd + 3¢,
Q = ace - 2bed — ad® — eb* — &,
R=we — @df + 3abef— 3abde + facd* — facte — 20°f
+ bbrce 4 200dr — Bberd + 3¢,

(*) Ces valeurs ont été donnces par M. Roberts (Quasterly Journal, t. 1V,
p. 175). Le lecteur qui aura & sa disposition les Tables des fonclions de Sturm
caleulées par M. Cayley (Philosophical Transactions, 1. CXLVIL, p. 733) devra
prendre garde aux crreurs de signes qui existent dans Vexpression des qua-

trieme et einquicme fonetions.
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Les premiers lermes des fonctions de Sturm sont proportion-
nels a

a, a, N, 5NP +-9aQ, —NJ+ 12PR + 4P — 216 (2,

la derniére de ces quantités ¢tant ¢videmment le discriminant;
et les conditions fournies par le théoréme de Sturm pour dis-
tinguer le cas ou il y a quatre racines imaginaires de celui ou
il n’y en a aucune, consistent en ce que, lorsque toutes les
racines sont réelles, les quantités

N, 5NP+9aQ, —NJ—+12PR+4P*— 216(Q
doivent étre posilives, de méme que le discriminant.

178. En pratique, les criteria (*) fournis par le théoréme de
Sturm sont les plus convenables, parce que les fonctions a
calculer sont d’un degré moins élevé. 11 était cependant dési-
rable, au point de vue théorique, d’avoir également des cri-
teria exprimés en fonction des invariants; MM. Hermite et
Sylvester y sont parvenus par des méthodes différentes.

La condition obtenue par M. Hermite, a Vaide d’une méthode
purement analytique, consisle en ce que toutes les racines
sont réelles lorsque, le discriminant étant positif, les trois
quantités

K, 2"L—J+1Jb, K({JL-+K?*)— 8L
sont également positives.

M. Sylvester, par des considérations géométriques trés-in-
génieuses, est parvenu a un résultat un peu différent, les con-

(*; 1 faut remarquer qu'il est facile de poser une foule de criteria pouvant
indiquer Uexistence de racines imaginaires; car toute fonction symétrique des
carrés des dilférences des racines doit étre positive si toutes les racines sont
réelles. On peut sans difficulté écrire des fonctions de celte espécee qui soient
également des invariants et qui, lorsqu’elles deviennent négatives, indiquent
que ’équation a des racines imaginaires. Mais elles peavent étre également po-
sitives quand il y a des racines hinaginaires, et le probléme consiste & trouver
un systéme de conditions telles, que Fune d’elles doive néeessairement ne pas
étre satisfaite lorsque toutes les racines ne sont pas réelles.

13
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ditions de réalité consistant en ce quc toutes les racines sont
réelles lorsque la quantité L est négative et la quantité

o[, — J3

positive (ce qui suppose é¢galement J négatif), Mais il résulte
également de la théorie de M. Sylvester ce fait trés-remar-
quable que ’on peut substituer comme criterium a 2" L — J3

I'expression
2L — 4+ D,

w étant un coefficient indéterminé, pourva que ce coeflicient
soit compris entre +1 ¢t — 2. Ce résultat permet d’obtenir

des criteria exprimés en fonctions symétriques des racines,
et de remplacer, par exemple, la fonction

oL — J*
par la fonction symétrique
Sa—PP@—yP(y—af(e—af(e—Bj(e—7)
X (8—a)(d— L) (e —7),

dont la valeur est proportionnelle a
2"L—J3+§JD.

179. Forme du sixiéme degré. — La théorie des formes du
sixieme degré n’a encore ¢1é que peu étudiée. Elles ont quatre
invariants indépendants, que nous appellerons A, B, C, D, et
qui sont des deuxiéme, quatriéme, sixiéme et dixiéme ordres :
elles ont aussi un cinquiéme invariant gauche E du quinziéme
ordre, dont Ie carré est une fonction rationnelle et entiére des
quatre autres. L’invariant A, dont I'expression symbolique

[
est 12 , s’oblient par la méthode du n° 107, et 'on a

A—=ag—06bf+15ce —10d>,

—
Le Hessien 12 est du huitieme degré, et son expression
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est

H={(ac—b)2* +flad—be)ay + (Gae + 4bd — 10 )28
+ (faf +16be — 20¢d ) x°y?
+(ag + 14 bf + Sce — a0d*)x .. {¥).

il existe un auire covariant du secound ordre par rapport aux
coefficients, et du quatriéme degré par rapport aux variables:
c’est Iinvariant 8 de I'émanant du quatricme ordre

S={(ae— Jbd -+ 3z + (2af — 6be + fed)x* 5
+(ag—qgee +8d)x2yi+-. ...

Nous pouvons y ajouter un covariant du sixiéme degré, du
troisieme ordre par rapport aux coefficients, et qui est Uinva-
riant T de I'émanant du quatrieme ordre :

T=(ace + 2bed — ad? — eb* — ¢*)x*
+ (2acf — 2ade — 20 f + 2bce 4 2bd* — 262d )2y
“+(acg + 2adf — 3ae* — b*g — abef
+ 4bde +2¢*e — 3ed?) iy
+{(2adg — 2aef — 2beg + 4bdf — 2 be?
— 26 f+Gede — {4d3)adyd 4., ..

Nous prendrons, pour linvariant B, celui que M. Syl-
vester a appelé catalecticant, et dont la réduction & zéro
exprime la condition qui doit étre remplie pour que la {orme
soit réductible a la somme de trois sixiémes puissances; ¢'est
le déterminant

a b ¢ d

b ¢ d e

J
[(l ¢ f &

(*y 1L est inutile d’ajouter ici les termes que la symétrie permet de poser im .-

médiatement.
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ou, en développant,

B=aceg— acf* — ad* g+ sadef — ae’ — b*eg + b f*
+2bedg—2bcef — 2bd* f+ 2bder — ¢ g+ 22 df

—+c*e’—3c¢d?e + d°.

Si I'on forme U'invariant quadratique de H, le résultat est pro-
portionnel & A* + 300B; si 'on forme celui du covariant S, on
obtient A*— 36B; cnfin, si I'on opére avee le covariant T sur
la forme primitive, on retrouve I'invariant B.

180. Les fonctions précédentes peuvent s'exprimer sous
unc forme trés-symétrique en adoptant la forme canonigue
au® -+ bv* -+ cw® + dz% dans laquelle u, ¢, w, z désignent des
fonctions linéaires ax + o'y, B -+ 0By, yx -+ 7'y, oz + 4')
des variables z el y (™). On trouve sans peine que I'invariant A
devient, dans cetle hypothése, en désignant par («3), (ay),
les déterminants o8’ — 5o, oy’ — v/, .. .,
A—ab(aB)+ac(ay)+ad(adf-—be{ By F—+bd(B3) +cd(yd ),
ou sous une forme abrégée

A= Zab(a(ﬁ)s;
on a de méme, pour Pinvariant B,
B = abed(aB) (ay (s By ) (B (yd ),

et, sous cette forme, on voit immédiatement que B devient
nul lorsque I'une des quantités a, b, ¢, d est nulle, ou lorsque
deux des quatre fonctions «, v, «w, z deviennent identiques.
Les expressions des covariants I, Set T soni

H—=2ab(ap ) u'v,
20
J

2
S,

S — 2ab(z
T—=2abc (2B (ay (3

Y utet @il

(*) Cette forme, proposée par M. Salmon, est plus géndérale que celle du
no 149 et serait probablement toul aussi avanlageuse pour la discussion de Ja

forme du sixicme degré.
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181. Nous prendrons, pour Vinvariant fondamental du
sixicme ordre C, celui qui ne renferme pas de puissance du
premier coefficient « supérieure a la seconde :

C=awd* g —b6a2defg + fa*df® + e’ g— Sater f*
— Gabedg® + 18 abeefg — 12 abef* +12abd* fg
—18abde* g+ 6abe’ f+ fac® g* — 24 acte* g — 18ac’ dfg
+ 3oac’ef? + S5facd?eg —r2acd* f* — f2acde’ f
+12ace' — 20 ad' g+ 24 ad*ef — 8ad*e* +- 4 b dg?
—12b%efg+ 80 f — 3bictg* +30b*ce’* g — 24 bicef?
—12brdreg— 24 b2 drf* +-6obrder f — 27 b2 e! +6bes fg
— fobctdeg + 6o berdf* — 3o berer f + 24 bed? g
— 84 bed?ef + 66bcde’ +-24bd* f— 24 bd e + 12 ¢'eg
—29¢f*—8c3d g+ 663 def — 8¢ et — 24t di f
—3gcidiet + 36edie — 8d°,

Les autres invariants du sixicme ordre peuvent s’exprimer

en fonction des précédents. Ainsi, Vinvariant du troisiéme

ordre de S est
A3 — 108 AB — 54C;

I'invariant du troisiéme ordre de H est
3A* —100AB + 2750(,
et I'invariant du deuxiéme ordre de T est
2AB — C.

182. Si a, b ct ¢ sont tous trois nuls, les invariants A, B, C
se réduisent & — rod?, d*, — 8d°%; par conséquent, lorsque la
forme admet un facteur triple, on doit avoir

Ar=100B, 4AB=5C, AC=050B
Si a, b, f, g sont nuls, les invariants deviennent

1thece —10d:, c¢*er — 3cde + dY,

—8¢re’ — 3gcrdier + 36¢die — 84°,
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par suite, lorsque la forme admet deux facteurs carrés, on
doit avoir, indépendamment de la condition fournie par le
discriminant,

(A* — 300AB + 250C)? = 5(A* —100B).

183. Le discriminant A est du dixiéme ordre. Si nous fai-
sons b, d, f égaux a zéro, il se réduit & ag multiplié par le carré
du discriminant de la fonction («, 5¢, 5e, g} 2, ¥)*; si tousles
coefficients sont nuls sauf «, d, g, le discriminant se réduit
3 a*g® multipli¢ par le cube du discriminant de la fonction
(a, tod, g§ x, y)* Connaissant ces termes, le reste du discri-
minant peut se calculer a 'aide de I'équation différentielle.

Nous pouvons encore adopter pour invariant du dixiéme
ordre, au lieu du discriminant A, un autre invariant D, dans
lequel les coefficients « et g ne figurent qu'a la quatriéme
puissance, et qui ne contient pas le produit a' g*. La quantité
qui multiplie a* est feg — f?), et la relation qui lie A et D est

A=A*—375A°B — 625A2C + 3125D.

Le développement complet de D et de A est trop long pour
pouvoir trouver place ici.

18%. La théorie de M. Cayley sur le nombre des invariants
fait voir qu'indépendamment des quatre invariants ci-dessus,
il exisie encore un invariant gauche E du quinziéme ordre.
Nous ignorons si, de méme que l'invariant I de la forme du
cinquieme degré est le résultant de deux covariants, E peut
se déduire de deux covariants de la forme du sixiéme. On
peut le calculer a aide de I'équation différentielle. La puis-
sance de ala plus élevée qu'il renferme est f, et e facteur
qui mulliplie a® est

(dg*—3efg+2f)eg—f) (")

Vexpression de E en fonction des autres invariants peut s'ob-

(*) Le développement de E, qui contient prés de 100 termes, a ¢té caleule
par M, Salmon (Lessons of Higher Algebra, 2° ¢dition, p. 253-205).
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tenir & Paide des considérations suivantes. Si les coefficients
b, d, f sont nuls, E I'est nécessairement aussi. Car, le poids
de E dlant 45 (110), celui de quelque facteur de chaque
terme doit étre impair, et, quand nous supposons nuls 1ous
les coefficients dont le poids est impair, E doit s’annuler. La
condition E = o exprime donc que les racines de I'équation du
sixieme degré forment un systéme en involution. Par consé-
guent, si nous supposons b, d, f égaux a zéro dans les expres-
sions de A, B, C, D, et si nous éliminons a, ¢, e, g, la relation
que nous obtiendrons entre A, B, C, D sera satisfaite quand E
sera nul et le renfermera comme facteur.

Faisons ag =2, ce = p, ae® + gc* =v, les valeurs des in-
variants deviennent, en ¥ supposant 0, d, f nuls,

A=2+15y,
B=lu+p?—v,
= — 247\{_1.'-’ —_ 8(J.3 i 4(7 -+ 3#)*/,
A=} — 150 — 1875 1> + Sooy .
Eliminant d’abord v, les deux derniéres équations deviennent
C=4p(h— p)P—4{3+3p)B,
A=n(¥ + 350y —1375u* — oo B ),
Eliminant ensuite pd laide de la premiére équation, il viont
1024 72 — 115222 A + (132 A2 - 10800 B) 2 + 3375C
+ 2700AB — {A* =0,
AM25672 — 320A7 - 55 A +- {500B)* — 81 A =— 0.
Le résultant de ces deux équations sera du trentiéme degré
par rapport aux coefficients, et, d’aprés ce que nous avons dil

plus haut, ne pourra différer que par un facteur numérique
de E2.
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QUINZIEME LECON.

APPLICATIONS AUX FORMES TERNAIRES.

183. Nous consacrerons cette Lecon a la théorie des formes
ternaires quadratliques et cubiques; nous ferons connaitre
leurs invariants et covariants les plus remarquables, et nous
donnerons en méme temps quelques exemples de leurs nom-
breuses applications a la théorie des courbes planes.

Forme quadratique. — La forme quadratique ternaire
U={a, b, ¢, [, g hiz,y, 2
n’a qu’un seul invariant, qui est le discriminant (101)
A=uabc + afgh — af* — bg*— ch*;
elle n’a également qu’'un contrevariant : c’est I'évectant de A
G=(be—f* ca—g*, ab— I, gh—af, hf —bg, fg—ch k7, %)

Les expressions de A et G peuvent se mettre sous la forme
de déterminants :

a h o ¥
ta h g A

¢ h b f
A=|h b f|. G= S
. §J ¢ ¢t

g f e .
En L o

SiT'ony remplace les coefficients a, b, ¢,. .. parles secondes
dérivées d’une forme d’un degré supérieur au second, A sera
le Hessien (127) et G un covariant mixte auquel, cn raison de
la forme du déterminant, on denne quelquefois le nom de
Hessien bordé (128).
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186. Lorsque le discriminant A est nul, Péquation U=o
représente deux lignes droites et les coordonnées z', y’, 2’ de
lear point d’intersection s’obticnnent (102) en identifiant G
avec le carré de la fonction &' £ + y'n + 5'¢. L’équation G=o
exprime la condition a laquelle doivent satisfaire (98) les
coordonnées £, v, £ d’une droite x£ + yun 4 2L pour que
cette droite soit tangente a la section conique représentée
par 'équation U=o. 1! est facile de s’en assurcr en ¢liminant
I'une des variables et exprimant que I'équation résultante a ses
racines égales; on obtient ainsi la condition G = o, qui peut
¢étre appelée I'équation tangentielle de la section conique.

Si Pon désigne par a,, b, ¢, fi, gi, I les coefficients de G
et que 'on calcule son contrevariant

(bieo— [ coai— gt oo 2,9, 2)

qui doit étre un covariant de la forme U, on trouve qu’il se
réduit simplement 4 AU : la relation cntre les fonctions G
el U est donc réciproque, c’est-a~dire que, abstraction faile
du facteur A, U peut se déduire de G de la méme maniére
que G se déduit de U.

187. Considérons maintenant deux formes U et U’; nous
aurons une série d’invariants du systéme en développant par
la méthode du n° 90 ie discriminant D de U -+ AU’. On obtient
ainsi

D=A+10+ 20 +BA,

A, A’ élant les diseriminants de U et U, el ©, O deux nou-
veaux invariants communs a U et U’, dont les valeurs sont

0 dA [,(IA ',¢/A+ dA ,11A+h,l_/é
~t7A+ @b e J (/j ° dg dn’

dA’ dA’ dA dAN dA' dA

O'=a (la’+b b’ e /?)'+f ’If s l“ an

Si I'on fait varier le cocfficient indéterminé 2, 'équation
U + AU’ = o représentera une série de sections coniques, qui
passeront évidemment toutes par les quatre points d’inter-
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section des courbes U et U' (*). Mais on peut trouver, en
résolvant par rapport & X 1'équation D) = o, trois valeurs de %
qui rendent le diseriminant D de U + 2U' égal a zéro, et pour
chacune de ces trois valeurs la courbe U+ AU’ se réduit a
deux droites passant par les points d’intersection de U et U’.
Les six lignes droites que I'on détermine ainsi sont donc les
six cordes joignant deux & deux ces quatre poinis; on peut
les comprendre dans une méme équation du sixiéme degré,
en éliminant 4 entre les équations D=0 et U+ AU =0, ce
qui donne pour I'équation des six cordes d’intersection

AUP— QU U+ QU U — AU =o.

Si I'on suppose maintenant que les sections coniques U
et U deviennent tangentes, deux des quatre points d’inter-
seclion se réduisant dans ce cas a un seul, il en est de méme
de deux des trois couples de droites, et I’équation qui déter-
mine 2 doit admettre deux racines égales; son discriminant
doit donc étre nul, et 'on obtient ainsi la relation

(00 — gAA'y — {(0?—3A0) (07— 3A0) =,

qui exprime en fonction des invariants la condition a laquelle
doivent satisfaire les coefficients de U et U’ pour que les deux
sections coniques soient tangentes.

188. Toutes les relations permanentes (c'est-a-dire indé-
pendantes du choix des axes) qui peuvent exister entre deux
courbes du second degré s’exprimeraient de méme en fonc-
tion des quatre invariants A, A’, ®, ' (**). On sait, par exemple,
qu’étant donnécs deux sections coniques prises arbitrairement
dans un plan, il n’est généralement pas possible d’inscrire
dans I'une d’elles un triangle qui soit en méme temps circon-
scrit a l'autre; mais on peut, au contraire, en trouver unc

(*) Nous nous servirons de cette locution ahrégée pour désigner les courbes
représentées par les équations U=o0 et U'= 0.

(**) Poir, pour ces applications & la théorie des courbes du second degré, le
Traité des Sections coniques de M. Salmon, Lecon XVIIL.
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infinité dés que les coeflicients de U et U’ satisfont & une
cerlaine ¢équation de condition, que nous allons élablir.

Admettons qu’il existe un triangle remplissant les condi-
tions précédentes; il est aisé de voir que U et U’ peuvent,
dans ce cas, étre ramenées par une transformation linéaire
convenable aux formes trés-simples

U=a'+ '+ 23— 295 — 222 — 2%,

U =2fyzs +2gzx +2hxy,

car les trois droites représentées par les équations linéaires
x =o0, y=o0, z==o0 sc couperont sur la courbe U" et seront
tangentes a la courbe U. Les expressions des invariants sc ré-
duisent a

A=— 4, O=4(f+g+h), =—(f+g+hp, N=2fgh,
d’ou I'on déduit immédiatement la relation demandée (*)
0: = 4A0.

189. Passons aux covariants et contrevariants du systéme
des deux formes U et U’; si 'on développe le conlrevariant g
de U-+2U" en remplacant, dans G, a, b,... par a+ id,
b4 20,..., il vient

g= G +20 + 2,

G et G’ étant les contrevariants de U et U, et @ un nouveau

(*) On remarquera que nous n’avons pas admis comme vraie en général Ia
condition A =—4. En effct un invariant ne reste pas absolument invariable
lorsque T'on effectue la transformation, puisqu'il est alors multiplié par une
puissance du module; une ¢quation telle que A =— 4 ne peut donc étre vraie
d’une maniére générale, et la relation cherchée doit ¢tre homogéne, de telle
sorte qu'aprés la transformation tous ses termes se trouvent multipliés par une
meéme puissance du module. On rétablirait 'homogénéité dans Pexemple pré-

cédent en remplacant dans U, &, 7, z par xya, 78, s yc; d’on

a=—habe, O=yabe (fYatrgyVbrive) 0 =—(fVa-rgVbriye),
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contrevariant dont 'expression a déja été donnée (101 ), savoir

D (b6 + Vo — o Yo+ (cd o — ngg)
+ (rzb’-+—a’b — 2 ) g2
+2(gh' 4 g'h—af’— d fynl+2(hf'+ N f—bg — b g)¢E

+o(fg' +fg— el —c hEn.

L’équation @ = o exprime que la droite x¥ + yn + 2¢ est
coupée harmoniquement par les deux sections conigues.

Formons de méme le contrevariant f de G + AG’, nous de-
vrons obtenir un covariant, et il vient, en remarquant que
le contrevariant de G n’est autre que AU,

f=AU +F +2A'U,

F étant un covariant dont I’expression se déduira de celte de @,
en y remplacant les coefficients a, b, ¢,..., &, V', ¢/,... de U
et U’ par les coefficients correspondants «,, b, ¢,,..., @, b,
¢,,... de G et G/, ct les variables £, », £ par =, ¥, 3, ce qui
donne

P:(b,c’—l—b’c‘—?ff,' zt +
=[ca—g*(al — W)+ (dd —g'*)(ab—I?)
—o(gh—af)(g'h —d fiYx+...

190. En égalant a zéro le discriminant des deux expres-
sions f et g considérées comme fonctions de 2, on obtient
deux équations remarquables

—4GG,:O, F2—~4AA,UU’:0,

dont nous allons rechercher Vinterprétation géométrique.

Remarquons d’abord que ces deux équations sont simple-
ment celles des enveloppes des deux séries de sections coniques
que représenteraient, en y faisant varier 2, les équations g=o
el f=—= o du numéro précédent.

La premicre série de ces courbes est représentée en coor-
données ordinaires par I'équation U+ 2U" =o, et en coor-
données tangentielles par 'équation correspoudante g ==o;
clles passent toutes par les quatre points d’interscctlion des
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sections coniques U ct U’ leur enveloppe se réduit donc a
ces quatre points, et la relation ®*=4GG’ est la condition
a laquelle doivent satisfaire les coordonnées d'une droite
z& + yn —+ z¢ pour qu'elle passe par 'un de ces points.

De méme, les sections coniques représentées par Péqua-
tion f==o0, ou par I'équalion tangenticlle correspondante
G -+ 2G’ = o ont toutes quatre tangentes communes; ce sont
celles des courbes U et U'. Leur cnveloppe se compose done
de ces quatre tangentes, dont 'équation sera F* = JAAN LU,
On peut noter que les huit points de contact se trouvent sur
la section conique F.

191. Tous les covariants quadratiques des deux formes
peuvent s’exprimer en fonction de F, U et U', et des invariants.
Déterminons, par exemple, 'expression du covariant que P'on

. . , ) du
obtient en remplacant dans G’ les variables ¢, », £ par ——,

dx
dU dU
dy’ dz
formes canoniques, el nous aurons

: pour plus de simplicité, nous ferons usage des

U=ax®+ by* + ¢z, U=dz+by*+ 2,
G=bct*+can +abl®, G=b0c+cddn+a b,
A
A = abe, O —=dbc+ bca-+ ab,
A=2dbc, O=abc +bcd 4 cal’,

D= (b'c+0bc" )&+ (cd + ca)n’ + (ab +a'b) T,
F=uaa (Vc+ b )24 bV (ca' + ¢ a) y* + ¢’ (ab' + ' b) 2%

En effectuant la substitution, on trouve pour la valeur du
covariant cherché /U — F.

Il faut remarquer que les théoremes de cette nature une
fois démontrés pour les formes quadratiques le sout ¢égale-
ment pour des formes de degré plus élevé, en admettant que
les coefficients a, b, ¢,... représentent leurs dérivées du
second ordre: A et A’ deviennent alors les Hessiens, @ ¢t &
des covariants. Ainsi, lorsque 'on remplace dans le cova-
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v [dv v /drun ] dU L
L 7 dy dztly) dx
les premieres dérivées de U par leurs valeurs en fonction des

dérivées du second ordre, on obtient une quantité¢ de méme
forme que ci-dessus, et il vient

riant

(n—1pd=n(n—1)0'U—F;

7

d’ou, en permutant U et U’ et désignant par ¢’ un nouveau
covariant analogue & {,

(o —1 Py =n'(n —1)OU —F,
et retranchant
(n—1py— (' —1p ¢ =n(n—1)OU—n'(n—1)OU.

192. Nous allons maintenant faire connaitre les invariants
et covariants d’un systéme de trois formes, U, U, U”; plu-
sieurs d’entre eux possédent des propriélés remarquables qui
établissent, ainsi que nous le verrons plus loin, un lien entre
la théorie des formes quadratiques et celle des formes cu-
biques.

En développant, pour obtenir des invariants du sysieme, le
discriminant de AU + p U’ + vU”, nous aurons une fonction
du troisiéme degré en A, p, v, dont les coelficients sont des
invariants; nous obhtenons ainsi, outre les invariants A, A,...,
09, O',... que nous connaissons déja, un nouvel invariant I,
qui est dans ce développement le coefficient de 2, p, v, et

dont Ia formule symbolique est 123 . Sa valeur a déja été
donnée (127}); en rapprochant les termes semblables, elle
peut aussi s’écrire

I=ab'c¢"+ab’¢ +a'be" +-ad'b"c + a"be’ +a’b ¢
4+ 2 (fg’/l” +‘fg// /L/ _{_'f/ g]L// +,f/ {,""h +f”{,"/l/ +j‘//g,/ /L)

—2(af [+ d [+ " ff ) —2(bg'g"+ V' gg"+ bgg")
— o W+ W+ ¢ W),
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el sous cette forme on voit sans peine que I se déduit du dis-
criminant A d’une seule forme U, en y remplacant chaquc
terme par six nouveaux termes, tels que ab’c¢”, ab”¢’,
résultant de la permutation des coefficients de U, U, U”.

‘9

Le covariant le plus important cst le Jacobien 123, qui est
du troisiéme degré par rapport aux variables et aux coeffi-
cients; en représentant, pour abréger, comme nous lavons
déja fait plusieurs fois, par (abe) le déterminant des ncuf coel-
ficients a, b, ¢, ', V', ¢’, a”, b", ¢”, la valeur de J est

J=(agh)x* + (bhf)y* + (cfg) &
— [(beh) + (bfg)] y*s + [(cbg) + (cfh)] yz?
—[{eaf) + (cgh)] 22z + [(a c/zH— agf)| sz
— [{abg) + (ahf)] #°y = [(baf) + (bhg)] x)*
— [tabe) + 2 (fgh)] zyz

On avu (70) que, si les trois courbes U, U’, U” ont un point
commun, ce point est un point double sur la courbe J; par
conséquent, si les trois sections coniques ont deux points
communs, la courbe du troisiéme degré représentée par J se
résout en une droite et une section conique.

Il existe aussi un contrevariant du troisieme degré par rap-
port aux variables et aux coefficients; il a pour formule sym-

bolique £12.£23.231, el son expression développée est

O = {(bef) & -+ (cag)w* + (abh) P

— [leah) + 2(agf)] w25 + [(bag) + 2(ahf )] wL

— [(abf) +2(bhg)] €2£+[ 2(0fg)] &
— [(beg) + 2(cfh)} & + [(a f 2(cgh))en
+ [{abe) — 4(fgh )]En(

Les deux fonctions J et @ sont susceptibles de plusieurs
interprétations géométriques. D’aprés la définition de la fone-
tion J, elle exprime la condition nécessaire pour que Pon
puisse trouver un systeme de valeurs &/, y', 2’ salisfaisant aux
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trois équations

dU  du dU
.’L‘ d ) d -+ 3 (TZ% - 0,
- du L dy’ 4 du

de )V Ty T T
v dur AU

de Y Ty T dr T

mais ces équations ne sont autres que celles des polaires
d’un point par rapport aux trois sections coniques U, U’, U”:
la courbe J est donc le lieu des points pour lesquels ces trois
polaires concourent en un méme point.

Quant au contrevariant @, il exprime que la droite

xE A yn -+ 24
est coupée en involution par les trois sections coniques.

193. Sil'on opére avec 'une des fonclions J et @ sur 'autre
fonction, on obtient un invariant du sixiéme ordre

4l{abf)(caf)+ (beg)(abg) + (cal)(beh)]
8 (afg)(bfg) + (afh)(cfh) + (bgh){cgh)]
8{(agh)(bef) + (bhf)(cag) + (¢fg) (abh))
4((cb0)(frlz)+8 fghy — (abe).

En opérant sur ® successivement avec les trois formes U,
U’, U”, nous aurons un systéme remarquable de trois contre-
variants linéaires découverts par M. Hermite; si nous les dé-
signons par £ +mn+nl, UE4+mn+n'E, 1"+ m 0 + n"¢,
les coefficients {, m, n contiendront au deuxiéme degré ceux
de U et au premier degré ceux de U’ et U”; de méme I, m/, n’
renfermeront au deuxiéme degré ceux de U’ et au premier
ceux de Uet U7, ete.; on déduit immédiatement de ces contre-
variants un systeme correspondant de covariants lindaires,
savoir L + My + Nz, 'a+My+Nz, L"x+My+ N’z
les quantités L, M, N,... étant les mineurs du déterminant
(Imn) correspondant & 4, m, n,. ...
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Ce déterminant cst lui-méme un nouvel invariant 2 des

trois formes U, U’ U”, et contient, de méme que le résultant,

les coefficients de chacune d’elles au quatriéme degré; il

n’est cependant pas identique au résultant qui s’exprime fort

simplement, ainsi que nous le verrons plus loin, en fonclion
des deux invariants © et 2.

194, Lormes cubiques. — L’expression générale de la forme
cubique ternaire est
U—=ax® + by? + ez + 3fy?z 4+ 3f yz* + 3guws? + 3g' 2z
4+ 3liyet + 30 yrx 4+ 6lxyz.
Ramenée a4 la forme canonique, clle se¢ réduit simplement &
=Xt 437 + 2+ Glayz,

Les invariants fondamentaux découverts par M. Aronhold
sont ceux dont nous avons donné (129, 130) la formule sym-
holique

S=123.124.234.314,
T —T23.73%.235. 316456

En effectuant les opérations indiquces, on a
S=10"—a(fg' + If' +gt')
(aff” +bgg" ~+ chl +3fgh -+3f"g'h' — abe)l
—a(frg+fl)—=b(g h+ g"f")—c(l2f+ g
+ (abgf’ + behg' + cafl’)
- ('/'zglﬂ —+ /lzf/g_ 4 gz/lla ’—f.:‘,’g'/l/ . 5/,/,//‘/ 7/,,71'/'/5‘/ ) ,
et pour la forme canonique
S=1'— L
La valeur de T est beaucoup plus compliquée; cile se réduit,
pour la forme canonique,
T=1 —200— 8§/,

M. Sylvester a démontré que tous les autres invariants doi-

vent ¢tre des fonctions rationnelles de 8 et 1 ainsi fe diseri-
re

14
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minant A ¢tant du douziéme ordre doit ¢tre une fonetion
linéaire de & et T2, et en effet sa valeur, dounde pour la pre-
miere fois par M. Aronhold, est

A=T— 648 = (1 + 81,
ainsi qu’on peut le vérifier facilement sur la forme canonigue.
195. Le covariant le plus simple cst le Hessicn
H=0IFx+y"+2)—1+20"x

Cest Ie scul covariant indépendant du troisicme degré; car
les auires, étant également de la forme

m{x® 4+ + )+ 602z,

peuvent tous s’exprimer en fonction linéaire de U et de 1.
Ainsi le Hessien de T élant du neuviéme ordre par rapport
aux coefficients, il faudra, si 'on veut le mettre sous la
forme U+ 3H, que « soit du huitiéme ordre et 5 du sixiéme
Ces deux facteurs ne différeront done que par des coelficients
numériques de 5 et T, et en effet Uexpression demandée est
48U

Nous aurons immédiatement des contrevariants en formant
les évectants de S et T. Le premier évectant de 8 est

se= — U@+ w4+ 2) + (410 —1) il
le second se réduit & zéro. Si on opére avec la fonction s
sur le Hessien 1, on obtient un invariant du sixiéme ordre,
qui n’est autre que Vinvariant T, ainsi que nous I'avons déja
démontré [130). Les deux premiers évectanis de T sont
t={1—100) (&4 0+ ) — 615+ 41) 247,
{ = ,\g+ AR 'C_3)"’- 4(1 —+ 813)(‘43C3+ CE"’
— 2J (8 + 7+ E) el — 24 (1 - 2 1) 2r 0,

,f._

En?)

Tous les autres contrevariants pourront étre exprimés en
fonction de s, £ ct ¢,.

Le covariant mixte le plus simple est du second degré par
rapport aux deux séries de variables; sa formule symbolique
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esl 12, ¢t sa valeur pour la forme canonique

——2

o1, :(f: - lzx:):,’:: 4 (Zl— ['1}.:) ‘/f—l—(l’»]'— 1_3):.
)

-+ 2l(lys — &)l 4 o l(lzx — y*) 25 + 2l (lxy — 2 ) b,

1l existe un autre covariant mixte gauche du troisicme
degré par rapport aux deux séries de variables et aux coelti-
cients; sa valeur est

12 _3:'5.’()‘3—96‘"‘)+'n’(23~x“)+'1.3(96"‘—)‘”)
— 7't [(‘+81 iz - G[Z’x+l2[2x‘~’}']
+ 0l (1 +8L) yz2 + 6l x + 120127
(

1+ 80) 2w + Glaty + 1212y2z]

L
2]

(1 4-88) z22 4+ Glz2y + 1207y
[(1—!—51).75) +b[)77+1”lzx‘
zdl

(148l 2y + 6lxrz + 120227y .

196. Nous avons vu qu’il n’existe que deux covariants du
troisieme degré, savoir la forme U et le Hessien H. Lorsque
I'on adopte fa forme canonique, les deux quantités &® + y* + z°
et xyz pouvant s’exprimer en fonction de U et I, il est cluir
qu’il cn sera de méme de tout covariant qui sera simplement
fonctionde ces deux quantités. Mais 'expression générale d’une
fonction symétrique de trois variables 2%, 33, z° doit nécessaire-
mentrenfcrmer trois éléments, telsque leursomme 2%+ -+ z%,
leur produit 2°»° z° et la somme z° y? + y23° + z°2° de leurs
produits deux a deux; il nous faut donc adjoindre & U et 1
au moins un troisieme covariant qui nous donne la valeur de
cette derniére quantité, M. Cayley a choisi dans ce but celui

que l'on obtient en remplacant dans le covariant mixte «12

dH dH Jd11 | .o
Tz 71)“ dz7cest-a~d1re

0 — d*U d U (20N (dIN:
(/} dzt dydz (l.r> +
Ce covariant est du sixiéme degré par rapport aux variables ot

14.

les variables &, #, £ par
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du huitiéme pare rapport aux coefficients; son expression dé-
veloppée pour la forme canonique est

O=— i (2 43>+ P+ (1 + 8PP ()93 + z7x" + a%)?)

— (2l + 50 + 20l (27+ )t + ) x)z

— (150 48— ralt) 2%yt gt

Nous pourrons donc exprimer tout covariant en fonction
de U, H et ©. Les mémes considérations s’appliqueront aux
contrevariants qui peuvent tous s’exprimer en fonction de
s, £, t.. Mais il ne suit pas de 1a que Pexpression de ces fonce-
tions soit nécessairement rationnelle; ¢’est ainsi qu’une (onc-
tion parfaitement symétrique des ricines d’une équation s’ex-
prime rationnellement au moyen des coefficicnts, tandis qu’il
n’en est plus de méme si elle wWest symétrique gu’abstraction
faite de son signe (tel que serait, par exemple, le produit des
différences des racines ). Ainsi les deux déterminants

dU du dU ] ds ds ds
de dy dz | de dn df
j_ | i di dH . |de diodr
N\ dx Ay dz T dr dn d
de® dO® JdO de, de dt,
dx t—/f dz dt dn d7 -

nous donnent un covariant J et un contrevariant j (*) qui ne
sauraient étre exprimés rationunellement en fonction des co-
variants el contrevariants pris pour types, tandis que ieurs
carrés peuvent I'étre sans peine. On a en effet, en désignant
comme ci-dessus par A le discriminant (14 8/%),

J=A(22 =)
J=AE — @) (n =) (8 — 8.

(*) Ces deux fonctions trouvent, ainsi que Pont fuit voir M. Brioschi et
M Hermite, une application importante dans la transformation des fonctions
elliptiques.




APPLICATIONS AUX FORMES TERNAIRES. 213

Des expressions de U, H et © on tire

2t - ',’ Szt oo (_l__f:g,[i,) ,U,ﬂ,

i
- - L OBl Y — (2 —5PYUN -3¢
'y —{—.J"’Z"'f— Py Ap— = )
VA
(PU—H)

A A 7

A
el par suite on aura la valear de J2 en formant le discriminant
de I'équation du troisicme degré

AVe C,Tz[(l + 20U+ 6/H]V:
FVALO - (2 + L)U — (2 =50 UH 4 3012 ]V
+(H— 12Uy =o.

On trouvera de méme celle de ;2 en fonction de s, ¢ et £, (*).

197. M. Sylvester a montré que P'en prut obtenir a la fois les
deux invariants S et T & Paide d’'une méthode qui mérite d’étre
mentionnée. On peut considérer des fonctions renfermant deux
sérics distinctes de variables x, 9, 3, £, 4, Z, et rechercher leurs
invariants, en admettant que les deux séries de variables sont
transformées cn méme temps, non plus par des substitations
inverses, comme dans le cas des covariants mixtes, mais par
une méme substitntion. Prenons pour exemple la fonction

axt+ by +czl+dpl+dzn+ezi+exl+ fxa+ frE,

qui se réduirait & unc forme quadratique en identifiant les
deux sérics de variables. 1l est aisé¢ de voir quon aura un
invariant en appliquant le symbole 123.123', dans lequel, le
premier factear 123 ayant la méme signification quau n° 127,
le second facteur 123" désigne les mémes opérations par rap-

(*) Toules ces lonctivus adweitent de nombreuses interprétations géomdi-
trigues (voir e Mémoire de M. Cayley sur les courbes du troisiéme ordre, Phe

]u.\‘o/)/u'cu/ Transactions, p. 415; 1857




214 QUINZIEME LEGON.

port & &, v, Z : on obtient ainsi Vinvariant
abe 4+ def + d'¢' ' — add' — bee — eff”,

qui reproduit, ainsi que ceia doit étre, le diseriminant de la
forme quadratique ternairc lorsque 'on suppose identiques
les deux séries de variables.

Nous nommerons forme biternaire une fonction renfermant,
romme le covariant mixic x12 du n® 195, deux sérics de va-
riables; désignons-la par

18 4 mn? 4+ nZ 4+ 2LvZ -+ 2 MZE + 2Nk,

!/, m, n, L, M, N représentant, pour abréger, les six formes
quadratiques en z, 3, z,

l:(”’ ’ f5 8> ll‘7y7a~\/‘7
m={(d,b, [, W x5 2},
n={(a",b",¢", [, 8" IV %, 3, z),

L=(4A, B, C F, G, Hizy 2,
M=(A,B,C F, G, Wiz, y z)
N — ( z\”, Bl/’ CI/, F”, G” , H// /x’ ],’ Z)‘“.

L’application du symbole 123 . 123 nous fournira un invariant
dont Vexpression assez compliquée a é1¢ donnée par M. Cayley
{Journal de Crelle, t. LVIL). Cet invariant peut s’exprimer en
fonction des invariants communs des six formes [, m, n, L,
M, N, prises trois & trois. 8i I'on désigne par I{/mn) I'invariant
des trois formes [, m, n donné au n° 192, celui de la forme
biternaire est

I(imn)+ 21 (LMN) — I{/LL) — I{mMM) — I(2NN),

expression qui présente quelque analogie avec celle du dis-
criminant d’'une forme quadratique ternaire.
Revenons a la forme cubique : en ajoutant au covariant

mixte «12 la fonction (x£ + yn + z£)* multipliée par i, on a
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une forme biternaire

/\
~
|
S
=
—
—
8
&
oy
+
~
5,
+
oy
g
N
+
W
—
-~
+
e~
-
—_
(-
&l
<
[N
_1_
i
)
g
g\
1
®
i)
>

- (Byz4-ntar + Lay)— al(&0 0l + 3P L+ 5,

et, si 'on caleule son invariant par la formule ci-dessus, i
vient, apres réduction,

122 4-12(l— )k +1— 200 + 8%

les coefficients de chaque puissance de 2 doivent étre des in-
variants, et, en cffet, celui de X est égal & 128 et le terme
constant & T.

198. Relations entre les formes quadratiques el cubiques
ternaires. — 1l existe, entre les formes que nous venons d'é-
tudier, des relations intéressantes que nous allons faire con-
naitre aprés avoir préalablement dit quelgues mots d'une classe
particulicre d’invariants auxquels M. Sylvester adonné le nom
de combinants. Ces invariants jouissent de la propriété de
rester constants, non-seulement quand on transforme les va-
riables, mais encore quand on substitue aux fonctions primi-
tives U, U’, U” des fonctions linéaires de U, U’, U” telles que

AU - [J.U' +yU7 (")

Ainsi le résultant est un combinant, car il est clair que le ré-
sultant de U, U/, U” et celui de

W+ p 49U, WU 4+ /U U7, U0+ p”U "0

ne peuvent différer que par un facteur constant. De méme aussi,

(*y 1l suit de la qu'indépendamment des équations différentielles ovdinaires
anxquelles satisfont tous les invariants, il en existe d’autres spéciales aux-
quelles doivent aussi satisfaire les combinants. En efict, «, 4, ¢,.. , élant les
cocficients de U, «', &', ¢/,.. ., ceux de U’, ete., nous devons évidemment avoir

,dl ,dl Ldl
& — A= — A - L= 0,
da db de
Un combinant se réduit a zéro si deux des {ormes deviennent identiques, cf il
est fonction des déterminants («b’c”...) formés avee les difiérents groupes de

coefficients correspondants.

Document numeiise par 1a Biblinthéqus untcrsiir: Fisrro
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lorsque Pon développe comie au nv 192 le discriminant de
AU+ p U 40107,

on obtient une fonction du troisicme degré en 7, v, v dont les
cocfficients sont des invariants; si Pon considére cetle fone-
tion comme une forme cubique ternaire de 4, p, v et que I'on
calcule ses invariants dans cette hypothése, les nouveaux
invariants que Pon formera ainsi seront des combinants de
U, U, U7, puisqu’ils ne varicront pas lorsque Pon transformera
4, p, v par une sabstitution linéaire.

199. Le résultant de trois formes quadratiques ternaires
peut s’exprimer en fonction de deux combinants qui ne sont
autres que les invariants @ et 2 du n° 193. Le calcul direct
serait presque impraticable si on ne metiait a profit la pro-
priété fondamentale de ces invariants, en remplacant les
formes données par d’autres plus simples. 11 est clair d’abord
(jue nous pouvons, sans aliérer1a relation cherchée, supposer
deux des trois formes réduites a leurs formes canoniques
at + 97 4 2%, ax® + by* +- ¢z%, puis, en éliminant alternative-
ment y et z, Jeur substituer les formes plus simples x* — 27,
3t — z%; puis enfin, & 'aide de ces deux derniéres, réduire la
troisieme & la forme

2 a2lpz +emer + 2nx;,

et, si nous trouvons sur ce systeme teés-simple une relation
entre le résultant R ¢t les invariants O et 2, elle sera vraie on
général.

L’élimination s’effectuc facilement, et {on trouve, pour iu
valeur du résullant,

R=(r+2l+2m+oan)(1+42l—2m—an)
X(t—2l+2m—an)(1—al—om-+2n)
=1—8{{*+ m* + n?)

+ b (U mt 4t — ot — 20— 20 )+ G4 lse.
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Ln posant, pour abréger,

O =1 —4(?+m*+ n*),

X—=Imt 4+ mrn -l —Imn,
la valeur de Ii peut s’éerire sous la forme
R-=0— 642,
¢quation semblable a Ta formule
A=Tr— 64 8

gui donne le diseriminant d’'une forme cubique en fouction
des deux invariants S et T,

En calculant ensuite la valeur des invariants ¢ et 2 du
n” 193, on reconnait sans peine qu’ils sont identigues aux
fonctions désignées ci-dessus par les mémes lettres.

200. La reiation précédente peut aussi se démontrer d'une
manicére assez simple en adoptant pour les wrois formes ter-
naires la forme canonique

U = axt 4 by 4- ¢zt 4~ de?,
U —=d ot by 2 70,

U'=a"ar + 0"y + " 22+ d"v,

a laquelle il est possible de les ramener d’une infinité de ma-
nitres (la somme o + 3 + 5 - ¢ cst supposée Cgale & zéro).

Pour obtenir le résultant, nous n'avons qu’a tirer de cces
lrois équations les valeurs de a%, %, 2%, ¢*; si Uon désigne,
pour abréger, par A, B, €, D, les quatre déterminants (cbd),
(dac), (adb), (bea)(*), 22, 32, 3%, ¢* s¢ Lrouvent proportionnels
LA, B, G, D, et en substituant dans U'équation

2412 A= v = o,

(*) Onsait que ces quatre déterminants sont liés pae les relations identiques

Aa + Bl + Ce+Dd=o,
Aad' + BV 4+ Cd+Dd =o,
Ad”" 4+ B +Ce"4-Dd" = 0.

Document numeiise par 1a Biblinthéqus untcrsiir: Fisrro
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il vient
\/A -+ \/B —+ \/C —+ \/]j — 0,

ou, cn faisant disparaitre les radicaux,

R=(A 4B a1y
—2AB—2AC—2AD —2BC —2BD — 2CD):— 64 ABCD.

Le résultant s¢ présente donc immédiatement sous la forme
voulue, et il ne s’agit plus que de constater Iidentité des
deux parties de Pexpression de R avec les invariants © et X3
en suivant la marche indiquée au n° 193, on a, pour le cova-

riant J,
J=Ayzv +Baxzv+ Caxye + Dxyz.

el, de méme, pour le contrevariant @, en remplacant, comme
au n® 151’ Z’ Ny : par é_ 07 [/ 0, C_ O)

D= A~ E)L—E)(0—Z2)+B(E—u)(L—n)(0—mn)
+C(E=) (=)0 —=2)+D(E—0)(n—0}{(L—9).

En opérant avec I'une des fonctions J et & sur 'autre, on ob-
tient immédiatement la quantité
O=AA—B—-C—D)+B(B—A—-C—D)
+C(C—A—B—-D)+DD—A—-B—-C),

gui n’est autre que le premier terme de la valeur de R. Si 'on
calcule ensuite les contrevariants linéaires, on a

Aafl +Bbn 4+ CecZ+DdO,
Ad r—i—Bb’n +Ce'Z+Dd' o
Aa"t+Bb"q +-Cc"C+DdA"6,

et leur résultant est bien X —=ABCD. Sous cette forme, on
voil que cet invariant se réduit a zéro dés gqu’'un des quatre
déterminants A, B, C, D devient nul, ¢’est-a-dire que 'on peut,
lorsque £ est nul, trouver des valeurs de 3, v, v telles, que la
somme AU -+ ».U" + v U” se réduaise & un carré parfait.
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On voit aussi sans peinc qu’en cffectvant, dans les trois
formes quadratiques U, U’, U”, la substitution

x=AaX +dY+a"7),
y=B(bX £ b'Y -+ b"7),
z=0C(eX+ Y 4+ "),

et par suite aussi

v=D{dX +d'Y+d"7),

les transformées seront les dérivées d’une méme forme cu-
bique F; dans ce cas le résultant R devient égal au discrimi-
nant A de F, tandis que O et X sont les invariants T et $° de
cette forme cubique.

L’interprétation géométrigue des contrevariants linéaires se
déduit de ce qui précede, en remarquant quc les trois sections
coniques représentées par les formes U, U/, U” peuvent tou-
jours étre considérées comme les polaires de trois poinis re-
lativement a une méme courbe du troisiéme degré : ces trois
points sont précisément la représentation géométrique des
contrevariants linéaires.
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SEIZIEME LECON.

APPLICATIONS AUX FORMES QUATERNAIRES.

201. Formes quadratigues. — La théovie des formes gua-
dratiques & quatre variables présente la plus grande annlogie
avee celle des formes a trois variables que nous avons ex-
posée dans la Lecon précédente. Nous représenterons la forme
gitnérale par Pexpression

U=ax®+ by + cz* -+ dv*
-+ 2(')‘: = 2MIX + 2RXY A 2PV = 2gye - 270503

elle a pour unigque invariant fe discriminant

a nom oo |

n b Iy

m ¢ i

p g r d

dont la valeur développée est

A = abed + 2{algr + bmpr —+ cnpq + dlmn)
— (bep + caq® 4 abrt =+ adl* + bdm® + edn?)
+ Epr 4 ndgr+ it — 2(mgnr + nwrlp + lpimg ).
Lorsque le discriminant est égal & zére, on peut, par use
transformation convenable, faire disparaitre les coefficients d,

P ¢, rdes quatre termes ou figure la variable ¢, et la surface
représentée par I'équation

U=o0

est un cone dont Ja nouvelle origine est le sommet.
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La forme Ua un contrevariant qui est évectant de A, savoir

la nom p =

’ n b ! q 3|
m ¢ oy %,

I p q r d ¢ I

! « 3 vy J o |

ou, cn développant,

G = (bed + 2rgl — br* — cq* — dl* ) +.
+ a{agr -+ dmn — adl - lp* —nrp — pmq ) 3y +.. ..

L’équation G == o est I'équation tangentielle de la surface,
c’est-d-dire qu’elle exprime la condition & lagquelle doivent sa-
lisfaire «, 3, 7, 0 pour que le plan ayant pour ¢quation

ax + Sy +yz+ov=o0

soit tangent & la surface; il est facile de s’en assurer en identi-
fiant U'expression
- (23 "o A
X Dy 4 ys oy

a I'équation générale d’'un plan tangent et éliminant ensuite
les coordonndes inconnues du point de contact.

202. On peut exprimer de méme qu’une droite ayant pour
équations

ax + By +yz+ov=o0, dx+3y+yz+dv—o
est tangente & la surface; en éliminant deux des variables ct

écrivant la condition néceessaire pour que I'équation résultante
ait des racines égales, on a, en effet,

S(ab—n*)(yo ) +22(mn — al)(3d)(y9)
+aXnr{(a0)(yB) —(ay)(Bd)] = o,

les sommes X s’étendant a tous les termes semblables que
Yon obtient par la permutation des coefficients, ¢t les sym-
boles { /o (Ba),. .. désignant, pour abréger, les déterminants

v — y'0, B0’ — ’6,.... Cette fonction peut aussi s'éerire
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sous forme de déterminant,

« nomopoa o
n b 1l q 50
- m L ¢ r oy v
p q v d o o
a 5 7y 4 o o
a By 9 o o

C’est un contrevariant double du second degré par rapport
aux coefficients et par rapport aux deux séries de variables.
On peut encore Vobtenir d’une autre maniére. Remplacons,
dans le contrevariant G, « par « 4 Aa’, B par 8 +243',..., et
calculons le discriminant de la fonction du deuxiéme degré
en 2 qui résulte de cette substitution; ce discriminant sera
égal 3 AH. Onle vérifie aisément sur la forme canonique

G = bed o + acd B + abdy* + abe o
en effectuant la substitution, cette expression devient
G + 2h(bed oz’ + acd 33 + abd vy’ + abedd’ ) + G’

G’ désignant une fonclion semblable & G, dans laquelle «, 8,

)
¥, 0 sont remplacés par o', 5, 7'

, ¢'; le discriminant

GG — (bedax’ + acdPp' + ... )

se réduit & abed[cd {282 -+ bd(ay ) +...], Cest-d-dire & AL

203. Recherchons maintenani les invariants et covariants
de deux formes U et U'. En développant le discriminant D de
U -+ 2U’, nous avons

D=A4+0r+0r4+ O 4+ AN,
A, A’ étant ceux de U et U, et O, &, & trois invariants com-
muns dont la valeur se réduit, pour la forme canonique, a
O =dbed + abed + abe'd + abed’,
O =cadbed +~dcbd +-dd be +0cad +bdac—+ ¢ dab,
O=dabdcd+dlbed +dbe'd +abcd.
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De méme que pour deux seetions coniques (187), la ccin-
dition de contact des deux surfaces U et U s’exprimera en
¢égalant 4 zéro le discriminant de I'égquation D == o. Le moyen
le plus simple de le démontrer consiste & placer Uorigine au
point de contact, en prenant le plan tangent commun pour
plan des z, . On a alors pour les deux surfaces d=o, p == o,
¢ ==o, et I'équation D = o se réduit a

(r+2r'pln+dn' f—(a+2d)(b+2b)] =o;

elle aura donc dans tous les cas deux racines égales, ¢t la con-
dition & laquelle doivent satisfaire Ies coelficients pour que les
deux surfaces soicnt tangentes est

4(12AA — 300"+ Orp

— (72AM D + OO G — 27 AQ2 — 27 VO — 2P — o,

Cette relation cst du douzi¢me degré par rapport aux coelfi-
cients de chacune des deux formes.

20h. Toutes les relations indépendantes du choix des axes
qui peuvent exister entre deux surfaces du second degré s’ex-
primeront de méme en fonction des cing invariants A, A', @,
© et @. Si I'on demandait, par exemple, dans quel cas il est
possible de déterminer un tétraédre qui ait deux couples
d’arétes opposées sur la surface U et ses sommets sur la sur-
face U, les équations des deux surfaces devant pouvoir se
ramener dans ce cas & la forme

U= L}S -+ I’xv,
U = 2lyz -+ 2mzx - 2nx) + 2pxv + 2qpv + 2rz¢,
les valeurs des invariants se réduisent &
A =12p2,
O = 2LP(Lp =+ P/),
O'=2(lp— mg—nr)(Lp + PI),
O = (Lp +Plp+ 2LP (lp — mqg — nr),

d’ou 'on déduit immédiatement

£AOD = @'+ 8470
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C’est la condition & laquelle doivent satisfaire les coefficients
de U ¢t U’ pour que le¢ probléme admette une solution (*).

205. Pour déterminer des covariants et contrevariants des
deux formes U et U’, nous suivrons Ia méme marche qu’au
n° 189, c¢’est-a-dire que nous développerons les contrevariants
des deux fonctions U +- 42U et G+ 2.G7.

Commencons par le contrevariant g de U230, on trouve
sans peine

g=6 + o + 1"+ WG,
v et o' élant deux nouveaux contrevarianls dont 'expression
est pour la forme canonique

7t

bed + be'd + bed W cd + ac'd + acd

o

~
5%

! 2

D

be'd’+ 0 ed +b'c'd) 22
+(ab'd'+ &' bd + ' Vd

i

= DESE )
+ (@ bd + abld + abd")yy* + (" be + ab' ¢ + abe’) oY,

= + (wc'd' -+ ded'+dc'd)5

-+ ( Jt (@ ¢ A a b+ b e) o

Calculant de méme le contrevariant f de G + 2G’, nous
devons avoir un covariant, et il vient

J=8U 4+ 2AF + RAF A,
F et ¥’ étant deux nouveaux covariants qui se réduisent, pour
la forme canonique, a
F=ad (bd'+becd+bcd)x?
+ bV add +ded +dc'd)yi+. ..,
V'=ad (Ved + bc'd + bed )
+ 00 (d ed + add 4+ acd’)y*+. ..
En égalant & zéro le discriminant par rapport a 2 des fone-
tions f et g, on obhtient deux équations analogues

(60" —9GG P=4(¢>—3G¢" )(¢"*— 3G'),

(FF' — gAA UV == 4 (F:— 3N UF' )(F2— 3AU'F),

{*) On peut remarquer Vanalogie de ce probléme avee la question de géo-
métrie plane traitée au n® 188 : Inserire dans une section conique un triangle

dont les trois ¢étés solent tangents & wne aulre section conlque.
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dont Vinterprétation géométrique s¢ déterminera comme au
n° 190.

La premiére est I'équation tangentielle de la courbe d’'in-
tersection des deux surfacgs U et U', la seconde est 'équa-
tion en coordonnées ordinaires de la surface développable
circonscrite aux deux surfaces U et U'.

Les covariants des deux formes peuvent tous s’exprimer en
fonction de U, U, F, F/, et de méme lcurs contrevariants
s’expriment en fonction de G, G/, o, ¢'.

206. Si dans le contrevariant double H du n° 202 nous
remplagons a par a + 2a', b par b+ 2b',. .., il deviendra

h—H -+ 2K+ »H,

H et I’ étant les contrevariants des deux formes U et U, et K
un nouveau contrevariant commun. Pour la forme canonique,
H se réduit, ainsi gue nous 'avons vu plus haut, 3 Zab(y9p,
H' a 2a'd' (y3)?, et Pon a pour K la valeur

K—=2{al + ba')(yo).

L’équation K = o exprime que la droite ax + Sy +yz 4 do,
a'x -+ By vz~ 0'v est coupée harmoniquement par les
surfaces U et U'. En égalant a zéro le discriminant de /A cal-
culé par rapport a %, nous aurons une équation

K:— 4HH —o,

qui exprimera que la droite renconire la courbe d’intersec-
tion commune de toutes les surfaces U + AU/, c¢’est-a-dire la
courbe d’intersection des deux surfaces U et U'. En se repor-
tant aux valeurs ci-dessus de H, H’ et K, on trouve sans peine,
pour la valeur de ce nouveau contrevariant,

K:— fHH = 2 (ab ) (y8) +22(ab)(ac) (yd )2 (Bd)
23 [(ad)(eb) - (ac) (db)] (2B ) (13).

207. Enremplacant dans ce contrevariant «, 3, v, 05 &/, 5/, 7,0
15
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dU dU dU dU JU dU dU JdU
par ZI—;’ 7}:7 —(/_z’ -(7;- W? W’ d—z’—’ —d77 nous aurons un
covariant L qui donnera, en I'égalant a zéro, I'équation de la
surface développable engendrée par les tangentes a la courbe
d’intersection des surfaces U et U’. Llexpression du cova-

riant L est, pour la forme canonique,

L=23(ab)(cd) zv' 422 (ab)(ac)(cd P (bd) y" 2" o*
+ 2222z [(ab) (cd) — (ad)(be)] [(ad)(bec) — (bd ) (ca)]
X [(bd)(ca)— (ab)(cd)].

La surface L est du huitiéme degré; mais on peut remar-
quer qu’en faisant v — o, I'expression ci-dessus se réduit a un
carré parfait, c’est-a-dire que chacun des quatre plans z, y,
z, v coupe la surface suivant une courbe du quatriéme degré.

Si 'on exprime L en fonclion de U, U', F, F’ et des inva-
riants, on a

L= ((I)UU’ —FU—FUY
—4(OUU —F'U— AU®) (@' UU' — FU' — A'UY),

et, sous cette nouvelle forme, on voit immédiatement, qu’in-
dépendamment de la courbe d’intersection commune aux
trois surfaces U, U’ et L, celte derniére rencontre encore la
surface U suivant une courbe qui est P'intersection de U et
d’une surface du quatriéme degré représentée par 1'équation

I — fAFU = o.

208. Considérons maintenant trois formes U, U’, U”. En dé-
veloppant le discriminant de AU + p U’ 4- vU”, les coefficients
des diverses puissances de A, p, v fourniront des invariants
du systéme de ces trois formes; mais il existe aussi deux com-
binanis 1, et I, qui méritent une mention spéciale. L'invariant
I, se réduit a zéro lorsque quatre des huit points d’intersec-
tion des surfaces U, U',.U” se trouvent dans un méme plan,
ou, en d’autres termes, lorsqu’il est possible de trouver des
valeurs de 4, p, v pour lesquelles la surface AU+ U +-yU”
se réduise a deux plans. Prenons les équations des trois sur-
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faces sous la forme canonique

U = ax® + by® + cz* + du* + ev?,
UV=dz+ by +cz+du+év,
U”: allx2+ b//J.z+ C//ZQ+ d’/u7+ 8”02,

dans laquelle nous supposons x 4 y -+ z -+ « + ¢ — o. L’inva-
riant I;, analogue a I'invariant X du n° 208, sera le produit des
dix déterminants (abc),... que 'on peut composer avec les
trois séries de coefficients. En effet, en éliminant y et 3z, il
est clair que I’équation

(abe)z? + (dbe)w + (ebe)v* = o

représentera une surface du systéme AU + p U + JU”, qui se
réduira a deux plans si I'un des déterminants (abe),... s'an-
nule; linvariant I, sera du dixiéme ordre par rapport aux
coefficients de chacune des trois formes.

On obtiendra Vinvariant I, en exprimant la condition qui
doit étre remplie pour que deux des points d’interseciion des
trois surfaces du second degré coincident; cet invariant, qui
se réduit a zéro dans ce cas, est du seizieme ordre par rapport
aux coefficients de chacune des trois formes (*).

Si I'on considére le discriminant de AU + 2 U’ 4 yU” comme
fonction de 4, y, v, et que I'on calcule son discriminant dans
cette hypothése, on aura un nouveau combinant I, du trente-
sixiéme ordre par rapport aux coefficients de chaque forme;
mais il s’exprime en fonction des deux précédents, et sa valeur
est I, =1I] L.

200. Le Jacobien J de quatre formes U, U, U”, U” repré-
sente le lieu des points dont les plans polaires par rapport
aux quatre surfaces du second degré concourent en un méme
point: ¢’est également (201) le lieu des sommets de tous les

(*) Pour, pour plus de développements, la Géométrie analytique & trois di-
mensions de M. Sa]mon,'chap. IX. M. Cayley donnc a Pinvariant I, le nom de¢
tact-invariant du systéme des trois formes; celai du n° 203 est linvariant cor-
respondant pour un systéme de deux formes.

15.
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cones qui pcuvent étre représentés par la fonction
AU+ pU 4+ v U7 + 0"

Il vésulte du mode de formation de la fonction § que, si l'une
des formes U, U’, U”, U” se réduit a un carré L2, le facteur L
se trouvant dans toutes ses dérivées existera aussi dans le Ja-
cobien, et la surface J se décomposera dans ce cas particulier
en un plan et une surface de troisicme degré.

210. Formes cubiques(*).— Nous adopterons pour l'étude de
ces formes la forme canonique donnée par MM. Sylvester et

Clebsch
az® —+ by + ez® + duw’ + e,

dans laquelle nous supposerons, comme d’habitude, la somme
x -~y + 7+ u + v égale a zéro. Les invariants fondamentaux
s'exprimant plus simplement comnie invariants du Hessien,
nous allons d’abord calculer cette derniére fonction. On trouve
aisément
H = bedeyzou + acde xzou + abde xyvu
+ abee xyzv + abed xyzu.

Nous écrirons, pour abréger,
H = Zabed xyzu,

le signe X s’appliquant aux diverses combinaisons des coeffi-
cients. Il en sera de méme pour les invariants et covariants
que nous allons énumérer plus loin.

Les invariants fondamentaux que nous désignerons par
A, B, C, D, E sont des huiticme, sciziéme, vingt-quatriéme,

(*) La théorie que rons allons exposer ici est Pabrégé d'un Mcmoire de
M. Salmon insée¢ dans les Philosophical! Transactions, 18Go. M. Clebsch a pu-
blié presque en méme temps deus Mémoires (Journal de Crelle, t. LVIIL) dans
Jesquels il obtenait de son ¢0té quelques—uns des résultats de M. Salmon, no-
tamment Vexpression des invariants en fonction de cinqg d’entre cux et celle de
la surface @ — jH & qui contient les vingtl-sept lignes droites (216). Mais la
méthode si simple de M, Salmon différe complétement de celle de M. Clebsch,
et 1a découverte de Vinvariant gaache F lui appartient en propre, ainsi que la
discussion des covariants et des contrevariants.
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trenlc-deuxiéme et quarantiéme ordres. L'invariant A a pour
formule symbolique

A = (1234 )" (1678)(2578)(3568) (4567).

Les expressions des aulres invariants sont fort compliquées;
mais elles se simplificnt beaucoup si on les considére comme
invariants du Hessien. M. Clebsch les présente sous la forme
suivante :

]l

= (1234 ),

(1234 ) (1256 2( 3456 2,

(1234)(1235) (4678 (5678 ),

(1234)2 (1256 )*(3478)*(789. 10 *(569. 10 )*;

i

H

B
G
D
E

I

les opérations indiquées par les symboles devant éwre effec-
tuées sur la fonction H.

Les valeurs de ces invariants sont, pour la forme canonique
que nous avons adoptée,

A=Z2abc*d*— 2abcdeZabe,
B=cabcdeZa,
C—=abicid e Zabed,
D = afdicideet Zab,
E=abcde.
Elles pourraient se calculer a I'aide des expressions précé-
dentes, mais nous les obtiendrons plus aisément par la diffé-

rentiation suceessive des covariants et contrevariants, comme
nous le verrons plus loin (213},

211. Ainsi que I'on pouvait s’y attendre, les cing. coeffi-
cients a, b, ¢, d, e entrent d’une maniére symétrigue dans ces
expressions, cl si I'on pose

2a=p, 2ab=—yq, 2abe—=r, Zabed--s, abede—1,
on a simplement

A:s2~—4r[, ]3:[3[), C—=1"s, DTLL""‘([, Bt
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d’ou Pon déduit immédiatement

B D G*— AE G E:‘
l):__‘_, q:—‘l, r— ramad] S:—{’ I — .
EN ES 4Eﬂ EH

Les quantités a, b, ¢, d, e peuvent donc étre considérées

comme racines de P'équation du cinquiéme degré
; 1)) C:— AE | C

o — — ot — — —a+—Fa—E' =o.

E® E* 4E B

4
5

8i ’on forme son discriminant, on aura en fonction des cinq
invariants fondamentaux un nouvel invariant

Mla—byrla—c)(la—dpP(a—e)
X(b—ecp(b—dp(b—e)p(c—dy(c—e)(d—e),

ou, en extrayant la racine carrée,
F=(a—b)(la—c). ..,

et F sera un invariant du centiéme degré analogue 4 I'invariant
gauche I des formes binaires du cinquiéme degré. On remar-
quera, du reste, I'analogie compléte des méthodes a 'aide
desquelles ils s’obtiennent tous deux en fonction des inva-
riants fondamentaux (*).

212. Nous aurons facilement le discriminant en éliminant
les variables entre les dérivées ax? — eo?, by*— ev?, ¢z* — ev?,
du* — ev?; on peut supposer z?, ¥?,... proportionnels a bede,
cdea,. . ., et, substituant dans I'équation x +y+s+u—+v—o,
il vient

Vbede + \edea + Vdeab + Jeabe + yabed = o,

et, en faisant disparaitre les radicaux, on a pour le discrimi-
nant A,
A—=(A*—64By — 2" (2AC+ D).

(*) L'expression de F* en fonction de A, B, G, D, E a été donnée par M. Salmon
(Philosophical Transactions, 186o, p. 233).
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Le discriminant est du trente-deuxiéme ordre, de méme que
Pinvariant D (7).

213. Passons a I'étude des covariants et des contrevariants.
Nous avons déja, outre la forme elle-méme, un covariant;
c’est le Hessien (210) : pour en déduire d’autres par la
méthode des n° 151 et 152, il est nécessaire d’avoir un
contrevariant. Nous en obtiendrons un en exprimant que
le plan ax + By —+ys+du-+¢cv coupe la surface suivant
une courbe du troisiéme degré pour laquelle Iinvariant S est
égal 4 zéro. Ce contrevariant est du quatriéme degré par rap-
port aux variables et sous la forme & quatre lettres le coelfi-
cient du terme o' est égal a Uinvariant S de la forme cubique
ternaire que I'on 6biient en faisant # = o dans la forme qua-
ternaire donnée. Les autres termes peuvent s’en déduire en-
suite au moyen de l'équation différentielle; le calcul, bien
qu’un peu long, ne présente point de difficultés. Ayant obtenu
ce covariant G, sous la forme a quatre lettres, on passe ensuite

a la forme a cing lettres, en remplacant «, 3, ... par & —¢,
B—e¢...,etl'ona
G =Zabed(a— &) (p—c)(y—ce)(d—ce)

Nous aurons aussi un covariant mixte

S edezvu(a — B,

(*) Une méthode semblable conduirait 4 la valeur du discriminant d’une
forme cubique ternaire en adoptant Ia forme canonique ax®+- by* + cz® +du?;
les expressions des deux invariants S et T deviennent dans ce cas

S = abed, Y =2E5a*b*c* —2abedSab.

Pour obtenir le discriminant A, nous avons a égaler a zéro les dérivées
ax® — du®, by* — du?, cz*—du* et & substituer les valeurs de x, », z, u dans
Videntité x 4 y 4 z -+ u = o, et il vient comme ci-dessus

Vbed - yacd + Yabd - yabe = o,

Qoir, en faisant disparaitre les radicaux,

A = T*— 645°.
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en formant le¢ contrevariant (201) de la polaire du second
degré
axx’ -+ byy'* + c23'* + dov'* + eun’,
dont le Hessien 2abed xyzu est le discriminant.

Désignons maintenant par Uy, U,,. .. les covariants, U, étant
la forme primitive, U, son Hessien, et par G, G,,... les con-
irevariants, dont le premier G, est donné ci-dessus. En opé-
rant avec G, sur U,, nous retrouvons l'invariant A; mais, en
opérant sur le carré de U, nous avons un nouveau covariant

U, = tZax*.

¢t désignant comme ci-dessus le produit abede.
En opérant avec U; sur Gy, on obtient unscontrevariant

G, =2 (a— B,
a l'aide duquel on déduit de U, le covariant linéaire
U, —r3ax.

En combinant G, et U,, on retrouve I'invariant B.
Si I'on opére maintenant sur U, avec le covarianl mixte
Zedesvu (o — B, on a un covariant cubique

U=12(a+ b)edezvu,

avec lequel, opérant sur G, on parvient & un contrevariant
linéaire
G=1t2Z(a—b)(a—B)[(a+b)c?d*e'— t(ed + de + ec)].

1l est facile de poursuivre ainsi, el nous nous contenterons
de mentionner les principaux résultats.

214. La forme cubique admet quatre covariants linéaires
fondamentaux des onziéme, dix-neuviéme, vingt-septiéme ct
(quarante-troisiéme ordres (*) par rapport aux coefficients,

(*) 1 n’y a pas de covaviants linéaires distincts du trente-cinquiéme ordre,
ces covariants pouvant s’exprimer en lonction de L,, Ly, L, et des invariants.
19 2y 3
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savoir
Lo =t3ax, L,=Zbcdex, l,=t3ax, L,=03adx
Tout autre covariant, y compris la forme primitive, peut

en général s’exprimer en fonction de L, L, L;, L;; en effet,
si I'on joint aux quatre équations

flax +by+...oo. )=
)

(
v (bedex + acdey +.
Plax+by+........ )
Bldxr +0y—+........ ) =
P'identité
xr-+y-+zt+tu-t+v—o,
on pourra en tirer les valeurs de z, y, 3, &, v en fonclion de

a, b, ¢, d, e; le dénominateur commun de ces valeurs se ré-
duira (21, ex. V) a

< (a=b)la—c) ...,

c’est-a-dire a 'invariant gauche F. En substituant dans un co-
variant les valeurs de =z, y, z, u, v, les coefficients du déve-
loppement seront des fonctions symétriques de @, 0, ¢, d, e,
et par suite des cing invariants fondamentaux A, B, C, D, E.

215. Nous avons donné plus haut le plus simple contre-
variant lincaire

tE2(a—b)(a—B)[(a+b)erdrer — t(ce +de - ec)];

les autres sont des vingl et uniéme, vingl-neuviéme,
ordres, savoir :

ti2(a—b)a—pB),

' dede(a —b)(a— (),

Le covariant quadratique le plus simple est du sixiéme ordre,
et sa valeur est

t2axt.
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On obtient ensuite, V'ordre croissant toujours par huit, ceux
des quatorziéme, vingt-deuxiéme,. .. ordres :

1?2ab(cd +de + ec)xy,
A2
3}

Les contrevariants du second degré sont des dixiérme, dix-
huitiéme,. .. ordres :

122 (a— B,

t'Zede(e— B),

Les covariants cubiques sont des neuviéme, dix-septicme,. ..
ordres :

t Zede(a + b)zuv,

12 arxd,

........

Ce dernier est important, car il permet, en effectuant sur
un covariant quelconque I'opération

A (a?é%+b?d(—i —e—chgz_ + d? cl(—fl—i—e’%),
d’en déduire immédiatement un nouveau covariant dont
I'ordre est plus élevé de seize unités. C'est pour ce molif qu’il
nous suffit de donner deux covariants de chaque degré par
rapport aux variables.

Le plus simple contrevariant cubique est du septiéme ordre

Scedier(a—b)(a—BP
— tZde(2a— P —y)(2p—y— a)(2y —a—P);

c’est I'évectant de Vinvariant A : vient ensuite celui du quin-
zieme ordre
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Le covariant du quatricme degré le plus simple aprés le Hes-
sien Zabed xyzu est celui du douzieme ordre

t:3arxt.

Nous avons déja mentionné plus haut le plus simple contre-
variant du quatriéme degré

Sbede{a — B)(ao— y){a—3d)(a—e)

216. Parmi les covariants de degré plus élevé, nous indi-
querons seulement :

1° Un covariant ® du cinquiéme degré et du septiéme ordre
par rapport aux coefficients

O=tZabx*ys,

que l'on obtient en opérant sur le Hessien avec le covariant
mixte 2 cdezvu (e — 3)*; on peut le remplacer par un autre
covariant de forme plus simple

t2arxs,

qui n’en différe que par le produit de la forme primitive et.du
plus simple des covariants quadratiques.

20 Un second covariant du cinquiéme degré
*xyz uv,

que Pon peut appeler le covariant canonique de la forme,
puisqu’il a comme facteurs les cing quantités z, y, z, u, ¢ de
la forme canonique.

3° Enfin un covariant du neuviéme degré © dont 'expres-
tion se déduirait de celle du contrevariant d’une forme qua-
dratique a quatre variables, en remplacant les coefficients
a, b, c,... par les secondes dérivées de la forme cubique U, et
les variables «, (3, y, ¢ par les dérivées de son Hessien H.
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L’importance de ce dernier covariant consiste en ce que la
surface du neuviéme degré représentée par V'équation
O —~4HD=—0o
détermine, par son intersection avec la surface du troisiéme

degré U, les vingt-sept lignes droites que contient cette der-
niére.




NOTES DE M. HERMITE.

SUR LES INVARIANTS DES FORMES DU CINQUIEME DEGRE.

Cest dans la théorie des formes du cinquiéme degré qu'on
voit s’oflrir pour la premiére fois un invariant gauche, c’est-
a~-dire un invariant qui se reproduit changé de signe dans
toute transformée de la forme proposée par une substitution
au déterminant —1, telle que par exemple

g'ﬁ::——X

lr= Y}
ou bien

%x: Y?

ly= X

Si Ia forme du cinquieme degré décomposée en ses facteurs
linéaires est

O—=alx —ay) (x—axy)(x—mmy)(x—a2:)) (2 — 2 )),

son expression en fonction des racines s’obtient comme il
suit :
Posons, pour abréger,

(mn)=—2z,— Zn,
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on aura
K =« [(0r}(04)(32)-+(02)(03)(x4)] [(01) (02)(43)-+-(03)(04)(12)] [{01)(03)(§2)+(02)(04) (31)]
> [(12)(10) (43) +(13)(14) (20)] [(x2) (13)(04)+ (14)(10) (23)] [(x2) (14} (03)+-(13)(10){42)]
> [(23)(21)(04)+(24) (20) B 1)} [(23) (24} (10)+(20)(21) (3] [(23)(20) (14) +-(24)(21) (03)]
> [(34)(32)(r0)+(30)(30}(42)] [(34) (30)(21)+- (B )(32)(§0)] [(34) (Br)(20) +(B0)(32)(x )]
< [(403(43)(21) = (41) (42)(03)] [(40) (41)(32)+(42)(43) (o 1)} {(40) (42) (B 1)+ (4 ) (43) (20)1.
Cela étant, je vais résumer dans cette Note plusicurs résultats
relatifs aux facteurs de linvariant gauche et qui donneront
sous un nouveau point de vue la détermination des invariants
dans les formes du cinquiéme degré.
Soient a cet effet (*)

F = (01)(0f)(32) + (02)(03)(14),
G = (01){02)(43) +(03)(04) (12),
H=(01)(03)(42) + (02)(0f)(31),

et convenons de représenter par F,, G,, H, ce que deviennent
respectivement ces quantités, en ajoutant le nombre v aux
indices des racines x,, z,,..., pris suivant le module 5.
L’expression de I'invariant du dix-huitiéme ordre sera ainsi:

K==a*.FGH.F, G H,.F.G.H,.F, G, H,. F,G H,,

et en premier licu je donnerai Je moyen de connaitre com-
ment s’échangent entre cux les quinze facteurs, lorsqu’on
effectue sur les racines une substitution quelconque. Or, a

Iégard de la substitution : ;ﬂ" 27 on aura pour résultats :
. { F, F, F, F, T
’ | —H, —H, —H, —H, —H, E
. y G G, Gy, G, G
’ 3—(}, — Gy — Gy, — G, —Gﬂ}’
30 g B, H, H, H, H (
¥ F, F, F, F

(*) Yoyez mon Mémoire Sur U'équation du cinquiéme degré. Paris, Gauthier-

Villars.
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La substitution 2 M; donnera :
. ( ¥ F, F, F, F
' | F, G, —H, —H, —G, z’
G, G, G, G, G
> ‘ —G, —H, —F, F, H, %3
g H, H, H, H, H
7 % —H, —F, G, —G, —F |

Et comme toute substitution entre cinq quantités résulte de
la composition des substitutions élémentaires

| = z, | x, (
? {2 b
1 Xyt L Ty, ’ Xy 5
on pourra, par ce qui précede, connaitre 'effet d’'une permu-
tation donnée des racines sur I'un quelconque des quinze

facteurs.
En méme temps que ¥, G, H, je considérerai les quantités

J= 31)\?4
g:(14)(
= 12)(34

et je désignerai par f,, g, L, ce qu’elles deviennent en ajou-
tant v aux indices des racines. Cela étant, on trouve que la

substitution 2 x g opére les changements que voici ¢
w2y

I

—hy — ey — ey — N0y — 1y ’

20 ; 8> 8 82 8s» 8 2;
— & — 8 — & — 8 T8

30 { h, h, by, My, i, }
U—f o —fo =S = f
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Quant a la substitution 5 za clle donne pour résultats :

{ 2
Jo So So i %3

g.’n /IU /"l’ g2 !

2
=T

Sir o S G }
by, foo fio B2}’
30 { , Ny Dy h D ]

hy for 80 85 S }

D’ou Yon voit que les deux groupes de quinze quantités se
permutent de la méme maniére, saufl certains changements
de signes, quand on effectue les mémes permutations sur les
racines de la proposée. Mais le lien que nous établissons
entre elles se justifie plus complétement, d’abord par ces re-
lations ou, pour abréger, on fait

l:(()])(oz)(03)(04),
G — H* = 41f,
H— F*=4lg,
F: — G'—’:4[’/L,

[&]

[~]
——
Uy U3

_~~

savoir

el ensuite par ceite remarque, que les divers produits

«F, f., «@*F g, &L, h,
a6, f, @G, g, aG, h,,
¥, f, «B,g, «HWh,

a étant le coefficient du premier terme de la forme du cin-
quieme degré, sont des invariants. Ces produits donnent lieu
a ce fait algébrique, que neuf d’entre eux, correspondant a la
méme valeur de Yindice v, suffisent pour en déduire linéaire-
ment tous les autres. On a, en effet, les relations qui suivent:

oF, fi=Yf—Gh-+HL,
2, gy :Fg+Gf+ H/l,
oHh =Fh—Gg—Hf;
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oF; fi=—Fh+ Gg—HY,
2G2g._,:-—Ff+ G/L—l—Hg,
2l hy=—Fg—Gf+ Hh;

2 F’;‘f —=—Fh+ Gg-« Hf,
2Gy g =-+Ff+ Gh—Hg,
oty =—Fg+Gf+HA;

:ZF‘;J:, =+ Ff~|— Gh +Hg,
2G, g ——Fg+ Gf—HL,
ol ly = Fh + Gg~Hf

Toutes les auires sont d’une forme presque aussi simple, et
en voici le type :

2P =Fh+Gg+H(h—yg),

26 =F(f—g)—Gg—Hf,

oHygi=F(f—h)— Gf-+ Hn,

2G fi=—Ff+ G(g—f)+Hg
be la résulte la possibilité d’exprimer au moyen de F, &, H,
d’une part, [, g, h, de l'auire, des fonctions des racines de la
forme proposée qui sont des invariants. Considérons par
exemple I'expression

Ff+F fi+F.fi+Ffi+Ff

qui est évidemment cyclique. En vertu des relations précé-
dentes, elle prendra cette forme trés-simple

Flaf—Ah)+ H(g—f)

Les fonctions FF,F,F, F,, HH, H. H, H,, qui sont également
cyclyques, s’expriment d’une manicére analogue. En faisant,
pour abréger,

S =1+ gh
g/ e 8‘2 +f/l,
W=+ fg,
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j’ai montré dans mon Mémoire sur U'équation du cinquiéme
degré, qu’on a

FF F.F,F,=F( B+ FHA + h1),
HH B H, = H (= Ff° + FRf + f1).

On obtiendrait pareillement

G666 G =G[—G(f—h)g+FH(f*+fh+I*) g
+(fi—afh—5f1h— 2flv + h¥)1].

Mais dans ces formes si simples de fonctions compliquées
de racines, le caractére cyclique de ces fonctions n’apparait
plus d’une maniére évidente, et pour le retrouver il faudrait
toute une théorie, qui me ménerait bien au delad de mon objet
actuel. Je me propose en effet, en considérant des expressions
non-seulement cycliques, mais symétriques, d’établir que Zous
invariant dont Uordre est multiple de 4 est une fonction
liomogéne de ¥* et | ayant pour coefficients des polynomes
entiers en g et h.

Dans ce but, je considérerai les diverses déierminations de
la fonction suivante

u= (01)(x2)(23)(34) (4o),

qui, multipliéce par @*, donne évidemment un invariani. Ces
déterminations, au nombre de vingt-quatre, sont deux a deux
éyales et de signes contraires, et peuvent ainsi se réduire a
douze, que je partagerai en deux groupes et désignerai
comme il suit :

[ w.=(o1)(12)(23)(34)(40),
\ uy = (03)(34)(41)(12)(20),
| we=(14)(40)(02)(23)(31),
| w==(20)(01)(13)(34)(42),
’ u, = (31)(12)(24)(40)(03),
L us =(42)(23)(30)(01)(14);




va==(02)(24)(41)(13)(30),
oo = (04)(42)(23)(31)(10),
o= (10)(03)(34)(42)(21),
v, == (21)(14)(40)(03)(32),
v, == (32)(20)(0r)(14)(43),
e =(43)(31)(12)(20)(0f).

s Uy et v, ont é1é

¢, a été tiré de w, par la substitution {

2v

. , . . . x,
respectivement déduits de u«, et v_ par la substitution g %,

enfin u; et v; de u, et ¢, en ajoutant le nombre ¢ aux indices
des racines pris suivant le module 5. On sait qu’a l'origine de
la théorie des invariants, on a considéré comme fonctions
symétriques des carrés de ces douze quantités les invariants
fondamentaux du quatriéme, du huitiéme et du douziéme
ordre des formes du cinquiéme degré. Ainsi on a, en dési-
gnanti avec M. Sylvester Vinvariant du quatriéme ordre par J
et le déterminant par D,

A+ uw+w+ul+ul+ul)f=—51—-3.5 V5D,
ai (o2 -0+ 0l 4 vl 40+l )-’:—54J—3.52\/ﬁ,
et la somme des produits trois a trois des carrés conduit a
a*(uluiu, +. .. )=a*(vielvl +...)
= 4.5"(48JK — 768L — A),

en adoptant les dénominations du méme auteur. Or on a,
comme on le vérifie sans peine, ces deux systémes de relation,
savoir :

ou, =+ (F+H)h, 20,=—(F H)f,
st 4 (F— B)hy 20— —(F+H)f,
ou, == —(H—G)g, 20 =+ (H+G)h
su,=——(H+G)g, 20, =+ H—G)A,
2u,=—(F—G)f, 20, =—(F +G)g,
louy,— — (F+G)f, 2v,=—(F—G)g,
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On en déduit, en faisant la somme des carrés, Pexpression de
I'invariant du quatricme ordre J, sous la forme

al(oF + G+ 1) f* - (2G* + H* + F*) g
+ (oMW +F+ G ——4.5T,
et sil'on écrit la somme des produits trois 4 trois, n2u? «? +...,
de cette maniére :
(i + wd) (e + )} + u2)
Hulul (el ol 4wl 4 ul)
+ouiul (w4l w4+ ul)
+ulul (vl ul 4wt gy,
on parviendra a Pinvariant du douziéme ordre, exprimé comme
il suit :
275 (48K — ;68L — A)
=4a*(F + G*) (G + W) (H: - F2) fr o2 /2
+a*(F*— H’)‘-’[(l“ + G2 g (G I ] S
+a12(G2_F7)2[( /L2+(H +F f'z]g.
a*(H— G*) [(H’+ F2) f2 4+ (F* 4+ G2 ) g2 | A

Adoptant donc le discriminant 5°D==a*f* g2 /2 {* pour inva-
riant du huitiéme ordre, la proposition précédemment an-
noncée se trouvera démontrée a P'égard de ces invarjants fon-
damentaux, en observant que F, G, Hn'y entrent que par leurs
carrés, de sorte qu’au moyen des relations

— H:=41f,
H:— T = 41g,
— Gr—=41h,

et de celle-ci qui en découle
f+g+h=o,

on pourra effectivement les exprimer par ¥*, g, A, . Nous ob-




SUR LES FORNMES DU GINQUIEME DEGRE. 245

tiendrons ainsi

51 =—a' [2F (g2 +gh + b))+ (g — h)(2g"+ gh + 212)1],
5D=a*(g-+h)yghl?
4.5°(48JK — 768L — A)
=a [F(g+h)p gl + 4FU(g—h)(g+ hpr gl
+ Bl (gt 4g7h +12gv i+ 6g° b — S gt It
+6g° e+ 282 b+ fgh'+ I¥)
—alghlg—h)(g°+3g°h+8gi 4+ 11g3h
+8g* i 4 3 gl -+ )]

Or ces expressions sont des {fonctions homogénes de I* et [,
dont les coefficients soni des polyndmes entiers en g et /, et
il en sera de méme par conséquent de lears comhinaisons en-
tieres qui représentent tout invariant de la forme du cin-
quieme degré dont Pordre est muliiple de quatre. Fajoute
gu’un invariant donné ne peut éire obtenu de deux maniéres
différentes, comme nous venons de le dire, car en égalant
deux expressions de celte nature, on arrive a une équation
ke
homogéne entre F* et /, qui pouvait donner Fenget h, c’est-
a-dire une fonction de la racine x,, et par conséquent cetie
racine au moyen des quaire autres, puisque g et i ne con-
tiennent pas x,.

Je terminerai cette Note par cc qui concerne au méme point
de vue Pinvariant gauche, et a cet effet, en posant comme plus
haut

S =1+ gh
g =g +fh

W=+ fg,

Jemploierai les relations suivantes qu’il est aisé de vérifier,
savoir :

2(xi—x)F G =Hg + GI,

o(x. —a, ) HH,=FA" +-Hf,

2(x, — x)H, G =Gf" +Fg',
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2(x — ) Fe=Hg' — G/,
2(xy— 2 )F,F, =FL' —Hf,
2@, — ;) G . =Gf —Fg'.
On en déduit, en Ies multipliant membre 9 membre,
64fghK = a* FGH(H*g"? — G* h"*)
< (F*h's —H2f")
G f/; Fg 0,!2
Ecrivant ensuite
Hig — G h'» =M g" — h'?) — 41fh'?,
Fh: —Hfr==F (b — f)— 4l gf",
G fr:—Frg=G'(f"—g")—4lhg",
el observant qu’on a
g — = b fgh(g —h),
h'*— frr=4fgh(h—f),
fregr=hfeh(f~ g

on en conclut immédiatement
K=a*FGH[F(h— f)fh—If"]
X [@(f— g fg—1g"]
> B (g —h)ygh— 17,
et on reconnait que la quantité par laquelle est multipliée FGH

peut encore étre mise sous forme d’une fonction homogéne
de F2 et l.
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IT.
SUR LINVARIANT GAUCHE DES FORMES DU SIXIEME DEGRE.

On doit au P. Joubert la découverte intéressante de I'expres-
sion de cet invariant qui est du quinziéme ordre au moyen des
racines de la forme proposée. Représentons cette forme par

J=alz—z y)(x—2y) (@ — 2. y) (20— 227} (2 — 237 ) (2 — 20, )),

el posons

U =[z.2 (0, + 2, — 2, — 2) + 2, 2 (X + Xy — 22 — ;)
+ &8 (2 X — 2, — 3,)],
V=12 22+ 2, — 20— &) + 2, 2o X+ 2y — 3 — ;)
F XXX X — 2, — ) ],
W=z 2 (2, + 2, — 2, —2;) + 2205 (2, + 2y — 20 — 2,)
+xxi (2 s — 2, —x,)).
En convenant de désigner par U;, V;, W; ce que deviennent
ces expressions, en ajoutant le nombre / aux indices des ra-
cines pris suivant le module 5, on aura la valeur suivante de
I'invariant gauche du quinziéme ordre, savoir:
K=a*U, U U, U, U,
XV, ViV, VY,
X W W W WW,

PARIS. — IMPRIMERIE DE GAUTHIER-VILLARS,

Rue de Seine-Saint-Germain 10, prés I'Institut,
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