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AVERTISSEMENT. 

Le titre de cet Ouvrage, qui n'a presque rien de com­

mun avec les autres Traités d'Algèbre supérieure récem­

ment publiés, n'en fait pas connaître d'une manière assez 

précise l'objet tout spécial. Une nouvelle brandie d'Al­

gèbre, dont on peut faire remonter l'origine aux travaux 

de Gauss sur les formes quadratiques, a fait depuis vingt 

ans d'immenses progrès. Son but principal est l'étude 

des fonctions dont les relations mutuelles ne sont pas 

altérées par une transformation linéaire des variables. 

Cette simple définition de la théorie en fait pressentir 

toute l 'importance au point de vue des applications géo­

métriques; car tout changement de coordonnées s'opé-

rant par une transformation linéaire, l ' interprétation 

géométrique des fonctions obtenues par les nouvelles 

mélhodes conduit à des propriétés complètement indé­

pendantes du choix des axes. 

Ces méthodes originales et fécondes sont encore peu 

répandues, surtout en France : leurs éléments sont épais 

dans de nombreux recueils scientifiques, et l 'introduc­

tion de tout un vocabulaire de termes spéciaux en rend 

aujourd'hui l'accès plus difficile aux algébristes qui ont 

négligé de se tenir au courant de leurs progrès. M. Sai-

mon, auteur d'Ouvrages devenus classiques en Angle-



terre, et l'un des éminentsProfesseurs de l'Université de 

Dublin, où les études mathématiques ont pris un si re­

marquable développement, vient de rendre à la science 

un véritable service en publiant un Traité complet sur 

cette branche moderne de l'Analyse algébrique 

Une traduction intégrale de ce livre eût été trop 

étendue pour un Ouvrage élémentaire, d'autant plus 

que nous désirions faire rentrer dans ce cadre restreint 

un aperçu des principales applications géométr iques : 

nous avons donc, suivant le conseil de M. Salmón, fait 

des suppressions assez nombreuses, en introduisant 

d'autre part trois nouveaux Chapitres empruntés en 

substance à ses excellents Traités de Géométrie analy­

tique. M. Hermite, qui nous a plusieurs fois, dans le 

cours de notre travail, aidé de sa haute expérience, a 

bien voulu aussi ajouter à la suite de l'Ouvrage quel­

ques Notes extraites de ses savantes recherches sur 

l 'équation du cinquième degré. 

Malgré le peu d'étendue de cette traduction abrégée, 

nous espérons n'avoir omis aucun point essentiel; notre 

seul désir est d'avoir fait une œuvre utile en contribuant 

à réveiller en France le goût des recherches mathéma­

tiques. 
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L E Ç O N S 

D'ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 

DÉTERMINANTS. - NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

1 . Si Ton a ii é q u a t i o n s h o m o g è n e s d u p r e m i e r d e g r é e n t r e 

n v a r i ab l e s , o n p e u t é l i m i n e r les va r i ab l e s e t o b t e n i r p o u r r é ­

su l t a t u n e e x p r e s s i o n n e c o n t e n a n t p l u s q u e l e s coeff ic ients : 

c ' e s t ce q u e l 'on appe l l e le déterminant de ce s é q u a t i o n s . N o u s 

d o n n e r o n s p l u s lo in d e s r è g l e s p o u r la f o r m a t i o n d e c e s d é ­

t e r m i n a n t s , e t n o u s é t a b l i r o n s q u e l q u e s - u n e s d e l e u r s p r inc i ­

pa l e s p r o p r i é t é s ; m a i s la t h é o r i e g é n é r a l e n o u s para î t d e v o i r 

ê t r e m i e u x c o m p r i s e e n d o n n a n t d ' abo rd q u e l q u e s e x e m p l e s 

de s e s app l i c a t i ons aux cas l e s p l u s s i m p l e s . 

C o m m e n ç o n s d o n c pa r d e u x é q u a t i o n s e n t r e d e u x v a r i a b l e s : 

On é l i m i n e l e s var iab les en a jou tan t à la p r e m i è r e é q u a t i o n 

mu l t i p l i é e par b2 la s e c o n d e m u l t i p l i é e par — 6 „ e t l 'on o b ­

t ien t (libi — a2bi — o , é q u a t i o n d o n t le p r e m i e r m e m b r e es t 

le d é t e r m i n a n t d e m a n d é . La no t a t i on o r d i n a i r e m e n t e m p l o y é e 

p o u r d é s i g n e r ce d é t e r m i n a n t es t 

mais n o u s é c r i r o n s s o u v e n t , p o u r a b r é g e r , (<z,6A), e n la i ssan t 

i u l e c t e u r le so in d e r é t ab l i r l e t e r m e néga t i f : il e s t clair 

rju'avec c e t t e n o t a t i o n [ajh) = — [aj)x). L e s coef f ic ien ts a{, 

PREMIÈRE LEÇON. 
o 

II 



Z>, , . . . , q u i e n t r e n t dans l ' e x p r e s s i o n d u n d é t e r m i n a n t , s o n t 

l es éléments d e ce d é t e r m i n a n t ; les p r o d u i t s a{ b,,... en son t 

l e s d i f férents t e r m e s . 

2 . On p e u t r e c o n n a î t r e i m m é d i a t e m e n t q u e le r é s u l t a t e û t 

é t é l e m ê m e e n é l i m i n a n t l e s va r i ab l e s e n t r e les é q u a t i o n s 

axx-ha2y = o, b^x -\- b>y = o ; 

en d ' a u t r e s t e r m e s , 

c ' e s t - à - d i r e q u e la v a l e u r d u d é t e r m i n a n t n ' e s t pas a l t é r é e en 

éc r ivan t v e r t i c a l e m e n t les l i gnes h o r i z o n t a l e s , e t vice versa. 

3 . Si l 'on a d e u x é q u a t i o n s h o m o g è n e s e n t r e t ro i s v a ­

r i a b l e s , 

ce s é q u a t i o n s suff isent p o u r d é t e r m i n e r les r a p p o r t s de x, y 

e t z; a i n s i , en é l i m i n a n t a l t e r n a t i v e m e n t y e t x, n o u s a u r o n s 

x e t y en fonc t ion d e z, e t il v i e n t 

e n d ' a u t r e s t e r m e s x, y, z s o n t r e s p e c t i v e m e n t p r o p o r t i o n n e l s 

à (a-ib3), (a3bi), {aib2}; s u b s t i t u a n t ces v a l e u r s dans les é q u a ­

t i o n s p r i m i t i v e s , n o u s a v o n s les i d e n t i t é s 

r e l a t i o n s q u i s e vér i f i en t i m m é d i a t e m e n t en r e m p l a ç a n t l es 

d é t e r m i n a n t s pa r l e u r s e x p r e s s i o n s d é v e l o p p é e s , pa r e x e m p l e 

La n o t a t i o n 



où le n o m b r e d e s c o l o n n e s ve r t i ca l e s s u r p a s s e ce lu i de s l i g n e s 

h o r i z o n t a l e s , e s t e m p l o y é e p o u r d é s i g n e r les t ro i s d é t e r m i ­

n a n t s q u e l 'on o b t i e n t en s u p p r i m a n t s u c c e s s i v e m e n t c h a q u e 

c o l o n n e , c ' e s t - à - d i r e les t ro i s d é t e r m i n a n t s q u e n o u s v e n o n s 

d e c o n s i d é r e r {a2b3), {a¿bi)f ( « , 6 2 ) . 

4 . P a s s o n s m a i n t e n a n t à u n s y s t è m e d e t r o i s é q u a t i o n s : 

m u l t i p l i o n s la p r e m i è r e par ( « 2 6 3 ) , la s e c o n d e par [a3b{)> la 

t r o i s i è m e p a r ( a , 6 2 ) , e t fa isons la s o m m e ; les coeff ic ients de x 

et j s ' é v a n o u i s s e n t en v e r t u d e s i d e n t i t é s du n° 3 , e t le d é t e r ­

m i n a n t d e m a n d é e s t 

o u , en d é v e l o p p a n t , 

o n p e u t a u s s i l ' é c r i r e s o u s l ' u n e ou l ' au t r e d e s d e u x f o r m e s : 

Ce d é t e r m i n a n t es t r e p r é s e n t é pa r la n o t a t i o n 

n o u s l e d é s i g n e r o n s s o u v e n t , p o u r a b r é g e r , par {avb2c%). 

11 es t u t i l e d e r e m a r q u e r q u e 

E n effet, d ' ap r è s l ' ana logie d e s n o t a t i o n s , 

ce q u i r e v i e n t à (a,¿> 2 c' 3 ); t and i s q u e 

ce q u i r e v i e n t à — (ciib2c^). 

I.I. 



5 . N o u s a u r i o n s o b t e n u le m ê m e r é s u l t a t en e f fec tuant l ' é ­

l i m i n a t i o n e n t r e les t r o i s é q u a t i o n s : 

car , si l 'on p r o c è d e c o m m e p r é c é d e m m e n t , en m u l t i p l i a n t la 

p r e m i è r e pa r ( 6 2 c 3 ) , la s e c o n d e pa r [c7a3), la t r o i s i è m e pa r 

(<hbô) e t a jou tan t , l e s coeff ic ients d e y e t de z s ' é v a n o u i s s e n t 

e t l 'on o b t i e n t le d é t e r m i n a n t s o u s la f o rme 

q u i , d é v e l o p p é e , r e p r o d u i t i d e n t i q u e m e n t ( a , b 2 c 3 ) ; d 'où 

c 'es t -à-di re q u e le d é t e r m i n a n t n ' e s t pas a l t é r é en éc r ivan t ver­

t i c a l e m e n t l e s l i gnes h o r i z o n t a l e s , e t vice versa : p r o p r i é t é q u i 

s e ra d é m o n t r é e p o u r t o u t d é t e r m i n a n t . 

6. D é s i g n o n s par 

le s y s l è m e de d é t e r m i n a n t s q u e l 'on o b t i e n t en o m e t t a n t s u c ­

c e s s i v e m e n t c h a c u n e d e s c o l o n n e s : ces q u a t r e d é t e r m i n a n t s 

s o n t l iés p a r l e s r e l a t i o n s 

Ces r e l a t i o n s p e u v e n t ê t r e vér i f iées en d é v e l o p p a n t les d é ­

t e r m i n a n t s , o u b i e n d é m o n t r é e s par u n e m é t h o d e a n a l o g u e à 



ce l le du n° 3 . P r e n o n s les t ro i s é q u a t i o n s 

n o u s p o u v o n s , c o m m e au n° 5 , é l i m i n e r y e t z en m u l t i p l i a n t 

l e s é q u a t i o n s pa r (&><?3), {c2a3), {a2b3) e t a j o u t a n t , ce q u i 

d o n n e 

de m ê m e , en m u l t i p l i a n t pa r (fc 3 c,) , [c^a{), ( # 3 6 , ) , il v i e n t 

et de m ê m e e n c o r e 

m a i n t e n a n t , en se r e p o r t a n t a u x r e m a r q u e s faites s u r les s i g n e s 

au n° 4, ce s é q u a t i o n s r e v i e n n e n t à 

c ' es t -à -d i re q u e x, y, z e t v s o n t r e s p e c t i v e m e n t p r o p o r t i o n ­

ne l s à (ciib3Ci)y — ( « 3 ^ 6 * , ) , {aiblc2)f — {a{b2c3), e t s u b s t i t u a n t 

c e s v a l e u r s dans les é q u a t i o n s p r i m i t i v e s , on o b t i e n t les i d e n ­

t i t és c i - d e s s u s . 

7 . Si n o u s a v o n s m a i n t e n a n t à é l i m i n e r e n t r e l e s q u a t r e 

é q u a t i o n s 

il suffit de l e s a jou t e r en m u l t i p l i a n t la p r e m i è r e par ( a a 6 3 c 4 ) , 

la d e u x i è m e par — ( a 3 6 4 c , ) , la t r o i s i è m e par (aAbtc-t), la q u a ­

t r i è m e par — (<z ,6 2 c 3 ) ; l es coeff ic ients de x, y e t z d e v i e n n e n t 



i d e n t i q u e m e n t n u l s , e t l 'on a, p o u r l e d é t e r m i n a n t , 

o u , en d é v e l o p p a n t , 

8 . On p e u t s ans a u c u n e difficulté é t e n d r e à u n n o m b r e q u e l ­

c o n q u e d ' é q u a t i o n s la m é t h o d e q u e n o u s v e n o n s d ' e m p l o y e r . 

L e l e c t e u r r e m a r q u e r a q u e l ' e x p r e s s i o n g é n é r a l e d ' u n d é t e r ­

m i n a n t e s t 2 d b alb2c5di..t, d a n s l a q u e l l e c h a q u e p r o d u i t do i t 

r e n f e r m e r t o u t e s l e s l e t t r e s e t t o u s l e s i n d i c e s , s a n s r é p é t i t i o n 

n i o m i s s i o n : l e d é t e r m i n a n t c o n t i e n t t o u s les p r o d u i t s de c e t t e 

n a t u r e q u ' i l e s t p o s s i b l e d e f o r m e r . Q u a n t au s i gne d o n t c h a q u e 

t e r m e do i t ê t r e affecté , la r è g l e es t la s u i v a n t e . N o u s d o n n e ­

r o n s l e s i g n e -+- au t e r m e a{ b2c^diy..., q u e l 'on o b t i e n t en l i s an t 

l e d é t e r m i n a n t de l ' ang le s u p é r i e u r g a u c h e à l ' ang le i n f é r i e u r 

d r o i t , e t , cela é t an t a d m i s , l e s i g n e de c h a q u e p r o d u i t sera -f-

o u — , s u i v a n t q u ' i l d é r i v e d e ce p r e m i e r t e r m e pa r u n n o m b r e 

pa i r ou i m p a i r de p e r m u t a t i o n s d e s i n d i c e s . A ins i , dans le der ­

n i e r e x e m p l e , le s e c o n d t e r m e a,/>3<?2<f4 n e diffère du p r e m i e r 

q u e par la p e r m u t a t i o n d e s i n d i c e s d e b e t de c : il a d o n c 

u n s i g n e c o n t r a i r e . L e t r o i s i è m e t e r m e aibzc{dA diffère du s e ­

c o n d par la p e r m u t a t i o n d e s i n d i c e s d e a e t d e c : il a pa r s u i t e 

u n s i g n e c o n t r a i r e , m a i s il a l e m ê m e s i g n e q u e le p r e m i e r 

t e r m e , p u i s q u ' i l p e u t e n ê t r e d é r i v é e n p e r m u t a n t d e u x fois 

l e s i n d i c e s . 

EXEMPLE. — Quel est, dans le déterminant (alb2c:id,teb), le ,signe du 

ternie a..b,c.,d. <?,? 

En permutant, dans le premier terme, les indices de a et de c, nous 

obtenons a.^b.,cxdke^ produit dont le premier élément est le même que 

celui du terme donné; en permutant ensuite les indices de b et e, nous 



avons aj)hc{(l^e.v qui a deux éléments communs avec le terme donné; puis, 

permutant c et c, il vient a.sbhctldAex ; et enfin, permutant r/et c, nous avons 

le terme donné a^bhc2dxev Donc, puisqu'il y a eu un nombre pair ( 4 ) de 

permutations, le signe du terme est + . En effet, les signes de la série de 

termes sont 

9 . Une p e r m u t a t i o n c i r c u l a i r e d e s i n d i c e s a l t è r e le s i g n e 

q u a n d le n o m b r e d e s t e r m e s du p r o d u i t es t pa i r : e l l e n e l ' a l ­

t è r e pas q u a n d le n o m b r e des t e r m e s es t i m p a i r . Ains i a2bl9 s e 

d é d u i s a n t de a{b2 p a r u n e s e u l e p e r m u t a t i o n d ' i n d i c e s , a u n 

s i g n e c o n t r a i r e ; m a i s tf263e?, a le m ê m e s i g n e q u e a , 6 2 c , d o n t il 

d é r i v e pa r u n e d o u b l e p e r m u t a t i o n . Car, e n é c h a n g e a n t l e s in­

d i ces d e a e t d e b, ayb2c-A d e v i e n t a2bic39 q u i , en é c h a n g e a n t 

c e u x d e b e t c, d e v i e n t a2b^cx. D e m ê m e a^b^c^dy a u n s i gne 

c o n t r a i r e à ce lu i de a.b.c^d^ d o n t il d é r i v e par t r o i s p e r m u t a ­

t i o n s , savo i r : aib{czd^ a2bzc{d^ aib-6cxdx. 

10 . N o u s p o u v o n s m a i n t e n a n t s u b s t i t u e r à n o t r e p r e m i è r e 

déf in i t ion du d é t e r m i n a n t u n e n o u v e l l e déf in i t ion q u i d e v i e n ­

dra la b a s e d e s t h é o r i e s s u i v a n t e s . E n effet, p u i s q u e le dé t e r ­

m i n a n t es t s i m p l e m e n t u n e fonc t ion d e s é l é m e n t s a, b> c e t 

n e c o n t i e n t pas l e s va r i ab l e s x, y, z, il e s t é v i d e m m e n t p ré fé ­

r a b l e d ' en d o n n e r u n e déf in i t ion q u i n e fasse pas m e n t i o n 

d ' é q u a t i o n s e n t r e c e s q u a n t i t é s x, y, z (**). 

S o i e n t d o n c n2 q u a n t i t é s d i s p o s é e s en u n c a r r é d e n c o l o n n e s 

(*) En c o m p a r a n t l e s t e rmes ax c 3 <74 a^b^cjl^ (\, o n voi t que l ' ind ice i , 

qui se p r é s e n t a i t le p r e m i e r d a n s le p r e m i e r t e r m e , se t rouve d a n s le d e u x i è m e 

précédé de tro is é l é m e n t s ; q u e l ' ind ice 2 est p r é c é d é de d e u x é l é m e n t s et l ' in ­

d ice \ d'un é l é m e n t , qui ne v e n a i e n t qu 'après d a n s le t e r m e pr imit i f . Le n o m b r e 

total des d é r a n g e m e n t s est d o n c de s ix . La règ le des s ignes est q u e l q u e f o i s d o n ­

née sous cette l'orme : le s igne de c h a q u e t e r m e est -+- o u — suivant que l e 

n o m b r e tota l des d é r a n g e m e n t s par rappor t à l 'ordre des i n d i c e s dans le t e rme 

p r i m i t i f est pair ou i m p a i r . 

(**) N o u s aur ions p u part ir de cette déf in i t ion du d é t e r m i n a n t , l e s p r o p o s i ­

t i o n s p r é c é d e n t e s n'étant pas nécessaires p o u r le d é v e l o p p e m e n t sc ient i f ique de 

la t h é o r i e . N o u s avons p e n s é c e p e n d a n t q u e ces é c l a i r c i s s e m e n t s r e n d r a i e n t la 

t h é o r i e généra l e p l u s faci le à c o m p r e n d r e , e t q u e l ' i m p o r t a n c e d e l ' é tude d e s 

d é t e r m i n a n t s ressort irai t davantage , l o r s q u e l 'on aurait m o n t r é que toute é l i -



v e r t i c a l e s e t n l i g n e s h o r i z o n t a l e s , le d é t e r m i n a n t d e c e s q u a n ­

t i t é s e s t la s o m m e d e t o u s les p r o d u i t s p o s s i b l e s (affectés de 

s i g n e s c o n v e n a b l e s , c o m m e on l'a e x p l i q u é au n° 8 ) q u e l 'on 

p e u t fo rmer avec n é l é m e n t s , en n ' e n p r e n a n t q u ' u n s e u l d a n s 

c h a q u e c o l o n n e ve r t i c a l e et dans c h a q u e l igne h o r i z o n t a l e : ce 

d é t e r m i n a n t es t d i t du nième o r d r e . D e u x é l é m e n t s s o n t con­

jugués l o r s q u e c h a c u n d ' e u x o c c u p e , d a n s les l i gnes h o r i z o n ­

t a l e s , la m ô m e pos i t i on q u e l ' au t r e d a n s les c o l o n n e s v e r t i ­

c a l e s . L o r s q u e l e s é l é m e n t s c o n j u g u é s s o n t é g a u x , le dé te r ­

m i n a n t e s t symétrique. E x e m p l e : 

1 1 . Dans le c o u r s d e s p r e m i è r e s L e ç o n s , n o u s é c r i r o n s , 

c o m m e n o u s l ' avons fait d a n s les e x e m p l e s p r é c é d e n t s , t o u s 

l e s é l é m e n t s d ' u n e m ê m e l i gne h o r i z o n t a l e avec la m ô m e l e t t r e , 

e t t o u s c e u x d ' u n e m ê m e c o l o n n e ve r t i ca l e avec le m ê m e in­

d i c e . Mais la n o t a t i o n la p l u s u s i t é e c o n s i s t e à d o n n e r à 

c h a q u e é l é m e n t u n d o u b l e i n d i c e , l e p r e m i e r i n d i c e d é s i g n a n t 

la l i gne h o r i z o n t a l e e t le s e c o n d là l igne ve r t i ca l e à l a q u e l l e il 

a p p a r t i e n t . L e d é t e r m i n a n t d u t r o i s i è m e o r d r e s ' éc r i ra i t a insi : 

o u e n c o r e 

l e s i n d i c e s d e v a n t , dans c e t t e s o m m e , ê t r e p e r m u t é s de t o u t e s 

les m a n i è r e s p o s s i b l e s . On modi f i e q u e l q u e f o i s la n o t a t i o n p r é -

m i n a t i o n de var iab les entre un sys t ème d ' équat ions d u p r e m i e r degré , et que 

t o u t e s o l u t i o n d'un s e m b l a b l e s y s t è m e , d o n n e na i s sance à des d é t e r m i n a n t s : l e s 

s y s t è m e s d 'équat ions d u p r e m i e r degré se r e n c o n t r e n t c o n s t a m m e n t dans toutes 

l e s b r a n c h e s des M a t h é m a t i q u e s p u r e s et a p p l i q u é e s . 



c è d e n t e en o m e t t a n t la l e t t r e a, e t le d é t e r m i n a n t s ' éc r i t a l o r s 

M. Sy lves te r a e n c o r e p r o p o s é u n e a u t r e n o t a t i o n {ambrai 

notation). Soi t , pa r e x e m p l e , le d é t e r m i n a n t 

d o n t les é l é m e n t s s o n t acc, b%,. ..; a, b, c,.. . , n ' é t a n t pas d e s 

q u a n t i t é s , m a i s e n q u e l q u e s o r t e de s o m b r e s ou a p p a r e n c e s de 

q u a n t i t é s , c ' e s t - à -d i re q u e ces l e t t r e s n ' o n t pas de s ignif ica t ion 

par e l l e s - m ê m e s e t n ' e n p r e n n e n t q u e pa r l e u r c o m b i n a i s o n 

a v e c ce l l e s de l ' a u t r e s é r i e a , ¡3, y , . . . ; par e x e m p l e si a, ¡3, y, 

à r e p r é s e n t e n t l e s i n d i c e s i , 2 , 3 , 4 , l es é l é m e n t s , s u i v a n t la 

n o t a t i o n q u e n o u s a v o n s a d o p t é e , s ' o b t i e n d r o n t en c o m b i n a n t 

l ' u n e des l e t t r e s a, b, c, d ' avec l ' un d e s i n d i c e s 1, 2 , 3 , 4. M. Syl­

v e s t e r éc r i t le d é t e r m i n a n t s o u s u n e fo rme p l u s c o n d e n s é e : 

qu i i n d i q u e la s o m m e d e t o u s l e s p r o d u i t s ax.bfì.cy .dò q u e 

l 'on p e u t o b t e n i r en p e r m u t a n t les t e r m e s d e la s e c o n d e l igne 

d e t o u t e s l e s m a n i è r e s p o s s i b l e s , e t c h a n g e a n t l es s i g n e s à 

c h a q u e p e r m u t a t i o n s u i v a n t la r èg l e o r d i n a i r e . 



DEUXIÈME LEÇON. 
o 

RÉDUCTION ET CALCUL DES DÉTERMINANTS. 

12. N o u s a v o n s , d a n s la d e r n i è r e L e ç o n , fait c o n n a î t r e la r èg l e 

d e fo rma t ion d e s d é t e r m i n a n t s e t i n d i q u é , s u r d e s e x e m p l e s 

p a r t i c u l i e r s , q u e l q u e s - u n e s de l e u r s p r o p r i é t é s . N o u s a l l o n s , 

d a n s c e t t e s e c o n d e L e ç o n , d é m o n t r e r d ' u n e m a n i è r e g é n é r a l e 

c e s p r o p r i é t é s e t q u e l q u e s a u t r e s e n c o r e q u i s o n t t r è s - f r é ­

q u e m m e n t e m p l o y é e s p o u r la r é d u c t i o n et le ca lcu l d e s dé te r ­

m i n a n t s . 

La v a l e u r d ' u n d é t e r m i n a n t n ' e s t pas a l t é r é e si l 'on éc r i t 

h o r i z o n t a l e m e n t l e s c o l o n n e s v e r t i c a l e s e t vice versa ( 2 , 5 ) . 

Cela d é c o u l e i m m é d i a t e m e n t d e la loi d e fo rma t ion (10) q u i 

es t p a r f a i t e m e n t s y m é t r i q u e par r a p p o r t a u x c o l o n n e s ve r t i ca l e s 

e t a u x l i gnes h o r i z o n t a l e s . L ' u n d e s p r i n c i p a u x avan tages d e 

la n o t a t i o n à i n d i c e s d o u b l e s e s t d e m o n t r e r c l a i r e m e n t c e l t e 

s y m é t r i e . 

1 3 . Si l 'on p e r m u t e d e u x l i gnes h o r i z o n t a l e s o u d e u x c o ­

l o n n e s v e r t i c a l e s , l e d é t e r m i n a n t c h a n g e d e s i g n e . 

Car l'effet d e c e c h a n g e m e n t es t é v i d e m m e n t u n e s i m p l e 

p e r m u t a t i o n de d e u x l e t t r e s ou de d e u x i n d i c e s , ce q u i , d ' a p r è s 

la loi d e f o r m a t i o n , d o n n e l ieu à un c h a n g e m e n t d e s i g n e . 

14 . Si d e u x l i gnes o u d e u x c o l o n n e s d e v i e n n e n t i d e n t i q u e s , 

le d é t e r m i n a n t se r é d u i t à z é r o . 

E n effet, si l 'on p e r m u t e ce s d e u x l i g n e s , on doi t (13) avoi r 

un c h a n g e m e n t d e s i g n e ; m a i s la p e r m u t a t i o n d e d e u x l i gnes 

i d e n t i q u e s n e p e u t mod i f i e r en r i e n la v a l e u r d u d é t e r m i n a n t : 

c e t t e v a l e u r r e s t e d o n c la m ê m e l o r s q u e l ' on c h a n g e s o n s i g n e , 

c 'es t -à-di re q u ' e l l e es t éga le à z é r o . 

Ce t h é o r è m e d é c o u l e e n c o r e i m m é d i a t e m e n t d e la dé f in i -



l ion du d é t e r m i n a n t c o m m e r é s u l t a n t d e l ' é l i m i n a t i o n e n t r e 

n é q u a t i o n s l i n é a i r e s . Car c e t t e é l i m i n a t i o n s ' o p è r e en r é s o l v a n t 

n — i é q u a t i o n s pa r r a p p o r t aux va r i ab l e s e t s u b s t i t u a n t d a n s 

la nième l es v a l e u r s a ins i t r o u v é e s . Mais , si c e t t e d e r n i è r e es t 

i d e n t i q u e avec l ' u n e d e s a u t r e s , e l l e do i t d e v e n i r i d e n t i q u e ­

m e n t n u l l e l o r s q u e l 'on y s u b s t i t u e l e s v a l e u r s d e s i n c o n n u e s . 

1 5 . Si t o u s l e s é l é m e n t s d ' u n e l i g n e o u d ' u n e c o l o n n e s o n t 

m u l t i p l i é s pa r le m ê m e fac teur , le d é t e r m i n a n t es t m u l t i p l i é 

pa r c e f ac t eu r . 

Ce t te p r o p r i é t é r é s u l t e i m m é d i a t e m e n t d e c e q u e c h a q u e 

t e r m e d a n s le d é v e l o p p e m e n t d u d é t e r m i n a n t c o n t i e n t c o m m e 

fac teur u n é l é m e n t a p p a r t e n a n t à la m ê m e l i gne ou à la m ê m e 

c o l o n n e e t n ' e n c o n t i e n t q u ' u n . 

A i n s i , pa r e x e m p l e , p u i s q u e c h a q u e t e r m e du d é t e r m i n a n t 

c o n t i e n t a{ ou a2 ou a3f le d é t e r m i n a n t p e u t s ' é c r i r e s o u s la 

f o r m e « , A , - f - « 2 A 2 + « 3 A 3 (A, , A 2 e t A 3 n e c o n t e n a n t a u c u n 

é l é m e n t de la c o l o n n e d e s a), e t si a{, a-2 e t « 3 s o n t m u l t i p l i é s 

pa r u n m ê m e fac teu r /r, le d é t e r m i n a n t sera m u l t i p l i é par ce 

f ac t eu r . 

COROLLAIRE. — Si les é l é m e n t s d ' u n e l i gne ou d ' u n e c o l o n n e 

n e d i f fèrent q u e pa r u n m u l t i p l i c a t e u r c o n s t a n t de c e u x d ' u n e 

a u t r e l i gne ou c o l o n n e , le d é t e r m i n a n t se r é d u i t à z é r o . Ains i 

16. Si, d a n s u n d é t e r m i n a n t , o n s u p p r i m e u n ce r t a in n o m b r e 

de l ignes h o r i z o n t a l e s e t u n m ê m e n o m b r e d e c o l o n n e s v e r t i ­

c a l e s , l e d é t e r m i n a n t f o r m é avec ce l l e s q u i s u b s i s t e n t es t un 

d é t e r m i n a n t mineur áu d é t e r m i n a n t d o n n é . 



L e s m i n e u r s o b t e n u s pa r la s u p p r e s s i o n d ' u n e l igne et d ' u n e 

c o l o n n e s o n t d i t s du p r e m i e r o r d r e , c e u x q u e l 'on o b t i e n t en 

effaçant d e u x l ignes e t d e u x c o l o n n e s s o n t d i t s d u d e u x i è m e 

o r d r e , e t a ins i de s u i t e . 

N o u s a v o n s fait r e m a r q u e r , dans le d e r n i e r n u m é r o , q u e si 

l es é l é m e n t s d ' u n e c o l o n n e s o n t ax, a2, az„..., le d é t e r m i n a n t 

p e u t s ' éc r i r e s o u s la f o r m e aKA, -+- « 2 A 2 -f- « 3 À 3 -f-..., e t il e s t 

é v i d e n t q u e A, es t le d é t e r m i n a n t m i n e u r o b t e n u par la s u p ­

p r e s s i o n de la l i gne e t d e la c o l o n n e q u i c o n t i e n n e n t 

E n effet, t o u s les t e r m e s d u d é t e r m i n a n t q u i c o n t i e n n e n t a{ n e 

p e u v e n t c o n t e n i r a u c u n a u t r e é l é m e n t de la c o l o n n e o u de la 

l i gne d o n t a, fait p a r t i e , et eu do i t ê t r e m u l t i p l i é par t o u t e s les 

c o m b i n a i s o n s p o s s i b l e s d e s p r o d u i t s d e n — i é l é m e n t s , p r i s 

dans les a u t r e s l i g n e s e t c o l o n n e s , m a i s la r é u n i o n d e ces 

p r o d u i t s f o r m e p r é c i s é m e n t le d é t e r m i n a n t A, (8 ) . De m ê m e , 

le d é t e r m i n a n t p r imi t i f p e u t aus s i s ' é c r i r e a. A, 6,B, - f - c ,C , , . . . , 

Bi é t an t le m i n e u r q u e l 'on o b t i e n t en effaçant la l igne e t la 

c o l o n n e q u i c o n t i e n n e n t />,.... 

17 . Si t o u s les é l é m e n t s d ' u n e l igne ou d ' u n e c o l o n n e d ' u n 

d é t e r m i n a n t du nième o r d r e v i e n n e n t à s ' a n n u l e r à l ' e x c e p t i o n 

d 'un s e u l , le ca lcu l d e c e d é t e r m i n a n t se r é d u i t à ce lu i d ' un 

d é t e r m i n a n t d u [n — i)'"'"" o r d r e . E n effet, il e s t é v i d e n t q u e si 

au a3f.. . d e v i e n n e n t n u l s , le d é t e r m i n a n t a, A, -+- a 2 A 2 + . . . 

s e r é d u i t au seu l t e r m e « iA, , e t A, es t un d é t e r m i n a n t ayan t 

u n e l igne et u n e c o l o n n e de m o i n s q u e le d é t e r m i n a n t p r o ­

p o s é . 

18 . Si t o u s les é l é m e n t s d ' u n e l i gne ou d ' u n e c o l o n n e se 

d é c o m p o s e n t e n la s o m m e de d e u x a u t r e s , le d é t e r m i n a n t se 

d é c o m p o s e de m ê m e e n u n e s o m m e d e d e u x d é t e r m i n a n t s . 

Ce t te p r o p r i é t é d é c o u l e d u p r i n c i p e d o n t il a é t é fait u sage 

au n° 16 . A i n s i , d a n s l ' e x e m p l e d o n n é p lus h a u t , si n o u s éc r i ­

v o n s a{ -f- al9 ¿ , + [ 3 , , ct - h y i au l i eu d e le d é t e r ­

m i n a n t d e v i e n t 



N o u s a v o n s d o n c 

De m ô m e , si les é l é m e n t s d ' u n e c o l o n n e é t a i e n t t o u s la 

s o m m e d ' u n ce r t a in n o m b r e d ' a u t r e s t e r m e s , le d é t e r m i n a n t 

s e d é c o m p o s e r a i t en u n pare i l n o m b r e d ' a u t r e s d é t e r m i n a n t s . 

19 . Si , d a n s l ' e x e m p l e p r é c é d e n t , les é l é m e n t s d e la s e c o n d e 

c o l o n n e é t a i e n t é g a l e m e n t la s o m m e de d e u x a u t r e s ( s i , pa r 

e x e m p l e , on écr iva i t a2-hoc2, b2 -4- (32, c2 H- y2 à la p l ace d e 

« 2 , ¿2 , c2 ), c h a c u n d e s d é t e r m i n a n t s d u d e u x i è m e m e m b r e de la 

d e r n i è r e é q u a t i o n s e r é s o u d r a i t l u i - m ê m e e n u n e s o m m e d e 

d e u x a u t r e s , e t l 'on voi t s ans diff iculté q u e 

Si c h a c u n d e s é l é m e n t s d e la p r e m i è r e c o l o n n e p o u v a i t se 

r é s o u d r e e n u n e s o m m e d e m a u t r e s , e t c h a c u n d e c e u x de la 

d e u x i è m e e n u n e s o m m e de n a u t r e s , le d é t e r m i n a n t p o u r r a i t 

d o n c ê t r e d é c o m p o s é en mn d é t e r m i n a n t s . Car on le d é c o m p o ­

se r a i t d ' a b o r d , c o m m e dans le n u m é r o p r é c é d e n t , en m a u t r e s , 

en p r e n a n t , au l i eu de la p r e m i è r e c o l o n n e , c h a c u n e d e s m co­

l o n n e s pa r t i e l l e s : c h a c u n de c e s d é t e r m i n a n t s se d é c o m p o s e ­

ra i t e n s u i t e en n a u t r e s en o p é r a n t d e m ê m e s u r la d e u x i è m e 

c o l o n n e . E t , e n g é n é r a l , si c h a q u e é l é m e n t s e c o m p o s e de la 

s o m m e d ' u n ce r t a in n o m b r e d e t e r m e s , de t e l l e s o r t e q u e 

c h a q u e c o l o n n e p u i s s e se r é s o u d r e en u n e s o m m e d e c o l o n n e s 

pa r t i e l l e s (la p r e m i è r e en m c o l o n n e s , la d e u x i è m e en n, la 

t r o i s i è m e en p, e t c . ) , le d é t e r m i n a n t es t égal à la s o m m e d e 

t o u s c e u x q u e l ' on p e u t f o r m e r en p r e n a n t , a u l i eu d e c h a q u e 

c o l o n n e , T u n e d e s c o l o n n e s pa r t i e l l e s d o n t e l le se c o m p o s e , 

l le n o m b r e d e c e s d é t e r m i n a n t s sera égal au p r o d u i t mnp.... 

2 0 . Si l e s é l é m e n t s d ' u n e l igne ou d ' u n e c o l o n n e s o n t r e s ­

p e c t i v e m e n t égaux à la s o m m e d e s é l é m e n t s c o r r e s p o n d a n t s 

d e s a u t r e s l i g n e s o u c o l o n n e s , m u l t i p l i é s r e s p e c t i v e m e n t par 



d e s fac teurs c o n s t a n t s , le d é t e r m i n a n t se r é d u i t à z é r o . Car, 

d a n s ce cas , il p e u t ê t r e d é c o m p o s é en d é t e r m i n a n t s pa r t i e l s 

q u i s ' a n n u l e n t s é p a r é m e n t . A ins i 

m a i s ce s d e u x d e r n i e r s d é t e r m i n a n t s s ' a n n u l e n t (n° 15 , co ro l l . ) . 

2 1 . Un d é t e r m i n a n t n e c h a n g e pas de v a l e u r si Ton a jou te 

à c h a q u e é l é m e n t d ' u n e l igne o u d ' u n e c o l o n n e c e u x d e s 

a u t r e s l i g n e s o u c o l o n n e s m u l t i p l i é s r e s p e c t i v e m e n t pa r d e s 

f ac teu r s c o n s t a n t s . A ins i 

m a i s le d e r n i e r d é t e r m i n a n t se r é d u i t à z é r o (n° 20) (*) . L e s 

e x e m p l e s s u i v a n t s m o n t r e r o n t c o m m e n t l e s p r i n c i p e s q u e 

n o u s v e n o n s d ' e x p o s e r p e u v e n t s e rv i r à s impl i f ie r le ca lcul 

d e s d é t e r m i n a n t s . 

EXEMPLE I . — On demande de calculer la valeur du déterminant 

Le second déterminant se déduit du premier en retranchant des éléments 

des première, deuxième et troisième colonnes, deux fois, trois fois et 

(*) Les c o m m e n ç a n t s a u r o n t so in de r e m a r q u e r q u e , si l e d é t e r m i n a n t ne 

c h a n g e pas de va leur en subs t i tuant d a n s la p r e m i è r e l i g n e a^-h Aa,-h laa à la 

p lace de il n'en est p l u s de m ê m e l o r s q u e l 'on effectue à la p lace de 

la m ô m e subst i tu t ion d a n s la s e c o n d e l igne ,*car o n m u l t i p l i e a lors le d é t e r m i ­

nant par A, et si on l'effectue dans la t ro i s i ème , on le m u l t i p l i e par /. 



quatre fois les éléments correspondants de la dernière colonne. Le troi­

sième déterminant dérive du deuxième en retranchant de même la somme 

des trois premières colonnes de la dernière. Toutes les fois que nous avons, 

comme maintenant, un déterminant dans lequel tous les éléments d'une 

même ligne sont égaux, nous pouvons, par soustraction, en déduire un 

autre dans lequel tous ceux d'une mêm*». ligne s'annulent à l'exception 

d'un seul, et réduire ainsi le calcul à celui d'un déterminant d'ordre in­

férieur (17). Ainsi, retranchant la première colonne de chacune des trois 

autres, le dernier déterminant devient 

Le troisième déterminant de cette série se déduit du précédent en re­

tranchant de la première colonne le double de la dernière, et nous n'a­

vons plus qu'un déterminant du deuxième ordre dont la valeur est 

EXEMPLE II. — Calcule?" le déterminant suivant : 

La première transformation s'opère en retranchant le double de la troi­

sième ligne de la deuxième et ajoutant la somme de la deuxième et de la 

troisième à la quatrième. Remarquons ensuite que les deux termes a{ btc^ d, 

et aj)2czdfx étant de signes contraires, et c,x étant le seul élément de la qua­

trième colonne qui ne s'annule pas, le déterminant se réduit à — cA (a{ 

Ajoutons ensuite la deuxième et la troisième colonne, dégageons le facteur 5 

commun à la deuxième colonne et le signe — commun à la deuxième ligne 



horizontale ; enfin retranchons la première ligne de la deuxième et huit fois 

ia première de la troisième : le reste de l'opération est évident. 

EXEMPLE I I I . 

EXEMPLE I V . 

EXEMPLE Y . — Etant données n quantités a , ¡3, 7 , . . . , trouver la valeur 
du déterminant 

Il est évident (14) que ce déterminant se réduit à zéro si a = p ; par con­

séquent, il admet comme facteur a — ¡5 ; il en est de même de toute autre 

différence entre les quantités a, (3, Le déterminant est donc égal au 
produit 

En effet, s'il ne lui est pas égal, il le contient au moins comme facteur; 

mais il ne peut admettre d'autres facteurs renfermant a, . . , puisque 

le produit contient déjà a" - 1 , $ n ~ \ . . . et que ces quantités ne peuvent pas 

se trouver à une puissance plus élevée dans le déterminant ; en compa­

rant les coefficients de a""1, on voit en outre que le déterminant ne peut 

contenir de facteur numérique. Cet exemple peut aussi être traité comme 

le suivant. 

EXEMPLE V I . — Calculer la valeur du déterminant 



Retranchant la dernière colonne de chacune des trois autres, le détermi­

nant devient divisible par (a — S) ( 6 — £) (y — §) et le quotient est 

Retranchant de même la dernière colonne des deux premières, le détermi­

nant devient divisible par (a — 7) (p — y), et l'on trouve immédiatement 

pour sa valeur 

EXEMPLE VII . — La solution d'un problème de Géométrie exige que l'on 

détermine 1 à Vaidc de l'équation 

Retranchons la première ligne de la deuxième et divisons par 1; retran­

chons huit fois la première ligne de la troisième et divisons par puis 

retranchons la deuxième ligne de la troisième et divisons par 3 , et enfin 

retranchons cette dernière de la deuxième et divisons par )., le détermi­

nant devient 

Retranchons maintenant la première colonne de la deuxième et de la troi­

sième, puis la deuxième de la troisième, et divisons par b — a, c — a, 

c — b; retranchons de la première colonne la deuxième multipliée par a 

et ajoutons la troisième multipliée par ab; enfin retranchons de la deuxième 

colonne la troisième multipliée par a-\- b, et il vient 

ou, en réduisant 

EXEMPLE V I I I . 

22 



EXEMPLE I X . 

EXEMPLE X. 

EXEMPLE XI. 

EXEMPLE XII. — Plusieurs de ces exemples peuvent s'appliquer au cal­
cul de l'aire des triangles, en se rappelant que le double de l'aire du triangle 
formé par trois points ayant pour coordonnées x'y y', , est 

et par trois lignes ayant pour équations ax -h by-\- c = o , . . . , 

divisé par 

Ainsi l'aire du triangle formé par les centres de courbure de trois poinls 

d'une parabole ^les coordonnées du centre de courbure étant 



est 

On peut calculer de même l'aire du triangle formé par trois normales ou 

trois autres lignes ayant une relation connue avec la courbe. 

EXEMPLE XI I I . 

EXEMPLE XIV. — Démontrer Végalité 

EXEMPLE XV. — L'expression 

dans laquelle tous les éléments sont égaux, excepté ceux de la diagonale, 

se réduit à étant Je produit 



TROISIÈME LEÇON. 
MULTIPLICATION DES DÉTERMINANTS. 

2 2 . N o u s a l l o n s , d a n s c e t t e L e ç o n , faire voi r q u e le p r o d u i t 

d e d e u x d é t e r m i n a n t s p e u t ê t r e m i s s o u s la fo rme d ' un d é t e r ­

m i n a n t , ayan t p o u r é l é m e n t s les s o m m e s d e s p r o d u i t s d e s é lé ­

m e n t s d e c h a q u e l i gne d e l ' un d e s d e u x d é t e r m i n a n t s par l e s 

é l é m e n t s c o r r e s p o n d a n t s d e s l i g n e s de l ' a u t r e . 

A i n s i , le p r o d u i t d e {axb2cz) pa r (a , (3 a y 3 ) es t 

L e s d é m o n s t r a t i o n s q u e n o u s a l lons d o n n e r p o u r ce cas p a r ­

t i c u l i e r s ' a p p l i q u e r o n t au cas g é n é r a l . P u i s q u e l e s é l é m e n t s 

du d é t e r m i n a n t c i - d e s s u s s o n t c h a c u n la s o m m e d e t ro i s 

t e r m e s * l e d é t e r m i n a n t p e u t ( 1 9 ) s e d é c o m p o s e r e n la s o m m e 

d e v i n g t - s e p t d é t e r m i n a n t s q u e l ' on o b t i e n d r a i t en p r e n a n t 

u n e c o l o n n e pa r t i e l l e d a n s c h a c u n e d e s t ro i s c o l o n n e s c i -

d e s s u s . Il e s t i n u t i l e d ' é c r i r e c e s v i n g t - s e p t d é t e r m i n a n t s , et il 

suffira d ' i n d i q u e r l e s d e u x ou t ro i s p r e m i e r s : 

11 faut r e m a r q u e r m a i n t e n a n t q u e , dans t o u s , c h a q u e c o l o n n e 



a u n fac teur c o m m u n q u i ( 1 5 ) p e u t ê t r e i so le c o m m e fac teur 

d u d é t e r m i n a n t . L e s t e r m e s d o n n é s c i -de s sus p e u v e n t d o n c 

s ' é c r i r e 

m a i s le p r e m i e r de c e s d é t e r m i n a n t s s e r é d u i t à z é r o , p u i s ­

qu ' i l a d e u x c o l o n n e s i d e n t i q u e s ; l e d e u x i è m e n ' e s t a u t r e 

q u e [a{b2cz), e t le t r o i s i è m e (13) e s t — ( a , 6 2 6 ' 3 ) . De m ê m e , 

t o u t a u t r e d é t e r m i n a n t pa r t i e l ayan t d e u x c o l o n n e s i d e n t i q u e s 

s ' évanou i r a , e t l 'on r e c o n n a î t r a q u e t o u s c e u x q u i n e s ' é v a ­

n o u i s s e n t pas s o n t é g a u x à (alb2ci)f t and is q u e l e s f ac teu r s q u i 

l e s m u l t i p l i e n t s o n t l es t e r m e s d u d é t e r m i n a n t ( a , ( 3 2 y 3 ) . 

On au ra i t p u , de la m ê m e m a n i è r e , d é c o m p o s e r le d é t e r m i ­

n a n t en u n e s é r i e d e t e r m e s égaux au d é t e r m i n a n t ( a , j 3 2 y 3 ) 

m u l t i p l i é p a r l ' un d e s t e r m e s d e [axb2cz). 

2 3 . E n r a i son de l ' i m p o r t a n c e de ce t h é o r è m e , n o u s e n 

d o n n e r o n s u n e a u t r e d é m o n s t r a t i o n , f o n d é e s u r n o t r e p r e ­

m i è r e déf in i t ion d u d é t e r m i n a n t . 

L e d é t e r m i n a n t q u e n o u s a v o n s c o n s i d é r é au n u m é r o p r é ­

c é d e n t es t le r é s u l t a t d e l ' é l i m i n a t i o n d e s va r iab les e n t r e l e s 

é q u a t i o n s 



Si n o u s faisons m a i n t e n a n t 

l es t ro i s é q u a t i o n s p r é c é d e n t e s p e u v e n t s ' éc r i r e 

E n é l i m i n a n t X , Y, Z, o n voi t i m m é d i a t e m e n t q u e (a{btcz) doi t 

ê t r e u n fac teur du r é s u l t a t . Mais on p e u t auss i t r o u v e r , p o u r x> 

yy Zy u n s y s t è m e d e v a l e u r s sat isfa isant a u x t ro i s é q u a t i o n s 

d o n n é e s , p o u r v u q u e l 'on e n t r o u v e u n sat isfaisant a u x é q u a ­

t i o n s X — o, Y = o, Z = o. D o n c (a,(3 2y:î) = o , q u i r e p r é s e n t e 

la c o n d i t i o n n é c e s s a i r e p o u r q u e ces d e r n i è r e s é q u a t i o n s s o i e n t 

p o s s i b l e s , e s t é g a l e m e n t fac teur d u r é s u l t a t . E t , p u i s q u e l 'on 

vo i t s ans difficulté q u e le d e g r é du r é s u l t a t par r a p p o r t aux 

coeff ic ients es t e x a c t e m e n t le m ê m e q u e ce lu i du p r o d u i t de 

ce s d e u x q u a n t i t é s , ce r é su l t a t n ' e s t a u t r e q u e ( tfLa, ¡3^/3)-

Il r é s u l t e d e ce q u i p r é c è d e q u e le t h é o r è m e c o n c e r n a n t la 

m u l t i p l i c a t i o n d e s d é t e r m i n a n t s p e u t s ' e x p r i m e r s o u s la f o rme 

s u i v a n t e , q u e n o u s e m p l o i e r o n s s o u v e n t . 

Si u n s y s t è m e d ' é q u a t i o n s 

es t t r a n s f o r m é à l 'a ide d e s s u b s t i t u t i o n s 

le d é t e r m i n a n t du s y s t è m e t r a n s f o r m é es t égal à d é -



t e r m i n a n t du s y s t è m e pr imi t i f m u l t i p l i é par ( a , (3 2y 3), q u e n o u s 

a p p e l l e r o n s module de la transformation, 

2 4 . L e s t h é o r è m e s des n u m é r o s q u i p r é c è d e n t p e u v e n t ê t r e 

g é n é r a l i s é s a ins i qu ' i l su i t . N o u s p o u v o n s avoir d e u x s é r i e s 

d ' é l é m e n t s , le n o m b r e d e s l i g n e s h o r i z o n t a l e s é t an t d i f férent 

de ce lu i d e s c o l o n n e s , par e x e m p l e : 

et n o u s p o u v o n s en c o m p o s e r , c o m m e au n u m é r o p r é c é d e n t , 

le d é t e r m i n a n t 

d o n t n o u s n o u s p r o p o s o n s de t r o u v e r la v a l e u r . 

S u p p o s o n s d ' a b o r d , c o m m e dans l ' e x e m p l e c i -des sus , l e 

n o m b r e d e s c o l o n n e s p l u s g r a n d q u e ce lu i de s l i gnes h o r i z o n ­

ta les , de s o r t e q u e c h a q u e é l é m e n t du n o u v e a u d é t e r m i n a n t 

so i t la s o m m e d ' u n n o m b r e de t e r m e s s u p é r i e u r à ce lu i de c e s 

l i g n e s . E n p r o c é d a n t c o m m e au n° 2 2 , la v a l e u r d e c e d é t e r ­

m i n a n t es t 

c 'es t -à-di re q u e le n o u v e a u d é t e r m i n a n t es t la s o m m e d e s p r o ­

du i t s de t o u s l e s d é t e r m i n a n t s q u e l 'on p e u t f o r m e r avec l ' u n e 

d e s s é r i e s d ' é l é m e n t s m u l t i p l i é s c h a c u n par le d é t e r m i n a n t 

c o r r e s p o n d a n t f o r m é avec les é l é m e n t s d e l ' au t r e s é r i e . 

2 5 . S u p p o s o n s m a i n t e n a n t , en s e c o n d l i eu , le n o m b r e d e s 

l i g n e s h o r i z o n t a l e s s u p é r i e u r à c e l u i d e s c o l o n n e s . A i n s i , i\ 

l 'a ide d e s d e u x s é r i e s d ' é l é m e n t s 



f o r m o n s le d é t e r m i n a n t 

Si n o u s le d é c o m p o s o n s d e m ê m e e n d é t e r m i n a n t s pa r t i e l s , 

n o u s r e c o n n a î t r o n s q u ' i l e s t i m p o s s i b l e d ' e n f o r m e r u n seu l 

q u i n ' a i t d e u x c o l o n n e s i d e n t i q u e s . L e d é t e r m i n a n t se r é d u i t 

d o n c i d e n t i q u e m e n t à z é r o . On a u r a i t e n c o r e pu s ' en c o n ­

v a i n c r e i m m é d i a t e m e n t e n a jou tan t à c h a q u e s é r i e u n e c o ­

l o n n e d e z é r o s e t m u l t i p l i a n t , c e q u i d o n n e le d é t e r m i n a n t 

c i - d e s s u s c o m m e p r o d u i t d e d e u x fac teurs é g a u x t o u s d e u x 

à z é r o . 

2 6 . Un cas p a r t i c u l i e r fort u t i l e du n° 22 c o n s i s t e e n ce q u e 

le c a r r é d ' u n d é t e r m i n a n t es t u n d é t e r m i n a n t s y m é t r i q u e (10 ) . 

A ins i le ca r r é d e {axb2c3) e s t 

I l r é s u l t e aus s i d u n° 24 q u e la s o m m e d e s c a r r é s des d é ­

t e r m i n a n t s 

es t le d é t e r m i n a n t 

EXEMPLE I. — Si l'on désigne par an b{, <?,, aiy b.2, c2 les cosinus des trois 

angles qui fixent la direction de deux lignes dans l'espace, et par 0 l'angle 

de ces deux lignes, on sait que l'on a 

et l'identité que nous venons de démontrer plus haut donne 



EXEMPLE I I . — Dans la théorie des équations, il est utile d'exprimer, 

sous forme de déterminant, le produit des carrés des différences des ra­

cines. Le produit des différences de n quantités a été mis sous forme de 

déterminant, exemple V , n° 21 ; si nous relevons au carré, il vient 

sp désignant la somme des puissances p des quantités a, 6 , . . 

EXEMPLE I I I . -— Le n° 24 prouve de même que 

Nous formons ainsi une série de déterminants dont le dernier est le pro­

duit des carrés des différences de a, ¡3 , . . . ; tous les déterminants ana­

logues au delà de ce dernier s'évanouissent identiquement (25). Cette 

série de déterminants est d'une grande importance dans la théorie des 

équations algébriques. 

EXEMPLE I V . — Prenons l'origine des coordonnées au centre du cercle 

circonscrit à un triangle; soient R son rayon et M Faire du triangle, on a 

Multipliant ces déterminants suivant la règle ci-dessus, le premier terme 

devient égal à zéro ; le second 

c étant un côté du triangle. Par conséquent 



d'où la formule connue 

EXEMPLE V. — On peut employer la même méthode pour trouver le 

rayon de la sphère circonscrite à un tétraèdre. Partant de l'expression du 

volume du trétraèdre 

on trouve, comme plus haut, a, d; b, c\ c, / étant les couples d'arêtes 

opposées du tétraèdre, 

d où, en désignant ad -f be-\-cj par aS, on déduit, d'après l'exemple XIII. 

n° 21, 

EXEMPLE VI. — Les démonstrations ci-dessus ont été inspirées a 
M. Burnside par la démonstration suivante donnée par M. Joachimsthal 
pour l'expression de l'aire du triangle inscrit dans une ellipse. Multiplions 
les équations 

Le produit est un déterminant symétrique dans lequel les termes de la 

diagonale sont de la forme et deviennent nuls quand les 

points sont sur la courbe; les autres termes sont 

Il est facile maintenant de démontrer qu'en désignant par 7 un côté du 

triangle, et par //" le demi-diamètre parallèle, on a 



Nous avons donc 

EXEMPLE V I L — M . Cayley a obtenu, de la manière suivante [Cam­

bridge and Dublin Mathematical Journal, vol. I I , p . 270) , les relations 

qui lient les distances deux à deux de quatre points sur un cercle ou de 

cinq points sur une sphère. 

Substituons les coordonnées de chaque point dans l'équation générale 

d'un cercle 

et éliminons A, B, G, nous obtenons un déterminant composé de quatre 
lignes telles que 

Multiplions par un autre déterminant, qui ne diffère de celui-ci que par 

un facteur numérique, et que nous formerons à l'aide de quatre lignes de 

la forme 1, x\ f, x ' 2 + j ' 2 ; le premier terme du produit s'annule, le 

second est (x' — x")2 + (f — / " ) " . Par conséquent, si (12) 2 désigne le 

carré de la distance entre deux points, le produit sous forme de détermi­

nant est 

c'est la relation cherchée. Ainsi que nous l'avons déjà vu, ce déterminant 

développé donne la relation connue 

La relation qui lie les distances de cinq points sur une sphère est le dé­
terminant correspondant à cinq lignes. 

EXEMPLE VII I . — Trouver une relation entre les distances deux à deux 

de trois points sur une droite, de quatre points sur un plan ou de cinq 

points dans l7espace. 

Ajoutons une unité et des zéros aux deux déterminants dont nous avons 



fait le produit dans l'exemple précédent, il vient 

Nous avons maintenant cinq lignes horizontales et seulement quatre co­

lonnes; le produit, développé comme au n° 25, doit donc être nul. Mais 

ce produit n'est autre que le déterminant 

c'est la relation cherchée. En effaçant la dernière ligne et la dernière co­

lonne, nous aurons la relation entre les distances de trois points sur une 

droite; en ajoutant, au contraire, une nouvelle ligne i , (5i) 2 , (5 '2) 2 , . . . , 

nous aurons la relation entre les distances de cinq points dans l'espace. 

Nous pouvons, pour procéder au calcul de ces déterminants, retrancher 

la deuxième colonne de chacune des suivantes, et ensuite retrancher éga­

lement la première ligne de chacune des suivantes, ce qui donne 

Les déterminants auraient pu être directement obtenus sous cette forme 

réduite, mais non symétrique, en plaçant l'origine au point (i) et for­

mant, comme au n° 25, avec les éléments x\ y\ x", y",..., le déterminant 

suivant qui doit être identiquement nul, 

On reconnaît sans peine qu'il équivaut à celui qui a été établi ci-dessus. 

EXEMPLE I X . — Trouver la relation entre les arcs joignant quatre 

points sur une sphère. 

Prenons l'origine au centre de la sphère et formons, avec les cosinus qui 

fixent la direction des rayons vecteurs menés à chaque point cosa', cosf/, 



cosv', cosa" . . . . , un déterminant qui sera identiquement nul, il vient 

Si nous remplaçons les cosinus par leurs développements en séries 

, et supposons le rayon r infini, le déterminant se réduit 

à celui de l'exemple précédent concernant quatre points dans un plan. 

EXEMPLE X . — Soit 

calculer le produit cp ( ) . ) cp ( — 1 ) . 

Le déterminant qui représente le produit est de la même forme que le 
précédent, 1 étant remplacé par V et A , . . . , H, par les valeurs 

En développant et égalant à zéro, on a 

équation dans laquelle 

et N est égal au carré du déterminant primitif dans lequel on a fait 1 = o ; 

L, M et N sont des quantités nécessairement positives. De même, si l'on 

forme yÇk) à l'aide d'un déterminant symétrique quelconque, le produit 

cp (1) cp ( — l) égalé à zéro fournit une équation en a 2 dont les termes sont 

alternativement positifs et négatifs, et qui, d'après la règle de Descartes, 

ne peut avoir de racine négative. C'est ainsi que M. Sylvester a démontré 

la réalité des racines de l'équation <p ( X ) = o. Il est évident, d'après ce que 

nous avons dit plus haut, qu'il ne peut y avoir de racine de la forme p y / ^ T 7 

et l'on verra facilement qu'il ne peut y en avoir de la forme a 4- p \J~ i ; 

il suffit pour cela d'écrire a — a = a', b — a = b\ c — a = c' et l'on rentre 

dans le cas précédent. 



QUATRIÈME LEÇON. 

DÉTERMINANTS RÉCIPROQUES ET MINEURS. 

2 7 . N o u s a v o n s vu ( 1 6 ) q u e les d é t e r m i n a n t s m i n e u r s s o n t 

l iés a u x é l é m e n t s c o r r e s p o n d a n t s pa r la r e l a t i on 

ils s o n t l iés a u x a u t r e s é l é m e n t s pa r l e s é q u a t i o n s i d e n t i q u e s 

E n effet, le d é t e r m i n a n t é t a n t égal à «, A,-t- a,À•>+..., e t À,, A 2 . . . 

n e c o n t e n a n t pa s ax, a,,..., l ' e x p r e s s i o n bx A, H- b,A2 - h . . . e s t 

ce q u e d e v i e n d r a i t le d é t e r m i n a n t e n faisant a,= b,,...; 

m a i s il a u r a i t a lo r s d e u x c o l o n n e s i d e n t i q u e s , e t pa r s u i t e se 

r é d u i r a i t à z é r o (14 ) . 

2 8 . N o u s p o u v o n s m a i n t e n a n t é c r i r e s o u s u n e fo rme a b r é ­

g é e la s o l u t i o n d ' u n s y s t è m e d ' é q u a t i o n s 

car , en m u l t i p l i a n t la p r e m i è r e par A,, la s e c o n d e par A , , , . . . , 

e t a jou tan t , l e s coeff ic ients d e j , z 9 . . . , s ' é v a n o u i r o n t , t and i s 

q u e ce lu i de x se ra ax A t -f- a2k2 + . . . , c 'es t -à-di re le d é t e r m i ­

n a n t f o rmé avec t o u s l e s coeff ic ients d e s p r e m i e r s m e m b r e s 

des é q u a t i o n s : n o u s l ' a p p e l l e r o n s A. N o u s a v o n s d o n c 



2 9 . Le d é t e r m i n a n t réciproque d ' u n d é t e r m i n a n t d o n n é es t 

ce lu i q u i a p o u r é l é m e n t s l e s m i n e u r s du d é t e r m i n a n t p r i ­

mit i f ; a ins i le r é c i p r o q u e d e (a , b2 c3) e s t 

Ai, B , , . . . ayan t la s ignif icat ion e x p l i q u é e p l u s h a u t . Si n o u s 

l ' appe lons A', e t si n o u s le m u l t i p l i o n s par le d é t e r m i n a n t 

p r imi t i f A, il v i e n t , d ' a p r è s la r è g l e du n° 2 2 , 

m a i s , d ' a p r è s le n ° 2 7 , 

le d é t e r m i n a n t se r é d u i t d o n c à 

d 'où 

e t , e n g é n é r a l , 

30 . Si n o u s p r e n o n s le s e c o n d s y s t è m e d ' é q u a t i o n s du n ° 2 8 , 

et q u e n o u s le r é s o l v i o n s de n o u v e a u pa r r a p p o r t à £ , - / , , . . . 

en fonc t ion d e A # , A j , . . . , n o u s a v o n s 

a,, b i , C i , . . . , é t a n t l es m i n e u r s du d é t e r m i n a n t r é c i p r o q u e . 

Mais ce s v a l e u r s de H, T Î , . • d o i v e n t ê t r e i d e n t i q u e s avec 

les é q u a t i o n s p r i m i t i v e s ; d ' o ù , e n r e m a r q u a n t q u e A' — A " - 1 , 



n o u s o b t e n o n s , p a r l a c o m p a r a i s o n d e s coef f ic ien ts , 

é q u a t i o n s qu i e x p r i m e n t en fonc t ions des coeff ic ients p r i m i ­

tifs l es m i n e u r s d u d é t e r m i n a n t r é c i p r o q u e . 

3 1 . N o u s a v o n s vu q u ' e n c o n s i d é r a n t u n e c o l o n n e q u e l ­

c o n q u e a d ' u n d é t e r m i n a n t , c h a q u e t e r m e c o n t i e n t c o m m e 

facteur u n é l é m e n t d e c e t t e c o l o n n e ; pa r s u i t e , le d é t e r m i ­

n a n t p e u t s ' éc r i re s o u s la f o rme 2apAp. De m ê m e , si l 'on c o n ­

s i d è r e d e u x c o l o n n e s q u e l c o n q u e s a e t b du d é t e r m i n a n t , il 

p e u t ê t r e m i s s o u s la f o r m e 2 (apbq) Apq, la s o m m e 2 d é s i g n a n t 

t o u s les d é t e r m i n a n t s p o s s i b l e s q u e l 'on p e u t f o rmer en p r e ­

n a n t d e u x l i g n e s h o r i z o n t a l e s d e s d e u x c o l o n n e s d o n n é e s . 

E n effet, c h a q u e t e r m e d u d é t e r m i n a n t c o n t i e n t c o m m e fac­

t e u r u n é l é m e n t de la c o l o n n e a e t un a u t r e de la c o l o n n e b; 

e t , d ' a p r è s la r è g l e d e s s i g n e s , à c h a q u e t e r m e apbqcrds... 

e n c o r r e s p o n d u n a u t r e — aqbpcrds.... D 'où l 'on voi t q u e la 

fo rme d u d é t e r m i n a n t es t 2 [apbq) Apq, e t , par l e m ê m e ra ison­

n e m e n t q u ' a u n° 16 , o n vo i t auss i q u e le m u l t i p l i c a t e u r Apq 

es t le m i n e u r o b t e n u pa r la s u p p r e s s i o n d e s d e u x l i gnes e t des 

d e u x c o l o n n e s o ù se t r o u v e n t ap e t bq. 

E n g é n é r a l , si l ' on c o n s i d è r e p c o l o n n e s q u e l c o n q u e s du 

d é t e r m i n a n t , o n p e u t l ' e x p r i m e r c o m m e s o m m e d e t o u s les 

p r o d u i t s q u e l 'on o b t i e n t en fo rman t t o u s l e s d é t e r m i n a n t s p o s ­

s ib l e s avec p l i gnes h o r i z o n t a l e s p r i s e s p a r m i c e s p c o l o n n e s , 

e t m u l t i p l i a n t le m i n e u r a ins i o b t e n u pa r s o n c o m p l é m e n t a i r e , 

c ' e s t - à - d i r e pa r ce lu i q u i r é s u l t e de la s u p p r e s s i o n d e ces 

m ê m e s c o l o n n e s e t de ce s m ê m e s l i g n e s , par e x e m p l e : 

L e s i g n e d e c h a q u e t e r m e d a n s l ' e x p r e s s i o n p r é c é d e n t e se 

d é t e r m i n e sans p e i n e p a r la r è g l e d e s s i g n e s ( 8 ). 11 es t é v i d e n t , 



c o m m e au n ° 2 7 , q u e si dans la s o m m e c i - d e s s u s n o u s r e m p l a ­

ç o n s p a r t o u t la l e t t r e b pa r la l e t t r e c, la s o m m e 2(alc2){c3die&} 

s e r édu i r a à z é r o , p u i s q u ' e l l e r e p r é s e n t e ce q u e d e v i e n d r a i t 

l e d é t e r m i n a n t si la c o l o n n e c é ta i t éga le à la c o l o n n e b. 

32 . L e t h é o r è m e du n° 30 p e u t ê t r e g é n é r a l i s é a ins i qu ' i l 

su i t : T o u t m i n e u r de l ' o r d r e p q u e l 'on p e u t f o r m e r avec les 

é l é m e n t s d u d é t e r m i n a n t r é c i p r o q u e A,, B, . . e s t égal au m i ­

n e u r c o m p l é m e n t a i r e d a n s le d é t e r m i n a n t p r imi t i f m u l t i p l i é 

par la p u i s s a n c e p — i de ce d é t e r m i n a n t . Pa r e x e m p l e , d a n s 

le cas o ù le d é t e r m i n a n t p r imi t i f es t du c i n q u i è m e o r d r e , 

La m é t h o d e de d é m o n s t r a t i o n g é n é r a l e s e c o m p r e n d r a suffi­

s a m m e n t en l ' a p p l i q u a n t au p r e m i e r e x e m p l e ; n o u s a v o n s 

D o n c 

Mais n o u s p o u v o n s avo i r u n e a u t r e e x p r e s s i o n de x en f o n c ­

t i on d e s c inq q u a n t i t é s / , £, 'Ç, co, v; en effet, c o n s i d é r o n s les 

é q u a t i o n s p r i m i t i v e s : 

en é l i m i n a n t z, w e t u, il v ien t 

e t p u i s q u e , par dé f in i t ion , (« , <?3 dk eb) = B 2 , en c o m p a r a n t c e s 

é q u a t i o n s avec c e l l e s q u e n o u s a v o n s déjà o b t e n u e s , n o u s 

a v o n s ( A, B, ) = A ( c2 d^ eb ) , . . .. 

33 



EXEMPLE. — Si un déterminant se réduit à zéro, les mineurs A, , A 2 , . . . 

font respectivement proportionnels a B, ,B. 0 

En effet, nous avons prouvé que 

C étant le second mineur que l'on obtient en supprimant les deux pre­

mières lignes et les deux premières colonnes. Donc, si A = o, on a 



CINQUIÈME LEÇON. 
FONCTIONS S Y M É T R I Q U E S . 

3 3 . N o u s s u p p o s e r o n s q u e le l e c t e u r c o n n a î t la t h é o r i e d e s 

fonc t ions s y m é t r i q u e s d e s r a c i n e s des é q u a t i o n s t e l l e q u ' e l l e 

es t o r d i n a i r e m e n t p r é s e n t é e dans l e s o u v r a g e s s u r la t h é o r i e 

des é q u a t i o n s . N o u s a d m e t t r o n s a ins i qu ' i l c o n n a î t la f o r m u l a 

de N e w t o n p o u r c a l c u l e r les s o m m e s des p u i s s a n c e s d e s r a ­

c ine s de l ' é q u a t i o n 

c ' e s t - à - d i r e 

d 'où l 'on t i r e 

a ins i q u e les a u t r e s f o r m u l e s 

Si n o u s a v o n s u n e fonc t ion h o m o g è n e d e s coeff ic ients />,, 

p>,..., Y ordre de c e t t e fonc t ion s e r a , s u i v a n t le s e n s le p l u s 

u s i t é , le n o m b r e d e f ac teu r s c o n t e n u s dans c h a q u e t e r m e : s i , 

pa r e x e m p l e , p\p\ p\ es t u n t e r m e de la fonc t ion , e l le sera d e 

l ' o rd r e r - f - s - f - t. Si la fonct ion n ' e s t pas h o m o g è n e , l ' o r d r e 

sera défini par ce lu i du t e r m e le p l u s é l e v é . N o u s a p p e l l e r o n s 

poids d ' u n e fonc t ion la s o m m e d e s i n d i c e s de c h a q u e f a c t e u r ; 

a insi le p o i d s d u t e r m e p\p\pf

à se ra la s o m m e r-f- is -h 3 ^ . 

Le t e r m e prpspt se ra i t d u t r o i s i è m e o r d r e , et son p o i d s se ra i t 

3 . 



r -f- s -+-1. D a n s le cas des fonc t i ons q u e n o u s a v o n s à c o n s i ­

d é r e r , le p o i d s se ra le m ê m e p o u r t o u s l e s t e r m e s . 

34 . Si l 'on e x a m i n e les e x p r e s s i o n s d o n n é e s p l u s h a u t p o u r 

si9 s2, s3,... en fonc t ion d e s coef f ic ien ts , il es t clair q u e le 

p o i d s d e c h a q u e t e r m e es t égal à 2 d ans s29 à 3 dans s 3 e t , pa r 

i n d u c t i o n , à n d ans sn De m ô m e , le po ids de 2zmfitJ e s t m -+- p, 

ce lu i d e 2zmfiPy'~t es t m -hp H- q . . . . 

On p e u t le d é m o n t r e r d ' u n e m a n i è r e g é n é r a l e ainsi qu ' i l 

s u i t . Si l 'on r e m p l a c e l e s r a c i n e s a, ¡3, y , . . . pa r 7a, / . p , / y , 

la fonc t ion 2a m (3^y? es t é v i d e m m e n t m u l t i p l i é e p a r ) . m + ^ . Mais 

o n sai t q u ' e n m u l t i p l i a n t c h a q u e r a c i n e par on m u l t i p l i e p, 

pa r 7 , ^ 2 pa r X2, /? 3 pa r 7 3 , . . . . L ' e x p r e s s i o n 2amfipyi en fonc t ion 

d e s coeff ic ients doi t d o n c ê t r e t e l l e , q u e , si l ' on r e m p l a c e p{ 

par lp{9 p2 pa r } . 2 / ? , , . . . , c h a q u e t e r m e se t r o u v e m u l t i p l i é 

par }™+p+(j; ce q u i r e v i e n t à d i r e q u e le p o i d s d e c h a q u e t e r m e 

es t m -f- p -f- q. 

3 5 . P u i s q u e Ton a 

e t q u ' a u c u n d e s coeff ic ients p„ p^... n e c o n t i e n t a à u n e 

p u i s s a n c e s u p é r i e u r e à la p r e m i è r e , il e s t clair q u e l ' o rd re 

d ' u n e fonc t ion s y m é t r i q u e q u e l c o n q u e 2xmfiPyt [m é t an t s u p ­

p o s é ^>petq) do i t ê t r e au m o i n s égal à m ; en effet, il faut au 

m o i n s m f ac t eu r s c o n t e n a n t c h a c u n a au p r e m i e r deg ré p o u r 

q u e le p r o d u i t r e n f e r m e <xm. R é c i p r o q u e m e n t , t o u t e fonct ion 

s y m é t r i q u e d ' o r d r e m c o n t i e n d r a ocm d a n s q u e l q u e t e r m e . En 

effet, si l ' on d é s i g n e par q{ la s o m m e d e ¡3, y, ô \ . . . ; pa rc - . , 

</ 3 , . . . l es s o m m e s d e l e u r s p r o d u i t s 2 à 2 , 3 à 3 , . . . , on a 

e t le coeff ic ient de la p l u s h a u t e p u i s s a n c e de a dans u n t e r m e 

P'ÎPlP1* s e r a ? ' i ' Ï 2 ? 3 > r é c i p r o q u e m e n t , le fac teur qr

{q%q\ n e 

p e u t p r o v e n i r q u e du t e r m e p'2 q\ q\. II n e p e u t d o n c se r é d u i r e 

à z é r o pa r l ' add i t ion d ' a u t r e s t e r m e s ; d ' où il su i t q u e l ' o rd r e 

d e la fonc t ion s y m é t r i q u e l a ' ^ y ? es t égal au p l u s g rand des 

n o m b r e s m , q : n o u s a v o n s en effet p r o u v é qu ' i l n e p e u t 



pas ê t r e m o i n d r e e t il n e p e u t pas ê t r e p l u s g r a n d , p u i s q u e 

d e s fonc t ions d ' u n d e g r é s u p é r i e u r c o n t i e n d r a i e n t d e s p u i s ­

s a n c e s d e oc p l u s é l e v é e s q u e a'". 

A l ' a ide d e ces d e u x p r i n c i p e s , on p e u t é c r i r e i m m é d i a t e ­

m e n t la pa r t i e l i t t é ra le d ' u n e fonc t ion s y m é t r i q u e , e t il n e 

r e s t e à d é t e r m i n e r q u e l e s coef f ic ien ts . Si l 'on d e m a n d e d e 

f o r m e r 2aJ((3 — y ) 2 , on voi t s ans p e i n e qu ' i l s 'agit d ' u n e fonc­

t ion d o n t le p o i d s es t 4 e t l ' o r d r e 2 , c ' e s t - à - d i r e q u e c h a q u e 

t e r m e n e p e u t avo i r q u e d e u x f ac t eu r s . L e s s e u l s t e r m e s q u i 

p u i s s e n t y f igurer s o n t pif p^p{9 pl, e t , p o u r c o m p l é t e r le cal­

cu l d e la fonc t ion , il n e r e s t e q u ' à d é t e r m i n e r les coeff ic ients 

n u m é r i q u e s d e ces t r o i s t e r m e s . 

36 . L e s fonc t ions s y m é t r i q u e s d e s d i f fé rences d e s r a c i n e s 

é t a n t ce l l e s d o n t n o u s a u r o n s le p l u s à n o u s o c c u p e r , il n ' e s t 

pas i n u t i l e de faire c o n n a î t r e ici un t h é o r è m e à l ' a ide d u q u e l 

l es s o m m e s d e s p u i s s a n c e s d e c e s d i f fé rences p e u v e n t s ' expr i ­

m e r en fonc t ion d e s s o m m e s de p u i s s a n c e s d e s r a c i n e s e l l e s -

m ê m e s . D é v e l o p p o n s {x — a)"1 par la f o r m u l e d u b i n ô m e , d é ­

v e l o p p o n s de m ê m e {x — ¡3)"',. . . , e t a j o u t o n s , n o u s a v o n s 

M a i n t e n a n t , si n o u s r e m p l a ç o n s x par oc d ans ce t t e e x p r e s ­

s i o n , e l le d e v i e n t 

si n o u s r e m p l a ç o n s d e m ê m e x par ¡3, e l le d e v i e n t 

e t a ins i de s u i t e . A d d i t i o n n o n s l e s r é s u l t a t s de t o u t e s c e s s u b ­

s t i t u t i o n s : si m es t i m p a i r , la s o m m e es t n u l l e , p u i s q u e l e s 

t e r m e s (oc — ¡3)'", (¡3 — oc)"1 se d é t r u i s e n t ; si m es t pai r , e l l e 

d e v i e n t , au c o n t r a i r e , 'j.l(oc — ¡3)'", m a i s la m ê m e s u b s t i t u t i o n 

é t an t o p é r é e d a n s le s e c o n d m e m b r e de l ' é q u a t i o n , n o u s a v o n s 

e n a jou t an t 



Si m es t i m p a i r , le d e r n i e r t e r m e sera —smsi)9 q u i dé t ru i r a le 

p r e m i e r , e t t o u s les a u t r e s t e r n i e s se d é t r u i r o n t de m ê m e ; 

m a i s , si m es t pa i r , le d e r n i e r t e r m e sera i d e n t i q u e au p r e m i e r 

e t a ins i d e s u i t e , et l ' é q u a t i o n d e v i e n d r a d iv i s ib le par 2 . N o u s 

a v o n s d o n c , q u a n d m es t pa i r , 

les coef f ic ien ts é t an t c e u x du b i n ô m e , j u s q u ' à ce q u e l ' on a i -

r ive à ce lu i du m i l i e u , a u q u e l o n s ' a r r ê t e en le d iv i san t par 2 . 

P a r e x e m p l e , 

37 . T o u t e fonc t ion d e s d i f f é rences d e s r a c i n e s doi t é v i d e m ­

m e n t r e s t e r i nva r i ab l e si on les a u g m e n t e ou d i m i n u e t o u t e s 

d ' u n e m ê m e q u a n t i t é ; s i , pa r e x e m p l e , on r e m p l a c e dans l ' é ­

q u a t i o n x pa r x — X. E l l e d e v i e n t , d a n s ce cas , 

Mais u n e fonc t ion q u e l c o n q u e 9 des coeff ic ients pX9 p29 . . d e ­

v i e n t , q u a n d on c h a n g e p{ en /?, -f- dp[9 p2 en p2 H - 0/?>,. . . , 

R e m p l a ç o n s d o n c p{ pa r px -f- ni, p* pa r 

et o r d o n n o n s le r é su l t a t par r a p p o r t aux p u i s s a n c e s d e / , il 

d e v i e n t 



N o u s a v o n s vu q u e t o u t e fonc t ion d e s d i f fé rences n e doi t pa s 

va r i e r pa r la s u b s t i t u t i o n , q u e l q u e p e t i t q u e so i t 1; e l le doit 

d o n c , l o r s q u ' o n l ' e x p r i m e en fonc t ion d e s coef f ic ien t s , s a t i s ­

faire à l ' é q u a t i o n d i f fé rent ie l le 

EXEMPLE I . — On demande de forme?* 

Nous savons que l'ordre et le poids de cette fonction sont égaux à 'i : 

elle doit donc être de la forme Xp2 H- B\p. Appliquant l'équation différen 

tielle, nous avons 

B doit donc être proportionnel à (n — i) et À à — in, et la l'onction ne 

peut différer que par un facteur de (n — \ — inp2> 

On verra que ce facteur est égal à l'unité en supposant a = i et toutes 

les autres racines nulles, d'où p{ = 1 , p2 = o, ce qui réduit l'expression 

ci-dessus à n — i, comme on pouvait le prévoir. 

E XE MPLE I I . — Former pour une équation du troisième degré le produit 

des carrés des différences (a— 6)' 2 (p— r/)2 (7 — a)*2. 

L'ordre de la fonction est 4, son poids G, et elle doit être de la forme 

Effectuant l'opération 

elle devient 

n v n r p s ç i n n nui doit être identiquement nulle, d'où 

la fonction ne peut différer que par un facteur de l'expression 

On peut voir que le facteur est égal à l'unité en supposant-/ et, par suite, 
ps nuls. 

3 8 . N o u s e m p l o i e r o n s , par la s u i t e , d e s é q u a t i o n s h o m o -

ce 
g è n e s . E n é c r i v a n t - - à la p lace d e x e t faisant d i spa ra î t r e l e s 



f rac t ions , l ' é q u a t i o n q u e n o u s a v o n s e m p l o y é e d e v i e n t 

D o n n o n s , p o u r la s y m é t r i e , u n coeff ic ient à xn : il c o n v i e n t , 

en o u t r e , de d o n n e r a u x di f férents t e r m e s les coeff ic ients du 

d é v e l o p p e m e n t du b i n ô m e {x -hy)m, e t n o u s é c r i r o n s ainsi 

L ' avan t age q u e p r o c u r e l ' e m p l o i d e s coeff ic ients du b i n ô m e 

c o n s i s t e en c e q u e , d a n s t o u t e s l e s fonc t ions d e s d i f fé rences 

d e s r a c i n e s e x p r i m é e s en fonc t ion d e s coeff ic ients d e l ' é q u a ­

t ion , la s o m m e d e s coeff ic ients n u m é r i q u e s es t n u l l e . E n effet, 

n o u s a u r o n s ce t t e s o m m e e n faisant aQ = ax •= a, = . . . — i ; 

m a i s , d a n s c e t t e h y p o t h è s e , t o u t e s les r a c i n e s d e v e n a n t éga l e s , 

l e u r s d i f fé rences s ' a n n u l e n t . 

N o u s e n t e n d r o n s , pa r fonc t ion s y m é t r i q u e d e s r a c i n e s d ' u n e 

é q u a t i o n h o m o g è n e , la fonc t ion s y m é t r i q u e d e s r a c i n e s de l 'é­

q u a t i o n en f o r m é e a p r è s la d iv i s ion pa r aQy
n avec les coef­

ficients e t m u l t i p l i é e par la p l u s h a u t e p u i s s a n c e 

de a0 q u i se t r o u v e e n d é n o m i n a t e u r afin de faire d i spa ra î t r e les 

f r ac t ions . De c e l t e m a n i è r e , t o u t e fonc t ion s y m é t r i q u e se ra 

u n e fonct ion h o m o g è n e de a0, a , , . . . ; en effet, avan t d ' ê t r e d é ­

b a r r a s s é e d e s f rac t ions , e l le é ta i t h o m o g è n e e t d e d e g r é z é r o , e t 

e l le l ' e s t e n c o r e l o r s q u ' o n m u l t i p l i e t o u s se s t e r m e s par u n 

m ê m e fac teur . N o u s p o u v o n s auss i é t ab l i r la t h é o r i e d e s fonc­

t i o n s s y m é t r i q u e s d e s r a c i n e s d ' u n e é q u a t i o n h o m o g è n e sans 

x 
la t r a n s f o r m e r p r é a l a b l e m e n t en u n e é q u a t i o n en S o i t a u n e 

r ac ine d e c e t t e d e r n i è r e , il e s t é v i d e n t q u e l ' é q u a t i o n h o m o g è n e 

sera satisfai te pa r t o u t e s les v a l e u r s d e x', yJ p o u r l e s q u e l l e s 

on aura %' — zyJ, p u i s q u ' i l n ' e s t m a n i f e s t e m e n t q u e s t i o n ici 

q u e du r a p p o r t l ' é q u a t i o n d iv i sée pa r yn é t an t d é c o m p o -



sab le en fac teu r s , l ' é q u a t i o n h o m o g è n e se r a m è n e r a à un p r o ­

du i t [y' x — yx'){y" x — yx"){y'" x — yx'")... . M u l t i p l i o n s et 

c o m p a r o n s à l ' é q u a t i o n p r i m i t i v e , il v i e n t 

E n faisant j ' , é g a u x à l ' u n i t é , ce s e x p r e s s i o n s se r é d u i s e n t 

a u x e x p r e s s i o n s o r d i n a i r e s d e s coeff ic ients d ' u n e é q u a t i o n en 

fonct ion des r a c i n e s x', x",... R é c i p r o q u e m e n t , t o u t e f o n c ­

t ion s y m é t r i q u e é c r i t e s o u s la fo rme o r d i n a i r e a v e c les r a ­

c i n e s x', x"... p e u t s e r a m e n e r à l ' a u t r e f o r m e , en s u p p o s a n t 

c h a q u e va l eu r x' d i v i s ée par u n e v a l e u r c o r r e s p o n d a n t e y' e t 

l ' e n s e m b l e de la fonc t ion m u l t i p l i é par u n e p u i s s a n c e de 

y y"... assez é l e v é e p o u r faire d i spa ra î t r e les f rac t ions . Ains i 

la s o m m e d e s c a r r é s d e s d i f fé rences 2(x' — x")2 d e v i e n t 

e t , en g é n é r a l , t o u t e s les fonc t ions d e s d i f fé rences se r a m è ­

n e r o n t à u n e s o m m e d e p r o d u i t s d e d é t e r m i n a n t s t e l s q u e 

x'y" — y x', x'j'" — x" y \ . . . , par d e s p u i s s a n c e s de y', 

\" 
j > • • • • 

39 . L ' é q u a t i o n d i f fé rent ie l le q u e n o u s a v o n s d o n n é e p o u r 

les fonc t ions de d i f fé rences d e s r a c i n e s d e m a n d e à ê t r e un p e u 

modi f i ée l o r s q u e l 'on éc r i t l ' é q u a t i o n avec les coeff ic ients du 

b i n ô m e . 

Si, dans l ' é q u a t i o n 

n o u s r e m p l a ç o n s x par x -+- X a, d e v i e n t ax -f- )M„ a> d e v i e n t 

a2 -t- ia,l -f- a,V, az d e v i e n t a3 -+- 31a2 -f- 3l2at - h l3a0,. . . , e t 

t o u t e fonct ion 9 d e s coeff ic ients se t r ans fo rme en la s u i v a n t e 

T o u t e fonct ion d e s d i f fé rences d e s r a c i n e s doi t d o n c , p u i s -



q u ' e l l e n e c h a n g e pas l o r s q u e l 'on r e m p l a c e x par x H - \ s a ­

t isfaire à l ' é q u a t i o n 

De m ô m e , t o u t e fonc t ion q u i n e c h a n g e pas l o r s q u e l 'on r e m ­

place y pa r y H - >. do i t sat isfaire à l ' é q u a t i o n 

L e s fonc t ions d e c e l t e e s p è c e s o n t fonc t ions d e s v a l e u r s i n ­

v e r s e s d e s r a c i n e s , e t , d a n s la n o t a t i o n h o m o g è n e , c o n s i s t e n t 

e n p r o d u i t s d e la fo rme x'y" — x" yf. . . m u l t i p l i é s pa r d e s 

p u i s s a n c e s de x', x ' \ . . , . L e s fonc t ions d e s s e u l s d é t e r m i ­

n a n t s x1 y"•—x"j"',..., qu i n e s o n t pas m u l t i p l i é e s par d e s p u i s ­

s a n c e s d e x', j \ . . . , s a t i s f e ron t a u x d e u x é q u a t i o n s dif féren­

t i e l l e s . 

4 0 . Il faut r e m a r q u e r q u e la c o n d i t i o n 

es t n o n - s e u l e m e n t n é c e s s a i r e , m a i s suff isante p o u r q u e 9 n e 

var ie pas par la s u b s t i t u t i o n d e ^ 4 - À à x. N o u s a v o n s vu q u e 

le coeff ic ient de 1, d ans l ' é q u a t i o n t r a n s f o r m é e , se r é d u i t 

à z é r o , e t l 'on t r o u v e s a n s p e i n e , p o u r ce lu i d e >.', 

a0, «i, . . - , q u i a p p a r a i s s e n t e x p l i c i t e m e n t , n e d e v a n t pas ê t r e 

d i f fé ren t i ées d a n s le d e r n i e r s y m b o l e . Mais ce r é s u l t a t n ' e s t 

a u t r e q u e ce lu i q u e l 'on o b t i e n d r a i t en e f fec tuan t s u r la f o n c ­

t i o n 



l ' opé ra t i on . . . , car c e t t e o p é r a t i o n fou r ­

nira b i e n d ' u n e par t les t e r m e s q u e l 'on o b t i e n t en d i f fé ren-

t ian t a 2 i . . q u i a p p a r a i s s e n t d ' u n e m a n i è r e exp l i c i t e dans 

le s y m b o l e , e t d e l ' a u t r e c e u x q u e l 'on o b t i e n t en y la issant 

<x>,... c o n s t a n t s : la s o m m e . . se r é d u i s a n t à z é r o , il 

en es t de m ê m e du coeff ic ient de îv% et de c e u x d e s a u t r e s 

p u i s s a n c e s d e 1. 

E X E M P L E . — Former, pour Véquation du troisième degré 

ta fonction 

On peut la déduire de l'exemple I I , n°37, ou l'obtenir directement ainsi 

qu'il suit: la fonction est du quatrième ordre, son poids est 6; elle doit 

donc être de la forme 

Effectuant l'opération 

on a 

égalant séparément à zéro le coefficient de chaque terme et faisant A — i , 

il vient 

4 1 . M. S e r r e t é c r i t l ' o p é r a t i o n . . . s o u s u n e fo rme 

a b r é g é e q u i p r é s e n t e q u e l q u e f o i s d e s a v a n t a g e s . I m a g i n o n s 

u n e va r i ab le fictive t d o n t les coef f ic ien ts a0, a l t . . . s o i e n t d e s 

fonc t ions t e l l e s , q u e l 'on ait 

on a é v i d e m m e n t 



On p e u t d e m ê m e é c r i r e na, - + - . . . s o u s la fo rme a b r é g é e 

é t a n t u n e var iab le d o n t l e s coeff ic ients a,>, s o n t 

de s fonc t ions t e l l e s , q u e Ton ait 

42 . Il c o n v i e n t d e faire c o n n a î t r e é g a l e m e n t u n e o b s e r v a ­

t ion faite par M. B r i o s c h i r e l a t i v e m e n t au s e n s d e l à p r e m i è r e 

de c e s d e u x o p é r a t i o n s l o r s q u ' o n l ' e x p r i m e en fonc t ion d e s 

r a c i n e s . C o n s i d é r o n s u n e fonc t ion d e s coeff ic ients / ^ i , / ? - , — ; 

e x p r i m o n s ces coeff ic ients e n fonc t ion d e s r a c i n e s et e x a m i ­

n o n s se s d é r i v é e s par r a p p o r t a u x r a c i n e s . 

Si Ton d é s i g n e c o m m e p l u s h a u t par </, la s o m m e , par q2 la 

s o m m e d e s p r o d u i t s d e u x à d e u x , e t c . , de t o u t e s les r a c i n e s 

m o i n s l ' u n e d ' e l l e s a , on a é v i d e m m e n t 

e t 

On a d e m ê m e des e x p r e s s i o n s c o r r e s p o n d a n t e s p o u r les d é ­

r i v é e s par r a p p o r t a u x a u t r e s r a c i n e s ; en les a jou t an t , le coef­

f icient d e d e v i e n t égal à n. Celui de d e v i e n t (n — i)p{. 

E n effet, p u i s q u e qK = px — a, en a jou tan t , le coeff ic ient en 

q u e s t i o n d e v i e n d r a np{ — ( a + ¡3 -f- y -f-... ) — (n — i)p{. De 

m ê m e le coeff icient d e es t égal à (n — 2)p2, e t l 'on a 

On voi t m a i n t e n a n t c l a i r e m e n t p o u r q u o i , en a p p l i q u a n t l ' o p é ­

ra t ion i n d i q u é e par le s e c o n d m e m b r e à u n e fonc t ion d e s dif­

f é r ences d e s r a c i n e s , le r é su l t a t s e r é d u i t à z é r o : c ' es t pa rce 



q u e l ' o p é r a t i o n é q u i v a l e n t e , a p p l i q u é e à u n e diffé­

r e n c e q u e l c o n q u e , fourn i t un r é s u l t a t i d e n t i q u e m e n t n u l . 

D e m ô m e , si l ' é q u a t i o n avait é t é éc r i t e a v e c les coeff ic ients 

du b i n ô m e , n o u s a u r i o n s e u 

d ' o ù , c o m m e p r é c é d e m m e n t , 



S I X I È M E L E Ç O N . 
o 

RÉSULTANTS. 

4 3 . Q u a n d on a k é q u a t i o n s h o m o g è n e s à k v a r i ab l e s , o u , 

ce qu i r e v i e n t au m ô m e , k é q u a t i o n s n o n h o m o g è n e s à k — i 

va r i ab le s , il e s t t o u j o u r s p o s s i b l e d e les c o m b i n e r d e m a n i è r e 

à en d é d u i r e u n e s e u l e é q u a t i o n A = o n e c o n t e n a n t p l u s de 

v a r i a b l e s . On di t a lo r s q u e les va r i ab le s s o n t é l i m i n é e s et A est 

le résultant (*) du s y s t è m e d ' é q u a t i o n s . P r e n o n s l ' e x e m p l e le 

p l u s s i m p l e , ce lu i q u e n o u s a v o n s déjà c o n s i d é r é dans la p r e ­

m i è r e L e ç o n , c 'es t -à-dire d e u x é q u a t i o n s du p r e m i e r d e g r é 

ax H - b — o, a' x -h b' = o. 

M u l t i p l i o n s la p r e m i è r e par a', la d e u x i è m e par a, e t r e t r a n ­

c h o n s la p r e m i è r e d e la d e u x i è m e , il v i en t 

abf — a' b = o, 

e t la q u a n t i t é ab' — a'b e s t le r é s u l t a n t d e s d e u x é q u a t i o n s . 

Il faut m a i n t e n a n t r e m a r q u e r q u e l 'on n e p e u t en c o n c l u r e 

l ' éga l i té ab' — a b = o q u ' a u t a n t q u e les d e u x é q u a t i o n s don ­

n é e s s o n t c e n s é e s s i m u l t a n é e s , c 'es t -à-di re q u ' a u t a n t q u ' e l l e s 

d o i v e n t ê t r e sa t is fa i tes par u n e m ô m e v a l e u r de x. Il es t é v i ­

d e n t , e n effet, q u e si n o u s c o m b i n o n s les d e u x é q u a t i o n s 

o{x) — o, <b(x) = o 

pour e n d é d u i r e l ' éga l i t é 

lo[x) -f- mty[x) — o, 

n o u s a d m e t t o n s i m p l i c i t e m e n t q u e x r e p r é s e n t e la m ê m e q u a n -

(*) Les résultants ont reçu aussi le nom éliminants. 



l i té dans les d e u x é q u a t i o n s . Il en r é s u l t e q u e l ' égal i té 

r e p r é s e n t e la c o n d i t i o n n é c e s s a i r e p o u r q u e les d e u x é q u a t i o n s 

p u i s s e n t ê t r e sat isfai tes par u n e m ê m e v a l e u r de x, c o m m e on 

p e u t auss i le vo i r i m m é d i a t e m e n t en les r é s o l v a n t t o u t e s d e u x 

par r a p p o r t à x e t éga lan t les v a l e u r s a ins i o b t e n u e s . E t , en 

g é n é r a l , é t a n t d o n n é u n n o m b r e q u e l c o n q u e d ' é q u a t i o n s 

n o u s p o u v o n s les c o m b i n e r e t en t i r e r u n e égal i té t e l l e q u e 

p o u r v u q u e les va r iab les a i en t les m ê m e s v a l e u r s dans t o u t e s 

les é q u a t i o n s . E t s i , e n les c o m b i n a n t , n o u s p a r v e n o n s à un ré ­

su l t a t q u i n e c o n t i e n n e p l u s les v a r i a b l e s , il s e r é d u i r a à zé ro 

l o r s q u e c e s é q u a t i o n s p o u r r o n t ê t r e sa t isfa i tes par un s y s t è m e 

c o m m u n de v a l e u r s , et s e u l e m e n t d a n s ce cas . Le r é s u l t a n t 

p e u t d o n c ê t r e défini : u n e fonc t ion d e s coeff ic ients du s y s t è m e 

d ' é q u a t i o n s d o n n é q u i doi t se r é d u i r e à zé ro l o r s q u ' e l l e s a d ­

m e t t e n t u n s y s t è m e d e s o l u t i o n s c o m m u n e s . 

kk. N o u s a v o n s m a i n t e n a n t à m o n t r e r c o m m e n t l ' é l i m i n a ­

t ion p e u t s ' o p é r e r e t q u e l l e e s t la n a t u r e du r é s u l t a t a u q u e l 

on es t c o n d u i t . C o m m e n ç o n s par d e u x é q u a t i o n s é c r i t e s s o u s 

la f o r m e n o n h o m o g è n e 

L e r é s u l t a n t r e p r é s e n t e , c o m m e n o u s l ' avons vu , la c o n d i t i o n 

n é c e s s a i r e p o u r q u e les d e u x é q u a t i o n s a i e n t u n e r a c i n e com­

m u n e . S'il en e s t a i n s i , q u e l q u ' u n e d e s r a c i n e s de la p r e m i è r e 

é q u a t i o n do i t sa t is fa i re à la d e u x i è m e ; s o i e n t d o n c ce, (3, y , . . . 

les r a c i n e s d e la p r e m i è r e é q u a t i o n , et s u b s t i t u o n s - l e s s u c c e s ­

s i v e m e n t d a n s la s e c o n d e , l ' un d e s r é s u l t a t s ^ ( a ) , ^ ( (3 ) , . . . , do i t 

d e v e n i r n u l , et l e u r p r o d u i t e s t n é c e s s a i r e m e n t d a n s le m ê m e 

cas . Mais ce p r o d u i t es t u n e fonc t ion s y m é t r i q u e d e s r a c i n e s 



de la p r e m i è r e é q u a t i o n , e t d è s lo r s p e u t s ' e x p r i m e r e n f o n c ­

t i on d e se s coe f f i c i en t s ; on a a ins i le r é s u l t a n t c h e r c h é . La règ le 

à s u i v r e p o u r é l i m i n e r s u i v a n t c e t t e m é t h o d e es t d o n c de 

p r e n d r e les m f ac teurs 

d e les m u l t i p l i e r t o u s e n s e m b l e , e t de s u b s t i t u e r a la p l ace d e s 

fonc t ions s y m é t r i q u e s des r a c i n e s a, (3, y , . . . l e u r s v a l e u r s en 

fonc t ion d e s coeff ic ients d e la p r e m i è r e é q u a t i o n . 

EXEMPLE. — Eliminer x entre les deux équations 

Multiplions il vient 

remplaçons nous avons 

ou 

c'est le résultant demandé. 

4 5 . On o b t i e n d r a i t le m ê m e r é s u l t a t ( a b s t r a c t i o n faite du 

s i g n e ) en s u b s t i t u a n t l es r a c i n e s d e la p r e m i è r e é q u a t i o n 

d a n s la d e u x i è m e , o u c e l l e s d e la d e u x i è m e d a n s la p r e m i è r e . 

E n d ' a u t r e s t e r m e s , si l 'on d é s i g n e par a ' , (3\ y ' , . . . les r a c i n e s 

de la d e u x i è m e é q u a t i o n , l e r é s u l t a n t p e u t s ' é c r i r e ind i f fé rem­

m e n t s o u s l ' u n e o u l ' au t r e d e s f o r m e s 

o u 

car , si l 'on se r a p p e l l e que , 

la p r e m i è r e fo rme r e v i e n t à 



et la s e c o n d e à 

Dans les d e u x cas on a d o n c le p r o d u i t d e t o u t e s les diffé­

r e n c e s p o s s i b l e s e n t r e u n e r a c i n e de la p r e m i è r e é q u a t i o n e t 

u n e r a c i n e d e la d e u x i è m e , e t ces d e u x p r o d u i t s n e p e u v e n t 

différer q u e pa r l e u r s i g n e . 

46 . Si les é q u a t i o n s ava i en t é t é d o n n é e s s o u s la fo rme h o ­

m o g è n e , avec ou s a n s les coeff ic ients d u b i n ô m e , 

on l e s r a m è n e r a i t à la f o rme p r é c é d e n t e en d iv i san t par ri0j
!il, 

b0y
l, e t l 'on a u r a i t p{ = On s u b s t i ­

t u e r a i t ces v a l e u r s dans le r é s u l t a t o b t e n u par la m é t h o d e du 

n u m é r o p r é c é d e n t , e t l 'on ferait d i spa r a î t r e les f rac t ions en 

m u l t i p l i a n t par la p l u s h a u t e p u i s s a n c e de a0 e t b0 q u i se t r o u ­

vera i t d a n s les d é n o m i n a t e u r s : le r é s u l t a n t d e s d e u x fonc t ions 

d é d u i t de c e t t e m a n i è r e de la va l eu r o b t e n u e p l u s h a u t (44} 

d e v i e n t 

L e r é s u l t a n t e s t t o u j o u r s u n e fonc t ion h o m o g è n e des coeff i­

c i e n t s d e s d e u x é q u a t i o n s . E n effet, avan t d ' ê t r e d é b a r r a s s é 

d e s d é n o m i n a t e u r s , il é ta i t é v i d e m m e n t fonc t ion h o m o g è n e 

de d e g r é z é r o , e t il r e s t e pa r s u i t e e n c o r e h o m o g è n e l o r s q u e 

l 'on m u l t i p l i e t o u s les t e r m e s pa r u n e m ê m e q u a n t i t é . On p e u t 

le voi r au s s i en a p p l i q u a n t d i r e c t e m e n t a u x é q u a t i o n s la m é ­

t h o d e du n° 4 4 . S o i e n t xr, y'; x"y",... l es v a l e u r s q u i sat is­

font à la p r e m i è r e ; si les d e u x é q u a t i o n s a d m e t t e n t u n f ac teu r 

c o m m u n , q u e l q u e s - u n e s de ces v a l e u r s d o i v e n t satisfaire à la 

4 



s e c o n d e . On ef fec tuera d o n c le p r o d u i t 

et on r e m p l a c e r a les f o n c t i o n s s y m é t r i q u e s d e s r a c i n e s par 

l e u r s v a l e u r s en fonc t ion d e s coeff ic ients d e la p r e m i è r e équa ­

t i o n , c o m m e au n° 3 8 . 

4 7 . L e r é s u l t a n t de d e u x é q u a t i o n s des . d e g r é s m e t n es t 

du niè",e d e g r é par r a p p o r t a u x coef f ic ien ts de la p r e m i è r e , e t 

du miè,"e par r a p p o r t à c e u x d e la d e u x i è m e . 

E n effet, il p e u t s ' é c r i r e , so i t c o m m e p r o d u i t de m f ac teurs 

. c o n t e n a n t c h a c u n au p r e m i e r d e g r é l e s coeffi­

c i e n t s d e la d e u x i è m e é q u a t i o n , so i t c o m m e p r o d u i t d e n fac­

t e u r s o ( ¡ 3 ' ) . . . c o n t e n a n t c h a c u n au p r e m i e r d e g r é les 

coeff ic ients d e la p r e m i è r e . E n c o n s i d é r a n t s e u l e m e n t la fo rme 

à{oc)i>{fi).. . , n o u s p o u v o n s é g a l e m e n t vo i r q u e c e t t e fo rme , 

q u i c o n t i e n t é v i d e m m e n t l e s coeff ic ients de la d e u x i è m e é q u a ­

t ion au d e g r é m, r e n f e r m e c e u x de la p r e m i è r e au d e g r é //., 

p u i s q u e les f o n c t i o n s s y m é t r i q u e s q u i s 'y t r o u v e n t c o n t i e n ­

n e n t c h a q u e r a c i n e à la p u i s s a n c e n e t n e la c o n t i e n n e n t pas 

à u n e p u i s s a n c e p l u s é l e v é e ( 3 5 ) . 

4 8 . L e p o i d s du r é s u l t a n t es t mn, c ' e s t - à - d i r e q u e la 

s o m m e d e s i n d i c e s d a n s c h a q u e t e r m e e s t c o n s t a n t e et éga le 

à mn. E n effet, si l 'on inu j t ip l i e c h a c u n e d e s r a c i n e s a, ¡3,. . . ; 

a ' , (3 ' , . . . p a r u n m ê m e fac teur À, c h a c u n e d e s mn d i f fé rences 

a — cfJ ( 4 5 ) é t a n t m u l t i p l i é e par ce m ê m e fac teur , le r é s u l t a n t 

le sera pa r //"". Mais , p o u r m u l t i p l i e r l e s r a c i n e s par A, il suffit 

d e r e m p l a c e r y;,, </, pa r lpl9 >></,; p>> q> p a r Vpz, )?q.>..., e t , en 

e f fec tuan t ce c h a n g e m e n t d a n s le r é s u l t a n t , c h a q u e t e r m e d e ­

vra se t r o u v e r m u l t i p l i é par l"1", ce q u i r e v i e n t à d i r e q u e la 

s o m m e d e s i n d i c e s de c h a q u e t e r m e es t éga le à mn. 

On p e u t e n c o r e le vo i r au m o y e n d u p r i n c i p e du n° 34 . 

D a n s la fonc t ion la s o m m e de l ' e x p o s a n t de c h a q u e 

t e r m e et d e l ' i n d i c e d u coeff ic ient c o r r e s p o n d a n t e s t n, c ' e s t -

à -d i r e q u e es t la s o m m e d ' un c e r t a i n n o m b r e d e t e r m e s 

d e la f o rme qn-ix1. Si n o u s p r e n o n s d o n c u n ce r t a in n o m b r e de 

t e r m e s d a n s c h a c u n d e s f ac teu r s 4>(a)uv( ¡3). . . , le t e r m e c o r -



r e s p o n d a n t du p r o d u i t . . , et si n o u s 

c o m b i n o n s c e p r o d u i t a v e c t o u s c e u x dans l e s q u e l s s e p r é s e n t e n t 

c e s m ê m e s coef f ic ien ts , n o u s a u r o n s 

La s o m m e d e s i n d i c e s des coeff ic ients q es t 

Il — î -\- 71 — J"4- n — h\ . ., 

o u , pu i squ ' i l y a m f a c t e u r s , 

Mais , d ' ap rè s le n° 34, la s o m m e d e s i n d i c e s d e s coeff ic ients p 

dans l ' e x p r e s s i o n de -. . . . La s o m m e 

d e s d e u x s é r i e s d ' i n d i c e s es t d o n c mn, a ins i q u e n o u s v o u ­

l ions le d é m o n t r e r . 

L e r é s u l t a t a u q u e l n o u s v e n o n s de p a r v e n i r p e u t e n c o r e s 'é­

n o n c e r a ins i (*) : Si />,, q{ c o n t i e n n e n t u n e n o u v e l l e va r i ab le z 

au p r e m i e r d e g r é , q u e p2, q> la c o n t i e n n e n t au d e u x i è m e et 

au p r e m i e r , /? 3 , q:, au t r o i s i è m e et a u x d e g r é s i n f é r i e u r s , e t a ins i 

d e s u i t e , le r é s u l t a n t la c o n t i e n d r a , en g é n é r a l , au d e g r é mn. 

Il es t é v i d e n t q u e ces r é s u l t a t s s u b s i s t e r a i e n t é g a l e m e n t 

p o u r les é q u a t i o n s é c r i t e s s o u s la f o r m e h o m o g è n e a0x
m -h..., 

p u i s q u e les i n d i c e s se c o r r e s p o n d e n t d a n s les d e u x f o r m e s . 

On voi t auss i q u ' e n ra i son de la s y m é t r i e ils s e r a i e n t e n c o r e 

vra is si l e s é q u a t i o n s ava i en t é t é m i s e s s o u s la fo rme 

où l ' i nd ice de c h a q u e coeff ic ient es t égal à l ' e x p o s a n t de x au 

l i eu d ' ê t r e égal à ce lu i de y\ 

49 . P u i s q u e le r é s u l t a n t es t u n e fonc t ion des d i l f é r e n c e s 

e n t r e u n e r a c i n e de l ' u n e d e s é q u a t i o n s et u n e rac ine de l ' a u t r e , 

il r e s t e ra i nva r i ab l e si l 'on a u g m e n t e d ' u n e m ê m e q u a n t i t é l es 

r a c i n e s des d e u x é q u a t i o n s , c 'es t -à-dire si n o u s y r e m p l a ç o n s x 

(*) Ou bien encore ainsi : Si Ton substitue dans le résultant, à la place de 
chaque coefficient /> , le terme xr/- qu'il multiplie dans l'équation primitive, 
chaque terme du résultant devient divisible par x""'y ou bien, sous la l'orme 
homogène, si l'on remplace chaque coefficient. ay par x c^>'"~ - a , tous les termes 
du résultant deviendront divisibles par x"1"}'"". 

4-



par x - h H en r é s u l t e , c o m m e au n° 37 , q u e le r é s u l t a n t doi t 

sat isfaire à l ' é q u a t i o n d i f fé ren t ie l le 

o u , c o m m e au n° 39 , e n é c r i v a n t l es é q u a t i o n s avec les coeffi­

c i e n t s du b i n ô m e 

50 . É i a n l d o n n é e s d e u x é q u a t i o n s h o m o g è n e s à t r o i s va­

r i ab l e s d e s d e g r é s m e t n, le n o m b r e de s y s t è m e s de v a l e u r s 

qu i p e u v e n t sat isfaire à la fois à ce s d e u x é q u a t i o n s es t mn ( *). 

Soien t 

les d e u x é q u a t i o n s o r d o n n é e s s u i v a n t l e s p u i s s a n c e s de x; si 

n o u s é l i m i n o n s x, le coeff ic ient de xm~x é t an t u n e fonc t ion 

h o m o g è n e du p r e m i e r d e g r é d e y% e t z, c e lu i de x"1-'1 u n e f o n c ­

t ion s e m b l a b l e du d e u x i è m e d e g r é , et a ins i d e s u i t e , o n voit 

d ' a p r è s le n° 48 q u e le r é s u l t a n t se ra u n e fonc t ion h o m o g è n e 

de y e t z du d e g r é mn. 

On p e u t d o n c t r o u v e r mn v a l e u r s de j e t de z (**) q u i r e n d e n t 

le r é s u l t a n t égal à z é r o . Si n o u s s u b s t i t u o n s l ' u n e q u e l c o n q u e 

d ' e n t r e e l l es dans les é q u a t i o n s d o n n é e s , e l les a u r o n t , p u i s q u e 

(*) Ces équations peuvent être censées représenter deux courbes des degrés 
m et n. La proposition contenue dans ce numéro s'interprète géométriquement 
en disant que les courbes se coupent en mn points. On ramène ces équations à 
la forme ordinaire en Cuisant z = i. 

(*A) Le lecteur doit se rappeler que quand nous employons des équations ho­
mogènes, le rapport des variables est tout ce dont il y a lieu de s'occuper. 
Ainsi, dans ce cas, z' peut être pris arbitrairement, la valeur correspondante 

de y étant déterminée par l'équation en '-• 



l e u r r é s u l t a n t d e v i e n t n u l , u n e r ac ine c o m m u n e l o r s q u ' o n les 

r é s o u d r a par r a p p o r t à x : c e t t e va l eu r de x9 c o m b i n é e avec les 

va leurs d e ; / ' e t z déjà t r o u v é e s , d o n n e un s y s t è m e de v a l e u r s 

sat isfaisant a u x é q u a t i o n s d o n n é e s ; n o u s a v o n s d o n c en t o u t 

mn s y s t è m e s s e m b l a b l e s de v a l e u r s . N o u s d o n n e r o n s p l u s 

lo in u n e m é t h o d e par l a q u e l l e on p e u t , q u a n d d e u x é q u a t i o n s 

o n t u n e r a c i n e c o m m u n e , la d é t e r m i n e r i m m é d i a t e m e n t . 

E X E M P L E . — Trouver les coordonnées des quatre points d'intersection 

de deux sections coniques représentées par les équations 

Ordonnons les équations suivant les puissances do x et éliminons cette 

variable : le résultat est, d'après le n° i(>, 

où nous avons, comme dans la première Leçon, écrit [ab') pour ab' — a'b. 

Cette équation, résolue par rapport à donnera les valeurs correspon­

dantes aux quatre points d'intersection. Les ayant trouvées et substituant 

Tune d'entre elles dans les deux équations, on aura, en cherchant leur 

commune racine, la valeur correspondante de Nous aurions pu déter-

x 
miner d'un seul coup les quatre valeurs de - en éliminant y, mais la sub-

z 

stitution est nécessaire pour savoir quelle est la valeur de y qui corres­

pond à chaque valeur de x. En faisant z = \, tout ce qui précède se trouve 

exprimé dans le système de coordonnées ordinaire. 

5 1 . T o u t e fonc t ion s y m é t r i q u e des mn v a l e u r s qu i sat isfont 

s i m u l t a n é m e n t a u x d e u x é q u a t i o n s p e u t s ' e x p r i m e r en fonc ­

t ion de l e u r s coef f ic ien ts . 

P o u r ê t r e p l u s f ac i l emen t c o m p r i s , n o u s c o n s i d é r e r o n s d 'a­

b o r d les é q u a t i o n s n o n h o m o g è n e s à d e u x va r i ab l e s . 11 es t c la ir 

q u e n o u s p o u v o n s e x p r i m e r a ins i l es fonc t ions s y m é t r i q u e s 



q u i ne r e n f e r m e n t q u e l ' u n e des v a r i a b l e s . Car en é l i m i n a n t j , 

n o u s a v o n s u n e é q u a t i o n en x, et t o u t e s l e s fonc t ions s y m é ­

t r i q u e s d e s mn v a l e u r s d e x sat isfaisant aux d e u x é q u a t i o n s 

d o n n é e s p e u v e n t s ' e x p r i m e r en fonc t ion d e s coeff ic ients de 

c e t t e é q u a t i o n : de m ê m e p o u r y. Pa r e x e m p l e , d a n s le cas de 

d e u x s e c t i o n s c o n i q u e s , x{) y\,.. . é t a n t l e s c o o r d o n n é e s des 

p o i n t s d ' i n t e r s e c t i o n , n o u s v o y o n s i m m é d i a t e m e n t c o m m e n t 

on p e u t e x p r i m e r d e s fonc t ions s y m é t r i q u e s t e l l e s q u e 

e t le seu l p o i n t q u i d e m a n d e q u e l q u e s e x p l i c a t i o n s es t d e sa­

vo i r c o m m e n t e x p r i m e r les fonc t ions s y m é t r i q u e s où e n t r e n t 

les d e u x va r i ab le s , t e l l e s q u e 

P o u r y p a r v e n i r , n o u s i n t r o d u i r o n s u n e n o u v e l l e va r i ab le 

t = lx -4 - u.y e t , à l ' a ide d e c e t t e é q u a t i o n a r b i t r a i r e , n o u s 

é l i m i n e r o n s x e t y d e s é q u a t i o n s d o n n é e s . Ains i y s ' é l i m i n e 

i m m é d i a t e m e n t en s u b s t i t u a n t sa v a l e u r t i r é e de l ' é q u a t i o n 

/ — \x-\-py, e t n o u s a v o n s a lo r s d e u x é q u a t i o n s en x d e s 

d e g r é s m e t n : l e u r r é s u l t a n t sera d u d e g r é mn par r a p p o r t 

à t, e t s e s r a c i n e s s e r o n t é v i d e m m e n t lx{ H- p . / , , lx2 + uy2,...y 

x{, y\, x2, y2,... é t a n t l es v a l e u r s de x e t y c o m m u n e s a u x d e u x 

é q u a t i o n s . L e s coeff ic ients de c e t t e é q u a t i o n e n t c o n t i e n ­

d r o n t 1 e t u. Si n o u s f o r m o n s la s o m m e d e s p u i s s a n c e s h de 

s e s r a c i n e s , q u i s e ra (lx{ -f- ay{f -f- ( lx2 -f- (j.y->)k-\-. . . , le 

coeff ic ient de >/! d a n s c e t t e s o m m e sera 2x'\, c e lu i de À 7 ; - 1 / / 

d o n n e r a D x 7 ; " 1 / , , e t a ins i d e s u i t e . 

Q u e l q u e s m o t s suff i ront p o u r t r a d u i r e ce q u i p r é c è d e dans 

le l angage d e s é q u a t i o n s h o m o g è n e s . N o u s v o y o n s i m m é d i a ­

t e m e n t c o m m e n t on p e u t f o r m e r d e s fonc t ions s y m é t r i q u e s 

r e n f e r m a n t s e u l e m e n t d e u x v a r i a b l e s , t e l l e s q u e 2y\z2zzz^ 

car on les d é d u i t ( c o m m e au n° 38 ) de l ' é q u a t i o n h o m o g è n e 

o b t e n u e e n é l i m i n a n t l ' a u t r e v a r i a b l e . L e s eu l p o i n t q u i r e s t e 

à éc l a i r c i r e s t d e savoi r c o m m e n t f o r m e r les f o n c t i o n s s y m é ­

t r i q u e s c o m p r e n a n t les t ro i s v a r i a b l e s , et Ton y p a r v i e n t p ré -
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e i s e r n e m , c o m m e p l u s h a u t , e n p o s a n t 

E X E M P L E . — Former les fonctions symétriques ries coordonnées des 

quatre points d'intersection de deux sections conique^. 

L'équation obtenue dans le dernier exemple donne immédiatement 

et, d'après la symétrie, 

Pour prendre un exemple d'une fonction renfermant trois variables, for­

mons -{xxyyzlz\z\), qui correspond à l(x'y') lorsque les équations sont 

écrites sous la forme non homogène. 

D'après la théorie précédente, nous avons à effectuer l'élimination entre 

les équations données et l'équation t = ^x-\-\t.y, et la fonction cherchée 

sera la moitié du coefficient de k dans le développement de l[t\zlz\z\). 

Si le résultat de l'élimination est 

on aura 

et 

L'élimination donne 

52 . F o r m e r le r é s u l t a n t de t ro i s é q u a t i o n s h o m o g è n e s à t ro i s 

va r i ab l e s d e s d e g r é s m , n, p. 

E n éga lan t le r é s u l t a n t à z é r o , on e x p r i m e la c o n d i t i o n n é ­

ces sa i r e p o u r q u e l 'on p u i s s e t r o u v e r un s y s t è m e de v a l e u r s x, 

y, z sa t isfa isant a u x t ro i s é q u a t i o n s (*). P a r c o n s é q u e n t , si tel 

(*) Si les trois équations représentent des courbes, la condition que le ré­
sultant soit égal à zéro indique que les trois courbes doivent passer par un 
point commun. 



es t le ca s , en r é s o l v a n t d e u x des é q u a t i o n s e t s u b s t i t u a n t s u c ­

c e s s i v e m e n t dans la t r o i s i è m e l e s v a l e u r s t r o u v é e s p o u r x, 

r , z, l ' un d e c e s s y s t è m e s de v a l e u r s do i t sa t isfa i re à ce l t e 

é q u a t i o n . D è s lo r s le p r o d u i t d e t o u s les r é s u l t a t s d e la s u b s t i ­

tu t ion do i t ê t r e égal à z é r o . S o i e n t d o n c x', y', z' ; x", y", z'',... 

les s y s t è m e s d e v a l e u r s sat isfaisant a u x d e u x d e r n i è r e s é q u a ­

t i o n s e t d o n t le n o m b r e es t np ( 5 0 ) , s u b s t i t u o n s c e s v a l e u r s 

d a n s la p r e m i è r e e t m u l t i p l i o n s les np r é s u l t a t s o{x',yr, z'), 

o{x",y", z"), L e p r o d u i t n e r e n f e r m e é v i d e m m e n t q u e 

d e s fonc t ions s y m é t r i q u e s de x',y', z ' . . , q u i , d ' ap rè s le n ° 5 l , 

p e u v e n t t o u t e s s ' e x p r i m e r e n fonc t i ons d e s coeff ic ients de s 

d e u x d e r n i è r e s é q u a t i o n s : en les e x p r i m a n t a in s i , on o b t i e n t 

le r é s u l t a n t c h e r c h é . 

5 3 . L e r é s u l t a n t es t u n e fonct ion h o m o g è n e du d e g r é np par 

r a p p o r t a u x coeff ic ients de la p r e m i è r e é q u a t i o n , du d e g r é mp 

p a r r a p p o r t à c e u x de la d e u x i è m e , e t du d e g r é nui par r a p p o r t 

à c e u x de la t r o i s i è m e . 

E n effet, c h a c u n d e s np f ac teurs o(x',y', z'),... es t u n e fonc­

t ion h o m o g è n e du p r e m i e r d e g r é d e s coeff ic ients de la p r e ­

m i è r e é q u a t i o n , et l ' e x p r e s s i o n d e s f o n c t i o n s s y m é t r i q u e s au 

m o y e n d e s coeff ic ients n e r e n f e r m e q u e c e u x des d e u x d e r ­

n i è r e s é q u a t i o n s d o n t la s o l u t i o n a d o n n é x', y', z'..... Le r é ­

su l t an t es t d o n c du d e g r é np par r a p p o r t a u x coeff ic ients de la 

p r e m i è r e é q u a t i o n : son d e g r é par r a p p o r t aux coeff ic ients de s 

d e u x a u t r e s s e d é t e r m i n e d e m ê m e . 

54 . L e p o i d s d u r é s u l t a n t es t mnp, c ' e s t - à - d i r e q u e si t o u s 

les coeff ic ients q u i m u l t i p l i e n t la p r e m i è r e p u i s s a n c e d ' u n e 

var iab le z r e ç o i v e n t l ' ind ice i ; c e u x q u i m u l t i p l i e n t z \ l ' i n ­

d ice 2 , e t a ins i de s u i t e , la s o m m e de t o u s les i nd ices dans 

c h a q u e t e r m e du r é s u l t a n t se ra éga le à mnp. E n d ' a u t r e s 

t e r m e s , si t o u s les coeff ic ients q u i m u l t i p l i e n t z c o n t i e n n e n t 

u n e n o u v e l l e va r i ab le au p r e m i e r d e g r é , si t o u s c e u x q u i 

m u l t i p l i e n t z'2 la c o n t i e n n e n t au d e u x i è m e d e g r é et au p r e ­

m i e r , e t c . , le r é s u l t a n t c o n t i e n d r a c e t t e var iab le au d e ­

g ré mnp. 

Cet te p r o p o s i t i o n se d é m o n t r e c o m m e au n ° 4 8 . En p r e m i e r 



l i eu , il e s t é v i d e n t q u e , si u n e é q u a t i o n h o m o g è n e du de ­

g ré m e s t sat isfai te pa r l e s v a l e u r s x', y', z', e t si on a l t è re 

c e t t e é q u a t i o n en m u l t i p l i a n t c h a q u e coeff ic ient par u n e p u i s ­

s a n c e d e 1 éga le à la p u i s s a n c e de z q u e m u l t i p l i e ce coef­

f i c i en t , l ' é q u a t i o n a ins i t r a n s f o r m é e sera sat isfai te par les 

va l eu r s lx', }.yf, z' ; o u , en g é n é r a l , q u e le r é su l t a t d e la s u b ­

s t i t u t i o n de lx, ly\ z' d a n s l ' é q u a t i o n t r a n s f o r m é e es t égal 

au r é s u l t a t de la s u b s t i t u t i o n de x', y', z' dans l ' é q u a t i o n p r i ­

m i t i v e m u l t i p l i é par ).'". A ins i , p r e n o n s l ' é q u a t i o n 

la t r a n s f o r m é e es t 

e t le r é s u l t a t de la s u b s t i t u t i o n de lx', lyf, z' d ans c e t t e der ­

n i è r e es t é v i d e m m e n t égal au r é su l t a t de la s u b s t i t u t i o n de 

x', y', z' d a n s l ' é q u a t i o n d o n n é e m u l t i p l i é par 1\ D o n c , si Ton 

t r a n s f o r m e l e s t r o i s é q u a l i o n s d o n n é e s e n m u l t i p l i a n t c h a ­

q u e coeff ic ient par u n e p u i s s a n c e de 1 égale à la p u i s s a n c e 

d e z q u e m u l t i p l i e ce coeff ic ient , x', y', z' r e p r é s e n t a n t un 

s y s t è m e d e v a l e u r s sat isfaisant aux d e u x d e r n i è r e s d e s é q u a ­

l i o n s p r i m i t i v e s , les t r a n s f o r m é e s s e r o n t sat isfai tes par les va ­

l e u r s lx', ly', z', et le r é s u l t a t de la s u b s t i t u t i o n de ces n o u ­

ve l l e s v a l e u r s dans la p r e m i è r e é q u a t i o n sera lmo{x',y', z'). 

L e r é s u l t a n t qu i es t le p r o d u i t d e np fac teurs d e la f o rme 

o[x',yr, z'),... sera m u l t i p l i é par >/""/'. Soit d o n c akbicm... un 

t e r m e du r é s u l t a n t , c h a q u e ind i ce c o r r e s p o n d a n t à la p u i s s a n c e 

île z q u e m u l t i p l i e le coef f ic ien t ; p u i s q u e le c h a n g e m e n t d e m 

en lkcik, d e b¿ en llb¿,. . . a p o u r effet de m u l t i p l i e r ce t e r m e 

pa r )•/""/', la s o m m e /< -f- / -f-... es t n é c e s s a i r e m e n t éga le à mnp. 

5 5 . On p r o u v e de m ê m e q u e t ro i s é q u a t i o n s son t , en g é n é ­

ra l , sat isfai tes pa r mnp s y s t è m e s de v a l e u r s ; q u e t o u t e f o n c ­

t ion s y m é t r i q u e d e ces v a l e u r s p e u t s ' e x p r i m e r à l 'a ide d e s 

coe f f i c i en t s , e t q u e l 'on p e u t f o r m e r le r é s u l t a n t d e q u a t r e 

é q u a t i o n s en r é s o l v a n t t ro i s q u e l c o n q u e s d ' e n t r e e l l e s , s u b s t i ­

t u a n t s u c c e s s i v e m e n t les s y s t è m e s de va l eu r s a ins i t r o u v é e s 



d a n s la q u a t r i è m e , f o rman t le p r o d u i t d e s r é s u l t a t s de la s u b ­

s t i t u t i o n , e t enf in e x p r i m a n t ce p r o d u i t à l ' a ide d e s coeff ic ients 

d e s é q u a t i o n s par la m é t h o d e d e s fonc t ion^ s y m é t r i q u e s . N o u s 

f o r m e r o n s a ins i le r é s u l t a n t d ' u n n o m b r e q u e l c o n q u e d ' é q u a ­

t i o n s , e t n o u s a u r o n s le t h é o r è m e g é n é r a l s u i v a n t . Le r é s u l t a n t 

de k é q u a t i o n s à A* — i va r i ab les i n d é p e n d a n t e s es t u n e fonc t ion 

h o m o g è n e d e s coeff ic ients d e c h a q u e é q u a t i o n d o n t le d e g r é 

es t égal au p r o d u i t d e s d e g r é s d e t o u t e s les a u t r e s é q u a t i o n s . 

Si l 'on affecte c h a q u e coeff ic ient d a n s t o u t e s les é q u a t i o n s d ' u n 

i n d i c e égal à l ' e x p o s a n t d e l ' u n e d e s va r i ab l e s q u ' i l m u l t i p l i e , la 

s o m m e d e s i nd i ce s d a n s c h a q u e t e r m e du r é s u l t a n t sera éga le 

au p r o d u i t d e s d e g r é s d e t o u t e s l e s é q u a t i o n s . E t enf in , si l 'on 

a k é q u a t i o n s à k v a r i a b l e s , le n o m b r e d e s y s t è m e s d e v a ­

l e u r s q u i sa t i s font à t o u t e s ce s é q u a t i o n s es t égal au p r o d u i t 

d e l e u r s d e g r é s . 

5G. Q u a n d le r é s u l t a n t de p l u s i e u r s é q u a t i o n s s ' a n n u l e , c e s 

é q u a t i o n s a d m e t t e n t un s y s t è m e de s o l u t i o n s c o m m u n e s , et 

n o u s a l l o n s m o n t r e r c o m m e n t on p e u t le t r o u v e r sans r é ­

s o u d r e l e s é q u a t i o n s . La m é t h o d e e s t la m ê m e q u e l q u e soi t 

le n o m b r e des v a r i a b l e s ; p o u r p l u s de s i m p l i c i t é , n o u s c o m ­

m e n c e r o n s par d e u x é q u a t i o n s 

S u p p o s o n s q u ' u n e r a c i n e x = a de la d e u x i è m e é q u a t i o n s a ­

t isfasse à la p r e m i è r e et q u e , par s u i t e , le r é s u l t a n t 11 soi t n u l . 

N o u s p o u v o n s dans o c h a n g e r les coeff ic ients am en ain -4- A„„ 

e n ctm-i A„,-_,,.. •, e t la t r a n s f o r m é e 

sera e n c o r e sat isfai te par la v a l e u r s = ce, p o u r v u q u e les q u a n ­

t i t é s Am, A f f l _ , , . . . s o i e n t l i ée s pa r la c o n d i t i o n 

p u i s q u e le r e s t e du p r e m i e r m e m b r e de l ' é q u a t i o n d i spara î t 

par h y p o t h è s e l o r s q u e l 'on fait x — a. La t r a n s f o r m é e a d o n c 



u n e r a c i n e c o m m u n e avec et , pa r s u i t e , le n o u v e a u r é s u l ­

t an t q u e l 'on o b t i e n t en la c o m b i n a n t a v e c <\> e s t auss i n u l . 

Mais c e r é s u l t a n t se d é d u i t de ce lu i d e 9 et ^ en y c h a n g e a n t am 

en am -f- À / H , . . . e t il v ien t 

R es t nu l par h y p o t h è s e , e t l es q u a n t i t é s A„„ . . p o u v a n t ê t r e 

auss i p e t i t e s q u e l 'on v o u d r a , l es t e r m e s q u i les c o n t i e n n e n t 

à la p r e m i è r e p u i s s a n c e d o i v e n t d i spa ra î t r e s é p a r é m e n t . N o u s 

a v o n s d o n c 

r e l a t i o n q u i do i t ê t r e i d e n t i q u e avec la c o n d i t i o n 

la s e u l e , a ins i q u e n o u s l ' avons v u , à l a q u e l l e A„„ A ,„__,. . . d o i ­

v e n t sa t i s fa i re . Il su i t de là q u e les d é r i v é e s d o i v e n t ê t r e p r o ­

p o r t i o n n e l l e s à am, a'"~\. . . , e t q u e Ton p e u t t r o u v e r a en d i ­

v i san t l ' u n e d ' e n t r e e l l e s par la s u i v a n t e . 

C O R O L L A I R E I . — S o i e n t ^ , , aq d e u x coeff ic ients q u e l c o n q u e s 

de 9, n o u s d e v o n s avo i r , q u a n d 11 es t n u i , 

p u i s q u e le r a p p o r t d e s d e u x p r e m i è r e s d é r i v é e s es t ah e t qu ' i l 

en e s t de m ê m e d e s d e u x a u t r e s : il en r é s u l t e q u e la diffé­

r e n c e 

es t n u l l e q u a n d II l 'est auss i e t , pa r s u i t e , a d m e t II c o m m e 

f ac t eu r ; en d ' a u t r e s t e r m e s , la fonc t ion 

c o n t i e n t II c o m m e fac teur l o r s q u e l 'on 



COROLLAIRE I I . — Jl e s t é v i d e n t , d e m ê m e , q u e les d é r i v é e s 

du r é s u l t a n t pa r r a p p o r t aux coeff ic ients de d> s o n t p r o p o r ­

t i o n n e l l e s à ocn, <xn~\...; on en d é d u i t , c o m m e d a n s le c o r o l ­

laire p r é c é d e n t , q u e 

q u a n d R es t n u l , e t q u e la fonct ion 

es t d iv i s ib le pa r R l o r s q u e 

COROLLAIRE I I I . — Enf in , si n o u s s u b s t i t u o n s dans la s e c o n d e 

é q u a t i o n les v a l e u r s de a", a " - 1 , . • . d o n n é e s c i - d e s s u s , n o u s 

a v o n s , q u a n d R es t n u l , 

L e p r e m i e r m e m b r e de c e t t e é q u a t i o n n e p e u t é v i d e m m e n t 

a d m e t t r e le fac teur R, p u i s q u e les coeff ic ients de o s'y t r o u ­

v e n t à u n d e g r é m o i n d r e d ' u n e u n i t é q u e dans R l u i - m ê m e . Il 

do i t d o n c se r é d u i r e i d e n t i q u e m e n t à z é r o . 

57 . L e s r é s u l t a t s du n u m é r o p r é c é d e n t p e u v e n t se vér i f ier 

e n ca lcu lan t l e s v a l e u r s d e s d é r i v é e s de R. N o u s s avons ( 4 i -

q u e Mais , p u i s q u e o (a) es t égal à 

n o u s a v o n s 

et par s u i t e 

Si a e s t u n e r a c i n e d e o , 

se r é d u i t à et 



d e m e m o , 

e t par s u i t e 

E n m u l t i p l i a n t , il v i e n t auss i 

et il es t facile d e voir q u e la fonc t ion q u i m u l t i p l i e R es t 

r e t r a n c h o n s m a i n t e n a n t l es t e r m e s i n d é p e n d a n t s de R 

se d é t r u i r o n t si p -f- q = r H- s, e t il r e s t e r a s e u l e m e n t 

On ver ra de m ê m e q u e es t d iv i s ib le pa r \\ ; 

m a i s le q u o t i e n t n ' e s t pas 

5 8 . La m é t h o d e d e s n o s 56 e t 57 s ' a p p l i q u e sans diff iculté à 

un n o m b r e q u e l c o n q u e de v a r i a b l e s . P o u r p l u s d e c l a r t é , n o u s 

n o u s b o r n e r o n s à t ro is va r i ab l e s , la m ê m e d é m o n s t r a t i o n s 'ap-

p l i q u a n t m o t p o u r m o t au cas g é n é r a l S o i e n t d o n c t ro i s é q u a ­

t i o n s 

cp é t a n t égal à , e t d é ­

s i gnan t l es v a l e u r s q u i sat isfont a u x t ro i s é q u a t i o n s : e l les y sa­

t i s fe ront e n c o r e si n o u s c h a n g e o n s dans o a„![i0 en aftm-hAnm, 

en p o u r v u q u e l 'on ait 



m a i s , c o m m e au n° 50 , on doi t avoi r auss i 

e t , c o m p a r a n t c e s d e u x é q u a t i o n s , n o u s v o y o n s q u e c h a q u e 

t e r m e x'ry-y't z'7 do i t ê t r e p r o p o r t i o n n e l à la d é r i v é e de H par 

r a p p o r t à son coeff ic ient : on au ra d o n c les v a l e u r s de x',y', z' 

e n p r e n a n t l e s r a p p o r t s d e s d é r i v é e s de II pa r r a p p o r t a u x coef­

ficients d e s t e r m e s d o n t le r a p p o r t e s t x1 ou y' ou z' ; on p e u t 

le vér i f ie r c o m m e au n° 5 7 . S u b s t i t u o n s , en effet, dans o les 

r a c i n e s c o m m u n e s à ù e t -/> et s o i e n t o', o " , . . . les r é s u l t a t s de 

ce s s u b s t i t u t i o n s : on sait q u e 

e t 

Si n o u s s u p p o s o n s o' -— o, la v a l e u r de c e t t e e x p r e s s i o n se 

r é d u i t à son p r e m i e r t e r m e et Ton voi t , c o m m e p lus h a u t , q u e 

la d é r i v é e pa r r a p p o r t à c h a q u e coeff ic ient es t p r o p o r t i o n n e l l e 

au t e r m e q u e ce coeff ic ient m u l t i p l i e . On p e u t en d é d u i r e les 

m ê m e s c o r o l l a i r e s q u ' a u n° 5 0 . 

5 9 . Si un s y s t è m e d ' é q u a t i o n s a d m e t d e u x s y s t è m e s d e r a ­

c i n e s c o m m u n e s , n o n - s e u l e m e n t le r é s u l t a n t II s ' a n n u l e , m a i s 

il en es t d e m ê m e de se s d é r i v é e s par r a p p o r t à t o u s les coef­

ficients. Car il es t é v i d e n t q u e l e s v a l e u r s d e s d é r i v é e s d o n ­

n é e s au n° 57 s ' a n n u l e n t t o u t e s si ©(«) et cp((3) s o n t n u l s , o u , 

c o m m e au n° 5 8 , si o' c l ? " s o n t , o u s d e u x n u l s . Dans ce cas , 

les v a l e u r s des r a c i n e s c o m m u n e s s ' o b t i e n n e n t à l 'a ide d ' u n e 

é q u a t i o n d u s e c o n d d e g r é o ù figurent les s e c o n d e s d é r i v é e s 

d e 11. L e s i n d i c a t i o n s s u i v a n t e s q u e , p o u r p l u s de b r i è v e t é , 

n o u s d o n n e r o n s s e u l e m e n t d a n s le cas d e d e u x é q u a t i o n s , s 'ap­

p l i q u e n t t e x t u e l l e m e n t au cas g é n é r a l . 

N o u s a v o n s (57) 



e x p r e s s i o n q u i , l o r s q u e s o n t n u l s , se r é d u i t au 

s e u l t e r m e 

On aura de m ê m e 

et si n o u s r é s o l v o n s par r a p p o r t a l ' é q u a t i o n du d e u x i è m e 

d e g r é 

se s r a c i n e s d o n n e r o n t les r a p p o r t s 

Si les é q u a t i o n s a d m e t t a i e n t t ro i s s y s t è m e s de r ac ines c o m ­

m u n e s , t o u t e s les s e c o n d e s d é r i v é e s de II s e r a i e n t n u l l e s , et 

l e s r a c i n e s c o m m u n e s s ' o b t i e n d r a i e n t en passan t aux d é r i v é e s 

t r o i s i è m e s e t r é s o l v a n t u n e é q u a t i o n du t r o i s i è m e d e g r é . 



S E P T I È M E L E Ç O N . 

EXPRESSION DES RÉSULTANTS SOUS FORME DE DÉTERMINANTS. 

60 . La m é t h o d e d ' é l i m i n a t i o n pa r les fonc t ions s y m é t r i q u e s 

e s t p e u t - ê t r e , au p o i n t de v u e t h é o r i q u e , p r é f é r ab l e à t o u t e 

a u t r e , p a r c e q u ' e l l e s ' a p p l i q u e q u e l q u e so i t le n o m b r e des 

v a r i a b l e s ; c e p e n d a n t , c o m m e e l le n ' e s t pas t r è s - e x p é d i l i v e en 

p r a t i q u e et n e fou rn i t pas se s r é s u l t a t s s o u s la fo rme la p l u s 

c o m m o d e , n o u s a l l o n s , d a n s c e t t e L e ç o n , faire c o n n a î t r e 

d ' a u t r e s m é t h o d e s d ' é l i m i n a t i o n . La s u i v a n t e es t ce l l e q u i se 

p r é s e n t e le p lus n a t u r e l l e m e n t : e l le es t , au fond, i d e n t i q u e 

à la m é t h o d e d i t e du plus grand commun diviseur. N o u s 

a v o n s déjà vu q u e le r é s u l t a n t d e d e u x é q u a t i o n s l i néa i r e s 

es t le d é t e r m i n a n t ab' ~ a'b=z o. Si n o u s a v o n s m a i n t e n a n t 

d e u x é q u a t i o n s du d e u x i è m e d e g r é 

m u l t i p l i o n s la p r e m i è r e par af, la d e u x i è m e par a e t r e t r a n ­

c h o n s , il v i e n t 

M u l t i p l i o n s la p r e m i è r e par c', la d e u x i è m e par c, r e t r a n c h o n s 

e t d i v i s o n s par x, il v i en t aus s i 

Le p r o b l è m e es t d o n c r a m e n é à l ' é l i m i n a t i o n e n t r e d e u x équa­

t ions l i n é a i r e s , e t le r é su l t a t e s t 

6 1 . Si n o u s a v o n s à é l i m i n e r x e n t r e d e u x é q u a t i o n s du 



t r o i s i è m e d e g r é 

m u l t i p l i o n s la p r e m i è r e par a', la d e u x i è m e par a e t r e t r a n ­

c h o n s ; m u l t i p l i o n s auss i la p r e m i è r e par d', la d e u x i è m e pa r d, 

r e t r a n c h o n s e t d iv i sons p a r . r : le p r o b l è m e se r é d u i t à é l i m i n e r 

e n t r e l e s d e u x é q u a t i o n s du s e c o n d d e g r é 

m a i s , d ' a p r è s le n u m é r o p r é c é d e n t , le r é s u l t a t e s t 

11 faut m a i n t e n a n t r e m a r q u e r q u e l 'on a i d e n t i q u e m e n t 

pa r c o n s é q u e n t , l o r s q u e n o u s e f fec tuons l e s m u l t i p l i c a t i o n s , 

le r é s u l t a t d e v i e n t d iv i s ib le par (ad') e t se r é d u i t à 

L ' i n t r o d u c t i o n d u fac teur é t r a n g e r [ad') s ' e x p l i q u e en r e m a r ­

q u a n t q u e , si l 'on a ad' — a'd, c ' e s t - à - d i r e si a e t a' s o n t dans 

le m ê m e r a p p o r t q u e d e t d\ les r é s u l t a t s q u e l 'on o b t i e n t , so i t 

en r e t r a n c h a n t de la p r e m i è r e é q u a t i o n m u l t i p l i é e pa r a' la 

d e u x i è m e m u l t i p l i é e par a, so i t en r e t r a n c h a n t de la p r e m i è r e 

é q u a t i o n m u l t i p l i é e pa r d'la d e u x i è m e m u l t i p l i é e par ¿7, n e 

d o i v e n t différer q u e pa r u n fac teur . A i n s i , dans l ' h y p o t h è s e 

(ad' ) = o, b i e n q u e les d e u x é q u a t i o n s p r i m i t i v e s du t r o i s i è m e 

d e g r é n ' a i e n t pas de fac teur c o m m u n , l e s d e u x é q u a t i o n s du 

d e u x i è m e d e g r é a u x q u e l l e s n o u s les a v o n s r a m e n é e s en o m 

u n . E n g é n é r a l , c e p r o c é d é d ' é l i m i n a t i o n i n t r o d u i t d e s f ac t eu r s 

é t r a n g e r s e t , pa r s u i t e , il vau t m i e u x e m p l o y e r d ' a u t r e s m é ­

t h o d e s . 

6 2 . Méthode d'Eulev. — Si d e u x é q u a t i o n s des d e g r é s m 

et n o n t un fac teur c o m m u n du p r e m i e r d e g r é , on o b t i e n d r a 

5 



d e s r é s u l t a i s i d e n t i q u e s , soi t en m u l t i p l i a n t la p r e m i è r e é q u a ­

t ion par les n — i a u t r e s f ac teurs de la d e u x i è m e , so i t e n m u l ­

t ip l i an t la d e u x i è m e pa r les m—i a u t r e s fac teurs d e la p r e ­

m i è r e . D o n c , si n o u s m u l t i p l i o n s la p r e m i è r e par u n e fonc t ion 

a r b i t r a i r e de d e g r é n — 1 q u i i n t r o d u i t n c o n s t a n t e s a r b i ­

t r a i r e s , la d e u x i è m e par u n e fonc t ion a r b i t r a i r e de d e g r é m — i 

q u i i n t r o d u i t m c o n s t a n t e s , et si n o u s é g a l o n s , t e r m e à t e r m e , 

l e s d e u x fonc t ions de d e g r é m -+- n — i a ins i f o r m é e s , n o u s 

a u r o n s m-\-n é q u a t i o n s , e n t r e l e s q u e l l e s n o u s p o u r r o n s é l i ­

m i n e r l e s m H - n c o n s t a n t e s i n t r o d u i t e s q u i n 'y figurent t o u t e s 

q u ' a u p r e m i e r d e g r é , e t n o u s o b t i e n d r o n s a in s i , s o u s f o r m e 

d e d é t e r m i n a n t , le r é s u l t a n t d e s d e u x é q u a t i o n s d o n n é e s . 

E X E M P L E . — Elimine?' x et y entre les équations 

Nous avons à égaler, terme à terme, 

les quatre équations qui en résultent sont 

Éliminant A, B, A', B', on obtient le déterminant 

0 3 . Ce l te m é t h o d e p e u t ê t r e g é n é r a l i s é e de m a n i è r e à t r o u ­

ver les c o n d i t i o n s n é c e s s a i r e s p o u r q u e les é q u a t i o n s a i e n t 

d e u x fac teurs c o m m u n s . Dans ce cas , il es t e n c o r e é v i d e n t q u e 

n o u s d e v o n s avoi r le m ê m e r é s u l t a t , so i t en m u l t i p l i a n t la p r e ­

m i è r e par l e s /1 — 2 a u t r e s f ac teurs de la d e u x i è m e , soi t en 

m u l t i p l i a n t la d e u x i è m e par les m — ?, a u t r e s f ac teurs d e la 

p r e m i è r e . D o n c , c o m m e p r é c é d e m m e n t , si n o u s m u l t i p l i o n s 



la p r e m i è r e pa r u n e fonc t ion a rb i t r a i r e du d e g r é n — 2 i n t r o ­

d u i s a n t n~i c o n s t a n t e s , e t la d e u x i è m e par u n e fonc t ion a r ­

b i t r a i r e d e d e g r é m — 2 , en éga l an t , t e r m e à t e r m e , l e s d e u x 

p o l y n ô m e s d e d e g r é m -f- n — 2 a ins i o b t e n u s , n o u s a v o n s 

m -4- n — 1 é q u a t i o n s , e t , e n é l i m i n a n t e n t r e m - t- n~ 2 q u e l ­

c o n q u e s d ' e n t r e e l l e s les m -t- n — 2 c o n s t a n t e s i n t r o d u i t e s , 

n o u s a v o n s m-hn — i c o n d i t i o n s q u i n ' é q u i v a l e n t é v i d e m ­

m e n t q u ' à d e u x c o n d i t i o n s i n d é p e n d a n t e s . 

E X E M P L E . — Trouver les conditions nécessaires pour que les équations 

aient deux facteurs communs. 

Posons 

il vient 

éliminant A, B; A', B', on a (en employant la notation du n° 3) le sys­

tème de déterminants 

64 . Méthode de M. Sylvester (*). — Cet te m é t h o d e e s t 

i d e n t i q u e , q u a n t a u x r é s u l t a t s , à ce l l e d ' E u l e r , m a i s e l le 

e s t p l u s s i m p l e d a n s les a p p l i c a t i o n s e t p l u s f a c i l e m e n t s u s c e p ­

t i b l e d e g é n é r a l i s a t i o n . M u l t i p l i o n s l ' é q u a t i o n d u mième d e g r é 

pa r et c e l l e du nième d e g r é par xm~\ 

(*) M. Sylvester a donné à sa méthode le nom de méthode dialytique parce 
qu'elle dissout en quelque sorte les relations qui existent entre les puissances 
des variables et traite ces puissances comme des variables indépendantes. 

5 . 



xm~-y\ xm-*y2,. . . , n o u s a v o n s a ins i m -f- n é q u a t i o n s e n t r e les­

q u e l l e s n o u s p o u v o n s é l i m i n e r les m -4- n q u a n t i t é s x'n+n~\ 

xm4-"-\ry xm+n-\r\ • • • c o n s i d é r é e s c o m m e d e s i n c o n n u e s i ndé ­

p e n d a n t e s . A ins i , d a n s l e cas d e d e u x é q u a t i o n s du d e u x i è m e 

d e g r é , m u l t i p l i o n s - l e s par x e t pa r r , e t n o u s a v o n s l e s é q u a ­

t i ons 

e n t r e l e s q u e l l e s é l i m i n a n t x3, x2y\ xy*'A, r 3 , n o u s o b t e n o n s le 

m ê m e d é t e r m i n a n t q u e p l u s h a u t , 

En g é n é r a l , il es t é v i d e n t q u e c e t t e m é t h o d e f o u r n i t le r é s u l ­

tan t s o u s la f o rme d ' u n d é t e r m i n a n t d a n s l e q u e l n l i gnes s o n t 

f o rmées a v e c l e s coef f ic ien ts de la p r e m i è r e é q u a t i o n et l es 

m a u t r e s avec c e u x de la d e u x i è m e : n o u s r e t r o u v o n s a ins i la 

règ le déjà o b t e n u e p l u s h a u t p o u r le d e g r é d u r é s u l t a n t par 

r a p p o r t a u x coeff ic ients d e s d e u x é q u a t i o n s . 

6 5 . Méthode de Bezout. — Cel te m é t h o d e d o n n e auss i le 

r é s u l t a n t s o u s la f o r m e d ' u n d é t e r m i n a n t ; m a i s il se p r é s e n t e 

s o u s u n e f o r m e p l u s f a c i l e m e n t c a l c u l a b l e q u e le p r é c é d e n t . 

La m é t h o d e g é n é r a l e s e c o m p r e n d r a m i e u x e n l ' a p p l i q u a n t 

d ' abo rd au cas p a r t i c u l i e r de d e u x é q u a t i o n s d u q u a t r i è m e 

d e g r é 

m u l t i p l i a n t la p r e m i è r e pa r ar, la d e u x i è m e pa r a e t s o u s ­

t rayan t , le p r e m i e r t e r m e de c h a c u n e d ' e l l e s se t r o u v e é l i m i n é 

e t le r é s u l t a t , é t a n t d i v i s i b l e par y, d o n n e 



m u l t i p l i a n t de n o u v e a u la p r e m i è r e par a! x - t - b'y, la d e u x i è m e 

par ax -+- by, l es d e u x p r e m i e r s t e r m e s de c h a c u n e s o n t é l i ­

m i n é s et le r é s u l t a t , d iv i sé par y2, d o n n e 

m u l t i p l i a n t m a i n t e n a n t la p r e m i è r e pa r a'x2 -f- b' xy -h c'y-, la 

d e u x i è m e pa r ax2 -h bxy2 H- cy'\ s o u s t r a y a n t et d iv i san t pa r r \ 

on a 

Enfin, m u l t i p l i a n t la p r e m i è r e par 

la d e u x i è m e par s o u s t r a y a n t et d iv i ­

san t par y*, il v i e n t 

N o u s p o u v o n s , e n t r e les q u a t r e é q u a t i o n s a ins i f o r m é e s , é l i ­

m i n e r c o m m e au n° 64 x\ x2y, xy2, y% e t n o u s a v o n s p o u r 

r é s u l t a t le d é t e r m i n a n t 

66 . L e p r o c é d é q u e n o u s v e n o n s d ' e m p l o y e r e s t si é v i d e m ­

m e n t app l i cab l e à d e u x é q u a t i o n s q u e l c o n q u e s du nième d e g r é , 

qu ' i l e s t i n u t i l e d ' e n é t ab l i r u n e d é m o n s t r a t i o n g é n é r a l e . À 

l ' i n s p e c t i o n d u d é t e r m i n a n t o b t e n u d a n s le n u m é r o p r é c é d e n t , 

la loi d e f o r m a t i o n se m a n i f e s t e , e t n o u s p o u v o n s i m m é d i a t e ­

m e n t é c r i r e le d é t e r m i n a n t q u i s e ra i t l e r é s u l t a t d e l ' é l i m i n a ­

t ion e n t r e d e u x é q u a t i o n s du c i n q u i è m e d e g r é , en c o n t i n u a n t 

s i m p l e m e n t l e s s é r i e s d e t e r m e s , é c r i v a n t (af) a p r è s ( « < ? ' ) . . . . 

Ce r é s u l t a n t es t 



On voi t q u e t o u s les t e r m e s d u r é s u l t a n t d o i v e n t c o n t e n i r a 

o u ar, c e q u i é ta i t é v i d e n t à priori, p u i s q u e , si c e s d e u x coef­

f ic ients é t a i e n t t o u s d e u x n u l s , l e s d e u x é q u a t i o n s a u r a i e n t l e 

fac teur c o m m u n y — o. 

On vo i t au s s i q u e les t e r m e s q u i n e c o n t i e n n e n t a ou a! q u ' a u 

p r e m i e r d e g r é se r é d u i s e n t à {ab') m u l t i p l i é par le r é s u l t a n t 

d e s é q u a t i o n s q u e l 'on o b t i e n d r a i t en faisant « e t « ' = o dans les 

é q u a t i o n s d o n n é e s . Car c h a q u e t e r m e du d é t e r m i n a n t p r é c é ­

d e n t d o i t c o n t e n i r u n é l é m e n t d e la p r e m i è r e l i gne h o r i z o n ­

ta le e t u n d e la p r e m i è r e c o l o n n e ; m a i s , c o m m e t o u s c e u x d e 

la p r e m i è r e l igne e t de la p r e m i è r e c o l o n n e c o n t i e n n e n t a 

o u a', l e s s e u l s t e r m e s q u i n e r e n f e r m e r o n t a e t a! q u ' a u p r e ­

m i e r d e g r é s e r é d u i r o n t à {ab') m u l t i p l i é par le d é t e r m i n a n t 

m i n e u r c o r r e s p o n d a n t , q u i n ' e s t a u t r e , en faisant a e t a' - o, 

q u e le r é s u l t a n t de d e g r é i m m é d i a t e m e n t i n f é r i e u r . 

6 7 . Il r e s t e s e u l e m e n t à faire vo i r q u e le p r o c é d é qu i v i e n t 

d ' ê t r e e m p l o y é e s t e n c o r e a p p l i c a b l e l o r s q u e les é q u a t i o n s 

s o n t d e d e g r é s d i f fé ren t s , e t , c o m m e p l u s hau t , n o u s c o m m e n ­

c e r o n s pa r u n e x e m p l e p a r t i c u l i e r , s avo i r par l e s é q u a t i o n s 

m u l t i p l i a n t la p r e m i è r e pa r a!, la d e u x i è m e par ax2 e t s o u s ­

t r a y a n t , n o u s a v o n s 

De m ê m e , m u l t i p l i a n t la p r e m i è r e par a'x -f- b'yct la d e u x i è m e 

pa r (ax -f- by)x2, il v i e n t 

Ce p r o c é d é n e p e u t pas ê t r e c o n t i n u é p l u s l o n g t e m p s ; m a i s , si 

n o u s j o i g n o n s a u x d e u x d e r n i è r e s é q u a t i o n s d e u x n o u v e l l e s 

q u e l ' o n o b t i e n t en m u l t i p l i a n t la d e u x i è m e d e s é q u a t i o n s p r i ­

m i t i v e s par x e t pa r y, n o u s a v o n s q u a t r e é q u a t i o n s p o u r é l i ­

m i n e r x\ x2y, xy2,y*. 

Et , en g é n é r a l , q u a n d les d e g r é s d e s é q u a t i o n s s o n t i n é g a u x , 

m é t a n t le p l u s g r a n d , on t r o u v e r a q u e le p r o c é d é du n° 65 



n o u s d o n n e n é q u a t i o n s du d e g r é m — i, c o n t e n a n t au p r e ­

m i e r d e g r é les coeff ic ients d e c h a c u n e d e s d e u x é q u a t i o n s 

p r i m i t i v e s ; il faut y a j o u t e r m — n é q u a t i o n s q u e Ton o b ­

t i e n t en m u l t i p l i a n t la d e u x i è m e par xm-'l-{, x m - n - l ) y , e t 

Ton p e u t a lo r s é l i m i n e r l e s m q u a n t i t é s xm~\ xn'-7y,... e n t r e 

les m é q u a t i o n s a ins i o b t e n u e s . C h a q u e l igne d u d é t e r m i n a n t 

c o n t i e n t l es coeff ic ients de la s e c o n d e é q u a t i o n , m a i s il n ' y 

en a q u e n q u i c o n t i e n n e n t c e u x d e la p r e m i è r e . L e r é s u l ­

t an t es t d o n c , c o m m e cela deva i t ê t r e , du nièmf d e g r é pa r 

r a p p o r t aux coeff ic ients d e la p r e m i è r e é q u a t i o n , e t du mième 

par r a p p o r t à c e u x de la d e u x i è m e . 

6 8 . Méthode de Bezout modifiée par M. Cayley. — Si d e u x 

é q u a t i o n s o(x, y), ^{x, y) o n t u n e r a c i n e c o m m u n e , il e s t 

p o s s i b l e de sat isfaire à l ' é q u a t i o n o -f- lu - - o, q u e l l e q u e so i t 

la v a l e u r de >.. P r e n o n s d o n c l ' é q u a t i o n 

<iui, dans l ' h y p o t h è s e où o e t ^ o n t un fac teur c o m m u n , p e u t 

ê t r e sa t is fa i te i n d é p e n d a m m e n t de t o u t e v a l e u r p a r t i c u l i è r e 

de xr, y' : n o u s p o u v o n s , en p r e m i e r l i eu , d iv i se r par xy' — yx' 

q u i es t é v i d e m m e n t un fac teur , p u i s éga le r à z é r o les coeff i­

c i en t s de s p u i s s a n c e s d c r ' et r ' ; enfin é l i m i n e r les p u i s s a n c e s 

d e x e t y c o m m e si e l l e s é t a i e n t de s va r i ab les i n d é p e n d a n t e s , 

e t le r é su l t a t se p r é s e n t e s o u s la m ê m e fo rme q u e par la m é ­

t h o d e du n ° 6 5 . 

KXKMPLE. — Eliminer x et y entre les é([initions 

L'expression 

divisée par xy' — yx\ donne 

égalant à zéro les coefficients de x' ai y' et éliminant x et r, nous a\ons 



6 9 . A r r i v o n s m a i n t e n a n t à la t h é o r i e d e s fonc t ions d e t r o i s 

va r i ab l e s d o n t le r é s u l t a n t , sauf dans q u e l q u e s cas p a r t i c u l i e r s , 

n 'a pas e n c o r e é t é e x p r i m é s o u s fo rme de d é t e r m i n a n t , b i en 

qu ' i l p u i s s e t o u j o u r s l ' ê t r e c o m m e q u o t i e n t d ' u n d é t e r m i n a n t 

par u n a u t r e . 

N o u s a l lons d ' a b o r d m o n t r e r c o m m e n t on fo rme u n e f o n c ­

t i o n q u i a u n e g r a n d e i m p o r t a n c e dans la t h é o r i e de l ' é l i m i ­

n a t i o n . É t a n t d o n n é e s k é q u a t i o n s à k va r i ab le s u — o, v = o, 

a ' ~ o , . . . , d é s i g n o n s par ul9 u2, les d é r i v é e s 

le d é t e r m i n a n t 

se ra d é s i g n é , dans ce q u i va s u i v r e , par la l e t t r e .1 (*). 

7 0 . Si p l u s i e u r s é q u a t i o n s s o n t sat isfai tes par un m ê m e sys­

t è m e d e v a l e u r s , J le se ra a u s s i , e t il e n sera e n c o r e de m ê m e 

de s e s d é r i v é e s par r a p p o r t à c h a c u n e des va r i ab l e s , l o r s q u e 

les é q u a t i o n s s e r o n t du m ê m e d e g r é . 

La d é m o n s t r a t i o n p o u r le cas d e t r o i s va r i ab les sera g é n é ­

r a l e . N o u s a v o n s , d ' a p r è s la t h é o r i e d e s fonc t ions h o m o g è n e s , 

D é s i g n o n s m a i n t e n a n t , c o m m e dans la q u a t r i è m e L e ç o n , par 

U„ V , , . . . les d é t e r m i n a n t s m i n e u r s q u e l 'on o b t i e n d r a i t en 

s u p p r i m a n t la l igne et la c o l o n n e q u i c o n t i e n n e n t c , , . . . ; 

n o u s a u r o n s , en r é s o l v a n t ces é q u a t i o n s ( 2 8 ) , 

(*J Ce déterminant, employé par Jacobi, est quelquefois désigné sous le nom 
de hicobien des équations données. 



d ' o ù l 'on voi t i m m é d i a t e m e n t q u e , si u, o, . . s ' a n n u l e n t , il 

e n est de m é m o de J . D i i ï é r e n t i a n t c e t t e d e r n i è r e é q u a t i o n , il 

v i en t 

m a i s , en se r a p p e l a n t (27) q u e 

n o u s v o y o n s q u e , si u, c, w , . . . , e t par s u i t e J s ' a n n u l e n t , il en 

e s t de m ê m e de 

7 1 . N o u s p o u v o n s m a i n t e n a n t e x p r i m e r , s o u s fo rme de dé­

t e r m i n a n t , le r é s u l t a n t de t ro i s é q u a t i o n s d u d e u x i è m e d e g r é , 

car J es t du t r o i s i è m e d e g r é , e t , pa r s u i t e , s e s d é r i v é e s s o n t 

du d e u x i è m e . N o u s a v o n s a ins i t r o i s n o u v e l l e s é q u a t i o n s du 

d e u x i è m e d e g r é q u i s e r o n t sat isfa i tes pa r u n s y s t è m e q u e l ­

c o n q u e de v a l e u r s c o m m u n aux é q u a t i o n s d o n n é e s . 

D e s six é q u a t i o n s n o u s p o u v o n s d o n c 

é l i m i n e r les s ix q u a n t i t é s x'1, y2, z \ yz, zx, xy, e t f o rmer ainsi 

le d é t e r m i n a n t d e m a n d é . 

Si les é q u a t i o n s s o n t t o u t e s t ro i s du t r o i s i è m e d e g r é , J est 

d u s i x i è m e e t s e s d é r i v é e s du c i n q u i è m e . E t si n o u s m u l t i ­

p l i ons c h a c u n e d e s t ro i s é q u a t i o n s d o n n é e s par x'1, y \ z2, yz, 

zx, xy, n o u s a v o n s d i x - h u i t é q u a t i o n s q u i , c o m b i n é e s avec 

les t ro i s d é r i v é e s d e J , n o u s p e r m e t t e n t d ' é l i m i n e r par la m é ­

t h o d e d e M. Sy lves t e r les v ingt et u n e q u a n t i t é s xb, x*y,. .. 

q u i e n t r e n t d a n s u n e é q u a t i o n du c i n q u i è m e d e g r é . Ce p r o c é d é 

c e p e n d a n t n e p e u t pas ê t r e p o u s s é p l u s l o i n s ans modi f i ca t ion . 



H U I T I E M E L E Ç O N . 

DISCRIMINANTS. 

7 2 . Avan t d e n o u s o c c u p e r de s d i s c r i m i n a n t s , n o u s a l lons 

faire c o n n a î t r e q u e l q u e s t e r m e s e t q u e l q u e s s y m b o l e s n o u ­

v e a u x q u i s e r o n t s o u v e n t e m p l o y é s p l u s l o i n . Dans l 'A lgèb re 

o r d i n a i r e , o n n e s ' o c c u p e q u e d ' é q u a t i o n s , le b u t q u e l 'on se 

p r o p o s e h a b i t u e l l e m e n t é t a n t de t r o u v e r l e s v a l e u r s de x q u i 

r e n d e n t u n e fonc t ion d o n n é e égale à z é r o . D a n s ce qu i va 

s u i v r e , au c o n t r a i r e , n o u s n ' a u r o n s q u e r a r e m e n t à t r a i t e r d e s 

é q u a t i o n s , le su je t d e r e c h e r c h e s le p l u s f r é q u e n t é t a n t c e lu i 

d a n s l e q u e l n o u s a l lons e n t r e r d a n s la L e ç o n s u i v a n t e , savoi r : 

la d é c o u v e r t e d e s p r o p r i é t é s d ' u n e fonc t ion q u i n e s ' a l t è r en t 

pas par d e s t r a n s f o r m a t i o n s l i n é a i r e s . I l c o n v i e n t d o n c d 'avoi r 

u n t e r m e spéc ia l p o u r d é s i g n e r la fonc t ion e l l e - m ê m e , sans 

ê t r e o b l i g é d e p a r l e r de l ' é q u a t i o n q u e l 'on o b t i e n d r a i t en l ' é ­

galant à z é r o : u n t e r m e , pa r e x e m p l e , p o u r d é s i g n e r 

sans avoi r à p a r l e r de l ' é q u a t i o n du d e u x i è m e d e g r é 

N o u s n o m m e r o n s forme (*), en g é n é r a l , u n e fonc t ion h o ­

m o g è n e q u i p o u r r a ê t r e du d e u x i è m e , d u t r o i s i è m e , du q u a ­

t r i è m e , . . . d e g r é . N o u s d i s t i n g u e r o n s les f o r m e s en binaires, 

ternaires, quaternaires, etc., s u ivan t q u ' e l l e s c o n t i e n n e n t 

d e u x , t ro i s , q u a t r e , e t c . , v a r i a b l e s . A ins i , par fo rme c u b i q u e 

(*) M. Cayley donne aux fonctions homogènes en général le nom de (/nantie, 
désignant par les mots de quadric, culte, auartic, quintic, etc., les Cormes des 

deuxième, troisième, quatrième, cinquième, etc., degrés. 



b i n a i r e , n o u s e n t e n d r o n s u n e fonc t ion t e l l e q u e 

par f o r m e q u a d r a t i q u e t e r n a i r e , u n e fonc t ion te l le q u e 

M. Cayley e m p l o i e l ' ab rév ia t ion ( a , b, cy d)x9yf p o u r d é s i ­

g n e r la f o r m e 

d a n s l a q u e l l e , a ins i qu ' i l es t g é n é r a l e m e n t p l u s c o n v e n a b l e de 

le faire, l e s t e r m e s s o n t affectés des m ê m e s coeff ic ients n u m é ­

r i q u e s q u e d a n s le d é v e l o p p e m e n t d e [x-\-y)\ La fo rme q u a ­

d r a t i q u e t e r n a i r e c i - d e s s u s s ' éc r i ra i t , s u i v a n t c e t t e n o t a t i o n , 

(a, by c, /, g, h\x, y, z)2. Q u a n d les t e r m e s n e s o n t pas affec­

t é s de c e s coeff ic ients n u m é r i q u e s , M. Cayley a jou te u n e f lèche 

à.la p a r e n t h è s e , é c r i v a n t pa r e x e m p l e (a, b, c, d)x,yY p o u r 

Enf in , q u a n d il n ' e s t pas n é c e s s a i r e de d é s i g n e r les coeffi­

c i e n t s , la fo rme du nième d e g r é s ' éc r i t (x,y)% [x, j , z)n. 

7 3 . Si l 'on d i f fé rent ie u n e f o r m e à h va r i ab le s par r a p p o r t 

à c h a c u n e d e c e s va r i ab l e s , le r é s u l t a n t d e ce s k d é r i v é e s se 

n o m m e le discriminant de la fo rme d o n n é e . 

Si la f o r m e es t du d e g r é //, le d i s c r i m i n a n t est u n e fonct ion 

h o m o g è n e d e s coeff ic ients du d e g r é h(n — i ) * - ' ; en effet, le 

d i s c r i m i n a n t es t le r é s u l t a n t de h é q u a t i o n s du d e g r é n — i 

et (55) do i t c o n t e n i r l es coeff ic ients de c h a c u n e d e c e s é q u a ­

t i o n s à un d e g r é égal au p r o d u i t d e t o u s les a u t r e s d e g r é s , sa­

vo i r (n — i ) * - ' . Ces é q u a t i o n s , c o n t e n a n t t o u t e s l e s coeff ic ients 

d e la f o r m e p r i m i t i v e au p r e m i e r d e g r é , le d i s c r i m i n a n t l es 

c o n t i e n d r a au d e g r é h(n— \)k~x. Le d i s c r i m i n a n t d ' u n e fo rme 

b i n a i r e se ra d o n c du d e g r é 2 (n — 1 ) , c e l u i d ' u n e fo rme t e r ­

na i r e d u d e g r é 3(n — i ) 2 , e t c . 

7 4 . Si, d a n s la f o r m e p r i m i t i v e , on d o n n e a u x coeff ic ients 

m u l t i p l i a n t la p r e m i è r e p u i s s a n c e d ' u n e va r i ab le x l ' i nd i ce 1 , 

à c e u x q u i m u l t i p l i e n t la d e u x i è m e p u i s s a n c e l ' i nd ice 2 , e t 



(*) Nous désignons comme plus haut par lT,, U s, IJ 3 , . . . les dérivées de U pur 
rapport à .R, r, z,. . . . 

ains i de s u i t e , la s o m m e des i n d i c e s dans c h a q u e t e r m e du 

d i s c r i m i n a n t sera c o n s t a n t e e t éga le à n(n — i ) * - ' . Il a é t é d é ­

m o n t r é (55 ) q u e , si c h a q u e coeff ic ient d a n s un s y s t è m e d ' é ­

q u a t i o n s es t affecté d ' u n i nd i ce c o r r e s p o n d a n t à la p u i s s a n c e 

de x qu ' i l m u l t i p l i e , la s o m m e d e s i n d i c e s dans c h a q u e t e r m e 

d u r é s u l t a n t es t éga le au p r o d u i t mnp... d e s d e g r é s d e s é q u a ­

t i o n s . S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u e , d a n s la p r e m i è r e d e ces 

é q u a t i o n s , l ' i nd ice dex°gai l ieu d ' ê t r e o so i t / ; q u e ce lu i de x[ 

so i t / + 1 , e t a ins i de s u i t e , il e s t é v i d e n t q u e c e t t e modi f i ca t ion 

aura p o u r effet d ' a u g m e n t e r la s o m m e d e s i n d i c e s d ' a u t a n t de 

fois / qu ' i l s e t r o u v e d e coef f ic ien ts d e la p r e m i è r e é q u a t i o n 

dans c h a q u e t e r m e du r é s u l t a n t , e t , p u i s q u e ( 5 5 ) c h a q u e t e r m e 

en c o n t i e n t np..., la s o m m e to t a l e d e s i n d i c e s d e v i e n d r a 

mnp. . . -f- Inp. . . ~ r ( m - t- l) np.... 

M a i n t e n a n t , d a n s l ' e x e m p l e q u i n o u s o c c u p e , il e s t é v i d e n t 

q u e c h a q u e coeff ic ient de s Zr—-I d é r i v é e s U 2 , U 3 , . . . (*) m u l t i p l i e 

la m ê m e p u i s s a n c e d e x q u e d a n s la f o r m e p r i m i t i v e U; m a i s , 

d a n s la d é r i v é e U,, c h a q u e coeff ic ient m u l t i p l i e u n e p u i s s a n c e 

de x m o i n d r e d ' u n e u n i t é q u e d a n s U, e t le coeff ic ient m u l t i ­

p l i an t un t e r m e x1 d a n s c e t t e d é r i v é e do i t ê t r e affecté de l ' i n ­

d i ce / + 1 , p u i s q u ' i l p r o v i e n t d ' u n t e r n i e xl+l d ans la f o rme p r i ­

m i t i v e . Il su i t de là q u e la s o m m e d e s i n d i c e s du d i s c r i m i n a n t 

do i t ê t r e 
(n — L) / F + ( / 2 — L ) * - 1 OU n(n — l)k~\ 

N o u s e x p r i m e r o n s s o m m a i r e m e n t les r é s u l t a t s o b t e n u s dans 

les d e u x n u m é r o s p r é c é d e n t s , en d i san t q u e Y ordre d u d i s c r i ­

m i n a n t es t k(n — i )*- ' e t s o n poids n(n~ if~{. A ins i , p o u r u n e 

fo rme b i n a i r e , le p o i d s d u d i s c r i m i n a n t es t n(n ~ - 1 ) . 

7 5 . Si u n e fo rme b i n a i r e c o n t i e n t un fac teur c a r r é , le d i s ­

c r i m i n a n t s e r é d u i t , c o m m e l 'on sai t , à z é r o , car les d e u x d é ­

r i v é e s c o n t i e n n e n t c h a c u n e ce fac teur au p r e m i e r d e g r é , e t dè s 

l o r s , p u i s q u ' e l l e s o n t un fac teur c o m m u n , l e u r r é s u l t a n t e s t 



n u l . De m ê m e , si u n e fo rme t e r n a i r e p e u t se d é c o m p o s e r 

a ins i 

X é t a n t égal à ax -f- by -4- cz, Y h a' x -h b' y -f- c' z, le d i s c r i ­

m i n a n t do i t auss i se r é d u i r e à z é r o , p u i s q u e c h a q u e terme» 

d e s d é r i v é e s c o n t i e n t c o m m e f a c t e u r X ou Y et q u e , dè s l o r s , 

ces d é r i v é e s o n t e n c o m m u n les r a c i n e s d e s é q u a t i o n s 

II en es t e n c o r e de m ê m e du d i s c r i m i n a n t d ' u n e f o r m e q u a ­

t e r n a i r e si c e t t e fo rme p e u t ê t r e e x p r i m é e c o m m e u n e f o n c ­

t i o n du d e u x i è m e d e g r é de t ro i s f onc t i ons l i néa i r e s X , Y , Z 

d e s va r i ab l e s (*) . N o u s a p p e l l e r o n s r a c i n e s singulières d e la 

f o rme c e s v a l e u r s q u i r e n d e n t les d é r i v é e s éga le s à z é r o . 

7 6 . N o u s a l l ons m a i n t e n a n t e x a m i n e r l e s p r o p r i é t é s du 

d i s c r i m i n a n t d ' u n e f o r m e b i n a i r e 

L e r é s u l t a n t d e U e t d e U ( es t égal au d i s c r i m i n a n t m u l t i p l i é 

par a0, e t c e l u i d e U et de es t égal au d i s c r i m i n a n t mu l t i ­

p l ié par aH ( ** ). E n effet, p u i s q u e 

le r é s u l t a t d e la s u b s t i t u t i o n d ' u n e r ac ine de U, dans n\] es t 

y'\j'2 ; e n m u l t i p l i a n t l es r é s u l t a t s d e t o u t e s les s u b s t i t u t i o n s 

s e m b l a b l e s , le p r o d u i t sera y' y" y'" so i t<7 0 (38) m u l t i p l i é par 

les r é s u l t a t s q u e l 'on o b t i e n t en s u b s t i t u a n t ces m ê m e s r a c i n e s 

dans U 2 , e t ce p r o d u i t n ' e s t a u t r e q u e le d i s c r i m i n a n t . 

(*) En d'autres termes, la réduction à zéro du discriminant d'une équation 
algébrique exprime la condition nécessaire pour que cette équation ait des ra­
cines égales, et la réduction à zéro du discriminant de l'équation d'une courbe 
ou d'une surface exprime la condition nécessaire pour que cette courbe ou 
cette surface ait un point double. 

Nous faisons abstraction des facteurs purement numériques. 



7 7 . E x p r i m e r le d i s c r i m i n a n t au m o y e n d e s va l eu r s j * , , 

X?, j 2 , . . . q u i r e n d e n t la fo rme égale à z é r o . 

Soi t 

on a 

le r é su l t a t de la s u b s t i t u t i o n d ' u n e r ac ine xt,y\ de U d a n s U, e s t 

le r é s u l t a t de la s u b s t i t u t i o n d e x2, y\ es t , d e m ê m e , 

si d o n c on m u l t i p l i e t o u s c e s r é s u l t a t s , le p r o d u i t es t 

C'est le r é s u l t a n t d e U e t U„ e t si n o u s le d i v i s o n s pa r a0 q u i 

es t égal à y\y\r.•>,•. . , n o u s a u r o n s , p o u r la v a l e u r du d i sc r i ­

m i n a n t , 

Si n o u s s u p p o s o n s t o u s les / é g a u x à l ' u n i t é , n o u s o b t e n o n s le 

t h é o r è m e s o u s la f o rme b i e n c o n n u e : Le discriminant est égal 

au produit des carrés des différences des racines de l'équation. 

P o u r p l u s d e s i m p l i c i t é , n o u s c o n s e r v e r o n s l e t h é o r è m e s o u s 

c e t t e d e r n i è r e f o r m e . 

7 8 . L e d i s c r i m i n a n t du p r o d u i t de d e u x fonc t ions es t égal 

au p r o d u i t d e l e u r s d i s c r i m i n a n t s m u l t i p l i é p a r le c a r r é d e 

l e u r r é s u l t a n t . Car le p r o d u i t d e s c a r r é s d e s d i f fé rences d e 

t o u t e s l e s r a c i n e s s e c o m p o s e é v i d e m m e n t du p r o d u i t d e s 

c a r r é s d e s d i f f é r ences d e s r a c i n e s a p p a r t e n a n t t o u t e s d e u x à 

u n e m ê m e é q u a t i o n , m u l t i p l i é par le c a r r é d u p r o d u i t d e 

t o u t e s l e s d i f f é rences e n t r e u n e r a c i n e d e l ' u n e e t u n e r a c i n e 

de l ' a u t r e , e t ce d e r n i e r p r o d u i t e s t le r é s u l t a n t ( 4 5 ) . C o m m e 

cas p a r t i c u l i e r , le d i s c r i m i n a n t de (x — a) a (x) e s t égal à ce lu i 

de <p[x) m u l t i p l i é par le c a r r é de cp(«). Car si ¡3, y , . . . s o n t l e s 



r a c i n e s de . es t égal au c a r r é 

d e . q u i n ' e s t a u t r e q u e 9 ( a ) m u l t i p l i e par 

l e p r o d u i t d e s c a r r é s d e s d i f f é rences q u i n e c o n t i e n n e n t pas a . 

7 9 . L e d i s c r i m i n a n t de la fonc t ion 

e s t de la f o r m e 

d» é t an t le d i s c r i m i n a n t de la fonc t ion de d e g r é n — 1 , 

Car n o u s d e v o n s é v i d e m m e n t o b t e n i r le m ê m e r é s u l t a t , so i t 

en s u p p o s a n t a„ = o d a n s l e d i s c r i m i n a n t , so i t en faisant 

a„~o d a n s la f o rme e l l e - m ê m e et c a l cu l an t e n s u i t e le d i s c r i ­

m i n a n t . Mais si n o u s faisons an = o dans la f o r m e , e l l e se 

r é d u i t à la f o r m e d e d e g r é n — 1 é c r i t e p l u s h a u t , m u l t i p l i é e 

pa r x, e t ( 7 8 ) s o n d i s c r i m i n a n t e s t égal à c e l u i d e c e t t e d e r ­

n i è r e m u l t i p l i é par le c a r r é du r é s u l t a t q u e l 'on o b t i e n t en y 

faisant x = o, c ' e s t - à - d i r e pa r N o u s v o y o n s d e m ê m e 

q u e le d i s c r i m i n a n t es t de la f o r m e a0 9 -f- { * ) . 

8 0 . L e d i s c r i m i n a n t é t an t u n e fonc t ion des d é t e r m i n a n t s 

x{ j , — x-> j i , . . - , do i t sat isfaire a u x d e u x é q u a t i o n s d i f fé ren­

t i e l l e s du n° 37 

o u b i e n , c o m m e au n° 39 , si les é q u a t i o n s p r i m i t i v e s o n t é t é 

(*) Ce théorème a été donné pour la première fois par Joachimsthal. 
M. Salmon avait cependant été conduit antérieurement par de simples consi­
dérations géométriques au théorème suivant dans lequel il est renfermé : Si «, 
contient un facteur z et que a() contienne le facteur z~, le discriminant sera 
divisible par z*. Si <75 contient z comme facteur, que ax contienne z\ et a0, 
z3

t le discriminant sera en général divisible par zv'. Et ainsi de suite, si con­
tient z\ z1; alt c 3 et <70, z'', le discriminant sera divisible par zXi

f etc. 



é c r i t e s avec les coef f ic ien ts du b i n ô m e , 

E X E M P L E . — Former la discriminant de la fonction (a0, ar a.,,...) .r,r)" 

que nous supposerons ordonnée suivant les puissances de a0. 

Nous savons (79) que le terme indépendant de a0 est a] D, 1) étant 

le discriminant de la fonction de degré n — J , (av <v2, r ) " - 1 . Le 

discriminant que nous cherchons est donc de la forme 

Effectuant sur lui l'opération 

nous pourrons égaler à zéro le coefficient de chaque puissance de a9. Les 

termes indépendants de a0 sont 

ou, en remarquant que 

et Ion a pour la valeur du discriminant 

On peut de môme déterminer à l'aide du coefficient de mais le ré­

sultat n'est pas assez simple pour qu'il y ait lieu de le donner ici. 

8 1 . Si le d i s c r i m i n a n t d ' u n e f o r m e b i n a i r e se r é d u i t à z é r o , 

c e l t e f o r m e a d e s r a c i n e s é g a l e s , e t les v a l e u r s de ce s r a c i n e s 

p e u v e n t ê t r e o b t e n u e s pa r u n p r o c é d é a n a l o g u e à ce lu i q u e 

n o u s a v o n s e m p l o y é dans la s i x i è m e L e ç o n . Soit 

u n e f o r m e d o n t le d i s c r i m i n a n t es t nu l e t qu i a d m e t par c o u -



s e q u e n t u n fac teur ca r ré (x — x'--. La fonct ion 

sera auss i d iv i s ib le par x — a p o u r v u q u e A 0 , A,, A , , . . . s a t i s ­

fassent a la c o n d i t i o n 

Et dans ce cas U -h XV sera d iv i s ib l e par x — oc. Soit d o n c 

Il r é s u l t e du n ° 7 8 q u e le d i s c r i m i n a n t de U XV est égal au 

d i s c r i m i n a n t d e la fonc t ion e n t r e p a r e n t h è s e s m u l t i p l i é par le 

ca r r é du r é s u l t a t q u e l 'on o b t i e n t en s u b s t i t u a n t a à la p lace 

d e x d ans c e t t e m ê m e fonc t ion . Ce r é su l t a t n ' e s t a u t r e q u e 

lty(a). Le d i s c r i m i n a n t de U - h XV es t d o n c d iv i s ib le , dans ce 

cas , pa r X2. M a i s , p u i s q u e U + XV se d é d u i t de U en c h a n ­

g e a n t a0 en a0 -f- XÂ 0 , . . . , le d i s c r i m i n a n t de U -f- XV doi t se 

d é d u i r e d e c e l u i de U par la m ê m e s u b s t i t u t i o n , e t , par s u i t e , 

e s t 

Par h y p o t h è s e A — o : il faut e n c o r e , p o u r q u e le d i s c r i m i n a n t 

so i t d iv i s ib le par X2, q u e le coeff ic ient de X d i spa ra i s s e . La r e ­

lation a ins i o b t e n u e e n t r e A„, A, , . . do i t ê t r e i d e n t i q u e avec 

la r e l a t ion A«a" -f- A,ocn~_l -\~. . . o , q u i e s t , c o m m e n o u s 

l ' avons déjà vu , la s e u l e c o n d i t i o n à l aque l l e d o i v e n t sat isfaire 

A 0 , A , , . . . p o u r q u e le d i s c r i m i n a n t de U -4- XV so i t d iv is ib le 

par X2. Les q u a n t i t é s x", y . " ~ \ <z"~\. . s o n t d o n c p r o p o r t i o n ­

n e l l e s à ; d iv isan t l ' u n e de ces d e r n i è r e s par 

ce l l e q u i la su i t , n o u s a u r o n s la v a l e u r de a, e t n o u s p o u v o n s 

p o s e r le t h é o r è m e s u i v a n t : Quand le discriminant se réduit 

à zéro, ses dérivées par rapport à a0, sont proportion­

nelles aux dérivées de la forme par rapport à ces mêmes coef­

ficients. 

8 2 . Ce r é su l t a t se d é m o n t r e é g a l e m e n t en formant les 

6 



v a l e u r s de en Jonct ion des r a c i n e s , ce q u e I o n peur 

l'aire en r é s o l v a n t les n é q u a t i o n s 

N o u s c o n n a i s s o n s les e x p r e s s i o n s de A, « ; , en Jonct ion d e s 

r ac ines ( 4 2 , 7 7 ) ; n o u s p o u v o n s d o n c t i r e r d e ces // é q u a t i o n s 

l e s n q u a n t i t é s ? et il v i e n t 

e x p r e s s i o n d a n s l a q u e l l e le p r o d u i t d e s c a r r é s d e s d i f fé rences 

q u i n e r e n f e r m e n t pas a es t m u l t i p l i é par la s o m m e d e s p r o ­

d u i t s n — - 2 a 7i — 2 des d i f fé rences q u i c o n t i e n n e n t a, 

En s u p p o s a n t a ~ : ¡3, ce s e x p r e s s i o n s d e v i e n n e n t p r o p o r t i o n ­

n e l l e s a u x f ac t eu r s i , a , a"2, a \ . . . , e t , c o m m e au n° 5(), on 

voi t q u e , d ' a p r è s le t h é o r è m e du n u m é r o p r é c é d e n t , 

e s t d iv i s ib le pa r A l o r s q u e p H- q ------ r - f 5. S'il y a p l u s (le d e u x 

r a c i n e s éga l e s , t o u t e s c e s d é r i v é e s d i s p a r a i s s e n t , et n o u s a u ­

r o n s l e s r a c i n e s éga l e s en c o n s i d é r a n t les d é r i v é e s s e c o n d e s 

du d i s c r i m i n a n t . 

8 3 . La d é m o n s t r a t i o n s u i v a n t e du t h é o r è m e du n° 81 s ' ap ­

p l i q u e au cas d ' u n e fo rme à u n n o m b r e q u e l c o n q u e d e va­

r i a b l e s . P o u r p l u s de s i m p l i c i t é , n o u s n o u s b o r n e r o n s au cas 

d e d e u x var iab les i n d é p e n d a n t e s , la m é t h o d e é t an t g é n é r a l e . 

S u p p o s o n s q u e les coeff ic ients de lî s o i e n t des fonc t i ons d e 



c e r t a i n e s q u a n t i t é s a, b,.. . , e t q u e l 'on fasse va r ie r ces q u a n ­

t i tés d e m a n i è r e q u e le d i s c r i m i n a n t so i t e n c o r e n u l , r e q u i 

d o n n e la c o n d i t i o n 

Si le c h a n g e m e n t e f fec tué s u r a, b.... a p o u r effet de c h a n g e r x 

en x + Sx, y en y -f- oy,.. . , les n o u v e l l e s v a l e u r s d e s r a ­

c i n e s d e v a n t é g a l e m e n t r e n d r e n u l l e s les d é r i v é e s II,, IL, l,, 

n o u s a v o n s 

M u l t i p l i o n s ce s é q u a t i o n s par x, y, z e t a j o u t o n s ; p u i s q u e Ton 

le coeff ic ient de da s e r é d u i t à 

e t , p u i s q u e le coeff icient de ox sera 

( w — tJL), q u i d i spa ra î t , U, a d m e t t a n t les r a c i n e s s i n g u l i è r e s . 

II en es t de m ê m e p o u r les a u t r e s coe f f i c i en t s ; on a d o n c 

e t les d é r i v é e s de A par r a p p o r t à a, h,... s o n t p r o p o r t i o n ­

n e l l e s aux d é r i v é e s de U par r a p p o r t à c e s m ê m e s q u a n t i t é s , 

e n a d m e t t a n t q u e les l e t t r e s x, y, z, d ans ce s d e r n i è r e s , i n d i ­

q u e n t les r a c i n e s s i n g u l i è r e s . 

8 4 . Le t h é o r è m e d é m o n t r é p o u r les f o rmes b i n a i r e s ( 7 9 ) 

p e u t s ' é t e n d r e à t o u t e s l e s f o r m e s . Soi t a le coeff ic ient d e la 

p lus h a u t e p u i s s a n c e de T u n e d e s va r i ab le s , />, c, d,... c e u x 

d e s t e r m e s où f igure la p u i s s a n c e i m m é d i a t e m e n t i n f é r i e u r e , 

le d i s c r i m i n a n t se ra 



Ains i , d a n s le cas d ' u n e fo rme t e r n a i r e , a u q u e l n o u s n o u s 

b o r n e r o n s p o u r p l u s de s i m p l i c i t é , si a e s t le coeff ic ient d e z", 

by c c e u x de z"~\v, £"~ ' r , e t si n o u s faisons a o dans le dis­

c r i m i n a n t , le r e s t e de s o n e x p r e s s i o n sera de la fo rme 

P o u r le d é m o n t r e r , soi t U u n e fo rme d o n t le d i s c r i m i n a n t es t 

n u l , V u n e a u t r e fonc t ion qu i a d m e t t e les r a c i n e s s i n g u l i è r e s 

de U, le d i s c r i m i n a n t de U -f- XV sera d iv i s ib le par X2. So i en t , 

en effet, 

le coeff ic ient de X dans le d i s c r i m i n a n t de U H- XV sera 

e t , d ' ap r è s le n° • • s e r o n t p r o p o r t i o n n e l s à z \ 

z"-lx,.... Le coeff ic ient de X es t d o n c p r o p o r t i o n n e l au r é ­

su l t a t de la s u b s t i t u t i o n d e s r a c i n e s s i n g u l i è r e s dans Y, e t , par 

s u i t e , n u l . 

M a i n t e n a n t , d a n s le cas q u i n o u s o c c u p e , le d i s c r i m i n a n t 

do i t ê t r e nu l si a, b e t c s o n t n u l s , p u i s q u ' a l o r s t o u t e s les d é ­

r i v é e s s ' a n n u l e n t p o u r l e s r a c i n e s s i n g u l i è r e s .r — o, y — o. 

T o u t e a u t r e fo rme V s ' a n n u l e r a p o u r les m ê m e s v a l e u r s , p o u r v u 

q u e l 'on ai t s e u l e m e n t A = o. La fo rme g é n é r a l e d u d i s c r i m i ­

n a n t do i t d o n c ê t r e t e l l e q u e , si n o u s r e m p l a ç o n s b par 

b -4- XB, c pa r c -f- XC, . . , e t si n o u s fa isons e n s u i t e 

le r é s u l t a t so i t d iv i s ib le par X-; en d ' a u t r e s t e r m e s , si n o u s 

r e m p l a ç o n s b par XB, c par K) e t a pa r z é r o , le r é s u l t a t sera 

d iv i s ib le pa r X-, ce qu ' i l fallait p r o u v e r . 

8 5 . Il n e n o u s r e s t e p l u s , r e l a t i v e m e n t aux d i s c r i m i n a n t s 

en g é n é r a l , q u ' à faire voir q u e c e l u i d ' u n e f o r m e q u a d r a t i q u e 

à un n o m b r e q u e l c o n q u e de var iab les s ' e x p r i m e i m m é d i a t e -



m e n t s o u s fo rme d ' un d é t e r m i n a n t s y m é t r i q u e . Et r é c i p r o q u e ­

m e n t , é t an t d o n n é un d é t e r m i n a n t s y m é t r i q u e q u e l c o n q u e , 

on p e u t p o s e r u n e fo rme q u a d r a t i q u e d o n t il soi t le d i s c r i m i ­

n a n t . La n o t a t i o n la p l u s s i m p l e p o u r u n e fo rme q u a d r a t i q u e 

c o n s i s t e à e m p l o y e r de d o u b l e s i n d i c e s , e n d é s i g n a n t pa r au, 

ar,, a:y>y.. . l e s coeff ic ients d e s c a r r é s r - , y-, z'2,.. . , e t par ai2, 

(ii:,,. . c e u x des p r o d u i t s xy, xz,.. . , a{, e t a2l é t an t c e n s é s 

é q u i v a l e n t s dans ce s y s t è m e d e n o t a t i o n . Le d i s c r i m i n a n t es t 

é v i d e m m e n t le d é t e r m i n a n t s y m é t r i q u e 



N E U V I È M E L E Ç O N . 

TRANSFORMATIONS LINÉAIRES. 

8 6 . Invariants. — Le d i s c r i m i n a n t d ' u n e l 'orme b i n a i r e , 

é t a n t u n e fonc t ion d e s d i f fé rences d e s r a c i n e s , n e varie é v i ­

d e m m e n t pas l o r s q u ' o n les a u g m e n t e ou d i m i n u e t o u t e s d ' u n e 

m ê m e q u a n t i t é . La s u b s t i t u t i o n de .*• + /. à x n ' e s t q u ' u n cas 

p a r t i c u l i e r de la transformation linéaire g é n é r a l e , q u i cons i s t e 

à r e m p l a c e r , d a n s u n e fonct ion h o m o g è n e , c h a q u e var iab le 

par u n e fonc t ion l i néa i r e d e n o u v e l l e s v a r i a b l e s , à r e m p l a c e r , 

p a r e x e m p l e , dans u n e fo rme b i n a i r e , x par AX -+- uy e t y pa r 

7!x -+- y/y. P o u r éc l a i r c i r les c o n s i d é r a t i o n s dans l e s q u e l l e s 

n o u s d e v o n s e n t r e r , n o u s a l lons d ' abo rd e x a m i n e r q u e l e s t 

l 'effet d ' u n e s e m b l a b l e s u b s t i t u t i o n s u r le d i s c r i m i n a n t d ' u n e 

forme q u a d r a t i q u e à d e u x var iab les 

En t r a n s f o r m a n t les v a r i a b l e s , e l le d e v i e n t 

e t si l 'on d é s i g n e la fonc t ion t r a n s f o r m é e par 

oti \\ 

et Ton vérifie s a n s p e i n e q u e 



c ' e s t - à - d i r e q u e le d i s c r i m i n a n t de la t r a n s f o r m é e es t égal à 

<elui de la ( o r m e p r i m i t i v e m u l t i p l i é par le ca r ré du d é t e r ­

m i n a n t (lu.' — A ' P . ) , q u e l 'on a p p e l l e le module de la transfor­

mai loti. 

8 7 . Il ex i s t e un t h é o r è m e a n a l o g u e p o u r le d i s c r i m i n a n t 

d ' u n e fo rme b i n a i r e q u e l c o n q u e . On p e u t vo i r à priori qu ' i l 

do i t en ê t r e a ins i , car si u n e fo rme d o n n é e a d m e t u n fac teur 

c a r r é , sa t r a n s f o r m é e a d m e t t r a é g a l e m e n t u n fac teur c a r r é , de 

te l le s o r t e q u e , si le d i s c r i m i n a n t d ' u n e fo rme d o n n é e e s t n u l , 

c e l u i de sa t r a n s f o r m é e es t é g a l e m e n t n u l . Ce d e r n i e r c o n ­

t i en t d o n c le p r e m i e r c o m m e fac teur . Le t h é o r è m e p e u t se 

d é m o n t r e r r é g u l i è r e m e n t a ins i qu ' i l su i t . Soit 

la f o r m e p r i m i t i v e , son d i s c r i m i n a n t ( 7 7 ) es t 

Le fac teur l inéa i re xy, —yxx de la fo rme p r imi t i ve d e v i e n t , 

par la t r a n s f o r m a t i o n , 

ei si n o u s le m e t t o n s s o u s la forine Y , X — X , Y , n o u s a v o n s 

par c o n s é q u e n t , si l 'on écr i t la t r a n s f o r m é e c o m m e p r o d u i t 

de s fac teurs l i néa i r e s ( Y , X — X , Y ) ( Y , X - X , Y ) . . . , on aura 

des e x p r e s s i o n s a n a l o g u e s p o u r Y , , X , ; Y , , X . , . . . en fonct ion 

de r , , x{; y,, x2...... Nous p o u v o n s , s ans diff icul té , r econna î t re : 

q u e l 'on a. 

el , par s u i t e , q u e ( Y i X , - - X , Y . ) ~ ( Y , X : , — X , Y 3 ) ' - . . . e s t égal 

à (•)•',.R2 — .£VV-- , ) ' - : ( J ,x> — . T ' I V , ) 2 . . . m u l t i p l i é par u n e p u i s s a n c e 

de l'j' — l'y. égaie au n o m b r e des fac teurs c o n t e n u s d a n s 



l ' e x p r e s s i o n du d i s c r i m i n a n t en fonct ion d e s r a c i n e s . Un 

t h é o r è m e a n a l o g u e es t vrai p o u r le d i s c r i m i n a n t d ' u n e f o r m e 

à un n o m b r e q u e l c o n q u e de v a r i a b l e s . 

La p u b l i c a t i o n , d a n s le Journal de Mathématiques de C a m ­

b r i d g e ( n o v . i 8 4 0 , d ' u n M é m o i r e où M. B o o l e é tab l i s sa i t l es 

p r i n c i p e s c i -des sus e t en faisait q u e l q u e s a p p l i c a t i o n s i m p o r ­

t a n t e s a é t é en q u e l q u e s o r t e le p o i n t de d é p a r t d ' u n e a l g è b r e 

n o u v e l l e . Q u e l q u e t e m p s a p r è s , M. Cayley se p r o p o s a de dé t e r ­

m i n e r à priori q u e l l e s s o n t l e s fonc t ions d e s coeff ic ients d ' u n e 

é q u a t i o n d o n n é e q u i j o u i s s e n t de c e t t e p r o p r i é t é d'invariance; 

p r o p r i é t é c o n s i s t a n t en ce q u e , si l 'on t r a n s f o r m e l ' é q u a t i o n 

par u n e s u b s t i t u t i o n l i n é a i r e , la fonc t ion a n a l o g u e des coeffi­

c i e n t s de la t r a n s f o r m é e soi t égale à la fonc t ion p r i m i t i v e m u l ­

t i p l i é e par u n e q u a n t i t é i n d é p e n d a n t e des coeff ic ients . L e 

r é s u l t a t de s e s r e c h e r c h e s fut de d é c o u v r i r q u e ce t t e p r o p r i é t é 

n ' e s t pas p a r t i c u l i è r e a u x d i s c r i m i n a n t s , e t de faire c o n n a î t r e 

d ' a u t r e s fonc t ions i m p o r t a n t e s q u i la p o s s è d e n t é g a l e m e n t , 

q u e l q u e s - u n e s d ' e n t r e e l l es c o n t e n a n t n o n - s e u l e m e n t les 

coef f ic ien ts , m a i s les va r i ab les e l l e s - m ê m e s , e t c o n s e r v a n t 

avec l ' é q u a t i o n p r i m i t i v e d e s r e l a t i ons q u ' u n e s u b s t i t u t i o n 

l i n é a i r e n e modi f i e p a s . E n e x p o s a n t c e t t e t h é o r i e , p o u r p l u s 

de b r i è v e t é n o u s n ' é c r i r o n s q u e t ro i s va r i ab l e s , ma i s le l e c ­

t e u r do i t e n t e n d r e q u e les m ê m e s p r o c é d é s s ' a p p l i q u e n t à 

\w. oAnxhm a1ueJ.ean.fi1u.e, d a v a r i a b l e s . 

8 8 . S u p p o s o n s d o n c q u e les va r i ab l e s d ' u n e fonc t ion h o ­

m o g è n e q u e l c o n q u e à h va r i ab l e s s o i e n t t r a n s f o r m é e s par les 

s u b s t i t u t i o n s 

e t d é s i g n o n s par A le module de la transformation, c ' e s t - à -

d i re le d é t e r m i n a n t q u i a p o u r é l é m e n t s les coeff ic ients d e la 

t r ans fo rma t ion X,, p{, y , , . . . , 12, p. 2, v-.,.... 

Il es t é v i d e n t q u e l 'on n e p e u t pas , en g é n é r a l , d é t e r m i n e r 

les coeff ic ients >.,, u , , . . . de t e l l e s o r t e q u ' u n e fonc t ion d o n n é e 



axn -4- . . p r e n n e , pa r la t r a n s f o r m a t i o n , u n e a u t r e forme éga ­

l e m e n t d o n n é e a'\"-\-.... E n effet , si n o u s e f f ec tuons la 

s u b s t i t u t i o n dans ax'1 -f- . . , e t si n o u s é g a l o n s l es coef f ic ien ts 

a ins i o b t e n u s à c e u x d e a ' X " -f-..., n o u s a u r o n s , c o m m e au 

n° 8 6 , u n e s é r i e d ' é q u a t i o n s a! a)'[ - f - . . d o n t le n o m b r e 

sera égal à ce lu i des t e r m e s q u e r e n f e r m e u n e fonc t ion g é ­

n é r a l e du nième d e g r é à h v a r i a b l e s . Mais , p o u r satisfaire à c e s 

é q u a t i o n s , n o u s n e d i s p o s o n s q u e de h1 c o n s t a n t e s À,, / : , . . e t 

ce n o m b r e se ra , en g é n é r a l , i n f é r i e u r à ce lu i d e s é q u a t i o n s 

a u x q u e l l e s il s 'agit de sat isfaire (*) . 11 su i t d e là q u e , si u n e 

fonc t ion ax" - h . . . p e u t ê t r e t r a n s f o r m é e en u n e a u t r e f o n c ­

t ion tf'X" + . . . , il doi t e x i s t e r d e s r e l a t i o n s e n t r e l es coeffi­

c i e n t s a, b,. . , a', b',.... E n effet, n o u s n ' a v o n s q u ' à é l i m i n e r 

l e s / r 2 c o n s t a n t e s i n c o n n u e s e n t r e l e s é q u a t i o n s aï" -f-..., 

et n o u s a u r o n s u n e s é r i e de r e l a t i o n s e n t r e a, a',. . d o n t le 

n o m b r e se ra é v i d e m m e n t égal à la d i f fé rence qu i e x i s t e e n t r e 

ce lu i de s é q u a t i o n s et h\ A ins i , dans le cas d ' u n e fo rme b i ­

n a i r e , l e n o m b r e d e s t e r m e s d ' u n e fonc t ion h o m o g è n e de d e ­

gré n e s t n - f - 1 . D o n c , si dans u n e f o r m e ax11 -+-••• n o u s r e m ­

p l a ç o n s x pa r V X -h p., Y, y par 7 2 X H- p.,Y, e t si n o u s é g a l o n s 

les coeff ic ients de la t r a n s f o r m é e à c e u x d e a ' X " - « - . . . , n o u s 

a u r o n s n -f- i é q u a t i o n s r e n f e r m a n t a, a ' X , a , , . . . , et en él i ­

m i n a n t l e s q u a t r e q u a n t i t é s A,, >,,, p.,, u, , n o u s o b t i e n d r o n s un 

s y s t è m e de c o n d i t i o n s é q u i v a l e n t à n — 3 r e l a t i o n s i n d é p e n ­

d a n t e s e n t r e «, />,... , b', . . . On verra par la s u i t e q u e c e s 

( * ) L e n o m b r e d e s t e r m e s d e l a f o r m e g é n é r a l e d u nu'""' d e g r é à k v a r i a b l e s 

e s t e t i l e s t f a c i l e d e v o i r q u e l e s s e u l s c a s d a n s 

l e s q u e l s c e n o m b r e n e s u r p a s s e p a s A'2 s o n t : i ° q u a n d H = •„> ( d a n s c e c a s , i l 

s e r é d u i t à v a l e u r p l u s p e t i t e q u e / r , À é t a n t e n t i e r ) ; \>.° q u a n d 

A = 2, n — 'i, ( l e s d e u x n o m b r e s o n t a l o r s l a m ê m e v a l e u r h), c ' e s t - à - d i r e q u e 

l e s s e u l s c a s d a n s l e s q u e l s u n e f o n c t i o n d o n n é e s o i t s u s c e p t i b l e d e p r e n d r e p a r 

l a t r a n s f o r m a t i o n u n e f o r m e q u e l c o n q u e , s o n t : i ° c e l u i d ' u n e f o r m e q u a d r a ­

t i q u e à u n n o m b r e q u e l c o n q u e d e v a r i a b l e s , •_>," c e l u i d ' u n e f o r m e c u b i q u e à 

d e u x v a r i a b l e s . 



r e l a t i ons p e u v e n t s ' é c r i r e a insi : 

ou d ' a u t r e s t e r n i e s , qu ' i l y a de s f o n d i o n s dos coeff ic ients a, 

( > , . . . q u i c o n s e r v e n t la m ê m e va l eu r en passan t d e la .forme 

p r imi t i ve à sa t r a n s f o r m é e . Le p r o c é d é q u e n o u s v e n o n s d ' in­

d i q u e r n ' e s t pas ce lu i q u e n o u s e m p l o i e r o n s p o u r t r o u v e r ces 

f o n c t i o n s , ma i s il fait c o m p r e n d r e à priori l e u r e x i s t e n c e , e l 

m o n t r e c o m b i e n l 'on do i t s ' a t t e n d r e à en t r o u v e r qu i s o i e n t 

i n d é p e n d a n t e s les u n e s d e s a u t r e s . 

8 9 . On a p p e l l e invariant t o u t e fonct ion des coeff ic ients 

d ' u n e f o r m e t e l l e q u e , si on e f fec tue dans la fo rme u n e s u b ­

s t i t u t i on l i néa i r e , la fonc t ion s e m b l a b l e d e s coeff ic ients de la 

t r a n s f o r m é e soi t éga le à la fonc t ion p r i m i t i v e m u l t i p l i é e par 

u n e p u i s s a n c e d u m o d u l e d e la t r a n s f o r m a t i o n , c ' e s t - à - d i r e 

q u e l 'on ait 

L o r s q u e / ; o, la fonc t ion es t un invariant absolu, c 'es t -à-di re 

q u ' e l l e n ' e s t pas modi f i ée par la t r a n s f o r m a t i o n , lors m ê m e 

q u e A sera i t d i f férent de l ' u n i t é . Si u n e fo rme a d e u x inva ­

r i an t s o r d i n a i r e s , il es t a i sé d ' en d é d u i r e un invar ian t a b s o l u . 

E n effet, si n o u s a v o n s un inva r i an t cp q u i , dans la t r an s fo rma­

t ion , se t r o u v e m u l t i p l i é par A/% et un a u t r e inva r i an t à qu i se 

t r o u v e de m ê m e m u l t i p l i é par A''., il es t é v i d e n t q u e le q u o ­

t i en t d e G? par '\ff s e ra u n e fonc t ion q u i r e s t e r a inva r i ab le mal ­

g ré la t r a n s f o r m a t i o n . 

il r é s u l t e d e ce q u i p r é c è d e q u ' u n e fo rme b i n a i r e q u a d r a t i q u e 

ou c u b i q u e n'a d ' a u t r e invar ian t q u e son d i s c r i m i n a n t ( 8 7 ) . 

S'il y en avai t , en effet, un s e c o n d , on p o u r r a i t d é d u i r e de la 

c o m b i n a i s o n d e s d e u x inva r i an t s u n e re l a t ion 

Mais n o u s avons vu (88) qu ' i l ne saura i t y avo i r d ' é q u a t i o n d e 

c o n d i t i o n e n t r e a, />,..., a', />',. . , p u i s q u ' à l 'a ide des q u a t r e 

c o n s t a n t e s d o n t n o u s d i s p o s o n s , n o u s p o u v o n s t r a n s -



fo rmer u n e fonct ion q u a d r a t i q u e ou c u b i q u e do te l le s o r t e 

q u e les coeff ic ients p r e n n e n t t e l l e s va l eu r s q u e Ton v o u d r a . 

On vo i t , de la m ê m e m a n i è r e , q u ' u n e forme q u a d r a t i q u e à un 

n o m b r e q u e l c o n q u e de va r i ab les n'a d ' a u t r e inva r i an t q u e son 

d i s c r i m i n a n t . 

9 0 . De m ê m e q u ' u n e fo rme u n i q u e , un sys tème 1 de fo rmes 

p e u t avoi r d e s i n v a r i a n t s . S u p p o s o n s un cer ta in n o m b r e do 

fonc t ions ax'' . ., a'x" Si l 'on effectue dans t o u t e s 

c e s f o n c t i o n s u n e m ê m e s u b s t i t u t i o n l i n é a i r e , e l l e s d e v i e n ­

n e n t A X ' ; A ' X . " - ; - . . . : u n e fonct ion d e s c o e f f i c i e n t 

sera u n inva r i an t si la fonct ion s e m b l a b l e , c o m p o s é e avec 

les n o u v e a u x coeff ic ients , es t é^ale à la fonc t ion p r i m i t i v e 

m u l t i p l i é e par u n e p u i s s a n c e du m o d u l e do la t r a n s f o r m a t i o n , 

c ' e s t - à -d i re si l 'on a 

L ' e x e m p l e le p l u s s i m p l e d ' i n v a r i a n t s de c e t t e e s p è c e se 

r e n c o n t r e d a n s le cas d ' u n s y s t è m e d ' é q u a t i o n s l i n é a i r e s : le 

d é t e r m i n a n t d ' u n pare i l s y s t è m e es t un i n v a r i a n t ; on le voi t 

i m m é d i a t e m e n t en se r e p o r t a n t à la déf in i t ion de l ' invar ian t 

et à la d é m o n s t r a t i o n du t h é o r è m e s u r la m u l t i p l i c a t i o n d e s 

d é t e r m i n a n t s ( 2 3 ) . 

Si l 'on a u n inva r i an t d ' u n e fo rme u n i q u e , on p e u t on d é ­

d u i r e u n e s é r i e d ' i nva r i an t s p o u r des s y s t è m e s de f o r m e s du 

m ê m e d e ^ r é . P o u r faire c o m p r e n d r e l ' e sp r i t de la m é t h o d e , 

n o u s l ' a p p l i q u e r o n s d ' abord à un e x e m p l e t r è s - s i m p l e . N o u s 

a v o n s vu ( 8 0 ) q u e ac - b- es t u n invar ian t de la fo rme q u a ­

d r a t i q u e ax2 -t- -y.bxy -r cy-, e t n o u s a l l ons en d é d u i r e un i n ­

var ian t p o u r un s y s t è m e d e d e u x fo rmes s e m b l a b l e s . S u p p o ­

s o n s q u e , par* u n e t r a n s f o r m a t i o n l i n é a i r e , ax'1 -h •?J)xyty 

d e v i e n n e AX.* :>.BXY -+- CY'-', e t q u e a x'1 -i- 2.1/xy •+- c'y' 

d e v i e n n e d e m ê m e A ' X 2 4 - 2 l > ' X Y - h (7 Y 2 , é v i d e m m e n t , par 

la m ê m e t r a n s f o r m a t i o n , la forme 



[L é t an t u n e c o n s t a n t e q u e l c o n q u e ) d e v i e n d r a 

F o r m a n t l ' i nva r i an t d e ce t t e d e r n i è r e ( 8 6 ) , il v i e n t 

Mais h é t an t a r b i t r a i r e , l es coeff ic ients des d i v e r s e s p u i s s a n c e s 

de h d o i v e n t ê t r e égaux dans les d e u x m e m b r e s , et n o u s a v o n s 

a in s i , n o n - s e u l e m e n t les d e u x r e l a t i ons déjà c o n n u e s , 

mais e n c o r e 

é q u a t i o n q u e l 'on p e u t auss i vér i f ier à l ' a ide d e s v a l e u r s d e 

A, B , . . . d o n n é e s au n° 8 0 . La q u a n t i t é ne' + a' c — -ibb' es t 

d o n c auss i un i nva r i an t . 

E n s u i v a n t a b s o l u m e n t la m ê m e m a r c h e , si l 'on a un inva r i an t 

d ' u n e fo rme axn + . . . e t q u e l 'on d e m a n d e d ' en d é d u i r e d e s 

i nva r i an t s p o u r un s y s t è m e de d e u x f o r m e s ax"-+-..., + 

n o u s n ' a u r o n s qu ' à r e m p l a c e r , d a n s l ' i nva r i an t d o n n é , a par 

a -h ka'y b pa r b + Iib\. .. e t l e coeff ic ient d e c h a q u e p u i s ­

s a n c e d e h d a n s le d é v e l o p p e m e n t se ra un inva r i an t . Ef fec tuant 

ce d é v e l o p p e m e n t par la f o r m u l e de Tay lor , le t h é o r è m e a u ­

q u e l n o u s a v o n s é t é c o n d u i t s p e u t s ' é n o n c e r a insi : Si l 'on a 

u n invar ian t d ' u n e f o r m e axn 4 - . e t si l 'on effectue s u r c H 

invar ian t l ' opé ra t i on , on o b t i e n d r a un i n ­

var ian t du s y s t è m e d e s d e u x f o r m e s ax'1 - h . . •, a'xn 4 - . . . . On 

p e u t r é p é t e r la m ê m e o p é r a t i o n , et l 'on a u r a un a u t r e i n v a ­

r ian t du s y s t è m e , o u b i e n e n c o r e on p e u t e f fec tuer l ' o p é r a ­

t i o n ce q u i d o n n e r a un inva r i an t d ' un 

s y s t è m e d e t ro i s f o r m e s , e t a ins i de s u i t e . Ce d e r n i e r p r o c é d é 



d o n n e les i n v a r i a n t s q u e Ton o b t i e n d r a i t en r e m p l a ç a n t a par 

a-\~ka' -\~ la" e t p r e n a n t les coeff ic ients d e s d i v e r s e s p u i s s a n c e s 

de h et /. On aura de m ê m e d e s inva r i an t s p o u r un n o m b r e 

q u e l c o n q u e d e f o r m e s . 

9 1 . Covariants. — Un cova r i an t es t u n e fonc t ion c o m p r e ­

nan t n o n - s e u l e m e n t les coeff ic ients d ' u n e f o r m e , m a i s auss i 

les v a r i a b l e s ; et t e l l e q u e , si l 'on ef fec tue d a n s la f o rme u n e 

s u b s t i t u t i o n l i n é a i r e , la n o u v e l l e fonc t ion d e s coeff ic ients et 

va r i ab le s de la t r a n s f o r m é e soi t égale à la fonc t ion p r i m i t i v e 

m u l t i p l i é e par u n e p u i s s a n c e du m o d u l e d e la t r a n s f o r m a t i o n , 

c ' e s t - à - d i r e q u e si l ' e x p r e s s i o n ax11 + . . . d e v i e n t , pa r la t r ans ­

f o r m a t i o n , AX" - } - . . . , le cova r i an t (*) sat isfera à l ' é q u a t i o n 

T o u t i nva r i an t d ' u n cova r i an t es t u n inva r i an t de la f o rme 

p r i m i t i v e . Cela r é s u l t e i m m é d i a t e m e n t de la dé f in i t ion . So ien t 

axa -+-... la f o r m e d o n n é e , a'xm
 -f-. . . s on cova r i an t , AX" - { - . . . , 

A'X'" -f-. . . ce q u e d e v i e n n e n t ce s f o n c t i o n s pa r u n e s u b s t i ­

t u t i o n l i n é a i r e . Un invar ian t du c o v a r i a n t es t u n e fonc t ion de 

se s coef f ic ien ts , t e l l e q u e 

Mais , pa r dé f in i t ion , A' , B ' , . . . s o n t à u n e p u i s s a n c e p r è s du 

m o d u l e c o m p o s é s avec A, B , . . . ; de m ê m e q u e a', / / , . . le 

s o n t avec a, b,. . . Par c o n s é q u e n t , si Ton e x p r i m e ces fonc­

t ions au m o y e n des coeff ic ients de la f o rme p r i m i t i v e e t d e sa 

( * ) D a n s l a g é o m é t r i e d e s c o u r b e s e t d e s s u r f a c e s , t o u t e s l e s t r a n s f o r m a t i o n s 

d e c o o r d o n n é e s s ' o p è r e n t p a r d e s s u b s t i t u t i o n s l i n é a i r e s . U n i n v a r i a n t d'un»,* 

f o r m e t e r n a i r e o u q u a t e r n a i r e e s t d o n c u n e f o n c t i o n d e s c o e f f i c i e n t s d o n t l a 

r é d u c t i o n à z é r o e x p r i m e q u e l q u e p r o p r i é t é d e l a c o u r b e o u d e l a s u r f a c e i n ­

d é p e n d a n t e d u c h o i x d e s a x e s , t e l l e q u e l ' e x i s t e n c e d ' u n p o i n t d o u b l e ; u n 

c o v a r i a n t r e p r é s e n t e u n e a u t r e c o u r b e o u u n e a u t r e s u r f a c e , d o n t t o u s l e s 

p o i n t s o n t a v e c l a c o u r b e o u l a s u r f a c e d o n n é e q u e l q u e r e l a t i o n i n d é p e n d a n t e 

d u c h o i x d e s a x e s . D e l à r é s u l t e l ' i m p o r t a n c e g é o m é t r i q u e d e l a t h é o r i e d e s 

i n v a r i a n t s e t c o v a r i a n t s . 



t r a n s f o r m é e , on a 

c ' e s t - à - d i r e q u e la (onc t ion d< es t un i nva r i an t . De m ô m e t o u t 

cova r i an t d ' u n covar ian t es t un c o v a r i a n t d e la Tonne p r i ­

m i t i v e . 

92 . N o u s a l l o n s , d a n s les d e u x p a r a g r a p h e s q u i s u i v e n t , 

p o s e r d e n o u v e a u x p r i n c i p e s q u i c o n d u i s e n t à u n e i m p o r t a n t e 

s é r i e de e o v a r i a n t s . 

Si, d a n s u n e fo rme u, n o u s r e m p l a ç o n s x par x -f- kx\ y 

par v r - 4 - / i y ' , e t c . , x',y', « ' d e v a n t ê t r e t r a n s f o r m é s p a r l a m ê m e 

s u b s t i t u t i o n (pie x, r , z, les coeff ic ients d e s d i v e r s e s p u i s s a n c e s 

do /,, qu i soni t o u s de la fo rme se­

r o n t l e s p r e m i e r , d e u x i è m e , t r o i s i è m e , e t c . , cnuuianls (*) de 

la f o r m e . Chacun d ' e u x es t un c o v a r i a n t . N o u s o b t i e n d r o n s , 

e n effet, le m ê m e r é s u l t a t , soi t en. r e m p l a ç a n t e ; par x -f- kx'... 

et t r a n s f o r m a n t e n s u i t e x, x',... par des s u b s t i t u t i o n s l i ­

n é a i r e s , so i t en e f fec tuan t d ' abo rd c e s s u b s t i t u t i o n s e t r e m ­

p laçan t e n s u i t e X par X -f- Z r X \ . . . Car on a é v i d e m m e n t 

Donc , si par la t r a n s f o r m a t i o n u d e v i e n t U, on aura le m ê m e 

r é s u l t a t soi t en r e m p l a ç a n t d a n s u, x par x -h kx'... e t effec­

tuai! t ensui te ; les s u b s t i t u t i o n s , so i t en r e m p l a ç a n t dans U, X 

par X -f- kX'.... e t , p u i s q u e k e s t i n d é t e r m i n é , les coe f l i c i en t s 

d e h s e r o n t égaux d a n s les d e u x m e m b r e s , ce qu i r e v i e n t à 

9o . Si Ton c o n s i d è r e un é m a n a n t c o m m e fonct ion d e s s e u l e s 

va r i ab le s .*•', y',. . en r e g a r d a n t m o m e n t a n é m e n t , x, y,. . . 

(*) VAX G é o m é t r i e . ).es e tna ; : m i s r e p r é s e n t e n t l e s c o u r b e s e t s u r f a c e s p o l a i r e s 

d ' u n p o i n t p a r r a p p o r t a u n e c o u r b e o u s u r f a c e d o n n é e . 



c o m m e c o n s e n t e s , et q u e l 'on c a l c u l e s e s inva r i an t s dans c e t t e 

h y p o t h è s e , c h a c u n d ' e u x , c o n s i d é r é c o m m e fonct ion d e s v a ­

r i ab l e s x, r , . . . , sera un covar i an t de la fo rme p r i m i t i v e . 

N o u s v e n o n s de voir q u e l ' é m a n a n t . . d e v i e n t 

l o r s q u e l 'on r e m p l a c e x' par 

e t x par À ,X -f- a, Y - h . . . . il e s t é v i d e m m e n t indi f férent q u e 

les d e u x s u b s t i t u t i o n s s o i e n t s i m u l t a n é e s ou s u c c e s s i v e s . Donc , 

si en t r a n s f o r m a n t x', r \ . . . s e u l s , l ' exp re s s ion 

d e v i e n t aX'r - 4 - . . . , les coeff ic ients a,. . . s e r o n t de s fonc t ions 

de x, y\. . . q u i , l o r s q u e l 'on t r a n s f o r m e r a x, }\< - - , d e v i e n ­

d r o n t Mais un invar ian t de r emontan t d o n n é , c o n s i ­

d é r é c o m m e fonct ion d e x', y , e s t par déf in i t ion u n e 

fonc t ion d e se s coeff ic ients , qu i n e diffère q u e par u n e p u i s ­

s a n c e du m o d u l e de la fonct ion c o r r e s p o n d a n t e d e s coeffi­

c i en t s t r a n s f o r m é s P u i s q u e , a insi q u e n o u s l ' avons vu , les 

coeff ic ients a,... d e v i e n n e n t • • • l o r s q u e l 'on t r ans fo rme 

x, > • , . . , l ' invar ian t d o n n é sera u n e fonct ion de 

q u i , l o r s q u e l 'on t r ans fo rmera x, y,. . . , n e différera q u e par 

u n e p u i s s a n c e du m o d u l e de la fonct ion c o r r e s p o n d a n t e de 

Ce sera d o n c un covar i an t d e la forme p r i m i t i v e . 

Ains i , par e x e m p l e , il a é té d é m o n t r é (8G) q u e , si la fo rme 

b i n a i r e ax'1 -l- ihxy -\- cy1 a p o u r t r a n s f o r m é e 

on a 

on en c o n c l u t q u ' e n c o n s i d é r a n t le s e c o n d é m a n a n t 



d ' u n e fo rme de d e g r é q u e l c o n q u e , on a auss i 

t h é o r è m e d o n t n o u s d o n n e r o n s e n c o r e d ' a u t r e s d é m o n s t r a ­

t i o n s . 

9 4 . E n g é n é r a l , si Ton p r e n d le s e c o n d é m a n a n t d ' u n e 

fo rme à u n n o m b r e q u e l c o n q u e d e va r i ab le s et q u e Ton ca l ­

c u l e s o n d i s c r i m i n a n t , on o b t i e n d r a un cova r i an t a p p e l é f o n c ­

t ion de H e s s e o u s i m p l e m e n t Hessien. 

N o u s a v o n s r e m a r q u é (85) q u e le d i s c r i m i n a n t d e t o u t e 

fonct ion q u a d r a t i q u e p e u t s ' é c r i r e s o u s fo rme de d é t e r m i n a n t . 

A ins i , en e m p l o y a n t , c o m m e n o u s l ' avons déjà fait a i l l e u r s , 

les i n d i c e s i , 2 , . . . p o u r i n d i q u e r la d i f f é ren t i a t ion par r ap ­

porta x, > \ . . , de te l le s o r t e q u e ux{ r e p r é s e n t e l ' éma­

nan t du s e c o n d d e g r é sera -f- 2iir,x
ry' -h . . . , e t son dis­

c r i m i n a n t s ' écr i ra 

9 5 . N o u s a v o n s vu (90 ) q u e le d é t e r m i n a n t d ' u n s y s t è m e 

d ' é q u a t i o n s l i néa i r e s es t u n inva r i an t du s y s t è m e . É t a n t d o n c 

d o n n é e s d e s fo rmes M, e, <i',. . . , si l 'on fo rme l e u r s p r e m i e r s 

é m a n a n t s x' ux -f- y' u, -f- z' u, -f-. . . , le d é t e r m i n a n t 

sera un c o v a r i a n t . C'est le d é t e r m i n a n t de J acob i déjà m e n ­

t i o n n é p lu s h a u t (09) : c e l u i de H e s s e n ' e s t a u t r e q u e la 

fonc t ion J c a l c u l é e p o u r le s y s t è m e des d é r i v é 

d ' u n e m ê m e f o r m e . 



90 . Conl revariants. — L o r s q u e l 'on t r a n s f o r m e l i n é a i r e ­

m e n t un g r o u p e de va r iab les x, y,..., il a r r ive f r é q u e m m e n t 

q u e d ' a u t r e s va r i ab les l i ée s à x, r , . . . s o n t auss i t r a n s f o r m é e s 

l i n é a i r e m e n t , m a i s à l 'a ide d ' u n e s u b s t i t u t i o n d i f fé ren te . Si, 

c o m m e p l u s hau t , les é q u a t i o n s qu i l i en t x, r , z aux n o u v e l l e s 

va r i ab les s o n t 

les va r i ab les 'C son t d i t e s t r a n s f o r m é e s par la s u b s t i t u t i o n 

inverse, si les n o u v e l l e s va r i ab les X, , Y,, / , s ' e x p r i m e n t en 

fonct ion d e s a n c i e n n e s par les é q u a t i o n s 

d a n s l e s q u e l l e s l es coeff ic ients s o n t les é l é m e n t s du d é t e r ­

m i n a n t ( / i ^ v 3 ) l u s v e r t i c a l e m e n t , t and i s q u e dans la subs t i ­

t u t i o n directe i ls é t a i e n t lus h o r i z o n t a l e m e n t : dans la p r e ­

m i è r e s u b s t i t u t i o n , les a n c i e n n e s var iab les s o n t e x p r i m é e s en 

fonc t ion d e s n o u v e l l e s , e t , d a n s la d e u x i è m e , les n o u v e l l e s en 

fonc t ion des a n c i e n n e s (*). Ains i é t ab l i e , la r e l a t ion es t é v i d e m ­

m e n t r é c i p r o q u e . T i r an t en effet les v a l e u r s de £, Y;, 'Ç en f o n c ­

t ion de X, , Y „ Z„ il v i e n t (28) 

L, , M, , . . . é t a n t les d é t e r m i n a n t s m i n e u r s d é d u i t s de (/.,y.,y 3) 

par la s u p p r e s s i o n de la l igne e t de la c o l o n n e qu i c o n t i e n ­

n e n t X ou ui,.... 

L o r s q u e d e u x g r o u p e s d e var iab les x, r , c, riy 'Ç s e ron t 

t r a n s f o r m é s , c o m m e c i -des sus , par de s s u b s t i t u t i o n s i n v e r s e s , 

( * ) O n e x p r i m e q u e l q u e f o i s c e j ; e n r c d e r e l a t i o n d ' u n e m a n i è r e a b r é g é e , e n 

d i s a n t q u e l e s d e u x g r o u p e s d e v a r i a b l e s s o n t cogretheuts o u contvagredients s u i ­

v a n t q u ' i l s d o i v e n t ê t r e t r a n s f o r m é s p a r u n e m ê m e s u b s t i t u t i o n o u p a r d e s 

s u b s t i t u t i o n s i n v e r s e s . 

H 



l ' un d ' e u x sera d é s i g n é , dans ce q u i s u i t , par des l e t t r e s 

g r e c q u e s , et h a b i t u e l l e m e n t par les l e t t r e s a, 3 , y. E x p o s o n s 

d ' abo rd d e u x des cas les p l u s i m p o r t a n t s dans l e s q u e l s s ' e m ­

p l o i e la s u b s t i t u t i o n i n v e r s e . 

9 7 . Q u a n d on t r a n s f o r m e l i n é a i r e m e n t u n e fonct ion de x, 

y, z en u n e a u t r e fonct ion de X, Y, Z, les d é r i v é e s par r a p ­

p o r t a u x n o u v e l l e s va r i ab les s ' e x p r i m e n t l i n é a i r e m e n t au 

m o y e n des d é r i v é e s pa r r a p p o r t aux a n c i e n n e s , mais par la 

s u b s t i t u t i o n i n v e r s e . On a, en effet, 

Mais , d e s e x p r e s s i o n s de r , y,... en fonc t ion de X, Y , . . . , 

on t i r e 

d ' où 

de m ê m e 

Les s y m b o l e s se t r o u v e r o n t d o n c , l o r s q u e l 'on 

t r ans fo rmera l i n é a i r e m e n t x, y\ z, t r a n s f o r m é s e u x - m ê m e s 

l i n é a i r e m e n t pa r la s u b s t i t u t i o n i n v e r s e , s u i v a n t la règle du 

n u m é r o p r é c é d e n t . 

Si l 'on i n d i q u e , c o m m e p l u s hau t , par itu. . les d é r i v é e s 

d ' u n e fonct ion u, e t par II,, ll>,. . . ce l l e s d e sa t r a n s f o r m é e lï, 

n o u s a v o n s d é m o n t r é (pie l 'on a 

Par c o n s é q u e n t , si t(t, se r é d u i s e n t à z é r o , il en sera de 

m ê m e de U,, l i , , I I , ; ma i s n o u s s avons q u e M,, n, ne se r é ­

d u i s e n t t o u s à z é r o q u e q u a n d le d i s c r i m i n a n t du s y s t è m e es t 

n u l , e t , dans ce cas , n o u s v o y o n s q u e ce lu i du s y s t è m e t r a n s -



formé sera auss i nul et c o n t i e n d r a , par s u i t e , le p r e m i e r c o m m e 

fac teur , a ins i q u e n o u s l ' avons déjà é tabl i ( 8 7 ) . 

0 8 . E n g é o m é t r i e p lane , si x, r , z r e p r é s e n t e n t les c o o r d o n ­

n é e s Irilinéaires d ' un p o i n t , o t x'i_ -F-vv, -i- z'Ç o l ' é q u a t i o n 

d ' u n e d r o i t e , \, rt, 'Ç p e u v e n t ê t r e a p p e l é s les c o o r d o n n é e s tan­

gentielles de c e t t e d r o i t e . Si l 'on r a p p o r t e à de n o u v e a u x axes 

en faisant x / , X . . , l ' é q u a t i o n de la d r o i t e d e v i e n t 

q u e l 'on p e u t é c r i r e s o u s la fo rme 

en faisant 

E n d ' a u t r e s t e r m e s , l o r s q u e les c o o r d o n n é e s d ' u n p o i n t s o n t 

t r a n s f o r m é e s par u n e s u b s t i t u t i o n l i n é a i r e , les c o o r d o n n é e s 

t a n g e n t i e l l e s d ' u n e l igne s o n t t r a n s f o r m é e s par la s u b s t i t u t i o n 

i n v e r s e . De m ê m e , dans la géomét r i e 4 à t ro i s d i m e n s i o n s , les 

c o o r d o n n é e s t a n g e n t i e l l e s d ' u n p lan et ce l l e s d ' u n p o i n t s o n t 

t r a n s f o r m é e s par d e s s u b s t i t u t i o n s i n v e r s e s . Q u a n d on r a p p o r t e 

à de n o u v e a u x a x e s , t o u t e s les c o o r d o n n é e s .r . r , z, <o; x\ y'. 

z\ c c \ r e p r é s e n t a n t des p o i n t s , son t t r a n s f o r m é e s par la m ê m e 

s u b s t i t u t i o n x /., \ -f- • • - , x' À, X/ -; . . . ; t a n d i s q u e les 

c o o r d o n n é e s t a n g e n t i e l l e s d ' un plan q u e l c o n q u e le s o n t par la 

s u b s t i t u t i o n i n v e r s e . 

N o u s n o u s s e r v i r o n s s o u v e n t du p r i n c i p e posé c i - d e s s u s , 

q u e la fonc t ion 

dans l aque l l e x, y, z d o i v e n t ê t r e t r a n s f o r m é s par la s u b s t i t u ­

t ion d i r e c t e x. ../., X - | •• y., Y - . > : Z, et 4, 'Ç par la s u b s t i t u ­

t ion i n v e r s e X, A 7 r t •-- z^ ' , r e s t e inva r i ab le par ce t t e 

d o u b l e t r a n s f o r m a t i o n . 

00 . Si u n e fo rme ax'1 • . . . d e v i e n t par la t r ans fo rma t ion 

7. 



AX"-f- . . . , n o u s n o m m e r o n s conlrevarianl ( * ) u n e fonct ion r e n ­

f e r m a n t les coeff ic ients d e la fo rme et de s va r iab les £,'•/;,. • *> 

qu i s o n t c e n s é e s t r a n s f o r m é e s par la s u b s t i t u t i o n i n v e r s e , si 

c e t t e fonc t ion n e diffère q u e par u n e p u i s s a n c e du m o d u l e de 

la fonc t ion c o r r e s p o n d a n t e d e s coeff ic ients et d e s va r i ab les de 

la t r a n s f o r m é e , c ' e s t - à - d i r e si Ton a 

Des fonc t ions d e ce g e n r e se p r é s e n t e n t s o u v e n t en g é o m é ­

t r i e . Si n o u s a v o n s , par e x e m p l e , u n e é q u a t i o n e x p r i m a n t la 

c o n d i t i o n n é c e s s a i r e p o u r q u ' u n e d r o i t e ou u n p lan ait avec 

u n e c o u r b e ou u n e su r face d o n n é e u n e r e l a t i on i n d é p e n d a n t e 

du c h o i x d e s a x e s , c o m m e , par e x e m p l e , u n e c o n d i t i o n de con­

tac t , et si n o u s r a p p o r t o n s le t o u t à de n o u v e a u x a x e s , il es t 

é v i d e m m e n t ind i f fé ren t de t r a n s f o r m e r la r e l a t i on d o n t il 

s 'agit en r e m p l a ç a n t l es a n c i e n s coeff ic ients par l e u r s va ­

l e u r s en fonc t ion d e s n o u v e a u x , o u b i en d e la d é d u i r e de 

l ' é q u a t i o n t r a n s f o r m é e d e la c o u r b e d e la m ê m e manière 4 

q u ' o n l 'avait d é d u i t e de l ' é q u a t i o n p r i m i t i v e . L e s d e u x e x p r e s ­

s ions de c e t t e c o n d i t i o n 

n e di f fèrent d o n c q u e par un fac teur . 

100. O u t r e les c o v a r i a n t s e t l es c o n t r e v a r i a n t s , o n p e u t e n ­

c o r e i m a g i n e r d e s fonc t ions c o n t e n a n t l e s d e u x s é r i e s de va ­

r i ab le s e t n e dif férant q u e par u n e p u i s s a n c e du m o d u l e d e s 

fonc t ions t r a n s f o r m é e s c o r r e s p o n d a n t e s , c 'es t-à-dire des fonc­

t i ons t e l l es q u e l 'on ait 

( * ) L e p i e m i e r e x e m p l e d e conlrevarianl a é t é d o n n é p a r ( J a u s s d a n s s e s 

Discj. arithm. Il d é s i g n e s o u s l e n o m d e forme adjointe l e c o n l r e v a r i a n t d e la 

f o r m e q u a d r a t i q u e t e r n a i r e . L e s g é o m è t r e s a l l e m a n d s o n t c o n s e r v é u n e d é n o ­

m i n a t i o n a n a l o g u e , zugeh'ôrigt; f'orni. C e l l e d e conlrevariant e s t p r é f é r a b l e . 



N o u s les n o m m e r o n s covariants mixtes (*). La fonc t ion la 

p lus s i m p l e d e c e t t e e s p è c e e s t x \ -\-yr\ + z'Ç; e l le e s t i n ­

var iab le pa r la t r a n s f o r m a t i o n ( 9 8 ) , e t , pa r s u i t e , es t u n c o v a ­

r iant m i x t e p o u v a n t ê t r e ad jo in t à u n e fo rme q u e l c o n q u e . 

101 . Soi t I u n inva r i an t d ' u n e fo rme 

on p e u t en d é d u i r e u n c o n t r e v a r i a n t p a r l a m é t h o d e e m p l o y é e 

au n° 9 0 . Si la f o rme p r o p o s é e d e v i e n t , par la t r a n s f o r m a t i o n , 

A„X" + . . . , la fonc t ion x%-hyn -\- z'C, d e v e n a n t e l l e - m ê m e 

\ X, - h Y Y, + ZZ, , il su i t de là q u e 

Mais u n invar ian t d e la fo rme p r i m i t i v e r e m p l i t la c o n d i t i o n 

Calculant le m ê m e inva r i an t p o u r la n o u v e l l e f o r m e , o n au ra 

é t a n t a r b i t r a i r e , n o u s p o u v o n s éga le r l es coeff ic ients d e s 

m ê m e s p u i s s a n c e s de h d.uis l es d e u x m e m b r e s : ce s coeffi­

c i e n t s , d ' ap r è s le t h é o r è m e de Tay lo r , s o n t t o u s de la f o r m e 

Nous a v o n s d é m o n t r é qu ' i l s n e dif fèrent q u e par u n e p u i s -

( * ) ( ' e s f o n c t i o n s , q u e . l ' o n p o u r r a i t , c o m m e l ' a p r o p o s é M . S a l m o n , a p p e l e r 

diva riant s, s o n t d é s i g n é e s d a n s l e s t r a v a u x d e M M . A r o n h o l d e t ( î î e b s c h s o u s l e 

n o m d e zwischen/ormen. M . S y h e s t e r , q u i e m p l o i e l e m o t g é n é r i q u e d e conco­

mitant p o u r d é s i g n e r l ' e n s e m b l e d e t o u t e s l e s f o n c t i o n s d o n t l e s r e l a t i o n s a v e c 

l a f o r m e p r i m i t i v e n e s o n t p a s a l t é r é e s p a r u n e t r a n s f o r m a t i o n l i n é a i r e , a î o p t e 

la d é n o m i n a t i o n d e concomitants im.ctcs. 



sa n é e du m o d u l e d e la l 'onction c o r r e s p o n d a n t e d é d u i t e de 

l ' é q u a t i o n t r a n s f o r m é e . Ce s o n t d o n c d e s c o n t r e v a r i a n t s , pu i s ­

qu ' i l a é t é c o n s t a m m e n t a d m i s q u e ï , r,, 'C d o i v e n t ê t r e t r ans ­

fo rmés p a r l a s u b s t i t u t i o n i n v e r s e . .M. S \ I \ c s t o r d o n n e le n o m 

iïévccîants aux c o n t r e v a r i a n t s d é d u i t s d ' u n invar ian t , su ivan t 

la r èg le c i - d e s s u s . Ains i - . . . es t le p r e m i e r 

é v e c t a n t . Il faut r e m a r q u e r q u e les coeff ic ients s o n t s u p p o s é s , 

dans la f o rme p r i m i t i v e , affectés d e s m ê m e s fac teurs n u m é ­

r i q u e s q u e c e u x du d é v e l o p p e m e n t de (.r - i - r - f - z)", t andis 

qu ' i l n ' e n es t pas de m ê m e dans l ' é v e c t a n t . 

En c o m p a r a n t avec le n ° 9 0 , on voit q u e la fonc t ion 

p e u t ê t r e c o n s i d é r é e , so i t c o m m e un c o n t r e v a r i a n t de la fo rme 

d o n n é e , soi t c o m m e un inva r i an t du s y s t è m e q u e l 'on o b t i e n t 

en la c o m b i n a n t avec la fonc t ion l inéa i re x\ + yn --- z'i. La 

t h é o r i e d e s c o n t r e v a r i a n t s p e u t d o n c ê t r e r e n f e r m é e d a n s ce l l e 

d e s i nva r i an t s . 

Si l 'on effectue l ' opé ra t ion . . . s u r un covar i an t , on 

o b t i e n t u n cova r i an t m i x t e , car on d é m o n t r e r a i t , de la m ê m e 

m a n i è r e , q u e le r é s u l t a t , qu i sera é v i d e m m e n t u n e fonct ion 

r e n f e r m a n t les d e u x g r o u p e s de v a r i a b l e s , se t r a n s f o r m e en 

u n e fonct ion s e m b l a b l e . 

Ka'YII'LK 1. — L'expression abc étanl le dis­

criminant, et. par suite, un invariant de la forme ternaire 

la fonction 

sera un contrevariant. Géométriquement, c'est l'équation tangontiellc de 

la section conique représentée par LA tonne donnée. 

LX2'..WLK ii. — Kianl données deux formes quadratiques Uîrnaiio 

-f•.. . . a'1 -J-. . . , on sait que i expression a\l;c — J"2 j -j •.. es! im 



invariant commun ((->0); effectuant l'opération il vient 

Ce contrevariant pourrait encore s'obtenir en effectuant l'opération 

. sur le contrevariant rie l'exemple précédent. 

Géométriquement, il exprime la condition qui doit être satisfaite 

pour qu'une droite soit coupée hdrmnniqucment par les deux sections 

coniques. 

102. Q u a n d le d i s c r i m i n a n t d ' u n e fo rme s ' a n n u l e , il e x i s t e 

un g r o u p e de r ac ines singulières x' y y', z' ( g é o m é t r i q u e m e n t , 

ce s o n t les c o o r d o n n é e s du p o i n t d o u b l e de la c o u r b e ou d e 

la sur face r e p r é s e n t é e par c e t t e f o r m e ) , et , d a n s ce cas , le p r e ­

m i e r é v e c t a n t du d i s c r i m i n a n t sera u n e p u i s s a n c e nième de 

En effet, l ' évec t an t n e var ian t pas pa r la t r a n s f o r m a t i o n , il 

suffit d e voi r ce qu i ar r ivera dans u n cas pa r t i cu l i e r . Mais , si le 

d i s c r i m i n a n t es t égal à z é r o , la fo rme p e u t ê t r e t r a n s f o r m é e d e 

te l le s o r t e q u e les n o u v e a u x coeff ic ients d e xn, xn-xy, x1l~{ z 

d e v i e n n e n t n u l s , et (pic la r ac ine s i n g u l i è r e soif y — o, z — o 

( c e qu i r e v i e n t , g é o m é t r i q u e m e n t , à s u p p o s e r l ' o r ig ine d e s 

c o o r d o n n é e s au p o i n t d o u b l e ) ; m a i s il a é t é p r o u v é ( 8 4 ) q u e 

le d i s c r i m i n a n t e s t d e la fo rme 

Si a0, al9 />, s ' a n n u l e n t , n o n - s e u l e m e n t le d i s c r i m i n a n t , m a i s 

t o u t e s se s d é r i v é e s s ' a n n u l e n t a u s s i , e x c e p t é L ' évec t an t 

se r é d u i t d o n c à m u l t i p l i é par t e r m e u n i q u e a u q u e l se 

r é d u i t q u a n d on fait 

A ins i , l o r s q u e le d i s c r i m i n a n t d ' u n e forme q u a d r a t i q u e ter -

nain» es t n u l , l ' équa t i on r e p r é s e n t e dettx l ignes d r o i t e s ; le 



c o n t r e v a r i a n t 

d e v i e n t u n ca r ré parfait , e t l 'on aura les c o o r d o n n é e s x'', y', 

z', du p o i n t d ' i n t e r s e c t i o n , en l ' ident i f iant à l ' e x p r e s s i o n 

Si la f o r m e a d m e t d e u x g r o u p e s de r a c i n e s s i n g u l i è r e s , t o u t e s 

les p r e m i è r e s d é r i v é e s du d i s c r i m i n a n t se r é d u i s e n t à z é r o , e t 

son s e c o n d é v e c t a n t d e v i e n t u n e p u i s s a n c e e x a c t e de 

x'y', zr; x", y", 3 " é t an t les d e u x g r o u p e s de r a c i n e s s i n g u ­

l i è r e s , e t a ins i d e s u i t e . 



DIXIÈME LEÇON. 

FORMATION DES INVARIANTS ET COVARIANTS. 

103. A p r è s avoi r fait c o n n a î t r e ce q u e l 'on e n t e n d par inva­

r i an t s , cova r i an t s , e t c . , n o u s a l l ons i n d i q u e r les m é t h o d e s à 

l 'aide d e s q u e l l e s on p e u t fo rmer ces fonc t ions : t ro i s m é ­

t h o d e s s e r o n t e x p o s é e s dans c e t t e L e ç o n , e t u n e q u a t r i è m e 

dans la L e ç o n s u i v a n t e . 

Fonctions symétriques. — Cel te m é t h o d e n ' e s t a p p l i c a b l e 

q u ' a u x fo rmes b i n a i r e s . T o u t e fonc t ion s y m é t r i q u e d e s diffé­

r e n c e s d e s r ac ines es t un inva r i an t , p o u r v u q u e c h a q u e r a c i n e 

y l igure le m ê m e n o m b r e de f o i s ( * ) . Il es t é v i d e n t q u ' u n i n ­

var ian t do i t ê t r e u n e fonc t ion d e s d i f fé rences d e s r a c i n e s , 

pu i squ ' i l n e c h a n g e pas l o r s q u ' o n r e m p l a c e x par x -f- ).. La 

t r ans fo rmat ion l i néa i r e la p l u s g é n é r a l e r e v i e n t à c h a n g e r 

c h a q u e r ac ine a en e t , d a n s ce t t e o p é r a t i o n , la diffé­

r e n c e de d e u x r a c i n e s x — Z d e v i e n t 

p o u r q u ' u n e fonct ion des d i f fé rences p u i s s e , a p r è s sa t ransfor­

m a t i o n , ne différer de sa va leur p r imi t i ve q u e par un fac teur , 

/ ) S i l ' o n d é s i g n e d a n s l ' é q u a t i o n p a r l e c o e f f i c i e n t d e l a p l u s h a u t e p u i s ­

s a n c e d e xy i l f a u t d i v i s e r p a r c e c o e i l i c i e n t p o u r o b t e n i r l ' e x p r e s s i o n d e l a 

s o i n n i e , d e s p r o d u i t s , e t c . , d e s r a c i n e s , e t t o u t e s l e s f o n c t i o n s s y m é t r i q u e s s o n t d e s 

f r a c t i o n s c o n t e n a n t a u d é n o m i n a t e u r d e s p u i s s a n c e s d e a i r L o r s q u e n o u s d i s o n s 

( p r u n e f o n c t i o n s y m é t r i q u e d e s r a c i n e s e s t u n i n v a r i a n t , n o u s e n t e n d o n s q u ' o n 

l 'a r e n d u e e n t i è r e e n l a m u l t i p l i a n t p a r u n e p u i s s a n c e s u f f i s a m m e n t é l e v é e 

d e <7(|, o u , c e ( p i i r e v i e n t a u m ê m e , q u ' a p r è s a v o i r f o r m é l a f o n c t i o n s y m é t r i q u e 

e n s u p p o s a n t l e e o e i ï i e i o n t d o .»'" é g a l à l ' u n i t é , o n l a r e n d e n s u i t e h o m o g è n e 

eî i m u ! l i p l i a n l c h a q u e t e n u e p a r u n e p u i s s a n c e c o n v e n a b l e ; d e //„. 



il es t n é c e s s a i r e q u e le d é n o m i n a t e u r so i t le m ê m e p o u r t o u s 

l e s t e r m e s : la fonc t ion do i t d o n c ê t r e un p r o d u i t de diffé­

r e n c e s dans l e q u e l c h a q u e r a c i n e se p r é s e n t e le m ê m e n o m b r e 

d e fois. A ins i , p o u r u n e fo rme b i q u a d r a t i q u e , la fonc t ion 

es t un i nva r i an t , pa rce q u ' a p r è s la t r ans fo rma t ion t ous les 

t e r m e s de la s o m m e o n t le m ê m e d é n o m i n a t e u r . Mais il n ' e n 

es t pas de m ê m e de le d é n o m i n a t e u r du t e r n i e 

(a — p)'1 é t a n t 

e t ce lu i du t e r m e 

104. On p e u t e n c o r e é tab l i r c e t t e p r o p o s i t i o n d ' u n e m a ­

n i è r e p e u t - ê t r e p l u s s i m p l e , en éc r ivan t l ' é q u a t i o n s o u s la 

fo rme h o m o g è n e . N o u s a v o n s vu (87) q u ' e n changean t x en 

1.x + rj.y, y en 1!x 4 - y.'y, la q u a n t i t é .r, r , — x2j\ d e v i e n t 

e t q u e , par s u i t e , t o u t e fonc t ion des d é t e r m i n a n t s xxy, — x2j\ 

est un invar i an t . Mais (38) t o u t e fonc t ion d e s r a c i n e s expr i ­

m é e à la m a n i è r e o r d i n a i r e se r a m è n e à la fo rme h o m o g è n e , 

en r e m p l a ç a n t a , S , . . . pa r e t m u l t i p l i a n t e n s u i t e par 

u n e p u i s s a n c e d u p r o d u i t de t o u s les fac teurs r assez é l e v é e 

p o u r faire d i spa ra î t r e l e s f rac t ions . Si l ' on o p è r e ainsi s u r u n e 

fonc t ion d e s d i f fé rences d a n s l a q u e l l e l e s r a c i n e s n e se p r é ­

s e n t e n t pas t o u t e s de la m ê m e m a n i è r e , il r e s t e r a , a p r è s la 

m u l t i p l i c a t i o n , d e s fac teurs y en é v i d e n c e , et la fonct ion ne 

p o u r r a ê t r e u n inva r i an t . A ins i , p o u r u n e fonc t ion du q u a ­

t r i è m e d e g r é , ^ [a — l 6) ï d e v i e n t 

tandis q u e la fonc t ion dans l aque l l e f igu­

r e n t t o u t e s les r a c i n e s , d e v i e n t 



el le n e c o n t i e n t p l u s q u e les d é t e r m i n a n t s e t , pa r s u i t e , es t 

un inva r i an t . 

On d é m o n t r e , de m ê m e , q u e t o u t e fonct ion s y m é t r i q u e 

fo rmée avec l e s d i f fé rences d e s r a c i n e s e n t r e e l l e s , e t l e s dif­

f é r e n c e s e n t r e x e t u n e ou p l u s i e u r s d e s r a c i n e s , es t un c o v a ­

r ian t , p o u r v u q u e c h a q u e r ac ine figure le m ê m e n o m b r e de fois. 

Ains i , p o u r u n e fo rme du t r o i s i è m e d e g r é , 

es t un cova r i an t . 

105 . N o u s p o u v o n s , par la m é t h o d e p r é c é d e n t e , fo rmer d e s 

i n v a r i a n t s e t d e s cova r i an t s q u i se r é d u i s e n t à z é r o d a n s l ' hy ­

p o t h è s e de q u e l q u e c o n d i t i o n d 'éga l i t é e n t r e les r a c i n e s . S u p ­

p o s o n s a ins i q u e l 'on d e m a n d e un inva r i an t q u i s ' a n n u l e 

q u a n d t ro i s r a c i n e s d e v i e n n e n t éga les : il es t clair q u e c h a q u e 

t e r m e devra c o n t e n i r l ' u n e d e s t ro i s d i f fé rences a — [3, |3 — y, 

y — a, e t , de m ê m e , p o u r t o u t a u t r e g r o u p e q u e l 'on p e u t 

fo rmer avec t ro i s r a c i n e s . Dans u n e é q u a t i o n du q u a t r i è m e 

d e g r é , il y a q u a t r e g r o u p e s de ce t t e s o r t e : la d i f fé rence a — (3 

a p p a r t i e n t à d e u x g r o u p e s , la d i f fé rence y — o a u x d e u x a u t r e s ; 

par c o n s é q u e n t , 
J ( * ) sera un inva r i an t q u i se 

r édu i r a a zé ro l o r s q u e t ro i s r a c i n e s s e r o n t é g a l e s . De m ê m e , 

p o u r u n e é q u a t i o n du c i n q u i è m e d e g r é , il y a dix g r o u p e s de 

t ro i s r a c i n e s ; a — 6 a p p a r t i e n t à t ro i s g r o u p e s , y — o à t r o i s 

a u t r e s : les q u a t r e d e r n i e r s g r o u p e s s o n t z'/z, aoz, fiyz, 6os, 

pa rmi l e s q u e l s d o u x c o n t i e n n e n t y —£ et les d e u x a u t r e s ô — s . 

La fonct ion sera d o n c u n 

invar ian t q u i se r édu i r a à zé ro l o r s q u e t ro i s r ac ines s e r o n t 

éga l e s . Cet inva r i an t (3V, 35) es t du q u a t r i è m e o r d r e , e t son 

poids e s t i o. 

Si l 'on v e u t f o rmer un cova r i an t d ' u n e fo rme b i q u a d r a t i q u e 

q u i se r é d u i s e à z é r o lo r squ ' i l ex i s t e d e u x c o u p l e s de r a c i n e s 

éga les , son e x p r e s s i o n c o n t i e n d r a u n e d i f fé rence d e c h a c u n 

d e s g r o u p e s a — (3, y — o ; 7. — y, ;5 — 0 ; a — 0, (3 — y : e l le sera 

d o n c 

s e r é d u i r a i t i d e n l i q i U M i i O i i l à z é r o . 



ou 

ces c o v a r i a n t s s o n t d u q u a t r i è m e et d u s i x i è m e d e g r é par 

r a p p o r t a u x va r i ab le s , du q u a t r i è m e e t du t r o i s i è m e par r a p p o r t 

a u x coef f ic ien ts , e t c h a c u n d e l e u r s t e r m e s se r é d u i t à z é r o 

l o r s q u e l ' é q u a t i o n a d m e t d e u x c o u p l e s de r a c i n e s é g a l e s . 

106 . Différentiation mutuelle des covariants et des contre-

variants. — L o r s q u e l 'on di t q u e la fonc t ion o (a , / > , . . . , Y Î , . . . ) 

est un c o n t r e v a r i a n t , il es t clair q u e £, r,,... s o n t de s q u a n t i ­

t é s q u e l c o n q u e s q u e l 'on s u p p o s e s e u l e m e n t t r a n s f o r m é e s par 

la s u b s t i t u t i o n i n v e r s e . Mais n o u s a v o n s fait vo i r ( 9 7 ) q u e les 

s y m b o l e s >• • • s o n t dans ce cas . N o u s p o u v o n s d o n c 

s u b s t i t u e r , dans u n c o n t r e v a r i a n t , c e s s y m b o l e s à la p l ace de 

£ , * / ? , . . . , e t n o u s o b t i e n d r o n s un s y m b o l e d ' o p é r a t i o n qu i n e 

var ie ra pas pa r la s u b s t i t u t i o n , e t q u i , a p p l i q u é à la f o r m e 

p r i m i t i v e ou à l ' un de s e s c o v a r i a n t s , d o n n e r a un cova r i an t si 

les va r i ab l e s s u b s i s t e n t a p r è s la d i f fé ren t ia t ion ou u n inva r i an t 

si e l l e s d i s p a r a i s s e n t . E n l ' a p p l i q u a n t à un cova r i an t m i x t e , il 

d o n n e r a un c o n t r e v a r i a n t ou un cova r i an t m i x t e , su ivan t q u e 

l e s va r iab les d i s p a r a î t r o n t ou n e d i s p a r a î t r o n t pas par la diffé­

r e n t i a t i o n . Au l i eu de r e m p l a c e r £, r , , . . . , d ans un c o n t r e v a r i a n t , 

par :>••• p o u r fo rmer u n s y m b o l e d ' o p é r a t i o n , n o u s 

p o u v o n s e n c o r e l e s r e m p l a c e r par • • • ? U é t an t la 

f o r m e p r i m i t i v e ou l ' un de se s c o v a r i a n t s , et o b t e n i r a ins i un 

n o u v e a u cova r i an t . La r e l a t ion e n t r e les d e u x s é r i e s de va­

r i ab les x,y, z,. .. e t i\ 7Î , . . é t a n t r é c i p r o q u e , n o u s p o u ­

v o n s de m ê m e r e m p l a c e r , dans un covar i an t , x, y, z,... par 

. . . , e t n o u s a u r o n s u n s y m b o l e d ' o p é r a t i o n q u i , 

a p p l i q u é à un c o n t r e v a r i a n t , d o n n e r a un n o u v e a u c o n t r e v a ­

r ian t ou un i nva r i an t . 

A ins i , é t an t d o n n é s un c o v a r i a n t e t un c o n t r e v a r i a n t , on 

p e u t , en s u b s t i t u a n t dans l 'un d ' e u x d e s s y m b o l e s d i f férent ie ls 



et o p é r a n t e n s u i t e s u r l ' au t r e , o b t e n i r u n n o u v e a u con t r eva ­

r i an t ou c o v a r i a n t , q u e l 'on p e u t d e m ê m e c o m b i n e r a v e c les 

p r e m i e r s , p o u r en d é d u i r e d ' a u t r e s , e t a ins i de s u i t e . 

107 . D a n s le cas d e s f o r m e s b i n a i r e s , c e t t e m é t h o d e se s im­

plif ie . L e s f o r m u l e s p o u r la t r a n s f o r m a t i o n d i r e c t e é t an t 

c e l l e s de la t r a n s f o r m a t i o n i n v e r s e s o n t (90) 

d ' où 

e x p r e s s i o n s q u i p e u v e n t s ' é c r i r e 

On vo i t d o n c q u ' a b s t r a c t i o n faite d u fac teur A , l es va ­

r i ab l e s 73 e t — H se t r a n s f o r m e n t e x a c t e m e n t s u i v a n t la m ê m e 

r èg l e q u e x e t y, e t Ton p e u t d i r e q u e y e t — x, d ' u n e pa r t , 

x e t y, de l ' a u t r e , se t r a n s f o r m e n t par d e s s u b s t i t u t i o n s i n ­

v e r s e s . Ains i , dans l e s f o r m e s b i n a i r e s , l es cova r i an t s e t l e s 

c o n t r e v a r i a n t s n e s o n t pas e s s e n t i e l l e m e n t d i s t i n c t s , e t n o u s 

n ' a v o n s q u ' à r e m p l a c e r , dans u n cova r i an t , x e t j par yj e t — \ 

p o u r en faire u n c o n t r e v a r i a n t , e t vice versa. En effet, s u p ­

p o s o n s q u e , pa r la t r a n s f o r m a t i o n , u n e fonct ion h o m o g è n e 

¥[xty) d e v i e n n e <I>(X, Y ) , l es f o r m u l e s c i - d e s s u s m o n t r e n t 

q u e d e v i e n d r a , p é t a n t le d e g r é de la 

fonc t ion e n x e t y. Donc , si o{x, y) es t un cova r i an t , c 'est-à-

dire u n e fonc t ion q u i , a p r è s la t r a n s f o r m a t i o n , n e diffère q u e 

par u n e p u i s s a n c e d e A d ' u n e s e m b l a b l e fonc t ion d e X e t Y ; 

é v i d e m m e n t 9 ( 7 3 , — c) n e différera d e m ê m e , a p r è s la t r a n s ­

f o r m a t i o n , q u e par u n e p u i s s a n c e de A d ' u n e fonc t ion s e m ­

b lab le d e X , et Y,. Ce sera d o n c u n c o n t r e v a r i a n t . 

Au l i eu de d i r e q u e les s y m b o l e s d i f fé ren t ie l s s e t r ans fo r ­

m e n t par s u b s t i t u t i o n i n v e r s e par r a p p o r t à x, y, n o u s p o u -



v o n s d o n c d i r e q u ' i l s se t r a n s f o r m e n t par la m ê m e s u b s t i t u ­

t ion q u e y e t — x; e t s i , d a n s la fo rme p r i m i t i v e o u dans un 

de ses c o v a r i a n t s , n o u s r e m p l a ç o n s x e t y pa r 

n o u s a u r o n s un s y m b o l e q u i p o u r r a ê t r e e m p l o y é p o u r d o n ­

n e r n a i s s a n c e à d e n o u v e a u x c o v a r i a n t s , c o m m e n o u s l ' avons 

e x p l i q u é p lus h a u t . N o u s p o u v o n s auss i s u b s t i t u e r 

à la p lace de x e t y, et o b t e n i r a ins i un n o u v e a u c o v a r i a n t . 

L e s e x e m p l e s s u i v a n t s feront su f f i s ammen t c o m p r e n d r e l ' e s ­

p r i t de ce t t e m é t h o d e . 

EXIMPIJC 1. — Trouve?* un invariant (T une forme quadratique ou, d'un 

système de deux jormes quadratiques. 

Supposons que, par la transformation, ax- 4- -lùxy + ey1 devienne 

puisque - se transforment suivant la même règle que x et y , 

le symbole 

deviendra, par la transformation, 

En l'appliquant à la forme elle-même, on a 

ce qui fait voir que ac — tr est un invariant; en l'appliquant a 

el à sa transformée, on a 

et Ion voit que ac' a'e — ?./;// est un invariant. On peut \oir aussi 
que la fonction 



est un covariant, mais c'est simplement la Forme elle-même multipliée 
par fie — lr. 

K \KMl»LK 11. — Toute forme binaire de degré pair a un invariant du 

second ordre par rapport aux coefficients. 

Nous n'avons qu à substituer h la place de ol y et opérer en­

suite sur la forme. Ainsi, pour la forme biquadraliquo (//. b. c, d, e 'x. r ) 1 , 

nous trouvons (pie ae — ,\bd~\- 3r~ est un invariant; de même pour la 

forme générale {(/„, a r . .., at/_r an ,r, r}", la fonction 

est un invariant; les coetlicients numériques sont ceux du binôme, mais 

le tonne du milieu est divisé par 

Si nous appliquons cette méthode à une forme de degré impair, par 

exemple à la forme cubique 

et si nous effectuons l'opération 

le résultat est identiquement nul. Nous trouvons cependant qu'un système 

de deux formes cubiques a un invariant (ad' ~ a'd.) — 3 [bc1 — / / r ) , et, 

en général, qu'un système de deux formes de degré impair a pour inva­

riant l'expression 

qui se réduit à zéro quand les deux formes sont identiques. 

108. Q u a n d on a o b t e n u , par la m é t h o d e c i -des sus , u n i nva ­

r ian t p o u r u n e forme de d e g r é q u e l c o n q u e , on en d é d u i t i m ­

m é d i a t e m e n t , par ce l l e du n° 0 3 , un cova r i an t p o u r u n e 

forme q u e l c o n q u e d e d e g r é p l u s é l e v é . Ainsi , s a c h a n t q u e 

ae —- b- e s t l ' i nvar ian t d ' u n e fo rme q u a d r a t i q u e , f o r m o n s l ' in­

variant de l ' é m a n a n t q u a d r a t i q u e d ' u n e fonct ion q u e l c o n ­

q u e ; l ' exp re s s ion sera un cova r i an t p o u r 



t o u t e fonct ion d ' un d e g r é s u p é r i e u r au s e c o n d . De m ê m e 

é t an t un invar ian t d ' u n e fo rme du q u a t r i è m e d e g r é , n o u s en 

d é d u i r o n s q u e l ' e x p r e s s i o n 

sera un covar ian t p o u r t o u t e f o r m e d 'un d e g r é s u p é r i e u r au 

q u a t r i è m e . On vo i t a ins i q u e t o u t e fo rme a, en g é n é r a l , u n e 

s é r i e d e cova r i an t s d u s e c o n d o r d r e pa r r a p p o r t aux coeff i ­

c i e n t s et de s d e g r é s — 2 ) , 2(/i — 4 ) , — 6 ) , . . . par r a p p o r t 

aux va r i ab l e s . Ces c o v a r i a n t s p e u v e n t se c o m b i n e r e n s u i t e , 

so i t avec la f o r m e p r i m i t i v e , so i t e n t r e e u x , p o u r c o n d u i r e à 

de n o u v e a u x cova r i an t s ou i n v a r i a n t s . 

EXEMPLE I. — Une forme du quatrième degré a un invariant du troi­

sième ordre par rapport aux coefficients. 

Nous savons, en eflet, que le llessien 

ou 

est un covariant. En effectuant sur lui l'opération 

et divisant par 72. N O U S obtenons la quantité 

(lui, par suite, est un invariant. 

EXEMPLE 11. — Toute forme de degré impair a un invariant du qua­

trième ordre par rapport aux coefficients. 

En etîet, elle a un covariant quadratique . du second 

ordre par rapport aux coefficients. Le discriminant de cette forme qua­

dratique sera un invariant de la forme primitive (91) et sera du qua­

trième ordre par rapport aux coefficients. Du reste, cette démonstration 



prouve que Unité forme a un invariant du quatrième ordre; car, si nous 

prenons un des covariants de degré pair obtenus ci-dessus, son invariant 

du deuxième ordre sera du quatrième par rapport aux coefficients de la 

forme primitive. Mais, si la forme est de de.^ré pair, il peut arriver que 

l'invariant ainsi obtenu soit simplement le carré d'un invariant du second 

ordre. 

EXEMPLE III. — Trouver l invariant du quatrième ordre d'une forme 

cubique. 

Le Hessien est 

ou 

L'expression 

est un invariant de la forme cubique; en effet, c'est son discriminant 

109 . T o u t i nva r i an t d ' u n e fo rme b i n a i r e p e u t d o n n e r n a i s ­

s a n c e à un cova r i an t . N o u s p o u v o n s , en effet (101 ), en d é d u i r e 

l ' évec t an t . . . , qu i es t un c o n t r e v a r i a n t , e t , en y r e m ­

p laçan t \ et r, pa r r e t — x, n o u s a v o n s un cova r i an t . A i n s i , 

du d i s c r i m i n a n t c i -des sus d ' u n e fo rme c u b i q u e , n o u s d é d u i ­

r o n s l ' é v e c t a n t 

et , pa r s u i t e , la fo rme c u b i q u e a d m e t le covar ian t 

110. Équation différentielle. — S o i t n le d e g r é d ' u n e f o r m e 

b i n a i r e , 0 ce lu i de l ' un de ses invar ian t s par r a p p o r t aux e o e i -

c i e n l s ; le poids ( 3 3 ) d e c h a q u e t e r m e de l ' i nvar ian t es t c o n ­

s t an t et égal à Si n o u s c h a n g e o n s x e n Ix sans faire va­

r ier j , ce q u i es t u n e t r ans fo rmat ion l i n é a i r e , l ' i nvar ian t d o i t , 

8 



par dé f in i t ion , r e s t e r le m ô m e ou du m o i n s ê t r e s i m p l e m e n t 

m u l t i p l i é par u n e p u i s s a n c e de 1 q u i , dans ce cas , e s t le 

m o d u l e de la t r a n s f o r m a t i o n . On d é m o n t r e r a , c o m m e au n° 34, 

q u e la s o m m e d e s i nd ices de c h a q u e t e r m e es t c o n s t a n t e . 

L ' i nva r i an t doi t auss i r e s t e r le m ê m e si Ton c h a n g e x en y 

e t y en x , t r a n s f o r m a t i o n l i néa i r e d o n t le m o d u l e es t — t . Cet te 

s u b s t i t u t i o n r e v i e n t à c h a n g e r c h a q u e coeff ic ient arjen an_f/: 

O n a d o n c , p o u r la s o m m e d e s i n d i c e s , 

d ' o ù 

COROLLAIRE, n e t 0 n e p e u v e n t pas ê t r e t o u s d e u x i m p a i r s , 

p u i s q u e l e u r p r o d u i t es t pa i r , c ' e s t - à - d i r e q u ' u n e fo rme b i ­

na i r e d e d e g r é i m p a i r n e p e u t pas avo i r d ' i nva r i an t de d e ­

g ré i m p a i r . 

1 1 1 . L e s p r i n c i p e s c i -dessus n o u s p e r m e t t e n t d ' é c r i r e i m ­

m é d i a t e m e n t la p a r t i e l i t t é r a l e d ' u n inva r i an t d o n t l ' o r d r e es t 

c o n n u ; car , l ' o r d r e é t an t d o n n é , le p o i d s l ' e s t é g a l e m e n t . Si 

l ' on d e m a n d a i t , pa r e x e m p l e , de ca l cu l e r p o u r u n e f o r m e du 

q u a t r i è m e d e g r é u n inva r i an t d u t r o i s i è m e o r d r e , son p o i d s 

se ra i t 6 , e t s e s t e r m e s 

l e s coeff ic ients A, B , . . . r e s t a n t à d é t e r m i n e r . Le l e c t e u r r e ­

m a r q u e r a qu ' i l y a a u t a n t d e t e r m e s d a n s l ' invar ian t q u e de 

m a n i è r e s d i f fé ren tes de c o m p o s e r le n o m b r e 6 avec t ro i s n o m ­

b r e s c o m p r i s e n t r e o e t 4 ; e t , en g é n é r a l , q u ' u n invar ian t r en ­

f e rme a u t a n t de t e r m e s qu ' i l y a de m a n i è r e s de c o m p o s e r le 

n o m b r e qu i r e p r é s e n t e son p o i d s , avec 0 n o m b r e s c o m ­

pr i s e n t r e o e t . M . 

N o u s d é t e r m i n e r o n s les coeff ic ients d ' a p r è s c e t t e c o n s i d é ­

r a t i o n , q u ' u n invar ian t ne d e v a n t pas c h a n g e r si l 'on r e m ­

p lace x par x + 1 ou y par y-\ \ do i t , c o m m e au n" 3î), 



sat isfaire aux d e u x é q u a t i o n s d i f fé ren t ie l l es : 

l ' é q u a t i o n p r i m i t i v e é t a n t c e n s é e é c r i t e a v e c l e s coef f ic ien ts du 

b i n ô m e . Dans la p r a t i q u e , u n e s e u l e de ces é q u a t i o n s suffit, 

car la d e u x i è m e s ' en d é d u i t e n c h a n g e a n t c h a q u e coeff ic ient 

(i^ e n a n _ v . I l suffit d o n c de faire u sage d e l ' u n e d ' e l l e s , 

p o u r v u q u e l 'on a i t so in de r e n d r e d ' avance la fonc t ion s y m é ­

t r i q u e pa r r a p p o r t à x e t y; c ' e s t - à - d i r e p o u r v u q u ' e l l e n e 

c h a n g e pas o u t o u t au p l u s c h a n g e de s i g n e (*) l o r s q u e l 'on 

r e m p l a c e af/ par an__y, e t c e t t e c o n d i t i o n sera t o u j o u r s r e m ­

pl ie si l 'on a so in q u e le p o i d s d e l ' invar ian t so i t c e lu i q u e 

n o u s v e n o n s d ' i n d i q u e r . Ains i dans l ' e x e m p l e q u i p r é c è d e , si 

n o u s e f fec tuons s u r l ' e x p r e s s i o n kak « 2 a 0 -f-... l ' opé ra t i on 

il v i e n t 

e t , en p r e n a n t A — i , on a p o u r les a u t r e s coeff ic ients B = — i , 

1) ~ C — : — i , E - z — r, e t p o u r l ' i nva r i an t l u i - m ê m e 

112. E n c h e r c h a n t , par c e t t e m é t h o d e , à d é t e r m i n e r u n i n ­

var ian t d ' u n o r d r e d o n n é , n o u s a v o n s à c a l c u l e r d e s coeffi-

( * ) L e c h a n g e m e n t d e x e n y e t d e y e n x r e v i e n t à u n e t r a n s f o r m a t i o n l i ­

n é a i r e a y a n t p o u r m o d u l e 

T o u t i n v a r i a n t q u i , d a n s l a t r a n s f o r m a t i o n , s e t r o u v e m u l t i p l i é p a r u n e p u i s ­

s a n c e i m p a i r e d u m o d u l e , c h a n g e d o n c d e s i g n e l o r s q u e l ' o n p e r m u t e x e t y ; 

l e s i n v a r i a n t s d e c e t t e e s p è c e s o n t a p p e l é s invariants fauches. 

8. 



d e n t s i n c o n n u s A, B, C , . . . , c l n o u s y p a r v e n o n s à l 'a ide d 'un 

ce r ta in n o m b r e d e c o n d i t i o n s d é d u i t e s de l ' é q u a t i o n d i f fé ren­

t i e l l e . Si le n o m b r e d e ces c o n d i t i o n s s u r p a s s e ce lu i d e s coef­

f ic ients i n c o n n u s , la fo rma t ion de l ' i nva r i an t sera i m p o s s i b l e 

en g é n é r a l ; s'il lui es t égal , on n ' au ra q u ' u n i n v a r i a n t ; s'il es t 

m o i n d r e , on en o b t i e n d r a p l u s i e u r s . Mais n o u s a v o n s vu q u e 

le n o m b r e des t e r m e s de l ' i nva r i an t , q u i s u r p a s s e d ' u n e u n i t é 

ce lu i d e s coef f ic ien ts , e s t égal au n o m b r e d e d é c o m p o s i t i o n s 

p o s s i b l e s du po ids en 0 n o m b r e s c o m p r i s e n t r e o et n. 

L ' e f f e t de 1 ' o p é ra t io n a 0 . . es t é v i d e m m e n t de d i m i n u e r 

le p o i d s d ' u n e u n i t é ; le n o m b r e des c o n d i t i o n s à r e m p l i r es t 

d o n c égal au n o m b r e de d é c o m p o s i t i o n s de en 0 

n o m b r e s c o m p r i s e n t r e o e t ?i. A i n s i , d a n s l ' e x e m p l e du 

n° 1 1 1 , le n o m b r e d e s c o n d i t i o n s e m p l o y é e s p o u r t r o u v e r A, 

B , . . . es t égal au n o m b r e de d é c o m p o s i t i o n s p o s s i b l e s du 

n o m b r e 5 en u n e s o m m e de t ro is n o m b r e s c o m p r i s e n t r e o 

et 4 i n c l u s i v e m e n t . Pa r c o n s é q u e n t , p o u r r e c o n n a î t r e en g é ­

né ra l si l 'on p e u t t r o u v e r , p o u r u n e f o r m e b i n a i r e , un i n v a ­

r ian t de l ' o r d r e 0, et s'il y en a p lu s d ' u n , il faut e x a m i n e r d e 

c o m b i e n de m a n i è r e s l e s d e u x n o m b r e s p e u ­

v e n t ê t r e d é c o m p o s é s en 0 n o m b r e s c o m p r i s e n t r e o et n : 

c 'es t s u r ce p r i n c i p e q u e M. Cayley a basé s e s r e c h e r c h e s s u r 

le n o m b r e d e s invar ian t s des fo rmes b i n a i r e s . 

1 1 3 . L e s m ê m e s r a i s o n n e m e n t s s ' a p p l i q u e n t aux c o v a r i a n t s . 

Un cova r i an t do i t , c o m m e la fo rme p r i m i t i v e e l l e - m ê m e , r e s t e r 

inva r i ab le si l 'on c h a n g e x en px, e t , en m ê m e t e m p s , c h a q u e 

c o e f f i c i e n t ^ en f / a „ . Si le coeff ic ient d ' u n e p u i s s a n c e x'J' de x, 

dans le cova r i an t , es t arj b 0 c y . . . , il es t clair , c o m m e c i -des sus , 

(jue la s o m m e p. -t- a -f- p - l - . . . do i t ê t r e c o n s t a n t e p o u r t ous 

les t e r n i e s , e t n o u s p o u v o n s l ' appe le r le pouls du cova r i an t . 

En o u t r e , p o u r q u e le covar i an t n e c h a n g e pas l o r s q u e l 'on 



p e r m u t e x e t y, on do i t avoi r 

p é t a n t le d e g r é du cova r i an t en x e t y; pa r c o n s é q u e n t , 6 

é t an t T o r d r e d u cova r i an t par r a p p o r t a u x coef f ic ien ts , on a i m ­

m é d i a t e m e n t p o u r son p o i d s ^[nO + p)> Si l 'on d e m a n d e , pa r 

e x e m p l e , u n cova r i an t q u a d r a t i q u e d ' u n e fo rme c u b i q u e q u i 

so i t du d e u x i è m e o r d r e par r a p p o r t a u x coef f ic ien ts , on a n = 3. 

0 = i , p = 2 , e t le p o i d s es t 4. On a d o n c , p o u r les t e r m e s 

q u i m u l t i p l i e n t x7, ce H- (3 = 2 , e t ces t e r m e s s e r o n t a7a0eta,a,: 

d e m ê m e , les t e r m e s q u i m u l t i p l i e n t xy s e r o n t a5a0f v.i 

c e u x q u i m u l t i p l i e n t / 2 , a?>ai<f a,a2; on d é t e r m i n e a ins i la pa r t i e 

l i t t é r a l e d ' u n cova r i an t : les coeff ic ients s ' o b t i e n d r o n t comm** 

on va le voi r c i - a p r è s . 

114 . Il r é s u l t e d e la déf in i t ion du covar i an t q u e l 'on do i t 

p a r v e n i r au m ê m e r é su l t a t , so i t en y c h a n g e a n t e en x + ) . r , soiî 

en ef fec tuant d ' abo rd c e t t e s u b s t i t u t i o n dans la f o rme p r i m i ­

t ive , e t c a l c u l a n t e n s u i t e le cova r i an t de la t r a n s f o r m é e . Mais 

ce c h a n g e m e n t dans la f o r m e p r i m i t i v e r e v i e n t ( 3 9 ) à c h a n g e r 

«, en a, e n a, -4- iax 1 -f- a0ÏÏ,. . . . La s u b s t i t u t i o n 

de x -4- ly à x dans le cova r i an t r e v i e n d r a d o n c auss i à y r e m ­

placer a{ par a{ -h l a a y . . . . Soi t 

le cova r i an t : e x p r i m o n s q u e c e s d e u x m a n i è r e s d ' o p é r e r s o n t 

é q u i v a l e n t e s , et b o r n o n s - n o u s a u x t e r m e s q u i m u l t i p l i e n t 1. 

En d é s i g n a n t , c o m m e au n ° 4 i , par l ' ab rév ia t ion l ' opé ra t i on 

il v i en t 



Désignant de m ê m e pa r l ' opé ra t ion 

n o u s a u r o n s auss i 

N o u s v o y o n s ainsi q u ' e n s u p p o s a n t A 0 d é t e r m i n é de m a n i è r e 

à sat isfaire à l ' é q u a t i o n [ e n d ' a u t r e s t e r m e s , A t ) doi t 

ê t r e u n e fonc t ion d e s d i f fé rences d e s r a c i n e s ( 3 9 ) ] , t o u s les 

a u t r e s t e r m e s du cova r i an t s e r o n t c o n n u s . Le covar i an t se ra , 

en effet, 

i l faut r e m a r q u e r q u e le p o i d s du cova r i an t é t a n t 

ce lu i du t e r m e A„ es t p u i s q u ' o n lui a jou tan t p on 

do i t r e t r o u v e r ce lu i du cova r i an t . Ce t e r m e A 0 , d o n t t o u s ies 

a u t r e s d é r i v e n t , a é t é a p p e l é par M. R o b e r l s la source du 

cova r i an t . M. K o b e r t s r e m a r q u e auss i q u e la s o u r c e du p r o ­

d u i t de d e u x cova r i an t s n ' e s t a u t r e q u e le p r o d u i t d e l e u r s 

s o u r c e s r e s p e c t i v e s . Car, si n o u s m u l t i p l i o n s le covar ian t c i -

d e s s u s pa r 

n o u s a v o n s , a ins i qu ' i l es t facile de le vér i f ie r , 

Par c o n s é q u e n t , si n o u s c o n n a i s s o n s q u e l q u e r e l a t ion e n t r e 

p l u s i e u r s fonc t ions A 0 , B0, C 0 . . . de s d i f fé rences des r a c i n e s , la 

m ê m e re la t ion s u b s i s t e r a e n t r e les cova r i an t s qu i en d é r i v e n t . 



EXEMPLE I. — Trouver le covariant, quadratique d'une forme cubique. 

Nous avons vu, n° 113, que A0 est de la forme a.,aa -h Br/, ar Effectuons 

l'opération 

il vient 

d'où 

Effectuons maintenant sur A0 l'opération 

nous avons 

Effectuons de nouveau la même opération sur A,, et il vient 

Le covariant cherché est donc 

EXEMPLE IL — Trouver, pour une forme cubique, un covariant du 

troisième ordre par rapport aux variables et aux coefficients. 

Dans ce cas, on a // — 3, 6 = 3, La somme des indices 

dans le coefficient de r ' sera 3, et ce coefficient sera de la forme 

Effectuant l'opération 

il vient 

En prenant A ~_ i, nous aurons 

Effectuant sur A0 trois fois de suite l'opération 

nous aurons les autres coefficients et le covariant sera ( 1 0 9 ) 



115 . N o u s a v o n s vu q u ' u n e fo rme a a u t a n t de cova r i an t s du 

d e g r é p par r a p p o r t a u x va r i ab l e s , e t d e l ' o rd re 0 par r a p p o r t 

aux coef f ic ien t s , qu ' i l y a de fonc t i ons A„ d o n t le po ids so i t 

e t q u i sa t i s fassent à l ' équa t i on e t , de 

m ê m e q u ' a u n° 112, n o u s v o y o n s q u e le n o m b r e de ces fonc ­

t i ons es t égal à la d i f férence e n t r e les n o m b r e s de d é c o m p o s i t i o n s 

de et e n 0 n o m b r e s c o m p r i s e n t r e 

o e t n i n c l u s i v e m e n t . On p e u t r e m a r q u e r q u e p n e p e u t ê t r e 

i m p a i r q u e si n e t 0 le s o n t t ous d e u x . L e s fo rmes d e d e g r é 

impa i r o n t d o n c s e u l e s d e s cova r i an t s de d e g r é impa i r par 

r a p p o r t a u x coeff ic ien ts , e t ils s o n t auss i d e d e g r é impa i r par 

r a p p o r t a u x va r i ab l e s . 

1JG. Les r é s u l t a t s du n° 114 p e u v e n t ê t r e p r é s e n t é s un p e u 

d i f f é r e m m e n t . L ' o p é r a t i o n e x é c u t é e s u r u n e fo rme 

q u e l c o n q u e , é q u i v a u t à u n e c e r t a i n e o p é r a t i o n e x é c u t é e par 

d i f fé ren t ia t ion s u r l es coef f ic ien ts . Ains i , p o u r la fo rme 

on o b t i e n t le m ê m e r é s u l t a t , en e x é c u t a n t l ' u n e o u l ' au t re 

des d e u x o p é r a t i o n s D é s i g n o n s 

ce t t e d e r n i è r e par la n o t a t i o n la p r o p r i é t é d é m o n ­

t r é e c i - d e s s u s p o u r les cova r i an t s p e u t ê t r e r e p r é s e n t é e 

par l ' éga l i té E n d ' a u t r e s t e r m e s , les d e u x 

o p é r a t i o n s ou e x é c u t é e s s u r un 

covar ian t , c o n d u i s e n t au m ê m e r é s u l t a t . M. Caylcy es t par t i d e 

c e l l e p r o p r i é t é c o m m e déf in i t ion des cova r i an t s (* ); e l le e o m -

( * ) V o i r l e s M é m o i r e s d e M. C a y l e y , on Quantics, Philosnphicnl Transactions, 

a n n é e s i 8 V | e t s u i v . 



p r e n d a u s s i l e s i n v a r i a n t s , p u i s q u e l 'on a, p o u r u n i n v a r i a n t ! , 

o, e t , par s u i t e a u s s i , 

117 . On p e u t d é m o n t r e r de m ê m e q u e les f o rmes à u n 

n o m b r e q u e l c o n q u e de va r i ab les sa t i s fon t à d e s é q u a t i o n s 

d i f fé ren t ie l l es q u i p e u v e n t s ' é c r i r e 

A i n s i , p o u r la fo rme {a, b, c,f, gy h\x, j , z)\ n o u s a v o n s 

e t t o u t covar i an t do i t sa t isfa i re à c e s d e u x é q u a t i o n s : t o u t 

i nva r i an t satisfait auss i a u x é q u a t i o n s 

a ins i q u ' o n p e u t f ac i l emen t le d é m o n t r e r en r e m a r q u a n t q u e 

l ' invar ian t do i t r e s t e r le m ê m e si l 'on r e m p l a c e x pa r x - f - A y 

ou x -4- f X Z . 



ONZIÈME LEÇON. 
o 

REPRÉSENTATION SYMBOLIQUE DES INVARIANTS 

ET DES COVARIANTS. 

118 . Il n o u s r e s t e à faire c o n n a î t r e u n e q u a t r i è m e m é t h o d e 

p o u r t r o u v e r les i n v a r i a n t s e t l e s c o v a r i a n t s ; c e t t e m é t h o d e , 

d o n n é e par M. Cayley e n 1 8 4 6 [Cambridge and Dublin Ma-

thematical Journaly 1 .1 , p . 1 0 4 , e t Journal de C relie, t . X X X ) , 

n o n - s e u l e m e n t p e r m e t d ' o b t e n i r c e s f o n c t i o n s , m a i s e n c o r e 

fourn i t l e s b a s e s d ' u n s y s t è m e d e calcul r é g u l i e r à l ' a ide d u ­

q u e l e l les p e u v e n t ê t r e c o m p a r é e s e t i den t i f i é e s . 

S o i e n t xly y\; xly y2 d e u x s y s t è m e s d e va r i ab l e s qu i d o i v e n t 

ê t r e t r a n s f o r m é e s par u n e m ê m e s u b s t i t u t i o n ; il a é t é d é m o n ­

t ré q u e les d é r i v é e s s o n t t r a n s f o r m é e s par 

la s u b s t i t u t i o n i n v e r s e ( 9 7 ) ; q u e le s y m b o l e 

n e va r ie pas par la s u b s t i t u t i o n (87) ; enf in , q u e si l 'on effectue 

s u r u n e fonct ion q u e l c o n q u e de x{, y\ ; x2, y\ l ' opé ra t i on i n d i ­

q u é e pa r u n e p u i s s a n c e de ce s y m b o l e , on o b t i e n t u n c o v a ­

r iant ( 1 0 6 ) . N o u s d é s i g n e r o n s l ' e x p r e s s i o n 

par la no ta t ion a b r é g é e 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u e l 'on d o n n e d e u x f o r m e s b i n a i r e s 

U, Y, n o u s p o u v o n s i m m é d i a t e m e n t é tab l i r d e s cova r i an t s de 

ce s y s t è m e d e f o r m e s . N o u s n ' a v o n s q u ' à é c r i r e l es va r i ab le s 

d a n s U avec l ' i nd ice 1, e t dans Y avec l ' i nd ice 2, et e f fec tuer 

e n s u i t e l ' opé ra t i on i n d i q u é e par u n e p u i s s a n c e q u e l c o n q u e 

du s y m b o l e \x : le r é s u l t a t se ra un inva r i an t ou un cova r i an t . 



So ien t , pa r e x e m p l e , 

a p p l i q u o n s à ce s f o r m e s le s y m b o l e 12 q u i , d é v e l o p p é , est 

le r é s u l t a t ad -f- car — ibb' se ra un i nva r i an t c o m m u n des 

d e u x f o r m e s . E n g é n é r a l , il e s t clair q u e l e s d i f fé ren t ie l les 

m a r q u é e s de l ' i nd i ce 1 s ' a p p l i q u e n t s e u l e m e n t à U, et ce l l e s 

q u i s o n t m a r q u é e s de l ' i nd i ce 2 s e u l e m e n t à V, e t il e s t i n u ­

t i le de c o n s e r v e r les i n d i c e s a p r è s la d i f fé ren t ia t ion (*); de 

s o r t e q u e le s y m b o l e 12 , a p p l i q u é à d e u x f o r m e s de d e g r é 

q u e l c o n q u e , d o n n e le covar ian t 

Si l 'on avai t s i m p l e m e n t a p p l i q u é le s y m b o l e 12 , on aura i t eu 

le d é t e r m i n a n t d e J a c o b i q u i est u n cova­

r i an t d e s d e u x f o r m e s (95) , 

E n a p p l i q u a n t le s y m b o l e 12 à d e u x f o r m e s c u b i q u e s , on 

o b t i e n t l ' i nvar ian t 

e t , en l ' a p p l i q u a n t à d e u x f o r m e s q u e l c o n q u e s , le covar ian t 

e t a insi d e s u i t e p o u r les a u t r e s p u i s s a n c e s de 12. 

( * ) S i W e s t u n e l ' o n c t i o n c o n t e n a n t oc^y^ x^y*, n o u s o b t i e n d r o n s l e m ê m e 

r é s u l t a t s o i t e n t r a n s f o r m a n t l i n é a i r e m e n t c e s v a r i a b l e s e t s u p p r i m a n t e n s u i t e 

I o n s l e s i n d i c e s d a n s l a t r a n s f o r m é e , s o i t e n s u p p r i m a n t d ' a b o r d l e s i n d i c e s 

e t e f f e c t u a n t e n s u i t e l a t r a n s f o r m a t i o n d e x e t y . C e l a r é s u l t e i m m é d i a t e m e n t 

d e c e q u e x i y y n ^ 2 ,7 2 , x, y s o n t t r a n s f o r m é s p a r l a m ô m e s u b s t i t u t i o n . O n e n 

d é d u i t q u e s i W é c r i t c o m m e f o n c t i o n d e r , , ; , , ^ , ^ e s t u n c o v a r i a n t d e l ï e t V , 

c ' e s t - à - d i r e s i l ' e x p r e s s i o n d e s c o e f f i c i e n t s d e W e n f o n c t i o n d e c e u x d e X e t Y 

n * e s t p a s a f f e c t é e p a r l a t r a n s f o r m a t i o n , YV e s t é g a l e m e n t u n c o v a r i a n t l o r s q u e 

l ' o n f a i t a b s t r a c t i o n d e s i n d i c e s . 



119 . N o u s p o u v o n s a u s s i , pa r c e t t e m é t h o d e , o b t e n i r d e s 

i nva r i an t s e t cova r i an t s d ' u n e l 'onction u n i q u e U. 11 suffit, en 

effet, de s u p p o s e r U et V i d e n t i q u e s . Ains i , fa isons, dans 

l ' e x e m p l e de d e u x f o r m e s q u a d r a t i q u e s d o n n é au n u m é r o 

p r é c é d e n t , a —a!, b=zbf, c = c', l ' i nvar ian t 12 d e v i e n t 

z(ac — b-). De m ê m e , l ' e x p r e s s i o n d o n n é e p o u r le c o v a -
2 

r ian t 12 d 'un s y s t è m e d e d e u x fo rmes U, V d e v i e n t , en fai­

san t U ~ V, le covar ian t d ' u n e f o r m e u n i q u e 

E n g é n é r a l , l o r s q u e n o u s v o u l o n s , par ce t t e m é t h o d e , é t ab l i r 

les covar i an t s d ' u n e fonc t ion u n i q u e , n o u s a v o n s r e c o u r s à 

l 'ar t i f ice s u i v a n t : n o u s é t a b l i s s o n s d ' abord le cova r i an t d ' un 

s y s t è m e de f o r m e s d i s t i n c t e s , p u i s n o u s s u p p o s o n s q u e t o u t e s 

ces f o r m e s d e v i e n n e n t i d e n t i q u e s . L o r s q u e n o u s e m p l o i e r o n s , 

d a n s la s u i t e , d e s s y m b o l e s te l s q u e 12 sans i n d i q u e r a 

q u e l l e s fonc t ions ils s ' a p p l i q u e n t , n o u s e n t e n d r o n s s i m p l e ­

m e n t qu ' i l s 'agit d ' u n e fonc t ion u n i q u e U. N o u s o p é r e r o n s 

s u r p l u s i e u r s f o r m e s s e m b l a b l e s U,, U 2 , d a n s l e s q u e l l e s 

les va r i ab l e s s e r o n t d é s i g n é e s par xit j , , x,, j 2 , . . . , au l ieu 

de x, y, e t n o u s s u p p o s e r o n s q u ' a p r è s la d i f fé rent ia t ion on 

o m e t t o u s l e s i n d i c e s e t q u e t o u t e s les va r i ab le s , s'il en r e s t e , 

s o n t r e m p l a c é e s pa r x e t y\ 

120. P u i s q u e l 'on o m e t t o u s l e s i n d i c e s a p r è s la d i f f é ren ­

t ia t ion , on voi t i m m é d i a t e m e n t q u e le r é su l t a t e s t le m ê m e , 

q u e l l e s q u e s o i e n t l es l e t t r e s p r i m i t i v e m e n t e m p l o y é e s , e t 

q u e 12 et 34 d é s i g n e n t u n e s e u l e et m ê m e c h o s e . D an s les 

a p p l i c a t i o n s d e c e t t e m é t h o d e , n o u s a u r o n s c o n s t a m m e n t à 

(aire usage de t r a n s f o r m a t i o n s fondées s u r ce p r i n c i p e . A ins i , 

n o u s p o u v o n s m o n t r e r q u e , si n es t impa i r , le r é s u l t a t de 

l ' opé ra t ion 1 2 , a p p l i q u é e à u n e f o r m e u n i q u e , se r é d u i t à 

z é r o . Car, d ' ap r è s ce q u e n o u s a v o n s di t , 12 - .21 , m a i s 12 

e t 21 on t d e s s ignes c o n t r a i r e s , c o m m e on le voi t i m m é d i a t e m e n t 



en éc r ivan t e x p l i c i t e m e n t les t e r m e s q u e r e p r é s e n t e le s y m ­

bole abrévia t i f r â ; il en r é s u l t e q u e 12' do i t se r é d u i r e à z é r o 

q u a n d n es t i m p a i r . A ins i , le d é v e l o p p e m e n t d e 12 d o n n é à 

la fin du n° 118 se r é d u i t é v i d e m m e n t à zé ro si l 'on fa i tU = V. La 

s é r i e 12 > 12 , 12 , . . . , r e p r o d u i t les inva r i an t s et c o v a r i a n t s 

déjà o b t e n u s (107 , 108) . 11 es t facile de voir q u e l ' o p é r a t i o n 12 , 

a p p l i q u é e à la (onc t ion (a,, a[y a,,. . . ; 'x, r / \ d o n n e , q u a n d n 

es t pa i r , 

le d e r n i e r coeff ic ient d e v a n t ê t r e d ivisé par 2 , c o m m e le 

m o n t r e le m o d e de f o r m a t i o n . 

1 2 1 . L e s r é s u l t a t s p r é c é d e n t s s ' é t e n d e n t , s ans diff iculté , à 

un n o m b r e q u e l c o n q u e de f o n c t i o n s . N o u s p o u v o n s p r e n d r e 

p l u s i e u r s f o r m e s U, V, W , . . . , e t d o n n a n t aux va r i ab les d a n s 

la p r e m i è r e l ' i nd ice 1, d ans la d e u x i è m e l ' i nd ice 2 , d ans la t roi­

s i è m e l ' i nd i ce 3 , e t a ins i de s u i t e , e f fec tuer s u r e l les l ' o p é r a ­

t ion i n d i q u é e p a r l e p r o d u i t d 'un n o m b r e q u e l c o n q u e de s y m ­

b o l e s 12 , 2 3 ' , 3 / , \l\ , . . , 2 3 é t an t , c o m m e p l u s h a u t , la 

r e p r é s e n t a t i o n a b r é g é e de l ' e x p r e s s i o n 

N o u s s u p p r i m e r o n s les i nd ices a p r è s la d i f fé ren t ia t ion , e t n o u s 

a u r o n s a ins i u n cova r i an t du s y s t è m e d e fo rmes d o n n é e s q u i 

se r é d u i r a à un inva r i an t , s'il a r r ive qu ' i l n e r e s t e p l u s a u c u n e 

p u i s s a n c e de x e t y a p r è s la d i f f é r en t i a t i on ; un n o m b r e q u e l ­

c o n q u e de ces f o r m e s , U, Y, W , . . . , p e u v e n t ê t r e i d e n t i q u e s , 

e t , d a n s le cas q u e n o u s c o n s i d é r e r o n s le p l u s s o u v e n t , c ' e s t -

à - d i r e l o r s q u ' i l s 'agira d ' u n e s e u l e f o r m e , les fonc t ions U,, U„ 

II,, . , s u r l e s q u e l l e s on o p é r e r a , n e d i f fé re ron t q u e pa r les 

i n d i c e s d e s v a r i a b l e s . 

11 es t c la ir q u e , d a n s ce t t e m é t h o d e , le d e g r é du r é s u l t a t par 



r a p p o r t a u x coef f ic ien ts sera t o u j o u r s égal a u n o m b r e des 

f igures q u i se t r o u v e n t d a n s le s y m b o l e . Car, si t o u t e s les 

f o n c t i o n s é t a i e n t d i s t i n c t e s , la fonct ion a ins i o b t e n u e c o n t i e n ­

dra i t é v i d e m m e n t au p r e m i e r d e g r é les coeff ic ients de c h a ­

c u n e d e s f o r m e s U, V, W , e t , l o r s q u e ces d e r n i è r e s s e ­

r o n t s u p p o s é e s i d e n t i q u e s , le d e g r é par r a p p o r t a u x coeff ic ients 

se ra égal au n o m b r e d e s fonc t ions l ,, U,, U 3 , . . . , s u r l e s ­

q u e l l e s n o u s o p é r o n s . Ains i , les e x p r e s s i o n s t e l l e s q u e 12/' , 

c o n s i d é r é e s c i - d e s s u s , s e r o n t t o u t e s d u d e u x i è m e d e g r é par 

r a p p o r t aux coef f ic ien t s . 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t qu ' i l s ' ag isse de t r o u v e r le d e g r é par 

r a p p o r t à x e t r , e t q u e les f o r m e s s o i e n t d ' a b o r d d i s t i n c t e s , 

U é t a n t du d e g r é /i , V du d e g r é n'9 W du d e g r é n", e t a insi 

de s u i t e ; s u p p o s o n s e n c o r e q u e , d a n s le s y m b o l e , la f igure i 

se r e n c o n t r e a fois, la f igure 2 ;3 fois, e t c . ; p u i s q u e U es t dif-

f é r en t i é ce fois, V [3 fois, e t c . , le r é s u l t a t se ra du d e g r é 

Q u a n d les fo rmes s o n t i d e n t i q u e s , s'il y a p f igures dans le 

s y m b o l e s u r l e q u e l n o u s o p é r o n s , le d e g r é du r é su l t a t en x 

et y s e ra 

et si r d é s i g n e le n o m b r e d e s fac teurs te l s q u e 1 2 q u i c o m ­

p o s e n t l e s y m b o l e , il e s t é v i d e n t q u e 

Enf in , si l 'on v e u t o b t e n i r u n inva r i an t , on do i t avoi r 

122. P o u r j e t e r p l u s d e c la r té s u r les p r i n c i p e s p r é c é d e n t s , 

n o u s a l lons r e c h e r c h e r q u e l s s o n t t o u s les i nva r i an t s p o s s i b l e s 

du t r o i s i è m e d e g r é par r a p p o r t aux coef f ic ien ts . P u i s q u e l e u r 

s y m b o l e n e p e u t c o n t e n i r q u e t r o i s f igures , sa fo rme la p l u s 

g é n é r a l e est 1 2 ^ . ? . 3 ' \ 3 i v , e t , p o u r q u e l 'on ait u n inva r i an t , 



il faut q u e 

La fo rme g é n é r a l e q u e n o u s a v o n s à e x a m i n e r es t d o n c 

( ï ? . . 2 3 . 3 i ) y . Si a e s t impa i r , le r é s u l t a t se r é d u i t i d e n t i q u e ­

m e n t à z é r o ; car en p e r m u t a n t , c o m m e au n° 120 , l es figures i 

et 2, n o u s a v o n s 

m a i s c e s d e u x e x p r e s s i o n s o n t de s s i g n e s c o n t r a i r e s . Il en 

r é s u l t e q u e t o u s les inva r i an t s du t r o i s i è m e o r d r e s o n t 

c o m p r i s d a n s la f o r m u l e o ù a es t pa i r . Ainsi 

es t u n invar ian t d ' u n e f o r m e du q u a t r i è m e d e g r é , 

p u i s q u e les d i f fé ren t i a t ions s ' é l è v e n t au q u a t r i è m e o r d r e , 

es t u n inva r i an t d ' u n e fo rme du h u i t i è m e , 

d ' u n e fo rme du d o u z i è m e , e t a ins i de s u i t e , l es 

fo rmes de d e g r é 4 m ayant s e u l e s d e s i n v a r i a n t s du t r o i s i è m e 

o r d r e p a r r a p p o r t a u x coef f ic ien ts . Si n o u s d é s i r o n s m a i n t e ­

n a n t c a l cu l e r l ' un d ' e u x , par e x e m p l e n o u s é c r i ­

r o n s , p o u r p l u s d e s i m p l i c i t é , p o u r 

et n o u s a u r o n s à e f fec tuer le p r o d u i t 

Dans le r é s u l t a t , n o u s n e t i e n d r o n s pas c o m p t e d e s i n d i c e s e t 

n o u s r e m p l a c e r o n s par o u , si n o u s o p é r o n s s u r 

u n e fo rme d u q u a t r i è m e d e g r é , pa r a0 coeff ic ient de x*. L e dé ­

v e l o p p e m e n t p e u t ê t r e a b r é g é par d i v e r s ar t i f ices q u ' u n peu 

de p r a t i q u e s u g g é r e r a sans diff icul té , m a i s n o u s n e p e n s o n s 

pas qu ' i l so i t n é c e s s a i r e de les m e n t i o n n e r ic i , e t n o u s n o u s 

c o n t e n t e r o n s d e d o n n e r le r é s u l t a t du d é v e l o p p e m e n t d e s 

t ro i s i nva r i an t s d o n t il s 'agi t . e s t l ' i nvar ian t d ' u n e 

fo rme du q u a t r i è m e d e g r é déjà o b t e n u ( 1 0 8 , E x e m p l e I, 



et 1 1 1 ) : 

d o n n e 

e t 

1 2 3 . Bien qu ' i l n 'y ait d ' a u t r e t y p e d ' inva r i an t d u t r o i s i è m e 

o r d r e q u e ce lu i q u e n o u s v e n o n s d ' i n d i q u e r , il ex i s t e u n 

n o m b r e indéf in i de c o v a r i a n t s ; le p l u s s i m p l e es t 12 . i 3 , d o n t 

le d é v e l o p p e m e n t es t 

L o r s q u ' o n l ' a p p l i q u e à u n e fo rme du t r o i s i è m e d e g r é , il d o n n e 

l ' é v e c t a n t déjà o b t e n u ( 1 0 9 ) . 

L e t y p e géné ra l d e s inva r i an t s du q u a t r i è m e o r d r e , par r a p ­

p o r t aux coef f ic ien ts , e s t Ains i 

le d i s c r i m i n a n t d ' u n e fo rme c u b i q u e es t r e p r é s e n t é par la 

no t a t i on ; ma i s n o u s n e p o u v o n s e n t r e r ici 

dans de p l u s g r a n d s dé ta i l s s u r ce su je t . 

124. L e s p r i n c i p e s q u e n o u s v e n o n s de p o s e r f o u r n i s s e n t 

u n e d é m o n s t r a t i o n facile d ' u n t h é o r è m e r e m a r q u a b l e dû à 



M. H e r m i t e , e t q u e n o u s d é s i g n e r o n s s o u s le n o m de loi de 

réciprocité : Le nombre des invariants du nième ordre par rap­

port aux coefficients que possède une forme binaire de de­

gré p est égal au nombre des invariants de l'ordre p que pos­

sède une forme de degré n. N o u s a v o n s déjà fait vo i r q u e 

si u n s y m b o l e . . . , r e p r é s e n t e un i nva r i an t de 

l ' o rd r e p pa r r a p p o r t a u x coeff ic ients d ' u n e fo rme d e d e g r é n, 

le n o m b r e d e s figures i , 2 , 3 , . . . , e s t /?, e t c h a c u n e d ' e l l e s 

s'y t r o u v e r é p é t é e n fois . Mais n o u s p o u v o n s c a l c u l e r pa r la 

m é t h o d e du n° 103 un invar ian t 

en r e m p l a ç a n t c h a q u e s y m b o l e te l q u e 34 , par la d i f férence de 

d e u x r a c i n e s (y — <î). Ce d e r n i e r es t u n inva r i an t d ' u n e f o r m e 

d e d e g r é p, p u i s q u ' i l y a pa r h y p o t h è s e p r a c i n e s , e t il e s t de 

l ' o rd re n pa r r a p p o r t a u x coef f ic ien ts d e c e l t e fo rme ( 3 5 ) . 

A i n s i , pa r e x e m p l e , u n e f o r m e q u a d r a t i q u e n 'a q u ' u n i n v a ­

r i an t i n d é p e n d a n t ( a — (3)', m a i s t o u t e s se s p u i s s a n c e s s o n t 

é v i d e m m e n t d e s i n v a r i a n t s d o n t le t y p e g é n é r a l es t ( a — (3) 

P a r s u i t e , l es f o r m e s d e d e g r é pa i r o n t s e u l e s d e s i nva r i an t s 

du s e c o n d o r d r e par r a p p o r t a u x coef f ic ien t s , et l e u r s y m b o l e 

es t De m ê m e , les f o r m e s c u b i q u e s n ' o n t d ' a u t r e i n v a ­

r i an t q u e le d i s c r i m i n a n t e t s e s 

p u i s s a n c e s ; ce d i s c r i m i n a n t es t du q u a t r i è m e o r d r e par r a p ­

p o r t aux coef f ic ien t s . Pa r s u i t e , l e s f o rmes de d e g r é ^m o n t 

s e u l e s d e s i n v a r i a n t s c u b i q u e s d o n t le t y p e g é n é r a l es t 

N o u s d é m o n t r e r o n s q u e lés f o r m e s du q u a ­

t r i è m e d e g r é o n t d e u x inva r i an t s i n d é p e n d a n t s , l ' un du 

d e u x i è m e , l ' a u t r e du t r o i s i è m e o r d r e par r a p p o r t a u x coeffi­

c i e n t s , e t pa r s u i t e t o u t e p u i s s a n c e d e l ' un m u l t i p l i é e p a r u n e 

p u i s s a n c e d e l ' au t r e es t un i nva r i an t . On en d é d u i t q u e les 

f o rmes d u q u a t r i è m e d e g r é o n t a u t a n t d ' i n v a r i a n t s de l ' o r d r e p 

q u e l ' é q u a t i o n ix - f - 3 j = p a d m e t de s o l u t i o n s e n t i è r e s . 

C'est par s u i t e é g a l e m e n t le n o m b r e d e s i nva r i an t s du q u a ­

t r i è m e o r d r e q u e p e u t avo i r u n e f o r m e d e d e g r é p. 

125 . M. H e r m i t e a d é m o n t r é q u e s o n t h é o r è m e s ' a p p l i q u e 

é g a l e m e n t a u x cova r i an t s d ' un d e g r é d o n n é en x e t y ; c ' e s t -

9 



à -d i r e q u ' u n e f o r m e d e d e g r é n p o s s è d e a u t a n t de cova r i an t s 

d e l ' o r d r e p par r a p p o r t aux coef f ic ien ts q u ' u n e f o r m e de d e ­

g ré p p o s s è d e d e cova r i an t s de l ' o r d r e n. E n effet, c o n s i d é ­

r o n s u n s y m b o l e , c o n t e n a n t p figures, la figure i 

y e n t r a n t a fois , la f igure i b fois , e t a ins i d e s u i t e . N o u s 

a v o n s p r o u v é q u e le d e g r é de ce cova r i an t en x et jr es t 

(A^ _ a) -h {n — / > ) - { - . . . ; m a i s n o u s p o u v o n s f o r m e r la f o n c ­

t ion s y m é t r i q u e 

e l le sera ( 1 0 4 ) un cova r i an t de la fo rme de d e g r é p, qu i a p o u r 

r a c i n e s a, ( 3 , . . . ; c h a q u e r ac ine e n t r a n t dans c e t t e e x p r e s s i o n 

au d e g r é n, ce cova r i an t se ra d u n'ème o r d r e par r a p p o r t aux 

coeff ic ien ts , e t il c o n t i e n d r a é v i d e m m e n t x e t r au m ê m e d e g r é 

q u e p r é c é d e m m e n t , savo i r ( n — a) H - [n — b) H - . . . . A i n s i , pa r 

e x e m p l e , l e s s e u l s cova r i an t s q u e p o s s è d e u n e f o r m e q u a d r a ­

t i q u e s ' o b t i e n n e n t en m u l t i p l i a n t u n e p u i s s a n c e d e la f o rme 

pa r u n e p u i s s a n c e de son d i s c r i m i n a n t , e t l e u r t y p e géné ra l 

es t 

L e u r d e g r é pa r r a p p o r t a u x coeff ic ients es t ip -h q, e t par 

r a p p o r t à x e t j , iq. N o u s e n c o n c l u r o n s q u e t o u t e f o r m e de 

d e g r é ip-\-q a u n cova r i an t d u d e u x i è m e o r d r e par r a p p o r t 

aux coef f ic ien ts , e t du d e g r é iq pa r r a p p o r t à x e t j , le s y m ­

b o l e d e ces c o v a r i a n t s é t a n t L o r s q u e q = i, n o u s r e ­

t r o u v o n s le t h é o r è m e du n° 108 : t o u t e f o r m e d e d e g r é impa i r 

a u n cova r i an t q u a d r a t i q u e . 

126. La n o t a t i o n s y m b o l i q u e p r é c é d e n t e fourn i t u n s y s t è m e 

d e ca lcu l c o m p l e t à l ' a ide d u q u e l on p e u t t r a n s f o r m e r les i n ­

v a r i a n t s et l e s c o v a r i a n t s , e t r e c o n n a î t r e l ' i d e n t i t é d e c e r t a i n e s 

e x p r e s s i o n s . N o u s d o n n e r o n s p l u s loin q u e l q u e s e x e m p l e s de 

c e s t r a n s f o r m a t i o n s ; n o u s a l l ons m o n t r e r d ' abord c o m m e n t on 

p e u t , d e l ' e x p r e s s i o n s y m b o l i q u e d ' u n e f o n c t i o n , d é d u i r e 

c e l l e d ' u n e a u t r e fonc t ion d é r i v a n t d e la p r e m i è r e par de n o u ­

v e l l e s o p é r a t i o n s . 11 es t clair q u e si n o u s a v o n s u n e fonc t ion 



d e xu sc-2, x:i,..., n o u s p a r v i e n d r o n s au m ê m e r é s u l t a t , so i t 

en s u p p r i m a n t t o u s les i n d i c e s e t d i f fé ren t ian l e n s u i t e par 

r a p p o r t à x, so i t en faisant la s o m m e d e s d é r i v é e s pa r t i e l l e s 

pa r r a p p o r t à xl9 x>, x$,..., e t s u p p r i m a n t e n s u i t e les i n d i c e s . 

La d é r i v é e par r a p p o r t à x d ' u n e e x p r e s s i o n s y m b o l i q u e r e n ­

f e r m a n t l e s figures i , 2 , 3 , . . . , s ' o b t i e n d r a d o n c en e f fec tuant 

s u r c e t t e e x p r e s s i o n l ' opé ra t i on . . . . La 

m é t h o d e se c o m p r e n d r a p l u s f a c i l e m e n t en l ' a p p l i q u a n t à u n 

cas p a r t i c u l i e r . P r o p o s o n s - n o u s pa r e x e m p l e de c a l c u l e r le 

H e s s i e n du H e s s i e n d ' u n e fo rme d o n n é e . On sait q u e le H e s -

s i e n 12 s ' o b t i e n t en e f fec tuant s u r d e u x f o r m e s i d e n t i q u e s 

U i , U 2 l ' o p é r a t i o n i n d i q u é e par le s y m b o l e (£, yî2 — £ 2Y)i) a d a n s 

l e q u e l i* e t y) d é s i g n e n t , c o m m e p l u s hau t , l e s d i f f é ren t i a t ions 

pa r r a p p o r t à x e t y. P o u r f o r m e r le H e s s i e n de 12 , n o u s a u ­

r o n s à e x é c u t e r c e t t e o p é r a t i o n s u r d e u x f o n c t i o n s s e m b l a b l e s 

—2 —2 d 
12 , 3 4 , la l e t t r e H, r e p r é s e n t a n t c e t t e fois n o n p l u s - ,— m a i s 

ClX \ 

la l e t t r e £, r e p r é s e n t a n t d e m ê m e 

On vo i t a ins i s ans p e i n e q u e l ' e x p r e s s i o n c h e r c h é e est 

o u , e n d é v e l o p p a n t , 

P o u r p r e n d r e u n e x e m p l e p l u s c o m p l i q u é , n o u s a l lons e n c o r e 

d é t e r m i n e r l ' e x p r e s s i o n s y m b o l i q u e du r é su l t a t q u e l 'on o b ­

t i e n d r a i t en e f fec tuant l ' o p é r a t i o n s u r t r o i s f o n c ­

t i o n s H , T e t U, H é t a n t le H e s s i e n ï le cova r i an t 
— 2 •—2 — 2 

i 2 . 2 3 . 3 i , et U la fo rme p r i m i t i v e . N o u s d e v r o n s d ' abord 

e m p l o y e r d e s figures d i f fé ren tes p o u r II et T , e t , dans ce b u t , 

é c r i r e 

9-



n o u s a u r o n s e n s u i t e à e f fec tue r s u r l e s t ro i s fonc t ions l ' opéra ­

t ion i n d i q u é e pa r le s y m b o l e 

d a n s l e q u e l h devra ê t r e r e m p l a c é pa r par 

et H3 par On t r o u v e a ins i , en d é v e l o p ­

pan t , l ' e x p r e s s i o n 

127 . L e s m é t h o d e s p r é c é d e n t e s s ' é t e n d e n t s ans difficulté 

à u n n o m b r e q u e l c o n q u e d e v a r i a b l e s . S o i e n t X \ y J\) %\\ Xi y 

y.,, z-r, y:•••> z-o t ro i s s y s t è m e s d e v a r i a b l e s q u i d o i v e n t ê t r e 

t r a n s f o r m é e s par u n e m ê m e s u b s t i t u t i o n . D ' a p r è s la r èg l e s u r 

la m u l t i p l i c a t i o n des d é t e r m i n a n t s , le d é t e r m i n a n t 

es t un inva r i an t q u i , pa r la t r a n s f o r m a t i o n , r e p r o d u i t u n e 

fonc t ion s e m b l a b l e m u l t i p l i é e par le m o d u l e de la t r ans fo r ­

m a t i o n . Or , si n o u s r e m p l a ç o n s xx pa r par 

n o u s o b t e n o n s u n s y m b o l e q u e n o u s é c r i r o n s 123. L o r s ­

q u e n o u s v o u d r o n s avo i r de s i nva r i an t s ou cova r i an t s d ' u n e 

fonc t ion d o n n é e U, n o u s n ' a u r o n s q u ' à e f fec tuer s u r p l u ­

s i e u r s f o n c t i o n s U,, U,, U ; J , . . . , \J(J l ' opé ra t i on i n d i q u é e par 

le p r o d u i t d e p l u s i e u r s s y m b o l e s , t e l s q u e 

e n s u p p r i m a n t t o u s les i n d i c e s a p r è s la d i f fé ren t ia t ion . Par 

e x e m p l e , si U,, U 2 , II , s o n t de s fo rmes q u a d r a t i q u e s t e r n a i r e s , 

e t q u e a, b, c, if, 2.g, ih d é s i g n e n t , c o m m e a u x n c s 72 e t 1 0 1 , 

l e s coeff ic ients d e U,, le s y m b o l e 123 d é v e l o p p é d o n n e 



e x p r e s s i o n qu i se r é d u i t , e n s u p p o s a n t l es t ro i s f o rmes i d e n ­

t i q u e s e t d iv i san t par 6 , à 

E u r e m p l a ç a n t a, coeff ic ient de x2, pa r n o u s a u r o n s 

le d é v e l o p p e m e n t de 1 2 3 a p p l i q u é à u n e fonc t ion t e r n a i r e 

q u e l c o n q u e . Ce cova r i an t e s t le Hessien de la fonc t ion . 

On v e r r a , c o m m e au n° 120, q u e les p u i s s a n c e s i m p a i r e s du 

s y m b o l e i 2 3 s e r é d u i s e n t à z é r o l o r s q u ' o n l ' a p p l i q u e à u n e 

s e u l e f o n c t i o n . N o u s d o n n e r o n s p o u r a u t r e e x e m p l e le d é v e ­

l o p p e m e n t d e 1 2 3 a p p l i q u é à la f o r m e du q u a t r i è m e d e g r é , 

La v a l e u r d e 1 2 3 es t 

128 . N o u s p o u v o n s e x p r i m e r de m ê m e d e s f o n c t i o n s c o n t e ­

n a n t d e s va r i ab l e s a, (3, y, q u i se t r a n s f o r m e n t par la s u b s t i t u ­

t ion i n v e r s e ; en effet, p u i s q u ' e l l e s se t r a n s f o r m e n t pa r la 

m ê m e s u b s t i t u t i o n q u e les d é r i v é e s le dé t e r ­

m i n a n t s y m b o l i q u e 

q u e n o u s d é s i g n e r o n s , p o u r a b r é g e r , pa r 2 1 2 , p o u r r a n o u s 



se rv i r à f o r m e r des e o n t r c v a r i a n t s ou d e s covar ian t s m i x t e s . 

Ains i U „ U 2 é t an t d e u x fo rmes q u a d r a t i q u e s t e r n a i r e s , a i 2 

d é v e l o p p é d o n n e 

et n o u s r e t r o u v o n s le c o n t r e v a r i a n t ca l cu lé au n° 101 ( E x . I I ) . 

On aura de m ê m e u n c o n t r e v a r i a n t d e la fo rme du q u a ­

t r i è m e d e g r é c i - d e s s u s en d é v e l o p p a n t le s y m b o l e aii . 

N o u s n ' a v o n s qu ' à r e m p l a c e r , dans c e s d e u x fonc t i o n s , le 

coeff icient de c h a q u e p u i s s a n c e xn de x pa r p o u r o b t e n i r 

u n s y m b o l e q u i fourn i ra un covar i an t m i x t e l o r s q u ' o n l ' a p ­

p l i q u e r a à u n e f o r m e de d e g r é p l u s é l e v é . Ains i a i 2 d é v e ­

l o p p é d o n n e 

e x p r e s s i o n q u i , a p p l i q u é e à u n e fo rme q u a d r a t i q u e , d o n n e 

s i m p l e m e n t un c o n t r e v a r i a n t , m a i s q u i , p o u r u n e fo rme de 

d e g r é s u p é r i e u r , c o n t i e n t auss i b i e n x, j , z q u e a, (3, 7 , e t , 

par s u i t e , es t u n cova r i an t m i x t e . 

E n g é n é r a l , si n o u s a v o n s l ' e x p r e s s i o n s y m b o l i q u e d ' u n i n ­

var ian t d ' u n e f o r m e b i n a i r e , n o u s n ' a u r o n s q u ' à p l ace r d e v a n t 

c h a q u e t e r m e le s y m b o l e d e c o n t r e v a r i a n t a, p o u r o b t e n i r un 

c o n t r e v a r i a n t d ' u n e fo rme t e r n a i r e de m ê m e d e g r é . 

129. Si, dans u n c o n t r e v a r i a n t , on r e m p l a c e a , [3, y par 

e t q u e l 'on o p è r e e n s u i t e s u r U, on o b t i e n t un 

cova r i an t ( 1 0 6 ) d o n t le s y m b o l e se d é d u i t de ce lu i du c o n t r e ­

va r i an t en y é c r i v a n t u n e n o u v e l l e figure à la p lace de a . Ains i 



(Je a 2 3 on d é d u i t i 2 3 ; d e a 2 3 . a ? 4 , . 12 /1 , . . . . R é c i p r o ­

q u e m e n t , s i , d ans le s y m b o l e d ' u n inva r i an t , on r e m p l a c e 

u n e f igure par le s y m b o l e a des c o n t r e v a r i a n t s , on o b t i e n t 

l ' évec t an t de ce t i nva r i an t . Ains i l ' e x p r e s s i o n 

é t an t un invar ian t d ' u n e fo rme c u b i q u e , son é v e c t a n t sera 

D a n s le cas d ' u n e fo rme b i n a i r e , c e t t e r èg l e se s i m ­

plifie : si l 'on r e m p l a c e la f igure 1 d a n s 12 pa r le s y m b o ! e 

d e s c o n t r e v a r i a n t s , c e t t e e x p r e s s i o n d e v i e n t en d é v e l o p p a n t 

ma i s £ et rt é t an t t r a n s f o r m é s par la m ê m e s u b ­

s t i t u t i o n q u e — j et x, e l le r e v i e n t à et p e u t 

a lo rs ê t r e c o m p l è t e m e n t s u p p r i m é e p u i s q u ' e l l e n e fait p i e s 

q u ' a p p o r t e r au r é su l t a t u n fac teur n u m é r i q u e . Par c o n s é q u e n t , 

si l 'on a le s y m b o l e d ' un i n v a r i a n t d ' u n e f o r m e b i n a i r e , ce lu i 

de s o n é v e c t a n t s ' en d é d u i t en s u p p r i m a n t l e s f ac teu r s qu i 

c o n t i e n n e n t u n e m ê m e f igure . Ains i le s y m b o l e 

r e p r é s e n t a n t le d i s c r i m i n a n t d ' u n e fo rme c u b i q u e , s o n é v e c ­

tan t , en s u p p r i m a n t les fac teurs q u i c o n t i e n n e n t 4, sera 

Si dans un c o n t r e v a r i a n t o n r e m p l a c e a, 3 , 7 , par 

on a un cova r i an t d o n t le s y m b o l e se d é d u i t de c e b i i 

du c o n t r e v a r i a n t en éc r ivan t à la p lace d e c h a q u e l e t t r e a u n e 

n o u v e l l e f igure différente : a ins i d e #34 on d é d u i t 134.234, 

et a ins i d e s u i t e . 

130. Le p r o c é d é d e d é r i v a t i o n e m p l o y é au n° 126 pour ' e s 



fo rmes b i n a i r e s s ' a p p l i q u e sans p e i n e à un n o m b r e q u e l c o n q u e 

de v a r i a b l e s . S u p p o s o n s pa r e x e m p l e q u e l 'on d e m a n d e , p o u r 

u n e f o r m e c u b i q u e t e r n a i r e , l ' e x p r e s s i o n d e l ' i nva r ian t q u e 

l ' on o b t i e n t e n o p é r a n t su r le H e s s i e n avec l ' évec lan t 

du n° 129 : n o u s a u r o n s à r e m p l a c e r d a n s ce d e r n i e r s y m b o l e 

&L pa r 4 -4- 5 - f - 6 e t à o p é r e r e n s u i t e s u r la fonc t ion E n 

d é v e l o p p a n t e t s u p p r i m a n t t o u s l e s t e r m e s q u i c o n t i e n n e n t 

p l u s de t r o i s fois l e s figures 4> 5? 6 , on t r o u v e p o u r l ' e x p r e s ­

s ion c h e r c h é e 

1 3 1 . N o u s a l l o n s m a i n t e n a n t m o n t r e r pa r q u e l q u e s e x e m ­

p l e s c o m m e n t les n o t a t i o n s s y m b o l i q u e s p e r m e t t e n t d e t r ans ­

f o r m e r l ' e x p r e s s i o n d e s i nva r i an t s e t d e s c o v a r i a n t s . La b a s e 

d e c e s t r a n s f o r m a t i o n s e s t , p o u r les f o rmes b i n a i r e s , l ' i d en t i t é 

s u i v a n t e 

dans l a q u e l l e D, r e p r é s e n t e , p o u r a b r é g e r , 

es t a i sé de vo i r e n effet q u ' e n d é v e l o p p a n t , l es coeff ic ients de 

x e t y s e r é d u i s e n t à z é r o . Afin d e faire m i e u x c o m p r e n d r e 

l ' u sage d e c e t t e i d e n t i t é , n o u s en d o n n e r o n s u n e p r e m i è r e 

app l i ca t i on a v e c p l u s d e déta i l qu ' i l n e se ra n é c e s s a i r e d e le 

faire e n s u i t e . 

M e t t a n t l ' é q u a t i o n s o u s la f o rme 

et é l e v a n t au c a r r é , il v i e n t 

r e l a t ion q u i es t vraie lo r s m ê m e q u e les t ro i s f o r m e s U,, IL, U 3 

s u r l e s q u e l l e s n o u s s o m m e s c e n s é s o p é r e r s o n t d i f fé ren tes . 

Mais n o u s c o n s i d é r o n s s e u l e m e n t ici le cas d ' u n e s e u l e fo rme 

e t n o u s a d m e t t r o n s q u e U,, U>, U, d e v i e n n e n t i d e n t i q u e s l o r s -



q u e Ton s u p p r i m e les i n d i c e s des v a r i a b l e s ; dans ce c a s . 

n o u s a v o n s vu (120) q u e les t r o i s e x p r e s s i o n s D ; 20 , D" 3 i , 

D'TïT d é s i g n e n t u n e s e u l e e t m ê m e c h o s e . L ' é q u a t i o n p r é c é ­

d e n t e se r é d u i t d o n c à 

Mais e n v e r t u du t h é o r è m e c o n n u s u r les fonc t ions h o m o ­

g è n e s , l ' o p é r a t i o n 1) e x é c u t é e s u r u n e fonc t ion n 'a d ' au t r e 

effet q u e d e la m u l t i p l i e r pa r u n fac teur n u m é r i q u e : d a n s le 

p r e m i e r m e m b r e d e l ' é q u a t i o n , Y): n 'affeclant q u e U 3 , qu i 

n ' e s t pas d i f fé ren t i ée , ce fac teur sera n(n — \)\ d ans le s e c o n d 

m e m b r e , D 2 , D 3 affectant d e s fonc t ions déjà d i f fé ren t iées u n e 

fois , i n t r o d u i s e n t le fac teur n — n P a r c o n s é q u e n t , en d é v e ­

l o p p a n t , s u p p r i m a n t les i n d i c e s et d iv i san t par 2.(11— 1) , n o u s 

a v o n s 

132. 11 faut r e m a r q u e r q u e t o u t e s les fois q u e la t r ans fo r ­

m a t i o n a p o u r effet de d i m i n u e r Te n o m b r e d e s figures d a n s 

le s y m b o l e , la fo rme p r i m i t i v e U doi t appa ra î t r e c o m m e fac­

t e u r d a n s l ' e x p r e s s i o n d e la f o n c t i o n . E n effet, on voi t par 

l ' e x e m p l e c i - d e s s u s q u e 1 2 . 1 3 e t 12 n e dif fèrent q u e par un 

fac teur n u m é r i q u e ; ma i s c o m m e n o u s o p é r o n s s u r t r o i s f o n c ­

t i ons U,, U 2 , U 3 e t q u e le s y m b o l e 12 n 'affecte pas U 3 , la f o n c ­

t i o n U do i t r e s t e r c o m m e fac teur , l o r s q u e l 'on s u p p r i m e les 

i n d i c e s . 

1 3 3 . E n g é n é r a l , t ou t s y m b o l e p e u t ê t r e t r a n s f o r m é de m a ­

n i è r e q u e la p u i s s a n c e la p l u s é l e v é e d ' un fac teur q u e l c o n q u e 

12 so i t p a i r e ; en effet, le s e n s du s y m b o l e n ' é t a n t pas modi f i é 

par la p e r m u t a t i o n des figures 1 e t 2, n o u s a v o n s 



et , à l 'a ide de l ' i den t i t é du n° 1 3 1 , la fonc t ion <p, — <p2 p e u t 

ê t r e t r a n s f o r m é e de m a n i è r e à d e v e n i r d iv i s ib l e par i>. A ins i , 

l o r s q u e m e s t impa i r , les d e u x e x p r e s s i o n s 1 2 . i 3 e t 1 2 

n e di f fèrent q u e par u n f ac t eu r ; car on a 

ou b i e n , n é t an t le d e g r é de la fonc t ion U s u r l a q u e l l e on 

o p è r e , 

134. N o u s p o u v o n s j o i n d r e à l ' i d e n t i t é du n° 131 la r e l a t i on 

s u i v a n t e , qu ' i l es t facile d e vér i f ier , 

e t , à l ' a ide de ces d e u x é q u a t i o n s , r é d u i r e t o u s les s y m b o l e s 

à un ce r t a in n o m b r e d e fo rmes t ypes q u e n o u s i n d i q u e r o n s 

par d e s l e t t r e s s p é c i a l e s . P o u r d e u x f ac t eu r s , n o u s a d o p t e r o n s 

c o m m e type le I l e s s i e n 

p o u r t ro i s fac teurs , 

p o u r q u a t r e f ac teurs , 

ou 

p o u r c inq fac teurs , 

ou 

p o u r s ix fac teurs , 

ou ou 

et a insi d e s u i t e . ' L e s e x e m p l e s s u i v a n t s fe ront c o m p r e n d r e 

la m a r c h e à s u i v r e p o u r ces r é d u c t i o n s . 

EXEMPLE I. — Démo/tirer (/itr si Con remplace dans une fonction U 

/; par et y par le covariant ainsi obtenu est divisible par U. 



Déterminons d'abord l'expression symbolique de ce covariant. La fonc­

tion donnée U peut s'écrire sous la forme U. Lorsqu'on 

y fait la substitution indiquée, chacun des // facteurs prend la forme 

Le covariant . . . s'exprimera donc sym­

boliquement comme produit de n facteurs 1 2 . 1 3 . 1 4 . . . , l'un des sym­

boles (celui qui dans le développement donne les dérivées d'ordre n) 

restant le môme dans tous les facteurs, tandis que l'autre doit être diffé­

rent pour chaque facteur, afin qu'après la multiplication on n'ait que des 

puissances des dérivées du premier ordre. Désignant donc 12. i3 par Q,. 

1 2 . 1 3 . 1 4 par Q 3, 1 2 . 1 3 . 1 4 . 1 a par Q p etc., nous avons à exprimer Q,, 

Q,, Q„7- . . , en fonction des formes choisies comme types. 

i° La valeur de Q, a été donnée (131 ); calculons celle de Q.. Multi­

plions l'équation 

du n° 131 par 14 ; les deux premiers termes du second membre devien­

nent identiques, le troisième s'annule, et il vient 

ou bien 

En général, tout symbole peut être condensé en remplaçant chaque couple 

de facteurs simples ayant une figure commune, tels que 1 2 . i 3 , par un 

seul facteur carré au moyen de l'équation précédente. 

2 0 Calculons maintenant Q,(. Multiplions les deux équations 

il vient, en réunissant les termes semblables, 

Il nous reste à exprimer 12 . i 3 en fonction des formes types. Elevons 

à la quatrième puissance l'équation 



nous avons, en groupant les termes semblables. 

mais, comme au n° 133 on a 

et substituant 

donc enfin 

On trouvera les valeurs de Q. et Q(. calculées, Cambridge and Dublin 

Mathematical Journal, t. I X , p. 13. 

EXEMPLE I I . — Démontrer que le Hcssien du Hessien est une fonction 

linéaire de SH et de TU. 

Nous avons trouvé (126) que l'expression de cette fonction est 

et il faut prouver que chacun de ces trois termes est réductible à la forme 

i° Commençons par 1 2 . 3 4 . i3 . Multiplions par 14 le produit des 

deux équations 

il vient 

mais en élevant au carré l'identité du n° 134, nous avons 

eL par suite, le premier membre de l'équation précédente devienl 

d'où, en réduisant, 



ou bien 

'i° Passons au terme 1 2 . 34 • i 3 . 24 . Multiplions par 12 le produit des 

deux équations 

nous avons 

d'où, en remplaçant 12 . i3 . 24 par la valeur trouvée plus haut, 

3° Considérons enfin le terme 12 . 34 . i 3 . 14 • Nous n'avons qu'à rem­

placer 1 3 . 1 4 par sa valeur tirée de l'identité du n° 131, et il vient 

et, substituant comme plus haut, 

En réunissant les trois termes, on a donc pour l'expression cherchée une 

fonction linéaire de SH et TU. 

135 . L e s m é t h o d e s p r é c é d e n t e s s ' a p p l i q u e n t a u x fo rmes con­

t e n a n t u n n o m b r e q u e l c o n q u e d e v a r i a b l e s . P o u r l e s f o r m e s 

t e r n a i r e s , on e m p l o i e r a les i d e n t i t é s 

a u x q u e l l e s on j o i n d r a les r e l a t i o n s c o r r e s p o n d a n t e s p o u r les 

c o n t r e v a r i a n t s 

P d é s i g n a n t , p o u r a b r é g e r , la fonc t ion ocx -+- p j - h y s . 



EXEMPLE I. — Trouver une relation entre les covariants du quatrième 

ordre d'une j or me ternaire du quatrième degré. 

Soient a, [3, y, S des quantités quelconques liées par la relation 

En élevant deux fois au carré, il est facile de voir que l'on a 

Appliquant cette formule à l'équation identique 

nous avons 

c'est la relation cherchée. 

EXEMPLE IL — Démontre/1 que si l'on remplace dans les émanants 

d'une forme ternaire x, r. z par 

les résultats obtenus sont de la forme 

Il est aisé de voir que l'expression symbolique de ces résultats est 

a i 2 . a i 3 . a i 4 . a i 5 . . . . Calculons les valeurs de I \ , Q 2, P 3 , Q 3 (*). 

i° Pour obtenir celle de a 12 . a i 3 , nous n'avons qu'à élever au carré 

l'équation 

et il vient 

ou bien, en désignant par H le Hessien et par G le Hessien bordé 7.12, 

2 0 Calculons maintenant a 12 . a i31. a 14 . De l'identité précédente, nous 

tirons également 

( * ) C e t t e q u e s t i o n s e p r é s e n t e d a n s l a r e c h e r c h e d e s d o u b l e s t a n g e n t e s a u x 

c o u r b e s p l a n e s [voir l ' o u v r a g e d e M . S a l m o n , Iligher plane Curves, p . 8 1 ) . 
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multipliant par a 14, deux des termes se réduisent à zéro et il reste 

Pour prouver que I 2 3 . a 2 3 . a i 4 se réduit à zéro, nous n'avons qu'a 

multiplier par 123 l'équation identique 

et ses trois termes, ne différant que par des permutations des figures 1. 

2, 3 , doivent se réduire séparément à zéro. 

136 . Dans l ' e x p o s i t i o n p r é c é d e n t e des m é t h o d e s s y m b o l i ­

q u e s n o u s a v o n s su iv i la n o t a t i o n et les p r o c é d é s p r i m i t i v e ­

m e n t e m p l o y é s par M. Cayley. N o u s a l lons m a i n t e n a n t faire 

c o n n a î t r e q u e l q u e s mod i f i ca t i ons i n t r o d u i t e s par MM. À r o n -

ho ld e t C lebsch , q u i o n t m a n i é l e s m é t h o d e s s y m b o l i q u e s avec 

b e a u c o u p d e s u c c è s , m a i s p e u t - ê t r e s a n s se r e n d r e par fa i t e ­

m e n t c o m p t e de l ' i d e n t i t é de l e u r s p r o c é d é s avec c e u x qu ' ava i t 

i m a g i n é s a n t é r i e u r e m e n t M. Cayley. I l s d é s i g n e n t l e s va r i ab l e s 

pa r Xi, x2, x 3 i . . e t l e s coeff ic ients pa r d e s i n d i c e s c o r r e s ­

p o n d a n t s a u x va r i ab le s q u ' i l s m u l t i p l i e n t . A ins i l es f o r m e s 

t e r n a i r e s d u t r o i s i è m e e t d u q u a t r i è m e d e g r é s o n t d é s i g n é e s 

pa r l e s n o t a t i o n s 2a,uXi %k x/, 2oa/m x( xu xi xm, l es n o m b r e s i, 

h, ly m y p o u v a n t r e c e v o i r l e s v a l e u r s 1 , 2 , 3 , 4- H faut r e m a r ­

q u e r q u e d a n s c e t t e n o t a t i o n = a/;ii, de t e l l e s o r t e 

q u ' e n ef fec tuant l e s s o m m e s i n d i q u é e s on o b t i e n t u n e fo rme 

é c r i t e a v e c l e s coeff ic ients du b i n ô m e . Ainsi en faisant la 

s o m m e lamXiX?, xty l es t r o i s t e r n i e s axvlx,xKx-,, anx,x2x,y 

a2[{x2x{x{ s o n t i d e n t i q u e s : il en e s t de m ê m e d e s six t e r m e s 

«123xx x-2x?>y av^xxx-x,, a-2riX-> xt x.., a, 3 , x%xzxK> a-iK-zX-sxi x->, 

ay^xzx2xXy d e t e l l e s o r t e q u e la s o m m e d é v e l o p p é e est 

E t a ins i de su i t e en g é n é r a l . M. A r o n h o l d se se r t en o u t r e , p o u r 

d é s i g n e r d ' u n e m a n i è r e a b r é g é e u n e fo rme q u e l c o n q u e , de 
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l ' e x p r e s s k m s y m b o l i q u e 

dans l a q u e l l e o n do i t , a p r è s le d é v e l o p p e m e n t , r e m p l a c e r les 

p r o d u i t s t e l s q u e a t - ^ « / p a r les coeff ic ients c o r r e s p o n d a n t s 

A ins i la fo rme c u b i q u e t e r n a i r e c i -des sus s ' écr i t 

l e s t e r m e s aK a, ax xx x{ xl9 3a{ a{ a, x{ x{ x2 - h . . . , d ans le d é ­

v e l o p p e m e n t d u c u b e d e v a n t ê t r e r e m p l a c é s pa r aiuxxxxxi9 

ZaXV2x, x, x2. . . . La fo rme aura i t é g a l e m e n t p u s ' é c r i r e 

l e s p r o d u i t s b{ bx blf c, c, c , , , . . , d e v a n t auss i ê t r e r e m p l a c é s par 

l es coeff ic ients aHl, « M 2 , . . . . La r èg l e d o n n é e pa r M. A r o n h o l d 

p o u r la fo rma t ion des i nva r i an t s c o n s i s t e à fo rmer avec aly a-2, a.,, 

b:, bly bd,. . u n ce r t a in n o m b r e de d é t e r m i n a n t s , à l es m u l t i ­

p l i e r et à r e m p l a c e r a p r è s la m u l t i p l i c a t i o n les p r o d u i t s a^ai, 

bm ba b[n . . . , pa r l es coeff ic ients a^i, a-mnp, • • . . C'est a ins i q u e 

M. A r o n h o l d a le p r e m i e r d é c o u v e r t u n invar ian t fondamen ta l 

d e la fo rme c u b i q u e t e r n a i r e en f o r m a n t le p r o d u i t d e s q u a t r e 

d é t e r m i n a n t s 

e t e f fec tuant e n s u i t e l e s s u b s t i t u t i o n s q u e n o u s v e n o n s d ' i n ­

d i q u e r . L e m ê m e inva r i an t dans la n o t a t i o n d e M. Cayley 

s ' éc r i ra i t ( 129 ) 

123. 234. 34 i . 4 1 2 -

137 . P o u r faire vo i r q u e les d e u x m é t h o d e s s o n t au fond 

i d e n t i q u e s , il suffit d e r e m a r q u e r q u e , d ' a p r è s le t h é o r è m e 

c o n n u d e s fonc t ions h o m o g è n e s , u n e fonct ion q u e l c o n q u e u du 

d e g r é n n e diffère q u e par u n fac teur n u m é r i q u e de 

de t e l l e s o r t e q u ' e n l ' éc r ivan t s o u s la f o rme 

les s y m b o l e s a„ a„. . . n e diffèrent q u e par un facteur n u -



m é r i q u e des s y m b o l e s d i f férent ie ls -? N o u s 

p a r v i e n d r o n s d o n c é v i d e m m e n t au m ê m e r é s u l t a t , so i t en fo r ­

m a n t , c o m m e M. Cayley, de s d é t e r m i n a n t s avec l e s s y m b o l e s 

d i f férent ie l s )'••<} soi t e n l e s f o r m a n t , c o m m e 

M. A r o n h o l d , avec l e s s y m b o l e s a>, a:i,... . 

T o u s d e u x font e n o u t r e u sage du m ê m e ar t i f ice . Si Ton 

m u l t i p l i e u n ce r t a in n o m b r e d e s y m b o l e s d i f fé ren t ie l s 

e t q u e l 'on o p è r e e n s u i t e s u r U, le r é s u l t a t s e ra u n e fonc t ion 

l i n é a i r e d e s d é r i v é e s de U d ' u n o r d r e égal au n o m b r e d e s fac­

t e u r s du s y m b o l e , e t de c e t t e m a n i è r e on n ' a u r a i t j a m a i s d e 

coeff ic ient d i f férent ie l à u n e p u i s s a n c e s u p é r i e u r e à la p r e ­

m i è r e . L o r s d o n c q u e l ' on d e m a n d e d e c o m p o s e r le s y m b o l e 

d ' u n e fonc t ion r e n f e r m a n t d e s p u i s s a n c e s de c e s d é r i v é e s , l ' a r ­

tifice a u q u e l r e c o u r a i t M. Cayley cons i s t a i t à é c r i r e a v e c d e s 

va r iab les d i f fé ren tes , l e s f ac teu r s d u p r o d u i t 

p o u r o p é r e r s u r p l u s i e u r s fonc t ions U„ U „ . . . , p u i s à iden t i f ie r 

ce s va r i ab l e s a p r è s la m u l t i p l i c a t i o n . D e m ê m e , M. A r o n h o l d 

e m p l o i e d a n s s e s p r o d u i t s s y m b o l i q u e s d e s s y m b o l e s d i s t i n c t s 

q u i r e p r e n n e n t la m ê m e s ignif icat ion u n e fois q u e la m u l t i ­

p l i ca t ion e s t e f f ec tuée . E n m u l t i p l i a n t l e s s y m b o l e s a,-, a/iy 

ai,..., on n e p o u r r a i t o b t e n i r q u e d e s t e r m e s r e n f e r m a n t l e s 

coeff ic ients aua à la p r e m i è r e p u i s s a n c e . P o u r e x p r i m e r s y m b o ­

l i q u e m e n t d e s fonc t i ons r e n f e r m a n t les coeff ic ients à u n d e g r é 

p l u s é l e v é , l 'ar t i f ice c o n s i s t e d o n c à faire u s a g e d e p l u s i e u r s 

s é r i e s d e s y m b o l e s ai9 a/!y ac, bif bky b i y . . . , l es p r o d u i t s ai an ai, 

bibkbi, Ci et ci,..., d é s i g n a n t t o u s le m ê m e coeff ic ien t aai. 

138 . A p r è s avo i r e x p o s é d a n s t o u s s e s dé t a i l s la m é t h o d e d e 

M. Cayley, il es t i n u t i l e d ' i n s i s t e r p l u s l o n g u e m e n t s u r u n e a u t r e 
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m é t h o d e qu i n ' e n diffère q u e par la n o t a t i o n . N o u s f e rons 

s e u l e m e n t c o n n a î t r e ici c o m m e n t M. Clebsch a d é m o n t r é q u e 

t o u t inva r i an t p e u t s ' e x p r i m e r au m o y e n d e p r o d u i t s s y m b o ­

l i q u e s . Soit 9 [a, b, c,. . . ) u n i nva r i an t d ' u n e f o r m e u n i q u e ; 

il a é t é d é m o n t r é (90 ) q u ' e n ef fec tuant s u r l u i l ' o p é r a t i o n 

on aura u n inva r i an t c o m m u n d e d e u x for­

m e s ayan t l ' u n e a, 6, c , . . . , l ' au t r e a!, b', c ' p o u r coeff ic ients 

c o r r e s p o n d a n t s . E n e f fec tuan t de m ê m e s u r ce n o u v e l i n v a ­

r i an t l ' o p é r a t i o n . . . , n o u s a u r o n s u n i n v a ­

r i an t d e t ro i s f o r m e s e t n o u s p o u r r o n s la r é p é t e r t an t q u e l e s 

coeff ic ients a, b, c,..., figureront d a n s l ' i nva r i an t . On p e u t 

d o n c , si l ' on a u n i nva r i an t d ' u n e f o r m e u n i q u e c o n t e n a n t l e s 

coeff ic ients au d e g r é p, e n d é d u i r e u n inva r i an t d ' u n s y s ­

t è m e d e p f o r m e s q u i c o n t i e n d r a les coef f ic ien ts de c h a c u n e 

d ' e l l e s au p r e m i e r d e g r é , e t Ton r e v i e n t d ' a i l l eu r s à l ' i n ­

va r i an t primitif , en s u p p o s a n t q u e les p f o r m e s r e d e v i e n n e n t 

i d e n t i q u e s ; car l ' o p é r a t i o n .-. . n e fait q u ' y i n ­

t r o d u i r e u n fac teur n u m é r i q u e . Si n o u s s u p p o s o n s , e n o u t r e , 

q u e t o u t e s les f o rmes n o u v e l l e s a ins i i n t r o d u i t e s s o n t d e s 

p u i s s a n c e s nièmes par fa i tes , n o u s p a r v e n o n s à ce r é s u l t a t q u e d e 

l ' i nvar ian t d o n n é d ' u n e f o r m e u n i q u e , on p e u t d é d u i r e u n in­

va r i an t d ' u n s y s t è m e de p f o r m e s 

e t , a ins i q u e n o u s v e n o n s d e le d i r e , o n r e v i e n t à l ' i nva r i an t 

p r i m i t i f en r e m p l a ç a n t c h a q u e coeff ic ient de s n o u v e l l e s f o r m e s 

pa r s o n c o r r e s p o n d a n t d a n s la f o rme p r i m i t i v e , e n r e m p l a ç a n t 

pa r e x e m p l e a", c", . . . , pa r l e coeff ic ient d e x'\ d ans la 

f o r m e p r i m i t i v e . L e s inva r i an t s d e s fonc t ions 

s o n t é v i d e m m e n t d e s inva r i an t s d e s fonc t ions l i n é a i r e s 



Il e s t d o n c d é m o n t r é q u e t o u t invar ian t de l ' o r d r e p d ' u n e 

forme u n i q u e p e u t ê t r e e x p r i m é s y m b o l i q u e m e n t c o m m e i n ­

var ian t d ' u n s y s t è m e de p f o r m e s l i n é a i r e s : l e s e u l p o i n t qu i 

n o u s r e s t e m a i n t e n a n t à d é m o n t r e r e s t q u e ce d e r n i e r i n ­

va r i an t es t n é c e s s a i r e m e n t u n e fonc t ion d e s d é t e r m i n a n t s 

f o r m é s avec l e s coeff ic ients de c e s fonc t ions l i n é a i r e s . N o u s 

r e n v e r r o n s , p o u r la d é m o n s t r a t i o n de M. C lebsch , au Journal 

de Crelle, t . L I X , p . 7, c e t t e d é m o n s t r a t i o n , s ans p r é s e n t e r de 

v é r i t a b l e s diff icul tés , e x i g e a n t d ' a ssez l o n g s d é v e l o p p e m e n t s 

e t b e a u c o u p d ' e s p a c e . On p e u t e n c o r e s ' en r e n d r e c o m p t e à 

l ' i n s p e c t i o n d e s é q u a t i o n s d i f fé ren t i e l l e s d e s i n v a r i a n t s . A ins i , 

p o u r u n s y s t è m e d e f o r m e s l i n é a i r e s ax -hby -f- . . . , t o u t 

i nva r i an t do i t sat isfaire à l ' é q u a t i o n 

l a q u e l l e , i n t é g r é e c o m m e u n e é q u a t i o n o r d i n a i r e a u x diffé­

r e n c e s p a r t i e l l e s , d o n n e p o u r I u n e fonc t ion d e s d é t e r m i n a n t s 

ab' — a' b, ab" —- a"b,... e t d e m ê m e en g é n é r a l . 

1 0 . 



D O U Z I È M E L E Ç O N . 
o 

FORMES CANONIQUES. 

139 . P u i s q u e l e s i nva r i an t s e t les cova r i an t s c o n s e r v e n t 

l e u r s r e l a t i o n s m u t u e l l e s q u e l l e s q u e s o i e n t l e s t r a n s f o r m a ­

t i o n s l i n é a i r e s q u e l 'on fait s u b i r à la fonc t ion , il es t clair 

q u e , p o u r é t u d i e r ce s r e l a t i o n s , il suffira d e la d i s c u t e r s o u s 

la f o rme la p l u s s i m p l e à l a q u e l l e e l le p u i s s e ê t r e r a m e ­

n é e . On é t e n d r a a ins i a u x fonc t i ons r e n f e r m a n t u n n o m b r e 

q u e l c o n q u e de v a r i a b l e s la m é t h o d e avec l a q u e l l e le l e c ­

t e u r es t déjà fami l iar i sé p o u r l e s f o rmes à t r o i s e t q u a t r e 

v a r i a b l e s ; l o r s q u e l ' on v e u t , e n effet, é t u d i e r l es p r o p r i é t é s 

d ' u n e c o u r b e ou d ' u n e su r f ace , t o u s les g é o m è t r e s s a v e n t q u e l s 

avan tages p r o c u r e un c h o i x d ' axes d e c o o r d o n n é e s p e r m e t t a n t 

d e r a m e n e r l ' é q u a t i o n d e la c o u r b e ou de la sur face à sa fo rme 

la p l u s s i m p l e (*) . Ce t te f o r m e la p l u s s i m p l e à l a q u e l l e u n e 

fonc t ion p u i s s e ê t r e r a m e n é e sans p e r d r e sa g é n é r a l i t é , es t ce 

q u e l 'on a p p e l l e sa forme canonique. N o u s p o u v o n s , en c o m p ­

tant s i m p l e m e n t l e s c o n s t a n t e s , r e c o n n a î t r e si u n e fonct ion 

p r o p o s é e e s t a s sez g é n é r a l e p o u r ê t r e p r i s e c o m m e fo rme c a ­

n o n i q u e d ' u n e a u t r e fonc t ion d o n n é e ; car , si e l le n e c o n t i e n t 

pas e x p l i c i t e m e n t o u i m p l i c i t e m e n t a u t a n t de c o n s t a n t e s q u e 

c e t t e d e r n i è r e p r i s e s o u s sa f o r m e la p l u s g é n é r a l e , la r é d u c ­

t i on n e sera pas t o u j o u r s poss ib le (**) . A i n s i , u n e f o r m e c u b i q u e 

(*) 11 f a u t t o u t e f o i s r e c o n n a î t r e q u e l e s p r o g r è s d e l ' a n a l y s e q u i p e r m e t t e n t 

d e t r a i t e r p l u s f a c i l e m e n t l e s f o n c t i o n s s o u s l e u r l ' o r m e g é n é r a l e , t e n d e n t à 

r e s t r e i n d r e l ' a v a n t a g e d e l e u r r é d u c t i o n à u n e f o r m e p l u s s i m p l e . 

(**) U n ' e s t c e p e n d a n t p a s v r a i q u e r é c i p r o q u e m e n t u n e f o r m e q u i c o n t i e n t l e 

n o m b r e c o n v e n a b l e d e c o n s t a n t e s s o i t n é c e s s a i r e m e n t u n e d e c e l l e s a u x q u e l l e s 

o n p e u t r a m e n e r l a f o n c t i o n g é n é r a l e . C a r s i n o u s c h e r c h o n s , p a r l a c o m p a r a i ­

s o n d e s c o e f f i c i e n t s , à l ' i d e n t i f i e r a v e c c e t t e d e r n i è r e , b i e n q u e l e n o m b r e d e s 



b i n a i r e p e u t ê t r e r a m e n é e à la f o r m e X 3 - f - Y 3 , car c e t t e d e r ­

n i è r e , é t a n t é q u i v a l e n t e à 

c o n t i e n t e n r éa l i t é q u a t r e c o n s t a n t e s , e t , pa r s u i t e , e s t au s s i 

g é n é r a l e q u e 

De m ê m e , u n e f o r m e c u b i q u e t e r n a i r e c o n t i e n t , e n g é n é r a l , 

d ix c o n s t a n t e s , m a i s la f o r m e 

en c o n t i e n t é g a l e m e n t d ix , p u i s q u e , i n d é p e n d a m m e n t d e la 

c o n s t a n t e M q u i appa ra î t e x p l i c i t e m e n t , c h a c u n e des q u a n t i t é s 

X , Y , Z e n c o n t i e n t i m p l i c i t e m e n t t ro i s a u t r e s . Ce t te d e r n i è r e 

p e u t d o n c ê t r e p r i s e c o m m e f o r m e c a n o n i q u e d ' u n e f o r m e cu­

b i q u e t e r n a i r e , e t , e n effet, l es p r o g r è s l e s p l u s i m p o r t a n t s q u i 

a i e n t é t é faits r é c e m m e n t d a n s la t h é o r i e d e s c o u r b e s d u t r o i ­

s i è m e d e g r é , s o n t d u s à l ' e m p l o i d e c e t t e e x p r e s s i o n s i m p l e e t 

c o m m o d e . 

é q u a t i o n s s o i t é g a l à c e l u i d e s q u a n t i t é s à d é t e r m i n e r , i l peut a r r i v e r q u e l e s 

c o n s t a n t e s y f i g u r e n t d e t e l l e s o r t e q u e l e s é q u a t i o n s n e p u i s s e n t ê t r e t o u t e s 

s a t i s f a i t e s . A i n s i l a l ' o r m e 

r e n f e r m e c i n q c o n s t a n t e s , e t c e p e n d a n t e l l e n ' e s t p a s u n e d e c e l l e s à l a q u e l l e 

o n p u i s s e r a m e n e r l a f o r m e q u a d r a t i q u e t e r n a i r e p r i s e d a n s t o u t e s a g é n é r a l i t é . 

E n e f f e t l e s c o n s t a n t e s y f i g u r e n t d e t e l l e s o r t e q u e , b i e n q u e l e u r n o m b r e 

s o i t p l u s q u e s u f f i s a n t p o u r i d e n t i f i e r l e s c o e f f i c i e n t s d e x , y e t l e t e r m e i n d é ­

p e n d a n t à c e u x d ' u n e l ' o r m e q u e l c o n q u e , n o u s n ' a v o n s c e p e n d a n t a u c u n m o y e n 

d ' i d e n t i f i e r d e m ê m e c e u x d e x*, xf e t ^ 2 . 

U n e x e m p l e p l u s i m p o r t a n t e s t l e s u i v a n t : 

z, u, v é t a n t d e s f o n c t i o n s l i n é a i r e s . D a n s l e c a s d ' u n e f o r m e t e r n a i r e , c e t t e 

l ' o r m e c o n t i e n t i m p l i c i t e m e n t q u a t o r z e c o n s t a n t e s i n d é p e n d a n t e s , e t d è s l o r s 

p a r a î t ê t r e u n e d e c e l l e s a u x q u e l l e s p e u t s e r a m e n e r l a f o r m e g é n é r a l e d u 

q u a t r i è m e d e g r é . M . C l e b s c h a c e p e n d a n t f a i t v o i r q u ' i l e x i s t e u n e c o n d i t i o n 

q u i d o i t ê t r e r e m p l i e p o u r q u e l a r é d u c t i o n s o i t p o s s i b l e e t q u e c e t t e c o n d i ­

t i o n c o n s i s t e e n c e q u ' u n c e r t a i n i n v a r i a n t d o i t s e r é d u i r e à z é r o . 



140. La fonc t ion q u a d r a t i q u e (a, b, c\x, y)2 p e u t ê t r e r a ­

m e n é e d ' u n e inf in i té de m a n i è r e s à la f o r m e x2 -4- y \ p u i s q u e 

c e t t e d e r n i è r e c o m p r e n d q u a t r e c o n s t a n t e s et la p r e m i è r e s e u ­

l e m e n t t r o i s . La f o r m e q u a d r a t i q u e t e r n a i r e , q u i c o n t i e n t s ix 

c o n s t a n t e s , p e u t de m ê m e ê t r e r a m e n é e d ' u n e inf in i té d e m a ­

n i è r e s à la fo rme x2 -+- y2 -h z2, q u i en c o n t i e n t neuf , e t , e n 

g é n é r a l , u n e f o r m e q u a d r a t i q u e à u n n o m b r e d e va r i ab le s 

q u e l c o n q u e p e u t ê t r e r é d u i t e d ' u n e inf in i té d e m a n i è r e s à u n e 

s o m m e d e c a r r é s . Il faut c e p e n d a n t r e m a r q u e r q u e , b i e n q u e 

c e t t e r é d u c t i o n à u n e s o m m e d e ca r r é s p u i s s e s ' e f fec tuer d ' u n e 

inf in i té d e m a n i è r e s , n é a n m o i n s le n o m b r e d e s c a r r é s p o ­

sitifs e t négat i fs es t d é t e r m i n é . A i n s i , u n e f o r m e b i n a i r e q u i 

p e u t ê t r e r a m e n é e à la f o r m e x2-{-y2, n e saura i t p r e n d r e la 

f o r m e u2 — c 2 ; l es d e u x e x p r e s s i o n s x2 - i - y 2 , u1 — e 2 n e p o u ­

van t ê t r e i d e n t i q u e s , p u i s q u e les f ac teurs d e l ' u n e s o n t i m a ­

g i n a i r e s , t a n d i s q u e c e u x de l ' au t r e s o n t r é e l s . De m ê m e , p o u r 

les f o rmes t e r n a i r e s , n o u s n e p o u v o n s avo i r 

p u i s q u ' o n a u r a i t par s u i t e 

o u , en d ' a u t r e s t e r m e s , 

e t s i n o u s fa isons x — o e t y— o, l ' un des m e m b r e s de l ' i den t i t é 

s ' a n n u l e , t a n d i s q u e l ' au t r e se r é d u i t à u n e s o m m e de q u a t r e 

c a r r é s pos i t i f s q u i n e s au ra i t ê t r e n u l l e ; le m ê m e r a i s o n n e ­

m e n t s ' a p p l i q u e en g é n é r a l . 

1 4 1 . N o u s c o m m e n c e r o n s pa r m o n t r e r q u ' u n e fo rme c u ­

b i q u e b i n a i r e p e u t t o u j o u r s , a ins i q u e n o u s l ' avons a n n o n c é , 

se r a m è n e r a u n e s o m m e de d e u x c u b e s , Cet te r é d u c t i o n con­

s t i t u e e n fait la r é s o l u t i o n d e l ' é q u a t i o n d u t r o i s i è m e d e g r é , 

p u i s q u e la f o rme r a m e n é e à la s o m m e X 1 - f - Y 3 se d é c o m p o s e 



i m m é d i a t e m e n t en fac teurs l i n é a i r e s . Si la f o r m e d o n n é e 

d e v i e n t , par u n e t r a n s f o r m a t i o n , 

le H e s s i e n ( 9 3 ) 

é t a n t u n cova r i an t , do i t , pa r dé f in i t ion , se t r a n s f o r m e r e n u n e 

s e m b l a b l e fonc t ion d e A, B, C, D , X , Y , c ' e s t - à - d i r e q u e l ' on 

do i t avo i r 

Si , dans la t r a n s f o r m é e , B e t C s ' a n n u l e n t , le covar ian t se r é ­

d u i t à A D X Y , e t l ' on voi t i m m é d i a t e m e n t q u e l 'on do i t p r e n d r e 

p o u r X e t Y l e s d e u x fac teu r s l i n é a i r e s du H e s s i e n ; X et Y 

é t an t c o n n u s , il suffit d ' iden t i f i e r la f o r m e d o n n é e avec 

p o u r d é t e r m i n e r A et D . 

EXEMPLE. — Réduire 4 ^ 4- 9«r2 -f- i8 . r -f-17 à la forme A X ! + D Y \ 

Le Hessien est 

on 

ses facteurs linéaires sont x-f- 3, 3 x 4 - 1 . Identifiant la forme donnée avec 

l'expression 

nous avons 

d'où 

A et D sont donc dans le rapport de 5 à 1, et la forme cubique donnée 

ne diffère que par un facteur (ce facteur est 8) de 



il est clair que les racines seront données par l'équation 

142 . Il e s t é v i d e n t q u ' u n e fo rme c u b i q u e n e p e u t pas t o u ­

j o u r s ê t r e r a m e n é e à la f o rme A X 3 - f - D Y 3 pa r u n e t r a n s f o r m a ­

t i on réelle, p u i s q u e c e t t e d e r n i è r e a u n f ac t eu r r é e l et d e u x 

fac teu r s i m a g i n a i r e s , e t , par s u i t e , n e p e u t s ' iden t i f i e r a v e c 

u n e f o r m e d o n t l e s t r o i s f ac teu r s s e r a i e n t r é e l s . L e d i s c r i m i ­

n a n t du H e s s i e n 

es t , avec u n s igne c o n t r a i r e , le m ê m e q u e ce lu i d e la f o r m e 

c u b i q u e . Q u a n d ce d e r n i e r e s t posit if , le H e s s i e n a d m e t d e u x 

fac teurs r é e l s , e t la f o r m e c u b i q u e u n fac teur r é e l e t d e u x 

i m a g i n a i r e s ; q u a n d il e s t négatif , l es d e u x fac teurs du H e s s i e n 

s o n t i m a g i n a i r e s , e t la f o r m e c u b i q u e a t ro i s f ac teu r s r é e l s . 

Q u a n d le d i s c r i m i n a n t se r é d u i t à z é r o , le H e s s i e n e t la fo rme 

e l l e - m ê m e o n t d e u x fac teurs é g a u x , et l 'on p e u t vér i f ier d i rec ­

t e m e n t q u e le H e s s i e n de X 2 Y es t X 2 (*) . 

Il e s t à r e m a r q u e r q u ' u n e fo rme n e p e u t pas t o u j o u r s ê t r e 

r a m e n é e à sa fo rme c a n o n i q u e . L ' i m p o s s i b i l i t é d e la r é d u c t i o n 

i n d i q u e a lo r s l ' e x i s t e n c e d e q u e l q u e p a r t i c u l a r i t é d a n s la fonc­

t i o n . A ins i , u n e fo rme c u b i q u e q u i a u n fac teur c a r r é n e p e u t 

ê t r e r a m e n é e à u n e s o m m e de d e u x c u b e s , sa f o r m e la p l u s 

s i m p l e é t a n t x2y. 

1 4 3 . De m ê m e q u ' u n e fo rme c u b i q u e p e u t ê t r e r a m e n é e 

à u n e s o m m e de d e u x c u b e s , t o u t e fo rme b i n a i r e d e d e g r é im­

pa i r 2 n — i p e u t se r é d u i r e à u n e s o m m e d e p u i s s a n c e s de 

d e g r é in — \, t h é o r è m e du à M. Sy lves t e r . E n effet, le n o m b r e 

d e s c o n s t a n t e s d a n s u n e f o r m e b i n a i r e es t t o u j o u r s s u p é r i e u r 

d ' u n e u n i t é au d e g r é ; dans le cas q u i n o u s o c c u p e , ce n o m b r e 

es t in, e t n o u s a v o n s p r é c i s é m e n t le m ê m e n o m b r e de c o n ­

s t a n t e s e n p r e n a n t n t e r m e s de la fo rme ( k + m j ) ' 2 " - ' . La 

(*) ï ln g é n é r a l , q u a n d u n e f o r m e b i n a i r e a d m e t u n f a c t e u r c a r r é , i l e n e x i s t e 

é g a l e m e n t u n d a n s l e H e s s i e n , a i n s i q u ' o n p e u t l e v é r i f i e r e n c a l c u l a n t d i r e c ­

t e m e n t c e l u i d e x*p. 



t r ans fo rma t ion p e u t s ' o p é r e r p a r u n e m é t h o d e q u i e s t la g é ­

né ra l i sa t ion d e ce l l e du n° 1 4 1 . P o u r p l u s d e s i m p l i c i t é , n o u s 

l ' a p p l i q u e r o n s au c i n q u i è m e d e g r é , ma i s e l l e e s t g é n é r a l e . La 

q u e s t i o n s e r é d u i t à d é t e r m i n e r u, e, ee, d e te l le s o r t e q u e 

N o u s a l l ons p r o u v e r q u e , si l ' on fo rme le d é t e r m i n a n t 

l es t r o i s fac teurs de c e t t e fonc t ion du t r o i s i è m e d e g r é s e r o n t 

u, v, w. S o i e n t , en effet, 

e n d i f f é ren t i an t l ' i d e n t i t é 

q u a t r e fois s u c c e s s i v e m e n t pa r r a p p o r t à x e t d iv i san t par 1 2 0 , 

n o u s a v o n s 

d i f fé ren t i an t d e m ê m e t ro i s fois par r a p p o r t à x e t u n e fois pa r 

r a p p o r t à y, il v i e n t 

e t a ins i d e s u i t e . 

L e d é t e r m i n a n t q u i p r é c è d e p e u t d o n c s ' é c r i r e 

R e m a r q u o n s m a i n t e n a n t q u e les coeff ic ients de uy d ans 

c h a q u e c o l o n n e , s o n t p r o p o r t i o n n e l s à l-, Im, m2; pa r s u i t e , 

si n o u s r é s o l v o n s c e d é t e r m i n a n t en d é t e r m i n a n t s p a r t i e l s , 

c o m m e au n° 2 2 , t o u s c e u x d e c e s d é t e r m i n a n t s q u i c o n t i e n ­

d r o n t d e u x c o l o n n e s où e n t r e u s ' é v a n o u i r o n t c o m m e ayan t 

d e u x c o l o n n e s i d e n t i q u e s ; il en se ra d e m ê m e de c e u x qu i 



c o n t i e n d r o n t d e u x c o l o n n e s o ù e n t r e e o u w. L e d é t e r m i n a n t 

s e r é d u i r a d o n c au p r o d u i t uvw, m u l t i p l i é pa r u n fac teur n u ­

m é r i q u e ( * ) . 

L o r s q u e l 'on au ra d é c o m p o s é le d é t e r m i n a n t éc r i t au c o m ­

m e n c e m e n t de ce n u m é r o e n t ro i s fac teurs 

en r é s o l v a n t u n e é q u a t i o n d u t r o i s i è m e d e g r é , o n saura q u e 

u, e, w n e p e u v e n t différer d e c e s fac teurs q u e pa r d e s coef­

f ic ients n u m é r i q u e s ; on p o s e r a 

e t l 'on d é t e r m i n e r a À, B , C en r é s o l v a n t l ' un d e s s y s t è m e s 

d ' é q u a t i o n s q u e l ' on o b t i e n t en éga lan t t r o i s coeff ic ients p r i s 

d a n s les d e u x m e m b r e s de c e t t e i d e n t i t é . 

L e d é t e r m i n a n t d o n t n o u s a v o n s fait u s a g e es t u n cova r i an t , 

q u e n o u s a p p e l l e r o n s covariant canonique de la f o r m e d o n n é e . 

144 . Ce cova r i an t p e u t s ' é c r i r e s o u s u n e a u t r e f o r m e , q u i 

es t p e u t ê t r e p l u s s i m p l e , savoi r : 

N o u s a u r i o n s é t é c o n d u i t s à c e t t e d e r n i è r e f o r m e si n o u s 

av ions su iv i la m a r c h e q u i se p r é s e n t a i t le p l u s n a t u r e l l e m e n t 

en c h e r c h a n t à d é t e r m i n e r d i r e c t e m e n t les s ix q u a n t i t é s À, B , 

C, X, p., v, à l ' a ide d e s s ix é q u a t i o n s q u e fourn i t la c o m p a r a i ­

s o n d e s coeff ic ients d a n s l ' i den t i t é du n° 1 4 3 . N o u s n e p o u ­

v o n s c o n s a c r e r ici a s sez d ' e s p a c e au d é v e l o p p e m e n t d e la 

s o l u t i o n s o u s c e t t e f o r m e , e t n o u s r e n v o y o n s le l e c t e u r au 

M é m o i r e de M. Sy lves te r [Philosophical Magazine, n o v . i 8 5 i ) . 

L ' i den t i t é du d e r n i e r d é t e r m i n a n t avec c e l u i d u n u m é r o p r é -

( * ) C e f a c t e u r e s t 



c è d e n t a é t é d é m o n t r é e par M. Cayley a ins i q u ' i l s u i t . N o u s 

a v o n s , pa r la r è g l e d e m u l t i p l i c a t i o n d e s d é t e r m i n a n t s ( 2 2 ) , 

e n d iv i san t d e s d e u x c ô t é s p a r / 3 , on a l ' i d e n t i t é d e m a n d é e . 

145 . N o u s a v o n s e n c o r e à m e n t i o n n e r u n e a u t r e m é t h o d e 

p o u r t r o u v e r le c o v a r i a n t c a n o n i q u e . Soi t (A, B , C, B\x9 yY 

ce cova r i an t , o ù l 'on do i t d é t e r m i n e r A , B , C, D ; n o u s a v o n s 

vu ( 107 ) q u e le s y m b o l e fourn i ra auss i 

u n c o v a r i a n t . Ma i s , si l ' on a p p l i q u e c e t t e o p é r a t i o n à (x -f- ly)n, 

x -r-ly é t a n t u n f ac t eu r de ( A , B, C, W{x, y)\ le r é s u l t a t se 

r é d u i r a à z é r o , p u i s q u e l ' un d e s f ac t eu r s d u s y m b o l e es t 

D o n c , p u i s q u e la f o r m e d o n n é e e s t , pa r h y p o ­

t h è s e , la s o m m e d e t r o i s t e r m e s t e l s q u e (x -f- ly), le r é s u l t a t 

q u e l 'on o b t i e n d r a en lu i a p p l i q u a n t c e t t e o p é r a t i o n sera n u l . 

N o u s a v o n s a ins i 

Éga lan t s é p a r é m e n t à z é r o les coeff ic ients d e x'2, xy, y'2, il 

v i e n t 

Par s u i t e ( 2 8 ) , A es t p r o p o r t i o n n e l au d é t e r m i n a n t q u e l 'on 



o b t i e n t e n s u p p r i m a n t la c o l o n n e A, c 'es t -à-dire à 

d e m ô m e , p o u r B , C, D ; on o b t i e n t a ins i le cova r i an t s o u s la 

fo rme d o n n é e au n u m é r o p r é c é d e n t . 

146 . P a s s o n s m a i n t e n a n t a u x f o r m e s d e d e g r é pair in. 

P u i s q u e la f o r m e c o n t i e n t m - f - 1 t e r m e s , si n o u s l ' éga lons à 

u n e s o m m e de n p u i s s a n c e s de d e g r é in, n o u s a v o n s u n e 

é q u a t i o n d e p l u s q u e n o u s n ' a v o n s d e c o n s t a n t e s à d é t e r ­

m i n e r . D ' u n a u t r e c ô t é , si n o u s a j o u t o n s u n e p u i s s a n c e inième 

de p l u s , n o u s a v o n s u n e c o n s t a n t e d e t r o p , e t la f o r m e d o n n é e 

p e u t ê t r e r é d u i t e d ' u n e inf ini té d e m a n i è r e s . Il e s t c e p e n d a n t 

facile d e d é t e r m i n e r la c o n d i t i o n q u i do i t ê t r e r e m p l i e p o u r 

q u e la f o r m e so i t r é d u c t i b l e à u n e . s o m m e d e n p u i s s a n c e s de 

d e g r é m. xVinsi, l es c o n d i t i o n s n é c e s s a i r e s p o u r q u ' u n e f o r m e 

du q u a t r i è m e d e g r é e t u n e fo rme du s i x i è m e s o i e n t r é d u c ­

t i b l e s , la p r e m i è r e à la s o m m e de d e u x q u a t r i è m e s p u i s s a n c e s , 

la d e u x i è m e à la s o m m e de t ro i s s i x i è m e s p u i s s a n c e s , s ' e x p r i ­

m e n t en éga lan t à z é r o les d é t e r m i n a n t s 

et a ins i d e s u i t e . E n effet, d a n s le cas d u q u a t r i è m e d e g r é , l e s 

é l é m e n t s du d é t e r m i n a n t son t les d é r i v é e s du q u a t r i è m e o r d r e 

d e la f o r m e , e t , e n les e x p r i m a n t en fonc t ion de u e t e, c o m m e 

au n° 143 , il e s t facile d e vo i r q u e le d é t e r m i n a n t se r é d u i t à 

z é r o si la f o r m e p e u t ê t r e r a m e n é e à la s o m m e de d e u x t e r m e s 

us + v\ D e m ê m e p o u r les a u t r e s ca s . L e d é t e r m i n a n t d é v e ­

l o p p é p o u r le cas du q u a t r i è m e d e g r é es t l ' i nvar ian t déjà 

d o n n é ( 1 0 8 , E x e m p l e I ) 



147 . L o r s q u e c e t t e c o n d i t i o n n ' e s t pa s r e m p l i e , la f o r m e 

e s t r é d u c t i b l e à la s o m m e d e n p u i s s a n c e s , avec u n t e r m e 

a d d i t i o n n e l . A ins i , la f o r m e c a n o n i q u e e s t , p o u r l e q u a t r i è m e 

d e g r é , u* -h v* -+- 61u2v\ N o u s c o m m e n c e r o n s p a r c e d e r n i e r 

c a s ; la m é t h o d e q u e n o u s e m p l o i e r o n s n ' e s t pa s la p l u s fa­

c i le dans c e cas p a r t i c u l i e r , m a i s c ' e s t c e l l e q u i m o n t r e le 

m i e u x c o m m e n t la r é d u c t i o n do i t s ' o p é r e r e n g é n é r a l . Soit 

d o n c ( A , B , G\x, y)'1 le p r o d u i t d e u e t e q u e n o u s c h e r ­

c h o n s à d é t e r m i n e r , e t e f f ec tuons l ' o p é r a t i o n 

s u r l e s d e u x m e m b r e s d e l ' i den t i t é 

De m ê m e q u e p l u s h a u t (145), l ' o p é r a t i o n e x é c u t é e s u r e t e 4 

d o n n e r a un r é s u l t a t égal à z é r o ; s u r 6Xw' J e 2 , e l l e c o n d u i r a à 

\iVuv9 1' é t a n t égal à 2 ( 4 A C — B 2 )?v É g a l a n t l e s coef f ic ien ts 

d e x2, xy, y1 a p r è s avo i r e f fec tué les o p é r a t i o n s , n o u s a v o n s 

l e s t r o i s é q u a t i o n s 

É l i m i n a n t A, B, C, on a p o u r ca l cu l e r >/, le d é t e r m i n a n t 

q u i , d é v e l o p p é , d o n n e l ' é q u a t i o n du t r o i s i è m e d e g r é 

( * ) L e d i s c r i m i n a n t d e c e t t e é q u a t i o n e s t l e m ê m e q u e c e l u i d e l a f o r m e d u 

q u a t r i è m e d e g r é . 



d o n t les coeff icients s o n t d e s i n v a r i a n t s . Il e x i s t e d o n c u n e 

r e m a r q u a b l e d i f fé rence dans la r é d u c t i o n d e s f o r m e s b i n a i r e s 

à l e u r forme c a n o n i q u e , s u i v a n t q u e le d e g r é es t pair ou i m ­

pa i r . Dans ce d e r n i e r cas , la r é d u c t i o n es t u n i q u e , e t le sys­

t è m e u, c, < v , . . . n e p e u t ê t r e d é t e r m i n é q u e d ' u n e s e u l e 

m a n i è r e . L o r s q u e le d e g r é es t pa i r , on o b t i e n t p l u s i e u r s s y s ­

t è m e s de s o l u t i o n s . Ains i , d a n s le cas q u i n o u s o c c u p e , u n e 

f o r m e du q u a t r i è m e d e g r é p e u t ê t r e r a m e n é e de t r o i s m a ­

n i è r e s à sa f o r m e c a n o n i q u e , e t si n o u s p r e n o n s p o u r V l ' u n e 

d e s r a c i n e s de l ' é q u a t i o n d u t r o i s i è m e d e g r é , en s u b s t i t u a n t 

sa v a l e u r dans le s y s t è m e d ' é q u a t i o n s p r é c é d e n t , n o u s p o u r ­

r o n s d é t e r m i n e r A, B, C. 

148 . Si n o u s p a s s o n s m a i n t e n a n t à la r é d u c t i o n d e la fo rme 

g é n é r a l e (a0, aly a2,.. .\xy y)2n, la f o rme c a n o n i q u e q u i pa ra î t 

la p l u s n a t u r e l l e es t u7n + v2n -f- wln -f-.. .-f- luxv~ w2..., le 

n o m b r e des q u a n t i t é s u, c, a'... é t an t n. Mais la r é d u c t i o n 

e s t a c c o m p a g n é e d e dif f icul tés q u i n ' o n t e n c o r e é t é s u r m o n ­

t é e s q u e dans le cas de n — 2 e t n = 4. C e p e n d a n t la m é t h o d e 

p r é c é d e n t e p e u t e n c o r e ê t r e a p p l i q u é e si n o u s p r e n o n s p o u r 

fo rme c a n o n i q u e la fonc t ion 

dans l aque l l e uvw. . . é t a n t égal à 

V es t un covar ian t d e c e t t e d e r n i è r e fonc t ion t e l , q u e , si l 'on 

ef fec tue s u r V w e w . . . l ' o p é r a t i o n 

le r é s u l t a t so i t p r o p o r t i o n n e l au p r o d u i t uvw.... S u p p o s o n s 

p o u r u n i n s t a n t q u e n o u s a y o n s t r o u v é u n e fonc t ion V q u i 

r e m p l i s s e c e s c o n d i t i o n s , en p r o c é d a n t c o m m e au n u m é r o 

p r é c é d e n t , e t o p é r a n t avec le s y m b o l e i n d i q u é p l u s h a u t s u r 

l ' i d en t i t é q u e l 'on o b t i e n t en éga lan t la f o rme p r o p o s é e à sa 



fo rme c a n o n i q u e , n o u s a v o n s le s y s t è m e d ' é q u a t i o n s 

d ' o ù , é l i m i n a n t A 0 , A „ A 2 , . . . , o n t i r e le d é t e r m i n a n t 

Ayan t t r o u v é A e n éga lan t ce d é t e r m i n a n t à z é r o ( é q u a t i o n r e ­

m a r q u a b l e , d o n t t o u s l e s coeff ic ients s o n t d e s i n v a r i a n t s ) , l e s 

é q u a t i o n s p r é c é d e n t e s p e r m e t t r o n t d e d é t e r m i n e r l e s v a l e u r s 

d e A 0 , A , , . . . c o r r e s p o n d a n t e s a u x n -f-1 v a l e u r s de 1. 

149 . P o u r a p p l i q u e r c e t t e t h é o r i e au cas d ' u n e fo rme d u 

s i x i è m e d e g r é , la f o r m e c a n o n i q u e es t 

( * ) C e d é t e r m i n a n t p e u t e n c o r e ê t r e o b t e n u a i n s i q u ' i l s u i t . S o i e n t oc', y' 

d e u x v a r i a b l e s q u i s e t r a n s f o r m e n t p a r l a m ê m e s u b s t i t u t i o n q u e y ; f o r ­

m o n s l a f o n c t i o n 

q u i s e c h a n g e p a r u n e s u b s t i t u t i o n l i n é a i r e e n u n e f o n c t i o n s e m b l a b l e ( 9 2 e t 9 8 ) ; 

p r e n o n s l e s n -+- i c o e f f i c i e n t s d e s p u i s s a n c e s x n , x " _ 1 j r , . . e t é l i m i n o n s l i n é a i ­

r e m e n t l e s n - 4 - 1 q u a n t i t é s x'", xJn-xj't...t n o u s o b t i e n d r o n s l e d é t e r m i n a n t e n 

q u e s t i o n . 



où uvw é t a n t égal à 

V es t l ' é v e c t a n t du d i s c r i m i n a n t de ce l t e d e r n i è r e fonc t ion , d o n t 

n o u s a v o n s d o n n é l ' e x p r e s s i o n d é v e l o p p é e ( 1 0 9 ) . N o u s a l l ons 

faire vo i r u n e x c e l l e n t e x e m p l e de l ' e m p l o i d e s f o r m e s c a n o ­

n i q u e s en m o n t r a n t q u e , p o u r u n e fo rme c u b i q u e q u e l c o n q u e , 

l e r é s u l t a t de l ' o p é r a t i o n 

e f fec tuée s u r le p r o d u i t d e la f o rme e l l e - m ê m e par l ' évec t an t 

q u e n o u s v e n o n s d e m e n t i o n n e r , es t p r o p o r t i o n n e l à la f o r m e 

p r i m i t i v e . Car il suffit d e le d é m o n t r e r p o u r le cas où la 

f o r m e c u b i q u e es t r é d u i t e à sa fo rme c a n o n i q u e x3-h j 3 , e t 

l ' é v e c t a n t à x3 — j 3 , c o m m e o n le voi t e n faisant b = c — o 

eta = dz=i d a n s l ' e x p r e s s i o n d o n n é e (109) . L e p r o d u i t d e 

la f o r m e pa r s o n é v e c t a n t sera x6 — j 6 , e t , en o p é r a n t avec le 

s y m b o l e 

on o b t i e n t é v i d e m m e n t u n r é s u l t a t p r o p o r t i o n n e l à x* -hjr 5 . 

Ce t h é o r è m e é t a n t i n d é p e n d a n t d e s t r a n s f o r m a t i o n s l i n é a i r e s , 

e s t v ra i e n g é n é r a l s'il e s t vra i p o u r u n e f o r m e s p é c i a l e . La 

f o r m e c a n o n i q u e é t a n t d o n c p r i s e c o m m e p l u s h a u t , n o u s p ro ­

c é d e r o n s c o m m e au n u m é r o p r é c é d e n t , e t n o u s t i r e r o n s 1 de 

l ' é q u a t i o n 

q u i , d é v e l o p p é e , n e c o n t i e n t q u e des p u i s s a n c e s p a i r e s de ï. 

Si n o u s s u p p o s o n s le p r o d u i t uvw r é d u i t à sa f o r m e c a n o n i q u e 



x1 -f- f \ d o n t l es t ro i s f ac teurs s o n t 

03 é t a n t u n e r a c i n e c u b i q u e de l ' u n i t é , il e s t é v i d e n t , d ' a p r è s 

ce qu i p r é c è d e , q u e la fo rme c a n o n i q u e c o r r e s p o n d a n t e p o u r 

la fonc t ion du s i x i è m e d e g r é sera 

On p e u t p r o u v e r ( 155) q u e , si w, e, w s o n t l es fac teurs de l ' ex­

p r e s s i o n c u b i q u e , c e u x d e l ' é v e c t a n t d o n t n o u s a v o n s fait 

u s a g e s o n t u — e, e — w , w — u, de t e l l e s o r t e q u e la f o r m e 

c a n o n i q u e c i - d e s s u s p e u t auss i s ' éc r i r e 

150. Dans le cas d u h u i t i è m e d e g r é , la fo rme c a n o n i q u e es t 

c a r , s i n o u s o p é r o n s s u r u2vl w1 z- avec u n s y m b o l e fo rmé s u i ­

van t la m é t h o d e d e s n u m é r o s p r é c é d e n t s , le r é s u l t a t sera p r o ­

p o r t i o n n e l à uvwz. 

Q u a n t a u x f o r m e s c a n o n i q u e s p l u s é l e v é e s , n o u s n o u s con­

t e n t e r o n s de m e n t i o n n e r c e l l e d e la f o r m e c u b i q u e t e r n a i r e 

d u e à M. H e s s e 

et ce l l e q u e M. Sy lves t e r a d o n n é e p o u r la f o rme c u b i q u e 

q u a t e r n a i r e 

1 5 1 . L o r s q u e l 'on a d o p t e , c o m m e n o u s v e n o n s d e Je 

faire ( 1 4 3 , 150) , p o u r fo rme c a n o n i q u e d ' u n e fonc t ion à n 

var iab les u n e n o u v e l l e fonc t ion à /z - f - T va r i ab l e s (ces d e r ­

n i è r e s é t a n t l i é e s par u n e é q u a t i o n l i n é a i r e ) , on p e u t se d e ­

m a n d e r q u e l l e f o rme p r e n n e n t a lo r s les c o n t r e v a r i a n t s , e t 

c o m m e n t on p e u t d é d u i r e l e s cova r i an t s et c o n t r e v a r i a n t s l es 

u n s d e s a u t r e s pa r d i f férent ia t ion m u t u e l l e (10G) sans qu ' i l 

so i t n é c e s s a i r e de r e p a s s e r par la fo rme g é n é r a l e à n va r i ab l e s . 

S u p p o s o n s q u e n o u s a y o n s un c o n t r e v a r i a n t d ' u n e f o r m e 

1 1 



t e r n a i r e , n o u s p o u v o n s ( 101 ) l e c o n s i d é r e r c o m m e u n inva r i an t 

c o m m u n d e ce t t e f o rme et d e la fonc t ion l i n é a i r e xH- y-ri + 

Si l 'on i n t r o d u i t dans l ' e x p r e s s i o n d e la f o r m e u n e n o u v e l l e 

va r i ab le v l i ée à x, y, z pa r la r e l a t i o n i d e n t i q u e 

e t q u e l ' on é c r i v e pa r a n a l o g i e la fonc t ion l i néa i r e c i - d e s s u s 

avec u n e va r i ab l e 9 d e p l u s , e l l e d e v i e n t 

o u , e n y r e m p l a ç a n t v par 

L ' e x p r e s s i o n du c o n t r e v a r i a n t à q u a t r e l e t t r e s H, 'Ç> v?, 9 s e dé­

d u i r a d o n c d e l ' e x p r e s s i o n p r i m i t i v e à t ro i s l e t t r e s , en r e m ­

p laçan t £, y), Ç par £ — 0, t j ~ 9, Ç — 9, e t , s o u s c e t t e f o r m e , 

le c o n t r e v a r i a n t sera fonc t ion d e s d i f fé rences e n t r e ce s q u a t r e 

q u a n t i t é s . 

EXEMPLE. — Considérons la forme quadratique ternaire 

mettons-la sous la forme ax? - j - br2-\-cz2 -\-dv2, qui revient, en rempla­

çant v par — (x + j - h z), à (a + d, b -}- <-/, c + d, d, d\ x, y , z ) 2 , 

et cherchons, sous cette nouvelle forme, ce que devient le contrevariant 

(bc— j 2 ) ? 2 + . . . (101 ). D'après ce que nous venons de dire, nous avons 

à remplacer dans l'expression (bc — f2)ç,2-{-..., a, c, par a-}-d, 

b - f - d, c-f - d\ / , g", A par ; enfin H, >?, Ç par H — 0, — 0, Ç — 0, et il 

vient 

ou en réduisant 

ou, sous une forme abrégée, 



152 . N o u s s a v o n s q u e n o u s p o u v o n s r e m p l a c e r d a n s les 

c o n t r e v a r i a n t s £, y?, Ç par p o u r o p é r e r s u r un c o ­

v a r i a n t ; si ce d e r n i e r e s t e x p r i m é avec q u a t r e va r i ab l e s x, j \ 

z, e, la va r iab le x e n t r a n t à la fois e x p l i c i t e m e n t e t i m p l i c i t e ­

m e n t c o m m e c o m p r i s e dans v, la d é r i v é e par r a p p o r t à x e s t 

o u , en v e r t u de la r e l a t i on qu i l ie e à x, j , z, 

de m ê m e p o u r L e c o n t r e v a r i a n t d e v i e n d r a 

d o n c un s y m b o l e p r o p r e à o p é r e r s u r u n e fonc t ion à q u a t r e 

l e t t r e s , en y r e m p l a ç a n t £, v?, Ç pa r 

m a i s n o u s v e n o n s d e vo i r q u ' o n ve m p laçan t ç, TÎ, Ç 

par £ — 0, y) —- 0, Ç — 0, on d o n n a i t au c o n t r e v a r i a n t la forme 1 

à q u a t r e l e t t r e s . I l n o u s suffira d o n c de r e m p l a c e r , dans ce t t e 

d e r n i è r e f o r m e , £, y?, Ç, 0 pa r n o u s a v o n s 

a ins i la facu l té , u n e fois q u e n o u s a v o n s t r o u v é u n c o n t r e v a ­

r ian t à q u a t r e l e t t r e s , d ' e n d é d u i r e u n n o u v e a u cova r i an t sans 

r e c o u r i r aux ca l cu l s l a b o r i e u x q u ' e x i g e r a i t le r e t o u r à la forme 

à t ro is l e t t r e s . 

EXEMPLE. — Le contrevariant de la forme ternaire ax2-^br'24- cz2-\-dr': 

est lcd(Z — 73 ) 2 ; si l'on y remplace 'i par et que Ton opère avec 

le symbole icd sur la forme elle-même , il vient, abstraction 

faite d'un facteur numérique, 

C'est, sous cette nouvelle forme, l'expression du discriminant, ainsi qu'on 

peut le vérifier sans peine en remplaçant dans la valeur générale de cette 

quantité a, b, c par a -f- <7, b -\ ^, <" -f- d} etj\ g, h par d. 

N o u s d é m o n t r e r o n s de m ê m e q u e n o u s p o u v o n s r e m p l a c e r 

dans u n cova r i an t x,y, z, v par p o u r o p é r e r 

II. 



e n s u i t e s u r u n c o n t r e v a r i a n t ; e n effet, il es t c la i r q u e n o u s 

p o u v o n s d ' abord r e m p l a c e r x,y9 z pa r e t c par 

ma i s le c o n t r e v a r i a n t à q u a t r e l e t t r e s se 

d é d u i t du c o n t r e v a r i a n t à t ro i s l e t t r e s en r e m p l a ç a n t H, -/}, Ç 

pa r % — 9, y] —- 9, 'Ç — 9, e t l e s d é r i v é e s pa r r a p p o r t à \, yj, t 

s o n t l e s m ê m e s s o u s l ' u n e e t l ' a u t r e d e ces d e u x f o r m e s , t a n d i s 

q u e la d é r i v é e d e la p r e m i è r e pa r r a p p o r t à 9 es t éga le à la 

s o m m e p r i s e avec l e s i gne — d e s d é r i v é e s de la d e u x i è m e 

pa r r a p p o r t à £, yj, Ç. 

N o u s v e r r o n s , d a n s les l e ç o n s s u i v a n t e s , d e n o m b r e u s e s 

a p p l i c a t i o n s d e ce t h é o r è m e . 



TREIZIÈME LEÇON. 

APPLICATIONS AUX FORMES BINAIRES (2 e , 3 e ET 4 e DEGRÉ). 

153 . A p r è s avoi r e x p o s é l e s p o i n t s l e s p l u s e s s e n t i e l s d e la 

t h é o r i e g é n é r a l e , n o u s a l l o n s , d a n s c e t t e l e ç o n , l ' éc la i rc i r pa r 

d e s a p p l i c a t i o n s et é t u d i e r , dans q u e l q u e s - u n s d e s cas l e s p l u s 

s i m p l e s , l e s d i f fé ren ts i n v a r i a n t s e t cova r i an t s q u ' u n e fo rme 

d o n n é e p e u t a d m e t t r e . La m é t h o d e d u n° 88 m o n t r e q u ' u n e 

f o r m e b i n a i r e a, e n g é n é r a l , n — 2 inva r i an t s i n d é p e n d a n t s . 

Il a é t é d é m o n t r é , e n effet, qu ' i l p e u t y avo i r n—3 i n v a ­

r i a n t s a b s o l u s ; e t p u i s q u e , d ' a p r è s le n° 8 9 , o n p e u t d é d u i r e 

u n i n v a r i a n t a b s o l u d e d e u x inva r i an t s o r d i n a i r e s , le n o m b r e 

de ces d e r n i e r s s u r p a s s e d ' u n e u n i t é c e l u i d e s i nva r i an t s a b ­

s o l u s . Si l 'on a d e u x i n v a r i a n t s , S e t T , du m ê m e d e g r é , la 

fonc t ion S -f- a T , a é t a n t u n fac teur n u m é r i q u e , se ra é g a l e m e n t 

u n i n v a r i a n t ; m a i s n o u s n e la c o n s i d é r e r o n s pas c o m m e u n 

n o u v e l i nva r i an t e s s e n t i e l l e m e n t d i s t i nc t de S e t T. De m ê m e , 

si S es t d u s e c o n d d e g r é e t T du t r o i s i è m e , la fonc t ion S 3 -f- aT2 

n e sera pas u n invar ian t e s s e n t i e l l e m e n t d i s t i nc t d e S e t T. 

Mais , si u n a u t r e i nva r i an t 11 n e p e u t s ' e x p r i m e r r a t i o n n e l l e ­

m e n t en fonc t ion d e S e t T a v e c l e s q u e l s il es t l ié par u n e 

é q u a t i o n t e l l e q u e R 2 — S 3 -f- #T% n o u s c o n s i d é r e r o n s R c o m m e 

u n n o u v e l i nva r i an t d i s t i nc t , b i e n q u e n o n i n d é p e n d a n t d e S 

e t T . A ins i , b i e n q u e le n o m b r e d e s inva r i an t s indépendants 

d ' u n e f o r m e so i t n — 2 , a ins i q u e n o u s l ' avons déjà d i t , le 

n o m b r e d e s i nva r i an t s distincts e s t indéf in i au delà du s i x i è m e 

d e g r é . Si l ' on a un s y s t è m e d e d e u x f o r m e s d e s d e g r é s m e t n, 

on v e r r a , en s u i v a n t la m é t h o d e d u n° 8 8 , q u e le n o m b r e d e s 

é q u a t i o n s q u i d o i v e n t ê t r e sat isfai tes es t m -f- n H- 2 , et q u e le 

n o m b r e d e s c o n s t a n t e s d o n t n o u s p o u v o n s d i s p o s e r n ' é t a n t 

q u e d e 4> il do i t y avo i r m-\-11—1 i nva r i an t s absolus, e t 



m -4- n — i i nva r i an t s i n d é p e n d a n t s . C ' e s t - à -d i r e q u e le s y s ­

t è m e d e s d e u x f o r m e s a d m e t t r a , e n g é n é r a l , t ro i s inva r i an t s 

i n d é p e n d a n t s en s u s des m — 2 e t n — i i nva r i an t s q u ' a d m e t 

c h a q u e f o r m e en p a r t i c u l i e r . C e p e n d a n t , si l ' u n e d e s f o r m e s 

es t d u p r e m i e r ou du s e c o n d d e g r é , il n ' y au ra q u e d e u x n o u ­

veaux i n v a r i a n t s i n d é p e n d a n t s ; cela t i e n t à ce q u e , dans ce 

cas p a r t i c u l i e r , n — 2 n ' e s t pas le n o m b r e d e s inva r i an t s i n ­

d é p e n d a n t s de la f o r m e , ce d e r n i e r n o m b r e é t an t s u p é r i e u r 

d ' u n e u n i t é à n — 2 , c 'es t -à-di re o p o u r la fo rme l i n é a i r e et 

1 p o u r la f o r m e q u a d r a t i q u e . Le n o m b r e d e s a u t r e s i nva r i an t s 

se ra d o n c i n f é r i e u r d ' u n e u n i t é à ce qu ' i l dev ra i t ê t r e d ' a p r è s 

la r èg l e g é n é r a l e . 

L e s inva r i an t s d ' u n e f o r m e et de l ' e x p r e s s i o n l i néa i r e 

( 101 ) 

p e u v e n t ê t r e r e g a r d é s c o m m e d e s c o n t r e v a r i a n t s d e la fo rme 

d o n n é e , e t , d a n s l e s f o r m e s b i n a i r e s , l e s c o n t r e v a r i a n t s d e ­

v i e n n e n t d e s cova r i an t s en c h a n g e a n t £ e t 73 en y e t — x. 

U n e fo rme b i n a i r e n ' a d o n c , i n d é p e n d a m m e n t de se s i n v a ­

r i a n t s , q u e d e u x cova r i an t s i n d é p e n d a n t s ; la f o r m e e l l e - m ê m e 

p o u v a n t ê t r e c o n s i d é r é e c o m m e é t an t l ' un de ces c o v a r i a n t s , 

o n vo i t q u e t o u s l e s c o v a r i a n t s p e u v e n t s ' e x p r i m e r en fonc t ion 

de la f o r m e , de ses i nva r i an t s et d ' u n c o v a r i a n t ; t ou te fo i s c e t t e 

e x p r e s s i o n n e sera pas n é c e s s a i r e m e n t r a t i o n n e l l e en g é n é r a l . 

N o u s a l l o n s m a i n t e n a n t p a s s e r en r e v u e les i n v a r i a n t s e t co­

va r i an t s f o n d a m e n t a u x des s y s t è m e s l e s p l u s s i m p l e s . 

154 . Forme quadratique. — N o u s a v o n s déjà é tabl i l es 

p o i n t s p r i n c i p a u x d e la t h é o r i e d e la f o r m e q u a d r a t i q u e 

E l l e n ' a d m e t (89) q u ' u n s eu l i nva r i an t i n d é p e n d a n t : c ' es t 

son d i s c r i m i n a n t ae — //'. T o u t a u t r e inva r i an t se ra u n e p u i s ­

s a n c e d e ac— b\ N o u s a v o n s fait vo i r auss i ( 1 2 4 ) q u e , d ' a ­

p r è s la loi d e r é c i p r o c i t é de M. H e r m i t e , l es f o r m e s de d e g r é 

pair o n t s e u l e s des inva r i an t s du s e c o n d o r d r e d o n t la f o r m u l e 
— 2 m 

s y m b o l i q u e es t 12 . Si l 'on fait r — 1 dans la f o r m e , e l le r e -



p r é s e n t e r a g é o m é t r i q u e m e n t un s y s t è m e d e d e u x p o i n t s s u r 

l 'axe des x; l o r s q u e le d i s c r i m i n a n t se r é d u i t à z é r o , c e s d e u x 

p o i n t s c o ï n c i d e n t . 

De m ê m e , d e u x f o r m e s q u a d r a t i q u e s 

o n t p o u r invar ian t 12" o u ac' -+- a!c — ibb' ( 9 0 ) . Si l 'on a d m e t , 

c o m m e c i - d e s s u s , q u e c h a q u e f o r m e r e p r é s e n t e d e u x p o i n t s 

s u r l 'axe d e s x, la r é d u c t i o n à z é r o d e ce t i nva r i an t e x p r i m e r a 

q u e les q u a t r e p o i n t s s o n t en rapport harmonique, l e s d e u x 

p o i n t s r e p r é s e n t é s par l ' u n e d e s f o r m e s é t an t conjugués pa r 

r a p p o r t a u x d e u x p o i n t s r e p r é s e n t é s pa r l ' au t r e f o r m e . 

Le cova r i an t 12 ( 1 1 8 ) e s t 

Son d i s c r i m i n a n t 

est le r é s u l t a n t du s y s t è m e : il p e u t auss i s ' é c r i r e s o u s la 

f o r m e 

L o r s q u e l 'on a t ro i s f o r m e s q u a d r a t i q u e s 

la r é d u c t i o n à z é r o d u d é t e r m i n a n t 

e x p r i m e la c o n d i t i o n n é c e s s a i r e p o u r q u e les s ix p o i n t s r e p r é ­

s e n t é s pa r l e s t r o i s f o r m e s s o i e n t en iiwolution. 

155 . Forme cubique. — P a s s o n s m a i n t e n a n t à la fo rme cu­

b i q u e 

E l l e n 'a q u ' u n inva r i an t ( 8 9 ) , c ' es t l e d i s c r i m i n a n t 



Le H e s s i e n 1 2 ' e s t 

il p e u t aus s i s ' é c r i r e c o m m e d é t e r m i n a n t 

11 a le m ê m e d i s c r i m i n a n t q u e la f o r m e e l l e - m ê m e ( 1 4 2 ) . Si 

l 'on d é s i g n e par a, (3, y l e s t ro i s r a c i n e s , le H e s s i e n es t égal à 

( 1 0 4 ) . Le cova r i an t c u b i q u e 1 2 " . i 3 ou l ' é ­

v e c t a n t d u d i s c r i m i n a n t es t (109) 

Il p e u t ê t r e r e p r é s e n t é g é o m é t r i q u e m e n t a ins i qu ' i l su i t : si 

l 'on p r e n d les t ro i s p o i n t s r e p r é s e n t é s par la fo rme c u b i q u e 

p r i m i t i v e , et q u e l 'on d é t e r m i n e p o u r c h a c u n d ' e u x s o n c o n ­

j u g u é h a r m o n i q u e pa r r a p p o r t a u x d e u x a u t r e s , on o b t i e n t 

t r o i s n o u v e a u x p o i n t s qu i s e r o n t la r e p r é s e n t a t i o n g é o m é ­

t r i q u e du covar ian t e n q u e s t i o n . Ce t h é o r è m e s ' o b t i e n t en 

r e m a r q u a n t q u e , si la f o r m e p r i m i t i v e se r é d u i t à xy(x -h y), 

x —y se ra u n f ac t eu r du c o v a r i a n t , c o m m e on le voi t en fai­

san t a = d — o, b — c ~~ 1. Mais x - f -y , x —y s o n t c o n j u g u é s 

h a r m o n i q u e s par r a p p o r t à x e t y, e t si l ' on d é s i g n e pa r a, 

P, y, d l es d i s t a n c e s à l ' o r ig ine d e q u a t r e p o i n t s s u r l 'axe 

des x, t o u t e r e l a t i on h a r m o n i q u e ou a n h a r m o n i q u e e n t r e e u x , 

s ' e x p r i m a n t par le r a p p o r t d e s p r o d u i t s (a — (3)(y — 0 ) e t 

(oc — y )({3 — à), n ' e s t pas a l t é r é e ( 103) par u n e t r a n s f o r m a t i o n li­

n é a i r e , q u i r e v i e n t à r e m p l a c e r a pa r Pa r c o n s é q u e n t , 

si d e t e l s r a p p o r t s , q u e n ' a l t è r e n t pas les t r a n s f o r m a t i o n s l i ­

n é a i r e s , s o n t d é m o n t r é s p o u r un cas , ils le s o n t en g é n é r a l . 

L e s a u t r e s f ac teurs de l ' é v e c t a n t de xy(x - 4 - y ) s o n t x - f - 9.y, 

ix -h y, d e s o r t e q u e l 'on p e u t d o n n e r au r é s u l t a t u n e f o r m e 

s y m é t r i q u e d ' a p r è s l a q u e l l e l ' évec t an t de xjz ( x, y, z é t a n t 



l i és par la r e l a t i o n x -hy-h z = o) se ra 

Ces c o n s i d é r a t i o n s n o u s c o n d u i s e n t à l ' e x p r e s s i o n d e s fac teurs 

d u cova r i an t e n fonc t ion des r a c i n e s de la f o r m e d o n n é e ; car , 

si è r e p r é s e n t e la d i s t a n c e à l ' o r i g ine du p o i n t c o n j u g u é de a 

par r a p p o r t à [3 e t y, r é s o l v a n t pa r r a p p o r t à ô l ' é q u a t i o n 

il v i en t 

e t l ' e x p r e s s i o n d u cova r i an t e s t 

c o m m e on p e u t le vér i f ier e n e f fec tuan t la m u l t i p l i c a t i o n et 

l es s u b s t i t u t i o n s en fonc t ion d e s coeff ic ients d e l ' é q u a t i o n . 

156 . Si n o u s v o u l o n s é tab l i r u n e r e l a t i on e n t r e les c o v a ­

r i an t s e t i n v a r i a n t s q u i p r é c è d e n t , n o u s f e rons u s a g e des 

f o r m e s c a n o n i q u e s q u i s o n t p o u r U, ax* -f- dy%7t; p o u r le dis­

c r i m i n a n t D, a2d7; p o u r le H e s s i e n H , adxy; p o u r le cova r i an t 

c u b i q u e J , ad(ax* — dy^). N o u s p o u v o n s a ins i d é m o n t r e r q u e 

le d i s c r i m i n a n t d e J e s t le c u b e du d i s c r i m i n a n t d e U, car , 

p o u r la f o r m e c a n o n i q u e , il se r é d u i t à a{,dG. N o u s a v o n s é t é 

c o n d u i t s au s s i , au n° 153, à p r é v o i r q u e J n ' e s t pas i n d é p e n ­

dan t de H e t de U, e t n o u s p o u v o n s en effet d é m o n t r e r a isé­

m e n t , à l ' a ide d e la f o r m e c a n o n i q u e , la r e la t ion s u i v a n t e , d u e 

à M. Cayley, 

M. Cayley s ' e s t s e rv i de c e t t e r e l a t i on p o u r d é c o m p o s e r U 

e n ses f ac teu r s l i n é a i r e s . E n effet, p u i s q u e J 2 — DU- es t u n 

c u b e parfait , n o u s s o m m e s c o n d u i t s à c o n c l u r e q u e les fac­

t e u r s J ± U ^ D s o n t é g a l e m e n t d e s c u b e s parfai ts , e t , en effet, 



p o u r la f o rme c a n o n i q u e , c e s fac teurs s o n t icfdx1 e t iad2y2. 

M a i n t e n a n t , p u i s q u e es t l ' un d e s fac teurs de la 

f o r m e c a n o n i q u e , on voi t i m m é d i a t e m e n t q u e le fac teur g é ­

né ra l es t p r o p o r t i o n n e l à 

fonc t ion l i néa i r e q u i s ' é v a n o u i t é v i d e m m e n t q u a n d on s u p ­

p o s e U — o . 

EXEMPLE — Reprenons l'exemple du n° J 4 1 

nous avons 

d'où 

et les facteurs sont 

157 . Système composé cl une forme cubique et d'une forme 

quadratique. — So ien t 

les d e u x f o r m e s . L ' i n v a r i a n t le p l u s s i m p l e du s y s t è m e s ' o b ­

t i en t en c o m b i n a n t la f o r m e q u a d r a t i q u e a v e c le H e s s i e n de 

la f o r m e c u b i q u e , e t c a l cu l an t e n s u i t e l e u r invar ian t c o m m u n , 

on a 

L e r é s u l t a n t , c a l cu l é d ' a p r è s la m é t h o d e d u n° kk ou d ' a p r è s 

ce l l e d u n° 6 7 , es t 

On p e u t p r e n d r e I e t R p o u r invar ian t s f o n d a m e n t a u x du s y s ­

t è m e : p o u r l e u r c o m p a r e r l es a u t r e s i n v a r i a n t s , il se ra c o r n -



m o d e de faire À = o e t C = o, c e q u i r e v i e n t à p r e n d r e p o u r x 

et y l es d e u x fac teurs d e la fo rme q u a d r a t i q u e ; I se r é d u i t , 

dans ce cas , à V>(bc — ad) e t R à — 8 B W . Le d é t e r m i n a n t de 

J a c o b i e s t 

m a i s il y a, en o u t r e , d e s cova r i an t s l i n é a i r e s . E n effet, si l 'on 

r e m p l a c e , d a n s la f o r m e q u a d r a t i q u e , les va r i ab le s par des 

s y m b o l e s d i f férent ie l s et q u e l 'on effectue s u r la fo rme c u ­

b i q u e l ' o p é r a t i o n i n d i q u é e , il v i e n t 

si l 'on o p è r e d e m ê m e avec L, s u r la f o rme q u a d r a t i q u e , on a 

L, e t L 2 e x p r i m é s en fonc t ion d e s r a c i n e s a, (3, y de la f o rme 

c u b i q u e e t d e s r a c i n e s a', j3' de la f o r m e q u a d r a t i q u e s ' é ­

c r i v e n t 

L e r é s u l t a n t d e L, et L , , en faisant A = o e t C = o, d e v i e n t p ro ­

p o r t i o n n e l à Wbc. Pa r c o n s é q u e n t , si l 'on d é s i g n e pa r A le 

d i s c r i m i n a n t AC — B 2 de la f o r m e q u a d r a t i q u e , le r é su l t an t 

de L, e t L 2 e x p r i m é en fonc t ion d e s d e u x inva r i an t s f o n d a m e n ­

t a u x se ra R -f- 8 À L 

Il e x i s t e d ' a u t r e s cova r i an t s l i n é a i r e s q u e l 'on o b t i e n d r a en 

r e m p l a ç a n t , dans L, e t L>, les coeff ic ients a, b,.. . d e la fo rme 

c u b i q u e par l e s coeff ic ients c o r r e s p o n d a n t s de son covar ian t 

c u b i q u e ( 109) . 

Si l 'on é l i m i n e les va r i ab l e s e n t r e L i e t la f o r m e q u a d r a t i q u e , 

on o b t i e n d r a l e m ê m e r é s u l t a t q u ' e n é l i m i n a n t e n t r e L i et L 2 ; 

m a i s , si l ' on é l i m i n e e n t r e L, et la f o r m e c u b i q u e , o n aura u n 

inva r i an t d i s t inc t d e s p r é c é d e n t s . En faisant À = o e t C = o, 

ce t i nva r i an t se ra B : , ( « c 3 — dbz) ; il n ' e s t pas r é d u c t i b l e a u x 



p r é c é d e n t s , m a i s son ca r r é p e u t l ' ê t r e s ans p e i n e . Le d i s c r i ­

m i n a n t d e la fo rme c u b i q u e é t a n t 

le c a r r é d e l ' invar ian t q u e n o u s c o n s i d é r o n s , m u l t i p l i é par 1 6 , 

sera 

e t n o u s n ' a v o n s p l u s q u ' à r e m p l a c e r Bbc pa r I H- Bad, B*ad 

par - pa r — À p o u r avo i r l ' e x p r e s s i o n en fonct ion d e s 

i nva r i an t s f o n d a m e n t a u x . 

158 . Forme du quatrième degré. — N o u s a r r i v o n s m a i n t e ­

n a n t à la f o rme du q u a t r i è m e d e g r é q u i , a ins i q u e n o u s l ' a ­

v o n s vu (108) , a d e u x i n v a r i a n t s 

N o u s a v o n s fait vo i r ( 147 ) q u ' o n p e u t la r a m e n e r à la f o rme 

c a n o n i q u e x*-+-6mx2y7y?i, p o u r l a q u e l l e l es i nva r i an t s 

s o n t S = i -f- 3 m 2 , T = m — m 3 . Si l ' on e x p r i m e ces i nva r i an t s 

en fonc t ion s y m é t r i q u e d e s r a c i n e s , on a 

ou m i e u x 

II es t a isé de vo i r , s o u s c e t t e d e r n i è r e f o r m e , q u e l ' é q u a t i o n 

T = o r e p r é s e n t e la c o n d i t i o n q u i do i t ê t r e r e m p l i e p o u r q u e 

les q u a t r e p o i n t s r e p r é s e n t é s pa r la f o r m e s o i e n t en r a p ­

p o r t h a r m o n i q u e . On a v u , en o u t r e ( 1 4 6 ) , q u e c e t t e é q u a ­

t ion e x p r i m e la c o n d i t i o n q u i do i t ê t r e r e m p l i e p o u r q u e la 

fo rme p u i s s e ê t r e r a m e n é e à u n e s o m m e d e d e u x q u a t r i è m e s 

p u i s s a n c e s x'1 -hy* (*) , e t q u e T p e u t s ' é c r i r e c o m m e d é t e r -

( * ) M . S y l v e s t e r a p p e l l e catalectlcant l ' i n v a r i a n t q u i e x p r i m e d e m ê m e l a 

c o n d i t i o n à r e m p l i r p o u r q u ' u n e l ' o r m e d u d e ^ r é i n s o i t r é d u c t i b l e à l a s o m m e 

d e n p u i s s a n c e s . 



m i n a n t 

Si l 'on d é s i g n e par M le m o d u l e de la s u b s t i t u t i o n , les i nva ­

r i an t s S e t T d e v i e n n e n t , a p r è s la t r ans fo rma t ion (89) , M* S, 

M G Ï , e t le r a p p o r t r e s t e c o m p l è t e m e n t i n v a r i a b l e . 

ou 

159. T o u t i nva r i an t d ' u n e f o r m e b i q u a d r a t i q u e p e u t s ' expr i ­

m e r en fonc t ion r a t i o n n e l l e de S et T . E n effet, p u i s q u ' e l l e p e u t , 

pa r u n e s u b s t i t u t i o n c o n v e n a b l e , ê t r e r é d u i t e à la fo rme c a n o ­

n i q u e x* H- 6mx'2y2 - f - j 4 , ce q u i n e modi f i e pas les i nva r i an t s , 

il suffit d e p r o u v e r q u e le t h é o r è m e es t vrai p o u r c e t t e f o r m e . 

E n p r e m i e r l i e u , n o u s r e m a r q u e r o n s q u e t o u t invar ian t qu i 

s ' a n n u l e q u a n d m = o, s ' annu l e r a é g a l e m e n t q u a n d m sera 

égal à ± i . Car la f o r m e x" - f - j 1 d e v i e n t , en y r e m p l a ç a n t x 

e t j pa r x -+- y e t x — y, xi -+- 6x'2y'2 -f- j ' , e t , en y r e m p l a ç a n t 

x e t y pa r x -hy \T — i e t x — y\j — i , x* — Gx-y2 4 - j 1 ; par-

c o n s é q u e n t , si u n inva r i an t a d m e t m c o m m e fac teur , il do i t 

ê t r e é g a l e m e n t d iv i s ib le par m 2 — i ; il le se ra d o n c pa r m — m\ 

c 'es t -à-d i re pa r T . 

P r e n o n s m a i n t e n a n t u n inva r i an t e x p r i m é en fonct ion d e s 

coeff ic ients de la f o r m e g é n é r a l e « , b, c, d, e; s'il n e se r é d u i t 

pas à z é r o en y faisant b = o, c — o, d = o, la pa r t i e q u i n e 

d i spara î t pas do i t ê t r e u n e p u i s s a n c e d e ae; en effet, e l le doi t 

ê t r e é v i d e m m e n t s y m é t r i q u e par r a p p o r t à a e t e, et e l l e n e 

p e u t ê t r e de la f o r m e ah-hek, p u i s q u e le p o i d s do i t ê t r e le 

m ê m e p o u r c h a q u e t e r m e . Soit d o n c akek la pa r t i e qu i n e 

s ' a n n u l e p a s , e t r e t r a n c h o n s de l ' i nva r ian t d o n n é 

le r e s t e se r é d u i r a é v i d e m m e n t à z é r o q u a n d on fera 

o u , dans le cas de la fo rme c a n o n i q u e p o u r l a q u e l l e b et d 

s o n t n u l s , l o r s q u e l ' on fera m ~ o . D ' a p r è s ce q u i a é t é dit 



p l u s h a u t , c e t t e p a r t i e se ra d o n c d iv i s ib le pa r T , c 'es t -à-di re 

q u e l ' i nvar ian t sera d e la fo rme S* -+- T 9 . Mais on p r o u v e r a d e 

m ê m e q u e 9 es t de la fo rme S / f ' -f- T ^ s e t a ins i d e s u i t e , d e 

s o r t e q u e l 'on finira par avo i r l ' i nva r i an t d o n n é en fonct ion 

r a t i o n n e l l e de S e t d e T . 

160. D é t e r m i n o n s m a i n t e n a n t le d i s c r i m i n a n t e n fonc t ion 

de S e t de T. On a déjà r e m a r q u é ( 7 9 ) q u e le d i s c r i m i n a n t 

d ' u n e fo rme se r é d u i t à z é r o si l e s d e u x p r e m i e r s coeff ic ients 

s o n t n u l s , p u i s q u e , dans ce cas , la fo rme d e v e n a n t d iv is ib le 

p a r / 2 , a d m e t u n fac teur c a r r é . D ' u n a u t r e c ô t é , il es t é g a l e ­

m e n t vrai q u e t o u t i nva r i an t q u i se r é d u i t à z é r o q u a n d a et b 

s o n t n u l s c o n t i e n t l e d i s c r i m i n a n t c o m m e fac teur . E n effet, 

ce t i nva r i an t doi t se r é d u i r e à z é r o si la f o r m e a d m e t un fac­

t e u r ca r r é (x — ay)'\ car on p e u t , pa r u n e t r a n s f o r m a t i o n 

l i n é a i r e , faire e n s o r t e q u e ce fac teur soi t p r i s p o u r y e t , par 

s u i t e , q u e les coeff ic ients a et b s o i e n t n u l s ; m a i s u n inva r i an t 

q u i d e v i e n t n u l q u a n d d e u x r a c i n e s s o n t éga les d o i t , l o r s ­

q u ' o n l ' e x p r i m e e n fonc t ion d e s r a c i n e s , c o n t e n i r c o m m e fac­

t e u r la d i f fé rence d e d e u x r a c i n e s q u e l c o n q u e s , e t , pa r s u i t e , 

le d i s c r i m i n a n t l u i - m ê m e . 

Il e s t m a i n t e n a n t facile, c o n n a i s s a n t S et T , d ' en d é d u i r e u n 

invar ian t q u i s e r é d u i s e à z é r o e n m ê m e t e m p s q u e a e t b. 

Car, d a n s c e t t e h y p o t h è s e , S d e v i e n t 3 c 2 e t T d e v i e n t — c 3 ; 

pa r s u i t e S 3 — 2 7 T 2 se r é d u i t à z é r o . Cet i nva r i an t e s t du 

s i x i è m e o r d r e pa r r a p p o r t a u x coef f ic ien t s , e t c ' e s t p r é c i s é ­

m e n t l ' o r d r e du d i s c r i m i n a n t ( 7 3 ) . C 'est d o n c le d i s c r i m i n a n t 

l u i - m ê m e et n o n son p r o d u i t pa r un a u t r e i n v a r i a n t , et l 'on a, 

p o u r la v a l e u r c h e r c h é e , 

On p e u t vér i f ie r ce r é s u l t a t de d i f fé ren tes m a n i è r e s , e t 

n o t a m m e n t d ' u n e m a n i è r e t r è s - s i m p l e en a d o p t a n t la fo rme 

c a n o n i q u e p l u s g é n é r a l e Axr' + B j 1 - f -C.2 1 , dans l a q u e l l e n o u s 

s u p p o s o n s x -h j - f - z = o ; dans ce cas , n o u s a v o n s 



e t les d e u x inva r i an t s S e t T d e v i e n n e n t 

L e d i s c r i m i n a n t n ' e s t a u t r e q u e le r é s u l t a n t d e s d e u x d é r i v é e s 

Ax* — Cz\ B)?,— Czz; en les éga lan t à z é r o , n o u s p o u v o n s 

s u p p o s e r x \ j z , zz p r o p o r t i o n n e l s à BC, CA, A B ; s u b s t i t u a n t 

d a n s l ' é q u a t i o n 

il v i e n t 

d ' o ù 

et l 'on o b t i e n t le d i s c r i m i n a n t s o u s la f o rme S 3 — 27 T-. 

161 . On p e u t d é d u i r e , d e l ' e x p r e s s i o n p r é c é d e n t e d u d i s ­

c r i m i n a n t d ' u n e f o r m e b i q u a d r a t i q u e e n fonc t ion d e S e t T, la 

r e l a t i on q u i l ie (15G) l e s cova r i an t s d ' u n e fo rme c u b i q u e . 

Si n o u s m u l t i p l i o n s d e u x f o r m e s , l es i n v a r i a n t s du p r o d u i t 

s e r o n t d e s i n v a r i a n t s du s y s t è m e f o r m é pa r l e s d e u x f o r m e s ; 

par c o n s é q u e n t , si n o u s m u l t i p l i o n s u n e fo rme pa r x \ -f- J - / J , 

l es i nva r i an t s du p r o d u i t s e r o n t ( 101) d e s c o n t r e v a r i a n t s de la 

f o rme p r i m i t i v e , e t si n o u s c h a n g e o n s e n s u i t e % e t y? e n j e t — .r , 

n o u s a u r o n s d e s c o v a r i a n t s . A p p l i q u o n s ce p r o c é d é à u n e 

f o r m e c u b i q u e , l e s coef f ic ien ts d e la f o r m e b i q u a d r a t i q u e 

q u ' o n en d é d u i t s o n t 

et s e s inva r i an t s S et T s e r o n t l es cova r i an t s de la 

f o r m e c u b i q u e . Mais le d i s c r i m i n a n t du p r o d u i t d ' u n e fo rme 

q u e l c o n q u e U p a r x\^-yn d e v i e n t égal (78 ) , en o p é r a n t a ins i , 

au d i s c r i m i n a n t de U m u l t i p l i é par U 2 . E x p r i m a n t d o n c le dis­

c r i m i n a n t d e la f o rme b i q u a d r a t i q u e en fonct ion d e s inva r i an t s S 

e t T, n o u s a v o n s la r e l a t ion e n t r e I I , J e t le d i s c r i m i n a n t de la 

f o rme c u b i q u e . 

102 . L e H e s s i e n d e la f o rme b i q u a d r a t i q u e es t l ' é v e c t a n t 



de T, savoi r 

q u i s e r é d u i t p o u r la f o rme c a n o n i q u e à 

Si la f o r m e a d m e t u n fac teur ca r r é x\ il se t r o u v e r a é g a l e m e n t 

dans l e H e s s i e n . Car (94) la s e c o n d e d é r i v é e U 2 2 r e n f e r m e le 

fac teur x\ la d é r i v é e U l 2 c o n t i e n t le f ac teu r x au p r e m i e r d e ­

g r é e t , par s u i t e , l ' e x p r e s s i o n U U U 2 , — U J 2 le r e n f e r m e au s e ­

c o n d . D o n c , si u n e f o r m e b i q u a d r a t i q u e a d m e t d e u x fac teurs 

c a r r é s , ils se r e t r o u v e r o n t t o u s d e u x d a n s le H e s s i e n q u i , é t a n t 

auss i du q u a t r i è m e d e g r é , n e p o u r r a différer de la fo rme q u e 

par u n fac teur n u m é r i q u e . E n effet, si la f o r m e b i q u a d r a t i q u e 

a d m e t d e u x fac teurs c a r r é s , en les p r e n a n t p o u r x7 et y'2, e l le 

p e u t s ' é c r i r e ex2y'2; m a i s e n faisant a — bz=z d = e = o dans 

l ' e x p r e s s i o n du H e s s i e n , e l l e se r é d u i t à — Zc-x'2 y2. 

Ains i , en e x p r i m a n t q u ' u n e fo rme b i q u a d r a t i q u e n e diffère 

d u H e s s i e n q u e par u n fac teur n u m é r i q u e , n o u s a u r o n s le 

s y s t è m e s u i v a n t d e c o n d i t i o n s n é c e s s a i r e s p o u r q u ' e l l e a d ­

m e t t e d e u x fac teurs c a r r é s , savoi r 

c e s y s t è m e n ' é q u i v a u t q u ' à d e u x c o n d i t i o n s d i s t i n c t e s , a ins i 

q u ' o n p e u t l e vér i f ier de d i f fé ren tes m a n i è r e s . 

N o u s a v o n s , au n° 105 , fait c o n n a î t r e d ' a u t r e s m é t h o d e s p o u r 

é t ab l i r ce s c o n d i t i o n s . L ' u n e d ' e l l e s c o n s i s t e à f o rmer le c o ­

va r i an t 

d o n t t o u s l e s t e r m e s d o i v e n t se r é d u i r e à z é r o si d e u x c o u p l e s 

d e r a c i n e s d e v i e n n e n t i d e n t i q u e s . Ce cova r i an t , q u e n o u s ap­

p e l l e r o n s J , es t 



Il n ' e s t a u t r e q u e le Jacobien ( 95 ) d e la f o r m e e l l e - m ê m e 

et d e son H e s s i e n ; il do i t se r é d u i r e i d e n t i q u e m e n t à z é r o 

l o r s q u e c e s d e u x fonc t ions n e di f fèrent q u e pa r u n fac teur , e t 

l e s coeff ic ients de J d o n n e n t , s o u s u n e a u t r e f o r m e , l e s c o n ­

d i t i ons déjà o b t e n u e s c i - d e s s u s . N o u s a v o n s vu auss i ( 1 0 5 ) 

q u e , dans le m ê m e cas , le cova r i an t 

se r é d u i t à z é r o . Mais ce cova r i an t e s t égal à 3 T U — iSU, e t 

l 'on p e u t a i s é m e n t vér i f ier qu ' i l se r é d u i t à z é r o q u a n d la f o r m e 

p r i m i t i v e a d m e t d e u x fac teu r s c a r r é s ; car , en faisant 

U s e r é d u i t à 6cx2y2, H à — 3c2x2y2, T à — c 3 , S à 3c% et l 'on 

vo i t q u e , d a n s le s y s t è m e de c o n d i t i o n s d o n n é c i - d e s s u s , la 

va l eu r c o m m u n e des f rac t ions es t 

163 . On a vu (147) c o m m e n t o n r a m è n e u n e fo rme b i q u a ­

d r a t i q u e à sa f o r m e c a n o n i q u e , p r o b l è m e q u i r e n f e r m e la s o ­

lu t i on de l ' é q u a t i o n , p u i s q u e , u n e fois r a m e n é e à la f o r m e 

e l le p e u t se r é s o u d r e c o m m e u n e s i m p l e é q u a t i o n du s e c o n d 

d e g r é . La r é d u c t i o n p e u t auss i s ' e f fec tuer à l 'aide d e s v a l e u r s 

de S e t T . S u p p o s o n s les va r i ab l e s t r a n s f o r m é e s par u n e s u b ­

s t i t u t i on l i néa i r e de m o d u l e i , de t e l l e s o r t e q u e les coeff i­

c i e n t s b e t d d i s p a r a i s s e n t dans la t r a n s f o r m é e ; n o u s a u r o n s 

S = tfe-j-3c% T = ace—c\ e t la n o u v e l l e v a l e u r d e c se ra 

d o n n é e par l ' é q u a t i o n 4c 3 — S e -f- T = o. N o u s d é d u i r o n s l e s 

n o u v e l l e s va r i ab l e s x et y q u i e n t r e n t dans la f o rme c a n o n i q u e 

des é q u a t i o n s 

d 'où 

N o t r e m é t h o d e c o n s i s t e d o n c à t i r e r la va l eu r de c de l ' é q u a ­

t ion du t r o i s i è m e d e g r é c i - d e s s u s , p u i s à fo rmer , à l ' a ide d e 

I 2 



T u n e d e s v a l e u r s d e c, l ' e x p r e s s i o n c U — II q u i devra ê t r e u n 

ca r r é parfai t . E x t r a y a n t la r a c i n e e t la d é c o m p o s a n t en f ac t eu r s , 

n o u s a u r o n s les n o u v e l l e s va r i ab l e s x e t r , e t pa r c o n s é q u e n t 

n o u s c o n n a î t r o n s la t r a n s f o r m a t i o n pa r le m o y e n de l a q u e l l e 

la f o r m e p r o p o s é e p e u t ê t r e r a m e n é e à sa f o r m e c a n o n i q u e ; 

l ' ayant s o u s la f o r m e axk -t-6cx2 y2 -\-ey\ n o u s p o u v o n s é v i ­

d e m m e n t , si n o u s te p r é f é r o n s , faire l e s coeff ic ients de x'* e t j * 

égaux à l ' u n i t é , en éc r ivan t x1 e t j 2 au l i eu de 

EXEMPLE. — Résoudre Véquation 

Nous avons S = — 216, T = — 706, et notre équation du troisième 

degré est 

qui admet 3 pour racine. Le Hessien est 

d'où 

Les variables de la forme canonique seront donc 

d'où 

et, substituant dans la forme primitive, on a pour la forme canonique 

Les racines seront données par les équations 

1 6 1 . M. Cayley a d o n n é les r a c i n e s de l ' é q u a t i o n du q u a ­

t r i è m e d e g r é s o u s u n e a u t r e fo rme p l u s s y m é t r i q u e . So ien t 

d , c2, c3 c e l l e s d e l ' é q u a t i o n du t r o i s i è m e d e g r é du n u m é r o 

p r é c é d e n t ; il a é t é d é m o n t r é q u e II — c U , I I — c ,U, II — 6*3U 

s o n t d e s c a r r é s parfaits d o n t l e s r a c i n e s s o n t du s e c o n d d e g r é 

en x e t r . Mais l ' e x p r e s s i o n 



es t aus s i u n c a r r é parfai t d o n t la r a c i n e es t un fac teur de la 

f o rme b i q u a d r a t i q u e . Il suffit d e p r o u v e r q u e c e t t e q u a n t i t é 

es t u n c a r r é , car e l l e s ' a n n u l e é v i d e m m e n t en m ê m e t e m p s 

q u e U. P r e n o n s la f o r m e c a n o n i q u e en faisant , p o u r p lus de 

s i m p l i c i t é , a = e = i. E n r é s o l v a n t l ' é q u a t i o n 

n o u s t r o u v e r o n s q u e ses t ro i s r a c i n e s s o n t 

e t les t r o i s v a l e u r s c o r r e s p o n d a n t e s de H — c U s o n t 

M a i n t e n a n t , p o u r q u ' u n e q u a n t i t é d e la f o r m e 

so i t un c a r r é parfai t , il faut q u e l 'on ait 

c o n d i t i o n q u i s e vér i f ie , p u i s q u e l 'on a 

EXEMPLE. — En appliquant cette méthode à l'exemple qui précède, les 

autres valeurs de c sont 

et les carrés des facteurs linéaires de la forme biquadratique se présen­

tent ainsi 

1 2 . 



165 . Il n o u s r e s t e à d i s t i n g u e r dans q u e l cas la r é d u c t i o n à 

la fo rme c a n o n i q u e s ' o p è r e par u n e s u b s t i t u t i o n r é e l l e ou par 

u n e s u b s t i t u t i o n i m a g i n a i r e . Le d i s c r i m i n a n t de la fo rme c a ­

n o n i q u e es t ae(ae — 9 c 2 ) 2 , e t , p u i s q u e son s i g n e n e c h a n g e 

pas par u n e t r a n s f o r m a t i o n l i n é a i r e , n o u s v o y o n s q u e , l o r s ­

qu ' i l se ra positif, les coeff ic ients a e t e de la fo rme c a n o n i q u e 

s e r o n t de m ô m e s i g n e , e t q u e , q u a n d il se ra négatif , ces c o ­

eff icients s e r o n t de s i g n e s c o n t r a i r e s . Dans le p r e m i e r cas , la 

f o rme 

se r é s o u t é v i d e m m e n t en d e u x fac teurs d e la f o r m e 

c 'es t -à-dire q u e l e s r a c i n e s s o n t a lo rs ou t o u t e s i m a g i n a i r e s 

ou t o u t e s r é e l l e s . Si, au c o n t r a i r e , a e t e s o n t de s i g n e s diffé­

r e n t s , l es d e u x f ac t eu r s s o n t d e la f o rme 

et la f o r m e b i q u a d r a t i q u e a d e u x r a c i n e s r é e l l e s et deux r a ­

c i n e s i m a g i n a i r e s . D o n c , q u a n d le d i s c r i m i n a n t es t négatif, 

c ' e s t - à - d i r e q u a n d S 3 es t m o i n d r e q u e 27 T 2 , d e u x des r a c i n e s 

son t r é e l l e s e t l es d e u x a u t r e s i m a g i n a i r e s , e t , q u a n d il es t 

positif, l es q u a t r e r a c i n e s s o n t t o u t e s r é e l l e s ou t o u t e s i m a g i ­

n a i r e s (*). Mais le d i s c r i m i n a n t de l ' é q u a t i o n 

es t 27T 2 — S 3 ; par s u i t e ( 142) , q u a n d S 3 es t m o i n d r e q u e 27T*, 

l ' é q u a t i o n en c a d m e t u n e r a c i n e r é e l l e et d e u x r a c i n e s imag i ­

n a i r e s , e t la t r a n s f o r m a t i o n n e p e u t s ' e f fec tuer q u e d ' u n e s e u l e 

( * ) L e s s i g n e s d e s i n v a r i a n t s n e p e r m e t t e n t p a s d e d i s t i n g u e r l e c a s d e q u a t r e 

r a c i n e s r é e l l e s d e c e l u i d e q u a t r e r a c i n e s i m a g i n a i r e s ; m a i s l ' a p p l i c a t i o n d u 

t h é o r è m e d e S l u r m m o n t r e q u e ( l e d i s c r i m i n a n t é t a n t p o s i t i f ) l e s d e u x q u a n t i t é s 

lr — ac e t ?) arV-\-1 (b-— ac)S s o n t p o s i t i v e s q u a n d l e s r a c i n e s s o n t t o u t e s 

r é e l l e s , t a n d i s q u e l ' u n e o u l ' a u t r e d e c e s d e u x q u a n t i t é s e s t n é g a t i v e q u a n d 

l e s q u a t r e r a c i n e s s o n t i m a g i n a i r e s ( C a y l e y , Qnarterly Journal, t . I V , p 10) . 



m a n i è r e r é e l l e , q u a n d la fo rme b i q u a d r a t i q u e a d e u x r a c i n e s 

r é e l l e s et d e u x i m a g i n a i r e s . Si a e t e s o n t d e m ê m e s i g n e , cas 

dans l e q u e l on p e u t p r e n d r e p o u r f o r m e c a n o n i q u e 

on vo i t s ans p e i n e q u ' o n p e u t p a r v e n i r à c e t t e fo rme par d e u x 

a u t r e s s u b s t i t u t i o n s l i n é a i r e s . E n effet, en r e m p l a ç a n t x et y 

par x + j et x — y, il v i e n t 

r e m p l a ç a n t par , il v i en t de m ê m e 

Ains i q u a n d la fo rme b i q u a d r a t i q u e a q u a t r e r a c i n e s r é e l l e s ou 

q u a t r e r a c i n e s i m a g i n a i r e s , b i e n q u e l 'on t r o u v e p o u r c t r o i s 

v a l e u r s r é e l l e s , l ' u n e d ' e l l e s c o r r e s p o n d à d e s v a l e u r s i m a g i ­

n a i r e s de x e t y, e t il n ' e x i s t e q u e d e u x s u b s t i t u t i o n s r é e l l e s . 

On p e u t e n c o r e le voir a ins i qu ' i l s u i t . S u p p o s o n s la fo rme 

b i q u a d r a t i q u e d é c o m p o s é e en d e u x fac teu r s r é e l s du s e c o n d 

d e g r é [a, b, c\x, y}\ (a', b', c' [x, y)-, c e s d e u x fac teurs U et Y 

p e u v e n t , par u n e t r a n s f o r m a t i o n s i m u l t a n é e , ê t r e r a m e n é s à 

la f o r m e A X 2 - f - BY 2 , A ' X 2 - f - B ' Y 2 , X 2 e t Y 2 é t an t les v a l e u r s 

de A U - h V c o r r e s p o n d a n t e s aux d e u x v a l e u r s de 1 d o n n é e s 

par l ' é q u a t i o n ( 9 0 ) 

P o u r q u e les v a l e u r s de 1 s o i e n t r é e l l e s , il faut q u e le r é ­

s u l t a n t d e s d e u x fonc t i ons du s e c o n d d e g r é 

soi t posit if . Q u a n d la fo rme b i q u a d r a t i q u e a q u a t r e r a c i n e s 

r é e l l e s , si a e t (3 s o n t l e s d e u x p l u s g r a n d e s , a ' e t (3' les d e u x 

p l u s p e t i t e s , o u b i e n e n c o r e , si l 'on p r e n d p o u r a et (3 les 

d e u x e x t r ê m e s , e t p o u r a et (3' l es d e u x i n t e r m é d i a i r e s , on a 

p o u r 1 d e s v a l e u r s r é e l l e s . Dans les a u t r e s ca s , on a des va ­

l e u r s i m a g i n a i r e s . Si l ' u n e ou l ' au t r e d e s d e u x e x p r e s s i o n s du 



s e c o n d d e g r é a des r a c i n e s i m a g i n a i r e s , l e u r r é s u l t a n t es t p o ­

sitif e t l e s v a l e u r s de 1 r é e l l e s . 

166. N o u s a v o n s vu ( 162) q u e les f o r m e s b i q u a d r a t i q u e s o n t 

u n a u t r e cova r i an t J d o n t la f o r m u l e s y m b o l i q u e es t j ̂  . 13 . 

Il es t du t r o i s i è m e d e g r é pa r r a p p o r t a u x coeff ic ien ts , e t du 

s i x i è m e pa r r a p p o r t a u x v a r i a b l e s ; p o u r la f o rme c a n o n i q u e 

x*-+- 6 w j 2 J 2 + y * , ce cova r i an t se r é d u i t à (i — gm2)xy(x*—y*): 

c 'es t le J a c o b i e n de la f o r m e p r i m i t i v e e t d e s o n H e s s i e n . E n 

g é n é r a l , e n éga lan t à z é r o le d i s c r i m i n a n t d e U - f - IV, si U e t V 

s o n t d e u x f o r m e s b i q u a d r a t i q u e s , on p e u t t r o u v e r s ix v a l e u r s 

d e 1 t e l l e s , q u e U -f- XV a d m e t t e u n fac teur c a r r é , e t c e s six 

f ac t eu r s , q u i e x i s t e n t aus s i dans les d é r i v é e s d e U + A V, s o n t 

c e u x du J a c o b i e n . Q u a n d V es t le H e s s i e n de U, on n ' o b t i e n t 

p l u s q u e t ro i s v a l e u r s d e 1, t e l l e s q u e AU —- H c o n t i e n n e d e u x 

fac teu r s c a r r é s , ce s v a l e u r s de 1 é t an t d o n n é e s par l ' é q u a t i o n 

Mais , c o m m e p l u s h a u t , c e s six fac teurs s e r o n t c e u x du J a c o ­

b i e n , c ' e s t - à -d i r e q u e le cova r i an t J a p o u r fac teurs les va ­

l e u r s x e t y d e s t ro i s f o r m e s c a n o n i q u e s . Ce r é s u l t a t p e u t 

s ' i n t e r p r é t e r g é o m é t r i q u e m e n t a ins i qu ' i l s u i t . L e s q u a t r e 

p o i n t s r e p r é s e n t é s par la f o r m e d é t e r m i n e n t t r o i s s y s t è m e s en 

i n v o l u t i o n d i f fé ren ts ( l ' u n o u l ' a u t r e d e s t r o i s p o i n t s (3, y e t d 

p o u v a n t ê t r e p r i s p o u r le c o n j u g u é d e a), e t les foyers de ces 

t r o i s s y s t è m e s s o n t d é t e r m i n é s par le cova r i an t J . 

P u i s q u e , d ' a p r è s le n u m é r o 1 6 3 , le ca r r é du p r o d u i t d ' un 

c o u p l e d e v a l e u r s x e t j d e la fo rme c a n o n i q u e es t d é t e r m i n é 

pa r l ' e x p r e s s i o n c , U — H , J- sera p r o p o r t i o n n e l à 

o u , en se r e p o r t a n t à l ' é q u a t i o n en e, à 

E n ef fec tuant l e s ca lcu l s s u r la f o r m e c a n o n i q u e , o n t r o u v e 

q u e la v a l e u r de l ' e x p r e s s i o n c i - d e s s u s es t — J 2 . 

167 . P u i s q u e II es t un covar i an t de U, on en c o n c l u t q u e , 



OL e t (3 d é s i g n a n t d e u x c o n s t a n t e s , a U -+- 6(3 H ( *) se ra u n cova­

r ian t de U d o n t l e s i nva r i an t s s e r o n t auss i d e s inva r i an t s de IL 

L e s v a l e u r s d e S e t T e t d u d i s c r i m i n a n t R d e ce t t e f o rme 

s o n t 

La d e r n i è r e d e ces t r o i s v a l e u r s es t u n ca r r é parfait , p a r c e q u e , 

c o m m e n o u s l ' avons fait r e m a r q u e r , au l i eu de six cas d a n s 

l e s q u e l s la fonc t ion aU - f -6(311 a d m e t un fac teur c a r r é , n o u s 

a v o n s m a i n t e n a n t t ro i s cas dans l e s q u e l s e l le a d m e t d e u x fac­

t e u r s c a r r é s . 

M. H e r m i t e a r e m a r q u é q u ' e n a p p e l a n t G la fonc t ion d e et, (3, 

a? — QSa[3 2 — 54T (3 3 , les v a l e u r s d o n n é e s c i -dessus p o u r les 

i nva r i an t s S e t T d e la f o rme a i l + 6 ( 3 1 1 s o n t le H e s s i e n et le 

cova r i an t c u b i q u e d e G : le d i s c r i m i n a n t de G n e diffère de 

c e l u i d e U q u e par u n fac teur n u m é r i q u e . 

L e s c o v a r i a n t s d e la fonct ion a U + 6(311 s o n t a u s s i d e s c o ­

va r i an t s d e U. Son H e s s i e n es t 

c ' es t le J a c o b i e n d e s d e u x e x p r e s s i o n s G et aU -f- 6(3H cons i ­

d é r é e s c o m m e fonc t ion de a et (3. L ' e x p r e s s i o n de J ca l cu l ée 

p o u r a U - f - 6 ( 3 H es t la m ê m e q u e p o u r U, m u l t i p l i é e t ou t e fo i s 

par le fac teur n u m é r i q u e G. L e H e s s i e n d e J es t 

c ' e s t le r é s u l t a n t d e a i l -4- 6(311 et du H e s s i e n de G. M. Cayley 

l'a m i s s o u s la f o r m e 

( * ) L e c o e f f i c i e n t n u m é r i q u e 6 a p o u r b u t d ' é v i t e r l e s f r a c t i o n s c l a n s l e s 

f o r m u l e s s u i v a n t e s . 



q u i m o n t r e qu ' i l se r é d u i t à un ca r r é parfait q u a n d le d iscr i ­

m i n a n t de U es t n u l . 

168 . On p e u t r e m a r q u e r ici q u e , d ' ap rè s le p r i n c i p e d u nu­

m é r o 108, les t h é o r è m e s c o n c e r n a n t l es i nva r i an t s e t c o v a ­

r i an t s d ' u n e fo rme d o n n e n t en m ê m e t e m p s des t h é o r è m e s 

c o n c e r n a n t l e s c o v a r i a n t s d e s f o r m e s d ' u n d e g r é p l u s é l e v é . 

A ins i , ayan t d é m o n t r é (167 ) q u e le H e s s i e n d u H e s s i e n d ' u n e 

f o r m e b i q u a d r a t i q u e es t d e la f o rme a TU -h (3 SH, n o u s p o u v o n s 

e n d é d u i r e qu ' i l en es t d e m ê m e p o u r u n e fo rme q u e l c o n q u e 

(voir auss i n° 134 , E x e m p l e I I ) . Car, si l 'on f o r m e le H e s s i e n 

de l ' e x p r e s s i o n unuT1 — u\2, il r e n f e r m e les d e u x i è m e s , t r o i ­

s i è m e s e t q u a t r i è m e s d é r i v é e s de u. M a i s , au m o y e n d e s 

é q u a t i o n s 

o n p e u t e x p r i m e r les d é r i v é e s d e s d e u x i è m e et t r o i s i è m e 

o r d r e s en fonc t ion de ce l l e s du q u a t r i è m e , e t é c r i r e le H e s s i e n 

s o u s la f o rme d ' u n e fonc t ion d e ces d e r n i è r e s d é r i v é e s e t d e s 

v a r i a b l e s xetf q u e n o u s v e n o n s d ' i n t r o d u i r e e t q u i y figure­

r o n t au q u a t r i è m e d e g r é . Ce se ra d o n c u n covar i an t de l ' é m a ­

n a n t d u q u a t r i è m e o r d r e . Mais t o u t covar i an t d ' u n e fo rme b i ­

q u a d r a t i q u e es t u n e fonc t i on de U et de II ( 1 5 3 ) , e t , q u a n d il 

e s t du q u a t r i è m e d e g r é , c e t t e fonc t ion es t l i n é a i r e . Ce c o v a ­

r i a n t sera d o n c d e la f o r m e a T U -h [3SU, S et T é t a n t d e s i n ­

va r i an t s de l ' é m a n a n t du q u a t r i è m e o r d r e e t , c o m m e au n u ­

m é r o 108, d e s cova r i an t s d e s f o r m e s de d e g r é s s u p é r i e u r s . 



QUATORZIÈME LEÇON. 

APPLICATIONS AUX FORMES BINAIRES (5 e ET 6 e DEGRÉ). 

169. Dans l ' é t u d e d e s f o r m e s du c i n q u i è m e d e g r é , n o u s fe­

rons c o n s t a m m e n t u sage de la f o r m e c a n o n i q u e 

à l a q u e l l e , a ins i q u e n o u s l ' avons d é m o n t r é ( 1 4 3 ) , la fo rme 

g é n é r a l e p e u t t o u j o u r s ê t r e r a m e n é e ( la s o m m e x - + - / - + - s es t 

s u p p o s é e éga le à z é r o ) . 

U ex i s t e d e u x cova r i an t s du s e c o n d o r d r e par r a p p o r t aux 

coeff ic ients , savoi r : le H e s s i e n 12 , d o n t l ' e x p r e s s i o n p o u r la 

f o r m e c a n o n i q u e es t 

et u n cova r i an t q u a d r a t i q u e 12 ( l ' i nva r i an t 'S d e l ' é m a n a n t 

du q u a t r i è m e o r d r e ) , d o n t l ' exp re s s ion es t , dans le m ê m e cas , 

P o u r la f o rme g é n é r a l e [a, l\ c, d, e , f :x, y)\ ces cova r i an t s 

s o n t 

On o b t i e n d r a , à un fac teur n u m é r i q u e p r è s , l ' invar ian t J le 

p l u s s i m p l e de la f o r m e p r o p o s é e , so i t en ca lcu lan t l ' invar iant 



q u a d r a t i q u e 12 d e H, soi t en ca l cu lan t l e d i s c r i m i n a n t de S, 

e t Ton au ra 

e x p r e s s i o n q u i , p o u r la f o r m e c a n o n i q u e , se r é d u i t à 

170. L e d i s c r i m i n a n t p e u t s ' o b t e n i r en é l i m i n a n t l es v a ­

r i ab les e n t r e les d e u x d é r i v é e s ax* — cz\ byA — cz'x d e la 

f o r m e c a n o n i q u e . L o r s q u ' o n les s u p p o s e t o u t e s d e u x éga le s 

à z é r o , on p e u t p r e n d r e abc p o u r la v a l e u r c o m m u n e de ax*, 

by e t cz\ d ' où 

S u b s t i t u a n t d a n s l ' é q u a t i o n ^ + j + s = o , on o b t i e n t le d i s ­

c r i m i n a n t s o u s la f o r m e 

o u 

ce q u i r e v i e n t à J 2 — 128K, J é t an t l ' i nva r i an t o b t e n u p r é c é ­

d e m m e n t e t K l ' i nva r i an t du h u i t i è m e o r d r e , d o n t l ' e x p r e s ­

s ion p o u r la f o r m e c a n o n i q u e se r é d u i t à 

On p e u t e n c o r e déf in i r c e n o u v e l i nva r i an t a ins i qu ' i l s u i t . 

N o u s a v o n s d o n n é ( 1 4 3 , 1 4 4 ) l ' e x p r e s s i o n d u cova r i an t du t ro i ­

s i è m e d e g r é , d o n t l e s r ac ines s o n t l e s v a r i a b l e s x, f et z de 

la f o rme c a n o n i q u e ; l ' e x p r e s s i o n d e ce cova r i an t , q u i n ' e s t 

a u t r e q u e l ' invar ian t T d e l ' é m a n a n t du q u a t r i è m e o r d r e , es t , 

p o u r la f o r m e g é n é r a l e , 



el le se r é d u i t , p o u r la f o r m e c a n o n i q u e , à abcxyz. Si l 'on y 

s u b s t i t u e , c o m m e d ' h a b i t u d e , d e s s y m b o l e s d i f fé ren t ie l s à la 

p lace d e s v a r i a b l e s , et q u e l 'on o p è r e avec le ca r r é d e T s u r 

le cova r i an t H , on o b t i e n d r a l ' i nva r i an t K, a ins i q u ' o n p e u t le 

vér i f ier sans p e i n e s u r la f o r m e c a n o n i q u e . On p e u t e n c o r e le 

t r o u v e r en c h e r c h a n t , c o m m e au n° 157 , l ' i nva r i an t c o m m u n I 

des d e u x c o v a r i a n t s S e t T . 

1 7 1 . L e s f o r m e s d u c i n q u i è m e d e g r é o n t , e n o u t r e , u n i n ­

va r i an t L du d o u z i è m e o r d r e q u i p e u t ê t r e défini s i m p l e m e n t 

c o m m e le d i s c r i m i n a n t d e T. P o u r la f o r m e c a n o n i q u e T se 

r é d u i s a n t à abcxyz, L es t égal à -~aib'lci. L ' i nva r i an t L s e 

r é d u i t à z é r o si l e s t ro i s coeff ic ients />, c, d s o n t t o u s n u l s . 

Par c o n s é q u e n t la f o r m e axb -f- Sexy'4 à l a q u e l l e M. J e r -

ra rd a m o n t r é q u e l 'on p e u t r a m e n e r la f o r m e g é n é r a l e par 

u n e s u b s t i t u t i o n n o n l i n é a i r e , n e p e u t ê t r e o b t e n u e par u n e 

s u b s t i t u t i o n l i n é a i r e q u e dans le cas où L = o. 

172 . N o u s p r e n d r o n s J , K e t L p o u r i n v a r i a n t s f o n d a m e n ­

taux d e la f o r m e d u c i n q u i è m e d e g r é , e t n o u s a l lons m o n t r e r 

c o m m e n t t o u s l e s a u t r e s i nva r i an t s p e u v e n t s ' e x p r i m e r e n 

fonc t ion de J , K, L . E n p r e m i e r l i e u , il faut r e m a r q u e r q u e la 

p e r m u t a t i o n d e x e t y ou de x e t z é q u i v a u t à u n e t r a n s f o r ­

m a t i o n l i n é a i r e au m o d u l e — i . P a r c o n s é q u e n t , si u n i n v a ­

r i an t es t t e l , q u ' a p r è s la t r a n s f o r m a t i o n il se t r o u v e m u l t i p l i é 

par u n e p u i s s a n c e pa i r e d u m o d u l e , il do i t , p o u r la fo rme c a ­

n o n i q u e , r e s t e r i n v a r i a b l e si l ' on p e r m u t e a, b e t c, c 'es t -à-di re 

q u ' i l do i t ê t r e u n e fonc t ion s y m é t r i q u e d e ces t r o i s q u a n t i t é s . 

Si l ' i nva r i an t es t m u l t i p l i é par u n e p u i s s a n c e i m p a i r e du m o ­

d u l e , il do i t , p o u r la f o r m e c a n o n i q u e , c h a n g e r d e s igne l o r s ­

q u e l 'on p e r m u t e d e u x d e s q u a n t i t é s a, b, c : il do i t d o n c ê t r e 

u n p r o d u i t d e s d i f fé rences (a — b)(b — c) (c — a) pa r u n e 

fonc t ion s y m é t r i q u e de a, b, c. E n o u t r e , r e m a r q u o n s q u e , 

dans la t r a n s f o r m a t i o n , l ' i nva r i an t s e t r o u v e m u l t i p l i é par u n e 

p u i s s a n c e du m o d u l e d o n t l ' e x p o s a n t es t égal à son poids, so i t 

à n (110) p o u r un i nva r i an t d ' o r d r e n d ' u n e fo rme du c i n ­

q u i è m e d e g r é : c e t t e f o rme n e p e u t avoi r d ' i nva r i an t d ' o r d r e 



i m p a i r ; si l ' o rd r e n es t un m u l t i p l e de 4> I e po ids sera u n 

n o m b r e pai r e t le s i g n e de l ' invar ian t n e c h a n g e r a pas pa r 

la p e r m u t a t i o n de x e t d e j ; s i , au c o n t r a i r e , l ' o r d r e d e 

l ' i nvar ian t n ' e s t pas d iv i s ib le par 4> l ' i nvar ian t sera gauche, 

c 'es t -à-dire c h a n g e r a de s i g n e q u a n d on p e r m u t e r a x e t r . 

E x a m i n o n s d ' abo rd l e s i nva r i an t s de la p r e m i è r e e s p è c e q u i 

d o i v e n t , a ins i q u e n o u s v e n o n s de le vo i r , ê t r e , p o u r la f o r m e 

c a n o n i q u e , d e s f o n c t i o n s s y m é t r i q u e s d e a, b, c. On a 

é q u a t i o n s d o n t on d é d u i t 

Il su i t de là q u e , si l 'on r é d u i t u n e fo rme du c i n q u i è m e d e g r é 

à sa fo rme c a n o n i q u e par u n e s u b s t i t u t i o n d o n t le m o d u l e soi t 

égal à l ' u n i t é , les n o u v e l l e s v a l e u r s de a, b, c s e r o n t les r a ­

c i n e s d e l ' é q u a t i o n du t r o i s i è m e d e g r é 

L ' o r d r e d ' u n e fonc t ion s y m é t r i q u e de a, b, c é t a n t égal à 

son po ids par r a p p o r t a u x coeff ic ients d e ce t t e é q u a t i o n , e t ce 

p o i d s é t a n t u n m u l t i p l e de 4> il es t facile de vo i r q u e la f o n c ­

t i on e n q u e s t i o n se ra u n e fonc t ion r a t i o n n e l l e de J , K, L . 

E t a n t d o n c d o n n é u n inva r i an t d o n t l ' o r d r e es t u n m u l ­

t ip l e de 4» n o u s v e n o n s d e p r o u v e r q u e l 'on p e u t é c r i r e u n e 

fonc t ion r a t i o n n e l l e d e J , K, L q u i , p o u r la f o rme c a n o n i q u e , 

au ra la m ê m e v a l e u r q u e ce t i nva r i an t , e t q u i , pa r s u i t e , se ra 

( * ) L e l e c t e u r r e m a r q u e r a q u e , b i e n q u e d a n s l e c a s d e l a l ' o r m e c a n o n i q u e 

a5 b'1 c" ( a -f- b -f- c) s o i t d i v i s i b l e p a r cà b'* c'', o n n ' e s t c e p e n d a n t p a s e n d r o i t 

d ' e n c o n c l u r e q u ' e n g é n é r a l M s o i t d i v i s i b l e p a r L , e x c e p t é d a n s l e s c a s o ù i l 

a u r a i t é t é p r o u v é q u e l e q u o t i e n t abc ( « -f- b -f- c) e s t é g a l e m e n t u n i n v a r i a n t . 



(*) En général tous les invariants d'une forme s'annulent si plus delà moiLié 

de ses racines deviennent égales; car on voit sans peine que si la moitié des 

coefficients en partant d'une extrémité s'annulent, il devient impossible de 

composer avec ceux qui subsistent aucun terme du poids convenable (110). 

(**) Voir Cambridge and Dublin Mathematica! Journal, t. IX, p. 17*2. M. Hcr­

mite opère avec une nouvelle forme canonique, dont les variables x etJR sont 

les deux facteurs du covariant quadratique. La forme est donc supposée telle, 

que les deux expressions ae — /j bd-4- 3 c'2, bf — L\ ce - j - 7)dLl soient nulles, et le 

covariant quadratique se réduit à JCY. L'avantage de cette méthode consiste en 
d -

ce que le symbole qui en dérive est simplement -J^TJ^.I e t c i n G quelques-uns des 

covariants que l'on obtient ainsi prennent une forme très-simple. 

La valeur de I a été calculée par M. Salmon (voir Pliilosopliical Transactions, 

1858, p. /|55 ); mais le développement renfermant près de 900 termes ne pour­

rait trouver place ici. 

toujours identique avec lui. Et, puisqu'il serait manifestement 

absurde de supposer une fonction entière des coefficients 

égale à unefract ion irréductible, il suit de là que tout inva­

riant non gauche est une fonction entière de J, K, L. Si l'on 

fait a, b, c égaux à zéro, J, K et L s 'annulent ; par conséquent, 

lorsque trois racines de la forme sont égales, ces invariants 

se réduisent à zéro (*). Si l'on fait a, b, e,f égaux à zéro, J se 

réduit à — 32 c2 rP, L à — i6e , 6 d r ' , et, par suite, J 3 — 2048 L se 

réduit à zéro. Les formes du cinquième degré qui ont deux 

couples de racines égales doivent donc avoir non-seulement 

leur discriminant égal à zéro, mais en outre J 3 égal à 2048 L. 

173. L'invariant gauche le plus simple s'obtient en calcu­

lant le résultant de la forme axh - h byh -4- czb et de son cova-

riant canonique T — abcxyz. Substituant successivement les 

trois racines de ce dernier dans la forme et multipliant, il 

vient 
\z=zab¥&{b — c){c — a)[a — b); 

cet invariant est donc du dix-huitième ordre. Avant sa décou­

verte par M. Hcrmite (**), on n'avait pas reconnu la possibilité 

de l 'existence d'invariants de cette espèce. 

On prouvera comme dans le dernier numéro que tout in­

variant gauche de la forme du cinquième degré doit être le pro­

duit de cet invariant I par une fonction rationnelle de J, K, L. 



174. Le carré de I , élant du trente-sixième ordre , doit 

s 'exprimer rationnellement en fonction de J, K, L (172). Son 

expression est facile à trouver. 

En formant le discriminant de l 'équation du troisième de­

gré du numéro 172, 

nous aurons le produit des carrés des différences de a, b, c en 

fonction de J, K, L, et il vient 

ou, remplaçant M par sa valeur ^ (K 2 — JL) et divisant par L, 

175. Nous n 'entrerons pas dans d'autres détails concernant 

les covariants (*) d'une forme du cinquième degré. Les plus 

remarquables, après ceux que nous avons déjà mentionnés, 

sont les covariants linéaires. Si Ton opère deux fois avec le 

covariant quadratique beyz -f- cazx H - abxy sur la forme du 

cinquième degré elle-même, le résultat sera évidemment du 

premier degré, et pour la forme canonique se réduira à 

En effectuant l 'élimination entre ce covariant linéaire et le 

covariant canonique ï , on obtient l'invariant 1, et, en éliminant 

entre le covariant linéaire et la forme du cinquième degré, on 

a 1(J 2 — 3K). Ainsi, lorsque l'invariant 1 se réduit à zéro, l 'é­

quation du cinquième degré se résout immédiatement, l 'une 

des racines étant donnée par le covariant linéaire ; il en est de 

même quand J 2 3K. 

En opérant avec le covariant linéaire sur le covariant qua-

(*) Les valeurs de <[uelques-uns des plus simples ont été données par 

Cayley (Philosophicaï Transactions, t. CXLV1, p. i'25). 



dratique; on obtient un autre covariant linéaire du septième 

ordre 

Nous avons déjà démontré que l'on peut exprimer tous les 

covariants en fonction de deux d'entre eux et des invariants. 

M. Hermite effectue la transformation en prenant pour x et y 

les deux covariants linéaires, et alors les coefficients de la 

transformée du cinquième degré sont tous des invariants. Leurs 

valeurs ne sont cependant pas simples, et la réduction à cette 

forme ne serait pas possible dans le cas particulier où les deux 

covariants seraient identiques, ce qui arrive lorsque leur r é ­

sultant JK -i- 9L est nul . En formant le Jacobien du covariant 

quadratique et d'un autre covariant quelconque, nous aurons 

un covariant du même degré que ce dernier par rapport aux 

variables, et d'un degré plus élevé de deux unités par rapport 

aux coefficients. Ainsi l'on déduit, par ce moyen, du covariant 

canonique un autre covariant du troisième degré 

abc[bc (y2z — yz2) - h ca{zxx — zx2) + ab(x2y — xy2)], 

que l'on pourrait aussi former en opérant avec le covariant 

canonique sur le Hessien. Les formes du cinquième degré 

ayant des covariants linéaires de tous les ordres impairs au-

dessus du troisième, il résulte du principe de réciprocité que 

toutes les formes de degré impair au-dessus du troisième ont 

des covariants linéaires du cinquième ordre par rapport aux 

coefficients. 

176. On sait que le signe du discriminant d'une forme per­

met de reconnaître immédiatement si elle a un nombre pair 

ou impair de couples de racines imaginaires; supposons, en 

effet, la forme décomposée en facteurs réels du deuxième 

degré, son discriminant (78) sera égal au produit des discri­

minants de ces facteurs multipliés par le carré du produit des 

résultants de chaque couple de facteurs. Ces résultants sont 

tous réels et leurs carrés positifs; par conséquent, nous n'a-



vons à nous occuper, en ce qui concerne le signe du discri­

minant, que des discriminants des facteurs du deuxième degré. 

Mais le carré de la différence des deux racines d'une équation 

du deuxième degré est positif quand les racines sont réelles, 

et négatif quand elles sont imaginaires : il en résulte donc que 

le produit des carrés des différences des racines d'une équa­

tion quelconque est positif quand elle admet un nombre pair 

de couples de racines imaginaires, et négatif lorsque ce nom­

bre est impair. Nous sommes convenus d'écrire le discriminant 

en donnant le signe -+- au produit des deux termes extrêmes : 

il aura le même signe que le produit des carrés des différences 

des racines quand la forme sera de degré 4 m ou + i , et 

un signe contraire quand elle sera de degré ^m-\-i ou l \m-f- 3. 

Nous voyons donc que , dans le cas d'une forme du cinquième 

degré, si le discriminant est positif, il y aura quatre racines 

imaginaires, ou il n'y en aura aucune, et si le discriminant esl 

négatif, il y en aura deux. Il nous reste maintenant à distin­

guer les cas dans lesquels toutes les racines sont réelles et 

ceux dans lesquels il n 'en existe qu 'une . 

177. Pour arriver à faire cette distinction, on peut procéder 
de différentes manières. Les criteria fournis par le théorème 
de Sturm sont les suivants sous la forme la plus simple (*). Soit J 
l'invariant du quatrième ordre et N, P, Q, K les fonctions sui­
vantes : 

{*) Ces valeurs ont été données par M. Roberts (Qua/ ter/y Journal, t. IV, 
p. 170). Le lecteur qui aura à sa disposition les Tables des fonctions de Sturni 
calculées par M. Cayley {Plûlosophical Transactions, t. CXLVI1, p. 73.V) devra 
prendre garde aux erreurs de signes qui existent dans l'expression des qua­
trième et cinquième fonctions. 



Les premiers termes des fonctions de Sturm sont proportion­

nels à 

la dernière de ces quantités étant évidemment le discriminant; 

et les conditions fournies par le théorème de Sturm pour dis­

tinguer le cas où il y a quatre racines imaginaires de celui où 

il n'y en a aucune, consistent en ce que, lorsque toutes les 

racines sont réelles, les quantités 

doivent être positives, de même que le discriminant. 

178. En pratique, les criteria ( * ) fournis par le théorème de 

Sturm sont les plus convenables, parce que les fonctions à 

calculer sont d'un degré moins élevé. Il était cependant dési­

rable, au point de vue théorique, d'avoir également des cr i­

teria exprimés en fonction des invariants; MM. Hermite et 

Sylvester y sont parvenus par des méthodes différentes. 

La condition obtenue par M. Hermite, à l'aide d'une méthode 

purement analytique, consiste en ce que toutes les racines 

sont réelles lorsque, le discriminant étant positif, les trois 

quantités 

sont également positives. 

M. Sylvester, par des considérations géométriques très-in­

génieuses, est parvenu à un résultat un peu différent, les con-

(*) 11 faut remarquer qu'il est facile de poser une foule de criteria pouvant 

indiquer l'existence de racines imaginaires; car toute fonction symétrique des 

carrés des différences des racines doit être positive si toutes les racines sont 

réelles. On peut sans difficulté écrire des fonctions de cette espèce qui soient 

également des invariants et qui, lorsqu'elles deviennent négatives, indiquent 

que l'équation a des racines imaginaires. Mais elles peuvent être également po­

sitives quand il y a des racines imaginaires, et le problème consiste à trouver 

un système de conditions telles, que l'une d'elles doive nécessairement ne pas 

être satisfaite lorsque toutes les racines ne sont pas réelles. 

i3 



ditions de réalité consistant en ce que toutes les racines sont 

réelles lorsque la quantité L est négative et la quantité 

positive (ce qui suppose également J négatif). Mais il résulte 

également de la théorie de M. Sylvester ce fait t rès-remar­

quable que l'on peut substituer comme critérium à 2 l l L — J 3 

l'expression 

[x étant un coefficient indéterminé, pourvu que ce coefficient 

soit compris entre -4-1 et — 2. Ce résultat permet d'obtenir 

des criteria exprimés en fonctions symétriques des racines, 

et de remplacer, par exemple, la fonction 

par la fonction symétrique 

dont la valeur est proportionnelle à 

179. Forme du sixième degré. — La théorie des formes du 

sixième degré n'a encore été que peu étudiée. Elles ont quatre 

invariants indépendants, que nous appellerons À, B, C, D, et 

qui sont des deuxième, quatrième, sixième et dixième ordres : 

elles ont aussi un cinquième invariant gauche E du quinzième 

ordre, dont le carré est une fonction rationnelle et entière des 

quatre autres. L'invariant A, dont l'expression symbolique 

est 12 , s'obtient par la méthode du n° 107, et l'on a 

— 2 
Le Hessien 12 est du huitième degré, et son expression 



est 

Il existe un autre covariant du second ordre par rapport aux 

coefficients, et du quatrième degré par rapport aux variables: 

c'est l'invariant S de l'émanant du quatrième ordre 

Nous pouvons y ajouter un covariant du sixième degré, du 

troisième ordre par rapport aux coefficients, et qui est l'inva­

riant T de l'émanant du quatrième ordre : 

Nous prendrons , pour l'invariant B, celui que M. Syl­

vester a appelé catalecticant, et dont la réduction à zéro 

exprime la condition qui doit être remplie pour que la forme 

soit réductible à la somme de trois sixièmes puissances; c'est 

le déterminant 

(*) Il est inutile d'ajouter ici les ternies que la symétrie permet de poser im­

médiatement. 
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ou, en développant, 

Si l'on forme l'invariant quadratique de H, le résultat est pro­

portionnel à A2 -4- 3ooB; si l'on forme celui du covariant S, on 

obtient A 2 — 36B; enfin, si l'on opère avec le covariant ï sur 

la forme primitive, on retrouve l'invariant B. 

180. Les fonctions précédentes peuvent s'exprimer sous 

une forme très-symétrique en adoptant la forme canonique 

auG -f- bve -+- cw* -4- dzG

f dans laquelle it, c, w, z désignent des 

fonctions linéaires ax -4- a' y, $x -f- ¡3 'y, yx -+- y'y, èx + d'y 

des variables x e t y ( * ) . On trouve sans peine que l'invariant A 

devient, dans cette hypothèse, en désignant par (oc$), (ay), . . 

les déterminants a{3' — fia.', ay' — ya!, 

I 

ou sous une forme abrégée 

on a de même, pour l'invariant B, 

et, sous cette forme, on voit immédiatement que B devient 

nul lorsque l 'une des quantités «, />, c, d est nulle, ou lorsque 

deux des quatre fonctions u, v, w, z deviennent identiques. 

Les expressions des covariants II, S et ï sont 

(*) Cette l'orme, proposée par M. Salmon, est plus générale que celle du 

n° 149 et serait probablement tout aussi avantageuse pour la discussion de 5a 

l'orme du sixième degré. 



181. Nous prendrons , pour l'invariant fondamental du 

sixième ordre C, celui qui ne renferme pas de puissance du 

premier coefficient a supérieure à la seconde : 

( 

Les autres invariants du sixième ordre peuvent s 'exprimer 

en fonction des précédents. Ainsi, l'invariant du troisième 

ordre de S est 

l'invariant du troisième ordre de H est 

et l'invariant du deuxième ordre de T est 

182. Si a, b et c sont tous trois nuls , les invariants A, B, C 

se réduisent à — \od\ d\ —8d6; par conséquent, lorsque la 

forme admet un facteur triple, on doit avoir 

Si a, b,f, g sont nuls, les invariants deviennent 



par suite, lorsque la forme admet deux facteurs carrés, on 
doit avoir, indépendamment de la condition fournie par le 
discriminant, 

183. Le discriminant À est du dixième ordre. Si nous fai­

sons />, d, f égaux à zéro, il se réduit à ag multiplié par le carré 

du discriminant de la fonction (a, 5c, 5 e, g\( J*)3; si tous les 

coefficients sont nuls sauf a, d, g, le discriminant se réduit 

h a7g2 multiplié par le cube du discriminant de la fonction 

(a, lod, g\x,y)2. Connaissant ces termes, le reste du discri­

minant peut se calculer à l'aide de l'équation différentielle. 

Nous pouvons encore adopter pour invariant du dixième 

ordre, au lieu du discriminant A, un autre invariant D, dans 

lequel les coefficients a et g ne figurent qu'à la quatrième 

puissance, et qui ne contient pas le produit à1 g*. La quantité 

qui multiplie « 4 est [eg—f2)\ et la relation qui lie A et D est 

Le développement complet de D et de A est trop long pour 

pouvoir trouver place ici. 

184. La théorie de M. Cayley sur le nombre des invariants 

fait voir qu ' indépendamment des quatre invariants ci-dessus, 

il existe encore un invariant gauche E du quinzième ordre. 

Nous ignorons si, de même que l'invariant I de la forme du 

cinquième degré est le résultant de deux covariants, E peut 

se déduire de deux covariants de la forme du sixième. On 

peut le calculer à l'aide de l'équation différentielle. La puis ­

sance de a la plus élevée qu'il renferme est et le facteur 

qui multiplie « 6 est 

L'expression de E en fonction des autres invariants peut s'ob-

(*) Le développement de E, qui contient prés de i/joo termes, a été calcule 

par M. Salmon (Lessons of № gîter Algebra, 2 e édilion, p. 253-265). 



tenir à l'aide des considérations suivantes. Si les coefficients 

b, d, f sont nuls, E l'est nécessairement aussi. Car, le poids 

de E étant 4^ (110), celui de quelque facteur de chaque 

terme doit être impair, et, quand nous supposons nuls tous 

les coefficients dont le poids est impair, E doit s'annuler. La 

condition E = o exprime donc que les racines de l'équation du 

sixième degré forment un système en involution. Par consé­

quent, si nous supposons b, d,f égaux à zéro dans les expres­

sions de A, B, C, D, et si nous éliminons a, c, e, g, la relation 

que nous obtiendrons entre A, B, C, î) sera satisfaite quand E 

sera nul et le renfermera comme facteur. 

Faisons ag=l, ce = \x, ae3 gcz = v, les valeurs des in­

variants deviennent, en y supposant b, d, f nuls, 

Éliminant d'abord v, les deux dernières équations deviennent 

Éliminant ensuite p. à l'aide de la première équation, il viont 

Le résultant de ces deux équations sera du trentième degré 

par rapport aux coefficients, et, d'après ce que nous avons dit 

plus haut, ne pourra différer que par un facteur numérique 

de E 2 . 



QUINZIÈME LEÇON. 

APPLICATIONS AUX FORMES TERNAIRES. 

185. Nous consacrerons cette Leçon à la théorie des formes 

ternaires quadratiques et cubiques; nous ferons connaître 

leurs invariants et covariants les plus remarquables, et nous 

donnerons en même temps quelques exemples de leurs nom­

breuses applications à la théorie des courbes planes. 

Forme quadratique. — La forme quadratique ternaire 

n'a qu'un seul invariant, qui est le discriminant (101) 

elle n'a également qu'un contrevariant : c'est l'évectant de A 

Les expressions de A et G peuvent se mettre sous la forme 
de déterminants : 

Si l'on y remplace les coefficients a, />, c,... par les secondes 

dérivées d'une forme d'un degré supérieur au second, A sera 

le Hessien (127) et G un covariant mixte auquel, en raison de 

la forme du déterminant, on donne quelquefois le nom de 

Hessien bordé (128). 



186. Lorsque le discriminant A est nu l , l'équation U — o 

représente deux lignes droites et les coordonnées x', y ' , z' de 

leur point d'intersection s'obtiennent (102) en identifiant G 

avec le carré de la fonction x'\ ~h J ' T Î -f- z't. L'équation G = o 

exprime la condition à laquelle doivent satisfaire (08) les 

coordonnées £, vj, 'Ç d'une droite x\yn-\-z'Ç> pour que 

cette droite soit tangente à la section conique représentée 

par l'équation U = o. II est facile de s'en assurer en éliminant 

l 'une des variables et exprimant que l'équation résultante a ses 

racines égales; on obtient ainsi la condition G = o, qui peut 

être appelée l'équation tangentielle de la section conique. 

Si Ton désigne par bly c{, / , , g*,, A, les coefficients de G 

et que l'on calcule son contrevariant 

qui doit être un covariant de la forme U, on trouve qu'il se 

réduit simplement à AU : la relation entre les fonctions G 

et U est donc réciproque, c'est-à-dire q u e , abstraction faite 

du facteur A, U peut se déduire de G de la même manière 

que G se déduit de U. 

187. Considérons maintenant deux formes U et U'; nous 

aurons une série d'invariants du système en développant par 

la méthode du n° 90 le discriminant D de U -+- AU'. On obtient 

ainsi 

A, A' étant les discriminants de U et U', et 0 , 8 ' deux nou­

veaux invariants communs à U et U', dont les valeurs sont 

Si l'on fait varier le coefficient indéterminé A, l'équation 

U -f- AU' = o représentera une série de sections coniques, qui 

passeront évidemment toutes par les quatre points d'inter-



section des courbes U et U' (*). Mais on peut trouver, en 

résolvant par rapport à A l'équation D = o, trois valeurs de A 

qui rendent le discriminant D de U H- AU' égal à zéro, et pour 

chacune de ces trois valeurs la courbe U-f-AU' se réduit à 

deux droites passant par les points d'intersection de U et U'. 

Les six lignes droites que l'on détermine ainsi sont donc les 

six cordes joignant deux à deux ces quatre points; on peut 

les comprendre dans une même équation du sixième degré, 

en éliminant A entre les équations D — o et U -f- AU' = o, ce 

qui donne pour l'équation des six cordes d'intersection 

Si l'on suppose maintenant que les sections coniques U 

et U' deviennent tangentes, deux des quatre points d'inter­

section se réduisant dans ce cas à un seul, il en est de même 

de deux des trois couples de droites, et l 'équation qui déter­

mine X doit admettre deux racines égales; son discriminant 

doit donc être nul , et l'on obtient ainsi la relation 

qui exprime en fonction des invariants la condition à laquelle 

doivent satisfaire les coefficients de U et U' pour que les deux 

sections coniques soient tangentes. 

188. Toutes les relations permanentes (c'est-à-dire indé­

pendantes du choix des axes) qui peuvent exister entre deux 

courbes du second degré s'exprimeraient de même en fonc­

tion des quatre invariants A, A', 0 ,0 ' ( ** ). On sait, par exemple, 

qu'étant données deux sections coniques prises arbitrairement 

dans un plan, il n'est généralement pas possible d'inscrire 

dans Tune d'elles un triangle qui soit en même temps circon­

scrit à l 'autre; mais on peut , au contraire, en trouver une 

(*) Nous nous servirons de cette locution abrégée pour désigner les courbes 
représentées par les équations U = o et U' = o. 

(**) Voir, pour ces applications à la théorie des courbes du second degré, le 

Traité des Sections coniques de M. Salmon, Leçon XVIII. 



infinité dès que les coefficients de U et U' satisfont à une 

certaine équation de condition, que nous allons établir. 

Admettons qu'il existe un triangle remplissant les condi­

tions précédentes; il est aisé de voir que U et U' peuvent, 

dans ce cas, être ramenées par une transformation linéaire 

convenable aux formes très-simples 

car ies trois droites représentées par les équations linéaires 

x = o, f = o, z — o se couperont sur la courbe U' et seront 

tangentes à la courbe U. Les expressions des invariants se ré ­

duisent à 

d'où l'on déduit immédiatement la relation demandée (*) 

189. Passons aux covariants et contrevariants du système 

des deux formes U et U'; si l'on développe le contrevariant g 

de U - f -AL ' en remplaçant, dans G, a, b,... par « + 

b -h lb'',..., il vient 

G et G' étant les contrevariants de U et U', et <ï> un nouveau 

(*) On remarquera que nous n'avons pas admis comme vraie en général la. 

condition A— — 4. En effet un invariant ne reste pas absolument invariable 

lorsque l'on effectue la transformation, puisqu'il est alors multiplié par une 

puissance du module; une équation telle que A = — 4 n c peut donc être vraie 

d'une manière générale, et la relation cherchée doit être homogène, de telle 

sorte qu'après la transformation tous ses termes se trouvent multipliés par une 

même puissance du module. On rétablirait l'homogénéité dans l'exemple pré­

cédent en remplaçant dans 



contrevarianl dont l'expression a déjà été donnée ( 101 ), savoir 

< 

L'équation 0 — o exprime que la droite 
coupée harmoniquement par les deux sections coniques. 

Formons de même le con t r eva r i an t / de G -f- A G', nous de­

vrons obtenir un covariant, et il vient, en remarquant que 

le contrevariant de G n'est autre que AU, 

F étant un covariant dont l'expression se déduira de celle de $ , 

en y remplaçant les coefficients a, b, c,. . a', bf, c \ . . . de U 

et U' par les coefficients correspondants ax, bl9 c , , . . . , a\, b\, 

<?',,... de G et G', et les variables £, T Î , 'Ç par x, y, z, ce qui 

donne 

190. En égalant à zéro le discriminant des deux expres­

sions / et g considérées comme fonctions de 1, on obtient 

deux équations remarquables 

dont nous allons rechercher l 'interprétation géométrique. 

Remarquons d'abord que ces deux équations sont simple­

ment celles des enveloppes des deux séries de sections coniques 

que représenteraient, en y faisant variera, les équations g = o 

et f = o du numéro précédent. 

La première série de ces courbes est représentée en coor­

données ordinaires par l'équation U-f-AU' — o, et en coor­

données tangentielles par l'équation correspondante g—o; 

elles passent toutes par les quatre points d'intersection des 



sections coniques U et U'; leur enveloppe se réduit donc à 

ces quatre points, et la relation $ 2 = 4GG' est la condition 

à laquelle doivent satisfaire les coordonnées d'une droite 

pour qu'elle passe par l'un de ces points. 

De même, les sections coniques représentées par l 'équa­

tion f — o , ou par l'équation tangentielle correspondante 

G -f- 1G' = o ont toutes quatre tangentes communes ; ce sont 

celles des courbes U et U\ Leur enveloppe se compose donc 

de ces quatre tangentes, dont l'équation sera F2 = ^Ak'UU'. 

On peut noter que les huit points de contact se trouvent sur 

la section conique F . 

191. Tous les covariants quadratiques des deux formes 

peuvent s'exprimer en fonction de F, U et U', et des invariants. 

Déterminons, par exemple, l'expression du covariant que l'on 

obtient en remplaçant dans G' les variables £, y , 'Ç par 

pour plus de simplicité, nous ferons usage des 

formes canoniques, et nous aurons 

En effectuant la substitution, on trouve pour la valeur du 

covariant cherché 0 ' U — F. 

Il faut remarquer que les théorèmes de cette nature une 

fois démontrés pour les formes quadratiques le sont égale­

ment pour des formes de degré plus élevé, en admettant que 

les coefficients a, b, c , . . . représentent leurs dérivées du 

second ordre; A et A' deviennent alors les Ilessiens, 0 et 0 ' 

des covariants. Ainsi, lorsque l'on remplace dans le cova-



riant 

les premières dérivées de U par leurs valeurs en fonction des 

dérivées du second ordre, on obtient une quantité de même 

forme que ci-dessus, et il vient 

d'où, en permutant U et U' et désignant par d/ un nouveau 

covariant analogue à ty, 

et retranchant 

192. Nous allons maintenant faire connaître les invariants 

et covariants d'un système de trois formes, U, U', U"; plu­

sieurs d'entre eux possèdent des propriétés remarquables qui 

établissent, ainsi que nous le verrons plus loin, un lien entre 

la théorie des formes quadratiques et celle des formes cu­

biques. 

En développant, pour obtenir des invariants du système, le 

discriminant de AU -4- wU' -f- vU", nous aurons une fonction 

du troisième degré en À, u, v, dont les coefficients sont des 

invariants; nous obtenons ainsi, outre les invariants A, A',.--* 

0 , 0 ' , . . . que nous connaissons déjà, un nouvel invariant I, 

qui est dans ce développement le coefficient de v, et 

dont la formule symbolique est i23 . Sa valeur a déjà été 

donnée (127); en rapprochant les termes semblables, elle 

peut aussi s'écrire 



et sous cette forme on voit sans peine que I se déduit du dis­

criminant À d'une seule forme U, en y remplaçant chaque 

terme par six nouveaux te rmes , tels que ab'' c", ab"c'',..., 

résultant de la permutation des coefficients de U, U', L". 

Le covariant le plus important est le Jacobien i?.3, qui est 

du troisième degré par rapport aux variables et aux coeffi­

cients ; en représentant, pour abréger, comme nous l'avons 

déjà fait plusieurs fois, par (abc) le déterminant des neuf coef­

ficients a, b, c, a', //, c, a", b", c", la valeur de J est 

On a vu (70) que, si les trois courbes U, U', U" ont un point 

commun, ce point est un point double sur la courbe J ; par 

conséquent, si les trois sections coniques ont deux points 

communs, la courbe du troisième degré représentée par J se 

résout en une droite et une section conique. 

Il existe aussi un contrevariant du troisième degré par rap­

port aux variables et aux coefficients; il a pour formule sym­

bolique X i2 . £23 . £3i , et son expression développée est 

Les deux fonctions J et <E> sont susceptibles de plusieurs 

interprétations géométriques. D'après la définition de la fonc­

tion J, elle exprime la condition nécessaire pour que l'on 

puisse trouver un système de valeurs x', y ' , z' satisfaisant aux 



trois équations 

mais ces équations ne sont autres que celles des polaires 

d'un point par rapport aux trois sections coniques U, U', U" : 

la courbe J est donc le lieu des points pour lesquels ces trois 

polaires concourent en un même point. 

Quant au contrevariant $ , il exprime que la droite 

est coupée en insolation par les trois sections coniques. 

193. Si l'on opère avec l 'une des fonctions J et 0 sur l'autre 

fonction, on obtient un invariant du sixième ordre 

En opérant sur 0 successivement avec les trois formes U, 

U', U"', nous aurons un système remarquable de trois contre-

variants linéaires découverts par M. Hermite ; si nous les dé ­

signons par 4 - mr\ H- n'C, m'ri -+- nf'Ç, l"\ -h m*n -h n"'Ç, 

les coefficients /, m, n contiendront au deuxième degré ceux 

de U et au premier degré ceux de U' et U"; de même /', m\ nr 

renfermeront au deuxième degré ceux de U' et au premier 

ceux de U et U", etc.; on déduit immédiatement de ces contre-

variants un système correspondant de covariants linéaires, 

savoir Ltf + M j + N s , L'.r + M ' j - f - N ' 2 , L" x + M " j -h N"s , 

les quantités L, M, N, . . . étant les mineurs du déterminant 

(Irnn) correspondant à /, m, n,... . 



Ce déterminant est lui-même un nouvel invariant 2 des 

trois formes U, U', U", et contient, de môme que le résultant, 

les coefficients de chacune d'elles au quatrième degré; il 

n'est cependant pas identique au résultant qui s'exprime fort 

simplement, ainsi que nous le verrons plus loin, en fonction 

des deux invariants 0 et 2 . 

19i. Formes cubiques. — L'expression générale de la forme 

cubique ternaire est 

Ramenée à la forme canonique, elle se réduit simplement à 

Les invariants fondamentaux découverts par M. Aronhold 

sont ceux dont nous avons donné (129, 130) la formule sym­

bolique 

En effectuant les opérations indiquées, on a 

et pour la forme canonique 

La valeur de ï est beaucoup plus compliquée ; elle se réduit, 

pour la forme canonique, à 

M. Sylvester a démontré que tous les autres invariants doi­

vent être des fonctions rationnelles de S et T; ainsi le discri-

•4 



minant A étant du douzième ordre doit être une fonction 

linéaire de S" et T 2 , cl en effet sa valeur, donnée pour la pre­

mière fois par AL Aronhold, est 

ainsi qu'on petit le vérifier facilement sur la forme canonique 4. 

1 9 5 . Le covarianl le plus simple est le Hessien 

C'est le seul covariant indépendant du troisième degré; car 

les aut res , étant également de la forme 

peuvent tous s'exprimer en fonction linéaire de U et de IL 

Ainsi le Hessien de H étant du neuvième ordre par rapport 

aux coefficients, il faudra, si l'on veut le mettre sous la 

forme aV H- ¡311, que a soit du huit ième ordre et ¡3 du sixième. 

Ces deux facteurs ne différeront donc que par des coefficients 

numériques de S 2 et T, et en effet l 'expression demandée est 

4 S 2 U - T H . 

Nous aurons immédiatement des contrevariants en formant 

les évectants de S et T. Le premier évectant de S est 

le second se réduit à zéro. Si l'on opère avec la fonction s 

sur le Hessien II , on obtient un invariant du sixième ordre, 

qui n'est autre que l'invariant T, ainsi que nous l'avons déjà 

démontré (130). Les deux premiers évectants de T sont 

Tous les autres contrevariants pourront être exprimés en 

fonction de s, t et tx. 

Le covariant mixte le plus simple est du second degré par 

rapport aux deux séries de variables; sa formule symbolique 



est ai2 , et sa valeur pour la forme canonique 

C 

II existe un autre covariant mixte gauche du troisième 

degré par rapport aux deux séries de variables et aux coeffi­

cients; sa valeur est 

196. Nous avons vu qu'il n'existe que deux covariants du 

troisième degré, savoir la forme U et le Hessien II . Lorsque 

l'on adopte la forme canonique, les deux quantités c r 3 - f - j 3 - h z1 

et xyz pouvant s 'exprimer en fonction de U et II, il est clair 

qu'il en sera de même de tout covariant qui sera simplement 

fonction de ces deux quantités. Mais l'expression générale d'une 

fonction symétrique de trois variables x'-\y\ z3 doit nécessaire­

ment renfermer trois éléments, tels que leursomme ^ 3 - f - j 3 - f - z\ 

leur produit x3 r 3 z2 et la somme x3y3 -4- y3z3 -h zzx3 de leurs 

produits deux à deux ; il nous faut donc adjoindre à U et II 

au moins un troisième covariant qui nous donne la valeur de 

cette dernière quantité. M. Cayley a choisi dans ce but celui 

que l'on obtient en remplaçant dans le covariant mixte ai?. 

les variables £, 7 7 , Ç par 

Ce covariant est du sixième degré par rapport aux variables et 

1 4 . 

-•> c'est-à-dire 



(ki huitième par rapport aux coefficients; son expression dé­

veloppée pour la forme canonique est 

Nous pourrons donc exprimer tout co va riant en fonction 

de U, II et 0 . Les mêmes considérations s'appliqueront aux 

contrevariants qui peuvent tous s'exprimer en fonction de 

s, t, t{. Mais il ne suit pas de là que l'expression de ces fonc­

tions soit nécessairement rationnelle; c'est ainsi qu 'une fonc­

tion parfaitement symétrique des racines d'une équation s'ex­

prime rationnellement au moyen des coefficients, tandis qu'il 

n'en est plus de même si elle n'est symétrique qu'abstraction 

faite de son signe (tel que serait, par exemple, le produit des 

différences des racines). Ainsi les deux déterminants 

nous donnent un covariant J et un contrevariant J (*) qui ne 

sauraient être exprimés rationnellement en fonction des eo-

variants et contrevariants pris pour types, tandis que ieurs 

carrés peuvent l'être sans peine. On a en effet, en désignant 

comme ci-dessus par A le discriminant (i + 8/ 3 ) 3 , 

(*) Ces deux fonctions trouvent, ainsi que l'ont t'ait voir M. Brioschi et 

M Hermite, une application importante dans la transformation des fonctions 

elliptiques. 



Des expressions de U, II et 0 on tire 

a 

et par suite on aura la valeur de P en formant le discriminant 

de l'équation du troisième degré 

L 

On trouvera de même celle d e / 2 en fonction de s, t et t{ (*). 

197. M. Sylvester a montré que Ton peut obtenir à la fois les 

deux invariants S et T à l'aide d'une méthode qui mérite d'être 

mentionnée. On peut considérer des fonctions renfermant deux 

séries distinctes de variables^, r, z, £ , Y ) , 'Ç, et rechercher leurs 

invariants, en admettant que les deux séries de variables sont 

transformées en même temps, non plus par des substitutions 

inverses, comme dans le cas des covariants mixtes, mais par 

une même substitution. Prenons pour exemple la fonction 

qui se réduirait à une (orme quadratique en identifiant les 

deux séries de variables. Il est aisé de voir qu'on aura un 

invariant en appliquant le symbole 123 .123 ' , dans lequel, le 

premier facteur 123 ayant la môme signification qu'au n° 127, 

le second facteur 123' désigne les mêmes opérations par rap-

(*) Toutes ces fonctions ad ncitent de nombreuses interprétations géomé­

triques (i'wV le Mémoire de M. Cayloy sur les courbes du troisième ordre, Phi 

losophicaï Transactions, p. /ji.i; uSôy). 



port à £, /j, Z : on obtient ainsi l'invariant 

qui reproduit, ainsi que cela doit être, le discriminant de la 

forme quadratique ternaire lorsque l'on suppose identiques 

les deux séries de variables. 

Nous nommerons forme biternaire une fonction renfermant, 

comme le covariant mixte a \ i~ du n° 195, deux séries de va­

riables; désignons-la par 

/, 111,11, L, M, N représentant , pour abréger, les six formes 

quadratiques en x, y, z, 

L'application du symbole 12.3 . 123 nous fournira un invariant 

dont l 'expression assez compliquée a été donnée par M. Cayley 

[Journal de Crelle, t. LVII). Cet invariant peut s'exprimer en 

fonction des invariants communs des six formes /, m, n, L, 

M, N, prises trois à trois. Si l'on désigne par l(lmn) l'invariant 

des trois formes /, m, n donné au n° 192, celui de la forme 

biternaire est 

expression qui présente quelque analogie avec celle du dis­

criminant d'une forme quadratique ternaire. 

Revenons à la forme cubique : en ajoutant au covariant 

mixte a 12" la fonction {x\-\-yn -h z'ÇY multipliée par 1, on a 



une forme biternaire 

( 

et, si l'on calcule son invariant par la formule ci-dessus, il 

vient, après réduction, 

les coefficients de chaque puissance de >. doivent être des in­

variants, e t , en effet, celui de 1 est égal à i?.S et le terme 

constant à T. 

198. Relations entre les formes quadratiques et cubiques 

ternaires. — Il existe, entre les formes que nous venons d'é­

tudier, des relations intéressantes que nous allons faire con­

naître après avoir préalablement dit quelques mots d'une classe 

particulière d'invariants auxquels M. Sylvester a donné le nom 

de combinants. Ces invariants jouissent de la propriété de 

rester constants, non-seulement quand on transforme les va­

riables, mais encore quand on substitue aux fonctions primi­

tives U, U', U" des fonctions linéaires de U, 1?, U" telles que 

Ainsi le résultant est un combinant, car il est clair que le ré­

sultant de U, U', U" et celui de 

ne peuvent différer que par un facteur constant. De même aussi, 

(*) 11 suit do là qu'indépendamment des équations différentielles ordinaires 

auxquelles satisfont tous les invariants, il en existe d'autres spéciales aux­

quelles doivent aussi satisfaire les combinants. En effet, a, b, c,.. , étant les 

coefficients de U, a', 1/, c',..., ceux de U', etc., nous devons évidemment avoir 

t n combinant se réduit il zéro si deux des formes deviennent identiques, ci il 

est fonction des déterminants (ab'c"...) formés avec les différents groupes cic 

coefficients correspondants. 



lorsque l'on développe comme au n° 19*2 le discriminant de 

on obtient une fonction du troisième, degré en /., u, y dont les 

coefficients sont des invariants; si l'on considère cette fonc­

tion comme une forme cubique ternaire de 1 , u, v et que l'on 

calcule ses invariants dans cette Inpo thèse , les nouveaux 

invariants que l'on formera ainsi seront des combinants de 

I I , U ' , L T / / , puisqu'ils ne varieront pas lorsque l'on transformera 

X p., v par une substitution linéaire. 

199. Le résultant de trois formes quadratiques ternaires 

peut s'exprimer en fonction de deux combinants qui ne sont 

autres que les invariants 0 et 1 du n° 193. Le calcul direct 

serait presque impraticable si l'on ne mettait à.profit la pro­

priété fondamentale de ces invariants, en remplaçant les 

formes données par d'autres plus simples. U est clair d'abord 

que nous pouvons, sans altérer "la relation cherchée, supposer 

deux des trois formes réduites à leurs formes canoniques 

x2 -+- y- -+- z2, ax7 ~\~ bf" -i- cz2, puis, en éliminant alternative­

ment r et x, leur substituer les formes plus simples x7 — z\ 

r 2 — z2; puis enfin, à l'aide de ces deux dernières, réduire la 

troisième à la forme 

et, si nous trouvons sur ce système très-simple une relation 

entre le résultant 11 et les invariants 0 et 2 , elle sera vraie en 

général. 

L'élimination s'effectue facilement, et i'on trouve, pour la 
valeur du résultant, 



En posant, pour abréger, 

la valeur de R peut s'écrire sous la forjne 

écjualion semblable à la formule 

qui donne le discriminant d'une forme cubique en fonction 

des deux invariants S el T. 

En calculant ensuite la valeur des invariants (-) et 2 du 

n° 193, on reconnaît sans peine qu'ils sont identiques aux 

fonctions désignées ci-dessus par les mêmes lettres. 

200. La relation précédente peut aussi se démontrer d'une 

manière assez simple en adoptant pour les trois formes ter­

naires la forme canonique 

à laquelle il est possible de les ramener d'une infinité de ma­

nières (la somme x -+- y H- z -h v est supposée égale à zéro). 

Pour obtenir le résultant, nous n'avons qu'à tirer de ces 

trois équations les valeurs de x \ y 2 , z\ v'1; si l'on désigne, 

pour abréger, par A, I>, C, ]), les quatre déterminants ( c b d ) , 
(dac), (adb), (bca)(*), x'2, y2, z2, v* se trouvent proportionnels 

à A, 1>, C, 1), et en substituant dans l'équation 

. X -t- y - h Z H- C r- : O , 

( * ) On sait que ces quatre déterminants sont liés par les relations identiques 



il vienl 

ou, on faisant disparaître les radicaux, 

Le résultant se présente donc immédiatement sous la forme 

vou lue , et il ne s'agit plus que de constater l 'identité des 

deux parties de l 'expression de R avec les invariants 0 et 1 ; 
en suivant la marche indiquée au n° 193, on a, pour le cova­

riant J, 

et, de même, pour le contrevariant <D, en remplaçant, comme 

au n° 151, l9 y?, Ç par \ — 0, rt — 0, 'Ç — 0, 

En opérant avec l 'une des fonctions J et (I> sur l 'autre, on ob­

tient immédiatement la quantité 

qui n'est autre que le premier terme de la valeur de R. Si l'on 

calcule ensuite les contrevariants linéaires, on a 

et leur résultant est bien 2 —ABCD. Sous cette forme, on 

voit que cet invariant se réduit à zéro dès qu'un des quatre 

déterminants A, B, C, D devient nul, c'est-à-dire que l'on peut, 

lorsque 2 est nul, trouver des valeurs de / , u, v telles, que la 

somme XU H - uU r -+- vU" se réduise à un carré parfait. 



On voit aussi sans peine qu'en effectuant, dans les trois 

formes quadratiques U, U', U", la substitution 

et par suite aussi 

les transformées seront les dérivées d'une même forme cu­

bique F ; dans ce cas le résultant 11 devient égal au discrimi­

nant A de F, tandis que 0 et 1 sont les invariants T et S 3 de 

cette forme cubique. 

L'interprétation géométrique des contrevariants linéaires se 

déduit de ce qui précède, en remarquant que les trois sections 

coniques représentées par les formes U, U', U" peuvent tou­

jours être considérées comme les polaires de trois points r e ­

lativement à une même courbe du troisième degré : ces trois 

points sont précisément la représentation géométrique des 

contrevariants linéaires. 



SEIZIÈME LEÇON. 
APPLICATIONS AUX FORMES QUATERNAIRES. 

201. Formes quadratiques. — La théorie des formes qua­

dratiques à quatre variables présente la plus grande analogie 

avec celle des formes à trois variables que nous avons ex­

posée dans la Leçon précédente. Nous représenterons la forme 

générale par l 'expression 

elle a pour unique invariant le discriminant 

dont la valeur développée est 

Lorsque le discriminant est égal à zéro, on peut, par une 

transformation convenable, faire disparaître les coefficients d, 

p, q, r des quatre termes où figure la variable e, et la surface 

représentée par l'équation 

est un cône dont la nouvelle origine est le sommet. 



La forme [J a un conlrevariant qui est l'évcetant de A, savoir 

ou, en développant, 

L'équation G = o est l 'équa'ion tangentielle de la surface, 

c'est-à-dire qu'elle exprime la condition à laquelle doivent sa­

tisfaire a, ¡3, y, 0 pour que le plan ayant pour équation 

soit tangent à la surface; il est facile de s'en assurer en identi­

fiant l'expression 

à l'équation générale d'un plan tangent et éliminant ensuite 

les coordonnées inconnues du point de contact. 

202. On peut exprimer de même qu 'une droite ayant pour 

équations 

est tangente à la surface; en éliminant deux des variables et 

écrivant la condition nécessaire pour que l'équation résultante 

ait des racines égales, on a, en effet, 

les sommes 2 s 'étendant à tous les termes semblables que 

l'on obtient par la permutation des coefficients, et les sym­

boles (yô), (¡30), . . . désignant, pour abréger, les déterminants 

Cette fonction peut aussi s'écrire 



sous forme de déterminant, 

H = 

C'est un contrevariant double du second degré par rapport 

aux coefficients et par rapport aux deux séries de variables. 

On peut encore l 'obtenir d'une autre manière. Remplaçons, 

dans le contrevariant G, a par 

calculons le discriminant de la fonction du deuxième degré 

en A qui résulte de cette substi tution; ce discriminant sera 

égal à AH. On le vérifie aisément sur la forme canonique 

en effectuant la substitution, cette expression devient 

G' désignant une fonction semblable à G, dans laquelle a, ¡3, 

y, ô sont remplacés par a , ¡3', y ' , o ; le discriminant 

se réduit à abcd[cd(a$)2 bd{ay)2 - 4 - . . . ] , c'est-à-dire à AH. 

203. Recherchons maintenant les invariants et covariants 

de deux formes U et U'. En développant le discriminant D de 

U H - AU', nous avons 

A, A' étant ceux de U et U', et 8 , <I>, 8 ' trois invariants com­

muns dont la valeur se réduit, pour la forme canonique, à 

et 



De même que pour deux sections coniques ( 187), la con­

dition de contact des deux surfaces U et U' s'exprimera en 

égalant à zéro le discriminant de l 'équation D — o. Le moyen 

le plus simple de le démontrer consiste à placer l'origine au 

point de contact, en prenant le plan tangent commun pour 

plan des x, j . On a alors pour les deux surfaces d z= o, p o, 

q~o, et l 'équation D — o se réduit à 

elle aura donc dans tous les cas deux racines égales, et la con­

dition à laquelle doivent satisfaire les coefficients pour que les 

deux surfaces soient tangentes est 

Cette relation est du douzième degré par rapport aux coeffi­

cients de chacune des deux formes. 

u20k. Toutes les relations indépendantes du choix des axes 

qui peuvent exister entre deux surfaces du second degré s'ex­

primeront de même en fonction des cinq invariants A, A', 0 , 

0 ' et O. Si l'on demandait , par exemple, dans quel cas il est 

possible de déterminer un tétraèdre qui ait deux couples 

d'arêtes opposées sur la surface U et ses sommets sur la sur­

face U', les équations des deux surfaces devant pouvoir se 

ramener dans ce cas à la forme 

les valeurs des invariants se réduisent à 

d'où l'on déduit immédiatement 



C'est la condition à laquelle doivent satisfaire les coefficients 

de U et U' pour que le problème admette une solution (*). 

205. Pour déterminer des covariants et contrevarianls des 

deux formes U et U', nous suivrons la même marche qu'au 

n° 189, c'est-à-dire que nous développerons les contrevariants 

des deux fonctions U - t - AU' et G -t- }.G'. 

Commençons par le contrevariant g de U-hAU' , on trouve 

sans peine 

cp et ©' étant deux nouveaux contrevariants dont l'expression 

est pour la forme canonique 

Calculant de même le contrevariant 

devons avoir un covariant, et il vient 

F et F ' étant deux nouveaux covariants qui se réduisent, pour 

la forme canonique, à 

En égalant à zéro le discriminant par rapport à /. des fonc­

t i o n s / et g, on obtient deux équations analogues 

(*) On peut remarquer l'analogie de ce problème avec la question de géo­

métrie plane traitée au n° 188 : Inscrire dans une section conique un triangle 

dont les (rois cotés soient tangents à une attire section conique. 

nous 



dont l 'interprétation géométrique se déterminera c p m e au 

n° 190. 

La première est l 'équation tangentielle de la courbe d ' in­

tersection des deux surfaces U et U ' , la seconde est l 'équa­

tion en coordonnées ordinaires de la surface développable 

circonscrite aux deux surfaces U et U ' . 

Les covariants des deux formes peuvent tous s'exprimer en 

fonction de U , U ' , F, F ' , et de même leurs contrevariants 

s 'expriment en fonction de G, G ' , 9, 9'. 

206. Si dans le contrevariant double H du n° 202 nous 

remplaçons a par a - h la', b par b -4- 1 b',..., il deviendra 

H et IF étant les contrevariants des deux formes U et U ' , et K 

un nouveau contrevariant commun. Pour la forme canonique, 

H se réduit, ainsi que nous l'avons vu plus haut, à 2ab(yô)\ 

II' à 2a!b1 (yo) 2 , et l'on a pour K la valeur 

L'équation K — o exprime que la droite ocxH-(3j + y z -f- §v, 

ce'x -h (3''y -f- / z -f- à1V est coupée harmoniquement par les 

surfaces U et U ' . En égalant à zéro le discriminant de h cal­

culé par rapport à A, nous aurons une équation 

qui exprimera que la droite rencontre la courbe d' intersec­

tion commune de toutes les surfaces U -4- AU ' , c'est-à-dire la 

courbe d'intersection des deux surfaces U et U ' . En se repor­

tant aux valeurs ci-dessus de H, IL et K, on trouve sans peine, 

pour la valeur de ce nouveau contrevariant, 

20T. En remplaçant dans ce contrevariant 

25 



par ? nous aurons un 

covariant L qui donnera, en l'égalant à zéro, l 'équation de la 

surface développable engendrée par les tangentes à la courbe 

d'intersection des surfaces U et U'. L'expression du cova­

riant L est, pour la forme canonique, 

La surface L est du huit ième degré; mais on peut remar­

quer qu'en faisant v = o, l 'expression ci-dessus se réduit à un 

carré parfait, c'est-à-dire que chacun des quatre plans x, j , 

z, c coupe la surface suivant une courbe du quatrième degré. 

Si l'on exprime L en fonction de U, U', F , F' et des inva­

riants, on a 

et, sous cette nouvelle forme, on voit immédiatement, qu'in­

dépendamment de la courbe d'intersection commune aux 

trois surfaces U, U' et L, cette dernière rencontre encore la 

surface U suivant une courbe qui est l 'intersection de U et 

d'une surface du quatrième degré représentée par l'équation 

208. Considérons maintenant trois formes U, U', U / / . En dé­

veloppant le discriminant de AU -+- f/.U' -4- vU", les coefficients 

des diverses puissances de 1, [j., V fourniront des invariants 

du système de ces trois formes ; mais il existe aussi deux com­

binants L et I 2 qui méri tent une mention spéciale. L'invariant 

I, se réduit à zéro lorsque quatre des huit points d' intersec­

tion des surfaces U, U',.U" se trouvent dans un même plan, 

ou, en d'autres termes, lorsqu'il est possible de trouver des 

valeurs de 1, p., v pour lesquelles la surface AU-hp.U' -f- vU" 

se réduise à deux plans. Prenons les équations des trois sur-



faces sous la forme canonique 

dans laquelle nous supposons x -h y -î- z -h u -{- v = o. L'inva­

riant L, analogue à l'invariant 2 du n° 200, sera le produit des 

dix déterminants [abc),... que l'on peut composer avec les 

trois séries de coefficients. En effet, en éliminant j et z , il 

est clair que l'équation 

représentera une surface du système AU -f- ^ U ' yU", qui se 

réduira à deux plans si l'un des déterminants (abc),... s'an­

nu le ; l'invariant I, sera du dixième ordre par rapport aux 

coefficients de chacune des trois formes. 

On obtiendra l'invariant I 2 en exprimant la condition qui 

doit être remplie pour que deux des points d'intersection des 

trois surfaces du second degré coïncident; cet invariant, qui 

se réduit à zéro dans ce cas, est du seizième ordre par rapport 

aux coefficients de chacune des trois formes (*). 

Si l'on considère le discriminant de AU H - ^U ' -f- yU" comme 

fonction de A, y, et que l'on calcule son discriminant dans 

cette hypothèse, on aura un nouveau combinant I 3 du t r en te -

sixième ordre par rapport aux coefficients de chaque forme; 

mais il s 'exprime en fonction des deux précédents, et sa valeur 

est 

209. Le Jacobien J de quatre formes U, U', U'7, U / / ; repré­

sente le lieu des points dont les plans polaires par rapport 

aux quatre surfaces du second degré concourent en un même 

po in t : c'est également (201) le lieu des sommets de tous les 

(*) Voir, pour plus de développements, la Géométrie analytique à trois di­

mensions de M. Salmon, chap. IX. M. Cayley donne à l'invariant ï 2 le nom de 

tact-invariant du système des trois formes; celui du n° 203 est l'invariant cor­

respondant pour un système de deux formes. 

i 5 . 



cônes qui peuvent être représentés par la fonction 

Il résulte du mode de formation de la fonction J que, si l 'une 

des formes U, U', U", U / ; / se réduit à un carré L \ le facteur L 

se trouvant dans toutes ses dérivées existera aussi dans le Ja-

cobien, et la surface J se décomposera dans ce cas particulier 

en un plan et une surface de troisième degré. 

210. Formes cubiques {*). — Nous adopterons pour l 'étude de 

ces formes la forme canonique donnée par MM. Sylvester et 

Ciebsch 

dans laquelle nous supposerons, comme d'habitude, la somme 

a : + j + z + « + c égale à zéro. Les invariants fondamentaux 

s'exprimant plus simplement comme invariants du Hessien, 

nous allons d'abord calculer cette dernière fonction. On trouve 

aisément 

Nous écrirons, pour abréger, 

le signe 2 s'appliquant aux diverses combinaisons des coeffi­

cients. Il en sera de même pour les invariants et covariants 

que nous allons énumérer plus loin. 

Les invariants fondamentaux que nous désignerons par 

A , B, C, E sont des huit ième, seizième, vingt-quatrième, 

(*) La théorie que nous allons exposer ici est l'abrégé d'un Mémoire de 

M. Salmon inséré .dans les Philosophica! Transactions, iSfio. M. Ciebsch a pu­

blié presque en môme temps deux Mémoires {Journal de Crelle, t. LV1II) dans 

lesquels il obtenait de son côté quelques-uns des résultats de M. Salmon, no­

tamment l'expression des invariants en fonction de cinq d'entre eux et celle de 

la surface 0 — /| fI $ qui contient les vingt-sept lignes droites (216). Mais la 

méthode si simple de M. Salmon diffère complètement de celle de M. Ciebsch, 

et la découverte de l'invariant gauche F lui appartient en propre, ainsi que la 

discussion des covariants et des contrevariants. 



t rente-deuxième et quarantième ordres. L'invariant A a pour 

formule symbolique 

Les expressions des autres invariants sont fort compliquées; 

mais elles se simplifient beaucoup si on les considère comme 

invariants du Hessien. M. Clebsch les présente sous la forme 

suivante : 

les opérations indiquées par les symboles devant être effec­
tuées sur la fonction H. 

Les valeurs de ces invariants sont, pour la forme canonique 

que nous avons adoptée, 

Elles pourraient se calculer à l'aide des expressions précé­

dentes, mais nous les obtiendrons plus aisément par la diffe­
rentiation successive des covariants et contrevariants, comme 

nous le verrons plus loin ( 2 1 3 ) . 

211. Ainsi que l'on pouvait s'y attendre, les cinq coeffi­

cients a, />, c?, d, e entrent d'une manière symétrique dans ces 

expressions, et si l'on pose 

on a simplement 



d'où l'on déduit immédiatement 

Les quantités a, />, c, d, e peuvent donc être considérées 

comme racines de l'équation du cinquième degré 

Si l'on forme son discriminant, on aura en fonction des cinq 

invariants fondamentaux un nouvel invariant 

ou, en extrayant la racine carrée, 

et F sera un invariant du centième degré analogue à l'invariant 

gauche I des formes binaires du cinquième degré. On remar­

quera, du reste, l'analogie complète des méthodes à l'aide 

desquelles ils s 'obtiennent tous deux en fonction des inva­

riants fondamentaux (*). 

212. Nous aurons facilement le discriminant en éliminant 

les variables entre les dérivées ax2— ev2, by2— ev2, cz2 — ev\ 

du2 — ev2; on peut supposer x2, j 2 , . • • proportionnels à bcde, 

cdea,. . . , et, substituant dans l'équation x-\-y-\-z -h u -f- e — o , 

il vient 

et, en faisant disparaître les radicaux, on a pour le discrimi­

nant A, 

(*) L'expression de F 2 en fonction de A, B, C, D, E a été donnée par M. Salmon 

{Philosophical Transactions, 18G0, p. 233). 



(*) Une méthode semblable conduirait à la valeur du discriminant d'une 
forme cubique ternaire en adoptant la forme canonique axz-\- bj3~\- cz3 -h du3 ; 

les expressions des deux invariants S et T deviennent dans ce cas 

Pour obtenir le discriminant A, nous avons à égaler à zéro les dérivées 

ax^—diây bj* — du*, cz-— du% et à substituer les valeurs de x, y, z, K dans 

l'identité x -f- r -f- z -f- z/ = o, et il vient comme ci-dessus 

d'où, en faisant disparaître les radicaux, 

Le discriminant est du trente-deuxième ordre, de même que 
l'invariant D ( *). 

213. Passons à l 'étude des covariants et des contrevariants. 

Nous avons déjà, outre la forme e l l e -même, un covariant; 

c'est le Hessien (210) : pour en déduire d'autres par la 

méthode des n 0 8 151 et 152, il est nécessaire d'avoir un 

contrevariant. Nous en obtiendrons un en exprimant que 

le plan <xx-hfijr-\-yz-\-àu-hsv coupe la surface suivant 

une courbe du troisième degré pour laquelle l'invariant S est 

égal à zéro. Ce contrevariant est du quatrième degré par rap­

port aux variables et sous la forme à quatre lettres le coeffi­

cient du terme a 4 est égal à l'invariant S de la forme cubique 

ternaire que l'on obtient en faisant x= o dans la forme qua­

ternaire donnée. Les autres termes peuvent s'en déduire en­

suite au moyen de l 'équation différentielle; le calcul, bien 

qu 'un peu long, ne présente point de difficultés. Ayant obtenu 

ce covariant G, sous la forme à quatre lettres, on passe ensuite 

à la forme à cinq le t t res , en remplaçant a, ¡3, . . . par a — e, 

(3 — e , . . . , et l'on a 

Nous aurons aussi un covariant mixte 



en formant le contrevariant (201) de la polaire du second 

degré 

dont le Hessien 2abcdxyzu est le discriminant. 

Désignons maintenant par U,, U 2 , . . . les covariants, U, étant 

la forme primitive, U2 son Hessien, et par G,, G 2 , . . . les con­

trevariants, dont le premier G t est donné ci-dessus. En opé­

rant avec G, sur U 2, nous retrouvons l'invariant A; mais, en 

opérant sur le carré de U,, nous avons un nouveau covariant 

t désignant comme ci-dessus le produit abcde. 

En opérant avec U3 sur G,, on obtient umcontrevariant 

à l'aide duquel on déduit de U, le covariant linéaire 

En combinant G2 et U3, on retrouve l'invariant B. 

Si l'on opère maintenant sur U 3 avec le covariant mixte 

Zcdezvu (oc — (3)% on a un covariant cubique 

avec lequel, opérant sur G„ on parvient à un contrevariant 

linéaire 

Il est facile de poursuivre ainsi , et nous nous contenterons 

de ment ionner les principaux résultats. 

214. La forme cubique admet quatre covariants linéaires 

fondamentaux des onzième, dix-neuvième, vingt-septième et 

quarante-troisième ordres (*) par rapport aux coefficients, 

(*) Il n'y a pas de covariants linéaires distincts du trente-cinquième ordre, 

ces covariants pouvant s'exprimer en l'onction de L,, L 2, L3 et des invariants. 



Le covariant quadratique le plus simple est du sixième ordre, 

et sa valeur est 

savoir 

Tout autre covariant. y compris la forme primitive, peut 

en général s 'exprimer en fonction de L,, L 2 , L 3 , L 4 ; en effet, 

si l'on joint aux quatre équations 

l'identité 

on pourra en tirer les valeurs de x, j , z, u, v en fonction de 

a, b, cy d, e; le dénominateur commun de ces valeurs se r é ­

duira (21, ex. V) à 

c'est-à-dire à l'invariant gauche F . En substituant dans un co­

variant les valeurs de x, j , z, u, e, les coefficients du déve­

loppement seront des fonctions symétriques de a, b, c, d, <?, 

et par suite des cinq invariants fondamentaux A, B, C, I), E. 

215. Nous avons donné plus haut le plus simple contre­

variant linéaire 

les autres sont des vingt et unième, v ingt-neuvième, . . . 

ordres, savoir : 



On obtient ensuite, l 'ordre croissant toujours par huit, ceux 

des quatorzième, v ing t -deux ième , . . . ordres : 

Les contrevariants du second degré sont des d ix ième, dix-

huit ième, . . . ordres : 

Les covariants cubiques sont des neuvième, d ix - sep t i ème , . . . 
ordres : 

Ce dernier est important, car il permet, en effectuant sur 

un covariant quelconque l'opération 

d ' e n déduire immédiatement un nouveau covariant dont 

l 'ordre est plus élevé de seize unités. C'est pour ce motif qu'il 

nous suffit de donner deux covariants de chaque degré par 

rapport aux variables. 

Le plus simple contrevariant cubique est du septième ordre 

c'est l'évectant de l'invariant A : vient ensuite celui du quin­

zième ordre 



Le covariant du quatrième degré le plus simple après le Hes­

sien labcdxyzu est celui du douzième ordre 

Nous avons déjà mentionné plus haut le plus simple contre­

variant du quatrième degré 

216. Parmi les covariants de degré plus élevé, nous indi­

querons seulement : 

i° Un covariant $ du cinquième degré et du septième ordre 

par rapport aux coefficients 

que l'on obtient en opérant sur le Hessien avec le covariant 

mixte 2cdezvu(a — [3)2; on peut le remplacer par un autre 

covariant de forme plus simple 

qui n 'en diffère que par le produit de la forme primitive et du 

plus simple des covariants quadratiques. 

i° Un second covariant du cinquième degré 

que Ton peut appeler le covariant canonique de la forme, 

puisqu'il a comme facteurs les cinq quantités x, y , z, u, v de 

la forme canonique. 

3° Enfin un covariant du neuvième degré 0 dont l 'expres-

tion se déduirait de celle du contrevariant d'une forme qua­

dratique à quatre variables, en remplaçant les coefficients 

a, b, c,... par les secondes dérivées de la forme cubique U, et 

les variables ce, (3, y , à par les dérivées de son Hessien H. 



L'importance de ce dernier covariant consiste en ce que la 

surface du neuvième degré représentée par l 'équation 

détermine, par son intersection avec la surface du troisième 
degré U, les vingt-sept lignes droites que contient cette der­
nière. 



NOTES DE M. HERIITE. 

i. 

SUR LES INVARIANTS DES FORMES DU CINQUIÈME DEGRÉ, 

C'est dans la théorie des formes du cinquième degré qu'on 

voit s'offrir pour la première fois un invariant gauche, c'est-

à-dire un invariant qui se reproduit changé de signe dans 

toute transformée de la forme proposée par une substitution 

au déterminant — i , telle que par exemple 

ou bien 

Si la forme du cinquième degré décomposée en ses facteurs 

linéaires est 

son expression en fonction des racines s'obtient comme il 
suit : 

Posons, pour abréger, 



Cela étant, je vais résumer dans cette Note plusieurs résultats 

relatifs aux facteurs de l'invariant gauche et qui donneront 

sous un nouveau point de vue la détermination des invariants 

dans les formes du cinquième degré. 

Soient à cet effet ( *) 

et convenons de représenter par F v , Gv, H, ce que deviennent 

respectivement ces quantités, en ajoutant le nombre v aux 

indices des racines x0, xx,..., pris suivant le module 5. 

L'expression de l'invariant du dix-huitième ordre sera ainsi : 

K = a 1 8 . FGH . F t G, H . . F 2 G2 H 2 . F 3 G3 H 3 . F 4 G4 H 4 , 

et en premier lieu j e donnerai le moyen de connaître com­

ment s'échangent entre eux les quinze facteurs, lorsqu'on 

effectue sur les racines une substitution quelconque. Or, à 

l'égard de la substitution < v j> on aura pour résultats : 

on aura 

i ° 

2° 

3° 

(*) Voyez mon Mémoire Sur Véquation du cinquième degré. Paris, Gauthier-

Villars. 



La substitution donnera : 

i° 

2° 

3° 

Et comme toute substitution entre cinq quantités résulte de 

la composition des substitutions élémentaires 

on pourra, par ce qui précède, connaître l'effet d'une permu­

tation donnée des racines sur l 'un quelconque des quinze 

facteurs. 
En même temps que F , G, H, je considérerai les quantités 

et je désignerai p a r / v , gv, lu ce qu'elles deviennent en ajou­

tant v aux indices des racines. Cela étant, on trouve que la 

substitution | | opère les changements que voici : 

i° 

2° 

3 o 



Quant à la substitution elle donne pour résultats : 

1 
1 

2° 

3° 

D'où l'on voit que les deux groupes de quinze quantités se 

permutent de la môme manière, sauf certains changements 

de signes, quand on effectue les mêmes permutations sur les 

racines de la proposée. Mais le lien que nous établissons 

entre elles se justifie plus complètement, d'abord par ces re­

lations où, pour abréger, on fait 

l 

savoir 

et ensuite par cette remarque, que les divers produits 

a étant le coefficient du premier terme de la forme du cin­

quième degré, sont des invariants. Ces produits donnent lieu 

à ce fait algébrique, que neuf d'entre eux, correspondant à la 

même valeur de l'indice v, suffisent pour en déduire linéaire­

ment tous les autres. On a, en effet, les relations qui suivent : 



De là résulte la possibilité d'exprimer au moyen de F, G, i l , 

d 'une part, f9 g, h, de l 'autre, des fonctions des racines de la 

l'orme proposée qui sont des invariants. Considérons par 

exemple l 'expression 

qui est évidemment cyclique. En vertu des relations précé­

dentes, elle prendra cette forme très-simple 

Les fonctions F F , F 2 F 3 F , , H H , H 2 H 3 H 4 , qui sont également 

cycïyques, s 'expriment d 'une manière analogue. En faisant, 

pour abréger, 

(б 

Toutes les autres sont d'une forme presque aussi simple, et 
en voici le type : 



j 'a i montré dans mon Mémoire sur l'équation du cinquième 

degré, qu 'on a 

On obtiendrait pareillement 

Mais dans ces formes si simples de fonctions compliquées 

de racines, le caractère cyclique de ces fonctions n'apparaît 

plus d 'une manière évidente, et pour le retrouver il faudrait 

toute une théorie, qui me mènerait bien au delà de mon objet 

actuel. Je me propose en effet, en considérant des expressions 

non-seulement cycliques, mais symétriques, d'établir que tout 

invariant dont V'ordre est multiple de 4 est une fonction 

homogène de F 2 et l ayant pour coefficients des polynômes 

entiers en g et h. 

Dans ce but, je considérerai les diverses déterminations de 
la fonction suivante 

qui, multipliée par a2, donne évidemment un invariant. Ces 

déterminations, au nombre de vingt-quatre, sont deux à deux 

égales et de signes contraires, et peuvent ainsi se réduire à 

douze , que je partagerai en deux groupes et désignerai 

comme il suit : 



a été tiré de u„ par la substitution u0 et v0 ont été 

respectivement déduits de uœ et c w par la substitution j ^v j * 

enfin ui et c,- de w0 et ^0 en ajoutant le nombre i aux indices 

des racines pris suivant le module 5. On sait qu'à l 'origine de 

la théorie des invariants, on a considéré comme fonctions 

symétriques des carrés de ces douze quantités les invariants 

fondamentaux du quatr ième, du huit ième et du douzième 

ordre des formes du cinquième degré. Ainsi on a, en dési­

gnant avec M. Sylvester l'invariant du quatr ième ordre par ,\ 

et le déterminant par D, 

et la somme des produits trois à trois des carrés conduit à 

en adoptant les dénominations du même auteur. Or on a, 
comme on le vérifie sans peine, ces deux systèmes de relation, 
savoir : 



On en déduit, en faisant la somme des carrés, l'expression de 

l'invariant du quatrième ordre J , sous la forme 

et si l'on écrit la somme des produits trois à trois, u'iu'l u) - f - . / . , 

de cette manière : 

on parviendra à l'invariant du douzième ordre, exprimé comme 

il suit : 

Adoptant donc le discriminant 5 5D = a 8 / 2 g - h 2 /* pour inva­

riant du huit ième ordre, la proposition précédemment an­

noncée se trouvera démontrée à l'égard de ces invariants fon­

damentaux, en observant que F , G, Il n'y entrent que par leurs 

carrés, de sorte qu'au moyen des relations 

et de celle-ci qui en découle 

on pourra effectivement les exprimer par F-, g, A, /. Nous ob-



tiendrons ainsi 

Or ces expressions sont des fonctions homogènes de F 2 et /, 

dont les coefficients sont des polynômes entiers en g et h, et 

il en sera de môme par conséquent de leurs combinaisons en­

tières qui représentent tout invariant de la forme du cin­

quième degré dont Tordre est multiple de quatre. J'ajoute 

qu 'un invariant donné ne peut être obtenu de deux manières 

différentes, comme nous venons de le dire, car en égalant 

deux expressions de celte nature, on arrive à une équation 

F 2 

homogène entre F 2 et /, qui pouvait donner -j en g et h, c'est-

à-dire une fonction de la racine xQ> et par conséquent cette 

racine au moyen des quatre autres, puisque g et h ne con­

t iennent pas 

Je terminerai cette Note par ce qui concerne au même point 

de vue l'invariant gauche, et à cet effet, en posant comme plus 

haut 

j 'emploierai les relations suivantes qu'il est aisé de vérifier, 

savoir : 



On en déduit, en les multipliant membre & membre , 

Écrivant ensuite 

et observant qu'on a 

on en conclut immédiatement 

et on reconnaît que la quantité par laquelle est multipliée FGH 

peut encore être mise sous forme d'une fonction homogène 

de F 2 et /. 



P A R I S . — IMPRIMERIE DE G A U T H I E R - V I L L A R S , 
Rue de Seiric-Saint-Germain 10, près l'Institut. 

SUR L'INVARIANT GAUCHE DES FORMES DU SIXIÈME DEGRÉ. 

On doit au P . Jouber t la découverte intéressante de l'expres­

sion de cet invariant qui est du quinzième ordre au moyen des 

racines de la forme proposée. Représentons cette forme par 

et posons 

En convenant de désigner par U;, V,-, W,- ce que deviennent 

ces expressions, en ajoutant le nombre h aux indices des ra­

cines pris suivant le module 5, on aura la valeur suivante de 

l'invariant gauche du quinzième ordre, savoir: 
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