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PREMIERE THESE.

DETERMINATION

PERTURBATIONS D'UNE PETITE PLANETE

METHODES DE M. GYLDEN.

APPLICATION A 7 TIERA.

INTRODUCTION.

Je me sws proposé, dans ce travail, de déterminer les perturbations d’une
petite planéte d’aprés la méthode que M. Gyldén a indiquée dans les Comptes
rendus de I’ Academie de Stockholm et que M. Backlund a appliquée a la pla-
néte (112 Iphigénie ('). Pour faciliter le calcul et assurer les résultats, il a
semblé utile de faire quelques modifications au procédé suivi a l'origine. D’un
autre coté M. Gyldén, depuis la publication de son Mémoire, est parvenu i
augmenter la convergence des développements, et jai mis a profit ses re-
marques (*.

() Huco Gyioix, Om en method for den analytisha harledningen af de sma planeternas sela -
tiva stiringar (Ofversigt al Kongl. Vetenskaps- Akademiens Forhandlingar 1874); Stockholi, in-8,
11 pages.

J. 0. Backruxp, Berdkning af relativa sioringar for planeten 111 Iphigenia [ibid., 20 pages .

Une analyse de ces deux Mémoirves s¢ trouve duns le Ficrteljahisschrift der dstronomischen
Gesellschaft, 1855, p. 25 et suiv.

(2} dnnales de I'Ecole Normale, 1879,

C. .'\. I
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A.2 DETERMINATION

La méthode de I'astronome suédois, récemment élu correspondant de I’Aca-
démie, a pour point de départ un fait important pour I’Analyse aussi bien que
pour les applications. Alors qu'un arc, supposé compris entre les limites —
et + m, se représente par une série trigonométrique trés peu convergente,

x = 2(sinz -— §sin2x + {sind3x — }sinda +...),

L

. . . . ’ ’ L Tr
il est possible, quand les limites sont plus resserrées et égales & — - et + -

1A

de représenter le méme arc par une série d'une convergence trés suffisante
pour les applications ('). Il y a plus : la représentation dont nous parlons n’est
pas unique; c’est grice a ce qu’il y a d'indéterminé dans les formules que
M. Gyldén a pu augmenter la convergence des premiers développements.

Il est aisé de comprendre le parti qu'on peut tirer d’une série trigono-

PP , T T T
métrique convergente représentant un arc entre les limites — '; et —+ - Toutes

les expressions qui se rencontrent dans le calcul des perturbations dépendent,
si 'on veut, de I'anomalie cxcentrique du corps troublé et des anomalies
moyennes des corps troublants. Or une quelconque de ces anomalics s’obtient
en ajoutant un angle constant & 'anomalie moyenne du corps troublé, savorr

g=unl-+ c=¢— esing,

multipliée par un facteur numérique convenable tel que p., et I'on a

. n'
g=nt4+c¢=c—pe- pe— pesine <p.= ﬁ) .

Maintenant, puisque I'arc ¢ et, par suite, I'arc pe s’expriment par une série
. P . v a3
trigonométrique convergente entre les limites — = et + -, toutes les expres-

sions dont nous parlons, au moins entre les limites considérées, ne contiendront
plus que le seul argument ¢. Il y a Ix un avantage manifeste pour le calcul.

-, - A . . T ™ Iy e
Ce qui a été dit pour I'intervalle — = & +- ~ pouvant étre répété d'une ma-
2

niére générale quand ¢ varie entre (m — 1)n et (m—+ §{)r, m entier quelconque

(1) Astr. Nachrichten, 1867, p. 193 ct suiv. : Ueber die Entwickelung wvon cosp$ und sinp$
nach den ganzen Vielfachen von 6 wenn p eine beliebige Zahl bedeutet, Anwendung der entwickelten
Reihen zur Transformation der allgemeinen Stérungen der Planeten.
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DES PERTURBATIONS D'UNE PETITE PLANITE. A3
positif ou négatif, aprés qu’on a pos¢

g =c¢'—pec+pmr 4+ ple —mn) — vesine,

les séries doubles dépendant des deux arguments ¢ et g’ sont en définitive ra-
menées, dans chaque intervalle, i des séries simples.

Les avantages qui sont attachés aux méthodes analytiques, fécondes en véri-
fications, recommandent les nouvelles méthodes. Sous le rapport de Ia rapidité
et de la facilité du calcul, elles laissent peu & désirer; mais elles sont encore
dignes d’attention & un autre égard : bien qu’elles aient principalement en vue
les perturbations relatives, elles ouvrent la voie pour le calcul des perturba-
tions absolues, parce que, dans cette recherche plus étendue, les nombres déja
calculés trouveront leur emploi.

Nous donnons ci-aprés le contenu des divers paragraphes :

1-3. Formules trigonométriques de M. Gyldén; expressions trigonométriques de I'arc
entre les limites — g et -+ 2 Exposition plus détaillée de la méthode. Valeurs
des constantes utiles pour les applications.

&. Eléments des planétes (1637 et Jupiter. Calculs préliminaires.

5-9. Calcul, par deux méthodes indépendantes, des quantités qui interviennent dans
les expressions des dérivées partielles. Nombres relatifs & Saturne ct Mars,
Tableau des valeurs particuliéres des dérivées partielles.

10. Calcul des coefficients d'un développement au moyen des valeurs particuliéres.

11-12. Exposition succincte des formules nécessaires au calcul des coordonnées nds,

u
2y et —— de Hansen.
cosi

13. Les calculs sont ramenés a deux opérations simples effectuées sur les développe-
ments trigonométriques.

1%. Usage du facteur de séparation de M. Gyldén pour augmenter la convergence.

. A .. . . . \ u
15-17. Application des meéthodes précédentes. Calcul de 2v, nds et woit

18. Détermination des arbitraires.
122

19. Expressions définitives de ndz, 2v et Tost

20. Calcul des éphémérides; comparaison avec les observations (! 1.

(') Les éléments qui ont servi de point de départ, et que je dois & Pobligeante communication
de M. Leveau, astronome adjoint i I'Obscrvatoive {voir Comptes rendus des séances de U Académie
des Sciences, t. LXXXVIL, p. 59), seront corrigés dans la suite ct les éléments moyens déter-
minés.
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A4 DETERMINATION

En vue des applications qui peuvent étre faites, on a réund dans une Addition
7

les valeurs des constantes auxiliaires quand la circonférence est divisée en vingt-

quatre parties, de sorte qu’on pourra faire usage des trois modes de division en

douze, seize ou vingt-qualre parties.

1. Proposons-nous de déterminer les coefficients des deux développements

€082+ 0 Ay 4+ A2 cos25 +— A, cosfl-+. ..,
cos2if = B, cos¥ =2-Bycos30-+...,

ou z est un entier positif, en admettant la possibiiite de ces développements. Il
suffira, dans ce but, de faire usage de la relation
T
+5
(m? — p2 )f cosPl cosmbdl = — plp— x)f cosP~2§ cosmb df.
_ T

R 2

Ecrivons, pour adopter les notations de M. Gyldén [ Mémoire sur la sommation
des _fonctions périodiques (Annales de I’ Ecole Normale, juin 1879)],

cos2t1 )= G — 20 cos2b — 40 cosfh —. . .

on a, en intégrant les deux membres entre — = et + ';‘, aprés avoir multiplié

oA

par cos2n0dj,

T T
-+ i g

/ cos2+fcosanbdf .. — »nCY), [ cos2nfd) —=—n=C¥,,

T . s
]

2

et, a cause de la formule de réduction indiquée,

G 1.2.3. . .2002f 41) A S T
e e =) {{2n)2— 32 [{an)t — (20 12 Ez_nSlll(z)l+l);.'

D’autre part,

.

2 2.4.6...27
7 1.3.5.. .20 +1)
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DES PERTURBATIONS D'UNE PETITE PLANETE.

On a, de plus {Mémoire cité, p. 208),

C Gl T 1232 82 I
N I Y AR e — T i : :
Ch n To [zt —af e T3 o T o e
L VTN
= — ~sgin{an 1) X,
i in{2n-+ ,2\,,
Dans le développement écrit ainsi,
GOSAUFIY . .
—w(,—l;y——:x—2X‘,’*”cos-1,0+.~».\&_,‘""cos,’|’/
4

remplacons cos**'0 par sa valeur déduite de la formule

27 41 (o7 1)o7

22 cos 2+ 0 = cos{27 +1)0 + cos{2i —1)0 4+ ——
1.2

1

(o 4-1dad. . ([ 4+ 2}

v

cos?,
1.2...1

et intégrons entre o et §, aprés avoir multiplié par ¢7; il vient
i

Zaf_,‘,’m sin(2n -+ 119,

0

w7

w0
/ :2 B, sin2nd +
) 1

¢n faisant

. (— i oy,
U Lo
Zan n "o
i 135, ad 4+ 1 Y IEEE S EY SN R
! = - - T T ; i -
2kl 2.4.6.. .20 20 -1 1 23 ... —n)

Ia seconde formule s’établit par un calcul tout semblable. Faisant

\

c0s5 == C{ cosf 4-3CY cos30- ...+ (20 - 1jCY,,  cosion “0)F 4.,

on a
. T
47
f2n =100, = = f cosgcosi{an-1-1:0dg;
i T
puis, réductions faites,

T i , o T 2020 —1)...2.1 1
(2n-+1)=CY,, = {—1)asin(2n -1
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A.6 DETERMINATION

Ensuite on remplace cos*§ par sa valeur

2i(2f{—1)

1 . 2l , . 1
ﬁ[cosnze—*— T cos (21 —2)0 -+ cos(az——4)9-+-...-i~;

et I'on intégre entre o et 0, aprés avoir multiplié les deux membres par d6; il
vient ainsi

hd i

Wl . .
9:2‘53’,’1“ sin(2n +1)0 —Ea‘._,‘,’l sinanf.

0 i

Les coefficients ont les valeurs suivantes :

. T
/ :(_l)iésm(zn—;—r);  (pegenif ,
w(en 0 [er Pt [lanrF = [ = (2]
) — (I.Z...l‘)“’ )

Aap =— ¢

[
nv2. (i+nj[1.2...(i —n)
De I'analyse précédente il résulte, en admettant toujours la possibilité des
développements dont on vient de calculer les coefficients, que I'arc § peut varier
™ ™ . : \
entre — - et -+ ~- Si l'on assigne 4 I'argument ¢, dans les seconds membres,

une valeur qui ne soit pas comprise entre ces limites, on peut du moins con-
stater que les développements ne cessent pas d’étre convergents.

™ T
Observons cncore que, pour les deux valeurs ; —vet 12 + ¢ de Pargument 6,

les séries qui figurent dans les seconds membres des deux formules conduisent
& des valeurs contradictoires, ce qui montre I'impossibilité de représenter I'arc 6

P ™ T .. A .
entre les limites — -, + = et hors de ces limites par les mémes formules.
Il reste donc a établir que les séries convergentes des seconds membres
I : - - ™ T
représentent bien I'arc §, du moins lorsque 0 varie entre — ; et + - Clest un

point aisé a établir en se reportant & la démonstration de la formule de Fourier.
Cherchons, en effet, la somme de la série

T

wilA

=i~ -+ N

1 . 2 = .,

- cos2+6do + = c0s2+1§ cos20df cosax
7r x T z

2 2

k13
- =
2 * )
+7—_f cos2+1 8 cos48df cosfx + ..
+

oA
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DES PERTURBATIONS D’UNF. PETITE PLANETE. Ay

et prenons d’abord la somme des n +- 1 premiers termes; on trouve aisément

1 . sinfon =005 ) winfon e 1020
- f cos* ‘“0[ - -3 WAL 71,3
X

sin| 6 — x} ' siny % -

1] s’agit de trouver vers quelle limite tend cette expression quand 2 augmente
indéfiniment. On voit que les intégrales & traiter sont celles que Lon rencontre
dans I'¢tude de la formule de représentation de Fourier et que la limite cher-
chée est cos* ',

D'une maniére analogue, on justifiera le second développement.
31l

On a supposé, dans ce qui précede, 'arc ¢ compris entre — = ¢t -
’ ’ I

wis

o]}

est clair que l'on représentera aussi are 6 s’il est compris entre les limites
(m— 3)w et (m + 3)m, m étant un entier positif ou négatif, Parc 7 — mr ¢étant

dans ce cas compris entre les limites — = et +- ", et 'on remarque sans doute

que, le nombre entier ¢ demeurant arbitraire, 11 y a quelque chose d'indéter-
miné dans les développements.

Revenons maintenant a la transformation dont il a été parlé dans I'Intro-
duction pour indiquer comment elle peut étre réalisée.

Des équations connues

. . . ! Vo o
e—eslne=nt+c=g, nt--c¢=g

on a déduit

~

I

I
. (2
g'=¢'—pc-+pe— pesine <Au. = ) :

o~

équation qui a été écrite ainsi,
gle=c'—pe+pmzu - ple— mr)— vesing,

dans 'hypothése ot ¢ est compris entre les deux limites (m — $)m ot (m -+ 3)n

En remplacant 'arc ¢ - m=, compris entre — = et -+ =» par s valeur
2

@ i

€— mr :Zﬁf_.’,'m sin(an-+-1){e —mx) —~2a._,’,’, sin2ne,
0

1

g a ¢té représenté par un développement trigonométrique dépendant du scul
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A.8 DETERMINATION

argument ¢. Suppose-t-on effectuées toutes les réductions, les quantités qui
interviennent dans le calcul des perturbations prennent cette forme :

@y -~ @) COSE + ds COS28 + . ..
by sine-+basinoe—+....

Nous pouvons, dans le cas ol les méthodes d’interpolation pour le dévelop-
pement des fonctions sont employées, calculer les valeurs particuliéres de la
quantité a développer, et, puisque, d’aprés une remarque faite plus hauat, l'ex-
pression de 'arc ne cesse pas d’étre convergente en dehors des limites de la
représentation,v le choix d’aucune valeur de ¢, comme argument d’une valeur
particuliére de la fonction & développer, ne demeure interdit. Dans le cas le
plus simple, on distribue réguliérement sur la circonférence les arguments «;
c’est le procédé des quadratures mécaniques.

Si 'on n’a pas divisé d’abord la circonférence en un nombre assez grand de
parties, il peut arriver que quelques-unes des valeurs calculées deviennent sans
emploi quand on adopte un autre mode de division.

Le Verrier a remédié & cet inconvénient en faisant connaitre un procédé qui
utilise toutes les valeurs particuliéres. On trouvera dans les Annales de I'Ecole
Normale, a la suite du Mémoire déja cité de M. Gyldén, quelques réflexions sur
ce sujet.

3. 1l est nécessaire, avant tout, d’obtenir les valeurs numériques des coeffi-
cients du développement de ¢ — m=, 'argument ¢ étant pris & volonté et le
nombre entier m recevant les valeurs successives ..., —1, 0, 41, ...,

A l'exemple de M. Backlund, nous aurons égard seulement & la seconde for-
mule de représentation de l'arc, et I'entier 7 sera choisi égal & 4 (*). Il suffit
de considérer deux valeurs consécutives du nombre m, soient o et 1.

Posant donc en général, afin d’éviter toute confusion,

%

o
Y =mn +Ep€_f,g+' sin(an—+1)(e—mn) -—Za(_,",} sinane,
0 1
Xm=1¢—pec+ pmr,
72

= Xom 4+ 0. (¥n— mz) — pesing,

('} On peut se rendre compte des valeurs des coeflicients 24, , au moyen de la formule

v (—1)"+1§ 20— 90— 1 [_2./;.6. Y QX“‘“L
) 7w

7. = - -
B ~ 2n 41 _1.5.0...(25—&—[ ’

les valeurs de X1’ sont données dans le Recueil de Tables de M. Gyldén, Table E.
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DES PERTURBATIONS D'UNE PETITE PLANETE.

A.g

il suffira, pour obtenir les anomalies moyennes Z,, du corps troublant, de cal-
culer le Tableau des valeurs de Y, et Y,.

Valeurs logarithmiques des coefficients B4

7.

D3 O Ot W N

(IR (-]

SN

~J
w
[§)
o

—5,416
6.498

~'77773
7,166

2+

n. log«

-

N

Wil B o= =1
-

or Or L O

et ai.

Pour I'utilité de ceux qui voudront entreprendre des applications numériques,

nous donnons les valeurs de Y, et Y, quand la circonférence est divisée en scize

parties égales.

Tl est & croire que seize valeurs sont suffisantes dans la plupart des cas; on a
ajouté les logarithmes de Y, et Y, évalués en secondes.

£,

o

0,0
22,5
45,0
67,5
90,0
112,5
133,0
137,5
180,0
202,75
225,0
247,5
270,0
202,35
3150
337,5

"0 .

o I ”

0. 0. 0,0
22.30. 0,0
45. 0. 0,0
67.30. 0,0
go. 0. 0,0
112.29.28,5
132.18.28,1
113.19. 40,4
0. 0.
113.19.40,4
132.18.28,1
112.29.28,5
go. 0. 0,0
67.30. 0,0
45. 0. 0,0
22.30, 0,0

Yl

(<]
180. ©
66.40
4741
67.30

9o. o.
112.30.
135. o.
157.30.
180. o.
202.30.
225, o.
247.30.
270. O.
292.29.2
312.18.

2g3.19.

? "

. 0,0
.19,6
31,9
.31,5
0,0
0,0

logY, en ”.

_—0
4850
5150
5 6063
3150
4213
8880
6393
—_
—5,610 6393
—3,0677 8880
—5,607 4213
—5,510 5450
—5,385 Gob3
—5,209 3150
—4,908 4830

log Y,

-

to el
<

sa.‘l

or

L G Ov O Cr Ce O e Oy

RS R R T
L= Ly o O

- W TN D L =

=]
=y
1’

, 908
5,919
5,987
6,022
6,050
6,023

Oy

”

on
5750
2107
7498
66206
5450

1550

5 6363

3831
5750

9 —a~h

dan N

=
4850

>

877=
6663
4154
8834
655¢

%. Nous pouvons maintenant exposer le calcul des perturbations de la petite

planéte prise comme cxemple. Comme les calculs pour chaque planéte trou-
blante sont entiérement semblables, il suffira de rapporter avec quelque deétail

C.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC

A2*



A.10 DETERMINATION

les nombres relatifs & Jupiter, en indiquant seulement les conclusions pour
Saturne et Mars.

On pourrait introduire dans les calculs les valeurs rigoureuses des coordon-
nées des planétes troublantes; la méthode n’exige point que leurs éléments,
dans les termes multipliés par les masses perturbatrices, soient remplacés par
leurs valeurs elliptiques. Nous nous en tenons cependant & cette hypothése, et
il est certain que, les arbitraires contenues dans les expressions du premier
ordre étant déterminées d’aprés les observations, les formules représenteront
bien les observations pendant un certain temps.

On a, d’aprés M. Leveau (Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences,
t. LXXXVIL, p. 59):

Eléments osculateurs de la planéte Héra.

Epoque 1877, Octobre 21,0; temps moyen de Paris.

Mo= 49.57 59,95
w = 320.59.30,16 Equinoxe

2 = 136.12.27,90 ; et écliptique moyens
{ = 5.23.58,80 pour 1880,0.

o = 4.30.35,47

P =1799",067 54

Ces éléments ont été rapportés a I'équinoxe et & I'écliptique moyens de 1898,
Janvier 1,0. Les corrections & appliquer aux éléments =, §, ¢ sont en général,
et pour un intervalle de temps peu étendu, données par les formules suivantes,

dw = précess. — (var. obliq.) tang £ sin (Q — M),
0§} = précess. - (var. obliq.) cot{ sin(§ — II),
ol (var. obliq.) cos(§3 — I),

Il

ot 'on a (Annales de I’Observatoire de Paris, t. T1)
Précess. = 50”,236(1'— 1),
Var. obliq. = — 0”,476 55 (¢'— ¢),
I =152°56'37"+ 41”,6{¢ — 1850).
Faisant ¢ = 1878, 7= 1880, on trouve

0w =—1"40",36, 6 =—1'34",27, &i=-0",16.

En appliquant ces corrections aux éléments donnés plus haut, on obtient les
nombres suivants :
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DES PERTURBATIONS D'UNE PETITE PLANKTE. A.rt

7 TN
Eléments osculateurs de la plandle duy, Héra.

Epoque 1877, Octobre 21,0; temps moyen de Paris.

M,—= 190 571. 59", 95

@ =320.57.49,80 Equinoxe
£ —136.10.53,63 ; et écliptique moyens
t = 5.23.59,56 s 1878, Janvier 1, 0.

@ == ./;30))5,47
v =2599",00754

Pour 1878 Janvier 1,0, nous trouvons les éléments de Jupiter dans les Tables
de Le Verrier (voir Explication et usage des Tables). Le Tableau suivant contient
les éléments des deux planétes désignés avec les notations de Hansen ('), que
l'on peut regarder comme suffisamment connues :

Héra (pour 1877, Ocl. 21,0). Jupiter (pour 1878, Janv. 1,0.) (m' = ).
o . " 1 ' "

¢c= 49.57.59,95 ' ¢ == 276.49. 4,5

7 = 320.57.49,80 Equinoxe = 13.37.46,3

9 == 136.10.53,63 ; ct écliptique moyens { 6 == g9.13.15,4

[ = 5.23.59,56 1848, Janvier 1,0 ! == 1.18.35,63

0= 4.30.33,47 o' = 2.47.53,56

n == 799", 06554 @ =35,202 173

Au moyen de la relation bien connue
n'a’t = (4,471 1629) (1 4 m'),
on conclura la valeur de »’, ct d’une maniére analogue celle de a :

) log(n' en”j==2,4759361, loga=z0,43106134,
puis

4 !

logp (:: P > =71,5733526, logu (:: ([L?) == 0,284 5091,

log(cen”)=:5,3-5504, pe==888¢o",58, ¢ -pe--go7653",7.

5. Ces calculs préliminaires effectués, nous abordons le premier travail; il
consiste :
1° A déterminer pour les seize valeurs équidistantes de ¢ les anomalies vraies

)tl) 7 y,)wt g 1/16_{\.
et 1es I"a) ons vecteurs de ({9 3

(Y) Auseinandersetzung einer zweckmdssigen Methode, etc. Les articles cités se rapportent tous
a la premiére Partie de cet Ouvrage. Il n’est pas nécessaire que les deux systemes d’¢léments se
rapportent au méme instant {article 77}
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A.12 DETERMINATION

2° A déterminer pour chacun des intervalles (ici au nombre de deux, m=o
et m = 1) les seize valeurs de I'anomalie moyenne Z,, du corps troublant, puis
les anomalies excentriques, les anomalies vraies, ainsi que les rayons vecteurs
correspondants.

L’anomalie vraie et le rayon vecteur sont calculés de préférence par la troi-
sitme méthode de l'article 14 du Theoria motus; 1'anomalie excentrique est
obtenue par la méthode indiquée dans l'article 11.

Voici d’abord les anomalies vraies et les rayons vecteurs de (103); nous dési-

gnons, pour abréger, par o, 1, 2, ..., 15 les seize valeurs de ¢, o°, 22°5,
45°, ...:
r .
S log;;- I
o 1,964 435 0. 0. 0,0
t 7,967 246 24.17.30,4
2 1,975 156 48.16.51,9
7,086 731 71.43.50,0
4 0,000 000 93.30.35,5
5 0,012 875 116.36.18,3
6 0,023 499 138. 6.12,3
7 0,030 456 159. 9.57,6
8 0,032 873 180. 0. 0,0
9 0,030 456 200.50. 2,4
10 0,023 499 221.53.47,7
11 0,012 875 243.23.41,7
12 0,000 000 265.29.24,5
3 7,986 731 288.16.10,0
14 1,975 156 311.43. 8,1
15 1,967 246 335.42.29,0

Apreés cela, on passe au calcul de Z, et Z, d’aprés la formule citée plus

haut,
oy =X+ {Yp — mna)— vesiue,

: k]
ou, si 'on veut,
Loy = Yy -+ ¢'— pe — pesine.

Les équations suivantes peuvent servir & assurer le calcul; les indices indi-
(uent le rang des nombres ou, si l'on veut, le rang des valeurs de ¢ correspon-

dantes :
L0 2P = [0 — e+ ),
L0 - L =2 (¢ — po + pm),
L -2 == 2 (¢ — pe) -+ pl2m-+1)n — 2pesineg,
LD — LY == pm + 2pesine.
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DES PERTURBATIONS D'UNE PETITE PLANETE. Al

Ie Tableau suivant comprend les résultats obtenus; le premier groupe corres-
pond a m = o, le suivant a m == 1.

g Zlm- . ]Og :7' f,'
m=o.
o 90765317 2f9i30121t3 0,007 360 216734(2513
1 935657,4 257.10.38,9 0,004 680 254.27.49,4
2 964014,9 264.59.43,7 0,001 843 262.12.49,9
3 993026,71 273. 2.50,8 7,998 851 270.14.58,4
4 1022891,4 281.23.40,3 7,995 591 278.38.17,3
5 1053669,3 2g0. 3.30,7 1,992 667 28%.24.28,1
6 1081696, 4 208. 0. 5,6 7,989 930 295.30. 7,8
7 1058083 ,6 291.18.22,3 1,992 228 288..40.33,0
8 9o5653,7 249.30.21,5 0,007 360 246.51.25,3
9 757223,8 208.59. 4,1 0,018 161 207.39.24,4
10 733611 ,0 202.42. 4,9 0,019 131 201.38.42,3
i %61637,9 210. 9.38,7 0,017 955 208,97, 1,4
12 792416,0 218.22. 44,2 0,016 311 216.40.26,6
13 822281,3 226.23.10,9 0,014 384 22.7.23.37,7
14 §31202,6 234.12. 5,4 0,012 228 231.57.49,4
15 879650 ,0 241.52.99,0 0,009 889 239.26.25,2
m=rx

o 1150274 ,3 — 42.21.51,0 7,984 045 — 44.17. 1,5
1 995196,7 — 86G.20.52,3 1,998 647 - 8. 8.41,3
2 967643,6 — 9i. 0. 1,5 0,001 {77 — 96.47.13,4
3 9930379 — 86.56.57,4 1,998 870 — 89.44.49,8
4 10228g1,5 — 78.36.19,06 1,993 791 — Br.21.42,5
5 1053681,3 — 69.56.17,3 1,992 665 — 72.35.19,8
6 1085325,2 — 6o.57.59,0 7,989 586 — 63.26.32,7
7 1117622,8 — 51.44.44,5 7,986 670 — 53.58.37,0
8 1150274,3 — q2.21.51,0 1,984 045 — 417 4,5
9 1182925,7 — 32.55.48.3 1,981 830 — 34.28.39,8
10 12152233 — 23.33.20,9 7,980 118 — 24.41.39,06
11 1276867 ,2 — 14.20.20,9 1,978 957 — 15. 3. 3,0
12 1277657 ,0 — 5.21.23,0 1,978 361 — 5.37.27,0
13 1307510,6 J.21. 410 7,978 3o1 3.31.46,5
1] 1332904,9 10.16.27,3 7,978 656 11.18.37,1
15 1305351,9 2.43.51,7 T,978 288 2.52. 3,8

) .y . Ay ® . .
6. Le deuxiéme travail sera le calcul des valeurs de (;) » A désignant la dis-

tance mutuelle des deux corps, par les formules des articles 52 et 53 de I'Ou-
vrage cité¢ de Hansen. Ce calcul supposant un assez grand nombre de quantités
auxiliaires, il ne serait pas prudent, & notre avis, de le pousser sans précaution
jusqu’au bout; mais, comme le zroisiéme travail fournira de nouveau les valeurs
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A\2 s ) . . S
de (Z) en méme temps que celles d’autres quantités utiles dans la suite, il
sera préférable de commencer 4 la fois ce double calcul et de s’assurer, par
'accord des valeurs obtenues pour (§>- (deux ou trois suffiront), que les quan-

tités auxiliaires mises en jeu dans les formules de Hansen ne sont pas entachées
d’erreurs. 4

On calcule d’abord les distances ® et ¥ des nceuds ascendants des orbites
troublée et troublante au nceud ascendant de l'orbite troublée sur U'orbite trou-
blante, ainsi que I'iriclinaison commune J, par les formules

sinzJsin (¥ + @) =sin§(6 —6')sing (i +7'),
sinyJcosd (W + @) =cosi (60— 0 )sinf(i —1'),
cosyJsin (¥ — @) =sin (6 — &) cosg (i +1'),
costdcost (¥ — @) =cosg(0— 8 )cosg(i—1'),

puis les distances II, II' du nceud en question aux périhélies des deux orbites :
D=n—6—¢, NM=n"—6—-V.

. ANz .
Maintenant, (;) ayant cette expression

A\? r2 P2 app
(— =0 ey

a a? a? a?
oul'on a
H = cos(f+M)cos(f'+ ') + cosJsin(f—+ O)sin(f'+ II'),
on pose
cosdsin Il = ksin K, sin II' == k, sin K,
cosll'=k cosK, cosJcosIl'=F, cosK,,
puis

A=keos(I—K), B =/lk,sin{(ll —K,),
C=rksin(I—-XK), D=Fk,cos(ll —K,);

par la, expression de H se simplifie :

H = A cosfcosf'— Csinfcosf'+ Bcosfsinf '+ Dsinfsinf’.

. . . . . A\?
On introduit ensuite les anomalies excentriques ; (Z) prend cette forme

o

5) = Yo — ¥1 c0se’— Bo sine’+ %€’ cos?e’,
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DES PERTURBATIONS D’UNE PETITE PLANETE. A5

les coefficients dépendant seulement de e. Hansen pose
Bo=fsinF, i =fcosF

et établit les relations suivantes, propres au calcul des coefficients, article 53 :

D

2

p sinP =au?— —ouA,

Q|

p cosP =2xc0s9'B,

v sinV =2acos¢C,

v cosV =o2«cosecose’D,
e/
w sin W =p—a2x>=sinD,
I e
w cosW —vcos(V—~D),
w, sin W, —=vsin (V—P),

’

e
w; cosW, =22 - cosP,

fsin (F—P)=w sin(¢--W | —ep,
feos(F—DPj=w cos{e+ W,

r 2
yom (L)' ot ases o elfcosT,

Les nombres constants qu’il est nécessaire de calculer et les valeurs des
coefficients pour les seize valeurs de ¢ sont réunis dans le Tableau suivant; & la
place de 8, et v, il est préférable de mettre F et log/:

YV = 470.11’.18';7, O = 100.15f54',11, J = 4225 25,3,
I =174.31. 2,1, I'=1227.13.12,2,

K =n2027. 8. 5,3, logh == 1,999 303.

K, =227.18.19,0, loghi =  T1,999403,

logA == +1,782 586, logB = —1,900530,

logC == — 1,899 452, logD =+-1,7%80 ggo,

P = 143.25.34, logp = 0,580 853,

V —=—52.45. 1,5, loge =0,582 758,

W = 163.49.31,1, logw = 0,582 550,

W,= 163.55. 0,3, logw, — 0,585 267.
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€. 7o0. logf F.

o 4,661 g2 0,577 059 311043 32
1 4,721 21 0,590 125 334. 6.15,7
2 4,776 65 - 0,601 310 355.54.21,9
3 4,820 7.4 0,609 560 17.17.19,06
4 4,847 73 0,614 350 38.24.36,3
5 4,833 88 0,615 18 59.24.39,2
6 4,837 88 0,612 619 80.25.42,0
7 4,801 21 0,605 938 101.37. 1,0
8 4,748 51 0,595 683 123, g.32,4
9 4,687 41 0,582 7359 145.15.12,9
10 4,627 6o 0,568 goy 168, 4. 7,3
1 4,579 13 0,556 6g2 191.39.43,6
D) 4,55 3% 0,548 954 215.53.48,6
13 4,346 oo 0,547 738 240.25.29,4
14 4,566 37 0,553 281 264.47.29,9
15 4,607 41 0,563 934 288.37. 1,9

On terminera par le calcul de

A\ ,
<Z> =¥ — fcos(F —¢') + a2e'2cos?e’;

/

les résultats obtenus seront mis A coté de ceux que va nous fournir le troisicme
travail.

7. Nous voulons maintenant déterminer les quantités

H = cos(f+ M) cos(f"-+II') + cosJ sin (f~+ ) sin(f’-~ '),
H' =z sin (f+ ) cos(f'+II') — cosJ cos(f - II) sin( f"+ 1"},

lesquelles figurent dans les composantes de la force perturbatrice en méme

A\ 2 2
temps que (;) » et, en calculant les valeurs de (%) par la formule

A\2 r\? rf\2 rr'
(— = —) - <~> - 'w: [I’
a a «a o=
, . . A2 .
on vérifiera, comme on va voir, non seulement les valeurs de (—) et I, mais
a

encore celles de H'.
Reprenons cette expression de H donnée dans I'article 6 :

H = A cosfcosf'— Csinfecosf’-- B cosfsinf - D sinfsinf".
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11 est aisé de voir que H’ aura celle-ci :
H'= Asinfcosf'+ Ccosfcosf’+ Bsinfsinf/— D cosfsinf".
Des deux équations ci-dessus on déduit

Hsin f— H' cosf=~— C cosf’+ Dsinf”,
Hcosf+ H'sin f= Acosf'+ Bsinf;

en ayant égard aux égalités
+ H'?=1—sin®J sin?(f'+ I'),
02 + D2 =1 —sin2J cos?I],

A2+ B? =1 —sin?Jsin? 0,

nous déterminons les deux‘angles auxiliaires ¢ et 8 par les deux conditions

sine __cosa 1
—C 7 D T Vi—smnicostll
sinf__cosf 1
AT B yi—smlsnel

et nous posons, x étant un angle auxiliaire,

H H
s I sin®Jsin2(F’ .
Gosn = s y1— sin2J sin? (f'+ II')
Observons, en passant, que la quantité sinJsin( f'+ II') introduite ici inter-
vient dans le calcul de la perturbation perpendiculaire au plan fondamental.
Maintenant, V’angle » sera obtenu avec avantage par I’équation

. /T=smiTcostH sin(f'+ o)
tang(f—=0) = 1 —sin2J sin? I sin (f'+ B)

Voici le Tableau des quantités obtenues par ces formules; nous mettons 4 la
2 . . .
fin la valeur de (%) telle qu’elle résulte du deuxiéme travail; le premier groupe

de nombres correspond toujours & m= o, le suivant A m =1:
@ = 2043,8”)9: 5:14204‘1“”)67

] \/n—sm J cos:II 001 271
8\ T —sinfysinrm 00Tt
C. A.3*
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A\? A\?
s. logsindsin(f'+1r).  logH". logH. (Z) . (;) .
m=o.
o 2,847 531 + 1,937 872 -+ 1,693 580 2,002 48 2,902 49
1 2,817 140 1,987 871 7,349 543 3,841 4o 3,841 39
2 2,775 o4g 1,998 516 — 3,756 888 4,840 21 4,840 18
3 2,717 166 1,975 873 — 1,505 236 5,821 93 5,821 93
4 3,636 382 7,922 743 — 1,736 745 6,717 16 6,717 16
5 2,519 178 1,838 146 — 1,859 8og 7,470 51 7,470 49
6 2,359 994 1,700 819 — 7,936 758 8,088 14 8,088 15
7 2,498 313 2,598 778 — 1,999 442 8,780 71 8,780 68
8 2,847 53« — 1,937 872 — 71,693 580 7,085 74 7,085 93
9 3,871 924 — 1,934 035 + 1,704 487 3,000 77 3,000 78
10 7,856 988  — 1,727 823 -+ T,925 414 1,585 76 1,585 76
1 2,874 142 — 1,489 962 + 71,976 86o 1,168 68 1,168 69
T2 2,884 761 — 2,827 81 -+ 1,997 728 1,019 49 1,019 49
13 2,887 o5g + 7,285 807 + 1,990 402 1,125 g1 1,125 9o
14 2,881 Gag + 7,656 163 -+ 1,948 520 1,491 88 1,497 89
1h 2,868 6o5 + 7,836 767 -+ 7,859 241 2,098 38 2,098 39
m=1.

0 — 3,596 596 — 1,165 087 7,995 302 0,910 63 0,910 6]
1 2,712 108 1,939 756 7,689 761 2,802 13 2,802 12
2 3,768 710 1,998 906 — 2,599 143 4,770 20 4,770 18
3 2,717 138 1,975 882 — 1,505 162 5,821 71 5,821 71
4 3,636 381 1,922 743 — 7,736 745 6,717 16 6,717 10
5 2,519 124 1,838 173 — 1,859 785 7,470 31 7,470 31
6 2,333 405 T,714 286 — 71,932 037 8,042 72 8,042 75
7 3,957 848 7,525 183 — 1,974 114 8,412 11 8,412 12

— 3,596 5¢6 1,165 087 — 7,995 302 8,569 89 8,569 88
9 — 2,230 5806 — 2,665 ogr — 71,999 472 8,517 84 8,517 84
10 — 2,470 439 — 71,382 085 -- 7,986 802 8,265 oo 8,265 o3
B — 2,613 486 — 71,638 G664 — 1,953 958 7,825 g1 7,823 g1
12 — 2,709 315 — 7,793 544 — 1,892 997 7,220 20 7,220 18
13 — 2,776 190 — 1,896 470 — 1,787 392 6,473 93 6,473 94
14 — 2,818 138 — 1,965 552 — 1,576 703 5,559 27 5,559 27
15 — 2,772 042 — 1,992 201 + 7,248 335 3,613 34 3,613 34

8. Toutes les quantités qui entrent dans les composantes de la force pertur-
batrice étant obtenues et vérifiées, le but du quatrieme travail est de calculer les
valeurs de ces composantes; il faut y mettre un soin particulier.

. . . e, om 1 r

Q désignaut, suivant les notations de Hansen, la quantité PR (K — H),

. ;

©

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



DES PERTURBATIONS D'UNE PETITE PLANETE. A1y

nous voulons considérer ici (article 30)

a (_]Q _m ay a\*7 ! I

dv ) ram |\ T \/ :I ar

(AN m’ a\? a\3T r' Il (r 2/ a\?
[H(T/F) T -m [<S> ‘<F> ]a—'—’n— 1+ m (—L> (S\) ’

N o 2 (2N G sin (e T
ar(T>—— 1+ m [(K - (;‘:> J55111J31n(f+n s

\

'axe des Z est perpendiculaire au plan de 'orbite.

Suivant l'usage, on réduit les seconds membres en secondes d’arc en multi-
pliant m’ par 206265”, ct, pour faciliter le développement en série, on ne prend
que le huitieme des produits.

On trouvera réunis dans un Tableau suivant les résultats relatifs aux trois
planétes perturbatrices Jupiter, Saturne et Mars; mais, afin que I'on puisse, si
P'on veut, s’assurer de 'exactitude des calculs, il est convenable de mettre sous
les yeux les éléments employés, ainsi que les nomhres constants utilisés dans la
méthode de Tlansen,

Hera et Saturne.

Les ¢léments de Saturne sont tirés des Tables de Le Verrier; on tient compte
seulement des variations séculaires et de U'effet des grandes inégalités.

Saturne. — Epoque 1878, Janvier 1,0; temps moyen de Paris.

0 ? "
¢ == 205.24.48,6

T = qr .21.59,2
0= 112.35.32,1

! = 2.29.35,88 ’

e = 0,07)45 336,’,
a' =9.,537 146,
T’

Equinoxe
» et écliptique moyens
1858, Janvier 1, 0.

log =0,979 4184,

t 1
m = mons

logy =71,158 3570, log= ~— 0,547 8030,
¢’ p.c - 360° = — 37G30g9”,G.
o ’ " G ' " , ; on

WV = 41.18.36,1, O == 17.46. 4,2, J=13°16"13",4.
0 — 167. 0.52,0, II' == 2975 .27.50,7,
K = —02.29.51,0, logh —= 7,999 44>,
Ki-———62.34.26,1, logley === 1,999 850,
logA =—1,8:11 859, logB == — 1,881 408,
logC — - 1,880 565, logh == —1,8116o7,
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P = |o3°..|’,". '),0”,0, logp ==1,352448,
V —229.34.18,8, logv —0,846541,
W —125.39. 2,7, logw =0,847 935,
W= 125.52.20,7, logw,=10,847 o3r.
£, 70- log f. F.

o 13,081 39 0,756 733 239?57f35f6
1 13,223 of 0,799 oo 265.46. 2,6
2 13,403 65 0,843 253 288.56.18,1
3 13,596 63 0,882 3Go 3ro. 2.17,4
4 13,773 70 0,913 ofo 329.40.36,0
5 13,908 14 0,933 853 348.21.39,§
6 13,979 14 0,944 165 6.30. 6,4
I 13,974 90 0,943 6534 24.27.30,7
8 13,895 27 0,932 138 42.35. 7,4
9 13,751 81 0,909 656 61.16.37,2
10 13,566 83 0,856 755 81. 0.44,1
i 13,369 42 0,835 224 102.23.18,2
192 13,190 59 0,789 4fo 126. 5. 8,~
13 13,057 96 0,748 185 159.36G.32,6
14 12,991 33 0,724 331 181.38.30,1
1) 12,999 90 0,727 887 211.30.14,6

-Iléra et Mars.

Les éléments de Mars sont tirés des Tables de Le Verrier; on tient compte
seulement des variations séculaires et de I'effet des grandes inégalités.

Mars. — Epoque 1858, Janvier 1,0; temps moyen de Paris.

¢ = 69732112:4

= =333.48.48 ? Equinoxe
6 =-48.36.57 et écliptique moyens m' == 7yeeaes -
U= 1.51. 1,6 § 1878, Janvier 1,0.
¢' =: 0,093 288,
a' == 1,513 Gg1, log =0,1828g50,
logp. = 0,353 0755, loge = 1,751 2816,
¢ — pe=—310175",4,
W o= 1060.410'.151,' ¢ = 19(.)11.'27," J=15°37"57",
II =165.35.29, I’ = 158.3:.36,
K =158.32. 2, logh = 0,000 00,
K, = 178.31.10, loghy = 1,99791,
logA = 1,98882, logB =—1,34703,
logC = —1,3%0 20, logD = 1,986+6,
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P = z3;1r: 1'.4:1',' logp —1,62912,
V ==—13. 3.25, logv = 0,047 20,
W = 112.43.17, logew == 0,050 6y,
W = 113.21.10, logw = 0,048 62.
S Jo- logf. F.
o 1,2615 0,040 1T 347ﬁ52122”
1 1,2738 0,042 97 10.39.35
2 1,2911 0,045 8o 33.20.28
3 1,3117 0,048 82 55.57.54
4 1,3335 0,052 f1 ~8.30.35
5 1,3536 0,056 58 100.53. 1
6 1,3654 ¢,060 G7 123, o.10
7 1,3748 0,063 48 1i{.51.12
8 1,3709 0,063 81 166,32, 5
9 1,3569 0,061 07 186.17.12
10 1,3352 0,035 62 210.10.38
8 1,3102 0,048 72 232.32.10
12 1,2865 0,042 26 235.20.27
13 1,20683 0,037 94 278.28.47
14 1,2578 0,036 51 Jo1.44.15
15 1,2358 0,037 Gt 324.54.14

A cause de la faible masse de Mars, les Tables & cing décimales étaient, ici.
plus que suffisantes.

Les valeurs particuliéres des quantités considérées sont réunies dans le Ta-
bleau suivant; on apercoit d'un coup d’eeil ce qui se rapporte a chaque planete;
les colonnes X désignent la somme des trois colonnes précédentes : ce sont les
composantes dont nous déduirons les perturbations.

On remarquera la faible influence de Mars : elle n’affecte que les centiémes
de seconde; il sera permis, le plus souvent, de la négliger enti¢rement, ct aucune
déviation systématique ne sera a redouter.

L’action de Saturne est plus sensible; elle se maniteste nettement apres un ou
deux ans. Dés qu'on voudra établir une théorie un peu précise, il sera néces-
saire de faire entrer en ligne dec compte cette action perturbatrice.

1] sera enfin avantageux de substituer aux calculs rigoureux, tels qu'on les
a faits pour Saturne, des calculs approchés : 'excentricité de Uorbite, son ncli-
naison pourront étre négligées.
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1 dQ 1 . dQ lm' i{})
§“(%>' 8" dr) s"\az

T T T A e ~— ——
7. . g. 3. . b. & =. . b. &. =
m = 0.
— 2';655 +222 421 — 2,"412 — 2",704 +311 — g — 2,"402 -0",216 + 5 42 —0',’209
4+ 0,120 — 17 +16 + o,119) — 2,833 +434 —28 — 2,427 | +o0,008 + 8 41 40,017
+ 1,083 ~259 — 1 + 1,723| — 1,943 +309 —6o — 1,694 | +o0,119 + 9 o —+o0,128
+ 3,027 —308 + 4 -+ 2,723| — 0,620 + 6o —64 — 0,624 | +o0,167 -+ 7 42 40,176
+ 3,400 —185 — 7 -+ 3,208| + 0,806 —124 —32 + 0,650 +0,176 + 4 —1 40,179
+ 3,245 — ¢ —16 -+ 3,220| + 2,135 —i176 —17 -+ 1,942 | +0,156 o o +0,15
-+ 2,612 +137 —22 ~+ 2,727] + 3,307 —i123 — 7 + 3,177 { +o,119 — 4 +I +0,110
+ 0,216 +216 — 1 4 0,431 | + 4,355 -+ 26 —41 =+ 4,340 | +o,172 — O o -+0,106
— 3,601 +111 —26 — 3,516| + 0,537 219 — 2 - 0,754 | +0,208 — 2 +3 40,204
+ 3,127 — 91 + 3 + 3,039] — 3,592 —+218 31 — 3,343 | —o,271 + 3 —I —0,269
+10,537 —176 —29 -+10,332| 4+ 2,906 +118 + g -+ 3,033 | —1,419 -+ 3 +1 —1,415
+10,475 —184 -—16 10,275 | 11,517 -+ 11 25 -+11,553 | —2,537 -+ 2 —1 —2,530
+ 2,785 —126 + 5 —+ 2,674 | +17,477 — g1 -F25 417,411 | —3,187 o —1 —3,188
— 6,502 — 2 +13 — 6,491 | 413,597 —145 ~+15 —+13,467 | —2,596 o --1 —2,597
— 8,741 +158 +17 — 8,566| + 5,118 —102 + 8 =+ 5,024 | —1,469 o o —1,i06y
— 6,105 +272 19 — 5,814| — 0,518 + 69 + 1 — 0,448 | —0,657 + 2 o —0,65
m=1I.
+ 6,107 +250 — 5 —+ 6,372| +17,321 + 12 —71 +17,262 | +0,165 +12  —T1 40,170
— 2,733 + 71 —18 — 2,680| — 2,965 +435 —20 — 2,550 | —o0,162 +13 —2 —o,15;
~+ 1,906 —256 — 3 4+ 1,647| — 2,026 +315 —68 — 1,779 [ +o,112 -+ ¢ 0 0,121
+ 3,027 —308 + 5 4+ 2,724| — 0,620 + 60 —64 — 0,624 | +0,167 + 7 +2 40,176
+ 3,400 —185 — 7 + 3208| + 0,806 —124 —32 + 0,650 | +0,176 -+ 4 —1 0,179
+ 3,245 — 9 —16 + 3,220 | + 2,135 —176 —17 <+ 1,942 | +0,156 ) o -+0,156
+ 2,692 +135 —22 + 2,805| + 3,245 —125 — 4 + 3,116 | +0,112 — 3 41 0,110
~+ 1,856 212 —23 -+ 2,045 | + 4,059 — 19 -+~13 -+ 4,053 | 40,050 — 7 +3 0,046
+ 0,838 +218 — 7 4+ 1,049| + 4,527 + 98 +30 + 4,655 | —0,023 — g +1 —o0,03!
— 0,267 +166 +19 — 0,082 | 4+ 4,624 —+195 24 <+ 4,843 | —0,098 —12 —2 —o0,112
— 1,363 + 74 -+25 — 1,264 + 4,333 +25% 4+ 2 + 4,585 | —o0,167 —13 —3 —o0,183
— 2,348 — 32 ~+19 — 2,361 | + 3,663 -+252 —i12 -+ 3,903 | —o0,222 —14 —1 —o0,237
— 3,107 —127 411 — 3,223| 4 2,640 -+199 —2fi + 2,815 | —0,256 —13 o -0,260
— 3,506 —18f — 1 — 3,601 | + 1,325 +103 —44 + 1,384 | —o0,266 —12 o —o0,278
— 3,378 —178 — 5 — 3,561) — 0,291 — 18 —72 — 0,381 | —o0,241 — g —3 —o0,233
— 0,702 — 51 +19 — 0,734| — 3,201" —i41 —10 — 3,352 | —0,042 — 2 42 —o0,042

1l faut entendre que les nombres inscrits dans les colonnes de Saturne et de
Mars désignent des milliémes de seconde.

9. Arrivé & ce point, si 'on compare le travail dépensé avec celui qu’aurait
119 o . , . .

demandé I'application des méthodes habituelles, on voit peu de différence pour

la longueur des calculs, en tant que des deux c6tés il y a le méme nombre de
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DES PERTURBATIONS ID'UNE PETITE PLANETE. Aad

valeurs particulieres a calculer. On sait que, dans les méthodes habituelles, les
coordonnées des planetes perturbatrices sont calculées, en moyenne, de 30 en
30 jours; on peut dive, si 'on veut, que argument adopté est Panomalie
moyenne de la planéte troublée et que Pon considére les valeurs successives
qu’elle prend de 30 en 3o jours.

La méthode actuelle fait, comme la précédente, une certaine hypothése sur
I'écart des arguments, hypothese qui peut toutefois étre ¢vitée par 'usage de Ia
méthode de Le Verrier; mais, au licu que 'argument soit 'anomalie moyenne,
c’est Panomalie excentrique préférable & plusicurs égards. Quoi qu’il en soit, en
observant que le nombre des valeurs particuliéres a calculer n'atteint pas 3o
et que le temps de révolution est & peu pres de 1600 jours, lavantage du nou-
veau procédé, toutes choses égales d’ailleurs, ne peut paraitre douteux.

10. Pour obtenir par la méthode actuclle les perturbations, il reste & exc-
cuter un certain nombre d’opérations spéciales qu’il est convenable dexpliquer
plus en détail.

Tl s’agit: 1° de déduire des valeurs particulicres les développements trigono-
métriques correspondants; 2° de former les ¢quations différenticlles pour les
perturbations; 3° enfin de les intégrer et de déterminer les arbitraires qu’elles
renferment au moyen des observations.

Pour déduire les développements trigonométriques des valeurs particulicres.
on se servira de formules bien connues (article 65); je les transcris ici.

Soit le développement

Y =i deg o€y COSE - CaCuS2E L L

- §, Sill € -1~ $a SiN 28 ~-. . .,
dont il faut calculer les coefficients ¢, ¢, ¢y ... s, 85, - . au moyen des
valeurs Y, Y,, . .. Y,; pour e, == 0, ¢ == 22°30/, &, == 45",

On forme d’abord

(0)8 } = Yo+ Yy, { 3 ) =Yy Y, (07-1:‘ = ‘;():8 } i (_1,12 ’ (0,2) \/”:-l A4 {20,
(9 1Y+ Yo, [§)=Vi—Yo (15=(0g )+ (5,030 (130 (1,5 (3,7}
............................... . 42,0 2 {2,10) - {6,14",
(7,15):\,7 =i \qu,, ("—7“‘): Y';—l"“;, ()‘,‘7‘\'——!),11)——(",15

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



A.24 DETERMINATION

On a alors

4(eat+2es)= (0,2 ),
4leo—2¢8)= (1,3 ),
hlc+ co)= (0.8 )~ (4,r12),
f(ea— o)== {[(1,9 ) — (5,13)] — [(3,11) — (7,15)]} cos45e,
8ey = (0,4 ) — (2,6 ),
flss + so)={[(1,9 ) — (5,13)]4[(3,11) — (7,15)]} cos{5e,
f(s2 — so)= (2,10)— (6,14},
8ss = (1,5 )—(3,7 ),
blei+ )= (§)+1(F%) — (+5)] cos 45,
flev— er)=[(§)— (F5)] cos22%5+ [() — (v5)] sin 22°,5,
fles+ es)= (§)— (%) — ()] cos4b,
4les— es)=[(5)— (75)]sin 22,5 — [(F) — (+5)] cos 22,5,
bisy 4+ se)=[(5)+ (5)]sin22%,5 + [(5) -+ ()] cos22°,5,
4(sv — s1)=[(5) + ()] cos4b° - (%),
G(sa+ s5)=[($)+ (F5)]cos22°,5 —[(&) + ()] sin 229, 5,
G{ss — s5)=[(5) + (75)]cos{s — (+5)

C'est pour éviter aprés coup les divisions par 8 qu’on a pris le huitiéme des
valeurs particuliéres.

11. 1l s'agit, en second lieu, de construire les équations différentielles propres
a déterminer les perturbations des coordonnées adoptées, celles de Hansen,
savoir la perturbation n9dz de I'anomalie moyenne, la perturbation v du loga-
rithme du rayon vecteur r, calculé lui-méme avec 'anomalie moyenne corrigée,

. {2 . . .
et enfin la perturbation —= perpendiculaire au plan de l'orbite.

Il ne sera pas superflu de donner quelques indications i ce sujet.

Si 'on se reporte a l'article 47 du second Livre de la Mécanique céleste, on
vuit que Laplace, partant des éléments constants et des formules du mouve-
ment elliptique, obtient le rayon vecteur troublé en substituant a la variable
u = ecos(nt+ ¢ — n), dont le rayon r peut étre considéré comme fonction,
une valeur convenable; on peut dire, en d’autres termes, qu’il met  la place
de ¢ une fonction de ¢ telle que le rayon vecteur, calculé, comme & I'ordinaire,
avec les éléments constants, soit le rayon troublé. Or, ce que Laplace a fait
ainsi pour le rayon vecteur, Hansen, avec plus d’avantage ('), le fait pour la

(Y) M. Apams, Mémoire sur Uranus, article 9 et Appendice. Poir la traduction de ce Mémoire
célébre insérée dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées (1876).
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longitude dans T'orbite ou, suivant expression de Laplace, Pintégrale ¢ des
angles compris entre les ravons vecteurs successifs.

IL suffit pour cela de mettre i la place de Panomalie moyenne n, ¢ + ¢, une
valeur différente nyt -+ ¢, + n,03, 0z étant une fonction de ¢ convenablement
choisie. Le rayon troublé pourra toujours étre obtenu en multipliant le rayon
déduit des mémes formules par un facteur tel que 1+ v,

Maintenant, les termes du sccond ordre ¢tant négligés, on observe que le lien
du corps troublé dans Porbite actuclle et celui que Pon obtiendrait en portant
dans le plan de T'orbite initiale pour ¢ = o, a4 partir de Uorigine des angles, Ia
longitude calculée sont symétriquement placés a égale distance de Uintersection
des deux plans. Cette relation géométrique, traduite analytiquement, conduit
aux formules de transformation de Hansen (article 9); sculement la déduction
se simplifie beaucoup, parce que les termes du second ordre sont négligés.

Solent @, ct 7, la longitude du nceud ct Tinchinaison de Porbite initiale, ¢ U'in-
tégrale des angles dont il a été parlé, laquelle doit, on a vu, se calculer au
moyen de ces relations dans lesquelles 57 ct]' sont les quantités déduites de
I'anomalie movenne corrigée

Nas = Nyl = 0y <= HAZ 77 £~ €y SilE,
1 e0s [ == iy COSz - g €y,

rein ffm @y cos oy sing,

IEn prenant pour origine des angles, dans le plan de Porbite mitiale, la ligne
l o 0 i ? o
faisant avee la ligne des nceuds Pangle 0,, et considérant sar unc surface sphe-
o) c 02 1

rique de ravon égal a 1 le licu troubld (coordonnées x, y, 5, longitude /, lati-

Y o ’ ) ) b ol ’
tude ), et, dans Vorbite initiale, la direction faisant Tangle ¢ avec la ligne
origine (x,, ¥, 5, sont les coordonnées de la trace de cette direction sur la
sphére), on aura, aux termes pres du sccond ordre,

cosbcos ! — Gyl = cos(v — 4",
cosbsin ({—0y) =cosiysinfv — 71 — tangiys,

sind = gin fysin{¢ — 9,% -+ s,

en faisant, avee Tlansen, z — 5, = .
On a, de plus,
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A.26 DETERMINATION

12. 11 s’agit d’obtenir les valeurs des trois coordonnées 0z, v et s ou, si I'on

172
veut, , en posant v — —s
0S7

La determmatlon de dz resulte naturellement de la condition posée que

¢ = [+ 7, doit étre I'intégrale des angles compris entre les rayons vecteurs
successifs.
De I’équation bien connue

r2df = na® i — e2dt,
et de son analogue, déduite des équations qui définissent ¢,
r dj “npai Y — e3dz,

on déduit, & cause de df = df, et en adoptant les notations / == e

Vi— e
hy = —22, (n2al = na®
0 \/I — eo ( )7
(ZZ . ; 2 /Iu
dat —\r) T’

. ’ . ,In /?n 7‘
puis, en séparant les termes des divers ordres et posant W=— - 1 — 72y
dz . Y 2 fiy
a—‘*"w+<1+y> T

Que l'on écrive maintenant

_~14+ecosf -1+ ecos(f-+mo —y)

T oa(i—e?) T a(1—e?)

!
4

en ayant égard & I'égalité f + y = /-, y étant, suivant la théorie de la varia-

. . . TR . ho 1 A
tion des arbitraires, la longitude du péribélie, I'expression 2,—“ = pourra étre
L r

transformée ainsi :

phor B
T “he * /lo €0s2 @y

h
2 T
hy cos

- [ecos(y — m,) — ea](cose — e;)

esin (y — mp) cosgo sine,
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de sorte que, en faisant

— Ny h
Rl R i - ST
I It
. al, ,
S ecos|y —-m) — e
fiy cos® uo[ \ ¢ ol
. 2/
B’ — e sin {y — T !,
fg €O gy

on aura non sculement

hor o hoo - -
2= -z~ - Yicose —ey) - Wcoso, sine
hor hy SRR v) v ’

mais euncore

W= Y(cose — e, -- 'V cosg, sine.

. . . . I
Si, dans I'avant-derniére équation, on met —

3 I .
a la place de -» et si on la
= v r

différentie, les éléments seront traités comme des constantes; il viendra

/I[) 1 7 . . . - -
— 2= ————dy == {— Ysine - W cosoy cosejds,

ho(1+y)?

dz My I

d'ou, a cause de — =-=2 ———
a dt = I (1--v)?

)

v - . - dz
— =(Ysine — ¥ coso, cose) -~
m ( ‘ 5@ >(l:’

¢e que I'on l)Cllt écrire

_dy o '(_1_\_‘1‘ .
Ydl T ( ds )

Pour déterminer les quantités Z, Y, ¥, on compare a celte expression de
I'accroissement de W di & la fonction perturbatrice

AW _ A2 AV sy Y
— == = o eoss — - - COS@y SNz
dt «i ! v) dt T
celle qu’on obtient avec I'équation
ha a2/ - =

rlr+ecos(f+rm— )
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A.28 DETERMINATION

mais, pour ¢viter que les termes en r et fse réduisent avee ceux qu'ameéncera la
dérivation, nous meltrons g ct o & la place de ret f.

Prenant done pour W

ha 2h
W — 1 — - b y———— — o1 e cos(m -+ my —
b hyao costo, pl1-i ( Fo =)

il y aura & faire varier les constantes et & remplacer les dérivées secondes par

leurs accroissements dus & la fonction perturbatrice, savoir :

€20 . 1(dQ
7z b h2(n - m) -3 <W> ,
d*r wie )

JE bu R (1= m) < ar )

En ayant égard aux deux égalités
o D e,

. v = 7i -
5 hecos(m e — )= (1%——&) cos( f—w) + I/z sin{f— o),

dont la premiére est bien connue, et la seconde se vérifie par I'accord des coef-

N /.
dt

ficicnts de coso et sinw, on parvient a cette nouvelle

AN p = L hip [ (82
"‘d[‘— /Iu 47(:03(‘/ —_ (J.l) — I == lh—/[g([‘, COS'—’(PU [COS\J - 0)) —-1 i <([()>

+ 20y = ﬂm(/w o)1 ( d
v o dr
La premiére ¢lait .
dW A= dY p cosm AW psinm
e T de Al ay T T Al
11 suffit de comparer les coefficients de {i%c‘—m, ¢ 1'{': ? et les termes indépendants
)]

pour avoir, tout signe distinctif entre les éléments pouvant étre négligé,

d= P dQ)
dr T 3 (lu>

dy Al | “ o cos /i " T dQ a .. [dQN |
de = w\’g:) a J):—-;J <lu>+7bmf' dr )y
d¥ « 1 . Q) a . fdONT
7 2h I‘K; - Jb—o>smf<m> — —cosj <_d—f>](""

(*) Ce sont les formules donndes par Hansen dans son Mémoire couronné par UAcadémic des

Sciences.
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; . i . .
Il v o encore & caleuler la valeur de la coordonnée = perpendiculaire au
cos

SR

plan de Porbite. En revenant & sa délinition ct a la construction géomeétrique de
) - L X ot \ oy
Particle précedent, on voit que Pou peut donner & cette quantité une forme
telle que
reinf reosf

I S,

ty [

q

p et g ne dépendant que des éléments osculateurs. Prend-on, comme on 'a déji
fait, Paceroissement dit & la fonction perturbatrice, en ayant toujours la précau-

tion de mettre p et w & la place de r ct/—, on aura cette premiere expression

N O(O\’r)

l(/——

ay
D’une autre manicére, & cause de la force perturbatrice, le plan de Lorbite
actuelle tourne pcndant I'instant d¢ autour du rayon vecteur, et la rotation ¢lé-

mentaire est Ar ( >d£( ); donc le point de Porbite dont la position est définic

d7.
par g, o décrira le petit arc

psin{e — ) hr <(//L2)(H

En égalant les cocfficients de psine ct p cosw dans la premicre expression et L

précédente divisée par a,, on trouvera, avee une approximation suffisante,

ey rdt)

(—/— = hr Lo\fk )
A

;[— _/uLm/< )

Telies sont les principales formules de la théorie des pcrlurbalions donuée

do . . ,
(1) En cffet, la composante me A2 {1 - ne} <—/—/;) de Ja force pertarbatrice, qui seule peut déplacer
e
R . . . Y e
le plan de 'orbite, acerolt la quantité de mowvement me de mde == Fdt .- m k21 == ] 77—) de.
oL

Transporte-t-on, conume des forces, & Vorigine, la quanlité de mouvement me ct le petit aceroisse-
ment, axe du couple résultant, normal i la nouvelle position du plan de Porbite, vesulte de la

. . . . T AN A e
composition des deux axes perpendiculaires m 2a® 1 —¢* = m et Kiv-- o e,
(3

o
et lear rapport Ar < /L) dt mesure Pangle de la rotation,
¢
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par Hansen. Leur nature simple, on le voit bien, a paru toutefois artificielle pen-
dant longtemps. I} n’était pas hors de propos de les présenter d'une maniére
succincte.

13. Comme Vargument adopté est 'anomalie excentrique, il convient de
transformer les coefficients des dérivées particlles; ils s’expriment sous forme
finie au moyen de cette anomalie, et cette circonstance facilite les multipli-
cations.

1l faut ensuite exécuter une premicére intégration pour obtenir E, Y, ¥, p, ¢,
puis de nouveau multiplier par sine ou cose. Or nous voulons ramener tous les
calculs & ces deux types élémentaires

Fy =cosefFsinede — sine [ F cosede, I's = cosefF cosede -+ sine [ Fsinede,
ou l'on suppose

sin
cos

F=2XA (me 4+ «) = 2Q.

Les valeurs des combinaisons ci-dessus sont bien counues : si 72 est différent

. L L dY
de T'unité, en désignant par Q' la dérivée Loona

Qf~7 Fpro X —

Fi=2X2
m2—i m=—

et, pour le terme spécial ou m est I'unité,

F|:

eQ'—1Q, TFu==3:eQ—1Q.

. Yy ceoooay !
Pour faire usage de ce procédé de calcul, les dérivées % et cosp (_l_(_lf sont
< (43
écrites ainsi :

dayYy . d¥ )
—- =2Ucose 4-2V sine, coso— ==2Usine — 2V cose,
ue [£2

en posant, pour abréger,

CosSGa rooy Q) . dQ)
U=|— "4 ——)al|—) +esinea*| == }»
r acosy dv dr

v ((IQ) ) a <d§2>
=ar{— | —esine —
dr COsQ \ dv
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Ces deux quantités étant développées par les quadratures mécaniques, on forme
les deux combinaisons

T sine--coso¥ cose=— 2l 4-2V,,
Y cose +cosoWsine—= ala—+2V;

la premiére se présente dans le calcul de v d’apres la formule
2v == [{Ysine -— coso W cose)ds,
et la seconde dans le calcul de nd'z:
noz = [[Y{cost — e} 4 cospWsinz -+- Z]{1 — e coseldz.

Mentionnons encore les deux relations suivantes : 'une,

o d= a [ dQ - . -
— - =ali—ecose}—— | — )~ Ul1— ecossl — eVsing,
3 de ' Teoso \ dv :

se déduit aisément des équations posées plus haut; U'autre,
Y(cose —e) -+ cosoeWsine + E=—av— =,

peut se vérifier par la différentiation. Il sera fait usage, dans nn instant, de ces
deux relations.

. A 11 \ ’ i .o
On peut appliquer le méme procédé de caleul & la coordonnée cos D adjot-
08

. . , . u du
gnant a cette expression 1 expression ', ==~
cusi de

On aura en effet, d’aprés les équations qui déterminent p ct ¢, savoir

coso 9q (cose —e)ar <
Trde T ' d7
n'p o < i
de inear{ o7
les deux formules suivantes :

sinedz

E(I)sz =sinefar < L> cosede ~ cose far ( )
—esine far < )(/ -i- e fsine m( >/u,

uw, Q .
—om = mccjm- cosede - sing far( —

cos?

sinede

—ecosefar (7/1 (/s,
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ou les premiéres lignes représentent les résultats de P'application des deux opé-

rations indiquées plus haut pour le développement de ar @y
dZ.

14. Mais toutes ces transformations, si elles donnent le moyen de parvenir
plus rapidement au but proposé, n’ont pas pour effet d’angmenter la conver-
gence, C'est pourquoi il convient d’attacher une grande importance aux re-
marques présentées par M. Gyldén dans le Mémoire déja cité, lesquelles per-
mettent d’augmenter notablement la convergence des développements.

On a vu dans I'Introduction que le point de départ était I'expression trigono-
métrique convergente de 'arc entre dcux limites écartées de = et que cette
représentation était, de plus, indéterminée. En partant de la, M. Gyldén montre
comment on peut obtenir une expression trigonométrique ¢(z) qui, égale a

. e ™ ™ . ,
I'unité entre — et - S devienne nulle pour une valeur donnée de ¢ en dehors

des limites.

La multiplication d'un développement trigonométrique par un tel facteur ne
change pas la valeur du développement; mais la nouvelle expression peut, on
le comprend, étre plus convergente si le facteur ¢(¢) est convenablement choisi,

L’examen des valeurs particuliéres sur lesquelles ou doit opérer pour obtenir
les développements montre cue, dans cet intervalle, il y a avantage a ce que le
facteur ¢(e), appelé par M. Gyldén facteur de separation, soil nul pour ¢ = r;
on voit, de plus, que, dans U'intervalle suivant G, 3 §>, le facteur le plus conve-
nable sera ¢(7 — ¢). Cela suit du Tableau des valeurs de Y, et Y,.

1l suffira de multiplier les valeurs particuliéres par les valeurs correspondantes
du facteur de séparation. Comme on a ¢(7 - ¢) == 6(m — ¢) et 6(r) = o, les trois
valeurs distinctes de o(¢) sont celles-ci:

logos = 1,099 311, loges=T1,928370, loge;=1,3q1 730,
I'indice indiquant le rang de la valeur de ¢ correspondante.

15. Nous revenons maintenant aux nombres contenus dans le Tableau,
article 8. 1l s’agit d’exécuter sur eux les diverses opérations particulieres qui
viennent d’étre expliquées : c’est ce qui va étre fait maintenant

Des nombres contenus dans le Tableau de I'article 8, on déduit les valeurs

-V I 7 d= o3 (/!.2
Ty, g 3 7/-;_—)7 g(ll <ﬁ)’

/

particuliéres de

sol,

Eab
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DES PERTURBATIONS D'UNE PETITE PLANETE. A.33

au moyen des fO!‘llllll(’S

o cosga _r oa [dQ) esine? Za '(l&l‘j
T = - e - —=ar| —
5 r acosg) 8 \dv ) r8 ( dr !’

oV = dQ\  esine c_u dl)
¥ 8 dr coso 3 (/v
1 E(IE _r ca[dQ cra‘(dQ,' T 1&_2‘)
s\—3%) T rwss & @) svl@) =5z,

e caleul est verifié av sen de la relation suivante (article .
Ce calcul est fi¢ au moyen de la relat vante (article 13)

—% %?: U{1— ecose! — eV sine;
mais il convient d’observer que la petitesse de e n’assure pas complétement |
calcul a I'égard de V.
Les valeurs particuliéres des quantités a développer étant obtenues et véri-
fices, on exécute les développements d'aprés les formules de Tarticle 105 1
relation qui vient d'étre donnée sert & éviter les erreurs; les deux expressions

[

, d=E . Sy .
de — 59 8 accordent jusque dans les milliémes de seconde. Apres cela, on

applique aux développements ¢U, ¢V les opérations mentionnées a Varticle 13,
en ajoutant toutefois un facteur 2, parce qu'il est préférable de considérer 2ol
et 25V, On aura ensuite

Ysine —coss Y coses=—2(cU 205V 4,
3

Yceosz+cosoWsine== 2'¢Uly-+ooV"

Les deux Tableaux suivants dounent, d'une part, les nouvelles valeurs par-
ticuliéres, d’autre part, les combinaisons précédentes; elles s'obtiennent avec
une remarquable facilité. Il est certain que les nouvelles valeurs particuliéres
pourraient étre obtenues directement sans passer par I'intermédiaire des an-
ciennes. Mais en méme temps il faudrait angmenter le nombre des quantités
auxiliaires; une certaine complication en résulterait, ct, pour cette raison, il a
semblé peu utile d’avoir recours a4 de nouvelles formules.
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A.34
150"

m=o. m=1.
— 4",839 ’;ooo
+ 0,160 —1,345
+ 3,351 +2,708
-+ 5,401 +5,394
-+ 6,467 +6,467
+ 6,570 +-6,580
+ 4,774 —+5,783
+ 0,243 —+4,215

0,000 --2,105
-+ 1,525 —o0,300
+17,415 —2,773
19,715 —3,000
+ 3,979 —06,667
—13,995 —7,476
—17,451 —6,029
—11,642 —o0,336

1

-Ed'

DETERMINATION

V.

et

m =0,

— 2':,i02
— 2,431
— 1,789
— 0,822
+ 0,397
-+ 1,705
+ 2,565
-+ 1,067

0,000
— 0,801
+ 3,061
+12,283
+17,622
-+12,995
- :i,546
— 0,623

m=1.

d

ol,ooo
—o,609
—1,587
—o0,821
+0,397
—+1,707
+2,960
+3,991
+4,655
-+4,840
-+4,513
+3,731
+2,5061
+1,113
—o0,491
—o0,831

-+

2",229
0,111
1,632
2,649
3,218
3,322
2,449
0,114
0,000
0,306
9,277

-+10,600

—+

2,682
6,315
8,115
5,409

a 1 d=
8\ 3 e
cnm =0,

m=1.

o",ooo
—o0,614
—+1,323
—+2,646
+3,218
+3,327
+2,970
+2,220
41,135
—o0,088
—1,338
—2, 440
—3,233
—3,585
—2,861
—0,1068

o i710)

i (ﬁ)
m=o, m=x.
” "
—0,209 0,000
-+0,017 —o0,037
—+0,128  —+o0,103
+0,176 40,176
40,179  —+0,179
40,156 0,156
“+0,098 —+o0,109
40,041  +0,046

0,000 —0,032
—0,066 —o,112
—1,200 —o0,183
—2,532 —o0,237
—3,188 —o0,209
—2,597 —o0,278
—1,469 —o0,215
—0,655 —o,010

Il parait superflu de présenter un exemple pour le calcul des développements

d’apres les valeurs particuliéres. Aprés quelques applications, on apprend &

tirer le meilleur parti du papier dont on dispose. II ne faut pas plus d’un quart

d’heure pour .trouver les coefficients d'un développement.

Les calculs qu’il reste & exécuter demandent, dans deux ou trois circon-

stances, qu’on multiplie un développement par les quantités 1 — e cose, esine

ou ecose. Ces produits s'obtiennent facilement en multipliant d’abord les coef-

. , _y . sin
ficients du développement par la moitié du coefficient de chaque terme en
C

08

du multiplicateur et remplagant ensuite les doubles produits par les sommes

correspondantes.

Quant aux deux combinaisons

T sin e — coso ¥ cosze,

T cose + coso ¥ sine,

il convient de présenter le Tableau complet des calculs. On a seulement omis

le facteur 5, afin de simplifier I'écriture.
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L
+10,837
—356,090 cos =

—34,664 cosa:

+47,976  3:
— 2,482 iz
— 6,332 3¢
+ 4,094 O:
- 4,910 B

+ 2,860  8:

+18,060 sin ¢

+65,700 sina2:
+10,610 3¢
_191457 4z
+ 4,044 5
— 1,180 6
+ 1,502 7
+ 1,603

—13,153 ¢os ¢

4,240 C082¢

-+

+ 3,613 3:
+ 2,216 4z
+ 1,131 5:
+ 0,370  b:
— 0,011 7z
— 0,069 8:
+49,293 sin ¢
— 2,813 sina:
— 7,004 3=
— 6,814 4=
— 5,212 b5s
— 3,175 Os
— 1,43t e

V.
+23687
—44,571sin ¢
—10,729 sin2e
-~21,786  3:
— 0,437 4¢
— 3,004 5=
+ 0,949 6:
— 0,461 7=

8,193 cos ¢

— 40,891 cos2e
+ 0,033  3:
+ 7,23f 4s
— 0,779 5
+ 0,049  6:
— 0,669 g
-+ 0,315 8¢
~+13,063

— 7,934 sin :
~+ 1,278 sinaz
+ 1,227 3z
-+ 0,981 4z
+ 0,043 3:
+ 0,364  G:
-+ 0,1j0  7:

—22,807 cos =

-~ 2,872c082¢

+ 2,022 :
“+ 2,218 iz
+ 1,276 5S¢
+ 0,522 6z
+ 0,009 7=
— 0,057 §:

DES PERTURBATIONS D'UNE PETITE PLANETE.

Termes.

zsin ¢
cos
€082 :
€083z
€084z
€085z
c0s6z

@

oo
S S
7 a1
IS |

-

:COS ¢
sin =
sina:
sin3z
sin 4z
sin 5:
sin 6=
sin 7¢
sin 8z

sina:
sin 3=
sin .q:
sin 5z
sin 6z
sin7:
sin 8z

20,

"
—21 :674

=36, 090

+28,015
—23,110
+11,994
— 0,331
— 0,528
-- 0,234
— 0,205
+ 0,001
+18,060
- 9,030
13,804
~+ 2,052
- 2759»1
-+ 0,337
— 0,067

<- 0,065

— 0,002

—-19.293
—24,647
— 1,850
1,756
0,909
— 0,434
0,182
— 0,068

2V,.

m=o,

"
_44 :57[
+22,280
--11,303
—16,33g
+ 0,233
-+ 1,252
— 0,323
+ 0,134

— 8,193
- ‘i:097
—31,521
- 0,021
-+ 3,858
— 0,325
4 0,017
— 0,195
+ 0,08

-+ 3,967
— 1,70}
- 0,920
0,53
0,269
— 0,128

’
— 0,0)2

—22,867
—11,43]
- 3,829
-+ 2,192,
-+ 1,183
-+ 0,532
= 0,179
<= 0,014
— 0,011

2V, —2 ().

"
-+ 21,674

—100.0661

5,759
37,413
28,333
0,564
1,780
0,539
0,339
0,041

26,253
4,933
98,325
2,628
6,452
0,662
0,084
0,200
0,080

3,320

21,087
2,610
4,531
1,823
0,819
0,363
0,149
0,042
0,002

=2,1060
13,213
5,703
3,948
2,002
0,966
0,301
0,082
0,014

Termes.

£C0S =
sin
sina:
sin 3:
sin §
sin 5z
sin G:
ginys
sin §:

ECOS ¢
sin <
sin oz
sin 3:
sin 4z
sin 5z
sinG:
sin 7z
sin 8¢

').L‘g.

——56?090
—28,043
—i36,219
-+-35.,982
— 1,32}
— 2,638

- 1.0

— 1,432
+ 0,720

18060
— 9,030
—87.608
— 7:907
+10,377
— 1,685
0,405
— 0,453

- 5,

- 2,710

= 1,182
= 0,47

4+ 0,127
-— 0,003
— 0,017
- {9,243
—24,647
-+ 3,751
-+ 5,268
-i- 3,634
- 2,172
-+ 1,089
- O)4l7
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0,014y

-+ 8,193
-+ i :097
-7 201
-+ 0,008
- 0,403
— 0,065
- 0,003
— 0,028
- 0,010

i, 1%

- a1
- /:93'4
- 3,96
- 0,809,
- 0,307
) ”

- 0,151
—=- 0,024
-+ 0,021
- 0,000

o0, 867
11,434
+ 1,915
0,731
0,200
-+ 0,100
+ 0,050
-+ 0,002
0,002

20, a2V,

— 100,001
- 577:’9
— 53.3m
“ 1 4u8
— 1,382
— 2,888

— q.4
—1 I.i ,n\‘(ig
= 7:019
11,34
— 1.7ho
- 0L o8
— 0,181

- 0,000

—20,1730

— 21,08~
— a2.610
- 06,505
- 3or7
A 1,313

EEUN
-i= 0,18
= 0,000

== 0,017

-+ 72,100

— 13,213
- 5,660
+ 5,900
-+ 3,930
9,278
- 1,119
0,419
— 0,002



Termes.

-

£COS :
€C0S2¢
sin =
sin 2:
sin 3z
sin 4z
sin 5z
sin 6z
siny:
sin 8z

:sin
esina:
c0s ¢
€082:
c0s3:
€08z
cos5:
€086:
Cos7:
cos8z

...n.
oL eag
55583

Sy Cr s WY (4
™

PR

A.36

2.

-+ 2:1674 + 7:396

-4

+

—+
—+

— 72,1060

100,661

106,420
18,708
9,444
0,141
0,356
0,093
0,048
0,011

26,233

31,186
19,163
0,376
1,613
0,132
0,014
0,037
0,010

21,087

23,697
2,266
0,608
0,205
0,073
0,025
0,000
0,000

85,373
2,853
1,316
0,523
0,193
0,060
0,012
0,002

—27,581

-+

-

o

9,239
8,172
0,393
0,645
0,370
0,376
0,190

6,000
16,227
1,781
2,508
0,458
0,116
0,117

6,750
1,064
0,562
0,257
0,105
0,029
0,001
0,004

24,240

0,805
1,112
0,800
0,488
0,247
0,097

— 14,278
—100,661

+ 98,839
— 27,047
+ 17,616
— 0,534
— 1,001
+ 0,463
- 0:424

-+ 0,201
-+ 26,253

-- 25,180
— 65,390
— 2,657
-+ 4,121
— 0,590
+ 0,130
— 0,153
-~ 0,010

— 2,080

— 21,087

-+ 10,947
-~ 3,330
“+ 1,170
- 0,462
- 0,178
<= 0,084
+ 0,00)
- (),00:1

72,1060

- 61,127
- 3,7!8
2,428
1,323
0,681
0,307
0,109
0,002

bt

DETERMINATION
1dZ -

— e —2U. —i=z— Ie.
3z 2U 12 —2[Ua
m=o,

" "
—14,278 —14,278
+84,399 --84,599
+50,851 +25,426
—71,435 —23,812
+ 3,392 -+ 0,848
+ 9,441 -+ 1,888
— 5,969 — 0,993
-+ 7,191 4 1,027
— 4,202 — 0,525
—30,114 +30,114
_981959 +49)‘/580
—15,876 + 5,292
28,884 — 7,221
— 5,800 + 1,160
+ 1,663 — 0,277
— 2,298 + 0,328

m=1.
— 2,080 — 2,080
+19,556 ~-19,556
— 6,353 — 3,176
— 5,539 — 1,84y
— 3,406 — 0,851
— 1,735 — 0,347
— 0,567 — 0,00}
+ 0,018 4- 0,002
-+ 0,106 -+ 0,013
—71,340 -+74,340
+ 3,897 | — 1,948
10,713 — 3,571
-+10,430 — 2,607
+ 7:98I - 1)597
-+ 4,869 — 0,811
+ 2,196 — 0,312

Y cose

-+~cosg¥sine

-+

T—ecY.

47,374
14,278

100,661

78,840
27,946
17,616
0,53;f
1,000
0,463
0,424
0,201

26,253

25,181
65,389
2,637
4,121
0,590
0,131
0,133
0,010

26,130
2,080
21,087

16,946
3,329
1,150
0,462
0,178
0,054
0,003
0,004

- 72,160

61,127
3,718
2,428
1,323
0,681
0,308
0,107
0,002

1)
" dz.

—48364
—10,320

-+ 3,958
+79,939
—31,738
+18,736
— 1,187
— 0,997
+ 0,519
— 0,45%
-+ 0,218

-+26,233
— 1,032
30,477
—66,275
— 0,248
+ 4,249
— 0,757
“+ 0,160
— 0,159
- 0,016
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Termes.

123

£sin ¢
gsinas
cos ¢
€0582.2
cos3d:
€0S4:
coshz
cosb:
C087:
cos8:

ECOS =
eC0S2:
sin ¢
sin2:
sin 3z
sin4:
sin 5:
sin 6:
sing:
sin 8z

@

ssin 2
:sina:
ces oz
Cu82.2
€033z
084 ¢
c0s5:
R H
€087:

B
$0082:
sin ¢
sina:
sin 3z
sinje
sin 5z
sin 6z
sin ;¢

o

3

20z,

- 0,131
k0027
— 0,023
- 0,002

— 20,923
— 0410
— 37,738
— 1,102
— 0,30
— 0,102
— 0,032
— 0,008

0,000

- o, {m
“e 1,410
--133,196
-— 0,009
0,743
-+ 0,300
+ 0,123
4+ 0,046
+~ 0,01



DES PERTURBATIONS D'UNE PETITE PLANETE. A3

16. Le Tableau précédent présente la suite des calculs; le détail de la mul-
tiplication par (1 — e cos¢) est seulement omis. La quantité

T{cose —e} - coso ¥ sine + =

qui entre dans nos est obtenue par deux méthodes mdépendantes, savoir, la
premiére, d’aprés la relation

Y{cose — e + Weososing + E==—2v— §Z,
et la scconde, en tenant compte des équations

YV{cose—e) -+ Weosgsing -+ = = Ycose -+ Yeososin:g + Z— el
E—eY==— ({2 -+afUde).

\

Pour l'intégration, on fait usage des formules

Sesinede —-- ccose+sine, fesinzede == — fecosac -~ {sin 2z,

Jecosede ==+ zsin ¢ + cose, [fecoszede==—+ jesinne - qcosne.

1l faut observer que, dans le Tableau précédent, ordre des termes de Lo
1 dE

colonne — - v 2U, séparée des autres colonnes par deux traits, est ren-
3

vers¢ : on commence par les cosinus. On remarquera de plus que, par le fait, le

. . . 1
Fableau contient le développement de — =

d= .
= ——» puisque celul de U est renferme
3 de

dans le précédent Tableau.

17. Les perturbations de la coordonnée perpendiculaire s'obtiendront rapi-
dement. Tous les calculs sont renfermés dans le Tableau suivant; Uunité est lo

millieme de seconde.

. - . 144 14
Les deux équations qui servent au calcul de —— et
cost co

— sont, d’aprés Par-
S5t

. , , . UL . - .
ticle 13, en désignant, pour abréger I'¢eriture, car(ﬁ> par Z, et par Z, el 7,

tes deux opérations effectuées sur ce développement,

A
.=~~~ [ecosede [T.de,
cos? =S edef
u ;
L e — e COSEdee‘
oS!
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A.38

»"-
— 5,561

— o,961cos ¢

+ 5,723 cos

— 0,233
— 0,775
+ 0,153
— 0,123
-+ 0,205
— 0,101

+10,757sin ¢

-+ 0,759sin2:

— 2,690
-+ 0,480
— 0,050
-~ 0,101
— 0,071

— 3o2

- 15co0s

£

- 107 C0§2¢

-+ 85
-+ 64
-+ 33
»i. q

5
6

1712 8in

3z
4z
5¢
6:
7z
8¢

g

— 62sin2:

— 220
— 246
— 1806
— 114
— 46

3e
b4e
5¢
Ge
7

3

O G

@ m m

—219

LeZ.

— 38¢cos ¢

-+225C052¢

— 9 3z
— 3o f¢
+ 6 5g
— 5 6¢
-+ 8 78
— 4 8
“+423sin ¢
+ 3osina:
—106 3z
—+ 19 4¢
— 2 5z
+ 0 [iH
— 3 78
—11,9

+ 0,6cos ¢
-+ 4 cos2:
+ 3 3:
+ 3 4z
-+ [ 52
+067 sin ¢
— 2 sinas
— 9 g
—10 €
-7 F
— 5 6
— 2 7e
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Termes.

esin ¢
cos ¢
cosas
cos3z
cos4¢
coshs
cosbe
cos7z
cos 8¢

$CO0S ¢
sin ¢
sina:
sin 3z
sin4z
sin 5z
sin 6¢
siuys

zsin ¢
cos &
cos2:
cos3z
C0S4¢
cos5e
cosGz
C0s7z

$C0S 2
sin &
sina2:
sin 3z
sinje
sin 5z
sin 6z
sin 7=

DETERMINATION

Z,.
+5,561
+ 481
—+ 2}0
+3,816
— 58
— 103
“+ 13
- 7
-+ 9
— 3
+5,379
—2,689
-+ 506
-+ 64
- 4
_Q,_ 9
— 3

-+-302
— 8
— 4
+ 36
+ 11
+ 4
+ 1

o]
—+856
—.j28
— 21
— 28
— 16
— 8
- 3
— 1

I
cosede felds, ——:
J I cos?

m =0,

—423
—438
—551
-+ 21

m==ri.

_.24
—26

— 1

-+ 1
—32
+ 2
+~ 1
-+ 1

+5,523
— 423
~+ 43
— 311
+3,837
— 102
+ 1)
- 7
-+ 9
— 3
’F57379
—2,704
-+ 312
— 679
+ 7
— 5
+ 9
— 3
303
— 32
— 3o
-+ 35
-+ 10
“+ 4
-+ 1
+856
__427
-— 53
— 26
— 13
- 7
— 3

Termes.

g Ccos
sin
sina:
sin 3¢
sin 4¢
sin 5z
sin 6z
sin 7¢
sin 8¢

o ™

ssin ¢
cos ¢
c0s2:
cos3z
C0S4¢
cos5e
cosGe
€os7e

gCos ¢
sin ¢
sin2:
sin 3z
sin 4z
sin bz
sin 6z
siny:
sin 8:

zsin
cos
cos2:¢
cos3e
€084 ¢
cosh:
€086z
cos7y:

o

Z,.

— 481
— 240
—+7,631
— 175
— 413
~+ 64
— 42

-~ 6o

3,379
—2,689
—1,012
2,017
— 256

-+ 21

-+-836
—428
=+ 41
+ 83
-+ 66
+ 39
+ 9
+ 7

cosefeZ d:.

—423

—438
4113

-+ 105

+
- WO

| l
I [=x
~

PRI
- W NN BN

R EEENE
(o2}
- N BN BN ey m

uy
cosi

+ 423

— 43
— 353
-+7,672
— 280

— 41

=850
_499
-i-105

= 79



DES PERTURBATIONS D'UNE PETITE PLANKTE. A.3g

' o, u u .
A T'égard des deux quantités wos €t chcl;i obtenues d’aprés les formules
LN 7d
ol 2 — e cose fZde,
- 7, — fecossde [2d
——Iz=— Ly — e C0Szde de,
cosi ! JLde

il faut observer que le groupe de termes
— esinefZd:+ e fsineZdx,

que nous avons remplacé par une double intégrale, contient, i cause du pre-
mier terme, une partie constante, savoir —3Ae, A désignant le coefficient de

cose dans Z. C'est pourquoi dans le Tableau ci-dessus, qui contient — les

cos!’
constantes commencant les expressions de Z, ont é1¢ modifices par 'addition
des coefficients de cose dans la colonne }eZ.

18. Tl ne reste plus qu’a déterminer les arbitraires, dont nous n'avons pas
parlé jusqu’a présent. Il suffit d’exprimer que, pour I'époque des éléments
osculateurs, les perturbations sout nulles, et qu'au commencement d'un inter-
valle les perturbations sont les mémes qu’a la fin de l'intervalle précédent.

En désignant, avec Iansen, les arbitraires par &, £, £,. ¢, 2C, /. [, comme
I'indique ce Tableau,

Ixpressions. Constantes arbitraires, LExpressions. Constantes arbitraires.
=ZE—eY k naosz ¢
Y i 2y 2l
coso ks qeoso {
P l,

on trouve, pour la partie de nds qui dépend de ces arhitraires,

¢+ fih+ Irycose + hasinel{1 —ecose)de=c- (h— Sehie+ {h—el)sine— i cose
— tekysinae + | elacosas,

et, pour 2v,
2C = [y sine — lra cose)de == 2C — Fy cose — 2 sine.
Cela posé, g, désignant 'anomalie excentrique pour I'époque (g, = 53°35'33", 1},

on a les équations suivantes, o les valeurs numériques des seconds membres
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Ao DETERMINATION

sont les valeurs des expressions ci-dessus pour ¢ ; on a mis en regard les
expressions correspondantes :

14

Y sin ¢ — cose W cose, Jry sin eg — ko coSey, —150,929 = o,
Y cose + cosoWsin g, Iry coseo + ha sin e, — 93,346:=o,
=—e), k, + 73,492 = o,
=+ Y(cose — e) + coso ¥ sine, k + ky cosey + ko sinegg, — 19,854 =0,
2y, 2C — ky cosey — ko sineg, — 47,381 =o,

ndz, c+ (k—dek)e

+ (Jri— elr) singg — /2 cOSEy

— Yekysin2ey + tela cos2ey, —229,450 = o,
u
— ly{cosep— e) —Isine —+ 856 =o
cosi ' { 0 / 0> 4, )
Uy .
- I, sineg -+ lcose -+ 8,470 =-0.
COSI’ { 0 0y ¢ v4/
De 1a on déduit
I/) ] -
kry =+4176,873, ¢ = +152,353,
/f‘.’:“‘ 14’453a { =— 0>‘~/|7—1-v
o =— 73,492, {y=— 10,174,

2C =+140,727,

Lo N 14 .
ct les termes a ajouter 4 noz, 2v et — Tost sont respectivement

v I3 ” "o ” " K
ndz. ... +152,355 —80,44Ge + 14,453 cose +182,6528ine —0,284 cos2e —3,477sina¢
2v.. ... -+ 140,729 —176,873 ~+ 14,453
— 2.+ 0800 — 10,174 + 0,454

Cost

On détermine d’une maniére analogue les arbitraires relatives au second
intervalle en écrivant que les expressions qui se correspondent prennent Ia

méme valeur pour ¢ = —. 1l est avantageux de faire passer les arbitraives dans

le premier membre; les équations donnent alors les différences des arbitraires
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DES PERTURBATIONS D'UNE PETITE PLANETE. A4t

relatives au premier et au second intervalle; on a mis un accent a celles-ci :

1 sin e — coso ¥ cose, Ky— Iy, — 15':786:—-165’,/668.
Y cose + coso W sin g, Iy — ks, + %9,258=+ 71,053,
= —eY, kK — 1, + 17,939g=+ 30,420,
Z+Y(cose—e)+coso ¥ sing, k' Wy — b — Ira, + 97,197 =-101,473,
2y, 20— 2C — (Fy,— 2, —128,8g0 =—154,634,
néz, ¢— e+ [ =k —Le(k,— k]S
=k —e(k'—k) —Le(hy—I2), + 54,111=—204,683,
—c;‘si, —e(l,— 1) — (I—1), — o0,291=— 1,036,
%s‘i’ =1, + 1,329=+ 09,199

De & on déduit

K, — Iy =—14g,882,

Ky— ke =— 8,205,
F —k =+ 12,481,
2C —20=— 33,949,
¢ —¢ =—136,954,

/' —1 =+ o,107,
[; — 1( =+ 7,870,

K= 26,:991 ,

Y=— 22,058,

=

k' —=— Gi,011,
2C' =+106,75%8,
¢ =+ 15,401,
' =— 0,369,
Iy, =— 2,304,

\ . > 122 .
et les termes a ajouter a ndz, 2v et — To5; sont respectivement

14
noz. ... + 15,401
V... -+106,778
w
— « 4+ 0,181
CcOS1t

4 ” 4 . V4 14 .
—62,052¢ +22,658 cose +31,788sin: —o0,446 cos2¢ —o0,531 sin2¢
—26,991 +22,658
— 2,304 + 0,367

. ; u . .
19. Les expressions des coordonnées ndz, 2v et o5 Sont resumées dans le

Tableau suivant; on a effacé les milliémes de seconde :
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DETERMINATION

@ Héra. — Epoque 1877, Octobre 21,0; temps moyen de Paris; ¢ = 53°3533%, 1.

Perturbations par Jupiter, Saturne et Mars.

{3

cos?

4

"
6,32
0,42

0,04
0,00

- 10;49

3,84
0,09
0,10
0,02
0,01
0,0r1

5,38
0,00
2,23
0,31
0,68
0,07
0,01
o,0r

- <=<;. Coefﬁcirﬁ;——\‘
Termes. ndz. 2v.
const. 4~[52:36 —+14oz73

< —128,81 -+ 21,67

2 — 5,160

zsin ¢ — 99,54 — 26,25
zsina: + 1,98 0,00
cos ¢ —165,02  —208,06

cos2: + 16,58  + 49,106

€os3: — 6,25 -+ 0,88

cos4s + 0,30 - 1,61

cos5: + 0,20 -+ 0,13

cos6: - 0,09 — 0,01

c0s7: -+ 0,06 -+ 0,04

c0s8: — 0,03 — o,o01

$COS ¢ — 26,25 -+-100,66
£C0S2¢ - 0,52 0,00
sin ¢ +240,38 — 91,97

sino: — 36,87 -+ 18,71

sin3: — 0,08 — 9,44

sing = + 1,06 -+ 0,14

sinj: — 0,15 + 0,36

sin6: -+~ 0,03 — 0,09

siny: — 0,02 -+ 0,05

sin8: -— 0,01

P 3
'\\-<7-

Termes.

const.

g2

zsin ¢
csina:z
Cos ¢
c0S82z
cos3z
c0S4<
cos5:
cos6e
cos7:
cos8:

ECOS ¢
£C082¢
sin =
sina:
sin3:
sin 4z
sin5:
sinGe
sinye
sin8¢

Coeflicients.

170z,

-

{

-t

+

15?40
90,061
0,626

20,92
0,42
15,08
1,55
0,34
0,10
0,03
0,01

72,16
1,42

“+166,98

+
+
-+

+

—+

0,63
0,74
0,30
0,12
0,05
0,01

27,

—F[06Z78

<+

3,33

72,16
0,00

—112,36

2,85
1,32
0,52
0,19
0,06
0,01

21,09
0,00
1,04
2,27
0,61
0,21
0,07
0,03
0,01

— 0,03

0,00

— 2,33
-+ 0,04
- 0,01

+ 0,86

0,00

— 0,06
— 0,06
— 0,03
— 0,02
— 0,01

Dans Particle 9, on a remarqué que le nombre des valeurs particuliéres utilisé
par les méthodes habituelles dépassait de beaucoup celui dont nous avons fait

usage. Toutefois, la convergence remarquable des séries qui figurent dans les
Tableaux précédents témoigne que la précision obtenue est trés grande. Seules,

les arbilraires peuvent étre entachées de légéres erreurs.

Ce résultat a été obtenu en appliquant aux valeurs particuliéres un ensemble

de procédés qu'il est malaisé de comparer au procédé habituel; mais nous

pensons que ceux (ui auront une fois expérimenté les nouvelles méthodes se

convaincront de leurs avantages, d’autant plus que la détermination des per-

turbations absolues trouvera, dans ces premiers calculs, d'utiles points de

comparaison.
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DES PERTURBATIONS D’'UNE PETITE PLANETE. A43

20. 1l s’agit maintenant d’établir la comparaison du calcul et des observa-
tions; il faut que la méthode actuelle ne soit pas, sous ce rapport, inférieure
aux autres. Ce n’est pas sans motif qu’on a pris pour point de départ des élé-
ments osculateurs de la planéte déterminés avec précision : il devient, en effet,
possible de juger de I'aptitude des formules 4 représenter les perturbations; si
I'on était parti d’éléments trop peu approchés, des écarts sensibles auraient pu
se produire et un doute aurait subsisté.

On pourrait demander si la méthode s'applique avec un égal succés aux
petites planétes A orbites trés excentriques ou trés inclinées et de plus voisines
de Jupiter: on jugera que ces diverses circonstances peuvent diminuer I'extréme
convergence des séries, mais non créer des difficultés.

Pour calculer une éphéméride, on a besoin des coordonnées rectangulaires
équatoriales de la planéte; ces coordonnées sont rapportées ordinairement,
comme les éléments de la planéte, & V'équateur et & I’équinoxe moyens du
commencement d'une année fictive. On observe d’abord, en négligeant pour

I{
co

. . (] . :
un instant la perturbation S que les coordonnées rectangulaires auront ces

expressions bien connues :

“z=rsinasin(A +v— § +f),
y =rsinbsin(B+w—  +7F),
z == rsinc sin(C +wm—§) +_]-"),

dans lesquelles et f sont obtenus d’aprés les équations

€ —esine = nt +c + ndz,
rcosf=a(cose —e),
rsin f = a cosg sine,
r=r{1-4v).

Il convient de s’assurer des nombres singa, sinbd, sinc, A, B, G, en mettant a
profit les diverses maniéres de les obtenir.

Pour compléter les valeurs des coordonnées, il faudra ajouter les corrections
suivantes :

(=71

.. [T

x==a sini sin 6(———.),
cOSi

) sin y cosi ¢
=R Y J bl
J P ! cost

N .fu
02 == apcosy cosi | —- };
2 pcosy (cos:) ’
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A.44 DETERMINATION

p et y sont donnés par les équations

p= V1 -+ tang?{ cos9,

tang(y + ¢) = — tangi cosf, —Zl<~/+e<+7_;,

¢ désignant dans ce cas, sans que la confusion soit possible, I'obliquité de
Pécliptique.

On obtient ainsi, pour 'équateur et I'équinoxe moyens de 1880,0, les résul-
tats suivants :

x=(1,9990771)rsin( 51. 7. 8,39+7) + (1, 2453)(:05‘

¥ = (1,974 3240) rsin(322.26.37,91 + f) — (1,9553) — w05t

z = (1,531 7796) rsin(310.43.39,67 + f) + 4049)(:05[

Apreés avoir calculé ces coordonnées pour différentes dates et, pour les mémes
dates, les coordonnées du Soleil rapportées a 1880,0, il sera aisé de conclure
les ascensions droites et déclinaisons de la planéte pour 1880,0.

Le Tableau ci-aprés contient, pour les trois époques indiquées, les valeurs de

1{] . . . . , . .
ndz, v et —55; dinsi que celles des ascensions droites et déclinaisons. La pre-
S

miére ligne se rapporte au mouvement elliptique conclu des éléments oscula-
teurs adoptés; la deuxiéme ligne donne, pour chaque date, les valeurs des
perturbations conclues dans I'article 19, ainsi que les ascensions droites et
déclinaisons.

Le Tableau final présente la comparaison du calcul avec les observations
méridiennes publides soit dans les Astronomische Nachrichten, soit dans les
Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences. La comparaison a été faite
au moyen des éphémérides pour les oppositions successives, calculées par
M. Leveau et par moi (Comptes rendus des séances de ’Académie des Sciences,
t. LXXXI, p. 275, t. LXXXII, p. 1384, t. LXXXVII, p. 1073, et t. XC, p. 517).

Ces éphémérides ont été utilisées aprés avoir recu quelques légéres corrections
conformes aux valeurs ci-dessous des ascensions droites et déclinaisons rappor-
tées & 1880,0; pour l'opposition de 1877, on a mis & profit les nombres donnés
par M. Leveau (ibid., t. LXXXVII, p. 59 et 60); ils se rapportent, en effet, &
un lieu de la planéte déduit, pour le voisinage de I'époque, des éléments oscu-
lateurs adoptés dans le présent travail.
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DES PERTURBATIONS D'UNE PETITE PLANETE. AL

. . u . . .. v
Perturbations ncz, v et “os: .« Ascensions droites et déclinaisons mppor(ées @ 18800,
St

Minuit. Planéles \ u .
. niz. v. -+ R. o,
T. M. Berlin.  perturbat. c0s¢

. . ] p . " e -
1876. Juin 13 » 0,00 0,00 0,00 246.13.50.9 —-13.8.018
b, & — 57,54 — 6,48 — 0,93 416.14.10,8 13,48, 1,
1879. Janv. 12 » 0,00 0,00 0,00 117.25,10.0 8. 1. .
Z,b, & —“- 6,93 - 3705 — 0,38 117.25.18, 3 L. g
18R0. Avril 2» » 0,00 0,00 0,00 202.30.21 .2 EEERIE T N B
b, 8 ~344,53 —+ 210,356 ~ 0,19 202.22.46.7 ARG TUN N

Ecarts entre le calcul et I'obsercation.

Lieu
Dates. Ro— Ree ®p — @.. de I'observation.
§ "
1876. Mai 27 — 0,18 — 3.3 Washington.
29 — 0,006 — 0,7 Washington.
29 — 0,05 — 1,1 Greenwich.
3o — 0,41 — 0,3 Kremtsmunster.
Juin 1 — 0,28 — §,0 Washingtlon.
12 — 0,006 — 2,2 Paris.
15 — 0,34 — 0,9 Kremtsmunster.
16 — 0,22 — 1,8 Paris.
19 —~ 0,05 — 0,6 Paris.
20 — 0,10 “- 1,2 Paris.
1877. Oct. s0 — 0,04 - ,0 Madrid.
It - 0,14 — 2,0 Madrid.
12 - 0,00 - 0,2 Madrid.
13 - 0,06 — 1,6 Madrid.
15 — 0,07 - 1,8 Leyde.
16 — 0,12 — 0,1 Leyde.
22 - 0,02 41,0 Madrid.
24 -1~ 0,03 oo Madrid.
26 -+ 0,07 — 5,06 Madrid.
27 — 0,01 — 0,8 Madrid.
1879. Janv. 15 — 0,11 2,4 Paris.
20 — 0,22 - 0,9 Paris.
21 - 0,01 » Paris.
1880. Avril 18 -— 0,08 » Paris.
20 S 0,90 Say% Paris.
29 - 0,00 » Paris.
30 - 0,05 - 1,4 Paris.
Mai 1 0,28 . Paris.
4 — 0,35 — 2.5 Paris.
7 — 0,006 — 1,3 Paris.
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A.46 DETERMINATION DES PERTURBATIONS D'UNE PETITE PLANETE.

ADDITION.

Nombres auziliaires pour vingt-quatre parties.

Nesd'ordre. e Y. loga(e). Y;. loge (7 —¢).
o o 0 o. oto 0,000 000 180? 0. OZO — 0
1 15 15. 0. 0,0 0,000 000 94.35.44,6 2,985 6oz
2 30 30. 0. 0,0 0,000 000 51. 6.54,7 1,659 837
3 45 45. 0. 0,0 0,000 000 47.41.3v,9 7,928 370
4 6o 6o. 0. 0,0 0,000 000 Go. 6. 7,4 1,994 624
5 75 75. 0. 0,0 0,000 000 75. 0. 0,8 7,999 967
6 90 go. 0. 0,0 0,000 000 g9o. 0. 0,0 0,000 000
7 105 104.59.59,2 1,999 967 105. 0. 0,0 = 0,000 000
8 120 119.53.52,6 1,994 624 120. 0. 0,0 0,000 000
9 135 132.18.28,1 1,928 370 135. o. 0,0 0,000 000
10 150 128.53. 5.3 1,659 837 150. 0. 0,0 0,000 000
I 165 85.24.15,4 3,985 6o2 165. 0, 0,0 0,000 000
12 180 0. 0. 0,0 — i80. 0. 0,0 0,000 000
13 195 — 85.24.15,4 2,985 6oa 195. 0. 0,0 0,000 000
14 210 —128.53. 5,3 1,659 837 210. 0. 0,0 0,000 000
15 225 —132.18.28,1 1,928 370 225. 0. 0,0 0,000 000
16 240 —119.53.52,6 7,994 624 240. 0. 0,0 0,000 000
17 255  —104.59.59,2 1,999 967 255. 0. 0,0 0,000 000
18 270 — go. 0. 0,0 0,000 000 270. 0. 0,0 0,000 000
19 285 — 75. 0. 0,0 0,000 000 284.59.59,2 1,999 967
20 3oo — Go. 0. 0,0 0,000 000 249.53.52,6 1,994 624
21 315 — 45. 0. 0,0 0,000 000 312.18.28,1 1,928 370
22 330 — 30. 0. 0,0 0,000 000 308.53. 5,3 7,659 837
23 345 — 15. 0. 0,0 0,000 000 265.24.15,4 2,985 602

Vu et approuvé :
Paris, le 25 février 1880,
Le Doyen pE 1A Facurtt nes Sciences,
MILNE EDWARDS.
Permis d’imprimer :
Paris, le 26 février 1880.

Le Vice-RecTeur pE L'AcAptMIE DE Panis,

GREARD.
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ERRATA ET REMARQUES. 4

ERRATA ET REMARQUES.

Page 7, ligne g, en remontant, au licw de n't - ¢'= g, lire = g'.

Paze 12, ligne 4, en remontant, cffacer u= dans le second membre.

Poage 5. L'observation en m du 18 avril 1880, non publiée dans les Comptes rendus des séances de
bw) k) /
I’ Académie des Sciences, a été faite par M. Barré, astronome adjoint 4 'Observatoire.

Les valeurs des angles auxiliaires Y, (p. 9 et 46), données dans le travail de M. Backlund et dont je
me suis d’abord servi, different des véritables, dans la seconde moitié des tableaux, de 360°. Toulefois,
les calculs de M. Backlund ont été exécutés avec les véritables valeurs,

3
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SECONDE THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Exposer la méthode de Jacobi pour le développement de I'expression

~3
;aa — 204’ [cosw cdsqa ~+ sinw sing cos{¥ — 9')] + a’a’} z,

FPu et approuvé :
Paris, le 25 février 1880.
Le Dover pE 1A Facurté pes Screxces,
MILNE EDWARDS.
Permis d’imprimer :
Paris, le 26 février 1880.

Le Vice~-Recteur pE L’AcapémiE pE Panis,

GREARD.

6or2 Paris. — Imprimerie de Gaurmier-ViLLARs, quai des Augustins, 55.
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