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P R E M I È R E T H È S E . 

D E S Q U A D R A T U R E S . 

L e s d i f férentes m é t h o d e s de q u a d r a t u r e a p p r o x i m a t i v e sont : 

1° L a m é t h o d e des t r apèzes . 

2° La m é t h o d e de S y m p s o n . 

3° L a m é t h o d e de C o t e s , qu i cons is te à r e m p l a c e r dans les l imi tes 

cons idé r ée s u n e c o u r b e q u e l c o n q u e par une pa rabo l e de d e g r é n ayant 

avec e l le n + 1 po in t s c o m m u n s . L a sur face est a lors d o n n é e par la for­

m u l e 

dans l a q u e l l e y„,y,, y2,...,yn sont les n + 1 o r d o n n é e s de la c o u r b e 

c o r r e s p o n d a n t e s a u x absc isses o , , 1, et A 0 , A 1 , A 2 . . . . 

An-1, A n , des n o m b r e s c a l c u l é s à l ' a v a n c e , et qu i ne d é p e n d e n t q u e 

du d e g r é de la p a r a b o l e . Les coef f ic ien ts Ak et An-k co r r e spondan t s 

a u x absc isses é g a l e m e n t é l o i g n é e s des e x t r ê m e s sont d ' a i l l eu r s é g a u x 

p o u r tous les d e g r é s , c o m m e l 'a d é m o n t r é G a u s s . 

4° L a m é t h o d e de G a u s s , qu i a s impl i f ié la m é t h o d e de C o t e s , en n ' e m ­

p l o y a n t que n o r d o n n é e s c o n v e n a b l e m e n t d é t e r m i n é e s où ce lu i - c i en 

a u r a i t e m p l o y é 2 n. 

P o u r a t t e indre ce r é s u l t a t . Gauss cons idè re une fonct ion d é v e l o p p é e 

1. 



en sér ie c o n v e r g e n t e o r d o n n é e s u i v a n t les pu i s s ances c ro i s san te s de x , 

et se p r o p o s e , en c a l c u l a n t l ' e r r e u r q u e la m é t h o d e de q u a d r a t u r e ap­

p r o c h é e fait c o m m e t t r e sur c h a q u e t e r m e , d ' a n n u l e r l ' i n f luence du 

p lus g r a n d n o m b r e de t e rmes poss ib l e ; c 'es t a ins i q u ' i l a r r i v e , en ayan t 

r e c o u r s a u x t héo r i e s des hau te s m a t h é m a t i q u e s , à m o n t r e r q u ' a u m o y e n 

de n o r d o n n é e s c o n v e n a b l e m e n t d é t e r m i n é e s on re je t te le c o m m e n c e ­

m e n t des e r reur s au de là du 2nième t e r m e de la sé r i e , et à d o n n e r la loi 

de ces o r d o n n é e s . 

A p r è s l u i , Jacobi d é m o n t r e la m ê m e lo i de la m a n i è r e su ivan te : il 

se p ropose de d é t e r m i n e r la fonc t ion de d e g r é n + 1 

par l a q u e l l e il faut m u l t i p l i e r une fonc t ion en t i è re Q du d e g r é n, pour 

q u e l ' i n t é g r a l e 

é v a l u é e par la m é t h o d e a p p r o c h é e , soi t e x a c t e , et il t r o u v e , par une 

sér ie d ' i n t é g r a t i o n s par pa r t i e s , 

et comme, étant donnée une fonction entière P de degré 2n + 1, o n 

peut toujours poser 

P=T.Q + R, 

Q étant un p o l y n ô m e du d e g r é n, a insi q u e R, il en résu l te q u ' o n a, au 

m o y e n des n + 1 o r d o n n é e s c o r r e s p o n d a n t e s aux n + 1 r ac ines de 

l ' équa t ion T = o , l ' é v a l u a t i o n e x a c t e de l ' i n t é g r a l e 

Q u a n t au ca l cu l des coef f ic ien t s A , Gauss l 'a r a m e n é à ce lu i des va­

leurs q u e p rend u n e ce r t a ine f ract ion r a t i o n n e l l e , et par su i te une cer­

ta ine fonc t ion en t i è re p o u r les v a l e u r s de x c o r r e s p o n d a n t e s a u x 

absc i sses à c h o i s i r . 

Se p laçan t au po in t de v u e res t re in t de d o n n e r u n e d é m o n s t r a t i o n 

é l émen ta i r e du t h é o r è m e de G a u s s , un savant a l l e m a n d , le p rofesseur 

T = ( x — a0)(x — a 1 ) . . . ( x — an ) , 



B r e s t s c h n e i d e r (*), y est a r r ivé en pa r t an t du d é v e l o p p e m e n t su ivan t , 

d o n n é en 1 8 1 2 par B u z e n g e i g e r : 

et c h e r c h a n t à d é t e r m i n e r l e s n o m b r e s A , B , 

par la c o n d i t i o n q u e les 2n p r e m i e r s t e r m e s de ce d é v e l o p p e m e n t 

so ien t nu l s ; il ob t i en t ainsi les é q u a t i o n s du p r e m i e r d e g r é q u ' i l a réso­

lues d ' une m a n i è r e e n c o r e assez c o m p l i q u é e . 

Il y a enfin sur le m ê m e sujet un M é m o i r e i m p o r t a n t de M . Chr is tof fe l 

dans le tome L V d u Journal de Crelle. Ce savan t r a m è n e , l o r s q u e les 

l im i t e s de l ' i n t é g r a t i o n sont — 1 e t + 1, le c a l c u l des coeff ic ients A à 

ce lu i des va l eu r s q u e p r end la fonc t ion 

dans l a q u e l l e f' (x) r e p r é s e n t e la d é r i v é e d u p r e m i e r m e m b r e de l ' équa­

tion qu i donne les absc i s ses à c h o i s i r . 

Je me p r o p o s e , dans ce M é m o i r e , de faire u n e é tude à p e u près c o m ­

plè te et p r e s q u e é l é m e n t a i r e de l ' a i re d 'un s e g m e n t p a r a b o l i q u e . Ma 

m é t h o d e , qui se r e c o m m a n d e par son d o u b l e ca rac tè re de s i m p l i c i t é et 

d ' i n v e n t i o n , m'a p e r m i s d ' é t ab l i r , ou t re le t h é o r è m e de Gauss et le r é ­

sultat t r o u v é par M . Chr i s to f fe l , q u e l q u e s é n o n c é s in té ressan t s sur les 

pa rabo les qu i ne ressor ten t pas des t héo r i e s p r é c é d e n t e s , et de p révo i r , 

ce q u i n'a pas e n c o r e été fa i t , q u e j e s a c h e , l e cas o ù il m a n q u e r a i t p lu ­

s i eu r s t e r m e s au c o m m e n c e m e n t du d é v e l o p p e m e n t en sé r i e , a insi que 

( * ) Programm des herzoglichen Realgymnasiums zu Gotha, 1849. 



ce lu i où il n 'y a u r a i t dans le d é v e l o p p e m e n t q u e des t e r m e s d 'un d e g r é 

d 'un ce r ta in o r d r e de m u l t i p l i c i t é . E l l e m'a d ' a i l l eu r s c o n d u i t t rès-sim­

p l e m e n t à la f rac t ion r a t i onne l l e q u i fourn i t l e s coeff ic ients A , et m ê m e 

j ' i n d i q u e r a i à ce p r o p o s une m a n i è r e p l u s é l é m e n t a i r e q u e ce l l e s de 

Gauss et d ' A b e l de c a l c u l e r les fonc t ions en t i è r e s q u i p r e n n e n t p o u r 

les r ac ines d 'une é q u a t i o n a l g é b r i q u e les m ê m e s v a l e u r s n u m é r i q u e s 

q u ' u n e f ract ion r a t i onne l l e d o n n é e . Je m o n t r e r a i , en o u t r e , q u e cet te 

m é t h o d e peu t s ' é t endre à l ' éva lua t ion de la po r t i on d u v o l u m e c o m p r i s 

ent re une ce r t a ine c lasse de su r f aces , le p l an des xy et un p lan pa ra l ­

lè le q u e l c o n q u e z = h ; pu i s faisant q u e l q u e s a p p l i c a t i o n s , j e serai 

a m e n é à c o n c l u r e , d u t h é o r è m e de G a u s s , u n e n o u v e l l e f o r m u l e de qua ­

d ra tu re , o b t e n u e en e m p l o y a n t des a rcs de p a r a b o l e du t r o i s i è m e d e g r é , 

et q u e j ' a p p l i q u e r a i au ca l cu l a p p r o c h é de n et de l.2. En f in , je t e rmi ­

ne ra i par une d é m o n s t r a t i o n g é o m é t r i q u e du r é su l t a t q u e fourni t la 

m é t h o d e de Cotes d a n s le cas d ' u n e sur face r é g l é e q u e l c o n q u e et d'une" 

s p h è r e . Ce r é s u l t a t , c o n n u d e p u i s l o n g t e m p s , é ta i t d é m o n t r é par 

M . J. Be r t r and dans son C o u r s de c a l c u l d i f fé ren t ie l et i n t é g r a l à l ' É c o l e 

N o r m a l e s u p é r i e u r e en 1861 ; c 'es t lu i qu i a se rv i de po in t de dépa r t à 

m e s r e c h e r c h e s . 

§ I. — Aire d' un segment parabolique. 

Cons idé rons la fonct ion p a r a b o l i q u e du d e g r é ni + a 

et p roposons -nous d ' é v a l u e r l ' a i re 

Cet aire s ' e x p r i m e i m m é d i a t e m e n t au m o y e n des coef f ic ien ts , et l 'on a 

N o u s v o u l o n s l ' e x p r i m e r au m o y e n des n + 1 o r d o n n é e s c o r r e s p o n -



dantes a u x n + 1 absc i sses q u e l c o n q u e s 

abscisses en q u e s t i o n les n + 1 r e l a t ions 

a joutons- les m e m b r e à m e m b r e , ap rès avo i r m u l t i p l i é la p r e m i è r e par 

A0h, la s e c o n d e par A1 h , . . . , et la (n + 1)ième par Anh, on t r ouve 

et l 'on vo i t q u ' o n pou r r a pose r 

(1) 

p o u r v u q u ' o n é tab l i s se ent re A 0 , A 1 , A 2 , . . . , A n , x0, x1, x2,..., xn, les 

n + 1 r e l a t ions : 

x0h, x,h, x2h,..., Xnh. 

Soien t y0, y*>,}'•>, • -,, yn, ces o r d o n n é e s , on doi t avo i r en t re e l les et les 



qu i n o u s p e r m e t t r o n t de d é t e r m i n e r les coeff ic ients A en fonc t ion des 

n o m b r e s a rb i t r a i r e s x 0 , x 1 , x 2 , . . . , xn. Ces n o m b r e s é t an t a rb i t r a i r e s , 

n o u s en c o n c l u o n s i m m é d i a t e m e n t q u ' o n p e u t d ' une inf ini té de ma­

n iè res é v a l u e r l ' a i re p r o p o s é e au m o y e n de n + 1 o r d o n n é e s pa r la for­

m u l e ( i ) . 

O n r é sou t a i s é m e n t ces é q u a t i o n s par r a p p o r t a u x i n c o n n u e s A au 

m o y e n de la m é t h o d e des coeff ic ients i n d é t e r m i n é s . A j o u t o n s - l e s , ap rès 

avo i r m u l t i p l i é la p r e m i è r e par X, la d e u x i è m e par X , , . . . , et la nième 

par X„_, : il v i en t 

d ' o ù l 'on t i re 

é tan t d é t e r m i n é s pa r les n r e l a t i ons 

qu i e x p r i m e n t q u e son t les n r a c i n e s 



différentes de o de l ' équa t ion du (n + o.)ième d e g r é 

où l 'on p rendra i t p o u r i n c o n n u e x' et dont le p r e m i e r m e m b r e est par 

c o n s é q u e n t é g a l à 

L ' iden t i f i ca t ion de ces d e u x e x p r e s s i o n s ferai t conna î t r e les v a l e u r s de 

)., ) . , , . . . , X „ _ , , m a i s on peu t év i t e r ce ca l cu l en r e m a r q u a n t que le nu­

m é r a t e u r de Ak n 'es t au t re chose q u e 

et l ' on vo i t a lo rs q u ' e n d é s i g n a n t pa r le p rodu i t des n + 1 fac­

t eu r s , on a la fo rmule 

(3) 

où n o u s r ep ré sen tons pa r la v a l e u r que p rend le quot ien t 

p o u r la v a l e u r xk de x.. 

11 n ' y a p lus qu ' à d o n n e r dans cet te f o r m u l e à l ' i nd i ce k tou tes les 

v a l e u r s d e p u i s o j u s q u ' à n p o u r avo i r les e x p r e s s i o n s des dif férents 

coeff ic ients A „ , A , , . . . , A „ . 

C 'es t en faisant dans ces e x p r e s s i o n s ou et 

q u ' o n t rouvera i t 

les n o m b r e s de C o t e s . 

Gauss a d é m o n t r é q u e , dans ces h y p o t h è s e s , les coeff ic ients Ak et 

A „ _ * c o r r e s p o n d a n t s a u x o r d o n n é e s é g a l e m e n t é l o i g n é e s des e x t r ê m e s 

sont é g a u x . On peu t g é n é r a l i s e r ee résu l ta t , en d é m o n t r a n t q u e dans 

les m ê m e s h y p o t h è s e s : 

2 



T H É O R È M E I. — Les coefficients Ak et A „ _ * sont égaux toutes les fois 

que les ordonnées sont deux à deux également éloignées des extrêmes, 

c'est-à-dire quand on a pour toutes les valeurs de l'indice xk -h x„_h = i. 

Pour le d é m o n t r e r , il suffit de r e m a r q u e r q u ' a p r è s le c h a n g e m e n t 

de x en x' , la fonct ion P n ( x ' ) ne doi t con ten i r q u e des t e rmes de 

m ê m e par i t é , pa rce q u e les n o u v e l l e s v a r i a b l e s x'0, x \ , x'2,. . . , sont 

é g a l e s d e u x à d e u x et de s ignes c o n t r a i r e s . D o n c on a, si n est i m p a i r , 

et si n est pa i r , 

et , par c o n s é q u e n t , 

On vo i t i m m é d i a t e m e n t q u e les d é n o m i n a t e u r s de ces d e u x e x p r e s s i o n s 

sont é g a u x et de s i g n e s con t r a i r e s dans le cas où n est i m p a i r ; q u ' i l s 

sont é g a u x et de m ê m e s s i g n e s l o r s q u e n es t pa i r . Il res te donc à p r o u ­

ve r q u ' i l en est de m ê m e p o u r l es n u m é r a t e u r s . 

S u p p o s o n s d ' abord q u e n soi t i m p a i r , et p o s o n s , p o u r s impl i f ie r 

l ' é c r i t u r e , 

on a 

le n u m é r a t e u r de Ak peu t donc s ' éc r i re 



et ce lu i de An-k 

Or ces d e u x e x p r e s s i o n s sont é g a l e s et de s ignes con t ra i r e s , parce que 

l ' i n t ég ra l e , q u i ne con t i en t que des pu i s sances pa i res , est 

nul le . 

Si n est pa i r , nous n ' a v o n s q u ' à poser 

et les n u m é r a t e u r s de nos d e u x e x p r e s s i o n s d e v i e n n e n t 

i ls sont é g a u x et de m ê m e s s i g n e s , pa rce que l 'on a 

p o u r la m ê m e ra ison q u e p r é c é d e m m e n t . A i n s i se t r ouve d é m o n t r é e 

l ' é g a l i t é 

Il est faci le de r econna î t r e q u e la cond i t ion a = o est nécessa i r e 

p o u r l ' e x i s t e n c e de ce t h é o r è m e ; ca r , si e l le n ' é ta i t pas r e m p l i e , le 

fac teur 

f igurera i t dans nos i n t é g r a l e s , q u i con t i end ra i en t a lo r s des termes de 

2 . 



par i té d i f férente , et le r a i s o n n e m e n t ne serai t p lus a p p l i c a b l e . Il en 

es t de m ê m e p o u r la cond i t i on i = 1. 

A v a n t de c h e r c h e r à r édu i r e le n o m b r e des o r d o n n é e s nécessa i res 

pour é v a l u e r la sur face p a r a b o l i q u e , n o u s a l lons enco re d é m o n t r e r le 

t h é o r è m e g é n é r a l su ivan t : 

T H É O R È M E I I . — Toutes les paraboles de degré 2 m et de degré 2m + 1, 

qui ont 2 m + 1 ordonnées communes symétriques deux à deux par rap­

port aux extrêmes, comprennent la même aire entre elles et les ordonnées 

extrêmes. 

On vo i t en e f fe t , en faisant y. = o et i — o dans ce qu i p r é c è d e , 

q u ' o n peu t tou jours e x p r i m e r l ' a i re d ' un s e g m e n t p a r a b o l i q u e de 

d e g r é 2m au m o y e n de 2m + 1 o r d o n n é e s sat isfaisant a u x c o n d i t i o n s 

de l ' énoncé par la f o r m u l e 

L ' a i r e du s e g m e n t de d e g r é 2 m + 1 pour ra s ' e x p r i m e r au m o y e n des 

m ê m e s o rdonnées et d ' une au t re (2m + 2)ième a rb i t r a i re , p a r l a fo rmule 

C a l c u l o n s les n o m b r e s A ' , en c o m m e n ç a n t par on a 

et j e dis que le n u m é r a t e u r de cet te e x p r e s s i o n est n u l , sans que le 

d é n o m i n a t e u r le so i t . P o u r le p r o u v e r , il suffit de pose r , c o m m e dans 

ce qui p r é c è d e , 

car il d e v i e n t , après s u b s t i t u t i o n , 



ou b ien 

et cet te i n t ég ra l e est é v i d e m m e n t n u l l e , c o m m e ne con tenan t que des 

p u i s s a n c e s pa i r e s . 

Ce la p o s é , on a, p o u r un au t re coeff icent q u e l c o n q u e , 

e t , si de son n u m é r a t e u r on r e t r a n c h e ce lu i de , qu i est n u l , il 

v i en t 

ou b i e n , en s u p p r i m a n t le fac teur c o m m u n au n u m é r a t e u r 

et au d é n o m i n a t e u r de ce t te f rac t ion , 

On t r o u v e a i n s i , dans les d e u x c a s , les m ê m e s coeff ic ients cor res ­

pondan t s a u x m ê m e s o r d o n n é e s ; donc les d e u x a i res sont d o n n é e s 

par la m ê m e f o r m u l e , ce q u i p r o u v e not re t h é o r è m e . 

§ II . — Expression de la surface au moyen du nombre minimum 

d'ordonnées. 

N o u s a l lons m a i n t e n a n t c h e r c h e r à r é d u i r e au tan t q u e poss ib le le 

n o m b r e des o r d o n n é e s nécessa i r e s p o u r é v a l u e r la surface p a r a b o l i q u e 

par la fo rmule ( 1 ) . 

R e v e n o n s pour ce la a u x équa t i ons (2), qu i donnen t A r j , A , , A2 A , ; 



en fonct ion de x0, x,, x.2,..., x n , et p r o p o s o n s - n o u s d ' a n n u l e r le p lus 

g r and n o m b r e poss ib le de ces coef f i c i en t s . E n éga l an t à o les k de rn i e r s 

coef f ic ien ts , on r édu i t le n o m b r e des i n d é t e r m i n é e s qu i figurent dans 

ces n + 1 é q u a t i o n s à 2n + 2 - 2k; si donc on avai t 

o u b i e n 

il res te ra i t un s y s t è m e de n + 1 é q u a t i o n s en t re n + 1 i n c o n n u e s , ce 

qui pe rme t t r a i t de les d é t e r m i n e r . 

Il se p résen te d e u x cas à e x a m i n e r : 

1° n est i m p a i r et éga l à 2m + 1 : on a a lors 

donc on p e u t , dans ce c a s , a n n u l e r m + 1 des coeff ic ients A , et l 'on 

ob t ien t un s y s t è m e de 2m + 2 é q u a t i o n s p o u r d é t e r m i n e r les 2m + 2 

i n c o n n u e s A „ , A , , . . . , A,„ , xa , xK , . . . , .x,„; on a donc ce t h é o r è m e : 

T H É O R È M E I I I . — Si n est impair et égal à 2m + 1, on peut toujours, 

et l'on ne peut que d' une seule manière, évaluer l'aire du segment parabo­

lique de degré y. + ( 2 m + 1) i au moyen de m + 1 ordonnées convena-

blement déterminées. 

2° n est i m p a i r et é g a l à 2m : on a d a n s ce cas 

ou bien 

e t le p lus g r and n o m b r e des coeff ic ients q u e l 'on puisse a n n u l e r est m ; 

mais il reste a lo rs 2m + 2 i n c o n n u e s dans nos 2m + 1 é q u a t i o n s , de 

sor te que l 'une d 'e l les est a r b i t r a i r e ; donc : 

T H É O R È M E I V . — Si n est pair et égal à 2m, on peut d'une infinité de 

manières évaluer l'aire du segment parabolique de degré a. + 2mi au 

moyen de m -+- 1 ordonnées dont une seule est arbitraire. 

Il nous reste m a i n t e n a n t à d é t e r m i n e r les n o m b r e s A „ , A , , A 2 , . . . , 

A ,„ , x0 , x,, x 2 , . . . , xm , dans les d e u x cas q u e nous v e n o n s d ' e x a ­

m i n e r . 

n + 1 = 2N + 2 — 2h, 

2h = n + 1 , 

2h = 2m + 2 h = m + 1 ; 

2h = 2m + 1, 



V o y o n s d ' abo rd ce q u e dev ien t le coeff ic ient g é n é r a l Ak l o r s q u ' o n 
annu le l 'un q u e l c o n q u e des a u t r e s , Ap par e x e m p l e . 

Pour a n n u l e r A p il suffit d ' é g a l e r son n u m é r a t e u r à o , c 'es t -à-dire 
de poser 

ou b i e n , p u i s q u e l 'on a 

Mais le n u m é r a t e u r de Ak peu t é g a l e m e n t s ' éc r i re 

et il dev i en t , par su i t e de l ' éga l i t é p r é c é d e n t e , 

donc l ' e x p r e s s i o n de Ak r é su l t an t e est 

On g é n é r a l i s e i m m é d i a t e m e n t , e t l ' on vo i t q u e q u a n d on aura a n n u l é 
les q de rn i e r s coef f ic ien ts A , l ' e x p r e s s i o n de Ak sera d e v e n u e , si l 'on 
d é s i g n e , pou r s impl i f ie r l ' é c r i t u r e , par le p r o d u i t des 

facteurs 

(4) 



et il n 'y f i g u r e p lus q u e les va r i ab l e s x 0 , xK, x 2 , . . . , a?„_ v . On a en 

m ê m e t e m p s , entre ces n + 1 — q v a r i a b l e s , les q r e l a t ions : 

la p r e m i è r e é q u a t i o n pouvan t s ' éc r i r e 

e l le é q u i v a u t , en ve r tu de la s e c o n d e , à 

ce l l e -c i et la s e c o n d e é q u i v a l e n t de m ê m e , en ve r tu de la t r o i s i è m e , a u x 

d e u x su ivan te s : 

et ainsi de su i t e . L a lo i de fo rma t ion est é v i d e n t e ; de sor te q u ' e n r éa l i t é 

nos q équa t i ons en t re x 0 , x,, x 2 , . . . , x„_q, sont les s u i v a n t e s , où h 



fonc t ion est c e l l e q u e nous avons déf inie p r é c é d e m m e n t : 

D é v e l o p p o n s m a i n t e n a n t les c a l c u l s . 

C A S O U n E S T I M P A I R . — Si n est i m p a i r et é g a l à 2m+1, n o u s 

avons v u q u ' o n pouva i t a n n u l e r m + 1 coef f ic ien t s . C e u x qui res tent 

sont d o n n é s par la f o r m u l e 

que l 'on ob t ien t en faisant q = m + 1 et n = 2m + 1 dans la for­

m u l e ! e t x0, ce,, x2,..., xm son t d é t e r m i n é s pa r les m+1 é q u a ­

t ions q u e l 'on obt ien t en r e m p l a ç a n t dans les é q u a t i o n s (5) q et n par 

les m ê m e s v a l e u r s ; ce son t : 

et l 'on t rouve en les d é v e l o p p a n t , ap rès avo i r d é s i g n é par aP la s o m m e 

3 

(5) 



des produi t s p à p des quan t i t é s 

Ces é q u a t i o n s , qu i sont du p r e m i e r d e g r é , n o u s d é t e r m i n e n t a m + l , 

am, a,„_ , a 2 , a,, et nos i n c o n n u e s x'0, x \ , x'2,..., x'm sont par con ­

s é q u e n t les rac ines de l ' é q u a t i o n d u (m + 1)ième d e g r é en x1 

F o r m o n s cet te équa t ion ; il s ' ag i t , pou r c e l a , de r é s o u d r e le s y s t è m e 

d ' équa t ions q u i p r é c è d e . Or on r é s o u t ces é q u a t i o n s d 'une m a n i è r e 

t rès -s imple , en r e m a r q u a n t q u ' e l l e s e x p r i m e n t q u e la fonc t ion 

s ' a n n u l e pour les m + 1 va l eu r s de x, o , 1 , 2 , m. E l l e doit donc 

p o u v o i r être mise sous la fo rme 



car , en r édu i san t tous les t e rmes au m ê m e d é n o m i n a t e u r , on t rouvera i t 

que son n u m é r a t e u r est un p o l y n ô m e en t i e r et ra t ionne l du d e g r é m + 1 

par r appor t à x, et que son d é n o m i n a t e u r ne s ' annu le p o u r a u c u n e des 

v a l e u r s de x c o n s i d é r é e s . On doi t donc avo i r i d e n t i q u e m e n t 

M u l t i p l i o n s les d e u x m e m b r e s de ce t te iden t i t é par 

puis fa isons 

le second m e m b r e se rédui t à 1, et il doit en être de m ê m e d u p r e m i e r ; 

donc on a 

d 'où 

On t rouve ensu i t e l ' une q u e l c o n q u e des i n c o n n u e s , ap par e x e m p l e , en 

e x p r i m a n t que le p rodu i t 

se r édu i t à p o u r ce qu i 

nous d o n n e la r e l a t ion 

d 'où l 'on t i r e , ap rès y avo i r r e m p l a c é C par sa va l eu r et fait les 

r é d u c t i o n s , 

3. 



on en c o n c l u t i m m é d i a t e m e n t q u e l ' équa t i on c h e r c h é e est 

( 6 ) 

Tel le est l ' équa t i on du (m + 1)ième d e g r é en x1 q u i donne les pu i s ­

sances iièmes des r a p p o r t s à h des absc i s ses c o r r e s p o n d a n t e s a u x m + 1 

o r d o n n é e s au m o y e n d e s q u e l l e s on peu t e x p r i m e r la surface p a r a b o ­

l i que par la f o r m u l e ( 1 ) . Q u a n d on aura r é so lu cet te équa t i on pour les 

différents d e g r é s e t pou r les d i f férentes v a l e u r s de a. et de i, on ca l cu le ra 

les n o m b r e s A „ , A l t A 2 A , „ , en se r appe l an t q u e le n u m é r a t e u r 

de Ak est éga l à et que son d é n o m i n a t e u r est la va l eu r 

d u q u o t i e n t p o u r On a d ' a i l l eu r s 

et par c o n s é q u e n t 

( 7 ) 

D I S C U S S I O N D E L ' É Q U A T I O N X = o . — Cette équation a toutes ses 

racines réelles et comprises entre o et i quand on prend pour variable x1. 

E n e f f e t , on r econna î t a i s é m e n t q u ' e n i n t é g r a n t m + 1 fois la 

fonct ion 

ou b ien 

par r appor t à x1, on t r o u v e , à un fac teur cons tan t p r è s , 



D o n c , M é tan t un fac teur cons t an t , on a 

( 8 ) 

or l ' é q u a t i o n a tou tes ses r ac ines r ée l l e s q u a n d 

on y p r end p o u r i n c o n n u e xi, et ce l l e s q u i sont d i f férentes de o sont é g a l e s 

à 1. Il en résu l te i m m é d i a t e m e n t q u e l ' équa t i on 

a toutes ses r ac ines r ée l l e s en v e r t u d u t h é o r è m e de R o l l e , et q u e toutes 

ce l l e s q u i sont d i f fé ren tes de o , c 'es t -à-d i re les r a c i n e s de l ' équa t ion 

X (xi) = o son t c o m p r i s e s en t re o et 1. 

C 'es t en faisant a = o et i = 1 dans ce t te équa t i on q u ' o n ob t iendra i t 

l ' équa t ion a u x absc i s ses de G a u s s et de Jacob i , e l le p rend a lors la forme 

ou bien e n c o r e , en posan t 

car la d é r i v é e de x par r appor t à z n ' i n t rodu i t q u ' u n fac teur cons tan t 

dans l ' e x p r e s s i o n , et l 'on r e c o n n a î t dans le p r e m i e r m e m b r e de ce t t e 

équa t i on la fonct ion de L e g e n d r e , c 'es t -à-d i re le coef f ic ien t de x m + 1 dans 

le d é v e l o p p e m e n t de 

L ' é q u a t i o n t r ans fo rmée en z ne con t i en t q u e des t e rmes de m ê m e 

pa r i t é ; ca r les d é r i v é e s s u c c e s s i v e s de la fonc t ion (1 — z 2 ) m + 1 sont des 

fonc t ions en t i è r e s et r a t i o n n e l l e s de ou de p a r e i l l e s fonc t ions mul t i ­

p l i ée s par z, su ivan t q u e l ' o rd re de la d é r i v é e est pa i r ou i m p a i r . Cet te 

é q u a t i o n adme t t r a d o n c la rac ine o si m + 1 est i m p a i r , et dans 

tous les cas on p o u r r a aba isse r son d e g r é de mo i t i é en posan t z2 — u. 

Il r é su l t e de là q u e l ' é q u a t i o n X = o , q u a n d on y s u p p o s e a = o et 

i — i , a d m e t la rac ine si m est i m p a i r , et q u e dans tous les cas ses 



r ac ines s ' ob t i ennen t d e u x à d e u x par la f o r m u l e 

Les o r d o n n é e s c o r r e s p o n d a n t e s sont , par c o n s é q u e n t , d i sposées deux 

a d e u x s y m é t r i q u e m e n t par r appor t à ce l le du m i l i e u , s'il y en a une , 

o u , m i e u x , par r a p p o r t a u x e x t r ê m e s ; d 'où il r ésu l te enf in , en ver tu 

du t h é o r è m e g é n é r a l 1 d é m o n t r é en c o m m e n ç a n t , q u e les coeff i ­

c ien t s A A et A „ _ A c o r r e s p o n d a n t s aux o r d o n n é e s é g a l e m e n t d is tantes 

des e x t r ê m e s sont é g a u x et de m ê m e s i g n e . 
~ G 

Il i m p o r t e de r e m a r q u e r , en t e rminan t cet te d i s c u s s i o n , que les 

m ê m e s p r o p r i é t é s n ' a p p a r t i e n n e n t pas à l ' équa t ion g é n é r a l e X = o où 

« est supposé d i f férent de o et i d i f férent de 1, car on ne peu t p lus 

dire q u e l ' équa t i on t ransformée en z ne c o n t i e n t q u e des t e rmes de 

m ê m e par i t é . 

La so lu t ion du p r o b l è m e , en ce qu i c o n c e r n e la d é t e r m i n a t i o n des 

absc i s ses et des coeff ic ients A , se t r ouve donc c o n s i d é r a b l e m e n t s im­

plif iée par ces h y p o t h è s e s . 

De l'équation en z. — F o r m o n s ma in t enan t l ' équa t ion en z. On 

peu t y a r r ive r de d e u x m a n i è r e s , so i t en faisant dans le p r emie r m e m b r e 

la subs t i tu t ion soit en c h e r c h a n t la (m + 1 )ième
 d é r i v é e 

de . On a r r i v e , dans les d e u x cas , à l ' équa t ion 

(9) 

dont la loi des t e rmes est bien é v i d e n t e . N o u s la d é s i g n e r o n s , pour 

s impl i f i e r , par Z = o . 

On peu t vér i f ie r ce d é v e l o p p e m e n t à posteriori, en d é m o n t r a n t que 

s'il est vra i p o u r l ' e x p o s a n t m + 1, il sera e n c o r e vrai pou r l ' e x p o ­

sant m + 2 On a 



d ' o ù , en a p p l i q u a n t la f o r m u l e s y m b o l i q u e , 

dans l a q u e l l e U et Y sont des fonc t ions q u e l c o n q u e s de z, et où les 

e x p o s a n t s d o i v e n t ê t re r e g a r d é s c o m m e des i n d i c e s de d é r i v a t i o n , 

car les dé r ivées d ' o rd re s u p é r i e u r à la t r o i s i ème de 1 — z2 sont n u l l e s . 

A d m e t t o n s donc q u e le p r e m i e r m e m b r e de l ' équa t i on Z = o repré­

sen te , à un fac teur cons tan t p rès , le d é v e l o p p e m e n t de 

n o u s t r o u v o n s i m m é d i a t e m e n t , en n é g l i g e a n t ce coef f ic ien t , que le 

p r e m i e r t e rme du d é v e l o p p e m e n t de est 

P o u r fo rmer le coeff ic ient du ternie g é n é r a l de d e g r é m — 2k, c 'es t -

à-dire d u (k + 2 ) i è m e t e r m e , nous r e m a r q u e r o n s q u ' i l ne d é p e n d q u e 

des t e rmes de d e g r é m — 2k + 1 et m — 2k — 1 du d é v e l o p p e m e n t 

p r é c é d e n t . O r , si l 'on d é s i g n e par B le coeff ic ient de z

m ~ 2 k + l , ce lu i 

de zm~2li-' est , d ' ap rè s la l o i , 

et not re coeff ic ient i n c o n n u est la s o m m e des qua t r e t e rmes 



Mettons en f ac teu r , et ce t te s o m m e dev ien t 

la s o m m e des d e u x p r e m i e r s t e rmes ent re pa ren thèses s ' annu le p o u r 

m = — 2; on peu t donc me t t r e m + 2 en fac teur , et l ' on t r o u v e 

ou b i en , en s impl i f ian t et d iv i san t par 2 (2m + 3 ) , 

d 'où l 'on conc lu t q u e la lo i est g é n é r a l e . 

Remarque. — Ce d é v e l o p p e m e n t , c o m p a r é à ce lu i q u ' o n ob t i end ra i t 

en r e m p l a ç a n t dans le p r e m i e r m e m b r e de l ' équa t i on X = o , s impl i f i ée 

par nos h y p o t h è s e s , x par -——•> fourn i t une sér ie de s o m m a t i o n s inté­

ressan tes sur l e s q u e l l e s n o u s n ' i n s i s t e rons p a s . 

C A L C U L D E S C O E F F I C I E N T S A . — On peu t r a m e n e r le c a l cu l des 

coeff ic ients A donnés par la fo rmule ( 7 ) à ce lu i de s v a l e u r s q u e p rend 

une fonc t ion r a t i onne l l e et en t i è re de x pou r l es v a l e u r s de cet te va ­

r i ab le qui son t les r ac ines de l ' é q u a t i o n X = o ; on a, en effet , 

donc le d é n o m i n a t e u r est la v a l e u r que p rend la fonct ion 

p o u r x ~- xk. 

P o u r me t t r e le n u m é r a t e u r sous une forme a n a l o g u e , n o u s r emar ­

q u e r o n s q u ' e n faisant la d iv i s ion par x' — a du p o l y n ô m e en t i e r , 



on a p o u r q u o t i e n t 

ou b i e n , en l ' o r d o n n a n t par r a p p o r t à « , 

et d é s i g n a n t par la fonc t ion en t i è re d u d e g r é n en x1, 

N o u s en c o n c l u o n s i m m é d i a t e m e n t 

après avo i r posé , p o u r a b r é g e r l ' é c r i t u r e , 

Le n u m é r a t e u r de A A n ' e s t d o n c au t r e chose q u e la v a l e u r q u e 

prend p o u r x = xk la fonc t ion 

N o u s s o m m e s d o n c r a m e n é s à c a l c u l e r les v a l e u r s q u e p r end la frac­

t ion r a t i onne l l e 

( 9 ) 

pour les v a l e u r s de x, x 0 , x{, . . . , x m , q u i sont les r ac ines de l ' é q u a ­

t ion X = o . 

V o i c i une m é t h o d e g é n é r a l e a u t r e q u e ce l l e s de G a u s s e t d ' A b e l p o u r 

r e m p l a c e r dans un c a l c u l a n a l o g u e la f rac t ion r a t i onne l l e par une 

fonc t ion en t i è re : 

4 



Soi t à c a l cu l e r les v a l e u r s q u e p r end la fract ion r a t i onne l l e 

p o u r les r ac ines d ' u n e é q u a t i o n a l g é b r i q u e en t i è re X = o , et p r o p o ­

sons -nous de d é t e r m i n e r un p o l y n ô m e en t i e r qu i p r enne p o u r l es m ê m e s 

va l eu r s de x les m ê m e s v a l e u r s n u m é r i q u e s q u e cet te f rac t ion . 

Il en ex i s te une infini té : en effet , c o n s i d é r o n s la f rac t ion 

dans l aque l l e f1 (x) d é s i g n e u n p o l y n ô m e en t i e r de d e g r é au m o i n s 

éga l à ce lu i de F (x) d i m i n u é d ' une un i t é ; il est év iden t q u e p o u r les 

rac ines de l ' é q u a t i o n X = o e l l e p r end les m ê m e s v a l e u r s q u e 

Or on pour r a t ou jou r s d é t e r m i n e r les coef f ic ien ts de f, (x) de man iè re 

à r endre la d iv is ion du n u m é r a t e u r par le d é n o m i n a t e u r poss ib le ; ca r , 

en faisant cet te d iv i s ion e t poussan t l ' o p é r a t i o n j u s q u ' à ce q u ' o n t rouve 

un reste de d e g r é i n f é r i eu r à F (x), on aura , en é g a l a n t ce reste à z é r o , 

que l que soi t x, au p lus au tan t d ' é q u a t i o n s q u ' i l y a de coeff ic ients 

i n d é t e r m i n é s dans f, (x). C o m m e d ' a i l l eu r s toutes ces é q u a t i o n s sont 

du p r e m i e r d e g r é pa r r a ppo r t à ces coe f f i c i en t s , il sera t rès-faci le de 

les d é t e r m i n e r , e t pa r su i t e de conna î t r e le q u o t i e n t c h e r c h é , dont les 

coeff ic ients sont e u x - m ê m e s des fonc t i ons l i néa i r e s de c e u x - l à . 

La ques t ion peu t d o n c ê t re r e g a r d é e c o m m e r é s o l u e , et l ' on voit 

q u ' i l ex i s t e u n e inf ini té de m a n i è r e s de le faire ; ca r , si l ' on a p lus 

d ' i n c o n n u e s q u e d ' é q u a t i o n s , on p o u r r a d o n n e r des v a l e u r s a rb i t r a i r e s 

à un cer ta in n o m b r e d 'en t re e l l e s . On ob t i end ra d ' a i l l e u r s le q u o t i e n t 

le p lu s s imp le en p renan t le p o l y n ô m e i n d é t e r m i n é f, (x) d 'un d e g r é 

m o i n d r e d 'une uni té q u e ce lu i de F ( x ) . 

On p e u t e n c o r e s impl i f ie r ce c a l c u l par la r e m a r q u e su ivan t e : 

soit ep(x) le q u o t i e n t t r ouvé c o m m e n o u s v e n o n s de le d i r e , on doi t 

avo i r 

d 'où l 'on t i re 



Le p o l y n ô m e c h e r c h é <p(a?) est d o n c ce lu i par l eque l il faut mu l t i ­

p l ie r la fonct ion F(x) p o u r q u e la d i f fé rence 

soit e x a c t e m e n t d i v i s i b l e par X . P o u r le d é t e r m i n e r , il faudra faire la 

d iv i s ion et éc r i re q u e le res te est nul que l q u e soi t x. 

Mais cet te m é t h o d e , b o n n e en g é n é r a l , d o n n e r a i t d i f f ic i lement la loi 

du résu l ta t dans le cas p a r t i c u l i e r qu i n o u s o c c u p e . On la r e m p l a c e 

a v a n t a g e u s e m e n t , l o r s q u e l 'on s u p p o s e a = o et i = 1, par l es c o n s i d é ­

ra t ions s u i v a n t e s a n o l o g u e s à c e l l e s d o n t se s e rven t Gauss et M. Chr i s ­

toffel . 

Si l 'on d é s i g n e par P(x) ce q u e d e v i e n t X dans les h y p o t h è s e s de 

y. — o et i — 1, les coeff ic ients A sont d o n n é s par la fo rmule 

où a d é s i g n e l ' une q u e l c o n q u e des r ac ines de l ' é q u a t i o n P ( x ) = o . 

C h a n g e o n s de va r i ab l e en posant P(x) d e v i e n t 

x — a se t r ans fo rme en , si l 'on d é s i g n e 

par u une r ac ine de l ' é q u a t i o n Z = o ; enfin P ' ( u ) peu t ê t re r e m p l a c é 

par . On a donc 

car pour x = o , on a z = — 1, et p o u r x = 1, on a z — 1. 

R e m a r q u o n s m a i n t e n a n t q u ' o n a i d e n t i q u e m e n t 

ou b ien e n c o r e , en ef fec tuant 

4-



et , si l 'on p o s e , p o u r s impl i f ie r l ' é c r i t u r e , 

ce t te éga l i t é se t rans forme en d e r n i e r l i e u dans la su ivan t e : 

(10) 

On r econna î t i m m é d i a t e m e n t q u e P 1 ( M ) est un p o l y n ô m e en t ie r et 

r a t ionne l du d e g r é m, ca r la fonc t ion Z — Z ( u ) , q u i est d u d e g r é m + 1, 

est e x a c t e m e n t d iv i s ib l e par z — u, et l ' i n t é g r a t i o n n ' a l t è re pas le d e g r é 

du quo t i en t par r a p p o r t à u. Q u a n t à P 2 ( U ) , c 'es t un d é v e l o p p e m e n t en 

sé r i e , o r d o n n é s u i v a n t les p u i s s a n c e s c ro i s san tes de , qu i est p r ivé 

de ses m + 1 p r e m i e r s t e rmes ; on a, en effet , 

ou b ien 

car l ' e n s e m b l e des m + 1 p r e m i e r s t e rmes s ' é v a n o u i t en ve r tu de not re 

t h é o r i e , qu i n o u s a p p r e n d q u e l ' i n t é g r a l e e x a c t e de la fonc t ion 

ent re les l im i t e s — 1 e t + 1, est é g a l e à la va l eu r q u e donne la m é ­

thode a p p r o c h é e , c 'es t -à-d i re à o . 

Cela p o s é , on t r o u v e , en p r e n a n t les dé r i vée s des d e u x m e m b r e s de 

l ' éga l i t é (10) pa r r a p p o r t à u, 

et en p renan t e n c o r e u n e fois les d é r i v é e s , ap rè s avo i r m u l t i p l i é par 



u2 – 1, il v i e n t 

Cet te é g a l i t é , c o m b i n é e par vo i e d ' add i t ion avec l ' é g a l i t é (10), dont 

on a p r é a l a b l e m e n t m u l t i p l i é les d e u x m e m b r e s par un fac teur con­

stant — K , nous d o n n e 

ce qu i e x i g e q u e l ' on ait i d e n t i q u e m e n t , pou r une va l eu r convenab l e 

de K , 

(11) 

(12) 

(13) 

La p r e m i è r e de ces t ro i s é g a l i t é s , qu i en t r a ine é v i d e m m e n t les d e u x 

au t r e s , r é su l t e de ce q u e les p r o d u i t s de la fonct ion ou 

b i e n pa r son t de m ê m e fo rme ; mais on peu t e n c o r e 

la p r o u v e r de la m a n i è r e su ivan t e : il r é su l t e de no t re t héo r i e que la 

fonc t ion Z es t déf inie par l ' é g a l i t é 

dans l a q u e l l e f(u) est u n e fonc t ion en t iè re q u e l c o n q u e de d e g r é au 

p lus é g a l à m ; pa r c o n s é q u e n t , tou te fonc t ion en t iè re du d e g r é m + 1 

q u i j o u i t de la m ê m e p r o p r i é t é , c ' e s t - à - d i r e te l le q u e l 'on a i t , en l ' a p ­

pe l an t 



ne diffère d 'e l le q u e par un fac teur cons tan t , car e l le doi t s ' annu le r 

p o u r les m ê m e s va l eu r s de la v a r i a b l e . N o u s n ' a v o n s donc q u ' à p rouver 

l ' éga l i t é 

or , l ' i n t ég ra t ion par par t ies nous d o n n e 

et , c o m m e on t r o u v e de m ê m e 

il v ient 

car est un p o l y n ô m e en t i e r d o n t le d e g r é est au plus 

éga l à m; donc les d e u x fonc t ions Z ( U ) et ne dif­

fèrent q u e par un fac teur cons t an t . 

P o u r d é t e r m i n e r ce fac teur cons t an t , on r e m a r q u e q u e le p r e m i e r 

t e rme de Z ' ( U ) est (m+1)zm, et q u e par sui te le p r e m i e r t e rme de 

le fac teur K est d o n c é g a l 

A j o u t o n s m a i n t e n a n t l es éga l i t é s ( 1 1 ) et ( 1 2 ) , ap rès avo i r m u l t i p l i é la 

p r e m i è r e par P1 (u) et la s e c o n d e par — Z (u), i l v i en t 

d 'où l 'on c o n c l u t par i n t é g r a t i o n 

( 4 ) 

et l 'on p e u t , avan t d ' a l l e r p l u s l o i n , r e m a r q u e r , c o m m e G a u s s , q u ' i l 



résul te de ce t te é g a l i t é ( c a r C n ' e s t pas n u l ) q u e Z ( u ) et Z ' ( U ) ne sau­

ra ient s ' annu le r p o u r la m ê m e v a l e u r de u, et q u e , par c o n s é q u e n t , 

l ' équa t ion Z = o n 'a pas de r ac ines é g a l e s . 

L ' é g a l i t é ( 1 4 ) , l o r s q u e l'on ne d o n n e à u q u e des va l eu r s qu i sont 

rac ines de l ' é q u a t i o n Z ( U ) — o , se r édu i t à 

et c o m m e dans ces h y p o t h è s e s P1(u) dev ien t le numéra t eu r de A . on a 

les d e u x fo rmes 

la p r e m i è r e a été d o n n é e par G a u s s , et la s econde est de M. Chr is tof fe l . 

Il nous reste à t r o u v e r la v a l e u r de la cons tan te C. Or on t r o u v e , en 

faisant u = 1 dans l ' é g a l i t é (14), d 'où 

C h e r c h o n s donc la va leur q u e p rend la fonct ion Z pour u — i . O n a 

et par su i te tout r e v i e n t à c h e r c h e r la v a l e u r q u e prend le n u m é r a t e u r 

p o u r u = 1. 

Posons d 'une man iè re g é n é r a l e 

il v i e n t , en a p p l i q u a n t le d é v e l o p p e m e n t dont nous nous s o m m e s déjà 

se rv i s , 

et si l 'on adme t , ce q u ' i l est faci le de vér i f ier de p r o c h e en p r o c h e , que 



la fonct ion 

est nu l l e p o u r u = 1 toutes les fois q u e p est i n fé r i eu r à q, on a s im­

p l e m e n t , dans la m ê m e h y p o t h è s e de u = 1, 

et par sui te n o u s avons la sér ie d ' é g a l i t é s 

dont le p rodu i t n o u s d o n n e 

S u b s t i t u o n s dans Z ( 1 ) , et nous t r o u v o n s 

ou , ce qu i est la m ê m e chose i d e n t i q u e m e n t , 

ou b ien enf in , en e n l e v a n t le fac teur 2 m + 1 . 1. 2 . 3 . . . m(m + 1) c o m m u n 

au n u m é r a t e u r et au d é n o m i n a t e u r , 

2° C A S ou n E S T P A I E . — Si n es t pa i r et é g a l à 2m, on ne peu t an­

nu le r q u e m coef f ic ien t s , e t par c o n s é q u e n t on n 'a q u e m é q u a t i o n s 

p o u r d é t e r m i n e r les m + i i n c o n n u e s œ„, xK, a ? 2 , . . . , x m . Il y a donc 

u n e infini té de m a n i è r e s de r é s o u d r e la q u e s t i o n , p u i s q u e l ' u n e de ces 



quan t i t é s res te i n d é t e r m i n é e . L e s é q u a t i o n s q u i l es l i en t en t re e l l e s son t , 

en se r epor t an t aux é q u a t i o n s g é n é r a l e s ( 5 ) , où l 'on fait n = 2m et 

q — m, 

C o m m e on p e u t se d o n n e r u n e n o u v e l l e re la t ion a rb i t r a i r e , n o u s po­

se rons la (m + 1)ième équa t i on 

et x 0 , x , , . . . , xm s e ron t e n c o r e l es r a c i n e s de l ' équa t ion X(x') = o 

q u e n o u s avons fo rmée dans le cas p r é c é d e n t . 

P r o p o s o n s - n o u s d e v o i r ce q u e d e v i e n n e n t ces n o m b r e s , l o r s q u e l 'on 

v e u t q u e l ' un d ' e u x soi t éga l à z é r o , c 'es t -à-di re l o r s q u ' o n v e u t se se rv i r 

de l ' o r d o n n é e à l ' o r i g i n e . Il suffit de r e m a r q u e r q u e l ' é q u a t i o n type 

qui peu t s ' écr i re 

(6) 

dev ien t , dans l ' h y p o t h è s e de x0 — o , 

On en c o n c l u t q u e les é q u a t i o n s qu i d é t e r m i n e n t x t , x 2 , . . ., xm sont 
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dans cet te h y p o t h è s e , 

(7) 

et par sui te l ' équa t ion des absc i sses est 

car ces é q u a t i o n s ne d i f f è ren t de ce l l e s q u e n o u s avons t ra i tées dans le 

cas p r é c é d e n t q u e par le c h a n g e m e n t de a en x -+- i, et de m en m — 1. 

D a n s le cas pa r t i cu l i e r où l 'on a « = o et i = 1, ce t te équa t ion 

dev ien t 

et les o r d o n n é e s ne sont p l u s , c o m m e dans le cas o ù n est i m p a i r , 

s y m é t r i q u e s par r appor t a u x e x t r ê m e s , ca r , ap rès le c h a n g e m e n t 

de x en , ce t te é q u a t i o n con t i end ra i t des t e rmes de par i té d i f fé­

r e n t e . 

C h e r c h o n s de m ê m e à d é t e r m i n e r les n o m b r e s x0, x1,... xm, de 

m a n i è r e que l 'un d ' e u x , xm par e x e m p l e , so i t éga l à 1 ; c ' es t -à -d i re , 

v o y o n s q u e l l e s sont les o r d o n n é e s qu i d o i v e n t m a r c h e r avec la der­

n i è r e . 

L e s é q u a t i o n s du p r o b l è m e s ' ob t i ennen t , dans ce cas , en faisant 

x0 = 1 dans l ' équa t ion t y p e ( 6 ) , et sont 



Si l 'on y fait a. — o et i — i , e l l e s d e v i e n n e n t des c o n s é q u e n c e s des 

é q u a t i o n s ( 7 ) , où l 'on au ra i t c h a n g é x en 1 — x', ap rès y avo i r fait 

les m ê m e s h y p o t h è s e s . La de rn iè re d e v i e n t , en effet, 

ou b ien 

l ' avan t -de rn i è re , q u i est a lors 

peu t s ' éc r i re 

et d e v i e n t , en ve r tu de la p r é c é d e n t e , 

e t ainsi de su i t e . O n en c o n c l u t q u e , dans ces h y p o t h è s e s , 

Les ordonnées qui marchent avec l'ordonnée à l'origine sont symé­

triques de celles qui marchent avec l'ordonnée extrême. 

Mais il faut b i en r e m a r q u e r q u e ce la n 'es t v ra i q u e si l ' on s u p p o s e 

a — o et i — 1 ; sans c e l a , les de rn i è r e s t r ans fo rma t ions ne pour ra i en t 

p lus se f a i r e . 

5. 



Les coefficients A correspondants aux ordonnées également distantes 

des extrêmes dans les deux cas sont d'ailleurs égaux. 

La fo rmule 

qui d o n n e les p r e m i e r s , se t r a n s f o r m e , en effet, dans ce l l e qui donne 

les s e c o n d s par le c h a n g e m e n t de x en i — x', qui n ' a l t è re pas les 

l imi tes de l ' i n t é g r a t i o n . 

D ' a p r è s c e l a , si l ' a i re d 'un s e g m e n t p a r a b o l i q u e de d e g r é 2m est 

e x p r i m é e par la f o r m u l e 

dans l a q u e l l e y0 es t l ' o r d o n n é e à l ' o r i g i n e , et Ak, yk, le coeff ic ient et 

l ' o rdonnée c o r r e s p o n d a n t s au n o m b r e xk, e l le le sera auss i par la for­

m u l e 

dans l a q u e l l e y'k est l ' o r d o n n é e c o r r e s p o n d a n t e au n o m b r e 1 — xk. On 

a donc ent re tou tes ces o r d o n n é e s la r e l a t i on 

qui est l ' e x p r e s s i o n d 'un t h é o r è m e g é n é r a l sur les p a r a b o l e s . 

Il ne n o u s res te p l u s , avan t de passe r a u x a p p l i c a t i o n s de cet te 

théor ie , q u ' à é n o n c e r le t h é o r è m e s u i v a n t q u i en es t le r é s u m é , et qu i 

est en m ê m e t e m p s la g é n é r a l i s a t i o n de ce lu i de Gauss : 

T H É O R È M E . — L'aire ydx est la même pour toutes les paraboles 

comprises dans la forme générale 

qui ont les m + 1 ordonnées communes y0, y,,..., ym que définit l'equa-



lion X(x') = o , pourvu que p. soit au plus égal à m, et celle aire est 

donnée par la formule 

dans laquelle A 0 , A , , . . . , Am sont les nombres que nous savons calculer. 

§ III. — A p p l i c a t i o n aux quadratures approchées. 

V e u t - o n m a i n t e n a n t é v a l u e r u n e a i re q u e l c o n q u e 

on r e m a r q u e r a q u ' i l r ésu l te de no t re théor i e q u e , si l 'on ca l cu l e cet te 

a i re pa r la fo rmule 

dans l a q u e l l e y0, y,, y2,..., ym son t les v a l e u r s de la fonc t ion y (x) 

c o r r e s p o n d a n t e s a u x r a c i n e s de l ' équa t i on X = o m u l t i p l i é e s pa r h, 

et A 0 , A , , A 2 , . . . , A m les n o m b r e s p r é c é d e m m e n t déf in is , on aura rem­

p lacé dans les l imi t e s c o n s i d é r é e s la c o u r b e y — tp (x) par une p a r a ­

bole de deg ré a + ( 2 m + 1 ) i , ayan t a v e c e l l e les m + 1 o r d o n n é e s 

c o m m u n e s y0, y i t y3,..., ym. Ce t te pa r abo l e n 'es t d ' a i l l eu r s pas dé ter ­

m i n é e c o m p l è t e m e n t par c e s o r d o n n é e s , e t , p o u r a c h e v e r sa dé t e rmi ­

n a t i o n , on p e u t s 'en d o n n e r m + 1 au t res a rb i t r a i r e s p r i ses ou non 

p a r m i ce l l e s de la c o u r b e p r o p o s é e , car l ' a i re es t définie e n t i è r e m e n t 

par l es m + 1 p r e m i è r e s ; m a i s , si l 'on v e u t p a r l e r a u x y e u x , on les 

p r end ra pa rmi ce l l e s de cet te c o u r b e , et on les cho i s i r a de m a n i è r e à 

fa i re , au t an t q u e pos s ib l e , péné t r e r la pa r abo l e d ' a p p r o x i m a t i o n dans 

tou tes ses i r r é g u l a r i t é s . 

En g é n é r a l , il sera p l u s s i m p l e de s u p p o s e r a. = o et i = i , car ces 

h y p o t h è s e s p e r m e t t e n t , c o m m e on l 'a v u , d ' aba i s se r de m o i t i é le d e g r é 

de l ' é q u a t i o n a u x absc i s ses en n o m b r e m i n i m u m et s impl i f i en t l e ca l ­

cu l des coeff ic ients A . C e p e n d a n t , d a n s ce r t a ins cas , i l v a u d r a m i e u x 

leur d o n n e r une v a l e u r c o n v e n a b l e . A i n s i , par e x e m p l e , si la c o u r b e 



y — o (x) a un po in t de con tac t m u l t i p l e a v e c l ' a x e des x à l ' o r i g i n e , 

en donnan t une ce r t a ine v a l e u r à oc on r e m p l a c e cet te c o u r b e pa r une 

au t re ayan t é g a l e m e n t un con tac t m u l t i p l e à l ' o r i g i n e avec l ' a x e des x, 

et l 'on peu t d i re a lors q u e , si le c o n t a c t est d ' o rd re a, l e s d e u x c o u r b e s 

ont a po in t s c o m m u n s de p lus c o n f o n d u s en u n s e u l . 

Limite supérieure de l'erreur commise. — On peu t avo i r u n e l imi te 

s u p é r i e u r e de l ' e r r eu r c o m m i s e dans l ' a p p l i c a t i o n de ce t te m é t h o d e 

en o p é r a n t c o m m e il su i t : On c o m m e n c e r a par fo rmer l ' é q u a t i o n 

y = • (x) de la p a r a b o l e d ' a p p r o x i m a t i o n a y a n t avec la c o u r b e p roposée 

les m + 1 o r d o n n é e s c o m m u n e s q u e déf in i t l ' é q u a t i o n X = o et m + 1 

au t r e s a rb i t r a i r e s , q u e l 'on chois i ra de m a n i è r e à faire péné t r e r ce t te 

pa rabo le dans toutes les i r r é g u l a r i t é s de la c o u r b e c o n s i d é r é e ; pu i s 

on ca l cu le ra l es r ac ines de l ' é q u a t i o n 

qu i se t r ouven t s é p a r é e s dans l ' i n t e rva l l e de x = o à x = h. Cela 

pour ra se faire assez r a p i d e m e n t au m o y e n de la m é t h o d e d ' a p p r o x i ­

mat ion de N e w t o n . O n conna î t r a a ins i les v a l e u r s de x q u i r enden t 

la fonc t ion 

m a x i m u m ou m i n i m u m dans les l imi t e s c o n s i d é r é e s . On c a l c u l e r a les 

va l eu r s c o r r e s p o n d a n t e s de cet te fonct ion avec au tan t d ' a p p r o x i m a t i o n 

que p o s s i b l e , e t , en mu l t i p l i an t c h a c u n e d ' e l l e s par l ' i n t e rva l l e Ax co r ­

r e spondan t , on aura é v i d e m m e n t u n e l i m i t e s u p é r i e u r e de l ' e r r eu r 

c o m m i s e dans ce t i n t e r v a l l e , et l 'on pour ra a ins i c a l c u l e r ces l imi tes 

pour c h a q u e i n t e r v a l l e . L ' e r r e u r c o m m i s e en p lus est p lu s pe t i t e q u e 

la s o m m e de ces l imi t e s qu i c o r r e s p o n d e n t a u x m a x i m u m s , et l ' e r r eu r 

c o m m i s e en m o i n s est p lu s pe t i te q u e la s o m m e de ce l l e s qui co r re s ­

p o n d e n t a u x m i n i m u m s . L a p l u s g r a n d e de ces d e u x s o m m e s est donc 

la l im i t e s u p é r i e u r e c h e r c h é e . 

S ' i l s ' ag i t d ' une fonc t ion <p (x) d é v e l o p p é e en sé r i e , la m é t h o d e de 

q u a d r a t u r e peut r e c e v o i r l ' i n t e rp ré t a t ion s u i v a n t e . So i t 

[ a 4 - b x ' 4 - c x 2 i -t- dx3i4-. . . 4 - to(-«+0< .+. pX^»+^)' -+-...] 



le d é v e l o p p e m e n t en sé r i e de ce t te f o n c t i o n . A p p l i q u e r la m é t h o d e à 

ce l te fonc t ion r ev i en t é v i d e m m e n t à l ' a p p l i q u e r à c h a q u e t e rme ; or 

il r é su l t e du t h é o r è m e par l e q u e l nous avons r é s u m é no t re théor i e que 

cet te m é t h o d e d o n n e la q u a d r a t u r e e x a c t e des 2m + 2 p r e m i e r s 

t e rmes : les e r r eu r s ne c o m m e n c e n t donc q u ' a u (2m + 3 ) i è m e t e r m e , et 

l ' e x p r e s s i o n de l ' e r r eu r c o m m i s e sur ce t e rme sera 

ou b i e n , en met tan t en fac teur , 

On é v a l u e r a i t d ' une m a n i è r e a n a l o g u e l ' e r r eu r c o m m i s e sur c h a c u n 

des t e r m e s s u i v a n t s , et l 'on p o u r r a par c o n s é q u e n t s 'en faire une idée . 

L ' a p p l i c a t i o n de la m é t h o d e de G a u s s , qu i s u p p o s e r a tou jours a — o 

et i = 1 , la issant les e r r eu r s subs i s t e r à par t i r d u d e g r é im 4 - 2 , 

d o n n e r a donc u n e m o i n s g r a n d e a p p r o x i m a t i o n q u e la nôtre dans les 

cas où ces c o n d i t i o n s ne se ron t pas r e m p l i e s ; et ce la a r r i ve r a s o u v e n t , 

car on a t r è s - f r équemmen t des d é v e l o p p e m e n t s de la forme 

ou bien 

A v e c m + 1 o r d o n n é e s , la m é t h o d e de Gauss ne t iendra i t c o m p t e que 

de m + 1 t e rmes de la p r e m i è r e sér ie et de m t e rmes de la s e c o n d e , 

tandis q u e la nô t re re je t tera les e r r eu r s au de là du (2m + 2)ième dans les 

d e u x ca s . Il est v r a i q u e n o u s avons u n e é q u a t i o n du (m + 1 ) i è m e d e g r é 

à r é s o u d r e e t m + 1 coeff ic ients d i s t inc t s à c a l c u l e r , t and is q u e dans 

la m é t h o d e de Gauss il y en aura i t en réa l i t é moi t i é mo ins ; ma i s ce 

son t là des c a l c u l s qu i se font u n e fois pou r tou tes , et don t il n ' y a par 

c o n s é q u e n t pas à teni r c o m p t e . O n a d ' a i l l eu r s le m ê m e n o m b r e de 

v a l e u r s de la fonc t ion à c a l c u l e r dans l es d e u x c a s . Il sera donc c o n v e ­

nable de c a l c u l e r , ou t re les absc i sses e t les coeff ic ients A de G a u s s , les 



n o m b r e s c o r r e s p o n d a n t s q u e n o u s d o n n e no t re théor i e dans les h y p o ­

thèses de a = o et i = 2 , ou b i e n a = 1 et i = 2 . Ce son t les cas 

qui se p résen ten t le p l u s s o u v e n t . 

Evaluation de certains volumes. — T o u t ce q u e n o u s v e n o n s d ' e x p o s e r 

peu t s e rv i r à l ' é v a l u a t i o n du v o l u m e c o m p r i s en t re le plan des xy, un 

p lan pa ra l l è l e q u e l c o n q u e z — h, et l e s sur faces don t les a i res des sec­

t ions pa ra l l è l e s au p lan des xy son t des fonc t ions r a t i onne l l e s et e n ­

t iè res de z . 

Ce v o l u m e est en effet d o n n é pa r l ' i n t é g r a l e 

dans l aque l l e S est une e x p r e s s i o n de la fo rme 

et c ' es t a lo rs une i n t é g r a l e c o m m e ce l l e s q u e n o u s a v o n s c o n s i d é r é e s . 

11 suffira de r e m p l a c e r dans nos é n o n c é s les mots aire, abscisse et or­

donnée par les mot s volume, distance au plan des xy e t section. 

P a r m i les sur faces a u x q u e l l e s ce la p e u t s ' a p p l i q u e r , n o u s c i t e r o n s : 

le cylindre, le conoïde droit, le cône, les surfaces du second ordre en g é ­

n é r a l , toutes les surfaces réglées et l e s surfaces de révolution autour de 

l'axe des z dont la méridienne a pour équation 

§ IV. — Examen de quelques cas particuliers 

N o u s a l lons ma in t enan t faire l ' a p p l i c a t i o n de no t re t h é o r i e a q u e l q u e s 

cas p a r t i c u l i e r s ; n o u s s e rons a ins i c o n d u i t s à un pa r a l l è l e en t re les sur­

faces et les v o l u m e s q u e l 'on c o n s i d è r e d ' h a b i t u d e en g é o m é t r i e , à 

q u e l q u e s é n o n c é s in té ressan t s e t à la n o u v e l l e f o r m u l e de q u a d r a t u r e 

a p p r o c h é e q u e n o u s v o u l o n s p r o p o s e r . 

1° Degré o. — L ' o r d o n n é e de la p a r a b o l e est cons tan te a ins i q u e la 

sec t ion de la sur face : c 'es t le cas de l ' a i re d ' un rectangle ou du v o l u m e 

z'J- ( a -+- èz 1 - t - c z - ' -4-..- -4- /a"' ), 

r - = z a
 (,« 4 - h z l

 4 - c z 2 ' 4 - . • . )• 



d 'un cylindre. Sur face et v o l u m e sont d o n n é s par les f o rmu le s 

2 ° Degré 1. — On a 

c 'es t le cas du trapèze o u du triangle et du conoïde e n g e n d r é par une 

d ro i t e q u i se m e u t en s ' a p p u y a n t c o n s t a m m e n t sur une c o u r b e p lane 

fixe et su r une d ro i t e pa ra l l è l e au p lan de cet te c o u r b e , et en res tant 

tou jour s pa r a l l è l e à un aut re p lan d é t e r m i n é . Il est fac i le de v o i r , 

en effet , q u e l ' a i re d ' une sec t ion q u e l c o n q u e faite dans ce t te sur face par 

un p lan pa ra l l è l e à la c o u r b e d i r ec t r i ce est p r o p o r t i o n n e l l e à la d is ­

tance de ce p lan à la d ro i te d i r e c t r i c e ; e l l e est donc de la fo rme a + bz, 

a é tan t l ' a i re de la c o u r b e d i r e c t r i c e , b u n coef f ic ien t cons tan t et z la 

d i s t ance de la sec t ion au p lan de cet te c o u r b e . 

On p e u t , d ' une inf ini té de m a n i è r e s , é v a l u e r l ' a i re ou le v o l u m e au 

m o y e n de d e u x o r d o n n é e s ou b ien de d e u x s e c t i o n s . En p a r t i c u l i e r , si 

l ' on p r end les o r d o n n é e s ou les s ec t i ons e x t r ê m e s , on t rouve p o u r 

la sur face 

et pou r le v o l u m e 

la p r e m i è r e f o r m u l e d o n n e l ' e x p r e s s i o n c o n n u e de l ' a i re d 'un t r a p è z e . 

S ' i l s ' ag i t d 'un t r i a n g l e , o u bien de la po r t i on du v o l u m e du c o n o ï d e 

c o m p r i s e en t re les d e u x d i r e c t r i c e s , il faut faire yK = o et S , = o ; on 

t r ouve a lors 

L ' é q u a t i o n des absc i s ses en n o m b r e m i n i m u m est du p r e m i e r d e g r é , 

et s 'ob t ien t en fa isant oc = o, i = 1, m = o dans l ' é q u a t i o n g é n é r a l e ; 

c 'es t 

le coe f f i c i en t c o r r e s p o n d a n t A 0 e s t éga l à i . S u r f a c e et v o l u m e s ' ex -

6 

S — Iir,, et V = /iS„. 

y — a - t - bx et S = a -\- bz : 

et 

d'où 



pr imen t donc en fonc t ion de l ' o r d o n n é e m o y e n n e ou de la sec t ion 

m o y e n n e , par les f o r m u l e s 

3° Deuxième degré. — On a 

Ce cas c o m p r e n d : la parabole du second degré, le cône, les surfaces du 

second ordre et tou tes les surfaces réglées. 

II y a une inf ini té de m a n i è r e s d ' e x p r i m e r la surface ou le v o l u m e 

au m o y e n de t ro i s o r d o n n é e s ou de t ro is s e c t i o n s . Si l 'on p r e n d , c o m m e 

Cotes , les e x t r ê m e s et la m o y e n n e , c ' es t -à -d i re si l ' on pose 

on t rouve 

et l 'on a 

En p a r t i c u l i e r , s ' i l s ' ag i t d 'un c ô n e , S 2 = o , et c o m m e on a S 0 = 4 S 1 , 

il v i en t 

c 'es t l ' e x p r e s s i o n c o n n u e du v o l u m e du c ô n e . 

N o u s d é m o n t r e r o n s p lus l o i n , par la g é o m é t r i e é l é m e n t a i r e , la f o r ­

m u l e p r é c é d e n t e , d a n s le cas d ' une sur face r é g l é e et d ' une s p h è r e . Nous 

a l lons , d ' a i l l eu r s , la isser de cô té l es v o l u m e s p o u r ne p lus n o u s o c c u p e r 

q u e des a i res ; il n 'y au ra q u ' à é t end re a u x sur faces ce q u e n o u s d i rons 

pour les pa rabo l e s . 

Dans ce cas , c o m m e n est pa i r et éga l à 2 , on ne peut pas e x p r i m e r 

S = hf„ et V — /iS„. 

y =: a + H- e x ' 1 , 

S = « -+- 6z -+- es'. 



la sur face avec mo ins de d e u x o r d o n n é e s , mais on peu t le faire d ' une in­

finité de m a n i è r e s . 

N o u s s u p p o s o n s tou jours q u e l 'on a a = o e t i = 1. 

P a r m i les sy s t èmes d ' o r d o n n é e s q u e l 'on peu t c h o i s i r , nous r emar ­

q u e r o n s d ' abord ce lu i qu i c o r r e s p o n d a u x r ac ines de l ' équa t ion du se­

cond d e g r é des absc i s ses en n o m b r e m i n i m u m , 

d 'où 

les coeff ic ients c o r r e s p o n d a n t s A 0 et A1 sont é g a u x à , on a d o n c 

N o u s r e t r o u v e r o n s ce t te fo rmule p o u r les pa rabo les du t ro i s i ème de­

g r é , et nous d o n n e r o n s a lors son in t e rp ré t a t ion g é o m é t r i q u e , ainsi que 

son u s a g e p o u r les q u a d r a t u r e s . 

A v e c l ' o rdonnée à l ' o r i g i n e , il faudra i t p r end re l ' au t re m e n é e 

a u x de h ; les coeff ic ients A c o r r e s p o n d a n t s sont d ' a i l l eu r s é g a u x 

a et on a donc 

A v e c l ' o r d o n n é e e x t r ê m e , il faudra i t p rendre l ' au t re m e n é e au t iers 

de h; les coeff ic ients c o r r e s p o n d a n t s sont et et par sui te 

Ces résul ta ts vér i f ien t no t re t h é o r i e g é n é r a l e , et l eur c o m p a r a i s o n 

donne 

ce q u i p r o u v e que : 

Étant données quatre ordonnées équidistantes d'une parabole du second 

degré, la différence des extrêmes est triple de la différence des moyennes. 

6. 



On aura i t un t h é o r è m e a n a l o g u e p o u r l e s su r faces . 

Enfin la r e la t ion q u i l ie l es absc i sses en n o m b r e m i n i m u m é tan t , dans 

ce cas , 

on reconna î t a i s é m e n t q u e l e u r r a ppo r t ne saura i t ê t re c o m p r i s en t re 

et 3 . 

Dans d e u x cas pa r t i cu l i e r s on pou r r a é v a l u e r l ' a i r e ou le v o l u m e au 

m o y e n d ' une seu le o r d o n n é e , c ' es t l o r s q u e a ou b se ront n u l s . S u p p o ­

sons d ' abord q u e b soi t n u l , l ' é q u a t i o n de la c o u r b e est de la fo rme 

et l ' absc isse qu i r é sou t le p r o b l è m e s 'ob t ien t en fa isant , dans no t re 

équa t ion g é n é r a l e , m = o , « = o et i = 2 : e l le d e v i e n t 

le coeff ic ient c o r r e s p o n d a n t est d ' a i l l eu r s A 0 = 1 ; donc 

y0 é tant l ' o r d o n n é e qu i c o r r e s p o n d à 

Si c 'es t le coef f ic ien t a qu i est n u l , l ' é q u a t i o n de la c o u r b e est 

et l 'on ob t i en t l ' absc i sse c h e r c h é e , en faisant dans l ' équa t ion X = o , 

a = 1 , i = 1, m = o ; on t r o u v e a lors 

et l 'on a p o u r coeff ic ient donc 

v 0 é tan t l ' o r d o n n é e c o r r e s p o n d a n t e à 

y — a - \ - ex*, 

d'où 

S = hy\, 

y = x[b - 4 - e x ) , 

d'où 



4° Troisième degré. — L ' é q u a t i o n de la p a r a b o l e est 

Il r ésu l te de not re t h é o r i e , q u e l 'on peut e x p r i m e r l ' a i re ydx d ' une 

infini té de m a n i è r e s , au m o y e n de q u a t r e ou b ien de trois o r d o n n é e s ; 

ma i s q u ' o n ne p e u t le faire q u e d ' u n e seu le m a n i è r e , au m o y e n de 

d e u x . 

E n posan t on t rouve ra i t p o u r A 0 , 

A , , A 2 , A 3 , les n o m b r e s de Co tes , qu i son t : 

A u l i eu de ce s y s t è m e d ' a b s c i s s e s , cho i s i s sons le s u i v a n t , dans 

l eque l x3 est a rb i t r a i r e , 

Il r ésu l te du t h é o r è m e g é n é r a l ( 2 ) q u e n o u s a v o n s d é m o n t r é en c o m ­

m e n ç a n t , q u e n o u s d e v o n s t r o u v e r les n o m b r e s du second d e g r é . 

A 3 é tant n u l . On t r o u v e , en effet , 

donc 

On p e u t d o n c di re q u e : 

Toutes paraboles du second et du troisième degré qui ont trois ordon­

nées communes équidistanles comprennent la même aire entre elles et les 

ordonnées extrêmes. 

Ce q u i n 'es t d ' a i l l e u r s q u ' u n cas p a r t i c u l i e r de not re t h é o r è m e g é ­

n é r a l . 

L ' é q u a t i o n des absc i s ses en n o m b r e m i n i m u m est dans ce cas du 

second d e g r é ; n o u s l ' a v o n s déjà r é s o l u e dans le cas p r écéden t , et n o u s 

y — a bx -+- ex2 -t- clxz. 



savons q u e la sur face est d o n n é e par la fo rmule 

k 0 et y , é tant les o r d o n n é e s de la p a r a b o l e du t ro i s i ème d e g r é co r re s ­

pondan tes à 

Cet te e x p r e s s i o n de l 'a i re d ' un s e g m e n t p a r a b o l i q u e du second ou 

du t ro i s i ème d e g r é est s u s c e p t i b l e de l ' i n t e rp ré t a t ion g é o m é t r i q u e su i ­

van te : 

Soi t A B ab l ' a i re c o m p r i s e en t re la d ro i t e A B , les o r d o n n é e s Aa, Bb 

et l ' a rc ab de pa rabo l e du d e u x i è m e ou d u t r o i s i è m e d e g r é . On t rouve 

les o r d o n n é e s y 0 et y, q u i d é t e r m i n e n t avec A B = h la s u r f a c e , en é le ­

van t au poin t F mi l i eu de A B une p e r p e n d i c u l a i r e F G sur cet te d ro i te 

et d é c r i v a n t , d u po in t B c o m m e cen t r e avec A B p o u r r a y o n , un arc de 

ce rc l e q u i c o u p e ce t te p e r p e n d i c u l a i r e au po in t G ; la l o n g u e u r F G ains i 

FIG. 1. 

dé t e rminée est é g a l e à Si l 'on en p rend le , F H , et q u ' o n rabat te 



FH de par t et d ' au t r e du po in t F sur A B , on ob t i en t les po in t s C et D 

q u i son t les p ieds des o r d o n n é e s c h e r c h é e s , ca r on a é v i d e m m e n t 

et 

Nos o r d o n n é e s sont donc Cc et Dd, et la fo rmule p r o u v e q u e : 

L'aire du segment parabolique A B a b est équivalente à l' aire du trapèze 

A B a ' b ' déterminé avec les ordonnées extrêmes par la droite cd prolongée. 

Ces c o n s t r u c t i o n s , q u i p e u v e n t se faire f ac i l emen t sur le pap ie r et 

m ê m e sur le t e r ra in , pe rme t t ron t d ' é v a l u e r assez a p p r o x i m a t i v e m e n t 

une a i re l i m i t é e par une l i g n e c o u r b e , et en ne faisant q u ' u n n o m b r e 

t rès-res t re int de m e s u r e s . 

Ce r é su l t a t , qu i n ' e s t q u ' u n e app l i c a t i on d u t h é o r è m e de G a u s s , con ­

du i t à la m é t h o d e s u i v a n t e de q u a d r a t u r e a p p r o x i m a t i v e . 

Soi t à é v a l u e r la su r face c o m p r i s e en t re une c o u r b e q u e l c o n q u e ab, 

la d ro i t e A B et les d e u x p e r p e n d i c u l a i r e s Aa, Bb à ce t t e d ro i t e . On 

d iv i se ra d ' abord la base A B en n pa r t i es é g a l e s A C , C D , D E , E B , pu i s 

on p rend ra les m i l i e u x F , G, H, K de c h a q u e p o r t i o n . On fera , su r la 

p r e m i è r e , la c o n s t r u c t i o n que n o u s i n d i q u i o n s tou t à l ' h e u r e pour dé­

t e r m i n e r l es p o i n t s a et (3. On conna î t r a a ins i la l o n g u e u r F a que l 'on 

Fig. 2. 



por te ra à d ro i te et à g a u c h e de c h a c u n des m i l i e u x F , G, H, K , ce qu i 

fournira 2n po in t s 2 , /3, y , è, s, y,... 'Ç, 6. On m e s u r e r a les o r d o n n é e s 

c o r r e s p o n d a n t e s aa.', |3j3', y - / , â&',..., et en c a l c u l a n t la surface par la 

f o r m u l e 

on aura la p lus g r a n d e a p p r o x i m a t i o n q u e l 'on pu i s se ob ten i r en r em­

p laçan t dans c h a c u n e de ses n par t ies ac, cd, de, eb, la c o u r b e c o n s i ­

dérée par une pa rabo l e du t r o i s i è m e d e g r é passan t pa r les po in t s a' et |3' 

ou -/ et â',..., c 'es t -à-di re q u ' o n au ra l ' a p p r o x i m a t i o n de 4n o r d o n n é e s 

dont 2n son t a rb i t r a i r e s . E n p a r t i c u l i e r , on p e u t i m a g i n e r q u ' o n a pr i s 

p o u r o r d o n n é e s a rb i t r a i r e s c e l l e s q u i c o r r e s p o n d e n t a u x 2n po in t s A , 

F , C, G , D , . . . ; on aura a ins i un s y s t è m e de 4 n o r d o n n é e s d o n t 2n son t 

é q u i d i s t a n t e s en t re e l l e s , e t d o n t l ' u n e des 2n au t r e s est s i tuée en t re 

d e u x des p r é c é d e n t e s . 

On peu t e n c o r e r édu i r e le n o m b r e des m e s u r e s q u e nécess i te cet te 

m é t h o d e ; en effet , m e n o n s les c o r d e s a ' j3 ' , y <? ' , . . . , q u i c o u p e n t les or­

d o n n é e s des p o i n t s F , G , . . . , en F 1 , G 1 , . . . ; il suffira de m e s u r e r les 

n l i g n e s F F 1 , G G 1 , . . . , et c o m m e on a 

la sur face sera d o n n é e par la f o r m u l e 

A i n s i , p o u r avo i r l ' a p p r o x i m a t i o n de 4 n o r d o n n é e s , il suffira de m e s u r e r 

n l i g n e s et la base A B . 

T e l l e est la m a r c h e que l 'on peu t s u i v r e p o u r é v a l u e r a p p r o x i m a t i v e ­

m e n t l 'a i re l i m i t é e pa r u n e l i g n e c o u r b e d o n n é e sur le p a p i e r ou sur \e 

t e r r a in . 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u ' i l s ' ag i s se d ' é v a l u e r une i n t é g r a l e déf in ie 

de la fo rme 



on a p p l i q u e r a la fo rmule 

J 'o . y ( , y2, • • - , y-2l,-\> é tan t les 2n o r d o n n é e s c o r r e s p o n d a n t e s a u x v a ­
l eu r s de x : 

ce n ' es t é v i d e m m e n t au t r e chose q u e la t r aduc t ion a n a l y t i q u e de la mé­
thode g é o m é t r i q u e que nous v e n o n s de d é v e l o p p e r . 

E X E M P L E S : 1.° Calcul de n. — P r o p o s o n s - n o u s , c o m m e a p p l i c a t i o n de 
cet te m é t h o d e , de c a l c u l e r le n o m b r e n pa r la f o r m u l e 

N o u s a u r o n s avec qua t r e o r d o n n é e s , c 'es t -à-d i re en faisant n = 2, 

or on a 

7 



il v ien t d o n c , après subs t i t u t ion , 

ou b i e n , en faisant les r é d u c t i o n s s u c c e s s i v e s , 

Le ca l cu l de cet te f ract ion d o n n e 

or la va l eu r e x a c t e de n est 

l ' e r r eu r c o m m i s e est d o n c p lus pe t i te q u e 0,00002. 

A v e c 6n o r d o n n é e s , c 'es t -à-di re en faisant n = 3 , on t rouve ra i t 

2 0 Calcul de L ( 2 ) . — C a l c u l o n s e n c o r e le l o g a r i t h m e n é p é r i e n de 2 

qu i est d o n n é par la fo rmule 

Les va l eu r s des o r d o n n é e s don t n o u s d e v o n s n o u s s e r v i r sont 

n — 3 , i4 i6og. . . ; 

T: ~ 3 , 1 4 1 . . . ; 

n = 3, i4i5g3. 



on a donc 

ou b i e n , en faisant les r é d u c t i o n s , 

Le c a l c u l de cet te f rac t ion d o n n e 

A v e c s i x o r d o n n é e s on t rouvera i t 

tandis que la va l eu r e x a c t e est 

l ' e r r eu r ne porte d o n c q u e sur la c i n q u i è m e d é c i m a l e , et les c a l c u l s 

sont t r è s - s imp le s . 

G a u s s , avec c inq o r d o n n é e s et des c a l c u l s b e a u c o u p p lus p é n i b l e s , 

t rouvera i t 

et C o t e s , avec d ix o r d o n n é e s , n ' aura i t q u ' u n e d é c i m a l e e x a c t e de p lu s . 

Cet te m é t h o d e donne ra donc dans b e a u c o u p de cas , et t r ès - rap ide­

m e n t , une a p p r o x i m a t i o n suffisante p o u r l ' a i re d ' une su r face c o u r b e ou 

p o u r la v a l e u r d ' une i n t é g r a l e déf in ie . Q u a n t au d e g r é d ' a p p r o x i m a t i o n 

q u ' e l l e fourn i t , on pou r r a le d é t e r m i n e r dans c h a q u e cas pa r t i cu l i e r en 

c h e r c h a n t c o m m e n o u s l ' avons dit d ' u n e m a n i è r e g é n é r a l e une l im i t e 

s u p é r i e u r e de l ' e r r eu r c o m m i s e dans c h a q u e i n t e r v a l l e ; et s ' i l s 'agit 

d ' une fonc t ion d é v e l o p p é e en sé r i e , c o m m e les e r r eu r s dans c h a q u e 

in t e rva l l e ne c o m m e n c e r o n t q u ' a u c i n q u i è m e t e rme de la s é r i e , on verra 

f ac i l emen t de que l o rd re e l l e s son t . 

N o u s t e r m i n e r o n s i c i les a p p l i c a t i o n s q u e l 'on pour ra i t p o u r s u i v r e 

b e a u c o u p p l u s l o i n , en r e m a r q u a n t qu ' i l se ra i t faci le d ' é t ab l i r d ' au t res 

7 . 

L( a) = 0 , 6 9 3 0 7 . . . . 

L( 2 ) = o , 6 9 3 1 3 . . . , 

L( 2 ) 0 ,693147•80. . . ; 

0 , 6 9 3 1 4 1 • • • , 



lo is de q u a d r a t u r e a p p r o x i m a t i v e a n a l o g u e s à la p r é c é d e n t e , en se ser­

v a n t d 'a rcs de p a r a b o l e du c i n q u i è m e , d u s e p t i è m e , du n e u v i è m e , e t c . , 

d e g r é ; m a i s e l l e s s e ra i en t p l u s c o m p l i q u é e s . D a n s tous les c a s , on au ra , 

avec n o r d o n n é e s c o n v e n a b l e m e n t d é t e r m i n é e s , l ' a p p r o x i m a t i o n q u e 

l ' on peut ob t en i r en y j o i g n a n t n au t res o r d o n n é e s c o m p l è t e m e n t a rb i ­

t r a i r e s . 

D i sons enfin q u e l 'on p o u r r a d r e s se r , sans au t re diff icul té q u e la 

l o n g u e u r des c a l c u l s , u n e t ab le d o n n a n t les n o m b r e s x 0 , x t , x 2 , . . . , 

et les coeff ic ients c o r r e s p o n d a n t s A 0 , A 1 , A 2 , . . . p o u r les d i f fé ren ts 

d e g r é s de l ' équa t ion X = o , j u s q u ' a u d i x i è m e , par e x e m p l e ; p o u r cet te 

l imi te e l l e - m ê m e , on n ' aura q u ' u n e é q u a t i o n du c i n q u i è m e d e g r é à ré­

s o u d r e , dans l ' h y p o t h è s e de a = o et i = 1 (*). Si l 'on d o n n a i t d ' au t res 

v a l e u r s à a et i, et il sera bon de le f a i r e , c o m m e nous l ' a v o n s p r o u v é , 

il faudra r é s o u d r e une é q u a t i o n c o m p l è t e du d i x i è m e d e g r é . 

On pour ra é g a l e m e n t c a l c u l e r , une fois p o u r t o u t e s , les p r e m i è r e s 

pu i s sances ou b ien l eu r s l o g a r i t h m e s des n o m b r e s x0, x,, x 2 , . . . . 

§ V , — É t u d e géométrique du volume compris entre une surface 

réglée et deux plans parallèles quelconques. 

N o u s a l lons m a i n t e n a n t d o n n e r une d é m o n s t r a t i o n g é o m é t r i q u e 

p u r e m e n t é l é m e n t a i r e de l ' e x p r e s s i o n q u e fourn i t le t h é o r è m e de Cotes 

p o u r le v o l u m e c o m p r i s ent re une sur face r é g l é e q u e l c o n q u e et d e u x 

p l ans p a r a l l è l e s , et qu i se t r adu i t par l ' é n o n c é su ivan t : 

C o n s i d é r o n s d ' a b o r d le so l ide c o m p r i s en t re d e u x t r i a n g l e s A B C et 

A ' B ' C s i tués dans des p l ans pa ra l l è les e t r e l i é s en t re e u x par des qua ­

dr i l a tè res p l ans ou g a u c h e s A A ' B B ' , B B ' C C , A A ' C C , q u e n o u s r e g a r -

(*) Gauss donne les résultats de ces calculs jusqu'au septième degré inclusivement dans 
les Mémoires de Göttingue. 

Le. volume du solide compris entre deux plans parallèles et une sur-

face réglée quelconque, est égal à la somme des volumes de trois cônes 

ayant pour hauteur commune la demi-distance des bases parallèles, et 

pour bases respectives : l'un la base inférieure, l'autre la base supérieure, 

et le troisième quatre fois la section moyenne. 



d e r o n s c o m m e fo rmés c h a c u n de d e u x t r i a n g l e s , et so i t D E F G H K la 

sec t ion faite dans ce p o l y è d r e par un p lan é g a l e m e n t d i s tan t des d e u x 

bases A B C et A ' B ' C ; ce t te sec t ion est un h e x a g o n e d o n t les s o m m e t s 

Fig. 3. 

sont l es m i l i e u x des d ro i t e s A A ' , A ' B , B B ' , B ' C , CC ' , C ' A . N o u s pou­

v o n s p r e n d r e un p o i n t q u e l c o n q u e O dans le p lan de ce t te s ec t i on , et 

r e g a r d e r ce po in t c o m m e le s o m m e t de p y r a m i d e s a y a n t p o u r bases les 

t r i a n g l e s A B C et A ' B ' C . Ces d e u x p y r a m i d e s ont p o u r h a u t e u r c o m m u n e 

la d e m i - d i s t a n c e des bases pa ra l l è l e s du s o l i d e , e t p o u r bases respec­

t i v e s , l ' une la base i n f é r i e u r e , et l ' au t re la base s u p é r i e u r e d u m ê m e 

s o l i d e . E n l e v o n s ces d e u x p y r a m i d e s , il nous en res te ra s ix au t r e s ayan t 

le m ê m e s o m m e t O et p o u r bases les s i x t r i a n g l e s qu i l i m i t e n t la té ra­

l e m e n t le so l ide p r o p o s é . Or la p y r a m i d e O A A ' B est é g a l e à qua t r e 

fois la p y r a m i d e O D A ' E , p u i s q u ' e l l e s on t m ê m e s o m m e t O et q u e le 

t r i ang le A D E est le q u a r t d u t r i a n g l e A A ' B ; et c o m m e ce t te d e r n i è r e 

p y r a m i d e peu t ê t re c o n s i d é r é e c o m m e a y a n t p o u r s o m m e t le point A ' 

et pou r base le t r i a n g l e O D E , il en r é su l t e q u e la p y r a m i d e O A A ' B est 

é g a l e à qua t r e fois une p y r a m i d e ayan t p o u r h a u t e u r la demi -d i s t ance 



des p lans A B C et A ' B ' C , et pou r base une por t ion O D E de la sec t ion 

m o y e n n e . 

P o u r la m ê m e r a i son , la p y r a m i d e O A ' B B ' est é g a l e à qua t r e fois la 

p y r a m i d e O E F B , q u i peu t ê t re r e g a r d é e c o m m e a y a n t p o u r s o m m e t le 

po in t B , c 'es t -à-di re p o u r h a u t e u r c e l l e de la p r é c é d e n t e , et p o u r base 

le t r i a n g l e O E F de la sec t ion m o y e n n e . 

Le m ê m e r a i s o n n e m e n t se r épé t e ra i t pou r les q u a t r e au t res p y r a m i d e s . 

L e s s ix p y r a m i d e s c o n s i d é r é e s p e u v e n t donc ê t re r e m p l a c é e s par q u a t r e 

fois s ix au t res p y r a m i d e s a y a n t p o u r h a u t e u r la d e m i - h a u t e u r du s o l i d e 

et p o u r bases les s i x t r i ang l e s don t se c o m p o s e la sec t ion m o y e n n e ; e t , 

par c o n s é q u e n t , on peu t r e m p l a c e r l eu r s o m m e par une seu le py ra ­

mide ayan t la m ê m e h a u t e u r et p o u r base qua t r e fois la sec t ion 

m o y e n n e . 

Le p o l y è d r e c o n s i d é r é est d o n c la s o m m e de t ro is p y r a m i d e s ayan t 

p o u r h a u t e u r c o m m u n e la m o i t i é de sa h a u t e u r , e t , p o u r bases r e spec ­

t ives , l ' une sa base i n f é r i eu r e , l ' au t re sa base s u p é r i e u r e , e t la t r o i s i ème 

qua t r e fois sa sec t ion m o y e n n e . 

Remarque. — L e m ê m e é n o n c é c o n v i e n t é v i d e m m e n t au cas où l ' un 

des d e u x t r i a n g l e s de base se r édu i r a i t à u n e l i gne d r o i t e , ca r no t re ra i ­

s o n n e m e n t est i n d é p e n d a n t de la pos i t ion du po in t C , et l ' on peu t s u p ­

pose r qu ' i l v i e n n e c o ï n c i d e r avec le s o m m e t B ' . 

Cela posé , c o n s i d é r o n s le p o l y è d r e c o m p r i s en t re d e u x p o l y g o n e s 

d 'un n o m b r e q u e l c o n q u e de cô té s , dont les p l ans sont p a r a l l è l e s , et 

qu i son t r e l i é s en t re e u x par des t r i a n g l e s . On pour r a tou jour s d é c o m ­

pose r ces d e u x p o l y g o n e s en t r i a n g l e s par l eu r s d i a g o n a l e s e t , par su i t e , 

c o n s i d é r e r le p o l y è d r e p roposé c o m m e la s o m m e de p o l y è d r e s a n a l o g u e s 

à ce lu i que n o u s v e n o n s d ' é t u d i e r . 

So i en t P 1 , P 2 , P 3 , . . . les v o l u m e s de ces p o l y è d r e s , ( B 1 , b1, M 1 ) , 

( B 2 . b2, M 2 ) , . . . les bases et sec t ion m o y e n n e de chacun d ' e u x , on a u r a , 

en d é s i g n a n t par h la d i s t ance des d e u x bases p o l y g o n a l e s et t r adu i s an t 

a n a l y t i q u e m e n t le t h é o r è m e que n o u s v e n o n s de d é m o n t r e r . 



et l 'on t r o u v e , en faisant la s o m m e de ces é g a l i t é s , la fo rmule 

où V rep résen te le v o l u m e d u p o l y è d r e p r o p o s é , B , b et M ses bases et 

sa sec t ion m o y e n n e . 

De là on passe i m m é d i a t e m e n t au cas d ' u n e sur face r é g l é e q u e l ­

c o n q u e , d é v e l o p p a b l e ou n o n , en i m a g i n a n t q u e le n o m b r e des cô tés de 

nos d e u x p o l y g o n e s a u g m e n t e i n d é f i n i m e n t , l eu r s s o m m e t s se t r ouvan t 

tou jours d e u x à d e u x a u x e x t r é m i t é s d ' une m ê m e g é n é r a t r i c e rec t i -

l i g n e de la surface ; c a r on r e m p l a c e a ins i la sur face c o u r b e p r o p o s é e 

par une su r face p o l y é d r a l e à l a q u e l l e s ' a p p l i q u e le t h é o r è m e , et son 

v o l u m e est la l imi t e d u v o l u m e de ce p o l y è d r e . A i n s i se t rouve d é m o n t r é 

le résu l ta t a n n o n c é . 

Cet te d é m o n s t r a t i o n tou t é l é m e n t a i r e d 'un t h é o r è m e t rès -généra l 

pou r r a i t ê t re i n t rodu i t e d a n s l ' e n s e i g n e m e n t , et l 'on en d é d u i r a i t t rès-

a i s é m e n t les e x p r e s s i o n s c o n n u e s du v o l u m e du t ronc de p y r a m i d e et 

d u v o l u m e du t ronc de p r i s m e , a ins i q u e le c u b a g e des mè t r e s de 

p i e r r e s , fossés ou t o m b e r e a u x . O n p o u r r a i t é g a l e m e n t l ' a p p l i q u e r au 

c u b a g e des t roncs d ' a rb r e s et de s t o n n e a u x . 

Volume du segment sphérique. — O n sait q u e le v o l u m e du s e g m e n t 

s p h é r i q u e es t d o n n é , en a p p e l a n t R, r, h les r a y o n s de ses d e u x bases 

et sa h a u t e u r , pa r la f o r m u l e 

Or il est a isé de vér i f ie r q u e le r ayon R' de la sec t ion m o y e n n e est l ié 

a u x r a y o n s des d e u x bases par la re la t ion 

d o n c 



ce qu i p rouve q u e le v o l u m e du s e g m e n t s p h é r i q u e est la s o m m e des 

v o l u m e s de t rois c ô n e s ayan t pour h a u t e u r c o m m u n e la moi t i é de sa h a u ­

teur , et p o u r bases , l 'un la base i n f é r i e u r e , l ' an t re la base s u p é r i e u r e , 

et le t ro i s i ème qua t r e fois la sec t ion m o y e n n e . 

Vu et approuvé. 

Le 21 avril 1868. 
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Permis d'imprimer. 

Le 22 avril 1868. 
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DEUXIÈME THÈSE. 

MÉMOIRE DE MÉCANIQUE A N A L Y T I Q U E . 

SUR LES MOUVEMENTS SIMULTANÉS D'UN SYSTÈME DE POINTS MATÉRIELS 

ASSUJETTIS A RESTER CONSTAMMENT 

DANS UN PLAN PASSANT PAR L'ORIGINE DES COORDONNÉES. 

La ques t ion q u e n o u s n o u s p r o p o s o n s d ' é t u d i e r est la su ivan te : 

Déterminer le mouvement d'un système de points matériels assujettis à 

rester constamment dans un plan passant par un point fixe, soumis à leur 

attraction mutuelle et à celle du point fixe; l 'attraction étant d'ailleurs 

une fonction quelconque de la distance. 

M . B o u r , s ' o c c u p a n t , ap rès M . J. B e r t r a n d , d 'un cas pa r t i cu l i e r de 

ce t te q u e s t i o n , c e lu i o ù l e n o m b r e des po in t s m o b i l e s est r édu i t à d e u x , 

est a r r ivé à r e m p l a c e r les d o u z e i n c o n n u e s d u p r o b l è m e par h u i t au t res : 

l1, l2, l3, l4, 

n1, n2 n3, n4. 

fonc t ions des n e u f q u ' a v a i t déjà t r o u v é e s M . J. B e r t r a n d , et t e l les q u ' o n 

a, p o u r l ' é q u a t i o n d i f fé ren t ie l l e qui défini t les i n t é g r a l e s du p r o b l è m e 

i n d é p e n d a n t e s du t e m p s , c o n f o r m é m e n t au type h a b i t u e l , 

8 



H étant la quan t i t é q u i reste cons tan te en v e r t u du p r i n c i p e des fo rces 

v i v e s ; et son t ravai l se r é s u m e dans le t h é o r è m e s u i v a n t : 

Pour intégrer le problème des Trois corps dans le cas le plus général, il 

suffit de résoudre le cas où le mouvement a lieu dans un plan, et d'avoir 

ensuite égard à une fonction perturbatrice égale au produit d'une con­

stante dépendant des aires par la somme des moments d'inertie des corps 

autour de la trace du plan des Trois corps sur le plan invariable, divisé 

par le carré de la surface du triangle dont ils sont les trois sommets. 

Je suis é g a l e m e n t a r r i v é , en c o n s i d é r a n t un n o m b r e q u e l c o n q u e de 

p o i n t s , à r é d u i r e de qua t r e u n i t é s l e n o m b r e des v a r i a b l e s i n d é p e n ­

dan te s , tout en c o n s e r v a n t a u x d e r n i è r e s é q u a t i o n s l e u r fo rme c a n o ­

n i q u e ; et ce r é su l t a t , q u e M . B o u r a t i ré d ' u n t h é o r è m e d é m o n t r é par lu i 

sur la r é d u c t i o n du n o m b r e des v a r i a b l e s i n d é p e n d a n t e s dans les p ro ­

b l è m e s de m é c a n i q u e , ap rè s avo i r cons t ru i t q u a t r e t a b l e a u x qu i ont d û 

e x i g e r des c a l c u l s t r è s -pén ib l e s , j e l 'a i o b t e n u s i m p l e m e n t et d i rec te ­

men t au m o y e n des t ro is i n t é g r a l e s des a i r e s . 

Enf in j ' a i , c o m m e M . B o u r , r a m e n é l ' é tude d u m o u v e m e n t dans l ' e s ­

pace à ce l l e d u m o u v e m e n t p l a n , p a r la c o n s i d é r a t i o n d ' une fonc t ion 

p e r t u r b a t r i c e qu i c o m p r e n d la s i enne c o m m e cas p a r t i c u l i e r . 

§ I. 

C o n s i d é r o n s un s y s t è m e de po in t s m a t é r i e l s assuje t t i s à res ter c o n ­

s t a m m e n t d a n s un p l an passan t par l ' o r i g i n e des c o o r d o n n é e s e t dés i ­

g n o n s , d ' ap rès l ' u s a g e , par U la fonc t ion des forces q u i ne con t i end ra 

dans son e x p r e s s i o n q u e les d i s t ances des po in t s m o b i l e s en t re e u x , et 

l eu r s d i s tances à l ' o r i g i n e . 

N o u s d é t e r m i n e r o n s a c h a q u e ins tan t la pos i t ion d u plan m o b i l e par 

son i nc l i na i son i su r le p lan des xy et par l ' a n g l e f q u e fait sa t race OR 

su r ce p lan avec O x . C h a c u n des po in t s m o b i l e s sera d ' a i l l eu r s d é t e r m i n é 

dans ce p l an , si l ' on conna î t le r a y o n v e c t e u r OG = r du cen t r e de g r a ­

v i t é G et l ' ang le w q u ' i l fait avec O R , par sa d i s t ance MG = p au cen t re 

de g r a v i t é et par l ' a n g l e 6 q u e fait MG avec GH m e n é e p a r a l l è l e m e n t 

à OR par le po in t G. 



S o i e n t x, y, z les c o o r d o n n é e s du po in t M dont la masse est m: on a, 
pou r les e x p r i m e r en fonc t ion des v a r i a b l e s q u e nous v e n o n s de déf inir , 
les re la t ions 

ou b ien 

Fig. 4. 

et, en p renan t l eurs d é r i v é e s par r appor t au t e m p s , on t r ouve : 

8 . 

x = {Ok-h GH)cos<p -H ( M H -+- G A ) c o s i s i n o , 

r = ( O A -+- G H ) s i r i 9 — ( M H -+- G A ) c o s i c o s o , 

z — M D — B M s i r w = ( M H -+- G A J s i r u , 

x — ( r c o s w -t- p c o s S ) coscp -+- ( r s i n M -+- o s in B ) e o s * s i n o , 

y = ( r cosco -i- p cos(3) s i n 9 — ( r s i n w H- p s in 6) c o s / c o s c p , 

z = (r s in w -+- p s in 0 ) s in / , 



N o u s p o u v o n s ma in t enan t fo rmer l ' e x p r e s s i o n de la demi - fo rce 
v i v e T ; é l e v o n s p o u r ce la l es d e u x m e m b r e s de ces é g a l i t é s au c a r r é , 
pu i s a joutons- les m e m b r e à m e m b r e , il v i e n t , tou tes r é d u c t i o n s fai tes , 

Mul t ip l ions par e t faisons la s o m m e des e x p r e s s i o n s a n a l o g u e s pour 

tous les poin ts m o b i l e s ; il v i e n t , en d é s i g n a n t su ivan t l ' u sage par T la 
q u a n t i t é 

posan t , pou r a b r é g e r l ' é c r i t u r e , 

(1) 



et , en r e m a r q u a n t q u e l 'on a , p u i s q u e G est le cen t r e de g r a v i t é du 

s y s t è m e , 

(2) 

d ' o ù l 'on c o n c l u t , en p renan t les d é r i v é e s par r appor t au t emps , 

(3) 

N o u s d é s i g n o n s par R toute la pa r t i e de T q u i con t i en t les va r i ab l e s i 

et s e x p l i c i t e m e n t , a insi q u e l eu r s dé r i vée s par r appo r t au t e m p s ; et 

l 'on a, en posant e n c o r e 

(4) 

N o u s avons a ins i l ' e x p r e s s i o n de la demi - fo rce v ive T au m o y e n de 

toutes les v a r i a b l e s r, w, i, y, Qk, pk; ma i s tou tes ces v a r i a b l e s ne sont 

pas i n d é p e n d a n t e s , p u i s q u ' e l l e s sont l i ées en t re e l l e s par les r e l a t ions (2) . 

On pour r a d o n c e n c o r e é l i m i n e r l es v a r i a b l e s p et Q c o r r e s p o n d a n t e s à 

l ' u n q u e l c o n q u e des po in t s m o b i l e s . T ne con t i end ra p lus a lors dans 

son e x p r e s s i o n q u e des v a r i a b l e s c o m p l è t e m e n t i n d é p e n d a n t e s au 

n o m b r e de 2 n + 2 , si n es t le n o m b r e des po in t s m o b i l e s ; ce sont les 

va r i ab l e s 

q u e nous d é s i g n e r o n s , pou r nous c o n f o r m e r à la nota t ion hab i tue l l e et 



dans l 'o rdre où e l l e s son t éc r i t e s par 

il ne n o u s reste p lus q u ' à poser su iva n t l ' u s a g e 

et les 2n + 2 é q u a t i o n s du p r o b l è m e s ' o b t i e n d r o n t en d o n n a n t à l ' in ­

d ice k t ou tes l es v a l e u r s , d e p u i s 1 j u s q u ' à 2n + 2 dans l ' équa t ion t y p e 

de L a g r a n g e 

(5) 

où nous d é s i g n o n s par U la fonc t ion des forces e x p r i m é e en fonct ion 

des m ê m e s v a r i a b l e s , ce q u i est p o s s i b l e , p u i s q u e nous avons supposé 

q u ' e l l e ne con t i en t q u e les d i s t ances des po in t s m o b i l e s en t re e u x qui 

sont des e x p r e s s i o n s de la fo rme 

et leurs d i s t ances à l ' o r i g i n e c o m p r i s e s dans la f o r m u l e g é n é r a l e 

Ces é q u a t i o n s se me t t ron t sous la fo rme c a n o n i q u e en posant 

fa isant l ' é l imina t ion des va r i ab l e s q' dans T et dés ignan t par H la 

quan t i t é 

U - T , 

et nous a u r o n s , pou r r é s o u d r e le p r o b l è m e , 2n + 2 c o u p l e s d ' é q u a t i o n s 

de la forme 

(6) 



où se mani fes te i m m é d i a t e m e n t l ' i n t é g r a l e des forces v i v e s 

H = const. 

N o u s a l lons m a i n t e n a n t n o u s p r o p o s e r de vé r i f i e r l es t ro is i n t é g r a l e s 

des a i r e s , et p o u r c e l a il suffit é v i d e m m e n t de vér i f ie r l ' u n e d ' e l l e s , car 

r ien ne d i s t i n g u e les t ro i s a x e s de c o o r d o n n é e s les uns des au t res par 

r appor t à nos po in t s m o b i l e s . 

F o r m o n s donc l eu r s p r e m i e r s m e m b r e s ; on t r o u v e , en posant 

et se r epor tan t a u x re la t ions ( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) et ( 4 ) , 

( 7 ) 

nous ne t r ansc r ivons pas le dé ta i l des c a l c u l s qu i n o u s ont fourni ces 

résu l ta t s et q u i n 'of f rent d ' au t re di f f icul té q u e l e u r l o n g u e u r en é c r i t u r e . 

Or , on r econna î t i m m é d i a t e m e n t q u e n 'es t au t re chose 

q u e ou p3, et c o m m e on a, en v e r t u des é q u a t i o n s ( 6 ) , 

car ni U , ni T , e t , par su i t e , H ne c o n t i e n n e n t pas la va r i ab l e ç e x p l i -



c i t e m e n t , donc 

d 'où 

en d é s i g n a n t par C, une cons tan te a r b i t r a i r e . 

IL en r é su l t e q u e les d e u x au t r e s s o m m e s , , sont 

é g a l e m e n t cons tan te s pendan t tou te la d u r é e du m o u v e m e n t , ou q u e 

l 'on a 

N o u s a l lons m a i n t e n a n t n o u s se rv i r de ces t rois i n t é g r a l e s , don t les 

cons tan tes se ron t d é t e r m i n é e s , u n e fois le p r o b l è m e r é s o l u , par les 

cond i t i ons in i t i a l e s du m o u v e m e n t , p o u r é l i m i n e r les d e u x v a r i a b l e s 

i n d é p e n d a n t e s i et o. 

§ II. 

Réduction du nombre des variables indépendantes. — T o u t ce q u e 

n o u s v e n o n s de d i re se r appo r t e à des a x e s q u e l c o n q u e s de c o o r d o n ­

n é e s , c 'es t -à-di re q u e j u s q u ' à p ré sen t nos v a r i a b l e s i, cp et w sont 

déf inies au m o y e n d 'un plan q u e l c o n q u e fixe passan t par l ' o r i g i n e et 

pr is p o u r p lan des xy. S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u e ce p l an fixe so i t le 

plan du maximum des aires ou plan invariable de Laplace; c 'es t -à-di re 

fa isons un c h a n g e m e n t d ' a x e s de c o o r d o n n é e s , en p r e n a n t p o u r n o u v e l 

a x e des z une l i g n e qu i fasse avec les t ro i s p r e m i e r s des a n g l e s don t les 

cos inus sont é g a u x à 

q u a n d on pose 

Il est év iden t q u e n o u s d e v o n s t r o u v e r i d e n t i q u e m e n t les m ê m e s 



e x p r e s s i o n s p o u r la fonc t ion des forces U e t la demi - fo rce v i v e T . 

c ' es t -à -d i re l es m ê m e s é q u a t i o n s p o u r le m o u v e m e n t . S e u l e m e n t , dans 

ces é q u a t i o n s , les v a r i a b l e s « , œ et i a u r o n t une s ign i f i ca t ion p lus 

res t re in te ; w y r ep ré sen te ra l ' a n g l e du r ayon v e c t e u r OG du cen t re de 

g r a v i t é avec la t race du plan m o b i l e sur le p lan i n v a r i a b l e , a> l ' ang l e 

de cet te t race avec une d ro i t e a rb i t r a i r e fixe m e n é e par l ' o r i g i n e dans 

le p lan i n v a r i a b l e , et i l ' i n c l i n a i s o n du p lan m o b i l e sur ce p l an . 

Il r é s u l t e , d ' a i l l e u r s , de la p r o p r i é t é du p lan i n v a r i a b l e q u e les 

t rois i n t é g r a l e s des a i res p r e n n e n t a lors la fo rme 

(8) 

On sait , en effet , q u e l o r s q u ' o n a la s o m m e des p rodu i t s par les 

masses c o r r e s p o n d a n t e s des a i res déc r i t e s s u r le p lan i n v a r i a b l e par 

les p r o j e c t i o n s des r a y o n s vec t eu r s des d i f fé rents po in t s m o b i l e s , on 

ob t i en t la s o m m e a n a l o g u e sur un plan q u e l c o n q u e en m u l t i p l i a n t lu 

p r e m i è r e par le c o s i n u s de l ' a n g l e des d e u x p l a n s . 

N o u s a v o n s d o n c , en t re les d i f fé ren tes v a r i a b l e s qu i f igurent dans 

les é q u a t i o n s du m o u v e m e n t , les t rois r e l a t ions 

( 9 ) 

( 1 0 ) 

(11) 

L e s d e u x d e r n i è r e s p e u v e n t ê t re r e m p l a c é e s par d e u x au t r e s qu i ne 

c o n t i e n n e n t p lus la va r i ab l e <p e x p l i c i t e m e n t . On les ob t i en t en a j o u ­

tant les é q u a t i o n s ( 1 0 ) et ( 1 1 ) , ap rè s avo i r m u l t i p l i é la p r e m i è r e par 

c o s s , et la s e c o n d e par sin y , ou b ien en r e t r a n c h a n t les d e u x m ê m e s 

é q u a t i o n s , ap rès avo i r m u l t i p l i é la p r e m i è r e par sin e et la s e c o n d e 

9 



par cos p ; on t rouve ainsi 

( 1 2 ) 

(13) 

Si l 'on se r epo r t e m a i n t e n a n t à la v a l e u r de T , on voi t q u ' e l l e ne 

con t i en t pas la v a r i a b l e o , et q u e par c o n s é q u e n t on pou r r a y é l i m i n e r i, 

et au m o y e n des é q u a t i o n s ( 9 ) , (9) et ( 1 3 ) . 

D é v e l o p p o n s les c a l c u l s ; les d e u x d e r n i è r e s é q u a t i o n s d o n n e n t de 

su i te 

e t , en por tan t ces va l eu r s de et dans la par t ie R de t , qu i s eu l e 

con t i en t ces v a r i a b l e s , on t rouve 

s impl i f ian t et met tan t en f ac t eu r , il v i en t 

e x p r e s s i o n q u i p e u t , en d e r n i e r l i e u , s ' éc r i r e 

La m ê m e s u b s t i t u t i o n faite dans l ' équa t i on ( 9 ) nous d o n n e 

o u b ien 



d 'où 

et la va l eu r de R peut a lo r s s ' éc r i re 

on en c o n c l u t d ' a i l l e u r s é g a l e m e n t 

(14) 

N o u s avons a ins i une demi - fo rce v i v e 

(15) 

q u i ne con t i en t p lu s dans son e x p r e s s i o n les v a r i a b l e s i et a, a insi que 

l eurs d é r i v é e s par r appor t au t e m p s ; mais il faut e n c o r e , c o m m e nous 

l ' avons dé jà di t , y r e m p l a c e r les v a r i a b l e s p et B c o r r e s p o n d a n t e s à 

l 'un des po in t s m o b i l e s par l eu r s v a l e u r s en fonc t ion des a u t r e s , t i r ées 

des r e l a t i ons ( 2 ) et ( 3 ) . N o u s s u p p o s e r o n s cet te é l i m i n a t i o n fa i te . 

N o u s a v o n s , par le fait , é l i m i n é d e u x de nos v a r i a b l e s i n d é p e n d a n t e s . 

Si ce t te é l im ina t i on ava i t é té faite au m o y e n de d e u x é q u a t i o n s de la 

fo rme 

ex i s t an t pendan t tou te la du rée du m o u v e m e n t en t re les v a r i a b l e s indé ­

p e n d a n t e s de notre p r o b l è m e , le t e m p s et des cons tan te s a rb i t r a i r e s , 

c 'es t -à-dire au m o y e n de d e u x i n t é g r a l e s c o m p l è t e s q u i p o u r r a i e n t être 

r e g a r d é e s c o m m e r ep ré sen t an t des l i a i sons a u x q u e l l e s son t assujet t is 

tous les po in t s p e n d a n t le m o u v e m e n t , l ia i sons q u ' o n n ' e m p ê c h e r a i t 

é v i d e m m e n t pas d ' ex i s t e r en les r e n d a n t n é c e s s a i r e s , on p o u r r a i t éc r i r e 

i m m é d i a t e m e n t les n o u v e l l e s é q u a t i o n s du p r o b l è m e sous la fo rme 

donnée par L a g r a n g e . Mais il n 'en est pas a i n s i , car nous n o u s s o m m e s 

se rv i s , p o u r a t t e indre ce r é su l t a i , des t rois i n t é g r a l e s des a i res dont 

9. 



les p r e m i e r s m e m b r e s c o n t i e n n e n t les dé r i vée s par r appo r t au t emps 

de nos v a r i a b l e s . 

N o u s s o m m e s d o n c o b l i g é s , p o u r v o i r ce que d e v i e n n e n t l e s é q u a t i o n s 

du p r o b l è m e , d ' e x p r i m e r l es dé r i vée s pa r t i e l l e s de T , r e g a r d é e c o m m e 

fonct ion de tou tes les v a r i a b l e s , au m o y e n des d é r i v é e s pa r t i e l l e s de 

la m ê m e fonct ion mi se sous la forme ( 1 5 ) , ne c o n t e n a n t p lus q u e d e s 

va r i ab l e s i n d é p e n d a n t e s , et q u e n o u s d é s i g n e r o n s , p o u r p l u s de c la r té , 

par T ' . Nous avons déjà r e m a r q u é q u e le p r e m i e r m e m b r e de l ' équa­

tion ( 9 ) n ' es t au t re chose q u e ; il est fac i le de vo i r é g a l e m e n t q u e 

d T 
le p r e m i e r m e m b r e de l ' équa t ion ( 1 2 ) est éga l à et q u e le p r e m i e r 

m e m b r e de l ' équa t ion (15) r ep ré sen te ; n o u s p o u v o n s donc 

les éc r i r e de la m a n i è r e s u i v a n t e : 

(16) 

Cela posé , n o u s a u r o n s 

ou b i e n , en v e r t u des é q u a t i o n s ( 1 6 ) , 

d 'où l 'on t i re 



ou bien e n c o r e , en posan t 

Les é q u a t i o n s de no t re p r o b l è m e d e v i e n n e n t d o n c , en n é g l i g e a n t les 

d e u x a u x q u e l l e s nous avons sat isfai t , ce q u e fou rn i t l ' é q u a t i o n type 

(17) 

q u a n d on y d o n n e à l ' i nd i ce k t o u t e s les v a l e u r s d e p u i s 1 j u s q u ' à 2n. 

Nous n ' avons donc p lus q u e 2n é q u a t i o n s , et les v a r i a b l e s i n d é p e n ­

dantes qu i n o u s res ten t son t 

d é s i g n é e s dans cet o rd re par 

q1, q2, q3...., q4, qn+1, qn+2, qn+3,...,q2n 

Remarque. — P u i s q u ' o n ob t i en t l e s équa t i ons du p r o b l è m e en app l i ­

q u a n t à la fonc t ion T — 0 l ' é q u a t i o n t y p e de L a g r a n g e , ce t t e fonc t ion 

ne doi t d i f férer q u e d 'une cons tan te ou d ' u n e fonc t ion du t emps de la 

demi - fo rce v i v e te l le q u ' o n l ' aura i t o b t e n u e en é l i m i n a n t l es va r i ab l e s i 

et ©, a u m o y e n de d e u x i n t é g r a l e s de la f o r m e 

Il ne nous res te p lus q u ' à a p p l i q u e r à ces équa t i ons la t r ans fo rma t ion 

h a m i l t o n i e n n e , e t n o u s n é g l i g e r o n s d é s o r m a i s l ' a ccen t don t n o u s 

nous s o m m e s se rv is p o u r d é s i g n e r T sous sa n o u v e l l e f o r m e . 

N o u s r e m a r q u e r o n s p o u r ce la q u e no t r e fonct ion T se d é c o m p o s e e n 

d e u x p a r t i e s , l ' une ^- q u i ne c o n t i e n t pas les va r i ab l e s q', e t l ' au t re q u e 

n o u s d é s i g n e r o n s par T 1 , qu i est h o m o g è n e e t du second d e g r é par r ap-



port à ces v a r i a b l e s ; n o u s avons d o n c 

et par c o n s é q u e n t 

L ' é q u a t i o n ( 1 7 ) p e u t d o n c s ' éc r i re 

ou b i e n , en r e m a r q u a n t q u e o , et q u ' o n peu t r e t r anche r 

des d e u x m e m b r e s de ce t te é q u a t i o n , 

(18) 

Si m a i n t e n a n t n o u s posons 

et q u ' a u m o y e n des 2n r e l a t i ons dont ce l l e - l à est le t y p e , on é l i m i n e 

les va r i ab l e s q' dans T 1 , l ' équa t i on ( 1 8 ) r e v i e n t , en ve r tu de la t ransfor­

ma t ion d ' H a m i l t o n , a u x d e u x s u i v a n t e s 

(19) 

où H r ep ré sen te la fonc t ion , c ' es t -à-d i re où l 'on a 

H = U — T , 

H étant la quan t i t é q u i res te cons tan te pendan t tou te la d u r é e du m o u ­

v e m e n t , en v e r t u du p r i n c i p e des fo rces v i v e s . 

Les i n t é g r a l e s du p r o b l è m e i n d é p e n d a n t e s du t emps se ron t donc en­

core déf in ies , c o n f o r m é m e n t au t y p e h a b i t u e l , par l ' é q u a t i o n d i f fé ren-



t i e l le pa r t i e l l e 

(20) 

Calcul de H. — N o u s d e v o n s d ' abo rd r e m p l a c e r , dans la fonc t ion T 

mise sous la fo rme ( 1 5 ) , les v a r i a b l e s par l e u r s v a l e u r s en 

fonc t ion des au t r e s , t i rées des r e l a t ions ( 2 ) et ( 3 ) . P o s o n s , p o u r a b r é g e r 

l ' é c r i t u r e , 

et n o u s a v o n s p o u r d é t e r m i n e r , ou m i e u x , les d e u x 

é q u a t i o n s 

(21) 

on t rouve en les a jou tan t m e m b r e à m e m b r e , après les avo i r é l e v é e s au 

c a r r é , 

( 2 1 b i s ) d 'où 

N o u s a v o n s e n c o r e b e s o i n de c o n n a î t r e mpz ^ - q u i figure dans A : 

p o u r le t r o u v e r , il suffit d ' a jou te r l es é q u a t i o n s ( 2 1 ) , ap rè s avo i r m u l ­

t ip l i é la p r e m i è r e par — p c o s ( w — 0) et la s econde pa r p sin f oi — 5 : 

il v i e n t 



N o u s au rons a lo r s p o u r la demi- fo rce v i v e T , en d i san t une fois p o u r 

tou tes q u e le s i g n e ne s ' é tend p l u s q u ' à n — 1 p o i n t s , l ' e x p r e s s i o n 

(22) 

dans l a q u e l l e on a 

(22 bis) 

11 nous res te ra i t e n c o r e , p o u r c o m p l é t e r l ' é l i m i n a t i o n , à r e m p l a c e r p 

et 6 par l eu r s v a l e u r s en fonc t ion des au t r e s v a r i a b l e s ; ma i s n o u s ne 

ferons pas ce c a l c u l , q u i n 'offre a u c u n e d i f f i cu l té , p o u r fac i l i te r l ' in te r ­

p ré t a t ion des r é su l t a t s . 

In t rodu i sons m a i n t e n a n t les va r i ab l e s p, n o u s a v o n s 

(23) 

(24) 

d'où 

(25) 

(26) 

A j o u t o n s m e m b r e à m e m b r e les éga l i t é s (24) e t toutes c e l l e s du 

g r o u p e (25) , il v i en t 



d 'où 

On a d ' a i l l e u r s , au m o y e n de l ' é g a l i t é (24) , l ' e x p r e s s i o n de , qu i est 

c 'es t -à-di re sa v a l e u r en fonc t ion des n o u v e l l e s v a r i a b l e s . 

P o u r c a l c u l e r et , il nous suffit d 'a­

j o u t e r m e m b r e à m e m b r e les d e u x é g a l i t é s ( 2 5 ) et ( 2 6 ) don t on a é l e v é 

les d e u x m e m b r e s au c a r r é , ap rès avo i r d iv i sé c e u x de la p r e m i è r e 

par mkpk et c e u x de la s e c o n d e par mk ; on t r o u v e a ins i 

pu i s en m u l t i p l i a n t l es d e u x m e m b r e s de cet te éga l i t é par ^ » et faisant 

la s o m m e des e x p r e s s i o n s a n a l o g u e s p o u r les n — 1 po in t s don t nous 
1 0 



c o n s e r v o n s les v a r i a b l e s , 

De là on pou r r a t i rer 

q u a n d on conna î t r a 

Or , nous t r o u v o n s en ajoutant les é g a l i t é s ( 2 5 ) et ( 2 6 ) , ap rès avo i r 

m u l t i p l i é les d e u x t e r m e s de la p r e m i è r e par sin ( « — 6k) et les d e u x 

t e rmes de la s econde par C O S ( M — 6k), ou b ien en r e t r anchan t les 

m ê m e s é g a l i t é s , ap rès avo i r m u l t i p l i é les d e u x m e m b r e s de la p remiè re 

par ~ c o s ( w — 5 A ) et les d e u x m e m b r e s de la s e c o n d e par sin ( w — 5 A / , , 

les d e u x éga l i t é s 



et en faisant la s o m m e des e x p r e s s i o n s a n a l o g u e s p o u r n — 1 po in t s , 
pu i s posant , p o u r a b r é g e r l ' é c r i t u r e , 

on t r ouve les r e l a t ions 

qu i d o n n e n t i m m é d i a t e m e n t 

et 

et l 'on en c o n c l u t , au m o y e n des r e l a t ions ( 2 2 bis) et ( 2 4 ) , 

I n t r o d u i s o n s m a i n t e n a n t ces résu l ta t s dans T , et n o u s t r o u v o n s , tou tes 

r é d u c t i o n s fai tes , 

avec 

Si l 'on r e m p l a c e enfin A par la v a l e u r t r o u v é e p r é c é d e m m e n t , il v i en t 

( 2 7 ) 

1 0 . 



L ' e x p r e s s i o n c h e r c h é e de H est donc 

(28) 

Mouvement plan. — S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u e le p lan qu i con t i en t 

nos po in t s m o b i l e s soi t fixe, et p r o p o s o n s - n o u s de c h e r c h e r les équa ­

t ions de l eu r m o u v e m e n t dans ce p l an . 

En c o n s e r v a n t les m ê m e s no ta t ions q u e p r é c é d e m m e n t , et en se pla­

çan t dans les m ê m e s h y p o t h è s e s , n o u s a v o n s la m ê m e fonc t ion des 

forces U , et n o u s c a l c u l e r o n s la d e m i - f o r c e v i v e au m o y e n des fo rmules 

de t r ans fo rmat ion s u i v a n t e s : 

q u i d o n n e n t , q u a n d on prend les d é r i v é e s des d e u x m e m b r e s par r ap­

por t au t e m p s , 

É l e v o n s au ca r ré et a jou tons m e m b r e à m e m b r e , il v i e n t 

M u l t i p l i o n s par — et fa isons la s o m m e de tou tes les e x p r e s s i o n s ana­

l o g u e s pour les différents po in t s m o b i l e s , n o u s t r o u v o n s , en tenan t 

c o m p t e des r e l a t i ons ( 2 ) et ( 3 ) , 



ou b i e n , en v e r t u de la r e la t ion (a1 bis) et n ' é t e n d a n t p lus le s i gne 

q u ' à n — 1 p o i n t s , 

On t r ans fo rme ce t te e x p r e s s i o n en posan t 

d'où 

d'où 

d 'où nous d é d u i s o n s , c o m m e p r é c é d e m m e n t , 

et 

Il v i en t a lo r s , après subs t i t u t i on dans T , 

et l 'on a, par c o n s é q u e n t , dans ce c a s , 

Cet te fonc t ion ne di f férant de c e l l e q u e n o u s avons o b t e n u e dans le cas 

g é n é r a l q u e pa r la fonc t ion P , on a r r i v e à ce t t e c o n c l u s i o n : 



Pour intégrer le problème qui nous occupe dans le cas le plus général, 

il suffit de résoudre le cas où le mouvement a lieu dans un plan, et d'avoir 

ensuite égard à la fonction perturbatrice P . 

Interprétation de la fonction P . — Cet te fonct ion pe r tu rba t r i c e est 

s u s c e p t i b l e d ' une in te rp ré ta t ion q u e nous fe rons en par t ie en c a l c u l a n t 

le p r e m i e r m e m b r e de l ' i n t ég ra l e des a i r e s dans le mouvement , plan ; on 

t rouve sans di f f icul té 

d ' o ù , le s i g n e s ' é t endan t a tous les points m o b i l e s , 

ou b i e n , en r e m p l a ç a n t par sa v a l e u r , 

Mais on a 

d ' où 

L ' i n t é g r a l e des a i res est par c o n s é q u e n t , dans le m o u v e m e n t p l a n , 

d ' où 

On peu t donc d i re q u e l ' u n des fac teurs du n u m é r a t e u r de la fonct ion P 



n'est aut re chose q u ' u n e forme pa r t i cu l i è r e du p r e m i e r m e m b r e de l ' in­

t ég ra l e des a i r e s . 
o 

P o u r in te rpré te r l ' au t re f ac teu r , B , on n 'a q u ' à se r appe l e r q u ' o n a 

posé 

et l 'on voi t i m m é d i a t e m e n t q u ' i l r e p r é s e n t e la s o m m e des m o m e n t s 

d ' i ne r t i e des d i f férents po in t s m o b i l e s par r appor t à la t race du plan 

qu i les con t i en t sur le plan i n v a r i a b l e . 

O c c u p o n s - n o u s m a i n t e n a n t du d é n o m i n a t e u r 

Nous avons posé 

mais on a, G étant le cen t re de g r a v i t é , 

donc 

d 'où l 'on l i re 

L e d é n o m i n a t e u r en ques t ion est par c o n s é q u e n t 



ou bien encore à 

en c o n v e n a n t q u e les i nd i ces i et k p e u v e n t v a r i e r i n d é p e n d a m m e n t l 'un 

de l ' au t re , et p r end re toutes les v a l e u r s poss ib le s d e p u i s 1 j u s q u ' à n. 

Cet te éga l i t é p rend d ' a i l l e u r s , a p r è s des t r ans fo rmat ions b i e n s i m p l e s , 

la forme 

ou b i e n , en r e m a r q u a n t q u ' o n peu t r e m p l a c e r l ' i n d i c e i par l ' i nd ice k 

dans le second t e rme de la p a r e n t h è s e , e t , par su i t e , r é u n i r en un seul 

les d e u x p r e m i e r s t e r m e s , 

Or , la s e c o n d e par t ie de cet te e x p r e s s i o n peu t se d é c o m p o s e r en g r o u p e s 

de d e u x t e rmes a n a l o g u e s a u x s u i v a n t s , q u ' o n ob t i en t en d o n n a n t à l ' in ­

d i ce i une v a l e u r q u e l c o n q u e a et à l ' i nd ice k t ou tes les v a l e u r s p o s s i ­

b l e s , ou bien à l ' i nd i ce k la m ê m e v a l e u r oc et l a i s san t i a rb i t r a i r e , 

dont la s o m m e es t , car on ne c h a n g e r ien en a p p e l a n t i ou k l ' i n d i c e 

va r i ab l e q u i est sous le s i g n e 

et par c o n s é q u e n t la s e c o n d e par t ie de D é q u i v a u t à l ' e x p r e s s i o n 



où les i nd i ces i et k p e u v e n t p r e n d r e tou tes les va l eu r s poss ib les ; donc 

et sous ce t te f o r m e , l ' i n t e rp ré t a t ion de D est év iden t e : 

Il est égal à quatre fois le produit par la masse totale de la somme des 

produits par les masses correspondantes des carrés des triangles formés par 

l 'or ig ine , le centre de gravité et chacun des points mobiles, plus quatre fois 

la somme des produits par les deux masses correspondantes des carrés des 

triangles formés par le centre de gravité et deux quelconques des points 

mobiles. 

A i n s i se t r o u v e g é n é r a l i s é le résul ta t ob tenu par B o u r . D a n s le cas 

pa r t i cu l i e r q u ' i l a t ra i té , la s e c o n d e par t ie de D est n u l l e , et la p r e m i è r e 

se met a i s é m e n t sous la forme 

m1 m2 S
2, 

où l 'on a p p e l l e S la sur face du t r i ang le fo rmé par les T r o i s c o r p s , et 

sous l a q u e l l e B o u r l 'a t r o u v é e . 

R e m a r q u o n s enf in , pou r t e r m i n e r cet te d i s c u s s i o n , q u e , dans le m o u ­

v e m e n t p l a n , l ' i n t é g r a l e des a i res pe rme t t r a t r ès - fac i l ement d ' é l i m i n e r 

une des va r i ab les i n d é p e n d a n t e s , pa rce q u ' e n posan t w — 6n_, — a, on 

au ra , dans la fonc t ion des fo rces , une v a r i a b l e i n d é p e n d a n t e de mo ins 

que dans la demi - fo rce v i v e . N o u s ne d é v e l o p p e r o n s pas le c a l c u l , qui 

n 'offre a u c u n e d i f f icu l té . 

§ I I I . 

Il n o u s reste m a i n t e n a n t à d é v e l o p p e r une c o n s é q u e n c e des in té­

g r a l e s des a i res r e l a t ive au v o l u m e e n g e n d r é par le t r i a n g l e q u i a son 

s o m m e t à l ' o r i g i n e et p o u r base la d ro i te m o b i l e , dans le cas où tous 

les po in t s sont assu je t t i s à res ter en l i g n e d r o i t e . 

L ' é q u a t i o n du p lan m o b i l e à une é p o q u e q u e l c o n q u e es t , c o m m e on 

le vér i f ie a i s é m e n t , 

et les c o o r d o n n é e s du cen t re de g r a v i t é du s y s t è m e des po in t s m o b i l e s 
1 1 



sont a lo rs 

Les a cc ro i s s emen t s de ces c o o r d o n n é e s c o r r e s p o n d a n t à un acc ro i s se ­

men t dt du t emps sont 

N o u s p o u v o n s a lo r s t r o u v e r la d i s t ance in f in iment pet i te S du cen t re 

de g r a v i t é au plan mob i l e don t l ' équa t i on est écr i te p lus h a u t ; il v i en t , 

en a p p l i q u a n t la r è g l e c o n n u e qu i d o n n e la d i s tance d 'un poin t de l ' es ­

pace à un p lan passant par l ' o r i g i n e des c o o r d o n n é e s . 

ou b i e n , en r e m p l a ç a n t d<o et di par leurs v a l e u r s t i rées des é q u a t i o n s 

( 1 2 ) et 1 3 ) , 

et , en tenant c o m p t e de la re la t ion ( 1 4 ) , 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u e tous les po in t s sont en l i g n e d ro i t e et appe ­

lons 6 l ' a n g l e q u e fait ce t te d ro i te avec O R , il v ient 

Mais on a, dans ce c a s , 



donc 

et ce t te r e l a t ion peu t s ' éc r i r e 

ou b i e n , en m u l t i p l i a n t les d e u x m e m b r e s p a r l qu i r ep résen te ra à 

c h a q u e ins tant la d i s tance des po in t s e x t r ê m e s , 

Or , ce t te fo rmule est su scep t ib l e d ' une in t e rp ré t a t i on r e m a r q u a b l e 

dans le cas où le cen t re de g r a v i t é du s y s t è m e est c o n s t a m m e n t au 

m i l i e u de la d ro i t e m o b i l e . Dans ce cas , en effet , d est les 1 de la d is ­

tance du cen t re de g r a v i t é du t r i a n g l e m o b i l e dans l ' une q u e l c o n q u e 

de ses pos i t ions à la pos i t ion in f in imen t vo i s ine de ce plan ; rl s in (w —6) 

est la sur face de ce t r i ang le ; donc cJW sin (-H — 0) est les f de l ' acc ro i s ­

s e m e n t d u v o l u m e e n g e n d r é par le t r i a n g l e m o b i l e ; ca r on peu t cons i ­

dé re r ce t a c c r o i s s e m e n t de v o l u m e , en n é g l i g e a n t les in f in iment pet i ts 

du s econd o rd re c o m m e un t ronc de p r i s m e t r i a n g u l a i r e ayan t pour 

bases les d e u x pos i t ions in f in iment v o i s i n e s du t r i a n g l e . Si donc on 

a p p e l l e dv l ' a c c r o i s s e m e n t d u v o l u m e , il v i e n t 

ce qu i p r o u v e q u e , dans les c o n d i t i o n s où n o u s nous p l açons , et qui 

se ron t r é a l i s é e s , par e x e m p l e , s ' i l s ' ag i t d ' une d ro i t e so l ide m o b i l e 

d o n t le cen t re de g r a v i t é est en son m i l i e u , ou b ien d 'un s y s t è m e de 

d e u x po in t s de m ê m e masse : 

L'accroissement du volume engendré par le triangle mobile est à chaque 

instant proportionnel à l 'accroissement du temps, au sinus de l'angle que 

fait le triangle avec le plan invariable et à la projection de la droite mobile 

sur une perpendiculaire au rayon vecteur du centre de gravité. 

On peu t d o n n e r un a u t r e é n o n c é de ce t h é o r è m e , en y in t rodu i san t 



l ' a n g l e q u e l'ait la d ro i t e mob i l e avec le plan i n v a r i a b l e . On a, en effet , 

en a p p e l a n t a cet a n g l e , 

en ver tu d 'une p rop r i é t é des t r i ang le s s p h é r i q u e s r e c t a n g l e s ; d o n c 

donc on peut e n c o r e d i re : 

L'accroissement du volume est proportionnel à l' accroissement du temps 

et à la projection de la droite mobile sur une perpendiculaire au plan inva­

riable. 

La cond i t i on pour q u e ce v o l u m e s ' accro isse p r o p o r t i o n n e l l e m e n t 

au t e m p s est donc q u e la p ro j ec t i on de la d ro i t e su r une p e r p e n d i c u ­

laire au plan i n v a r i a b l e soit cons t an t e . 

Vu et approuvé. 

Le 21 avril 1868. 
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