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PREMIERE THESE.

&
©

DES QUADRATURES.

Les différentes méthodes de quadrature approximative sont :

1° La méthode des trapezes.

2° La méthode de Sympson.

3° La méthode de Cotes, qui consiste & remplacer dans les limites
considérées une courbe quelconque par une parabole de degré » ayant

avec elle » <+~ 1 points communs. La surface est alors donnée par la for-
mule

L}
f vdr = Aye- Ay = Ay o Aada,
[

]

dans laquelle y,, ¥,, ¥s,..., ¥, sont les » + 1 ordonnées de la courbe

. 1 2 n—1
correspondantes aux abscisses o, -5 2.+, s 1, et Ay, A, AL,
n n n 0r S 2

A,,;{, A,, des nombres calculés a Pavance, et qui ne dépendent que
du degré de la parabole. Les coefficients A, et A,_, correspondants
aux abscisses également éloignées des extrémes sont d’ailleurs égaux
pour tous les degrés, comme 1'a démontré Gauss. '
4° La méthode de Gauss, qui a simplifié 1a méthode de Cotes, en n’em-

ployant que = ordonnées convenablement déterminées o celui-ci en
aurait employé 2 n.

Pour atteindre ce résultat, Gauss considere une fonction développée

i.
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(4)

en série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes de x,
et se propose, en calculant I'erreur que la méthode de quadrature ap-
prochée fait commettre sur chaque terme, d’annuler l'influence du
plus grand nombre de termes possible; c¢’est ainsi qu’il arrive, en ayant
recours aux théories des hautes mathématiques, 2 montrer qu'au moyen
de » ordonnées convenablement déterminées on rejette le commence-
ment des erreurs au deld du 227" terme de la série, et & donuer la loi
de ces ordonnées.

Apres lui, Jacobi démontre Ja méme loi de la maniére suivante : il
se propose de déterminer la fonction de degré n + 1

T—=(x—a){x—a). ..(x —a),

ppar laquelle il faut multiplier une fonction entiere Q du degré r, pour
«que I'intégrale
4
f T.Qdx,
a

évaluée par la méthode approchée, soit exacte, et il trouve, par une
série d’intégrations par parties,

1 4 (x—ay(z— by+]

dx+ ’

el comme, étant donnée une fonction entiere P de degré 2n + 1, on
peut toujours poser
P--T.Q =+ R,

‘Q étant un pelynome du degré r, ainsi que R, il en résulte qu’on a, au
moyen des n + 1 ordonnées correspondantes aux n + 1 racines de

"y
Iéquation T = o, 'évaluation exacte de I'intégrale f Pdx.
a

Quant au calcul des coefficients A, Gauss I’a ramené a celui des va-
leurs que prend une certaine fraction rationnelle, et par suite une cer-
taine fonction entiere pour les valeurs de x correspondantes aux
abscisses a choisir.

Se placant au point de vue restreint de donner une démonstration
Alémentaire du théoreme de Gauss, un savant allemand, le professeur
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Brestschneider (*), y est arrivé en partant du développement suivant,
donné en 1812 par Buzengeiger :

[rie= ey
= [f(x)dz —y[Af(x+2y)+ Bfle +8y)+Tflez +yy)+.. . Nflx+ v

+rf(z)(1+A+B+T +...+Nj
Ly df(x)

1 dx

<§+Aa+B5+I‘7+...+_\'v>

-’V3 de(x) ,l . 2 2 | Ty2 N 4,2
s T (S—I—Ax +Bj* + Ty +...+)/>

et cherchant 3 déterminer ies nombres A, B, T,..., N, o, 8, v,..., v,
.par la condition que les 27 premiers termes de ce développement
soient nuls; il obtient ainsi les équations du premier degré qu’il a réso-
lues d’une maniere encore assez compliquée.

Il y a enfin sur le méme sujet un Mémoire important de M. Christoffel
dans le tome LV du Journal de Crelle. Ce savant ramene, lorsque les
limites de I'intégration sont — 1 et + 1, le calcul des coefficients A &
celul des valeurs que prend la fonction

1.2.3...n 2
2 <l.3.5.. A2n —1_)>7
(i—a)[f(«)F 7

dans laquelle ' (x) représente la dérivée du premier membre de P'équa-
tion qui donne les abscisses a choisir.

Je me propose, dans ce Mémoire, de faire une étude & peu prés com-
plete et presque élémentaire de P'aire d’'un segment parabolique. Ma
méthode, qui se recommande par son double caractere de simplicité et
d’invention, m’a permis d’établir, outre le théoreme de Gauss et le ré-
sultat trouvé par M. Christoffel, quelques énoneés intéressants sur les
paraboles qui ne ressortent pas des théories précédentes, et de prévoir,
ce qui n’a pas encore été fait, que je sache, le cas ou il manquerait plu-
sieurs termes au commencement da développement en série, ainsi que

(*) Programm des herzoglichen Realgymnasiums zu Gotha, 1849.
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(6)

celut ou il n’y aurait dans le développement que des termes d'un degré
d’un certain ordre de multiplicité. Elle m'a d’ailleurs conduit tres-sim-
plement & la fraction rationnelle qui fournit les coefficients A, et méme
yindiquerai & ce propos une maniere plus élémentaire que celles de
Gauss et d’Abel de calculer les fonctions entiéres qui prennent pour
les racines d’une équation algébrique les mémes valeurs numériques
qu’une fraction rationnelle donnée. Je montrerai, en outre, que cette
méthode peut s’étendre 2 ’évaluation de la portion du volume compris
entre une certaine classe de surfaces, le plan des xy et un plan paral-
lele quelconque z =/A; puis faisant quelques applications, je serai
amené i conclure, du théoreme de Gauss, une nouvelle formule de qua-
drature, obtenue en employant des arcs de parabole du troisieme degré,
et que jappliquerai au calcul approché de = et de /. 2. Enfin, je termi-
nerai par une démonstration géométrique du résultat que fournit la
méthode de Cotes dans le cas d’une surface réglée quelconque et d’une’
sphere. Ce résultat, connu depuis longtemps, était démontré par
M. J. Bertrand dans son Cours de calcul différentiel et intégral a I'Ecole
Normale supérieure en 18613 c’est lui qui a servi de point de départ a
mes recherches.

§ L. — Aire d’un segment parabolique.
Considérons la fonction parabolique du degré ni + «
y=z%[a 4+ bx' 4+ cx¥ 4 dad’ + .+ ka0t ],
et proposons-nous d’évaluer I'aire

h
S :f ydx.
4]

Cel aire s’exprime immédiatement au moyen des coefficients, et I'on a

. i o 2é 3i
S = ho ! ( ¢ b/.l ch. -+ dh.
a+1 a1+ o+ 21 +1 o+ 31 -+1
Eh—i hr A

a+(n—1)i+1  a+ni +1)

-~

Nous voulons P'exprimer au moyen des n» + 1 ordonnées correspon-
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{ = 3
NS

duantes aux n -+ 1 abscisses quelconques

x i, zh, x.l,..., x.h.

Soient ¥y, ¥4, ¥2s - -5 » Yur c€s ordonnées, on doit avoir entre elles et les
abscisses en question les n + 1 relations

Vo= 2% h* [a + bl B el B kT R

yi== % h* [a + bat b e e k2T R I 15

o= 22 b a - bal b ex) B kT b=y

Y= 27 Iz“[a bl el b -+ lfxfl"“”‘ hin-ué g

ajoutons-les membre & membre, aprés avoir multiplié la premiere par
Aok, laseconde par A, 4,..., etla (n -+ 1" par A A, on trouve

/I(Ao]},J\—A,]‘, + Ay 4 Aggn)

=hrt [a(Ay 2% + A 2% + A, 2% +. ..+ A z%)

b (A2 T e A 2T AT e A

"

2 | 27 2 wA-21 Y
- ehr(Ag 2% e A 2T e At e A e )

n

+
S
-
8
oR
+
2.

~ All‘?+nl + A, ‘Z';;_t—m R . W T’f" ned ‘s

et I'on voit qu’on pourra poser

(l} S:h(Aq]‘u+ Alyl+A2}~2 i -_?"Arz‘Trz\}')

pourvu qu’on établisse entre Ay, A,, As...., A,, o, @y, ©gs.... x,, les
n -+ 1 relations :

i . . i
Az + Azl +Ax? +. At = ——
o -1
3 P 3 2 ; % 3 i
Azl A2t - Al AT =
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(8)
qui nous permetiront de déterminer les coefficients A en fonction des
nombres arbitraires x,, x,, x,,..., Z,. Ces nombres étant arbitraires,
nous en concluons immédiatement qu’'on peut d’une infinité de ma-
nieres évaluer I'aire proposée au moyen de » + 1 ordonnées par la for-
mule (1).

On résout aisément ces équations par rapport aux inconnues A au
moyen de la méthode des coefficients indéterminés. Ajoutons-ies, apres
avoir multiplié la premiere par X, la deuxieme par 1,,..., et la n*™
par k., : il vient

k=>
2 Araf [d+ ko + by ..+ hoi 2 4 2]
k=o
A A A - I
g+1 a-+I1-+1 a-+1-+ 21 a-+1-+(n—1)1 o-+I-ni

d’ou 'on tire

i A 2 P . 1
+ s - T : -+ .
_e+1 a4+l a-i+21 a+i+(n—1)1 a1+

A LR T W e L

2

2, iy hgy...y Ay, étant déterminés par les n relations

2[4zl hal o he 2T ] =,
z* [2+ A xSl .+ R,._,xf”_‘)' + x’f‘] —o,
x* [2 -+ x, + ) .+ by xi"—')' -+ .zr:i —o,

2i
F—1

(n—1)i ni

b
22 [+ na_ + b +o bz 2l ] =o,

o i 20 (n—1)i ni
o bzl a4+l 2T 2 ] =,

.Z‘:( [)\ - )\1 x;+ 7szii + . ..+ )\n—lx,(,n—l)i -+ x""J == 0.

n

qui expriment que Xy, &4, &4, . .., Lk 1, Tyos, - - -, X4 sont les n racines
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différentes de o de équation du (7 + «)*" degré
2ttt e ) =0,

ott P'on prendrait pour inconnue &' et dont le premier membre est par
conséquent égal &

o

: P o : i i
x \.T'hxo,‘(.x’—.x‘j...(m'—xkkl}

i K { i -

ot — )l — Q,”>.
I’identification de ces deux expressions ferait connaitre les valeurs de
2y Xyy ey Aoy, Mais on peut éviter ce caleul en remarquant que le no-

mérateur de A, n’est autre chose que

48|

/ DA a4 o+ b 2 e a7 d e,

/o

el Pon voit alors qu'en désignant par P, (") le produit des n + i fac-
teurs (' — &), (&' — &), (&' — &), ..., (&' — &), on a la formule

/"x"'P,l(xf)(z’x

Ap= ——n—_—<——— k> ?

[ 2]
X — x/l_ i

\ . P2 .
ol nous représentons par [;{———3—1 la valeur que prend le quoticnt
X=X,

L)

P2
——— pour la valeur z, de .
k

1If v’y a plus qu’a donner dans cette formule & I'indice % toutes les
valeurs depuis o jusqu'a n pour avoir les expressions des différents
coefficients Ay, A,,..., A,,.
C’est en faisant dans ces expressions a =o oux” =1,7i =1 ¢t 2, =00,
1 2 - k n—1

Xy T= = g = =919 Lp == =92y XL,y =
i n Tr T F i n

» &, =1 qu’on trouverait
les nombres de Cotes.

Gauss a démontré que, dans ces hypotheses, les coefficients A, el
A, correspondants aux ordonnées également éloignées des extrémes

sont égaux. On peut généraliser ce résultat, en démontrant que dans
les mémes hypotheses :
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( 10 )
Tugorine 1. — Les coefficients Ay et A, sont égaux toules les fois
que les ordonnées sont deux a deux également éloignées des extrémes,
¢’ est-a-dire quand on a pour toutes les valeurs de Uindice x; + 2,4 == 1.
Pour le démontrer, il suffit de remarquer qu’aprés le changement

I . \ . .
de z en &'+ - la fonction P, (#') ne doit contenir que des termes de

méme parité, parce que les nouvelles variables &', o', &,,..., sont
égales deux a deux et de signes contraires. Donc on a, si n est impair,

P.(x')=(a"—2}) (2 — 2} (2" — 2}). ..(x’? — IZ:')'
2
et si n est pair,

P2 )= (2" — 2}) (2" — x?). . .(x”*xé>x’;

2

et, par conséquent,

+ = + =
f PP (2 )dx f P2 ) dx'
, =, L x4+,
Ap—— 2 A= .
¥ Pz )] ' P ()
2= |, '+ |,

On voit immédiatement que les dénominateurs de ces deux expressions
sont égaux et de signes contraires dans le cas oll » est impair; qu’ils
sont égaux et de mémes signes lorsque n est pair. 1l reste donc a prou-
ver qu’il en est de méme pour les numérateurs.

Supposons d’abord que n soit impair, et posons, pour simplifier
I’écriture,

P.(z")
T = &
k
on a
P.(2) P.(x') \
— - =Q(a' +2') et 1T _2—=0(ax—2);
x,_‘tk Q( I,) 1'/+-Z"k Q( [(}7
le numérateur de A, peut done §’écrire
I 1
-+~ -+

2 2
f x'Qdx’ + x,’rf Qdx’,
1

2

(SRR
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et celui de A,_;
2 2
f 2'Qdx’ — x, Qdx'.

v

N =
W

Or ces deux expressions sont égales et de signes contraires, parce que

A2
l’intégrale] x'Qdx’, gui ne contient que des puissances paires, est
T

nulle.
Si n est pair, nous n’avons qu’a poser

P"(x’) R‘T,

/2:

r2__
x x,

el les numérateurs de nos deux expressions deviennent

I 1 T
'r*: —i—; +; -+ =
o ) D ) 9
f Ra'rdx’ + x;f Rz’ dx’, f Rax?dzx’ — / Rz'dx';
1 1 1 . 1
) T3 T

2

]

ils sont égaux et de mémes signes, parce que 1'on 2

¥
—-
2

f Rz’ dx' = o,

S

[

pour la méme raison que précédemment. Ainsi se trouve démontrée

Pégalité
Ar=A..

Il est facile de reconnaitre que la condition o = o esl nécessaire
pour l'existence de ce théoreme; car, si elle n’était pas remplie, le

facteur
1\ >

(= +3)

2

tigurerait dans nos intégrales, qui contiendraient alors des termes de
2.
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(r2)
parité différente, et le raisonnement ne serait pluas applicable. il cn
est de méme pour la condition i =1.
Avant de chercher 4 réduire le nombre des ordonnées nécessaires
pour évaluer la surface parabolique, nous allons encore démontrer le
théoreme général suivant :

Tueoriye 1. ~ Toutes les paraboles de degré 2 m et de degré 2m -+ 1,
qui ont 2m -+ 1 ordonnées communes symetriques deux a deux par rap-

port aux exirémes, comprennent la méme aire entre elles et les ordonnées
exirémes.

On voit en effet, en faisant 2 = o et ¢ = o dans ce qui précede,
qu'on peut toujours exprimer P'aire d’un segment parabolique de
degré 2m au moyen de 22 + 1 ordonnées satisfaisant aux conditions
de I'énoncé par la formule

S — /) (Au)"“ -+ A|j"| —+ Az ').’ I o Azm]"zm}\-

L’aire du segment de degré 2m -~ 1 pourra s’exprimer au moyen des
mémes ordonnées et d’une autre (2m + 2)“" arbitraire, par la formule

S=AAn+ A+ Ay o+ Ayt Ay

. \
2t S L)

Calculons les nombres A’; en commencant par A, ; ona

/l(x—xo)(x—x‘)(x‘——x,)...(x—xj,,,*\)(x#ml)dx

’
A.vnz+|— 7

: (xlnx+1 il xo)(x:m-H - x, ) (x‘zm+| — xz)- . -(x2m+l '—_x-__vm-1>(i£;+l - l'zm)

et je dis que le numérateur de cette expression est nul, sans que le

dénominateur le soit. Pour le prouver, il suffit de poser, comme dans
ee qui précede,

9=
I
8]
s

car il devient, apres substitution,

1
-1
2
f (' — 22— ). 2+ A+ 2 dy,
I

2
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ou bien
I

=

2
[ (' — 2 ) (2 —27). 2 da,

I
2

et cette intégrale est évidemment nulle, comme ne contenant que des
puissances paires.
Cela posé, on a, pour un autre coefficent quelconque,

/ (x =2 —2))0 {r — 2y )X — Zpres ) o (X — L) (X — T )b
(¢}

Ty — Ny — 21 Ty — Xy (Xp— Fp) e+ (X p— ) (X — T

ef, st de son numérateur on retranche celui de A}, ., qui est nul, i
vient

2 ¥
/ (x—x)(x—x) e X —2p ) (X — 2pi)e . (X — Zun) (X)) — Lo )l

A =S U ,
by )z — 2 ) (X — Xy ) (X — ) (X — T ) (X — i)

ou bien, en supprimant le facteur &, — @,y.,, commun au numdératecr
ot au dénominateur de cette fraction,

I
f (x—x )l —2). . (2 —xp ) (X — Xy ). . {2 — 2un) dx
Al = ke — = A,

() — 2 (2p = ). o (X — oy ) (X — Xprr) . - (X — L)

On trouve ainsi, dans les deux cas, les mémes coefficients corres-
pondants aux mémes ordonnées; donc les deux aires sont données
par la méme formule, ce qui prouve notre théoréme.

§ . — Expression de la surface aw moyen du nombre mintiniin
d’ordonnées.

Nous allons maintenant chercher & réduire autant que possible e
nombre des ordonnées nécessaires pour évaluer la surface parabolique
par la formule (1).

Revenons pour cela aux équations (2}, qui donnent A,, A., A,...., A,
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en fonction de @y, 2, 2,,..., x,, et proposons-nous d’annuler le plus
grand nombre possible de ces coefficients. En égalant & o les £ derniers
coefficients, on réduit le nombre des indéterminées qui figurent dans
ces n o+t équations & 27 + 2 — 2k; si done on avait

#1720+ 2 — 2/
ol bien

2k = H -+ i,

ii resterait un systeme de n + 1 équations enlre n =+ 1 inconnues, ce
gui permettrait de les déterminer.

il se présente deux cas & examiner :

17 n est impair et égal & am -+ 1 : on a alors

a2h =—om—+2 oubien k=m~+1;

donce on peut, daus ce cas, annuler m + 1 des coefficients A, et I'ou
obtient un systeme de 272 + 2 équations pour déterminer les 2m + 2
iconnues Ay, A,, ..., A, x,, 2, ..., X,; onadonc ce théoreme :

Tneorkne Hl. — S n est impair et égal a 2m —+ 1, on peut toujours.,
et l'on ne peut que d’une seule manicre, évaluer I’ aire du segment parabo-
ligue de degré o + (2m + 1) i au moyen de m + 1 ordonnées concena-
blement determinées.

2" n est tmpair et égal 2 2/, : on a dans ce cas
o2fk=om 41,

et le plus grand nombre des coefficients que Pon puisse anunuler est m;
mais tl reste alors 27, 4+ 2 inconnues dans nos 2m + 1 équations, de
sorte que Pune d’elles est arbitraire; donc :

TuroremEe V. — St n est pair et égal a 2m, on peut d’une infinite de
manieres evaluer Uaire du segment parabolique de degré a + ami au
moyen de m -+ 1 ordonnées dont une seule est arbitraire.

Il nous reste maintenant 4 déterminer les nombres A,, A,, A,, ..

Aps &g, X4y Xay oo, T, tans les deux cas que nous venons d'exa-
miner.

..
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Voyons d’abord ce que devient le coefficient géunéral A, lorsqu’on
annule I'un quelconque des autres, A, par exemple.

Pour annuler A, il suffit d’égaler son numérateur i o, ¢'est-a-dire
de poser

_ 3

[rme
[¢)

Py
l[}
ou bien, puisque I'on a
27 P, (x) x“ TP, (2 z et Pl
A= () @) e ()
f’ 2P, (20) dx “ifl P, (z')dx
o (F—,)(E— 2 "o (2 — 2 )(2'— 7

Mais le numérateur de A, peut également s’éerive

f" TP, (2)dx i/" 2% P, (2 dx
: - . . — — - t — 5
i 14 i i g [t iy i iy
o (% xp) (2t — x}) Po (#—x,) (' —x

et il devient, par suite de I’égalité précédente,

(xi —-x') {” 'x“Pfl(x‘.)dx o
# 4 vo (xl__x;‘))<‘z*l__‘rlli/,’ l

donc I'expression de A, résultante est

f“ xu P" ( xi )
Y ke Lt VI

x[ P, (%) J
LE =) (=2

On généralise immédiatement, et I'on voit que quand on aura annulé
les ¢ derniers coefficients A, V'expression de A, sera devenue, si 'on
désigne, pour simplifier 'écriture, par P,_, (a') le produit des
n+ 1t — g facteurs (&' — x,), (' — )}, ..., (& —2_),

f‘ 2% Py #%) dx

T
x T

v o

| Peq i)
‘Z/- [ i
) X — .Z’A_ &

4 A=
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el il 0’y figure plus ue les vaviables oy, @y, @, o0y 25 Un 2 en
méme temps, entre ces » - 1 — g variahles, les ¢ relations :

Tt P x) dx
— =0,
. x = ‘Tn

LS

. 7P, (2 dx .
(2t — 2t (2t — 2! =
Voo \ 0t ( n—r
......................... ,
"'” 2% P, (x1) dx
Sl S S
i ___ i — i Y i
Jo (= xn)(x xi ,)"'(\‘7‘ T i)
ol 2% P, (x') dx

Jo Al —x Y (at— Y (rt — ‘”:‘,k,_,;q) ’

La premiere équation pouvant s’écrire

[- l,._ 24P, z') dx . 27 P (2 dr .
Jo (#—x) (2 — 7 ) (2 =) (2 — & (z'—a_ ) 7

n—1

efle equivaut, en vertu de la seconde, &

o (B (w7

celle-ci et la seconde équivalent de méme, en vertu de la troisicme, aux
deux sulvantes :

j” Z% TP, (2) dx
o (#'— 2

") (xl - x:,_')'(\x" - ‘Zf:—z) o

f 2P (o) da -
Jo (@ = (a = Yl =l )T

et ainst de sulte. La lol de formation est évidente; de sorte qu’en réalité
nos g équations entre &y, &y, Ty, ..., L,_,. sont les suivantes, oit Ia
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fonction P,_, (a) est celle que nous avons définie précédemment :
[ I .
| f 2+ —0Ip,_ (2} dx =o,
4]

1 .
f xz—i—(q-—Z)l Pn_q(xi)dx:o’
o)

1 .
f 2P, (xi)dx = o,
[¢]

I
f 2% Py (2)dx = 0.
tYo

Développons maintenant les caleuls.

Cas ou n EsT 1MPaIR. — Si n est impair et égal a 2m + 1, nous
avons vu qu’on pouvait annuler m + 1 coefficients. Ceux qui restent
sont donnés par la formule
/" x2% P, (xt) dx
0

i i
X = X,

Pr{z)
x“ T 7
k x'—x;, B

gque P'on obtient en faisant g =m + 1 et n=am + 1 dans la tor-
mule /4), et x,, x,, x,,..., x,, sont déterminés par les m + 1 équa-
tions que Pon obtient en remplacant dans les équations (5) g et n par
les mémes valeurs; ce sont :

Ak:

1 .
f P il P,,,(x")dx:o,
o

i .
f 22 (=P (xiydr = o,

o

et Uon trouve en les développant, apres avoir désigné par a, la somimne
3

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(18)

des produits p 4 p des quantités '), &, &,..., 2,

' al i a2
%14 (am—1)f @+ 1omi ' x4+ 1-4 (2m—1)i
a a
0 \m=1 mt1 _
Ly e (e L o
) ) %1+ (m—+1)i ( % =~ i
1 a, . a, -

. - e — .
%1 ami 2414 {2m —1)i 241+ (2am—2)i

a . @
) et ey
{ ) % -1+ mi ( ‘ w414 (i —1)7
I a, i a,
21 (2m—1)i 241+ (am—2)i a1 (20— 3)(
a a .
— I m m : + —1 1 mat - =0
+ ) %=1+ (m—1)i ( ) %414 (m—2)i

t 2

7.+I+(7)z+[)i_;c-+—l—»—mi+1~+—1—|—(m-——1)i_

+ ( I)m {tm + ( I)mv‘—l [ln/—‘»-l «
fand —_— —_— (Lo WL
a+14+7 : A |
Ces équations, qui sont du premier degré, nous déterminent a,,.,,
Qs Qeeisevvy By, Gy, €L NOS INCODDUES Xy, Xy, XYy,..., L, SONL par con-
séquent les racines de 'équation du (m + 1)*™ degré en o

N =m0 — @ 2™ 4 "= — @ ™D e A (— 1 @ X A (— 1) Uy, = 0,

Formons cette équation; il s’agit, pour cela, de résoudre le systeme
{’équations qui précede. Or on résout ces équations d’une maniere
tres-simple. en remarquant qu’elles expriment que la fonction

1 a,

T ——— : : : :
ALY g+t --{mt1)i+xl o1+ Xl

Uy

@ \maet .
2£ 1 2t

—+ ; - ,— . 4 —1
241+ (m—1)1+ a1 ( /

s'annule pour les m —+ 1 valeurs de x, o, 1, 2,.... m. Elle doit done
pouvoir étre mise sous la forme

flz) Cxlx—1){z—2)lx—3)...(x —m=~+1)(x —m)
) =17 ’ ; : - T :
(il +(a+1y+~"m=+=1)i|lai +~{a+1)+mil.. (20 + 2 +1!
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car, en réduisant tous les termes au méme dénominateur, on trouverait
que son numérateur est un polynome entier et rationnel du degré m —+1
par rapport a x, et que son dénominateur ne s’annule pour aucune des
valeurs de @ considérées. On doit donc avoir identiquement

Caxlr—1)(x—2)...(x—m-+1)(x—m)

[xz+x+1+(m—+~|)z](rl—%.«—l—l-{»—'mz) Al +a+1)

‘ e @ A (=

. B (27
Twita+r+(m1)i o1 : ’ XL+ o+ 1

Multiplions les deux membres de cette identité par

xl+ o1+ (m-+1)i,
puis faisons
2l=—(m+1)i —(a—+1},

le second membre se réduit & 1, et il doit en étre de méme du premier:
donc on a

Cllma-v)iga41] [(moti +a+1] [r+3)i a+1].. [lom 41)i 4241 ] {— "
(i 3. omim A1) (— 1!

=1,
d’oti
1.2.3. . m(m —+ 1) (i)

O —— S A —

(e -+1)+(m+ 1)) [a+1+(m+2)i]l.. Ja+1+{2m+1)i

On trouve ensuite 'une quelconque des inconnues, a, par exemple, en
exprimant que le produit

(i +a+14+(m—p+1)i]flx

se réduit & (— )P @, pour o= — o +1 + (m—p-+1ji, ce qu
nous donne la relation

([/—1—1+(/)1~]1—r-1 ][x—i—l—,—(lﬂ—~/)+4 Vi o[z i+ l2am—p 4-3) J(—‘l"“‘
(P20 2.3 0 pa1.2.30 i — paa) (—a)yer!

Y
= |—1) .

d’olt V'on tire, apres y avoir remplacé C par sa valeur et fait les
réductions,

(i m (2= 1y (— p=i-2) [J—-;—lﬂ—(”l-—//-v—l)ll{I—rl—killl—lj—f—)}l_‘ '—-4—}—//11

» = 1.2.'3.../1[1—&—&—?«‘)/)/‘2—;)\1][/-4—1 M= 3 — i /] [/+1—+—|zm+1vlj
2

[N
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on en conclut immédiatement que I’équation cherchée est

m-—-1 &~ 1~ mi

%) 1 %414 (2m—+1)i

: ? m4-1ym (z 14 miy [z 14 (m —1)i]
+ 1.2 [+ 1+ (2m—41)i] (= 4+ 1+ 2ami)

mi

s X — (r(m-ﬂ)i__

pe-it = 0,

Telle est I'équation du (m + 1)** degré en «* qui donne les puis-
sances 1" des rapports a & des abscisses correspondantes aux m -1
ordonnées au moyen desquelles on peut exprimer la surface parabo-
lique par la formule (1). Quand on aura résolu cette équation pour les
différents degrés et pour les différentes valeurs de « et de 7, on calculera
les nombres A,, A,, A,,..., A,, en se rappelant que le numérateur

, . [T x% P (x) d. , .
de A, est égal af L(x—)ﬁ et que son dénominateur est la valeur

i
X — X

du quotient Z pour x = a4. On a d’ailleurs

“Pn(xt)
xt— xt

k

P, (zf) =X,

flx"‘de

o x"—xir

A Sl

.Z‘u(—'l_—‘*—i

P\ — 2, )4

DiscussioN DE rL'EQUATION X == 0. — Celle équation a toutes ses

racines réelles et comprises entre o et 1 quand on prend pour variable x*.
En effet, on reconnait aisément qu’en intégrant m + 1 fois la

et par conséquent

{7) A=

fonetion
Xx.u—i—l—l"

ou bien

m—+ 1 % -1+ nu s 1 (e )i
.
1 a4+ {2m--1)l

%Al

x

(m+1)m (a+1+mi)la+1+(m—1)i] e (m—a)i
1.2 [+t~ (2am—+1)i](a—+1+ 2mi)

par rapport a 2%, on trouve, 4 un facteur constant prés,

‘z.d.'—i—l—f—mi (xi e f )m+|‘
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Done, M étant un facteur constant, on a

dm+1 r

(8) MX () 2%~ = (e ¢

I (g — 1)

or Péquation x*+'+™ (xf — )™ = o a toutes ses racines réelles quand
on y prend pour inconnue 2%, et celles qui sont différentes de o sont égales
a1. Il en résulte immédiatement que I'équation X (&) x** '~ =o
a toutes ses racines réelles en vertu du théoréme de Rolle, et que toutes
celles qui sont différentes de o, c’est-a-dire les racines de I'équation
X (2*) = o sont comprises entre o et 1.

(’est en faisant @ = o et £ = 1 dans cette équation qu’on obtiendrait
Poauat; . . .
équation aux abscisses de Gauss et de Jacobi, elle prend alors la forme

(l’"‘*“ m-4-1 Y+
dzm+ [x (z— 1 ]=o,
. z2+1
ou bien encore, en posant x = ~——,
dm+1
Z[Z,T;{ (I — z2)m+1 = 03}

car la dérivée de x par rapport a z n’introduit qu’'un facteur constant
dans P'expression, et I'on reconnait dans le premier membre de cette
équation la fonction de Legendre, ¢’est-a-dire le coefficient de z™*' dans
le développement de

(1 —o2z2 + 2?) *

L’équation transformée en z ne contient que des termes de méme
parité; car les dérivées successives de la fonction (1 — 2% )"+ sont des
fonctions entieres et rationnelles de z* ou de pareilles fonctions multi-
plies par z, suivant que Vordre de la dérivée est pair ou impair. Cette
équation admettra done la racine o si m +1 est impair, et dans
tous les cas on pourra abaisser son degré de moitié en posant z° = w.

Il résulte de la que I'équation X = o, quand on y suppose « = o et

. . I . . .
¢ =1, admet la racine _sim est impair, et que dans tous les cas ses
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racines s’obtiennent deux a deux par la formule

- 17+ \/E

2
Les ordonnées correspondantes sont, par conséquent, disposées deux
a denx symétriquement par rapport a celle du milieu, s'il y en a une,
ou, mieux, par rapport aux extrémes; d’on il résulte enfin, en vertu
du théoreme général 1 démontré en commencant, que les coeffi-
cients A, et A, correspondants aux ordonnées également distantes
des extrémes sont égaux et de méme signe.

Il importe de remarquer, en terminant cette discussion, que les
mémes propriétés n’appartiennent pas a Péquation générale X = o on
z est supposé différent de o et « diftérent de 1, car on ne peut plus
dire que I'équation transformée en z ne contient que des termes de
meéme parite.

La solution du probleme, en ce qui concerne la détermination des
abscisses et des coefficients A, se trouve donc considérablement sim-
plifiée par ces hypotheses.

De l'équation en z. — Formons maintenant I'équation en z. On
peut y arriver de deux manieres, soit en faisant dans le premier membre

A -

. . Z =1 . , 5 L,
la substitution x = » soit en cherchant la {m + 1,7 dérivée

de (1 — z*)™*_ On arrive, dans les deux cas, & 'équation

g (m-1jm 1 o L im—+1ym{m—i)(m—a2) 1.3 e
1.2 2m+t 1.2.3.4 (2m+1)(2am—1y, "~
_{AmAn)m(m—ij(m—2){m—3)(m—4} 1.3.5 e
1.2.3.4.5.6 (2m—+1)zm—r)am—3)" = 7

dont la loi des termes est bien évidente. Nous la désignerons, pour
simplifier, par Z = o.

On peut vérifier ce développement a posteriori, en démontrant que
s'il est vrai pour Pexposant m -+ 1, il sera encore vrai pour I'expo-
sant m 4+ 2 On a

Gy gl — (o g2ymet oy
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d’ol1, en appliquant la formule symbolique,

[n

m“UV)(U+\L

dans laquelle U et V sont des fonctions quelconques de z, et ol les
exposants doivent étre regardés comme des indices de dérivation,

dm—i— 2 dm+ 2 dm—H ‘ )
}[Z"H-? (I — Zz)m-H — (I—-ZZ) gz—m:Z (I - zz)m+1 —_ 2z(m -+ 2) %m__i:‘ — gt
lm
—(ma42)(m—+1) — (1 — F)ts
( + )( )([Z'"\ ] ’
car les dérivées d’ordre supérieur a la troisieme de + — z* sont nulles.
Admettons donc que le premier membre de 'équation Z = o repré-
m—+1
sente, a un facteur constant pres, le développement de —— T (1 ZE)mH

nous trouvons immédiatement, en neO‘lweant ce coefficient, que le

2 >1n+‘.' eS[‘

premier terme du développement de — prAti

—a2(2m + 3)z"+

Pour former le coefficient du terme général de degre m — 24, ¢’est-
a-dire du (£ + 2)"" terme, nous remavrquerons qu'il ne depend que
des termes de degré m — 24 +1 et m — 24 — 1 du développement
precédent. Or, si Uon désigne par B le coefiicient de 272!, celui
de zm=*"=' est, d’apres la loi,

B(m—2k-+1)(m—2k)(2k+1)
(2h +1)(2k+2)(am—2k+1)’

et notre coefticient inconnu est la somme des quatre termes

B(m — 2k +1),

B(m—2k +1)(m—ak)(m—2k—1
o (2k +2)(2m— 2k +1) )

I

2B(m+2)(m—2k+1)(m—2k)
7. . N T

(2k +2)(2m—2k +1)

B(m+2)(m+1){m—2k+1) m—2k)
 (2k+2)(2m— 2k —1 (m— 2k) '
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B — a2k .
Mettons - lm — 2k + Do en facteur, et cette somme devient
(2k +2)(2m— 2k +1)

B(m—2k+1)
{2k +2){2m — 2k 4-1)

[(2k+2)(2m— 2k +1)+ (m—2k)(m—2k—1)
+—o(m+2)(m—2k)+{m+2)(m-+1)];
la somme des deux premiers termes entre parentheses s’annule pour

m = — 2; on peut donc mettre m + 2 en facteur, et 'on trouve

2B(m — 2k +1)(m+2)(2m— 2k +1)
(2k +2)(2m — 2k +1)

ou bien, en simplifiant et divisant par 2 (2m + 3),

{(m-+2)B(m—ok-+1) 2k +1
(2k +1)(2k +2) a2m—+ 3

d’ol1 'on conclut que la loi est générale.

Remarque. — Ce développement, comparé a celui qu’on obtiendrait
en remplacant dans le premier membre de I’équation X = o, simplifiée
Z+1

par nos hypotheses, o par » fournit une série de sommations inté-

ressantes sur lesquelles nous n’insisterons pas.

Carcur pEs COEFFICIENTS A. — On peut ramener le calcul des
coefficients A donnés par la formule (7) & celui des valeurs que prend
une fonction rationnelle et entiere de x pour les valeurs de cette va-
riable qui sont les racines de I'équation X = o; on a, en effet,

X N\ <dX\ _
(x"——x_ - 71?)‘

i
k/k \
donc le dénominateur est la valeur que prend la fonction

4

dx

X
pour x = ;.
Pour mettre le numérateur sous une forme analogue, nous remar-
querons qu’en faisant la division par 2/ — « du polynome entier,

X — ximti)i a, xm™ 4 @, pim=i a, =D 4 R
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on a pour quotient

xii o 2+ o | =i e g? a2 4 o3 = .,
—a, | —aia — a,o?
“+ ay + a0
—a,

ou bien, en I'ordonnant par rapport a «,
X

xt—a

= T () + @y (2] - g (X)) + BTy () + ..

et désignant par =, («') la fonction entiére du degré n en o,

x"i - al Z’("—l)i +a2 x(n—z)i i as x(n——a)i + e
Nous en concluons immédiatement

'Xz%d ; :

X N4 i 2, 3.

T =R+ 2 Rt + 2, Ry 4+ 2, R -+ o
i ___ Al k k k

o x xk

apres avoir posé, pour abréger I’écriture,

1 a, as
Rn—- (x%) dx — . — L4 .
a-+1+n o+i1-+(n—1)i a-+1-+(n—2)1
a.

3

«+ 1+ (n—3)i "

Le numérateur de A; n’est donc autre chose que la valeur que
prend pour o = x; la fonction

() =Bp+ Ro 2’ + Ry 2™+ Rps ¥ +.. ..

Nous sommes donc ramenés & calculer les valeurs que prend la frac-
tion rationnelle

b (=)
'9) . 7dxXy
*\dz
pour les valeurs de x, x,, #,, ..., x,, qui sont les racines de 'équa-
tion X = o.

Voici une méthode générale autre que celles de Gauss et d’Abel pour
remplacer dans un calcul analogue la fraction rationnelle par une
fonction entiere :

4
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Soit a calculer les valeurs que prend la fraction rationnelle Fiz)

pour les racines d’une équation algébrique entiére X = o, et propo-
sons-nous de déterminer un polynome entier qui prenne pour les mémes
valeurs de x les mémes valeurs numériques que cette fraction.

Tl en existe une infinité : en effet, considérons la fraction

dans laquelle f, (x) désigne un polynoéme entier de degré au moins
égal a celui de F () diminué d’une unité; il est évident que pour les

racines de I'équation X = o elle prend les mémes valeurs que Jl;(é}
Or on pourra toujours déterminer les coefficients de £, () de maniere
a rendre la division du numérateur par le dénominateur possible; car,
en faisant cette division et poussant Popération jusqu’a ce qu'on trouve
un reste de degré inférieur 2 F (), on aura, en égalant ce reste a zéro,
quel que soit «, au plus autant d’équations qu’il y a de coefficients
indéterminés dans f, (x). Comme d’ailleurs toutes ces équations sont
du premier degré par rapport a ces coefficients, il sera trés-facile de
les déterminer, et par suite de connaitre le quotient cherché, dont les
coefficients sont eux-mémes des fonctions linéaires de ceux-la.

La question peut donc étre regardée comme résolue, et 1'on voit
qu’il existe une infinité de manieres de le faire; car, si I'on a plus
d'inconnues que d’équations, on pourra donner des valeurs arbitraires
2 un certain nombre d’entre elles. On obtiendra d’ailleurs le quotient
le plus simple en prenant le polyndme indéterminé f, (x) d’un degré
moindre d'une unité que celui de F ().

On peut encore simplifier ce calecul par la remarque suivante

soit () le quotient trouvé comme nous venons de le dire, on doit
avoir

xz)—F. X
e F("x)(x) =o(x)
4’0ol Von tire
e QB  fa)
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Le polynome cherché o () est donc celui par lequel il fant multi-
plier la fonction F{x) pour que la différence

flz)—g(=z)F(z)

soit exactement divisible par X. Pour le déterminer, il faudra faire Ia
division et écrire que le reste est nul quel que soit @.

Mais cette méthode, bonne en général, donnerait difficilement la loi
du résultat dans le cas particulier qui nous occupe. On la remplace
avantageusement, lorsque I'on suppose « = o et ¢ = 1, par les considé-
rations suivantes anologues & celles dont se servent Gauss et M. Chris-
toffel.

Si I'on désigne par P(«) ce que devient X dans les hypotheses de
2 = o et i =1, les coefficients A sont donnés par la formule

f’ P(x)dx

o xXr — a

BT

ol a désigne 'une quelconque des racines de I’équation P(x) = o.

shnaiy P(x) devient — Z:
2% 2!

Changeons de variable en posant x =

x — a se transforme ené [z — (2a —1)] == (z — u), si 'on désigne

I
2
par « une racine de ’équation Z = o; enfin P'(u) peut étre remplace

+1 7Zdz
_, s—u

7 (u)

par 2—1- Z'(u). On a done

m

A=

9

¢ar pourx = o,0naz=—1I,etpourax —=1I1,0na3z=1I.
Remarquons maintenant qu’on a identiquement

1 e +irg
f Zdz :Z(u)j dz +/’ [Z Z(u)liif’
z2—u ., s—u J_ z—u

—1 1

. +1 oz
ou bien encore, en effectuantf o
—1
-1 o —+1 _
f Zdz :—«Z(u)lu ~x +/ Y/ Z(u)]%’
. U U — i —_ 3 — U

4.
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et, si 'on pose, pour simplifier I'écriture,

f+l[—g—:—-wf :P!(u)’

. 2 — U

.
f Zdz —P.(u),
. u—2z

cette égalité se transforme en dernier lieu dans la suivante :

(Loj Z(u)lu—*_I =P (u)+ P (u)

u—1i

On reconnait immédiatement que P, (u) est un polyndome entier et
rationnel du degré m, car la fonction Z — Z{u), qui est du degré m 1,
est exactement divisible par z — u, et 'intégration n’altere pas le degré
du quotient par rapport & u. Quant a P,(u), ¢’est un développement en

;. ’ . . . I . -,
série, ordonné suivant les puissances croissantes de - qui est prive
de sesm -+ 1 premiers termes; on a, en effet,

[ 2 m i1
N I z z z 3
Pg(u)::/ Ldz(—+—7+l—t-+...+ -+ -+~...>7
v —1 v
ou bien

A B
—+

um+ 2 um+3

P.(u)=

“+...,

car I'ensemble des m + 1 premiers termes s’évanouit en vertu de notre
théorie, qui nous apprend que 'intégrale exacte de la fonction

\

) dz,

m

Z<l+i+{+...+
u uw’ 13 [
entre les limites — 1 et + 1, est égale & la valeur que donne la mé-
thode approchée, c’est-d-dire i o.

Cela posé, on trouve, en prenant les dérivées des deux membres de
I'égalité (10) par rapport a u,

Z,(u)lu—(— o 2Z(u)
u—1 u*— 1

:Plx(u) -+ P'z(u )s

et en prenant encore une fois les dérivées, apres avoir multiplié par
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w® — 1, 1l vient

-‘i((uz—.)z'(u)]l"*‘

du u—1

d . , d L
= 41 (u) + E[(u-’——z)l’l(u)]ﬁL E[(u’——})l",(u)j.

Cette égalité, combinée par voie d’addition avec I'égalité (10}, dont
on a préalablement multiplié les deux membres par un facteur con-
stant -- K, nous donne

w1l d
IZEI{T‘[(W )2 (u)] —KZ(w)
:4Z'(u)+gdl—t[(lﬁ_l)P'l(u)] — KP (w) + J‘fz (0= )P, ()] — KP. (),

ce qui exige que Pon ait identiquement, pour une valeur convenable
de K,

d

(11) ol —=1)Z' (u)] = KL (u),
d

(12) 7o e — 1) P ()] = KP\ () — 42/ (w),
d

(13) = (2 — 1) P ()] == KPa( ).

La premiere de ces trois égalités, qui entraine évidemment les deux
. . 3 . U '
autres, résulte de ce que les produits de la fonction l% par Z(u) ou
. d ' R .
bien par — [(u® — 1) Z’'(u)] sont de méme forme: mais on peut encore

la prouver de la maniére suivante : il résulte de notre théorie que la
fonction Z est définie par I'égalité

~+1
f Z(u)o(u)du —o,

dans laquelle ¢ (u) est une fonction entiere quelconque de degré au
plus égal a m; par conséquent, toute fonction entiere du degré m -+ «
qui jouit de la méme propriété, c’est-d-dire telle que 'on ait, en I'ap-
pelant ¢(u),

\l.l u)olu)du=-=o,

—1
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ne differe d’elle que par un facteur constant, car elle doit s’annuier
pour les mémes valeurs de la variable. Nous n’avons donc qu’a proaver
égalité

f—r— J(f;[(lﬁ__I)Z’(Lt)]@(u)([u: 0:

—1

or, Vintégration par parties nous donne

/L:I(H[(WMI VZ' ()] o () du = ,_I—‘H(u,ﬁ )7 () (u)du,

1

ef, comme on trouve de méme

f+l(u2WI)Z’(u)cp’(u)du = ——fﬁHZ(u)%[(u?*—I)(p’(u)]du.

1 —1

il vient

T w2 otwydu= [ 2wy (10— ) ()] du — o

d ) . : ,
car - [(u® — 1)¢’(u)] est un polyndme entier dont le degré est au plus

(u* —1)Z'(u)] ne dif-

égal & m; donc les deux fonctions Z(u) et ;Z—t[

ferent i]ue par un facteur constant.

Pour déterminer ce facteur constant, on remarque que le premier
terme de Z'(u) est (m - 1)z™, et que par suite le premier terme de
(—i—t (u*—1)Z (u)] est(m + 1) (m + 2)z™*"; le facteur K est donc égal
a(m—+1)(m-+ 2).

Ajoutons maintenant les égalités (11) et (12), apres avoir multiplié la
premiere par P, (u) et la seconde par — Z(u), il vient

d
P (u) Tn (w—n1)Z(u)]— Z(u) di‘ {w— )P (u)] = 4Z(u)7 (u),
d’ott 'on conclut par intégration

(14) (w— ) [P(w)Z () — Z(w)P, (u)] =2[Z(u)} +C,

et 'on peut, avant d’aller plus loin, remarquer, comme Gauss, qu’il
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résulte de cette égalité (car C n'est pas nul) que Z(u) et Z'(u) ne sau-
raient s’annuler pour la méme valeur de u, et que, par conséquent,
I’équation Z = o n’a pas de racines égales.
1’égalité (14), lorsque I'on ne donne & u que des valeurs gui sont
racines de I'équation Z(u) = o, se réduit a

(w2 — )P (u)Z (u)==C,

et comme dans ces hypotheses P, () devient le numérateur de A. on
les deux formes

A:é(u’»—x)l’?(u},
C

A 1

(wr—1)[P, (u)p

la premiere a été donnée par Gauss, et la seconde est de M. Christoffel.
tl nous reste a trouver la valeur de la constante C. Or on trouve, en
faisant # =1 dans P'égalité (14), 2[Z(1)]* +- C = o, d’ol

C=—2[2(1)]

Cherchons donc la valeur que prend la foncetion Z pour u == «. On &

dm+| )
7 . dum—f-l (lt' - l)m-r‘
() = (em+2)(2m+1)am (2m —1)...(m + 3)(m — 2}

et par suite tout revient a chercher la valeur que prend le numératenr
pouru =1.
Posons d’une maniere générale
dr
U" prvenss Z[_I;; ( w —- l)",
il vient, en appliquant le développement dont nous nous sommes déja
servis,
a dn—\ n—z

U =(w—1)5— (@ — 1)+ 20— (W2 — 1"+ nln—1)5—
: )du"( ) du"_‘( ) ' )du"_"

(s -—3y .

et si I'on admet, ce qu’il est facile de vérifier de proche en proche. que
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dr R
— T — 1y

est nulle pour =1 toutes les fois que p est inférieur & ¢, on a sini-
plement, dans la méme hypothese de u =1,

U,=2nU,_;
et par suite nous avons la série d’égalités

Uper —=2(m+1) 0,
Up=2.mU,_,
Umf’ — 2(m - I) Um—-ia

dont Ie produit nous donne
Uppizz 2™ 1.2 3. ..m(m —+ 1),
Substituons dans Z(r1), et nous trouvons

Z(1) = 2™t 1 2,3, ..m{m 1)
T (ama2)(2m ). (m+3)(m +2)

ou, ce qui est la méme chose identiquement,

2™ 1.2 3., m(m+1).1.2 3...m(m +1)

Z()= a3 ..m(m 1) (m—~+2)...(2m+1)(2m+2)

ou bien enfin, en enlevant le facteur 2™*'.1.2.3. . .m(m + 1) commun
au numérateur et au dénominateur,

1.2.3...m{m -+ 1)

Zi)= 1.3.5.. (am—1){2m ~+ 5

4

2° CAs oU n EST PAIR. — Si n est pair et égal a 2m, on ne peut an-
nuler que m coefficients, et par conséquent on n’a que m équations
pour déterminer les m ~+ 1 inconnues x,, ,, &, ..., L, 11 y a donc
une infinité de manieres de résoudre la question, puisque I'une de ces
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quantités resteindéterminée. Les équations qui les lient entre elles sont,
en se reportant aux équations générales (5), ot Ion fait n = 2m et
g =m,

¥ .
f 22+ (m=1ip (xiydxr = o,

0

1

j 22 H(m—=20p (xiydz = o,
)

f 2% TP, (2 ) dx =0,
1
f 2% Pn(x')dx = 0.
[¢]

Comme on peut se donner une nouvelle relation arbitraire, nous po-
serons la (m —+ 1)*" équation

f Ix”"“"‘" P.(x')dx = o,
o
et x,, x,,..., X, seront encore les racines de I’équation X(2') = o
que nous avons formée dans le cas précédent.

Proposons-nous de voir ce que deviennent ces nombres, lorsque 'on
veut que 'un d’enx soit égal i zéro, c’est-a-dire lorsqu’on veut se servir
de Vordonnée a I'origine. Il suffit de remarquer que I'équation type

i}

j a2t Py (x)dx = o,
[d]

qui peut s’écrire

1

f xP+iP,,,_.(.z‘i)dx—_.Z‘éf xme—l(xi)dx:07
o

0

S

devient, dans ’hypothese de x, = o,
1
f 2P+ P, (2 dx = o.
o

On en conclut que les équations qui déterminent x,, @, ..., ,, sont,
5
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dans cette hypothese,

C o
; / R Pm.—l(x[) dx —=o s
Jo

v ..
/ g2 m=1ip  (xiVdr=o.
o

et par suite I’équation des abscisses est

dr (x1+l+lni(

dx™ xi— I)m_} = 0,
car ces équations ne different de celles que nous avons traitées dans le
cas précédent que par le changement de ¢ en « + 7, et de men m — 1.
Dans le cas particulier ou I'on a «=o0 et i=1, cette équation
devient
a

dxm

[xnu—l (JL . 1)’"] =o,

et les ordonnées ne sont plus, comme dans le cas ot n est impair,

symétriques par rapport aux extrémes, car, apres le changement

Z -1
de x en

» cetle équation contiendrait des termes de parité diffé-

rente.

Cherchons de méme a déterminer les nombres x,, x,,..., x,, de
maniere que 'un d’eux, wx, par exemple, soit égal a 1; c’est-a-dire,
voyons quelles sont les ordonnées qui doivent marcher avec la der-
niere.

Les équations du probleme s’obtiennent, dans ce cas, en faisant
x, = 1 dans I'équation type (6), et sont

01

J,

* 1

N . N .
x* TP, (2 dx —j grHlm—uip (i) dx =0,
o
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/ ‘r“*‘(’”_')lhp,,;_l(x")dx—[ 22 (m=2)ip  (xiydr=o,

v 0 © 0

i . 1 .
[ xz—f_‘llpm—l(xi)(lx——f .Z'y'_'_le—l(xi)(lx:O’
<« 0 [¢]

1

1 .
[ .Z'1+1Pm—l(-xi)(lx‘ —f x% Pm—l(xi)dx:o'
<0

o

Si Pon y fait « = o et ¢ == 1, elles deviennent des conséquences des
équations (7), oit 'on aurait changé « en 1 — «/, apres y avoir fait
les mémes hypotheses. La derniere devient, en effet,

1
f (2" —1) Py (2 )dx’ =0,
LX)

1 1
f xl pm—-'.(x,)dx/—‘/‘ Pm-.—1(1‘,)(lx,:O;
[¢] o

I"avant-derniere, qui est alors

ou bien

/ (2 — 1) Py, (& )dz' — o,
0

peut s’écrire

I 41 I
f 2P, (2 )dx' — 2 f Z2'Po_ (') dx —+—f Pooy (2')d2x’ = o,
0 (4 (o]

a4

et devient, en vertu de la précédente,

T 1
f a't Pm-x (x,) dx’ —f x' Pm—l (x, ) dz’ = o,
¢} 0

et ainsi de suite. On en conclut que, dans ces hypothéses,

Les ordonnées qui marchent avec l'ordonnée & [origine sont syme-
triques de celles qui marchent avec I'ordonnée extréme.

Mais il faut bien remarquer que cela n’est vrai que si I'on suppose
o = o et £ = 1; sans cela, les dernieres transformations ne pourraient

plus se faire.
5.
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Les coefficients A correspondants aux ordonnées également distantes

des extrémes dans les deux cas sont d’ailleurs égaux.

La formule

P (x)dx
0

Xr — X
:\L-: *@‘@9
X~ Xk |k
qui donne les premiers, se transforme, en effet, dans celie qui donne
les seconds par le changement de x en 1 — a2, qui n’altere pas les
limites de I'intégration.

D’apres cela, si l'aire d’un segment parabolique de degré am est
exprimée par la formule

S=Apri+Apr+MAyn+. ALy,

dans laquelle y, est 'ordonnée a l'origine, et Ay, yi, le coefficient et
Pordonnée correspondants au nombre x4, elle le sera aussi par la for-
mule

S=Ayi+ Ay + Ay, + o Ay

dans laquelle y; est ordonnée correspondante au nombre 1 — x,. On
a donc entre toutes ces ordonnées la relation

:\0(}‘0 —_“.7‘:') -+ A‘ (,:V' —.7‘11 )+' St I\m()l‘m - ]",’,,): o,

qui est 'expression d'un théoreme général sur les paraboles.

Il ne nous reste plus, avant de passer aux applications de cette
théorie, qu’a énoncer le théoreme suivant qui en est le résumé, et qui
est en méme temps la généralisation de celui de Gauss :

k
Tueorime. — L'aire f ydx est la méme pour toutes les paraboles
o

comprises dans la forme generale
y=a%[a+ bxi 4+ cx¥ +.. + lZPrTII

qui ont les m -+~ 1 ordonnées communes y,, y,..., ¥ que déefinit [ équa-
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. v . v 1 e
tion X (x*) = o, pourvu que p. soit au plus égal a m, et celle aire est
donnée par la formule

S=h (Au}’u —+ A:}'l —+ Az}’z —+ e Am]‘m),

dans laguelle A,, A,,..., A, sont les nombres que nous savons calculer.

s . — Application aux quadratures approchées.

Veut-on maintenant évaluer une aire quelconque

h
S= /‘ 9 (z)dx :
0

on remarquera qu’il résulte de notre théorie que, si 'on calcule cette
aire par la formule

S=h{(Ays+Aip +Ays+. o+ Anya)

dans laquelle y,, v,, ¥5,..., Y sont les valeurs de la fonction ¢ (x)
correspondantes aux racines de !’équation X = o multipliées par 4,
et Ay, Ay, A,,..., A, les nombres précédemment définis, on aura rem-
placé dans les limites considérées la courbe y = o («) par une para-
bole de degré « + (2m + 1)t, ayant avec elle les m -+~ 1 ordonnées
COMMUNES Yo, Yis Yayr-+-» ¥Ym- Cette parabole n’est d’ailleurs pas déter-
minée complétement par ces ordonnées, et, pour achever sa détermi-
nation, on peut s’en donner m -+ 1 autres arbitraires prises ou non
parmi celles de la courbe proposée, car I'aire est définie entierement
par les m —+ 1 premieres; mais, si I'on veut parler-aux yeux, on les
prendra parmi celles de cette courbe, et on les choisira de maniere &
faire, autant que possible, pénétrer la parabole d’approximation dans
toutes ses irrégularités.

En général, il sera plus simple de supposer « = o et i =1, car ces
hypothéses permettent, comme on I'a vu, d’abaisser de moitié le degré
de ’équation aux abscisses en nombre minimum et simplifient le cal-
cul des coefficients A. Cependant, dans certains cas, il vaudra mieux
leur donner une valeur convenable. Ainsi, par exemple, si la courbe
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¥ = ¢ (2) a un point de contact multiple avec 'axe des 2 a I'origine,
en donnant une certaine valeur & « on remplace cette courbe par une
autre ayant également un contact multiple i 'origine avec I'axe des x,
et Uon peut dire alors que, si le contact est d’ordre «, les deux courbes
ont o points communs de plus confondus en un seul.

Limite supérieure de I’erreur commise. — On peut avoir une limite
supérieure de ’erreur commise dans l'application de cette méthode
en opérant comme il suit : On commencera par former I’équation
v = ¢ () de la parabole d’approximation ayant avec la courbe proposée
les m + 1 ordonnées communes que définit I'équation X = o et m -1
autres arbitraires, que I'on choisira de maniere a faire pénétrer cette
parabole dans toutes les irrégularités de la courbe considérée; puis
on calculera les racines de I'équation

L yia)— sla))=o,

qui se trouvent séparées dans l'intervalle de x = o0 a x = A. Cela
pourra se faire assez rapidement au moyen de la méthode d’approxi-
mation de Newton. On connaitra ainsi les valeurs de x qui rendent
la fonction

Y(z)—o(x)

maximum ou minimum daps les limites considérées. On calculera les
valeurs correspondantes de cette fonction avec autant d’approximation
que possible, et, en multipliant chacune d’elles par I'intervalle Az cor-
respondant, on aura évidemment une limite supérieure de Perreur
commise dans cet intervalle, et I’on pourra ainsi calculer ces limites
pour chaque intervalle. L’erreur commise en plus est plus petite que
la somme de ces limites qui correspondent aux maximums, et I’erreur
commise en moins est plus petite que la somme de celles qui corres-
pondent aux minimums. La plus grande de ces deux sommes est donc
la limite supérieure cherchée.

S’il s’agit d’une fonction ¢ (x) développée en série, la méthode de
quadrature peut recevoir l'interprétation suivante. Soit

z*[a+ bx' + ca¥ 4+ da¥ - . g prirlig ]
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le développement en série de cette fonction. Appliquer la méthode a
cette fonction revient évidemment a 'appliquer & chaque terme; or
il résulte du théoreme par lequel nous avons résumé notre théorie que
cette méthode donne la quadrature exacte des am + 2 premiers
termes : les erreurs ne commencent done qu’au (27m —+ 3)7" terme, et
I’expression de 'erreur commise sur ce terme sera
P/la+|+(-zm+z)i

E :m _ pha+l+(2m+—2)[[Auxf’?m+~')i+ ALXle‘2m+"-)i+‘.-+ :\mxf:l"H\'iJ$

ou bien, en metlant ph*+1+@m+2i e facteur,
P

H
a+1+{2m—+2)¢

E :p/la+|+(2m+2)i [

o A x(zm-;—z)i A x(zm+7)i A T(zm-m)i ‘\ .l‘:m_H)iJ
¢ i T A - — Am .

[ 1 e T m
On évaluerait d’'une maniere analogue I’erreur commise sur chacun
des termes suivants, et I’on pourra par conséquent s’en faire une idée.
L’application de la méthode de Gauss, qui supposera toujours z = o
et £ =1, laissant les erreurs subsister & partir du degré 2m -+ 2,
donnera donc une moins grande approximation que la notre dans les
cas ol ces conditions ne seront pas remplies; et cela arrivera souvent,
car on a tres-fréquemment des développements de Ia forme

a4+ bx* + cxt + dxt +. . LlpOnE) o prlmrz
ou bien
a4+ bxt 4 cxi .. 4 Ll - Gz

Avec m -+ 1 ordonnées, la méthode de Gauss ne tiendrait compte que
de m + 1 termes de la premiere série et de m termes de la seconde,
tandis que la notre rejettera les erreurs au dela du (2m + 2)"¢ dans les
deux cas. Il est vrai que nous avons une équation du (m + 1 )" Jegré
a résoudre et m + 1 coeflicients distincts a calculer, tandis que dans
la méthode de Gauss il y en aurait en réalité moitié moins; mais ce
sont la des calculs qui se font une fois pour toutes, et dont il n’y a par
conséquent pas a tenir compte. On a d’ailleurs le méme nombre de
valeurs de la fonction & calculer dans les deux cas. Il sera donc conve-
nable de caleuler, outre les abscisses et les coefficients A de Gauss, les
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nombres correspondants que nous donne notre théorie dans les hypo-
theses de « =0 et : = 2, ou bien a =1 et = 2. Ce sont les cas
qui se présentent le plus souvent.

Evaluation de certains volumes. — Tout ce que nous venons d’exposer
peut servir a I'évaluation du volume compris entre le plan des xy, un
plan parallele quelconque z = 4, et les surfaces dont les aires des sec-
tions paralleles au plan des xy sont des fonctions rationnelles et en—
tieres de z.

Ce volume est en effet donné par I'intégrale

h
V:f Sdz,
8]

dans laquelle S est une expression de la forme
3% (a + bz' + cz¥ 4. ..+ (3"},

et ¢’est alors une intégrale comme celles que nous avons considérées.
1l suffira de remplacer dans nos énoncés les mots aire, abscisse et or-
donnée par les mots volume, distance au plan des xy et section.

. Parmi les surfaces auxquelles cela peut s’appliquer, nous citerons :
le cylindre, le conoide droit, le céne, les.surfaces du second ordre en gé-
néral, toutes les surfaces réglées et les surfaces de révolution autour de
I"axe des z dont la meridienne a pour équation

ri=z"(a+hzi 4+ cz¥ ...}

§ IV. — Examen de quelques cas particuliers

Nous allons maintenant faire I'application de notre théorie a quelques
cas particuliers; nous serons ainsi conduits 4 un parallele entre les sur-
faces et les volumes que I'on considere d’habitude en géométrie, a
quelques énoncés intéressants et a la nouvelle formule de quadrature
approchée que nous voulons proposer.

1° Degré o. — L’ordonnée de la parabole est conslante ainsi que la
section de la surface: c’est le cas de I'aire d’un rectangle ou du volume

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(41)

d’un eylindre. Surface et volume sont donnés par les formules
S—hy, el V=AS,
2° Degre 1. — On a
y=a-+bxr et S=a-+ bz:

c’est le cas du trapeze ou du triangle et du conoide engendré par une
droite qui se meut en s’appuyant constamment sur une courbe plane
fixe et sur une droite parallele au plan de cette courbe, et en restant
toujours parallele 2 un autre plan déterminé. 1l est facile de voir,
en effet, que I'aire d’une section quelconque faite dans cette surface par
un plan parallele & la courbe directrice est proportionnelle a la dis-
tance de ce plan a la droite directrice; elle est donc de la forme a + bz,
a étant aire de la courbe directrice, & un coefficient constant et z la
distance de la section au plan de cette courbe.

On peut, d’une infinité de manieres, évaluer 'aire ou le volume au
moyen de deux ordonnées ou bien de deux sections. En particulier, si
Pon prend les ordonnées ou les sections extrémes, on trouve pour
la surface

h
S = ;(‘7‘0 +}|),
et pour le volume
- h .
V= S(S°+S‘)’

la premiere formule donne I’expression connue de 'aire d’un trapeze.
§’il s’agit d'un triangle, ou bien de la portion du volume du conoide
comprise entre les deux directrices, il faut faire y, =o et S, =o; on

trouve alors
h - h
S—_—'-;]'o et V:;SD.

L’équation des abscisses en nombre minimum est du premier degré,
et s'obtient en faisant « =o, t =1, m = o dans ’équation générale;
c’est

I N I
xr ——=—o0, dou x=-;
2 2
le coefficient correspondant A, est égal a (. Surface et volume s'ex-
6
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priment donc en fonction de Pordonnée moyenne ou de la section
moyenne, par les formules

S-—=hy, et V—=AS,.
3° Deuxieme degré. — On a

y=a+bx + ca?,

S =+ bz + cz.

Ce cas comprend : la parabole du second degré, le cone, les surfaces du
second ordre et toutes les surfaces réglées.

Il'y a une infinité de manieres d’exprimer la surface ou le volume
au moyen de trois ordonnées ou de trois sections. Si 'on prend, comme
Cotes, les extrémes et la moyenne, c¢’est-a-dire si I’on pose

I
Xy == 0, e | Xyt i,

on trouve

eton a
5*/’ Ay )
*fé(]«)—r‘l-(}l i LY )

.h . .
V= E(b" + 48, +8,).
En particulier, §’il s’agit d’un cone, S, = o, et comme on a S, = 48,,
il vient
- hy
V= gbo;
¢'est expression connue du volume du cone.

Nous démontrerons plus loin, par la géométrie élémentaire, la for-
roule précédente, dans le cas d'une surface réglée et d’une sphére. Nous
allons, d’aillenrs, laisser de coté les volumes pour ne plus nous occuper
que des aires; il n’y aura qu’a étendre aux surfaces ce que nous dirons
pour les paraboles.

Dans ce cas, comme 7 est pair et égal & 2, on ne peut pas exprimer
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la surface avee moins de deux ordonnées, mais on peut le faire d’une in-
tinité de manieres.
Nous supposons toujours que Fonaoc=oeti=1.
Parmi les systemes d’ordonnées que 1’on peut choisir, nous remar-
querons d’abord celui qui correspond aux racines de I'équation du se-
cond degré des abscisses en nombre minimum,

d’ol

R v . , . I
ies coefficienls correspondants A, et A, sont égaux a ~iona done

h

o 2

S (yo+ 1)

Nous retrouverons cette formule pour les paraboles du troisieme de-
gré, et nous donnerons alors son interprétation géométrigue, ainsi que
son usage pour les quadratures.

Avec lordonnée a lorigine, il faudrait prendre l'autre menée

2 . - ;
aux 5 de /&; les coefficients A correspondants sont d'ailleurs égaux

T 3
a-et>:onadone
44 ;
5= 7:(J'o~r3f|)-

Avec ordonnée exiréme, il faudrait prendre Pautre menée au tiers
. 3 I .
de £; les coefficients correspondants.sont 7 et z» et par suite

h ,
S:Z (3:’/‘,0"1'_}‘1\“
Ces résultats vérifient notre théorie générale, et leur comparaison
donne
! ’
Yo—ri=3(ys—n),
ce qul prouve que :
Etant données quatre ordonnées équidistantes d’une parabole du second
degre. la différence des extrémes est triple de la difference des movennes.
6.
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On aurait un théoreme analogue pour les surfaces.
Enfin la relation qui lie les abscisses en nombre minimum étant, dans
ce cas,

1 I
xox.—;(x0+x,)+§:o,

on reconnait aisément que leur rapport ne saurait étre compris entre

el 3.

wl =

Dans deux cas particuliers on pourra évaluer I'aire ou le volume au
moyen d’une seule ordonnée, c’est lorsque a ou b seront nuls. Suppo-
sons d’abord que & soit nul, I’équation de la courbe est de la forme

y=a-+ cx,

et I'abscisse qui résout le probleme s’obtient en faisant, dans notre
équation générale, m=o0, « = o et i = 2: elle devient

. 3
x‘-’~-§:o, d’oli xaz%—;

le coefficient correspondant est d’ailleurs A, =1; donc

S = hy,,

<
wlw

h.

Si c’est le coefficient @ qui est nul, I’'équation de la courbe est

y. étant 'ordonnée qui correspond & x = hx, =

y—=x(b+ cx),

et 'on obtient I’abscisse cherchée, en faisant dans P'équation X = o,
2=1,1=1, m=o0; on trouve alors

3h
=217,
¥, étant Pordonnée correspondante a x = o h = %”
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4¢ Troisieme degré. — L’équation de la parabole est

y—=a—+br—+ cx’+ das.

h
Il résulte de notre théorie, que I'on peut exprimer Iaire / ydx ’une
Jo

infinité de manieres, au moyen de quatre ou bien de (rois-ordonnées:
mais qu'on ne peut le faire que d’une seule maniere, au moven de
deux.

En posant x, = o0, , = %, Xy = %’ x, == r, on trouverait pour A,

A, A,, A;, les nombres de Cotes, qui sont =

Au lieu de ce systeme d’abscisses, choisissons le suivant, dans
lequel x; est arbitraire,

T
Ty==0, Ty Xy ==1, Xy
1l résulte du théoreme général (2) que nous avons démontré en com-
mencant, que nous devons trouver les nombres du second degré.
A, étant nul. On trouve, en effet,.

done

S =— g,(A"7‘°+ Ay + Ay ).

On peut donc dire que :

Toutes paraboles du second et du troisieme degré qui ant trots ordor-
nées communes équidistantes comprennent la méme aire entre elles et les
ordonnées extrémes.

Ce qui n’est d'ailleurs qu’un cas particulier de notre théoreme gé-
néral.

L’équation des abscisses en nombre minimum est dans ce cas du
second degré; nous 'avons déja résolue dans le cas précédent, et nous
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savons que la surface est donnée par la formule

h

I

S (rot3)s

Yo et y, étant les ordonnées de la parabole du troisieme degré corres-

pondantes a
2 I

/

Cette expression de P'aire d’un segment parabolique du second ou
du troisieme degré est susceptible de Vinterprétation géométrique sui-
vante :

Soit ABab I’aire comprise entre la droite AB, les ordonnées Aa, Bb
et Uarc ab de parabole du deuxieme ou du troisieme degré. On trouve
les ordonnées y, et y, qui déterminent avec AB = A la surface, en éle-

Fig. 1.

vant au point ¥ milieu de AB une perpendiculaire FG sur cette droite
et décrivant, du point B comme centre avec AB pour rayon, un arc de
cercle qui coupe cette perpendiculaire au point G; la longueur FG ainsi
BYV3

3 s . 3, A L T ’
déterminée est égale & - S1lon en prend le -?I;a FH, et qu’on rabatte
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FH de part et d’autre du point F sur AB, on-obtient les points Cet D
qui sont les pieds des ordonnées cherchées, car on a évidemment

et

Nos ordonunées sont done Ce et Dd, et la formule prouve que :

L'aire du segment parabolique ABab est équivalente @ I’ aire du trapeze
ABa'b' déterminé avec les ordonnées extrémes par la droite cd prolongee.

Ces constructions, qui peuvent se faire facilement sur le papier et
méme sur le terrain, permettront d’évaluer assez approximativement
une aire limitée par une ligne courbe, et en ne faisant qu’un nombre
trés-restreint de mesures.

Ce résultat, qui n’est qu’une application du théoreme de Gauss, con-
duit & la méthode suivante de quadrature approximative.

Soit a évaluer la surface comprise entre une courbe quelconque ab,
la droite AB et les deux perpendiculaires Aa, Bb a cette droite. On
divisera d’abord la base AB en n parties égales AC, CD, DE, EB, puis
on prendra les milieux F, G, H, K de chaque portion. On fera, sur la

Fig. 2.

v e e o . i

i
b
b
t
¥
3
[
4
]
ot
t
'
£
t
1
]
L 3

‘ ‘4
oifmmm . e

A W
] -

]

premiere, la construction que nous indiquions tout a 'heuve pour deé-
terminer les points « et 8. On connaitra ainsi la longueur Fx« que I'on
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portera a droite et & gauche de chacun des milieux F, G, H, K, ce qui

fournira 2 points «, f3, 7, @, ¢, »,... £, 6. On mesurera les ordonnées

correspondantes wa’, B, 7y, 0¢",..., et en caleulant la surface par la
formule

.__AB . ,
N :?—n(ax’+65/+oa’ . 4L+ 65,

on aura la plus grande approximation que 'on puisse obtenir en rem-
placant dans chacune de ses n parties ac, cd, de, eb, la courbe consi-
dérée par une parabole du troisieme degré passant par les points &’ et 5’
ou 7y etd,..., ¢’est-a-dire qu'on aura Uapproximation de 4 n ordonnées
dont 27 sont arbitraires. En particulier, on peut imaginer qu’on a pris
pour ordonnées arbitraires celles qui correspondent aux 27 points A,
F, C, G, D,...; on aura ainsi un systeme de 47 ordonnées dont 272 sont
équidistantes entre elles, et dont 'une des 27 autres est située entre
deux des précédentes.

On peut encore réduire le nombre des mesures que nécessite cette
méthode; en effet, menons les cordes '3, ¥/ ¢",..., qui coupent les or-
données des points F, G,..., en F, G,,...; il suffira de mesurer les
n lignes FF,, GG,,..., et comme on a

FF‘:““—‘:@E, GGl:ﬂ_”;_aa_,..,,

la surface sera donnée par la formule

_ B

§=—(FF,+ GG, +...).

Ainsi, pouravoir 'approximationde 4 ordonnées, il suffira de mesurer
n lignes et la base AB.

Telle est la marche que I’on peut suivre pour évaluer approximative-

ment I’aire limitée par une ligne courbe donnée sur le papier ou sur le
terrain.

Supposons maintenant qu’il s’agisse d’évaluer une intégrale définie

de la forme
v
| etydz,
d
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on appliquera la formule
S= — (Jo+yi+ i+ = Yot )3
= on Yo Nl Y B ol STEN

Yos Yis Yar--o» Yanor» Ctant les 27 ordonnées correspondantes aux va-
leurs de x :

__h VK] _h V3
xu—;"‘l<l_‘?>7 x.A;;L<l+_3~),

ce n’est évidemment autre chose que la traduction analytique de la mé-
thode géométrique que nous venons de développer.

Exempres : 1° Calcul de n. — Proposons-nous, comme application de
cette méthode, de calculer le nombre = par la formule

n_ (" dr

5 ), vz
Nous aurons avec quatre ordonnées, c’est-a-dire en faisant n = 2,

T 1
S== = =y 4+ yi s
7 4(7 . Y 7s)

0 on a
o= ! __ 24
P (B 6—yE
e
1 24
Y — - 2: =’
' X v 26 + /3
x+76<1+?)
1 24
= '3 V3 z:38——3\/3
t+l3—7
Yo \ o 24
L = = _.
’ I v3\' 38+ 3y3
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il vient done, apres substitution,

1S=-m =24 I ! + [ )
e (26—\/5 26 +y3 38 —3y3 38+3\/§,)

ou bien, en faisant les réductions successives,

_ 52 76 \ 20995968
™= 24 <§;§ + 1417\‘# 953641

Le caleul de cette fraction donne
n—=3,141609...;
or la valeur exacte de 7 est
7= 3,141592. . .;

Uerreur commise est donc plus petite que 0,00002.
Avec 6 ordonnées, c’est-a-dire en faisant n = 3, on trouverait

= 3,141593.

2° Calcul de L(2). — Calculons encore le logarithme népérien de 2
qui est donné par la formule

' dx
L(z)ﬁf; —

Les valeurs des ordonnées dont nous devons nous servir sont

1 12

Jo == p— o= —
1 V3 15— 3
l+Z(l——3—>
1 12
]‘1:‘ — oo —
. 1+ﬁ 15 4+ /3
4 3
]‘ . I i2
g = T =" = -9
,_5__(3_&/‘_5) "1 y3
3
o= 1 o P2
T -‘2(+\/'S’

+
-
N

w

+

<
"“’I )
N
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on a done

S:Z(Z)::?t( ! = -t~ ! = ! = + ! _;\-.
15—¥3 15+ y3 21— y3 213,

ou bien, en faisant les réduclions,

S:L(z):3<3° SECRILS

222 438) 2701

Le calcul de cette fraction donne
L(2)=o0,69307. ...
Avec six ordonnées on trouverait
L{2)=0,69313...,
tandis que la valeur exacte est
L(2)=:0,693147180..;

I'erreur ne porte done que sur la cinquieme décimale, et les caleuls
sont trés-simples.
Gauss, avec cing ordonnées et des calculs beaucoup plus pénibles,
trouverail
0,693141.. .,

et Cotes, avee dix ordonnées, n'aurait qu'une décimale exacte de plus.

Cette méthode donnera donc dans beaucoup de cas, et tres-rapide-
ment, une approximation suffisante pour 'aire d’une surface courbe ou
pour lavaleur d’une intégrale définie. Quantau degré d’approximation
qu’elle fournit, on pourra le déterminer dans chaque cas particulier en
cherchant comme nous 'avons dit d’'une maniere générale une limite
supérieure de P'erreur commise dans chaque intervalle; et s'il s’agit
d’une fonction développée en série, comme les erreurs dans chaque
intervalle ne commenceront qu’au cinquieme terme de la série, on verra
facilement de quel ordre elles sont.

Nous terminerons ici les applications que I'on pourrait poursuivre
heaucoup plus loin, en remarquant qu’il serait facile d’établir d’autres

-
7 -
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lois de quadrature approximative analogues i la précédente, en se ser-
vant d’ares de parabole du cinqoieme, du septieme, du neuvieme, ete.,
degré; mais elles seraient plus compliquées. Dans tous les cas, on aura,
avec n ordonnées convenablement déterminées, I'approximation que
"on peut obtenir en y joignant n autres ordonnées complétement arbi-
traires.

Disons enfin que I'on pourra dresser, sans autre difficulté que la
longueur des calculs, une table donnant les nombres x,, x,, 22, ...,
et les coefficients correspondants A,, A,, A,,... pour les différents
degrés de I’équation X = o, jusqu’au dixieme, par exemple; pour cette
limite elle-méme, on n’aura qu’une équation du cinquieme degré a ré-
soudre, dans I'hypothese de = o et i =1 ("). Si Pon donnait d’autres
valeurs a « et 7, et il sera bon de le faire, comme nous 'avons prouvé,
il faudra résoudre une équation complete du dixieme degré.

On pourra également calculer, une fois pour toutes, les premieres
puissances ou bien leurs logarithmes des nombres x,, x,, @, . ...

§ V. — Etude géométrique du volume compris entre une surface
réglée et deur plans paralléles quelconques.

Nous allons maintenant donner une démonstration géométrique
purement élémentaire de 'expression que fournit le théoreme de Cotes
pour le volume compris entre une surface réglée quelconque et deux
plans pavalleles, et qui se traduit par I’énoncé suivant :

Le volume du solide comwis entre deux plans paralleles et une sur-
Jace réglee quelconque, est égal a la somme des volumes de 1rois cones
ayant pour hauteur commune la demi-distance des bases paralléles, et
pour bases respectives : l'un la base inférieure, 'autre la base supérieure,
et le troisieme quatre fois la section moyenne.

Considérons d’abord le solide compris entre deux triangles ABC et

A’B'C situés dans des plans paralleles et reliés entre eux par des qua-
drilatéres plans ou gauches AA’ BB, BB’ CC/, AA’CC/, que nous regar-

(*} Gauss donue les résultats de ces calenls jusqu’au septieme degré inelusivement dans
les Mémoires de Gottingue.
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derons comme formés chacun de deux triangles, et soit DEFGHK la

section faite dans ce polyedre par un plan également distant des deux
bases ABC et A'B’'C'; cette section est un hexagone dont les sommets

Fig. 3.

sont les milieux des droites AA’, A’B, BB, B'C, CC, ¢’A. Nous pou-
vons prendre un point quelconque O dans le plan de cette section, et
regarder ce point comme le sommet de pyramides ayant pour bases les
triangles ABC et A’B'C’. Ces deux pyramides ont pour hauteur commune
la demi-distance des bases paralleles du solide, et pour bases respec-
tives, I'une la base inférieure, et 'autre la base supérieure du méme
solide. Enlevons ces deux pyramides, il nous en restera six autres ayant
le méme sommet O et pour bases les six triangles qui limitent latéra-
lement le solide proposé. Or la pyramide OAA'B est égale a4 quatre
fois la pyramide ODA’E, puisqu’elles ont méme sommet O et que le
triangle ADE est le quart du triangle AA'B; et comme cette derniere
pyramide peut étre considérée comme ayant pour sommet le point A’
et pour base le triangle ODE, il en résulte que la pyramide OAA’B est
égale 3 quatre fois une pyramide ayant pour hauteur la demi-distance
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des plans ABC et A’B’(’, et pour base une portion ODE de la section
movenne.

Pour la méme raison, la pyramide OA’BB’ est égale 4 quatre fois la
pyramide OEFB, qui peut étre regardée comme ayant pour sommet le
point B, c’est-a-dire pour hauteur celle de la précédente, et pour base
le triangle OEF de la section moyenne.

Le méme raisonnement se répéterait pour les quatre autres pyramides.
Les six pyramides considérées peuvent donc étre remplacées par quatre
fois six autres pyramides ayant pour hauteur la demi-hauteur du solide
et pour bases les six triangles dont se compose la section moyenne; et,
par conséquent, on peut remplacer leur somme par une seule pyra-
mide ayant la méme hauteur et pour base quatre fois la section
moyenne.

Le polyedre considéré est donc la somme de trots pyramides avant
pour hauteur commune la moitié de sa hauteur, et, pour bases respec-
tives, 'une sa base inférieure, 'autre sa base supérieure, et la troisieme
quatre fois sa section moyenne.

Remarque. — Le méme énoncé convient évidemment au cas ou 'un
des deux triangles de base se réduirait 2 une ligne droite, car notre rai-
sonnement est indépendant de la position du point €', et on peut sup-
poser qu'tl vienne coincider avec le sommet B'.

Cela posé, considérons le polyedre compris entre deux polygones
d’un nombre quelconque de cotés, dont les plans sont paralleles, et
qui sont reliés entre eux par des triangles. On pourra toujours décom-
poser ces deux polygones en triangles par leurs diagonales et, par suite,
considérer le polyedre proposé comme la somme de polyedres analogues
a celui que nous venons d’étudier.

Soient P,, Py, P;.... les volumes de ces polvedres, (B,, &, M,),
{B,. b, M. ), ... les bases et section moyenne de chacun d’eux, on aura,
en désignant par A la distance des deux bases polygonales et traduisant
analvtiquement le théoreme que nous venons de démontrer,

_/) 4 .
l—"G(Bg‘f;‘bI;‘—?‘b‘),

)
= ={ 2 T ‘%‘!‘ -,",
Po= 5(Bo+ M b

P
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et 'on trouve, en faisant la somme de ces égalités, la formule

V:%(B+4M+b),

ou V représente le volume du polyedre proposé, B, b et M ses bases et
sa section moyenne.

De la on passe immédiatement au cas d’une surface réglée quel-
conque, développable ou non, en imaginant que le nombre des cotés de
nos deux polygones augmente indéfiniment, leurs sommets se trouvant
toujours deux a deux aux extrémités d’'une méme génératrice recti-
ligne de la surface; car on remplace ainsi la surface courbe proposée
par une surface polyédrale a laquelle s’applique le théoreme, et son
volume est la limite du volume de ce polyedre. Ainsi se trouve démontré
le résultat annoncé.

Cette démonstration tout élémentaire d’un théoreme tres-général
pourrait étre introduite dans I’enseignement, et 'on en déduirait tres-
aisément les expressions connues du volume du trone de pyramide et
du volume du tronc de prisme, ainsi que le cubage des metres de
pierres, fossés ou tombereaux. On pourrait également 'appliquer au
cubage des troncs d’arbres et des tonneaux.

Volume du segment spherigue. — On sait que le volume du segment
sphérique est donné, en appelant R, r, 4 les rayons de ses deux bases
et sa hauteur, par la formule

V'::T%h(3R2+ 3t ).

Or il est aisé de vérifier que le rayon R’ de la section moyenne est lié
aux rayons des deux bases par la relation

4R?=2R? + 2r2 + fi2;

donce

—

Th

V—_—.F(R’—e—r* + 4R}
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ce qui prouve que le volume du segment sphérique est la somme des
volumes de trois cones ayant pour hauteur commune la moitié de sa hau-

teur, et pour bases, I'un la base inférieure, 1'autre la base supérieure,
et le troisieme quatre fois la section moyenne.

Vu el approuve.
Le 21 avril 1868.

Le Dovex pE 1A FacuLTE DES SC[ENCES.

MILNE EDWARDS.

Permas d’imprimer.
Le 22 avril 1868.

Le Vice-Recteur pE L’ Acapgvie pE Paris,

A. MOURIER.
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DEUXIEME THESE.

MEMOIRE DE MECANIQUE ANALYTIQUE.

SUR LES MOUVEMENTS SIMULTANES D'UN SYSTEME DE POINTS MATERIELS
ASSUJETTIS A RESTER CONSTAMMENT
DANS UN PLAN PASSANT PAR L’ORIGINE DES COORDONNEES.

La question que nous nous proposons d’étudier est la suivante :

Déterminer le mouvement d’un systéme de points materiels assujettis a
rester constamment dans un plan passant par un point fixe, soumis a leur
attraction mutuelle et a celle du point fixe; Uattraction etant d’ailleurs
une fonction quelconque de la distance.

M. Bour, s’occupant, apres M. J. Bertrand, d’un cas particulier de
cette question, celui ol le nombre des points mobiles est réduit i deux,
est arrivé 4 remplacer les douze inconnues du probleme par huit autres:

lu [79 lsy [l’

Ny, Ny, Ry oAy,

fonctions des neuf qu’avait déja trouvées M. J. Bertrand, et telles qu’on
a, pour I'équation différentielle qui définit les intégrales du probleme
indépendantes du temps, conformément au type habituel,

i=

N (M ds _ dMds )
E dn; dl; — dI; dni>‘°’

i=1
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H étant la quantité qui reste constante en vertu du principe des forces
vives; et son travail se résume dans le théoreme suivant :

Pour intégrer le probléme des Trois corps dans le cas le plus général, il
suffit de résoudre le cas o le mouvement a lieu dans ur plan, et d’avoir
ensuite égard & une fonction perturbatrice égale au produit d’une con-
stante dépendant des aires par la somme des moments d’inertie des corps
autour de la trace du plan des Trois corps sur le plan invariable, divise
par le carré de la surface du triangle dont s sont les trots sommets.

Je suis également arrivé, en considérant un nombre quelconque de
points, i réduire de quatre unités le nombre des variables indépen-
dantes, tout en conservant aux dernieres équations leur forme cano-
nique; et ce résultat, que M. Bour a tiré d’un théoreme démontré par lui
sur la réduction du nombre des variables indépendantes dans les pro-
blemes de mécanique, aprés avoir construit quatre tableaux qui ont du
exiger des calculs trés-pénibles, je I'ai obtenu simplement et directe-
ment au moyen des trois intégrales des aires.

Enfin j’'ai, comme M. Bour, ramené I’'étude du mouvement dans I'es-
pace 4 celle du mouvement plan, par la considération d’une fonetion
perturbatrice qui comprend la sienne comme cas particulier.

§ L

Considérons un systeme de points matériels assujettis a rester con-
stamment dans un plan passant par Porigine des coordonnées et dési-
gnons, d’apres I'usage, par U la fonction des forces qui ne contiendra
dans son expression que les distances des points mobiles entre eux, et
leurs distances a l'origine.

Nous déterminerons & chaque instant la position du plan mobile par
son inclinaison ¢ sur le plan des xy et par I'angle ¢ que fait sa trace OR
sur ce plan avec Oa. Chacun des points mobilesserad’ailleurs déterminé
dans ce plan, si I'on connait le rayon vecteur OG = r du centre de gra-
vité G et Pangle o qu’il fait avec OR, par sa distance MG = p au centre
de gravité et par I'angle ¢ que fait MG avec GH menée parallelement
a OR par le point, G.
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Soient x, ¥, z les coordonnées du point M dont la masse est m: on a,
pour les exprimer en fonction des variables que nous venons de definir,
les relations

2 —=(0A + GH)cos¢ + (MH + GA ) cosising,
¥ = (0A + GH)sing — (MH + GA)cosicoso,
z = MD = BMsini —= (MH + GA)sin/,

ou bien

x = (rcosw -+ pcosf)cosg + (rsine + osinf) cosising,
y ={(rcosw + pcosf)sing — (rsinw + o sin ) cosi cosy,

z = (rsinw -+ psin 8)sin7,

Fig. 4.

et, en prenant leurs dérivées par rapport au temps, on trouve :

dx  dr . . , do
= — (cNSw COS Y + Sinw Sing cosi) + T

-— (cosw sing cosi — sinm cosy)
ot dt {t

b . . . .
+p T (cosb siny cosi — sinf coso)
I{

/ - . . . . .
+ ;th [r{sine cosy cosi — cosem sing) + ¢ (sink cosyp cosi — cosh sing )]
4 (rsine + psind)sinisiny + de {cosb cosy -+ sinb siny cosi).

de '~ i ot f

8.
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(l]' dr

CcOSw Sing — Sine CO:O CcOSi
de T dt ( ¢ ) —

Llw . X .
7 {cosw cosw cosi -+ sine sinv )
(

d8 . . .

b (cosf cosy cos/ —+ sinf sing)

dw . R i . . .
-+ I [7(cosw cose + sinw sing cosi) -+ p{cos% cosy + sinf siny cos) ]

di dp
-7 (rsinw + psinf)sinicosg + - r L (cos4 siny — sinf cosy cosi),
dz  dr s i do db P
P Ne siné -+ r r cosw sini + OECOS siné

di dp . -
— _l_ "
+- 7 cosZ (7 sine -+ psinb) + 7 sinf sind.

Nous pouvons maintenant former I’expression de la demi-force
vive T; élevons pour cela les deux membres de ces égalités au carré,
puis ajoutons-les membre 3 membre, il vient, toutes réductions faites,

de\®  fdyN®  fdz\?
@) T\ar) T\@
[ 2—{-7"” dw 2+ db + do\* do [ db 4 o 5
= \@ @ T @) T p g st g sinie =8
drf df dp ”
i — — 4 —+ —
2 [ T sin ))+{[t €0s ( G)J
16
+21(‘051—[—sm >—G)~o(—cos(m—9)]
St

di\? . . . 11? BN , . o ' ) ’
7 (#sinw 4o 8in )% 4~ 7 [r% 4 o* — sin®¢ (r sine 4 8in 9)* 4 20 cos (o — 4]

d dr dw ,do b
T Tdr dr ~— 4 by — ERSAGETIPS Dl

2 cos/ [o o sin (o )+ e cos (o — 6} 4 r SRR (/t]
n dy di . ~ .

2o sini(rsine 4 osing) (7 cose +- g cosh).

R m . .
Multiplions par — et faisons la somme des expressions analogues pour

tous les points mobiles; il vient, en désignant suivant 'usage par T la

(quantité
1 Tldx\: dy\*  fdz\*"
2| (@) (@) (7))
posant, pour abréger I'écriture,

(1) S‘m = M, ZmpZ:L.
e
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ef, en remarquant que I’on a, puisque G est le centre de gravité du
svsteme,

g Empsin(m—e):

<

' Empcos(m—e):
d’ou Von conclut, en prenant les dérivées par rapport au temps,
s 2 [——sm(m— 6)—op % cos{w — 9)]:0,
\ do
(Em[——cos(m——@) ° sin(w — 6) | = o,
o M /dr\* Mr/de\* 1 L[ A6 ¥ dp\?
f‘?(ﬁ) +T<E> +;Z me <(u\ *52"1(\(/71) R
Nous désignons par R toute la partie de T qui contient les variables:

et ¢ explicitement, ainsi que leurs dérivées par rapport au temps; et
I'on a, en posant encore

do 2d64 )
[ M r: 07+ m‘od_t—‘A’
(4) / Em(rsinw—k osinf) =B,

'

zm(rsinm -+ psinf)(rcosw +gcosf)= R,

B/diN* 1/do\*, .., ., , don o dy
R”E(E) . ;<d—l-> (Mr*+L—Bsin*/)+ B smz(d ) (dt ) Acosz(/[ .

Nous avons ainsi I'expression de la demi-force vive T au moyen de
toutes les variables r, o, ¢, ¢, 04, ps; mais toutes ces variables ne sont
pas indépendantes, puisqu’elles sontliées entre elles par les relations (2).
On pourra done encore éliminer les variables ¢ et 0 correspondantes
I'un quelconque des points mobiles. T ne contiendra plus alors dans
son expression que des variables complétement indépendantes au
nombre de 27 + 2, si n est le nombre des points mobiles: ce sont les

variables
Iy W, @, & 61’ 92,"'7 6n—la D1y Dayee Onety

gue nous désignerons, pour nous conformer & la notation habituelle et
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dans Uordre ou elles sont écrites par

dis §us Gss Gis Qunss Qivrse ooy Guass Govos-oos Qo

il ne nous reste plus qu’a poser suivant P'usage

([q;.-__ ,
ar = 1

et les 272 + 2 équations du probleme s’obtiendront en donnant a I'in-
dice £ toutes les valeurs, depuis 1 jusqu’a 2n + 2 dans I'équation type
de Lagrange

fH d ('d'[‘ \ dT  dU

di\ag, ) dq — dgy’

oit nous désignons par U la fonction des forces exprimée en fonction
des mémes variables, ce qui est possible, puisque nous avons supposé
qu’elle ne contient que les distances des points mobiles entre eux qui
sont des expressions de la forme

d = Vp} +pi — 2piok cos(Gi — Oi),

et leurs distances a I'origine comprises dans la formule générale

S=\ri+g+2rpcos{on —5).
Ces equations se mettront sous la forme canonique en posant

ar_
dq, = e

faisant I'élunination des variables ¢' dans T et désignant par H la
quantité
C—T,

et nousaurons, pour résoudre le probleme, 22 + 2 couples d’équations
de la forme

'\d_pg._(IH
(6 <dt —dq‘
L '@- dH

dt _'_Tpk’
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ol se manifeste immédiatement Uintégrale des forces vives

H = const.

Nous allons maintenant nous proposer de vérifier les trois intégrales
des aires, et pour cela il suffit évidemment de vérifier I'une d’elles, car
rien ne distingue les trois axes de coordonnées les uns des autres par

rapport & nos points mobiles.
Formons donc leurs premiers membres; on trouve, en posant

_ . dy dx
A,/_xa?—] m’
N dz dr
Ay =) E—Z{w—a

dz dx

A,;:x%——z-(ﬁa
et se reportant aux relations (1), (2), (3) et (4),
do \ s ;oo di .
/ EmA”—dt (Mr*+ L — Bsin’i) + b sini 7 — A cos,

\ —ZmAﬂ =sini —d~ (B’ cosg + B cosisino)

+—Z'—;(Bcos<p— B’ cosising) — Asinising,
. .do, o, . .
—EmA“:smz a (B’ sing —Bcosicoso)

di L
E_(B sing + B’ cosicoso )+ A sini coso,

nous ne transcrivons pas le détail des calculs qui nous ont fourni ces
résultats et qui n’offrent d’autre difficulté que leur longueur en écriture.

Or, on reconnait immédiatement queZmA,, n’est autre chose

que Z:‘ ou p,, et comme on a, en vertu des équations {6),
dp3 dH Y
dit —de

car ni U, ni T, et, par suite, H ne contiennent pas la variable ¢ expli-
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i

citement, done

dZmAI,

= —o,
at

ZmAty =G,

en désignant par C, une constante arbitraire.

d’ots

1l en résulte que les deux autres sommes, EmArz etEmsz’ sont

également constantes pendant toute la durée du mouvement, ou que
I'on a
zm;&,z —_ Cz,

EmAZZ = C,.

Nous allons maintenant nous servir de ces trois intégrales, dont les
constantes seront déterminées, une fois le probleme résolu, par les
conditions initiales du mouvement, pour éliminer les deux variables
indépendantes ¢ et 7.

§ 11

Réduction du nombre des variables indépendantes. — Tout ce que
nous venons de dire se rapporte a des axes quelconques de coordon-
nées, c’est-i-dire que jusqu’a présent nos variables ¢, ¢ et » sont
définies au moyen d’un plan quelconque fixe passant par l'origine et
pris pour plan des xy. Supposons maintenant que ce plan fixe soit le
ptan du maximum des aires ou plan invariable de Laplace; ¢ est-a-dire
faisons un changement d’axes de coordonnées, en prenant pour nouvel
axe des z une ligne qui fasse avec les trois premiers des angles dont les
cosinus sont égaux &

C C G
¢ T

)

guand on pose
C=VC &+ L+ CE.

Il est évident que nous devons trouver identiquement les mémes
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expressions pour la fonction des forces U et la demi-force vive T,
¢’est-d-dire les mémes équations pour le mouvement. Seulement, dans
ces équations, les variables w, ¢ et ¢ auront une signification plus
restreinte; o y représentera I'angle du rayon vecteur OG du centre de
gravité avec la trace du plan mobile sur le plan invariable, ¢ I'angle
de cette trace avec une droite arbitraire fixe menée par Porigine dans
le plan invariable, et ¢ I'inclinaison du plan mobile sur ce plan.

Il résulte, d’ailleurs, de la propriété du plan invariable que les
trois intégrales des aires prennent alors la forme

(8; }:mA,,:;C, Emf\_,;zo, Em}\,::o‘

On sait, en effet, que lorsqu’on a la somme des produits par les
masses correspondantes des aires décrites sur le plan invariable pa:
tes projections des rayons vecteurs des différents points mobiles, on
obtient la somme analogue sur un plan quelconque en multipliant lu
premiere par le cosinus de I'angle des deux plans.

Nous avons donc, entre les différentes variables qui figurent dans
les équations du mouvement, les trois relations

dg . . di .
{g) —- (Mr* 4+ L — Bsin?) +~ B'sini — — A cosi = C
\9} l/t( r 1 ) 1 dt o ]
oL de ..
‘smzm;—(B coss + Beosising)
(10} ¢ .
di , . .
( +Tt( cosg — B’ cosising) — A sinising = o,
¢
\ sini H%D(B’smcprcoszcoscp;
(s1) ‘ :

di ) , . ..
( —+—E(Bsmcp+B €0s1 c0sy) + A sinicoso =o.

Les deux derniéres peuvent étre remplacées par deux autres qui ne
contiennent plus la variable ¢ explicitement. On les obtient en ajou-
tant les équations (1o) et (11), apres avoir multiplié la premiere par
cosg, et la seconde par sing, ou bien en retranchant les deux mémes
équations, apres avoir multipli¢ la premiere par sing et la seconde

9
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par cos7; on trouve ainsi

.do di
12 B'sini —— 4+ B— =0
(12) dt | T dt ’
. . Ldo .di ..
13 Bsinicosi == — B’ cosi —— — Asini— o.
(13) dt dit

St on se reporte maintenant a la valeur de T, on voit qu'elle ne
contient pas la variable ¢, et que par conséquent on pourra y éliminer s,

do

? ot 4y moyen des équations (g), (12) et (13).

d T dt
Développons les calculs; les deux dernieres équations donnent de
suite

do _AB

di ~— (B*+ B*)cosi’
di _ AB'sini
dt — ~ (B*+ B%)cosi’

el, en portant ces valcurs de i et— dans la partie R de T, qui seule

contient ces variables, on trouve

_ A*BBsinzi A’B(Mr+L—Bsin’/)  A?BB”sin’/ __AB
T 2cost{B2+ B2 2 cos*i( B+ B2 cos*/(B:-+ B2 B4+ B
simplifiant et mettant — __ABen facteur, il vient
2 cos'i (Bt + B2} ’
A*B s )
R= —— o [B(Mr? + L) — (B + B'?) sin®i — 2(B*+ B'*) cos?/|,

2 costi( B4 Bi)
expression qui peut, en dernier lieu, s’écrire

A'B[B(Mr+L)— (B +B%)]  \'B
2 cos*l (B*+ B2} 2 (B2 + B™)

R=

L.a méme substitution faite dans P'équation (g) nous donne

B(Mr:+ L — Bsin? z) AB’?sin?{

C: ; —
cosi(B?+ B"?)  cosi(B*+B?)

A cosi,

ou blen

A

= Cosi(B B [B(Mr: + L) — B*sin®i — B’?sin*/ — cos*/ (B* -+ B"}],
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o AIBMP+L)— (B4 B

cost (B B?)

et la valeur de R peut alors s’éerire

no B[ e
T el B(Mrr+L)— (B B%) BB °
on en conclut d'ailleurs également

do BC

(14) T Y E ; iy
dt B(Mr+ L)—(B*+ b?)

Nous avons ainsl une demi-force vive

'T,M<il“?+Ml” (lm)2 1 r?(ﬁ‘? 1 (/o\2
| dz) > \dr +;2’”f dt> +;Z’" di )

\ i \

’ LB C S
: 2| B(Mri+ L)— (B B?)  B+B2|

(ui ne contient plus dans son expression les variables 7 et ¢, ainsi que
leurs dérivées par rapport au temps; mais il faut encore, comme nous
Favons déja dit, y remplacer les variables g et § correspondantes &
Pun des points mobiles par leurs valeurs en fonction des autres, tirées
des relations (2) et (3). Nous supposerons cette élimination faite.

Nous avons, par le fait, éliminé deux de nos variables indépendantes.
Si cette élimination avait été faite au moyen de deux équations de la
forme

fir,ow, 0, 1,60 p8,l)=0

existant pendant toute la durée du mouvement entre les variables indé-
pendantes de notre probleme, le temps et des constantes arbitraires,
¢’est-a-dire an moyen de deux intégrales completes qui pourraient étre
regardées comme représentant des liaisons auxquelles sont assujettis
tous les points pendant le mouvement, liaisons qu’on n’empécherait
évidemment pas d’exister en les rendant nécessaires, on pourrait écrire
immédiatement les nouvelles équations du probleme sous la forme
donnée par Lagrange. Mais il n’en est pas ainsi, car nous nous sommes
servis, pour afteindre ce résultat, des trois intégrales des aires dont
Q.
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les premiers membres contiennent les dérivées par rapport au temps
de nos variables.

Nous sommes done obligés, pour voir ce que deviennent les équations
du probleme, d’exprimer les dérivées partielles de T, regardée comme
fonction de toutes les variables, au moyen des dérivées partielles de
fa méme fonction mise sous la forme (15), ne contenant plus que des
variables indépendantes, et que nous désignerons, pour plus de clarté,
par T’. Nous avons déja remarqué que le premier membre de U'équa-

d
tion (9) n’est autre chose que T,, il est facile de voir également que
- * - ’ \ dT e e
le premier membre de U'équation (12) est égal a —= et que le premier

. . . dT do, ) .
membre de I'équation (15) représente — —:—7; nous pouvons done

les ¢erire de la maniere suivante :
T
do’
. 4T
{Ib; (l'_lT g

dT

\ dl

Cela posé, nous aurons

AT _dT 4T dy | dT di (zr di
dy, ~ dgq, T d¢ dg, " d7 dg, " di dg;’
dT  dT dT d¢  dT dY dT di
—_ = =t 5 5 gy g T gy
dqx dqi do' dyy di' dq di dq.

A

ou bien, en vertu des équations (16),

AT dT . dd
dq, — dq, dq,
A1 dT | dg
dg A g
d’ou Pon tire
S

__r“__l—’—(: 5
qu qu qu7
T _dr ds
dge — dgs ’ dq;f’
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. BC:
Y A
ou bien encore, en posant Cy' = B

(M7 L)— (B % B7)

= &,

AT d(T — @)

dg, — dg
dT _ d(T'—®)
dgy — ° dqs

Les équations de notre probleme deviennent donc, en négligeant les
deux auxquelles nous avens satisfait, ce que fournit I’équation type

{(17)

d[d(T—®)] d(T—®)_dU
m‘[ dq, ] dgi  dgi’

quand on y donne i Vindice £ toutes les valeurs depuis 1 jusqu’a 2n.
Nous n’avons donc plus que 2n équations, et les variables indépen-
dantes qui nous restent sont

,’J (J)y 9!9 92:' A ] en—r, Ply P'z,- LY Pn~n

désignées dans cet ordre par
ql’ qﬂa q?’n l]n- ‘e qn—+-ly qn+2: qn+39 cete an-

Remarque. — Puisqu’on obtient les équations du probleme en appli-
quant a la fonction T' — @ I’équation type de Lagrange, eette fonction
ne doit différer que d’une constante ou d'une fonction du temps de ta
demi-force vive telle qu'on I'aurait obtenue en éliminant les variables ¢
et 0, au moyen de deux intégrales de la forme

f( P, 0, I', P, Gk, Diy t) = 0.

Il ne nous reste plus qu’a appliquer a ces équations la transformation
hamiltonienne, et nous négligerons désormais l'accent dont nous
nous sommes servis pour désigner T sous sa nouvelle forme.

Nous remarquerons pour cela que notre fonction T se décompose en

. o . . . ,
deux parties, 'une — qui ne contient pas les variables ¢, et 'autre que

nous désignerons par T,, qui est homogeéne et du second degré par rap-
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;

port & ces variables; nous avons done

T=T +.0,
2
el par conséquent
T—0=T - 0.
2

L .

L’équation (17) peut done s’écrire

d (l('l‘.-—é‘b> d(Tl—é(I)> JU

dt dq, dq; o qu ’

T d®

. dd .
ou bien, en remarquant que W = o0, et quon peut retrancher o T
- K s

des deux membres de cette équation,

/ LY
{18)

N

- I
aany an,_d(0—3e)
t/t((lq;‘ dgv 7 dq, )

Si maintenant nous posons

dT, dTt »

e O

dq, — dq,
ol qu'au moyen des 2n relations dont celle-la est le tvpe, on élimine
les variables ¢" dans T, 'équation (13) revient, en vertu de la transfor-
mation ('Hamilton, aux deux suivantes

dpr  dH_ dq dH

19) e T Z’?g dt d[//,-’

\ , 5 . 1 N . N
oii H représente la fonetion U — E‘J? —T,, c’est-a-dirve ot 'on a

H ¢tant la quantité qui reste constante pendant toute la durée du mou-
vement, en vertu du principe des forces vives.

Les intégrales du probleme indépendantes du temps seront done en-
eove définies, conformément an type habituel, par U'équation différen-

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(71)
tielle partielle

k==2an

(')()\ Z(ﬂf_]_{_i}_{.dﬁz>ﬁ—o
Lui \dpi dgi— dgi dpi]

Calcul de H. — Nous devons d’abord remplacer, dans la fonction 1
. . db do
mise sous la forme (15), les variables 6, p, —> d—; par leurs valeurs ¢n

fonction des autres, tirées des relations (2) et (3). Posons, pour abréger
Pécriture,

k=n—1

loy d O .
Z m/,[%l% sin(m — 6;) —-pk(d—tl‘cos(o)— (;)k)] =8,

k=1

k=n—1 [ 19 )
2 mk[(TtkCOS( — )+ o —— a7 Sln(b)—O)L)J =¥,
k=1

do 19 d
et nous avons pour déterminer = et -, ou mieux - et o [t » les deux

dt

équations

L

m[(fl—‘o m(w—-e)-—p—cos ]_-
(21)

’ do dg . ,

m[d—‘ (w——@)-%—pd—t Sm(m—@}]:~s;
on trouve en les ajoutant membre & membre, apres les avoir élevées au
earré,

‘ 2 (llO\ : d[ — ]2 /2

m [(71?) +p (dt) ]_—S + 87,
(21 bis) d’otr

m do 2—l—ma2 ﬁ b

dt CA\dt] T m

. . . d .

Nous avons encore besoin de connaitre mp-:ﬁe qui figure dans A:
pour le trouver, il suffit d’ajouter les équations (21), apres avoir mul-
tiplié la premiére par — pcos(w — ) et la seconde par gsin(w —5 :
il vient

nzp"(cll—f =o[Scos(w—6)— 8 sin(on — 5)].
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Nous aurons alors pour la demi-force vive T,” en disant une fois pour

toutes que le signeE ne s’étend plus qu'a »— 1 points, Pexpression

YT~ (dl> +M<ﬂ>2+12mw2<g—9’i\?—i—lzmk(io—k):
(22) S 2 \dt 2 \ dt 2 T4 dt) 2 dt
R

T Tom 2| BMrer+L)—(B:+ B B+ B2

dans laquelle on a

(22bis) A :Mr"fi m;‘pz%i—* +o[Scos{w—0)—8'sin(w—0)].

1l nous resterait encore, pour compléter I'élimination, a remplacer p
et § par leurs valeurs en fonction des autres variables; mais nous ne
ferons pas ce calcul, qui n’offre aucune difficulté, pour faciliter I'inter-
prétation des résultats.

Introduisons maintenant les variables p, nous avons

. dr , . dr
{03} 1).::1\1&, d’ou m:%‘;
. do  BMr2A
T y=Mr— -
A s at BB
/ Lo 8 s
‘ Py ox = DB (—Jt—" Rat gin(m—06,) — Py cos{o —0,)
ted)
( BA cosiot P
‘ b T Ly 8 — 59 008 {9 —5,) €08 {0 —0) — niz, g5, 80l —G ) sin(w—19, 1 ],
‘ de, | S . S’
S ‘ Posior = kat’ + ., mysin (e —0,) + mm,i(:os(w — 6.}
‘206
Y ) BA . o ‘ \
T [m2,0cos (o —0)sin (o —8,) — mosin(m—0)cos(m — 6]

Ajoutons membre 4 membre les égalités (24) et toutes celles du
groupe (25}, il vient

B(Mr+ L)
P +2[)H—/. = A [ —_— B+ B~ J,
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7
d’out

B: B’2<2 \ u>
(B* + )P—*—A‘P..k

A= — .
B(Mr: +L)— (B4 B")

On a d’ailleurs, au moyen de I’égalité ( 24), 'expression de - ), qui est

@ L( B&\Il
di M \Pr T

= B/')

¢’est-a-dire sa valeur en fonction des nouvelles variables.

loi\? .
Pour calculer - 2 myer <@> et ;Z my <%) » 1l nous suffit d’a-
- /

jouter membre 4 membre les deux égalités (25) et (26) dont on a élevé

les deux membres au carré, apres avoir divisé ceux de la premiere
Y

par m,p0, et ceux de la seconde par m,; on trouve ainsi

IP:+L—>“’+ <Pn+|+k *

(m,kp/( mp '
s d O\ ? (dpk 2 S: 4 8
*Pk(m> - E) AT

2 A2
TI%AB’_ [0, -+p?— 2ppscos [ — 6) cos(m — 6x) — 2ppisin (w — 6)sin (o — 6))

25 d;
-+ e ['72 sin (o — 04)— pi ECOS((;J—Q”]

. 25 (lD/. . d@g .
- [E cos (& — 0r) -+ ok —(Esm(w —6;,)]

2BA | ., df doy d6;
~Wﬂ,i«l‘okaT—4—9005(0)—9)[3— sin{m — 6;)— o ¢ s(mﬁ_gk)]

—psin(w —6) [% cos{e» — 6i) + ox %9; sin{wm — h)J
+ [pcos{m — 6) — prcos(w— 6]

S’ . .
-+ — [ersin(w — b)) — psin (o — 9)]$;

puis en multipliant les deux membres de cette égalité par ’—Z—", et faisant

la somme des expressions analogues pour les » —1 points dont nous

10
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conservons les variables,

P)—/ e Pn—l—r—ﬁ

’72/J_ i

I ) rIG;, <dok (97 =8 M—in) Bz A? .

! 40 (L-~M¢

22 “‘ + 2'” > 2 - 2(B2 +B2)“ &
St 872 BA | A% Mmoo s N
D ) R 2 —Hi— N (/Jr Y.

S BB Mg o[Scos(w—F] sin{m 6)}\

De 1a on pourra tirer

1 , A6\ 1 “dog\:
52"”‘9 ( rlt) +;2nu- ( dt )

quand on connaitra

St 8 . dby
A Scos{m — &) —8'sin(m—15) et mio, — - -
P ? ( ) ( ) ) ‘f'k (1[

Or, nous trouvons en ajoutant les égalités (25) el (26), apres avoir
. .y .y I . B
multiplié les deux termes de la premiere par —sin{w —0,) et les deux
S
i

termes de la seconde par cos(» — 4,), ou bien en retranchant les
mémes égalités, apres avoir multiplié les deux membres de la premicre

I . .
par — cos(w — §;) et les deux membres de la seconde par sinfm — 5, ,
Ok

les deux égalités

Pork
Dk

‘dk d9 . \
== my [TPt €oS( o -— G4) -y Ttk sin(o— 4 /]

Sin(m— i) + Purirs COS{m — b;)

S my BA my . . -
A—;”— — —m [pksll](w — 6/;) — 0 Sln(ﬁ) -— 6/\_1,

. 2k .
Pk SID {00 — G1) — }—)% cos{m — G;)
'

d,OIr . ‘ deA
— ny [E sin(w — 6p) — ox Tr cos{m — 6/,.)J

o Smy BA m; . -
-+ Tn— -+ Fm [PkCOS(’J) — 5,4) -+ pCOS(b) — é)j,
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et en faisant la somme des expressions analogues pour » — 1 points,
puis posant, pour abréger I’écriture,

Ep—tk sin{ow — 9;) —i—Ep,,.HH‘ cos{w —G;) =Mg',

2]7“,“ sin (o — G%) E Past cos(w — G;)==Mg,

on trouve les relations

BA (o—b),

:a+m9005

—=¢ —

3|® 3w

*BTB{—AWPSiH(&) —9),

qui donnentimmédiatement .

2 1§ cos(m—6) — §sin(n—0)] = gla ) o sin(m— 6] + P
1\_5005(.) 6)—Ssin(o—8)] =ploscos(nw— 0)— &'sin(w 6)]+Bz+lﬁ”—’
et

S48 ‘ B Azp? 2BAp

=g+ o'+ [ccos(wmﬁ).~ o’sin(o — 6)],

9

m B =B BB
et 'ou en conclut, au moyen des relations (22 bis) et (24),
2 "“‘Pk( T >_A p:— BM' l?’ -mp[acos(m~6)—o-’sin(w—6)]——;%—’;‘?;

Introduisons maintenant ces résultats dans T, et nous trouvons, toutes
réductions faites,

__P_xz_ pi 1 P:_,_,\ P,H.,J./ NI(G’—FG”)
T oM + 2Mrt + 2 m/,p 2 my 2 +P
avec
P BA*[B(Mr: + L) — (B> + B'?)] . - BC2 -
- 2(B: + B 2[B(Mr: +L)— (B + B7)]

Si I'on remplace enfin A par la valeur trouvée précédemment, il vient

oo (o B

(27) P = B(Mr+ L) — (B s B+)]

10.
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L’expression cherchée de H est donc

o 2
2 2 M
‘ b _L* pz _i pz+/.___2pn—r—x+/\ iy 2+0/: __).
28) H=1U 2M  2Mr2 o mip; my <G )1
Mouvement plan. — Supposons maintenant que Je plan qui contient

nos points mobiles soit fixe, et proposons-nous de chercher les équa-
tions de leur mouvement dans ce plan.

En conservant les mémes notations que précédemment, et en se pla-
cant dans les mémes hypothéses, nous avons la méme fonction des
forces U, et nous calculerons la demi-force vive au moyen des formules
de transformation suivantes :

& = rcosw + pcosé,

y=rsinw +psinf,

qui donnent, quand on prend les dérivées des deux membres par rap-
port au temps,

dx _dr . dw i 1_9 5 db inG
_(F g E COSw —r —; dt Sln (4] dt COS '67—' S1 9
dy dw dp de

9= —smm—f—tmcosw%—d, sin 6 +- o —[—0059.

Elevons au carré et ajoutons membre 3 membre, il vient
dx g dy\*_ (dr R dw . a’p) ,(db
di (J? - (EE "\ ar) T \ar >

dr[dp do . ’
25 [a,—tcos(wf b)+o Wsm(w~9)J

do[do . - db )
—e2r o [d—‘t sin (» — §) — S cos(m — G)J-

.y m . .
Multiplions par — et faisons la somme de toutes les expressions ana-

logues pour les différents points mobiles, nous trouvons, en tenant
compte des relations (2) et (3),

T— \I dr _+_1\[r2 ‘dw\? 1 do\* 1 dor\:
T o \dt 2 (ﬂ? +§2mw‘< lt) ’ﬁZE””(W) ’
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ou bien, en vertu de la relation (21 bis) et n’étendant plus le signe z
qu’a » — 1 points,

T 1\I dr +Mr2 ‘d o 2+I 2 (dOr\? dpr\*  S*+ 8"
A ) B () 1S w4

di

[

21
On transforme celte expression en posant

dr

p=Mz, ol dr_p.

dt — ™M’

dw , . do .
—s dol — P: »
de dt M

U
o —— — - csin{o — G;),
Pork = MG D, dt - — myp; cos(w 9;,)+m myppsin{ o — ),

do, S . .4
Pk == My TI‘A —+ E m;,sm(w — B+ ;:' nmyg COS((:) — GA)

d’olt nous déduisons, comme précédemment,

2
1 pz—i-/x ]n+1+/\
2 "”pk ny

' do: do\* (8 ST (M + m)
_,—2-2 mygp, (dl> —i—-;E In/f(m-> -+

2m?

et

S? 4 §'

T G+ ¢’

11 vient alors, apres substitution dans T

'l‘i_]]_ZL . Pﬁ +_ P?+x+l P:3+H/.-_1l\_1(0_3_;0_,2‘=
2M  2M nyp; 2 my 2 '

et 'on a, par conséquent, dans ce cas,

o __&___ Pi _r Pfﬂ- _lzp;—!—x-;—l: E, B
H=U oM oM 2 miol 2 mg e

Cette fonction ne différant de celle que nous ayons obtenue dans le cas
général que par la fonction P, on arrive a cette conclusion :
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Pour integrer le probleme qui nous occupe dans le cas le plus general.
1 suffit de resoudre le cas ow le mouvement a liew dans un plan, et d’acoir
ensuite egard a la fonction perturbatrice P.

Interpretation de la fonction P. — Cette fonction perturbatrice est
susceptible d’une interprétation que nous ferons en partie en calculant
le premier membre de U'intégrale des aires dans le mouvement plan; on
trouve sans difficulté

- a6
g A T A

dr . (lx dm ,d6  [do d8
[ dt dt

—sm( — 8)—-p — cos(w 9)]

dr do
+ — osin{n — - r——opcos(m— 9
prk (0 —8)+1 P (m )s

dou, le signeE s’étendant a tous les points mobiles,

dy dr\ o do 2 d9%
Em(.xd—t — (lt> Mr m—l— m,w(—l—,

. . db
ou bien, en remplacant Mp = Par sa valeur,

n—1

Em( d“ﬁv}‘@):M dw—i— Ao’de +p[Scos(m—9)— 8 sin(m—~9)].

dt dt dt M2

Mais on a

n—1 -7

ZPW‘ zm;, +p[Scos w—0)—S8'sin(m — 8],

don

d}‘ dx n—1
2”( de —1‘217> = Y Pt

Iintégrale des aires est par conséquent, dans le mouvement plan,

P —F'E Perk = G,
— <p' +Z P2+k>1: 0.

On peut donc dire que 'un des facteurs du numérateur de la fonction P

d’ol
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3 9 f . . . . \ ye
nest autre chose qu’une forme particaliere du premier membre de Vin-
tégrale des aires.

Pour interpréter l'autre facteur, B, on n’a qu’a se rappeler qu'on a
posé

oY , .
B—=) m(rsinw —-osinby,

et 'on voit immédiatement qu’il représente la somme des moments
d’inertie des différents points mobiles par rapport a la trace du plan

qui les contient sur le plan invariable.
Occupons-nous maintenant du dénominateur

D=B(Mr*+ L)— (B - B?)=:B(Mp = L— B)- B~

Nous avons posé
B==Y m{rsinn + psinf) ::E m(rrsinte + p?sin®f - 2rosinm siné),
B :Z m(rsinew + psing)(rcosw -+ pcosh)
:’:2 m{r*sine cose —+ p*sinf cosf + rpsinm cosf + rocosm sinbd

mais on a, G élant le centre de gravité,

Empsinéz:o et Zmpcosé o

-
B }‘ m(r?sin?e <+ of sin'f},

donc

B ::2 m(r¥sitw cose +— 5°sinb cos 7 };
d’ou P'on tire

~
Mz L—-B==Y m(r*cos*m-=c*cos*6}.

’

Le dénominateur en question est par conséquent

D= [2 m(risinie + g?sin?g )] [2 M cost, - o Costh

- [2 m(r sinem cosm + g*sinf cosh) ‘ ;
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ou bien encore a
D ‘2 m; my [(r’sinm + p; 8in*6;) (r? cos'o + p, C0s6;)
— (r*sinw cosw +g;sin §; cos ;) (r*sine cosm -+, sin by cos ) |-

en convenant que les indices z et £ peuvent varier indépendamment Pun
de Pautre, et prendre toutes les valeurs possibles depuis 1 jusqu’a n.
Cette égalité prend d’ailleurs, apres des transformations bhien simples,
la forme

D ,:2 m; ny [1’2 p; sinw cosf;sin{ o — G;)
— r*p; coswsing;sin (e — 8;) + o) p, sin0; cos b sin( 6, — 5;,}],

ou bien, en remarquant qu’on peut remplacer 'indice 7 par indice &
dans le second terme de la parenthese, et, par suite, réunir en un seul
les deux premiers termes,

D :E mymyg r? pk sin?(w — 6i) —f—E L Mg p: lo; sinf; cos G sin{6; — 6;).

Or,la seconde partie de cette expression peut se décomposer en groupes
de deux termes analogues aux suivants, qu’on obtient en donnant a I'in-
dice ¢ une valeur quelconque « et a 'indice £ toutes les valeurs possi-
bles, ou bien a I'indice £ 1a méme valeur « et laissant 7 arbitraire,

m, o, sin 9!,2 myo;, os 6 sin (0, — i),

Ma 5, COS 9,2 m;p; sin 6; sin (6; — 9,),

dont la somme est, car on ne change rien en appelant z ou £ I'indice

variable qui est sous le signeE:
myp! Z myp; sin?( 6, — 6i),
et par conséquent la seconde partie de D équivaut a 'expression

2 mimyp; p, sin? (6; — 6;),
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ou les indices ¢ et £ peuvent prendre toutes les valeurs possibles; donc

o 2 . . 2 0 .
D= E mmr p,osin?(w — 6;) 4+ Z m; my p, 0, sin?(9; — 0x),

et sous cette forme, I'interprétation de D est évidente :

1l est égal a quatre fois le produit par la masse totale de la somme des
produits par les masses correspondantes des carrés des triangles formés par
l'origine, le centre de gravite et chacun des points mobiles, plus quatre fois
la somme des produits par les deux masses correspondantes des carres des
triangles formés par le centre de gravité et deux quelconques des points
mobiles.

Ainsi se trouve généralisé le résultat obtenu par Bour. Dans le cas
particulier qu’il a traité, la seconde partie de D est nulle, et la premiere
se met aisément sous la forme

m, m, 82,

ou 'on appelle S la surface du triangle formé par les Trois corps, et
sous laquelle Bour I'a trouvée.

Remarquons enfin, pour terminer cette discussion, que, dans le mou-
vement plan, 'intégrale des aires permettra tres-facilement d’éliminer
une des variables indépendantes, parce qu’en posant w — 6,_, = «, on
aura, dans la fonction des forces, une variable indépendante de moins
que dans la demi-force vive. Nous ne développerons pas le calcul, qui
n’offre aucune difficulté.

§ 1.

Il nous reste maintenant & développer une conséquence des inté-
grales des aires relative au volume engendré par le triangle qui a son
sommet a I'origine et pour base la droite mobile, dans le cas ou tous
les points sont assujettis a rester en ligne droite.

L’équation du plan mobile & une époque quelconque est, comme on
le vérifie aisément,

tangi{x sing — ycosg)— z —o,

et les coordonnées du centre de gravité du systeme des points mobiles
II

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(82)
sont alors
x = r(€osm coso + sinm siny cosi),
y =r{cose sino — sine cose cosi),

z = rsinemsini.

Les accroissements de ces coordonnées correspondant & un accroisse-
ment dt du temps sont

dx = dr(coswcos o -+ sine sing cos!) — rdw(sine cos¢ — cosm siny cosi)

— rdo(coswsine — sinm coso cosi) — rdisinm sinov sini,

dy = dr{cosw sing + sinw c0s¢ c0si) — rdn(sinw sing — €oSw COSv COST)
+ rdo(cosm coso + sinwsing cosi) + rdisinm coso sin/,

dz = drsinm sini + rdeo coswsin{ -+ rdi sine cosi,

Nous pouvons alors trouver la distance infiniment petite ¢ du centre
de gravité au plan mobile dont I’équation est écrite plus hant; il vient,
en appliquant la regle connue qui donne la distance d’un point de Ves-
pace A un plan passant par 'origine des coordonnées,

d=—r{docoswsini + disinm),
ou bien, en remplacant dy et d¢ par leurs valeurs tirées des équations
(12) et (13),

rAsini - . N
0= m—e—— [ sinw ¥ mp*sinb cosf — cosm ¥y mr? 51n29) de,
{B*+B2)cosi !

P

et, en tenant compte de la relation (14),

; N
Crsini (sin 0)2 me?sind cosf — cosmz mp?sin'-'G)

¢ B BN L) (BB

Supposons maintenant que tous les points sont en ligne droite et appe-
fons § I’angle que fait cette droite avec OR, il vient

Crsini Lsin6 sin{ » — §)

T BMr L] (BB

dt.

Mais on a, dans ce cas,

B(Mrt— L)-- (B + B?) — Mr* Lsin’(m —6),
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done
Csinising

O:Mrsin(m —8)

dt,

el cette relation peut s’écrire

rosin(m—0) = (\—l sind sini di,

ou bien, en multipliant les deux membres par / qui représentera
chaque instant la distance des points extrémes,

| €2

orilsin(m—0)= = (Isinf)sini dt.

L
—

Or, cette formule est susceptible d’une interprétation remarquable
dans le cas ol le centre de gravité du systeme est constamment au
milieu de la droite mobile. Dans ce cas, en effet, ¢ est les 3 de la dis-
tance du centre de gravité du triangle mobile dans 'une quelconque
de ses positions a la position infiniment voisine de ce plan; rsin(w —6)
est la surface de ce triangle; donc¢ dr/sin (w — G) est les 2 de I'accrois-
sement du volume engendré par le triangle mobile; car on peut consi-
dérer cet accroissement de volume, en négligeant les infiniment petits
du second ordre comme un tronc de prisme ftriangulaire ayant pour
bases les deux positions infiniment voisines du triangle. Si donc on
appelle dv I’accroissement du volume, il vient

I

de =— Isinfgsin? dt,

ol W
[

M

ce qui prouve que, dans les conditions oli nous nous plagons, et qui
seront réalisées, par exemple, s’il s’agit d’une droite solide mobile
dont le centre de gravité est en son milieu, ou bien d'un systeme de
deux points de méme masse

L accroissement du volume engendré par le triangle mobile est a chaque
instant proportionnel a I’ accroissement du temps, au sinus de [ ‘angle que
Jait le triangle avec le plan invariable et a la projection de la droite mobile
sur une perpendiculaire au rayon vecteur du centre de gravité.

On peut.donner un autre énoncé de ce théoreme, en v introduisant
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l'angle que fait fa droite mobile avec le plan invariable. On a, en etfet,

en appelant « cet angle,
sina = sinf sini,

en vertu d'une propriété des triangles sphériques rectangles; donc

o~
9]

dv — {sina dt;

wl N
ot

M
done on peut encore dire :

I’ accroissement du volume est proportionnel a [’ accroissement du temps
et a la projection de la droite mobile sur une perpendiculaire au plan inva-
riable.

La condition pour que ce volume s’accroisse proportionnellement
au temps est donc que la projection de la droite sur une perpendicu-
laire au plan invariable soit constante.

Vu et approuve.
Le 21 avril 1868,
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