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THESE D’ANALYSE.

SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SERIES ORDONNEES SUIVANT
LES DENOMINATEURS DES REDUITES D'UNE FRACTION CONTINUE.

Introduction

1. Soit la fraction rationnelle

~
—_

)

(@)

sl

ou f(x) et I' () sont deux polynomes entiers de degrés n et m 1,

Sy =@aa"+ ...,
Fao)y=Aa"" 4 ...

Supposons m supérienr ou au moins éeal a 2, et désignons par
o] ? o

Lyy Tyyenns Liv ooy 2,

les 11¢ 1 racines {supposées mécales) de |'équation
\ o ]

It (l) = 0.

Posons

de facon qu’on ait

La recherche du plus grand commun diviseur de F(a) et f(x), effectude
en changeant le signe du reste dans chaque opération partielle (comme cel:

P
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(4)

se pratique dans le théoreme de Sturm), conduit aux relations

¥ R,
7 Ql_T,
S __ R,
E—Qz_ﬁl’
R, R,
i=Qs R’
Kl) I-{‘l; nnnnnnnnnnn

..............

Rio_e R,
Rn-—i _ " ri ?
Rn—i —_— R
B" a1
Jz) 1
(2) F(x) 1
Q=
Q. —
— I -
Qn+1

F étant du degré m + 1 et f du degré r, les restes
Ri’ Bﬂ""’ Bk"") BII-—-I’ l{

n-

sont de degrés
n—1, n—2,..., n—k,..., 1, o.
Le quotient Q, est du degré m +1—n, ou e+ 1, en posant
m—n=-e;
les autres quotients Q,, ..., Q,,, sont linéaires. Nous écrirons done

Ri=r,a*+...,
Q‘ =q|$e+' ..y
Q. =q,x + ¢,
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Enfin, si on désigne par

la réduite de rang k

'_ I
Q:
dans la fraction continue (2), N, sera un polynéme du degré £ — 1, et D,
un polynéme du degré

m—i1—n+k—1=¢e¢—+#k,

degré que nous désignerons, pour plus de commodité, par o.

2. Ces préliminaires établis, voici la question que je me propose de
traiter :
Conncissant les m —+ 1 waleurs

e(2y)y @(2)y--vr B(L)y--0s @(L,),

d’une fonction entiere et du degré m, ¢ (x), développer cette fonction en
une suite ordonnée suivant les dénominateurs D, (x) des réduites de la
Jraction continue (2), et étudier les propriétés de ce développement.
Lorsqu'on cherche i résondre ce probléme, on est conduit a distinguer
deux cas, snivant que dans la fraction
Sf(z)
F (x)
le degré n du numérateur est mférienr d’une ou de plusieurs wmités au
degré m + 1 du dénominateur.
Dans le premier cas, le probléme est possible et déterminé; il est résolu
par la formule

A=m i=m -
(3) ¢ (.fL‘) = 2 qk-H Dls (’x) Z pt’ Dk ('ri) ¢ ('L.l') ?
k=0 i=0

ou I'on suppose D, (x) =1.
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(6)

Dans le second cas, les coefficients inconnus de
D, (x), D,(x),..., D,(x)

dépendent d’'un systéme linéaive surabondant, et la question proposée esl
mmpossible. Le meillear parti a prendre consiste a traiter ce systeme pur la
méthode des moindres carrés, en supposant aux valeurs données de

¢(r,), o(x),..., o(x,),

le méme degré de précision ; on obtient de cette maniere une valewr appro-
chée de @ () sous la forme d’une fonction entiere ordonnée suivant

) D,(¥), D, (x),..., D,(x).

En examinant alors de pres la composition des coeflicients ainsi trouvds,
puis se reportant au premier cas, on voit ue, parmi toutes les fractions
rationnelles susceptibles de conduire @ une représentation exacte de ¢ (x),
c'est-a-clire parmi les fractions dont le numerateur a un degré d’'une unité
inférieur au degré du dénominateur, /e fiaction

IF(z)

l"(.l‘) ?
o1 A est un facleur constant, jouit de cette propriété importante : si dans
le développement correspondant

(4) o) =3 | rq., A(,u) Y D, (c)o(r) |

on ne prend que les premiers termes, en nombre d ailleurs quelconque
p =+ 1, on obtient une valeur approchée de ¢ (x)

rg e (@) + gD, (@) XD (w) o (2) +- -
-+ 7\(/1'44 2 DI’( i )
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(7))
avec les coefficients indiqués par la méthode des moindres carrés, dans
Uhypothese oie les valeurs données de

‘:ID (a',0>’ @('L‘i)’ . o3 <p("(.m )

sont également précises ; en d’'autres termes, cetle valeur est, de tous les
polynomes z entiers et rationnels du méme degré, celui qui rend mimimum
Ja somme des carrés des erreurs

5. Pour A = 1, c’est-a-dire dans le cas de la fraction

Fx) _ 1
Fiz] 2,- PRI

on a la formule

h=m i=in
(5) o() =3 | g Di(2) D, (2) o)
k=0 =0

qui avait ¢té indiquée a priori et sans démonstration par M. Tehebichel
dans une Note lue a I'Académie de Saint-Pétershourg et inscrée dans le
tome LIII du Journal de Crelle (7).

4. Enfin, en adoptant pour

9

des nombres croissants par degrés égaux et insensibles = 5 depuis — 1 jus-
m g

qu’a =1, on trouve comne cas particulier de la formule (4) le développe-
ment conni

(6) o(x)= 3 L (2n+1)X, f ¢ (') Xy,

(*) Jai appris depuis, par M. Liouville, que M. Tchebichel avait publi¢ sa démounstration er.
russe. M. Bicnaymé traduit le Mémoire en ce moment.
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(8)
suivant les fonctions X, de Legendre. Ces fonctions s’introduisent ici par
la réduction en fraction continue de I'expression

_1"
limite de Z— TE) hmz ~

1
X —x; 2

que 'on peut mettre sous la forme remarquable

-

X1 1 1 ¢

ekl SIS % SRS % GELILLLILEN ey o5 SALER

! Jog
2 D

Il résulte d’ailleurs de la proposition énoncée au n°2, que la somme des
p U premiers termes du développement (6) est, parmi toutes les fone-
tions entiéres z du méme degré p, celle qui rend minimum la valeur
moyenne

=1

J_‘ [e(x) — z]*dx

de Uerreur @ (x) — z prise depuis x= —1 jusqu'a x = —+ 1; propriét¢
qu'on peut d’ailleurs démontrer directement, comme I'a fait M. Plarr dans
une Note présentée i I'Académie des Sciences le 11 mai 1857.

8. Tels sont les principaux résultats démontrés dans cette theése, ou 1'on
trouvera en outre une étude de fraction continue (2), les propriétés les plus
importantes de la série de (quatre éléments

l—{—ﬂt—l— a(a+1).o(o—|—__l_)t2+a(a+l)(a+2)6(o+l)(o+2)

. ...,
1.y t.2.7.(y+1) 1.2.3.7.(7+1). (7 + 2) g

considerée par Gauss dans le II° volume des Mdémoires de Gottingue, et
enfin un procédé nouveau et général de recherche des propriétés des fone-
tions X,. Pour plus de clarté, je diviserai ce travail en cinq paragraphes
dont voici les titres :

1. Réduction d'une fraction rationnelle en fraction continue.

II. Représentation d’ une fonction entiére et du degré m par un polynome
du méme degré ordonné suivant les dénominateurs des réduites d une frac-
tion continue. )

1. Ltude d une série de quatre éléments, d apres Gauss.
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V. Réduction de

en fraction continue.

V. Développement suivant les fonctions X,,.

Réduction d'une fraction rationnelle en fraction continue.

6. Lemme. — 87, en conservant les notations du n° t, on pose

) gt D S| N e Q
P+ P oat 4. ..+ P, = Z P =05,

S,S,..... S,
*
S, S,.....S,.,
.’_..AA e bl
N
i S;JL w-1*"* ‘S'J,a

Tol@) =] secvesescinns

satisfait aux relations

ot ¢ désigne Uun quelconque des nombres 1, 2, 3,..., o.
En effet, en développant, par rapport a la derniere ligne, le

nant T, (x), on a

T, () = 98 4 A8y e AN an,
Y ) o l/sf“ ! (!5’1'—1“1 o (/S”T" B o + & (‘i‘s,!m:
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(10)

d’ou, enremplacantz par x;, multipliant par P, 2] et sommant,

2 Pix/Ty(z) =35, 55 + St T(QA—L + Sy /(é%i, e S /{,A ’
ou enfin, en recomposant le déterminant,
S, S, S,
S, S, ...S..,
zi P, xiu Ti(z,)= | -
) S,_. S, N
Su S;H—x )

Pour u = w, cette égalité devient

Zipz Ty (x) =4

Pour w inférienr & » et égal a @ — ¢, le déterminant qui précéde contient
deux fois lu ligne

S S

1 S,u+l)' Y ,u+m;

il est donc nul, et I'on a

Z‘P,x'f"“S T, (%) = o.

Ce qu'il fallait démontrer.

7. Tueorkme I. — Les fonctions
Fa), f(x), Ni(x), Di(r), Ri(x),
défintes au n° 1, sont unies par la relation
(7) R,=7f.D,—F.N,.
En effet, les équations (1) peuvent s’écrire
H« :/Ql — F’
RA — Rk‘g Q/\' - RI.—~2'
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(11)
On vérifie d’abord, sans difficulté, la loi (7) pour k=1 et k = 2. 1l reste
done a prouver que la loi est générale, c'est-2-dire que si 'on a

Rk—ﬂ =|f' Df\'—~2 — 1‘ . N,‘.‘_,z,
R, =fDy, — E. Na.-—n
on aura encore

R,=f.D, — F.N,.
Or, en substituant ces valeurs de R,_,, R,_, dans

Rk = Rls—a Ql_: - Hk-—aa

on trouve
R, =f'[Dk-—l Qk - Dk-—z] —F. [Nk—| Qlc - N,‘, 2]7

relation qui ne differe pas de (7), puisque, d’aprés la loi de formation des

réduites, on a
D, =D, .Qi— Dy,

N}: = NA‘—-: . Qk_ Nk—-z'

8. Corollaire. — Pour x=x;, F(x) s'annule, et la relation (7) sc
réduit 4
(8) Ri{a;) =S () D, (2),
formule importante qui nous sera souvent utile.

9. Tufortur II. — Les polyndmes D, (x), T, (x) ne different que par
un, facteur constant, et l'on o

(9) Dk(.‘l,') - ‘;{ ‘g“; T,_. (LL“'J.

En effet, un théoréme bien connu de la théorie des fractions rationnelles
donne

X ; (k:‘"«')‘ — P‘ (1‘,) ——
2 f oy Q, 2[ X, ‘F'ZT-"(—z) = 0,
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(12)

ou, a cause de la relation (8),

Z.Pi D.(z;) = o, E,Pi“’ka(xi) = 0,
Z‘.P,.x: D,(z)=o0,..., 2;- P,x! D, (x,) = %

Ces » —+ 1 relations suffisent pour détermier D, () qui est du degré o;
et 'on pourrait, a Texemple de M. Sylvester (On a theory of the sysi-
getic, etc...), écrire le polynéme D,(x) avec w -1 coefficients indéter-
minés, exprimer qu'il satisfait aux équations précédentes, et calculer ces
coefficients a I'aide des » + 1 équations linéaires ainsi trouvées.

On arrive d’'une facon plus élégante et plus rapide, en observant que le
polynéme T (:r) du degré o satisfait, en vertu du lemme du n° 6, aux condi-
tions analogues '

> PT(z)=o, 2 P Ty(x) = o,
3 PxT,(z) = 0,..., I PaTi(z)=a.

D, (x) est donc le produit de T, (x) par un facteur consfant que la compa-
raison des deux dernieres équations des deux groupes précédents montre
étre égal a '

Ce qu’il fallait démontrer.
10. Corollaire. — On a, par conséquent,
: I By
10 Di(x) =r,—=a*+....
( ) A( ) ATHA —+

11. Tutorkme III. — Les nombres ¢, r, A sont unis par la relation

AT A
ty) Voo = 50 By

En effet, la formule (7) donne

R, = f.D, — F.N,,
Bk——| =f'D/r—| - F'Nk—l'
On déduit de la

R,..D,— R,.D, ,=F.(N,.D,_, — N,_,.D,),
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L 13)
ou, en observant que le numérateur de la différence de deux réduites consé-
cutives est toujours égal a + 1,

Bk—l DI: - Bk'Dk-| = F'

Dés lors si I'on remplace D, et D,_, par leurs valeurs tirées de la for-
k k—1

mule (10) et qu’on égale les coefficients de la plas haute puissance de «, qui

est ici "', on trouve

et il suffit de comparer cette égalité avec la suivante

7r—1 Ty oly
(IIH-I = =
Ty Ty

(qui résulte de ce que Q;,, est le quotient de R, , par R,;), pour avoir la
formule (11).

12. En particulier, pour Q,, qui est le quotient de F par f, on a

A
(12) q, = -
13. Tukonkme 1V. — Silon désigne par h et k dewx nombres entiers
différents choisis parmi 1, 2, 3,..., m, on a
3 P, D} (z;) = ——
(l ) Ei ik (wl) Frgs
(i4) Zl_ P, D, (2;) Dy (%) = o.

En effet, en supposant que % soit le plus petit des deux nombres £ et £, et
ayant égard aux valeurs

D,,(x)::ir Ex"’—l—...,
/4
By(2) = rya + ...,

on a, par un théoréme déja cité de la théorie des fractions rationnelles,

k ] 2 AL—!
Zl.DI.- () F-I_—_(:.‘; = j;:» kAT
RK [
2‘. D,‘ (.’.U‘) "E;‘.; == 0,
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(14)
formules qui, en vertu des relations (8) et (11)

(8) R, (%) =/ (%) Dy (x:),
4:'2 A‘
(I l) (/k-H - ,_/:T 'A_‘_—‘ ?

prennent les formes (13) et (14).

14. Remarque. — 1.égalité (14) subsiste pour 2= o, puisque D, (.,
est par définition égal & 1; elle se réduit, en effet, a la formule

2 P.D,(z;) = o,

démontrée au n° 9.
Quant a la relation (13), pour £ = o, son premier membre devient

VAED)
Zi F{x,)

. s . \ ’ * a 1
Il est done nul tant que 2 est inférienr & m, et égal & 5 pour n=m, c'est-

a-dire pour e=o0. Donc, dans 'hypothése £ = o, la formule (13) subsiste
pour n=m, et lorsque 2 est moindre que m, son second membre doit ¢ire

remplacé par zéro.
IT.

Représentation d'une fonction entiere par un polynome ordonné suivant les
dénominateurs des réduites d'une fraction continue.

15. Soit ¢ () une fonction enticre;, du degré m, dont on connait le-
m —+ 1 valeurs

e(r,), olx),.--y 0(x)...., o(x,)
pOIlI’

=Ty, Lyyeeey LyHoooy I

Considérons le polynéme du degré m [car D, (x) est du degeé

e nN=m-—1n-+n=in ‘,

y=u,D,(x) +u, D, () +...+ D, (),
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(15)
ouu,, t,,. .., u,sont des coefficients numériques indéterminés. Désignons
par ¥, la valeur de ce polynéme pour x = ;5 et proposons-nous de déter-

miner ses 7 -+ 1 coellicients w,, w,,. .., u,, par les m =+ 1 conditions
.)-0 = @(‘1‘0)7 ‘.')“| = ¢ (‘131)7 L ‘)_m == @(‘vm"
'y a deux cas a distinguer, suivant que 7 est égal ou inférieur a m.
16. Premier cas (n = m). — Le polynome propos¢ est alors
y=u,D (v)+u D, (2)+...+u,D,(r):
s1 1'on ajoute les ¢quations

VTO == O (J"O) ’ ")‘i = @ (‘vl)’ =E = .')I.m = @ ('I‘IH)‘
apres les avoir multiplices respectivement par

P iz, P Lhis)...s P, Dz,

le second membre de la somme sera

Zl. P Dy () @ (),
et le multiplicateur de 'inconnue z, aura pour expression
=" | \
.\Q_ P, D, (2,) Dy ()5
2

ce multiplicateur est done nul, en vertu de la formule (14), tant que & et &'
different, et il se réduit a
1

o |

G141

en vertu de la formule (13), pour /= /£. 1l 0’y a pas méme exception pour

R /

k = o, car on sait (n° 14) que les deux formules (13) et (14) subsistent dans
le cas ou 7 est égal a m.
On a done

1 -l
7 =2 PDy (@) 0 (),
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(16)
et, par suite,

»y=q.Ds(x) T P, D, (x;)0(x) + ¢. D, (v) X P;D, ()@ (w)+. ..
L (/m—e—l m ) 2 p Dm i (‘ ')’

ou - v

}iznl i=m
Y= Z Grer Dy () 2 P.D; (z;) 0 () |-
hl=o i—o

Des lors les deux fonctions entiéres et du degré m, y et ¢ (x), étant égales
pour les m —+ 1 valeurs &y, x,,. .., &,, de la variable x, sont identiques,

et 'on a

h=um i=m -

(3) @ (¥) = 2 [ ¢ Di ZP (%) @ () |-

=0

17. Deuzieme cas (n < m). — Lorsque n est inférieur a m, on a, pour
déterminer les coefficients «,, u«,,. .., u, du polynéme

(15) cy=u,Dy(x) +u,D, (2)+... +u,D,(x),
le systéme linéaire surabondant

o u,D, (x,) + D, () +...+ D, (2,) =0(x,),
s u, Dy () +w, D, (2,)+...4+u,D,(x,) =0

.........................................

en sorte (qu’il est impossil)le d’¢tablir Uidentité des f'onctions_)' et ¢ ().
Traitons des lors ce systéme par la méthode des moindres carrés, en sup-
posant aux valeurs donnces de

o(v,), e(x),..., o(xr,),

le méme degré de prccision; en d’autres termes, déterminons g, «,,..., u,
par la condition que la fonction

i
(16) Q=

i

n

14

[o () —u,D, (2,) — 2, D, () —... —u,D, ()]

(¢}

il
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(17)
qui exprime la somme des carrés des erreurs, soit minimum. En portant
ensuite les valeurs de u,, wu, ..., «, ainsi trouvées dans la formule (15),
nous obtiendrons la plus plausible des valeurs approchées de ¢ ().
Pour que © soit minimum, il faut qu’on ait

1 1d x(l.Q__O 1d§)
(17) ;Tuo——oa FE 7ohanid LA T ol

Or Q est de la forme

[ =m

Z{MED,? ) + 24, D, [2 wy Dy ‘i)——¢(xi)v]+IJ%7

i=0

ou /&’ est I'un quelconque des nombres 0, 1,2,..., kA —1, k+1,..., 2,
et I. la partie de la parenthése indépendante de «,.
On a done

10 0 ; .
2:717 = s 2" D} () + Zk, 1w, Zi D, (x,) Dy (x;) — ziﬂk (x) @ (),

ou

1 (l.Q c\f/\,+2 w O
o du, e P k " Txo

en posant, pour plus de facilité,

NG
2{_ D, (x,). Dy () =&,
3. Dy () @ () ==

Les conditions (17) reviennent done au systéme linéaire.

(18)

a(0) NG \(u
Uy 41,85 4. . .+ 1,8 =,
AL a1 (n)
wy 8 4w, 8 . 1,8 =,
o) O] N,
u, s, +Uu &' +...+u,c/ ==,
SR T) ’ s
d'ou 'on déduit :
a0) aft ~k NOR! alo) A1) o)
r‘n\n ) 0\, ) . a:)) L ’J;) ’ Ol.) O(\) 7’.0 = 60
OB NA) o Yo A1) o(m)
R 1 9y - Gy . . Q[ < ’J‘ f " 7f' Oy
(19) <ty = -
a(0) 1) k) on) No) ol1) NG
On On iy Op 9n @ p v, 9y |

2
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(18)
18. Retour au premier cas (n = m). — Revenons actuellement au pre-
mier cas, et reprenons le polynéme
(20) y=u0 Do (-'L‘) -+ ”“iDi (m) +‘ ‘ '—|~ unsz (.‘U),
dans lequel on a
(21) ,ulr=(/k+| Zi Pi Dk (‘ri)cp(‘x‘i)'

En se bornant aux p+1 premiers termes, on obtient un nouveau poly~
nome
u,D, () +u,D, (x) +...+2¢,D, (x),
du degré p (puisque e = m — n = o) et dont les coefficients «,,u,,...,
u, renferment toutes les 72 -+ 1 valeurs données

glag): @l )5 Q18,)

Ce polynéme est une valeur approchée de ¢ (x); mais les coefficients de
cette valeur approchée ne satisfont pas a la loi des moindres carrés; en
d’autres termes, cette valeur n’est pas de tous les polynémes z entiers et
rationnels du méme degré celui qui rend minimum la somme des carrés des

erreurs
Z,. [@ (%) — =]

11 faudrait, pour cela, qu’on et

\(0?? -\fl ~
%o o(,) s o‘om
-\(() \(l) N )
8 3¢ 7T, N
a(0) (1) P)
( V P D Cp Op - .71',, & % .’.'/,\, '
22 ( P.D. (z)e(x) = M
) et d ;! "( ,)(P( ‘) a(0) (1) alh) ) |
o 0 « 00 «..0p°
N [) {h) ‘n)
RETNE i
© 8() o) (»)
SO0 a® g0

comme on le voit, sans nouveaux caleuls, en comparant les formules (1)
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(19)
€t (21), et observant que tout polyndéme z entier et rationnel dudegré p peut,
par un choix convenable des coeflicients v,, ¢,,..., ¢,, étre mis sous la forme

z=v,D,(x)+... +9¢,D,(2).
Or c’est ce qui arrive lorsqu’on prend
flz) = AF (),
, . Y . . 3 RS . .
A étant un facteur constant, c’est-a-dire lorsque I'on considére la fraction
continue qui provient de la fraction rationnelle

AT (x)
F(x).

En effet, on a, dans ce cas (n° 1),

P-:?\,

4
et, par suite (0”13 et 17),
S

k

|

0;
en sorte que la condition (22) se réduit &

()
s

}\'(jﬁ+('7rk= ?

o sMWo....0. o
o o 3. ..0 o
© 0 o0....0.. 3(:')

ou, en vertu des propri¢tés les plus simples des determinants,

Sk —1) Nht-1) (P}

8(00)3(11)...%_' Ok iy ...61, T o

- w
4
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(20)

qui est identiqque, puisque (n® 13 et 17)

W_ 1
3, = Yo

Le coefficient général est alors

AQpy 7y ou Ay 2 D, (J'z) o (xz)

et I'on peut énoncer ce double théoréme :
1°. St lon réduit la fraction rationnelle
i=m

2

?
dinand X —X;

i=o

ole A désigne un facteur constant en une fraction continue de la forme

- Qm +1 ’

et st Lon désigne par q, le coefficient de x dans le quotient linéaire Q, et
par D, (x) le dénominateur de la réduite de rang k, toute fonction enticre,
dis degré m, o(x), dont on connait les m + 1 valeurs

\ ('ro)’ ® ('ll"l)" v ® ("Pm)a

pourra étre représentée par la formule

(4) p(r) = 2 Ay Dy ('1') Z D, (73;) o () |-

2%, \S1, dans le second membre de cette formule, on ne prend que
les premiers termes, en nombre d ailleurs quelconque p—-1, on obtient
une valeur approchée de @ (x) sous la forme d'un polynome du degré p
avec les coefficients indiqués par la méthode des moindres carrés, dans
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(21)

l’k)})m‘/u‘as'e ow les valeurs données de

@('T‘o>> @(xi)f"’ (,D(il',,,)

sont également précises.

9. Voici d'ailleurs une démonstration directe et fort simple de cette pro-
priété précieuse dont jonit la formule précédente :
Laissons & u, sa signification

U = Afiny Z,— D, ('l'i) ()5

et posons
U,=u,D, () + 2, D, (2) +...4+u, D, (x) — o (),
Vi= v, Dy () + o, D (z) ...+ v, D, (2;) — o (x),

0s Vise - o5 ¥, sont indétermindés. [’expression

2 (Vi—U).Ui= 3t (v, — w) X, D ()
+ 2, (0 — 1) 3 Dy () Dy ()
- Ek (v — ) 2‘ D, (x;) ol
est identiquement nulle a cause des relations
Ei D, () Dy (2;)= o,
Zi D} () = 5=

)~(]l+1’

Z,‘ D" ("'vi) 4 (‘lvt') - -

).fl]_+‘.

On a done
E‘ A\ Ei U? + Zi (V,— U,?,

en sorte que Z_Vf est minimum pour V, = U,, ¢'est-i-dire pour v, == «,.
i

20. Eunfin, pour A=1, la proposition précédente donne le théoreme
énoncé par M. Tchebichef’; la fraction rationnelle considérée est alors

') &
I(x) Z,a—x
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(22)

et Ia formule destinée i représenter ¢ () prend la forme

A=m

(5) o ()= X [ g Di(2) 3, Di(x) 0 ()|

A=o
IIT.
, . . ,
Etude d une séric de quatre éléments.

21. Gauss a donné dans le volume I1 des Afémoires de Gottingue le

développement en fraction continue de I'expression

Fla,6+1,741,1¢)
F(«, 6,7,t)

K

ou F(«, €, ¥, t) désigne la série

a.S{ f/..(:z—{-1).6(6’-}—1)12 o (241} {e+2).6(6+1) (4 2)

23) 14— , : AR
( ) _r_r.y 1.2.9 (74+1) 1.2.3.7(7+1) (y +2)

11 n’entre pas dans notre plan de faire une étude complete de cette séric;
aussi, au lieu de suivre pas a pas la marche de Gauss, nous contenterons-nous
de I'imiter, de maniere i arriver le plus tot possible, et sans passer par les
équations intermédiaires, aux résultats (ue nous avons en vue.

Lorsqu’on substitue aux éléments «, €, ¥ des valeurs déterminées, la
série I («, €, v, t) devient une fonction d’une seule variable ¢; le terme de

rang p a pour expressi(m
(E+1) (8t p—2) b,
1

’J-(-’ﬁ—f—l) (./—f—/)—-;)
)y p —2)

&
oo (p—1).y(y+

?

en sorte que si « — 1 ou € — 1 est un nombre entier négatif, la série s arvéic
¢videmment apres le terme de rang 1 — « on 1 — € : sinon la série est illi-
mitée. Elle représente, dans le premier cas, une fraction algébrique ration-
nelle; dans le second, une fonction transcendante. D’ailleurs, pouwr que les
termes ne croissent pas indéfiniment, il faut que le troisieme élement y ne
soit ni zéro, ni un nombre entier negatif.
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Exemple : on a

ou

et enfin

1+ ‘1 3 .
(24) log = QfF(;; 1, o /')-

1 —1

-23. Le rapport des coefficients de ¢ dans deux termes consécutifs a pour
expression

a6 3
PR
/ P
Ry ALY A
ro

Comme il tend vers 1 a mesure que le rang p du terme eroit indéfimment.
on voit (ue, les éléments «, €, ¥, une fois lixés, la série pourra ¢tre con-
vergente ou divergente, suivant quc la variable ¢ sera comprise entre telles ou
telles limites. La série sera convergente pour toutes valeurs de ¢ de la forme
a—+ b \/:_I dont le module 4 \/a2 + 0% est inférienr & Vunité, et diver-
gente pour toute valeur dont le module surpasse I'imité. Lorsque le
module est égal a 1, la convergence ou la divergence dépendent des valeurs
particulieres de «, €, . Nous nous placerons toujours dans le cas de con-
vergence.

24. 1l importe de remarquer:

(o

1. Ju'on peut intervertir Uordre des dewr premders éléments o ot €.

c’est-a-dire qu'on a

(25) Fla, 6, 9, 0) =1 &, 27, 0.
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((24)
2”. Que les dérivées de ¥ par rapport @ la variable t sont des fonction:
de méme forme que F; on a, en effet,

d.F (2, 6,7,t) o6
__(_[’l_t/__:—?—F(a.—i-l, E+1,y+1,t).

25. TuiorkmME. — Les trous fonctions

F(«, €, Vs t)=F,

F(d, C—f"l,'y—*—I,t):Fq?

Fla+1, €41, y+2,1)=F,,
satisfont @ la relation

(26)

i
|
S
I
R
"y
|
LB

7(y+1) "

11 suffit de montrer que le coefficient d’'une méme puissance quelconque ¢/
de la variable ¢ est le méme dans les deux membres, ou bien que le coeffi-
cient de ¢” dans F, — F est égal au produit de

a(7—6)
7(7+1)
par le coefficient

(c+1)...(e+p—1).(8+1)...(6+p—1)
1.2...(p—1).(7+2)...(y+p)

2
de ' dans F,.
Or, en désignant ce dernier coefficient par M, on a respectivement

126+p) Aqeelz+r)
]\l/)('/—!—l), I[)'/(‘/-*—I)’

pour les coefficients de ¢” dans F, et IV, et, par suite,

(7 —8)
T E &

pour le coefficient de ¢” dans F, — F. Ge qu’il fallait démontrer.
26. Cela établi, si 'on pose

Fo,6+1,7+1,1) G(a
— ks

/4
F(z, & 7 1) & 75 t)

(27)
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(25)

on trouve

Flo+1,&y4+1,0) IS a+t+1, y41, 1)
g

Fodn g~ = TFaigg =0,

et, par suite, en divisant I'égalité (26) par I (¢, €+ 1, v + 1, ¢t),

— ! __2(7-—-8) ~ . \
! (}(4,6,7,()_7(7_'_,}1:'(’(@‘*_17/~,,—{*—l,t’),
ou
(28) G160 = ‘ -

“('/_6)[ G

I — .
y(y+1)

(6+Ia’-’7+l*l)

En appliquant de nouveau cette formule, on a

T

__(Z+I)('/+1_1)1_G
CEIOE)

b

GE+1,a,7y+1,t)=

1

(2 41,8 41,7+ 2,¢)

et, en continuant ainsi, on obtient pour G («, €, 7, t) la fraction continue

(2 : F(a,€+r,7+x,z)_ 1
9) T 60 ot
‘ 1= /1 !
‘—_ "
agt
‘_..
byt
‘- st
b /)EI
[—
[—
<3

les quantités a,, b,, «,, b,, a,, b,,... sont d’ailleurs données par les formules

—2lr=28 po— (E+ry(y+r—2)
VAR ‘ (7+1) (7+2)
_ =8 — (EH2) (o —a)
= e S =T D
(30) =+ 4, =12F2)l12—%) o) Kvak bkl B
o) (7+87+3) " (7-+35) (y+06)
0= EEp)l =8  ,  (EEpei)(ypti—a)
P ap a0 T (T ap ) (7 ap 2
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(26)
27. La formule {29) offre un cas particulier remarquable ; ¢’est celui on
6 =o0; la fonction F(«, €, ¥, t) est alors 'mité, et en changeant y —1 en
¥, Oon trouve

a(z—+1)(a—+2) ;4

(2 41) £2

31) Fla, 1,9, t)=1+4+2t4 2 + 2 4.
(31) 1Y 1) AR e R D)
. .
= aglt
= . byt
a
= bt
I_—
at
= bt

ou a,, b,, a,, b,, a,, b,,..., ont pour expression
a =2 S G
Ty s
y —_ 21y _ _2(y+1—a)
Y T 7o . V. —_— . x 7 a3 ?
oy (v +2) ot v +2) (7 +3)
- . 3 (7 + 2—a)
(30 ek A Vinntd p — Slytr2—a)
92) | a (7+3) (7+4)’ 2T+ 4) (7 +3)
4 — P =) . (P (y+p—a) ,
P (y+e2p—1) {(y+2p) Py ep) (v 2p )

Iv.

, . Z 1 . . .
Réduction de /()gx - en fraction confinue.

.
28. En partant des principes exposés dans le paragraphe précédent,
nous allons montrer que les dénominateurs des réduites de la fraction
continue :
]00_ x+1 1
Dxr—1 I

ne different que par un facteur constant des fonctions X, de Legendre-.
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(27)
Rappelons d'abord la définition de ces fonctions qui avee les fonetions Y,

sont d'un si grand secours dans plusieurs théories importantes, telles que le
év em s fonctions, attraction des sphéroides, ete.
développement des fonctions, | ,
L’expression

o=

|VI — 2ur 4+ o l

o x est un nombre compris entre —1 et -1, el z un nombre positif

moindre que 1, est développable en série convergente ordonnée suwant les
puissances entieres el positives de «.

On appelle X, le coefficient

" n(n —u)

(33) X ___1.3.3...(2/1-——1)5 ' a(en—r)’

n(n—1)(n—a)(n—3) , ,
e._i— 2.4.(2n—1) (2n—3) ' o

n-2

de " dans ce développement.

Fes trois Jonctions consécutives X X

n--1?

v X, satisfont a la relation

{(34) (n+1)X,., —(2n+1)xX,+ nX, , = 0;

9

et cette relation, unie a
X =1, X, =

détermine complétement les fonctions X, puisqu’elle permet de les former de
proche en proche.

29. Enoncons encore une proposition préliminaire sur les fractions con-
tinues algébriques :

Soit la fraction continue géncrale

, 4
9K G

(35) I
\ 1 ‘l
!
w, — ==

V3
[ —
[

e o

VWV —
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si Uon forme les deux séries

' Vo = 0, \/Vo =1,
V, =v, W, =ao, W
V,=w,V,—9,V,, Wg:w W, . — o W

(36) { V, =w,V,—9»,V =~ W, = w, W, — 0, W |
V" f—d (V"_'Vn_“ — ¢, '\f,,_en \,\,7" =W, 0\\'11«0 Y f\V/ 25

on a, en général, pour la lot de formation des réduites,

Vn — Vo
Wu' - Vi
Wy —
W, —
Vy
——
w,
(37) VlH-cW - V,,VV,H., = VeV Ve Vs
ou
. "ru.*-l ’V” VoViVauos V"
(38) W, W, W,W,.,

En faisant successivement n —= o, 1, 2,..., 22 et sommant, on trouve

Vn+l Vo Vo Vy VoV Vs Vo¥iVe.. .V,

W, = W,wW, Tw,w, —wow, T wWow,

et, par suite, si la_fraction continue <} est convergente, on a en série conver-

gente

Vo ¥y VoViVa

(39) - ‘L"W w.twow, T wow, T

En particulier, pour la fraction

(40) "."c - - : -
Q-

Q2 _Q"_I_

t
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(29 )

’ ’ . »\‘,4
dont nous désignerons la réduite de rang n par =5 ona

D”
(41) NIH-l = NquH-! SRS Nn—n Du-e—t = Dn(\)mq - Dn i
(42) N/H—( Dn - Nn Dn-H =1,
I 1 I I
(43) YW=+ 5D, T o, T oD,

et cette série permettra inversement de développer <L, en fraction continue:;
car elle fournira immédiatement les dénominateurs D,, D,, D ,... des
réduites successives; puis on aura les quotients Q,, Q,, Q,,... par la seconde
des formules (41), qui 8'¢erit

D, +D,._
(44) Qn+0 = =

30. Cela posé, la formule (31) donne

1 QR I 3 . t
_IOg e e t.F (-) l, ] t‘) —_— —
2 1 —t 2 2 It"
3
l—/\
2.2 "
ke O
3
I_ ”
5431,
.) ~
7
l— /7
4'4,3
_— /'g
l__.
b I
d’ou, en posint t = —,
T
ot L X 41 g
9] —l()o‘ —
(45) ! Jog £t ,
3
;l:._
2.2
xr —
3.3
5 -
7
B e e e
4-4
P 7 9' _
5.5
.11
e 9
Iy
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Ici 'on a. (35)
. n.n
n T n (2:1——1)(2/1—!—1)’

et, par suite (36),

WO =1,
VV' = T,
n.n
Wn+' - 'LVV/: ()Iz—l) (?_n -+ ) n—i
Donc, si I'on pose
1.3.5...(2n—1)
Un: 1_2_3_ .n VVn?
on aura les relations
U"J =1, U

(n+1n)U,,,—(2n+1)r Un+ nU,_

H

qui, d’apres les considérations émises au n® 28, prouvent qu’on «

LT”:X",
et, par suite,
W 1.2.3...n .
(46) W.= 3.5 (an—a) TR

de Iy, en vertu de la formule (39), la série remarquable

¢
-+ (n +1) X, X REEERE

T X1 1 1 L
(47) Zlogm—l _X—._i—ZXle IR ﬂ+. ’

31. Actuellement, il est aisé de caleuler les dénominateurs D, et les
coefficients ¢, de x dans les quotients linéaires Q, de la fraction continue

I

Q——
Q. —

La comparaison des formules (43) et (47) donne

3

D, =X, D,=:X,, D,=%x,, D, =2ix,..
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et, en genéral,

(48) D,=CX,,
G, étant egal a
I T .
T .(”_ ) POU' 1 l)dll,
et a
1.3.5...n o
2-4-6--.(?1—]) l)Olll I llllPdlI.

On déduit de la que le coefficient de & dans le quotient

l)rl+l

n,”’
dont les deux termes sont respectivement de degrés 2+ 1 et n, a pour
expression, dans tous les cas, pour n pair comme pour » impair,

2710 +1

C'.'

n

Or la relation (44)

Dn 1 + I)n—l
Qn—H :‘J{-—ﬁ—

montre (ue ce coefficient de & est précisément la quantité désignée par ¢, ;
on a donc la formule

(49) Gnit Cn =20+ 1
qui, avec (48), nous sera tres-utile dans le paragraphe suivant.
V.
Developpement suivant les fonctions X,,.

32. Considérons d’abord la somme
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(32)

dans laquelle on donne a x; les valeurs
T,=a, X, =a-+= (C—a) T, = o+ ~ (C—a) .
.xi_£a+;l(é—a),..., wmza—;—:—"-:(é—a):-é,
qui croissent par degrés égaux a -,;l (6 — a), en sorte qu’oh a
Lppy — X; = ;‘)—1 (6 — a.).

Cette somme peut s’écrire

g_aze z+0 i)’

et il résulte de la définition des intégrales définies qu’elle a pour limite

6_:1‘[;9(1:) de,

lorsque m croit indéfiniment.

33. Cela posé, reprenons la formule (4)

n=am

(4) ¢ () =2 7. D, (@) X D, (z)0(x)]

=90

. I « 27 . g,
Faisons A = ~;en d’autres termes, considérons les quantités ¢, D, A, comme
se rapportant a la fraction rationnelle
~F'(x)

flx) __m —
(30) F(x) — F(x) —_2,-77;3:—-.1*,-

La formule (4) devient alors

n-=m

(51) 2 (@) =3 [¢uns Du(2) 5, £ D, (@) 0 ()]

n:=0

Faisons croitre la variable qui est sous le signe Y, et que nous appel-
i
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(33)
’ ’ 2 . . N \
lerons &', par degrés égaux & — depuis — 1 jusqu’a +-1; en d'autres termes,
o m

pOS()llS

2 2 2
= X, =—14-—y T, =—1 2 —yeen L, =14 M—=—+1;
T, ) g v, I-+ =) X, —+ o lald - 1 = ;

uis, attribuons & m des valeurs de plus en plus grandes ; nous awrons, o la
puis, p I 3
limite, en vertu des observations du n° 32,

n=aoH
-1

o(r)= X q. D) [ D,(a)o)dx.

L= |
n=—0
Les quantités ¢ et D se rapportent d'ailleurs a la fraction continue qui pro-
vient de la limite de I'expression (50), ¢’est-a-dire de

A1

X I b= X

1
-dr' =-lo
—x

s

X~k

(Sl R
©

Ok |

Or on a, dans ce cas, comme on I'a vuau n° 31,

([!8) l)u — C/z Xrn
(49) Gurs Gn = 20 + 1.

On trouve done finalement

(6) pilale== ¥ i (2n+1)X, - Xue () dr.

C’est la formule bien connue par laquelle on développe une fonction d'une
variable @ (@ restant compris entre — 1 et - 1) en scrie ordonnée suivant
les fonctions X,,.

54. L'expression
I P
= Ei [@ (z:) — &%

dans laquelle £ désigne la somme des p premiers termes de la formule (51),

représente la moyenne des carrés des erreurs (qui correspondent a la valeur

A

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(34 )
approchée £ de ¢ (x). Cette expression étant un minimum (n° §8), et ayant
pour limite
+1

) I;f [¢ (%) ——E]’(IJJ

—I

pour m = w0 , on voit que la formule (6) jouit de cette propriété précieuse:

La somme & des p + 1 premiers termes du développement (6) est parmi
toutes les fonctions = entiéres et rationnelles de x celle qui rend minimum la

valeur moyenne

j:-H [o(x) —z]*du

1

de Uerreur ¢ (x) — z prise depuis r == — 1 jusqua x = —1.

33. Pour démontrer cette proposition directement, remarquons cue
la condition du minimum de

[ ot =P

est
o= f_H lo(x) — :.] dzdr.

v —I

Or quelle que soit la fonction z, on peut, puisqu’elle est entiercet de degré p,

la mettre sous la forme

n n?

z _——_—2‘ A X
14
en sorte (u'on a .

d:= 3 (dA,)X,;

et comme les variations de A, sont supposées arbitraires, I'équation du
minimum se décompose en p + 1 équations de la forme

(h2) 0 =— f:H [e(x) — 3] X, dx.
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[

)

~ . r r B ' .
En mettant pour z son expression 3, A, X, et appliquant les théoremes
Q

connus
(53) [ X, X, dr =
(54) X, dv = .

—1

les équations (52) deviennent

0= fﬁﬂ o(v) X, de — —= A,

‘ 2NN -1
ou
1 ; R .
A,,—;(zn—q—x) o (v) N, dr;

—1

en sorte que la fbnction s propre au minimum est
=1
2 Lon+0X, [ (@)X, dr

c¢'est-a-dire la somme £ des p 41 premiers termes du développement (6).
Ce qu'il fullait démontrer.

36. Les deux propriétés ¢légantes (53) et (54) sur lesquelles la démons-
tration ui précede est fondée, et que 'on trouve ordinaivement i I'nide
de I'intégration par parties, résnltent aussi d'une manicre directe et fort
simple de nos principes.

En effet, relativement a la fraction rationnelle

dont Ia limite est

le théoréme IV du §T donne

Zi D:;l (-l"-) = _I_.’
Z' m D, (x;) D, (x,) = o;

]
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(36 )
et lorsqu’on fait croitre, comme au n° 33, x; d’'une maniére continue et par
degrés égaux de —1 a +1, ces relations, eu égard a

D = C Xn?

TR R n

G Ch =20 +1,

se transforment immédiatement dans les formules (53) et (54).
Il y a méme dans ce mode d’opérer, comme on le comprend aisément,
un procédé général de recherche des propriétés des fonctions X,.

Vu et approuve,
Le 17 juillet 1858,
Le Doven pe pA Facunté pes Sciesces,

MILNE EDWARDS.

g Permis d’imprimer,
Le 17 juillet 1858,
Lz Vice-Recreur oe L'Acaoimie pe Pams, o

CAYX.
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THESE DE MECANIQUE.

O

SUR LES INTEGRALES COMMUNES A PLUSIEURS PROBLEMES
DE MECANIQUE RELATIFS AU MOUVEMENT D'LN POINT
SUR UNE SURFACE.

Introduction,

1. Tous les géomctres connaissent les belles recherches de M. Ber-
trand sur les intégrales communes a plusieurs probléemes de mécanique.
Le Mémoire présenté i PAcadémie des Sciences le 12 mai 18571, et
insére dans le tome XVII du Jowrnal de M. Liouville, renferme trois
parties, suivant que le point considéré se meut dans un plan, sur une
surface ou dans Pespace indéfini. Clest a la seconde partie que se rap-
porte mon travail.

M. Bertrand a démontré celle proposition remarquable :

Pour que les cqnations di mousvement ’un point placé sur une
surface aient une intégrale independante du temps ef commune a plu-
sieurs preblémes, il faut que la surface soit applicalble sur une su: face
de révolution.

Mais les conclusions relatives aux intégrales communes ui dépen-
dent du temps sont loin d’étre aussi simples. 1l scimble quion doive
considérer deux formes d'intégrales qui imposent i la surlace, 'une
la condition d’étre applicable sur une surface de révolution, "autre
celle d’avoir, par rapport a une série de lignes géoddsiques coordon-
nées et a feurs trajectoires orthogonales, un élément linéaire de ja
forme

ds* = adm?® + bdn?,
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ou b est une constante et a I'expression compliquée

1
&= L)+ F(n) da(m)
qui renferme trois fonctions arbitraires.

Je me propose de montrer qu’'on peut encore, dans ce second cas
relatif aux intégrales qui dépendent du temps, tout réduire & un théo-
réme unique, analogue au précédent, et dont voici 'énoncé :

Pour que les cquations du mouvement d’un point placé sur une
surface aient une intégrale dépendante du temps et commune a pli-
sieurs problémes, il faut que le carré de la distance de deux points
infiniment voisins, par rapport a une certaine série de lignes gcode-
siques coordonnées et a leurs trajectoires orthogonales, soit e li
forme
» de?
ds*= dr* + R %o’
ow k est une constante et R une fonction de la variable r seule.

Les surfaces pour lesquelles ces conditions sont remplies, ont un degré
de généralité qui n'excéde pas celui des surfaces de révolution; le
mouvement de la génératrice est réglé par des constantes.

Pour que mon travail présente un ensemble complet, je reprendra;
entiérement le probleme relatif au mouvement d’un point placé sur
une surface; il y a peut-étre quelque intérét 2 retrouver d’une autre
manicre le premier théoréme.

Je diviserai cette étude en cinq paragraphes, dont voici les titres :

1°. Notivns empruntées a la théorie des surfaces;

2°. Equations du inouvement ;

3°. Calculs communs awx deux sortes d'intégrales ;

4°. Intégrales independantes du temps ;

5°. Intégrales qui dependent du temps.

2. Avant de commencer, il convient de dire un mot sur la forme
des intégrales.
Le temps, ne figurant dans les équations du mouvement que par sa
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différentielle, doit entrer dans les intégrales ajouté a une constante;
par suite, dans les équations qui font connaitre en fonction du temps
les coordonnées et les composantes de la vitesse du point wobile,
Pune des constantes est combinée au temps par voie d'addition; et
lorsqu’on résoudra ces équations par rapport aux constantes, en cli-
minant pour cela toutes les constantes excepté une, le temps ne sub-
sistera qjue si la constante non éliminée est celle dont il est inséparable.
Dans ce dernier cas, en cherchant la valeur de cette contante 2, le
calcul donnera forcément la valeur de o 4+ . Toutes lés intégrales sc-
ront donc indépendantes du temps et de la forme

o =F,
nxcepte une ¢ui atra pour expression
o+ t=F.

¥ étant une fonction gui ne contient pas le temps, mais seulement Jes
coordonnées du point et leurs dérivées. 1l résulte de L que Pon peut
toujours représenter une intégrale quelconque par

~
D

o =1r,

o
en se ral)l)@lant (.lu(ﬁ —/r estoou —1.

I.

Notions empruntées a la théorie des surfaces.

3. On peut déterminer Ja position d'un point sur une surface au
moyen de deux séries de lignes tracées sur cette surface. AQ, et AQ,
¢tant deux lignes, 'une de la premicre série, Pautre de la seconde, une
ligne quelconque P, M de la deuxieme série sera définie par une fonce-
tion ¢, de 'arc AP, intercepté sur la ligne fixe AQ,, et une ligne quel-
conque P, M de la premicre série sera définie par une fonction ¢, de
Farc AP, intercepté sur AQ,. Les variables ¢, et ¢,, qui peuvent ne pas
différer des arcs AP, ¢t AP, eux-meémes, seront les coordonnées curvi-
lignes du point M.,

6..
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Pour achever de définir un tel systéme de coordonnées, il faut fixer
encore le sens des ¢, et ¢, positifs. On y parvient aisément par la
considération de la normale extérieure.

Une surface partage en général V'espace entre deux régions, dont
P'une, d’ailleurs arbitrairement choisie, est dite extérienre, tandis que
'autre prend le nom d’intérieure. Pour tous les points d’'une méme
région, le premier membre de I’équation de la surface a le méme signe,
et ce signe change quand on passe d’une région a 'autre. On dispose
ordinairement du premier membre de I'équation de maniere qu’il soit
positif pour les points de la région qu'on veut considérer comme extc-
rieure.

Des lors, si AN est la portion de la normale en A 4 la surface qui
est sitnée dans la région extéricure, on convient de compter les par-
ties positives AQ,, AQ,, de telle facon que ces deux directions AQ, et
AQ. el la normale extérieure AN soient respectivement situées par
rapport au point A, comme le sont ordinairement les parties posi-
tives des trois axes de coordonnées rectilignes, considérées dans I'ordre
0X, OY, OZ, par rapport au point O. En d’autres termes, la partie
positive AQ, est vue a droite de la partie positive AQ, par un observa-
teur placé le long de AN, les pieds en A, la tétc en N.

4. Cela posé, les coordonnées x, y, z des divers points de la sur-
face, par rapport a trois axes rectangulaires OX, OY, OZ, sont des
fonctions des deux coordonnées curvilignes ¢, et g,; et I’élément li-

néaire MM’
ds® = dx® 4+ d y? + dz?
J

d’une courbe quelconque C tracée sur la surface s’obtiendra en fonc-
tion de ¢, et de g, en remplacant dx, dy, dz respectivement par

dx dx
(jad(h ~+ t—lf—jqu“

(l_}’ ll)' ({

dq.dq' -+ i qa,

ds dz

(_['(‘/"dq‘ + d?ﬂ‘d(]g.
On trouve ainsi

(1) ds® = Edy? + aFdg, dq, + Gdgs,.
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en posant, pour abréger,

i dz \? dy\2 ((i:, :
\E_ (("7> - (f’f/n) - \f/T)’

() g e Ay s e
dy, dy, dg, dy, dy, dy.

o= () () + ()
dy, dy: ey,

. Les fonctions E, T, G out des valeurs indépendantes de la posi-
tion du systéme rectiligne auxiliaire OX, OY, OZ, qui a scrvi a les ob-
tenir; car Pexpression de 'élément ds ne doit pas en dépendre. Elles
se prétent a une interprétation géométrique simple.

Selon que I'on fait varier seulement ¢, ou ¢,, Varc ds=MM sc¢
confond avec I'arc MM, = ds, ou MM, = s, d¢ I'une des deux lignes
coordonnces du point M, ct 'on a

(3) ds, = yEdy,, ds, = G dq,.

D'ailleurs, si 'on désigne par § langle des cotés ds, . ds,, fe parallé.
logramme infiniment petit MM, M'M, donne

ds* = ds? + ds} + 2ds, ds, cos§,
ou, a cause des valeurs (1) et (3),
(4) F? = EG cos 6.
6. Dans le cas de deux systémes (¢, ), (g2 ) orthogonaux, on &

cosf =0, F=o,

(3) ds® = Edg? + Gdg?.

7. Soient : MC, une courbe tracée sur une surface S; MT, la tan-
gente prolongée dans le sens des arcs positifs; MN, la normale exté-
rieure; Mz, la portion de la normale située dans le plan tangent qui
est vue a droite de MT par un observateur placé suivant MN, les picds
en M, la téte en N.
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M. Liouville a donné le nom de courbure géodésique de la courbe
MC au point M au rapport

cos 8

b

dans lequel p est le rayon de courbure de la courbe C en M pris
positivement, et & ’angle, compris entre o et 180 degrés, que la direc-
tion Mn forme avec la normale principale MI dirigée vers le centre
de courbure.

Ce rapport est complétement déterminé dés que 1’on indique : 1° le
sens des arcs positifs sur C; 2° la position de la région extérieure. Si -
tune de ces deux quantités change de sens, cos § et par suite la cour-
bure géodésique change de signe.

Plus brievement,  est 'angle.du plan osculateur de la courbe C et
du plan tangent i la surface S en M.

Toute courbe a une infinité de courbures géodésiques en un quel-
conque de ses poinrs M; car on peut mener par cette courbe une in-
finité de surfaces. ‘

8. La courbure géodésique dune courbe C en un point quelconque
M est égale a la courbure ordinaire de la projection C' sur le plan tan-
gent en ce point.

En effet, le triedre formé par le prolongement M'P de I'élément MM’
situé dans le plan tangent, par I'élément suivant M’C et par sa pro-
jection M'C/, cst rectangle suivant M'C’; I'angle diédre suivant M'P
est ’angle 6 du plan tangent et du plan osculateur, et les deux faces
adjacentes sont les angles de contingence de la courbe MM'C et de sa
projection. Donc, en considérant comme plan le triangle sphérique
correspondant sur la sphére dont le centre est M’ et le rayon 1, on
a, apres la suppression du facteur commun ds,

1,-:-‘-0056.
4 ¢

Ce qu'’il fallait démontrer.

9. Ilvésulte de la que, si lon suppose la surface découpée en rec-
tangles infiniment petits par deuzx séries de lignes orthogonales (q,),
(q.), on aura (en projetant sur le plan tangent en M, clest-a-dire
sur les deux éléments MM,, MM,, et désignant par p, le rayon de
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courbure de la projection de Ia courbe P, MM.),

MM, MM MW — MM,
po a—ANM, T —NM,
et, par suite,
| . !
(6) 1 MW,
' P MM, . MM,

pour la courbure géodésique de la ligne coordonnée (q,) du point Al.

40. On nomme ligne géodésique d’unc surface toute courbe de cetie
surface qui a une courbure géodésique nulle en chacun de ses points,
c’est-a-dire toute courbe dont les plans osculateurs sont normanx a la
surface.

Lorsqi'une ligne tracée sur une surface est minima entre les points A
et B, elle est gdodésique dans cette étendue; ce théoréme est une con-
séquence immédiate des principes les plus simples du calcul des varii-
tions et de la formule (6).

La réciproque n’est pas vraie : 'amplitude de P'are minima sur nne
ligune géodésique est déterminée par la régle suivante : Etant donnéc
une ligne geodeésique AM issue du point A, si A’ est le point o cette
courbe est coupée par une ligne geodésique infiniment voisine, issue
aussi du point A, la ligne AM est minima de A en A’ et cesse de [‘étre
ai deli de A’. La premiére démonstration compléte de ce théorem
énoncé par Jacobi est due a M. O. Bonnet [*].

11. Laformule (6) montre que les conditions

;— - 0, .’l\I‘ JN[’ = M“Ig
1
sont des conséquences I'une de autre. Donc :
Si une scrie de courbes (q,) tracées sur une surface sont telles, que

[*] #oir I'¢nonce de Jacobi dans le Journal de Crelle, tome XVIT; une Note de
M. J. Bertrand dansla 3¢ ¢dition de la Meécanique analytique ; etle travail de M. Bounet
dans le Compte rendu du 2 juillet 1855,
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les distances de deux courbes infiniment voisines (q,) et (q. -+ dq,)
quelconques soit constante, leurs trajectoires orthogonales (q,) sont
des lignes gcodésiques.

Et 4 Pinverse, étant données sur une surface deux séries de lignes
orthogonales (q,), (q2), si les lignes (q,) sont géodésiques, deux courbes
quelconques de Uautre série (q.) seront cquidistantes (les distances
étant comptées suivant les lignes géodésiques).

12. Il résulte de la que, si I'on prend pour lignes coordonnées des
lignes géodésiques et leurs trajectoires orthogonales, on pourra indi-
quer la position d’une ligne géodésique coordonnée quelconque par
I'arc m intercepté sur une trajectoire orthogonale déterminée a partir
d’un point fixe de cette trajectoire, et une trajectoire orthogonale quel-
conque par la longueur commune 7 des lignes géodésiques comptée
a partir de la trajectoire orthogonale fixe. Dans ce systéme, I'élément
linéaire d’une courbe quelconque tracée sur la surface prendra la
forme simple

ds®* = dn® + iflm’,

ou p. désigne une fonction de m et de n.

13. Deux surfaces S et S’ étant données, la condition nécessaire et
suffisante pour qu’elles se composent de triangles égaux, et soient par
suite applicables une sur I'autre, est qu’on puisse établir entre les
divers points M et M’ de ces denx surfaces une correspondance telle,
qu'on ait toujours ds = ds'.

Or en désignant par ¢ I'arc du méridien d'une surface de révolution,
el par 6 I'angle compris entre un méridien quelconque et un méridien
fixe, on a

ds* = do* + b*0(c)db?

i T , .
pour I'élément linéaire d’une courbe quelconque tracée sur la surface.
Si p est le rayon du parallele, et z I'abscisse comptée sur 'axe de révo-
lution, on aura ainsi

— b — R RACH
p=byeleh z—f‘“\/‘ Ge(a)
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en sorte que, si la constante b est prise assez petite, la surface sera
réelle.

Donc, 8 une surface est telle, que, par rapport & une certaine série
de lignes géodésiques coordonnées (w), et a leurs trajectoires oithogo-
nales (r), Uélément linéaire d'une courbe quelcongue est de lu forme
(7) ds® = di* -+ (—[BL,

R étant une fonction de la variable r seule, la surfuce sera applicable
sur une sulj’hce de révolution.

Nous nous bornerons 4 ces notions qui nous sont senles nécessaires,
en renvoyant, pour plus de détails, aux notes dont M. Liouville a envi-
chi '4nalyse de Monge, et au précicux Mémoire de M. O. Bonnet sur
la théorie geéncrale des surfaces (Journal de U'Licole Polytechnique,
XXXII® Cabicr).

1I.
LEquations du mouvement .

14. Soit M un point maltériel dont Ja masse est prise pour unite,
et qui se meut sur une surface, w(x, 7, =) sous l'influcnce d'une force
dont les composantes par rapport aux axes coordonnés sont X, Y, Z.

Lorsque aux variables x, y, 5 on substituc les parametres ¢,, ¢ des
lignes coordonnées orthogonales qui découpent la surface en rectan-
gles, la demi-force vive T a powr expression

" SR

ol ¢, ¢, désignent les dérivées de g, ct g, par rapport au temps; et les
équations du mouvement sont, d'aprés les formules générales de la
Mccanique analytique,

‘,/ <dT>_(1_T:O“

dt Z['— rlr] s
(9) A ‘
( g( ,n) i
| A\, ) = ay = Qe
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avec les relations

( — dz

(IO) sQl X%""‘Y Zd_,,
_ dz

lQ=xZ+vZ v2it

L'introduction de la valeur (8) de T donne aux équations du mou-
vement la forme définitive

" 1 dE . dE , , 1 dG a

(r1) B+ s+ g 09— 5 55,92 = Qi
P 1dG 19 dG , 1 dE .

(12) Gt 3 nds+ 57019 —5 ;40 = Qe

15. La géométrie fournit une démonstration simple et directe de ces
formules.

Décomposons la force qui agit sur le point M en trois rectangu-
laires, I'une suivant la normale en M 4 la surface, les deux autres F,
et F, suivant les tangentes aux deux courbes coordonnées (¢.), (¢.),
qui se croisent en M. Pour un déplacement élémentaire ds du point M
sur la surface, la composante normale produit un travail nul, en sorte
que le travail de la force se réduit a la somme des travaux de F, et de F,,
c'est-a-dire &

F,ds, + ¥,ds,
ou
F, VE.dq, + F, G .dq..
D’autre part I'accroissement élémentaire de la puissance vive est
div=14 Edgi+ th//:-
2

2 dr

Le théoreme de I'effet du travail donne donc, la différentiation étant
effectude,

- — »  1dE IE ., , 1dG .,
F,VEdq,+ F; yG dg, = dg, [Eq, ;th 7, f_q:‘]iqz ;dq qg’]

o ll(J’ ’ dG ’ dE ’
+ dq! [qu"‘%;[q—,q ! dq ‘I:‘h ;,171’712]'

Document numeérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(47)
1l suffira alors d'égaler les coefficients de /g, et de dg, dans les deux
membres, et de poser

F, \/E_= Qy F, Va=Q27

pour trouver les équations du mouvement (11) et (12).

On voit d’ailleurs, ce que I'on savait déja, que Q, et Q, ne sont pas
les composantes de la force qui agit sur le point, mais les coefticients
de dg, et de g, dans I'expression du travail élémentaire de cette
force.

III.

Calculs communs aux deuwxr sortes d’intégrales.

16. Etant donnée une intégrale
{(13) o on a-+t=TF(q,q7,q:)

des équations du mouvement, on peut en général en déduire Pexpres
sion des forces qui produisent le mouvement, et, par suite, trouver le
probléme qui a conduit & cette intégrale. La solution de cette ques-
tion suppose seulement que les composantes de la force puissent s’ex-
primer en fonction des coordonnées du point. Mais, dans certains cus,
la méthode tomnbe en défaut; elle conduit pour les forces a des expres-
sions indéterminées; ces cas sont les seuls ot I'intégrale puisse con-
venir & plusieurs problémes.
Entrons dans les détails.

17. En différentiant I'équation (13) par rapport at ona

da oz dz

o ou —i= T+ 5+

,1771 +dq

et, en remplagant ¢, ¢, par leurs valeurs tirées des équations du mou-
vement (11) et (12),

- ax da .
0 ot —l—;I?l'ql d;qg
1 ldG . 1dE JdE ,
{ 3_ lak 2__ 4%
"A) Edf/ [R'+2 Iq zdr/,q’ (17,91(12]

1 da l([E ,2 ldG(r: dG ' ’ .
! G(/q 2+ 2([q ;dq,lg ;/Zq'qg )

7.
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Q, et Q,, qui sont des fonctions de ¢, et de ¢,, et qui dépendent des
forces accélératrices, n’entrent qu’au premier degré.

Cette relation (A) ne contenant que £, ¢,, g2, 7y, g, auxquelles on
peut attribuer des valeurs arbitraires et indépendantes les unes des
autres (car on peut se donner arbitrairement & une époque quelcon-
que les coordonnées du point M et les composantes de sa vitesse),
doit étre une idlentité. On peut donc la différentier par rapport a ¢ et
72, et former deux équations nouvelles, qui, renfermant aussi Q, et
Q. au premier degré, permettront en général de déterminer la valeur
de ces inconnues. '

Avant de différentier, mettons l’éghlité (A) sous la forme

1da l(la

Dés lors, en différentiant successivement par rapport & ¢ et 4,, on
trouve

dM 1 da 1 da
o= T a7 Q g ey O
rIl\I 1 d*a 1 d’a

=& T idgay, @ toa

Q, et Q, devant satisfaire a ces trois équations, auront des valeurs dé-
terminées, 4 moins que deux de ces équations ne rentrent dans la
troisieme. Donc le seul cas ou Dintégrale (13) puisse convenir a plu-
sieurs problémes est celui ou les coefficients de Q, et de Q, dans les
trois équations précédentes sont proportionnels, c’est-a-dire le cas
ou l'on a

da dla o a dla
dg\* _ dq,dg,  dq,dq, _ dg;’

de ~ da dx T da
dy,  dy, dq, dq,

Les fonctions

out alors les mémes dérivées par rapport a ¢ et ¢,; la différence de
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ces logarithmes, c’est-a-dire le logarithme du quotient
da
q,
do

’

df,

et par suite ce quotient lui-méme, doit étre indépendant de ¢, ety,. et
n’étre fonction que de ¢, et g,; on a donc, en désignant par »(q,, 1,
cette fonction,

da da
dg; q’(‘]nqz)‘m = o.

Pour intégrer cette équation aux différentielles partielles du pre.
mier ordre, on prend le systeme

qui montre que l'intégrale «, considérée relativement aux variables
7, et ¢,, est une fonction de

g+ 9.9,

Donc une intégrale ne saurait étre commune a plusieurs problémes si
elle ne rentre dans la forme

(14) @ ou a-+I=F[q,q,q +¢(q,q)q,]

18. La somme
g2+ (90 92)9,

multipliée par un certain facteur, peut toujours devenir une dérivée
exacte m'. Adoptons pour lignes coordonnées les courbes (m), et leurs
trajectoires orthogonales (7).

I’intégrale considérée prend la forme

oo ou a+t=F(m,n,mn);
on a d’ailleurs

ds* = &d/n’ + 1} dn?,
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et I'équation (A), dans laquelle on remplace ¢, par m, ¢, par n,
E !, Gpart, 2 devi
par -» G par 5; o par o, devient

4

de , da
0O ou —j=—-— —n
s mmtn

l
(A1) .
dea podv o Udp . 1dp
( +5;;[H-Q|—2—v;mn +;;Em _E‘-‘Em Il_-

Dans cette équation, qui doit étre identique, n’ n’entre qu'explici-
tement; on peut donc égaler 4 zéro séparément les coefficients de »’
et de n'?; on obtient ainsi les deux relatiouns

dv
(15) =o,

d_”l'—
(16) —— - I m=o0.

La premiére prouve que v ne contient pas m et ne dépend que de n,

la distance
dn

v
des deux courbes (n), (n + dn) est donc indépendante de m. Ces deux
courbes sont donc équidistantes; et, en vertu du n® 11, leurs trajec-

toires orthogonales (m) sont des lignes géodeésiques.
La seconde (16) donne

da __dn dm’

o 1 mdp
o dn
€t par suite
dp
. dm' (l—ll (1/l l'
«=C, = T’ " =GCy;

elle montre donc que Vintégrale o, considérée relativement aux va-
riables m’ et #, est une fonction de

m’

P
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Nous substituerons, pour plus de facilité, a ' 1a variable u, définie
par la relation

et nous aurons pour la forme de I'intégrale

(17) « ou o-+t=F(m,u)

£9. Les courbes (m) étant des lignes géodésiques, on peut (n° 12
dans 1’élément linéaire réduire le coefficient de dr? i Punité, c’est-i-
dire prendre

1
ds* = dn®* + - dm?,
P
ot . est une fonction de m et de .

Des lors, si ’on profite de cette simplification qui donne » =1, si
de plus on a égard a la relation (16) et a la formule

dax dz du I da

T dw

qui résulte de la définition de la nouvelle variable u, I'équation (A,
prend la forme

da da 1 adp’
(A,) o ou —l_mp.u+;ﬁ‘<Q.—;u m)

Rappelons que « est une fonction de m et de u, et que Q, et u sont
des fonctions de m et de n. La différentiation de (A,), par rapporta la
variable «, donne

i _ da da i 1 p,du dp dz
i 18) o_dmdupu—f—dmy+w[Q,—-;u TIE]_M:?;?JE’

et si entre cette relation et (A,) on élimine la parenthése, ce qui se fait

. 1. d*a da . ‘ . y,
en multipliant (A,) par — —= et (18) par —- et ajoutant, on obtient I'¢-
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quation
’O ou d’a__ udp. du 2
) dur — din \du
1
( 9 d*e da dada da dua
pu dmde du du? dm +51E2 ’

qui va nous permettre de déterminer la forme de la fonction p. Mais
pour cela il faut distinguer deux cas, suivant que cette équation diffé-

du

rentielle du premier ordre a pour premier membre 0 ou ~=, c’est-a-dire

suivant que Pintégrale étudiée doit étre indépendante du temps ou
contenir le temps.

Iv.
Intégrales indépendantes du temps.

20. Lorsque I'intégrale ne renferme pas le temps, le premier membre
de 'équation (19) est zéro, et on peut donner a celte équation la
forme

1duy 1 da rl:r._l_ u dra do d*u du

; dm . ( d 'J.)'-' dm du dmdu du = du* dm

e | —
du

Or p. est une fonction des variables m et n seules; elle ne contient
pas u; le second membre ne dépend au contraire que de u et de m, il
ne renferme pas n, car o n’est fonction que de m et de «: on doit con-
clure de la que la variable z disparait d’elle-méme dans le second
membre, et que I'expression

tdp d log 1
;Im_d,n<°°f"/

est une fonction de m seul. On a donc, en intégrant,

logp. =logM + logN,
u.=M.N,

M et N étant deux fonctions, 'une de m, autre de 7.
Par conséquent, I'élément des trajectoires orthogomnales des lignes
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géodésiques (m) a pour expression

dm
dm Vﬁ.
AN YN
Or on peut toujours poser
dm
(20) =0

et 'on voit, en désignant par r la variable n de facon que les nouvelles
variables qui servent de paramétre au systéme de coordonnées soient
w et r, que I'élément linéaire d'une courbe quelconque tracée sur la
surface a une expression de la forme

duw?

ds* = dr* + B

ou R est une fonction de r seul.

Donc, d’apreés ce que nous avons dit au n°® 13, la surface est appli-
cable sur une surface de révolution.

C’est le théoréme de M. Bertrand.

24. 1l reste a calculer Q, et a trouver la forme générale de I'inte-

grale.
L’intégrale est, nous I'avons vu, de la forme

o ="F(m, u),
et I'équation (A,) a laquelleil faut actuellement revenir se réduit «

da da

(A,) O—E)Ru"‘EQM
dans notre nouveau systéme de variables. Elle donne

da

dw

Qi =——uR.

du

Or Q, étant une fonction de » et de r, et le second membre dépen-
8
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dant de w, u, R, il faut que « disparaisse de lui-méme, et par suite
que le coefficient de R, qui est d’ailleurs indépendant de r, soit une
fonction de w seulement. On peut tonjours représenter une telle fonc-
tion par une dérivée Q'; nous aurons done

(21) Q,= —RY.

Cette notation est plus commode pour la recherche de la forme de
Iintégrale.

22. Eu égard & cette valeur de Q,, I'équation (A,) devient.

du da

o=—-—u+ 9.
dn

L'intégration dépend du systéme simultané

da _ dw du
0. “. of
d’ou
a=0C,
l ' Al
o0=90'dw + udu, S+ 0=C,.
en sorte qu’on a
1
a= F (-2- u” -+ Q) ?
ou simplement
1
e=-u?+ Q;
2
car il revient au méme d’écrire qu'une expression est constante ou.
qu’une fonction de cette expression est constante.
D’ailleurs
m m'

U= — = —>

& MN

’

et comme M est une certaine fonction @, de w donnée par I'équa--
tion (20), il vient
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et, par suite, pour la forme définitive de I'intégrale,

2_+o0.

(22) o=
2 &R

V.

Intégrales qui dépendent du temps.

25. Lorsque l'intégrale considérée doit contenir le temps, 1'équa-
tion (rg) est une équation différentielle linéaire avec second membre,
qui prouve que la fonction . est de la forme

p=M+MN,

M et M, étant deux fonctions de m, et N une fonction de 7. Les termes:
en u, dans le second membre, doivent d’ailleurs s’entre-détruire,
puisque . ne dépend que de m et de n.

L’élément des trajectoires orthogonales des lignes géodésiques (m)
prend alors la forme

dm
dm . VM,
VNN, /M L
M, -+ N
ou
do
Vo, +R
en posant
 dm
23 ——=0
(23) =,

appelant r la variable n, de facon 4 avoir o et r pour parametres des
lignes coordonnées, et désignant par Q, et R deux fonctions, I'une
de w, Pautre de r.

I.’intégrale a d’ailleurs la forme

e+ t="F(o, )

En substituant a p I'expression Q, -+ R dans I'équation(4,), a laquell:
8..
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il convient actuellement de revenir, on a

. da da I a2/ .
(A4) _Izj;(R’l“Qt)"'*'E(Ql'—;” Q!)’
d’ou 'on déduit
ﬁc
_ dew 1 (1 g da
Q,_—Ruz+i‘(;u Q) —=Qu 1)
du du

Q, ne dépendant que de w et de r, « doit disparaitre de lui-méme dans
le second membre, et I’on doit avoir

(24) Q= —ROQ,+Q,,

¥, et Q; étant deux fonctions de v ; nous mettons la premiére sous la
forme d’une dérivée, pour faciliter les calculs suivants.

24. Cette valeur de Q, transforme I'équation (A,) en la suivante :

da dﬁ ! r 1 ’
(4)  —1=%ER+0)u+Z{—RO+0— ;u’Q,),
dans laquelle la variable r figure explicitement, car elle n'entre que
dans R. Egalant donc & zéro le coefficient de R et le terme indépen-
dant, on trouve les deux relations

da, da ~,
(25) u;;; —E'92=o,
d d ,
(26) l+d—:Q,u+£(ﬂa—iu’Q,)=o..

l
@ C,

Q,dw + udn=o, Qa-i-éu’ =C,,.
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en sorte qu’on a pour l'intégrale

(27) a-{-t:F(%uzﬁ-Q,)-

25. Posons

(28) .Q,+-;u’=v;
par ce changement de variable, I'équation (26), apres élévation au
carré et eu égard i la formule

da da

=@
devient

(29) —‘T;;‘; =(v—0,)[Q,0, + Qy — (v — Q)0 ]°.
(%)

Le premier membre ne dépend que de ¢; il doit donc en étre de
méme du second, qui est un polynome du troisieme degré en . Ce po-
lyn6me est ici décomposé en facteurs; pour qu’il ne depende que
de v, il faut que les racines de I'équation, qu'on obtiendrait en annu-
lant ce polynéme en v, soient constantes; donc on a déja, 4 cause du
premier facteur,

0, = constante = p.

Le second facteur se réduit a

. [Qs — (v —P)Q’x]!
et il donne a son tour

Q’1 = constante = — k;

d’ott
Q=—ko+ A,
et
Q, = constante = g.
On a donc
(30) 1. Qu=g.
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c’est la condition imposée aux forces;
20. Q| + B. -_— B — ,f [A]

(car la constante & passe dans R), et, par suite,

. do?
(5!) dS’:dl"-‘l—R_km’
cest la forme que nous avions annoncée pour I'élément linéaire dans
Pintroduction. :
Telles sont les conditions imposées aux forces et a la surface
pour qu'il existe une intégrale commune a plusieurs problémes et qui
dépende du temps.

26. Voici, pour finir,comment on trouve la forme de cette intégrale.
L'équation (2g) donne

(;_a>= (v—p) [g+ (v —p)&T*;
de

2

d’ou
o= dv
T V2(v—pilg+ (v —p)4]

ou, a causede 2(v — p)=1u?,

d

dn
da = —l—-a
g+ ~ kuw?

2

et par suite, en intégrant,

a+t—-\/? arctan \/Tu
TV gk VTl

_m 1 VM, _ o’
v M.( r—) = AR —Fo)
+ N

D'ailleurs on a
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2n désignant M, par Q?, fonction définie par I’¢équation (23); I'intégrale
prend donc la forme définitive

t—\/? tan \/T il
o+ 1= g'ﬂl‘C: g E‘W‘R—__—A——)
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