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Des points matériels, en nombre quelconque , dtant tirés par des
Jorces el sourhis @ des liaisons telles que le principe des forces vives
N ? y N ; ? ' it s vy o > 7 . s
puisse sappliquer, si lon connait, outre I'intégrale fournie par cc
principe | dewx autres intégrales, on peut en dddwre une troisicme

sans avorr recours a des quadratures *.

Tel est le beau théoréme dont Poisson a envichi la Mécanique et
gui a si vivement excité I'admiration de Jacobi.

L’illustre auteur de ce théoréme en a donné une démonstration
dans son premier Mémoire sur la variation des constantes arbi-
traives **. Mais cette démonstration étant, pour ainsi dire, lice & ceite
théorie, j'ai pensé qu’il serait bon d’en donner une plus directe et
qui flt tirée de la forme méme des équations différentielles du mou-
vement.

A T'étude de ce théoréme se rattache une question qui cst d’une
grande importance en Mécanique, savoir, la détermination de la
fonction V***,

On sait trouver cette fonction dans le cas ou, le probléme n’ayant
que guatre intégrales, on en connait deux; pourvu, toutefois, que
parmi ces deux intégrales se trouve celle qui est fournie par le prin-
cipe des forces vives. Dernicrement, M. Liouville a reconnu que la
fonction V pouvait s’obtenir dans un cas plus général, savoir, dans
le cas ou, 2. étant le nombre des intégrales on en counait 2 qui,
combinées deux a deux, font prendre au théorcme de Poisson la
forme identique 0 =0.

La démonstration que je donne de cetle importante proposition,

* Cet énonce est de Jacobi.

** Journal de ' Ecole Polytechuique , XV¢ cahier.

*** Quand il 0’y a pas de liaisons on a V= fo'de - y'dr 4 'dz o' dr, -, c1e. En appe-
lant w, v, 2, r,, cte., Jes coordonndes des points et @', )', &, 2y, ete., leurs :dérivées par vap-

port au temps.
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est fondée sur une propriété trés-connue dont jouit le dénominateur
des inconnues dans des équations du premier degré *, et elle m'a
permis de démontrer facilement la réciproque.

La fonction V étant trouvée, on en déduit les r intégrales qui
complétent la solution du probléme et qui sont liées aux 7 précé-
dentes par des relations que je démontre.

Je fais voir que réciproquement, si la fonction V était exprimée en
fonction des r derniéres constantes, on retrouverait les 7 premiéres
pour compléter la solution.

C’est a M. Hamilton qu’est due cette nouvelle méthode d’mtégra—-
tion. Il a trouvé que dans le cas ol le principe des forces vives peut
s’appliquer, on peut exprimer les intégrales ainsi que les équations
différentielles en fonction des coefficients différentiels d’'une méme
fonction S, analogue a la fonction V **.

Mais , d’apres le choix qu'il a fait de S, il faut prendre pour con-
stantes les valeurs .initiales des variables, ce qui est en général trés-
compliqué. Si M. Hamilton n’a fait aucun usage de cette fonction,
c’est qu’il avait crue assujettie a satisfaire a deux équations aux dif-
férences partielles. Mais M. Jacobi est venu éclaircir cette théorie en
démontrant (Journal de M. Liouville, 1838) qu’il suffit que S satis-
fasse a une senle équation, pour qu’on puisse avoir les intégrales qu’il
reste a trouver.

En [aisant usage de la fonction V, je détermine :

1° Le mouvement d’un point attiré vers deux centres fixes;

2° Le méme mouvement, dans le cas particulier ot les deux
centres fixes se confondent en un seul;

3° Le mouvement d’un corps solide autour d’un point fixe, quand
aucune force extérieure n’agit sur lui.

* Cette propriété consiste en ce que si, dans un systéme de 2 équations du premier degré,
4 n inconnues, on suppose que les coefficients de deux incomnues deviennent égaux dans
toutes les équations, le dénominateur commun des inconnues est identiquement nul.

** Journal de Mathématiques de M. Liouville, 1838, page 60.
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THESE DE MECANIQUE.

SUR L’ INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENT:LLLES
DE LA MECAN QUE.

PREMIERE PARTIE.

DEMONSTRATION DU THEOREME DE POISSON ET DE DIVERSES FORMULES
QUI 8'Y RAPPORTENT.

§ lm‘.

Formules préliminsires.

1. Considérons un systéme de points ayant pour coordonnées .,
Jy &y Xy )1y %, etc..., etsupposons ces points soumis & des liaisons
indépendantes du temps. Soient

[1] L,=0, L,=0, .., L=0,

les ¢quations qui expriment ces liaisons. On pourra, au moyen de ces
équations, exprimer 4 coordonndes en fonctions des autres; de sorte
que si I'on désigne par -4 le nombre total des coordonnées, on
pourra réduire & # le nombre des équations différenticlles a ré-
soudre.

Quand le probléme sera résolu, on aura les coordonnées des
points ainsi que leurs vitesses en fonctien du temps ¢ et de 2n
constantes arbitraires. On peut, en effet, a un instant quelconque,
au moment du départ, par exemple, assigner aux n points qui se
meuvent librement dans l’espace, les posilions et les vitesses que
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P'on veut. Ce choix étant fait, les constantes arbitraires se trouveni
déterminées.

2. Si pour plus de généralité on appelle ¢, ¢, ..., 7,, 7 variables
gu’on peut se choisir & volonté, on pourra supposer que les coordon-
nées des points soient exprimées en fonction de ¢,, ¢,, ..., ¢,.

Réciproquement, on pourra exprimet ¢,, ¢, ..., ¢, en fonction des
coordonnées x, ¥, z, x,, ..., etc., et par suite, en fonction du temps
et de 27 constantes arbitraires «,, «,, ..., .

7 L4 ’
3. Appelons @15 @5 -y ¢ les dérivées par rapport au temps des
variables ¢,, ¢,, ..., ¢, considérées comme des fonctions de ¢, «,,
%g) ey &y,. POSONs de méme :

dzx dy

dc— " de

g
..__}", Z.—-b, vy etc.

T=g{m(="+ 7"+ ")+ m(2 47 132"+ etc.|

Désignons par X, Y, Z les composantes suivant les 3 axes de la
résultante des forces appliquées en un méme point du systéme et sup-
posons que la fonction (Xdx 4 Ydy - Zdz) devienne une différen-
tielle exacte aprés qu’on aura substitué aux coordonnées z, y, z, z,,
%, .-+, leurs valeurs en fonction de ¢,, ¢,, ..., ¢a;

Posons

2(Xdx 4 Ydy -} Zdz) =dU,

U sera ce que j'appellerai la fonction des forces.
Remarquons que la fonction s(Xdx—Ydy -+ Zdz) sera de la

‘orme
Ql (l(]i _I— QE(Z(2+ s + Qn(l_(/n.

juand on aura substitué a x, y, s, x,, ..., etc., leurs valeurs en
onction de ¢,, ¢,, ..., ¢,- Par conséquent, elle ne pourra devenir une
lifférentielle exacte, que si les coefficients Q,, Q,, ..., Q, sont des

onctions des seules variables ¢,, ¢,, ..., 7,. Il en résulte que U est
e fonction des seules variables ¢,, ¢,, ..., ¢,
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4. Cela posé, les équations différentielles du mouvement, telles
qu’'elles ont été données par Lagrange”, prennent la forme suivante :

/7 d dT dT___dU

[ o,

d d7T AT dU

) ———
’.2] dt dy'y  dg, iy
d dT dT __ dU
dt EZ{/T" dg, @;.

Dans ces équations, T représente une fonction de ¢,, 4., ..., ¢.,
I !
G1se009 @n

3. Je vais remplacer ces n équations différentielles du deuxiéme
ordre par 2. équations différentielles du premier ordre. Pour cela,
Jje pose

[3] iZTT:])“ ﬂ:pa -(—l-r'r—:[).

dq's dq's 2 Ay "

Les équations [2] deviennent ainsi :

[odpy dT __ dU
&=,
dp, df __ dU

[l]] (l[ _([_fg _@;

dp, dT __ dU

dr  dg,  dq,

J'ai ainsi des équations différentielles du premier ordre, qui contien-
nent pyy...y Puy Gus o+ oy Gi's --+» ¢ il ne reste plus qu’a éliminer des
dquations [4] les variables ¢/,, ¢\, ..., ¢, qui se trouvent renfermées
dT dT
dg? "7 dg,
tirer des équations [3] les valeurs de ¢/, ¢,, ..., ¢, et les substituer
dans les équations [4] qui deviendront des équations différentielles
du premier ordre ne renfermant que les variables p, p,, ..., p,,

daps les termes . Pour faire cette élimination, il faudra

* Mécanique analytique, section 1V, deuxiéme partie,

[
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G4y +++» Ga» 51 I'0on ne compte pas le temps qui n’entre que par sa dif-
férentielle dt.

dT d
(l_fh’ ..-,T!/", qua.n on a
effectué la substitution dont je viens de parler. Remarquons d’abord

Yoyons ce que deviennent les termes

que si dans

— f2 ! 2 !
T =3 {m(z"+4r" 4 2")F-m (27 +-r7 20+ .}
on substitue 4 2, ', ete., leurs valeurs en fonction de ¢,, ..., q,,
@y -+ 3 Gnr on aura une fonction homogéne du deuxiéme degré par
rapport a ¢,, ¢,, ..., ¢,. Car on a, par exemple,

T=0(qy, Gy +++1 Gn)>
’ s d: do
doi P =G A Lttt e

Par conséquent z'* sera une fonction homogéne du deuxiéme degré
par rapport 2 ¢, ..., ¢,. On aura donc, en vertu d'un théoréme

connu,
dT

2T— /1+tl( QJ + +dr' 1."
ou bien dr/ /‘+dq 7t +‘11

d'ou il est facile de déduire, en prenant la variation des deux mem-
bres de cette égalité,

[5] 3T=(]',3p1—-|—q’23_p<_,+...-[-g/,ﬁ])n-—%8(/,—%872—...—%‘8(1".

Or, supposons que dans T on substitue les valeurs de ¢, ..., ¢,
tirées des équations [3], T deviendra une fonction de gy, ..., Gy P11y -+ 5 Py
et en le considérant sous ce point de vue je le représente par (T). En
en prenant la variation, on aura

d(T a(T) d(T d(T)
61 3m=2280 412004 A G200

Mais I'équation [5] deviendra évidemment identique i I'équation [6]
quand on aura remplacé dans la premiére les variables ¢',, ¢, ..., ¢\,
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sar leur vaieur eu fonction de ¢, Gay «--y @uy Piy -+-5 P Par consé-
Juent, cette substitution étant supposée faite, il faudra que I'on ait

AT 4m) 4T d(T)
Fr/:__qu’ dgs 7(/-;’“"

Si on a {¢gard a ces derniéres relations, et que l'en pose
J—(T)=—H, les équations [4] deviendront

[7] (_//)} - di dpy d1 dap, dH
de dq’ dr dyy’ 77 dr T dg,’

A ces n équations, il faudra en joindre 1 autres fournies par la
-omparaison des équations [5] et [6], savoir :

_dm __d(T) __4M
[8] {/1— _7[1)_1.’ ([J‘-’—"_,[[—jﬂ’ e (j’"_ dp,”

d(T) __dH
dp, — dp,”

Si I'on remarque que U ne coutenant pas p,,..., %, on a
:es derniéres équations pourront s’écrire :

9] da 4 _an g, dn

de dp,’ dt dpy’ ?odt dp,,

6. Il est important de remarquer que le temps n’entrant dans ces
‘quations que par sa différentielle, il y aura une intégrale * de la
orme (o, =fonction de (¢,,..e, uy sy -3 ), dans laquelle «,
lésigne une constante arbitraire.

Quand le probléme sera résolu, on aura 2r intégrales renfermant
'n’ constantes arbitraires oy, %, .0y y; €t si on suppose ces inté-

males résolues par rapport aux variables, on aura les 27 équa-
ions [10] :

S/ Pi:/;(an Uay sevy Vz-z"l— t); 71:ﬁx+1(“n yg eaey 0-'-_»:"]" 1)7

Dy = [ty 0ty ey L), . . . . . .. ..

. . . . . . - . . .

])u:/;x(‘y'l7 Xyy eney azu_l"t)a _(/n:/;n(“n Tay vesy “2»:'1‘_/)'

* Tappelle, avec Jacobi, intégrale une équation u = constante, telle que sa différentielle

u = 0 soit vérifice identiquement par le systeme des équations différentielles proposees.
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~

On pourrait encore supposer ces inlégrales résolues par rapport
aux constantes, ce qui donnerait les 27 équations

“1=F1(%7 Doy oves Ins Prsy cres Pa) s
1) S g 2,

“2n+t= an(%, ey Gus Py "'7[)n)'

Si dans les équations [11] on fait =0, et que 'on appelle
1> @ay voos Gny Pys «oey P les valeurs des variables ¢, «.., gy pyyeees o
I'origine du temps, on verraque les constantes «,, oy, -.., o, sont des
fonctions de ¢',, ... ¢, p’,..., P’ , et réciproquement. Par conséquent
on pourrait déterminer les valeurs initiales des variables en fonction
de ¢, Gy .eey Guy Py +ovy Pny ce qui donnerait les équations suivantes :

P°x=‘1’1(f[u soey Gy Pigevcy Poy t>’ q°,=‘1’n41(f/n svaylny Piyeery Py t)7

[4 2] [)o— pz(?n .. 7?:1)[)1’ '“7])::5 t)a 702=wn+2(7n voeyQus Pryoeey Pus t);

. . . . . - . . - . . . . . . - .

[) =Y¥,(¢, eor3ny Pryeeny Py t)7 Q°n=‘4’zn(9n cens s Pry eeey Pus t)-

: 10 KT ' dyy dgs dqn
7. Si I'on multiplie respectivement par——, ——=; ey, — 7 les
dpy d])g
d A
la somme des équations résultantes, on obtiendra dH=0.

Donc H=const/ est une intégrale. Elle exprime que le principe

de la conservation des forces vives peut s’appliquer.

7 . dP,. ’ 3
équations [7] et par — les équations [9] et qu'on fasse

§ I

Théoréme de Poisson.
8. Ces principes établis, il nous sera facile de formuler le théoreme

de Poisson.
Ce théoréme consiste en ce que, si «, et a, sont deux constantes
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telles que I'on ait o, = fonction de (¢, ...;, Guy Piyeeey pu) %, el

a,="fonction de (¢,, ..., Guy Py -+vy Pu), 'expression

duy day  dog dayg |, doy dug duy doy

T A g dpe g

sera indépendante du temps. Si on représente avec Poisson cette
quantité par («,, «,), on aura d’apres le théoréme

(«,, «,) = constante.

9. Je vais d’abord considérer e cas ou les constantes sont les
valeurs initiales des variables, auquel cas les Intégrales peuvent se
mettre sous la forme des équations [12]. Je dis qu'on a alors

18] (%, P)=0, (9" ¢)=0, (% 7)) =0, (¢, ¢)=0.

Jobserverai, toutefois, que dans le cas particulier de /=/1{' on aura
(9%, p)=1, et par suite (p%, ¢%)=—1, comme il est facile de
le vorr.

Pour démontrer ces égalités, reportons-nous a l'équation diffé-

. {H f dap . .
ventielle — = =2"—______ ¢t remarquons que si 'on fesait
da, dt d(as, 1)

{H . . .
t=0 dans %ﬁ’ comme la valeur de H ne contient pas ¥ explicitement,
1

on obtiendrait le méme résultat que si 'on prenait, par rapport 2a
¢, la dérivée de la fonction H dans laquelle on aurait remplacé

- 0 0 > Agt
Giy ooy Qus Prs ooy Po PAC @y ooy @05 Py oy Pl Doun autre coté,
i, dpy

PP /7Y .
on L ge réduit 4 Z2 quand on fait z=0. On aura donc
dt Loy, -+ 2) dag,

“_,‘] %_ dH

dagy - ﬁq_oi.

Or, sil’on considere p°, comme une fonction de ¢, ¢yy..y Gy iy vy Py
et que on substitue & ¢,, ..., ¢, py, ..ey P, lears valeurs tirées des

* Les variables ¢, , ..., @ns Pys ooy pn o0t la signification que je leur ai donnée dans le § 1.
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équations [10], on aura, d’aprés la regle relative a la différentiation
des fonctions de fonctions,

dpby _ dpy dy, a4y day dp® dg, | dp% dp, dpy dp,
dog, E das, + dqy das, + oo +(Zq,, da,, + ddp dots_,n—!_ ”' +—- dua,”

¢ {] i, dug,

En second lieu, puisqu'on a H=— constante, pour savoir ce que
devient cette fonction quand on y fait =0, il suffit d’y substituer
A ¢y -ee Gay Pis -»-» P les valeurs de ces variables qui seraient fournies
par les équalions [12], et en différenciant par rapport & ¢°,, on aura

dH _ dH dp, dW dp, | dH dg dH ([I]"
dqi dj), {lql_l_ +(/p d1l+@; dg® + +J( dr“

1l viendra donc en vertu de I'équation [14],

dp’y dyy dp® dg, oy dpy dphy dp,
[1 5] ‘;I—t_j das, + dqy doy, + e +T 1728 + +([) s
q: ‘7 / 1 n l n 2n

dH dp, A dy, dH dy,
(dpx dfu+"'+d? 11(1°1+"'+f/9 dqa)

Mais on a évidemment

dpy _ dpy dlus, 1) __dpy
‘laﬂn —— ([(“.?u_l—'l) da‘lu Tae
dpy dH
et comme on a v =
dt dgy
. , . {H
il en résulte Wi ALY
das,, dg,
. » day day
on aurait de méme ==
doty, dt
dey dH
et comme on a —_— = —,
dt dpy
sy . gy - dil dy, . dH ef, Iat!
on en déduit T A T = o " T

{, /)
En substituant ces valeurs de Pn

..., elc., dans V'é-
(/ &, 7 > dus,’ oy, K 3

quation |15] elle devient

Vi g(/_H dp;  dpp dH /ey, lef,"j Y
[1 6] &, | dp, t[(["l—l— r///i) +d// K(/j)", dp. )y
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Le signe ¥ se rapporte a I'indice ¢ qui doit varier depuis 1 jusqu'a 7.
Il est évident qu’en faisant varier l'indice inférieur de ¢, et de p",
depuis 1 jusqu’a 2 on obtiendra n ¢quations -analogues i 1'équa-
tion [16].

dg® _ dH
[ 4ay [1 0

- AN g di dp, (_[(/_01 ﬂI (lr7,~___th°l _
[17J Aol elpp \dp) +‘/’/i +dr[i A dp; =0,

de la méme maniére que nous avons obtenu I'équation [16], et en
faisant varier I'indice inférieur de p",, ¢, depuis 1 jusqu’a 2 on aurait

10. En partant de la relation -~ on obtiendra I'équation

’ » N 7 M ¥ Eard
n équalions analogues a I'équation [17].

41. Nous aurons donc en tout 2n équations dans lesquelles nous
pouvons considérer comme inconnues les 272 quantités,

di dH di  dH dR dH
('E, ;Z/Ig, veey (—[17”7 (—[—-(/1, .(ZT/E, ey (](/".

Or, si au lieu de «,, o,, ..., =,, on prend pour constantes des
fonctions de ces quantités, que jappelle =, =,, ..., ®y, les dérivées
totales par rapport au temps des fonctions que représentent ces nou-
velles constantes ¢étant nulles ( quand on a égard aux équations diffé-

rentielles du mouvement), on obtiendra les 27 équations suivantes :

dpe dg; dr

d |, l(]]/, dy; (/r/,- dp; ) =

{ dH day  dH d= % . <(1’Ifg>

' (dH dny r[H dry } ((lm)

[18]

dp, dy. dy, dt

e  dpy dy; dy, c/[)

\ - . - . . . - . . - . -
' 1 (dH dr,, {H = 1"‘ oy
| (1),

dans lesquelles on powrra, comme dans les équations de la forme {46]
et [17], considérer comme inconnues les quantités

JdH  dH da. . AT dR i]i
m’ ;7/—)—2, o ;m., dy dy 70 dg,,
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Par conséquent les 2n équations [18] devront rentrer dans les

2n équations de la forme [16] et [17], ce qui exige que les coefficients
de ces derniéres soient nuls, ¢’est-a-dire que 1'on ait

dp, dp (I dq, dp (. dp; dfs dy; dq L

(191 2 o L el =
En faisant varier l'indice inférieur de p',, ¢°, depuis 1 jusqu’a » on
aurait . groupes d’équations pareilles & celles-la *.

42. Nous avons vu que.l’on avait 2°,=U,(¢y5 cevs Guy Prs o2y Pus £)-
Si dans cette valeur de p°, on substitue 2 p,, ..., p,, ¢,, --., ¢, leurs va-
leurs tirées des équations [12], on devra trouver I'identité p’,=7",.
Par conséquent , en différenciant p°, ..., 7., ¢, ..., ¢, dans I'hypo-
thése ou cette substitution est effectuée, on trouvera :

s . - . a . . . . . . . . . . . . . . . . .

* Pour que cette démonstration soit rigoureuse, il est nécessaire que les seconds
membres des équations [18] ne soient pas nuls. Or, je dis qu'on peut toujours choisir

. . d
Ty s Tgs .-.» Tgn de manidre qu’on n'ait pas, par exemple, (-%):0 En effet, on

a m, =fonct de (&,,....,%gn) OU, en vertn des équations [11], x, =fonect de (F,, Fq,...,Fgn—¢)

AN dr, dr, . , .
d’on (_:F) __d_(i‘;n——‘-—t)'—_m§ il sera donc nécessaire et suffisant que toutes les

constantes 7, , ..., Ty, contiennent g, pour que les seconds membres des équations [18] ne
solent pas nuls.
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dp A _ (dpo dp, dp°1 dq,-) G dg% o (dq ) dp, de®y dg;
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En ayant égard aux équations [19], ces derniéres égalités devien-
dront

[A] (@ pD)=1, [E] (¢ p0=1,
[B] (¢ P =0, [F] (¢, p) =0,

€] @har)=0, [€] ()=,
[D] (P02 ’ l)oi) =0, [K] (qon 902) =0,

d’ou il est facile de conclure qu'on aura d’une maniére générale

[20] (Yoi’])D»'):/l ’ (731 , P)=0, (@ ¢)=0, (> q:)=0.
45. 1l nous sera maintenant facile de démontrer le théoréme de

Poisson , dans le cas o les constantes sont quelcongues.
Prenons, en- effet, deux intégrales telles que

“1=F1(91; ceey Gy Pro -"7])11)7
cves Gy Pry ooes Pu) s

Nous savons que les constantes o, et a, doivent éire des fonctions des
quantités @', ..., %, P’y --er Py lesquelles sont elles-mémes des

fonctions de ¢,, ..., §,, Piy ey Pr On aura donc, d’apres la regle
relative a la différentiation des fonctions de fonctions,

(loq (lu, dp®y doy dp® dcxi dg’y day dq,‘
dp“ dq1+ ++ dqo1 dq1+"'+d(/° 1791

dq dp'y dqy
. day _ day dp’s dey dq°)
ou bien = 2 (dp"‘ s +dq° 0,
R dey dal dp° duy dq”)
de méme = > ( . dpr +— . I

doy doy ddg das
AR AREE AR
eten les substitnant dans la fonction représentée par (¢, , «,), il viendra

On aurait des expressions analogues pour

doq da, dey dog dey do
6{40 dp" (Polvput)+dqo dag; (4" ')—I—dpoi llq: (»°% 9%
(2 a)=3 3,
doy dus
+d,0 (]Po (g"ao‘)

3
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Quand / et /' sont différents, tous les termes sont nuls en vertu des
équations [20]. Cette expression se réduira donc a

( )_2‘ dey day duy day
Ho BT L \dp . T s )
D’ou I'on déduira («, , «,) = const. C. Q. F. D.

14. On pourrait aussi démontrer, en s’appuyant sur les relations
[19], le théoréme de Lagrange, qui consiste en ce que, les variables
étant supposées exprimées en fonctions de constantes arbitraires et
du temps comme dans les équations [10], on devra avoir, en appe-
lant «, et «, deux des constantes

~! (c_lg_, dp; dp; ‘i’.‘

- == const 1 J=c .
did N\ oy dog doay dus, n ante? ou bien [“1, &, onst

si, comme Lagrange, on.représente par [a,, a,] le premier membre
de cette égalité.

Du reste, la démonstration directe dé ce théoréme est trés-facile et
trés-connue.

g TIL.

Formules relatives A la variation des constantes arbitraires.

15. Des relations [19] on peut déduire des formules trés-utiles en
astronomie, dans le calcul des variations des constantes arbitraires.

Désignons, en effet, par @ ce qu'il faut ajouter a la fonction des
‘orces pour avoir égard aux forces perturbatrices. Supposons, comme
on le fait toujours, que les équations du mouvement troubld aient la
méme forme que dans le cas ou il n’y a pas de forces perturbatrices,

.2t que les constantes deviennent maintenant des variables. Désignons

Jar (%?) ¥, la dérivée de p,, par rapport au temps, dans I'hypo-

‘i&-— dH

* (‘1—57" a évidemment la méme signification que dans)’équation différentielle &=
1
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h e A . » d ALl
thése ou les constantes sont invariables , et par § la dérivée de p,

quand on suppose que les constantes deviennent des variables. On
aura

dPﬂ dp, dpy day dpy day,
( +da1 dt Frm '+du,n‘?iz"

Or, dans I'hypothése ou nous sommes, 1’équation différentielle
yp q

dp, dH dpi____ dH__d0 e
(7) = se change en = — g celle-ci se réduit a
dpl d<x1 dp, &,‘_ _ dp, da‘ . dS)

[21] duy dt + - +du,,, dt — ded da; df T dgy’
. . d] 7451
a cause de la relation (7’”’) ——,
t dgy

16. Nous avons vu qu'il existait des relations entre les constantes
Gyy oey Oy, €L les quantités ¢y, ..., ¢'yy p°, ..., P’ Ces relations peu-
vent s’obtenir en substituant dans les équations [12] aux variables
Gy -y Gus Pry -+-y Pu, leurs valeurs tirées des équations [10]. Si l'on
différencie, dans ’hypothése ou cette substitution est effectude, et que
I'on remarque que la fonction a laquelle est égale p, contient le temps
explicitement, on trouvera

d})' da,,,

dps dpfydp. | dpidgN __ (dp"s 1dp’y ( (dpi dp.dax
( )"‘2 (dp, de dq,-?vl?)"“( )+E {( ) doy dt—l— +da,,, dr §

+2“””‘{( Ot

Cette expression se simplifie si 'on remarque que la quantité

(dp ‘)+2 {(3;: (dp ‘) dq ‘(dq‘>} est nulle puisque c'est la dérivée par

rapport au temps de p°, dans 'hypothése ou les constantes a,, ..., a,
ne varient pas. Si de plus, on a égard a I'équation [21], on trouvera

d 0| 1
[22] ¥

dpoi dﬂ
n{&—.-gp—i dq,+ dql dp; }
aQ dpf,

dQ d{'dq‘ de]M
Or, dg;ag, d + +dfz° flq+dp° dq+"'+¢?°._.7q?’
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on aurait pour 2, une valeur analogue, et en substituant dans [22]
i

dQ
les valeurs de = et de

X il vient
dg;

[po 1 AQ 1 1Q
(TI,;l = 27.(70” ])oi){[q_oi + E"(pon ])01):7101_'

Cette relation est évidemment indépendante de la nature des con-

stantes. Dans le cas particulier ot ces constantes sont les valeur

initiales des variables, elle se réduira a

dp® dQ , v oodp® dp
—_——— o &l &
7 (1(/01 y On, Del](,ralelllellt, a

P72 (l{/l

§ IV.

Relations entre les constantes fournies par le théoreme de Poisson et celui de Lagrange.

17. 11 est facile de voir, d’aprés les équations {19], que les expres-
sions

0 0 0 0 0
0% 1%%)s (@ 450 (V% %)
sont respectivement égales, terme a lerme, aux expressions
0 1 0
(2% %]y [9% 41, [P %]

Dans le cas général ol les constantes sont quelconques, il existe,
entre ces fonctions, des relations dont je tirerai quelques consé-
quences.

Pour trouver ces relations, partons des formules connues

(lo:‘ oy dQ dQ
(lazi 2 { (lt} YT da %ir ’)—l—dot (a” 2)+ + (a” a’")

. . . d:
Si nous substituons, dans la premiére équation, la valeur de

* Mécanique analytique.
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fournie par la seconde, nous aurons
dQ 70 <! 0 dQ
’E:::_Zz Esn{(ai’ c’,,) ['Z‘-, } ilauz {(“” a> ]}—I_ +r/xm 2« (a,, a,,,) [a,, * ‘"I i

Or, la fonction des forces principales restant la méme, on peut se

choisir & volonté des forces perturbatrices, et faire varier, par consé-
AQ d8
(1.(, U oy,
elles sont indépendantes, leurs coefficients dowent ¢tre nuls.

Q

quent, d'une infinité de manicres les q.wnmcs . Comme

. cn , . du;
On arriverait a des équations analogues en remp]a(;ant 7; par sa va-

leur dans les égalités

dsi (la dQ 5 do; dQ ! oy
a=2 (lonl %) o= 2 (el G =2 ([0 ] G-

1Q ds}
En égalant 4 zéro les coefficients de Sk .

ces equatlons , 0N arrivera aux 1‘esultats SUIVle]tS:

2{(%"“1) "a'" 0.,] 2 (“H ‘7'2) [“i) “J] }_——O,“W E%(“i’ “an) [”’i; ‘Zl] }:O,
Z((UN ‘(1} '_I ' Z (“;7a)[ ] ,...’21 ,, .Il.,“ ,, 70-, }:‘),
[L] S L("n o) [r/,, o) t=0, - - « . . . ...

. . . . - . . . . . . . . . . . . . . , . .

, dans chacune de

.

y (/n x) [“ “’u] }ZO;E{(“H “z)[f’-ia “zn] }:0,.--,E{(Q;,dﬁ”)[’/ﬁ,%,.]‘—"}zO-

18. Supposons que la constante ¢, soit telle que 'on ait (,2,)=1,
et (o, o,)=="0, pour loutes les valeurs de 7, excepté pour i=4%. Il vésulte
des équations qui forment la premiére colonne du groupe [L], que
nous venons d’obtenir, que 'on aura

(e, o ]=1, [o,0e]=0.

Adinettons de plus que I'on ait

(“1’“};):17 (“ka “i)=03
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doy da, du, day do day dp;
O=<dn 051):——2(_ da. dp)’ 0=""= ( . ])
day doy dey da,
0—-—(0‘1’ “2) E(ZE, cja_(lq‘ dp,) 2
day (la, dak da, d d oy, dp, (lozk s
4__'(0(“ “’)_‘2 (clJ)i dq, dq, dp,) (la;, 2 dp 2:; d(/l _I—k>
o, - da, daun aa daﬁ,‘
O=<“17 “arx):2< ) 2

— 22 —

il résulte des équations qui forment la colonne de rang % dans le
groupe dont.je viens de parler, que I'on doit avoir

la, ) =1, [o,]=0.

19. Gomparons maintenant les équations [M] avec les équa-
tions [N], que I'on obtient en différenciant, par rapport & «,, chacune

des intégrales «, =F,, ..., a,,=F,,, dans lesquelles je suppose les va-
riables exprimées en fonction des constantes.

doy dg;
ap; dak dq, duy,

da2 ]), (Zoz, d dyy
dp,

i dak dq‘ (la

dp; dqg; (lq, doc;‘

ll

dﬂk
- . . . . . . . . . N . .
[ ] im

Il

- . . . . .

ll

(d Uop zl]), doun d(],)

dp; dp‘ dg; dp; dp; dak dg; day,

. o doy day o, dp;
On voit que les quantités 270 " dp; d’une part, et =0

tre, sont liées par les mémes relations , d’ott il résulte

dqi ’
’ —d_ab’ del au-

doag _ dg; dey dp,
[23] G de A e
En comparant de méme les équations
(U—n“k)zlla (”-27 “k):07 ceey (“sn’ “k)=0’

avec les 27 équatians que 1'on formerait en transformant comme pré-
cédemment les expressions des quantités suivantes :

day da, dag,
= =0, .. TZ_O’

on en déduirait les relations

du,  dp; da, _ dq,
dg;~ day’ dp;~ de,
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Les constantes «, et «, sont donc soumises aux mémes relations que
U]
les constantes ¢; et p°.

20. Si dans le groupe [L] on considére les équations qui sont
situées sur la diagonale du carré formé par ce groupe, on verra qu’el-
les peuvent toutes étre représentées par la seule équation

Z { (o o) e, 2] —14 }=0.

On voit facilement que si I'on choisit pour 7 une valeur quelcon-
que k, et que 'on fasse varier ' depuis 1 jusqu’a 272, on ne pourra
pas avoir («,, ;) = 0, pour toutes les valeurs de /'. Ainsi, quelle que
soit V'intégrale o,— fonct (q,, ..., 4., Pi; +-- 5 Po), que 'on prenne,
toutes les intégrales, combinées avec elle, d’aprés le théoréme de

8 ’ ’ 1%
Poisson, ne peuvent pas donner 0.
» nep
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DEUXIEME PARTIE.

USAGE QUE L’ON PEUT FAIRE DU THEOREME DE POISSON QUAND IL EST EN DEFAUT.
S Ier

24. Le théoréme de Poisson serait le plus remarquable de la mé-
canique s’il n’était jamais en défaut. Mais il arrive malheureusement
qu’il donne trés-souvent soit une identité, soit une intégrale déja
trouvée; et si, malgré ces cas défectuenx, Jacobi le considérait comme
un théoréme prodigieux e: sans exemple, c’est qu’il connaissait proba-
blement un moyen de les éviter on d’en tirer parti.

Dans un récent mémoire, M. Bertrand, pour utiliser les cas excep-
tionnels , s’est proposé de chercher quelles étaient les intégrales
B=fonct (g, .ccs Guy ey Pir---» Pu) qui, combinées avec une inté-
grale donnée o, =fonct (g, , ...s oy e+vy 1y +oey pr) donmaient («,, §)=0
ou 1. 1l a démontré que tous les cas ol le théoréme est en défaut peu-
vent se réduire au seul cas ou («, §) est une constante numérique , et
que toutes les intégrales, mises sous une forme convenable, doivent
satisfaire aux équations différentielles («,, p)=0 ou («,, p)=1 dans
lesquelles on considére B comme la fonction principale.

C'est ce qu'on peut voir facilement en mettant 'expression («, p)
sous la forme trouvée plus haut. On voit en effet que si l'on pose

[a] y(ﬁ.ﬁ_”iiﬁ_):

el \ L dp; dy®s
on aura a résoudre une équation aux différences partielles dont les
coefficients seront des fonctions des constantes g%, ..., ¢y iy oo 3 Pre

Donc les 2/ valeurs de £ qui salisferont & I'équation |a] seront des
constantes.
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Pour les trouver, il faudra résoudre les équations différentielles

dpy dgy  dps . deg, 4
[&] duy dag — dey — T doy — A
d_qo-,- dpy g’ dph,

sil’on appelle £, une solution de I'équation [«] et B,, ..., £, les 2r—1
valeurs de § qui satisfont & I'équation

. doy  df day dB\
[¢] 3 (G o 3p) =0
la valeur générale de §, satisfaisant a I'équation [a], est de la forme
B: ﬁi—l—q’(\lfaz’ {337 LA ﬁzn)'
22. De ce que I'on doit avoir
(“n @):1 ’ (“u Bs)"—:O? seey (an @2:1):07

on peut en conclure, en vertu des équations [23], les relations

/ (1]7‘-__ 13 r/(/,-_ N
[<] B Ay By

danslesquelles ¢ pourra avoir les 2x valeurs fournies par I'équation [a].
23. Nous avons vu que les équations du mouvement élaient

dp; _ dH dg, __ dH
dr dy;’ “dr ——@;

I est une fonction de q,, ..., ¢, pyy - 5 Pu, telle que, si Pon repré-
sente par £ une constante, H=/ sera I'équation des forces vives. En
appelant a,, la constante a laquelle le temps est ajouté, nous pourrons
nieltre les ¢quations précédentes sous la forme

[e} dp; _ dh dy  dh

(l’y-‘ln _ Tf]r’ (1'13" o W)i.

24. En voyant I'analogie de ces équations avec les équations [d],
on est porté i se demander si 'on ne pourrait pas prendre ces der-
nicres pour les équations du mouvement. C'est-a-dire si, élant donnde

7
o
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une constante «,, on ne pourrait pas se proposer de chercher les 2n
valeurs de B qui satisfont aux équations [d]. Ces 2r valeurs de § ne
seront des constantes convenant au probléme, quesileur dérivée totale
par rapport au temps est nulle, quand on aura égard aux équations[e].

En d’autres termes, si on appelle f, une valeur de §, pour que
cette constante convienne au probléme, il faudra avoir

dpy dBy d])‘ dﬁ,‘ (l(], dp,. dﬁk dh a’ﬁ,, dh
<(Zt> + 2 <[/p &t dq dr + 2 (Ipi dq; d(/, ({p,)

. d ’ \ 3 . .
ou bien, en remarquant que Zﬁf est égal & 0 ou & —1, comme je I'ai
déja dit, '

) dBedh  dpydh
3 (ﬁ‘_——i‘-h-) — (Bi,k) =1 ou 0.

aq; dp, dp; dy;

On aura (B,~2)==0 pour les 22—1 valeurs de £, qui ne contiennent
pas le temps, et (B,2)=1, si B désigne la constante & laquelle le
temps est ajouté.

23. Nous venons de voir qu’étant donnée une constante quelcon-
que «,, on pouvait mettre les autres sous des formes telles que, com-
binées avec «,, elles donnassent 0 ou 1, le nombre de celles qui don-
nent ( étant égal 4 2n— 1. Parmi ces constantes, qui donnent 0, on
doit nécessairement trouver celle qui contient le temps, a moins que «
ne soit ¢gal a 4. On aurait en effet, en appelant g, 'intégrale qui con-

tient le temps,

(B“h):O, (ﬁ,,/t):(), ooy (ﬂln]l):"a crey (B,,,JL):O,
(317“1)‘-—“07 (BMJ:O, rery (Bkr“x):'i’ very (an)ﬁ)zo'

On déduirait facilement de la comparaison de ces équations

dh dh dh dh
dpy__dp __ dgs dpu__ 4
day~ dwy dey TP dey T
dge  dp dg dp,

Par conséquent, «, n'est autre chose que 4.
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26. Sil'intégrale a,,=F(q,; -+., Gy Py -++5 ) —¢ satisfait a I'équa-

tion (o, 0,,)==0, il est évident que la fonction F(q,, ...y Guy Py oovs po)

donnera aussi (», F)=0; par conséquent la valeur générale de p, qui
satisfait a I'équation aux différences partielles

( £) =0

sera une fonction arbitraire ¢, de F et des 21— 2 autres valeurs de p.
Donc cetle valeur générale de £ ne sera pas constante, puisqu’elle
doit étre fonction de 22— 1 quantités, dont une seule, F, n'est pas
constante.

Pour déméler les constantes qui se trouvent dans &, il faudra poser

dd
dr

=0;

et comme il n’y a que 22— 2 constantes qui puissent satisfaire 4
cette condition, on n’aura que 22—2 équations différentielles a ré-
soudre.

Par conséquent, si la valeur générale de { est facile & trouver,
comme cela arrive dans quelques problémes, la question sera sim-
plifice.

27. Pour avoir maintenant 'intégrale qui contient le temps, je
remarque que si, dans la valeur générale &, de § qui satisfait a
Iéquation (=, 8)==0, on substitue & 22 —2 variables quelconques
leurs valeurs en fonction des 212 —2 constantes trouvées, on devra
avoir ¢=—=fonct. de F et de 22— 2const. Or, je dis qu'il suffira,
pour avoir I'intégrale cherchée, de poser

JdD . dd JF .

z— ou d—F ‘(E'——-’i.

dF . dd‘ s A}
En effet, I=+4 , puisque F=u«, -}-¢ On a donc 7= d’our

&=F - const. I étant ainsi déterminé, il suffira d’en retrancher ¢
pour avoir une nouvelle constante.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 98 —

§ IL

Cas remarquable ot le théoréme de Poisson est en défaut.

28. Parmi les cas ou le théoréme de Poisson donne une identité, il
y en a un qui est trés-remarquable et dont on peut tirer la plus grande
utilité.

C’est lorsque, parmi les 27 intégrales du probléme, il y en a » qui,
combinées deux a deux, donnent un résultat nul.

Admettons que ces n intégrales ne contiennent pas le temps expli-
citement et que de plus, comme le suppose le théoréme de Poisson,
elles soient résolues par rapport aux constantes arbitraires a,, a,, ...,a,.
Elles seront de la forme suivante :

@ =Q( Py cre3 Prs Gu5 +oor )
, ”‘z:%([’n'“;])nyqn eeey Qn):
[/] A
a,=,(p,, .
Si on les résout par rapport a p,, p,,..., p,, ON aura pour ces va-
viables des valeurs de la forme

[7127..1([[19 ceey Guy gy enny a,,),
[g] Pz:')(.e((lz 7. 7 (_/'n‘) .ai 7'- ".7 a'n)7
pn=Xn<QU R 4 (/11.7 (l“ A ] an)'

29. Je dis que si I'on substitue ces valeurs de p,, ..., p, dans la

o3 Puy Qs -y Gn)-

fonction
V::fpi(l( - pdg . - pady,.

L’intégration pourra s’effectuer et nous verrons les usages avantageux
que Y'on peut faire de cette fonction.
La question revient a4 prouver que I'on a, par exemple,

dpy  dp,
P7AR
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Pour cela remarquons que si dans I'une des équations [ /], la pre-
miére, par exemple, on substitue a p,, ..., p,, les valeurs données par
les équations [g], on trouvera identiquement a,= «,. Si donc je dif-
férencie a,, successivement par rapport a g, et a g,, en supposant
effectuée la substitution dont je viens de parler, je trouverai les deux
équations suivantes :

day | day dp1 day dp, day zlp
i 0= dqy +dp1 dyy + dpy dgq + o _l— dp,, (lq, ?
[ l] day

- (la1 dpy | day dp, day dp,
T dg, ¥ dp (lqg—]_ dp, dgs + o + dp,, dqs’

En mettant au lieu de ¢, les autres constantes a,, a,, ...,a,, on aura
. . . \ . dp
en tout 2n équations qui serviront a déterminer les unes d%j‘ et les
E]
autres <2
171

Le dénominateur de ces deux inconnues sera le méme et il sera
formé des quantités suivantes

day da; doy da,
dpy’ dp’ dpy "7 dp,”?

day, da, da dity
dpy dp’ dpy’ " dp,?
[R] day day dag dag

217;7 d[’e, (—IE;’ e @;‘,

da, da, da, da,
dpy’ dpy’ dpy” "7 dp,

Ordonnons ce dénominateur D par rapport aux termes des deux
premiéres colonnes. D’apres la maniére dont on forme un dénomina-

teur, les deux termes Z: :Z: et — Z;‘ % auront un méme coefficient
que j'appelle A,, il est facile de voir que A,; n’est autre chose que le
dénominateur quel’on pourrait former avec les termes de [R], qui res-
teraient, si on supprimait les deux premieres bandes et les deux pre-
day das dai da,

miéres colonnes. J’appelle de méme A, ;le coefficient de —— o dpe ™ dpa
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Cela posé, nous pourrons écrire le dénominateur sous la forme
suivante :

da,da, daydas\ - A, ((ln, das dai a’a3> (dag day da, da3>
il i O s Y i B s etc...
A1’2(‘1'[’1 dpy  dps ‘{Pa) T dpdpy dpsdpy Tt dps dp;  dps dpy +
qui peut étre représentée, pour abréger, par l'expression
da; da; ;o da_,- da; .y .
22 i <dpl dp,  dps dp ) =D,

dans laquelle il faudra faire varier ¢ depuis 1 jusqu'a n—1 inclu-

sivement , puis, donner a % les valeurs comprises dans l'inégalité
i+hk=n.
30. Si I'on considére les équations de la forme [4], on voit que

i . Iy . ’ .
pour obtenir 1§l faut, dans le dénominateur D, remplacer chacun

a1
des termes de la premiére colonne de [R] par le terme tout connu qui
. . . . N da, — day
lui correspond. Par exemple, il faudra remplacer 3, Par ——» ce

- . . by \ A\
qui revient, au signe prés, a metire g, a la place de p, dans D. On
aura ainst :

da; da;, ¢ de; daggg
dpi__EE A"’i'*"‘ (—’/(12 dp, +dpg e )

gy D '

Pour avoir -2 'lq_ il faudra remplacer les termes de la seconde colonne

de [B] par le terme tout connu qui leur correspond, ce qui revient,
sauf le signe, a metlre ¢, a la place de p, dans D. On aura ainsi :

da; da;.. da; da; ;.
5111_2_22 Siire (_?5;1 iy +7/7/; dpy )
dq,_

D ’
et il s’agit de démontrer que I'on aura :

la; dag; da; du da; da;; da; da;
AL (f___:, iirk ik ad; ik 44i ik )
dp, dp‘__zz Hith dgy dpy dp, day + dqs  dp, dpy  dg,

dq1 dq! _ D :

0=
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31. Je m’appuierai sur une propriété connue du dénominateur
commun des inconnues dans les équations da premier degré. Cette
propriété consiste en ce que, si l'on remplace une ligne par une
autre dans les quantités [R], le dénominateur est identiquement nul.
Du reste, la forme que j'ai donnée it D montre bien que si 'on rem-
place la premiére colonne par la deuxiéme, on a un résultat nul.
Pour prouver celte proposition pour deux colonnes quelconques, il
suffirait d’ordonner D par rappert aux termes des deux colonnes
qu’on veut supposer devenir égales.

Donc, si dans D on remplace dp, par dp,, c’est-a-dire les termes
de la premiére colonne par ceux de la troisiéme, on aura identique-
ment

A da; da;;y, da; da; ;. —0
22 itk dpy  dp, _-(7)2 dpy ] 7"

P 4 t t lacer Simes dac o1 g tité 1
ar consequen on peu remp ace d[)g 5 (_l/—l:r Pal es quan 1Les que -

conques sans que le résultat cesse d’étre nul.

dag iy da; da;ivx  da;

Substituons respectivement a ,

dn ® Ipn les quantités g ? g
Puisque le coefficient A, ne contient pas dp,, il suffit de faire cette
substitution dans la parenthése, ce qui donnera en changeant les

signes

la; da;; la; da;;
S‘S‘ Ai,i—l—k((a dag;,  da (ﬂ.+k>:0’

i s d—_q: dj)3 —;/72:‘ (/(13

on aurait de méme :

da; da; ;. da; dagq\ <da,- da; iy da; da;iy _
22 B (79_ e g )0 22 M g, dpe dpy gy ) O

- - . I [ 5 ]
En ajoutant ces identités au numdérateur de la valeur de %—%,
1 2

il viendra :

dp, dpy E E A (@0 @1 ias)

degy dgy~ D

Si-au lieu de p,, p, nous avions pris deux letires quelconques p,, p,,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 39 —
il aurait fallu ordonner D par rapport aux termes des colonnes de
rang r et /’ et, en appelant M; ., un coefficient analogue & A, ., nous
aurions trouvé

Z V \I{ t-H.(ﬂn”m—rk)

(1]),. (l/)
{/(/; (/r/, D
- . , I dpy
Donc si 'on a (@, @;,)==0 il en résultera (lf ——f[/—):O et la fonc-
' oy dy,

tion f g —p g~ ..~ pelg, pourra s’obtenir par des quadratures.

52. Réciproquement, je dis quon aura (w,a.,)=0, si
pdg=-...4pdy, devient une différentielle exacte quand on aura
substitué a p, p, ..., p, leurs valeurs tirées des équations [¢].

En effet, I'hypothése qui est

(1/) ([]),'__

(/(1,. dy, ?

va nous fournir autant d’équations que 'on peut faire de combinai-
sons avec 22 objets en les prenant deux 4 deux. Pour obtenir ces équa-
tions, jordonne le dénominaleur D par rapport aux termes de la
premicre et de la troisieme colonne et j'appelle B, 4, le coefficient
analogue a A .

FJordonne de méme D par rapport aux termes de la premiére
et de la quatriéme colonne et yappelle C, ., le coefficient du terme

da;, da; i de; daj i - . .
ek R ainsi de suite.
dpy” dp, dp, dpy
dp, dp
La deuxicme forme servira & me donner le numérateur [/[3 [//‘ ,
1 s
L . dp, dp
la troisicme me donnera celui de —/j——%/‘ .., et en égalant a zéro
iy s

, . . . nin—1) , . .
ces numcrateurs, j'obtiendrat les ——— équations suivantes

_
E }_‘ Ao (i) = A (a,a) A, (aa) oA (@ a) o A ()
Y {7 . N
NN, (g ) =B s () B, (@)oo B, (@ ) B, (@
v \ I i+ (((ziar,l-l—’ ) ““Cl 2 (”17” >+Cx -3 (” a \+ —l'—(/a 3((/”([3)—{— +Cn,n——1(anﬁa'n—1) ki

. . . . . - . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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day da, day day

Multiplions la premiére équation par < > , la deuxiéme

417)I dpy dpy dpy

day da day da, s . <~ ; .

P (——‘ — 20 TR | etainsi de suite. En ajoutant les résultats ainsi
dpy dpy dpy dp,

obtenus on trouvera

( day da, deay da, <(1(11 clets day day ey duy day day )
a.,,a, f —_———— — — —-I— = ——— —-{—l,q———-————— _i_-)‘,,._‘_
( 1) { Ay dpydp, dpydp, B"“ dpydpy dpy dpy Y2\ dpy dpy, dp, {//)1) ete )

{ day da, da, das day das day das day da, day du.»_,) }
a1, R SN it SN bkt it Y (- SR et .
+( “H‘J{ A”s +B"3 dpy dpy elpy dpy +C1‘3 dpydp, dpy +P!C +

dpy dp, dpy dpy / )

Ha,a) P 4 (n,a) Q4 ... () R=0.

Il est facile de voir que le coefficient de («,,a,) n’est autre chose que
le dénominateur D ordonné suivant les termes des deux premicres
lignes horizontales.

Le cocfficient de (a,,@,) serait le dénominateur ordonné suivant les
termes de la premicre et de la troisieme ligne horizontale si I'on v
remplacait «, par ;. Donc ce coefticient est nul. On verrait de méme
que l'on a

P:O,..., Q'——"O,..., R:O,
il vestera donc (a,a,)D==0.

En suivant la méme marche on trouverait (a,q,)D =0 et, généra-
£ I —_—
lement, (@, a;.4,)=0.

Or D n’est pas nul car c'est le dénominateur des inconnues

/ { 1y oy . .
DAL 2 P L dont la valeur est généralement finie. I fau-
dys’ dey dyy” dyy

dra done que 'on ait
(a;y a,.,)=0. C. Q. F. D.
53. Nous avons supposé que les intégrales pouvaient se résoudre
par rapport a py, ..., p,.
Supposous que la résolution par rapport & s, par exemple, oflre
des difficultds, et qu'il soit au contrairve ais¢ de résoudre par rapport
i ¢,. Je dis que dans ce cas la fonction

— qdp - py, ... 4 ply,
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sera une différentielle exacte pourvu que I’on ait encore (a;, a;,,,) =0
11 suffit évidemment de prouver que I'on a, par exemple,

dqy dp, -

qu + dp, 0.
Pour le démontrer, résolvons les équations [f] par rapport a
Prs Pas -+« 3 Pn €t Teportons les valeurs de ces variables dans ces mémes

équations. Si nous différencions «,, a,, ..., a, par rapport a p, et a g,
en supposant cette substitution effectuée, il viendra

__day clal (I{/l da, (l/)» da, d/)
— dpy + dq, dp, + dp, dp, + ot + dp,, dp,’
day dqy da, dp, day dp,
@+@@+Em+ T oy

“ e e ¢« 6 8 2+ % & 4 e - s s = » * .

e s & v P 4 s 8 & o+ e 3 m v e s s L T N

day day dg, da; dp, day dp,,
dq2+ dq, (lq3+dp; dq,+ ° +21_p‘,, dgs’

da2 da, d‘h da, dp, 2 dp,
dgs + dgy dg, + dpy dgs + + % )

D T T R L T T S S S SO

En mettant le dénominateur D, sous la forme

da, da, da; da, da; da, day da,
K e ) T8 (T o 7o) oo et

1ous en déduirons

da, da, da, da, da, da, day day
(1112__ K:,g (—-(_l(]—, ;1]—)‘—!“ ap, EZ) + I{ (;5)—1 Er;.,.—.d—([, ap + ete.
dp, - Dy
day da, da, da,
N ke % 7 e
dg,~ D,
da, da, da, da, day da, da, d(q)
—_—— e —— e — — —— etc.
dot dpy y dgi 2 ((Ip, dq, dy, dp, + dp, dq, dys dp, +

(11’1 ;17; -
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En ajoutant au numérateur de ceite fraction des quantités identi-
quement nulles, comme nous I'avons fait plus haut, nous trouverons

dps + dgs __ ZE K.‘,f—}-/f(a.' > a’i,i-{—k)
dp; dyy - D,

quantité qui sera nulle | si I'on a («;, @, 4,)=0.

§ IIL.

Usage de la fonction V.

34. La fonction V étant supposée exprimée en fonction de

Gis Goy »+v3 Quy Qyy ey yy POSODS

(7] (fr=—b, o=l o, T=—b,,

da, 1 da, 20" da,
je dis que I'on aura
(a:;0:)=0, (@, b)=1, (b, b:)=0.

En effet, puisque pdg, 4 polyg. ... 4= p.dg, est une différentielle
exacte ayant pour intégrale V, il en résulte que l'on a

N Ay av
[m] (711—[):) I/;"“Pa;"'? (1_(1"—[)’;’

7 7
ou, généralement, a5 =P
Substituons maintenant dans 4;, qqui est une fonction de ¢, ..., g,,
@ ..., a,, les valeurs des constantes données par les équations [/].
b; deviendra alors fonction de ¢, ..., q,, py, -+.y pu, €t si nous diffé-
rencions en supposant cette substitution effectuée, nous trouverons

db; (1]1) b; day db; da,

dh; da,
[’ﬂ] Tr/, _ {lql> + da1 dql —l_ da, (Zr[, + + dq,]’

db; db; da, db

i i day ; da,
dp, 0 -‘I_—d(zl dp, +2(7_, ;ZI_),_I— +Ta" dpy”
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da; da;
Multiplions la premiére de ces équations par — P » la deuxiéme par 7
1

et retranchons le premier produit du second.

. qe . db; da; db; da; .
Multiplions de méme — par ——, et — par —, puis retranchons le
P dys P dp,® dpy P 57 P

premier produit du deuxieme.
En faisant la somme de tous ces résultats, nous trouverons

d[l" [lb.' dai (Zb"! (l[)
(a,, bi)='—{@(@)4‘;1;2(@)‘1‘--’}4‘,1,,( @y @)+ +da (a;, a

d Id > ’ b . I 4 7
Or, (fITh) étant la dérivée par rapport a ¢, de 4, considéré comme

fonction de ¢, ..., ¢, @, -.., a,, il Sensuit que dans cette différen-
tiation ¢, et &, peuvent étre considérées comme deux variables indé-
pendantes; par conséquent, on aura

AN &V &V dp
d—q, - dagdq,” dpda;” da
. . 1h; d 1b; d
on aurait de méme (‘—) —_ <(—-> 2Pn
das da;’ dg, da‘

Introduisons ces relations dans la valeur de (a;, §,) et remarquons
que I'on a, par hypothese, (a;, 2,)=0, ..., (4, a,)=0, il viendra

, __da;dp, da; dp, da; dp,
@ b=zt et T g2
Or, si dans ¢,;=9,(¢y, «-+y Gu; P1y ---» Pn), OND substitue a p,, ..., p,,

dV dV
leurs valeurs ——, — on trouvera
dqy’ dg,

a,= fonct de (¢,, ..., ¢,, a;, ..., a,),

et comme il ne peut pas y avoir de relation entre les 2n quantités
@iy +oes Qs @y +eey @y, il faudra que cette derniere équation se réduise
aa,—a,

Donc, en différenciant, par rapport a «;, les deux membres de I'éga-
lité ;=0,(¢,5 +=+s @ur P1y -+, Pu) qui deviendra une identité quand
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nous aurons effectué la substitution dont je viens de parler, nous

trouverons
da; dpn

__da; dp,
dp‘ (1a,+ +dp,, da;’

335. 1l est évident que nous trouverions de la méme 1naniére

___ da, dp1 da; dp
(anb) dp,da + —I—dPn ,10._ 0.

36. Prouvons enfin que I'on a (b;, 6;) = 0. Pour cela, reportons-

. S o dby o
nous aux équations [7] et multiplions la premiére par o la deuxiéme
1

dbi' . - Y4
par 7, et retranchons le second produit du premier. Répétons ces
1

db; db;} db;  db;

T’ B dg clp,, En ajoutant les résultats ainsi

opérations pour —-
obtenus nous aurons,
db;\ dby db;
G b= () e () e (s 2
db;
+da' 25 0s) ... ete.
Or (d_[), __flﬁi <{lb,— __dp, db;\ __ dp,
? dg) ~ da;’ 717[2) T da;" dT,l T da;

et comme l'on a (a;, b;)=0 et (a,, b,)=1, il viendra

dby dp; dby dp, db;
(bi’ ‘bi')— (d])l d{z + +(1p" ;/71:) +?1,'
Dans le second membre de cette égalité, la quantité renfermée entre
des parentheses exprime que, dans b,—="fonctde (¢,,..., G, Prs--v5 Pu)
on a substitué & p,, ..., p, leurs valeurs en fonction de ¢,, ..., q,,

. [1 O 7 A
Ay iey Qyy <pmsque ZZ%’ par exemple, est la dérivée, par rapport a «,,
dv ) ;
de =z = fonct de (¢, .., ¢,y gy ooy zz,)), et qu'on a ensuite
pris la dérivée de &, par rapport i ;. Oun aura par conséquent
v dv
dby 4 by d ¢ (22 b
-(_ R B W & f’u) "(w ) _d <,za,.) —

dp, da; dp,, da . T day

il reste donc (4,, b,)=0. €. Q. F. D.
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37. Supposons que parmi les constantes a,, ..., @,, se trouve
la constante %, donnée par I’équation des forces vives qui est

h=H=fonct de (¢, «.; G,y Piy .., P.). D'aprés ce que nous
venons de voir, nous aurons, en posant A=a,,

(kj bi>=O7 (k7 62):()’ A ] (k7 b:z—1)=07 (k7 bn)z/l ;
or, si on a égard aux équations différentielles du mouvement, on

trouvera, en rapporlant le signe 2 a Yindice £,

_ X dh db dh db ! <db1 dp, | dby dg, db,
0=0)=3 (G G~ )=—2\7 @+ G)=
d’ou il résulte que 4, est une constante. On aurait de méme

dby, db,y 0 db,
- =

—=2=1.

0, .oy de —7? dt

De la derniére égalité on conclut —b,=¢-}-constante. On aura
donc

dv

= t-}- constante.

38. Les constantes «, et {, sont dites conjuguées.
D’aprés la remarque faite plus haut *, on devra avoir les relations
da; __ dyy day __dpy  dg  dby  dpy  dby
dp, db;’? Tgk T db,’ day dpy’ da; dqy
39. Considérons maintenant le cas ou la fonction V prend la
forme

V= f —qddp - pdagy, s - pdg,.

Posons comme précédemment :

dv, dav,
da Y ==

A%
—b,, ., =)

da, dey "7 da, n

Je dis que 'on aura encore (o, b)=1, {(a;, b,)=0, (b, b;))=0,
en supposant toujours que 'on ait («,, a;)=0.

* 1I° partie, § I,
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En effet, au lieu des deux équations [12], nous aurons les deux équa-

tions suivantes :

db; - tlbl da, db; da, db; da,
[” ] dgy da, (l{[i + day {lq, + + da, dq,
1 db; db; da

db; day db; da, ; da,
=0tz antamatta o

Si, a la place de ¢,, p,, nous mettions q,, p,, puis ¢,, ps, etc.,
nous trouverions les mémes équations que pour la premiére forme
de la fonction V.

[ cda;

Multiplions la premiére équation par —- o , la deuxiéme par —-~, et

dy

retranchons les deux produits. ‘Traitons de méme les équations
qu’on obtiendrait en mettant ¢,, p,, puis ¢,, p,, etc., ala place de
gy, Py, DOUS QuUrons

la; (b | da; (db; I, {db,
(a, b)=— {— il (‘—) —|—(—n <i1;>—{- —]—-:1]%' (:113 >} —~ des termes nuls.

dyy \dz; dpy

Si 'on remarque que 'on a

dv, dvy dv,
%—_q‘ ’ ([(/9 Lo (I(/n =P
P b, av 7 1h; 7
on en déduira ((—) L=, (Z =,
dpy (la,dpi da; iy, da;
’ s __(da; dqy | da; dpy da; dp,
d’ou <ai’ b‘) — {@; ;FI,—I_ dpy du; + +1//1 da; }

1l est facile de voir, d’aprés des remarques que j'ai déja faites, que
le second membre de cette égalité est égal a 1.
En suivant la méme marche, je prouverai que I'on a

(a5 bi') =0, (b,-, b:)=0.

40. Supposons que l'une des constantes a,, par exemple, soit

égale a /i, on aura
(117 [)1):07 (% [)2>:01 <oy </l7 /)11—1>:O7 (/"1 /]n):-ll ?

il en résulte que b, 4, ..., b, sont des constantes, et que

—b,= t-}-constante =r-4- L.
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A1. Considérons deux intégrales quelconques de la forme

“1:Fx(‘]n cony Gus Pry sevy Pn)’
&=F,(qy -evs Guy Py crey Pu)e

Les constantes «, et «, devront étre des- fonctions des constantes

@y @y wony @uys by by by, ..., B, et nous aurons, d’aprés une formule
doq dag dtxl da’

déja trouvée, en remarquant que les coefficients T BB T SO0

nuls.

’ ! doy dos day do doy do, day d
1] e =2,, 2 {7 T oo+ T T @bt 5 2 8o b)+ T Tl an)}.

ce qui se réduit a

- day doy doy doy  duoy
Ll o=z~ @@t @ Bz

.
n—~1

42. Supposons que 'on substitue a ¢,, ¢;, ..., ¢, les variables n,, ..., n,,
les constantes a,, ..., a,_,, &, b, ..., ne changeront pas, et I'on aura,

dT dTl __
en posant 7771:”?“ ey m_mﬂ,

3 (lade dod)  §(dnde dud) S (dn do_du o)
n—a\da; db;  db; du; a\dq; dp;  dp; dy; a\dn; dm;  dm; dn;
Donc, quelles que soient les variables, deux intégrales données,
combinées d’aprés la méthode de Poisson, donneront la méme con-
stante.
A3. Cette proposition peut se démontrer directement de la maniére
suivante :

P ‘ dm; dmy dm; dmy dm; dmy
osons (my, my)== To DA g apn dg
dn; dmy | dn;dmyg
(n nz;)___z{(—h . -|—-;[—(1—2 7

. drn; (1/1,-__0 t
n;ne contenant que ¢,, -.., §,, On a ‘—)1:_0 =0, etc....

Z ? dpy
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En partant des équations différentielles ‘I’[”':_’;H dri
t an

, ONn ar-

riverait, comme au § 1I de la premiére partie, a deux groupes d équa-

tions respectivement analogues aux équations [A].

ik | Clps;

Sﬂ 511H (/p rl/z, }__ 0
e L p \diy~ dqi) ST

Y

1 fz[II dm, dp; d [dy; dm
p; (11(/;‘ +(_l/1_1>+a’1/‘ (d/z, (//T,) }’

En comparant ces <’*quati0ns aux équations [18], on verrait que les

. dH ¢
coefficients de —, —,
(/j’i (Z/,

nuls, ce qui donne

L dans les équations de forme [A'], doivent étre

dm; | dpp dm; df/;, —0 dp;. dnr,
d’ou il est facile de déduire
(tt;y m)=4, (nyyn;)=0, (n,m:)=0

(e, my) =0,

Or, on trouve facilement

oy ([Jn doy (['1»1
Py 12 )+([1( (//2

Ly 1 ) +([/1 {Im

“1 oy ([a~,

7 a1, dni; z/m

o )42

doty (11,,
elin; (In

IRl

il suffirait, pour obtenir cette formule, de changer p° en m, et ¢ en
n; dans expression de {4, ¢,), que nous avons trouvée au n° 6 du § I

déja cité.
1l viendra donc

ASEA N {dc'., 7 day oy

(o, o) =
T 2> ‘/dnﬂn\([/?; ![lll,*

§ 1V,

De la fonction S.

A4. Nous avons supposé que les constantes «,, «,, ...

. C. Q. F. D.

tt_y s R DE

contenaient pas le temps explicitement. Admettons maintenant que,
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parmi ces constantes, se trouve celle a laquelle est ajouté le temps.
% ne pourra plus faire partie de ces constantes, puisque 'on suppose
que, combinédes deux a deux, d’apres la méthode de Poisson, elles
donnent pour résultat zéro. Au lieu de / nous aurons £, par exemple,
et les constantes en fouction desquelles nous exprimerons p,, ... p,
seronta,, a,, ..., a,_,, B. Si des intégrales :
‘ ay  =F, (Gy e GusPry - Pr)y

[al] . e . .‘ . - .. e e .
( @y =F,_ (G5 e Gus Prs oo Pu)s

B4t=F, (41 GusPis - Pu)s

outire les valeurs de p,, ..., p,, et qu'on les substitue dans la fonction

pdg =+ pda, ... 4+pdq,,

on aura encore une différentielle exacte, si 'on considére ¢ comme
constant. Dans le cas contraire, pour que cetle fonction l'eprésente
une différentielle totale, il faut y ajouter un terme de la forme Kdz, K
étant une fonctionde (¢, , ... ¢,, «, ... B, t) satisfaisant aux équations

[b,] dp\ __dK  (dp)\ __ dK dp,\ __dK
7) =0 (&)= - (@) =50
dpy\ . [y N
dans lesquelles <-;L7[-> représente la dérivée par rapport au temps de p,

considéré comme fonction de ¢,, ... ¢,, a,, ..., B¢ Je dis que —H
remplit ces conditions.

En effet, supposons que dans les valeurs de p,, ..., p, tirées des
équations [¢'], nous substituions a ¢, ..., ¢, leurs valeurs en fonction
du temps et des 212 constantes du probléme supposé résolu. Les quan-
tités p,, ..., p, deviendront des fonctions des 27 constantes et du

- / foiod
temps; sil'on appelle %‘ la dérivée par rapport au temps de p, con-

sidéré sous ce pointde vue, on aura :
dpy AU __ [dp, dpy dy; dp dy,
w=—a=(¢)tad++a %

En différenciant par rapport a ¢, la quantité H=fonction de
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(Gis+-3Gus Py oo 5 Pu), dans 'hypothése ott on a substitué a p,, ..., p,

H) la dérivée

f
leurs valeurs tirées des équations [«'], et en appelant <[(]

apres la subslitution , on trouve :
dH di | dH dp, dHdp,
<Tf1:> gV ap g T +a. @

. . dH .., -y ;
Si I'on égale les deux valeurs de 7, tirces des deux derniéres équa-
H

tions, onaura :
dp; dpy dgy dpy g, afl dH dp, dH (1]}
((1!) +:Ir71 7;++(IT/,: ar T ;E +t[1)1 (1q1+”'+!z'p" (1'(],

JdH ‘1(/7;. dH

T = il reste

et & cause des équations différentielles (—‘

dpy\ ((IH
—(—lt‘>—-— dg)”

[ 9
On trouverait de la méme maniére ({Z) =

‘dT1 (//)n . 748
() ()=—(7.)
45. 11 est donc démontré que, si la fonction V peut s'obtenir par
>
des quadratures, il en sera de méme de / g+ pdg,—Hdt

cette expression n’est autre chose que la fonction S de M. Hamilion *
elle peut, en effet, s’écrire :

j( it AP g —H)de= f (2T—H)d1= f (UT)dr =5

1l résulte de la forme de S que 'on ales équations :

as ds ds (l_g__(/_S____H___/l
?/1-—-—/)‘, {172—102, (RN (,{/"—Pm ([l—(lﬁ- —_ ’
et, sil'on pose
S ds s
Ill'—"'— 19 E——bw“"danq_ Jn—1>

il en résultera, comme pour la fonction V, les relations

(“u 6,-):’1, (“n bi')'—:O? (61'7 b-"):O:

* Transactions philosophiques, 1834.
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et par suite, (%,6)=0, (B,~)=1. Orona

db; _ (fdby | db, dg, db; dp db; db;

i (A 4y = (D) (b, b=

dt (dz) dgy de 7 ° dp, dt (d:) (8 4) (dt)’
De plus, on peut remarquer que 4, ne contient pas explicitement le

temps quand il est exprimé en fonction de g,, ..., ¢us Pis ey Pr)
comme dans cette derniére équation. En effet, quand on a éliminé

ds
les constantes dans b, — — E:fonct. de (¢1y +ees Guy Ay -y B 1),

on a en méme temps éliminé le temps qui est ajouté a la constante 8.

» ’ 2 (l/)i . . d[], . )
Il en résulte donc que I'on a (d—:) =0, et par suite — =0.

Donc, les quantités &,, b, , ...,b,_, sont des constantes du probléme.

46. De la relation (b;, b;)=0, il résulte que S pourra encore
s’obtenir par des quadratures, pourvu qu'on le suppose exprimé en
fonction de ¢,y -..y Gy by iy by, P2,

Si I'on pose maintenant

ds ds dS

—— T —— —_—— = —, as e —_ —
db1 17 d[)g 22 ? di n—i 3

n—1
ay, d, «-+y Ay S€rONt des constantes satisfaisant aux relations
(“z‘? [)z) =—1, (“n bz) =0, (“i’ “s’) =0,

et je dis de plus que 'on aura ¢,— — a,.

En effet, quelles que soient les constantes «, ..., «,,, elles doivent
nécessairement étre des fonctions des constantes a,, ..., ¢,_,, b,, ... b, _,,
et comme &, ne les contient pas, on aura, en vertu de I'équation [¢],

4=(bi,ai)‘—_‘—-—-—da‘ d'ou ai:—ai—.{_ﬁ”

da,’

B; ne pouvant contenir que les constantes b,, ..., b,_,.

Je vais maintenant prouver que I'on a §;=0.

Considérons, par exemple, les deux constantes conjuguées «, et b,.
On sait qu'il existe entre deux pareilles constantes les relations

dey dpy duay ((l(h)
dgy Zfb:) dp, = \dby/’
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4 (4P dg; :
2, et g, sont considérés dans < db) et < db,) comme des fonctions de

Qgy eovy Oy /?,, (’)1, cony 5,,_,, (5—}- Z.

Je mets des parenthéses, parce que «, ..., a,,, contenant b, ...,
b,_,, on n’a pris que la dérivée partielle par rapport a 0,.

Multiplions maintenant les deux membres de la premiére de ces

dpy
les deux membres de la deuxiéme par o,

deux équations par &,

db ’
dd] d&i

Agissons de méme a 'égard de —, —
. dgs’ dpy

, etc. Ajoutons ensuite ces pro-

duits, et remarquons que P'on a

(i{.]l . (—[ﬂ dpy day
ab, dm > —d—[), - 2{/1 ?

en appelant * les dérivées par rapport i b, de p,, ., considérées

d[) ? 11)
comme fonctions de (a,, ++.y @ gy ooey by ..oy by B~ 2). Ontrouvera
ainsi

oy dql day dy, da, (1])1 day (dp; day (dy,
[ ] d(]i db, + (l(/g db, + e + dpy dly + - 2 {([[), <d/1,) + dr/,(d[),) }
Or, si dans a, == fonct. de (¢,, ..., ¢., py;s ..., p,) on substitue a
Pu+-- Pw leurs valears en fonction de (b, ..., 0,,, a;-Byye vy @y t-B)),

comme les termes §,, ..., f,—, ne contiennent pas a,, ..., d,_,, on de-
vra trouver V'identité e, = a,. '

Donc, si on différencie par rapport & 4, cette valeur de «, en v

supposant que p, ..., p, aient la forme dont je viens de parler, on
devra trouver pour résultat zéro.

Par conséquent le deuxieme membre de I'égalité ['] est nul , puis-

. , . da . P , .
qu’il est égal a —H}—’ Le premler membre étant évidemment égal a

f_ il s’ensuit que I'on a 7 =0.
p7a q =

. ST .o d { /
Si, au lieu de multlpher les quantités T 2y 2o 9 ous

oo Y 14 ? LY TTL s
dq: d/), d(/l . ,
les avions multipliées par 4%’ db, ai, ' €le., nous aurions trouve
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de la méme maniére

dey day de, _
=% @ o L0

il en résulte donc que 'on a 8,=0, et par suite —a, =a,; on aurait
de méme

U=y ey T A Ty,

et par conséquent, nous aurons entre les constantes conjuguées les
équations suivantes , qui sont de forme canonique ,

s ___, 4s__, ds ds__ds_
dTa,—— 19 clag— 2) Y da n—) dt__d—[i_—— ’
s _ s __ s _

;ﬁ,‘l—' 19 dbe_ 99 L] ’dTn__:'—‘ n—1i*

47. Nous avons trouvé entre les valeurs initiales des variables, les
relations

(75 P0=4% (@, pPD=0, (¢ ¢)=0, (p% p’-)=0.

Les constantes ¢, ..., g%, p%y ..., p's, sont donc liées par les
mémes équations que les constantes a,, ..., @,_,B, b5 ..., by

Donc, d’aprés ce qui a été démontré dans le numéro précédent,
si I'on suppose S exprimée en fonction de ¢,, ..., ¢, ", ..
on devra avoir

‘9 ﬂ’t7

dS das ds

m=—fﬂn 2'9_'02::"'[)027 ceey ;jq—o”:—"/’on)

et, dansle cas ol S est exprimée en fonction de ¢,, ..., gn, s, oony Py ¢,
on aura

dS ds ds
EP_“aqu” g;,—%=q"g, sy ‘170"—_—90»-
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§ V.

Propriété remarquable de la fonction S.

48. La fonction S peut étre considérée sous un autre point de
vue, et regardée comme la fonction principale d’'une équation aux
différences partielles que nous allons déterminer.

/ ds
Nous avons trouvé, en effet, Z:——H:fonct. (Giseey Qusfarevs Pn)-
Si V'on considére H comme fonction de ¢, ..., Gus P15 -+y Pas

: bsti - variabl l itds 95 ds
quon su stitue aux variabtes Pryees oy 168 quanites ;l’]_x, ey (7(—/",

qui leur sont respectivement égales, on aura I'équation aux différen—
ces partielles dont je viens de parler.

Si T'on suppose t=0 dans I'égalité S:——-H, et qu'on y rem-

place ensuite p°, ..., p%, par leurs valeurs-trouvées plus haut,
dS dS
— 0 T
rences partielles.
M. Hamilton avait cru d’abord que S devait satisfaire & ces deux
équations a la fois. Mais Jacobi a démontré qu'’il suffisait d’avoir une
solution compléte de la premiére équation, pour trouver les n inté~

, on obtiendra une nouvelle équation aux diffé-

grales qui completent la solution du probléme.

49. Voyons quelle est la forme de cette équation différentielle.
Remarquons que T, qui est une fonction homogéne du second degré
par rapport & ¢/,, ..., ¢, , sera de la forme

T=4 3 N apdide =4 X (@udiditaudidst ot andids,

a;, étant un coefficient qui est fonction de ¢,, ..., ¢, *. Comme d’ail-

dxyde,
* 1l est facile de voir que l'on a a;=a;;. Car le coefficient de ¢'i¢';. est ‘—1;—”1 S
dzy dr, (Ix,

te. Cel t——
dq,«dy,,+ec elui de ¢';q'; es cl'(/,a’q

diy d. aty .
+dq,, s ete... Done, etc!
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leurs on a H=U—T, si nous déterminons ¢, ..., ¢,, en fonction
de p,, ..., p., nous aurons immédiatement I'équation différentielle

cherchée.
Si nous remarquons que l'on a «@,; =a,, il sera facile de voir que

d 1 1 1 , . ’
%5’17’; > Zﬂ“f’i'{/ff/'i':zn“fﬂ'rfll" et nous aurons les n équations sui-
n

vantes pour déterminer ¢,, ..., ¢,
dr !
—dq, :E ,.a"ﬂ'i = afs + @yt
dT
P:= d(lg z /l‘—((mq +anoq + +(1n,(jn7

/) (l(lﬂ—E a' "{/l——u 1"(/ +a,n7,2+ R +“7z,n(]'n'

Les valeurs des inconnues ¢/,, ..., ¢/, seront données par des fonc-
tions du premier degré et homogénes par rapport 4 p,, ..., p,; €t en
substituant ces valeurs dans T, nous aurons une fonction homogéne
et du second degré par rapport a p,, ... ,/) . En remplacant enfin

ds
Pry =evy Pu par a0 (1(] danslequahon ——U T, nous aurons

I'équation aux dlfferences partielles qu'il s’agissait de trouver.
Le principe des forces vives pouvant s’appliquer ici, on a

T— U=—constante=—=-—17,

et I’équation devient :
dS ds
T—{onction de ((-[7[—1 ., E) =U- A
80. Il y a un cas on cette équation s'obiient immédiatement, c’est
lorsque T ne contient que les termes pour lesquels on a =/ Ona,

en effet dans cette hypotheése :

T 4 .11 Ia _ 1 _
T ——Q_Z (li:ir/r ’ 1 g al,l(jl

n

9 Al 1 ] /
d’ou = (S> ,

9 /
- “wd {ix i \(/(]
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et I'équation aux différences partielles sera :

> () =245

Sile systéme est libre, on a, en appelant p; la masse d’un point
Tis Vis 2oy
T St 424295
etsi, pour se débarrasser des masses, on pose e e =n, aNp,=n,

il vient T=1% E (w243 41l 4 ete.), ce qui donne pour I'équation

aux différences partielles,

2U+n=(5) +(G) + - +(3) =

ds>
Adni) ~

B1. Supposons que le systéme soit soumis & des liaisons, el que 7,,
n,, etc., soient exprimées en fonction des nouvelles variables ¢,,

Gay o+ 3 ¢ny de manicre que T ne renferme que les carrés de ¢/, ... ..
La quantité que nous avons appelce a,, sera évidemment :

el \ 2 drs\? e\ 2
() + @)+ ()

et par conséquent on aura:

; 20 1) — 1 as
S e )

On pourrail arriver directement A celte ¢quation en faisant le
changement des variables dans la fonction S. 1l vésulte en efiet dela

dy;

4
\'aleurf (U~-T)dt de cette fonction, qu’elle ne change pas de furme
0

quand on change de variable. On a par conséquent :

S ([(/,l
(///,, (//.1z

dS dS (Ir/, _|_ ds (lf/) + +

dn; (/f/l g dips ey
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Si I'on veut que les doubles produits soient nuls , dauns le corré den
expressions de cette forme, on trouvera

' (l__S2 ‘%2 d S\? ’@2 dS\2 ! /dg,\?
[6] ((lq) 2,. dn; + aqs 2,. en; +"'+ dq, Er dn,
=" (BY = 9(U 7
T e N\l _~( + t)-
Pour que les équations [e'] et [d'] soient identiques, il faut que l'on
ait, en prenant deux termes cuelconques :

1 _fdq da; dy;\?
dng\? dng\ 2 dn N\ ((1/11‘) +<zln,> + +(([/1,> )
@) + @)+t )

Prenons, par exemple, le cas de =1, et comparonsles n équa-

. . . . . ISdS
tions [ /'] qui expriment que les coefficients des produits == == >

dyy dy,’
dSdS
{[’/1 d(/n
sidérant la variable ¢, comme fonction de 7, ..., n,, et ces derniéres
variables comme des fonctions de ¢,, ... ¢,.

dg\*® dop, \*? dig\* 1 fdy,\*? dyy dny deyy dey dyydny
dny dn, dn,  \dn; dmydy v dnydyy dn, dy,
(1>+<1 + + / 2 d, ? /1+1 /’+ + ,l

, sont nuls, avec les n équations [¢'], que 'on obtient en con-

gy deps dyy diyy dy dys (I(/> d/q ‘l‘/z dn, dy,dn, 0
) rlniT/zl + dny dny + o + duvdn, 0, [ JJ (1/11 (lq1 + dn, 111/1 —l— + dn, ([(/l -
¢ o
5N
dys dy, diy (lr/ﬂ (Z dq, (I(/,, . day, dny dy, (/m (lr/“ (/11, —0
drny ;Z—nl + Tna diy + + dn, dm 0. (—Z/Tl depy + dny (1(/1 + + dn, ((:/1 -

SiT'on multiplie les deux membres des équations du groupe [g']

l .
par }; (r /1) les deux groupes [['] et [g'], auront les mémes coeffi-

dq dys zl(/l day

cients et les inconnues an? dm’ T

, du groupe [f'] devront étre

respectivement égales aux inconnues du groupe [g'] qui sont deve-
7, ol In . In, w1 /ds

m,eg’”’\? ( '/1) o < q') R 3 ( “) on aura donce

elopy aad - ey, ({(/1‘-&, dn d(/l d

11(/, diy st [dyy ([(/1__(1/12 21 dy\? 1/(/1 dn, AN <1]//,)
dn (/r/l 2{,. drg)? U dny T dyy SNy P Y dm (/r/, dmd \clr1;) "
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ETI e . L dny s )
En multipliant la premiére équation pa T la deuxieme par
In, .
il—(/:, etc., et en ajoutant, on trouve
1
t £dn\? ~Qt [dg\?
1=3 () 27>
1 _{dg\¢® dy\?
ou dn\? e\ 2 dn\*" (Tn;> + + <;1/—1,> )
)t (@) et (G

On aurait évidemment 2 équations analogues a celles-1i, en met-
tant ¢,, ¢y, «..y ¢,, au lieu de ¢,.
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TROISIEME PARTIE.

APPLICATION, A QUELQUES EXEMPLES, DES THEORIES QUI PRECEDENT.

g IL‘I"

Mouvement d’un point attiré vers deux centres fixes par deux forces inversement

proportionneclles au carré de la distance.

83. Prenons pour plans de coordonnées, trois plans rectangu-
laires dont I'origine soit au milieu de la droite AB, qui joint les deux
points fixes, et dirigeons , suivant cette ligne, 1'axe des .

Posons AB=2a, AM=v, MB=/.

Je suppose d’abord la vitesse initiale du point M, dirigée dans le
plan fixe MAB, et j’appelle m et 7' les masses des points A et B. Les

t
. m m
équations du mouvement seront, en remarquant que U== |-
v

7
I
d.z’__dU__ mx a ! z—a (lx_x,
dt~ dr o3 I dr T T
dy’ dU y Y dy '
(—”——(E—“—”Z '0—3—711 m, z_—],
(lz.'_ dU__ z - dz
& A T 7

On voit immédiatement que 32 — z9/—=—const.—+~, est une
jue ¥4 {

intégrale , telle que nous l'avons définie, car sa différentielle
dy=0 est identiquement satisfaite par les équations du mouvement

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 53 —
84. Pour avoir une seconde intégrale, jélimine tour a tour les

termes en +* et v* entre la premiére et chacune des deux autres équations
différentielles du mouvemen:, ce qui me donne les quatre équations

R e O

13] %{(r—a) ]'—-yx’} =2n:;1_}" [4] { (w-a) #—z2 } __ %maz

En multipliant I'équation [1] par (x—a)y'—y2, 'équation [E] pe -
(z-}a)y'—ya’ et en ajoutant ensuite, on trouve

}% { (x}” — )nx’)ﬂ-—- a’y‘*} =2ay {”’ [(=+ a};f'__yx'] m'[(z— n,)sy - }

4

les équations [2] et [4], ainsi combinées, donneraient de méme

dt {(x-d —_— 20 )2 [lzzlﬂ} — 2612 {m[(w—l—a)z’_zl‘l] _ 771’[(.1,‘—-(1) z'—z,r’] } ,

o3 o'

ces deux nouvelles équations ajoutées ensemble donnent la suivante
Har—rayH@d—dp—a(d2) =
el(Z)HEE) | el () HE)]
U+ 46T ) T

d’ou I'on déduira, pour seconde intégrale,

O N X A A T I2_|_fa 2mal(zx-}-a) 2m' a{w—a)
() ]l)—l—(le Z‘ZJ) aQ(.}’ +z )+{(x—|—a)’+y’—|—z’}% {(x——a +]‘2+ 21— =const.—

I'équation des forces vives est

B (@™ ) — oy — e = o=
55. Pour que la fonction Vz_—fx’dx—{—fz()f Zdz puisse s’obtenir,
il faut que les constantes y, 3, / satisfassent aux trois relations
(7,8)=0, (h,y)=0, (y,9)=0.

Les deux premiéres sont évidemment satisfaites, puisque y et d ne
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contiennent pas le temps explicitement. Je vais prouver que 'on a
aussi (y,d)="0.

B6. Pour arriver facilement & cette égalité , il est bon de faire Ies
remarques suivantes.

Si 'on pose x)'—ya'—=a, xz—z1'=F0 il en résultera, comme il est
facile de le constater, («,p)=—7y, («,y)==p.

Multiplions («,p) par 28, («,y) par 2y et ajoutons; on aura
26, £)+2y (&,7)=0

dB d dB d- dB da .
or 2@(0’,?))—2@ df d.:: dﬁd;'l_gp;l},—e‘d‘—},'—‘“':(%&);

dy da dy du vy du
2[(‘7 “{) 2y ([_Z do —2y clz‘dx +27 [1)/{ dy+ =(oc,~{2),

donc, (o, )4 (2, ) = (0,4 vy =0.
On aurait de méme (v, «*4*)=0.

Si 'on remarque que 'on a (¢,e) =0 d’out 2a{a,a)=(e,«)=0, on
en tirera facilement

(2,8 ) =0,

On aurait, par suite, (x,Vfy'=ed) = JEE‘_'_:)I{——_,_—, (o y* = e?)=0.
‘{ —_

o7, Cela posé, en remarquant que 'on a

S=aHp—2a (h—a)-2a (2 =),

¢

on pourra écrire (y,8) de la maniére suivante :

= (1o -B)— 26y, 20,20 { 5 (18" — 3 (1)},

comme v ne contient ni z ni 2’ on doit en conclure

(1,2%)=0, (7""9):(“1”)”2"'“52)’ 159 =, 5);
or, on trouve (y,y}:)=2zy—2)5=0. Donc il reste (y,5)=0.

8. Nous avons supposé que le poiut M avait une vilesse initiale di-
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rigée dans le plan MAB. Admettons maintenant que cette vitesse soit
quelconque. Le plan MAB ne pourra plus étre regard¢ comme fixe,
et son angle de ro:ation § sera donné par la formule

(4= f{% =—const. = K%;

d’aprés un principe des mouvements relatifs , nous pourrons regarder
le plan MAB comme fixe, si nous supposons appliquée au point M
une force dont les composantes suivant les axes des ;' et des =
2y I
G O

! Iz
leurs de = et = que nous avons trouvées.
dt dt

soient 1l faudra donc ajouter ces quantités aux va-

On peut voir facilement que la valeur de d devra étre augmentée

X -—'(l
de 2=—— et comme Von a

+..
()= (o )= (e o @) () =0

v,9) sera encore nul, et par suite & remplira encore les conditions
voulues pour que Zdx 4 y'dy - Fdz puisse s'intégrer.

59. Si nous résolvons les trois intégrales trouvées par rapport
a .Y, y', 5 et que nous substituions ces valeurs dans

V= f t:z,’c[x—l-‘)"d)f—l—-z'ds,

nous aurons, pour déterminer les constantes g, g, g qu’il restait a
trouver, a effectuer les trois quadratures suivantes :

(]L z[) ds! ) i

f dr bt =) =8
dy’ (L

it )

AN o3’
(//, f (d/ de—p i+ ’/:>: st

O’«
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Cherchons les coefficients de dz, dy, dz. Posons, pour abréger,
RA=)" +Z'$+‘1’q+a27

2Q=4(}¢+U) (A_.ag)_l_@ma (f+a) __Qm'a(:,:—a)_ag—_yg,

23::2(];_*_[]) ( e xg)__ﬂma(f—{— a) +2m a( z*—a) + .
En partant de la formule

(2 P (a2 2 Yo (P 2 a2
— (22452,
ou
Sy R (—a")—2ax (ﬁl——>—9 (U4-A) (2A—ay—(xa! -y '+ 24 2,
on trouve

) o YE) (zx —ai QQ) _v—s (xa'— /a2 12+2Q>
r+= r42

» Ag 2 -
d’un autre cdté on tronve directement

= Qz*4+ AR+ Q% -Rux? 2QA+a2R)

Al g??

dou

L% _ —12*{ VO R2¥EQAFaR)+Q+"+-AR |

dy 2(A'—az?) Qr*J-R2*(2QAF<R)
dz' —yaa’ _ —12*V Qe ARy R2(2QA 2R
AT QL RARQATAR) | 2yA— 22/ Q2+ R2*(2QAF-a'R) ’
o g dr
((]z): 3»122 e ilrr - —E— ?

Ve
o g dx
ded A dx' ax'l,—[%—\f
7.‘,—},2_*_0 .)+ zl( '————-', =
ya'z+42Q
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Le plan passant par I'axe des x on a y=0, et par suite 1‘( =0,

puisque cette expression contient y en facteur. 1l restera donc

AV (yds—zdy
(ly gzt

O’«
P
-

=—g, ou arc 1an0;

c’est en effet ce que donne I'équation jd—y/z=y=0.

dv
60. Pour avoir g,, remarquons que — remplissant les conditions
d’intégrabilité, il faudrait, conformement aux reégles du caleul in-

7 dx' . .
tégral, former f ?a"(lx en considérant y et 5 comme constant, puis

4y

intégrer successivement =

/ ' {z, en ne prenant pas les termes
4y, | 5493 P P
qui contiennent x.

ZV’ dZ’ . . ’
Mais comme ici ~5 €t — ne conliennent pas de termes indépen-
I

. dz'
dants de cette variable, il suffira de former —;- dx et 'on aura

A—a?)/ Q2 FR(2QAF-a°R) - Qr(A—2?)—Ra(A—a?)
2V (A=) Q" FREQAER)| Y QAR +-2y/ P FREQA«R

dx

(l ()

On aurait de méme la formule qui contient le temps par la quadra-
ture suivante, dans laquelle y et z doivent étre considérés comme
conslants :

I f YO FREQATAR) {225 (A—a?)—A("—a )H—"I (A=) Qu*HAR)|—(z*—a)QA+aR) 4
2y (A — %) Q 2" REQA+a'R)]  Quf- AR+ QP R(2QA1-a'R)

§ II.

Mouvement d’un point attir¢ vers un centre fixe.

61. Supposons, dans ces formules, a==0; nous aurons le mou-
vement d’'un point attiré vers un centre fixe et situé dans un plan

quelconque, pourvu que 'on n’ait pas y=0.
3
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Dans ce cas particulier, on aura
O =(zy' — y') + (27 — 22y,
et les formules précédentes deviendront

B € e W e ) i 3 i it L 1

o ’ ot (y2t-2%)
L e e e 1
Hy*+2)
d __ » di'__ —vyx 2y da' — YLzt
dk \/"’Q d( (,2\/6)(2 (D) o—yizt ' d3 2"2\/9Q+2“’\/ (22—t
a _y' .
Si-V'on remarque que —- et (Tk contiennent z dans tous leurs ter-

mes, on trouvera

xdz o xdzx
b= [t [ R s

comme il faut intégrer en regardant y et z comme constants, on
aura xdr=14d(2*+} y*~4-z)=vdv, d’our

vdv
g3+t'—"' f\/ﬁO’(/I—l—U)—SS—‘{!-
dy’ dz

62. Si nous remarquons que —= et -~ contiennent x dans tous
[4

leurs termes, on aura g, par la formule suivante :

__ [a — do (r*+2)dx )
s=Ja b= it st

Or, on a

f (Pfde vdo—nds / [1<£)

T N Y T P (")\/("Y‘g__(a_l_.f)

<9V&P~@+ﬂ
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Si nous posons #*=— (2)23 — (849", cette intégrale deviendra

du 1
ST e e

63. Enfin, la troisiéme intégrale g, est donnée par la formule
dv dx’ ydz —zdy
gl_’(_l?""fadx rFa
zdx 2’dz "ydz——zdy
- on'z\/QQ ‘qu’\/(‘) +z?)e— Yz’+ et

d’oti I'on peut déduire

ol

N T _Lfgdz—-udy
5=1) fegai—ra 1) 7

dx

,2) ?.

Si nous intégrons, en remarquant que dans j , 1 faut
' - VAt

considérer ¥ et z comme constants, nous trouverons

o = are sin

4 —arc sin

V298 -L %8 A 287

64. On aurait pu arriver a ces formules en cherchant d’abord la
fonction V. On aurait trouvé

f,/QQ([V f .,~; 3(}:‘ 3)—[—7) (l(2 > .

Il est facile de constater que, sil'on différencie cette fonction suc-

dV dV dV
dh’ d3’ d ;_Y_’

valeurs que nous avons trouvées en ne suivant pas la méme

cessivement par rapport a %, y, §, on trouvera pour —

marche.

Poisson a traité cet exemple dans un Mémoire sur I'intégration des
équations différentielles de la mécanique; mais, n’ayant pas fait un
choix convenable des constantes, il ne trouve pas pour V une fone-
tion de trois variables et de trois constantes arbitraires, et sa mé-
thode ne lui donne pas directement la sixiéme intégrale.
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635. Sile plan de la courbe se confond avec celui des xy,. les for-
mules deviennent

+ f_—Wi_u_~ — — _.—di.__
& V2R (FU)— 7 27 oAU —p

La question sera, comme dans les cas qui précedent, réduite a des
quadratures , pourvu que U'on ait U=fonct. de ¢.

§ T

Mouvement d’un corps solide autour d’un point fixe,

66. Je vais prendre pour dernier exemple le mouvement d'un
corps solide autour d’'un point fixe, en supposant qu'aucune force
n’agisse sur lui.

Si nous supposons que les plans des coordonnées soient rec-
tangulaires et que leur origine soit le point fixe, nous aurons, pour
déterminer le mouvement , les trois équations

Sy G—2q)=0, Tl G =0, Zm(eG—r)=0.

On en déduira, en appelant « , 8, v trois constantes, les trois équations

Em()f —zyY=ua, Zm(zz’—uu = Zm(.z]/———yx

Le principe des forces vives pouvant s’appliquer ici, on a, en ap-
pelant % une constante, et en remarquant que I'on a ici U=0,

Em(x”—‘—)f’“-l— ) =2h.

67. Supposons menés, par le point fixe, trois axes rectangulaires
liés au solice et se mouvant avec lui. On sait qu'au moyen de trois
relations on peut faire coincider ces axes mobiles avec les axes fixes.
Par conséquent, la position du corps pourra étre déterminée au moyen
des trois angles, que je désignerai par ¢,, ¢,, ¢,, et c’est en fonction
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de ces trois variables que je vais déterminer les inconnues du pro-
bléme.

68. Soient z, ¥, z les coordonnées d'un point quelconque rappor-
tées aux axes fixes; x,, 7, 2, les coordonnées du méme point rap-
portées aux axes mobiles. En appelant @, b, ¢ les cosinus des angles
que fait I'axe des x avec chacun des nouveaux axes, par «,, b, c, les
quantités analogues pour y, etc., les formules de transformation
seront

{ z=ax, + by, cz,,

[A] Y= a1, + bs)'i_{- CiZy 5

5 == A7 + &2)'1_{" C,%4.

Les coefficients de ,, y,, = sont des fonctions de ¢,, ¢,, ¢, données
par les formules d'Euler

2 == 08¢, $in ¢,sin ¢;-}-c0sq,c08 ¢y, b ==cos¢,cosg,sing,—cosq,sing,, ¢ =sing,sing,
a,== €08/, COS ¢, 8IN¢,—Sin ¢,¢08¢,, b= cosq,cosq,cosq+sing,sing,, ¢, =sing,cosy,
a,——sing,sing,, b,=-—sing, cosq,, ¢,= €08 ,.

Différencions par rapport au temps les équations [A] et posons

dx y da ' db o

de
=&, p=a, 7=, 2;__c’, etc.

si I'on remarqune que z,, ), 7 restent constants dans le mouvement,
on trouvera
fe ) I .
xr=ax, + /))1+ c,"l ]
' — ' J -
[A] Y'=dzx Uy -+ s,
! . ~
d=du + Uy, s,
Les équations [B] différenciées par rapport au temps, nous donneront
d, ¥, d, etc. en fonction de ¢,, 4., 75, s 45 /s, et par suite nous
ourrons exprimer z', »/, 7 en fonction de ces mémes variables. Si
) _
nous substituons ces valeurs de &/, 5, & dans les trois équations des
aires, nous aurons les expressions des constantes o, 5, v en fonction
des trois variables ¢,, ¢,, ¢, et de leurs dérivées.

69. Dirigeons les trois axes des x,, J;, 5, suivant les trois axes
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principaux du corps. On sait que, dans ce cas, on a
Emzi.}/i =0, met‘z‘l =0, zmzixi =0.

Si, de plus, nous posons
A :.Zm(f‘-{—z’,) ’ B=Em(z’1+~'r’i) , G :Em (27",

A, B, C étant des constantes qui dépendent de la nature du probleme,

s . . : IT
on trouvera, toutes réductions faites, et en posant ;7 =Py co
1

dr
gy P
o peFiacos,
o=—SIn 92 —m— '——P1 COS ,({27
Pst-pacosgy

ﬁ:COS([aW —I-P,Sin%, Y=
il est facile de voir que I'on a
(1,)=—u, (Y:“)zﬁa d’ou (7ye’+6)=0,

comme on a d’ailleurs

(1,£)=0, (+F,A)=0,
puisque y et o*--§* ne contiennent pas le temps explicitement, il
s’ensuit que les trois constantes y, o’ #*=3, 4 remplissent les condi-
tions voulues pour que la fonction V puisse s’obtenir. Comme il est
plus facile de résoudre par rapport & ¢, et a ¢, que par rapport a p, et
a p,, je prendrai pour V la forme

f — q1dp, = podis—qullpy,
et d'apres ce que nous avons vu dans le § III de la 2° partie, les trois

intégrales, qu’il reste & trouver, seront données par les formules

A% dv dV
T8 T8 =&t

70. 11 faut donc chercher ¢,, p,, ¢, en fonction de p,, 4,, p, 3, 7, £
On trouve immédiatement

o2 + ?)s — _____sz + (Ps~t-pacos ’/1)2’

sinq,
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o, en posant o /- =,

_ PWE=P— 1V E— 1
¢,—=artc sin [

Si on substitue,, dans I'équation des forces vives Em (24" 2")
=24, aux quantités 2/, y', 7’ les valeurs données par les calculs que
jal indiqués précédemment, cette équation devient
1{1 2 2s5in?2 1 \/ 7 2 2
3 K-——- Qp+ps—1%) cos2q,—2sin2q, 5 ———1—3 PNE— P —ph

1. N 2 o
+3(3+3) @ —pItgr=2n

En résolvant cette équation par rapport a sin2¢q,, et en posant,
pour abréger,

1 A\, . . V2 T NSO 1,
WP =4(3—5) @A~ R={(345) =)t

Q=4 (3 —3) WT—P— 1%
on trouve

R+ Py/P? —R2
sin2¢g,= QR+ ]§/2+_SQ R

2 L 1 1\* 2 2 \2
P-Q=r(3—3) C—r,

VPFQ@—R =V (VP Q—R) (VP F-Q+R) _
=V i—5 G drlla— o]

71. Cherchons d’abord I'intégrale qui contient le temps. Si nous

» Ip .y ,
remarquons que 'on a 7_0 et {/ 7, =20, cette intégrale cherchée de-
viendra

(1(/3 f Ldp,

+l —-f —————————
o3 \/1)2+Q2 R2

dpy

—f\/[%—ﬁ‘f‘( oo [[ss—2 (]
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. sy p - (lf/( .12
72. Pour avoir g, ] integre f 2 dp, en considérant p, comme con-

oy o ’ { s e g
stant, etj'ajoute au résultat obtenu la valeur de [d—q;a_?ps, diminuée des

termes qui contiennent p,. Or, on trouve par des calculs, qu’il est
inutile de rapporter,

‘l—("dpiz — f VE=rE —P21—1)23)+YP8),

dy (» ’_1721)\/ P—pY—ph
d(]s dp f s n f ( 2/z> d/h
T VPR Q—Re E—P)EF Q@R

—|-—des termes dépendants de p,.

En introduisant ces valeurs dans

dV

___ . dg, doy
—&5Hi= I "‘92_/‘Ed/’1+ﬂ dpy,

on aura ramené a des quadratures la recherche de g,

La méthode donnerait encore une autre intégrale. Mais il est inutile
de la chercher, puisqu’elle devrait rentrer dans I'une des 6 intégrales
que nous connaissons, savoir : les 3 intégrales des aires, l'intégrale
fournie par le principe des forces vives, celle qui coutient le temps,

_ dv
et enfin l'intégrale — 8i==z;» que nous venons de trouver.

Vu ct approuvé, le  mai 1854,
Le doyen de la Faculté des Sciences,
Mixe EDWARDS.
Permis d’imprimer,

Le Recteur de P Académie,

CAYX.
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THESE D'ASTRONOMIE
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Lorsque, dans un probléme, on connait toutes les intégrales excepté
deux, on peut trouver un facteur qui permette d’'intégrer les équa-
tions différentielles qu’il restait a résoudre et ov a la solution du pro-
bléme.

La recherche de ce facteur dans quelques cas remarquables consti-
tue I'objet de cette thése,

Jacobi, qui est I'auteur de ce beau théoreme, I'a appliqué a di-
verses formes des équations différentielles du mouvement.

On peut prendre des variables plus générales que celles dont il
fait usage, par exemple, des combinaisons des vitesses et des coor-
données des points. Ce choix peut, dans certains cas, étre tres-utile,
comme je le fais voir en I'appliquant an probleme des trois corps.

Qu’il me soit permis ici de témoigner ma reconnaissance a M. Ber-
trand, dont les intéressantes lecons au collége de France m’ont aidé

dans ce travail.

ApriEN LAFON .
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THESE D’ASTRONOMIE.

THEORIE DU DERNIER MULTIPLICATEUR. — APPLICATION
AU PROBLEME DES TROIS CORPS.

§ Iel‘ .

Théoremes préliminaires.

1. Considérons n fonctions de (7 1) variables

(?1('7;17 Zys "'7xn+1>a (?2('7:1; Ty reey xn-}-x):

ey O ("I:i » Loy eees '7711-}—1) ’

4
et prenons successivement les dérivées de ces fontions par rapport a

chaque variable. Si nous opérons de méme sur une fonction auxi-

liaire f, qui contient les mémes variables, nous aurons formé
ainsi (2 1)* quantités que j’écris de la maniére suivante :

[

\

dgy  do, do, df
dz, dz, dzy  day’
dgy  dog dyp, df
dzy dzs dzy )’
doy  dps do,, df
A2y datngy —° dapgy dagy

Je considére les (2 1) quantités, qui composent le tableau (3],
comme les coefficients des inconnues dazs un systéme de 71 équa-
tions du premier degré a n-}-1 inconnues, et je désigne par D le dé-
nominateur commun des inconnues. Jacobi appelle ce dénominateur

le déterminant des fonctions g, ..., ¢,, f-
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2. JVordonne D par rapport aux termes de la derniére colonne du
tableau [A]. Si I'on se rappelle la méthode indiquée en algébre pour

former le dénominateur des inconnues, dans des équations du premier

df

degré, on verra facilement que le coefficient de = est le déterminant
dzy

que 'on formerait avec les quantités qui composent le tableau [A], en
faisant toutefois abstraction de la premiére bande et de la premiere
colonne de ce tableau.

. . ([' 7 s
Désignons par P, le coefficient de U dans D, et, généralement
dx, o 4
df

par P, le coefficient de — - Comme tous les termes de D) contiennent
i

un terme de la derniére colonne et n’en contiennent qu’'un seul, on

pourra écrire ce déterminant de la maniére suivante :

>, df y Af N df
D=1 Y + 2dzs + + ! e

Py, les determinants par-

Jacobi appelle les coefficients P,, P,, ...,
tiels des fonctions ¢,, @, ..., @,.

3. Tuforime. Cela posé, je dis que I'on a entre ces coefficients la

relation
dp, dP, AP,
[B] dx, —l— s + + Ay
Pour le prouver, je remarque que les termes donl se compose P, ne
contenant pas dx,, les dérivées du deuxiéme ordre dont se com-

dP, Ay . . . .
£ ; 1 { pouvant varier depuis 2 jus-
pose - sont de la forme Tz | pouva a | i
qu'a n+4-1.

. P, .
De méme les termes de P, ne contenant pas dxg, —— ne contiendra

pas de dérivées du deuxiéme ordre de la form

dérivées du deuxiéme ordre, qui entrent dans chaque terme de I'équa-

tion [B], sont de la forme —*-, / el /' pouvant varier depuis 1 jus-
’ drday

qu’a n-1, sans avoir a la fois la méme valeur.
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La proposition sera évidemment démontrée si je prouve que le

oy
coefficient de —~, par exemple, est nul.
l

A. Les termes qui contiennent

(P@l;; s’ .
T dans I'équation [B], ne peu-
dP. dP;

Ay dry

vent prov enir que des termes

Ordonuons P, par rapport aux termes qui constituent la bande de
rang /' dans le tableau [A], on aura

) d, elo, doy, o
==, = e L
b dry dry t dry + Uy dr;

Les coefticients «,, w,, ..., «, ne contiennent pas dx;, puisque P, ne
le contient pas; ils ne contiennent pas non plus e, puisque P, csi
ordonné par rapport anx termes qui contiennent dz.. On aurait de
méme

o {9, oy, lo,
pi':"()( l+ ~:]j+ + {/l,+ +‘)n;7'—'

et v,, v,, ..., v, ne devront contenir ni dz, m dx..
1 29 ? Un ! 7

. . o, ) . , \
Done, le terme (ui contient - 'l" dans 'équation [B], sera égal i
vy ¢

{lg@k

(1,4 v,)- 1l faut douc prouver que l'on a .4 v, =0.

dridry

Nous avons vu dans la Thése de Mécanique que si, dans un déno-
minateur 'inconnues lices par des équations du premier degré, on
supposait que dewax indices devinssent égaux, on avait un résultat
identiquement nul.

Or, ici P, est le coefficient de (i,/ et P, celul de {/T/ Si Fon suppose

, . l dAf S df

que /=1, on aura A —/; et comme 1l n'v a que les termes P, A
’ dr; dry : Yoy

It df o . . ,
/ qm contiennent ’17/’ il faudra que P, devienne égal et de
v, 0
;!

signe contraire a Py, (uand dans Uexpression de P, on fait ¢

et P
=/; el

par suite on aura évidemment

Uy = —— 1", (== = vy U ==\
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Or, ces coefficients ne contenant nil’indice 7 ni I'indice /', si dans
Ihypotliése de /'=7/, on a, par exemple, w, ¢, =0, c’est que cetle

YI ’ » » Y I ’ |
relation existait avant cette hypothese.

Le raisonnement cue j'ai ¢.. ployé, s’appliquant évidemment &
un terme quelconque de [B], il s’ensuit que cette égalité se trouve
vérifide. C. Q. F. D.

6. Réciproquement, siP,, P,, ..., P4, sont des fonctions des 1 -1
variables, .t,, z,, ..., 2,4, de maniere que ’on ait
dP,

dP, d[nl
;E+([¢:+ +1/1 - 0.

1+1

Je dis qu'il existe » fonctions de x,, x,, ..., 2,4, ayant pour déler-
minants partiels les quantités P, Py, ..., Py,

En effet, mtégrons les » équations différentielles que I'on peut for-
mer avec les (n 1) rapports égaux.

dry dv, ey dr,

L7 S R

Supposons que les intégrales de ce systéme soient
oy = FILLU 23 *te n+1 ?
o, = I, (LH LH . "1n+1):

/
'\ e, _Fn(x,, Yy veey Xogy )
@y .oy &, désignant des constantes.

Si Yon exprime que les différentielles des fonctions F,, F,, ..., I,
sont nulles, et qu'on remplace, dans les équations qu'on obtiendra

[C]

ainsi, dx,, dx,,..., de,,, parles quantités Py, P,,..., P4, qui leur sont
pr oportlonuelles, on aura les 2 équations

dF, dly ¥,
—.Pl+l/“ P, + +,/, ﬂ-H_O
dF, p tll*>

dF,
“’)] ([ll 1+—AP + +dl = )"'H:O’

¥, []:n dF, o
‘{‘1 )‘+((/‘1 + _I— P“+1—O
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Au moven des fonctions F|, F,, ..., T, et de la {onction auxi-
liaire /; formons un tableau analogue au tableau [\].

Sil'on appellc diy Q. -ovy Qo les déterminants partiels des fonc-
tions Iy, T,, ..., F,, le déterminant D, que 'on formera avec les quan-
tités contenues dans ce tableau, pourra, comme nous 'avons vu, se
metire sous la forme

(Z/ df

1/1 —l—Q‘(/ + —l_Q" 1(/1 I)l
On sait quc, si on remplace /'par F,, par exemple, c'est-i-dire la der-
niére colonne du tableau des guantités qui constituent D, par une
colonne de rang /, le déterminant est nul. On aura douc identique-

ment
ZF a0 IF
¢ 1+Q( l_l_ + \7l+1(;1'll-t)
dIX d F, d¥,
I_EI \l({l —l_Q + +ku 1’/1 _"0?
zrn (n"
(([: —I_ "’1/1 —I— + ‘“+'(/l —0.

n-4-1

De la comparaison des équations [E] et [D], on déduira

P P P
Q- Q Qo
Si l'on appelle o T'un quelconque de ces rapports égaux, on aura les
L‘(llhlllOllb
“‘ l : i)l — ("'QH P;’ = (j'Qz: veos Pn-{»l - (]‘Qn-{—l .

1

8. Servons-nous maintenant de Phypothese qut est

AP, | dP, dp

nat
it e T, =0

En introduisant dans cette équation les valeurs de Py, ..., P, fournies
par les équations |IF], on trouve

du. dy. du dQy | Q) dQ, .
Q(/l + 2l + _’—(‘"’H(/l -Jr‘u'((/.l +r/1,+ +{/1 1)

10
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, le coefficient de . est nul puisque Q,, ..., Q,4, sont des détermi-
nants partiels. Il reste donc

d ©ds
[G] ([r,+Q2(I‘iL+ +Q"+‘1[7’ =0.

En considérant les équations [E], on voit que I, F,, ..., F,, ..., sont
les n solutions de cette équation aux différences partielles et que, si
Pon désigne par ITune fonction arbitraire, la valeur générale de 1. sera

y.:ﬂ(F,, F:za Tty F“.»'

La question est donc réduite & prouver qu’il existe des fonctions avant
sour déterminants partiels les (2 4-1Y quantiiés
|

QI'H(FI17 F‘u "‘7Fn>7 Q: H(\Fn Fa) "'7Fn)7 vy Qn-{—l'H(FH F-za tery Fn)‘

9. Il est évident que si, au lien de ¥, F,, ..., F,, nous prenons
n fonctions w,, ¥,, ..., ¥, , de ces qualmtv,s nous aurons encore 2 50-
lutions de I'équation [G].

Formons maintenant un dénominateur D' avec les quantités |
considérées comme des coefficients des inconnues, dans des équations
du premier degré

dW, d l,{f.z AW, df

d, ([.L‘l U dry de)
dW, dW, A, r[/
[AII] dz, dr, T dw, dr
d \l" a7, A df
\ oy Aoy da A

On sait que si I'on désigne par Q'

Y, . QL4 les déterminants
partiels de ¥, ¥,, ..., ¥, on aura

dr

l/f I’/) 1y
QL ey
] ([1 Q o, " St g el

,(/\l AW, df

Silen pr (*nd pour terme OL‘HPI"II le 1(*1:110 .- -,
/.:v, Tl da, o,

(jui
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—_y
est composé des quantités situées sur une méme diagonale, dans le

tableau [A”], on pourra représenter IV par

AW, a¥,  dY, df
dz, dzy ' dz, dra

De méme le déterminant partiel Q, sera représenté par

ﬁd‘vi d‘lraz . dw,,
dzy dry dl'n-n'

Q., ..., Q. seraient représ¢11tés par des expressions analogues.

Désignons enfin par Rle déterminant que 'on pourrait former avec
les ©* quantités que l'on obtiendrait en différenciant ¥,, ..., ¥, par
rapport a F,, F,, ..., F,. On aura ainsi

dW dW, d¥,

R=..i'd1«1 4ar, = ar,’

Cela posé, je vais prouver que I'on a les (n 1) égalités suivantes :

Q dF, dF;  d¥,
Q. —RIELE,

dxﬁ dx3 n+1

o dF dF,  dF,
Q =Ry

dF, dF dF,
=R S 4R dF,
Q"+‘_R2dx1 dzs dz,

il me sera ensuite facile d'en deduire le théoréme qu’il s’agit de

démeontrer.

10. Prouvons, par exemple, que I'on a

n+1"'—REdF1 e - —"'

d;Zi dxg '”

d¥, d¥, dV,
r kid
On peut évidemment mettre Q,‘_,_1 ou son egal E In, dz sous

n

la forme

av, dV, dF, | dW,dF, dW, dF, ! dW, dFy Vo (AYadE
" dz, ‘“E{<4F, dx1+dF,d_xl+m)<E dz, dFsd_Z+"')" (
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Le terme général de Q',,, pourra étre représenté par

1] W Y dFy dWdF, V4,4V, AR dFy dF,
(L) dF,; dzy " dF, dzy" dF, dzy"" T dF; dFy, dF, "' dz, dz. du,

En faisant varier les indices 7, k, /... depuis 1 jusqu'a , nous ob-
tiendrons tous les termes qui, dans le second membre de I'égalité [K],

ennent du terme — vy 'N"
prov1 n T T

Je dis que les termes de Q, ., dans lesquels F aura le méme indice, se

détruiront. En effet, supposons qu'il y ait des termes de Q' ;, qui con-

dW¥W, dW,
tiennent deux facteurs de la forme dFl’ ‘11: , par exemple.

d‘l’ri (l‘p‘)

F, ' dF,;
ni ¥,; car autrement (¥, ., renfermerait des termes ol ¥ aurait le méme
indice. Si nous remplagons ¥, par ¥, dans le déterminant Q',,,, le
résultat est, comme on sait, identiquement nul.

AW, dW, : AW, dW,
Remplacons ¥, par ¥, dans 75, aF, - Nous aurons &0 —=X.

., . . dWY,
Cette quantité est la seule qui contienne ( [F> dans Q,,, apres

Soit — . X I'ensemble de ces termes. X ne contiendra ni ¥,

I'hypothese de ¥, ==v,. Car s'il y en avait une autre représentée , par
: WEAE
exemple , par < T, ) ><Y, il en résulterait qu'avant I'hypothese de

. adW,
v, =—VY,,la quantlte >< F ><}& ne renfermerall pas tous les ter-
AWy d

mes de Q' ;, qui contiennent le produit —— 7F, dF, 2,

ce qu1 serait con-

traire a ce que nous avons suppme.

dW\? .
Donc, le terme < F ‘) .X ne pouvant se réduire avec aucun autre,
ally

il faudra que Von ait ((?g> X=0, dou X=0; et comme X ne

change pas quand on fait ¥,=1¥,, c’esl une preuve que X était nul
avant cette hypothése.

Nous pouvons donc supposer que les indices ¢, 4, /, etc. sont
différents.

14. Remarquons maintenant que tout déterminant ayant ses termes
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dW¥, dW, 4V, N .
de la forme ?’gﬁ T dm, o peut étre obtenu par la permutation des
1 n

indices supérieurs sans toucher aux indices inferieurs. Car, dans
un terme quelconque de ce déterminant, on peut arranger les facteurs
qui le composent, de maniére que les indices inférieurs présentent
I'ordre 1, 2, 3 ... n. Or il est évident que I'arrangement que présen-
teront les indices supérieurs devra rentrer dans I'un de ceux que I'on
dry dxy "7 dz,

On verrait de la méme maniére que 'on pourrait obtenir le déter-

. dW, d¥, dY, aw, dv, JdVW,
cer——, €N " : : —— .5
minant 2 Toy doy g en permutant dans le terme Iz, dn e,

les indices inférieurs sans toucher aux indices supérieurs.

a obtenus en permutant les indices supérieurs de

12. 1 est bon d’observer que I'on peut obtenir tous les termes
qui composent le second membre de I'égalité [K] en permutant dans
le terme

d¥; dF, dF; dxy dz, dz,

les indices de ¥ d’une part, et ceux de F de I'autre. En effet, prenons
un terme quelconque du second membre de [K], nous pouvons tou-
jours disposer les facteurs qui composent ce terme, de maniére que
les indices de la lettre x soient dans I'ordre naturel 4,2, 3... n. Ce
terme ne pourrait donc différer de ceux que nous avons obtenus par
une double permutation, que par les indices de ¥ ou ceux de F. Or,
cela est impossible, puisquune permutation quelconque des indices
de ¥ est combinée avec toutes les permutations de la lettre T,

13. Puisque les indices ¢, %, /... sont différents, en permutant les
d¥, dF, dF,
marque du n° 11, le déterminant que nous avons représenté plus
haut par

indices supérieurs dans

..., nous aurons, d’apres la re-

(lllri llllrg d‘lrg dll",l
R= 2T, T, 75,

De sorte que cette premiére permutation nous donnera les termes de
dF, dF, dF,

, ’ 14 ‘ oy .
Q.+, représentés par R. dn e s
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. . g dF, dF, dF,
Permutons maintenant les indices de F R, =228
de F dans @ T " Quand

on permutera deux lettres entre elles, tous les termes de R change-
ront de signe, et la valeur absolue de R restera la méme.
Mais en permutant les indices supérieurs dans la deuxiecme partie

d¥; dF, dF . [ [
— ! etc..., nous aurons le déterminant représenté par

dzy dzy dzy
2 d¥, dFy dF;  dF,

dxy dxy drs dz,

Or, d’aprés ce que nous avons vu au n° 42, par ces deux per-
multalions successives faites, l'une sur la lettre w, laulre sur la
lettre I, nous devons trouver tous les termes représentés par le second
membre de Iégalité [K], c’est-a-dire (¥, ;,. On aura donc

dF, dF, dF, dzy day (71:l duy dv, T dwy

AW, JW" dW dl, dF, d¥ O AF, T, aF
! 1 2 n 1 2 no__ 1 2 n
Q=3 —RY

Lavaleur de Q, ne différera de celle de (}/,,, que par le changement

de z, en v, , et nous aurons par conséquent

dFd¥y - dF,_, dF,
Q =R V' e St T
" Al

drydry dr, , dx, .y

— R‘Qn7

il en serait de méme de Q',_,, ..., Q..

14. Le théoréme qu'il s’agit de démoutrer va se déduire immédia-
tement de ces résultats. .
Rappelons que la question était réduite (n° 8) a prouver qu’il existe

des fonctions ayant, pour déterminants partiels,
Qu(f, ..., ), QuF, .., F), Qunl, .. F)

Or, nous venons de voir qu'il existe des fonctions dont les déter-
minants partiels sont RQ,, RQ,, ..., RQ,,.
Il suffit done, pour résoudre la question, de poser

. o W, AW, dw,
11(F1,112’ ”.JF")—R_‘ATE m s —(F‘.

n

Si Pon prend pour ¥, ¥,, ..., ¥,_, des valeurs arbitraires , nous
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aurons a résoudre une équation aux différences partielles dont les va-
riables seront T}, F,,..., F,; ce qui nous donnera, pour ¥,, n valeurs
qui résoudront la question. c¢. Q. F. p.

4 5. Etant donndes les équations différentielles

dry  dey - drgy
Py~ Py T Pan’

on n’a pas généralement

dP; | dPs dp,
(l_l‘j +(l'r° + + d‘zn::

Mais nous avons vu au n° 6 qu’il existait un facteur p. tel que l'on
avait

P,~— Q,= déterminant partiel.

’Fl'-'

Il en existe méme une mﬁmte car on a trouvé aussi

AW, AW, d . . ;
) Z W, d¥, dW, Q' = déterminant partiel

dFy :"—[F, dF,

ou bien

dW, W,
AT O T P

t

R , . .
P, —= déterminant partiel

! 73

R . .. .
5 sera la forme générale des multiplicateurs de P;, pour me servir de

Pexpression de Jacobi. Or R, contenant les fonctions arbitrai-
res ¥,, ..., ¥,, peut prendre une infinité de formes.

.. . : 4 ..
Si je donne 2 R une autre forme R, o Sera un nouveau multipli-
R
cateur, et le rappoxl de ces deux multlphcalems etant — Sera une
fonction de F,, F,, ..., F, et par conséquent une constante.
46. On peut démontrer cette derniére propriété d’une autre ma-

niéere.
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. 1 .
Soient, en effet, ::, " deux multiplicateurs quelconques de P,,..., P, .

On aura
da(ie) da(ip, d(ip 1
0= <ZL)+ <§% >+---+ <,1r": 1>—E,H, {zx,)

),
= EM_‘ Zf, 2 Tz

de méme on a

0:%?1 by —{—? <4>

+1 ‘[} n+1 : ([‘Lx

- . . s ’ . l RN 1
En multipliant la premiere équation par it la deuxiéme par " el
73

en retranchant, on trouve

. d(y'

0221 P 1d<'{_-> 1(1(}%) ::ZM,P",L’Z \zt/

{ dx;

el woday w dxy

ou bien

A%y d(® d(®
P l(M)_{_ < >__|_ +Pn+1 <!l>

Uoday du,

=0,

ou, en remplacant P,, ..., P,, par les quantités dz,, ..., dz,, qui leur
sont proportionnelles,

KZ(EI>(11_1+€I<HI> zlJL,-]—...—{—([]( >

dur, k3

[ l‘l api— 0

!

\ w
d’on ;: constante. €. Q. F. D.

§ 1L

Changement de variables,

17. Considérons les n-}1 équations différentielles

dr, __ dix, Az
[*] 2 =Pu ZT =Py, =Py,
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tl.z - dry _dray
I_(l:l 1 ; .= m— == Clt.

Nous avons vu, au n° G, que si I'on représentait par p. I'un des
4 .
rapports égaux
Il —_— Iﬁ —_— — Pn-H
Qi Q! QnrH,

1 . KT . . .
Elét.aut le multiplicateur des équations [«], ou, ce quirevient au méme,
des équations [1], puisque p. ne contient pas (. Proposons-nous maiu-
. - 1 .
tenant de chercher ce que devient ce multiplicateur ~, quand on
"

substitue aux variables z,, ,, ..., 2,4, des variables quelconques ;,
iy +oo5 Vupr- Les équations différentielles prendront alors la forme

(1)’1 A g T
DN, L=, .., Do,

N,, Nyy ..., Ny, étant des fonctions de ji, 53, oo Jopy-
Désignons, comme nous I'avons fait plus haut {n° 6), par

o =T, (2, Tyy vy Tugs)
o, =F, ('1'17 Tyy very 'lvn+l> ’

'_‘—F (Ip Loy vany ln-l"l)’

les intégrales des n équations différentielles que l'on obtiendrait en
éliminant d¢ entre U'une des équations [1] et chacune des » autres.
Pour avoir les intégrales des . équations différentielles représentées
par la suite des rapports égaux

(l.)'I - d_":’. —— [/)’n-e-l

N, TN,
il suffit de remplacer, dans F,, F,,..., F,, les variables @, 2,, ..., ¥,y

par leur valeur en fonction de 33, )i, ..., Yups, car les constantes

Uy gy oeny &, , doivent rester évidemment les mémes.
41
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18. Appelons V,, V,, .., V,, les déterminants partiels des quan-
tités F,, F,, ..., I, considérées comme exprimées en fonction des va-
rables 7, %, «++» Yo NOUS trouverions , comme précédemment,
Ri N‘z : - Nn+1
V‘ V" o V1x+1 ’
s 1
etsil’ondésigne par i/ 'un quelconque de cesrapports égaux, — serale
ll.
multiplicateur des équations [2].
. 1 .1 12
Cherchons le rapport des multiplicateurs — et —,. Pour cela, considé-
[ 1+

rons la suite de rapports égaux

P, P I
— = == —=u,
Qi QE Qn+l !
AT . . . . df
et multiplions’ les deux termes de la premiére fraction par T les
Red ]

df

deux termes de la deuxieme par 7y awsi de suite; / ¢lant une

fonction auxiliaire quelconque , qui contient les variables .,

N "L‘n+1‘
Si lon fait la somme des numérateurs des fractions ainsi obtenues
et qu’on la divise par la somme des dénominaleurs, on aura

174 d
R N RS

11/ =

.
QL4+t +0»+.(,,

on aurait de méme, en considérant / comme une fonctionde ), ... 1,4,

([f d/ v df
(ll —l_ d'.?" + + A o (l) n+1 I.
v df

af — 5
rl)x_[—. 2y, + + B2 //1

mais en vertu des équations [1] et [2], on a ¢videmment

3 ‘{1_/ P (// 8 A df
1 (lz'1+ LT —{ + i (/,'1',,+,——E7

- (/f (// (//' (//'
NNt =2
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Les numérateurs des valeurs de p et de p' sont done égaux. Le
dénominateur de p. est égal au déterminant que nous avons représenté

pal‘
> ([F, dF, d ",, df
i rll,, (lzq * (Z‘Ln dzpa)

De méme, le dénominateur de u' sera représenté par

—

~ (dF dF, dF, df
At (/‘]Al T’.’ o d]’u {[.).'n-H ’

b

\;1({1_[“1([_1‘_. dF, ‘(//' )

M st \elyy vy 1[)" (/»”_‘_1

m > (@ (zlf';"' d¥, dr )
ad \ Ly day, dx, w Qs

1. On peut éliminer de cctte expression les fonctions ¥, F,

1 1 :
nous aurons donc, en posant L= et o M

s oery
F,, /- On a, en elfet, comme nous I'avons démontré au n° 15 du

S ll"r’
Sx ARy ¥, dF, df N\ 2 d¥y  dF, df >Sw<1/.r, dra dag\ .
deed \ )y )y " Ay, dypa - day """ dx, diy,,) ded\dy, ey, o Ay ?
de méme
y dF, dF, ¥, df \ Z dFy  dF, df )ﬂ dyy b
i \dry o,y dgg) dry T); Yy, dd \cLiy ey

M .
On aura donc pour -~ les deux valeurs suivantes :

(1. Vot >
dr n+1

~

e

M 1 daydey,  dx, +,>

m AN iy dyy dyag - 4—‘<K K Tl
i \ vy ey, d

ne-1,

20. Supposons que, dans le changement de variables, on

CONSEIVC Xy, Xy, ..., 2. Pour savolr de quelle maniere le détermi-

Ol doey dory s s s
nant \ -} doit ¢tre modifié, éerivons les quantités dont
(/)1 //)» U dven
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il se compose; nous formerons ainsi le tableau suivant :

dzy dx, dx, dxy

T)'k o ([.)‘n+l’

dx, dz, dry dx,

Dy dve " dr T A’
dxy, dry dxy g

dyy dyy 7T dyad’

drg g dre, gy dr, 4 dz, 4

33

dy o dry Ay A
Si I'on veut conserver les variables z,, ..., z,, il suffira de faire
dans ce tableau x, =), x,=};,...,2,=. Les termes qui se trou-
vent ala fois dans les & premiéres colonnes et les £ premiéres bandes

seront nuls, excepté les termes de la diagonale, qui seront évidem-
\ . dry . . .
ment égaux & 1 jusqu’a d—y" inclusivement. De sorte que le détermi-
k
nant des quantités contenues dans ce tableau se réduira a

D <‘["’k+' Aoy f“;’n:r&)
st ‘4771—&4 ([.)'n+2 d)’n+1
21. Un cas remarquable se présentera lorsque, sur les n-}-1 inté-
grales du probléme, on en connaitra (2 —1); par exemple

=Py (X, Zyy erry Topy)y G=F( X1, Ts5ur sy oy ))yesy a, = T2, Ty oo, gy,
En effet, comme on peut tirer de ces équations les valeurs de
Zgy Ty 5 +eny 4,14 € fonction de o,, ..., a,, il sera facile de substituer aux
variables z,, ..., z,4, les variables &, z,, a,, ..., a,.
Les équations [a] se réduiront alors aux deux équations représen-
tées par les trois rapports égaux

dx, dzy
—IT‘- = -—P—z‘ = (Zt.

P, et P, étant fonction de z,, x,, ¢,,...,«,. On aura ainsi

M__ 2 degde,  dr,y 1
m- day dag ' dun | & day doy dz

sty dx, " Ay

n
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Si m=1, comme cela a liecu dans les équations différentielles,

[5] dpg__ dH dpy  dH  dg dH dy,dH

dt _——dr],’ dt __dqz'" dt ——(T)l'" de dp,’

on aura la valeur de M satisfaisant a I'équation

dMP, | dMP,

ey + ey =0.

Donc, quand on connaitra (2 —1) intégrales

n=F, o,=F, ..., 0q,=1,,

on pourra, au moyen de M, en trouver une autre sans emplover de
quadratures.

. . dr
Puis, en substituant dans ¢= f 7‘ les valeurs de 2,, ay, ..., @,
1

en fonction de 2, «, ..., «,, on trouvera, par une quadrature, la
(n< 1) intégrale des équations [1].

M est alors appelé, selon 'expression de Jacobi, le dernier mudti-
plicatewr.

22. Quand on cherche quelles sont les intégrales de la forme
p=fonction de (p,, .v.y pPus @iy vy 0u)s
qui, combinées avec une intégrale donnée
a="fonction de (p,y .oy Pus Gy oeey Gu),

donnent (x, £)=0, on est amené , comme nous I'avons vu dans la
these de mécanique, a résoudre les équations suivantes :

dpy do dp, de dy __ du dg, ﬂ
(—ZE_‘ __d([l’ R ;lﬁ"_‘ dg,’ 'df T dp’ AT dpy,’
. 2 dp, 7
ou bien P P = =" = =dp.

o dx. e ( z/a>
371) T 37) dpy

On voit immédiatement que 'on aura 7,2 =1. Par conséquent on saura
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trouver M, et quand on connaitra n— 1 intégrales des équations

—_ d])l _— dp, _ . dq,

FF‘—‘T‘— _'-<Ta—’
dg, (d{h) dap,

on aura les deux autres par des quadratures.

§ 1L

Recherche directe du multiplicateur des équations différentielles de la mécanique dans le cas
oii 'on prend pour variables ¢,, .-, qny g5 o o5 ¢'n-

23. Nous avons vu, dans la Thése de Mécanique, comment on
pouvait remplacer n équations différentielles du second ordre par
2n équations différentielles du premier ordre entre les variables ¢,, ...,
Gus Piy +++3 Pnr €L MOUS Venons de voir que, pour cette forme d’équa-
tions différentielles , on avait m—1.

Supposons maintenant qu’au lien de ¢,, ..., ¢,, p,, ..., p, on
prenne pour variables ¢,, ...., ., ¢, ..., ¢, et soit M le multiplica-
teur dans le nouveau gystéme de variables; nous venons de voir que

E_Z(ﬁa_i@ p
17 &\dg'ydg'y” "7 dg'u)’

Pour avoir p,, ..., p, en fonction de ¢,, ..., ¢., ¢}, .., ¢, rappe-
lons-nous que I'on a

1 1 dT 1 1
T:—;—ZﬂZn a; a; g" q’;, 1)1 — m: Eﬂa"" (/l-, veey [)"—_: Enaim 71‘ ;

on a vu aussi que a,, = a,;; il en résulte

Von avait

dp; dp,,
[6] P — g, = a, = L=,

On voit donc que M n’est autre chose que le déterminant

2(“1,1-%,2‘“3,3 cer Q)

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 87 —

lequel sera, d’aprés I'équation [6], symétrique par rapport a la diago-
nale du wableau des quantités dont il se compose.

24, Daus le cas ou les variables sont ¢/, ..., ¢, ¢,y --+5 ¢., OD
pourrait encore trouver M sans employer le théoréme relatif au chan-
gement de variable, comme nous venons de le faire.

En effet, dans le cas dont il s’agit, les équations différentielles
sont :

d d» l' (l’
-(,Z}.—_--%:...:——{(,l,t-:...:————?,":({i,
71 2 [/ d'n
dq' : dq'
fr__ %4 r ——%»
en posant 7= s =

Il faut trouver une fonction M des inconnues, satisfaisant a V'é-
(uation

dMq'y) | d(Mg's) dMy',) | d(My"y) d(Mg",)
g, l+ a7, _I_ + + : + + 03

tlr/ dy', dy',,
ou, en développant et en supposant M indépendant de ¢ explicitement,

dlogM

dg" dq W
[7] de +(1{/ :—l— dq ‘,+ + dg’,

4

dg” dq’,

Cherchons maintenant

dg'y " dy,”

Nous avons vu que les équations différentielles de la Mécanique,
données par Lagrange, étaient de la forme

d dT dt dU__
dt (1(1',-—:[_(/—,-‘——([—(],-_
, . {U d )
Désignons 317/— par Q;, et posons g;=— ———-——0Q,.
Supposons que dans les équations

o,—=0

PARERY) ‘Pnz();

on ait substitué a ¢",, 4", ..., ¢",, leurs valeurs tirées de ces mémes
équations, et différencions successivement par rapport a ¢, ..., .,
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chacune de ces » équations. Nous obtiendrons ainsi les z groupes
suivants :

d?‘ 1 dq)i dq’k dq;l d@, d(? k_ d? (Itp dq k_
dq,+2 dfydqy ’d( +2 wdg'rdgy =003 1+E dq”l,‘d r=0.

d d dq’ d dyy dq” da, d dq”
ads a9 29k __y 29 aPs Ay k. 2 A2 49y
dq’ 1+2 dq"k zlq ’dq +Z dq”,, dq ’ " dg, +2" dq’y dq', 270"

. . . . . . . - -

dyy, d(p,L dq" r___ dcp,, dcpn dq K do, L dy, dq -
dq:i-E O ’dq +2 ndg dgs "“’dq +2 g 0.

d
Le premier groupe nous donnera —, le deuxiéme nous donnera

111 ’

dq"y , . . A

77 et Le dénominateur R, de ces inconnues, sera le méme dans
? !

s ‘ : dq" :
tous les groupes, et pour avoir le numérateur de 77, Par exempie,

. d d d dy,
il faudra remplacer dans R, % vy ﬁ‘i}‘ , par d;b’ ey [-]g’,—
k h h

25. Je dis que, les valeurs des inconnues étant trouvées, on aura

dq"y dq"s dq" - dlog R
E/’,'*‘(zqo +dq T

En effet, on a, en n’étendant pas évidemment le signe 2 a l'in-

dice /4 ni a Vindice %,

=2 and— i I3 (1) — =0,

ou hien

<P/;=E{ak,n9” (rz’a;”1 /1 ([dkn/ + );{
—%ZE(v'fq’f%)—Qk:O’

d’ou

dy,  day, day, da,, day, ,
m—_ —tf‘_*— 2 ¢" d{]k, 2 2 / (l{/kh %2 [/" dq,h )
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On trouverait de la méme maniére, en changeant 4 en / et vice versd,

dq?k da). dah n AN dan K day
d(/, Tdr + qu (17h ) Z /n t'l(]y 3 E /,, a0 .
Donc 5"1’_} ’ ﬂ____ 9 datn
(1(1 h d(j k dt

Remarquons aussi que 1'on a évidemment

d,)] . d-’h
‘][/" alx =, h— ([(/" ?
3 A
d’ou R= E (dygy oy oovy Q)

26. Cela posé, il sera facile de démontrer la proposition ¢noncée.
Prenons, en effet, un terme quelconque de i, Ba,,, par exemple. B sera
un déterminant par tiel qm contiendra tous les termes de R, exceple
ceux qui forment la bande / et la colonne / dans le tableau des quan-
tités dont R est composé, et qui est évidemment le suivant :

A1y Gy reory al,ﬂ )
sy ”2,2’ “eey a-z,ny
(Ln,l ? an,a) “cc an,n'

Ce tableau étant symétrique par rapport a la diagonale, les colonnes
et les bandes de méme rang sont égales. D'aprés cela, le coefficient Bf
du facteur «,, doit étre égal au coefficient B du facteur «,,; car B se
compose de tous les termes de R, excepté de ceux qui composent, dans
le tableau, la colonne / et la bande 7, et B se compose, comme Bous
I'avons vu, de tous les termes de R a I'exception de ceux qui compo-
sent, dans le tableau, la bande 7 et la colonne 4. De plus, &’ aprésla regle
qui sert & former un dénominateur, B et I’ doiventavoir le méme signe.

. dg . . da; 1
‘ v " ’ n - P — de
Pour avoir a il faudra, dans B, remplacer @, par — z:
don,
méme pour avmr—ll—"ll faudra, dans Ba, ;, remplacer «,; par— . €

12
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qui donnera au numérateur un terme de la forme
lo, ds da; day,;
—B :ﬁ ﬁ — DB iyl hi .
dq', + dy'; B dt + dt

On peut donc dire qu’au terme quelconque Be,, du dénominateur

, da; .
correspond, au numérateur, le terme B—T'{‘E. Les termes de la diago-
; ,

; dey;

. N 6 § ?
a oS termes

nale ne font pas exception, car, comme on a —
k] : YA ’
n'ont pas besoin d’étre groupés.

On aura done pris la dérivée par rapport au temps de chaque

, . dlog M dlogR
terme du dénominateur, et on aura = . c.Q.r. D
¢ It

§ IV.

Probléme des trois corps.

27. Au lieu de prendre pour variables, comme le fait Jacobi, les
coordonndes des points et Jeurs vitesses, on pourrait choisiv d’autres
variables qui seraient des combinaisons de celles-la. Ce choix peut
étre utile dans certains cas, comme va nous le montrer I'exemple
suivant.

Supposons 3 corps A, B, C attirés par des forces qui sont des fone-
tions quelconques de leurs distances , que nous appellerons AB =1,
BC=3, AC=r.

Pour plus de facilité, nous supposerons le corps A five.

Choisissons pour plans de coordonndes 3 pians rectangulaires dont
Porigine soit au point A, Soient ., ), = les coordonnées da point I,

dont la masse est 22, et w9y, 5 celles du poiut e,
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Prenons pour variables : 1°les grandeurs des rayons vecteurs et
des vitesses de chaque mobile; 2° les angles que font entre eux ces
rayons vecteurs; 3° I'angle que font entre elles les directions des vi-
tesses, et enfin les angles que ces vitesses font avec les rayons vec—
teurs. Ces 9 variables suffisent pour déterminer la position relative des
points sz et 7 par rapport au point A, c’est-a-dire le triangle ABC,
les directions des vitesses des mobiles par rapport aux éléments de ces
triangles, et enfin les grandeurs de ces vitesses. 1l ne reste plus qua
déterminer la position du triangle ABC par rapport aux 3 plans de
coordonnées. En appelant a, v, w.... ces nouvelles variables, on aura

2=, 2+ 2=u,, xa, 430,422, =Q,
12+.}/.!“+ 12 =, 1;/21 _l_]ﬁ!‘z] :!21:‘)” -z'.'l:’l +_7‘}”1 +ZZ’1': R,
x4 zd ==, x,x’,—[—]',J’I-—{—z‘z,’,::u:l, . 431 ' 5 7 =R,.

Les équations du mouvement, dans le systeme primitif de variables,
sont , d’apres les formules de la Mécanique analytique *

dx g dr  dz dey_ p dn_ o, od
T aT @ ’ Z e g T e G =

—d

dr e (=) sy A&y
TL;:MT o(r)-+ nzl;a——@(b), 7;;1=7L o )—“’” ‘P(s)’

o T—
=) m B 0(3), L =) —m 25T 4(3),

{

—_,) dz' yzl —z
() FmE52 o), Er=trg(r)—m B o)
Je dis quau moyen de ces équations, nous pourrons exprimer les
9 dérivées
de  dv  dw dQ dR dR,
de’ A de’ U A Al Tde

* 1 désigne la force attractive exercée par le soleil sur Punité de masse 4 une distance égale
a T'unité.
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en fonction des 9 variables «, v, w, ..., Q, R, R,. En effet, on trouve
facilement :

Z_‘;L:‘Q“U (CI{L::V_I_P'\/;?(\/;‘) \7’;%}—?(“1"1*“’_'2Q)
dr =2 ?(\/‘{:) W+m1 \/ui +zc q')(ui_!_u_—QQ)

1Q
%;:B“I—Rn

dR Q{ Q—1
E: !1"I’J+-}'Ji}"'+’;liz’+y" :Pt% )—m\/ll.-‘i—lli—‘- QQ(P(u—l—UU_QQ)

et 22 B i —20).

W+ u—2Q
diey dry doy

On trouverait évidemment des expressions analogues pour —* AT
Ces 9 dérivées sont donc ‘exprimées en fonctions des 10 varia-

bles u, v, w, «, v, w, R, R, Q, Q,, 7,4y, 4 5'7,.

28. Je vaisimaintenant faire voir que la derniere 2'2/,4-y'y' 44, =7
peut s’exprimer en fonction des autres.

Considérons, pour cela, la fonction homogeéne suivante :

(ax,4-by,+-cz, -, ) - (dz Uy, - o -du, P+
T+ (d"x, 40"y, 4 "z, d"u,) = const =,

ou, M-+ p' =20, en faisant m = ax, -+ by, + cz, + du,,
n=dx, 40y, s, 4du, p=dz,+Vy 42+ d",. 1 est fa-
cile de prouver que, si on égale a zéro les dérivées prises par rapport a

chaque variable, on aura quatre équations qui se réduiront a trois.
Ces quatre équations sont :

dm dn

(in + dz, Ty —|— ’l rt

dm dn (lp
TP

(/) 1
dnz (llz (l/)
dz, (lz

dn z{])
(z’l + (Zu + (lu
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or, B étant une constante, on a
d d d d
0=4 (3 dz,+ L dn+Z ds, + £ du) =mdm - ndn+-pdp,

multiplions la premiére par dz,, la deuxiéme par dy,, la troisiéme
par dz,, et ajoutons, il viendra

d d d
m(dm—ﬁdu,)—|—n<dn——ﬁdui)+p(dl)—3£du,)=O,
d’ou m%dui—i—nj——:dui—}-p%(luizo,

ce qui donne la quatriéme équation.

Si donc, dans ces quatre équations du premier degré, nous regar-
dons z,, 7,, 3, u,, comme inconnues, le dénominateur commun de-
vra étre nul. Or ces équations ordonnées par rapport a z,, y,, 3, u,,
prennent la forme :

x Y g, Y ab 43 Y ac+u Y ad=0,

x, Mab 4y X B+ 5 X be tu 3 bd=0,

7 Nacty, Qe 4z, ¢ +4,2cd=o,

z, Y ad+y, S od+ 2, 3 edtu N d =0.

On peut poser

Yo =u, Yab=Q, Sa=w, Nad=R,
Sab=Q, Y& =y, Sb=R, Yid=u,
Sa=w, Ste=R, 3¢ =¢, Sed=1Z,
Sad=R, Std=w, Ned=2, Jd =o,

donc en égalant 4 zéro le dénominateur commun, nous aurons en-
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tre Z et les neuf autres variables, la relation suivante :
wowy (wo—RRy) +ZR (wu;—QRy) +wQ (Rfrq'—Z%) +we, (QRy—wey),
0=D = { - «By(Zw, — Ryey) -} v0; (1etey — Q%) -+RR (RR;— wewry) -+ R (Qevi—Raeyy),
.+ RQ (vewvy —R,Z) - wZ (Ruy— Qo) (RyZ—viwy) - Z2(QP—uy).
29. On pourrait donc se proposer d'intégrer les équations différen-
tielles :

dw:dv:dw.du;dy:dw:dQ:d Red R 2w: . Z4-f (1, wy, Q): 24, (wy, 14, Q),

qui ne contiennent plus que 9 variables, et qui nons donneront les in-
tégrales qui se rapportent au mouvement relatif.

C'est a ce systéme d’équations que nous allons appliquer la recher-
che du dernier multiplicateur. 11 sera donné par I'équation suivante :

dlogM dZ. dZ

Tde + (ZRI+ (IR

. dZ, dZ d o D
Je dis que TR, + p=z 108 (

dz)’
dD dD
. dz. | ‘dL dR V4R,
En effet, on a AT ER=""m
dZ
4 [dD + dD {(P\ + R)(RRy — QZ — wiry) -+ Z(wwote, - ey} 1
2 \dR dR, 4 Q{woy -+ var)— wyeR— oy Ry 10
14D R R RR, — QZ )
L wu, 4 uBRw, —Q (RR, — QZ 4w ) — zuue,
cipr . dD dQ RIS
différencions — en remarquant que —*=R--R,, I'égalité a prouver

se réduit a

LZ—(wu, - uw) — Q(wo, 4 vw, )+ v R 4 o, R, 4= (RH4-R,) (sw4v,) =

=  Ruyldw oy dR du, die
—'QW‘ ([(_I_Ilt{_i—i—wl 7 —f—nlu _(_‘,l_[{ —f—l{lzu
— Qw —QR;j —QR —Zu — Ly
dZ dQ 4 uw|dR,
¥ —uw) 2 Q2 o, 22 )
QP —uw) dt T QLEAR) —wm, dt —QR} d¢
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, qeos du Zf .
Des égalités ZF =2, :l—' = 2w,, on tire
Rov|du, 242 .
— 7l 4Ry = 2wy (RRy)— 2Z(1ewwy 4 ovney)
—Zu,

en introduisant cette simplification et en substituant les valeurs de

Ly dw d o . SR I
= e, %, le deuxiéme membre de I'égalité prend la forme

e Tdr
suivante
o / \ e Y
Q‘! [iz_ 9“(“1) R, + nRy ‘P(o) [L'(Y” hPl Q—(CL) — (myay + mw)if)_ —_
_dt \/ i Vi _ J g _
— Q[ e + woy oy cp(\,/l—t\ \/I-L —+ wp tp(\/l_l—,)\/;, — gy + a2
— — — uynw 3 R dka
4 wmyew, +Ry
—+ ugmo
+ (Ruymy - Byam)
— (Ruegnyg -+ Ryum)
b3 o S o~
- wrey (7}131 fg—o)— —u ?—(—%:_—lJ Ry —mR %)* (PE‘/" ) — (e - ) ‘f_’_gﬁ] "I"
- Vi

~+ u(e;Ry — i Z) + w(vR — wZ).

En vertu de la valeur de Z, fournie par I'équation D=0, le coeffi-
cient de ° est nul; celui de —Q se réduit a Z(R 4 R)) -+ wp - wv,,
et il reste en définitive I'identité :

Z — (g 4 wwy) — Qiwoy - 0wy + w1 R - ey - (R - By —
= — Q(wry J- wy0) — QBB VZ 1 Rsey — 0 Z) + iy Bo—wwZ) - (R Ry} (QZ—ay);

1 dlog M 1 dD
on aura donc- T — %8 \gz

\ 1
d’ou ~ = Rve ~+ uRw, — QRR, — QZ | ww,) — Zuu,
ce qui nous donnera le dernier multiplicateur.

"Vu et approuvé, le  mai 1834,

Le doyen de la Faculté des Sciences,

// Micxe EDWARDS.

Permis d'imprimer, Y

Le Recteur de P Académie,

CAYX.
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