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Jean Bernouilli a écrit un Mémoire sur les épicycloides sphériques,
ayant pour bul principal de rechercher les courbes de cette famille
qui étalent rectifiables.

Il a démontré que la courbe engendrée par un cercle mobile dont
le rayon se projetail orthogonalement sur le plan du cercle fixe sui-
vant le rayon de ce cercle, était la senle entre les épicycloides sphé-
riques qui fiit rectifiable.

M. Hachette , employant les procédés graphiques de lu Géométrie
descriptive, a construit la tangente en un point de Pépicycloide
sphérique , aprés avoir constrait préalablement les projections de cette
courbe. 1l a étendu ses recherches et en a fait des applications heu-
reuses et utiles aux engrenages coniques, que Camus avant lui n’avait
pu construire rigoureusement ( sous le point de vue géométrique ),
parce que les méthodes ingénieuses et fécondes de la Géométrie des-
criptive lui étaient peu familiéres.
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Les recherches tentées, en Géométrie pure, sur les épicycloides
sphériques se hornent donc, jusque a présent, a la construction
graphique de la tangente, soit par les méthodes rigoureuses de la
Géométrie descriptive , soit par la méthode de Roberval, qui, dans
certains cas, peut étre diflicile & appliquer. ( Voir la Correspondance
de U E'cole polytechnique, tome II. )

Personne n’a encore cherché & déterminer le lien des centres de
courhure de ces courbes remarquables, par des méthodes purement
géométriqucs.

Je wme propose, dans ce Mémoire, de construire les centres de
courbure des épicycloides planes et sphériques et de la développante
sphérique ; ensuite , de montrer les applications utiles aux Arts (ue
I'on peut faire de cette derniére courbe, pour la construction des en-
grenages coniques extérieurs et intérieurs, cn la substituant aux épi-
cycloides sphériques.

PREMIERE PARTIF.
EPICYCLOIDES PLANES.

Les épicycloides planes sont de deux espéces : les épicycloides
extérieures, engendrées par un cercle mobile roulant sur un cercle
fixe, ce cercle mobile étant extérieur au cercle {ixe, ou caveloppant le
cercle lixe; ensuite les épicycloides intérieures , le cercle mobile étant
alors intérieur au cercle lixe, en d’autres lermes , étant enveloppé par
le cercle fixe.

Parmi les épicycloides intérieures on doit remarquer celle qui est
engendrée par un cercle mobile dont le diamétre est égal an rayon
du cercle fixe. La courbe devient, dans ce cas, une ligne droite qui
n’est autre qu'un rayon du cercle fixe.
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Ceite droite joue un grand réle dans les engrenages coniques. ( On
doit consulter, a ce sujet, le 7'raité des Machines de M. Hachette,
les Meémoires de Lahive et le Traité de Mécanique de Camus. )

Construction des centres de courbure de lépicycloide plane.

Nous examinerons quatre cas: 1°, celui ou le cercle mobile est
extérieur au cercle fixe; 2°. celui ont le cercle mobile est enveloppé
par le cercle lixe, le diametre du cercle mobile étant plus petit que
celui du cercle fixe ; 3°. celui ou le cercle mobile est enveloppé par le
cercle tixe , le diamétre du cercle mobile étant plus grand que celui
du cercle fixe; fo. entin le cas on le cercle mobile enveloppe le cercle
fixe.

PREMILR CAS.

Le cercle mobile étant extéricur au cercle fixe.

Soit un cercle du rayon S fixe et 1mmobile {fig. 1 ); soit un
cercle du rayon ag , tangent cn « au cercle fixe et mobile.

Je suppose que le cercle g (désignant le cercle par son rayoun )
roule sur le cercle S« ; le point n déerira une épicycloide extérieure d.

Je suppose que le cercle ag soit arrivé en la position «'q', el que
le point 2’ soit un point de Vépicycioide & décrite par le point n du
cercle mobile. Alors on aura:

arcn'n = arcaa’,

et la normale au point 2’ de dsera &'’

Je suppose ensuite que 'on trace les deux cercles 86 et bp, de telle
maniére que le cercle dp soit tangent en a aux cercles Su et aq , el de
plus, que le cercle p roule sur le cercle S4; alors le point & décrira
I'épicycloide extérieure 8.

Je suppose enfin que le cercle mobile &p arrive en la position 4'p

.
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en laquelle il sera tangent en &' et an cercle Se' et au cercle 'q’,
de sorte que le point % sera un point de I'épicycloide §”.
Alors on aura:

arcb'h=arcbd'b.

Et la droite @' % sera tangente au point % de la courbe &',

Cela fait , je prolonge a', cette droite viendra couper le cercle ¢’ ¢’
au point K.

Cela posé :

11 est évident que pour que la normale 2’2’ au point 2’ de § soit
tangente au point 2 de §’, il faut que les deux droites @’'%' et «'hse
confondent ; en d’antres termes , il faut que les deux points &' et K se
superposent , ou enfin , il faut que l'on ait :

arcn'K --arcn’'h':

ce qui revient a dire, puisque arc n'2’ =arc ae', qu’il faut que les
deux cercles bp et g, en roulant I'un sur le cercle 84, Pautre sur le
cercle Se, parcourent des arcs mesurant des angles égaux sur les
cercles fixes.

Or, comme les arcs b5’ et ¢a’ mesurent des angles égaux sur les
cercles fixes, il faudra que l'on ait:

Sb:Sa:jbp:ar/,

ou, en désignant S& par R, Sa par R', &p par r et ag par r', il faudra
que l'on ait :

R—-’ »
7>

N

et ce qui vient d’étre éfabli ayant lien pour Varc parcouru «a', aura

lieu pour tous les autres arcs parcourus par le cercle mobile, sur le
cercle fixe.
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Alnsi Pon peut énoncer le théoréme suivant :

La développée d'une épicycloide extéricure est une autre épicy-
cloide extérieure.

Et Ton doit se rappeler, en méme temps, que les cercles mobiles,
générateurs des épicycloides ddveloppante et développée , sont tan-
gens l'un & Pautre, et que les cercles {ixes ont méne centre, et enlin
que les rayons des cercles fixes et mobiles sont proportionnels entre
eux.

D’aprés ce qui précede, on voit que pour obteniv la développée de
Pépicycloide extérieure, il faudra exécuter la construction suivante.

Mener en « la tangente commune a¢ aux cercles Sa et ag ; puis,
par le centre S la tangente Sm' au cercle mobile @y ; ces deux tau-
gentles se couperont en ¢. On divisera 'angle Sew en deux parties
égales par la droite vp, laguelle coupera Sa en p, centre du cercle bp,
qui par sa rotation autour du cercle fixe Sb, décrira par le point 4
la développée demandée.

On pourra opérer par rapport & la courbe &', comnme on l'a fait
par rapport & la courbe 4, et on arrivera a ce résultat, savoir : que
la développée &" de &' est une épicycloide extérienrc engendrée par
un cercle i/, tangent en b au cercle Sb, et ayant méme tangente Sin
que le cercle p.

De sorte que les cercles mobiles générateurs des épicycloides dé-
veloppée et développée de développée d’une épicycloide extérieure,
sont tous tangens les uns aux autres, ct ont tous deux tangentes com-
munes passant par le point 8§, centre commun des cercles fixes; ot
les courbes obienues ainsi sont disposées les unes par rapport aux
autres de telle sorte que Porigine b d’une développée &' correspond
au sommiet r de sa développante J'; et cette disposition a lieu pour
toutes les développées de développées des développées, lorsque l'on
examine deux courbes successives.
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DEUXIEME CAS.

Le cercle mobile est enveloppé par le cercle fixe (le diamitre du
cercle mobile étant plus petit que le rayon du cercle fixe ).

11 suflit de jeter les yeux sur les figures 2 et 3 pour étre convaincu
que les résultats sont identiquement les mémes que ceux obtenus pour
Pépicycloide extéricure, en remarquant toutefois que pour Iépicy-
cloide extérieure les développées de développées tendent toutes vers
le centre S commun aux cercles {ixes , tandis que pour les épicycloides
intérieures, les développées des développées s’éloignent constamment
de ce centre S. De sorte que pour ies épicycloides extérieures, la dé-
veloppante enveloppe sa développée, tandis que pour les épicycloides
intérieures, la développante cst enveloppée par sa développeée.

Ainsi :

La développée d'une épicycloide intéricure est une autre épicy-
cloide intéricure.

TROISIEME CAS.

Le cercle mobile est enveloppé par le cercle fixe ( le diamétre du
cercle mobile étant plus grand que le rayon du cercle fixe ).

Soit C le cercle fixe et 0 son centre (fig. 4); soit G' le cercle
mobile tangent en m au cercle C.

On sait que si I'on construit le cercle C” tangent en m et ayant son
diamétre égal & la droite pg, Uépicycloide intérieure E engendrée par
le cercle €' roulant sur G, de droite & gauche, sera aussi engendrée
par le cercle G roulant sur C de gauche a droite; en d’antres termes,
on sait que les cercles C' et €' tangens en m au cercle fixe C et dont
les diamétres sont, en scmme, égaux au diamétre du cercle C, en-
gendrent la méme courbe I¥ en roulant en sens inverse sur le cercle C.

Ou pourra donc, dans ce cas, regarder I'épicycloide intérieure E
comme engendrée par un cercie mobile dont le diamétre est plus
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petit que le rayon du cercle fixe, et Fon retombe ainsi dans le deuxiéme
cas.
QUATRIEME CAS.

Le cercle mobile enveloppe le cercle fixe.

Soit C le cercle fixe et G’ le cercle mobile (tig. 5), ces deux
cercles ¢lant tangens I'un a lautre an point m.

Dans ce cas, si Pon construit deux cercles D et D', Pun, D, fixe,
ayant son centre en o, centre du cercle fixe C; l'autre, D', tangenten 7.
au cercle D et en m avx cercles C et C'; et que ou ait la propor-
tion sutvante:

LY

Le rayon du cercle G : au rayon du cercle C' :; le rayon du cer-
cle D : au rayou du cercle D',

La courbe E' engendrée par le poiut iz du cercle D' roulant sur D,
sera la développée de la courbe E engendrée par le cercle C' roulant
sur C.

Il est inutile d’entrer & ce sujet dans de plus grands détails. Je ne
regarde point le mode de démonstration au moyen duquel je suis par-
venu aux solutions géométriques précédentes comme nouveau ; il est si
simple quiil est impossible qu’il n'ait pas déja été employé, et qu'il ne
s0il pas dés lors connu depuis long-temps. Cependant jai du P'exposer,
mais aussi hriévement que possible, puisque ¢’est par une méthode
analogue que je vais ¢tre conduit & la détermination des centres de
courbure des épicycloides sphériques (7).

EPICYCLOIDES SPHERIQUES.

11 existe aussi denx espéees d'épicycloides sphériques, les intéricures
et les extérieures. §7¢picycloide sphérique est engendrée par un point
d’un conce mobile de révolution roulant sur un cone fixe aussi de vé-
volation, ces deux ¢dnes ayant mdcine soummet.

(* La rectilication de I'épicycloide planc a été démontrée pour fa premicre fois par Newton
{ Principes mathématiques de la Philosoplic naturelle ;.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



()

Les épicycloides extérieures sobtiennent lorsque le céne wobile
est extérieur au cdne fixe ou lorsqu’il enveloppe ce cone.

Les épicycloides intérieures sobtiennent lorsque le cone mobile est
enveloppé par le cone fixe.

Parmi les épicycloides sphériques, il en est une trés remarquable,
c’est celle & laquelle on a donné le nom de développante sphérique ;
elle est engendrée par le point d'un plan roulant tangentiellement
sur un cOne fixe et de révolution. Les propriétés géométriques de ces
développantes sphériques deviennent intéressantes a étudier depuis
que Pon a remarqué que ces courbes pouvaient remplacer avec avan-
tage les épicycloides sphériques ordinairement employées dans le tracé
des engrenages coniques.

Construction des centres de courbures de U'épicycloide sphérique.

Comme pour les épicycloides planes, nous aurons quatre cas a
discuter : 1°. Celui ol le cone mobile est extérieur par rapport au cdne
fixe; 2°. celui our le cone mohile est enveloppé par le céne fixe;
3°. celui ol le céne mobile enveloppe le cbne tixe; 4°. enfin, celui olr
le cone mobile est remplacé par un plan tangent mobile.

PREMIER CAS.
Le cone mobile étant extérieur aw cone Sixe.

Concevons ( fig. 6 ) dans un plan vertical trois droites SX , So
et S«, se coupant en S. La droite S¢, en tournant autour de SX
comme axe , engendrera un cone de révolution ; on obtiendra un se-
cond céne par le mouvement de rotation de cette méme droite Sa au-
tour de I'axe So.

De sorte que les deux cercles engendrés par le point @ rouleront
'un sur Pautre, en supposant que le céne SX reste fixe, et que le
chne So soit mobile; et pendant la rotation, un point du cercle mo-
bile ao engendrera une épicycloide sphérique extéricure.
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Supposons que le point m soit un point de Iépicycloide sphérique d:

1°. On sait que le plan tangent en m, a la sphére mobile et variable
de rayon, ayant le point ¢ pour centre et am pour rayon, contient la
tangente d la courbe & pour le point m;

2°. On sait que ce plan a pour trace sur le plan du cercle mobile ao,
ladroite md passant par Pextrémité d du diamétre cod;

3¢. On sait aussi que la trace de ce plan sur celui qui contient les
axes des cones dans la position assignée, celle oi1 le cercle mobile passe
par le point mz considéré sur Pépicycloide J, est une droite dP paralléle
a l'axe So du cone mobile, et par conséquent perpendiculaire au plan
du cercle générateur ao;

4°. On sait encore que Je point P en lequel le plan mdP coupe laxe
Sz du cone {ixe, est le sommet du céne ayant pour base la courbe 4, et
auquel on a donné le nom de cone épicycloidal ; de sorte que tous les
plans tangens aux diverses sphéres mobiles et variables de rayon sont
tangens & ce céne. (Voir dans le Traité des Machines de M. Hachette
le chapitre sur les £ngrenages coniques.)

Cela posé :

Puisque dP est perpendiculaire au cercle zo, on voit de suite que
Fangle plan adm mesure l'angle diédre formé par le plan des axes
(8X, So) et le plar mdP tangent au céne épicycloidal.

Si, maintenant, au pointm on concoit la tangente a la courbe §, et
si Pon se rappelle qu’elle est Vintersection des deux plans tangens me-
nés, I'un au point m de la sphére mobile ayant son centre en « et pour
rayon am, Vautre an méme point m de la sphéve {ixe ayant son centre
en S et pour rayon Sm, on voit sur-lechamp gue cetle tangente sera
perpendiculaire au plan passant par les deux rayons Sm et am. Ge plan
(Sm, am) seva donc le plan normal de V'épicycloide sphérique pour
le point 1.

Remarquons que ce plan normal passe par les centres S et @ des
deux sphéres; par conséquent on peut énoncer le théoréme suivant :

L'enveloppe des divers plans normaux d'une épicycloide sphérique
est une surface conique ayant méme sommet que le cone fixe.
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~Cherchons maintenant ( fig. 7 ) la nature de cette surface coni-
que. Pour y parvenir, supposons que dans un plan vertical on prenne
deux points S et 8’ et qu'on les regarde, le point S comme le sommet
commun 3 deux cénes derévolution (S, E) et (S, C) [en désignant ces
cOnes par leur sommet et le cercle base], et le point S’ comme le som-
met commun de deux autres cones aussi de révolution (S', E') et
(S’, B).

Le systéme de ces quatre cones sera tellement disposé que:

1°. Les axes SX, SX' So, S'p des quatre cOnes seront dans an
méme plan.

2. Les cénes (S, E) et (S, E') auront méme axe de rotation.

3. Les hases B et C des cdnes mobiles seront tangentes Vune &
Pautre an point « et auront aussi méme tangente en ce point @ avec le
cercle tixe E.

Ainsi I'axe SS' commun aux deux clnes fixes, et les deux points 6
contact des cercles B et E, et « contact des cercles C et E sont dans un
méme plan, auquel on donne le nom de plan méridien.

Si maintenant Je suppose que le cercle B roule sur le cercle B, le¢
point b engendrera une épicycloide 8" et en supposant que le cercie C
roule en méme temps sur le cercle E, le point d extrémité du diamé-
tre aod engendrera une seconde épicycloide 4.

Si je suppose ensuite que le cercle B arrive en B', le cercle C arri-
vanten G’ et de telle maniére que I'axe SS' et les deux points &', con-
tact des cercles B' et E', et & contact des cercles G’ et E, soient dans
un nouveau plan meéridien, on voit de suite que le cercle B' coupera
P'épicycloide §' en un point n tel que Parc nd' sera égal & Parc 60" et
que le cercle C' coupera l’épicycloide & en un point m, tel que Parc
d'in sera égal a larc aa'.

De sorte que les angles «X e« et X ')’ seront éganx; on aura donc :

arc aa’ :arc bb' ::aX : 0X';

et en désignant le rayon du cercle E par R, et celui du cercle K par
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R', on aura:

arcaa':arc b’ ::R:R'.

Cela posé :

Si an point n de la courbe &, je voulais construire la tangente, il
faudrait d’abord construire le plan tangent a la sphére mobile ayant
son centre en &' et pour rayon &'n.

Ce plan serait tangent au cone épicycloidal qui aurait pour hase la
courbe 47, et son sommet s'obtiendrait en menant dans le plan méri-
dien qui contient les trois axes S’p/, So’ et 5§/, la droite &P’ paralléle
4 'axe S’p’ du c6ne mobile. Cette droite couperait I'axe des cones fixes
en P’ et ce point serait le sommet cherché.

Mais si I'on voulait que le plan tangent au céne épicycloidal (P, §’)
fit normal a la courbe J, au point m, il faudrait d’abord qu’il passit
par la droite Se'.

Ainsi, pour premiére condition, les points P’ et S doivent se con-
fondre, ou, en d’avtres termes, le plan du cercle B’ doit étre perpendi-
culaire & la génératrice de contact Sa' des deux coues (S, E) et (S, ().

Cette condition étant remplie, le plan tangent au céne épicycloidal
(S, d") pour le point n de &', pourrait bien ne pas couper la courbe &
en m, mais cn un auntre point K, a8 moins que l'on ait :

arc Kd' - arc aa',

auquel cas les deux points m et K se confondront en un seul.
Or, pour satisfaive a cette seconde condition, il faudra évidemment
que l'on ait la proportion suivante :

BR:R'::r:/r

(en désignant par r le rayon du cercle B et par r’ celui du cercle C').
Pour satisfaire aux deux conditions qui viennent d’étre établies, la
coustruction a employer sera la suivante :
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Dans le plan vertical (tig. 8 ) on tracera I'axe SY qui doit étre com-
mun aux deux cones fixes. D’un point S comme centre on décrira le
cercle C qui représentera le grand cercle de la sphére sur laquelle doit
étre tracée 1'épicycloide sphérique.

ad' et ad, cordes de ce cercle, seront sur le plan vertical les projections
des cercles bases des cOnes ayant pour axe, 'un SX et Vautre So; les
centres des cercles bases des deux cdnes fixe et mobile seront ainsi sur
le plan vertical, I'un en X, Pautre en o.

Cela posé :

On tracera la droite af tangente en @ au cercle G; cette droite sera,
sur le plan vertical , la projection du plan du cercle qui doit engendrer
Pépicycloide sphérique base du céne épicycloidal qui, ayant son som-
met en S, sera I'enveloppe des plans normaux de Pépicycloide tracée
sur la sphére (S, C).

Il faudra ensuite déterminer sur af un point & tel que l'on ait en
abaissant de ce point une perpendiculaire X’ sur la droite SX,

6X': ba::aX: ad,

car bX' représente R, ba représente 2r', aX représente R et ad repré-
sente 27
.. R R o
et alors la condition —===; se trouvera satisfaite.
Or, pour déterminer ce point &, il suffit de construire une droite S&
divisant ’angle XSa en deux autres angles XS et 4Sa, tels que Pon ait ;

sin Y& L

)

PN

sin 0Sa

[

la ligne Sb étant tracée, le point & déterminé, on n’aura plus qu’a
mener par le point o', milieu de @b, une perpendiculaire a ¢4, la-
quelle coupera SY au point §'.

Et dés lors :
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1°. Le cercle ad roulant sur le cercle lixe «a, le point d engendrera
une épicycloide sphérique &, tracée sur la sphere (S, C) ayant son cen-
tre en S et pour rayon Sa (le point d sera le sommet de la courbe & ).

20, Le cercle ab roulant sur le cercle fixe %, le point b engendrera
une épicycloide sphérique &', tracée sur la sphére (§', C') ayant son
centre en §' el pour rayon S'a (le point b sera le point de rebrousse-
ment ou l'origine de la courbe 8’).

Tous les plans normaux a la courbe J seront tangens au cone ¢pi-
cycloidal ayant son sommet en S et pour hase la courbe &,

Construisons maintenant le centre de courbure de Pépicycloide
sphérique, pour un de ses points.

Rappelons-nous que le plan md'P (fig. 7) tangent au cdne épicy-
cloidal qui avait son sommet en P et pour base I'épicycloide sphérique
&, était perpendiculaire au plan du cercle mobile C, ce cercle passant
en cette position par le point m de la courbe et ayant en ' son
contact avec le cercle fixe H.

Le plan normal Sa'z au point m de la courbe & sera tangent au cone
épicyclo‘idal ayant son sommet en S et pour base 'épicycloide sphé-
rique d8’. 1l sera donc perpendiculaire au plan du cercle mobile B, ¢e
cercle passant en cette position par le point z de la courbe &’ et ayant
son contact avec le cercle fixe E' en 4. Et on se rappelle que Iaxe
des cOnes fixe SX et les deux contacts 4 et @'sont dans un méme plan
méridien.

Dés lors la droite &'n sitnde dans le cercle B’ et perpendiculaire & la
droite ne', sera perpendiculaire au plan normal Se'n; elle sera done
paralléle a la tangente en m a la courbe d.

Ceci montre que la tangente en m2 & la courbe J se projette sur le plan
méridien (S, a, ') suivant une perpendiculaire & la droite Sa/, con-
tact des deux cones (S, E) et (S, C').

Pour avoir le centre de courbure correspondant wu point m de la
courbe &, il faudrait abaisser du point m une perpendiculaire sur la
générairice Sn du cone épicycloidal enveloppe des plans normaux. On
voit par ce qui précéde que la construction sera facile 3 exécuter gra-

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(14)
phiquement; car le plan normal étant construit pour le point /1, on
connattra le point &' situé dans le plan méridien correspoudantau point
m; il suffira donc de mener du point &' une paralléle 4 la tangente en
m, ou une perpendiculaire au plan normal; son pied n étant déter-
miué, on joindra S et » par une droite et I'on abaissera du point
une perpendiculaire sur Sn; la longueur de cette perpendiculaire sera
le rayou de courbure pour le point 2 de J, et son pied sur la droite
Sr sera le centre de courbhure cherché.

Lorsque I'on exécutera graphiquement la construction que je viens
d’'indiquer, la remarque précédente, savoir : que la tangente en m ded
se projette sur le plan méridien correspondant au point 2, perpendi-
culaivement a la droite de contact S&/, servira a simplifier les cons-
irnctions.

DEUXIEME CAS.
Le cone mobile étant enveloppé par le cone Sfixe.

Tont ce qui précede sapplique, mot a mot, a la disposition parti-
culiére des cones (fig. 9) que nous examinons maintenant. Les deux
conditions auxquelles il faudra satisfaire seront les mémes. La cons-
iruction graphique qui conduira a la détermination du céne épicy-
cloidal, enveloppe des plans normaux de I’épicycloide sphérique inté-
rieure, sera donc la suivante.

Chercher sur at, perpendiculaire & Sa, un point & tel que I'on ait :

sin YSb _ax R

T
sin  68a

On voit que, pour les ¢picycloides extéricures, la projection de la
courbe sur le plan du cercle base du cone fixe de Pépicycloide donnée,
enveloppait la projection de V'épicycloide base du cdne dpicycloidal
enveloppe des plans normaux, tandis que, dans le cas des épicycloides
intérieures, le contraire a lieu.
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TROISIEMYE CAS.

4

Le cone fixe étant enveloppé par le cone mobile.

La construction & employer sera la suivante ( fig. 10):
Trouver sur la droite at perpendiculaire a la droite Se, un point 4
tel que 1'on ait :
sin_¥Sb __ oX R (voir la note A).
ar

N ad
sin #Sa

QUATRIEME CAS.

Développante sphérique.

Parmi les épicycloides sphériques il en est une remarquable ¢t a la-
quelle les géométres ont donné le nom de deéveloppante sphérique :
cette courbe est engendrée pav un point de la circonférence d’un cercle
roulant sur un autre cercle fise; le plan du cercle mobile faisant un
angle constant avec le plan du cercle fixe, et le rayon du cercle mobile
se projetant orthogonalement sar le plan du edne fixe, suivant le rayon
de ce dernier.

En d’autres termes : Sapposons un cone S droit et lixe, an plan
tangent P a cc céne; du sommet du céne S, comme centre, décrivons
dans le plan P un cercle G avec un rayon arbitraive; supposons ensuite
que le plan P roule sur le coue S; pendant ce mouvement de rolation
un point du cercle G déerira une développante sphérique.

On peut donner un énoncé plas simple encore.

Soit un plan P tangent 4 un cbne S de révolution; un puint du
plan P décriva une développante sphérique, lorsque ce plan roulera
sur le cone.

Je sappose que Pon a présente & Uesprit I'épure que ’on construit or-

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(16)

dinairement pour déterminer les projections de I'épicycloide sphérique
et de la tangente en un de ses points. (Voir i cesujet le Traité de Géo-
métrie descriptive de M. Hachette.) Alors, il sera facile de voir que,
si on projette la développante sphérique sur le plan du cercle base du
cone fixe, on obtiendra les résultats suivans, que je vais construire gra-
phiquement, par les méthodes de la Géométric descriptive, sans entrer
dans tous les détails qui seraient superflus, Pépure sur Pépicycloide
étant bien présente a l'esprit.

Supposo_ns (fig. 11) le cercle générateur ou mobile C’ rabattu en
C'", le cercle fixe étant C; le point s sommet du céne fixe et en méme
tems centre du cercle mobile C’, ayant pour projections (s, s*); sup-
posons que le point i soit le rabattement sur le plan horizontal d’un
point m de la développante sphérique, les projections de ce point
étant (m* , m").

Tous les points tels que m" seront sur nne courbe & projection hori-
zontale de la développante sphérique 4.

Cela posé:

Je dis que la tangente au point m* de " ne sera autre que la droite
m®m" paralléle & la droite s* 57

En effet :

Si pour le point 7 de la courbe 8 on construit les normales des deux
sphéres qui passent par ce point, U'une lixe, ayant son centre en Set pour
rayon sm, autre mobile, ayant son centre en 2 et pour rayon din, on
aura, 1°. la normale sm dont les projections sont (s , s* m"), et 2°. la
normale dm dont les projections sont (dm, dbm*).

Le plan passant par ces deux normales sera perpendiculaire a la tan-
gente T au point i de la courbe §; la projection horizontale de T sera
donc perpendiculaire 3 la trace horizonlale de ce plan.

Or, il est évident que le plan normal a pour trace horizontale la
droite &d perpendiculaire 4 la droite s*s™, puisque la normale b
perce le plan horizontal an point 4 et que la normale sm le perce au
point d.

Ainsi T" projection horizontale de la tangente T sera perpendicu-
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laire & la tangente commune aux deux cercles C et G’ placés de telle
fagon , I'un par rapport a Vaulre, que le cercle C passe par le point m
de la dévcloppante sphérique.

Ainsi, désignant le plan qui contient I'axe du cone fixe et le point
de contact & des deux cercles G et G' par plan méridien correspondant
au point m, on peut énoncer ce qui sutt :

1°. La tangente en un point de la développante sphérique est pa-
ralléle au plan méridien correspondant & ce point;

2°. Tous les plans normaux de la développante sphérique sont
tangens au cone fixe;

Ou, en d'autres termes, lenveloppe des plans nornaunx de la déve-
loppante sphérique n’est autre que le cone fixe.

3°. Toutes les développées de la développante sphérique sont des
liélices tracées sur un cone de révolution;

4°. Toutes les tangentes & la développante sphérique font un angle
constant avec le plan du cercle base du cone fixe, lequel est le com-
plément de celui que les génératrices du cone fixe font avec ce meme
plan, par conséquent la développante sphérique coupe sous un angle
constant les génératrices du cylindre qui la projette sur le plan du

cercle base du cone fixe; elle est donc une hélice sur ce cylindre pro-
jetant.

Construisons maintenant le centre de courbure de la développaute
sphérique pour le point m.

1l est évident que ce centre sera le pied de la perpendiculaire abais-
sée du point m sur la génératrice sb, contact du cbne fixe et du plan
normal dbs menéau pointm de la développante. On voit sur-le-champ
que cette perpendiculaire sera horizontale et aura pour projections, le
point m sur le plan meéridien et la droite mh p sur le plan horizontal ,
m!p étant perpendiculaire & s* 57.

Ainsi le centre de courbure pour le point iz se projettera en m” sur le
plan méridien et en p sur le plan du cercle base du céne fixe.

Le rayon de courbure sera égal en longueur & m"p.

Des lors :
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La courbe »*, projection horizontale de la courbe 7, lieu des centres
de courbure de la développanted, sera la développée de la courbe &%, pro-
jection horizontale de la développante.

Donc, on peut €noncer le théoréme snivant :

8 Lon projette sur le plan du cercle fixe la développante sphérique
et la courbe lien de ses centres de courbure, la projection de la se-
conde courbe sera la développée de la projection de la premiere (*).

Développons maintenant le cone fixe enveloppe des plans normaux,
¢t cherchons la forme que prendra, dans le développement, la courbe
lien des centres de courbure. ,

Suivant 'une des génératrices sb, concevons le plan tangent et déve-
loppons le cone sur ce plan tangent.

La base C se transformera suivant un arc du cercle C' tracé, sur le
plan tangent, du sommet s comme centre et avec Papothéme du cone
pour rayon.

De sorte que si 'on prend un point m sur le cercle C', et abaissant
de ce point une perpendiculaire sur la génératrice sb, on aura en son
pied un point de la courbe lieu des centres de courbure.

e cercie G’ en roulant sur le cercle G parcourra des arcs dgaux
sur ce cercle, lesquels, développés, se transformeront (lig. 12) en les
arcs égaux bb', b'b", b"b", etc., sur le cercle G'.

(*) La propricté dont jouit la développante sphérique d’éire une hélice sur le eylindre qui la
projetie orthogonaletent sur le plan du cercle fixe, montre que cette courhe est vectifiable, aivsi
qque Jean Berncuilli Pavail démontré en employant un autre mode de démonstration.

Et conune la tangente a la développanie sphérique pour le point m est paralléle au plan mé-
ridien corvespondant 4 ce point m, on aura en m'k la longueur de Pare rectifié compris entre
le puint m et le point d’origine de la courbe situé sur le cercle base du cone fixe.

O: bien, désignant gar & la bautcur dn point m au-dessus du plan du cercle fixe; par =
Vangle que le plan du cercle mobile fait avec le plan du cercle lixe, on aura:

arc rectific = .
cns 9.
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sb, sb',sb", sb”, etc., seront dés lors les positions que les généra-
trices successives de contact prendront dans le développement , de sorte
qw'en abaissant du point m du cercle G’ des perpendiculaires sur ces
divers rayons, on aura les points p, p*, p, p”,etc., qui seront les po-
sitions affectées sur le développement par les divers centres de cour-
bure. 1l est évident que tous ces poinis sout sur un cercle ayant sm
pour diamétre.

Ainsi Pon peul énoncer ce qui suit :

La courbe lieu des centres de courbure de la de’velop/mnte sphé-
rique se transforme, lorsque l'on planifie le cone fixe sur l'un de
ses plans tangens , en un cercle ayant pour diamétre I'apothéme de
ce cone.

Si Pon regarde la développante sphérique (fig. 11) comme la hase
d’'une surface conique ayant son sommet en s, on peut trés facilement
obtenir la courbe intersection de cette surface par le plan du cercle
base du cdne fixe.

Car, remarquons que le cercle mobile ' dlant rabaltu en €77, le
point m de la développante étant alors rabattu en m", la droite s" "
sera le rabattement de la géuératrice sm du cbne, ct cette droite s” m
rencontrera la langente 4d au point d, qui est précisément celut en
lequel la génératrice sm perce le plan horizontal.

11 sera donc facile de construire la courbe ¢, trace du cone sur le
plan du cercle base du céne fixe, sans avoir besoin de construire les
projections de la développante spheérique. ( Celle remarque sera tres
utile pour simplifier le tracé des engrenages coniques, dont les dents
sont des cOnes ayant pour hases des développantes sphériques. )

Construisons maintenant la tangente au point d de la courbe 2% et
rappelons-nous, 1°., que les tangentes de la développante sphérique
font un angle constant avec le plan du cercle base du cone fixc;
2", que cet angle cst égal a 'angle que la génératrice du cone fixe fail
avec l'axe de ce cone. :

Si dounc par le sommet s du cdne fixe je méne sq perpendiculaire h
la génératrice sb, et que du point s* comme centre et avec s"¢ pour

3..
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rayon , je décrive le cercle D, le cone (S, D) aura ses diverses généra-
trices respectivement paralléles anx diverses tangentes de la dévelop-
pante sphérique.

Et comme la tangente au point m de la développante est paralléle au
plan méridien qui, contenant 'axe du cone fixc et le point b, corres-
pond au point m, il sensuit que le plan tangent au céne (ayant pour
sommet le point s et pour base la développante) suivant la généra-
trice sm , passera par la droite sq ; la trace de ce plan sur le plan hori-
zontal sera donc ¢d tangente en d 4 la courbe ¢, trace du cbne sur le
méme plan horizontal.

Ainsi , supposant que la courbe ¢ soit tracée, ainsi que les deux
cercles C et D, pour construire la tangente en un point d de la courbe ¢,
il suffira. de mener db tangent en & au cercle G, puis bg perpendicu-
laive & db et coupant le cercle D au point ¢; la droite ¢d sera la tan-
gente demandée.

On peut construire trés facilement une section conique osculatrice
a la courbe @ en un de ses points d.

En effet : '

Le coue (fig. 13) qui a pour sommet le points, sommet du cbne
fixe, et pour base la développante sphérique, aura pour cdne oscula-
teur celui gqui, ayant son sommet en s, aura pour base le cercle oscu-
latear de la développante sphérique.

Ainsi, pour le point i de la développante sphérique , le cone oscu-
latear tout le loug de la génératrice sm , aura pour base le cercle qui a
pour centre le point projeté verticalement en 1, et horizontalement
en p, son rayon étant égal en longueur 4 la droite pm. Le plan du
cercle osculateur est perpendiculaire & la droite sb; la trace verticale
de ceplan sera donc V perpendiculaire  sb, et passant par le point m” et
sa, trace horizontale sera H perpendiculaire 4 la ligne de terre LT.

- 8i donc on porte sur V i partir de m*, a droite et a gauche,
m'pl = mep” == pm®, on aura en sp’x et syp” les génératrices extrémes
du, coue osculateur, son axe étant sb. ( On voit que le cone osculateur
gst de révolution. ) 1l suffira donc de chercher intersection de ce céne
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par le plan horizontal , et 'on aura une section conique osculatrice au
point d de la courbe ¢.

Daus le cas représenté par la figure , la section conique sera une el-
lipse dont ’'un des axes sera xy; le point ¢, milien de xy, sera le centre;
et 1] sera facile de déterminer le second axe.

On voit sur-le-champ que la section conique aura toujours 'un de
ses axes dirigé suivant la ligne de terre LT, et que celle courbe sera

Une ellipse, si l'on a angle s"sx < un angle droit.
Une parabole, si I'on a angle s"sx -= un angle dvoit.
Une hyperbole, siona  angle s"sx > un angle droit.

La construction de la section conique osculatrice en un point d de
la courbe ¢, permet de construire le centre de courbure, et par suite
d’'avoir la longueur du rayon de courbure pour un point d de cette
courbe ¢, puisque le probléme est ramené a celui-ci : construire le
centre de courbure d’une section conique dont les axes et le centre
sont connus en position et en grandeur. ( #oir la note B. )

Ainsi, Pon pourra substituer & un arc de la courbe ¢, ou un arc
de scction conique osculatrice et facile & construire, ou un arc de
cercle osculateur. Cette remarque peut étre utile dans les applications
aux engrenages conigques.

11 cxiste une infinité de courbes qui jouissent des mémes proprié-
tés que la développante sphérique.

En effet :

Supposons une courbe plane A (fig. 14) et sa développée B 5 con-
cevons un cylindre C perpendiculaire au plan de la courbe A et ayant
pour base ou section droite la courbe B. Toutes les dévcloppées &
double courbure de A seront des hélices tracdes sur ce cylindve C;
concevons une de ces hélices H : toutes ses tangentes feront avec le
plan de la courbe A des angles égaux, et formeront une surface déve-
loppable D ayant H pour aréte de rebroussement.

Menons le plan P tangent 4 la surface D suivant la génératrice se
projetant sur le plan de la courbe A en mp.
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I.e plan P roulant sur la surface D, le point pp de ce plan dderira
une courbe & double courbure X qui jouira, identiquement, de tontes
les propriétés qui apparticnnent a une développante sphérique; de
sorte que cette courbe X et la courbe Y, lieu de ses centres de courbare,
se projetieront sur le plan de A suivant deux courbes qui seront telles,
que la projection de Y sera la développée de la projection de X; et
comme tountes les tangentes 4 X font des angles égaux avec le plan dela
courbe A, parce gue toutes les génératrices de la surface D font des an-
gles égaux avec cc méme plan, la courbe X counpera sous un angle
constant les génératrices du cylindre qui la projetie sur l¢ plan de A
Ainsi cette courbe X est unc hélice iracée sur ce cylindre projetant.

Aiusi, Von peut énoncer le théoréme général suivant :

Tout point dun plan, roulant tangenticllement sur une surface dé-
veloppable dont larete de rebroussement pour (le’velo])pmzte e
courbe plane, décrit une courbe qui est une lélice sur le cylindre qui
la projetie orthogonalement sur le plan de la développante de larite
de rebroussement.

On peut généraliser (fig. 15) tout ce ui a éié dit touchant les épi-
cycloides planes et sphériques, en substiluant anx cercles fixe et mo-
bile des courbes planes quclconques.

Ainsi, en supposant deux courbes planes situées dans un méme
pian, Pune C fixe, Pautre D mobile, et roulunt sur la courbe C, un
des points de la courbe mobile engendrera unc courbe 4 laquelle on
veut donner le nom d’épicurvoloide plane.

Si Pon suppose que les deux courbes C et 1) ne soient pas dans un
néme plan , mais que leurs plans fassent tonjours le méine angle entre
eux pendant Pévolution de la courbe mobile, nu des points de la courbe
mobile engendrera unc courbe & lagquelie on peut donner le nom d'¢-
picarvoloide & double courhure.

On peut se proposer de construive les centres de courbure de ces
courbes géndérales. Pour avriver 4 la solution de ce probiéme , remar-
quons que, si Uon considére deux courbes 1 et 1) osculatrices, 'une 4
Pautre, en un point @ qui soit précisément celui en lequel a lieu le
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contact simple des courbes D et G, et que osculation des deux cour-
bes D et D' soit du seconrd ordre, cest-a-dire qu'elles aient deux élé-
mens rectilignes successils coommuns, am, nmdy en supposant que 1)
et I reulent eosemble sur C, Vélément am viendra se superposer sur
Pélément en dela courbe €3, puis Vélément mm! viendra se superposer
sar Vélément n7’ de la courbe C. Pendaut 'évolution des courbes 1) ot
D' sur la courbe fixe €, un point p du plan des courbes, supposd li¢ aux
deux courbes D et D' el entrainé par elles pendant Uévolution , décrira
un élément de cercle pp’, ayant son centre en « , pendant le temps que
I'élément am mettra & veniv se superposer sur Pélément arn; puis, pen-
daunt le temps que I'élément mn’ metira & se superposer sar w2/, le point
p’ déerira I'élément de cercle p’ p” ayant son centre en n; de sorte que
le point p décrira, comme 1ié a la courbe 1Y, une courbe d’, et comme
116 a 1a courbe I), une conrbe d, ces deux courbes d et d ayant deux
élémens communs pp’, p'p"; ces deux courbes auront donc un contact
du sccond ordre, deés lors méme cenirve de courbure, meéme cerele o8-
culateur, méme rayon de courbure.

On voit sur-le-champ que ce qui vient d’étre démonii¢ dans le cas
ou les trois courbes G, D et 1Y sont dans un méme plan, existera dans
le cas ol1 les deux courbes D et DY seront dans un méme plan, faisant
avec le plan de la courbe G un angle constant pendant I'évolution des
courbes mobiles.

Ainsi, l'on peut énoncer le théoréme suivant :

Lorsque Uon a deux courbes planes osculatrices {une a Lawtre . st
l'on suppose que la premitre roule sur une troisicme courbe plane cn
entrainent la seconde, et que la seconde roule ensuite sur la trowsie-
me courbe en entrainant la premitre , un point du plan des courbes
osculatrices décrira, pendant I'dvolition de la premiére courbe osci-
latrice, et ensuite pendant I évolution de la seconde courbe osculatrice,
deux €PIcURVOLOIDES qui seront osculatrices Lune & Lautre, et Loscu-
lation entre les £PICURVOLOIDES sera di méme ordre que celle qui exis-
tait entre les courbes osculatrices mobiles.

Cela posé :
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Concevons deux courbes planes D et IV (fig. 16) ayaut pour déve-
loppées, la premiére la courbe E, laseconde la courbe E'. Je suppose
ces deux courbes situées dans un méme plan et en contact au point «;
par conséquent leurs centres de courbure respectifs o et o’ seront surla
normale au point a.

Je suppose ensuite que la courbe D ait roulé sur la courbe DY, et
qu’un poiat m de cette courbe D ait décrit Pépicurvoloide d.

On sait que la droite am sera normale a la courbe d au point m et
que , par conséquent , le centre de courbure de la courbe d pour le point
m sera situé sur la droite am.

Tracons le cercle C osculateur de D aun point «, et le cercle C' oscu-
lateur de DY au méme point a. D’aprés ce qui précéde on voit que si
Yon suppose que le cercle G roule sur le cercle €/, le point mz décrira
une épicycloide &' rallongée ou raccourcie, suivant qu’il sera situé hors
du cercle C ou dans l'intérieur de ce cercle, et telle, qu'elle aura un con-
tact du second ordre en m avec I'épicurvoloide d; ainsi ces deux cour-
bes d et d' auront méme centre de courbure.

Ce qui vient d'étre dit dans le cas ol les courbes D et 1Y étaient dans
un méme plan, pourra se dire de la méme maniére, dans le cas our le
plande D fera avec le plan de D’ un angle constant pendant I'évolution
de D sur D'

Ainsi, si Pon savait construire graphiquement le centre de courbure
d’une épicycloide rallongée ou raccourcie, plane ou sphérique, on
saurait construire le centre de courbure d'une épicurvoloide plane ou
@ double courbure, en supposant que 'on connaisse les développées,
ou autrement le lien des centres de courbure des deux courbes fixe et
mobile.

Et I'on voit que V'on peut supposer que ce soit nn point quelconque
n du plan de la courbe mobile, et non un point m de cette courbe qui
engendre 'épicurvoloide, et que la solution sera toujours la méme.
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NOTE A.

U'est par induction que Yon est conduit & déterminer, par la Géométrie, la
nature de la développée d'unc cépicycloide plane, ct pav suite celle du cone ¢picy-
cloidal enveloppe des plans normaux de I'épicycloide sphérique.

En cflet , on remarque que la développée dune courbe ofive toujours un point
singulier correspondant a un point singulier de la développante ; qu'ainsi, a
un point sommet de la développante correspond, sur la développée , un point de
rehroussement e premicre espéce ; qquainst, pour un point de rebroussement de
premigre espéce de la développante, la développés passe toujours par ce point.
De plus, on remarque sur-le-champ que Fépicycloide étant symétriquement
placée par rapport au cercle fixe et certains rayons du cercle, sa dévcloppée
devra aussi étre symélrique par rapport 2 un cercle ayant méme centre, et par
vapport aux rayons qui, prolongds, passent par les somuncts et les points de re-
hroussemnent des diverses branches de U'épicycloide développante.

On est donc tout naturellement conduit & penser que la développée de I'épi-
cycloide cst une autre épicycloide, puisque cette développde doit présenter daus
sa forme les mémes particularités que la développante.

Ainsi, ayant coustruit uune épicycloide dont les sommets sont situés sur les
points de rebroussement de la développante, et dout les points de rebroussement
corvespondent aux sommels de la développante, il faut vévifier si, en cffet, les
tangentes A cctle épicycloide sont normnales a la développante; ct en cherchant
¢'il existe une condilion a laquelle doit salisfaire la taugente a I'épicycloide déve~
loppée pour tire normale a Vépicycloide developpante, on voit que cette condi-

tion existe en effct ct qu'clle est établie par 1'équation IT‘ = R

On sait que pour tracer un cugrenage cylindrique intérieur ou extéricur, ou
trace d'shord les deux cercles primitifs A et B tangens I'un & lautre et ayant des
rayons dans le rapport inverse de celui des vitesses des axes.

Puis on engendre I'épicycloide extérieure ou intérieurc qui doit terminer lg
dent fixée sur le cercle A, par un cercle D dont le rayon est la moiti¢ de celui
du cercle B, de sorte que le cercle D donne une épicycloide intérieure pour le

cercle B, qui n'est autre qu'un diametre de ce cercle B, et ce diamétre forms
le flanc de la dent fixée sur le cercle B.

N
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Pour un engrenage conique, on sait aussi que le cone épicycloidal a pour hase
I'épicycloide sphérique engendrée par le cercle d'un rayon moitié de celui du
cercle basc du cone mobile et ayant pour sommet celui qui est commun aux
cones fixe ct mobile;

Et que ce cdne épicycloidal conduit un plan méridien du cone mobile. ( Voir
le Traité des Machines de M. Hachette. )

Ces propriétés peuvent étre présentées sous un autre point de vue et énoncées
de ]la manieére suivante :

Si un cercle B roule sur un cercle A, l'enveloppe de Yun de ses diamétres
est une épicycloide engendrée par un cercle D, d’'un rayon moitié, roulant sur le
cercle A.

La méme propriété a lien pour la cycloide.

Si un cone de révolution roule sur un autre cone de révolution (les deux
cones ayant méme sommet ), U'enveloppe d’un plan diamétral du cdne mobile
est un cone épicycloidal ayant pour hase 'épicycloide sphérique engendrée par
un cercle de rayon moitié de celui du cercle base du cone mobile et situé dans
le plan de ce dernier cercle, le sommet du cone épicyclvidal étant celui des deux

coaes de révolution.

Le plan tangent en m au cone épicycloidal, fig. G, qui a son sommet en P,
ct pour base I'épicycloide sphérique &, fait avec le plan meridien corvespondant
au point . un angle qui est mesuré par langle des deux droites ad et dmn,
parce que le plan tangent est perpendiculaire au plan du cercle mobile. Il est
facile , d’aprés ce qui précéde, de voir sur la figure 7 que le plan normal 2
P'épicycloide sphérique pour le point m fera avec le plan méridien correspon-
dant & ce point, un angle complément de celui que le plan tangent en m au
cone épicycloidal dout le sommet est en P, fait avee ce méme plan wmdricdicr.

En effet , Vangle na'b mesure Pangle du plae normal avee le plan méridien
Sa’b'd’ ; Yaugle d'd’m mesure Paugle du plan fangeat au cone épicycloidal dont
le sommel esten P avec le méme plan Sa'd'd” ; ct Von sait que les arcs d'met 6'n
contiennent le méme nombre de degrés.

Cette propriété est, dans l'espace, 'analogue de celle qui existe pour les épicy-
cloides planes, savoir, que la tangeute et la normale en un point de la courbe
font des angles complémens I'un de Vautre avee la ligne des centres correspon-
dant au point de }a courbe.
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NOTE B.

Construction graphique di rayon de courbure en un point dune section conique
dont on ne connalt qilun certain nombre de points.

Dans les applications de la Géométrie descriptive, presque toujours les sce-
tions coniques obteuues ne sont connues que par leur périmetre on un certain
nombre de points du périmétre , les axes, le centre, les foyers, etc., étant
ordinairement inconnus de grandeur, de direction ou de position.

Unc courbe étant ainsi connue seulement par son #racé, ou demande de
construire en un de ses points le rayon de courbure, cun supposant toutefois
que lon counaisse la tangente cu ce point, et par conséquent la direction du
rayon de courbure.

Pour résoudre cetle question, j¢ m’appuierai sur les propriéiés suivantes qui
sont connues :

1°. Par deux sections coniques dont les plans se coupent suivant une corde
commune aux deux courbes, on peut toujours faire passer deux cones.

2°. Sil'on a un cone non de révolution, ct que par un point de e des
quatre génératrices situées deux a deux dans les deux plans principaux, on méne
un plan perpendiculaive a cetle génératrice, on obtiendra une seclion conique
ayant pour sommet le point choisi sur la génératrice.

3°. Désignant par A ¢t B les demi-axes d'une ellipse, on a pour la valeur
du rayon de courbure au sommet situé a 'extrémité du demi-axe A,

—_‘B"
=

4°. Le cylindre qui a pour section drotite le cercle osculateur de la section co-
nique obtenue par un plan perpendiculaire i la génératrice d’un cone du second
ordre, est osculateur au cove tout autour du point de contact du cercle et de la
section conique (cc point étant situé sur la génératrice considérée)

Cela posé , j'établis comme condition que le périmeétre de la courbe est com-
pletement donué. Dés lors ,

Je suppose {fig. 17) une section coniquc ¢ (ellipse, parabole ou hyperbole,
la construction graphique sera identiquemnent la méme pour l'unc que]couc;mé
de ces courbes ), un point m sur celte courbe et la tangente mren ce point, paf
conséquent la normale et par suite la corde nun' seront connues.

fuo
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Je suppose que je connaisse ou que je construise la tangente m'r au point m'..
(Ce que 'on pourra tounjours faive, car en menant une seconde corde M'M paral-
lele & mm?', les points milicux o et o’ de ces cordes sont sur le diamétre conjugué
de la corde mun/, lequel passe par le point r de concours des deux tangentes mr
et m'r. )

Je prends pour plan horizontal de projection le plan de la courbe et une lignc
de terve /t parallele & la droite mr.

Je fais passer par mr un plan vertical I, ct dans ce plan je trace une droite G
arbitraire , mais passant par lc point n.

On aura dés lors en (G*, G*) les projections de la droite G, et en (m, ) les
projections de son pied m sur le plan horizontal.

Par la corde mm, je fais passer un plan P perpendiculaire & la droite G. Des
lors le cone C qui aura son sommet sur la droite G, et pour hase la courbe ¢, sera
coupé par ce plan P suivant une ellipse ayant son sommet en m et son centre
en o milicu de mn', si ce plan P coupe le plan tangent au cone C el ayant pour
trace horizontale la tangente /', suivant une droite perpendiculaire & mun'.

Donc, si par le point 2’ je meéne une droite pavalléle au plan vertical Y et
perpendiculaive a G, le plan passant par cette droite et par m'r, et dont les traces
sont ( V, H) coupera la droite G au sommet S cherchié.

Effectuant ces constructions, on obtient (8, $*) pour les projections du som-
met S. ,

Maintenant , si par le sommet $ ct par une droite D mende par le point o, dans
le plan P ct paraliclement au plan vertical I, un fait passer un plan Q, ce plan
coupera le cone C suivant deux géndratrices qui couperont la droite D en des
points sommets de l'ellipsc intersection du plan P et du cone C ayant son sommet
en S.

(D, D") sont les projections de la droite D; or sera la trace horizontale du
plau Q; cette trace coupera la courbe ¢ cu K et K'; dés lors $°K’ et $'K scront
les projections horizontales des deux géuératrices d'intersection du cone C par le
plan Q; lesquelles couperont la droite D en deux poiuls @ ¢t o' ayant pour pro-
jections, le premier (a*, a* ), le second (a’™, a). Ainsi les axes de lellipse si-
tuée daus le plan P sont en longueur, A =om, B=o'a"

Donc pour le sommet 1z de cette ellipse le rayon de courburce a pour valeur

B _ (oa)

A one

p=

Si done ( fig. 18) je prends oa = o*@*, puis om ==om (om ct oa €étant perpen-
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diculaires entre eux ), tracant an perpendiculaire & a@m, on aura or. = p. Portant
on sur D' a partir du point ¢', on aura en zp paralléle 4 G* ou perpendiculaire i
D' la projection verticale de la géncrairice extréme Ju cylindre osculateur. Ce
cylindre sera coupé par le plan Lorizontal suivant une cllipse ayant peur axc p
et o'p, ct cetle ellipse sera osculatrice par son sommet au point m de fu courbe ¢

o'p)? . C e .
Son rayon de courhure sera done p' = (ﬁ) , expression fucile a coustruive,

et ¢’ sera le rayon de courbure de la eourbe donnde pour le point .

Si Ton prend pour ligne de terre ({ig. 14) la tangeute mr, les constructions
graphiques sont de beaucoup simplifiges, et Ion voit de suite quil sullit d'exéen-
ter ce qui suil :

Tracer MM’ parallele & muz, unir les milieux o et o' de ces deux cordes, on aura
le diamétre qui, prolongé, coupera la courbe ¢ en K, ¢l wr en s

Tracer mG arbiiraire; da point r shaisser rS perpendiculaive & mG; de S
abaisser $'5* perpendicalaire a mr; joindre les deux poiuts K et 5% par une droite
(qui coupera en «* la droite mende par o parallele a s ;

Par 0, mener o parallele & #S ou perpendicalaire 4 mG; du poiut «* dlever
atc pevpendiculaire 2 oa;

Du poiut 0 comme centve, ramener oa en ob ; tracer mb, ct bd perpendiculaire
amb, on aura od=p.

Puis du point o conume centre ramencr od sur on, et mener up perpendicu-
laire & one; joindre d et p, ¢t mener py perpendiculaire & p; on aura oy = ¢;

Porter p' ou oy de m en ¢, on aura en ¢’ le centre de courbure de la courbe :
pour le point m.

Si le point m était voisin d’'un sommet de ellipse ou de la parabole ou de
Fhyperhole, le diamétre or ferait un angle wres aigu avee la tangente mr, ct des
lors le point r serait a une grande distance.

11 faudrait donc pouvoir obtenir le point §* sans avoir besoiu de connaitre le
point r.

Or, si Yon meéne xy parallele a nan’, et zy pavallele a or; les deux triangles

semblables ziny et mor donnent : mr= _';’2_5;_’1’.1_
Abaissant du point y la droite yU perpendiculaire & mG, les deux triangles
U 'L om
semblables mUy et mS'r dounent : m$* = m——;—;—z’—r De sorte que mS” = - —

On pourra done toujours construire le point §* sans connaiire le point r.
Remarquons que I'on peut donner a mG une direction arbitraire , que par con-
séquent l'on peut , en employant une nouvelle direction mG’, construire le rayon
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de courbure correspondant au poiat m, et que 'on aura dés lors un moyen de
vérification.

On pourrait ainsi construire en employant diverses positions de la droite mG,
le rayon de courbure cherché et prendre la moyenne des longueurs trouvées.

Sous le point de vue graphigue , 1a méthode que je viens d’exposer, quoigqu’elle
soit un pen longue, offre des avantages que ne possédent pas d’'autres méthodes
qui sont trés €légantes et tres simples sous le point de vue géométrique.

Ainsi, la méthode donnée par M. Plucker dans les dnnales de Mathématiques,
publices par M. Gergonne, est d’'une élégance ct d’'uae simplicité remarquables
sous le point de vue géométrique; mais il me sera permis de dire que sous le point
de vue graphique elle ne pourrait étre acceptée.

Et en effet,

La construction de M. Plucker est la suivante :

Etant donnés ( fig. 20 ) une section conique ¢, un point m et la tangente mz,
par suite la normale mn ; tous les cercles tels que C tangent en m a la courbe ¢,
la couperont sous des cordes paralléles & ab; si donc on mene mp paralléle i ab,
le cercle osculateur passera par le point p.

Or, il est facile de voir que cette solution n’est simple que parce que 'on sup-
pose que le périmetre de la courbe ¢ est conuu; car si de cette courbe ¢ on ne
connaissait qu'un certain nombre de points, il faudrait exécuter des constructions
asscz longues pour obtenir les points d'intersection a et b du cercle C et de cette
courbe ¢; et ces constructious seraient plus longues que celles que I'on serait
obligé de faire pour obtenir dans le méme cas le point K intersection de la
droite or avec la courbe ¢ ; attendu que or est un diametre conjugué de la
corde mm/, et que, pour le point K ( a chercher ), on sait que la tangente est pa-
ralléle & mm'. .

Ainsi, toutes lcs constructions exigées pour obtenir définitivement le rayon de
courbure par la méthode que j’ai exposée, ne seraient guére plus longues que celles
qu’il faudrait exécuter en employant la méthode de M. Plucker, si I'on suppose
que 'on ne connait qu'un certain nombre de poiats de la section conique.

Mais en supposant connu le périmétre entier de la section conique, on doit
remarquer que pour les points voisins du sommet aplati d'unc ellipse, la
droite mp coupera sous un angle trés aigu le périmetre de la courbe; dés lors il
y aura indécision sur la position du point p; en outre, 'angle zmp sera irés ap-
prochant de Iangle droit si la différence entre les axes de l'ellipse est considé-
rable, par conséquent le centre du cercle osculateur sera donné par lintersection
de deux droites se conpant sous un angle irés aigu.

Document humérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



{ 3y )

Si I'on opére sur des paraboles ou des hyperholes, on verra de suite qu'a me-
sure que le point m s'éioignera dw sommet, la droite mp teudra i couper la
courbe en un point de plus en plus éloigné, ct sous un augle de plus en plus
aign ; de sorte que la construction proposée est élégante et simple sous le point de
vue géomdirique, mais ne peut étre acceptée comme construction graphique ,
puisque , en Géométric descriptive, il faut construire rigoureusement, et de
plus, pouvoir vérificr par de nouvelles coustructions les résultats graphiques
obtenus; car, en définitive, P'épure tracée par Uingénieur doit servir & construire
sur le terrain, et il faut dés lors que les erreurs forcément commises sur le papier,
en vertu de I'imperfection des outils, ne sotent pas assez grandes poar que, mul-
tipliées par le rapport de I'échelle au metre , on puisse craindre des erveurs graves
lors de I'exécution sur le terrain.

On peut obtenir une solution graphique plus simple que celle que je vieus
d'exposer ci-dessus, au moyen des considérations géométriques suivantes.

Supposons un cdne ayant pour sommet un point 8 : en un point 2 d'une de ses
génératrices G, concevoas la normale N ; par celte normale, faisons passer deux
plans P et P (aisant entre eux un angle arbitraive €; le premier plan coupera le
cone suivant uve courbe A, le second plan suivant une courbe A’; supposons que
l'on connaisse le cercle osculateur C de la courbe A pour le point ..

Cela posé :

Si on regarde le cercle C comme la base d’un cylindre ayant ses géucratrices
paralleles a la droite G, il sera osculateur au cone donné pour le point z; des lovs,
le plan P’ coupera ce cylindre suivant uvue ellipse E ayant un de ses sommets au
point m, et pour l'un de ses demi-axes le rayon du cercle C: il sera facile de
construire l'autre demi-axe. Cette cllipse E sera osculatrice a la courbe A’ au
point m; son rayon de¢ courbure en m sera donc le rayon de courbure de la
courbe A’ pour ce méme point m.

On peut facilement appliquer ce qui précéde au probleme proposé. En eflet,
la section conique F étant connue par plusieurs points ou par son tracé, la tan-
gente T et par suite la normale N en un de ses points élant aussi connues, on
construira dans un plan passant par Ia normale N (et faisant avec le plan de la
section conique F un angle arbitraire €), un cercle C ayant pour diamdtre la
portion de la normale N interceptée comme corde par la section conique F.

Deux courbes du second degré qui ont une corde commune sont toujours si-
tuées sur deux cones, dont les sommets sont faciles & déterminer: en effet, par
un point @ de N on ménera deux tangentes T et T' & la courbe F, les points de
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contact étant désignés par ¢ et ¢; par le méme point @ on menera deux tan-
gentes T, et T’, au cercle C, les points de contact étant désigués par ¢, et ¢,

Les quatre points ¢, ¢/, ¢,, ¢',, scront unis deux a deux par quatre droites (7, £,),
(¢, £,), quise couperont en un point §; (¢, ¢,), (#, ¢',) qui se conperont en un
point §'. Les deux points S et 8 seront les sommets des deux coues.

D’apres ce qui préeede, si I'on regarde lc cercle C comme la base d’un eylindre Y
ayant ses génératrices parall¢les 2 la droite (8, m), ce cylindre sera coupé parle plan
dela scction conique F suivant une ellipse E osculatrice de la courhe F au point m.

On pourra aussi regarder le cercle C comme la base d’un cylindre Y, ayant ses
génératrices paralléles & la droite (8, m ), lequel sera coupé par le plan de la
section conique F suivant une cllipse £ ; mais comme les deux ellipses E et B an-
ront un de lears sommets au point m, et un axe commun égal au diametre du
cercle C, et comme le rayon de courbure F au point m sera celm deEoudeE,1l
sensuil gue les deux ellipses L ¢t E' sc confondront en une seule ct méme courbe.

Ce qui précede permet d’énoncer le théoréme suivant :

Si l'on a dewx droites ab, ¢d (fig. 18 bis ) , se coupant en un point m, tel que
Pon ait me = dm; si Pon méne les droites ac, bd, se coupant en S ; be, ad se
coupant en §' ; si par les points c et d on méne ¢g, dg’ p(zmllc‘lcs aSm; ch, db',
paralléles & S'm; ces quatre droites viendront se couper deuzx a deusx en les points
p et q situds sur la droite ab.

La construction graphique du rayon de courbure de la section conique don-
née ¥, se véduira & ce qui suit (en considérant la tangente comme ligne de terre):

Ayant la tangente m¢ au point m de la courbe F (fig. 19 bis ), on méneva deux
tangentes np et 7'p’ a la courbe F perpendiculaires 2 la droite mz. Par le pointm
on menera une droite arbitraire sur laquelle on prendra deux points ¢ et ¢* éga-
lement distans du point m, et tels que ¢¢’ sera égal a la partie de la normale mun'
1aterceptée par la courbe F.

Les droites pg, p'y, se couperont en S; on ménera les droites gg et ¢'g’ paral-
léles & la droite Sm, lesquelles couperont la tangente mt en les points r et #';
Tellipse E osculatrice de F en m aura pour ses demi-axes mg et mr; donc le rayon

LY
; , mr
de courbure en m de F sera donné par p— — (*).
”m

(*) Cette construclion pourra permetire de reconnaitre graphiquement si deux sections co-
niques en contact par un point sont ou non osculatrices en ce point.

CGette construction permet de tracer autant de sections coniques que 'on voudra, osculatrices
en un point d'une scetion conique donnée ; car I'on sait tracer une section conique satisfaisant
aux conditions d’¢tre tangentes & trois droites, et de passer par deux points,
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Construction du rayon de courbure en un point dune courbe dont U'équation
est inconnue.

Ce probléme a été résolu de plusieurs maniéres. M. Bergery en a donné une
solution au moyen d'une courbe d’erreur; dans le Bulletin de la Sociéié philo-
matique , 'ai aussi proposé une solution par les surfaces gauches.

Ce qui préctde permet d'obtenir une solution de ce probléme, en employant
une surface développable.

En effet :

Soit tracée une courbe plane A ; soient donnés un point m de cette courbe et sa
tangente, et par suite sa normale N au poiat m. Par la droite N on fera passer un
plan P faisant avee le plan de la courbe A un angle arbitraire €; dans le plan P
on construira un cercle C ayant son centre en un point arbitraire a de la droite N,
et pour rayon la droite an.

Des divers points b, &', ", etc., de la droite N, on ménera des tangentes au
cercle Cetala courbe A, et I'on unira lcs points de contact homologues par des
droites B, B', B", ctc., qui formeront les génératrices d’une surface dévelop-
pable D. On projettera ces diverses génératrices sur le plan Q vertical et ayant
pour trace sur le plan dela courbe A la tangente en m de cette courbe, et leurs
projections détermineront, par leurs intersections successives, un polygone au-
quel on inscrira une courbe J' qui sera la projection approximative de 'aréte de
rebroussement de la surface D. Dés lors, ayant mend par le point m une tan-
gente T a la courbe &, le cylindre Y ayant pour base le cercle C et ses génératrices
paralicles a la droite T, qui cst une des génératrices de la surface développable D,
sera osculateur & la surface développable D au point m. Ce cylindre Y sera done
coupé par le plan de la courbe A suivant une ellipse osculatrice, par I'un de ses
sommets, au point m de la courbe A,

La construction graphique sera donc la suivante (en considérant la tangente
comme ligne de terre ) :

Soit donnée une courbe A ( fig. 20 bis ), dont I'équation est inconnue; mais
on connait sa tangente mt pour le point ., et par suite sa normale N pour ce
méme point .

Dun point o arbitrairement situé sur N, et avec un rayon om, on décrira le
cercle C tangent en m & la courbe A.

Des points a, b, etc., arbitrairement pris sur N, on ménera des tangentes au
cercle Cet ala courbe A,

Des points de contact p, ¢, elc., sur le cercle, et des points de contact p/,

5
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¢, etc., surla courbe A, on abaissera des perpendiculaires sur la tangente me.

Par le point m, on ménera une droite arbitraire mR sur laquelle on raménera
du point i comme centre au moyen d’arcs de cercle les pieds r, S, ete., des
perpendiculaires abaissées sur mt des points p, ¢, etc.

Oun joindra les points U, 7' —V, 8’ —etc., par des droites qui formeront an
polygone auquel on inscriva une courbe J. Du point  on menera mg tangent
a d', et sur Ja droite mR prenant mR = mR’'=om, ou ménera par R ct K’ des
paralléles & la tangente mg, lesquelles couperont mt en & et ¥.

Le rayon de courbure en m de la courbe A sera :

—_— E“
— mlk”

On doit remarquer que puisque I'on peut prendre la dircction de mli arbitraire,
on pourra, pour plusicurs directions différentes données a mlt, caleuler le rayon
de courbure; et comme il y aura, vu imperfection des instrumens, vu aussi que
'on aura toujours une indécision, quoique faible, sur la position des points
de contact p/, ¢/, etc.; comme, disje, il y aura dés lors toujours nunc
erreur sur la longueur de ¢ pour chacune des directious de mR, on pourra
prendre la moyenne eutre les longueurs différentes obteuucs pour ¢ ct obteuir
ainsi une valear, trés approximative et suflisante dans la pratique, du rayon de
courbure de la courbe A.

En examinant de plus pres les constructions précédentes, on pourrait obtenir
quelques théorémes nouveaux; je me proposc de revenir plas tard sur ce sujet.

Précédemment , nous avons supposé que la normale N au point m de la section
conique donnde coupail cette courbe en deux poinls, ¢t tout ce que nous avons
dit, lorsque cette coudition ctait satisfaitc, ue peut sappliquer & Uhyperbole
quantant que les deux points d’interseclion soat sitnds sur une méme branche
de la courbe; car, §'1l en était autrement, le cercle construit sav la corde D et la sec-
tion conique donuée ne pourraient étre enveloppés par uue méme surface conique.

Decux cas peuvent se présenter :

v*. La normale N peut couper en deux points Pellipse, la parabole, ou une
des branches de Phyperbole.

2°. La normale N peut ne couper qu'en nn point la parabole, ou une des
branches de 'hyperbole. .

Dans le premier cas ,on pourra employer la construction indiqude précédemment;
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mais on pourra, si Fon veut, remplacer le cercle par une ellipse arbitraire E ayant
son sommet en 1, ¢t pour axe la corde D, et le plan R de cette ellipse pourra
faire avec le plan de la courbe donnce un angle arbitraire.
On connaitra le rayon de courbure p de cette cllipse E, pour le sommet m,
car ses axes scront 2b et D, ct l'on aura:

P =g

Maintcnant, si dans le plan It on trace un cercle € ayant son centre au centre
de courbure de lellipse E pour lc point m, ct ayant son rayon == p; si 'on cons-
truit les sommets ¥, 37, des deux cones enveloppant la section conique donnde et
Vellipse E; si Pon trace les deux droifes my, my”; si on considére le cercle C
comme la base de deux cylindres dont les générairices seront respectivement pa-
ralléles aux droites iy, my’; ces deux cylindres se couperont suivant une cllipse ¢,
dont l¢ plan ne sera autre que celui de la section conique donnde, et laquelle sera
usculatrice par son sommet au point m de la section conique dounde.

1l sera facile de construire graphiquement, au moyen de la Geomecirie descrip-
tive, les axes de cetie ellipse e, et par suite la longueur de son rayon de cour-
bure (" pour son sommet 2, et le rayon p’ sera le rayon de courbure demandé,
pour le point m de la section conique donnée.

Remarquons que si I'on suppose que Pellipse E est la base commune de deux
cylindres dont les géndratrices seront respectivement paralléles aux droites my,
my’, ces deux cylindres se couperont suivant unc ellipse B, ayant son sommet
en m, et laquelle sera dans le plan de la scction conique donnée, ct osculatrice
¢n /& cette section conique.

Remarquons que :

Le plan R peut faire des angles différens avec le plan de la section conique; que
Yellipse E peut varier, I'un de ses axes 25 varviant (car 'axe D qui est la partic
de la normale N interceptée par la section conique ne peut varicr); et que l'on
obtiendra toujours la méme ellipse B.

Daus le deuxiéme cas , on tracera dans le plan R arbitraive , mais passaut par
la normale N, unc parabolc P ayant son sommet au point m de la section conique
donnée. On counailra le rayon de courbure ¢ pour le sommet m de cette parabole
( dont le paramétre sera toutefois arbitraire ). Mais celte parabole devra ¢étre
située du méme coté que la branche de la section conique proposce , par rapport
au plan passant par les tangentes menées au point iz (soit a la courbe P, soit 4 la
section conique dounnée ).

5..
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Car ce n'est qu'autant que cette condition est satisfaite, comme on le sait, que
la parabole P et la section conique donnéde pourront étre enveloppées par deux
cones.

Tout ce qui a été dit précédemment, en employant ane ellipse E, se reproduira
dans le cas ol P'on est obligé d’employer une parabole.

Je passe maintenant aux surfaces du second ordre, et je me propose la solution
du probléme suivant :

Etant donnés une surface du second ordre S, un point m de cette surface, le
plan tangent T en ce point, et la normale N ; construire les rayons de courbure
maximum et minimum de la surface S et la direction des lignes de courbure se
croisant au point m.

Pour mieux fixer les idées, supposons d’abord que la surface S est un ellip-
soide & trois axes; nous discuterons ensuite, avec plus de facilité, le probleme
dans tous les cas qui pcuvent se présenter.

La normale N percera toujours la surface en un second point 2/, et je désigne
par D 1a longueur de la partie de la normale interceptée par la surface.

Au point m’, concevons un plan tangent T’, et dans ce plan une droite V' passant
par le point i’ et dirigée perpendiculairement & la normale N.

Par les deux droites V' et N, concevons un plan R, lequel coupera le plan tan-
gent T suivant une droite V parallele 2 V'. '

Puis, dans le plan R et du point 0 milieu de la corde D comme centre et avec un
rayon = 4D, décrivons un cercle C.

Maintenant, si par la normale N je fais passer une suite de plans, chacun d’eux
coupera la surface S suivant une ellipse E et le plan T suivant une droite £, tan-
gente en m 4 la courbe E.

Les deux courbes E et C ayant une corde commune D, pourront étre envelop-
pées par deux cdnes; de sorte que nous pourrons considérer la courbe E comme
une section conique donnée, dont on voudrait calculer le rayon de courhure pour
le point m.

Et Y'on appliquera la méthode indiquée précédemment. Ainsi: on ménera ala
courbe E deux tangentes p et p’ perpendiculaires a la droite ¢, lesquelles coupe-
ront cette droite £ en deux points x et x'; on ménera au cercle C deux tangentes
perpendiculaires au plan T, lesquelles couperont ce plan en deux points a et o’
(ces deux points @ ct @’ seront hxee, lorsquel'on considércra une autre section E/
faite dans la surface S ).

Joignant g et x, a’ et 2/, les deux droites concourront cn un point ¥ ; joi-
guant m ety par une droite, et menaunt par le point @ une paralléle 3 y, elle
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viendra couper la droite £ en un point r, et dés lors le rayon de courbure de Ia
section E pour le point m sera:

D’'apres cette construction oun voit:

t°. Que si l'on suppose un cylindre tangent a la surface S et ayant ses généra-
trices paralltles & la normale N, ce cylindre sera coupé par le plan T suivant
une ellipse ¢, dont le centre ne sera pas au point m ( mais ce point m sera toujours
situé dans Uintérieur de Pellipse ¢ ).

2°. Quesi de ce point 2 on mene dans le plan T une suite de droites telles
que ¢, elles coupcront l'ellipse ¢ en des points tels que x et x'; et qu'en unissant
ces points x et x' avec les points fixes @ et @', et achevant la construction indiquée
ci-dessus , on obtiendra une suite de points tels que r, lesquels formeront une
courbe dont le centre sera évidemment en 7.

La courbe licu des points rest ( dans ce cas ) une ellipse, et cette courbe n'est
autre que Vindicatrice, dont les proprictés ont été démontrées pour la premiére
fois par M. Charles Dupin, dans ses Développemens de Gdéométrie. Plus loin, je
montrerai comment on peut arriver a Péquation de la courbe lieu des points r.
Mais démontrons qu'en effet elle est I'indicatrice pour le point m de la surface S.

Supposons que l'on ait construit pour le point m I'ellipsoide 8 osculateur en
ce point par son sommet a la surface S, et supposons que son demi-axe dirigé
suivant la normale N est = 1 D.

Chacun des divers plans passant par la normale N, coupera la surface S suivant
une courhe E, et la surface osculatrice suivant une courbe B. Les courbes E et B
seront osculatrices en .

Or, le rayon de courbure de la courbe B pour le point m est, comme on sait
( en désignant ce rayon par ¢/, et en désignant par d le demi-axc de Vellipse B,
perpendiculaire a D),

a

D"

R

¢

f:—-"‘

2l

Et'on sait que les axes tels que 2d sont les divers diamétres de U'cllipse princi-
pale ( de la surface ') dont le plan est perpendiculaire 2 D. Ainsi, les divers
rayons vecteurs mr de la courbe licu des points r sont égaux aux droites telles
que d. Ainsi, la courbe lieu des points r n’est auire que la projection sur le
plan T de la section principale ( de la surface 8’ ) dont les demm-axes sont
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\/ f R et ‘/123 .R’, en désignant par R ct R’ les rayons de courbare maximum

et minimum de la surface S pour le point m.

Remarquons que jusqua présent lindicatrice ne pouvait éfre constrnite
qu'autant que lon connaissait les rayons de courbure maximum et minimum de
la surface S, ct la direction des lignes de courbure se croisant au point m, tandis
que je parviens i construire graphiquement les divers points r de Vindicatrice, et
directement ; de sorte que sij’en construis les axes, jaurai la direction des lignes
de courbure et lalongueur des rayons de courbure maxinuun et minimum pour le
point m de la surface S.

Aiusi, I'on pourra maistenant construire graphiquement (en employant conime
outil la Géométrie descriptive ) la longueur des rayons de courbure maximum et
minimum d'une ellipsoide a trois axes, et la direction de ses lignes de courbure,
pour 'nn quelconque de ses points, pourvu que Pon connaisse seulement la nor-
male en ce point.

D'apres ce qui précede, on peut énoncer le théoréme suivant, dont la solu-
tion n'a été appuyéc que sur les propriétcs suivantes :

1°. Valeur du rayon de courbure au sommet d’une eliipse ;

2° Par deux sections coniques qui ont une corde commuune, on peut faire
passer deux cones;

39, Le cylindre qui a pour base le cercle osculateur en un point m d’une section
plane d'un cone, et ses génératrices paralltles & la génératrice du coOne passant
au point m, est osculateur au cone tout autour du point m.

THEOREME.

Etant donnés une surface du second ordre 8 (ellipsoide 2 trois axes), un point m
de cette surface et la normale N en ce point, laquelle coupera la surface S en un
second point m' ; construisant les plans tangens T en m, et T en m'; tracant
dans le plan T’ une droite V' perpendiculaire ¢ la normale N; faisant passer
par les droites V' et N un plan R ; tragant dans le plan R et sur la corde mm’
comme diamétre un cercle G; si par la normale N on fait passer un plan arbi-
traire Q coupant la surface S suivant une section conique ( cllipse ) E, les deux
courbes E et G seront situées sur deux cones dont les sommets y et y' seront sur
la droite intersection des dewx plans tangens T et T’ ; si Uon regarde le cercle C
comme la base commune de deux cylindres W et W' ayant leurs génératrices res-
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pectivement paralléles aux droites my et my’, ces deux cylindres se couperont
suivant une section conique | cllipse ) & , dont le plan ne sera autre que le plan Q,
et cette section conique € sera la section Jaite par le plan Q , dans la surface du
seconcl ordre §' (ellipsoide & lrois axcs ) osculatrice & la surface S par Uun de ses
sommets et au point m. Cette surface osculatrice 8 aura lun de ses axes égal
a mm’, ses autres axes élant Y mm’.R et «‘mw’.R' (R et R étant les rayons
de courbure maximum et minimum de la surface S pour le point m ).

Examinons maintenant ce qui doit arriver, en considéraut les diverses autres
surfaces du second ordre.

La normale N peut se comporter de deux manicres diflérenles par rapport i la
surface.

1°. La normale N peut couper la surface composée d’'une nappe ou une méme
nappe de la surface (lorsqu'elle est composée de deux nappes ) en deux points.

2°. La normale N peut ne couper la surface ou une méme nappe de la surlace
qu’er: un point.

Et lc premier et le decuxiéme cas doivent étre,, chacan, sépards en deux.

19. Lorsqu'an point considéré sur la surface les rayons de courbure sont dirigds
dans l¢e méwe sens,

2°. Lorsquau point considéré sur la surface les rayons de courbure sont dirigés
N Sens OPposEs.

La courbe de contact d’'un cylindre ct d'une surface du second ordre st lou-
jours plane; elle est toujours une scction conique.

Si T'on projctic orthogonalement cette conrbe de contact sur le plan T tangent
enom, ayant eu soin de prendre les génératrices du cylindve cuveloppe, parvalléles
4 la normale N au point i de la surtace du second ovdre, sa projection ¢ sera une
cllipse, ou une parabole, ou une hyperbole, ct le point m sera toujours situé
dans Pintérieur de 'ellipse, de la parabole, ¢t dune des branches de Phyperbole
ou enire les deux hranches de I'hyperbole.

Si ou suppose que par le poiut 2 on méne une suite de droites telles que ¢ cou-
pant la scetion conique e en des points 1els que & et &', ¢t gue par le point m on
mene une droite arhitraire sur laguelle on prenne deux poinls arbitvaires ¢ ct o,
mais également distans du point 75 en eflectaant Ia consiruction indiquée préce-
demment, on trouvera des points tels que r, ¢t en cherchant par l'unalyse ulgé-
brique appiiquée a la Géométrie, I'équation de la courbe lieu des points r, on
trouvera que cette courbe est une ellipse lorsque la courbe ¢ cst une ellipse ou
unc parahole, et lorsque le point m est dans lintéricur d'une des branches de
Fhyperbole ¢; ct quelle est une Zyperbole lorsque Ja courbe e cst une Liyper-
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bole (*), mais que le point m se trouve situé entre les deux branches de la
courbe e,
Cela posé :
Examinons les diverses espéces de surfaces du second ordre.
1°. La surface S ayant ses rayons de courbure dirigés dans le méme sens , et
la normale N coupant la surface ou une de ses nappes en deux points.

( £llipsoide , paraboloide elliptique, hyperboloide & deux nappes. )

La construction indiquée pour l'cllipsoide a trois axes s'appliquera ici identi-
quement ; mais on pourra substituer au cercle G une ellipse arbitraire G ayant
pour axe la partie D interceptée sur la normale par la surface S et dont le plan R
coupera les deux plans tangens T et T’ suivant deux paralléles.

(*j Suivant la nature de la surface du second degré ct de la direction de la normale N, il
ue sera pas toujours possible de construire un cylindre paralltle a la droite N et tangent 4 Ja
surface donnée; dés lors il paraitrait que 'cn ne pourra pas dans tous les cas connaitre la na-
ture de la courbe licu des points r.

Mais si I’on prend un point arbitraire sur un diametre X paralléle &4 la normale N, ou
pourra toujours le regarder comme le sommet d’un cdne tangent & la surface donnée, ¢t quelle
que soit la position du point sur la droite X, le plan de la courbe de contact sera toujours un
plan conjugué de la droite X ; quel que soit done le point pris sur X, toutes les courbes de
contact seront paralléles; par conséquent, en supposant le point situé a Vinfui sur X, et,
ce qui revient au méme, sur N, lors méme que pour cette position particulitre du point la
courbe de contact nexisterait pas, ou plutdt se trouverait située & linfini, elle n’en sera pas
moins de méine nature gue celles obtennes en prenant des points sitnés i distance finje sur X.

Ainsi, lorsque la courbe de contact d’un céne ayant son sommet sur un point situé sur X ,
sera une ellipse ou une parabole, la courbe lieu des points r sera une ellipse ; si la courbe de
contact est une hyperbole, la courbe lieu des points rsera une Iy perbole.

11 faut cncore remarquer que la courbe lieu des points r peut étre déterminée sans avoir be~
soin de connaitre sur le plan T la projection orthogonale dcla courbe de contact de la surface S
¢t du cylindre paralltle & la normale N. Car il suffit de conuaitre sur le plan T la position des
sommets y, 7', des deux cdnes enveloppant la section faite dans la surface S par le plan Q et la
courbe tracée dansle plan R. Or, on peut déterminer la position de ces sommets, que la courbe
de contact du cylindre et de la surface existe ou n’existe pas; on voit donc que cette courbe
de contact n’est point nécessaire pour constrnire la courbe lieu des points r, mais ue la nature
de cette courbe de contact sert & reconnaitre la natare de la courbe lieu des points ».

La recherche de Péquation algébrique de la courbe licu des points r est teés longue ; en em-
ployant la métliode des projections, ou en d’autres termes, la Géométrie descriptive, comme
méthode de recherche, on parvient trés promptement & démontrer la nature géométrigue de
=ette courbe.
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Des lors les cylindres ayant G pour base commune et leurs génératrices paral-
leles respectivement aux divers couples de droites telles que my et my”, se cou-
peront toujours suivant une ellipse qui sera située dés lors sur un cllipsoide os-
culateur par son sommet au point m de la surface S, et dont I'un des axes sera
égal 4 D,

Car, dans ce cas, P'indicatrice sera une ellipse, parce que le cylindre dont les
génératrices seront paralléles a la normale N, et lequel enveloppera la surface S,
aura (en vertu de la constitulion géométrique des trois surfaces en discussion )
pour courbe de contact avee la surface S une ellipse ou une parabole, et jamais
une hyperbole.

Si au contraire on considére le cercle osculateur en m i Tellipsoide G comme
la base de deux cylindres dont les génératrices seront respectivement paralléles
aux divers couples de droites, tclles que my et my”, ces deux cylindres se cou-
peront suivant une ellipse située sur un autre ellipsoide osculateur par son som-
met au point m de la surface S et dont 'un des axes sera dirigé suivant la nor-
male N et égal & 2¢, ou le diamétre du cercle osculateur de la courbe G pour le
point m.

2°. La surface S ayant ses rayons de courbure dirigcs dans le méme sens , et
la normale N coupant la surface ou une de ses nappes en un scul point.

( Paraboloide elliptique, kyperboloide a dewx nappes. )

Dans ce cas, on fera passer par la normale N un plan arbitraire I, dans lequel
on tracera une parabole P d’un parameétre arbitraire, mais ayant son sommet cn m
et la normale N pour axe.

Et suivant que l'on considérera les cylindres ayant la parabole P, ou le cercle
osculatcur en m de cette parabole, pour base commune, on obtiendra un parabo-
loide elliptique ou un ellipsoide osculatears par leur sommet  la surface S et au
point m.

Car Vindicatrice scra toujowrs unc ellipse , parce que le cylindre paralléle a la
normale N touchera la surface S suivant une ellipse ou une parabole, et jamais
sutvant une /iyperbole, en vertu de la position quaffecte la normale N par rapport
aux surfaces en discussion.

3°. La surface S ayant ses rayons de courbure dirigés en sens opposés, et la
normale N ne la coupant qi’en un seul point.

( Paraboloide hyperbolique , hy perboloide & une nappe. )

Dans ce cas, on fera passer par la normale N un plan arbitraire R dans lequel
6
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on tracera une parabole P d’'un parameétre arbitraire, mais ayant son sommet
en m, et pour axe la normale N.

Et l'on optrera comme précédemment.

Mais il faut.remarquer que les diverses sections faites dans la surface S par les
divers plans Q ( lesquels passent par la normale N) doivent étre situées avec la
parabole P d’'un méme coté du plan tangent T, pour que chacune de ces sections
et la parabole P puissent étre enveloppées par deux cones.

Or, comme les rayons de courbure sont dirigés en sens opposds, on voit que
certains plans Q couperont la surface S suivant des sections tournées dans un sens
par rapport au plan T, et certains autres suivant des sections tournées en sens op-
posé par rapport 2 ce méme plan T.

On devra donc, dans ce cas, employer deux pavaboles P et P tournées en sens
opposés et ayant le point m pour sommet commuun, et la normale N pour axe
commun. ( Du reste , les paraboles seront situées dans un méme plan R ou dans
des plans différens. )

Chacune des paraboles P et P’ conduira A coustraire les diverses sections pa-
raboliques d'un demi-paraboloide hyperbolique osculateur par son sommet 2 la
surface S et au poial m.

Car lindicatrice sera une hyperhole, parce que le cylindre paralléle & la nor~
male N a pour courbe de contact une hyperbole, cn vertu de la position que la
normale N affecte par rapport aux deux surfaces employées.

Et en considérant les cercles osculatears des paraboles P et P/, on sera conduit a
trouver les sections elliptiques des deux demi-hyperholoides & une nappe situés
Tun d’nn c6té, Vautre de Vautre coté du plan tangent T, et ces deux hyperbo-
loides seront tournés en sens inverses , de sorte qu'un plan passant par la nor-
male N coupera le premier suivant une ellipse, et le second suivant une hyper-
bole, et vice versd.

Le plan tangent T coupe la surface S suivant deux géndratrices droites A et A’,
qui font entre elles deux angles supplémens l'un de Vautre, ¢ ct ¢'.

En considérant le cercle osculateur & la parabole P, on construira les divers
points r situés sur une hyperbole e ayant pour asymptotes les droites A et A’, et
cette courbe ¢ sera’ dans l'angle v.

En considérant le cercle osculateur & la parabole P, on construira les divers
points 7 situés sur une hyperbolc ¢’ ayant aussi pour asymptotes les droites A
et A’; mais elle sera située dans I'angle’¢v'.

Nous avons.yu qu’en Lonsulerant successivement les paraboles P et P/ comme
bases communes des cylindres, les intersections de ces cylindres donnaient les
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sections paraboliques de deux demi-paraboloides hyperboliques osculateurs.
Pour que ces deux demi-paraboloides apparticonent 2 un méme paraboloide ,
il faudra que les hyperboles e et ¢’ soient conjuguédes I'une & Vautre, c'est-a-dive
que l'axe réel de la courbe ¢ soit 'axe imaginaire de la courbe ¢’ ez vice versd.
4°. La surface S ayant ses rayons dirigés en sens opposés, et la normale N
coupant la surface en dewsx points.

( Hyperboloide a une nappe. )

Dans ce cas, le plan Q passant par la normale N, coupera suivant sa direction
la surface S suivant des courbes dirigées en sens opposé par rapport au plan tan-
gent T mené au pointm.

Les sections seront ou des ellipses ou des hyperboles.

Lorsqu’clles seront des ellipses , on emploiera une ellipse arbitraire E cons-
truite dans un plan R coupant les deux plans tangens T et T suivant des paral-
leles, et cette ellipse aura pour axe la partie D de la normale interceplée par la
surface S.

Lorsqu’elles seront des Zyperboles, on emploiera une hyperhole B arbitraire
construite sur D comme axe réel.

On obtiendra, en considérant Yellipse E comme la base commune de deux cy-
lindres , les sections elliptiques d’'un demi-hyperboloide & une nappe, osculateur
en m.

On obtiendra, en considérant hyperbole B comme la base commune de deux
cylindres , les sections hyperboliques d’un autre demi-hyperboloide a une nappe,
et aussi osculateur cn m.

Pour que ces deux demi-hyperboloides appartiennent a la méme surface, il
faudra quec les courbes L et /', lieu des points r, soient des hyperboles conjnguées.

En considérant les cercles osculateurs des conrbes E et B, on est conduit aux
seclions elliptiques de deux hyperboloides tournés en sens opposés et situés de
cHié différent par rapport au plan TF.

L'indicatrice est tonjours dans ce cas une hyperbole.

Je ue suis point eniré dans les détails de démonstration pour les divers cas,
parce que d’aprés tout ce que j’ai dit touchant l'ellipsoide a trois axes, il est facile
de reconnaitre l'ecxistence des diverses propriétés que j’ai énoncées pour les di-
verses surfaces successivement examinées.

On voit que 'on peut , au moyen de la Géomeétric descriptive , par des méthodes
graphiques simples, par les interscctions successives de couple de deux c"y'lindrcs
qui ont tous pour base commune une section conique donnde, déterminer les

6 .
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surfaces du second ordre osculatrices par leur sommet en un point quelconque
d'utie surface du second ordre.

On peut généraliser tout ce qui précéde en supposant que par le point mde la
surface S passe une droite arbitraire M, et non une normale N. Dés lors, par des
considérations analogues 2 cclles employées précédemment, on arrivera & cons-
truire, pour ainsi dire de foutes piéces, des surfaces du second ordre osculatrices
au point m de la surface proposée.

Je me propose de revenir, dans un autre Mémoire, sur les diverses propriétés
des surfaces osculatrices du second ordre, auxquelles la méthode nouvelle que je
viens d’employer doit nécessairement conduire.

Sil'on parvenait & démontrer par la Géométrie pure le théoreme suivant :

Etant données trois sections normales C,C', U, dune surface quelconque S, en
un point m de cette surface; construisant trois sections coniques e, €', c", oscu~
latrices au point m de ces trois courbes C, €, C", (et cétablissant pour condition
que les trois courbes auront leur somnet en m et pour axe commun une portion D
de la normale N au point m de la surface S ), on aura une surface die second
ordre §' déterminée par les trois courbes ¢, €, €', laquelle aura powr un de ses
axes la droite D. Faisant passer par la normale N un plan sécant arbitraire, le-
quel coupera la surface S suivant une courbe C" et la surface S' suivant unc sec-
tion conique €, les courbes C" et ¢" seront osculatrices au point m; et par suite,
si Uon considére les deux courbes C' et G comme les directrices courbes d'une
surface développable B, le cylindre qui aura pour base la section conique €”, et
qui sera asculateur @ la surface S tout autour du point m , sera coupé par le plan
de la courbe C" suivant une section conique qui ne serait autre que e".

Et I'on déduirait encore comme corollaire le théoréme suivant :

Etant donnée une surfuce développable ; une section plane C de cette surface ;
la géncratrice G de la surface développable passant par un point m de la courbe C;
le cylindre qui a pour base le cercle osculateur de la courbe au point m ct dont les
genératrices sont paralléles a la droite G, est osculateur a la surface développable
lout autour du point m.

Ou pourrait établir toute la théoric des courbures des surfaces sur de simples
considérations géométriques, et en employaut comme outil ou méthode de re-
cherche, non V' dnalyse, mais la Géométrie descriptive (*).

S9] To_ut ce qui cstrelatif  la construction des rayons de courhure mazimum et minimum
d’une suvface du second ordre ct i la théorie des courbures dJes surfaces a 6té rédigé depuis la
lecture de ce Mémoire a la Société Philomatique.
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Or, voici une démonstration géométrique du théoréme énoncé.

1l est évident que lorsque deux cylindres ont leurs génératrices paralleles, et
pour base deux courbes osculatrices en un point , ils sont osculatenrs 'un & I'autre
tout le long de la génératrice de contact.

Cela posé :

Si par le point 7 on méne une droite arhitraire D, et que 'on prenne sur cette
droite des points également distans entre eux p, p', p", p*, ete., parlesquels on
fasse passer respectivement des plans paralléles P, P/, P", P, etc.

Si par le point 7z on fait passer une suite de plans normaux R, R/, R”, R”, etc.,
faisant entre eux des angles €gaux et coupant respectivement la surface courbe
donnéc suivant des courbes G, €/, C”, C”, etc.

Si I'on projette ces courbes par des droites paralléles & la droite D, savoir : Csur
le plan P eu la courbe C,, €' surle plan P’ en la courbe C’,, cte.

Si I'on projette de la méme maniére les sections faites dans la surface du second
ordre osculatrice en m, par les plans R, R’, R", etc. , savoir : asurle plan P en a,,
&' sur le plan P/ en a', ete.

S1 ensuite ou fait tourner dans les plans P, P’, P", etc. , et autour des points p/,
Py ete., les courbes €'\ et @', , C", et a”,, etc., les premiéres d’'un angle a, les

secondes d'un angle 2a, ctc. (*).

(*) 11 faut employer une méthode de transformation { pour passer de la surface proposée ct
de son osculatrice aux surfaces M et M’ ), telle que Ia surface transformée reste géométrique,
la surface proposée ctant elic~-méme une surface géometrique. Cest pour cela que j'ai pris des
points également distans sur la droite D pour y transporter les projectious des sections faites par
les plans R, R/, R, etc.

Mais on peut opdrer autrement ¢

On peut supposer que par la normale N au point 7 de la surface donnée, passe un plan
fixe F et qu’un plan normal R coupaut la surface proposée suivant une courbe G, fasse avec
le plan F un angle &

Sur la droite D passant par le point m, on prendra un point fixe p, et par ce point on ménera
un plan fixe £ perpendiculaire & D.

Cela posé : on pourra prendre sur D un point p’ tel que sa distance au point p soit unc fonc-
tion de P'angle & et projeter sur le plan P’ paralltle au plan £, et passant par le point p', la
courhe G en la courbe C,.

Puis faire tourner la courbe C, autour de la droite D et dans le plan P d’un angle « qui sera
une nouvelle fonction de 4.

Dés lors , la surface lieu des courbes C, sera une surface géométrigue.
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En leurs nouvelles positions , les courbes C,, C';, ¢, etc., eta,, o', a’,, etc.,
formeront deux surfaces M et M/, ayant une génératrice droite commune D, et
un élément gauche commun suivant la génératrice D.

Si 'on suppose enfin que les courbes C et a, C' et &', C' et 4", sont oscula-
trices, les courbes C, et a,, C', et a’,, €, et a”,, seront aussi osculatrices en leurs
nouvelles positions.

Si donc on construit en p, p' et p", les plans tangens T, T’, T", ils couperont
les surfaces M et M’ en des courbes N et N, tangentes en p, N et N', tangentes
en p’, N” et N,, tangentes en p”, parce quil y a un contact du second ordre entre
les courbes C, et a,, C', et &',, C", et a&’,.

Les tangentes z, ¢’ et ¢, & ces courbes de sections, aux points p, p’ et p” déter-
mineront un hyperboloide 4 une nappe osculateur en méme temps aux surfaces M
et M’ et tout le long de la génératrice D (*) ; les deux surfaces M et M’ sout donc
osculatrices P'une i Pautre tout le long de la droite D ; donc, etc.

(*) Les deux surfaces M et M’ sont tangentes 'une 4 I'autre tout le long de la génératrice D
( en vertu de la construction employée pour obtenir ces deux surfaces ).

Les trois plans tangens T, T’ et T", couperont la surface M suivant trois courbes B, B, B”,
ayant pour tangentes les droites ¢, ¢, ¢, lesquelles scront les directrices d’un hyperboloide U
osculateur de la surface M tout le long de la droite D. Les trois plans tangens T, T', T", cou-
peront aussi la surface M’ suivant trois courbes A, A’, A", ayant pour tangeutes les droites 9,
&, 8", lesquelles seront les directrices de Uhyperboloide U’ osculateur de la surface M’ tout le
long de la droite D. Les plans P, P’, P*, coupent les surfaces M et M’ snivant des courbes G, ct
a, C,etd’, C" eta", quisont osculatrices eutre elles aux points p, p’, p”; mais ccs mémes
plaus couperont I'hyperboloide U suivant trois courbes b, o', 5", osculatrices des courbes C,,
¢, C",, ct couperont aussi I'hyperboloide U’ suivant trois courbes d, d’, d”, osculatrices des
courbes @, , o', a”,. Par conséquent les courbes b et d, U et d°, 47 et d", seront osculatrices
entre elles aux points p, p’, p'.

Et comwme 'hyperboloide U ou U’ peut étre considéré comme cngendré par une droite qui
se meut en s'appuyant sur les trois courbes &, 4, 0", ou d, d', d”, il s’ensuit que les deux
hyperboloides U et U” auront trois génératrices droites successives et infiniment voisines, com-
munes ; et ue des fors ils seront osculateurs 'un & Pauntre suivant la droite D. Mais comme
trois droiles ne peuvent déterminer qu’un seat hyperboloide, on doit en conclare que les deux
surfaces U ct U’ ne sont qu’an seul et waéme hyperboloide osculateur, en méme temps , aux
deux surfaces M et M, et tout le long de la droite D. (Ainsi, les courbes B ¢t A, B’ et A",
B” et A", ont un contact du premier ordre, ou, en d’autres termes, les droites £ct &, & et &,
£" et +", s¢ superposent. )
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Ainsi, toute la théorie de la courbure des surfaces peut étre appuyée sur ce
qui suit :
1°. Sur la valeur du rayon de courbure au sommet d'une section conique;
2°. Sur la construction de 'hyperholoide 4 une nappe osculateur i une surface
gauche tout le long d’une de ses génératrices droites.
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DEUXIEME PARTIE.

APPLICATIONS AUX ENGRENAGES.

Lorsque 'on veut transmettre & un axe la force appliquée 4 un autre
axe, on emploie des roues dentées et I’on donne au systéme le nom d’en-
grenage.

Les axes peuvent affecter 1'un par rapport & l'autre trois positions.

1°. Ils peuvent étre paralléles; 2°. ils peuvent se couper; 3°. ils peu-
vent faire un angle entre eux sans se rencontrer.

On donne le nom d’engrenage cylindrique au systtme de deux
roues dentées qui servent a transmettre le mouvement de rotation,
entre deux axes paralléles, parce que ordinairement on emploie des
surfaces cylindriques pour terminer les dents.

On ‘donne le nom d’engrenage conique au systéme de deux roues
dentées qui servent a transmettre le mouvement de rotation entre deux
axes qui se coupent, parce que ordinairement on emploie des surfaces
coniques pour terminer les dents.

La base des surfaces cylindriques ou coniques qui terminent les dents
peut étre arbitraire, en ce sens que celle de Ja deat qui conduit
étant déterminée , on conclut celle de la dent qui est conduite, de ma-
niére & ce que la condition suivante soit satisfaite, savoir : que les vi-
tesses des deux axes soient dans un rapport donné, constant ou variable
suivant une loi donnée.

Dans les machines il est presque toujours indispensable que le rap-
port des vitesses des axes soit constant; et il serait a ddsirer que l'on
pht, par le tracé seul, introduire une nouvelle condition, celle de
f'uniformité de mouvement ; mais les frottemens s’y opposent, et cette
condition ne peut s’oblenir qu’au moyen d'un volant.
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Les mdcaniciens emploient deux formes de dents pour les engrena~
ges; dans les uns les dents soul terminces par des épicycloides , dans
les autres pav des développantes , parce que avee une et autre forme
le rappert catre la puissauce et la vésistance est constant; mais avec
I'une et Tautre forme, le travail du frottement est variable ; en sorte
que, pour que Puniformité de mouvement subsiste, il faut nécessaire-
ment empioyer des volans pour régulariser le mouvement de rotation.

Dans les engrenages  épicycloides la pression entre les dents est va-
riable, tandis que la pression est constante daus les engrenages & déve-
loppantes.

En sorte que les dents se déforment par le travail, suivant des déve-
loppantes dans le second engrenage, et non suivant des épicycloides
dans le premicr engrenage.

Celte propriété des engrenages & développantes doit les faire préférer
avec raison par les mécaniciens.

Cependant une légére variation dans le frottement ou dans le rapport
entre la résistance ct la puissance pendant le temps employé par une
deut pour conduire son homologue, ne pent étre nuisible dans les
grandes machines, et celle considération permet de simplitier le tracé
des engrenages cylindriques et coniques en substituant aux arcs d’épi-
cycloides ou de développantes, qui doivent servir de bases aux surfaces
cylindriques on coniques ui terminent les dents, lears cercles oscu-
lateurs (sauf a établir des volans pour régulariser le mouvement de la
machine).

Jusque a présent les mécaniciens ont employé des arcs de cercles
pour terminer les dents des engrenages; mais le centre de ces cercles,
atnsi que leurs rayons étalent mal choisis, car ces cercles n'étaient
point les cercles osculateurs des arcs de courbes qu’ils devaient rempla-
cer. Aussi est-on obligé de donner un grand jeu entre les dents de
l'engrenage. Aussi remarque-t-on que lorsque deux ou trois dents sont
en prise, elles ne fonctionnent pas toutes en méme temps, mais al-
ternativement ; ce qui produit des chocs et des intermittences qut sont
nuisibles & la durée de I’engrenage, et de plus donnent naissance a des

7
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vibrations qui, a la longue, déhoitent et déchaussent les assemblages
des diverses parties de la machine; et de plus encore, les vibrations
dues & ce tic-tac perpétuel consomment une pariie de la force
motrice.

11 n’est donc pas sans quelque importance de connaltre une méthode
géométrique simple au moyen de laquelle on puisse construire promp-
tement le centre de courbure d’un arc d’épicycloide plane ou sphéri-
que , puisque 'on pourra en faire des applications utiles aux tracés des
engrenages cylindriques et coniques.

J’ai ditplus haut quel’invariabilité delapression entre les dents devait
faire préférer les développantes planes et sphériques pour le tracé des
engrenages cylindriques et coniques ; mais il existe encore une autre
raison non moins importante et qui est évidente, c’est que 'on est forcé
de placer rigoureusement les axes dans la position déterminée en vertu
du tracé, lorsque Fon emploie des épicycloides (et cela a lieu pour les
engrenages intérieurs et extérieurs ), tandis que 'on peut, pour 'engre-
nage extérieur seulement (mais dans les machines on se sert plus d’en-
grenages extérieurs que d’intérieurs), éloigner ou rapprocher les axes, en
les laissant parallé¢les dans les engrenages cylindriques, ou en les fai-
sant se couper, toujours au méme point, dans les engrenages coniques,
lorsque Yon emploie des développantes.

De sorte que I'emploi des développantes facilite la pose de l'engre-
nage extérieur, et de plus, lorsqque les dents s’usent , on peut rapprocher
les axes, pour diminuer le jeu entre les dents, sans troubler le rapport
existant entre leurs vitesses; ce (ue I’on ne peut faire lorsque l'on em-
ploie des épicycloides.

Ajoutous encore que le tracé de Pengrenage coniqjue est trés difficile
lorsque l'on veut le construire rigoureusement avec des épicycloides,
et (ue c’est ce motif qui engagea M. Poncelet & chercher une méthode
approximative suffisante pour le pratique, tandis que le tracé rigou-
reux de l'engrenage conique avec des développantes sphériques est
presque aussi simple que le tracé de 'engrenage cylindrique avec des
développantes planes.
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EL a ce sujet je vais entrer dans quelques détails ; mais avant je ter-
minerai ces considérations générales, en disant quelques mots touchant
la troisiéme position que les axes peuvent aflecter, celle out ils ne sont
pas situés dans un méme plan.

On n’avait encore pu, au moyen d’un engrenage composé seulement
de deux roues, iransmetire le mouvement de rotation entre deux axes
ainsi situds, excepté dans le cas ol ils élaient perpendiculaires entre
eux, car alors on connaissait la wis sans fin, mécanisme qui ne pouvait
cependant étre employé que lorsque I’axe portant la roue dentée devait
se mouvoir trés lentement.

En 1831, j’ai fait exécuter un modéle fonctionnant, qui est dans le
cabinet de 'Ecole Polytechnique (et, avant,la Société d’Encouragement
en avait fait exécuter un, a ses frais, du méme genre), qui montre que
le probléme, insoluble jusque alors, peut étre résolu trés facilement.
L'une des roues a des dents cylindriques ayant pour base des déve-
loppautes de cercles; 'autre roue a ses dents terminées par des surfaces
hélicoides développables. Je me propose d’écrire un mémoire dans le-
quel je décrirai le tracé, les propriéiés et V'exécution de ce nouvel
engrenage de mon invention.

DES ENGRENAGES CYLINDRIQUES A DEVELOPPANTES PLANES.

L’engrenage cylindrique peut étre extérieur ou intérieur.

De l'engrenage extérieur.

Dans une note publiéedans le Bulletin de la Société d’ Encouragement
pour lindustrie nationale ( octobre 1829 ), )'ai montré les diverses
propriétés dont jouissait I'engrenage extérieur, savoir :

1°. De permettre de rapprocher ou éloigner les axes; 2°. de permet-
tre de faire tourner I'une des roues dentées autour de la droite par-
courue par le point de contact de deux dents, et d’obtenir ainsi le

7o
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moyen de transmettre le mouvement de rotation entre deux axes non
situés dans un méme plan.

Je fis alors remarquer ¢ue l'engrenage qui pouvait étre employé
comme engrenage de force, lors du parallélisme des axes (puisque
les dents éiaient en contact par une droite donti la lohguenr variait
suivant la hauteur du cylindre qui les terminait, ct que, dés lors,
Peffort était véparti sur les divers points de cette droite de contact), ne
pouvait plus étre considéré que comme engrenage de précision , lorsgue
les axes faisaient enlre eux un certain angle, parce que alors les dents,
pendant le mouvement de rotation , n’étaient plus en contact que par
un point.

Je fis remarquer aussi que, pendant le mouvement de rotation, 'an-
gle des axes pouvait varier a volonié, soit d’une maniére intermittente,
soit d’'une maniére continue; et enfin je fis observer que, lorsque les
axes n’étaient plus paralléles, 'engrenage ne pouvait étre a relour, c’est-
a-dire, qu’on ne pouvait indistinctement faire tourner a droite ou a
gauche la roue qui conduisait ou qui était conduilte.
 Je ne m’occupais point dans cctte note de V'engrenage intérieur,
dont les propriétés difféerent en plusieurs points de celles de Pengrenage
extérieur.

De Lengrenage intérieur.

Soient C et €' (fig. 21) deux cercles tangens en m (le cercle C' en-
veloppant le cercle G); soit TT' la tangente communc & ces deux cer~
cles, regardés comme les cercles primitifs, et ayant dés lors leurs rayons
dans le rapport inverse des vitesses que doivent avoir les axes A ct B
paralléles et passant par leurs centres.

Si P'on trace les deux développantes mr et my du cercle-C et les deux
développantes ner’ et mo’ du cercle €/, on voit que si Fengrenage tourne
de gauche i .droite, la développante my conduira la développaute ms/,
les contacts parcourant la tangente commune mT.
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Et quesi, au contraire, Pengrenage tourne de droite a gauche, ce
sera la développante mr qul conduira la développante mr', le contact
parcourant la tangente commune mT".

On voit aussi sur-le-champ : 1°. Que ’engrenage est & retour, mais
gue le contact des dents parcourt toujours fa méme droite TT’, que
I'engrenage tourne dans un sens ou dans un autre, tandis que dans
I'engrenage extéricur le contact parcourait une des tangentes aux cer-
cles primitifs, lorsque la rotation avait lieu dans un sens, ct parcourait
la seconde tangente aux mémes cercles, lorsque la rotation avait lien
en scos inverse

2°. Que la position des axes doit étre invariable; on ne peut les éloi-
gner ni les rapprocher comme dans Uengrenage extéricur ; ce qai rend
la pose de ces engrenages intérieurs plus délicate que celle des engre-
nages extérieurs ;

3°. Que le tracé est trés simplect trés facile, et beaucoup plus simple
et plus facile que pour Vengrenage extérieur, pour lequel il faut néces-
sairement que les deux tangentes aux cercles primitifs se conpent souns
un angle obtus; et de plus, pour lequel un titonnement est nécessaire
lorsqu’on vient & déterminer la course de la dent et le jeu a conserver
entre les dents. (On peut voir & ce sujet le mémoire publié par M. Le-
febvre, coloncl d’artillerie, dans le deuxiéme numéro du Meémorial
dartillerie. Dans ce mémoire M. Lefebvre ne s’est occupé que de l'en-
grenage cylindrique et conique extérieur ).

4°. Enfin que la puissance doit toujours étre appliquée a l'axe de la
roue intérieure, st l'on veut que les dents se conduisent a partir de la
ligne des centres, et non avant celte ligne.

Je donne deux tracés. Dans la figure 21, les dents ne sont point sé-
paréespar un creux ou intervalle. Aussi ce tracé ne serait applicable que
pour de¢ petites roues employées dans des machines de précision, la
pointe aigné des dents pouvant étre promptement émoussée ou brisée,
si 'on employait ces roues dans des machines de force.

De plus, comme il n’y a pas de jeu entre les dents, Pengrenage tour-
nera dans un sens ou dans un autre sans perte de temps; mais il faut
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alors que la dilatation des dents soit, pour ainsi dire, nulle avec les
variations de température.

Dans la fig. 22, les dents ont une certaine épaisseur a leur extrémité
et sont, dés lors, séparées les unes des autres, sur chaque roue, par un
creux ou intervalle. On peut de plus ménager un jeu avec la plus grande
facilité, et rendre ce jeu aussi grand ou aussi petit que 'on voudra. 1l
suffit pour cela de rogner chaque dent de l'une des roues, au moyen de
la développante KK’, distante de la développante primitive Ad’, de la
quantité voulue pour le jeu. Ce tracé doit étre appliqué aux engrenages
de force, et le jeu permetira anx dents de se dilater par les change-
mens de température, sans que la marche de 'engrenage se trouve
entravée.

Si je suppose que I'axe B (fig. 21 et 22 ) restant fixe, la roue Ctourne
autour de la tangente communc TT’, comme charniére, alors 'axe A
viendra couper I'axe B, et sous des angles différens, suivant la quantité
angulaire dont la roue G aura tourné autour de la charniére TT'.

Mais on congoit que si les dents sont terminées pour 'une et l'antre
roues par des surfaces cylindrigues, paralléles a I'axe B avant le mou-
vement de rotation autour de TT’, ce mouvement de rotation ne
pourra sexécuter, puisque I'une des surfaces cylindriques est concave
et Pautre convexe.

Il faudra donc terminer la dent convexe de la roue intérieure par
une surface canale, et la dent concave de la roue extérieure par une
surface cylindrique; mais alors les dents ne seront en contact que par
un point, quelle que soit I'inclinaison de Vaxe A par rapport a l'axe B.

Cette construction permettrait de construire des engrenages de pré-
cision et non de force, tels que 'un des axes pourrait prendre, d’'une
maniére intermittente ou continue, toutes les inclinaisons possibles
avec l'autre axe, depuis le parallélisme jusqu’a Pangle droit.

Les deux axes pourraient aussi, tout en tournant sur eux-mémes,
prendre ensemble un mouvement d’oscillation dans le plan qui les
contient,

- Remarquons que pour 'engrenage inlérieur, le retour sera toujours
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- > b : d _ . LY !’
possible, c’est-a-dire que les deux roues pourront & volonté tourner
dans un sens ou dans un autre, quel que soit Pangle sous lequel les deux
axes A et B se coupent, en supposant que, pendant le mouvement de
rotation des roues autour de leurs axes, les plans de ces roues tournent
aussi cux-mémes autour de la tangente commune T'1” : propriété re-
marquable dont ne jouit pas 'engrenage extérieur.

DES ENGRENAGES CONIQUES A DEVELOPPANTES SPHERIQUES.
4 >, 3 A ., { ’t. 3 { \. .
L’engrenage conique peut étre extérieur ou intérieur,
Engrenage extérieur.

Concevons deux cones de révolution (fig. 23 ), ayant méme sommet
en S, et pour base, l'un le cercle G, Pautre le cercle C'; les apothémes
Sm: et S’ de Yun et Pautre étant égales.

On pourra toujours construire deux plans tangens communs & ces
deux cones, et dans chaque plan tangent tracer un cercle ayant son
centire au sommet S, et pour rayon l'apothéme Sm ou Sm' de Uun des
cdnes.

Ainsi, I'on aura deux cercles ayant pour centre commun le point S,
dont les plans se couperout suivant la droite SP, et tels que le cercle )
sera tangent en m a la hase C, et en ' & la base U/, et que le cercle DY
sera tangent en 7 & la base G, et en ' & la base €.

Cela posé :

Supposons que le cercle D roule sur C et ensuite sur C/, un point
du cercle 1 déerira, par ce double mouvement, d’abord une dévelop-
pante sphérique & pour le cone (S, C), et cnsuite une développante
sphérique &’ pour le cone (S, 7).

De sorte que si ’on suppose que les cones tournent autour de leurs
axes, les développantes J et 4’ se conduiront 'une Pautre, leur point
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de contact parcourant le cercle D, les vitesses angulaires des axes étant
dans un rapport constant.

11 en sera de méme en considérant le cercle D'.

On pourra donc placer sur le céne (S, C) une dent conique, ayant
pour base I'arc de développante décrit par un point du cercle D, et
Varc de développante décrit par un point du cercle IV, et pour sommet
le point S.

On pourra faire la méme construction pour le céne (S, C'), et 'on
voit sur-le-champ que la construction de cet engrenage conique offrira
des difficultés analogues a celles signalées pour la construction de 'en-
grenage cylindrique, lorsqu’il s'agira de calculer le jeu entre les denis
et la course d’une dent.

Dans son mémoire , M. Lefebvre propose de construire 'engrenage
conique a développante sphérique, de la maniére suivante :

(Extrait du numéro 2 du Mémorial d artillerie , page 342.)

« Ayant des roues coniques & construire, on les tracera sur une
» sphére d’'un diamétre médiocre et exactement déterminé; on se ser-
» vira avec avantage d’une équerre sphérique du méme diamétre pour
» tracer des arcs de grands cercles tangens a des circonférences, etc. ;
» les développanies sphériques seront tracées avec le compas par la
» méthode déja indiquée; on peut méme les déerire aussi avec un fil,
» car 8'il est constamment tendu sur une surface sphérique lisse , il
» sera toujours dans le plan d’'un grand cercle. Connaissant le tracé
» des dents sur cette sphére, on en rapportera toutes les dimensions
» au rayon que l'on veut avoir, au moyen d’une échelle de lignes pro-
» portionnelles ; on aura ainsi le tracé extérieur; on achevera la dent
» en menant par les points de ce tracé des lignes au point du centre,
» ce qui formera un céne dont on prendra une portion égale a la lon-
» gueur que Uon veut donner a la dent. »

Il m’a semblé que I'on pourrait, avec avantage, remplacer la mé-
thode proposée par M. Lefebvre, par la suivante :

Ayant déterminé d'abord (fig. 24) Vépaisseur ab i la racine de la
dent sur le cercle inférieur D du tronc conique noyau ou primitif qui
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doit porter les dents coniques, et ensuite le creux ou intervalle e’ qui
doit séparer deux dents sur ce méme cercle; en un mot, ayant opéré
la division dela roue dentée, on tracera les courbes ag, bg’ intersection
du cbne ayant son sommet au sommet du tronc conique noyau, et
pour base les arcs de développantes sphériques, avec le plan méme du
cercle D, et 'on emploiera a cet effet la construction géométrique in-
diquée dans la premiére partie de ce mémoire, et I'on se rappelle que
ces courhes ag et g se tracent avec la plus grande facilité sans avoir
besoin de connaitre les développantes sphériques.

On remarquera ensuite que si I'on coupe la dent conique par le plan
du cercle supérieur I)’ du tronc conique noyau, on obtiendra deux
courbes AG et BG, semblables aux courbes ag et bg par rapport an
centre o qui sera le pole ou centre de similitude des courbes; de sorte
que, connaissant la courbe ag, il sera facile de construire par points la
courbe semblable AF. En eflet , on ménera les rayons oa, o, og, etc.,
et on prendra les distances zA , mM, gG, etc., égales entre elles et &
la différence des rayons des deux cercles D et D’ bases du tronc coni-
que noyau, on obtiendra ainsi autant de points A, M, G, etc. quel’on
voudra de la courbe AG.

Ce tracé exécutd, et il est presque aussi simple que celui exigé pour
la construction de I'engrenage cylindrique, on le rapportera sur un
tronc cylindrique capable de contenir le tronc conique noyau et les
dents qui doivent étre distribudes sur la surface convexe.

Pour cela faire, on appliquera ( fig. 26) le tracé fait pour le cercle D
sur le plan P de la base inféricure du tronc cylindrique, et le tracé fait
pour le cercle I/ sur le plan P’ de la base supérieure du tronc cylin-
drique, ayant soin que les rayons homologues 0'Q’ et 0Q aient leurs:
extrémités Q' et Q sur une génératrice QQ’ du tronc cylindrique.

11 suffira ensuite d’avoir numéroté des points 1, 2/, 3, 4/, etc. , et
1,2, 3,4, elc., respectivement homologues, sur les courbes AG et ag,
et au moyen d'un rabot ou de lout autre outil, d’exécuter les généra-
trices 1. 1—2/. 2 —3'. 3 —§'. 4 — eic. de la dent conique.

Ayant ainsi exécuté séparément les deux roues dentées, il arrivera,

8
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lorsqu’on les mettra en présence, que du cété des grandes bases, les
dents feront une sailiie en dehouvs. Ilsera bien d’enlever cctte saillie,
qui donnerait mauvaise grace a 'engrenage; pour cela ({ig. 25 )on pla-
cera chaque roue sur le tour et Pon enlévera 'excédant rga en la partie
inférieure de la dent, en dirigeant I'outil normalement & la généra-
trice A du tronc conique noyau. On pourrait en faire autant pour la
partie supérieure de la dent et enlever aussi 'excédant di'A.

Les engrenages coniques extérieurs a développantes sphériques
jouissent des propriélés suivantes, savoir :

1°. Les pressions sont constantes en chaque point de la méme déve-
loppante sphérique; ce qui n’établit pas que le frottement soit constant.
Ainsi les dents se déformeront toujours par le travail, mais suivant
des cOnes ayant pour bases des développantes sphériques ;

- 2%, On peut éloigner ou rapprocher les axes, pourvu qu’ils se cou-
pent toujours au méme point; mais on ne peut pas faire varier les
axes, en ce sens qu’ils cessent de se couper; comme pour les engrena-
ges cylindriques, on pouvait ne pas les rendre paralléles.

On doit remarquer que, de méme que pour les engrenages cylin-
driques extérieurs, il fallait que les deux plans tangens aux cylindres
noyaux ou primitifs se coupassent sous nun angle obtus, et que, plus
cet angle élait grand, plus le tracé devenait facile; de méme aussi il
faut pour. les engrenages coniques extéricurs que les deux plans tan-
gens aux cOnes noyaux au primitifs se coupent sous un angle obtus.

: On pourrait.cependant uve pas s'astreindre & cette condition; mais
alors il faudrait supprimer les dents adjacentes de celle qui est en prise,
lesquelles arriveraient 4 se rencontrer sans se mellre en contact. Ep
un mot, il faudrait supprimer toutes les.dents qui, en vertu du tracé,
ne pesmettraient pas a 'engrenage de subsister, les dents tendant dans
le mouvement de rotation 4 s'intercepter le passage. De sorte que deux
dentsse mettant en prise, deux nounvelles dents ne viendraient pas se
mettre en contact anssitGt que les deux premiéres cesseraient de se con-
duire; et alors.il fandrait, pour que le mouvement de rotation se con-
tinudt,. placer sar le méme axe plusieurs étages de roues dentées
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juxtaposées, et tellement disposdes que, lorsque deux dents cesseraien
d’étre en contact pour le premier étage, deux dents de I'étage supérienr
arriveraient au contact, et ainsi de suite. Ce mode de construction
permettrait de faire des dents trés longues ou trés courtes, & volontd,
et simplifierait le tracé, puisque P'on n’aurait plus 4 combiner le nom-
bre des dents, de maniére a ce que deux dents soient toujours en
prise.

Ce fut en 1816 que je vis pour Ja premiére fois une machine don:
Pengrenage était construit d’aprés ce principe. Cette machine était dis-
posée pour étirer les tuyaux de lunettes et avait été exécutée par M. Sa-
vart pére, dans les ateliers de construction de I’Ecole d’application d¢
Metz. Ce fut en 'examinant que je fus alors conduit a la démonstra-
tion géométrique des engrenages de VVith, de ces engrenages qui jouis-
sent en méme temps des deux propriétés snivantes, savoir : 1°. vitesse
angulaire constante; 2°. frottement de roulement; propriétés qui avaient
toujours été regardées, depuis Fuler, comme incompatibles; et ce ne
fut qu’en 1826, lorsque je présentai mes mémoires a ce sujet & 'Ins-
titut de France, que cette incompatibilité cessa d’étre une vérité en
mécanique.

Engrenage intérieur.

Dans le cas des engrenages intérieurs (fig. 27), les deux cones noyaux
ou primitifs sont en contact par une génératrice, et n'ont qu'un seul
plan tangent commun.

La construction est la méme que celle employée pour les engrenages
extérieurs. Les propriétés dont jouissent les engrenages intérieurs sont
aussi les mémes que celles dont jouissent les engrenages extérieurs,
excepté toutefois que l'on ne peut éloigner ou rapprocher les axes &
volonté; leurs positions sont invariablement déterminées en vertu duo
trace.
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CONSTRUCTION APPROXIMATIVE DES ENGRENAGES CONIQUES.

Je ne parlerai ici que de la construction approximative des engre-
nages coniques & développantes sphériques, M. Poncelet ayant donné
un tracé approximatif pour les cngrenages coniques a épicycloides
sphériques.

Letracé rigoureux de Vengrenage conique a développantes sphériques
est assez simple par le procédé que j’ai indiqué, pour que l'on puisse
se dispenser d’avoir recours & un tracé approximatif. Gependant on
pourrait substituer aux dents rigoureuses, des dents approximatives
qui seraient terminées par des cénes de révolution osculateurs aux sur-
faces coniques ayant pour hases les développantes sphériques.

La construction des dents approximatives est facile, soit daus le tracé
graphique, soit dans la construction en relief des modéles propres au
moulage, lorsque les roues dentées doivent étre coulées eu fonte ou en
cuivre.

Rappelons-nous ce qui a été dit dans la premiére partie de ce Mé-
moire au sujet de la construction géométrique da centre de courbure
pour un point d’une développante sphérique.

Je suppose que le cercle D (fig. 28) est la hase du céne noyau ou
primitif de I'une des roues dentées, et que Pon ait tracé sur son plan
les courbes ag et by, intersection du cone a développantes sphériques
qui termine une dent rigourcuse.

Sur ag et bg Je prendrai les points milieux m ct n. Je ménerai par
m et n deux tangentes mq et np au cercle D.

Les droites mq et np seront les rayons de courbure des développantes
sphériques engendrées par les points m et 1 et si par mq et np je méne
des plans perpendiculaires aux génératrices du cdne noyau dont les
projections, sur le plan da cercle D, sont og et op , on aura les plans
des cercles osculateurs des développantes sphériques engendrées par
les points m et n.

I1 sera dés lors fucile de construire en relief (fig. 29) la dent conique
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approximative, ayant son sommet au sommet du cone noyau. et pour
base des arcs de ces deux cercles osculateurs.

Car, si l'on suppose un cylindre AB capable de contenir la roue
dentée, ce solide étant terminé par deux faces paralléles AR et BT,
ou tracera sur la face supérieure le cercle 1Y, et sur la face infé-
rieure le cercle D, leurs centres o' et o élant sur une perpendiculaire
aux plans paralléles AR , BT (ainsi qu’on a opéré dans la fig. 26).

Sur le cercle D on fixe les points p et ¢ tels quiils sont placés dans
la fig. 28. On trace les tangentes pr, ¢r se coupant au point r.

On exécute deux plans passant par ces tangentes et perpendiculai-
rement aux géncralrices G et G’ du noyau; ces deux plans se couperont
suivant une droite »3 ¢ui tendra a aller couper Paxe du cone noyau en
un point x. Dans chacun de ces plans on tracera des points p et g
comme centre et avec le méme rayon que {({ig. 28) des cercles qui se
couperont en un méme pointy de la droite ry.

Chacun des plans normaux aax génératrices G et G’ coupera le cone
noyau suivant unc seciion conique; chacun des cercles osculateurs
tracés dans les plans normaux viendra couper la scction conique en
un point ¢. Dés lors la dent approximative sera composce de deux co-
nes de révolution ayant pour sommet comumnun le sommel da cone
noyau, et pour base, I'un Parc de cercie G, Mantre Vare de cercle €07
ces denx cdnes se couperont suivanl une arcte A, et le premier cou-
pera le cone noyau suivant la géuératrice i1, et le sccond coupera ce
méme céne noyau suivant. la génératrice H'. Dans la pratiyue it sera
prétérable d’employer la méthod: saivante lorsqu’on voudra construire
un modéle en bois pour couler une rouc denide.

On construira d’abord le trenc conique noyai: (lig. 3o), on le divi-
sera suivant le nombre de dents qni devront éire sppliquées sur la
surface convexe; les géndratrices ¢, G/, G, ete. passant par les powats
de division seront fes milicax des deuts. Ainsi la géndratrice G (lig. 30),
passera par le point / (fig. 28).

.- Remarquaut que le tronc conique noyau { lig. 31 ) a pour demi-angle
au sommet Vangie 2 que Uon peut calculer, puisque Fon connait la
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hauteur du tronc et la différence des rayons des deux bases; remar-
quant que le plan du cercle osculateur base du cone de révolution dont
une partie doit former la demi-dent approximative, doit étre perpen-
diculaire & une génératrice du cone, on voit que le plan X du cercle
base inférieure du tronc fait, avec le plan G du cercle base de la dent,
un angle 23 de plus, le demi-angle ¥ au sommet du céne osculateur
pourra facilement étre calculé, puisque l'on pourra calculer la lon-
gueur de la génératrice G totale du noyau , et que I'on connait le rayon
du cercle osculatenr.

On pourra donc (fig. 32) construire un tronc conique MN, ayant
pour base le cercle G tracé avec le rayon ¢gm (fig. 28, et ayant pour
demi-angle au sommet un angle 7.

On prendra un point arbitraire & sur le cercle G; on tracera Ar
passant par le centre ¢ et gr étant égal a gr (fig. 28 ), on ménera ro
perpendiculaire & kr; par la droite 4r on fera passer un plan X fai-
sant avec le plan G un angle égal au supplément de I'angle «; ce plan
coupera le cdne suivant un arc dk de section conique; dans ce plan X
on tracera og perpendiculaire a Ar, et Uon prendra le point o sur la
droite og suffisamment prolongée, de telle sorte que og soit égal au
rayon de la base inférieure du tronc conique noyau; on tracera sur le
plan X le cercle D du point o comme centre, avec og pour rayon, ce
cercle coupera Parc dk au point d; on tracera la génératrice Sd du
tronc de la dent, puis on joindra o et r par une droite qui coupera le
cercle D en /; on exécutera la portion de surface conique concave (SD),
laquelle s'appliquera sur la surface convexe du tronc noyau; la droite
Sl sappliquera sur la droite G (fig. 30); on ecxécutera le plan SI-U
qui, lorsque la demi-dent sera placde, S/ étant sur G (lig. 30), pas-
sera par l'axe du tronc noyau et par la ligne milien G; on exécutera
la demi-dent symétrique de la méme maniére, et Fon pourra ainsi exé-
cuter et rapporter sur le noyau les dents qui doivent étre distribuées
sur son pourtour.

11 est inutile d’entrer dans plus de détails a ce sujet, car ce que j'ai
dit doit suffire & ceux qui savent la Géométrie descriptive et qui: sont
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habitués a s'en servir et & appliquer le trait sur le bois, pour concevoir
de suite la marche a suivre dans Uexécution en relief des modéles qui
devront servir au moulage. Il leur sera facile de suppléer a ce qu'il y a
d’incomplet dans ce qui précéde; je n’ai point voulu entrer dans tous
les détails d’esécution, car yanrais dépassé les bornes imposdes & un
mémoire dans lequel j'avais plus en vue d’exposer la théorie et ses
applications & la pratique, que d’entrer dans tous les détails de la
pratique.
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SUPPLEMENT A LA NOTE B.

Jai dit : remarquous que jusqu’a présent 'indicatrice ne pouvait étre déter-
minde qu'autant que V'on connaissait les rayons de courbure maximum ct mini-
mum de la surface, etc.

Ceest une erreur. M. Charles Dupin a démontré directement par la Géométrie,
que la section faite par un plan diamétral paralléle au plan tangent au point
considéré sur la surface, conduisait & la longucur des rayons des courbures et i
la divection des lignes de courbure se croisant en ce point, et c'est a cette section
qu’il a donné le nom d'indicatrice; je devais dire : la méthode géométrique que
j’ai employée dans la vecherche des rayons de courbure, de lindicatrice , ctc.,
difitre de celle employce par M. Charles Dupin, et je la crois dune application
plus facile dans la pratique. Et je devais ajouter que M. Charles Dupin a en cffet
appuyé seulement sur des considérations de Geomeétrie pure toute la théorie des
courbures des surfaces, daus ses développemens de Géométrie, mais en méme
temps faire remarquer que la marche que j'avais suivie différait essenticllement
de celle qu'il avait adoptée, et me paraissait étre plus dans Yesprit de la Geome-
trie descriptive , parce que 'on pouvait vérifier par de nouvelles coustructions
chacun des résultats graphiques; que d’ailleurs elle s'appliquait sans difliculic 2
toutes les surfaces du deuxiéme ordre, tandis que par celle cmployée par M. Dupin
on ne voyail pas bien comment on arrivait & indicatrice pour les surfaces qui
n'ont pas de centre, ct que de plus, aucune vérfication graphique ne pouvail
étre donnée. Je devais aussi dire que /e mode de transformation que javais em-
ploy¢ ala fin de la note B, était du genre de ceux dont il a fait un si heureus
emplei dans ses mémoires de Géométrie 2 trois dimensions.

Lorsque par un point m d'une surface du deuxitme ordre $ on ménc une droite
arbitraire D, on pourra toujours faire passer par cette droite un plan R paralicle
a la droite d polaire réciproque de D. Dés lors ce plan coupera la surface S sui-
vant une courbe € dont D scra un diamctre. Faisaut cusuile passer per D ouue
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suite de plans P, P, P", etc., coupant la surface S suivant des sections couniques
e, e, e, etc. , les couples de cOnes enveloppant les courbes Cet e, C et ¢, etc.,
auront leurs sommets y et y/, distribués sur la droite d.

Si par la courbe C on fait passer des cylindres respectivement paralléles aux
diverses droites my ou my’, ils seront coupés par les plans P, P/, P", etc., suivant
des courbes a, a', a', etc., qui avec C détermineront une surface du deuxiéme
ordre §' osculatrice en m de la surface S.

Si ensuite on concoil un cylindre tangent a § et parallele & D, ce cylindre
sera coupé par le plan T tangent en m & la surface S suivant une courbe qui sera
Vindicatrice.

Mais si I'on concoit un cylindre tangent & S et paralléle & D, ce cylindre sera
coupé par le plan T/ suivant une courbe f (ellipse, parabole ou hyperbole ), et
suivant la direction de D et la nature de la surface S, le point m pourra étre in-
térieur ou extérieur par rapport & la courbe f.

Or, ou doit remarquer que si au moyen de la courbe f on construit la courbe
lieu des points r, ou en d’autres termes indicatrice, on trouvera toujours que
cette courbe lieu des points r est une ellipse lorsque le point m est situé dans
intérieur de la courbe f; et qu'elle est une hyperbole lorsque le point m est situe
hors de la courbe f.

On trouve de méme, par la méthode des projections, que lorsque la courbe f
se réduit 4 deux droites qui se coupent, la courbe lieu des points r se réduit de
son cOté a deux droites paralltles également distantes du point m.

Recherche géométrique par la méthode des projections, de la nature de la courbe
liew des points v, en d’'autres termes , de U'ixpicarrice.

Supposons sur le plan horizontal une ellipse E, et dans espace un point §
cousidéré comme le sommet d'un cone ayant E pour base. Concevons la droite
allant du sommet S au point o, ceatre de la courbe E, et un plan arbitraire R
coupant le cone suivant une ellipse ou une parabole ou une hyperbole A, et la
droite oS en un point a qui, évidemment, sera toujours situé dans lintérieur de
la courbe A, quelle que soit la direction du plan R.

Cela posé :

Menons par le point « une horizontale D, et prenons i droite et & gauche du
point @, ct sur cette horizontale deux points b et 5’ également distans du point «.
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Supposons maintenaut que par la droite oS on fasse passer un plan arbitrairve P,
lequel coupera le plan de Vellipse E suivant un diametre B, le plan de la section
conique A suivant une droite B’ passant par le point A, et le plan mené par S
parallelement au plan horizontal suivant une droite B".

La droite B’ coupera A en deux points m et 7', et si Uon joint les points b ct e,
b et m!, les deux droites iront concourir en un point g situé sur le plan horizcu-
tal passant par S.

Joignant g et @ et menant par b une paralléle G 2 ga, elle coupera B’ en un
point r; tous les poinls tels que » formeront une courbe dout il faut chercher la
nature géométrique.

Projetons le systéme parallelement & la droite oS.

Le point a se projettera en o; la droite D suivant un diametre « de I'ellipse E;
par conséquent les points b et 4’ se projetteront en les points & ct 4 situés sur
et également distans du centre o.

La droite G se projettera suivant une droite G’ paralléle a la droite H, intersec-
tion du plan oag, et du plan de la courbe E, et G’ coupera B ¢n un point ' qui
sera la projection du point r,

Or, il est évident que la courbe lieu des points 7 sera une ellipse semblable et
concentrique a E; donc la courbe lieu des points r sera toujours une ellipse,
lorsque le point @ serva situé dans P'intérieur de la section conique A.

Si I'on remplace I'ellipse E par une hyperbole, en faisant les mémes construc-
tious, on voit sur-le-champ que le point @ est extérieur par rapport ala courbe A.
Donc la courbe lieu des points r sera toujours dans ce cas une hyperbole,

Si lon suppose que la courbe E se réduit & deux droites paralléles, prenaut
un point o également distant de ces denx droites et achevant les constructions in-
diquées ci-dessus, on trouve que ia courbe lieu des points rse réduit 4 deux
droites paralleics.

{ La figure est facile 4 exécuter pour chacun des trois cas. )

Je crois devoir cutrer dans quelques détails au sujet du mode de transforms -
tion que j’ai employé a la fin de la note B, afin d’étre plus clair et de hien mou-
trer que les raisonnemens géométriques sont complets.

Supposons une surface gauche S engendrée par une droite qui sappuie sur trois
courhes C, €/, C€'; il est évident que Phyperboloide tangent tout le long d'nne
generatrice G, contient la génératrice infiniment voisine G'. Il est bicn ¢vident

9.
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aussi que si l'on considére trois génératrices successives et infiniment voisines G,
G’, G", ’hyperboloide H déterminé par ces trois droites comme directrices sera
osculateur & la surface S tout le long de Ia génératrice G.

Un plan arbitraire coupera évidemment les surfaces § et H suivant deux courbes
ayant un contact du second ordre, ayant deux élémens, rectilignes-successifs,
communs.

Désignons par g, g', g", etc., les génératrices du second systéme de I’hyper-
boloide H, les génératrices G, G’, G, étant trois génératrices du premier systéme.

1l est évident encore que tout plan R passant par g coupera la surface S suivaut
une courbe ayant un contact du second ordre avecg, ayant au point de contact deux
élémens rectilignes-successifs en ligne droite, ayant un rayon de courbure infini.

Et il est évident que si le plan sécant R devient un plan tangent a la surface S ,
il sera aussi plan tangent & la surface {i, par conséquent il coupera la surface
suivant une courbe A qui aura g pour tangente ( et peu importe de connaitre de
quel ordre sera le contactde g et A) (*).

Ceci démontre donc que si en chacun des points de la génératrice G on meéne
des plans tangens A la surface S, ils couperont cette surface S suivant des courbes
A, A, A", etc., dont les tangentes g, g', g", etc., formeront un hyperholoide
osculateur de la surface S lout le long de la génératrice G. Par conséquent , pour
toute surface qui ne serait pas réglée, mais qui aurait un élément superficiel
gauche , la construction des trois tangentes g, g°, g”, pouvant s'exécuter, I'hyper-~
holoide osculateur existera toujours pour cet éiément; et puisque trois génératrices
telles que g déterminent un hyperboloide, on voit de suite qu’il suffit de consi-
déver trois sections de la surface courbe que I'on cherchait a transformer en une
surface ayant un éiément gauche.

Ainsi, pour l'osculation du second ordre entre deux surfaces gauches qui ont
une génératrice commune , 'énoncé est le méme que pour le contact du premier
ordre, savoir : que si dewx surfaces gauches ont en trois points de la génératrice
commune wun contact du second ordre , elles sont osculatrices lune & Uautre tout
le long de cette génératrice.

(*) Toute droite tracée dans le plan tangent ct passant pav le point de contact, est la divec—
trice d’un hyperboloide tangent ; pour que Uhyperboloide devienne osculateur, cette dircetrice
doit donc avoir une position toute spéciale par rapport i la surface , et dés lors par rapporta la
courbe intersection de cette surface et du plan tangent; or, une droite ( puisqu’il s’agit de con-
tact) ne peut affecter que deux positions par rapport i la courbe, étre sécante ou tangente :
donc, ete.
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Toutes les surfaces gauches n’ont pas un hyperboloide osculateur, quelques-unes
d’catre elles ont au contraire un paraboloide hyperbolique osculateur.

Les surfaces gauches se divisent en deux classes, celles qui ont un hyperbo-
loide osculateur et celles qui ont un paraboloide osculateur.

Les premiéres sont celles qui n‘ont pas de plan directeur du mouvement de Ja
génératrice , les secondes sont celles qui ont un plan directeur.

Lorsque 'on considére les secondes surfaces, alors I'énoncé ci-dessus se simpli-
fie ; ainsi, pour deux surfaces ayant un méme plan directeur et une génératrice
commune, il suflit d'un contact du second ordre en deux points de la généra~
trice commune, pour que les deux surfaces s'osculent tout le long de la génératrice.

C'est par la considération d'une surface gauche ayant un plan directeur que
Pon parvient facilement 4 démontrer que : si ¢n un point m d'une géuératrice G
d’une surface développable on fait passer un plan arhitraire coupant la surface
suivant une courbe B, si l'on considére la courbe b osculatrice de B au point m
comme la base d’un cylindre paralléle & G, ce cylindre sera osculateur de la sur-
face donnée tout autour du point m.

En effet :

Supposons la normale N au point 2 de la genératrice G de la surface dévelop-
pable, deux sections normales A et A, le cercle osculateur @ de A, et construisons
une eilipse @’ osculatrice par I'un de ses sommets an point m de A/, et ayant pour
Pun de ses axes le diamétre du cercle «.

Par deux semblables courbes on peut toujours faire passer un cylindre; mais
la divection de ses génératrices est encore supposée inconnue.

Je dis que tout plan passant par N coupera la surface et le cylindre suivant deux
courbes osculatrices en m, que dés lors le cylindre est osculateur 4 la surface tous
autour du point m.

Pour le démontrer , supposons que par le point 2 je ménc une droite arbitraire
K, et que je la regarde comne une directrice d’'un paraboloide hyperbolique dont
les diverses génératrices g, g’, g", etc., auront pour plan directeur le plan T tan~
gent en m au cylindre et & la surface donnée.

Je suppose que je projette les diverses génératrices g, &', 8", etc., sur le plan T
parallélement i la droite K, en les droites ¢, ¢, ¢/, etc., puis que par ces droiles
t, t, ', etc., je fasse passer des plans normaux coupant la surface développable
suivaut des courbes @, ’, a”, etc., ct le cylindre suivant des courbes €, €', €7, etc.,
m'étant d'ailleurs arrangé pour que deux des courbes z, 2/, 2", etc., soient les
courbes A et A, et que des lors deux des courbes 6, 6/, 27, elc., se trouvent les
courbes a et a'.
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Cela poseé :

Par les droites g, g’ g", etc., je mene les plans R, R, R”, etc. , respectivement
paralléles au plan T, et sur ces plans je projette respectivement les courbes « et €,
2’ et 6', etc., par des paralleles & K. Puis sur les divers plans tangens (K, g),
K, g') etc., je reprojette orthogonalement ces derniéres courbes en les courbes
2, et 6,,a', et 6, etc. Dés lors toutes les courbes «,, a’,, ete., formerount
une surface §', et toutes les courbes €,, &', etc., formeront aussi une seconde
surface S, ayant l'une et 'autre un élément superficiel gauche commun suivant
la droite K, et de plus ces deux surfaces auront évidemment méme plan direc-
teur T pour cet élément gauche K ; les droites g, g', g", etc., formeront le para-
holoide hyperbolique osculateur, puisque deux d’entre elles seront tangentes aux
transformées de A et @, de A’ et a’; donc, ete.

Il faut maintenant démontrer que le cylindre osculateur de la surface déve-
loppable tout autour du point m, est parailele  la génératrice G de cette surface.

Si je considérais une troisiéme section normale A", et son ellipse osculatrice a”
ayant pour Pun de ses axes le diamétre du cercle a; on sait que par les trois
courbes a, a', @', ou peut toujours faire passer une surface du second ordre =, et
qu’on n’en peut faire passer qu'une. Or, cette surface serait osculatrice tout autour
du point m ( ce que 'on démontrerait en transformant la surface dounée en une
surface ayant un élément gauche et point de plan divectenr ), la section normale
{aite suivant la droite G dans cette surface £ scrait donc osculatrice & G aun
point nz. La surface £ devrait donc étre une surface réglée, la section normale
devant étre évidemment dans ce cas une droite.

Mais dans la surface réglée = on pourrait mener deux sections normales don-
nant chacune une droite; la surface développable aunrait donc deux rayons de
courbure infinis; on pourrait donc placer sur la surface développable deux
droites, ce qui ne peut étre, en vertu de la génération de la surface dévelop-
pable; la surface du second ordre devant étre réglée ne pourra donc étre qu'au
come ou un cylindre, et d'apres ce qui précéde, ayant vu que le cylindre
-passant par les deux courbes a et a' était osculateur tout autour du point m,
ou en conclut que la droite G sera une de ses génératrices.

Vu et approuvé par le doyen de la Faculté des Seiences,
B THENARD.

Permis d'tmprimer,

LInspecteur général des études, chargé de Padisinistration de I"Acardémic de Pauis,

ROUSSELLE.
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