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PREMIИRE  THИSE. 

CONTRIBUTION 
A 

L'ÉTUDE DES ANNEAUX DE SATURNE. 

I N T R O D U C T I O N .  ­  H I S T O R I Q U E . 

L ' anneau  de  Saturne  s'est  d 'abord  prйsentй  aux  instruments  imparfaits  des 

premiers  observateurs  du  xvn e  siиcle  sous  des  formes  plus  ou  moins  йtranges. 

Galilйe  voya i t Saturne  t r ip le ,  composй  d'une  йtoile centrale  et  de deux  autres 

plus  petites,  situйes  l 'une  а  l 'or ient ,  l 'autre  а  l 'occident de  l 'astre  central .  A v e c 

une  lunette  d 'un  faible  grossissement,  cette  йtoile  l u i paraissait  allongйe  et  de 

la  «  forme  d'une  olive  ». 

B i e n  que  certains  dessins  de  cette  йpoque  lo inta ine ,  ceux  de  R i c c i o l i ,  d ' E u s ­

tache  de  D i v i n i s ,  de  Gassendi entre  autres,  accusent  nettement  l 'existence  d 'un 

anneau,  i l est  probable  que  la vйr i table  nature  du  systиme  saturnien  resta  igno­

rйe  de  Gali lйe,  de  Sche ine r ,  de  F o n t a n a ,  d 'Hйvйlius  et  de  leurs  contempo­

rains . 

I l  йtait  rйservй  а H u y g e n s  de  dйvoiler  le  mystиre.  De  longues  sйries  d'obser­

vat ions,  faites  avec  des  verres  soigneusement  construits ,  l'amenиrent  а  faire  de 

ces  prйtendus  satellites  de  Saturne ,  qu i  se  transformaient  d'annйe  en  annйe,  un 

anneau  plat  et  mince ,  isolй  de  toute  par t ,  entourant  l a  planиte  et  incl inй  sur 

l ' йc l ip t ique . 

P l u s  t a rd ,  on  remarqua ,  sur  les  faces  n o r d  et  sud  de  l 'anneau,  des  traits  noirs 

qu i  attirиrent  а  toutes  йpoques  l 'a t tent ion  des  astronomes. 

O n  sait  au jourd 'hu i  que  l 'anneau  de  Saturne  n'est  pas  un  anneau  s imple,  et 

que  les  traits  noirs  dont  i l est  sillonnй ne  sont  pas  permanents. 

K.  I 



«  L a  thйorie  de  la pesanteur,  remarqua  Lap lace ( 1  ) ,  eűt  suffi  pour  nous  con­

vaincre  de  la  d iv i s ion  de  l 'anneau  de  Saturne  en  plusieurs  anneaux  concen­

tr iques,  quand  mкme  les  observations  ne  nous  l 'auraient  pas  fait  connaître.  » 

L a  la rgeur  máxima  que  puissent  prйsenter  des  anneaux  simples  en  йqui l ibre , 

situйs  а  diverses  distances  de  l a  planиte,  a  йtй  calculйe  par  M . Tisserand  ( 2 ) . 

U n e  question  se  posa  b ien tô t  : 

Gomment  ces  anneaux  sont­i ls  constituйs?  comment  se  maintiennent­i ls  a u ­

tour  de  Saturne? 

A v a n t  qu 'Huygens  eűt  dйvoilй  le  sens  de  son  cйlиbre  logogr iphe  : 

aaaaaaa cecee d eeeee g h iiiiiii llll mm nnnnnnnnn oooo pp q rr s ttttt uiiuuu 

«  A n n u l o  c ing i tu r ,  t enu i ,  p iano ,  nusquam  cohśrente,  ad  ec l ip t i cam  inc l ina to ,  » 

R o b e r v a l  avait  a t t r ibuй  la  prйsence  de  l 'appendice  de  Saturne  а  des  vapeurs 

plus  ou  moins  denses  s'йchappant,  sous  l ' ac t ion  d u  S o l e i l ,  de  l a  zone  to r ­

r ide  de  la  planиte.  P o u r  ce  gйomиtre,  ces  vapeurs  demeuraient  suspendues  а 

une  certaine  distance  de  Saturne,  autour  duquel  elles  formaient  un  cercle  q u i 

devait  se  prйsenter  а  nous  sous  l a  forme  d'une  ell ipse. 

«  R o b e r v a l ,  d i t  De lambre  ( 3 ) ,  n 'avait  fait  que  l a  moi t iй  d u  c h e m i n ;  obser­

vant  peu ,  i l ne  put  complйter  son  expl ica t ion.  » 

P o u r  H u y g e n s ,  l 'anneau  йtait  solide  et  permanent ,  partout  а  йgale  distance 

de  Saturne,  et  entraînй  avec  celui ­c i  autour  du  S o l e i l . 

«  L'hypothиse  d 'Huygens ,  d i t  J . ­ D .  C a s s i n i ,  fut  trouvйe  admirable  et  trиs 

propre  pour  expl iquer  les  diffйrentes  phases  de  Saturne ,  quoiqu 'e l le ne  fűt  pas 

reçue  de  tous  ceux  qu i  йtaient  prйvenus  par  d'autres hypothиses.  Nous  n'osâmes 

pas  y  comparer  une  pensйe  q u i  nous  йtait  venue,  que  cet  anneau  pouvai t  кtre 

formй  d 'un  essaim  de  petits  satellites,  qu i  pourra ient  faire  а  Saturne  une  appa­

rence  analogue  а  celle  que  l a  V o i e  de  la i t  fait  а  l a  Ter re  par  une  inf ini tй  de 

petites  йtoiles  dont  elle  est  formйe  ( 4 ) .  » 

L ' idйe  que  Cass in i  s'йtait  faite  des  anneaux  de  Saturne  prйvaut  au jourd 'hu i , 

comme  l 'ont  mon t rй  les  recherches  des  gйomиtres. 

(*) Mémoires de l'Académie des Sciences,  1787. 
(2) Comptes rendus,  t.  L X X X V ,  p .  u 3 i . 
(3) Histoire de l'Astronomie,  t .  I I , p .  564­
(4) Histoire de l'Académie des Sciences, iyo5. Mémoires,  p .  18. 



V e r s  174O)  Mauper tu is  ( ' )  se  proposa  le  problиme  suivant  : 

«  U n  torrent  de  matiиre  fluide  c i rculant  autour  d 'un  axe  hors  du  torrent , 

par  une  force  centripиte  propor t ionnel le  а  une  puissance  quelconque  de  l a  d is ­

tance  au  centre;  et  dans  chaque  section perpendicula i re  а  la  r йvo lu t i on ,  y  ayant 

une  autre  force  vers  un  centre  pr is  dans  cette  section  qu i  soit  p ropor t ionnel le  а 

une  puissance  quelconque  de  la  distance  а  ce  centre  ;  dй terminer  l a  figure  du 

torrent .  » 

I l  t rouve  que  l a  section  d u  torrent  est  une  courbe  algйbrique,  exceptй  dans  le 

cas  oů  les  deux  forces,  ou  l 'une  d'elles,  var ieraient  en  raison  inverse  de  l a  dis­

tance  aux  centres.  S i les  deux  forces  sont  proport ionnel les  а  la  distance,  l a  sec­

t ion  du  torrent  est  une  conique .  L e  torrent  p rend  la  forme  d 'un  sphйroďde  si  les 

deux  centres  coďncident. 

«  Dans  la  nature,  d i t  L a p l a c e ,  chaque  molйcule  de  l 'anneau  ne  tend  poin t 

uniquement  vers  deux  centres;  elle  a  u n  nombre  inf in i  de  tendances  vers  les 

autres  molйcules  de  l 'anneau  et  vers  l a  planиte.  C'est  en  combinan t  toutes  ces 

tendances  avec  la  force  centrifuge  q u ' i l  faut  dй terminer  la  figure  d 'йqui l ibre  de 

la  section  gйnйratrice  de  l 'anneau  ( 2 ) .  » 

Voilа  le  problиme  que  rйsout  Lap lace  en  1 7 8 7  ( 3 ) .  P l u s  t a rd ,  M m e Sophie 

K o w a l e w s k i ,  enlevйe  p rйmaturйment  а  la  Science,  reprend  ce  problиme  et  y 

apporte  u n  complйment  heureux.  E l l e  fait  vo i r  ( 4 )  que  l ' e l l ipse ,  t rouvйe  par 

Lap lace  comme  figure  d 'йqui l ibre  d u  torrent ,  se  transforme  en  u n  ovale  quand 

on  a  йgard  aux  termes  des  ordres  supйrieurs. 

S u r  l ' i nv i t a t ion  de  M .  F .  T i s se r and ,  professeur  а  la  Facul tй  des  Sciences 

dont  nous  avons  suivi  les  cours,  nous  avons,  aprиs  l u i  ( 5 ) ,  repr is  le  t r ava i l  de 

M m e  K o w a l e w s k i ,  et  nous  avons  йvaluй  les  termes  correspondant  а  la  troisiиme 

approx imat ion . 

L ' express ion  de  l a vitesse,  а  laquel le  condui t  l a mйthoae  de  M m e  K o w a l e w s k i , 

concorde  avec  celle  obtenue  par  M . Poincarй  ( 6 ) ,  p o u r  une  masse  fluide  h o m o ­

gиne  animйe  d 'un  mouvement  de  ro ta t ion . 

Dans  ces  derniers  temps,  les  figures  annulaires  d 'йqui l ibre d 'une  masse  fluide 

ont  йtй,  de  l a par t  de  ce  gйomиtre,  l 'objet  de  recherches  approfondies. 

(*) Discours sur les différentes figures des astres,  2 e  й d i t i o n ,  1742;  p .  160. 
(2) Mémoires de l'Académie des Sciences,  1787;  p .  249. 
(3) Mécanique céleste,  L i v r e  I I I ,  p .  166­177. 
(4) Astronomische Nachrichten,  n°  2643. 
(5) Traite'de Mécanique céleste,  t.  I I , p .  137—154­
(6) Acta mathematica,  t. V I I ; Bulletin astronomique,  t.  I I , p . 109  et 4o5 



L e  problиme  de  l ' йqui l ibre  des  anneaux  solides  ou  fluides  fut  encore  йtudiй 

par  le  professeur  G . ­ P . B o n d  ( 1 )  et  par  le  professeur  13.  Pe i rce  ( 2 ) . 

Ces  mathйmaticiens  dйmontrent  que  les  anneaux  de  Saturne  doivent  кtre 

moins  larges  que  ne  l 'avait  supposй  Lap lace .  P o u r  B o n d ,  un  anneau  fluide  ne 

serait  pas  nйcessairement  ins table ;  pour  Pe i r ce ,  une  planиte  ne  saurait  кtre  en­

vironnйe  d'anneaux  sans  кtre  munie  d 'un  nombre  suffisant  de satellites,  disposйs 

pour  le  soutenir . 

E n  1849,  E d o u a r d  Roche  s 'occupa  du  mкme  problиme;  les  rйsultats  i m p o r ­

tants  q u ' i l  obt int  ne  furent  connus  que  plus  tard  en  Angle te r re  et  en  A m й r i q u e . 

Les  recherches  du  savant  professeur  de  Montpe l l i e r  montrent  que,  p a r m i  les 

figures  d 'йqui l ibre  que  peut  prendre  une  masse  fluide,  soumise  а  l 'a t t ract ion 

d 'un  po in t  йloignй,  i l  y  a  deux  ellipsoďdes  qu i  sont  allonges  suivant  le  rayon 

vecteur  de  la  planиte  et  deux  autres,  allongйs  suivant  une  direct ion  perpendi ­

culaire  а  ce  r a y o n .  Les deux  premiers  rйpondent  а  un  йqui l ibre stable,  les  deux 

derniers  а  un  йqui l ibre  instable.  Lorsque  la  vitesse  angulaire  de  l a  masse  fluide 

est  infйrieure  а  une  certaine  l i m i t e ,  l ' un  des  deux  premiers  ellipsoďdes  diffиre 

peu  d'une  sphиre,  l 'autre  est  une  sorte  d 'a igui l le  allongйe  vers  l a  planиte.  Ces 

deux  figures  se  confondent  quand  la  vitesse  atteint  la  l imi te  en  quest ion;  pour 

une  vitesse  plus  grande,  ces  figures  cessent  d'exister. 

A p p l i q u a n t  sa  thйorie  aux  diffйrents  systиmes  de  satellites,  Roche  arr ive  а 

une  conclusion importante  : 

«  Lorsque  le  satellite,  supposй  de  mкme  densitй  que  sa  planиte,  est  а une  dis­

tance  infйrieure  а  2,44?  l e ­ rayon  de  la  planиte,  toute  figure  ellipsoďdale  d 'йqui ­

libre  devient  impossible .  » 

O r  le  premier  satellite  de  Saturne  est  а  une  distance  3 ,35 ;  i l  a  donc  pu  se 

former  et  subsister,  mais  la matiиre  qu i constitue  aujourd 'hui les anneaux  s'йtant 

trouvйe  trop  prиs  de  Saturne  n 'a  p u  s'agglomйrer  sous  forme  de  satellite,  elle 

est  restйe  forcйment  а  l 'йtat  de  poussiиre  dйsagrйgйe  ( 3 ) . 

A u  mois  de  mars  1855,  le problиme  de  la  stabilitй  des  anneaux  de  Saturne  fut 

proposй,  par  l 'Univers i tй de  C a m b r i d g e ,  comme  sujet  de  concours  pour  le  p r i x 

A d a m s . 

Suivant  le  p rogramme  du  concours,  les  anneaux,  disposйs  symйtr iquement 

par  rapport  au  p lan  de  fйquateur  de  Saturne,  pouvaient  кtre  considйrйs  comme 

(*) On the rings of Saturn ; I85I. 

(;!) On the constitution of Saturn's rings; I85I. — On the Adams Prize-Problem for  i856. 

(3) Mémoire sur la figure d'une masse fluide soumise à l'attraction d'un point éloigné. 
Essai sur la constitution et l'origine du système solaire. 



r igoureusement  ou  comme  approximat ivement  concentriques  au  globe  central . 

O n  avait  а  examiner  les  cas  suivants  :  anneaux  r igides ,  anneaux  fluideSj  an^ 

neaux  formйs  de  particules  de  matiиre  indйpendantes  les  unes des  autres. 

Dans  ces  trois  cas,  on  avait  а  йtudier  les  condit ions  de  stabili tй  et  а  dйter­

miner  quelle  est,  p a r m i  les  hypothиses  envisagйes,  celle  qu i reprйsente  le  mieux 

le  phйnomиne  des  anneaux  br i l lants  et  de  l 'anneau  obscur.  O n  avait ,  en  outre,  а 

rechercher  les  causes  auxquelles  sont  dus  les  changements  survenus  dans  les  an­

neaux  de  Saturne,  et  que  semblent  rйvйler  les  anciennes  observations  comparйes 

aux  observations  modernes. 

L e  p r i x  A d a m s  fut  dйcernй,  en  1807,  а  James  C l e r k  M a x w e l l . 

P o u r  M a x w e l l ,  comme  p o u r  Roche , le  seul  systиme  d'anneaux  qu i puisse  sub­

sister  autour  de  Saturne  doi t  кtre  composй  d 'un  nombre  indйf ini  de  particules 

dйsagrйgйes,  circulant  autour  de  l a  planиte  avec  des  vitesses  et  а  des  distances 

diffйrentes. 

Ces  particules  de  matiиre  sont  peut­кtre  rйunies  en  une  sйrie  d'anneaux 

йtroits,  peut­кtre  s'entre­croisent­elles  irrйguliиrement  dans  leur  mouvement . 

Dans  le  p remier  cas,  la destruction  finale  sera  trиs  lente;  dans  le  second,  elle 

sera  trиs  rapide,  mais  elle  pour ra i t  кtre  ralentie  par  les  particules  elles­mкmes, 

qu i  tendent  а  se  grouper  en  u n  anneau  й t ro i t . 

Une  analyse  dйlicate  et  approfondie  condui t  G . ­ A .  I l i r n  а  u n  rйsultat  ana­

logue  ( 1 )  : 

«  S i les  anneaux  sont  gazeux  ou  mкme  l iquides ,  leur  sort  inйvitable  sera,  non 

pas  de  tomber  d 'un  côtй  sur  l a planиte  et  de  s'en  йcarter  de  l 'autre,  mais  de  s'en 

rapprocher  lentement  dans  toutes  les  directions,  et  de  finir  par  se  confondre  avec 

elle. 

»  L e s  anneaux  solides  et  d'une  piиce,  а  moins  d'кtre  inf iniment rйsistants  et 

inflexibles,  ne  sauraient  avo i r  qu'une  existence  trиs  courte,  sans  se  dйsagrйger 

complиtement.  » 

P o u r  H i r n ,  les  anneaux  de  Saturne  sont  trиs probablement  constituйs  par  des 

particules  matйrielles,  solides,  discontinues,  sйparйes  par  des  intervalles  trиs 

grands  et  mises  en  relat ion  seulement  par  leur  at traction  rйciproque,  trиs  faible 

relat ivement  а  celle de  la  planиte. 

C'est  l 'idйe  q u i  fut  йmise  pa r  Cass in i  а  la  fin du  xvn e  siиcle. 

L e  cas  que  nous  avons  йtudiй  est  donc  purement  hypo thй t ique ;  i l ne  rйpond 

(*) Mémoire sur les conditions d'équilibre et sur la nature probable des anneaux de 
Saturne;  1872. 



pas  а  l 'idйe  que  l a  Science moderne  se  fait  de  l a const i tut ion des  anneaux  de  Sa ­

turne.  L e s pages  qu i suivent  forment  le  complйment  d 'un  t ravai l  laissй  inachevй 

par  M m e  K o w a l e w s k i ,  а  l a mйmoire  de  laquelle nous  apportons  i c i un  hommage 

d 'admira t ion  et  d'estime. 

Dans  la premiиre  Par t i e  de  notre  t r ava i l ,  nous  avons  dйveloppй  les  formules 

de  M m e  K o w a l e w s k i  ;  nous  y  avons  conservй  partout  les  termes  en  <r*.  Cette 

premiиre  Par t i e  est  suivie  d u  ca lcul  numйrique  des  valeurs  de  a,  y ' ,  y" corres­

pondant  а  la premiиre approx imat ion .  Ce calcul  est  l o n g  et  pйnible ; aussi avons­

nous dű  renoncer  а calculer les valeurs des inconnues  correspondant  aux  approxi ­

mations  II  et  I I I . 

Dans  la  seconde  Par t i e , nous  avons  considйrй  le  cas  oů  l 'anneau  de  Saturne 

serait  soumis  seulement  aux  attractions  mutuelles  de  ses  parties  et  а  la  force 

centrifuge.  Nous  y  donnons  l 'expression gйnйrale  des  inconnues  correspondant 

aux  approximat ions I,  II  et  I I I . 

PREMIČRE P A R T I E . 

Dans  sa Mécanique céleste  (t.  I I , p .  166),  Laplace  montre  qu 'un anneau  fluide 

ou  un  anneau  solide  recouvert  d'une  couche  fluide  peut  se  mainteni r en  йqu i ­

l ib re  autour  de  Saturne,  en  ver tu  de  l 'a t t ract ion  mutuel le  de  ses  molйcules, 

combinйe  avec  u n  mouvement  de  ro ta t ion,  si  la  figure  gйnйratrice  de  l 'anneau 

est  une  ellipse  aplat ie,  dont  le  g rand  axe  est  d i r igй  vers  le  centre  de  Saturne. 

L e s  dimensions de  l 'ellipse  gйnйratrice  de  l 'anneau  йtant  petites  par  rappor t  а 

la  distance  de  l 'anneau  au  centre  de  Saturne,  Lap lace  remplace  l 'a t t ract ion  de 

l 'anneau  sur  u n  poin t  de  la  section  mйridienne  par  l 'a t t ract ion  exercйe  sur  le 

mкme  point  par  un  cyl indre  dro i t ,  indйf ini  dans  les  deux  sens,  ayant  pour  base 

l 'el l ipse  gйnйratrice,  et  pour  densitй  constante  la densitй  p de  l 'anneau. 

E n  dйsignant  par 

M  la  masse  de  Saturne  supposй  sphйrique ; 

a , b  les  demi  grands  axes  de  l 'el l ipse  gйnйratrice  ; 

l  l a  distance  de  l 'anneau  au  centre  de  Saturne  ; 

ta  l a  vitesse  de  rota t ion  de  l ' anneau; 



f  le  coefficient d 'attraction ; 

p  la  densitй  de  l 'anneau ; 

p  celle  de  Saturne, 

Laplace  trouve  : 

i °  : la vitesse  de  rotat ion  de  l 'anneau  est  la  mкme  que  celle  d 'un  sa­

tellite  placй  а  la  distance  / de  la  planиte. 

2°  i  : l 'ellipse  gйnйratrice  de  l 'anneau  est  aplat ie. 

3°  1,89  :  l a densitй  relative  а  l a  l imi te  intйrieure  des  anneaux  br i l lants 

est  supйrieure  а  1,89  p u ; 

­o,84  : sa densitй  relat ive а la d iv is ion  de  Cass in i  est  supйrieure  а  o,84pp,; 

o,55  :  la  densitй  relat ive  а  la  l imi te  extйrieure  des  anneaux  br i l lants  est 

supйrieure  а  o, 5 5 p ̂  . 

4°  L ' anneau  de  Saturne  est  de  forme  irrйguliиre. 

Cette  i r rйgular i tй dans  la  forme  de  l 'anneau  est  nйcessaire;  pou r  la  stabilitй 

de  l ' йqui l ibre i l faut,  en  outre,  que  le  centre  de  gravitй  de  l 'anneau  ne  coďncide 

pas  avec  son  centre  de  f igure. 

M m e  K o w a l e w s k i  suppose  l 'anneau  engendrй  par  une  courbe  plane  tournant 

F i g .  1. 

autour  de  l 'axe  S i ,  situй  dans  son  p lan  et  passant  par  le  centre  de  Saturne. 

I ,  et  y], dйsignent  les  coordonnйes  d 'un  point  quelconque  de  l a  figure  gйnй­

ratr ice  mйridienne  rapportйe  а  des  axes  rectangulaires  passant  par  le  centre  de 

Sa turne ; <jIx{  et alyi  sont  les  coordonnйes  du  mкme  point  par  rappor t  а  des 

axes  parallиles  aux  premiers  et  passant  par  le mi l i eu  C  de  B B ' . 



A v e c  Lap lace ,  nous  supposerons  les  dimensions transversales  C B , C A de  F an­

neau  trиs petites  pa r  rappor t  а  l a  longueur  S C  =  / ,  et  nous  ferons 

Les  coordonnйes  absolues  d 'un  point  de  la  section  mйridienne  auront  alors 

les  expressions  suivantes  : 

M m e  K o w a l e w s k i  exprime  maintenant x et y  en  fonction  du  paramиtre i\  elle 

prend 
y — —  C0SŁ, 

et  elle  adopte  pour x  une  fonct ion arbi t ra i re  de t1  telle  que  la courbe  mйridienne 

soit  symйtr ique  par  rappor t  а  l 'axe  S  Y], 

co~  <p( Ł) — a sinŁ  ­+­ a ' s in2Ł + a." sin3Ł +  a^s inZ^  + . . . ; 

a ,  a',  a'',  . . .  dйsignant  des  coefficients  constants  q u ' i l  faut  dйterminer ,  de  ma­

niиre  que  le fluide  soit  en  йqui l ibre sous  l ' ac t ion des  forces  agissant  sur  l 'anneau, 

savoir  : 

i °  L ' a t t r a c t i o n de  l 'anneau,  de  potent ie l  Y ( X ,  Y , Z ) ; 

2°  L ' a t t r a c t i o n de  Saturne ,  de  potent ie l  V i ( X n  Y , ,  Z , ) ; 

3°  L a  force  centrifuge  w 2 ­ /^ . 

U n  poin t  quelconque  de  l a  section  mйridienne  йtant  en  йqui l ibre ,  on  doi t 

avoir 
dp — o, 

c'est­а­dire 
( X  + Xi)d^i-h  ( Y  + Yi-h tùtnl)dni = o; 

d'oů,  en  in tйgran t , 

S i  l ' o n nйglige  l 'aplatissement  de  Saturne,  le  potent iel  V ,  a  pour  valeui 

et  l 'йquat ion  diffйrentielle de  l ' йqu i l ib re devient 

( 0 



P o u r  calculer  V ,  M m e K o w a l e w s k i  fait  usage  de  l a  formule  de  Gauss  ( 1 ) 

(2) 

oů  p dйsigne  la  densitй  de  l 'anneau  supposйe  constante, dL  l 'йlйment  de  surface 

au  point  N , i  l 'angle  que  fait  au  poin t  N  l a  normale  extйrieure  а  la  surface  de 

l 'anneau  avec  la  d i rec t ion NN< ( N ,  йtant  u n  point  vois in  de  N ) . 

F i g . 2. 

Les  coordonnйes  yj, Ł  d 'un  po in t  quelconque  N  de  l 'anneau  situй  dans  un 

plan  q u i  fait  un  angle  <]> avec  l a  section  mйridienne  auront  pour  valeurs 

(3) 

Ces  coordonnйes  deviennent  pour  un  poin t  de  la  section  mйridienne 

(4)  ^1 — 0" / OC J y rtl=l(l  +  crjKi  ) ,  Ki — o 

(ou 

(4') 
\ x — al(oc siati  +  a '  s i n 2  ?! + a" sin3Ł t  + . .  . ) , 

E n  dйsignant  par  a ,  c  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  extйrieure  au 

point  N , et  par u  l a  distance  N N n on  aura 

(i) Theoria attractionis corporum sphœroiclicoram ellipticorum homosreneorum. r>. o.Sfi 

K .  2 



et 
M* =  ( l - l, Y +  ( n - n, y +  ( Ç ­  ) 2 ; 

ces  йquations  deviennent,  en  ve r tu  de  ( 3 )  et  ( 4 ) , 

(5 

(6 

A  l 'aide  des  formules  de  l a  thйorie  des  surfaces 

et  par  le  changement  de  ^  en  tc — 2 0,  l ' in tйgra le  de  Gauss 

se  transforme  comme  i l  suit  (TISSERAND, Traité de Mécanique céleste,  t. I I , 

p . I3C)­I4O) 

( 7 

O r  on  a 

E n  substi tuant  ces  valeurs  dans  ( 7 )  et  en  posant,  p o u r  abrйger, 

(8 

A —  4 ( i — a cost)  (1 — a cos^x), 

B  =  cr"2(cosŁ  —  cos^ i ) 2 ­ f ­  cr2[<p(Ł) — ^(ti)]-, 

C  =  2 c r 2 ( i  — a cost) (cost — cos^i) o'{t) -r- sin t[co(t)  — <p(tt)1 j ; 

i l  vient 

K9) 



Posons  maintenant 

et  remarquons  que  A­2  est  vo i s in  de  i , car  A  est  une  quanti tй  finie  et  B  est  du 

deuxiиme  ordre  par  rappor t  а a. 

A  l 'aide  des  expressions  prйcйdentes,  (9)  se  transforme 

(10 

L e  ca lcul  de  V  se  ramиne  а  celui  d ' intйgrales  el l ipt iques de  Legendre  de  p r e ­

miиre  et  de  deuxiиme  espиce. 

E n  effet,  on  peut  poser 

W  se  dйcompose  alors  comme  i l suit  : 

( n 

O r ,  d'aprиs  Legendre ,  on  a, k  йtant  supposй  vo is in  de  l ' un i t й , 

(12 

E n  remplaçant  l o g  par  » (11)  devient,  en  ver tu  des  formules  (12), 



ou,  en  posant 

' 3 ; 

r4 

L' in tйgra le  ( 1 0 )  p r end  donc  l a  forme  suivante  : 

ou 

(5) 

Les  intйgrales  indiquйes  dans  l 'йquat ion  ( i 5 )  ont  йtй  calculйes  pa r  M m e K o w a ­

l e w s k i  dans  l 'hypothиse  que  le  dйveloppement  de  ,r, 

\x — tp( t) — a  s in t -h ce' s i n2 t +• a" s in3 t  ­ h , .  . , 

s'arrкte  au  terme  a'  s i n ^ ^ ,  qu i modif ie  le  plus  l 'e l l ipse  de  L a p l a c e . 

M m e  K o w a l e w s k i  pose  donc 

a = ос —. . . =  о, 

et  elle  fait,  en  outre, 

a' =<7 y', 

oů Y est  supposй  f in i . 

L a  courbe  q u i  en  rйsulte  ( 4  ) 

£ = <jl{a  s in* H ­  cry'  s ina^ ) ,  T) =z l(l — (7 COS 

se  rйdu i t ,  dans  le  cas  par t icu l ie r de  M  =  o,  а  une  ellipse ayant  pour  demi  grands 

axes y.i/  et iL  et  pour  aplatissemenl 

L a  vitesse  angulaire  de  ro ta t ion  a  pour  va leur ,  dans  ce c 

Nous  nous  sommes  proposй  d 'examiner  si  le  terme a" sinSt  contient  des  quan­

(1) Traité de Mécanique céleste,  t.  I I , p .  i 5 3 . 



titйs  en  cr\  Ces  quantitйs,  si  elles  existaient,  modifieraient  les  valeurs  prйcй­

dentes. 

A  cet  effet,  nous  avons  repr is  l ' i n t йg ra t i on  de  ( i 5 )  en  conservant  partout  les 

termes  en  cr4  et  en  posant,  comme  l 'avait  ind iquй  M m e K o w a l e w s k i (A. N., 

n ° 2 6 4 3 ) , 

(16  a' = y' a, a " = y ' V . 

Nous  avons  supposй  a'" =  a I V  =  . . .  =  o. 

Les  йquations  ( 8 )  q u i  servent  de  base  а  ce  ca lcu l  deviennent,  dans  le  cas  que 

nous  examinons , 

('7 

A  : 4 [ i  —  <7(C0S/  ~h  COS^)  ­+­  <72 COS /  COS tl], 

B  = a-(cost  —  c o s / j ) 2 ­ } ­  c r 2 a 2 ( s i n /  —  s i n tvy 

H ­  2 ay'  cr3 ( s i n t  —  s i n tj )  ( s i n 21 —  s i n  2 tx ) 

­+­ y / 2<r 4  ( s i n 2 /  — s in2  / t )
2 +  2ay"cr 4  ( s i n /  —  s i n ^ i )  ( s i n 3 ^  — s i n 3 ti), 

C  =  2ac7 2  [ i —  C O S ( t  — ti)] —  2 0C(73 c o s / [ i —  c o s ( / —  ї1)] 

­ h  2 y ' a ­ 3  [2  c o s 21 (cost  — c o s ti ) ­ h  s i n t  ( s i n  2 t — s\n 2 ti) 

—  2 u c o s /  c o s 2 Ł ( cos t —  c o s — cr s i n  Ł c o s /  ( s i n  2 /  —  s i n  2 ti )] 

+  2y"(7*[3 cos3 / ( c o s /  — c o s  / j )  H ­  s i n /  ( s i n 3 / — s iu3  / t ) ] . 

O n  vo i t  ainsi  que  A  est  une  quant i tй  finie  et  que  B  et  C  sont  d u  second  ordre 

par  rappor t  а  u ;  on  pour ra  donc ,  dans  le  c a l c u l  de  V ,  rйdu i re  W ,  et  W 2  aux 

termes  suivants  : 

>8) 

O r ,  en  dйveloppant  les  rad icaux  et  en  ordonnant  par  rappor t  а  a­,  on  trouve 

(19 



L e s  expressions  de  W 4  et  de  W 2  prennent  alors  l a  forme  suivante  : 

2 О 

(21 

Por t an t  maintenant  les  valeurs ( 2 0 )  et ( 2 1 ) dans  ( i 5 ) ,  l ' in tйgrale 

premiиre  part ie  de  V ,  se  calcule  alors  sans  di f f icul tй . 

Calcul de 

O n  a 

termes non périodiques de W 2 ; 

d'oů,  en  nйgligeant  partout a 3 , 

( 2 2 

Occupons­nous  maintenant  d u  ca lcu l  de  W 1  : 

oů  l ' on  a 

G — 2 a u 2 —  2 acr-  c o s ( t — /, ) 

—  2 ao­ 3 c o s t  +  2 ces3 c o s t  c o s ( /  —  / , ) 

­ h  4 / c r 3  C 0 S 2 / ( C 0 S / —  COS/ j )  H ­ 2 y ' C3"3 S Мn / ( s Мn2 / —  S m 2 / , ) 

— ky' G*  COS t  COS 2 Ł (COS t  —  COS tt) —  2y'<74
 Sili t  COS Ł (siri2 t —  SМn2  / t ) 

+  6y"<74  cos 3 / ( c o s  /  —  c o s i j )  +  2y"c? 4  s i n / ( s i n 3  /  —  sin3Ł,) , 

B =  cr2 ( c o s /  —  c o s / ! ) 2 4­  c r 2 a 2  ( s i n /  —  s i n / , ) 2  ­+­ 2or/a3  ( s i n / —  s i n / j )  ( s i n 2  /  — s i n 2 / ! ) . 



E n  effectuant  les mul t ip l ica t ions  indiquйes  et  en  groupant  les  termes,  on  peut 

йcrire  W 1  sous  la  forme 

23) 

les  coefficients x n  et  ^>n  ayant  les  valeurs  suivantes  : 

24) 

Ces  valeurs  nous  permettent  de  calculer  les  deux  autres  intйgrales  dont  se 

compose  V  : 

Wt  est  du  second  ordre  par  rappor t  а  a ;  on p o u r r a  donc,  dans  le  dйveloppe­

ment  de  l o g i 6 ( A  ­f­ B ) ,  nйgl iger  les  termes  en  cr3. 

O r  on  a 

1.6 (A  H­  B) — 64 [i  —  cr (cos t  H­ cos lx ) + (cost  +  cos ?i )'2  {  ff8«»  (sin t — sin  *,)*], 

d ' o ů 

(25) 



i  йtant  supposй  trиs  petit ,  on  pour ra  dйvelopper  ( 2 5 )  en  sйrie  convergente, 

d'aprиs  l a  formule 

en  posant 

x — —  ff(cos*4­  c o s ^ ) 4­  | c7 2 (cos*i4­  cos*) 2 4­  I  a 2 c r 2 ( s in*  —  s i n * , ) 2 . 

O n  t rouve 

(26)  l o g i 6 ( A  4­ B )  log64  — cr(cos*  +  cos ^ ) 

O n  a,  d 'autre  par t , 

W ,  =  <A>o +  cos * + s i n  *  ­ h  oA^  cos 21 +  i)b2  s in 2 « 4 ­ . . .  ; 

d 'oů,  en  substi tuant  et  en  in tйgran t ,  i l vient 

(27 

Reste  а calculer 

et 
B  =  CT2(COS* — c o s / i ) 2 4 ­  <7 2[a(sin* —  s i n * i ) 4­ ay'  ( s i n 2 *  —  s i n 2 * t ) 

4­  a 2 y " ( s i n 3 *  — s i n 3 / ! ) ] 2 . 

O r ,  en  remarquant  que  l 'on  a 

( s i n 3 * — s i n 3 f t )  =  ( s i n *  —  sin ї0 [3 — 4 ( s i n 2 ї 4 ­  s in*! s i n* 4­  s i n 2 * t ) ] , 

i l  vient 

B —  cr2  ( cos * —  cos  * i  ) 2  4­ CT2
 oc- ( si n * —  sin tt  ) 2  4­ 2 ay'  cr3  ( s in * —  sin *, ) ( s in 2 *  —  sin 2 * t ) 

4­  2ay"<7 4(sin*  — s in*!) 2  [3 — 4 ( s i n 2 *  4­ sin*j  s i n * 4­ s i n 2 * i ) ] 

4­  y ' 2 c r 4 ( s in2*  — s i n 2 * j ) 2 4 ­  des termes  en a 5 , 



ou  encore 

ou ,  en  mettant  en  facteur  2 sin 

>8) 

P o u r  y '— y"— °i  ^  s e  r йdu i t  ŕ  l a  valeur  suivante 

cr 2 [i — cos(?  —  [1 — cos(?  +  ?i) ­ h <*2 +  a 2  cos(?  + tx )], 

on  peut  donc  йcrire 

(*9) 

en  posant 

( 3 o 

l ' intйgrale  se  dйcompose  donc  en  quatre  autres 

3 . ) 

K .  3 



O n  a  immйdia t emen t 

32) 

Calcul de  R et de  S. 

Posons 

33) 

34) 

l ' in tйgrale  S  se  dйdu i t  de  R  pa r  le  changement  de t,  en  — t{  et  de  a  en  o. 

Trans formons  l a  quant i tй  sous  le  signe  l o g a r i t h m i q u e ;  on  a 

ou ,  en  posant 

d'oů 

O r ,  3  йtant  in fй r ieur  а  l ' un i t й ,  on  a 

d'oů 

35) 



l ' in tйgrale  R  peut  donc  s'йcrire 

ou,  en  remplaçant  W ,  par  sa  va leur , 

ou 

36) 

E n  remarquant  que  l ' on  a 

i l  vient ,  aprиs  l ' i n t йg ra t ion , 

d'oů  l ' on  dйdui t ,  pour  S, 



si  T o n s'arrкte  aux  termes  en  cr',  on  a 

3 7 ) 

38) 

Calcul de 

W ,  йtant  de  Tordre  de 1-  et  B , йtant  de  l 'o rdre  de  cr, on  peut ,  en nйgl igeant 

comme  prйcйdemment  les  termes  en  cr5,  se  borner  а 

39) 

oů  l ' o n a  (3o 

D ' au t r e  part , 

l 'expression  de  B ,  devient  donc 

.4o) 



en  posant 

E n  remplaçant  les  p rodui t s  des  quanti tйs  t r igonomйt r iques  par  des  sommes  et 

des  diffйrences  d'aprиs  les  formules  fondamentales,  on  trouve,  sans  t rop  de  peine. 

oů  les  chiffres  entre  parenthиses  ind iquen t  l 'o rdre  d u  terme  le  moins  йlevй  en c, 

contenu  dans  les  coefficients  JU,, il!»,­. 

A u  degrй  d ' app rox ima t ion  adoptй,  i l faudra,  dans  le  p rodu i t  W ,  B , ,  faire  le 

dйveloppement  de  B ,  en  nйgl igeant  respect ivement  les  termes  en 

Ic i  encore,  les  chiffres  entre  parenthиses  ind iquen t  l 'o rdre  du  terme  le  moins 

йlevй  en  cr contenu  dans  les  expressions  I,  I I ,  I I I ,  I V ;  en  outre,  on  a  posй 

Occupons ­nous  maintenant  de  la  t ransformat ion (/\o)  de  B t . 



Calcul de 

O n  a  t rouvй 

i l  est  mut i l e ,  en  effectuant  l a  mu l t i p l i c a t i on ,  de  considйrer  le  terme  en 

c o s ( 6 ^  +  6 / ) ,  qu i donnera i t  l i eu  а  u n  terme  en  cos4ї5  ce  terme  doit  кtre 

nйgligй  d'aprиs  ce q u i  prйcиde. 

E n  posant 

i l  vient 

ou 



d'oů,  en  dйveloppant  et  en  remplaçant  3̌ par  sa  va leur ,  i l  vient 

Calcul de I I . 

D'aprиs  la  remarque  (p .  21) ,  les  termes  en  cos2?",  s i n 2 / ,  . . .  do ivent  кtre 

nйgligйs;  i l v ient  donc,  en  posant 

3/ '<7 2 [ l  +  COS(? - f - ti)]  [ l +  2(3  C O S U 1 +  ?)  +  2f3"2  0 0 8 ( 2 ? ! +  2?)]  —  S 2 , 

OU 

d'oů,  finalement,  en  remplaçant  3̌ par  sa  va leur , 

Calcul de I I I . 

Opйrant  de  mкme  avec  le  troisiиme  terme  dont  se  compose  B , ,  i l  v ient ,  en 

posant 



et  on  omettant  le  terme  en 2(35 cos(5*, 4­  51)  qu i  in t rodu i ra i t  un  terme  en 

COS 2 / , 

4­2(3  [3  COS  (*i4­  ї) —  C0S2ї 1  COS(/] 4­ t)  4­ 4  S Î l l  ї1  Sin  ї 0 0 8  (ї14­  *) 

— eos(*,  — *) cos(*, 4­  *) 4­ 4 cos 2 ( t l  4­  *) — 2  C O S 2  ї1  C O S 2 ( ї 1 4­ *) 

4­  2 Sin ї,  Sili  (ї1  4 ­2*)  C O S (  ї1 4­ t) — 2 C O S  2 * C O S  ( ї1 4­ *)] 

4­  215 2[4­ 4 s in*!  sinїCOS(2ї1 4­ 2 *) — C0S(*, — *) COS(2 

4­  4  C O S ( * 1 4­  *) COS (2 ї14­2*)  — 2  COS  2  *!  COS ( *! 4~  *)  COS  ( 2 ї1 4­  2 *) 

4­  2  S i l i* ,  S i l i  ( ї14­2 *)  COS (2  * i 4­  2 *) 

— 2 COS  2  * COS (2  * i  4­ 2 *) —  COS(*i 4­ 3 *)  C O S (2 *4 4~ 2*) 

4­  2 (33  [4­  2  S i l l * i  S Î n ( * i  4­  2 *)  COS (3  ї,4­  3  *) 

— 2 COS 2  * cos(3  * i  4­ 3 *)  — cos(  * i 4 ­3*)  cos(3  * i  4­ 3*)] 

4­  2 1 3
t [—  cos(*! 4­3*)  cos(4*i +  4 *)!> 

ou 

4­2(3  [3 C0S(*i 4­  *) — COS 2 * i COS(*i 4­ *) 4­ 2 s in* ,  SÎll(2 * 4­ * i ) 

—  2  S i l i 2  * i —  \  COS 2 * i 4­  2  —  COS 2 ї1 4­  SМO * i SМH  * —  COS ( * —  *j ) ] 

4­  2 |3 2 [—  2 SМn*i  SМn(2*i4­  *) — I C O S ( 3 * i 4 ­  *) 4" 2 C0S(Ł t4­ *) 

—  COS  2 * i C0S( * i 4­ *) — Si l i 2  * i — C0S2 *! — f  COS(  * i — *)] 

4­  2(3 3[ —  sin*i  s in( 2 — cos(3/i 4­ *) — \  COS 2 ї1] 

4 ­ 2 ( 3 i [ — I  C0S(3*,4­ *)] 

ou 

4­2(3  [ i — I C0S2їl ­h s i r U i  S i n ї — C0S( ї1 — *) 

— C0S2їl cos(*i4­  *) 4­ 3 cos(* 1 4­ *)] 

4­  2(3 2[  — \ — } COS 2*1 — |C0S(* ­ i—  *) 4­ 2 C0S(*i4­ *) 

—  COS 2 * i cos(*i 4­ *) — \  cos (3*1 4­ *) — 2 s in*i  s in (2  * i 4­ *)] 

4­  a(33 [  '— I  cos2  * i —  s in* i  s in (2  *i 4­ *) — cos (3 ї14­ *)] 

—  (34 C0S(3*i 4­  *) 



ou, en  dйveloppant,  i l vient 

Calcul de I V . 

Dans  ce  dйveloppement,  les  termes  en cos'it,  s in2 A  . . .  sont  а  nйgliger . 

Nous  poserons  encore 

X [i 4~ 2(3 C O S ( ? j + ?) -+- 2 (32 COS (2 ?! ­1­2?) 

4" 2[3 3 C0S (3?i4­ 3?) + 2(3* C O S ( 4 ? i +  4 0 ]  = 

d'oů,  en  effectuant  les  mul t ip l i ca t ions  indiquйes, 

2  3̌ [2 C 0 S ( ? ! + ? ) + COS 2 ? i +  i COS 2?j ­h c o s ( ? i 4­ ?)] 

4­ 2 [3 2 [C0S (3?i4 ­  ?) 4 ­ v C 0 S ( ? i — ?) 4­  1 + | C 0 S ( ? 1 — ?)] 

4­ 2 (3 3 [C0S(?!4­ ?) 4 ­ f C 0 S 2 ? i ] 

4 ­2 (3 4 [ | cos (3? i4 ­ ?)J 

ou  encore,  en  dйveloppant  et  en  ordonnant  suivant  les  cos  des  mul t ip les  de 

4­2 (1 — 3|3 4­{3 2—  (3 3 ) s in?i  s in?  — ( i 4 ­ ( 3 2 ) 2 s i n 3 ? i  s in? 

4­ 2(1 4­  3(3 4­  (324­ (33) cos?i  cos? 4­ (1 4­  (3 2) 2  cos3?j  cos? . 

E n  remplaçant  maintenant  (3 par  sa  valeur  et  en  s impli f iant  les  expressions 

entre  parenthиses,  i l v ient 

K .  4 



L 'expres s ion  ( 3 o )  de  B^ se  transforme  donc  finalement  comme  i l suit 

(41)  B 1 = S 1 ­ t ­ S 2 + S 3 +  s 4 

avec 

42) 

E n  portant  les  valeurs  prйcйdentes  dans  et  en  se  rappelant  que 

l ' on  a 

l ' in tйgrale 

(43) 



se  calcule  sans  diff icul tй .  E n rйunissant  les  termes  provenant  de 

de  ,  le  rйsultat  de  l ' i n t йg ra t ion  de  peut  s'йcrire 

comme  i l suit  : 

Termes provenant de 

'M) 

Termes provenant de 

44') 

Termes provenant de 

44") 



I l  ne  nous  reste  plus  qu'а  calculer la  deuxiиme  partie  dont  se  compose  l ' in tй ­

grale  (39) 

Calcul de 

O n  a 

en  posant 

A =  ( 1 4 ­ 2(3 c o s 9  +  2(32 cos2cp  4 ­  2(3 3 cosScp  4 ­ . . . ) 2 

et  cp —  ? 4 ­ li. 

S i  maintenant  on  remplace  les  cos  pa r  leurs  valeurs  en  exponentielles  imag i ­

naires,  et  si l ' on pose  en  outre  i l  v ient 

ou 

Dйcomposons  maintenant  le  troisiиme  terme  en  fractions  rationnelles 

i l  vient  donc 

ou ,  en  dйveloppant  par  la  formule  du  binôme 



O r  cette  troisiиme  partie  de  A peut  s'йcrire,  en  mul t ip l i an t  dans  la  parenthиse 

par 

O n  a  donc 

A  = 

ou,  en  groupant  les  termes, 

4­  2(3 24­  2(33x;4­  2|3 4^ 24­  2 [ 3 3 ^ 4 ­ . . . 

4­  2[34 4­  2f3 3* 4­. . • 

4 ­  2 ^ 6  +  . .  . 

H­  , 

E n  groupant  les  termes  du  dйveloppement  A ,  on  voi t  q u ' i l  donne  l i eu  а 

deux  sйries  de  dйveloppements  comprenant  chacune  un  nombre  inf in i  de  pro­

gressions  gйomйtriques,  la  ra ison  de  celles  de  la  premiиre  sйrie  йtant z,  la 

raison  de  celles de  l a deuxiиme  йtant z"1.  D e  plus ,  si  l ' on  groupe  tous  les  termes 

d'une  mкme  puissance  de z,  on  obtient  pour  coefficient  de  ces  termes  des  suites 

ini inies  q u i  se  correspondent  deux  а  deux  dans  les  deux  sйries  pr incipales .  L e 



dйveloppement  de  A  devient  donc 

A  =  i  ­ h  2 (32 ­+­ 2  3̌* H­  2 (36 H­  2  |38 +  . . . 

oů,  en  sommant  maintenant  les  expressions  entre  parenthиses,  et  en  r em­

plaçant  les z  pa r  leurs  valeurs ,  on  obtient  pour  l ' express ion  de  A  la  va leur 

suivante 

Ma i s  on  a 

I l  vie n i  donc  finalement  p o u r  l 'express ion  de  A 

L a  l o i des  coefficients  est  йvidente. 



L a  valeur  de  A  йtant  connue,  nous  pouvons  procйder  ŕ  la  fo rmat ion  de 

L e s  termes  et  les  doubles  produi t s  tels  que 

A I .  I I ,  conduiraient  dans  W , B 2 ŕ  des  termes  en  cr 5 ;  on  devra  les  nйgl iger 

dans  l ' a p p r o x i m a t i o n adoptйe;  reste  donc  ŕ  dйvelopper 

O r 

I —  2 a y' (7 [ COS ti  +  0 0 8 ( 2 * !  +  *) +  COS* +  c o s ( * i  +  2 * ) ] ; 

B "  cont iendra  donc  a 2  en  facteur,  et  comme,  d u  reste,  on  a 

on  devra ,  au  degrй  d ' app rox ima t ion  adoptй,  nйgl iger  dans  le  ca lcu l  de 

les  termes  en  cos2*",  s i n2 / , . . . . 

O n  a 

I l  vient  donc 



Effectuons  maintenant  le  p rodu i t  en  nйgligeant  par tout  les  termes  en  cos 

et  en  sin  dont  l ' a rgument  est  йgal  ou  supйrieur  а  2/. 

E n  groupant  les  coefficients  des  termes  des  mкmes  arguments ,  i l vient 



Rйduisant  maintenant  les  expressions  entre  parenthиses,  on  obtient 

ou  encore 

45) 

K .  5 



L' in tйgra le 

se calcule  maintenant  sans  diff icultй  : 

Termes provenant de 

Les  termes  prйcйdents  sont  de  la  mкme  forme  que  ceux  qu i proviennent  de 

l ' in tйgra t ion  (44")  de  on  peut  donc  les rйdui re . 

Réduction des termes provenant de 



E n  simplifiant  les  expressions  entre  parenthиses,  i l vient  : 

Termes provenant de 

46) 

Rйsumant  les  calculs  effectuйs  plus  haut,  on  vo i t  que  l 'expression  V  du 

potentiel  de  l 'anneau  sur  un  poin t  quelconque  de  sa  surface  se  prйsente  sous  la 

forme  suivante 

i5 ) 

oů  l 'on  a,  d'aprиs  ce  qu i  prйcиde, 

;3i) 

39 

43) 



E n  remplaçant  les  intйgrales  respectivement  par  leurs  valeurs ,  i l v ient 

2 2 

2 7 ) 

32) 

38) 

37 

44) 



(44') 

46) 

S i  nous  remplaçons  maintenant  les  quanti tйs XN  et  par  leurs  valeurs, 

devient ,  au  degrй  d ' app rox ima t ion  adoptй, 

47) 







E n  groupant  les  coefficients  des  cosinus  des  mкmes  arguments ,  l ' express ion 

gйnйrale  de  se  prйsente  sous  la  forme  suivante 

(48) 



oů  l ' on  a 

4g) 

C o m p a r a n t  l ' express ion  ci­dessus  de  а  celle  obtenue  par  M .  T isse rand 

(Traité de Mécanique céleste,  p .  i 5 o ) 

on  voi t  que  l a  seconde  expression  de  V  ne  diffиre  de  la  premiиre  que  par  des 

K .  (> 



termes  en  cr2  p rovenant  de  asinz",  y'crsin2Ł,  y " c r 2 s i n 2 / .  O n  devra  donc  s'at­

tendre  а  avo i r  de  lйgиres  modif icat ions  dans  l 'express ion  des  valeurs des  i n c o n ­

nues  a,  y ' ,  y" donnйes  а  l a  page  154  d u Traité de Mécanique céleste  et  cor­

respondant  а  l ' app rox ima t ion  I L 

Dйveloppons,  de  mкme,  le  deuxiиme  terme  de  l ' йquat ion  diffйrentielle  de  l a 

figure  d ' йqu i l ib re  de  l 'anneau  : 

(1) 

O n  a,  en  ver tu  de  ( 4 0  et  de  (16), 

Łj  =  cr l(a  s in ti -+- ay's'm2ti-h  cr2 y" s in 3tt  ­ h . . . ) , 

Y ] T =  — O" CUS ї1 J 

d'oů 

ou ,  en  nйgligeant dans  la  parenthиse  les  termes  en  a 3 , 

йquation  q u i peut  s'йcrire 

5o] 

en  posant 

5 0 

O r  en  dйveloppant,  par  la  formule  de  T a y l o r , 



i i  vient,  en  nйgligeant  les  termes  en  cr5, 

ou 

52) 

se  t rouve  donc  dйveloppй  suivant  les  cosinus  des  mul t ip les  de l \  on  a 

553° 



en  posant 

54) 

E n  ve r tu  des  dйveloppements  de  V  et  de  que  nous  venons  d 'obteni r , 

et  de  l 'йgali tй 

55) 

l ' йqua t ion  diffйrentiel le  de l ' йqu i l ib re 

0 

se  prйsente  sous  l a  forme  suivante  : 

(56) 

O r  l ' й q u i l i b r e  doi t  avoir  l i e u  quel le  que  soit  l a  valeur  de t  :  i l  faut  donc  que 

l 'on  ait 

;58) 

: 5 9 ) 

6o) 

[ 6 0 

Ces  c i n q  йquations  dй te rmineron t  w,  a,  y ' ,  y" et c  en  fonct ion  de  la  densitй  p 

de  l 'anneau,  de  l a  distance  et  du  r appor l 



Les  йquations  ( 5 8 )  et  ( 5 9 )  combinйes  par  voie  d ' add i t ion , jo in tes  aux  deux 

derniиres  йquations,  forment  le  systиme 

62)  np r- cr2 ( cr vx 4 ­ 4 f'2 )  +  / ^ i  cr 4 ­  4 TO2 — ° ? 

63;  rrp V- cr2 c 3  H ­  m 3  =  o, 

64)  7ip / 2  cr2 vh  4 ­  m 4  =  o, 

q u i  servira  а  dй te rminer  oc,  y '  et  y" ;  de  ( 5 8 )  et  de  ( 6 7 )  on  t i rera  ensuite  les 

valeurs  de  co et  de c. 

Remplaçant  les  quantitйs v  et  m  par  leurs  valeurs  ( 4 9 )  e t  (^4)?  l ' йquat ion  (62) 

devient 

S impl i f i an t  cette  йquat ion ,  et  opйrant  de  mкme  p o u r  ( 6 3 )  et  ( 6 4 ) ,  le  sys­

tиme  ( E )  devient 

65) 

( E '  66) 

67) 



P o u r  rйsoudre  ces  йquations,  nous  aurons  recours  а  l a  mйthode  des  a p p r o x i ­

mations  successives. 

Première approximation. 

Nйgligeant ,  p o u r  l 'йtude  de  l ' app rox ima t ion  I ,  par tout  les  termes  en  cr2,  le 

systиme  ( E ' )  se  prйsente  sous  l a  forme  rela t ivement  p lus  s imple 

6 8 ) 

69: 

70) 

L ' йqua t ion  donnant  la  vitesse  angulaire  de  rota t ion  devient,  au  mкme  degrй 

d ' approx ima t ion , 

d 'oů 

(71) 

c'est  le  rйsultat  de  L a p l a c e ;  la  valeur  de  l a  constante  c  est  йgale  а 

72) 

Étude de Véquation en y.\ 

(68) 

L e  premier  membre  de  ( 6 8 )  йtant  positif ,  i l  doit  en  кtre  de  mкme  du  second ; 

on  doi t  donc  avo i r 
a  •<  r . 



Les  valeurs  nйgatives  de  a  rendent  U  nйgat i f ;  i l suffit  donc  d 'a t t r ibuer  а  a  des 

valeurs  positives  : 

P o u r en —  o  on  a  U =  o, 

a = -+-  s  »  U >  o, 

a ~-\~  i  »  U =  o. 

A i n s i ,  a  var iant  de  o  а  4­ i ,  U  part  de  zйro  pour  reveni r  а  zйro  ;  dans  l ' in ter ­

val le ,  U  reste posi t i f ;  i l doi t , pa r  consйquent,  prйsenter  au  moins  u n  m a x i m u m , 

qu 'on  obt iendra  par  la  considйrat ion  de  l a  dйrivйe 

73) 

L'йqua t ion u1 = a." — 2 a 3  — 4 a 2  — 6 a  4­  3  =  o  a  au  plus  deux  racines  p o s i ­

tives.  E n  substi tuant  les  valeurs  o,  1,  2 ,  3  et  4?  on  t rouve  ces  valeurs  de u 

4 ­ 3 ,  — 8 ,  — 2 5 ,  — 2 4 , 4 ­ 4 3 . 

D o n c  i l y  a  une  racine  entre  o  et  1 et  une  autre  entre  3  et  4 ;  on  peut  laisser 

cette  derniиre  de  côtй,  puisque  l ' on  doit  avo i r  a  <  1.  O n  trouve  ensuite,  par  la 

mйthode  des  diffйrences  ou  l a  formule  d ' approx ima t ion  de  N e w t o n ,  que  l ' on  a 

74)  a —  o , 3 8 5 . . . . 

L a  racine  a  =  4­  o , 3 8 5 . . .  cor respond  а  u n  m a x i m u m  U ,  de  U 

75) 

S i  donc  on  a 

ou 

r  dйsignant  le  r ayon  de  Saturne  supposй  sphйrique,  l ' йquat ion  ( 6 8 )  n 'aura 

aucune  racine  pos i t ive ;  si  l ' on  a 

ou 

l ' йquat ion  en  admettra  deux,  a n  a 2 , 

OCJ = 4 ­ O , 3 8 D .  . . , 

a 2 — +  3 , 5 4 o .  • • ; 

a 4  correspond  а  un  anneau  plus  ap l a t i ;  c'est  cette  valeur  que  nous  prendrons 

pour  le  calcul  de y'  et  de  y". 



Calcul de  y ' . 

O n  trouve  aisйment 

S i  nous  remplaçons  maintenant a par  sa valeur numйr ique a — o , 385,  i l vient 

; 7 6 )  f — —  0 ,188. 

Calcul de  y". 

E n  groupant  dans  l ' йquat ion  ( 7 0 ) les  termes  en  y y ' 2 ,  y"  et  en  remplaçant 

par  sa  valeur max ima ,  i l v ient 

ou ,  en  remplaçant  a,  y ' , y ' 2 par  leurs valeurs  et  en  effectuant  les  opйrations  i n d i ­

quйes,  i l vient 

77)  / ' =  — 0 , 1 0 9 . 

Résumé. 

Les  valeurs numйriques  correspondant  а l a premiиre  approx imat ion sont  donc 

I) 

a  =  ­+­ o,3 85 

y ' = — 0 , 1 8 8 

­/' =  —  0,109 

avec 

L a  courbe  rapportйe  aux  axes  des x  et  des y  ( p .  7 )  devient,  au  degrй  d'ap­

p rox ima t ion  adoptй, 

y — — cost, x — a s in t +  y'cr sin  21 



ou 
y ——  cosf,  x ~  o,385  s i n f — o, i88cr  s i n 2 Ł . 

SECONDE P A R T I E . 

Dans  ce  q u i  suit ,  nous  examinerons  le  cas  plus  s imple  oů  la  masse  de  Saturne 

serait  nu l l e .  L ' anneau  sera  alors  soumis  aux  attractions  mutuelles  de  ses  molй­

cules  et  а  la  force  centrifuge.  Che rchons ,  dans  ce  cas,  la  figure  d 'йqui l ibre  de 

l a  section  gйnйratrice  de  l 'anneau. 

Les  йquations  d ' йqu i l ib re  ( p .  4 4 )  prennent  l a  forme  suivante 

78) 

o u ,  en  ver tu  des  valeurs  ( 4 9 )  de  p 0 , vK, . . . , 

7 9 ) 

;8o) 

81) 

82) 

;83) 

K .  7 



Dans  le  T ra i t й  de  la Mécanique céleste,  le dйveloppement  de  <p(#)  se  trouve 

l i m i t й  au  terme  en  y 'crs in?; aussi  l a  valeur  de  ­.  >>  donnйe  par  M .  Tisserand, 

doi t­el le  se  rйdui re  а  et  l 'йquat ion  en  y"  ne  doit  pas  exis ter ;  c'est  ce 

qui  a  l i eu ,  en  effet  (p .  i 5 3 ) . 

Les  йquations  prйcйdentes  dйterminent  a,  y ' ,  y",  w  et  c  en  fonct ion  de  cr; 

nous  les  rйsoudrons  par  la  mйthode  des  approximat ions  successives. 

Première approximation. 

S i  nous  nйgligeons  partout  les  termes  en  cr2,  les  йquations  ( 7 9 )  а  ( 83 )  de 

viennent 

I ) 

en  ve r tu  de  l ' йqua t ion  ci­aprиs, 

йquat ion  q u i  exige  que ex = 1, 

/ = 0, y " = o . 

L a  courbe  mйridienne  devient 

P = a ta  s in? , 

fi = t(i — a  cos?) , 

d'oů,  en  й l iminant t  et  en  faisant a =  T ,  i l v ient 

L ) 

L a  courbe  d 'йqui l ibre  aurai t  donc  pour  section  mйridienne  u n  cercle  de 

r ayon  cr/,  et  la vitesse  de  rota t ion  de  l 'anneau  est  nul le  dans  la premiиre  approx i ­

mat ion . 

Deuxième approximation. 

L ' a p p r o x i m a t i o n  I  montre  que  la vitesse  angulaire  de  rotat ion  de  l 'anneau  est 

trиs  faible  et  que  1 — a  est  de  l 'o rdre  de  w 2 .  Nous  obtiendrons  donc  une  valeur 

plus  approchйe  de  w  en  faisant,  dans  l ' йquat ion  ( 8 0 ) , 

a = i, y'—o, y"=o 

et  en  nйgligeant  tous  les  termes  en  cr supйrieurs  а  cr2 ;  i l vient  alors 



ou 

(84) 

o) est  donc de  l 'ordre  de  cr. O r ,  comme  i — a  est  de  Tordre w 2 , ainsi que  le  montre 

l ' approx imat ion  I ,  on  peut  poser 

85)  i  — a. —  A u 2  ou  a —  i  — ha-. 

E n  portant  maintenant  cette  va leur  dans  l 'йquat ion  ( 8 i ) ,  et  en  nйgligeant  tous 

les  termes  en  cr3,  on  aura  une  йquat ion  dй terminant h 

ou 

d'oů 

;86) 

E n  portant  maintenant  la  valeur  ( 85 )  de  a  dans  l ' йquat ion  (82),  i l  vient 

y' = — ht7
%

)  (a /**» —  A*<74)  (4 —  3/i<T2)  [ 2 —  3 A f f * +  3 ( i —  A a 2 ) 2 +  3 (1  —  A o ­ 2 ) 3 ] ­ 1 , 

d'oů,  en  nйgligeant  les  termes  en cr 

87) 

E n  ver tu  des  valeurs  de  a  et  de  y  ,  l ' йquat ion  ( 8 3 )  devient 

d'oů,  au  mкme  degrй  d ' approximat ion , 

(88) 



L ' a p p r o x i m a t i o n  II  condui t  donc  aux  valeurs  suivantes  : 

I I ) 

oů 

oů 

L 'йqua t ion  de  l a  courbe  mйridienne 

\ — al{a  s in t  ­ h y' a s in 2 *  ­ h y"a2  s i n 3 * ) , 

f) — l(l — <J cos*) 

prend  la  forme  suivante  : 

Y) = l(l  — cr cos*) 

ou ,  au  degrй  d  approx imat ion  considиre  i c i , 

P — al(i  —  Ao ­ 2 )  s i n * 

r\ — l(\  — a cos*) ; 

d'oů,  en  й l iminan t  le  paramиtre t, 

IV) 

C'est  l ' йquat ion  d'une  ellipse peu  diffйrente  d 'un  cercle  ayant  pour  d e m i  grands 

axes 
ul(i  — A<72)  et  cr*, 

et  pour  aplatissement 

L e s  valeurs  des  inconnues  co,  a,  y ' ,  y",  auxquelles nous  sommes  ainsi  conduite 

diffиrent  donc  lйgиrement  de  celles  de  M .  T i s s e r a n d ;  v o i c i  le  T a b l e a u  de  ces 

va leurs ,  oů  l ' ind ice T  se  rapporte  aux  rйsultats  obtenus  par  M .  T i s se rand ,  et 

l ' i nd ice  K  а  ceux  de  l ' auteur . 

I I T  I I K 



L e  petit  axe  de  l 'el l ipse  gйnйratrice  ainsi  que  l 'aplatissement  se  modifien 

aussi  un  peu . 

O n  a 

P e t i t  a x e T  —  p e t i t  a x e K  =  c r 3 — h'T) 

Valeur de c. 
E n  faisant  dans  ( 7 9 ) 

et  en  nйgligeant  les  termes  en  cr3,  i l v ient 

d 'oů 

Troisième approximation. 

Nous  obt iendrons  la  valeur  de  co correspondant  а  la troisiиme approx ima t ion 

en  faisant  dans  l ' йquat ion  (80) 

a —  1  —  / i c r 2 , 

les  valeurs  plus  approchйes  de  a,  y ' ,  y"  se  calculeront  ensuite  de  proche  en 

proche. 

L a  forme  gйnйrale  des  йquations  (80),  (81),  (82),  ( 8 3 )  montre  que  les i n ­

connues  ne  contiennent  que  des  puissances  paires  de  cr. 

E n  ver tu  du  systиme  des  valeurs  I I ,  l ' йquat ion  (80)  devient 

d 'oů,  en  conservant  j u squ ' aux  termes  en  cr'', 



ou 

d'oů 

ou 

8 9 ) 

en  posant 

9 ° ) 

L'йqua t ion  (81)  devient,  quand  on  y  fait 

[ 9 0 

P o u r  rйsoudre  (91)  par  rappor t  а  oc, nous  emploierons  la  mйthode  des  coeffi­

cients  indйterminйs. 

Nous  poserons 

9 2 )  a  — 1 — a a 2 — b a'*, 

et  nous  nйgligerons  dans  le  dйveloppement  les  termes  en a  supйrieurs  a  la  qua­

triиme  puissance ; i l vient 



ou 

ou ,  au  degrй  d ' approx imat ion  adoptй, 

d 'oů,  en  йgalant  de  part  et  d'autre  les  coefficients  des  mкmes  puissances  de a, 

93) 

:Q4) 

D e  (g3 )  on  t i re ,  en  remplaçant h'  par  sa  valeur , 

d 'oů 

!95) 

L ' a p p r o x i m a t i o n  I I I  ne  modif ie  donc  pas  le  terme  en  cr2  correspondant  а  a 

dans  l ' app rox ima t ion I I ;  le  terme  correct i f  q u ' i l  faut  ajouter  а 

pour  avoir  une  va leur  plus  approchйe  de  a,  contient  a  а  la quatriиme  puissance. 

L ' йqua t ion  ( 9 4 )  q u i  dйtermine b  devient,  en  ver tu  de a = h, 

d'oů 



ou 

ou 

9 6 ) 

L a  va leur  de  a  correspondant  а  la  troisiиme  a p p r o x i m a t i o n  est  donc  йgale  а 

1 — A o ­ 2  — baw 

ou 

: 9 7 ) 

E n  faisant  dans  l ' йquat ion  (82) 

a = 1 — ha- — h a'*, 
i l  v ient 

d 'oů  f inalement 

9 8 ) 

P o r t a n t  main tenant  les  valeurs  de  a  et  de  y '  dans  l ' йqua t ion  ( 8 3 ) ,  i l v ient ,  en 

nйgl igeant  les  termes  en  a c , 



d'oů 

99) 

L e s  valeurs  des  inconnues  cor respondant  а  l a  troisiиme  app rox ima t ion  sont 

donc  les  suivantes  : 

I I I 
avec 

E n  por tant  ces  valeurs  dans  l ' йqua t ion  ( 7 9 )  et  en  nйgligeant  les  termes  en c r 6 , 

i l  v ient 

L ' й q u a t i o n  de  l a  sect ion  mйr id ienne  de  l ' anneau 

\ = a l(ct  s i n ?  ­h y' a  s in2ї  ­h y"<j% s i n3 t), 

rˇ :-- l(l  —  crCOS?) 

p r e n d ,  au  degrй  d ' a p p r o x i m a t i o n  adoptй ,  la  forme  suivante  : 

I I F 

P o u r  cons t ru i re  cette  courbe ,  nous  ne  considйrerons  d ' abord  que  les  deux 

premiers  termes  du  dйveloppement  de H. 

K .  8 



L e s  йquations 

I  = :  CT l(l  — /i<72)  S i n * , 

Ti  ­~­  / ( i —  (7  COS*) 

donnent ,  par  combina i son , 

Cet te  йquat ion  reprйsente  une  ellipse  ayant  pour  d e m i  grands  axes 

cr*(j — h*?-)  et al, 

et  p o u r  aplatissement 

L e  pet i t  terme  per turba teur  smit  i n t rodu i t  des  ondulat ions  le  l o n g  de 

cette  ell ipse,  q u i  sont  le plus  marquйes  aux  points  correspondant  а 

et  q u i disparaissent  aux  sommets  de  l ' e l l ipse ,  oů  l ' on  a 

Fig.  3. 

V o i c i  l a  figure de  la  courbe  mйr id ienne , en  traits  p le ins .  L ' e l l i p s e  est  indiquйe 

en  p o i n t i l l й . 



Conclusions. 

L'й tude  des  trois  approx imat ions  successives  que  nous  venons  d 'examiner 

condui t  donc  aux  valeurs  suivantes  : 

I) 

| 

III 

( I I I ' 

ou ,  en  nйgligeant  les  termes  en  a 5 ,  comme  nous  l 'avons  fait  dans  tout  le  t r ava i l 

exposй i c i , 

I I P 

Y) —  / ( i — a cost). 

A i n s i  donc,  l a  considйrat ion  d u  terme  a"sin3Ł,  dans  le  dйveloppement  de  l a 

fonct ion x =  <p(t) =  a  sint -+-  a '  s in 21  4­  a" s in 31 ­h  a '"sin4*  H­  . . . . ,  modif ie  trиs 

lйgиrement  les  valeurs  de  M m e  K o w a l e w s k i ,  donnйes  а  l a  page  154  de  l a Méca­

nique céleste.  Dans  l 'йtude  de  l ' a p p r o x i m a t i o n  ( I I I ) ,  a"sin3Ł  in t rodu i t  des 

quanti tйs  en  cr*. 



L a  vitesse  angulaire  de ro ta t ion  de  l 'anneau,  q u i est nul le  dans  l ' a p p r o x i m a ­

t ion  ( I ) ,  reste  trиs  petite  dans  les  approx imat ions  ( I I ) et  ( I I I ) . 

L e  coefficient  a ,  q u i influe  le p lus  sur la forme  de l a  courbe  mйr id ienne ,  reste 

vo i s in  de  l 'un i tй  dans  ( I I )  et  dans  ( I I I ) .  L a  section  mйridienne  prйsente  la 

forme  d ' un  cercle  de  r ayon al  dans  l ' a p p r o x i m a t i o n  ( I ) ;  elle  se  transforme 

ensuite  en  une  ell ipse,  l 'e l l ipse  de  L a p l a c e ,  dont  l 'aplat issement  est  йgal  а 

I l  serait  inu t i le  de  calculer , а  l ' a ide  de la mйthode  de  M m e  K o w a l e w s k i ,  l ' i n ­

fluence  des  termes  a'" sin 4^,  • • • sur les valeurs  ( I I I ) que  nous  venons  d 'obtenir . 

C e  ca lcu l ,  l o n g  et  pйnible ,  n 'ajouterai t  pas  grand 'chose  aux valeurs  des  i n c o n ­

nues  donnйes  dans  les A. N.,  n °  2643 ,  puis  corrigйes,  dans  la Mécanique 

céleste,  p a r M . T i s se rand ,  valeurs  que vient  de  conf i rmer ,  tout  en les modif iant 

trиs  lйgиrement,  le  t r ava i l  que  nous  avons  exposй i c i . 

et  dont  les d e m i  grands  axes  ont pour  valeurs 

Dans  l ' app rox ima t ion  ( I I I ) ,  cette  ell ipse,  dont  l 'aplatissement  et  les  grands 

axes  restent  sensiblement  les mкmes,  prйsente  des renflements  aux points 

et  des aplatissements  aux points 
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ERRATA. 

Page  42, ligne  2 (d'en bas), lire  formule  du  binňme au lieu de  formule  de  Taylor . 

8  8 
Page  54, ligne 9 (d'en haut), lire  log ­ au lieu de log 
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