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PREMIERE THESE.

CONTRIBUTION

A

L'ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

INTRODUCTION. — HISTORIQUE.

L’anneau de Saturne s’est d’abord présenté aux instruments imparfaits des
premiers observateurs du xvn® siécle sous des formes plus ou moins étranges.

Galilée voyait Saturne triple, composé d’une étoile centrale et de deux autres
plus petites, situées I'une a l'orient, 'autre a 'occident de I'astre central. Avec
une lunette d’un faible grossissement, cette étoile lui paraissait allongée et de
la « forme d’une olive ».

Bien que certains dessins de cette époque lointaine, ceux de Riccioli, d'Eus-
tache de Divinis, de Gassendi entre autres, accusent nettement l’existence d'un
anneau, il est probable que la véritable nature du systéme saturnien resta igno-
rée de Galilée, de Scheiner, de Fontana, d'Hévélius et de leurs contempo-
rains.

Il était réservé & Huygens de dévoiler le mystére. De longues séries d’obser-
vations, faites avec des verres soigneusement construits, I'amenérent a faire de
ces prétendus satellites de Saturne, qui se transformaient d’année en année, un
anneau plat et mince, isolé de toute part, entourant la planéte et incliné sur
Iécliptique.

Plus tard, on remarqua, sur les faces nord et sud de 'anneau, des traits noirs
qui attirérent a toutes époques I'attention des astronomes.

On sait aujourd’hui que I'anneau de Saturne n’est pas un anneau simple, et
que les traits noirs dont il est sillonné ne sont pas permanents.

K. I
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2 CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

« La théorie de la pesanteur, remarqua Laplace ('), eiit suffi pour nous con-
vaincre de la division de l'anncau de Saturne en plusieurs anneaux concen-
triques, quand méme les observations ne nous l'auraient pas fait connaitre. »

La largeur maxima que puissent présenter des anneaux simples en équilibre,
situés a diverses distances de la planéte, a ¢té calculée par M. Tisserand (*).

Une question se posa bientot :

Comment ces anneaux sont-ils constitués? comment se maintiennent-ils au-
tour de Saturne?

Avant qu'Huygens etit dévoilé le sens de son célébre logogriphe :

« Annulo cingitur, tenui, plano, nusquam coha®rente, ad eclipticam inclinato, »

Roberval avait attribué la présence de 'appendice de Saturne a des vapeurs
plus ou moins denses s’échappant, sous l'action du Soleil, de la zone tor-
ride de la planéte. Pour ce géometre, ces vapeurs demecuraient suspendues a
“une certaine distance de Saturne, autour duquel elles formaient un cercle qui
devait se présenter a nous sous la forme d’une ellipse.

« Roberval, dit Delambre (?), n’avait fait que la moitié du chemin; obser-
vant peu, il ne put compléter son explication. »

Pour Huygens, I’anncau était solide et permanent, partout a égale distance
de Saturne, et entrainé avec celui-ci autour du Soleil.

« L’hypothése d’Huygens, dit J.-D. Cassini, fut trouvée admirable et trés
propre pour expliquer les différentes phases de Saturne, quoiqu’elle ne fit pas
recue de tous ceux qui étaient prévenus par d’autres hypothéses. Nous n’osdmes
pas y comparer une pensée qui nous ¢tait venue, que cet anneau pouvait étre
formé d’un essaim de petits satellites, qui pourraient faire a Saturne une appa-
rence analogue a celle que la Voie de lait fait & la Terre par une infinité de
petites étoiles dont elle est formée (*). »

L’idée que Cassini s'était faite des anneaux de Saturne prévaut aujourd’hui,
comme I'ont montré les recherches des géométres.

(Y) Mémoires de I’Académue des Sciences, 1787.

(2) Comptes rendus, t. LXXXV, p. 1131.

(3) Histoire de I’Astronomie, t. II, p. 564.

(*) Histoire de I’ Académie des Sciences, 1705. Mémoires, p. 18.
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CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE. 3

Vers 1740, Maupertuis (') se proposa le probléme suivant :

« Un torrent de matiére fluide circulant autour d'un axe hors du torrent,
par une force centripete proportionnelle & une puissance quelconque de la dis-
tance au centre; et dans chaque section perpendiculaire a la révolution, y ayant
une autre force vers un centre pris dans cette section qui soit proportionnelle a
une puissance quelconque de la distance & ce centre; déterminer la figure du
torrent. »

Il trouve que la section du torrent est une courbe algébrique, excepté dans le
cas ol les deux forces, ou I'une d’elles, varieraient en raison inverse de la dis-
tance aux centres. Si les deux forces sont proportionnelles a la distance, la sec-
tion du torrent est une conique. Le torrent prend la forme d’un sphéroide si les
deux centres coincident.

« Dans la nature, dit Laplace, chaque molécule de I'anneau ne tend point
uniquement vers deux centres; eclle a un nombre infini de tendances vers les
autres molécules de I'anneau et vers la planéte. C’est en combinant toutes ces
tendances avec la force centrifuge qu’il faut déterminer la figure d’équilibre de
la section génératrice de 'anneau (2). »

Voila le probléme que résout Laplace en 1787 (*). Plus tard, M™¢ Sophie
Kowalewski, enlevée prématurément a la Science, reprend ce probleme et y
apporte un complément heureux. Elle fait voir (*) que l'ellipse, trouvée par
Laplace comme figure d’équilibre du torrent, se transforme en un ovale quand
on a égard aux termes des ordres supérieurs.

Sur l'invitation de M. F. Tisserand, professeur a la Faculté des Sciences
dont nous avons suivi les cours, nous avons, aprés lui (*), repris le travail de
Mme Kowalewski, et nous avons évalué les termes correspondant a la troisiéme
approximation.

L’expression de la vitesse, a laquelle conduit la méthoae de M™¢ Kowalewski,
concorde avec celle obtenue par M. Poincaré (), pour une masse fluide homo-
géne animée d’'un mouvement de rotation.

Dans ces derniers temps, les figures annulaires d’équilibre d’une masse fluide
ont été, de la part de ce géométre, I'objet de recherches approfondies.

(1) Discours sur les différentes figures des astres, 2° édition, 1742; p. 160.
(%) Mémoires de I’ Académie des Sciences, 17875 p. 249.

(3) Mécanique céleste, Livre III, p. 166-177.

(*) Astronomische Nachrichten, n° 2643.

(3) Traite de Mécanigue céleste, t. I1, p. 137-154.

(%) Acta mathematica, t. VII; Bulletin astronomique, t. II, p. 109 et 405
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4 GCONTRIBUTION A L'ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

Le probleme de I'équilibre des anncaux solides ou fluides fut encore étudi¢
par le professcur G.-P. Bond (') et par le professcur B. Peirce (*).

Ces mathématiciens démontrent que les anncaux de Saturnc doivent étre
moins larges que ne I'avait supposé Laplace. Pour Bond, un anneau fluide ne
serait pas nécessairement instable; pour Peirce, une planéte ne saurait étre en-
vironnée d’anneaux sans étre munie d’un nombre suffisant de satellites, disposés
pour le soutenir.

En 1849, Edouard Roche s’occupa du méme probléme; les résultats impor-
tants qu’il obtint ne furent connus que plus tard en Angleterre et en Amérique.

Les recherches du savant professcur de Montpellier montrent que, parmi les
figures d’équilibre que peut prendre une masse fluide, soumise a l'attraction
d'un point éloigné, il y a deux ellipsoides qui sont allongés suivant le rayon
vecteur de la plancte et deux autres, allongés suivant une direction perpendi-
culaire & ce rayon. Les deux premiers répondent & un équilibre stable, les deux
derniers & un équilibre instable. Lorsque la vitesse angulaire de la masse fluide
est inférieure 4 une certaine limite, I'un des deux premiers ellipsoides differe
peu d'une sphére, I'autre est une sorte d'aiguille allongée vers la planéte. Ces
deux figures se confondent quand la vitesse atteint la limite en question; pour
une vitesse plus grande, ces figures cessent d’exister.

Appliquant sa théorie aux différents systémes de satellites, Roche arrive a
une conclusion importante :

« Lorsque le satellite, supposé de méme densité que sa plancte, est a une dis-
tance inféricure a 2,44, le rayon de la planéte, toute figure ellipsoidale d’équi-
libre devient impossible. »

Or le premier satellite de Saturne est & une distance 3,35; il a done pu se
former et subsister, mais la matiére qui constitue aujourd’huiles anneaux s’étant
trouvée trop pres de Saturne n’a pu s’agglomérer sous forme de satellite, elle
est restée forcément a I'état de poussiére désagrégée (°).

Au mois de mars 1855, le probléme de la stabilité des anneaux de Saturne fut
proposé, par I'Université de Cambridge, comme sujet de concours pour le prix
Adams.

Suivant le programme du concours, les anncaux, disposés symétriquement
par rapport au plan de I'équateur de Saturne, pouvaient étre considérés comme

(1) On the rings of Saturn; 1851,

(*) On the constitution of Saturn’s rings; 1851. — On the Adams Prize-Problem for 1856.

(3) Mémoire sur la figure d’une masse fluide soumise & Uatiraction d’un point éloigné.
Essai sur la constitution et ’origine du systéme solaire.
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GONTRIBUTION A L'ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE. 5

rigourcuscment ou comme approximativement concentriques au globe central.
On avait a examincr les cas suivants : anncaux rigides, anneaux fluides, an-
neaux formés de particules de mati¢re indépendantes les unes des autres.

Dans ces trois cas, on avait a étudier les conditions de stabilité et & déter-
miner quelle est, parmi les hypothéses envisagées, celle qui représente le mieux
le phénomene des anncaux brillants et de I'anneau obscur. On avait, en outre, a
rechercher les causes auxquelles sont dus les changements survenus dans les an-
ncaux de Saturne, et que semblent révéler les anciennes observations comparées
aux observations modernes.

Le prix Adams fut décerné, en 1857, a James Clerk Maxwell.

Pour Maxwell, comme pour Roche, le seul systéme d’anneaux qui puisse sub-
sister autour de Saturne doit étre composé d'un nombre indéfini de particules
désagrégées, circulant autour de la planéte avec des vitesses et a des distances
différentes.

Ces particules de matiére sont peut-étre réunies en une série d’annecaux
¢troits, peut-¢tre s’entre-croisent-elles irrégulierement dans leur mouvement.

Dans le premier cas, la destruction finale sera treés lente; dans le second, elle
sera trés rapide, mais elle pourrait étre ralentie par les particules elles-mémes,
qui tendent & se grouper cn un anneau étroit.

Une analyse délicate et approfondie conduit G.-A. Hirn & un résultat ana-
logue (') :

« Si les anneaux sont gazeux ou méme liquides, leur sort inévitable sera, non
pas de tomber d’un cété sur la planéte et de s’en écarter de 'autre, mais de s’en
rapprocher lentement dans toutes les directions, et de finir par se confondre avec
elle.

» Les anncaux solides et d'une pi¢ce, & moins d’étre infiniment résistants et
inflexibles, ne sauraient avoir qu’'une existence trés courte, sans se désagréger
complétement. »

Pour Hirn, les anneaux de Saturne sont trés probablement constitués par des
particules matériclles, solides, discontinues, séparées par des intervalles trés
grands et mises en relation sculement par leur attraction réciproque, trés faible
relativement a celle de la planéte.

C’est I'idée qui fut émise par Cassini & la fin du xvu® siécle.

Le cas que nous avons étudié¢ est donc purement hypothétique; il ne répond

(Y) Mémoire sur les conditions d’équilibre et sur la nature probable des anneaux de
Saturne; 1872,
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6 CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

pas a I'idée que la Science moderne se fait de la constitution des anneaux de Sa-
turne. Les pages qui suivent forment le complément d’un travail laissé inachevé
par M™¢ Kowalewski, & la mémoire de laquelle nous apportons ici un hommage
d’admiration et d’estime.

Dans la premicre Partie de notre travail, nous avons développé les formules
de Mm™¢ Kowalewski; nous y avons conservé partout les termes en ¢*. Cette
premiere Partie est suivie du calcul numérique des valeurs de «, y', ¥” corres-
pondant & la premiére approximation. Ce calcul est long et pénible; aussi avons-
nous dii renoncer  calculer les valeurs des inconnues correspondant aux approxi-
mations I et ITI.

Dans la seconde Partie, nous avons considéré le-cas ot 'anneau de Saturne
serait soumis seulement aux attractions mutuelles de ses parties et a la force
centrifuge. Nous y donnons I'expression générale des inconnues correspondant
aux approximations I, IT et III.

PREMIERE PARTIE.

Dans sa Mécanique céleste (t. 11, p. 166), Laplace montre qu’un anneau fluide
ou un anneau solide recouvert d'une couche fluide peut se maintenir en équi-
libre autour de Saturne, en vertu de l'attraction mutuelle de ses molécules,
combinée avec un mouvement de rotation, si la figure génératrice de I'anneau
est une ellipse aplatie, dont le grand axe est dirigé vers le centre de Saturne.

Les dimensions de lellipse génératrice de 'anneau étant petites par rapport a
la distance de I'anneau au centre de Saturne, Laplace remplace I’attraction de
l'anneau sur un point de la section méridienne par attraction exercée sur le
méme point par un cylindre droit, indéfini dans les deux sens, ayant pour base
Pellipse génératrice, et pour densité constante la densité ¢ de I'anneau.

En désignant par

M la masse de Saturne supposé sphérique;

@, b les demi grands axes de ellipse génératrice ;
[ la distance de ’anneau au centre de Saturne ;
o la vitesse de rotation de I’anneau;;
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CONTRIBUTION A I’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE. 7

f le coefficient d’attraction
¢ la densité de 'anneau;;
ey celle de Saturne,

Laplace trouve :

10 pi— M : la vitesse de rotation de 'anneau est la méme que celle d'un sa-
tellite placé a la distance / de la planéte.

b : i . :
2¢ - >1:lellipse génératrice de anneau est aplatie.

e BE_ > 1,89 : la densité relative a la limite intérieure des anneaux brillants
U
est supérieure a 1,89 Py

£ > 0,84 : sadensité relative & la division de Cassini est supérieure a 0,84 bi

0

"b

£ > 0,55 : la densité relative 4 la limite extéricure des anneaux brillants est

)
supéricure & 0,550, .

4° L’anneau de Saturne est de forme irrégulicre.

Cette irrégularité dans la forme de 'anneau est nécessaire; pour la stabilité
de I’équilibre il faut, en outre, que le centre de gravité de 'anneau ne coincide
pas avec son centre de figure.

Mm=¢ Kowalewski suppose I'anneau engendré par une courbe plane tournant

Fig. 1.

| B

A

autour de I'axe S&, situ¢ dans son plan et passant par le centre de Saturne.

€, etn, désignent les coordonnées d’un point quelconque de la figure géné-
ratrice méridienne rapportée a des axes rectangulaires passant par le centre de
Saturne; olz, et aly, sont les coordonnées du méme point par rapport a des
axes paralleles aux premiers et passant par le milieu C de BB'.
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8 CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

Avec Laplace, nous supposerons les dimensions transversales CB, CA de 'an-
) ) . . 5 BC
neau tres petites par rapport a la longueur SC = /, et nous ferons - =o.

Les coordonnées absolues d’un point de la section méridienne auront alors
les expressions suivantes :

=gl m=1Il+4-aly,.

Mm=e Kowalewski exprime maintenant = et y en fonction du paramétre ¢; clle

prend
Yy = — cos¢,

et elle adopte pour « une fonction arbitraire de ¢, telle que la courbe méridienne
soit symétrique par rapport a I'axe Sy,

x=0(t)=oasinl+ a'sin2¢t -+ a"sind ¢ 4+ a”sinft +. . .;

o, ¢, @, ... désignant des coefficients constants qu’il faut déterminer, de ma-
ni¢re que le fluide soit en équilibre sous I'action des forces agissant sur I’anncau,
savoir :

1° L’attraction de I'anneau, de potentiel V(X, Y, Z);

2° Llattraction de Saturne, de potentiel V,(X,,Y,, Z,);

3¢ La force centrifuge w?y,.

Un point quelconque de la section méridienne étant en équilibre, on doit

avoir
dp —=o,

c’est-a—-dire
(X4+X)dE+ (Y + Y, + o?n) dn=o;

d’ou, en intégrant,

fY+7V, + éoﬂnf —const. =c.
Si I'on néglige l'aplatissement de Saturne, le potenticl V, a pour valeur

M M
V1: 7

= e
VET +
et 'équation différentielle de I’équilibre devient

JM
Ve + n?

I
-+ = WZni—ic.

(1) FY -+
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CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE. 9

Pour calculer V, M™¢ Kowalewski fait usage de la formule de Gauss (')

(2) V:;pfcosidﬁ;

ou p désigne la densité de 'anncau supposée constante, dX I'élément de surface
au point N, 7 I'angle que fait au point N la normale extérieure & la surface de
I'anneau avec la direction NN, (N, étant un point voisin de N).

X

Les coordonnées &, v, { d'un point quelconque N de 'anneau situé dans un
plan qui fait un angle ¢ avec la section méridienne auront pour valeurs

[g:a-lx,
(3) n=1(1+ cy) cosy,
¢ ={(1+goy) sind.

Ces coordonnées deviennent pour un point de la section méridienne

(4) Ei=clxy, =11+ oyy), Gi—10

Eh =cl(asint + o' sin2, + o"sin3 ¢, +. . ),

= I(1— gcosty).

En désignant par @, b, ¢ les cosinus directeurs de la normale extérieure au
point N, et par « la distance NN, on aura
e &G

. n—mn
cosi=>—=lqg 1+ =L i e
u (24 u

(1) Theoria atiractionis corporum spheeroidicorum ellipticorum homogeneorum, p. 286.
K. 2
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10 CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

ct
= (E—E& 2 (10— ) - — 575

ces équations deviennent, en vertu de (3) et (4),

2 = — siny
x uxl —a—bl(I ;—ay)cosi (1+oyy) +cl(l+a'z)mw:

C—-

(6) B i — e o2 g — e b A i = oy sint

2

A T’aide des formules de la théorie des surfaces

fdn d% dn 0%
_dd‘_(dt b 9y dt)dtd%

0% 0% dJc d

—+ ¥y —( 22 S e SR
e <d: v~ IV a;) e

0E O 0t On

e s = e e )
cd <0£ a3 a9 dt)dtdt[),

et par le changement de ¢ en = — 20, I'intégrale de Gauss

V:;—pfcosidﬁ

se transforme comme il suit (Tisserano, Traité de Mécanique céleste, t. 11,
p- 139-140)

/ d .
13—931) —52()’—)’1)—x~2G(I+ay,)g£cosﬂé
(7) “‘V:2pl‘ dt at (15 y) db.
Vo {z — &y P+ (y — 71 )+ 4(1+osy) (1+oy,)cos?d 5

Or on a

—— cos¢, Y1=— COSty,

2= 0(L), xlch(tl)i.
En substituant ces valeurs dans (7) et en posant, pour abréger,

A=4(1—gcost)(1—ocost),
(8) ¢ B=g?(cost—cost,)*+a*[o(¢) — o ()],

C =25%(1 — o cost) 5 (cost— costy) o'(¢) +sint[o(£) — o(¢)] ;;

il vient

(9) v ﬁol’f dtfE sl
VA + B — A sin?6 .
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CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE. 11

Posons maintenant

N B
igie, £ M s SN
e Ry E e

et remarquons que k* est voisin de 1, car A est une quantité finie et B est du
deuxi¢me ordre par rapport & o.

A Taide des expressions précédentes, (g) se transforme

(o) f S f C—Aco/(£) +Ac o' (£)sin20 .
\/A—i—B V1 — k%sin?g

Le calcul de V se raméne & celui d’intégrales elliptiques de Legendre de pre-
miére et de deuxiéme espéce.

En effet, on peut poser

dg.

‘/‘?C—J—Bao () —(A+B)oo/'(t) +Acgo'(¢)sin?0

W =
v VI—A%sin?0

A-+B

W se décompose alors comme il suit :

C—l—Bo'go(t)

W / e A+B/=1—A%mwﬁ
(1) A+8 \/1——/. sin%g @' )\/ \/

Or, d’aprés Legendre, on a, & étant supposé voisin de 'unité,

la

, 4 ,
= (LA R ) log g — HR— K —

s \/I—A sin?6

(12)

B
)JnV]—Aﬂﬂmed&:@k@+w%kk+”.ﬂog% PRSPty VS
0
/ .
En remplagant logzﬂ'—, par é logkig, (11) devient, en vertu des formules (12),
Wiger B s IRIOH L Tl
el BB e\ A0 A
1 B 21 B %y
T 4A+B T 128\A+B e
— B S B 3 A +B
wMVAﬁ—Baq%Ugé[g -+~—<A : >-+..110gG6I'X )

e ls B Y |
Y B en St

C+Boo' (2){
VA+B

W—

=
_|_
=
>
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CONTRIBUTION A I’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

160
ou, en posant
__C+Bao'(n) B 5 _VA+B WANEN AT
S“‘_ Y <‘ LA B > > ”9(“(2A+B )
(13)
.. C+Boo(y)/ B >_ F s PO < e e XE )
?\\2._ V/ATB /+f B VA -+ Baoo'(t)|1 FAE )

(14) W:W1log<16A§B>+ W,.

L’intégrale (10) prend donc la forme suivante

27
V:pzzf W d
0

\ 27 . 2T 2w
= :f ngt—;—f W, log[16(A -+ B)] de _f W, logB d.
0 0

(13)
Les intégrales indiquées dans I'équation (15) ont été calculées par M™® Kowa-

lewski dans I’hypothése que le développement de «,

‘=@ (t) = asint+ a'sin2l 4+ a’sin3¢ +. . .,

s'arréte au terme o sin 27, qui modifie le plus I'ellipse de Laplace

Mme Kowalewski pose donc
P
o =gl —1—0,

et elle fait, en outre,

o=/l
ou v est supposé fini.
La courbe qui en résulte (*)
E—=gl(asint + gy’ sinat), n=1(1— o cost)
se réduit, dans le cas particulier de M = o, & une ellipse ayant pour demi grands
. 2 8 5

axes ag/ et o/, et pour aplatissement Z (log > — 2 ).
2 =] 4

La vitesse angulaire de rotation a pour valeur, dans ce cas,

2 (100 _25.
° 5 4/

fp

Nous nous sommes proposé¢ d’examiner si le terme «”sin 37 contient des quan-

(1) Traité de Mécanique céleste, t. 11, p
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CONTRIBUTION A ’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE. 13

tités en g°. Ces quantités, si elles existaient, modificraient les valeurs précé-
dentes.

A cet effet, nous avons repris I'intégration de (15) en conservant partout les
termes en o' et en posant, comme l'avait indiqué M™¢ Kowalewski (4. V.,
n° 2643),

(16) cl = y'o, ali—l/ g2, .

Nous avons supposé o’ =o'’ =...=o.
Les équations (8) qui servent de base a ce calcul deviennent, dans le cas que
nous examinons,

A=/4[1—o(cost -+ cost )+ a2costcost],

B =o*(cost — cost,)?+ g?a? (siné — sin¢))?
+2ay’c®(sint — sin¢,) (sinas — sin2¢,)
+ y2o*(sinat —sin2¢,)? + 2oy’ ot (sint — sin¢;) (sin3¢ — sind¢,),

(17)

C=20a0?[1—cos({— ()] —2ac® cost[1— cos(f— ¢)]
+27'g*[ 2 cosai(cost — cosey) -+ sing(sin2 ¢ — sina¢))
— 20 ¢08tc082¢(COSt—cost;) —asintcost(sinat — sinaé)]

+ 2y"0*[3 cos3¢(cost — cos¢,) +-sint (sin3¢ — sind¢,)].

On voit ainsi que A est une quantité finie et que B et C sont du second ordre
par rapport a ¢; on pourra donc, dans le calcul de V, réduire W, et W, aux
termes suivants :

G Boo'(¢) BC
el R 5>
2VA+B  4/A+B 8(A + B)?

Boo'(¢) BC

Wo=—VA+Boog'(¢) + — "L — 0
-/H/A—FB Q(A—I—B)%

W,=—
(18)

Or, en développant les radicaux et en ordonnant par rapport a o, on trouve

2 .2

/ L , T ola
%(A+B)2:1~5(cost+costl)+ 3

4+ Lay'c?(sint — sin¢,) (sina ¢ — sina¢,)

9

(sin¢ — sin¢,)?

(19)1 ~+ 15 2?a®(CoS L 4+ cos¢,) (siné — sin¢, )2,
1 g2 et ot
*=1+410(CoSt+ cOSly) + — (COSE 4 oSty )2 — 3

4

2(A+B) (sin¢ — sin¢,)?,

3
\ (A-+B) *=1430g(cost+ costy) +....
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i CONTRIBUTION A I’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

L

Les expressions de W, et de W, prennent alors la forme suivante :

(20 W — g [1 -+ 1o (cost+ costy) + g(cost—»— €08¢, )2 — EZ (sint — sintl)z]
BC
e e Eoy (t)[1+ o (cost + costy)] + A (s
T otfic? . 2
(21) W,=—200¢/(?) [1—— ;(cost + costy) + —8——(51115— sin¢,)?
] + Loy g3 (sint — sint,) (sinet — sinas,)
-+ 5 a*c®(cost + coséy) (sin¢ — sin t1)2]
il
Bao'(4) [1+1s(cost+cosey)] — 13—C(I SEi A
8 o 32
Portant maintenant les valeurs (20) et (21) dans (15), l’intégralef W, dt,

]
premiére partie de V, se calcule alors sans difficulté.

ool de f W, di.

On a
27
f W,dt = a7 termes non périodiques de W,;
0

d’ot1, en négligeant partout o?,

2T
(22) f W, dt = no*[a — + oo costy + 3y o2
0

— Fac?(114+10C082¢ ) — ¢ a?a? (15— 10 cC0s2¢;)].

Occupons-nous maintenant du calcul de W,

2 .2

(b : .
W, = 7 1+ 1o (cost + cosey) + 4 (cost —+ cos¢y)? — (sint¢ — sin¢, )2]

Ba@(t)[l 1a(cost+costy)] + Eg,

ou l'on a
C=20a0— 2002 Ccos(t—¢,)
— 200° COSE + 2053 coSt cos (& — ()
+ 4y'0® cos2t(cost —costy) +2y'ad siné(sin2l — sina¢))
— 4y'a* costcos2t(cost — cost,) —2y/a* sint cost (sina ¢ — sina¢,)

6y"a* cos3¢(cost — cost,) + 2y g sin¢ (sin3 ¢ — sin3¢,),

B =05%(cost — c0s¢,)? + o2a?(sint —sin¢, )2 + 2ay'0° (sint — sin¢,) (sin2¢ — sina¢)).
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CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE. s

En effectuant les multiplications indiquées et en groupant les termes, on peut
écrire W, sous la forme

(23) W, = Ay + 2 (fo,, cOS L 4+, sinNE),
1

les coefficients &, et ¥, ayant les valeurs suivantes :

v i % o £
oy =4 Jag® — ¢ 7' ot + thg act — Sy oot + Laod cos e, - g7 (O +at)cosay,
4

Moy =— 3520° + 3y'0° + ot o® + (— jac® — Faot + Fatet+ Iy/et + Lay/aY) cose,

— 1gag® (14 a?) cos2t, — (Pyact+ Iy odat+ La?y'a) cos3 4,

==+ [~ Fac® —gract + Fatet — { Yot + 1y et ] sing, — La? (¥ + La) sin 2y,

— (Pgact+ s afat + 1y'at + Ly"o%) sin 3¢y,

dog=— Ly’ 0t — Fract + yot + Fadot + Ly alot — y'a® cos¢,
(24) — (gya*+ 5 afct+ Ly atat) cosayy,

by =+ §ag® (1—a?)sing, + $o (Y — a?y' — 2o + L) sinayy,

Aoy =+ Y P4 ghac® — L ated + (Ly/ ot — Sy ot + i a0t — 2radot) costy,
Voy =+ (yizact— 2radct— 2y ac*) sing,,

oy =+ iz act — g atet— Laty'ot+ Ly'at,

1‘!)4: o,

o s—= 0.

Ces valeurs nous permettent de calculer les deux autres intégrales dont se
compose V :

27

2T
f W, log [16 (A + B)] e, _f W, logB d.
0 0 g

Caleul de W, log[16(A + B)]dr.

W, est du second ordre par rapport & o; on pourra donc, dans le développe-
ment de log 16(A + B), négliger les termes en o*.
Oron a

16 (A +B) =64 [1 — o (cost + cost,) -+ Lo® (cost + cost, )2+ oo (sint — sin¢)?]

i = J

\

d’ ol

(25) log16(A + B) =1log64 +log[1— o (cost - costl);+ 102 (cost + cost;)?

-+ +a? a¥(sint — sin¢,)?].
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16 CONTRIBUTION A I’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

5 ¢tant supposé trés petit, on pourra développer (25) en série convergente,
d’apres la formule
x?
log(t+2x) =2 — b

en posant
2= — g (Cost-+ costy) + Lo (cost,+ cost)’+ § ata?(siné — siné, )%
On trouve

(26) log16(A + B) =log64 — o(cost + cos¢,)
— L g2(cost+ costy )+ Lata?(sint —sing,)?
=log64 — o (cost —+ coséy)
—1g2(1+ Lcosal+ 2084 COSE - 5 COS2Ly)
+La2g?(1—4cosat— asing siné — 4 cos2¢y).

9
On a, d’autre part,
W, = o+ oy cOSE b, Sint + Moy OS2 £ 4 ¥y sinal 4. . .5

d’ot1, en substituant et en intégrant, il vient

2T
(27) f W, log(16A+B)de
0
—amfog 10864 — o (2 COSE 4 Jog)

3 .
- 202[2(a2— 1) dog — (14 a2) fop OS2 £y — 2oy COSEy— 202 Vb, sin¢, .

Reste 4 calculer —f W, logBdt, ou

W, =y, +2 (o, COS L Vb, Sinnt)

1
et

B = o?(cost — cost,)?+ g?[a(sint — sint) + oy’ (sin2¢ —sinaly)
+ a?y"(sin3 ¢ —sin3¢,)]%
Or, en remarquant que ’on a
(sin3¢ —sin3¢,) — (sin¢ — sin¢;) [3 — 4(sin®¢ + sin¢, sin¢ -+ sin%*¢;)],
il vient
B = o2(cost — cosiy)*+ ool (sint — sint,)? 4 20y' g3 (sint — sin¢,) (sin2¢ — sinaty)
—l~20:)/”e:r"(5iﬂt—simtl)?[3—!;(sin‘zt—l—sint1 sin¢ + sin?¢,)]

-+ y2g*(sin2t — sinaf,)*+ des termes en o°,
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CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

ou encore

B = 5%/ sin? t’—:——t sin? bt + o224 sin? e cos? fj;,fl
-+ 20y'g?2sin e t——:- 4 sin E= 4 cost = “cos (et 1y)
—+ 207" o*4 sin® ! ; b cos L_-Eil— [3 — 4(sin%¢ 4 sin¢, sin¢ -+ sin?¢,)]
-+ y*a*4 cos? (L + ;)4 sin? Gt 08?2 _t_i‘tl,

N
ou, cn mettant en facteur 2 sin® —9—1 =1— cos(t—¢,),

(28) B=2g*[1—cos(t—¢)]
e e G ey i ]
< [2 s1n‘2~19 +20¢20052—9—1+80¢7’UCOS - fcos—g——‘cos(h\—h)

-+ &

n_o 25—!—51
—I—IZOC')/ g- COS TV

—16ay"0* cos? (sin?¢ —+ sin¢, sin¢ -+ sin?¢;)

17.

SE—1
+ 8726 cos* (£ + ;) cos* —— ‘]-

Pour y'= y"= o0, B sec réduit a la valeur suivante
2[1 —cos(t— )] [1— cos(t+¢) + o+ a?cos(t+ 4)],
on peut donc écrire
(29) B=g?[1—cos(t— )] [1+a*— (1—a?)cos(¢+ )] (1 + By),

en posant

[ b b— 1 £t
s +8ay's cos——;——1 cos——Q—l cos (¢~ &) + 1207" 0% cOS? —;——«‘

L+t . ; ; ; Ny :
( — 167" g% cos? T‘(sm‘lt ~+ sin¢; sin¢ + sin%¢,) + 8vy'2g? cos? (¢ + ¢{,) cos?
]31:

1+ o — (1— o) cos (¢ + &)

270
I'intégrale f W, logBdt se décompose donc en quatre autres
e

g 27 27 27T
(31) f W, logB dl:]oga"‘f W, di + [ Wi log[r— cos(¢—¢,)]dt
0 0 a0

2%
+f Wilog[1-+ o — (1 — a?) cos (& —+ &)] dt
0

27
+f W, log(: -+~ B, ) dt.
0
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18 CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

On a immédiatement

27
logoﬂf W, dt = a4, loga®.
0

(32)
Calcul de R et de S.
Posons
27T
(33) R:f W, log[1+ a?— (1 — a?) cos (& + 8)] di,
0
27
(34) s:f W, log[1 — cos(¢ — ¢,)]de;
0

intégrale S se déduit de R par le changement de ¢, en — ¢, et de o en o.
Transformons la quantité sous le signe logarithmique; on a

14 02— (1— a?)cos(L+ &) = (I—Za)- [(2}:2;;, — 2(2!__;);) cos(t+ z,)]

7

() |:1—|— <I_ a>2_ )C; z>cos(t L l,)]

i L4 o

I_.._
1+

o . 558 1
ou, en posant = Dbell-—=\—1
) l L o 3 \/ )

-+ o)? : . Ry e
1—+—oc‘3-—(1—oc2)cos(t+t1):(—‘)—l(l—lﬁe’”*‘ﬂ)(l—— 5(3“’“*‘”,

d’ou
o 2 2 Tl T, V(I i a)z ] . I(t+e) o 2 o—i(t+t))
log[1+4 a2 — (1— a?) cos(t -~ ¢)] = log s og(1— Beltt+t)) + log(1— Be'(+H)),

Or, f étant inféricur a 'unité, on a

3 32 33 i

log(1 — Befft+t) )= Egittrt) L gri(e+re) T gdi(ert) B philtry)
= : 1 2 4
B 32 33 iy

log(1 — Be~itrt)) = — Ee—ittrt) _ E g—2ittrt) =R S BT
i I 2 |

d’oll

(35) log[r+ a?— (1— a?) cos(t—+ ¢;)]

I+ o)? 32 33
:log»~~2 ) —z@cos(t+tl)—2'7(:0512(5—%[1)——2?(:053((—1—@)...;
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CONTRIBUTION A I’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE. 19

l'intégrale R peut donc s’éerire

2

T
R = f W log[1+ a?— (1 — a?) cos (L + ¢&;)] de

0

o
— log (‘#‘l / W, dt
i 40

4 T — 2 T (17— o \2
— 2[ W{-»—— cos(t—+¢y)+ - <—~—> cosa(t—+¢y)
S 1+ o 2 \I+«
1 /1—o)\3
+r<———) cos3(£+ll)+...]dl
3\1+«a

ou, en remplacant W, par sa valeur,
0
i W .
Hog —1—2‘ (Ao, cos nt + b, sinnt),

il

/0

5 27 [~ 2
[+ o)? O s
R =2mlog (_TL —2 / oy Z (o, cOsSnt + Vb, sinnt)
1

-I—~OC I I— o 2 i T 7 3
> cosS(¢+1¢ - cos2(t ¢ — S
l_1~;_9¢ ( 1)+2<1+a> ( 1)+3<1+a>L0°3(t+t‘>+ :‘dg

ou
i I 4 o)?
(36) l{:zna\golog%,l

. 27

T L — o\ - S
——22 A R\ cosn (¢ -+ &) (o, cosnt -+ b, sinnt) dt.
1

En remarquant que I'on a

2 ( o pour =7,
f cosptcosqtdl — g ? Rz
0 T pour p=—gq,

2T
f cosptsingtdt—= o pour p 2 q,
0

2 | o pour ==
[ sinpt singt dt = 3 s L
Jy | ® pour p—gq,

il vient, apres I'intégration,

[+ o)? < 1 /1—a\” ;
R=12md, log(——-i—) — 27‘:2 - <»—> (N, cOs nt; — b, sinnt,),

d’oti I'on déduit, pour S,

) .
S = — azde loga — ”2 —~ (op COS Ly~ o, i RL, ) 5
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20 CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

si 'on s’arréte aux termes en g*, on a

G = 27?@1-:010\&’(1—“0()‘

11— a g /11— a\? .
— 2T “ (A cOSL;— Vb, 8int, ) + — <—~~ oy cOS2L, — VhySinal
[I—F:Z( 1 1 1 1) I+ o (s 1 Y2 1)

?‘ \
11— o \® 1 == G2\
= [——— ) (Mg cOS3L — U,y 8in 3¢, ) + — Aoy, cOSht
5<I*FO(>( 3 3 1) ‘/l =% A 101 §»
(38) S =—amgloga —am [, cost+ by sint; 4+ 1 (b, cosal,+ Vb, sin2f)

4+ Ly cos3t by sin3 ) 4 ey coshty].

Caleul de f W, log(1 + B,)dL.

W, ¢tant de Dordre de s et B, ¢tant de ordre de 5, on pent, en neégligeant
comme précédemment les termes en o7, se borner a

29 27 240
(39) f W, log(1 =+ B,) d¢ ,f W, B, dt — ; f W, B2 dt, ]
0 ) =

oul’ona (30)

. £ ¢ t—t s t+1¢ |
‘ + 8oy'5 cos — ' ;05«?—1 cos (£ + £;) +12.07" 0% cOS* —— ’
| >
S
—16ay"g?cos® —
B —

. R . . Faad
T Clgin? £ - sing, sin £ - sin%¢,) -+ 8v'2g? cos? (£ + ¢;) cos? !
= 1 7 )

/

1 — 1 — a‘l)cos(t':tj) i
D’autre part,
I
1+ a?2— (1— %) cos (L + L)

1 1— o 1— a2 :
— 142 (——)cos(L+{4)+ 2 cos2a (L —+4t;)
2 L= ek I 4

+ 2

Pexpression de B, devient done

i [ r— o
Gy Bi= g [1a (55 ) eos e )
— o \?
+2<]+9’> cos2(t—+ ;)

et 3 ¢
= <‘ i> L Y B uRg T  |  (E
I o i
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CONTRIBUTION A IETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE. )

cn posant

L+ L —
I =+ 8ay o cos —l)—‘ 005—2—‘(‘,05(5.—1.—41),
SE+ ¢
Il :+Izocy”a?cosﬂ—17
2
A L . : 2
Il —=—16ay"c* cos? L(sin?¢ -+ sin¢, sin¢ + sin?¢;),

2
E 12 9 2 2 s t1
IV ==+ 82 g% cos?(¢t + ¢,) cos? B
En remplacant les produits des quan tités trigonométriques par des sommnies el
des différences d’apres les formules fondamentales, on trouve, sans trop de peine,

I =—o2ay c[cos(2t—+ )+ cost, -+ cos(l+ 2¢;) + cost],
IT =6ay"a*[1+ cos({+0)],
Il =— 20y"g?[3 — cos2¢,-+ 4 sin¢; sin¢ — cos (&, — £) -+ § cos(ty + 1)
— 200826, €08(L;+ t) +asint sin(6+2L) —2c082L - cos(L -+ 3],

IV = y20%[2 + 2 cos (¢, — ¢) + cos (3¢ -+ &) + 2 cos (24, + 2t) + cos( -+ 3L)].

Or on a

W, = Ly <Ly €oSL 4 by sint + b, cosat—+ Vhysinaé + Loy c0S3 £ - Uhy8in3 ¢ 4+ oy COSAYL,
(2) (2) (2) (3) (3) (3) (&) (%)

ot les chiffres entre parenthéses indiquent ordre du terme le moins élevé en o,
contenu dans les coefficients o, ;.

Au degré d’approximation adopté, il faudra, dans le produit W, B, faire le
développement de B, en négligeant respectivement les termes en

; ; I 5 ; o :
sin3¢, eosqt, ... dans —;[1+2§ cos(t, +t) 4 ~B2cos(26+26)+...1 L
2 =l
; I \ :
cos2¢, sinat, ... dans e [1-F 23 cos(4 -+ ¢) +2B2cos(2+20) +...] 11,
[

= I =9 q
cos2t, sin2¢f, ... dans i [14+ 2B cos(&—+ ) +2B%cos(2¢,+2¢) +...] 1L,
(2)

. I R n
cos2¢, sinal, ... dans )—[14.—9,;:)('05([14—1)4— ...................... T,
2 & e

[ci encore, les chiffres entre parenthéses indiquent Pordre du terme le moins
éleve en o contenu dans les expressions I, I, T, TV en outre, on a posé

I— o

T

£
IJ:,

Occupons-nous maintenant de la transformation (4o0) de B,.
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29 CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

Caleul de —=(...)1.

On a trouve
I=2ay'c[cost,+ cost—+ cos(2¢ + &) + cos (4, -+ 20)];

il est inutile, en effectuant la multiplication, de considérer le terme en

2§8% cos (62, 4- 62), qui donnerait licu & un terme en cos4¢; ce terme doit étre -

négligé d’apres ce qui précede.
En posant

Volt+28cos(t+4;) + 282 cos (2t + 2t,) + 2f3%cos(3¢-4-3¢,)
+20%cos(4¢+4¢) +2B%cos(5t+5¢,)]
X [COSt+ CoSt+ cos(26,+ ) + cos({+26)] — 8,
il vient

S,
S = €ost+ 23 cost cos(l + £,) + 232 cos¢, cos(2f + 2£,) + 23 cost; cos(3 ¢ 4 3¢
/J 1 s 1 l)
+ Ccost + 283 cost cos(4+£) + 2032 cost cos(24,-+ 2¢)
+ 2(3%costcos(3¢,+ 3¢) + 23* cost cos (4, + 4¢)
—|—cos(2t1+t)—(—2{3’cos(2t1~|—t)cos(tm}—t)—|—252005(2tl+t)cos(zl,—|—2é)
+208%cos(2¢ -+ ¢)cos(3¢,+ 3¢) 4+ 2B%cos (26, + ¢) cos(4t,+ 4¢t)
+cos( 4+ 2¢) + 2B cos (4 + 21) cos (4, + ¢)
+2p%cos (& + 2¢) cos(2£ + 2¢,) + 2% cos (£, 20)cos(3¢ +3¢,)
+23%cos(¢, -+ 2¢) cos(4&,-+ 4¢ ) +20%cos(¢,+ at) cos(5¢,+5¢)
ou
S,
715:005[1_'_ COSE + COS8(24, ) + cos( L+ 2¢)

+ Blcos(24+ ¢) + cost - cos (¢, + 2¢)
+COSL+ €oS(34 4 28) + oSt —+ cos(24, + 3¢) + cost|
—+ B2[cos(2¢ + 3¢,) + cos(2f+ ¢;) + cos(2¢,-+3¢)
= C0S(24; 4 ¢) + coS (44, -+ 3¢) + cost + costy |
+ B [eos(44+32) + cos (24, 32) -+ cos(3¢,+ 2L) + COS(£,+ 2¢) -+ cos(2¢,+ ¢)]
~+ P*lcos(4¢,+ 3¢) + cos(2¢,+ 3¢) + cos(3¢,+ 2]
+ B*[eos (44,+ 30)];

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 29 1 -4



CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE. 23
d’ot, en développant et en remplacant B par sa valeur, il vient

- /
5,

4
L= ———— o8¢,
7'a (iS00
4 1+
e L +J‘( )cowt cos ¢
(14 a)? (r+4 o .
'((I+ )—-2511121 sin¢
o2 Alr—a) (1+ a
i ,(,L)cosl,—k‘( ) ( % coqucoszt
| (14 ) (1+a)
L = 1 :
. I((I - o )gm[l_‘_ (1 —a) (14 o) sin3¢ ]Sln‘lt
1+ a)? (1—|—x)
G(1—a) (1+ o T :
s L (l—l)—(o')" )(30\2/14—,.(,,, (1—)1——;)' Cn B ]cosdl.

Calcul de

—(...) L

D’aprés la remarque (p. 21), les termes en cos2¢, sin2¢, ... doivent étre
négligés; il vient done, en posant
3y a1+ cos(t+¢)][1+ 203 cos(t+ ¢) + 232 cos (24 + 2£)] =8

29

s 1+ 25 cos( 4+ L)+ cos(f+¢t) ~afcos? (L + L)+ 2B%cos (L —+t) cos(24,+2¢)

3—;,,‘2?2 — O icosG -0 Bl Cosa a1 BECos ),

d’oti, finalement, en remplacant § par sa valeur,

2 AN e i cos (£, + £).
Syla® A ta (I a)? 1

I -
Calcul de — (...) 111.
20
Opérant de méme avee le troisieme terme dont se compose B, il vient, en
posant

— 7"a*[3 — cosat, + 4sin¢, sint
08 { ;. — 81 = f cos{ty 4+ 1) — B cosaly eos{t 1)
-+ 2sinf; sin(¢ + 2¢) — 2 c0s2¢ — cos(& + 3¢)]
X [1-+28cos(¢+t) + 2B%cos(2¢,+ 2¢)
“+28%¢c0s(3¢,+ 3¢) +2Bcos(f4+ 48)] =S,
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24 CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

et en omettant le terme en 28%cos(5¢, + 5¢) qui introduirait un terme en
cos2l,

— ;;) =3 —cos2¢4 4+ 4sint sint — cos (¢ — &) + 4 cos(b -+ &) — 20524, oS (& + ¢)
+ 23 [3cos(t,+ ¢) — cos2¢, cos(E 4+ &) -+ 4 sint, sint cos (& —+ ¢)
— cos(&,— L) cos(t+ ) + 4 cos?(é ) — 2c082¢L, cos2(L,—+ )
-+ 2sin{; sin (& + 2¢) cos(f, + ¢) — 2cos2£Lcos( L+ ¢)]
+ 25244 sint sintcos(24,+ 2L) — cos(6,— &) cos(at,+2t)
= hcos(t,+¢)cos(26,+ 2L) — 20824, coS( £+ L) cos(2(, + 2¢)
—“—asing sin({,—+2¢) cos(24,+ 2¢)
— 2€082£LC08(24+ 2¢) —cos(¢ +3¢)cos(2t,+ 2¢)]
“+ 233+ 2sin¢ sin(¢, + 2¢) cos (3¢, 4 3¢)
— 200822408 (34 4 3L) —cos(&, -+ 3¢) cos(3¢,+3¢)]
+ 2B — cos (¢ + 3¢) cos(4 ¢+ 46)],
ou .
Sy

== = =3 —cosat,+4siné; sint — cos (6, — &) -+ 4 cos( &+ £) — 2 cosat, cos( b+ ()

+2B3 [3cos(t+¢t) —cosal cos(t—+ ¢) + 2siné sin(2¢ -+ £;)
—2s8in%f — Jcosatl,+ 2 — cos2t + sing, sint — cos (L — ¢,)]
+ 23— 2sins sin(24,+ ) — L cos(3¢6,+ &) + 2 cos({,+ ¢)
— 0828, CO8( ¢~ ) —sin*é— cos2t,— L cos(¢,— ¢)]
+ 23— sin¢; sin(2¢4,+ £) — cos(3¢,+ ) — Lcosa |

+ 2B [ —1cos(3¢+ ¢)]
ou

3 —cos2t -+ 4siné; sint — cos (¢, — ¢) + 4 cos(t,+¢) — 2C052¢, cos (£, —+ ¢)

+2af [1—fcos2t + siné, siné — cos(f,— ¢)
— €082¢; COS (£, £) + 3 cos (L +¢)]
+apf —

— €0S24,Co8( 6+ ¢) —Lcos(3L+¢) —2sing sin(2s, + ¢)]

ol

—3cos2t,—Lcos(4— &) +2c08(L 4 ¢)

+23%[ — jcosat,—sing sin(af + &) — cos (3¢, -+ ¢)]

— B*cos (3¢t ¢t)
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CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE. : 20

ou, en développant, il vient

8 _404+20) SO+ o,
Vg2 R (i
4( 5 A(1 4+ 3o
I:%_T_‘T;;)costl—%wncos?ﬁi] cost
4(3 +3a —2a2) . AT 3o "
4+ [»« &t —(Fl_:o,);‘ - )Slllll—}— 5[—((1:_:—02>,+-—)5111<3tl] sint.

Calcul de —2—y( s pIEY

Dans ce développement, les termes en cos2¢, sin27, ... sont a négliger.
Nous poserons encore

i

= [2 +2cos(ty—¢t)+cos(3L+¢)+2c08(28+2t) + cos(¢,+ 3¢)]

< [1+2Bcos(¢+t)+2B%cos(2¢, + 2¢)
+2B%cos(3¢,+3¢) +2B*cos (4t + 4¢6)] =8,

d’on, en effectuant les multiplications indiquées,

— ey =24 2€08(t— ) +cos(3¢,+ t)
+28 [2cos(f &)+ cosat,+ Fcosat - cos(L+ ()]
+203%[cos(3¢+¢) +Lcos(t,—t)+1+Lcos(— )]
+ 2% cos (& —+t) -+ Lcosal]
“+2B*[Lcos(3¢+ ¢)]

ou encore, en développant et en ordonnant suivant les cos des multiples de ¢,

S,
s =+ 2(x--B*) -~ B(3 -+ B*) cos 2,
+2(1— 303 + p*— 3%)sin¢; sint — (1 + (3?)*sin3 ¢, sin¢

+2(1+ 33 + 32+ %) cos¢, cost -+ (1 -+ 32)2cos 3¢, cost.

~

‘n remplacant maintenant 3 par sa valeur et en simplifiant les expressions
entre parentheéses, il vient

208, A(a+a?) 41— a?)

= cos2t
A T TR R ;
T o= e Bl L 5 L1+ o2)? | .
B me i )51nt1 smt——'(—_I_—-,)—sm?»t1 sin¢
(r—+e)? (1 —+a)t
4(3 + o+ a?— o? 1+ a?)?
h( : s ¢, cOSt —+ G0 )t c0s3¢, cost.
(=3P (14 o)t

K. 4
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26 CONTRIBUTION A I’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

L’expression (30) de B, se transforme donc finalement comme il suit

(41) B, =8+ 8,+ 85;+ 8,

e i 6 41+ o%)
5 _4(1-{—0:“)
| (14 a)
4(1+ a?) 4(1—a) (14 a?)

———C0sZ, cos2¢ - ;
(o) (14 a)*

_bG+e) e B )
T sin¢, sin2¢ — o

o 4(1*0‘)0—"—12)0052;1005%_,_ i e Rl o)
(1 -+ o) (1)

co0s2t, cost

sin2¢, sint

cos3¢, cosat

sin3¢, sin2¢

cosft, cosdie,

S, 2 4 / .
= S CO0S¢y cosSt — 5 Sin¢, siné,

| e T o (1o (14 a)?

S I+2a 4(1+ o
S, __ biae) 4G o

o2t (14 a)? (14 )3

Mcostlcost—'(—I+3a‘)0053tlcost
(14 a)? (1~ a)

4(3 + 3o — 22 I o
——4( —(1—1—|—oc)3 )smtlsml—l—i((l__t;j_)bln?)tlsml

IS}

as, a(1+o?) 2(1—af)
"3 — L 5 C0s 2/,
y'*a (14 a) (1+ o)
a(—1+ a4 o+ 3a?)
(1 + o)

sin¢, sin¢z — 5:113[1 sin¢

2(1 4o

(r+a)t

2(1+ a?)?
+ o)t

2(3 +a + a*— of
( ) CcOSt, COSE —+

(
it i cos 3¢, cost.

2T -
En portant les valeurs précédentes dans f W, B, dt et en se rappelant que
0

I'on a

= Mo + Moy cOS ¢+ Vb [sml—i—d», cos2t—+ b q%ll)2t+ob3CO\3t+ Uh, sind ¢+ Ay, cos4é;
(2) (2) (2 (3 (3) (3) (&) (%)
I'intégrale

27 27 27

(43) \V,fklflt:/ W.S.de+ | W, a’t+/ wlssdz+/ ey
0 0 0

[
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CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

2T
se calcule sans difficulté. En réunissant les termes provenant de [ W,

S0

27

S, dt et

2T ~ ’ . ' . G - v .
de j W, S, dt, le résultat de 'intégration de f W, B, dt peut s'écrire
0 0

comme il suit :

27
Termes provenant de / W, S, dt.
~0

8/
=k (T(__Ti—:-‘ﬁﬁoﬂoocostb
L
hy'e o-(1+oc)
(I_*_a)zr oy + 47 ([_'_ e Ty COS24y,
2
— 4y GMMJ}M sin2¢,,
) | e
A4
LA ’U(I_'—a) o C05t+ G(I——Ot)(_—lji) T Ao OSSO L
(I-i— B ooy =i 1+ o) 105 G 1
Gy %(L_E:a)—_)muyg sing; — 4/ it _(102(;;_ i) Tk, sin3 ¢,
I ¢
o(r— a)(1+ a?) o(1— a)? (1 + a?)
b4y T ooy COS2 L+ 4/ . 1y COS4H L.
==Ly G Tl COS2 L~y G o) 7oy COS4H Ly
gt 22T
Termes provenant de +f W, S, dt + / W, S, dt.
0 =0
/ c?(1— o , 02 (1 + o?
/ _!_47”_(_1(:—0(—)2). Tfe{)o . +87 ﬁﬂa{wo (’,052[!,
a* (1—{—37)
44! { Yot ——— T L Ayt ———— — ‘xds; cos3 ¢,
(44" ‘+8/U(1+ ooy COSE 4 47" = EEL cosd ¢y,
a? 3
—8y"g? N mbl smtiw//’%rml sin3¢,.

27T
Termes procenant de f W, S, dt.
0

2 2 3
f g (1 a?) g (1—a?)
4+ 4y"? Tl fo il o0 ) Ty COS 2 ¢,
a4y a1+ o) ot 4y a(l+a) 0 1
(3 + o + a?— o) a®(1 4 o?)?
44" . & Ty COSE 4+ 2792 —— 1l cOS3 ¢
(44") ey a(l1+a) MR e L
o (— 1+ o + a® 4 3a?) . g (1 + a?)? ;
2 Wy sint, —oy2———— "~ mh, sin3¢,.

‘\ i 2 a1+ o) TtVoy S 1 2%/ a(1F ) ) 1
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CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

28
Il ne nous reste plus qu’a calculer la deuxi¢me partie dont se compose l'inté-

grale (39) - >l g
[ Wilegt+Bydi= [ WiBde—3 [ Wi
o 0

20

Caleul de * [ W,B? du.

0
On a
W, = &+ Z(b, cosnt + Vb, sinnt),
B:= - A(I+ 1L+ HI+1V)e,
Lo

en posant
A=(1+28cos¢p+232cos29 +23%cos3o+...)" et G=1 =ty

Si maintenant on remplace les cos par leurs valeurs en exponentielles imagi-
eV —1 4 e—oy=1

- et si 'on pose en outre e?¥~' = z, il vient

naires, cos ¢ =

62 23 N2
,A:<1+@;+525‘1+53s3+.‘.+—?——i—‘z—s—%q—...)
ou :
g 2
I 5
"& :IB—%"‘—'—‘—B )
===
AT:~———————+—<I—~ e ¢
I—Bs)E - sl & 3
(=52 ) (—a(1=)

Décomposons maintenant le troisicme terme en fractions rationnelles

1 1 ZA I

(I——ﬁ:)<x—§~> 22—1| 1—fs I_g

il vient done

A= —Bz)2+

52

5 <1_ §>“2+_25___1«)[;2<1#5:)”— <Iw ?H

=2 / Ic 22 3
A=1+2B85+ 32+ 4375 +.. .+ %(I“?H% +’.%+ >
2B i B [ [P )
+:(52_])["2(1—1—‘3:—%—52:2—;—@*:3—}‘.. )—<r+z+—;—2+':—3—}~ >J
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CONTRIBUTION A I’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE. 20

Or cette troisieme partie de A peuts’écrire, en multipliant dans la parenthese

: B/z*—1 B st—1 32 55—1
L S SR o i R e i e g

On adonc A =(a)+(b)+(¢),

et B BB e T e L e e R S B e (a)
22 2 3
+%<1+2§+3%+4%+ > ............................ = (&)
( 2 3
e —1—2g[1+§(52+1)+%(z“+52+1)+%(z6+5‘+:2+1)
B* .
- +‘_j<58+’36+;*+:’2+])

ou, cn groupant les termes,
1+ 2P5+ 33282+ 4325+ 5B+ 6355+ ..
4232+ 2f%s +2B%s + 23557 . ..

+ 2B+ 2PB%s ...

I s T A
2 63 % b 6 ”7
%+9;;+3%+1%+5%+0%+
2 -3 1 &
+2§+2f—2+2%+2—@; L—2§g+
<3 (<% 25
—1—2% +2%+2%+
@5
e
S S SRR

En groupant les termes du développement A, on voit qu'il donne lieu a
deux séries de développements comprenant chacune un nombre infini de pro-
gressions géométriques, la raison de celles de la premiére série étant =, la
raison de celles de la deuxi¢me étant 7', De plus, si l'on groupe tous les termes
d’'une méme puissance de z, on obtient pour coefficient de ces termes des suites
infinies qui se correspondent deux & deux dans les deux séries principales. Le
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30 CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.
développement de A devient donc
A—=1+4+ 232+ 2B+ 238+ 238+. ..

+(26 2B+ 2§5+...)<

+

(3]
LA ]

Lll,_‘
sl ool e s 2 Toise o

+(3B2+ 2B +2B5+...) (s‘—’—|—

illu

+ (4% + 235+ 2PB7+...) <z3+
+ (5B + 2Bf+ 28 +. . .)<

(6B 4+ 2B+ 28%+...) <z5—|—_i5

ol, en sommant maintenant les expressions entre paren[héscs, ct en rem-
blacant les s par leurs valeurs, on obtient pour I'expression de A la valeur
s )

sutvante
232 23

Mais on a

M

22 1+ oa? 98 Ie—eg
TR o ’ 3% S G

I

Il vient done finalement pour 'expression de A

I+ot (1—a)(1+ 20+ o?)

A — il 2l &) cos(¢—+t)
fie 2 A 2
e (e (I+“'O_: b cos(2¢ -+ 2¢)
o (14 o)?
(= aP 1+ ba+a?)
. Al af cos(3¢t,+ 3¢)
B (1—a)* (1+8a + a?)
4 S —al cos (4t + 4¢)
+(I—a)d(l+lo?+a_)cos(5t1+5t)
a(r—+ a)?

La loi des coefficients est évidente.
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CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE. 5t
La valeur de A étant connue, nous pouvons procéder a la formation de
B:= A(T+ I+ + VY2,
e (&) (o3 (6% (a?)

Les termes —; A112, .= ATII2, - ATV? et les doubles produits tels que
fo? fo? 4 o

I . . . < ] c
—; A LI, conduiraient dans W, B} & des termes en 5”3 on devra les négliger

dans 'approximation adoptée; reste donc a développer

— Al

Or
I=2ay'c[cost;+ cos(2t,+ &) + cost + cos(é 4+ 2¢)];

B? contiendra donc 2 en facteur, et comme, du reste, on a

W, = g+ Moy €OSE - Wb, SinE + Ay c0S2£L = UVhy8in 2t + Moy €083 ¢ + VhyRin3 ¢+, cos e,
- (02) (02) (02) (G39) () (o (a%) (6%)

on devra, au degré d’approximation adopté, négliger dans le calcul de

2T

[ W, B de
)

les termes en cos2¢, sin2#, . ...

On a

2

[‘a’za 252

—a—+3cosat,+ 2c08(L— )+ 3cos(b+ )+ cos(3¢+¢)

+2cosat+2co8(2t,+ 2¢)+Lcos(4t+ 21)
“+cos(¢+ 3¢)+cos(3¢,+ 3¢)+ Leos(2¢, -+ 41). .

Il vient donc

B? 1+ o2 — P —a) (1 +ho+ o
5 = [——~+—~cos(t1—|—t)+< ),( :‘2 )cos(2£l+2t)
/ g 2 o4 Q(([—*—J()
1— o) (1 +6a-—+ o
—i~< l((l_l_a);j )cos(?)tﬁ— 3¢)
I— o) (14 8a + a2
+( ) )cos(4t,+-4t)

o1+ o)
(1—a)® (1 +1000 + )

" cos(hi,+—5¢)+. ..
o (L + o)’ s, )

4

T

> [2 4+ 32cosat, +2co8(é— )+ 3cos(t,+ )+ cos(3¢L,+1¢)
+ 3 cosat-+2acos(2t,+ 2t)+ Lcos(ht,+ 2t)

55

+cos(¢+3¢)+cos(3¢+3¢)-+Lcos(2¢4+ 4¢)].
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39 CONTRIBUTION A I’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

S : =Bz T .
[offectuons maintenant le prodmt /»,2%, cn neghgeant parloutlcs termes ¢n cos

et ensin dont 'argument est égal ou supérieur a 27.

B2 1+o? 3(1-+ a?)
= -i————f-—cosztl
Yaoe o b
1+ o? 3(1+ o? 1+ o?
-+ cos(tl—l)—}——(——zcos(tﬁ;— t)+ cos(3¢L,+0)
o 20 o
2 (1 — o2 3(1— o2 3(1— o
-+ cilird ol cos (4 —+t)+ ———~( )cos(3t,—|—t)~' —<ﬁg—)— cos (L — )
(24 40’ ;OC
1 — o? 3(1— a? 1 — o? 3(1— o
Al cos2t; + ( ) = cos 2t + Sl cos(t,—t)
o 20 206 Lo

2

1— o
cos(ty—+ t)+ ——— cos (3¢, -+ ¢)

bo

(1— a) (1 + fo + a?)
o (14 or)?

3(1—a)? (1 +bfa+ a?)

cos (¢ —+ ¢
20 (1 a)? (& )

cos(3¢ + )+

(t—a)? (1+ 4o+ a?) 3(1— a)? (14 fo+ a?)

S &l o cos(ty— )+ o) cos2i,
(l—oc) (1+ fo—+ a?) (1_05)2(1+L;oc+a_)£052[1
o1+ a)* fo(r+ o)
(l——ot)z(I—}—[;OC—l—O(z) o (i) (1—a)?(x+ fo + a?) b e

20 (1 —+ a)? 20 (1+ a)?

3(1—o)? (1 + 6o + o?) (1—a)? (1 4+ 6a -+ a?)

s S cos (3¢ -+ t)+ Tt cos (& + 1)

e e
i ((1—_:—_(2{0;3—5—0 S (I—a[z;((lliic;—%— ) cos (£, — ¢)
o g, U= D 3

in groupant les cocfficients des termes des mémes arguments, il vient

B Sy S—wt) ot et o)y sl 4G )
Y g o 20 a1+ o )? 20(1+ a)d
+|:3(1+a‘2) o 3(1—a?) % (1—o)? (14 4o+ a?)
Lo 20 (1o )?

(1—a)y(1+6a-40a?) (t—oa) (1+8a+a?) e
- 20!(1+0()3 40(1_‘_0)4 JCOS tl
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CONTRIBUTION A L’'ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE. 33

+{1—|—o¢2 e 3(1—a?) " (r—a)2(1+4?c+a2)
o 20 oa(r—+ o)

(1—a)® (1 + 60+ a?)
20(1+ )3

-+ ]cos(tl—t)

MESEURE S e e o
2a o 20 (1 4+ a)?

L (1—aP (14 60+ a?) i (1—a) (1+8a+ a?
a(r 4+ a)d 20 (1 - o)

)]cos(t1 + )

1k 1—at (1— (et a?)
20 o o (14 ot)?

+3(I~—a)3(1+_6'oc+a2) : (T—a)* (1-+ 8+ a%)

fo(rt—+ a)? 20(1 )t

(11— a[);((llilz;’;‘_‘l,OQJ cos (3¢, -+ ¢).

Réduisant maintenant les expressions entre parenthéses, on obtient

B} 41+ 3ot — a?+ o? 14+ Qo208 — ot
B4 ) GOtbatan oot o,
7% a? o (14 a) o (1 -+ o)t

3ot — o2 3 3ot — o2 3
4(I+ “ a+a)COSlICOSt+4(I+ - Gl

sin¢, sin¢
a(14+a)? a(1—+o)d At

8(1+ ho+ 203 — at) 8(1+ 4o+ 20°—oat)

- CcoSt, coSt — ; sint¢, sin¢
(1 o)t a(r—+ o)t

e L1+50— 202+ 603 — 3at+ of)

cos3t, cost
oL+ a)d

Cia{isE e wet 6 — S

. sin3 ¢, sin¢
a(1+a)s : g

ou encore

Mo v e
9 = —+
; o1+ a)? o (1+ o)t
4(3+120 4 202+ fad —at)
o (14 o)t
b+ fa—20+haP—3at)
o(r+ o)t
G1+Ba— 20+ 60— 3ot + o)
b -
o (1 + or)®
s 4(I+5OC— 202+ 603 — 30(44—0!5)
oa(1++ o)’

cos2¢t,

)

qQ |~

(45) =
4

cost; cost

sint, sin ¢

cos 3¢, cost

sin3 ¢, sint¢.
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34 CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

L'intégrale
9

27
3 W.Ba

20
se calcule maintenant sans difficulté :

W, == Aoy + (N, cosnt + Vb, sinnt).

2T
Termes provenant de — % W, B? dt¢.
P 5 i Dy

&0
"2 g2 h hy?a*m .
o = (14 3o — o+ o?) dog— w0 (I fo+ 208 — at) cosal, Ay,
o1+ o) a(1—+ a)*
2vy2gtn : :
i S (34120 4+ 20+ fad— at) b COSE,
a(r—+ o)t
2y o ) ; .
— /—~ﬁ(1-:—:):x—zoc-’—i—Goz:‘—Soz*'+a°)w%1cos3tl,
a(r 4 a)’
192 92
2y?a’m . ; ;
-+ S (14 ho—2a?+ foP— 3at) b, sint
OC(I—l—OC)"( & 4 ) D4 19
2y2o2m : - :
+——1——— (1+ba—a202-+ 63— Ja*+ a®) yh, sin3¢,.
o1+ a)®

Les termes précédents sont de la méme forme que ceux qui proviennent de

27
l'intégration (44") de f W, S, : dt on peut donc les réduire.
0

27 2 T
Réduction des termes provenant de [ W, S, dt ——%f W, Bidi.
0

0
AEoET
—L a4+t (1+a)— (1+3a— a 3)] Ao
+oz(1+oc)3L( ) yd =+ a?)] oo,
/‘Y/QJQTE
R 1— o I4-o0o)— ho 9 o8 — ot b COS 2 L
+o<(1—+—oz)+[( ) ( Y— (14 foa—+ 208 — a*)] fog OS24,
I= 2"//20-271' [(3+°‘+0¢2-—0€3)(I+a)—~(3—\—120(—{—20(2—}—/03 a*)] foy cOSE
o(1+ o)t oo )| oy 1y
2?/25‘-’71: 212 » 2. 6 3* 3 ot 597 3
e el e e e L et I T
27’262[7 2 3 2 [ 4 \ v
Ik (14 a)(—1+ a-+ a4+ 3ad) + (1+ fa— 2a’+ fa’— Ja*)] vb sindy,
o1+ o)t
27/2527T 50 = . . . B :
i —"*‘—a(l_,r_a)s[‘—(l—“a 2 (14 )+ (145t — 2024 603 — 3at+ of)]ub, sind ¢, .
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CONTRIBUTION A L’'ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE. 35

En simplifiant les expressions entre parenthéses, il vient :

W27 22T
Termes provenant de / W,S,dt -} [ W, B*dt.

0 40

/\ 77T(]- )
el Ao
/ (557 (I—i—Oﬁ) 209
TL’(I+OC2)
—129%g% ———— L A, cOS2 ¢
Y (1 a) 0 15
L 8/’70" 7T<2+0' )qjlo CcOoS{y,
T / (1—+ o)t
(46]) \ o :
— 8y2g2 E(;*a_‘_“_-fi)qlq cos3¢
i (14 a)® o v
2
i Syha.ﬁu ],1 s[nt“
(T-t-co)?
T 2 o3 .
| ol 8')/’20'271'( oL & = “ )1]1.)1 sm3t1-

(14 a)?

Résumant les calculs effectués plus haut, on voit que I'expression V du
potentiel de 'anneau sur un point quelconque de sa surface se présente sous la
forme suivante

(x5 D[, f W, dt—;—f W, 1og16(AB)ds— [\VllogBdt,

ot 'on a, d’aprés ce qui précede,

27 Pt

27
(B1) [ Wiloghde=—loga* | Widi— [ W, log[1— cos(t,— ()] de

0 L) = 00)

27 ’
~f W log[1+ a?— (1— a?) cos (¢, + ¢£)] de
0

am
— [ Wilogti By,
<o
AT 2T 27
(39) -—f W, IOg(I+B1)dt:-—/ ‘V1B1dt+%f W, B2 dt,
0 Iy /!

2% 27 22 TC 2T 2T
(43) _f W1B1a’z:—f Wls1dt—/ W1S2dt——f \V183dt—/ W, S, dt
) [ 0 0 LA
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CONTRIBUTION A I’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

36

in remplagant les intégrales respectivement par leurs valeurs, il vient

s = (22) + (27) — (32) — (38) — (87) — (44) — (44') — (46)

e

5
22) — - W, dt — + no?[a — Laccost,+ Ly o> — L ag? (11410 cC0S2¢,
) i 57 64
0

— sy ®c*(1b—r10cos2¢,)],

6%

27

(27 +f W, log(16A +B)d¢
= 21 oy l0g64 — o (2, COSE + o)

T < .
- Zcz[z(l—oﬂ) Qog =+ (14 a?) Jog OS2 + 20 coSEy + 202 b, sing, ],

2T
ﬁ(32):—10g02/ W, dt =— am o, loga?,
0

—(38) :—/” W, log[1 — cos( ¢, — ¢)] dt

=+ 2m g loga 4 21 [, cost, + Vb, sing, + L (Joy COS 28, ~+ Wy sinaéy)
4 (g cos3 ¢, + by sind ey ) + Lo, coshey ],

2270
—(37) :;—/ Wi log[1+ o — (1 — a?) cos (¢ -+ ¢) dt

*_9Ta%010g(1—|—a)
I— o : I /1—oa\? ’ .
+27T[<I+d>(o191608i1——’lﬁ)1 smtl)—i—g <T—‘,—'E> (fop cOs28;, — U, sin2t,)
11— a3 . 1 /1—a\* ]
S g <;I&> (oﬂss COSSll — b, Slﬂgti) = Z <;:;) m‘clsl, COSL/;th,
27
— (44) =— [ W,S,d
0
8y’
_ (I———,—_—OT)Z 77.‘@%0 COos t1
4 o1+ o 2 :

By (1—:0()2 —H ,((I—|—oc)%)7"'°q" c052‘t1+l/,a((ll—:_ocm)e)7”’1’1 S1n 24,
,o(1+ a? — 2
—((I—_i:a){)ﬁo}\gzcost y’?(lg([oigt;_a)nc}lwcosé’»tl

SI=her = _ 2
44y ‘7((11—‘_0()&)7[% smtl—{—//’%:—a )77:1152 sin3 ¢,
o(r—a) (14 a? — a)? 2
g ) ( )ﬁw%3c0s2t1~4y’u—(l+a )ndl%cos(;ti,

(1+a)t (14 a)?
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CONTRIBUTION A ’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE. 37

27
— (44 :—f (W, Sy W, S,) dt
0

S L) S

:—[ 00 S e T o
1y Gy T hoy — 8y TEry T Moy COS 24,
2 2 3 o2
— 8y (I—{Tﬁﬁﬂ” Ccost; — 4}/”7 ((]11-“; )»n:JlgicOSStl
+ 89" e A + 4 S el IR
ST L VT )y i 1’
27 22T
—(46) :ﬂ[ \’V1S4dt+%j W, B? de
0 0
2 -+ o2
=+ 8},/202 %&% Sog —i—Izyfzo-z H Hoy COS 224
T2t o) o T(L— &+ al— at) ;
+8}/‘G‘meﬁs1 cost; + 8')/“0' (Iﬁﬁ—}—va)éi foy cOS 3,

o1 -i2ie®)
(r+ o)t

71'(1—0(—1.—0(‘2—~oz3)U

- b, sin3¢,.
- s A

— 8y'2g

W, sin¢; — 8y'2g?

Si nous remplacons maintenant les quantités o, et v, par leurs valeurs,

A » : sfhoie ;
—5 devient, au degré d’approximation adopté,

(47) Eo—lé:+cQ[am—}cxo’costﬁ—%y’cQ-ﬁaa? (11410 CO82¢,)
I — L ate?(15—10c0s2¢))]
-+ ac?logbs — 1y ot logbh + 4 ac* logbh — & o ot log64
+ 1 ac® cost, logbh -+ 5 agt cosat, loghh -+ 55 oo cosat, log64
— ag? costy — oot (1+ cosaty)
+ Jragt —2y'ct — F atet + ) ag® cost,
+ 5 (1 + a?) ot cosaly
—La(t—a?)ot— L a1+ a%) gt cosat,
+ Yoag*(1+ cosaty) -+ adot (1 — cos2aly)

— (ag?— Ly gt + J act — F a¥a*) loga* — L ag® cost, loga?

o ; o
3 (5 -+ a*)c* cosat, loga?

+ (ag?— Ly'ot+ Faot — & a*ct) log 2 -+ ; ag®cose, log2

(3

O -
-+ E(a -+ a?) ot cos2t, loga
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"CONTRIBUTION A I’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.
+ (— s ac® + 2 y'ed+ £ a®a®) cosé,
-(— 3 ac’— Fact+ Pt + Sy'ot+ Laty'ah) (14 cos2ly)
— 5 acd (1+ a?) (cos3¢, + cost,)
- (g act+ Ay atct+ § aly'ot) (oS4t + cosaty)
+(—tac?— Fact+ Fatet— Ly ot+ fa?y'ct) (1—cosaty)

+ 3 (y'+ ta)o®(cos3¢,—cost,)

+ (g act+ g adet+ Ly ot + ; y'ot) (cosht, — cosaty)
+(—¢y ot —Fact+y'ct+ Fadot+ Ly atat) cosa
— 57 0%*(cos3 ¢+ cosiy)

— ({57 ot + & atet+ {5y a2at) (1 + coshey)

— pa(t—a?)g® (cos3 ¢, — cost,)

+ (Y —ay'— 2o+ La)ot (1— coshty)

+ (57 0%+ Lot — L ate?) cos i

; A L I 4 1
== <<,1—+ yot— Lyt + 3538 act— i a3o-*> (cosft + cosat))

.
O 1 A
+<‘%&“°4_ 3 28"‘30"—%7'“20‘>(Coszt1~0054t1)

I 1
= o= o3t /
<2.128 S el il o & e:)costt1

iy : (1 a)?
— (a0 — Ly ot + FHact— Fatct) log ; )
S +a)
ﬁ’aﬁcostllog( S iy (5—!—052)o"cos2t110g( i
2 2
T
—i—::;( 5o+ 2yt + 2 adod) cost,
Hree 12 7 3 w3 Syl o L el
1o (et —ract+ Fatat - Sylet + Laty'at) (1 + cosa ty)

=0
— 55 % ——— (14 a?)e?(cos3 ¢, <+ costy)

1B =G
== p
—1+0'(T2§aa++1 o+ gaty'ot) (cosht, + cosat,)
D 2 1 / 5 3 .k 1
+ 1o (Feet +Fract — Fofot - Lyt — Ly'atet) (1 — cosay)
=—=1e¢
2(1+a)(7 +1a)ed(cost, — cos3e,)
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CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

§—

G (1‘2’50‘7*4‘1280‘3 ot 4y'a" -+ 3y 0") (cosat, — coshiy)

1— o 5
-+ (1—1— > (=47 ot — FHadt+ y'ot+ Fata - Ly ate*) cosat,

1/1-—a
< +—a> 7' o*(cos3 ¢, + cosiy)

2
=X <, p. > (v ot + Fratot+ sy alat) (1 -+ cos4ey)

I—oa\? |
—‘t—ﬁo&(l—a"’) (I—‘_!‘:—oc‘> 0‘5(~COS3t1—COSt1)

i il <]~oﬂ>2(y,_ ocgy — 2ol 4 a)o‘*(I—COS4t1)

16 \1 + o
o
= <'1""_"_‘—> (4y'0%+ 5 acd— fate®) cosde,
Ty’ 1/ "ok i (o sy oD
+ (1% ) WVt — 370"+ aigs a0t — pgato?) (coshi + cos2ty)
1—oa\? 1 b 5 3 b 0l At
+ (735 ) Givodt —simatat —yya?e?) (cosht, — cosaty)
= 1 A 1 3 ok AL ool 1ol = 7
G o (241289‘0“2428“U*'ndbycr—l—;“/o')cosni
o 10.3 ! ol
iy 5 COS{, ? (r+ cos2t,)
(14 a)? (14 o)
_,_105__74_#.,__“ LYo o Sl
ey (o) Y (idar
lg3 "1+ a2)gt
po 1 ,cosl1+%cxy—( 2~—cos.qt1
(1+a) (1+a)
il et e e g o)
A CERE 1+ a) Y T ) :
1+ o S 1+ o2)?
"*”“y( 3)0 (cos3 ¢+ costy) + 5 a/—(—3~ ot (1+ cosfty)
(1+a) (1+ o)
(I-I—O!) ([+a)
Cet T o3 (c0s3¢,— costy) — LT G e s
e ( 1 1) TR (y'+La)a"(1— coshiy)
12 I -
== %—#54(14-0052[,)
,oH(1—a) (1 + a?
42y ( H )(coszt1+cosﬁt1)

(14 o)
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40 CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

il 2
v/ (1 065(14—0!)@;

BT (1 —cos2t;)

+

e

Y1 —a)? (1 + a?)

. - o*(cos2t, — cosht
(I+a)3 ( 1 4 1)

+

Y

-+ |:__ 7" at(t—a) (14 o) L ’_oi_(,[_ e

(1~ o) . (14 o)
+ §ad ’G'i(l_t;ﬁil):k ag)] cos2t,

4 [__ y"? 6*(1——06)2({—%— o?) St o (1 —a)? (Iy—i— a?)

(o) (o)
] 20(%2 i Aay”%j—) COS2¢; 4+ 2 (Ia}j::)g (1+ cos2t,)
+ ”f(-(:—;—_%ﬁ)(éos[;tl—l—comq)—2a3y”m(1—cosztl)
—+ oy’ Eié:ﬁ?;;” (cosht, — €0s2 t)
—1—40&«/’2%—% —}—60(;/’2%{:_?0;?)6%2@
—zay’f%—'—gj—)(l—l— €cos2t,)
— 2ay" a h—(:c_:_ao;ﬁ i) (cosht, + cosat,)
+ 20y Ek(ig—‘f—)fi) (1— cos2¢y)
+2ay’ﬂak(—[_a~+a2‘_» oﬁ)(cosza—cos[m).

(4 a)®

En groupant les coefficients des cosinus des mémes arguments, 1'expression

" \4 . .
générale de ol présente sous la forme suivante

(48) =90+ 91 COSE —+ ¢y COS2¢, + 5 COS3 ¢, 4 v, COSLEy,

mo ot
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CONTRIBUTION A I’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE. 41
oul’on a

f o= (o —+y'c?+ i,oca“’——-@roc?’a-z)logiﬁ-«

. v 64 Lc o (1+ a)?
Tt og?
— 1 a“’ o

Gaa-o )
a(r+2a) | 2~ o 4+ o?
e ( ‘a) a_zyl_ . 0'2“/’2,
2 (14 oa)? (1+a)

— (35 + 56 +1602— 1603

s e 256 (4 Be) SR ke

(
S+ al A+«

256 I— o
el I
(4 o)? I+ o

vo=35(5 + a?)ag® log -
g

_Jm Lo 3 k) 42
(49) 96(1_‘_0{)2(614—920(-%—349: + 2003 +130%)0
I+ 3a e welAE e s el
+3(1—+—oc)3/U Gray ! 0 (e, 127
Sl i —a) (I Ba) 2y —Ba—3daf—3a) ,
Ee s 12(1 4 o )? 5 3(1+ a)? LT
i Lt (13 4+ 520 - 34 o+ fod 4+ at) g2

31281+ o)

; :
)4(1+4a——18a9—12a3——15a*)*/’a2

T (1t a
2(1+ o) | !
1 + 0= (1 —fa— 6 — 1203 — 30t)y" 52,
| (1+o) ! (irayp T h i

" \ A% % .
Comparant I'expression ci-dessus de T celle obtenue par M. Tisserand

plig?
(Traité de Mécanique céleste, p. 150)

= ¢y 9, COSL 4 ¢, COS2L ~ 03 COS Ly,

256
r;ozalogma
, 6§ 2 256 74 3o aye L2
= —a 35
=3 81+ o) AT rEey
T—oa
Po——— & =1
I+«
Y oc([—a)([+3oc)o_+?ka——-1—i—3cx+3oc2+3a3
el= 12(1 4ot )? £t 3(1+ o) i

on voit que la seconde expression de V ne différe de la premiére que par des

K. 6
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42 CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.
termes en o® provenant de asint, y'osin2¢, y'c® sin2¢. On devra donc s’at-
tendre 4 avoir de légéres modifications dans I'expression des valeurs des incon-
nues «, v, v données a la page 154 du Traité de Mécanique céleste et cor-

respondant & 'approximation II.
Développons, de méme, le deuxiéme terme de I'équation différenticlle de la

figure d’équilibre de I'anneau :

M :
(1) fV+—-——J.__+~;»m2nf:c.
2 9
VE +ni

On a, en vertu de (4') et de (16),

¢, =ol(asing + oy'sinat;+ g?y"sind ¢ +...),
n,=1{(1— g costy);

d’ot

il I . o . =
—— = -~ [(1—ocosty)? + c*(asint + oy’ sin2 g + oy’ sin3 ¢ +...)%] 3,
yETEL

ou, en négligeant dans la parenthese les termes en o?,

1 1 (% ooy g
—o—“——6:_l. Ii—2g COSLi-= —al= e =l
Ve S N

2 2 .2 '

cos2t, — 14

g 2O.1~ ;
+—2~coszt1-— o Cc0S4 Yy

2
1
D,
~+ oyg® cos ¢y — aya cos3 ¢+ oy’ gt cosaty — ay’at cos) t1> ,

équation qui peut s’écrire

~ 1 I ,4_
(DO) /=3 = :7(I+aa) 2:
Vel + 1y
en posant
& g
(51) a:—2cost,—1—5[1—+—oﬂ+(1—0:2)(:032[1]—l—ozyaz(cost,—-cos?“l)

12 a2
e as<22_ — L)— cosft,—+ ay"cos 2t — ay”0054l1>-

Or en développant, par la formule de Taylor,

1 g = ¥
L a 1.3 1.3.5 L ean g
(I1+ag) ’=1— o+ —atc?— U gPgt 4 L ghgh 4
2 2.4 2.4.6 2.4.6.8 et
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CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE. 43

il vient, en négligeant les termes en o?,

1 T a? oy’
= [1—|—acost1~ —[1+ o2+ (1—a?)cosat, | — ——/—03(cosll——cos?>t1)
VEL + 0 4 1
O.i 7/2 7/2 -
— — | & — —cos4¢t +ay’cos2t,— ay’cos¢t
> (2 > bt + 13 1 7 144
1.3
—&-5—702 heos?ty —og[1+4 o+ (1— a?) cos2t, | cosé,
ya

o
—+ [—[I—|—O(2—|— (1— a%)cosat]?
}

— 4oy a?(cost,— cos3 ¢y ) cost, ;

L300 3 o
== 2.4.603 {—8cos’t+6a[r+ a4 (1—a?) cos2¢,] cos®¢ |

L:31eb.7
————at(16 costi) |-
+2.4.6.8 ( 1)]
I I o? 3 y/‘za.k e b g bt \ .
s Em e o it 0 bl (-1 0B 2GS S (T o) gt 2 Ty gé
VE +n3 l 4

I TORS PR 1— o _{_350“_*_ 35q*
s 2 32 64

ay'al 5
+ 08¢y |+ o — — — i+ a?)et— 3 (1— )+ L2 gt

2

g 2 ay’at 5, 3 ki bl Aba S
—+€082¢, ——z(f—a)———2——+;a~+ﬁ(1~a)c——To' +33q
[ ', 5
cos3¢, |+ 31— o)+ S g
2 2 3
[ 12 bk N
o ay’a ¥
+ cos4 ¢, +7-——4_ +—/2 + & (1 — af)tgt

ou
/=4 T ! 2 % % 4 A
(B2 =y [(I—i—%c-——%a?a"’—l—g ot — R atot 4 Latot— Ly'tgt S ay/gt)
vgl +n'l . 3 43 3 423 1 4
+(o+3c*— ta’d®—Jay'a®)cosy
a2 )/II
i <§a‘2—+— Z62+ e c'*> c0S 24,
+ (Fot+3ate®+ § ay'c®) cosd ¢,
, , o R
-+ (; ot 4§ ot Fratot+ 2oy ot + %7’20'—1——2-7”0’>C054t1].
M , - ; . s
“=——= se trouve donc développé suivant les cosinus des multiples de ¢; on a
Vel 4 mj
M
(53) = mg - my COS £, -+ my COS2 ¢, ~+ m, coS3 ¢y + my, COShE,

Ve +nt
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44 CONTRIBUTION A I’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

en posant
——M 11 42)g2 3 __3 y2. 1 9 3l 1ol
’"0——1[1_1_(2 Al et G o g ot = Ry — L8 gt
B’] » 3 3 2 1 I 2
7711—70'[I+(7‘_'—‘8a—§d}/)0],
5 M R o7y
(54) 1712::-—lcr2 t4+ta+ (Lt — 3ot — 2/>0'2],

M
my= T (} +§al+f ay’),

M e oy”
(o = ok 5 ot p ek oyt ;-"/’ﬂ—*—T/)-

En vertu des développements de V et de ol que nous venons d’obtenir,

N V& +ni
et de I'égalité
o y 0.2 02 N\

(55) w?n?:(,ﬂF(I—;—;——Qc;costl—f—;coszt,),
I’équation différentielle de I'équilibre

M
(1) fV—i——M/*_ S OAn—C

Vel +

se présente sous la forme suivante :
(56) TP %a% (0o 901 COS Ly~ 05 COS2 4, 4 93 OS3 ¢y - ¢, COS4 L)

~+ my—+ my COSEy 4+ my COS2 Ly + My COS3 L~ my, cOshE,

w? [? a? a?
-+ ——~<1+ S 20 COSty+ ;C()SQQ) = .

2

Or I’équilibre doit avoir lieu quelle que soit la valeur de ¢: il faut donc que

I’on ait
¥ 2 /2 2

(57) ﬂpl202()0+n20—|—0;/ <1—|—%>:c,
2 2

(58) — ﬂplza‘*w,—e—mi—gf—o‘ —Q"

3 2 J2

(59) T L2620y -+ my -+ w/_f a2 =5
4

(60) 7p {20205+ my —0"

(61) T l2e? o, + m, —0h

Ces cinq équations détermineront w, o, ¥, ¥ et ¢ en fonction de la densité e

BC

de I'anneau, de la distance SC = [ et du rapport Sg =0
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CONTRIBUTION A I’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE. 45

Les équations (58) et (59) combinées par voie d’addition, jointes aux deux
derniéres équations, forment le systéme

(62) Tp e’ (oo 4+ 40y) + myo + fmy=o,
(E) ¢ (63) Tp a2y -+ my —o,
(64) T la?e, + m, =0,

qui servira & déterminer «, ¥ et ¥”; de (58) et de (57) on tirera ensuite les
valeurs de » et de c.

Remplacant les quantités ¢ et m par leurs valeurs (49 ) et (54), I'équation (62)
devient

e
+ +(5+a*)as?log 2(123?@2 o (614—92“‘*‘»32—/29(“1:9;’)0;34—13af)_gia_? 4(71(_%%3;2
e
+ ﬁills[l—l-(%—— sot Loy )igd] - 1[3[2—4—0(24—(2 ot —aay")e?].

Simplifiant cette équation, et opérant de méme pour (63) et (64), le sys-
teme (E) devient

M

| (65) = +(E =i —tay —oay’—}at)a?]

<9;L O Ao P i <I~—a>

8 °g2(1 + or)? I+ o
ao?
26 (14 at)?

— (103 41520 -+ 5202+ 200® + 13 a*)

%) va®
3(14 a)?
h(1— 20— a®)y"o®
i+ )
a(1—a)(1+3a)  2(—1+3a+4-3a’+3a%)y'
12 (1 + a)? 3(1+ o)?

—+ (10 + 18 — 62— 6

(1—|—cx) o
(1+a) i

_l_.

(b by o) —

M
(67) O—ﬁpl‘(8+ OC“"*OC[*”F@O(Y—F 0(/”—)—-1 /7)

BB 8] o

2

o4

31—%8——(14'06)3( 13 +3ga—18a?— 3oa® — 3ot — a®)

!

o 24(1}; a)t (1+fa—18a?—120°—15c")
== _y”_(]—[la—Gocf"—lZOCa—‘gaﬁ)
2(1—+ o)t

(Tj—“.) (2 + o2+ 20%).
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46 CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

Pour résoudre ces équations, nous aurons recours a la méthode des approxi-
mations successives.

Premiére approximation.

Négligeant, pour I'étude de I'approximation I, partout les termes en a2, le
systeme (E’) se présente sous la forme relativement plus simple

(68) o:%ﬁ(?)—i—a?)—ia <}—a>’

== ot
=3 M 1 g el 3 2 (I—a)(1—|—3a) : . }’,
(69) O—W(‘1+§Q/+§a)—am~ +2(-—I+30¢+30{ —l—?)o()m&—)g;
M ; :
(70) 0:{P—[E(%—l—’g‘“g*‘%a‘+%ay’+;-ocy”+%y’3)
i 5 ho? - [ o3 A
e TN e ey
7/
—m(l—i—[m—-ISa?——moﬁ—ISa‘)
e, 7” t s I Zow 2. 3 & 27/2 2\2
2(1_{_0()#(1 fo —6a?—120 39‘)’*‘((_}_‘555('—%“).

[’équation donnant la vitesse angulaire de rotation devient, au méme degré
d’approximation,

at _ M
nfp  mpl
d’ot1
ol .
(71) s == NIF e

c’est le résultat de Laplace; la valeur de la constante ¢ est égale a

M o w? 2
Fner

(72) G

Etude de Uéquation en o.

(68) et S Ll T
ol T (1 4+ a) (3 + a?)

Le premier membre de (68) étant positif, il doit en étre de méme du second ;
on doit donc avoir
2227 [
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CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE. 47

Les valeurs négatives de a rendent U négatif; il suffit donc d’attribuer & o des
valeurs positives :

Pour &« = o on a- | F== (o)
oi— - ¢ » U>o,
o=-1 » U =o.

Ainsi, « variant de o & + 1, U part de zéro pour revenir a zéro; dans l'inter-
valle, U reste positif; il doit, par conséquent, présenter au moins un maximumn,
qu’on obtiendra par la considération de la dérivée

-3 dU 3 —6a—fat—aa’+ ot
(73) do — (1+ )2 (3 + a?)?

L’équation &' = a* — 20® — 40* — 6a + 3 = o0 a au plus deux racines posi-
tives. En substituant les valeurs o, 1, 2, 3 et 4, on trouve ces valeurs de #/,

+3, —8, —a5, —a4, +43.

Donc il y a une racine entre o et 1 et une autre entre 3 et 4; on peut laisser
cette derniére de coté, puisque I'on doit avoir & < 1. On trouve ensuite, par la
méthode des différences ou la formule d’approximation de Newton, que l'on a

(74) " 4—o0,385....
La racine a = + 0,385. .. correspond & un maximum U, de U

0,385 % 0,615

(75) Ui-«— —I._§§5—><—m78 = 0,05'./}3.
)

Si donc on a

+\ 3
e e P<6,14<’7>,

Po

fmol?
r désignant le rayon de Saturne supposé sphérique, I'équation (68) n’aura

aucune racine positive; si I'on a

M 5 N \E
m<o,0343 ou Pi>6,14 (%) )
b (1]

I’équation en admettra deux, «,, o,,

ay=+40,385...,

ola=-+ 3,540.. .}

a, correspond 4 un anneau plus aplati; c’est cette valeur que nous prendrons
pour le calcul de v’ et de y”.
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18 CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

Calcul de v'.

On trouve aisément

a(1—a?) (9+ 3o+ 1702+ 1503)
8 (3—9ga—r1102 —1b03)

cylfies

Si nous remplacons maintenant o par sa valeur numérique o = o, 385, il vient

(76) y'=—0,188.

Caleul de .

En groupant dans I'équation (70) les termes en ¥, y'*, ¥” et en remplacant

A

—— par sa valeur maxima, il vient

o
e I——of i ~ 1
0 — %—) (153 + 228 a + 653 9% + 1088 0 + G11a* -+ 14005 4 71 08)
4
oyl
—Ft (—3—120+ 1250241 34 63" — 13205 — H7ab
+2/;(1+oc)< 1250+ 1760 4 63t — 1320 — 57a°)
i
4+ (+6+ a+ 1702 +203+ 8ot — ad 4 af)
(14 o)?
7”
-+ (—3+ 1200+ 210+ 4403+ 110t* + 8ad 4 3af)
2(1—+4 o)

ou, en remplacant o, v, y'* par leurs valeurs et en effectuant les opérations indi-

quées, il vient
(77) y'=—o0,109.
Résumé.

Les valeurs numériques correspondant & la premiére approximation sont done

‘ o= 0,38 ‘ w? ——_—ﬂ:o,mG,
3 3
(I { Y/ =—0,188 avec ¢ . Bk 2
{7,/:_0’109 ( c:l_\i_‘_(l)"l'.
{ 2 f

La courbe rapportée aux axes des « et des y (p. 7) devient, au degré d’ap-
proximation adopté,

¥y = — cos¢, x =asint+y'asinal
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CONTRIBUTION A I’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE. 49

ou
y =— cos{, x — 0,385 sint — 0,188¢ sin2¢.

SECONDE PARTIE.

Dans ce qui suit, nous examinerons le cas plus simple oti la masse de Saturne
serait nulle. L’anneau sera alors soumis aux attractions mutuelles de ses molé-
cules et a la force centrifuge. Cherchons, dans ce cas, la figure d’¢quilibre de
la section génératrice de 'anneau.

Les ¢équations d’équilibre (p. 44 ) prennent la forme suivante

ToG% 0+ o I+ El = oG ¢ e =0
LP 0 Zj' 2 — 1% 1 f —— Uy
(78) ¢ :
O]
( TP ¥a+ H:o, s—1,— 0)

ou, en vertu des valeurs (49) de ¢y, ¢, ...,

c w? wio? e sy ) 256
(79) S Zfﬂp+m+°'2(0“‘%}’ °“+ﬁ“7‘—&d3d*)logm
— (35 20 U 4 agt
(35 4+ 560 + 1602 — 16 Ila)64(l+a)2
__a(i+2a)ety’ (24 a+at)aty”?
2(1+ o) (1 +oa)?
W 256 {7+ 8a)ag® I—a
(80) — =lac 10g52(1+o¢)2 e S
L SPT Fo N 3 RE (O =
(81) Zmlof“ar+oc 35 (0 + a?)ag 10g02(1+a)2
a ;2
—4.-W(I?)a*—\—20a3+34a2—a—92a+61)02
S Bae)yat | seueh )y Be (e o Fe—1]yp
3(1+a) T S (1 + o)? i
(82) o oe(r ey B

o 83+ 3 3z —1)’
(83) o= g%g(oc——l)(a‘—l—lloc?’—l—f}ﬁoz?—}— oo+ 13)

Hge (- @) (1bar ol La8at— fa —1)y 1 (14 a2)2y2

2
(1+a)

i 1 4 3 2 __ "
T2(1+a)(3a + 1208+ 6o+ 4o —1)y".

K. -
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50 CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.
Dans le Traité de la Mécanique céleste, le dévcloppement de ¢ () se trouve
limité au terme en y'osin/; aussi la valeur de .— donnée par M. Tisserand,
4 of
doit-elle se réduire & f%, et I’équation en y” ne doit pas exister; c’est ce

qui a licu, en effet (p. 153).
Les équations précédentes déterminent «, ¥/, 7, @ et ¢ en fonction de o}
nous les résoudrons par la méthode des approximations successives.

Premiére approximation.

Si nous négligeons partout les termes en o2, les équations (79) 4 (83) de-
viennent

{ 02 i : ; <

= i —0% en vertu de I’équation ci-aprés,

Q)Z

A )y

(1) mp f
R équation qui exige que oo — 1
hnfe Y1t a > q q ge q =1,

y’:o, 7”: 0.

La courbe méridienne devient

E=clasing,

= 1I(1—ccost),
Dot i el e
ou, en éliminant 7 et en faisant o = 1, il vient

, ST
19 =7 ket

ILa courbe d’équilibre aurait donc pour section méridienne un cercle de
rayon g/, et la vitesse de rotation de I'anneau est nulle dans la premiére approxi-
malion.

Deuziéme approximation.

I’approximation I montre que la vitesse angulaire de rotation de I'anneau est
tres faible et que 1 — o est de 'ordre de w2, Nous obtiendrons done une valeur
plus approchée de « en faisant, dans Péquation (80),

=1, 7 =(or a—o
et en négligeant tous les termes en o supérieurs & ¢*; il vient alors

2 /
8} 6
== =totlog 2t — 1202
nfp o
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CONTRIBUTION A I’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE. 51

ou

2 8 8
84 R R e N R
(84) % IOga 7 ¥ <10b°' 4> e

/e

w estdoncde I'ordre de s. Or, comme 1 — o est de I’ordre w2, ainsi que le montre
I'approximation I, on peut poser

(85) 1— o = ho? ou a=1— ho?.

En portant maintenant cette valeur dans équation (81), et en négligeant tous
les termes en ¢?, on aura une équation déterminant /

0'2 8 . 6/ 9 9 Ot
Z(log;—z-):—ﬁfia?loga—: + (1—hs?)ho?(2 — ha?)!
ML 2
+(~I———9g0—)(2——ka‘-’)“‘~’(13—|—20—+—34—|—92—|—61)02
ou
o o el s R R Sy S SO S
ol =—2g%log - +Lho?4-$ia?
d’ot
(86) h -:.-;f—(]ogg — }Z)

En portant maintenant la valeur (85) de a dans I’équation (82), il vient
y'=30—ho*) (2he*— h2c*) (4 —3ho*)[2 —3ha?+ 3(1— ha?)?+ 3 (1 — ha?)3 ],
d’ot, en négligeant les termes en o*,

2 2

ha?.

0=

4
8

(87) pi=itollo
En vertu des valeurs de « et de v/, 'équation (83) devient
Y'=2(2—he*)[3—4ha®+6(1—ha?)2+12(1— ho?)+ 3 (1 — ha?)+]!
| (1— ha®)ho?

%‘XVI?S—“[I?) +582(1—ho?) +34(1—he?)2+ 4 (1 — ho?)®+ (1 — ho?)t]

+41ho?dp (2 —he?)"[5 — 4ha?—18 (1— ha®)?—12 (1 — ho?)?— 15 (1 — ho?)*]

— o2 (2 — ho?) 2 (2 —aha+ L2gh) 2

d’ot1, au méme degré d’approximation,

(88) P = hat.
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59 CONTRIBUTION A L'ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

I’approximation II conduit donc aux valeurs suivantes :

[ w2 — g2 <log§ nd Z> — o2, ol A i § ary
Tfp o a
(1I) s a=1—he?, ou /z:g<10 2 _%>’
) Y'=gho’,
g

I’équation de la courbe méridienne
§—ol(asint+y'gsinat + y"g?sin3¢),
n=10(1— o cost)
prend la forme suivante :
E—=cl(— ho?)sint + Llho*sinat + & lha® sin3 ¢,
n—=1(1—ocost)
ou, au degré d’approximation considéré ici,
E=0cl(1— ho?)sint,
n=—1{(1—gocost);
d’ot, en ¢liminant le paramétre ¢,

’ £2 (n—1)? ol
() 22 (1— ho?)? i Fgr U

C’est I'équation d’une ellipse peu différente d’un cercle ayant pour demi grands
axes
: cl(1— ha?) et ol
et pour aplatissement
cl—al(1— ha?) 5a2< 8 ”>
— g m= e
gl 4 g

Les valeurs des inconnues w, «, v/, ¥”, auxquelles nous sommes ainsi conduite
différent donc légérement de celles de M. Tisserand; voici le Tableau de ces
valeurs, ou I'indice T se rapporte aux résultats obtenus par M. Tisserand, et

I'indice K & ceux de 'auteur.
Exl é)
% |

I &)2 =9 §_§ (1)2 s ’
- =0 <logg ,,>, i —0 (log

o =1— hg?,

Qo

11y 11 Y= Lho,

y . 1 1 .9
yi— Ll
8 2 et Y 2
V' = & ha?,

<Iog

-1

e
e

Qco

_,>.
2 9’

Iz’:g—<log——-—i—>; o —

5 7! = 5
—2—117-—}15_-—|—§7",
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Le petit axe de ellipse génératrice ainsi que l'aplatissement se modifient
aussi un peu.

On a

Petit axer — petit axeg = o3 {(/g — A7)
. 8 ; SH ( S
=t (t1ogd —ti— g+ )= (10g 1),

8 o
AT——AK:—02 <2|0g-o—_‘—%§ o

Valeur de c.
“n faisant dans (79)

|~

_

Q
5]

<
|

:02<10g§_—;‘}>; a—=1—ha?, y'=%ha?, =

et en négligeant les termes en o?, il vient

2

B e, BN L
T Og[uﬁ 2 83 )

P
m 8 b ga— §

Troisiéme approximation.

d’ou

Nous obtiendrons la valeur de » correspondant a la troisiéme approximation,
en faisant dans I’équation (80)

! "

oa=1— ha?, ==, =gl hiot s

’ "

les valeurs plus approchées de «, ¥, y” se calculeront ensuite de proche en
proche.

La forme générale des équations (80), (81), (82), (83) montre que les in-
connues ne contiennent que des puissances paires de o.

En vertu du systeme des valeurs II, I'équation (80) devient
7:}2.0 =210 —hao?)a?log &2(22_56}w-2)2 i e _/I ??h_a_-_?)}l(;‘z;_ i

+2hao’(2 —ho?) 1 1ho?. g2

d’ot, en conservant jusqu’aux termes en ¢*
;) 1 %

D e R s 256
S L(1—ho?)o lOgo——-—_—__z([;—-_/;ho?)

— 4+ (10—13ho?)a®L(1— 1 ho?)!
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CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

o4
ou
2 2
- =¢"(1—ho?)log g-—g——l — 7 (10—13ha?) (11 ha?)
T o(1— ho?)?
d’ott
® — 2 / 2 l WS E_ES 2 ]l 13
7-1757770'(1——2,0')00;‘4— 5 4_0'—|— g
8 8
) RN | % o MO |
=g <10gcr 4) ho <lobo' 2)

ou

2
8¢ — —hlg2— hkc",
(89) -
en posant

he=73(log§—13)

8

h'=log- — 2,
(90) -

k:log— ——?2’

L’équation (81) devient, quand on y fait
w* — A Pkt =iy ol 7B
T[‘/.P—ZO"—‘Z\O', Y“—%_ g, /—-—3*—6‘10',
ra_ b ApE 2 2 256 fo(1 —a)
(91) h'e*— hkot=— L (5 + a?)ag logo_g(h‘_a)2 e
0;2(13%4— 2003 + 3o+ g2o + 61) 52

24 (1+a)
i 2 e
1 (1+3a)he 1 (o +2a I)/La-’*

2 3(t+ a)? +§ (Ut o)?

-+ termes en g*.

Pour résoudre (g1) par rapport & «, nous emploierons la méthode des coeffi-
cients indéterminés.
Nous poserons

(92) a=—=1—ac?*— bo*,

et nous négligerons dans le développement les termes ¢n o supérieurs a la qua-
triéme puissance; il vient

ho*— hko*—=— % (1—ac?— bo*)o?* (b +1— 2a02)]0g;—‘-2(22—06a02)2
+ 4(1—ag*—bg*) (ac?®+ bo*) (2 — ac*— bo*)™!
+(1—ac?)a?[61+ 92(1 — ac?) + 34(1-—2ac?)

“+20(1— 3ag?)+ 13(1— 4as?)] (2 — ag®)™?

—Lho*hi(o—ac? ) P+ LAt (—1+2-t1)(2—ad)?,
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h'o?— khot=— - - (1— ac?) (3 — ag?)log

’ ! ag?
+ % (ac*— a’c*+ ba*) <I—}— T)

o’ 5 1 b
4= 6-6(1—- ac?) (220 — 272a0%) (1+ ag?) — §—/za'*§ —+ 1 lza*.‘z;z

ou
8 S g2 ac?  a*ct
£ R = 4 £ s 2 i 0 A
h'e? — hkot= ZUlOga_' 200 loga 2(3 4aa)<2 e o
. o e
+2(ac*— La%ct+ ba‘)+;(50—68aa2)—ﬁho—“,
4

ou, au degré d’approximation adopté,

i 8
W o*— hko*=12ac?+ $3s*— 2% log -
24 2 G

=~

; 8
jact—alc*+ 2bot — L hot+ 2actlog =,
G

|

-

d’ou, en égalant de part et d’autre les coefficients des mémes puissances de o,
3 — 53 3 8

(9 ) L — 2a _’_‘2";_51055;’

(94) Izk:“—ga+a2—2b+§gh—2alog§-

De (93) on tire, en remplacant 2’ par sa valeur,

d’out
3 £ 8
(95) a:%(log——%l = h.
g
I’approximation I1I ne modifie donc pas le terme en o? correspondant & o
dans 'approximation II; le terme correctif qu'il faut ajouter a
1— ho?,

pour avoir une valeur plus approchée de o, contient o 4 la quatrieme puissance.
L’équation (94) qui détermine b devient, en vertu de ¢ — h,

hk=33h 4+ —2b+ 5 h —ah logg,
d’ou

2b=%3h — 2h10g§ + h*— hk
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ou
& 8 .
2
18 (108 — 1)’ = 1 (1og2 — 1) (102 - 1),
ou
5 . 8 / 8\ 2
2b= — A+ A mg; = Qlog ;> 5
) — %0885 2095 8 i 8\2
(90) 326 =|— 4333 +T§*]0g5——3a log; .

La valeur de o correspondant 4 la troisiéme approximation est donc égale a

1— hg?>— bo*

ou

(0 a=1—t(log — )0 [sase— 23t log 2 + 35 10g2) | o

En faisant dans I’équation (82)
TR oa—=1— he>*— bot,
il vient
V=3(1—ho*—bs*)(2ho*+ 2bc*— h?c*) (4 — 3ho* — 3 bot)
X [2—3ke*—3bc*+3(1—ho®— bo*)+ 3(1— ho®*— bt )2 ],

d’ol1 finalement

(98) y'=%(h+ba).

Portant maintenant les valeurs de « et de y’ dans 'équation (83), il vient, en
négligeant les termes en o¢,

V' =2(2—ho*—bc*)[3 —fhe®— (bc*+ 6(1— 2hao®— 2bot + higt)
+12(1—3hs*)+ 3 (1 — 4hc?)]!
\(1— ho?— bo*) = X -
Xiy——a——a —(he*+ bo*)[13 +52(1— ha®) + 34 (1 — 2/a?)
+ 4(1—3hc*)+ (1—4ha?)]
(h—+ba*)(2 —ho*. . ) ' [— 5+ 4ho?4-18(1 — 2/a?)
+12(1— 3ho?) +15(1— 4ha?)]

—Fo (.. (2 —he.. ) (1 +1— 2het.. )R,
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<

d’ou
(99) }‘”Zgls—(hou_,l_lg/l?a-k_‘_ ba*).

Les valeurs des inconnues correspondant a la troisiéme approximation sont
donc les suivantes :

{I ﬁ— = h'a?— hkao*,
Tfp
o =1— he?— bagt,

2
Y =% (h+ba*),
Y =% (ha*— & At bat)
avec
(HI) 3

I —log—- —8
(2 OgG' )
I == (logg — }—2>,
k :10g§_§a
b s 40885 209‘3] 8 35 l

\ =32| 7 w32+ 1w Og;"" 0g -~

IEn portant ces valeurs dans I’équation et en négliceant les termes en °
p q 79 ghg )

c g 8 ) S 8?2
;TE:g‘-az<410g;—1>——g—a‘[%—“—&ﬂog;%—a(log;) ]

L’équation de la section méridienne de I’anneau

il vient

§ =cl(asint+ y'gsinat + y"g*sin3 ¢),

n—= I(1—ccost)

prend, au degré d’approximation adopté, la forme suivante :

Il
e 2 = 4 .
(111') £E§ =ocl(1—ho )smt—i——8 g*sinat,

n= [(1—ogcost).

Pour construire cette courbe, nous ne considérerons d’abord que les deux

premiers termes du développement de &.
K. 8

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 29 1 -4



58 CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

Les équations
E =g l(1— ho?)sing,
N

= [(1—ocost)

donnent, par combinaison,

= (B—1)F

o2 l2(1 — hg?)? Giil? i

Cette ¢quation représente une ellipse ayant pour demi grands axes

gl(r—ha?) et ol

el pour aplatissement

gl—ol(1—he?*) Ris* _, ., 5¢* 8 .,
2l b = ho 4 logo_— >.

hic*

Le petit terme perturbatéur 3 sin2 ¢ introduit des ondulations le long de

cette cllipse, qui sontle plus marquées aux points correspondant a

et qui disparaissent aux sommets de 'ellipse, ot I'on a

w

¥ 2T oOTC
- —_— —
2 2

2

Voici la figure de la courbe méridienne, en traits pleins. L’ellipse est indiquée

en pointillé.
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CONTRIBUTION A LETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE. 59

Conclusions.

L’¢tude des trois approximations successives que nous venons d’examiner
conduit donc aux valeurs suivantes :

0)2 —— o Frlee, " Sy
(l) 77—9»-——0, oa—_1I, ')/——-0, )/ — 0, ¢c—=o0,
t=oglasint, n=1I0(1—gcost);
(’J2 9 2 ! 1 2 " 1 {4
7rfp:lzo, oa=1— ho?, y'=tha?, J —o i,
11 8 ; 8 3 c Gy 8
(3L} h’:]og;——i, lz:f(log;—}—% ; ﬁ—p:gw([;log;——r),
E=cl(1— ho?)sing, n=10(1—gcost);
“’ ﬁo;p = h'c*— hkat, /L’:logg-_*{’,
— 2 & — 5 8 il
a=1— ho>— bot, h=2% logg-—ﬁ 5
(1IL) ¢ y'=1ha’+ Lbat, h—=log—- — 3,
, Al 8 8\?
V= (hor— {5 2+ bat), b= [—‘22—"—!— s gg 35 < —> ]’
L g 410g§——1 — e <10fr *6“10g ik ]
TR g 8
l ho>— b ¢ o 2t + Johig®sinde,
(1) E=cl(1—ho>— bo*)sin —I——8—0' sin2f + s hlg® sin
n=10(1—cgcost)

ou, en neghgeant les termes en ¢*, comme nous 'avons fait dans tout le travail
exposé ici,

| l

cl(1— ho?)sint + %lo*‘ sin2¢,

R % :
n=

= (1 — o cost).

Ainsi done, la considération du terme a”sin3¢, dans le développement de la
fonction & = ¢(¢) = asin? + o’ sin2¢ + a”sin 3¢ + o”sin4¢ + ..., modifie irés
légérement les valeurs de M™® Kowalewski, données a la page 154 de la Méca-

nique céleste. Dans l'étude de l'approximation (I11), «”sin3¢ introduit des
quantités en o*.
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60 CONTRIBUTION A L'ETUDE DES ANNEAUX DE SATURNE.

La vitesse angulaire de rotation de ’anneau, qui est nulle dans ’approxima-
tion (I), reste tres petite dans les approximations (IT) et (IIT).

Le coefficient o, qui influe le plus sur la forme de la courbe méridienne, reste
voisin de I'unité dans (II) et dans (III). La section méridienne présente la
forme d’un cercle de rayon o/ dans I'approximation (I); elle se transforme
ensuite en une ecllipse, Pellipse de Laplace, dont Paplatissement est égal a

502

(logg — :—>, et dont les demi grands axes ont pour valeurs
\

S
sl et ol [1—§ag<logg —j>]

Dans Papproximation (IIT), cette ellipse, dont I'aplatissement et les grands

A

axes restent sensiblement les mémes, présente des renflements aux points

T

;-\J 3

et des aplatissements aux points

G
§

Il serait inutile de calculer, 4 I'aide de la méthode de M™¢ Kowalewski, I'in-
fluence des termes o” sin4¢, ... sur les valeurs (III) que nous venons d’obtenir.
Ce calcul, long et pénible, n’ajouterait pas grand’chose aux valeurs des incon-
nues données dans les 4. N., n° 2643, puis corrigées, dans la Mécanique
céleste, par M. Tisserand, valeurs que vient de confirmer, tout en les modifiant
tres 1égérement, le travail que nous avons exposé ici.

Fu et approuve :
Paris, le 23 juin 1893.
Lt Doven,
G. DARBOUX.
Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 23 juin 1893.

Le Vice-Recreur v L’Acavimie pe Paris,

GREARD.
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SECONDE THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

IEUHk:desprhuﬁpesgénérauxchala])ynanﬁque,(PapréslT)uvrage de Jacobi
(Vorlesungen iber Dynamik).

Vu et approuve :
Paris, le 23 juin 1893.
Lr Doven,
G. DARBOUX.
Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 23 juin 1893.

Lz Vice-Recrrur pE L’Acapémie pE Paris
?

GREARD.
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ERRATA.

Page 42, ligne 2 (d’en bas), lire formule du binome au lieu de formule de Taylor.

; 8 3 8
Page 54, ligne 9 (d’en haut), lire Iog; au lieu de log 5
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