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PREMIERE THESE.

SUR LES EQUATIONS

AUX

DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES

QUI CONTIENNENT

PLUSIEURS FONCTIONS INCONNUES.

INTRODUCTION.

Les systemes d’équations aux dérivées partielles simultanées, entre
plusieurs fonctions inconnues et plusieurs variables indépendantes,
n’ont été, jusqu’ici, 'objet que d’un nombre tres limité de travaux.

Les premiers de ces systemes qui ont été étudiés sont les systemes
complétement intégrables provenant des équations aux différentielles
totales. Leur étude a été faite et achevée par Bouquet et M. Mayer
(wvoir I' Partie, n° 1).

Un peu plus tard, en 1875, M. G. Darboux (') et M™® de Kowa-
lewski (?) ont, presque simultanément, donné chacun une démon-
stration de I'existence de I'intégrale dans ceux de ces systemes ol le
nombre des équations est égal au nombre des fonctions (®).

(1) G. DarBoux, Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. LXXX, p. 101 et 317.
(2) SopriE voN KowaLewskl, Journal de Crelle, t. 80, p. 1.
(#) Cauchy avait indiqué des démonstrations avant M. Darboux et M™ de Kowalewski.

Ce fait a été signalé par M. Genocehi a l'occasion des articles de M. Darboux dans les
Comptes rendus.
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4 C. BOURLET.

M. Darboux s’est contenté d’indiquer sa démonstration dans deux
courtes Notes aux Comptes rendus de I’ Academie des Sciences. Le Mé-
moire de M™® de Kowalewski est plus développé. L’auteur n’y prouve
Pexistence d’un systeme d’intégrales que dans le cas ou #n,, n,, ...,
n,, étant, respectivement, les ordres des dérivées de I'ordre le plus
élevé des fonctions inconnues ¢,, ¢,, ..., 9,, qui figurent dans les
équations proposées, ces m équations sont résolues par rapport aux
dérivées

O™y 0%,  0"mop

oz’ dxta B TN

prises par rapport 2 une méme variable x. Le théoreme de M™ de
Kowalewski ne démontre donc I'existence d’un systeme d’intégrales
dans les systemes d’équations aux dérivées partielles, les plus géné-
raux, ol le nombre des équations est égal au nombre des fonctions
inconnues, que §'il est toujours possible de trouver une transforma-
tion qui ramene le cas le plus général au précédent. Malheureuse-
ment, il n’en est rien et, comme nous le montrerons dans la Il¢ Partie
de ce travail, par un exemple, une telle transformation n’est pas tou-
jours possible.

Apres M™° de Kowalewski, M. J. Konig a donné, dans le Tome XXIII
des Mathematische Annalen ('), un type de systemes d’équations aux
dérivées partielles, pour lesquels il démontre I'existence d’un systeme
d’intégrales, et qui comprennent, comme cas particuliers, les sys-
temes de M™c de Kowalewski et les équations de Bouquet et de M. A.
Mayer (*).

Enfin, tout récemment, MM. Méray et Riquier ont publié dans le
Tome VII de la 3° Série des Annales scientifiques de I'Ecole Normale
supérieure (189o), un Mémoire tres intéressant intitulé : Sur la conver-
gence des développements des intégrales d’'un systeme d’égquations aux
deérivées partielles stmultanées.

Dans ce travail, MM. Méray et Riquier ne considerent que des sys-

(1) J. Konig, Ueber die Integration simultaner Systeme partieller Differentialgleichungen
mit mehreren unbekannten Funktionen.

(%) On pourrait encore consulter utilement i ce propos la thése présentée par
M. H. Poinearé 4 la Faculté des Sciences de Paris en 1879.
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SUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES. 5

temes, qu’ils nomment immeédiats, qui sont soumis & certaines restric-
tions et prouvent la convergence des développements pour certains de
ces systemes. Je montrerai, dans ce travail, que tout systéme linéaire
d’équations aux dérivées partielles du premier ordre, peut étre mis
sous une forme canonique pour laquelle la démonstration de la con-
vergence des développements est toujours possible; d’ailleurs, tout
systeme partiel se ramene & un systeme linéaire du premier ordre
(vorr 11 et 11I¢ Partie) (*).

Le présent travail est divisé en trois Parties. Dans la I Partie j’ éta-
blis la condition nécessaire et suffisante pour qu’un systeme d’équa-
tions aux dérivées partielles simultanées admette comme systeme d’in-
tégrales le plus général un systeme dépendant d’'un nombre fini de
constantes arbitraires. Cette condition avait déja été énoncée et dé-
montrée par M. Sophus Lie ( TAeorie der Transformationsgruppen, t. 1,
Chap. X)), mais la méthode que j’ai suivie est toute différente de celle
de M. Lie et présente, en outre, I’avantage de montrer comment, pra-
tiquement, aprés avoir reconnu ce cas, on ramenera l'intégration du
systeme & I'intégration d’un systeme d’équations différentielles ordi-
naires du premier ordre (*).

Jai réservé la II° Partie & 1’étude spéciale des systemes linéaires
d’équations aux dérivées partielles du premier ordre. Je définis les
systemes canoniques et les systemes linéaires canoniques completement
intégrables : tout systeme linéaire du premier ordre peut étre mis sous
forme canonique et tout systeme canonique completement intégrable
admet un systeme d’intégrales général dont le degré de généralité est
parfaitement défini.

Enfin, la IIl° Partie sert de lien entre les deux premieres et contient
les conclusions dont voici le résumé : la convergence des développe-

(') Je ne parle pas ici des nombreux travaux qui ont été faits sur des systémes parzi-
culiers d’équations aux dérivées partielles contenant plusieurs fonctions inconnues, car
mon but prineipal est I'existence des intégrales dans les systémes les plus généraux.

(%) M. Roger Liouville, dans une Note aux Comptes rendus de I’ Académie des Sciences,
t. CI, p. 1135, a donné une wague indication de ceci. Il dit : Les solutions communes a
deux ou plusieurs équations aux dérivées partielles s’obtiendront en integrant un systéme
d’équations aux différenticlles totales qu’il est facile de former. Je nai pas eu eonnais-
sance d’'un Mémoire de M. Liouville oit cette indication soit plus développée.
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6 C. BOURLET.

ments des intégrales, d’un systeme quelconque, calculés au moyen des
équations mémes de ce systeme est établie. Le degré de généralité du
systeme le plus général d’intégrales n’est précisé, en toute rigueur,
que dans deux cas : 1° quand le systeme ne dépend que d’'un nombre
fini de constantes arbitraires; 2° quand le systeme proposé peut étre
ramené i un systeme linéaire du premier ordre canonique complete-
ment intégrable.

PREMIERE PARTIE ().

1. Je rappellerai d’abord un certain nombre de théoremes dont
jaurai besoin dans le cours de cette exposition (2).

Définition. — Etant donné un systeme de mn équations aux dérivées
partielles du premier ordre, entre les m fonctions u,, u,, ..., u, et les
n variables x,, x,, ..., z,,

" g

—f,,, (i=1,2,...,m; k=1,2,...,n),

ou [y désignent des fonctions de u,, u,, ..., u,, x,, ..., x,, on dit que
ce systeme est completement intégrable, si les fonctions fi; satisfont,
identiquement, aux velations

dfik dfzk’ dfik dfzh dfllz d/z/t
dl‘h fl + ...+ dllm fmIL ()JZ‘/ fi . fmh
({=1,2,...,m; k,h:r,z,...,n).

(1) Poir 8. Lig, Theorie der Transformationsgruppen, t. 1, Chap. X.

(2) Poir Bovouer, Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, t. 111, p. 265,
18725 A. Mayer, Mathematische Annalen, t. 3, p. 448, et Bulletin des Sciences mathéma-
tiques et astronomiques, 1" série, t. XI; Goursat, Lecons sur les équations aux dérivées
partielles, Chap. 11 et III.
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SUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES.

~3

Ces relations peuvent s’écrire, symboliquement,
(2) Xn(fix) = X (fin),

en posant
. J 0 a
Xh( ):a?/;+f1/zd—m+--'+fllzlzau—'

D’ailleurs, il est aisé de se rendre compte que ces identités expri-

Lo 0*u
ment que les deux valeurs des dérivées secondes ~———
dz‘kdxh

calculer au moyen des équations (1), sont identiques.

» qu’on peut

TutoriME I. — Etant donné le systéme COMPLETEMENT INTEGRABLE

. du;
(3) dw;:fik (t=1,2,...,m; k=1,2,...,n),

dans lequel f; désigne une fonction de u,, u,, ..., up, ®,, 2,, ..., T,
réguliere au voisinage des valeurs u}, uy, ..., u,, x;, x;, ..
variables, il existe vN SEUL systéme de fonctions u,, u,, ..., u,, holomor-

., &) de ces

phes au voisinage du point x}, x;, ..., x,, se réduisant, respectivement,
aul, u), ..., U pour x, = x|, Xy ==3=ay, ..., T,= x,, et vérfiant les
équations (3).

Remarque. — Ce théoreme montre que le systeme (3) admet un
systeme d’intégrales dépendant de 7 constantes arbitraires uf, uj, ...,
u’. D’ailleurs, c’est le systeme le plus général d’intégrales holomor-
phes du systeme (3), car, si 'on considere un systeme quelconque
d’intégrales holomorphes du systeme (3), et si uf, uj, ..., u), sontles
valeurs de ces intégrales, pour x, =z}, ..., x,= x,, il existe, d’apres
le théoreme I, un systeme d’intégrales et urn seul satisfaisant a ces
conditions : ¢’est donc, nécessairement, le systeme considéré.

TacoreMe 1. — Un systéme complétement intégrable se transforme en
un systéme compleétement intégrable, lorsqu’on effectue un changement
quelconque de variables indépendantes.

Tneorime W, — Pour trouver les intégrales u,, u,, ..., u, du sys-
téme (3), qui, pour x, =\, ..., &, = x, se réduisent, respectivement,
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8 C. BOURLET.

a ul, u, ..., uy, on procédera de la fagon suwante : on ejfectuera,

d’abord, le changement de variables
(4) x1:$2+)’u xk:x2+yl}'k‘ (k:2’ 37 "-9n),

dans le systeme (3). On remplacera ainsi ce systéme par un nouveau sys-

téme complétement intégrable

du; .
(5) —d_}i:Fm (i==1,2,...,m; k=1,2,...,n0)
et aux tntégrales précédentes du systéme (3 ) correspondront des intégrales
du systéme (5), qui, pour y,= o, se réduiront respectivement a u;, us, ...,
u,,, quelles que soient les valeurs de y,, y,, ..., ¥,

On considére alors le systeme d’ équations différentielles ordinaires

o du, du,
(3" d—y,—F“’ Zz’ﬁ_F”’ s

du n

dy,

= th

déduit du systéme (5) en prenant les équations de ce systéme pour les-
quelles k =1, et U'on obtient les intégrales cherchées du systéme (5), et,
par suite, celles du systéme (3) en déterminant les intégrales du sys-
téme (5'), ou L’on consideére y,, y,, ..., y, comme des parametres arbi-
traires, qui, pour y, = o, se réduisent respectivement aux constantes don-

y 0 0 1]
nees u‘, uz, DIEIRPIR / 2

Ce théoreme ramene donc I'intégration du systeme complétement
intégrable (3) & celle d’un systeme d’équations différentielles ordi-
naires.

2. Nous établirons, maintenant, la proposition préliminaire sui-
vante :

TakoriMe [V. — Etant donné le systéme de mn équations aux deri-
vees partielles du premier ordre
. du; .
(6) %’;:f,k (i —1,2,...,m; k=1,2,...,n),

ou fy designent des fonctions de u,, u,, ..., Uy, x,, ,, ..., x, et les
p relations distinctes

(7) Prltlyy Uay ooy Uy Xyy Zyy ooy Zy) == 0 (h=1,2,...,p),
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SUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES. 9

s’ existe des fonctions u,, u,, ..., u, dex,, ..., x, vérifiant a la fois les
équations (6) et (7), ces fonctions salisferont a un systéme complétement
intégrable de la forme

d u;

(8) %—:Fik (i:l,2_,.,.,l'; k:I’z""’n)’ r<m,
Xk

et a m — r relations de la forme

ltr+1:‘P1 (101, Uay ooy Ups Xy5 + ooy Ty
(9) .................................... y

Uy = ‘pm——r(un Ugy ooy Upy Tyy v ooy ‘Z‘,,,)

et, réciproquement, toutes les solutions des systemes (8) et (g) satisferont
auzx systemes (6) et (7).

En effet, tout systeme de fonctions vérifiant les équations (6), véri-
N . . . . d*u;
fiera aussi les relations qui expriment que les deux valeurs de e T

k 2

calculées au moyen des équations (6), sont égales
(r0)  Xup(fur) =Xu(fir) (=1,2,...,m; kh=1,2,...,n).

Si parmi ces relations il y en a un certain nombre qui ne sont pas
des conséquences des équations (7), nous les joindrons aux équa-
tions (7), de facon a former, avec ces équations, un systeme

Q1= 0, P20, Ceey Opr1=—0, ey Pp+q =0

de p +- g relations distinctes. On pourra résoudre ces p + ¢ relations
par rapport 2 p +- g des quantités «,, u,, ..., u,, car sans cela il y au-
rait une relation entre les 2 variables indépendantes x,, ,, ..., x,.
Soient
Um—p-gi1 =1 (s oo oy Upm_p_gy L1y« oy Lp),

€5 0 T P e e e ,

Vm—=®prq(8yy oo U pgy Tyy ooy T

Ces relations résolues, portons ces valeurs de Up—pgits - s Up dans
les équations (6). Toutes celles de ces équations pour lesquelles I'in-
dice 7 est inférieur & m — p — g + 1 prendront la forme
dui .
(12) dxk:j”‘ (=12,...,m—p—gqg;k=1,2....,n),
B. 3
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10 C. BOURLET.

ou ¥, désigne la fonction des seules quantitésu,, ..., Up_p_ 4 @, ..., 2,
que I'on déduit de f;; en y faisant la substitution (11).

Toutes celles des équations (6) pour lesquelles 'indice Z est supé-
rieur & m — p — ¢ donneront, apres y avoir remplacé les dérivées
94y
o0z
Uyy Uypy ooy Uppg» Loy Tyy « -+, T, NE contenant plus de dérivées.

1° Si toutes ces relations sont vérifiées identiquement, le systeme (12)
sera compléterent intégrable, car les relations qui expriment que ce
systeme est completement intégrable, sont précisément les relations
qu’on obtient en remplacant u,,..,_,.,, ..., u, par leurs valeurs, tirées
de (i1), dans les relations (r0), qui, par suite, seront identiquement
vérifiées. Dans ce cas, le théoreme est démontré, car, tout systeme
d’intégrales satisfaisant & (6) et (7) satisfait évidemment aux équa-
tions (11) et (12), et réciproquement.

2° Si toutes ces relations ne sont pas vérifiées identiquement, nous
écrirons toutes celles qui sont distinctes; soient

(i<m-—p—q+1) par les quantités §;, des relations entre

Pp-rg+1 (Uyy -y Umep-gs Tty -5 Tr)=0,
(13) ..................................... 5

Pprgas Uty vvos Up—poogy Tiy «+ vy Lp) == 0.

Elles formeront, avec le systeme (12), un ensemble d’équations tout
pareil  'ensemble des systemes (6) et (7). Nous pourrons donc traiter
les systemes (12) et (13) comme nous avons traité les systémes (6)
et (7), et, comme 'ensemble des équations (11), (12) et (13) est évi-
demment équivalent & I’ensemble des équations (6) et (7), en conti-
nuant de la sorte, nous arriverons soit & un systeme de relations
distinctes entre u,, Uy, ..., Uy, &, ..., &,, dont le nombre est supe-
rieur a m, et, alors, les systemes (6) et (7) dont les solutions de-
vraient vérifier ces relations, sont incompatibles, soit & deux systemes
de la forme (8) et (9), dont I’ensemble sera équivalent a celui des
deux systemes (6) et (7).

Pour avoir la solution la plus générale des systemes (6) et (7), il
suffira donc de trouver la solution la plus générale des deux sys-
temes (8) et (9). On cherchera, a cet effet, le systeme le plus général
de fonctions u,, u,, ..., u,, satisfaisant au systeme (8), et on prendra
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SUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES. It

pour .., ..., u, les valeurs correspondantes données par les rela-
tions (9). Le systeme (8) étant completement intégrable, le théo-
reme I nous apprend que le systeme d’intégrales le plus général dépend
de r constantes arbitraires, et le théoreme III nous fournit le moyen
de trouyer ces intégrales.

3. Avant de nous occuper du cas le plus général d’un systeme d’é-
quations aux dérivées partielles simultanées, nous traiterons, d’abord,
le cas simple d’un systeme d’équations aux dérivées partielles entre
une fonction inconnue z et deux variables indépendantes = et y.

Il est clair que, s’il existe une intégrale z satisfaisant & un tel sys-
teme, celte intégrale vérifiera toutes les équations que I'on peut en
déduire en dérivant une ou plusieurs fois les équations qui forment
ce systeme, soit par rapport a &, soit par rapport & y; on pourra donc
adjoindre ces équations au systeme proposé. Supposons qu’en opérant
ainsi on puisse arriver 4 un systeme équivalent au systéme proposé,
mais tel que, si m est Uordre des dérivées de 'ordre le plus élevé
qu’il contient, il y ait (m + 1) équations de ce systeme qui soient ré-
solubles par rapport aux (m + 1) dérivées particlles d’ordre m de =.
Je dis que, dans ce cas, si les équations ne sont pas incompatibles,
Iintégrale générale du systeme dépendra d’'un nombre fins de constantes
arbitraires.

En effet, apres avoir résolu (m + 1) équations par rapport aux
(m + 1) dérivées d’ordre m, portons les valeurs de ces dérivées dans
toutes les autres équations. Nous obtiendrons ainsi un systeme d’é-

quations aux dérivées partielles équivalent au systeme proposé et de
la forme suivante

('[l) Pm,o:fo, pm——l,1:f1) MR ] po,m:fm’

CPI (xy }’, T, Pio’ Pon ey pm_i,o, v -’Po,m—l) =0,
(13) e e e

©q(Z5 ¥5 55 Pros Poiy +- s Pm—1,05 + s Po,m—1) =0,
ol on a posé
onz
oxP dym-—p - PPJH—P’
et ot fo, fi, ..oy fins 915 --.s 9, désignent des fonctions de z, y, z, et
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12 €. BOURLET.

des dérivées de z jusqu'a l'ordre (m — 1) inclusivement. Prenons
alors pour nouvelles fonctions inconnues toutes les dérivées de z jus-
qu’a Pordre (m — 1) inclusivement, et considérons le systeme d’équa-

tions aux dérivées partielles du premier ordre et de relations suivant

o e _
9z — P1os ay = Po1s
i) )
DI;E = D205 ’({%’ — P11
P i
-5 — P 5o = Poa
d
(16) x dy
dpm— ) J ) 9
‘-‘5;2’3 j-_’pm—i,os /dV = — Pm—a,1»
d m—2 d mn—
pga 4P1,m——2; '_[)3,72 :Po,m-—i;
AP - s 7 m—1,0
—pd*xl‘?:fo’ _[,b;LL:fla
dpmA‘z,i dpm—?.l _
(17) T _fl’ T)’ -— f2§
0Po,m—1 o dpo,m—i S
\—‘5;_*—]‘”1-1, _0‘)/— —fnn
‘ S D1 (‘7"7)/’ 25 P1os Porsy °-’Po,m—1):0;
(18) e s

LIS ) po,m—i) = 0.

Les deux systemes (14), (15) et (16), (17), (18) sont équivalents,
c’est-a-dire qu’a toute intégrale du systeme (14), (15) correspond un
systeme d’intégrales du systeme (16), (17), (18), et réciproquement.
Car, st 3’ est une intégrale du systeme (14), (15), on aura évidemment
un systeme d'intégrales du systeme (16), (17), (18), en adjoignant 2
2z’ les fonctions p,, définies par les relations

()i—i—/t‘z’

Pik:W ({+kZm—1).
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SUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES. 13

Réciproquement soit z’, p;, un systeme d’intégrales du systeme (16),
(17), (18), les équations (16) expriment que 'on a

, di—f—kzl . B
Pit = Gai gyk (t+kZm—u),
et en portant ces valeurs dans les équations (17) et (18), qui sont véri-
fiées par hypothese, on trouve précisément les équations qui expriment
que z’ est une intégrale du systeme (14), (15).

Pour trouver I'intégrale la plus générale du systeme (14), (15),
nous somimes donc ramenés a intégrer de la facon la plus générale le
systeme (16), (17), (18). Le théoreme TV nous apprend que le systeme
le plus général d’intégrales dépend d’un nombre fine r de constantes
arbitraires, et nous connaissons, de plus, le moyen de ramener la
recherche de ce systeme a l'intégration d’un systeme de r équations
différentielles ordinaires du premier ordre.

Remarque. — Le nombre r des constantes arbitraires est au plus

’ s m(m—1 . N
égal a (—9—); car le cas le plus favorable est celui ou les fone-

tions ¢ des relations (18) sont identiquement nulles et ou le sys-
teme (16), (17) est completement intégrable. Dans ce cas, le théo-
reme I nous montre qu'on peut prendre arbitrairement les valeurs
initiales de = et p; (pour i+ 4£Zm — 1), c’est-a-dire qu'il y a
m(m —+1)

constantes arbitraires.

4. Inversement, je dis que, si une fonction s de x et y contient
un nombre fini  de constantes arbitraires, on pourra déterminer un
nombre m tel que toutes les dérivées partielles de 5 puissent s’ex-
primer en fonction des dérivées d’ordre inférieur 4 m. Soit, en effet,

(Ig) chP(x,_y)alyai’-”,al')
cette fonction, et soit it le plus perit nombre entier tel que I'on ait

plp+1)

2

v

r.
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Eerivons les équations suivantes :

/ J
‘ P10 — Eg =0,
0]
Poa1 — T(; =0,
(20) 1
Pp—1,0 gy =0,
1o
U Po,p—1 ayE—t
et
gt
Pro = g %
%%
(21) Pu—1,0 5oumd ay o,
o
Po,yp d—yz o

Les équations (19) et (20) sont au nombre de ”(” D, - Supposons

d’abord que, parmi ces équations, il y en ait r qui pulssent étre réso-
lues par rapport a a,, a,, ..., a,, c’est-d-dire qu’il y en ait r telles que
le déterminant fonctionnel des premiers membres par rapport a a,,
@y, ..., a,ne soit pas identiquement nul. On pourra alors tirer de ces
r équations a,, a,, ..., a, en fonction de z, x, y et p; (1 +AZp — 1)
et, en portant ces expressions dans les équations (21), on en conclura
que les g -1 dérivées d’ordre p. de s s’expriment en fonction de x,
Y, 5 et des dérivées d’ordre inférieur a .

Supposons, en second lieu, que tous les détgrminants fonctionnels
de r quelconques des premiers membres des équations (19) et (20)
par rapport & a,, ,, ..., a, soient identiquement nuls; ces détermi-
nants seront les mémes que si les premiers membres ne contenaient
pas les quantités p;; et, par suite, expriment qu’il existe des relations

entre r quelconques des fogctions ¢, —— (¢ + #Zp — 1). Remar-

g+
dz dy
quons, d’ailleurs, que ces relations ne sont certainement pas réso-
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lubles par rapport aux w dérivées de 'ordre w — 1; car, sans cela, la
fonction g satisferait & un systeme d’équations aux dérivées partielles
d’ordre v — 1 dont p équations sont résolues par rapport aux déri-

)

, . . . 1
vées d’ordre g — 1 et, par suite, contiendrait au plus “~-—— con-

T pnat _ . ple—1) -

stantes arbitraires, ce qui n’est pas, puisque r> — (*)- Soit
. P Lando) . L.
alors (r — k) le nombre des fonctions ¢, ——. qui sont distinctes
dxidy

(considérées comme fonctions de a,, a,, ..., a,) : si toutes les déri-
vées de I'ordre . 8’expriment en fonction de ces (r — £) dérivées, le
théoreme sera démontré; sinon, joignons 4 ces dérivées celles des
dérivées de l'ordre p qui forment avec elles un systeme de fonctions
distinctes et continuons de la sorte : nous arriverons, nécessairement,
soit a prouver que toutes les dérivées d’un certain ordre de ¢ s’ex-

priment en fonctions des dérivées d’ordre inférieur, soit & trouver un
ye . . . } ()i+k(p . _
nombre m tel qu’il existe r des fonctions o, 0270y (t+kZm—1)

dont le déterminant fonctionnel par rapport 2 a,, a,, ..., a, est diffé-
rent de zéro. On pourra alors résoudre r des équations

dH—Ic(P
¢—=0, Pir— W —=0
par rapport 4 a,, a,, ..., a, et, en portant ces valeurs dans les équa-
tions
. 0”1(? o d’nCP S dm@
Po,m— d)’m’ > Pi,m—1— Jdx d‘ymwi, 2 Pmyo= dxm’

on en conclura que toutes les dérivées de I'ordre m de z s’expriment
en fonction des dérivées d’ordre inférieur.

5. Abordons maintenant le cas général.
Considérons un systeme (A) d’équations aux dérivées partielles

(1) Nous supposons, évidemment, que les » constantes qui figurent dans la fonction 9
sont essentielles (wesentlieh), ¢’est-a-dire quon ne peut pas diminuer leur nombre.
Foir 8. Lig, Theorie der Transformationsgruppen, t. 1, Chap. 1.
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16 C. BOURLET.

simultanées entre p fonctions inconnues z,, z,, ..., 5, et n variables
indépendantes x,, x,, ..., z,.

Imaginons que, en adjoignant aux équations du systeme (A) les
équations qu'on en déduit en les dérivant un nombre quelconque de
fois par rapport & x,, @,, ..., ,, on puisse former un systeme (B),
équivalent au systeme (A), tel que, si s, s,, ..., s, sont, respective-
ment, les ordres des dérivées d’ordre le plus élevé de z,, z,, ..., 3,
qui figurent dans le systéme (B), un certain nombre des équations de
ce systeme puissent étre résolues par rapport & routes les dérivées
d’ordre s, de z,, d’ordre s, de z,, ..., d’ordre s, de z,. Je dis que,
dans ce cas, le systeme (B) et conséquemment le systeme (A)admettent
comme systeme le plus général d’intégrales, un systeme dépendant
d’un nombre fini de constantes arbitraires, 3 moins qu’il ne soit formé
d’équations incompatibles.

En effet, en tivant du systeme (B) les valeurs des dérivées d’ordre s,
S3s +-+s Sp de =y, 2,5, ..., 5,, en fonction des dérivées d’ordres respec-
tivement inférieurs, et en portant ces valeurs dans les équations res-
tantes, on pourra mettre le systeme (B) sous la forme suivante

Ot Uyttt 2

—_ Fi
(B) { dxF oz} . . 0zt =t
¢1—o0, ceey @ys=—=0,

(oo o, =830 =1,2,...,p),

ot les fonctions f; , . et o, désignent des fonctions de z,, @, ...,
z,, de z,, z,, ..., 5, et leurs dérivées d’ordres respectivement infé-
rieurs a s, §,, ..., 5,, et o, pour chaque indice 7, on donne & o,,
, .-+, o, toutes les valeurs entieres, positives ou nulles satisfaisant

R N R e T

Cela étant, introduisons, comme nouvelles fonctions inconnues,
toutes les dérivées de z,, z,, ..., z, d’ordres respectivement infé-
rieurs a s,, $,, ..., §, en posant

O% Oyt 0, z;
0z% 0z, . i P

pOUI‘
T P R TV L Tl
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Le systeme

QI]LU;;:;T e oc. T - (o4 ot A A= 8 1),
C dpi‘,..u oo B i
© —B—daf_/t—ﬁ =P8 Bt Ba (Bit Bt Ba<<si— 1),

=0, ey $qy=—0,

ot 9,, ..., 9, sont des fonctions de ,, ..., x,; 5, ..., 2, et des quan-
tités p,, ., est évidlemment équivalent au systeme (B), c’est-d-dire
qu’a tout systeme d’intégrales de (C) correspond un systeme d'inté-
grales de (B) et inversement. Nous avons vu, d'ailleurs, que le sys-
teme le plus général d’intégrales de (C) dépendait d’'un nombre fini r
de constantes arbitraires, et qu'on peut ramener sa recherche a U'inté-
gration d’un systeme d’équations différentielles ordinaires. Il en sera
donc de méme pour le systeme (A).

Remarque. — Posons

n{n-—+1 n-4+i—1
wq:H—z ( ) ( i+ ).

i=1
On voit alors aisément que le nombre r est au plus égal a
[0s,—1 + Wgyg . . msp_i].

6. Réciproquement, considérons p fonctions s,, =z,, ..., 3, de z,,
Xy, ..., T, et de r parametres arbitraires a,, a,, ..., a,,

(22) 31= Q1 (Z1y o+ s Zps Bty 25 Ap)y  ovvy Fp=Gp(Lyy ooy Ty Bpy « ooy Ap)

(les parametres sont évidemment supposés essentiels).

Je dis qu’on peut trouver p nombres s,, s,, ..., s, tels que les déri-
vées d’ordre s,, 55, ..., 5, de z,, 55, ..., 5,, par rapport a x,, x,, ...,
Z,, puissent s’exprimer en fonction de x,, x,, ..., x,, 5, 55, ..., 5, €t
des dérivées de ces fonctions d’ordres respectivement inférieurs i s,,
S3s weey Spe

Choisissons, en effet, p nombres entiers positifs ou nuls, ¢,, g,,
o, tels qu’on ait

eoay

I g - W . O,
et
r>(1)o"—2+- . -+C\)gk_g+. . .+(l)qp__2.
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Ecrivons toutes les équations suivantes :

dB+ B+ +B, o;

PP =0 (Bi+PBat... BI04 I=1,2,...,p)
1 2 " ‘n

(23)  PB.Bu. ™
et

. %, .
(24) Pl ey aﬁ@%@ﬁ =0 (oo 0,Tm 05 1T51,2, ..., D).
1 2 " n

N

Le nombre total des équations (22) et (23) est égal a
(Wg—1+-..+ cos’,_l)

et, par suite, est supérieur a r. Si, parmi ces équations, on peut en
trouver r résolubles par rapport a a,, a., ..., a,, on tirera de ces équa-
tions a,, a,, ..., a, en fonction de x,, ..., x,; 5, ..., 5, et des quan-
titésp ., et, en portant ces valeurs dans les équations (24), on aura
exprimé les dérivées d’ordre o; des fonctions z; en fonction de a4, z; et
des dérivées, d’ordre inférieur & o, de s,.

Si ceci est impossible, ¢’est qu’il existe au moins une relation entre
g8+ '+Bn(Pi
9B, 9zl
que ces relations puissent étre résolues par rapport i toutes les déri-
vées d’ordre o; — 1 des fonctions z;; car sans cela les fonctions ¢, ne
contiendraient, au plus, que (®s_,~+...+ ©,,_,) constantes arbi-
traires, et les r constantes a,, a,, ..., a, ne seraient pas essentielles.

Si toutes les dérivées d’ordre g, des fonctions ¢, s’expriment au
moyen de ces fonctions elles-mémes et de leurs dérivées d’ordre infé-
rieur a o;, le théoreme est démontré, sinon nous adjoindrons aux
équations (23) et (22) les équations (24), qui contiennent des lors

r quelconques des quantités - D’ailleurs, il est impossible

9%9;
des dérivées - i o qui ne peuvent pas s’exprimer en fonction des

QPP B,
H(Bl ot BaZ oy )

Si le systeme ainsi obtenu est résoluble par rapport a a,, a,, ..., a,,
on pourra exprimer les dérivées d’ordre (5;+ 1) des fonctions z; en
fonction des précédentes, sinon.... En continuant de la sorte, on arri-
vera, soit & montrer que toutes les dérivées d’ordre s; des fonctions o,
s'expriment au moyen de ¢, et de leurs dérivées d’ordre inférieur 2 s,

dérivées
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soit a trouver des nombres s,, s,. ..., s,, tels que 7 équations du sys-
teme

i dﬁ,+...+ﬁncpi - ) a
(25) Pﬁ.....,ﬁn‘—m——o Bi+. A+ BpZsi—ri—1,2, ..., p),
S~ Q== 0

soient résolubles par rapport i a,, a,. .., a,, et, en portant ces valeurs
dans les équations

5 9% 0; e
puh__”a"—a o (ety .. Foy=s8;50—=1,2,...,p),

xH. . 0xE T
on aura exprimé les dérivées d’ordre s; des fonctions z; au moyen de
x4, 5; et des dérivées d’ordres respectivement inférieurs i s,.

7. Pour compléter enfin ce qui précede, nous démontrerons la pro-
position suivante :

TrioniMe V. — Elant donné un systéme (A) d’équations algebriques
aux dérivées partielles simultanées entre p fonctions z,, z,, ..., 3, el
n variables indépendantes x,, x,, ..., x,, admettant au moins un systéme
d’intégrales, toute équation algébrique aux dérwees partielles entre les
mémes fonctions qui est vérifice par le systéme le PLUS GENERAL d intégrales
holomorphes du systéme (A) est nécessairement une conséquence algebrique
des équations du systéme (A) ou des équations qu’on peut former en
les dérivant un nombre quelconque de fois par rapport a x,, x,, ..., x,.

Soit, en effet ,F ——o une équation algébrique admettant toutes les inté-
grales holomorphes du systeme (A). Adjoignons au systeme (A) toutes les
équations (en nombre infini) qu’on peut en déduire par des dériva-
tions. Nous formerons ainsi un systeme (S) d’équations aux dérivées
partielles, en nombre infini, qui sera équivalent au systeme (A ). Si le
systeme (A) admet au moins un systeme d’intégrales, le systeme (S)
sera compatible et 'on pourra le résoudre par rapport a certaines des
dérivées des fonctions z,, z,, ..., 5,, que nous appellerons dérivées de
la premiére catégorie, de maniere a exprimer ces dérivées en fonction
des autres que nous appellerons dérivées de la seconde catégorie. Méme
on peut toujours faire cette résolution de telle facon qu’une dérivée
quelconque de la premiere catégorie soit exprimée en fonction de
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20 C. BOURLET.

dérivées de la seconde catégorie dont les ordres soient au plus égaux
au slen.

Les coefficients des développements, suivant les puissances crois-
santes de (x;,— x;), des intégrales du systeme (A), holomorphes au
voisinage du point «9, x}, ..., x,, sont, a des facteurs numériques
pres, les valeurs des dérivées des fonctions z; pour a; = «;; nous ob-
tiendrons alors les intégrales les plus générales en donnant aux déri-
vées de la seconde catégorie des valeurs arbitraires, pour x, = «i, ...,
x,== x,, et en prenant pour les dérivées de la premiere catégorie, pour
x,= x,, les valeurs correspondantes fournies par le systeme (S).

En effet, nous montrerons plus loin que les développements ainsi
calculés pour z,, z,, ..., z, sont convergents quelles que soient les va-
leurs initiales des dérivées de la seconde catégorie, pourvu que ces
valeurs initiales restent comprises dans des domaines convenablement
choisis. Il est clair, d’ailleurs, que ces développements vérifient le sys-
teme (A); car, si

(A) f;“—‘O, f2:0, vy f,l:O

sont les équations du systeme (A) et si (f)), (f2). .. ., (f,) désignent
les fonctions de x,, z,, ..., x, qu’on déduit de £,, f,. ..., f;, en y sub-
stituant a z,, 5, ..., 3, les développements précédents, les fonctions
(S (f2), .. . (f,) seront identiquement nulles, puisqu’en vertu des
conditions initiales ces fonctions, ainsi que toutes leurs dérivées, sont
nulles pour , = a, ..., z, = 2.

Cela étant, remplacons dans la fonction F toutes les dérivées de la
premiere catégorie qu’elle contient en fonction des dérivées de la se-
conde catégorie. Sile résultat de cette substitution n’était pas identi-
quement nul, équation F = o fournirait une relation entre les déri-
vées de la seconde catégorie qu'on ne pourrait, par conséquent,
prendre arbitrairement. L’équation F = o n’admettrait donc pas toutes
les intégrales du systeme (A).

Ce théoreme, joint aux résultats que nous avons trouvés dans les
paragraphes précédents, nous permet d’énoncer la proposition sui-
vante :

La condition NECESSAIRE el SUFFISANTE pour qu'un systéme (A) d’équa-
tvons aux deérivées partielles simultanées entre p jonctions z,, z,, ..., zpel
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nvariables x,, x,, ..., x, admette, comme systéme LE PLUS GENERAL d’in-
tégrales un systeme dépendant d’un nombre Fiz1 de constantes arbitraires,
ou soit incompatible, est, qu’en adjorgnant aux équations de ce systéme
certaines des équations qu’on peut en déduire en les derivant une ou plu-
steurs fois par rapport @ x,, X, ..., &, on puisse former un second sys-
teme (B), équivalent au systéme (A), tel qu'on puisse tirer de ce systéme
TOUTES les dérivées des fonctions z,, z,, ..., 5,, respectivement, d’ordres
81y $g0 ..., Spen fonction de x,, Xy, ..., Xy 5y, 5y ..., 3, elde leurs de-
rivées d’ordres respectivement inférieurs a s,, Syy + .., Sp.

Lorsque cette condition est remplie, on peut ramener l'intégration du
systeme (A) a Uintégration d’un systéme d’équations dyferentielles ordi-
naire du premier ordre.

Nous allons appliquer la méthode que nous venons d’exposer a
quelques exemples :

8. Exemple I (*). — Soit a intégrer les deux équations
dz _ ds 0’z 9z
dx* — dy’  dy* oz’
on voitimmédiatement qu’on a
Bz 0%z Fz 0%z
ox* = dzdy’ 0x?dy — dy?
#s & #s_ Oz
dxdy* — Iz’ dy*  dzdy

Prenons comme nouvelles fonctions les dérivées premieres et secondes,
et nous sommes ramené au systeme

s dz
d—x—*P’ ()J,—q7
2[-)‘—_—I‘, @:S, d—qzs, d—q:t,
(A) )0z oy ox dy
‘ .d_r.—s ‘_’_I.——-t ﬁ——,* .(_)_é__
dx 7 dy dx 7 dy“s’
g, 0
dx dy

(1) Poir Vavyi, Journal de Crelle, t. 93.
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avec
(B) r=q, t=p.

L’application de notre méthode (théoreme 1V) nous conduit au sys-
teme completement intégrable

(05 s dp d_p__
. \oz=r =P 0z T gy
© oy i, ke, o

oz~ 7’ dy“_P’ oz I ()y_q’

et la transformation de du Bois-Reymond (théoreme IIT)
xz=u, y=uy

donne le systeme différentiel suivant

ds _ o, WP _ g
du P 4% du =975
dg ds

(72;:8+p"’ E:q+q",
dont on tire, en intégrant, pour z,

2

_u(l+v) /3‘ 3
s=0C+Cetll+vipe ? [CgsinV lt(I——"):—C;COS\/—Z—u(h—(’)].

En remontant aux anciennes variables, on en conclut que I'intégrale
générale du systeme proposé est

_xy 3 3
3=Cy+ Coex*y+e ? [Casini?’(x—y)+C4cos\/‘—3(x—y)],

2 2
ou C,, C,, C;, C, désignent quatre constantes arbitraires
Exemple II. — Considérons le systeme

?sz dz 0z
W_f(z), 5}—-“5)‘,7

ou /(=) désigne la dérivée d’une fonction de z. On a immédiatement
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les trois dérivées secondes

Pz o’z ., S
W—af (), W—f(z)s Jy? =S (s)
Le systeme auxiliaire est alors
dz 5
%—Py @—q’
WP _ iy /B 9 _ 4 09 _ 1 ..
dx—a./ (“")) d),_.f("')’ dx »-—f(Z), '5)‘,—(;./-(‘-')
avec
p=ag.

Il se ramene au sysieme completement intégrable

s dz __p

oz ay " a’

L A P _ .
ox_aj (&), C,{)/__f(z).
Posens x = u, y = uy, et il nous reste & intégrer le systeme différentiel

ds v d
d_u:p<1+a), =& (at);

on en conclut que I'intégrale générale z dépend de deux constantes
arbitraires et est fournie par la relation

dsz
— /2_ e 2 = AX Y Cl.

Exemple 1I. — Soient les deux équations
0? ]002 0z
~2 7 27T __ .3 YT A
P d,jvd)/ —axsx’, d,x()‘y_‘O’
on en tirefacilement
9z ds
2, 2, 2. v
dz ——3asz? 0z iz __ , 37; = 3asz® oy ;
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on est amené au systeme

0z 9z
d—.i‘—P’ d}’_ ’
dl’__ 2 P ‘_)1_’_
(A) P 3asz q’ ay =o,
99 _ 9 _ 34529
\ 0.1.——0, 0')/— 3(14- p)

avec la relation

(B) pq +az*=o.

Si I'on écrit les conditions d’intégrahilité du systeme (A), on trouve
la condition nouvelle

2pq +3as*=o,

qui, jointe 2 la condition (B) et au systeme (A), nous montre qu’il
faudrait avoir = = o. La seule intégrale du systeme proposé est donc

g

Exemple 1IV. — Soit & intégrer le systeme
Jd?logs . ds sz
ox dy - 0z — dy?

On en tire immédiatement les quatre dérivées du troisieme ordre en
fonction des autres

Pz _ P ,,595 10505\ 1 &z 95 1 9503
dz® ~ 0z dy: T oy = dz\dy z 0xdy dy ' 3 dx Oy’
P#z__ 0z _2a,_5_1<£z_20_5 L1505 105 Oz
dz?dy — dy* T T Todxz  z*\dx/) dy zdx2?+2?dxd}

1l nous faut done prendre comme nouvelles fonctions les dérivées pre-
mieres p, g et les dérivées secondes r, s, ¢. En appliquant la méthode
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générale, on est alors ramené au double systeme

(95 _ 95 _
oz P dy_q’
(—)—p—:r —d—p:azzi—pq,
(A) ox ’ ay z
A Q—q~:az2+ﬁz; (—)L—]:r
oz 5 dy ’
O sugz B, O 34 O
‘. ‘Tx_?mqﬂ = d‘},__?>¢11)~—q—~Z
et
(B) s—=asz*+- Eq; t—1

Le systeme (A) est complétement intégrable, comme il est aisé de
le vérifier; l'intégrale générale du systeme proposé dépend donc de
quatre constantes arbitraires.

Le changement de variables « = u, y = uv nous conduit alors au
systeme d’équations différentielles suivant :

!/ dz
%:p—kqv,
\%:I'Jrv(a:?—i— p—f]\,
(C) /' & \ ~ 7
g% = a3’ qu - e,
dr

,
| ga 8as(gpe)+ Z(p-+g0).

Soit p{u) la fonction elliptique de M. Weierstrass, qui dépend de deux

constantes arbitraires g, et g,, et est définie par I’équation différen-
tielle

dp(u
-%(J-) =VAp*(u) — gap(u) — &3;
en posant
_ —
sz/gz¢(1+c’)+a, r:\/gu(lwv)—l—ﬁ,
B.
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I'intégrale générale du systeme (C) est

5:‘]3(9)—‘}3(1'),

p=\/2ap(0) — L p() - £ frap()— %t pie) - %22,

2

7=/ 20p(0) = “Ep(6) = & 1\ faap @) - Tp(x) = =
r =3a[p*(6) — p*(z)]-

L’intégrale générale du systeme proposé est donc

-~ i}
(D Z:P[\/g(x+)’)+a]'"P[\/g(@'*y)+ﬁ],

intégrale qui dépend bien de quatre constantes arbitraires g, g3, «, 8.
Il y a un cas particulier intéressant : ¢’est celui ol 'on a

3 gm o2
82— 2785

Dans ce cas, la fonction p(u) dégénere et I'intégrale (1) prend la
forme
8A? 8h?

a(e/z(x'+y)+<1._._ e~h(x+:r)—a)2 o a(e"(x“f)*f’— e*h(x—y)*?)ﬂz

(11) 5=

ou %, a, 3 désignent trois constantes arbitraires.
D’autre part, il est aisé de vérifier que les deux fonctions

o 8 i

“a (eh(x+y)+a . e—/z(x+y)—oc)z ’

842
a ( ekla—y)+p e—k(x—-y)—p)2 ’

21

3]

2

qui dépendent chacune de deux constantes arbitraires, sont aussi des
intégrales du systeme proposé. On voit donc que, pour A =£, la dif-
férence z, — z, est une intégrale. Les intégrales z, et z, se déduisent
de l'intégrale (II) en donnant une valeur infiniment grande 4 I'unc
des deux constantes o ou B. On peut, d’ailleurs, trouver immédiate-
ment ces deux intégrales en cherchant les intégrales du systeme (C)
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qui vérifient les deux relations

qg=¢q, r—eaz’+ Z‘

-

ou l’'on a posé ¢ = == 1. Ce sont aussi les intégrales générales des deux
systemes

Plogs _ . 95 _ 0s.

dxdy dy ~ ox

DEUXIEME PARTIE.

9. Définitions.

I. Etant donné un systeme d’équations aux dérivées partielles du
premier ordre, linéaire, entre m fonctions u,, u,, ..., u, etn variables
indépendantes x,, x,, ..., &,, résolu par rapport 4 un certain nombre

u;
0$k’ d
U;

(1)

— ‘-l-‘zlu

nous dirons que ce systeme est mis sous forme canonigue ou, plus
brievement, est canonique si les fonctions §;; de @,, @, ..., @,; u,,
Uy, - .- Uy, et des dérivées de u,, u,, ..., u, (qui contiennent, d’ail-
leurs, linéairement ces dérivées) satisfont aux conditions suivantes :
1° ¢ ne contient que des dérivées par rapport aux variables «; dont
I'indice % est égal ou supérieur a k;
2° Si une dérivée g—— d’une fonction u; par rapport a la variable

figure dans {, I'indice j de cette fonction est supérieur a .
Un systeme canonique pourra donc étre écrit sous la forme

du, ait du
. at zl. $
(2) d +E j/udx z sh.dxh’
J>i h>k
ou les quantités a;; sont des fonctions de z,, z,,
Usy - o ey Uppe

e, Xpy Uy,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



28 C. BOURLET.

II. Etant donné le systeme canonique (2), nous dirons que la va-
riable x, est principale ou paraméirique par rapport a la fonction u; sui-

Loeo duy . .
vant que la dérivée 5-* figure dans un des premiers membres des équa-
.

tions (2) ou n’y figure pas.

Nous dirons, de méme, qu’une dérivée d’ordre quelconque de u; est
parameélrique si toutes les variables par rapport auxquelles cette dérivée
a été prise sont parametriques; dans le cas contraire, nous dirons que
cette dérivée est principale.

D’une maniere plus précise, une dérivée sera simplement, double-
ment, ..., r-uplement principale suivant qu’elle contiendra 1, 2, ...,
r variables principales distinctes ou confondues.

ITI. Enfin un systeme canonique (2) sera dit completement inte-
grable si les relations, qu’on obtient en écrivant que les deux valeurs
d’une dérivée seconde doublement principale d’une fonction wu; sont
égales, sont identiquement vérifiées en tenant compte des équa-
tions (2) elles-mémes et des équations dérivées.

Pratiquement, voici comment on pourra vérifier si un systeme est
complétement intégrable : on dérivera, une fois, par rapport aux va-
riables #,, x,, ..., z,, toutes les équations (2). On obtiendra ainsi un
systeme dont les premiers membres contiendront, au moins une fois,
toutes les dérivées principales du second ordre des fonctions u,, ..., u,,.
Nous prendrons alors dans ce systeme un systeme (A) d’équations
dont les premiers nombres contiennent unre seule fois les dérivées prin-
cipales des fonctions ,, ..., u,. Désignons par (B) le systeme formé
par les équations du second ordre restantes. Il est clair que les sys-
temes (2) et (A) pourront étre résolus par rapport a toutes les déri-
vées principales du premier et du second ordre des fonctions «,.

En portant les valeurs ainsi trouvées des dérivées principales en
fonction des dérivées paramétriques dans le systeme (B), les équa-
tions de ce systeme devront étre identiguement vérifies (').

(1) Les expressions principales et paramétrigues soni empruntées 4 MM. Méray et
Riquier (Annales scientifiques de I’ Ecole Normale supéricure, 3¢ série, t. VI, p. 23 ; 1890).

MM. Méray et Riquier nomment passifs les systémes que nous avons appelés compléte-
ment intégrables. Nous avons trouvé qu'il y avait intérét 4 conserver I'expression complé-
tement intégrable qui avait déja é16 cmployée dans des conditions analogues.
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10. Tueoreme VI. — Tou? systeme d’équations aux derivees partielles du
premuer ordre, LINEAIRE, entre m fonctions u,, ..., u, et n variables x,, ...,
x, peut (avec un choix convenable de la notation) étre mis sous forme:
CANONIQUE.

Soit, en effet, (A) un systeme d’équations aux dérivées partielles
linéaires. Tirons de ce systeme le plus grand nombre de dérivées des
fonctions «,, ..., u, par rapport a la variable x; qu’on en puisse tirer
en fonction des autres. Nous pourrons toujours supposer, sans restric-

Jdu, du du .
tion, qu’on puisse ainsi tirer ~—, =, .-, =~ en fonction de z,, ...,
d () 1 dx,
du[H«i dll,,,
Ly Uyy oeny Uy, de —221, oo et des dérivées par rapport a @, ...,

Ty dxi

l[ ’ .
x,. En portant ces valeurs de —~ dans les équations restantes
: . 1

Jdu,
T o
du systeme (A), nous obtiendrons des équations linéaires et ne con-
tenant plus aucune dérivée par rapport i &, : soit (B) le systeme ainsi

obtenu et (G,) le systeme formé par les équations résolues par rapport

a g;—’, TR 5;"- L’ensemble de (G,) et (B) est évidemment équivalent
1 i

au systeme (A), et (G,) satisfait aux conditions d’un systeme cano-
nique.

Supposons alors que (B) contienne des dérivées par rapport & x,
et résolvons d’abord le systeme (B) par rapport au plus grand nombre

du,

des dérivées

du .
s 37’2’ par rapport auxquelles on peut résoudre :

0x,
nous pouvons toujours supposer qu’on puisse ainsi tirer
dul dup’ =
d—l,2‘7 ’ dl’g (p <p)7

et, en portant les valeurs de ces dérivées dans les équations restantes,
d
on aura un systeme qui ne contiendra plus que des dérivées -* . pour

lesquelles 7 est supérieur a p. Résolvons encore ce systeme par rapport

Lo, Uy . . . .. du du
aux dérivées ~— qu’il contient, nous tirerons ainsi —==, ..., —2=%
dx, dx, dx,
: , ., Ou du
en fonction de u,, ..., w,; x,, ..., T,, des dérivées —22, ..., ==
d(L‘g d:ﬁvz

et des dérivées par rapport aux variables x;, ..., x,. Par cette opéra-
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tion, nous aurons remplacé le systeme (B) par un systeme (G, ) cano-

nique, formé d’équations résolues par rapport aux dérivées —— et un

0 £
systeme (C) ne contenant plus que des dérivées par rapport aux
variables z;, x,, ..., x,.
Supposons que le systeme (C) contienne des dérivées par rapport
ax,:
. L. du;
1° Nous en tirerons toutes les dérivées 5%, pour lesquelles
3
P2P
soit

duy Oty v
9w, O, (r'zp)

qu’on peut tirer, et nous porterons leurs valeurs dans les équations

restantes, qui ne contiendront plus que des dérivées g » pour les-
quelles ¢ est supérieur a p’;
du;
2° Des équations restantes, nous tirerons les dérivées 5+ pour les-

quelles
p'<izp,
gu’on peut tirer; soit

dup’+i dup'+k

075 T dz, (p+k p),

et nous porterons leurs valeurs dans les équations restantes;
3° Nous tirerons de celles-ci les dérivées d

> pour lesquelles

p<iIp-+gq;
soit
Opiy Oltpsg r=,.
0z Oz (9'29);
du;
ro PR
-+ d$37 ou
. I>p+q;
soit
OQpigry  Opigin

0173 01'3
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Nous décomposerons ainsi (C) en deux systemes (G;) et (D) : (G;)
, . , L s, Ou;
étant canonique et résolu par rapport aux dérivées =, (D) ne conte-
3

nant plus que des dérivées par rapport & x,, ..., x,. L’ensemble des
systemes (G,), (G;), (G;), (D) est évidemment équivalent au sys-
teme (A); en continuant la résolution de la sorte, on voit bien que
Ion finira par remplacer le systeme (A) par un systeme (G,), (G,),
(G,) canonique équivalent, (G;) désignant un groupe d’équations réso-
lues par rapport aux dérivées g-;'i

Remarque. — Le procédé que nous venons d’exposer semblerait
tomber en défaut si, au bout de £ opérations, par exemple, on trou-
vait un systeme (G,), (G,), ..., (Gx), (L) équivalent au systeme (A),
et tel que le systeme (L) ne contienne plus aucune dérivée des fonc-
tions u,, u,, ..., u,, mais, dans ce cas, les fonetions u,, u,, ..., u,, véri-
fiant le systeme (A) seraient liées par les relations (L), qu’on pourra
résoudre par rapport & un certain nombre d’entre elles, de facon a
les exprimer en fonction des autres et des variables x,, ..., ,. En por-
tant ces valeurs dans les équations (G,), ..., (G4), on aura un sys-
teme (A’) linéaire, contenant un nombre moindre de fonctions, on
mettra le systeme (A’) sous forme canonique, et finalement le sys-
teme (A) sera remplacé par 'ensemble d’un systeme canonique (T')
et d’un systeme (R) de relations ne contenant aucune dérivée.

Il suffira donc d’étudier le systeme ().

TakorimMe VII. — Dans tout systéme canonique, les deripées secondes,
SIMPLEMENT PRINCIPALES, des fonctions inconnues peuvent étre calculées au
moyen des équations du systéme en fonction des deripées premieres et des
derivées secondes parameéiriques et chacune d’elles a une valeur BiEN
DETERMINEE.

Soit, en effet, le systeme canonique

du; .
'JE;::&P"‘ (t=1,2,...,m).

Supposons que les variables «,.,, ..., @, soient paramétriques pour
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toutes les fonctions, et rangeons les équations de ce systeme en un Ta-
bleau rectangulaire, de telle facon que I'équation

du,

(A) q/llc

occupe la ligne de rang ¢ et la colonne de rang £. Le Tableau aura ainsi
m lignes ‘et r colonnes; d’ailleurs, certaines des cases de ce Tableau

pourront étre inoccupées. Remarquons, tout d’abord, que toutes les
0‘2
dérivées simplement principales ~—— o d ot I'indice 4 est supérieur a r
L
seront immeédiatement fournies enfonetlon des dérivées premieres et
des dérivées paramétriques par

Pu; d
(B) oz, d;c/l =, (Yi)
car le second membre ne contiendra que des dérivées premieres ou
des dérivées secondes paramétriques.

Supposons en second lieu que % soit inférieur ou égal a r. Dans le
second membre de 'équation (B), il pourra figurer certaines dérivées
secondes simplement principales, car x, est principale pour certaines

fonctions. Supposons, par exemple, qu’il y figure la dérivée 02;‘ Xy Le
Zy o

systeme étant canonique, / sera plus grand ou égal a £.
1° Soit /== k. Reportons-nous alors a la colonne de rang 4 dans la-
quelle figure I'équation

(€) d vy, = Yo
et dérivons par rapport a x;
0% uy d
(D) 0z dx,  dz; (sn)-

Vi, Cest que s > 17 et

I’équation (C) se trouve dans une ligne plus basse que I'équation (A).
Le second membre de ’équation (D) peut contenir des dérivées
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0*u,
principales. Supposons qu’il contienne d_dx ; ¢ sera égal ou supérieur
ah.

(a). t=~h: alors p>>s>>1, et nous serons ramenés a la colonne
de rang £, mais dans une ligne de rang supérieur i ¢.
(b). ¢>F : nous serons ramenés a considérer I'équation

9 “p —

q‘pl»

de la colonne de rang £, et si l’équation

2
Pu,

dar oz, — ai (Per)

contient, dans le second membre, une dérivée principale, il nous fau-
dra revenir i la colonne ¢ de rang superieur a h.

2° Soit /> k. Considérons I’équation (C) et dérivons-la par rapport

az;:
d*u d
(E) m = du, (Fen)-

Si dans le second membre il existe des dérivées secondes simple-
ment principales, on sera ramené a considérer une équation de la co-
lonne de rang /, out /> £.

Remarquons qu’en continuant de la sorte le cas {=4%, t =42
[1°, (@)] ne pourra pas se présenter indéfiniment, car, puisque & chaque
fois on est ramené 4 une équation située dans une ligne de rang plus
élevé, on arrivera au moins, au bout de 7 opérations, & considérer une
colonne de rang supérieur a 4 ou £.

On en conclut que, par la suite, on arrivera finalement soit A une
dérivée seconde, simplement principale, quis’exprime en fonction des
dérivées paramétriques, soit a considérer une équation de la colonne
de rang r,

()uq

(F) = Ygr.

En dérivant par rapport a x;, on obtient

2
0%u,

(H) oz, 0x;

d
= d—xj (q/qr)°
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Si le second membre contient des dérivées principales, elles seront ou

bien de la forme

02
0z; 0z,
de la colonne, quipourra, tout au plus, vous conduire a une équation
de la colonne r située dans une ligne de rang supérieur a ¢, et au bout
d’un certain nombre d’opérations on arrivera nécessairement a quitter
la colonne de rang r, c’est-a-dire a exprimer les dérivées en fonction
des dérivées simplement principales connues de la forme

p e v qui sont connues, ou bien de la forme
7 ro

- Dans ce dernier cas,on sera ramené a considérer une équation

0? U;

0%; 0% i

On voit par la qu’on pourra ranger les dérivées secondes, simplement
principales, en une ou plusieurs séries, telles que la (p + 1)me déri-
vée d’une série s’exprime au moyen des p premieres, et, par suite,
qu’on pourra calculer toutes les dérivées de proche en proche, et que
leurs valeurs seront biern déterminées.

11. Lemve. — Si Uon désigne par ., o, @y, ..., 0y By, Byy oooy B
des constantes positives quelconques, par ¢ une constante positive plus petite
que 1, et st ['on pose, pour abréger,

T= &+ &+ oo A X+ Brity+ Botty .o+ By,

1
I—7

O(r) =

>

le systéme differentiel total, complétement intégrable suivant

B:i du; _  pBO(1)

o 0zr ~ 1—eO(7)

3) (i =1,2,...,m; k=1,2,...,n),

admet un systéme d’intégrales holomorphes au voisinage du point
Ly=Xy=...= &, =0, qUI, POUr T, = X,==...= T, = 0 se réduisent
a zero, et dont toutes les derivées ont des valeurs essentiellement réelles et
POSITIVES POUT &y == &y ==...== X, = O.

(Nous renverrons le lecteur, pour la démonstration de ce lemme, au
Mémoire déja cité de MM. Méray et Riquier, p. 47.)
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12. Tuiorime VIII. — Etant donné, d’une part, le systéme canonique
COMPLETEMENT INTEGRABLE d’équations linéaires aux derivées partielles du
premier ordre

(2) guz = +E“//c Z

>i h>k

entre m fonctions u,, Uy, ..., U, et n variables x,, x,, ..., 2,, €,
d’autre part, m fonctions arbitraires ¢,, Q,, ..., 9, des variables x,,
Xy, ..., &,, holomorphes au voisinage du point x,=x3, ..., x,= x,,
telles que ¢, ne contienne que celles des variables x, qui sont PARAMETRIQUES
POUR LA FONCTION u; el se réduisent respectivement & ul, uy, ..., Uy,
pour ;= x,.

St les coefficients a%} sont holomorphes au voisinage des valeurs x;— 3,
u;=u;, il existe N SEUL systéme de fonctions w,, u,, ..., u,, holo-
morphes au voisinage du point xy = xy, vérifiant le systeme (2) et telles
que u; se réduise a ¢, lorsqu’on y remplace les variables xy, qui sont prin-
cipales pour elle, respectivement par x;.

Remarquons, tout d’abord, que nous pouvons toujours supposer que
les fonctions ¢; sont identiquement nulles et de méme que x; = o;
car cela revient 2 remplacer dans les équations (2) les quantités u;
Qs g%’k par %2 — g—zi, et ensuite x; par a;— x;, et il est
clair qu’une telle transformation conserve au systeme sa forme cano-
nique et le transforme en un nouveau systeme complétement inté-
grable (*).

Cela étant, on voit que, s’il existe un systeme d’intégrales, holo-
morphe au voisinage du point x; = o, vérifiant le systeme (2) et tel
que u; se réduise identiquement a zéro, quand on y annule les va-
riables principales, les coefficients des développements de ces inté-
grales seront fournis par les conditions initiales jointes aux équa-
tions (2). En effet, les coefficients de ces développements sont, & des
facteurs numériques pres, les valeurs des dérivées des fonctions z;

par u; --

(1) II faut cependant que les dérivées —— 96 ! des fonctions 9; soient holomorphes au voi-

0.1‘/,
sinage du point x; = x? Xp= &3
< 1 17 n n*
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O%FsHee 0, u; )
0‘”%" MRS dx%" 4= = =0

En vertu des conditions initiales, les valeurs de toutes les dérivées pa-
ramétriques seront égales a zéro pour «, =...= x, = o. En différen-
tiant convenablement les équations

3z, —=alk 4. ..
par rapport & des variables paramétriques pour «;, puis en faisant
x,=x,=...=x,= o0, et en remplacant les fonctions u; et leurs dé-
rivées paramétriques par zéro, on aura toutes les valeurs des dérivées
simplement principales pour 2, = ... =z, = o, et ces dérivées seront
bien déterminées, en vertu du théoreme VII, puisque le systeme (2) est
canonique.

Sil'on différentie, ensuite, les équations une fois par rapport & une
variable principale et un nombre quelconque de fois par rapport a des
variables paramétriques, elles fourniront les dérivées doublement
principales en fonction de x,, ..., x, des fonctions u;, de leurs déri-
vées paramétriques et de leurs dérivées simplement principales, et,
comme le systeme est complétement intégrable, elles fourniront une
seule valeur pour chacune de ces dérivées. En annulaat alors toutes
les variables, les fonctions et leurs dérivées paramétriques, et en don-
nant aux dérivées simplement principales les valeurs calculées, on
aura ainsi les valeurs des dérivées doublement principales pour
ZTy=...—= &, — 0.

En différentiant les équations (2) deuz fois par rapport 4 des va-
riables principales, et un nombre quelconque de fois par rapport a des
variables paramétriques, elles fourniront les valeurs des dérivées
triplement principales en fonction de z,, ..., ,, de 4,, ..., u, et de
leurs dérivées paramétriques, simplement et doublement principales.
D’ailleurs, le systeme étant completement intégrable, il est aisé de
se rendre compte que ’on n’obtiendra ainsi qu'une seule valeur pour
chacune de ces dérivées. En annulant les variables, les fonctions u; et
leurs dérivées paramétriques, et en donnant aux dérivées simplement
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et doublement principales leurs valeurs calculées précédemment, on
obtiendra ainsi les valeurs de toutes les dérivées triplement princi-
pales pour x, =z, =...=x,=o.

En continuant de la sorte, on calculera, évidemment, sans ambi-
guité, les valeurs initiales de toutes les dérivées principales.

Ceci nous montre, d’abord, que 8’1l existe un systeme de fonctions u;
satisfaisant & 1’énoncé, il en existera un seul. D’autre part, il est aisé
de se rendre compte que, si les développements formés avec les coef-
ficients calculés comme nous venons de 'indiquer sont convergents,
les fonctions régulieres #; qu’ils représentent vérifient les équations (2).
En effet, désignons par §; la fonction de 2, @,, ..., x, que ’'on ob-
tient en remplacant les quantités u; dans les expressions

du; 2 s du; Eaik Qus
dx;. L rn 5z,

i>i >k

par ces développements. Les fonctions & seront, d’aprés la maniere
méme dont nous avons calculé les coefficients des développements,
nulles ainsi que toutes leurs dérivées pour x, = x,=... = o; elles
sont donc identiquement nulles, puisqu’elles sont holomorphes.

Pour démontrer le théoreme, il ne reste donc plus qu’a démontrer
la convergence de ces développements.

Nous rappellerons d’abord la proposition suivante : Etant donnée
une fonction f(x,, ..., X, Uy, ..., Uy) des variables x, ef wu; holo-
morphe au voisinage des valeurs xy= o, v;= o dans un domaine de
rayon p, soit M une quantité positive supérieure ou égale au plus grand
des modules des diverses valeurs que la fonction acquiert lorsque les
variables prennent toutes les valeurs possibles dans des domaines de
rayons p autour de leurs valeurs initiales. La fonction suivante

M
—7

MO(z)= - ’ ol T= 0y &y Ug L+ Br U+ B,

et dans laquelle «,, ..., @, B,, ..., B, désignent des quantités
« . . 4 . I . .
positives au moins égales 2 5 est majorante pour la fonction

Sf(@2ys . osZpy Uy, ..., Uy), AU point x; = 0, u;=o0, c'est-a-dire que
pour x;= o, ¥;= o, la fonction MO (1), ainsi que toutes ses deéripées,
acquierent des valeurs réelles, positives, respectivement supérieures ou
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égales aux modules des valeurs de la fonction f(x,, ..., %, u,, ..., u,)
et de ses dérivées correspondantes pour x; = o, u; = o.

Cela étant, désignons par p; le nombre total des termes qui se
trouvent sous les deux signes X dans le second membre de 1’équation
du,-
dxg
suivant

o e oo B8 3 )
h

o1, dans chaque équation, sous les signes X, les indices j, s et A ne
prennent que les valeurs qu’ils ont, sous les mémes signes, dans I’é-
quation correspondante du systeme (2) et ot ¢ désigne une quantité
positive plus petite que 1. On voit, immédiatement, que si, dans les
seconds membres des équations de ce systeme, on remplace les quan-

=alt +... du systeme (2) et considérons le systeme auxiliaire

e Bs Ous B du; Bi du;
tités w, 9z, op 9zp P2 o, 9z, OO0 retrouve des équations du sys-

teme (3) du lemme. On en conclut que le systeme (2") admet toutes les
intégrales du systeme (3) et, par suite, qu’il admet un systeme d’inté-
gralesu,=9¢,,uy =9,, ..., U, = ¢y, holomorphes au voisinage du point
&, =&,=...=x, = 0, (ui, pour ce point, se réduisent i zéro et dont
toutes les dérivées ont des valeurs positives pourx, =, =... = x,= o.

Soit, alors, p le rayon du domaine de régularité des fonctions a}*
autour du point ;= 0, u;= o et M une quantité positive égale ou su-
périeure au plus grand des modules des diverses valeurs de toutes ces
fonctions dans ce domaine; je dis qu’on peut choisir les constantes .,
a, et B;, de fagon que l'on ait, a la fois,

>M >, pfk%abM (h> k)

’®|“®

£
Pik
avec
)M’ o >£ .>£.
B = k:P’ ﬁz~

En effet, désignons par v la plus petite des quantitéspi et posons
ik

N=X sion prend
N

——l __§ B Nm 1
@r—~p’ @2——9 ﬁm—— o
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on vérifiera les inégalités

2L, ElPiy (>

B:Z o P B (J>17)
(car on peut toujours supposer N > 1). Soit, ensuite, rI'indice de celle
des variables qui peuvent étre principales par rapport a I'une quel-
conque des fonctions u; dont 'indice est le plus élevé; £ ne pourra alors
prendre que les valeurs 1, 2, ..., 7. D’autre part, la plus petite valeur
que puisse acquérir le quotlentf3 est ev1demmentNm .; on satisfera

donc certainement aux inégalités

1 & ﬁs L2
oy - zM h>k),
k=5’ Pik @z an ( > )
en prenant

a2s,  ZEaNm (h> k),
14 %h

ce que 'on réalisera en prenant

Ay ™= Upya—. .. =p— —>

i Nm a o N2m « Nrm
I —— g == ) cecy e ——
1 > r—1 p 1 P)

Enfin, le plus petit des quotients B, £ étant égal 3 N'" —n—7> €N prenant
i3 :MNm.—i’
on vérifiera les inégalités
%:pt ZM.

Les constantes w, «, et §; étant ainsi choisies, on voit alors immé-
diatement qu’un terme quelconque dans une des équations (2) a pour
coefficient une fonction majorante, au point ;= o, u;= o, pour le
coefficient du terme correspondant dans I’équation correspondante du
systeme (2).

De Ia on conclut immédiatement que les développements des in-
tégrales ¢,, ¢, ..., ¢, du systeme (2') ont des coefficients positifs et
qu’un coefficient quelconque de y; est une quantité positive supérieure
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ou égale au module du coefficient correspondant calculé pour le déve-
loppement de I'intégrale u; du systeme (2). En effet, les dérivées para-
métriques de ¢; sont supérieures aux dérivées paramétriques correspon-
dantes calculées pour u; (pour x; = o), carles premieres sont positives
et les secondes sont nulles. Désignons par ¢} ce que devient ¢; quand on
y annule toutes les variables principales par rapport 4 ;. Il existe un
systeme d’intégrales ¢,, ..., ¢,, du systeme (2') telles que, lorsqu’on
annule les variables principales, elles se réduisent respectivement a
¢}, ..., vy, et, en faisant un raisonnement identique au raisonnement
fait précédemment, on montrerait qu’'il n’existe qu’un seul systeme
satisfaisant 4 ces conditions, et que les coefficients des développements
sont fournis par les équations (2”) jointes aux conditions initiales (*).
Les dérivées principales des fonctions ¢,, ..., v, pourront donc étre
calculées au moyen des dérivées paramétriques, de la méme fagon que
nous I'avons fait pour u,, .. ., u,, dansle systeme (2); et ’on voit que
I'expression d’une dérivée principale dev,, pourz, =2, —=...=x,=o0
se déduit de 'expression de la dérivée correspondante de ; en y rem-
placant les. dérivées des fonctions «,, ..., u, par les dérivées corres-
pondantes de ¢,, ..., ¢, et les coefficients par des quantités positives,
supérieures ou égales a leurs modules. Une dérivée quelconque de ¢;
est donc une quantité positive supérieure ou égale au module de la dé-
rivée correspondante de u;, calculée pour o, = o.

Les développements des fonctions ¢,, ..., ¢, étant convergents, il
en est donc de méme des développements calculés pour «,, ..., u,.

13. Corollaire. — Le systeme d’intégrales holomorphes dont Vexis-
tence est démontrée par le théoreme VII est le systeme d’intégrales
holomorphes le plus genéral qui vérifie le systeme canonique, comple-
tement intégrable (2).

En effet, soit ), «, ..., «, un systeme quelconque d’intégrales du
systeme (2) holomorphes au voisinage du point x, = 29, ..., x,= 2°.
Soit ¢; ce que devient u; lorsque ’on remplace dans cette fonction les

(') Remarquons que le systéme (2’) n’est pas nécessairement complétement intégrable.
Mais ici cette condition n’est pas nécessaire, puisque nous savons d’avance qu'il existe au
moing un systéme d’intégrales oy, ..., ¢, satisfaisant aux conditions initiales.
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variables principales pour u; par les valeurs initiales : le théoreme VII
nous apprend qu’il existe un systeme d’intégrales du systeme (2),
holomorphes au voisinage du point 2, = «x}, et un seul tel que u; se
réduise & ¢; lorsqu’on y remplace les variables principales par leurs
valeursinitiales. Ce systeme est donc, nécessairement, le systeme «,,
Uy ooy U,

Il pourra arriver qu'un méme systeme linéaire d’équations aux déri-
vées partielles du premier ordre puisse étre mis de plusieurs manierés
sous forme canonique complétement intégrable.

A chacune de ces manieres correspond, au moyen du théoréme VII,
une forme du systeme le plus général d’intégrales, mais ces diverses
formes ne sont pas distinctes.

Ainsi, considérons, par exemple, le systeme

g{;:v—i-ﬂg—l;,
(A) ‘ ‘

('v "—u+H—d~1,

-0y Jdx

ou H désigne une constante non nulle. 1l est susceptible des deux
formes canoniques, completement intégrables, suivantes :

(g_:j: V—i—H%f:
(B) < Y
do w10
(d(v '_~H+de
et
g%__féiﬂ
© (d)' H Hor
,Q* u—i—H-dﬁ-
\dy_ 0

La forme (B) montre que le systeme admet un systeme d’intégrales
tel que, pour o = x,, u et ¢ se réduisent respectivement a deux fonc-
tions données 4 'avance de y, 9,(¥), @,(y). La forme (C) nous ap-
prend qu’on peut trouver deux intégrales u et ¢ qui, pour y = y,, se
réduisent & deux fonctions arbitraires de «, ,(x), $,(«). Envertu de
notre corollaire, on pourra toujours déterminer les fonctions ¢, et g,
de facon que le systeme d’intégrales correspondant i la forme (B)

B. 6
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coincide avec tel systeme holomorphe que 1'on voudra correspondant
a la forme (C) et réciproquement.

14. Ce qui précede nous prouve donc que, étant donné un systeme
linéaire canonique completement intégrable, pour que ce systeme ad-
mette un systeme d’intégrales régulieres satisfaisant a des conditions
initiales données, il faut et il suffit qu’on puisse déterminer les fonc-
tions arbitraires ¢,, 9,, ..., 9,, que contient I'intégrale générale définie
par le théoreme VII, de fagon a vérifier ces conditions.

Considérons, par exemple, le systeme (A) du n° 13. Rien ne prouve
qu’il existe un systeme d’intégrales u et v de ce systeme et tel que,
pour @ = x,, u se réduise a une fonction donnée de y, ¢(y), et, pour
Y =Y ¢ se réduise a $(a). M. Méray (*) a, effectivement, montré
que, si HZ1, 1l existe un systeme d’intégrales satisfaisant 4 ces condi-
tions, mais que, si H >1, il n’en existe pas.

On peut, cependant, donner un énoncé un peu plus général du théo-
reme VII, de la facon suivante :

Supposons que les varwables x,. ,, x,.,, ..., z, soient paramétriques par
rapport a TOVTES les fonctions u,, u,, ..., u,,. Soient alors

671(1‘,.4,_., --*,xn); sty ml'(xl’+l’ -'-’*:vu)

r fonctions des seules variables «,.,, ..., x, holomorphes au voisinage
du point x;,,, ..., x, ainsi que leurs deérivées partielles du premier ordre.
Le systéme (2) admet un systéme d’intégrales u,, u,, ..., u,, régulieres
au voisinage du point &3, ..., x, et telles que u; se réduise a une fonction
donnée a Uavance ¢; des variables paramétriques pour u;, lorsqu’on y
remplace ses variables principales a;, respectivement par les fonctions ;.

Ce cas se ramene immédiatement au cas du théoreme VII, en faisant
le changement de variables

— ! —— ! . —_— U ——— !
2= X} + &y, vy T X, + By Xppy == Zpy s cavs X=X,

(1) Poir MEnay, Comptes rendus de I’ dcadémie des Sciences, t. CVI, p. 648, et MERAY
et Riquigr, loc. cit.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



SUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES. 43

15. Un cas particulier trés intéressant des systemes canoniques est
le suivant : Considérons le systeme

du, du, duy,
B;l - L!’1,1’ LRI ] (’):c—l -— '\Pl,m dl’r+1 — %,:-H,
(/ Ius - '\!12;1’ v (El: = q/z,r-, '(Z"? — % Pt
H I 0y dx, 0Z,s4 ’
.......... , , [ ey
du, du,, du,
! 0‘1_1 —_ q"m,h L ] 5}] — '\Pnz,h -d:Z:,::[ — \Pp, Pty

dans lequel les variables x,, x,, ..., @, sont principales pour toutes
les fonctions «,, ..., u,: les variables «,,,, «..,, ..., x, sont para-
metrigues pour toules ces fonctions, et la variable x,., est principale
pour u,, u,, ..., u, et paramétrique pour u,.,, ..., %y. Si un tel
systeme est completement intégrable, il admet, en vertu du théo-
reme VI, un systeme d’intégralesu,, u,, ..., u, tel que, pour z, = a9,
Xy =Xy ooy Xy =&y, Tpyy =X}, Uy, Uy, ..., U, se réduisent a
p fonctions arbitraires ¢,, ¢,, ..., ¢, des variables x,.,, ..., ,,
et, pour @, == &), ..., T =4a), Uy (s Upyy, .., Uy, se réduisent a
(m — p) fonctions arbitraires 9,.,, Pprs, -+ P des variables «,,,,
Zypg, - ..» T, Faisons alors le changement de variables suivant

— 0 r.— 1 , —— 0
1‘1—-1‘1+y1, Ly— Ty _’_,1,1_)2’ R Xy xz-+y1yl"

" p— ¢ — 0
1l'+1 — 'x'r+1 _!_,YI'—H’ ey 'ru b J"n -+ ,,V/z»

le svsteme se transformera en

Ou, Jdu, du,
dy — X ’ :)7 = X1 ()), . == X1, r+t
1 » .
du, du, duy
(5 Wi PERE s v, A2,rs oex X2,r+15
dun dum dll.
it LRI rall ZE N b SRSt

etle nouveau systeme (5) admet un systeme d'intégrales u, u,, ..., u,
correspondant au systeme d’intégrales u,, u,, ..., u, de (4), tel que,

’

pour y,=o, u,, u,, ..., u, se réduisent & &, ®,, . ., @, et, pour

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



i !l C. BOURLET.

Yi=0, Yryy=0, U, ..., U, seréduisenta®,., ..., ¢, et cela,
quelles que sovent les valeurs attribuées @ y,, ¥4, ..., ¥, pourvu qu’elles
soient finies (®,, @,, ..., ®,, D,., ..., ®, désignent ce que de-
viennent les fonctions ©,, 95, .-y 9p» Dpias -+ +» P» quand on y fait le
changement de variables). Or, si I’on considere le systeme

du, du,
( D:}’T == 711 E:; = A1, r+10
(6) e s e ,
’ AU,y du,
dj/i = Ami1y m = Ap,r+1»

ou 'on considere y,, y;, ..., y, comme des parameétres, ce systeme
admet un systeme d'intégrales régulier et un seul tel que, pour y, = o,
Veer =0, U, ..., u, se réduisent a ®,, ..., ®,, et, pour y,=o,
Up,y, - - U, se réduisent & ®,,,, ..., O, : c’est donc, nécessaire-
ment, le systeme u,, u,, ..., u,.

L’intégration du systeme (4) estdonc ramenée a l'intégration du
systeme plus simple (6).

Dans le cas ol p =m, on a les systemes de M. J. Konig ('), dont
Pintégration se ramene donc 4 un systeme de m équations, c’est-a-dire
un systeme de la forme de ceux de M®=¢ de Kowalewski, ot le nombre
des équations est égal au nombre des fonctions inconnues.

16. Il est naturel de chercher alors s’il ne serait pas possible, dans
tous les cas, de trouver un changement de variables tel qu'on puisse
transformer un systeme quelconque linéaire en un autre systeme qui
soit susceptible de prendre la forme canonique (4).

Nous montrerons d’abord qu’il suffit d’essayer un changement de
variables linéaires. Soit, en effet,

du; .
SN 177

ory

un systeme linéaire d’équations aux dérivées partielles du premier

(1) 1. Koxie. Mathematische Annalen, 1. 23, p. 520.
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ordre. On peut toujours supposer que ¢ ne contient pas explicite-
ment les variables indépendantes z,, x,, ..., x,, car, §'il n’en était
pas alnsi, il suffirait d’introduire » fonctions nouvelles ¢, ¢,, ..., ¢,,
et de considérer le systeme

()Lt,'_ )
o ‘ﬁ;—(%k%
7 4
at, . e B
(dxk (h7é/‘)9 a;k"'l (hl“—l9 ,...,Il),

olt (P) désigne ce que devient Y, quand on y remplace respective-
mentx,, x,, ..., &, parit,, iy, ..., L, Lesysteme (7')est évidemment
équivalent au systeme (7), pourvu qu’on prenne la valeur initiale de ¢,
égale a la valeur initiale de x,.

Supposons donc que le systeme (7) ne contienne pas explicitement
x,, Ty, ..., x, et faisons un changement de variables lincaires

[ i aley+ala,+ ..+ alx,,

Ye=alxy -t oaixe+ ...+ oL Ty,

(8)
\ Y=ol +afa,—- ... o
Pour effectuer ce changement, il suffira de remplacer, dans les

équations (7), d par

du; du, . Ol
al -+ R -
dyﬂ) dyn

et 'on obtiendra aussi un nouveau systeme linéaire (L) dans lequel
les coefficients des dérivées sont des fonctions linéaires des quanti-
tés o,. S'il est impossible de résoudre le systeme (L) par rapport a
du, 5)_(1_7 du,,
dy, dy,’ " dy,
dérivées dans m quelconques des équations du systeme (L) est identi-
quement nul, quelles que sotent les valeurs des quantites o). D’ailleurs,
il est clair que, si cette résolution est impossible pour %‘7‘, ey ‘j;)"”
1 1

7, ¢ar rien ne dmtmgue Jusqu iel Y

» c’est que le déterminant des coefficients de ces m

elle le sera aussi pour %, .- d
> s ¢ i T

et v;. Imaginons, maintenant, qu’on fasse un changement de variables
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quelconque
_7’1:'671(‘”1,---,1%); LI yn:wn(xh"ﬂxn)'

Cela revient a remplacer dans le systeme (L) o}, par = 99s o, par suite,

si la résolution est impossible apres avoir fait la tramformatlon (8),
elle le sera aussi apres la transformation (g). Si la résolution du sys-
LS » 3 dui dum
teme (L) par rapport a oy
convenablement choisies .des quantités o), on pourra remplacer le

systeme (L) par ’ensemble du groupe (G,) de m équations résolues

par rapport a g—;‘, = (Z;; » et d’un systeme (L) ne contenant plus de
1 1

est possible, pour des valeurs

dérivées par rapport a y,. Il faudra ensuite chercher & remplacer les
variables y,, ..., y, par de nouvelles variables z,, ..., z,, de facon

que le systeme (L") se transforme en un systeme résoluble par rapport

u du
g LR 5z ot d’aprés ce que nous venons de voir, il suffira de
“2

chercher une formation linéaire; et ainsi de suite. Comme une suite
de transformations linéaires peut étre remplacée par une transforma-
tion linéaire unigue, on en conclut que, sile systeme (7) ne peut pas
étre ramené a la forme (4) par une transformation linéaire, aucune
transformation plus générale ne pourra le faire.

17. 1l est maintenant aisé de montrer qu’il n’est pas toujours pos-
sible de ramener un systeme linéaire quelconque & la forme (4) par
un changement de variables. Il nous suffira, 2 cet effet, de donner
Pexemple suivant, ol cela n’est pas toujours possible.

Considérous le systeme

sa % +b3—;:X’,
(A) )
(a,d_u 0‘; ~Y/
dy dy

ol @, b, d, b’ sont des constantes, X’ la dérivée d’une fonction de x
et Y' la dérivée d’une fonction de y. Effectuons le changement

(B) ( #'=az + By,
P y'e= 2o+ 5y
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ona
d
e B
6 Idu 4+ B'a ,dll ﬁb’ +@'b/-3,— —(Y/)9

(X"), (Y') désignant ce que deviennent X" et Y’ par la transformation.

Le déterminant des coefficients de 9% d L et ;‘, est égal a
a b
P a b l

Donc, si ab’ — ba’ est difiérent de zéro, on pourra résoudre par rap-
. OQu dy . . , S ., ..
port a 3z et 95'; mais, si ab’ — ba’ était egal a zero, ce serait impos-
sible.

7 [N
10 ab' — ba' 3£ o;

on pourra alors ramener le systeme (A) a la forme

‘du du L 9y
‘ \ g =4 B gy 07’
() N B,fg "

(o =ATRe TNy >’

qui est canonique et complétement intégrable.
L’intégrale générale dépendra donc de deux fonctions arbitraires
d’une seule variable.
I est aisé de voir que, dans ce cas, 'intégrale générale est donnée
par
_ X+ 9o(]6 —[Y + ¢ (2)]b

ab' — ba’
_[Y+d(am)]e—[X+ o 7)]“
ab' — ba’

ou { () et ¢(y) sont deux fonctions arbitraires.

2° ab'— ba' = o;

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



48 ¢. BOURLET.
supposons @ o. On pourra alors écrire le systeme (A) sous la forme

ou _X'_ b oc

K

.—(;Jz—a a dx
w o Y ¥ g
oy~ a a dy)

qui est canonique et completement intégrable. On voit que, dans ce
cas, on peut prendre arbitrairement la fonction ¢. Le systeme le plus
général d’intégrales dépend d’une fonction arbitraire de deux variables
ct d’'une constante arbitraire. On voit sans difficulté que, dans ce cas,
'intégrale générale est

Y

A R b
U= @ - a + U+ '(iL.'J(‘LG]'),

S ’*!}(‘ry “}’),
olt § désigne une fonction arbitraire et C une constante arbitraire.

Remarque I. — Dans 'exemple précédent, lorsque ad’ — ba’ = o, on
ne peut pas trouver un changement de variables tel que les nouvelles

equatlons solent resolubles par rapport a oz e W

Ceci nous prouve que le théoreme de M®¢ de Kowalewski ne démontre
pas Uexistence des intégrales dans tous les cas ou, dans le systeme 2
intégrer, le nombre des équations est égal au nombre des fonctions
inconnues. Dans son Mémoire (Journal de Crelle, t. 80, p. 25) M™c de
Kowalewski suppose que cette transformation soit possible en faisant,
d’ailleurs, remarquer qu’elle ne peut assurer que cela soit toujours
possible (*).

Remarque 1I. — 1l semble que, dans le cas de ab’ — ba'= o, on

S . . du gy s
pourrait résoudre le systeme (A) par rapport & 5 el oy et considérer

a comme principale pour u, et y comme principale pour ¢, et qu’on
pourrait démontrer la convergence des développements calculés pour
u et ¢ en prenant, arbitrairement, les valeurs initiales des dérivées

(*) M®* de Kowalewski dit : « So bleibt, allerdings, noch zu untersuchen ob ein
Gleichungssystem, von nichl normaler form, stets... auf ein normales zuriickgefiihrt
werden konne, worauf ich hier nicht eingehen kann ».
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paramétriques. On aurait alors un systeme d’intégrales général dépen-
dant de deux fonctions arbitraires d’une variable. Il n’en est rien,
car il est aisé de se rendre compte que les dérivées simplement prin-

cipales ne seraient pas bien determinées. Si I'on cherche a calculer
9ot 9 | on constate que les deux équations qui les fournissent
ozay oy 0a’ § q qua qui les fourni

a Pu N 9% —Y
dx dy oxdy
, 0'u , 0%

(o]

@ dxdy+ dwdy:

sont identiques, en vertu de la condition ab’ — ba’'= o. L’une de ces
deux dérivées secondes serait donc indéterminée. Ceci nous montre,
une fois de plus, Pintérét qu’il y a a ne considérer que des systemes
canoniques pour lesquels ceci est impossible.

TROISIEME PARTIE.

18. Takorime IX. — L'intégration d’un systéme quelconque d’equa-
tions aux dérivées partielles sumullanées, entre p fonctions z,, z,, ..., z,
et n vartables independantes x,, x,, ..., x,, peut étre ramenée a l'inte-
gration d’un systéme linéaire d’équations aux deripées partielles simulta-
nées du premier ordre.

Désignons respectivement par s,, $,, ..., s, les ordres des dérivées
de 'ordre le plus élevé des fonctions z,, z,, ..., z,, qui figurent dans
les équations du systeme proposé (A). Introduisons comme nouvelles
fonctions inconnues toutes les dérivées des fonctions =,, z., ..., 5,jus-
qu'a l'ordre s, inclusivement, pour z,, s, pour z,, ..., s, pour 5,, et

Q%+t

remplacons, dans les équations, T D

(-

1 \f <
525 P P o Nous au-
.. Ox

rons ainsi des relations

©y=—0, $2— 0, ce sy Qg=—0

B. 7
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entre les quantités = et p. Kerivons, d’abord, les équations suivantes

()Zl' . le .
1y = ph = : I=1,2 ..., p)
(n) oz, Pi,0,...,0,09 ’ dx,l Po 0,001 ( y 2 s P)s
dpélh...vdx--...,z,,

(2) d-l‘ :p&,,...,dﬁ—!,....d,. (OC1+12...+'Otk—|—...+ot,l<5i; i:[,2’---7p)’

k
qui expriment que les guantités p sont les dérivées des fonctions z.
Cela étant, dérivons chacune des relations ¢,= o par rapport a x,,
Xy, ..., X, et écrivons celles de ces équations qui sont algébrique-
ment distinctes entre elles et distinctes des équations (1) et (2). Nous

obtiendrons ainsi un systeme
(3) di—=o, Y2, == 0, Ceey Y=o

d’équations linéaires aux dérivées partielles du premier ordre entre
les fonctions z et p et les variables ;. Je dis que, siI'on sait intégrer
le systeme linéaire du premier ordre (B), formé par les équations (1),
(2) et (3), on saura intégrer le systeme proposé (A). Soit, en effet,
Zy, B35 ... 5p un systeme d’intégrales du systeme (A). On aura, évi-
demment, un systeme d’intégrales du systeme (B) [(1), (2), (3)], en

prenant
Q% FH Oyt Zi

2 — 7. i _ .
g, =1; et Poyntsy. s, — dz% gz Dz
1 2% 0%y

Réciproquement, soit Z;, Py, ., un systeme d’intégrales du sys-
teme (B). Puisque ces fonctions vérifient les équations (1) et (2), on
aura

Pl w0, T

i - Y - "
(4 Bt G Oy Ee. | Oz

Désignons par ®,, ®,, ..., ®, les fonctions de x,, z,, ..., x, quon

obtient en remplacant dans o,, g,, ..., 9, les fonctions z, et py, o, o
respectivement par Z; et P, , . puisque les équations (3) sont véri-
fiées, les dérivées de ces g fonctions par rapport a x,, &,, ..., T, se-
ront nulles : ces fonctions sont donc constantes. Si done on choisit les
valeurs initiales des intégrales du systeme (B) de facon que, pour ces
valeurs initiales, les fonections @15 Pas ---, P, soient nulles, les fonc-
tions ®,, @,, ..., ®, seront identiguement nulles et exprimeront, par
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suite, & cause des relations (4), que Z,, Z,, ..., Z, sont des intégrales
du systeme (A).

On en conclut qu’on obtiendra toutes les intégrales du systeme (A)
en déterminant toutes les intégrales du systeme (B), dont les valeurs
initiales vérifient les relations 9, = o.

Remarque 1. — On peut, d’une infinité de manieres, ramener ainsi
I'intégration d’un systeme (A)a celle d’un systeme linéaire du premier
ordre. Car on peut former une infinité de systemes équivalents au sys-
teme (A), en adjoignant a ce systeme un certain nombre des équations
qu'on peut déduire des équations de ce systeme en les dérivant par
rapport a x,, &, ..., x,. A chacun de ces systemes correspond un sys-
teme linéaire du premier ordre.

Remarque 1I. — Le systeme linéaire (B) n’est pas équivalent au
systeme (A); il est plus général quele systeme (A). Dans la pratique,
on pourra fréquemment trouver un systeme linéaire équivalent au sys-
teme (A). Ainsi, par exemple, considérons I'équation suivante :

ro_de
dy*  dx
. do
Prenons comme nouvelle fonction inconnue u, @, et nous aurons le

systéme canonique suivant, équivalent & I'équation proposée

d?*u
dy —
du _ 99
dy  ox

19. Considérons, maintenant, un systeme quelconque (A) d’équa-
tions aux dérivées partielles simultanées. Si I'intégrale générale de
ce systeme dépend d’un nombre fini de constantes arbitraires (ce que
nous savons reconnaitre), nous serons renseignés par les conclusions
de la premiere Partie.

S’il n’en est pas ainsi, nous rameénerons I'intégration de ce systeme
a celle d’un systeme linéaire du premier ordre. Si 'un des systemes
linéaires auxquels on ramene I'intégration du systeme (A ) est comple-
tement intégrable, ou peut étre rendu complétement intégrable par une
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transformation convenablement choisie, nous connaitrons encore le
systeme le plus général d’intégrales, mais, si aucun de ces systemes
n’est completement intégrable, nous ne pouvons plus préciser le degré
de généralité dusysteme d’intégrales le plus général; on pourra cepen-
dant montrer la convergence des développements calculés pour des
intégrales. ‘

20. Soit en effet

(3) Ius — quk

dxk -

un systeme canonique linéaire d’équations aux dérivées partielles du
premier ordre, non completement intégrable, mais dont le systeme le
plus général d’intégrales dépend d’un nombre infini de constantes ar-
bitraires. Adjoignons a ce systeme toutes les équations en nombre
infini que I'on peut former en dérivant les équations de ce systeme un
nombre quelconque de fois par rapport i certaines des variables z,,
%3, ..., ®,. Nous formerons ainsi un systeme (S) d’équations, en
nombre infini (voir théoreme V de la premiere Partie), qui permettront
d’exprimer certaines dérivées, que nous appellerons derivées de la
premicere catégorie en fonction des autres, appelées dérivées de la se-
conde catégorie. Le systeme (6) étant canonique, on pourra faire cetie
résolution de telle fagon que toutes les dérivées de la seconde catégorie
solent paramétriques, et que toutes les dérivées principales appar-
tiennent & la premiere catégorie. D’ailleurs, comme le systeme (5)
n’est pas completement intégrable, un certain nombre de dérivées para-
métriques appartiendront a la premiere catégorie et seront ainsi
exprimées en fonction des autres.

Désignons par (E) 'ensemble de ces relations entre les dérivées
paramétriques.

Reprenons, maintenant, la démonstration du théoreme VII.

Au lieu de prendre arbitrairement les fonctions @,, ¢, ...., 9,, nous
les choisirons de telle fagcon que, tout en restant holomorphes, leurs
valeurs initiales et celles de leurs dérivées, c’est-a-dire les coefficients
de leurs développements, vérifient les relations ( E). En d’autres termes,
nous prendrons arbitrairement toutes les valeurs initiales des dérivées
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de la seconde catégorie, dont le nombre est infini, et nous prendrons
pour les valeurs initiales des dérivées paramétriques, appartenant & la
premiere catégorie, les valeurs fournies par les relations (E). Avec ces
conditions, les valeurs initiales des dérivées principales seront bien
déterminées et fournies par le systeme (S). On voit alors, comme pré-
cédemment, que, s’1l existe un systeme dont les dérivées de la seconde
catégorie ont des valeurs initiales données, il en existe un seul; que, si
les développements calculés pour les intégrales sont convergents, ils
vérifieront les équations du systeme (S), et enfin que les développe-
ments sont convergents, car la démonstration de la convergence (théo-
reme VII) ne s’appuie que sur le seul fait que le systeme proposé est
canonique.

Nous en concluons donc que, dans tous les cas, les développements
calculés pour les intégrales d’un systeme linéaire canonique du premier
ordre, o 'on prend arbitrairement les valeurs initiales des dérivées de
la seconde catégorie, sont convergents. Par conséquent, étant donné
un systeme quelconque d’équations aux dérivées partielles simultanées,
les développements calculés pour les intégrales au moyen des équations
de ce systeme sont toujours, en choisissant convenablement celles des
derivees dont on prend arbitrairement les valeurs initiales, convergents.

21. Considérons, par exemple, I’équation

2 ¢

9 _ de,
(A) dyz - ox

Nous avons vu qu’elle est équivalente au systeme

'd‘P_u
B v
(B) )du de

|5 = o

gui est canonique et completement intégrable. Ce systeme (B) admet
comme systeme d’intégrales le plus général un systeme d’intégrales
et u qui, pour y = y,, se réduisent respectivement 2 deux fonctions
données & ’avance de la variable x, ®(x), U(x).

L’intégrale générale de I’équation (A) est donc une fonction 9 telle
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do Ly . - s .
que, poury =y,, et a9y S¢ réduisent respectivement a deux fonctions

données a I'avance, ®(z) et U(x). 1l ne nous est pas permis d’affirmer

autre chose. Ainsi, nous ne savons pas s’il existe, par exemple, une

intégrale de cette équation qui, pour x = o, se réduit & une fonction

donnée a I'avance de y. M™¢ de Kowalewski, 4 qui nous empruntons

cet exemple, a effectivement montré que ’équation (A) n’admet pas
I

= (-

Il pourrait arriver qu’a un méme systeme (A) correspondent plu-
sieurs systemes linéaires completement intégrables; a chacun de ces
systemes correspondra une forme du systeme général d’intégrales,
mais toutes les formes ne seront évidemment pas distincts.

Ainsi Péquation (A) est aussi équivalente au systeme canonique
completement intégrable suivant

d’intégrale qui, pour x = o, se réduise a-

do do _
5—_11, b()—(L-'__&’
dv du

(€) Iy = oz’
du __ 99
dy — oz’

auquel correspond la forme suivante de I'intégrale générale de (A) :
'intégrale ¢ est telle que, pour = x,, y =y,, 9 prenne une valeur
d9
9y
fonctions données a I'avance de x, V() et U(x). Cette forme ne doit
évidemment pas fournir d’autres intégrales que celles qui sont fournies
par la premiere.

. Tk Ly . .
donnée ¢, et, pour y = y,, (—,—‘; et —Tseréduisent respectivement A deux

22. Application (*). — Considérons le systeme d’équations aux déri-

(1) Soruie bE KowaLEWSKI (Joc. cit.). Poir aussi, au sujet de cet exemple, G. DaRBoUX,
Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. CVI, p. 651.

(%) Voir au sujet de cette application : P. AppELL, Sur les séries hypergéometriques de
deux wvariables et sur des équations différenticlles linéaires aux dérivées partielles
( Comptes rendus de I’ dcadémie des Sciences, t. XC, p. 296).
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vées partielles simultanées suivant

‘ Pz 0z u dz 9z ¢ az
(A) @_a'dxdy+ 2%4_“30_}/ @5
0’z 023 0z dz

|9y = tigggy +brgg T hagy b

entre la fonction z et les variables x et y, et oli les @ et b désignent des
fonctions des seules variables x et y.
Dérivons ces équations par rapport a « et v. Nous aurons

0%z 0%z da, )2z
oz Mooy <ax+”““'+“3 )dx0y+
Pz — Pz <0a1—l—a +a b)-gz—z——i—
(B) | 0x* dy 'dccdy dy ~* 7)oz oy
2z 0%z ab, %z
dz dy* ldxidy:<d7+b2ai+b3 >dxdy+
033 Pz 26, 023
@s b'dyldx (dy+b —t—bgb)d dy+

1° Si (a,b, — 1) est différent de o, on pourra résoudre les quatre
Pz Pz Pz Ps
0x*’ dx* dy’ oz dy? dy‘
rale du systeme (A) dépendra d’un nombre fini de constantes arbi-
traires dont le nombre sera, au plus, égal a 4. Car, a cause des équa-
tions (A), on pourra, au plus, prendre arbitrairement les valeurs
initiales de =z, %;, 3—; et B%%

2° Si a,b, — 1 =0 identiquement, cette résolution ne sera plus
possible; on pourra éliminer les dérivées du troisieme ordre entre la

seconde et la troisieme des équations (B), et I’on obtiendra I'équation

équations (B) par rapport a > et'intégrale géné-

da db \ 0%z
(€) OZ(T);I +a2+a3b‘+a‘0_xl +b2a5+b3a‘>ﬁ();{/ 4

a. Si le coefficient de 0 d}/ est différent de o, on pourra résoudre

a

d*z
Péquation (C) par rapport a Swdv dy et, par suite, exprimer toutes les

valeurs des dérivées secondes en fonction de z et des dérivées pre-
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miéres. Le systeme admettra alors, comme systeme le plus général
d’intégrales, un systeme dépendant, au plus, de trois constantes arbi-
traires; car on pourra prendre arbitrairement, au plus, les valeurs

o e e a5 Jdsz
initiales de z, oz o oy

b. Si le coefficient de Tg’— est identiquement nul dans I'équa-
tion (C) et que cette équation ne soit pas vérifiée identiquement, elle

fournit une relation linéaire entre z, p = g—; et ¢ = 3—; Si les coef-

ficients de p et ¢ sont aussi nuls, c’est que le systeme (A) admet la
seule intégrale évidente z = o.

Si I'un des coefficients de p ou de ¢ est différent de o, celui de ¢ par
exemple, on pourra tirer de (C) la valeur de ¢ en fonction de p et de =z,

g=oap—+ Bz,

et 'on pourra écrire les équations (A) sous la forme

a )
£2a10—§+azp+asap+(aaﬁ+au)z
dp da ap
-+ P —i— (ap+Pz)+ —=
1)
:b,—f/~-(b9+b3a)p+(b3ﬁ+b5),
dz __ dz _ Bz
dx—])’ B;—ap“*—l»-

Si a — b, est différent de o, on pourra résoudre les équations (A’)
dz dz ap dp
9z’ 9y’ 9z oy
plus, de deux constantes arbitraires.

Si @ — b, = o, sans que les coefficients de z et p soient identique-
ment nuls dans la seconde équation (A’), le systeme admettra soit la
seule intégrale z = o, soit une intégrale dépendant d’une constante
arbitraire.

par rapport a > et I'intégrale générale dépendra, au

Enfin, si les coefficients de %’;, petsz, dans la seconde équation (A”),
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sont identiquement nuls, le systéme (A’) se réduira au systéme com-
pletement intégrable

9z

'd_x"—“P:

dz . ~

'd—jl _otpj— ;30,

% :a’gy 4+ (ay+ aza) p -+ (as + a,) 5,

et le systeme (A) aura une intégrale générale dépendant d'une con-
stante arbitraire et d’une fonction arbitraire de y.

3° Supposons que les coefficients de ——— ;’ 3} 9= et z, dans I’équa-

tion (C), soient identiquement nuls. ()n aura alors, a la fois, les cing
conditions suivantes :

ab—1=o,

%jj’ +a2+a3b1+a,%%‘ + bya% + bya;—o,
(D) %?*aabz-‘—a; ;b +ayayby+ a b, = o,
%+a3b3+ak+a13b + a,a3by,—o0,
‘-. (g;' + a; b, + ai% + a;a,b,=o.

Remarquons immédiatement que ces conditions ne sont pas incom-
patibles. En effet, si, dans les quatre derniéres équations, on remplace

b, par —; on obtient quatre équations aux dérivées partielles du pre-
ay

da, day das 0a,
dy’ dy’ dy’ ay
théoreme de M de Kowalewski, ou encore en vertu de ce qui pré-
cede, admettront un systeme d’intégrales, quels que soient b,, b,, b,,
dépendant de quatre fonctions arbitraires de y.

Supposons donc les relations (D) vérifiées; prenons comme nou-

. . ik dz
velles fonctions inconnues = = p et == o =1 Lesysteme (A) sera équi-

B. 8
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valent au systéme canonique suivant

dz dz

E};:q, —a—;:p.
/) 7] a
0—;:5%, £:a1(§%+“2p+a39+a‘z’

d 9J

%{ = b‘a—;’c + byp + b3q + bz,
qui, & cause des relations (D), est completement intégrable. L’inté-
grale générale du systeme (A) dépendra donc, dans ce cas, de deux
constantes arbitraires et d’une fonetion arbitraire de y. D’une maniere

plus précise, on pourra trouver une intégrale s du systeme (A) telle

0z Sy . .
que, pour & = &,, Yy = Y,, s et Jn 5 réduisent respectivement a deux

, 0z sy \
constantes données z, et p, et que, pour y =y,, Jy se réduise 4 une
fonction arbitraire donnée de x.
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NOTE.

Dans V'Introduction de ce travail j’ai indiqué, trés sommairement,
les travaux qui ont été faits sur 'existence des intégrales des systemes
d’équations aux dérivées partielles. Je vais, dans cette Note, indiquer,
a grands traits, la marche suivie par les auteurs qui m’ont précédé.
Cauchy est le premier qui s’occupa de I'existence des intégrales dans
les équations différentielles et aux dérivées partielles ou qui, du
moins, donna une démonstration rigoureuse de cette existence en pré-
cisant ce qu’il fallait entendre par intégrale géncrale.

1l donna, d’abord, dans ses lecons a 'Ecole Polytechnique et dans
un Mémoire lithographié de 1835, deux démonstrations pour I'existence
des intégrales générales dans les équations différentielles.

La premiére méthode de démonstration qu’il emploie, dite des qua-
dratures, est, pour ainsi dire, une méthode d’approximations succes-
sives et repose sur le principe suivant : solent

d
a%:f(x’y)

une équation différentielle ; L une ligne qui joint, dans le plan, les
points x, et X. Marquons sur la ligne L des points intermédiaires x,,
Ly, -..s Tm- Pour trouver I'intégrale qui, pour x = x,, se réduit a y,,
déterminons une suite de valeursy,, v,, ..., ¥,., Y’ par les relations

Yy —Yo=JS(®0, o) (21— &),
y,k+1 - .},’lc:f(xk’ y’k) (xk—H — (L’].-),
Y b—y'm:f(wmy.y’m)(x —x”’)'
Y’ sera une valeur approchée de la valeur de 'intégrale cherchée, pour

x =X, et quand on augmente indéfiniment le moindre des points
intermédiaires, de facon que la distance de deux points consécutifs
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tende vers zéro, Y’ tend vers une limite Y qui est intégrale de-
mandée.

Cette méthode a été reprise et exposée didactiquement, en 1837,
par Coriolis ('), puis, plus tard, par M. Lipschitz, en 1868 (*), mais,
jusqu’ici, elle n’avait pas paru susceptible d’une généralisation pour
les équations aux dérivées partielles.

Tout récemment, M. E. Picard (*), dans plusieurs Mémoires remar-
quables, a montré qu’elle pouvait étre d’une application tres féconde
aux équations aux dérivées partielles du second ordre linéaires.

La seconde méthode de Cauchy repose essentiellemeut sur un arti-
fice imaginé par Cauchy lui-méme, et qu’il a nommé Caleul des
limites (*). En 1842, Cauchy (°) montra comment 'application de
cette méthode aux équations aux dérivées partielles prouve Pexistence
des intégrales dans ces équations, et, depuis, Zous les auteurs qui se
sont occupés de cette question ont suivi cette méthode. C’est d’ailleurs
aussi celle que j’ai suivie dans le présent travail.

Voici, brievement, une analyse des beaux Mémoires, malheureuse-
ment trop peu connus, de Cauchy (°). Soit f(x,, z,, ..., 2,) une fonc-
tion holomorphe, ainsi que ses dérivées au voisinage du point x?,

(1) Corrons, Sur le degré d’approximation qu’on obtient pour les valeurs numeriques
d’une variable qui satisfait d une équation différentielle, en employant pour calculer ces
valeurs diverses équations aux différences plus ou moins approchces (Journal de Liou-
ville, t. I, p. 230; 1837).

(%) Liescuirz, Sur la possibilité d'intégrer complétement un systéme donné d’équations
dufférentielles ( Bulletin des Sciences mathematiques et astronomiques, t. X, p. 149; 1876,
et Annali di Matematica, 2° série, t. 11, p. 228).

(3) E. Picarp, Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. CX, p. 61; Journal de
Mathématiques pures et appliquees, 4° série, t. VI, p. 145; 1890 ; Journal de I’ Ecole Po-
Yytechnique, Cahier LX; 189o0.

(*) Zoir, pour lapplication de cette méthode aux équations différenticiles : WEIER-
sTrass, Uebzr dic Theorie der analytischen Fuacultiten (Journal de Crelle, t. M, p- 43);
Brior et Bovquer, Théorie des fonctions doublement périodiques, p. 49.

(%) Caveny, Comptes rendus de I’ dcadémie des Sciences, t. XIV, p. 1020 t. XV, p. 44,
85 et 131; t. XVI, p. 572.

(%) Dans cette analyse, pour ne pas fatiguer le lecteur, je n’ai pas conservé les nota-
tions de Cauchy, et jai pris celles dont je me suis servi dans mon iravail. Cauchy dési-
gnait les variables indépendantes par z, y, z, ..., ¢, les fonctions inconnues par w, ®y, ...,

et il résolvait loujours les équations par rapport aux dérivées, par rapport a la variable ¢
qu’il appelait le temps.
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0 0 : \
&y, - .., x, dans des domaines de rayons p,, p,, ..., p,; on a, d’aprés

le calcul des limites,

d“r"“z"‘"-*‘“nf(x,, Loy v v ey x”) M

-,
0z 0xy. .. 0x% (ex=xY) $p%e. . . p%m

ou ’on a posé
N = (o!) (etal). .. (2, 1),

et oi M désigne le module de la plus grande valeur que peut acquérir
S(z,, ..., x,) quand les variables varient dans leurs domaines respec-
tifs de régularité. Cauchy en conclut d’abord que, si I'on consideére la
fonction

on aura

(C) %0+, gy —N u

dx%‘ dx%’. . .dw?;" (-— .Z‘l)“i (—— J,‘z)mz, Co(— xn)&:

et, par suite, que, si dans le second membre de la formule (C) on
remplace u par M et x,, ,, ..., x, respectivement par — p,, — P, .- -,
— pPa» on retrouve la limite supérieure de

T A CT R A L
dx%. . .0z

[ Ceci, au fond, revient 2 déterminer une fonction majorante pour
S(x, 2y, ..., 2,) (voir II° Partie, théoreme VIII).]

La marche générale de la démonstration est alors tracée immédiate-
ment. D’abord, tout systeme d’équations aux dérivées partielles peut,
en introduisant de nouvelles fonctions, se ramener a2 un systeme d’é-
quations linéaires et du premier ordre. Cauchy ne considere alors que
des systemes linéaires oi le nombre des équations est égal au nombre
des fonctions inconnues et qui sont résolus par rapportaux dérivées des
fonctions inconnues par rapport & une méme variable x, (*). Pour

(1) Dans ses Mémoires, Cauchy ne parait pas considérer qu’il y ait lieu de s’'occuper
d’autres systémes que de ceux-ci; il regarde les équations aux dérivées partielles comme
provenant de la Physique mathématique, et alors la solution doit étre déterminée si I'on
se donne les conditions initiales & 'origine du temps.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



62 C. BOURLET.

prouver qu’il existe des intégrales u,, ..., u, qui, pour x, = x|, se
réduisenta des fonctions données ¢,, . ., ¢ndex,, ..., x,, 1l remarque
d’abord qu’en remplacantu,, ..., u,, respectivement, paru, -+ 9,, ...,
Uy + 9., tout revient & montrer qu’il existe des intégrales qui se ré-
duisent a des constantes données pour x, = ;.

A cet effet, il montre que les coefficients des développements des in-
tégrales sont fournies par les équations elles-mémes, jointes aux con-
ditions initiales. I ne reste donc qu'a montrer la convergence des
développements ainsi calculés qui, alors, vérifieront évidemment les
équations. Cauchy fait, d’abord, la démonstration pour une seule
équation linéaire du premier ordre : il remplace les coefficients de
cette équation par des fonctions majorantes et obtient une nouvelle
équation auxiliaire qui admet une intégrale holomorphe qu’il calcule
par la méthode des caractéristiques dont il est ’auteur. Cette intégrale
ayant des coefficients positifs et supérieurs aux modules des coeffi-
cients correspondaunts des développements précédents, il en conclut
que les développements sont convergents.

La marche est ensuite la méme pour un systeme de m équations
contenant m fonctions inconnues. Il forme un systeme d’équations
auxiliaires, respectivement majorantes pour les équations du systeme
proposé, et ramene la recherche des intégrales de ce systeme i celle
de l'intégrale d’une seule équation, analogue i I’équation auxiliaire
précédente.

On voit, d’apreés cette courte analyse, que la question avait été déja
trés avancée par Cauchy. En réalité, les Mémoires de M. Darboux et
de M™¢ de Kowalewski n’ont ajouté que peu de chose aux résultats
de Cauchy. Ces deux géometres ont eu, surtout, le grand mérite de
préciser ces résultats et de simplifier les démonstrations.

La démonstration qu’a donnée M. Darboux, sans connaitre celle de
Cauchy, est assez voisine de cette derniere, quoiqu’elle ne nécessite
pas le passage aux équations linéaires, parce que M. Darboux a em-
ployé a peu pres la méme fonction majorante que Cauchy.

M=c de Kowalewski rameéne, de méme que l'illustre géometre, I’in-
tégration d’un systeme quelconque 4 celle d’un systeme linéaire, mais
elle a considérablement simplifié la démonstration, en remplacant la
fonction majorante de Cauchy par une fonction plus simple, indiquée
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SUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES. 63

par M. Weierstrass (*). La fonction

M

Tyt Ty — X — Ty — ... — )

P

1

est, en effet, majorante pour /(x,, ©,, ...,x,) au pointx}, x5, ..., x,,
e désignant la plus petite des quantités g, ps, ..., p,-
Je ne parlerai plus du Mémoire récent de MM. Méray et Riquier,

car j'ai eu maintes fois Poccasion de le citer dans le cours de ce
travail.

(1) Poir, au sujet de ces fonetions majorantes, le début du beau Mémoire de M. H. Poin-
caré Sur le probléme des trois corps, publié dans les Acta mathematica, t. XIIL
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SECONDE THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Développement des fonctions en séries trigonométriques.
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