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T H Č S E D ' A N A L Y S E . 

INTRODUCTION. 

Clebsch a fait voir que les coordonnées des points d'une courbe de genre 

un s'expriment en fonction rationnelle d'un paramètre et d'un radical por-

tant sur un polynôme du quatr ième degré de ce paramèt re ; ou encore, 

n étant le degré de la courbe, x ai y les coordonnées d'un de ses points, 

qu'on peut écrire 

(a) 

o et ^ étant deux fonctions doublement périodiques d'ordre n du para-

mètre ayant męmes périodes et męmes infinis. 

Le présent travail a pour but l 'étude des courbes de genre un en partant 

de ce mode de représentat ion. 

A ce sujet, les deux premières questions qui se posent sont les suivantes : 

I. Toute courbe dont les coordonnées des points sont des fonctions doublement 

périodiques d'un paramètre est-elle de genre un? Quel est son degré? 

II. La representation paramétrique d'une telle courbe étant donnée, en 

déduire son équation. 

Ce dernier problème revient ŕ él iminer t entre les équations (a); i l a été 

résolu par M . Hermite pour le cas oů les fonctions doublement périodiques 



données sont du troisième ordre, mais la méthode , appl iquée ŕ des fonc-

tions d'ordre n, conduit, entre x et y, ŕ une équation de degré m — 3 et 

non de degré n. 

On peut également, é tant donnée la représentat ion paramét r ique de la 

courbe, chercher ŕ : 

III. En déduire Véquation de la courbe de degré n — Z adjointe à la pro-

posée, c est-à-dire de la courbe de degré n — 3 qui passe par les^n[n — 3 ) points 

doubles de la courbe de degré n et de genre un donnée. 

En déduire également Véquation générale des courbes adjointes de degré 

n — 2. 

Ce sont ces trois questions que nous nous sommes proposé de résoudre 

dans la première Partie de ce travail. A cet effet, nous avons employé une 

représentat ion paramétr ique nouvelle, en coordonnées homogènes , oů ne 

figurent que des sommes de fonctions 0 . 

Ces fonctions 0 sont liées par des relations homogènes du second degré , 

d'oů se déduisent des équat ions que nous avons appelées fondamentales, et 

dont la considération résout les trois problèmes posés plus haut. 

On termine la première Partie par l'exposition de quelques conséquences 

géométr iques , déduites d ' ident i tés a lgébriques qui se présentent naturel-

lement au cours des calculs. 

Dans la deuxième Partie, on traite de l'intersection d'une courbe de 

genre un et d'une courbe algébrique quelconque, adjointe ou non adjointe 

ŕ la p remiè re ; on retrouve les résul ta ts donnés par Clebscli au sujet des 

tourbes de contact, c 'est-ŕ-dire des courbes qui passent par un certain 

nombre de points fixes de la proposée et ont avec elle en tous leurs autres 

points de rencontre un contact d'ordre donné ; on étend ces résul ta t s , qui 

ne se rapportaient qu'aux propriétés des systèmes de points de contact, en 

donnant la forme de l 'équation générale des courbes de contact, d 'oů l'on 

peut déduire des propriétés de ces courbes elles-męmes. 

Dans la troisième et dernière Partie, on définit les systèmes de points 



conjugués et les correspondances sur une courbe de genre un, et l'on donne 

des propr ié tés géométr iques de ces systèmes de points. 

Enfin on applique ŕ la courbe du quatr ième degré ŕ deux points doubles 

les résul ta ts obtenus pour la courbe générale du premier genre. 

Les questions examinées dans la première Partie n'ont pas encore été 

résolues , ŕ notre connaissance; dans la deuxième Partie, on nous permettra 

de signaler l ' in terpréta t ion géométr ique de chacune des équat ions établies 

par Clebsch (n° 48) et dont l'ensemble exprime que mn points d'une courbe 

de.genre un et de degré n sont sur une courbe de degré m ; nous appellerons 

également l'attention sur la solution du problème suivant : 

Soit 

Trouver V équation générale des courbes de degré m, qui passent par points 

doubles et points simples donnés sur une courbe de degré n et de genre un, et 

qui ont avec cette courbe en Ij points, dont les arguments ont une somme 

donnée, un contact d'ordre rj — i {j = i, 2, . .., q). 

La forme trouvée pour cette équation générale conduit ŕ de nombreuses 

conséquences géomét r iques ; elle sert, en outre, ŕ établir les théorèmes 

principaux démontrés dans la troisième Partie. 

Parmi ces théorèmes nous signalerons ceux qui sont relatifs ŕ la courbe 

enveloppe des droites joignant deux points conjugués (n"' 80 et 81), ŕ la 

position de ces points sur la droite qui les joint (n^^ 82 et 83) et l'applica-

tion de ces résultats aux courbes du cinquième degré. 

La théorie des courbes du quat r ième degré ŕ deux points doubles ren-

ferme un certain nombre de propositions bien connues, mais dont la dé-

monstration, ŕ l'aide des fonctions 0 , est peut-ętre nouvelle; plusieurs 

propriétés du centre d'une cyclique (n°'* 116 ŕ 124) ne nous paraissent pas 

avoir encore été données ; i l en est de męme du théorème du n" 127 sur les 

cycliques homofocales, qui entraîne de nombreuses conséquences ; des 

propositions des n"* 135 ŕ 141 complétant la théorie des points conjugués. 



et de celles des n°s 154 ŕ 160 relatives ŕ l'intersection d'une cyclique et 

d'un cercle. 

Nous avons eu souvent ŕ consulter, pour la rédaction de ce travail, les 

Mémoires bien connus de Clebsch, publiés au Journal de Crelle (t. 63 et 64), 

les Leçons sur la Géométrie, du męme auteur, la thèse du P. d'Esclaibes sur 

les courbes du premier genre, et l'Ouvrage de M . Darboux Sur une classe 

remarquable de courbes et de surfaces algébriques. 



S U R L E S 

C O U R B E S D E G E N R E U N . 

PREMIČRE PARTIE. 

1. 

Théorčmes généraux. 

i . Soit une fonc t ion / (O. holomorphe dans tout le plan et satisfaisant 

aux relations 

(0 

(2) 

oů 7̂  désigne un entier positif, oi et w'des quant i tés arbitraires, telles que 

le coefficient de s/—i dans le rapport ^ soit positif. On peut poser 

et la relation (2) montre que A„,= A L a f o n c t i o n / ( ^ est donc fonction 

linéaire et homogène des n fonctions 

H I 



Il n'existe entre ces fonctions, d 'après la forme męme de leurs développe-
ments, aucune relation linéaire et homogène. Nous allons les remplacer ' 
par de nouvelles fonctions, d'expression plus simple, jouissant des męmes 
propriétés . 

Soit 63(^) la fonction 

p é tant un entier quelconque; on a 

c'est-ŕ-dire 

En donnant ŕ p les valeurs o, i , n — i, on obtient n équations de cette 
forme, d'oů l 'on déduira les expressions de K, (^), R„(^) en fonction 

linéaire et homogène de Ô3 ( / ) , si le déterminant 

n'est pas nul . 
Or, en posant 

ce dé terminant devient 



c'est-ŕ-dire le produit des différences 

Mais on ne peut avoir 

que si 

relation impossible, puisque k et j sont inférieurs ŕ n. 
On exprimera d o n c R , ( 0 , - . - . R n l O fonction linéaire et homogène de 

et, comme i l n'existe pas de relation linéaire 

et homogène entre R, , R,̂ , i l n'existera aucune relation de cette nature 

entre les nouvelles fonctions. 
De lŕ résul te le théorème suivant : 

2. THÉORÈME I. — Toute fonction fit), holomorphe dans tout le plan et véri-

fiant les relations 

s'exprime linéairement en fonction des n fonctions P i ( ^ ) , , P « ( 0 ' dèfimes 

par l'équation 

Il n existe entre ces n fonctions aucune relation linéaire et homogène. Elles sa-

tisfont aux relations 

(3) 

3. THÉORÈME II. — Toute fonction linéaire et homogène de P , , 

n zéros dans le parallélogramme lo, no^' ; la somme de ces zéros est 

à des multiples près de co, ntù'. 

Car cette fonction divisée par P , [t] devient une fonction doublement pé-



riodique, aux périodes w, rnà' [formules (3)] ; ses n infinis sont les n zéros 
de P , , dans le paral lélogramme w, , c'est-ŕ-dire les quant i tés 

dont la somme est 

Dans ce qui suit, lorsque nous parlerons des n zéros d'une fonction 
linéaire et homogène de P<, P „ , i l s'agira des zéros de cette fonction, 
compris dans un męme paral lé logramme w, nco'. 

4. THÉORÈME III. — / / existe [n — k) fonctions linéaires et homogènes de 

P ^ , . . . , P „ s'annulant pour k valeurs données de t{t^, t.,, ...,t,^), et linéairement 

indépendantes; toute autre fonction linéaire et homogène de P< , P,^, ayant 

les zéros t^, t^, t/,, sera une fonction linéaire et homogène de celles-là. 

Si l'on écrit , en effet, que la fonction 

s'annule pour ^ = t,,, on obtient ^ équat ions linéaires et homogènes 
entre les constantes a^, a^. ces k équations sont distinctes, elles per-
mettent d'exprimer k de ces constantes, par exemple a^, a.^, . . . , % en fonc-
tion linéaire et homogène de « A ^ , , «^+2» 

On a ainsi 

f[t) est donc fonction linéaire et homogène des n — k fonctions 

(F) 

qui s'annulent pour t = ti, t.y, et sont l inéairement indépendantes , 
puisque chacune d'elles contient une fonction Vj qui ne figure pas dans l'ex-
pression des autres. 

Si les équations qui lient a,, a.,, a^ se réduisent ŕ un nombr<i moin-
dre, k — I par exemple, on exprimera >?: — i de ces constantes en fonction 
linéaire et homogène des (n — k 1) autres, et l 'on aura 



Cette fonction s'annulant quels que soient aj^, a^, pour ^ = / , , . . . , on 
pourra toujours choisir les (TI — ̂  + i) constantes «2̂ , ...,<2„de façon qu'elle 
s'annule pour n — X: valeurs de t, choisies arbitrairement; on aurait ainsi 
formé une fonction l inéaire et homogène de P„ ayant n zéros de 
somme quelconque, ce qui est absurde. 

La première hypothèse est donc seule admissible, et le théorème est 

démontré.-

5. Remarque. — Soient ^,(^), ^^[t), ^n-k{i) les n — k fonctions (F) 
qu'on vient de former, et (^n+i-k{t) une fonction linéaire et homogène de 
P<, P,j quelconque, s'annulant pour les valeurs tf,to, de la va-
riable, la v a l e u r e x c e p t é e . Il existe évidemment une infinité de fonctions 
<Sn+i-k{t) satisfaisant ŕ ces conditions. 

Je dis qu ' i l n'existe aucune relation de la forme 

car, si une pareille relation existait, on en déduirai t , en faisant t = z,, 

ce qui entraîne, puisque la fonction %^i-k{t) ne s'annule pas pour t = r„ 

On aurait ainsi -

et, par suite, puisque les fonctions (S,, sont l inéairement indépen-

dantes, 

On peut donc former n fonctions ^ i ^ , l inéaires et homogènes de 

P , , P/j, l inéairement indépendantes , et satisfaisant aux conditions sui-

vantes : 
Les n — k premières ^î^-k s'annulent pour t = tf, ..., t^. 
La fonction s'annule pour; = , ...,t,,{i = i, i, A), 

Des théorèmes I I et I I I résulte la proposition suivante ; 

6. THÉORÈME I V . — Étant donnés, dans un parallélogramme ix>, 7ioi\ n points 

dont les arguments ont pour somme (o> + nw') ŕ des multiples prés de co, noi', 



on peut former une et une seule fonction linéaire et homogène de P , , . . . , P „ 
s'annulant en ces n points. 

7. THÉORÈME V . — Deuoc fonctions P n'ont pas de zéro commun. 

Car les zéros de PA+I( / ) sont, dans un parallélogramme oj, TZOJ'. 

Pour que PA^,(^) et PAH-,(^) eussent un zéro commun, i l faudrait que 

p et p' étant entiers, ou 

Le rapport ^ étant imaginaire, cette relation entraîne les deux suivantes : 

k ak' étant inférieurs ŕ n, on aura k ̂  k', et les deux fonctions P^^,, P^'^, 
sont identiques. 

8. THÉORÈME V I . - Entre [n + i) fonctions, f{t), ...,f,,,{t), holomorphes 
dans tout le plan et satisfaisant aux relations 

où n est un entier positif, h une constante quelconque, ^ et co des quantités 

telles que le coefficient de dans le quotient soit positif, il existe une 

relation linéaire et homogène. 

Posons, en effet. 

A désignant une constante; on a 



Si 1 est tel que 

les (n-^i) fonctions cp(0 vérifient les relations ( i ) et (2) et sont fonctions 
linéaires et homogènes de P^, P , . Il existe donc entre elles une relation 
linéaire et homogène et la męme relation subsiste entre les fonctions 

II. 

Expression des coordonnées des points d'une courbe de genre un. 

9. Le P . d'Esclaibes a mis les coordonnées des points d'une courbe quel-

conque, de genre un et de degré TI, sous la forme 

(4) 

.1, et IAJ sont des constantes; on a, de plus, 

(3) 

H ( 0 est la fonction ordinaire de Jacobi; h, h\ h,, sont des entiers; x et 
y sont des fonctions doublement périodiques de aux périodes 2 K et 

Pour transformer ces expressions, posons 

e étant une constante. 
Les n zéros du dénominateur de x sont 

Nous choisirons 6 de façon que leur somme soit ^ ( w + zico), c'est-ŕ-dire 

( 1 ) D'ESCLAIBES, Thèse, p. 19 et 2 8 . 



qu'on ait 

(5 bis) 

On pourra, par suite ( théorème I V ) , former une fonction ' 

ayant ces ji zéros. 

Les zéros du numérateur de x sont a, — 9, a , — 0, a,, — 6; en tenant 
compte des relations (5) et {^bis), on trouve, pour Jeur somme. 

et, par suite, on peut former une fonction 

admettant ces n zéros. 
La fonction 

admet, d'après les formules (3), les périodes co, nco'ou et liK', comme la 
fonction x[t); elle a, de plus, męmes zéros et męmes infinis que cette fonc-
tion, dont elle ne diffère, par suite, que par un facteur constant. On a 
ainsi 

et, de męme . 

A , , A, , ; B , , . . . , B « ; C^, . . . , C ^ étant des constantes. En coordonnées 
homogènes, on pourra donc mettre les coordonnées des points d'une courbe 
de genre un et de degré n sous la forme 

(6) 

Si l'on change t en t -t- o., ou en + TZCO', O U retrouve [formules (3)] les 
męmes valeurs proportionnelles de x,,x.,, x, et, par suite, le męme point 
de la courbe. 



10. Imersement, soit S une courbe représentée par des équations de la 
forme (6), oů A , , . . . , C„ désignent des constantes arbitraires. 

La courbe S est a lgébrique, car i l existe une relation algébrique entre les 

deux fonctions —it) et — {t), que nous désignerons respectivement par 

X ( ^ ) et Y(^) , qui sont doublement périodiques aux męmes périodes w, ULÙ \ 
de plus, i l est clair que la courbe S ne saurait se décomposer en deux 
courbes algébriques différentes. 

La courbe S est, en général , de degré n, car une droite quelconque 

la coupe en des points dont les arguments vérifient l 'équation i 

Cette équation ayant (th. II) n zéros, t^, dans tout parallélo-
gramme (j), nco', i l y aura, en général, n points d'intersection de la droite et 
de la courbe : celle-ci sera donc de degré n. 

Il n'existera que deux cas d'exception : 
i*^ A un ou plusieurs des arguments , . . . , ne correspond aucun point 

de la courbe S; en d'autres termes, on aura, par exemple, 

E n ce cas, [t), x^{t), ^.^[t) ont un ou plusieurs zéros communs. 
2° A deux ou plusieurs des arguments t.^, ..., t^ correspond le męme 

point de la courbe; on a, par exemple. 

En considérant une autre droite, on obtiendra des relations analogues, de 
sorte que l'on aura pour une infinité de systèmes de valeurs de a et de p 
comprises dans un męme paral lélogramme co, rnù' 

( 7 ) 

fj étant différent de a. 
Je dis que dans ce cas la courbe S est une courbe de degré inférieur ŕ n 

comptée plusieurs fois, c'est-ŕ-dire qu 'ŕ tout point de cette courbe corres-
pondent deux ou plusieurs valeurs de l'argument t; ou que, étant donnée 
dans un parallélogramme to, noi, une valeur quelconque de a, on trouvera 

H . 2 



dans co paral lélogramme une ou plusieurs valeurs de [i, différentes de a, 

telles que les équations (7) soient vérifiées. 
Soit, en effet, ^ une fonction d'une variable oc définie par la relation 

Posons 

A une valeur de a correspondent, m étant l'ordre de la fonction doublement 

périodique aux périodes co, ^co', X(/r), m séries de valeurs de ^ 

h et h' étant des entiers quelconques, et par suite m valeurs de U(a ) . 
Or nous verrons plus loin (n° 30) que la fonction p a dans un parallélo-

• gramme co, /zco' un nombre limité de points critiques, et que, si la variable a 
tourne autour d'un de ces points, les m séries de valeurs de la fonction ^ en 
ce point se permutent entre elles. Il en résulte que les m valeurs de U(a) 
sont également permutées entre elles, et dès lors toute fonction symétrique 
de ces valeurs est fonction monodrome de oc dans tout le plan. 

Si l 'on augmente a d'une période (co ou nco'), l 'équation 

qui définit ^, ne change pas; par conséquent , l'ensemble des m valeurs de 

U(a.) ne change pas, et les fonctions symétr iques de ces valeurs demeurent 

invariables : elles sont, par suite, fonctions doublement périodiques de a, 

et U(oc) satisfait ŕ une relation de la forme 

oů A(oc), N(oc) sont des fonctions doublement périodiques de a, aux 

périodes co, rnù'. 
Remarquons maintenant que l 'équation 

donne pour ^ la série de valeurs 

auxquelles correspond pour U(a) la valeur zéro. On a donc 



et l 'équation en U devient, en supprimant le facteur U , 

(U) 

Or, par hypothèse, on a, pour une infinité de valeurs de x et de [i, com-
prises dans un męme paral lélogramme. 

c'est-ŕ-dire 

Il en résul te que la fonction doublement périodique M(a) s'annule pour 
une infinité de valeurs de oc comprises dans un męme parallélogramme oi, 
7ioi' : elle est, par suite, identiquement nulle, et l 'équation (U) a, quel que . 
soit a, une racine nulle. 

On peut donc, quel que soit oc, trouver dans un parallélogramme co, /;to , 
une valeur au moins de ^, différente de oc, telle que l'on ait ŕ la fois 

(7) 
c. Q . F . D . 

11. On peut donc énoncer les résultats suivants : 
i ' ' Si les fonctions x^{t), x^it)^ ^ ż ( 0 n'ont aucun zéro commun et si les 

équations (7) n'ont d'autres solutions communes en p que celles de la 
forme 

la courbe S est de degré n. 
2° Si les fonctions Xi{t), oc.^i^t), x^[t) ont k zéros communs, les équa-

tions (7) n'ayant pas d'autres solutions communes en p que celles de la 
forme 

la courbe S est de degré n — k. 
Car une droite 

coupe cette courbe n — k points, puisque les fonctions doublement 
périodiques X ( ; ) et Y ( / ) sont d'ordre n — ̂  et ont męmes infinis. 

S*' Si les équations (7) ont d'autres solutions en [3 que celles de la forme 



la courbe S sera une courbe de degré inférieur ŕ n comptée plusieurs fois 
nous dirons, dans ce cas, que la courbe S n'est pas irréductible. 

III. 

Relations du second degré. 

1 2 . Avant d'aller plus loin , nous allons étudier et former les relations du 

second degré qui lient les fonctions [t), ..., V,^{t). 

Nommons poids d'un produit PA+,(^) PA'+I(^) la somme k-hk', ou plutôt 
le reste de la division de X: + ^' par 7i. 

THÉORÈME. — Entre trois fonctions P/^ui P̂ ^ + i même poids existe une 

relation linéaire et homogène. 

On a, en effet [équation ( 3 ) ] , 

( 8 ) 

et [^k H- k') étant le męme, ŕ des multiples près de n, pour trois produits de 
męme poids, le théorème est démontré ( théorème VI) . 

1 3 . THÉORÈME. — Toute relation linéaire et homogène entre des fonctions du 

second degré en P , , Po, P„ , respectivement de poids p, p', p", ç^ , cp̂ -, 

Op", . . . entraîne les conditions 

Supposons, en effet, qu'on ait 

( 8 ' ) 

Up, ... étant des constantes. 
Changeons, dans cette équation, ^ en t-h lo'; elle devient, en vertu des 

relations (8), 

(9) 

Les exponentielles e ont des valeurs différentes, puisque p. 

jf, ... sont différents et inférieurs ŕ « ; si donc on élimine (p̂  entre les 



r e l a t i o n s (8') e t (9) , 9 / , 9^", . . . n e d i s p a r a î t r o n t p a s d a n s l ' é q u a t i o n a i n s i 

o b t e n u e 

E n c h a n g e a n t ; e n ^ + to', o n o b t i e n t u n e é q u a t i o n d e m ę m e f o r m e , e t s i 

e n t r e c e t t e é q u a t i o n e t l a p r é c é d e n t e o n é l i m i n e 9 / , l e s f o n c t i o n s © y , . . . n e 

d i s p a r a i s s e n t p a s d a n s l ' é q u a t i o n n o u v e l l e 

C o n t i n u a n t a i n s i , o n a r r i v e à u n e d e r n i č r e é q u a t i o n 

d ' o ů , e n r e m o n t a n t d e p r o c h e e n p r o c h e , o n d é d u i t 

c. Q . F . D . 

1 4 . T o u t e s l e s r e l a t i o n s d u s e c o n d d e g r é e n t r e P , , P „ s ' o b t i e n d r o n t 

d o n c e n f o r m a n t l e s r e l a t i o n s q u i l i e n t l e s p r o d u i t s P ^ P / f ' d e m ô m e p o i d s . 

O n l e s f o r m e r a d e l a m a n i č r e s u i v a n t e : 

i " Cas de n impair; ^ = 2v -h i . — L e s c a r r é s P J , P ^ , P ; , s o n t d e 

p o i d s d i f f é r e n t s ; c a r , p o u r q u e d e u x d ' e n t r e e u x f u s s e n t d e m ę m e p o i d s , i l 

f a u d r a i t q u e 

o u 

c e q u i e s t i m p o s s i b l e , p u i s q u e k e t k' v a r i e n t e n t r e o e t 2v. O n f o r m e r a l e 

T a b l e a u s u i v a n t : 

Fonctions correspondantes. 

Poids. 

O. 

2. 

2V. 

I , 

3. 

2 V I . 

11 e s t m a n i f e s t e q u e c h a q u e l i g n e r e n f e r m e v -h i f o n c t i o n s . 



Cela posé, en vertu du théorème du n° 12, i l existe entre trois fonctions 
de męme poids une relation linéaire et homogène 

( l O ) 

Aucun des coefficients A , B , C n'est nul ; car, si par exemple Aéta i t nul , P^+, 
etP̂ _̂ _̂  ouP^'+, auraient un zéro commun, ce qui est impossible ( théorème V) . 

On pourra donc exprimer v — i des fonctions de chaque ligne en fonc-
tion linéaire et homogène des deux autres, ce qui donnera v — i équations 
de la forme ( l o ) ; toute relation du second degré de poids k k ' est évi-
demment une combinaison linéaire de celles-lŕ. * 

Comme i l y a 2v -h i lignes, on a en tout 
relations du second degré. 

Les premiers membres de ces relations sont l inéairement indépendants , 
car chacun d'eux renferme un produit'P.Py qui n'entre pas dans les autres. 

2° Cas de n pair; n — 2v. — On formera le Tableau : 

Poids. 

o . 
2 . 

•^(v — I ) 

I 

3 , 

2 V — I . 

Fonctions correspondantes. 

Dans les lignes de poids pairs, i l y a v + i é léments , et dans celles de 
poids impairs, v; on aura en tout, puisqu'il y a v lignes de poids pairs et v 
de poids impairs, v (v — i ) + v (v — 2 ) relations ow {n[n — 3 ) relations ho-
mogènes et du second degré en P , , . . . , P^̂ . 

14 bis. A ins i , quel que soit n , i l y a entre P , , . . . , P „ ~ / i ( / i — 3 ) relations 
homogènes, du second degré ; i l n'existe entre les premiers membres de 
ces relations aucune relation linéaire et homogène identique; enfin, toute 
relation du second degré en P^, P„ est une combinaison linéaire de 
celles-lŕ. 

I 



IV. 

Équations fondamentales. 

15. Revenons ŕ la courbe S définie par les relations 

(6) 

S'i l n'existe entre Xf, x^, x^ aucune relation linéaire et homogène (auquel 
cas la courbe S serait une droite), on peut former (w — 3 ) fonctions 
linéaires et homogènes de P i , . . . , V,,, que l'on désignera par x,,, x., .. ., 

x„, telles qu ' i l n'y ait pas de relation linéaire et homogène entre x^, x.^, 

x^, x,^, . . . , x^. 

Par conséquent , on exprimera P^, . . . , P„ en fonction l inéaire et homo-
gène de Xt, X2, . . . , Xn, et si l 'on porte ces valeurs de P , , . . . , P^ dans les 
~7i{n — 3 ) relations du second degré formées plus haut, on obtient 

équations de la forme 

(11) 

Dans ces équat ions , 

sont des constantes; 
des polynômes homogènes du premier ordre; 

des polynômes homogènes du second ordre en x,, x.,, x.,. 

Les équations fondamentales ( 1 1 ) sont au nombre de - 3 ) ; elles 
sont du premier degré par rapport aux {n{n — 3 ) fonctions x;, x.x.,, . . - s, 
xl, X,, X,, x^, quelles permettront d'exprimer en fonction de x,, 



Le déterminant de ces équations est le polynôme de degré {n — 3) en 

Nous le désignerons par A^oc^, x^, x^). 
Dans le cas oů ce polynôme n'est pas identiquement nul , on tirera des 

équations ( i i ) l'expression de x^, x^x^, ..., x^ sous la forme 

/AAi A 5 , fnn sont des polynômes de degré n — i; des polynômes 
de degré — 2 en ¿17^, x.,, x^, qu'on obtient sous forme de dé terminants . 

Restant encore dans le cas oů A n'est pas identiquement n u l , on 
pourra remplacer le système d'équations ( 1 1 ) par le système suivant : 
de ^ ( / i — 3) ( / i — 2 ) des équations ( r i ) , on tirera les expressions des 
--(n — ?>](n ~ 2.) fonctions x^.. x,x, xl. sous la forme 

(12) 

Cette résolution sera toujours possible, car, A n 'étant pas identiquement 
nul , l 'un au moins des déterminants mineurs dont les lignes sont formées 
par les coefficients de x^, x,,Xs, x^ dans une męme équation ( i i ) n'est 
pas nul . 

Portant ces valeurs de xl, ..., x^ dans les {n — 3) autres équations (r i ) , 
on obtient [n — 3) relations de la forme 

(i3) 

Dans ces relations, cp,, ĵ̂ ,̂ jj, m,, n,, désignent des polynômes 
du premier degré en x,, x,,, x^; et pi sont des polynômes du second 
degré. 



Le déterminant du système des équations ( 1 2 ) et ( i3) est la fonction 

Il est égal -à ̂ {ao^, x^, x^) ŕ un facteur constant près . 

V . 

Propriétés de la fonction A(ic,, ż̂ 2, ż̂ 3)-

1 6 . THÉORÈME. — Le déterminant ts. se reproduit à un facteur constant près, 

si Von prend pour x^, x^, . . ., x^ d'autres fonctions linéaires et homogènes 

deV ^, . . . , que celles primitivement choisies. 

Soient, en effet, x\, x\, . x ' ^ ces nouvelles fonctions; nous admettrons 
qu ' i l n'y a pas de relation linéaire et homogène entre x^, x^, x^, x\, ...,x[^. 
On pourra, par suite, exprimer x^, x^, x^^ en fonction linéaire de x^, 

Comme i l n'existe pas de relation linéaire et homogène entre xv,, x.,, x.^, 

i T ^ , le déterminant 

sera différent de zéro. 
Portons maintenant les valeurs précédentes de ¿1^4, . . . , x^ dans les équa-

tions (i i ) , i l vient 

Si l'on ordonne ces ^n[n — 3) équations par rapport ŕ 

I I . 3 

D 



et si l'on forme le déterminant des coefficients de ces quant i tés , on voit 
aisément qu'on obtient le déterminant A, multiplié par D"~\ 

1 7 . THÉORÈME. — Quand la courbe S est de degré n, la/onction A {œ^, x.^, ) 

n'est pas identiquement jiulle. 

L E M M E . — On a vu plus haut que les premiers membres des ^n[n — 3) 

relations du second degré qui lient P , , Po, P„ sont l inéairement indé-
pendants; or c'est en substituant ŕ P i , P„ dans ces relations leurs va-
leurs en fonction de ŁJ?J, qu'on a obtenu les équations ( i i ) ; i l en 
résulte que les premiers membres de ces équations sont l inéairement indé-
pendants, et qu'on ne pourra jamais arriver ŕ une identité en combinant 
l inéairement leurs premiers membres. 

Gela posé, supposons que la fonction A( ) soit identiquement 

nulle; elle restera nulle si l'on y fait une substitution linéaire quelconque, 

telle que 

En résolvant ces relations par rapport ŕ x\, x[^, x[^, i l vient 

Nous choisirons les constantes a^, X^, [J.^, Vg de façon que x'.,{t) et 
x'^{t), c'est-ŕ-dire \.^x, [t)-\- ... et \ x , (t)-h ... s'annulent pour une va-
leur a de t. On aura donc 

( a ) 

Cela posé, remplaçons dans les équations ( i i ) x^, x^, x^ par leurs valeurs 
en x\y x'^, x'.^. Deux cas sont ŕ distinguer si A{Xf, x^, x^] est identiquement 
nul . 

( A ) . Les déterminants mineurs, dont les lignes sont formées des coeffi-
cients de x'I, x,^x.^, ..., x'i dans une męme équation ( i J ) , ne sont pas tous 
nuls; en ce cas, él iminant x'i, x^^x.^, x\ entre les équations ( i i ) , on 
obtient {n — 3) équations de la forme ( i 3 ) 

(i3) 

m,, . . . , qi étant du premier degré en x\, x\^, x[^,pi du second. 



Le déterminant A 

est, par hypothèse, identiquement nul. Le déterminant obtenu en remplaçant 
chaque élément du précédent par le coefficient de x\ dans cet élément est 
également nul , puisque c'est le coefficient du terme le plus élevé en a?, 
dans A. On pourra donc, en additionnant les premiers membres des rela-
tions ( r3 ) , multipliés par des constantes convenables, faire disparaître ir[ des 
coefficients de ao^, . . d a n s l 'équation ainsi obtenue. Cette équation 
sera dès lors de la forme 

(13 bis) 

Si l'on y fait t = i l reste, puisque 

ce qui entraîne une des conditions 

Si x\{x) est nul, on voit parles relations qui lient 
que l'on aura ir, (a) =: (a) = (y.) = o. Or a, étant une quant i té arbi-
traire, pourra toujours ętre choisie de façon que ces dernières égalités 
n'aient pas l ieu. Il faut donc que A< soit nul, et l 'équation ( i 3 bis) s'écrira 

(E) 

p,, . . . , p'„ étant des constantes. 
Si x'.^[t) et x\(t) n'ont que le zéro commun / = a, les [n — i ) zéros de 
autres que a devront, en vertu de l 'équation précédente, annuler la fonc-

tion ^'^x\ + . . . H- o^x^. Cette fonction (théorème III) sera donc identique ŕ a?!,, 
ŕ un facteur constant près . De męme la fonction (p^żr'^ + . . . + p^-^vj ne dif-
férera de x'^ que par un facteur constant, et l 'équation (E) sera de la forme 

p étant une constante. Il faudra nécessairement que cette constante soit 
nulle; on trouve donc une identité en combinant l inéairement les rela-
tions ( 1 1 ) , ce que nous savons ętre impossible. 



Il faut donc, pour que A puisse ętre identiquement nul , que x'^{t) eiœ\{t) 

aient d'autres zéros communs que le zéro a, et ceux de la forme 

Soit i3 un de ces zéros communs. On aura 

(B) 

Mais les quanti tés X^, . . . , vg ne sont assujetties qu'ŕ satisfaire aux rela-
tions (a); les relations (a) et (â) devront donc ętre identiques, et l'on aura 

p — oc n 'é tant ni nul, ni égal ŕ un multiple des périodes w, rnà'. 

Comme a a été choisi arbitrairement, p sera fonction de a, ŕ moins que 

l'on n'ait 

(B). S i tous les déterminants mineurs dont on a parlé plus haut (A) sont 
nuls, on obtiendra, par l 'élimination de x^, x_,,x^^, xl entre les équa-
tions ( i l ) , n — 1 relations au moins de la forme ( i 3 ) , et, en les combinant 
l inéairement, on pourra former une équation telle que ( i 3 bis). On retombe 
ainsi dans le cas précédent , et les męmes conclusions subsistent. 

Par conséquent : 

La fonction Ai^x^, x^,x^) ne peut être identiquement nulle que dans deux 

cas : 
ont un ou plusieurs zéros communs ; 1° 

Étant toujours posés les deux équations 

ont, quel que soit a, d'autres solutions communes en fj que celles de la forme 

En d'autres termes : 

ne peut être identiquement nul que si la courbe S n'est pas de 

de^rè n. 



18. Le théorème suivant nous sera utile plus loin : 

THÉORÈME. — Si la courbe S est de degré n, il n'existe aucune relation iden-

tique en x^, x,,, Xs de la forme 

a^, ...,<2,^sont des constantes, A , / ^ , . . sont les polynômes définis au 

n« 15. 

En effet, la fonction de degré n — 3, î:!^[Xi[t), x^[t), x^(t)\, n'est pas 
nulle, puisque, par hypothèse, la courbe S est de degré /^, et que d'ailleurs 
cette fonction n'est pas identiquement nulle. 

On aura donc, en divisant par A le premier membre de la relation précé-

dente, et en y remplaçant x^, x,^, x^ par 

relation qu'on sait ętre impossible. 

V L 

Examen du cas général. 

19. Supposons maintenant que la courbe S définie par les équations (6) 
soit de degré n, ce qui est le cas généra l ; nous allons, dans cette hypo-
thèse, former son équation, et les équations de courbes qui lu i sont liées 
d'une manière remarquable. 

20. Équation de la courbe S. — Les relations ( r i ) nous ont donné les re-

lations 

on en déduit 

Portant dans les relations (i3) ces valeurs A Q X , , . . . , x,„ on a 

Les (n — 3) équations ainsi obtenues sont de degré zi en x^, x^-, je dis 

qu'elles ne peuvent ętre ŕ la fois des ident i tés . 



Si toutes, en effet, étaient des identi tés, on en déduirai t identiquement 

c'est-ŕ-dire 

Par suite, f,{x„x,,x,) serait divisible par A( .^ , , a^g), et l'on aurait, 

quels que soient , 

"X,, . . . é tant des constantes. 
En particulier, remplaçant dans cette relation x,,.v.„oo, pard 

x^{t), i l viendrait 

relation impossible, puisque, par hypothèse, sont 

l inéairement indépendants . 

Par suite : 

Une au moins des relations de degré n formées plus haut n'est pas une iden-

tité; elle sera l'équation de la courbe S. 

Ce raisonnement souffre une exception si A se décompose en un produit 

de deux facteurs, dont l 'un entre au carré . 

Soit 

P et Q étant des polynômes en oCi,x.^, x^, de degrés/> et q. 

En ce cas, la relation 

donne 

R et V 4 étant des polynômes entiers; de męme, la relation 

donnerait 

Cela posé, on peut admettre, puisque x, {t), x,[t) et x,{t) n'ont pas de zéro 
commun, qu'aucun des zéros de x,[t) u annule A[x,{t),x._[t), x^{t)]-, s\\ 
en était autrement, un changement linéaire de variables permettrait de 
rentrer dans cette hypothèse. 



Formons une fonction de la forme 

qui ait avec x^{t)[n— 2 ) zéros communs, les deux derniers zéros étant 
différents des deux derniers zéros de (?) ( théorème III) ; on a, d'après 
les formules qui précèdent . 

Or la courbe o = a^_x.^ PQ + . . . 4- a^N^ coupe la droite ^r, = o en /z — 2 
points situés sur S; son degré p-\-q i est au plus égal ŕ TZ — 3, puisque p 
est au moins égal ŕ i , et que ip ^ q = n — \ i l en résulte que cette courbe 
se décompose en une courbe H de degré p H- q, et en une droite x^ — ç>\ on 
a aussi 

Les deux derniers zéros de x^[t) n'annulant pas 9(?) doivent annuler P Q ( / ) 
ou A(?), ce qui est contraire ŕ l 'hypothèse. 

La proposition est donc générale . 
L'équation de S peut, d 'après ce qui précède, s'obtenir immédia tement 

en partant des relations ( 1 1 ) , sous forme de dé te rminan t ; on aura 

m,, ...,pi s'obtiennent également de suite sous forme de dé terminants . On 

a, par exemple. 

étant posé 

21. THÉORÈME. — La courbe dont l'équation est b.[x^, x.^, x^) — o a un 

point multiple d'ordre p — 1 en tout point multiple d'ordre p de S. 

S : 



Admettons, pour fixer les idées, qu ' i l s'agisse d'un point triple de S, et 
soient a, y les trois valeurs correspondantes du paramètre t. On aura 

( i 4 ) 

(en dés ignant pour abréger par X la valeur des trois premiers rapports, par 
[J. celle des trois derniers). La courbe S étant supposée de degré n, les quan-
tités x,U), x.,U), x^{y] ne sont pas nulles ŕ la fois; soit, par exemple, 

Considérons les in — 3) équations ( i 3 ) 

(i3) 

et les fonctions 

Les quant i tés m, [y.), . . . désignent les valeurs que prennent les polynômes 

du premier degré mi{Xf, x^, x^)... quand on y remplace x^, x.^, x^ par 

x,{(x), x^{(y,), Xs{y.). 

En vertu des relations ( i 3 ) et (i4)» on voit que les fonctions (^i, (o.>, ..., 

o,,_3 satisfont aux relations 

On en conclut que les {n — 3) fonctions 

qui s'annulent pour t = a, s'annulent également pour t=^ ett = y. 
Il en est évidemment de męme [équat ions ( i4)] des deux fonctions 

Par conséquent ( théorème III), i l existe entre ces deux fonctions et les 



n — 3 fonctions cf,, . . . , Ce_3, deux relations linéaires et homogènes, iden-
tiques en a^a, a?̂ . ' 

Soit une de ces relations 

x'a et .x'3 ne figurent pas dans , . . . , ^^..^ : on a donc 

Il reste 

ce qu'on peut écrire 

Cette équat ion, puisque ©i {t), . . . , (pn-z{t) ne renferment pas (t) et que 
se, (a) n'est pas nul , entraîne les suivantes : 

Cette dernière comprend la précédente . 

Il existe donc entre 9,, . . . , 9„_3 deux relations linéaires et homogènes, 
identiques en x^, x^, ..., x,^; en d'autres termes, si l'on se reporte ŕ l'ex-
pression des fonctions 9, i l faut que les déterminants mineurs qu'on obtient 
en supprimant une ligne et une colonne quelconques du dé terminant 

soient nuls. Le dé te rminant d sera également nu l . 
On peut donc trouver des constantes a,, a^_3, différentes ensemble 

de zéro, telles que l'on ait 

(i5) 

H. 4 

cl. 



Si a,, par exemple, n'est pas nul , on peut écrire 

d'oů, en ordonnant par rapport aux éléments de la première colonne, 

(i6) 

Or la fonction du premier degré en x^, 

s'annule pour ^ = a [équat ions ( i 5 ) ] ; le dé terminant mineur S, devient, 

pour t = a, un des dé terminants mineurs nuls de d; en d'autres termes, la 

droite 

et la courbe 

passent par le point triple de S considéré. Il en résulte, par l 'équation ( i 6 ) , 

que la courbe 

passe par ce point, et y a un point double. 

22 . Les équations ( i 3 ) nous donnent x,, x^ sous la forme 

f étant le dé terminant 

Je dis que les courbes / , = o, o, qui sont d'ordre n - i, ont un 
point multiple d'ordre p — i en tout point multiple d'ordre p de S. On peut, 
en effet, é c r i r e / , , en désignant toujours par a, j>, y les valeurs de t corres-



pondant ŕ un point triple de S, 

,x'^(a), x^{x) dés ignant ce que deviennent les fonctions œ-^, . . . pour 

? = a; d'oů l'on tire 

Ordonnons par rapport aux éléments de la première colonne; i l vient 

( 1 7 ) 

Or les coniques 

passent par le point t r iple; car, en faisant t = oc dans les relations ( i 3 ) , on 

trouve 

Les courbes l^ = o passent également par ce point, comme on l'a vu plus 
haut; i l résulte donc de la relation (17) que la c o u r b e o passe par le 
point triple considéré et y a un point double. 

23. Les équations ( i 2 ) donnent 

d'oů 

Par suite, les courbes de degré ^ — i , /^^ = o, /^g = o, . . . , o 

passent par le point triple et y ont un point double. 
Nous reviendrons plus loin sur les propriétés des courbes A = o. 



f^^o^ , = o, . . . , qui sont, d'après ce qui précède, des courbes ad-

jointes de la courbe S. 

COURBES DU TROISIÈME DEGIÎÉ. 

24. La théorie précédente ne s'applique pas au cas de w = 3, puisque le 

nombre des relations du second degré entre les fonctions P est 'r,n(n — 3), 

c'est-ŕ-dire zéro. 
En ce cas, les coordonnées des points de la courbe S étant de la forme 

( ż = 1 , 2, 3), 

on pourra, par une transformation l inéaire, ramener l'expression des coor-

données ŕ la forme 

Or les quatre fonctions V\[t), Vl[t), P J ( / ) , V,(t)V,{t)V,[t) satisfont aux 

relations [équations (3)] 

et sont, par suite, liées par une relation linéaire et homogène (théorème M ) . 
, 1 W , , 20) 

Cette relation, ne changeant pas quand on y remplace t par t^^, ont-^-^, 

c'est-ŕ-dire quand on change P,- en P,, . , ou P , , ^ ' sera symétrique en P , , P , , 

Pg et sera dès lors de la forme 

1 étant une constante. L'équation de la courbe sera donc 

C'est la forme canonique de l 'équation des courbes du troisième ordre, sans 

points singuliers. 

V I I . 

Examen des cas particuliers. 

25. Dans ce qui précède, nous avons supposé que la courbe S repré-
sentée par les équations (6) était de degré n \ nous devons examiner main-
tenant les cas oů elle est de degré inférieur, et que nous avons mentionnés 
a u x n " M O e t l l . 



2 6 . Premiercas. — Supposons que les trois fonctions ¿»7, (?), ¿^2(0» ^sl^) 
aient k zéros communs, sans que les équations 

aient d'autres solutions communes que celles comprises dans la formule 
i 

Pour que x^, x^, x^ soient l inéairement distinctes, i l faudra (théo-

rème III) qu'on ait 

Dans cette hypothèse, la courbe S étant coupée par une droite Qnn — k points 
distincts, sera de degré n~k, et i rréductible. 

Nous choisirons, pour les n ~ ^ — 3, trois fonctions 

des fonctions linéaires et homogènes de P ^ , . . . , P« s'annulant pour les k va-

leurs t,, t.^, h qui annulent s imultanément , x^^, x.^\ et pour la 

fonction 

une fonction linéaire de P , , . . . , P« s'annulant pour les mômes valeurs, la 

valeur ti exceptée {Rem., n° 5). 
Cela posé, si l'on fait successivement t = t^, t^, dans les rela-

tions (11), on voit que les coefficients des termes en 

doivent ętre nuls. 
On en tire deux conclusions : 
I" Le déterminant A{x.,,x,,x.^^) a k colonnes formées de zéros et, par 

suite, est identiquement nu l ; 
2 ° En éliminant entre les ^n{n — 3) relations (11) les fonctions 

on obtiendra n — 3 -i- k relations de la forme 

(22) 



m,, ..., qidésignent toujours des polynômes du premier degré en x^,x.^,x^\ 

Pi des polynômes du second degré . Les fonctions mix,^, n^x^, ^,;r^,/>, ad-

mettent le zéro double i f , , la fonction SiX^-h+i exceptée, car m,-et X;^, par 

exemple, s'annulent pour 1 = 1^. Il en résulte que sera zéro double de si, 

et, si l 'on pose 

on aura . 

et Si sera de la forme 

Les fonctions s^, s.^, Sn_^^h seront donc fonctions linéaires et homogènes 
de deux d'entre elles ; i l en est de męme 'pour les fonctions Vi, ..., 

Il résulte de lŕ qu'on peut, en combinant l inéairement trois des équa-
tions (22) , obtenir une relation de męme forme 011 Xj^_j,^^ aura disparu, et 
former en tout [n-\-k — 3) — 2 relations de cette nature. 

En opérant de môme sur Xj^_j,^^,..., , on arrivera \n — '3-\-k — i{k — \), 

c'est-ŕ-dire \ n — \ — k relations de la forme 

( 2 3 ) 

et en él iminant x^ de la męme manière, \ \ n - Z - k relations de la forme 

( 2 4 ) 

Soit A' le déterminant du degré A — 3 — ^ en Łi?2» 

Je dis qu ' i l n'est pas nul . En effet, la courbe S étant de degré n — k, et irré-
ductible, ce déterminant ne peut ętre nul que s'il est identiquement égal ŕ 
zéro. Je dis que cette hypothèse est inadmissible. 

S i , en effet, on l'admet, on en conclut, puisque x,,, . . . , -r„__A ont des va-
leurs finies, que les dé terminants obtenus en remplaçant une colonne de A' 
par la colonne xs^, CTO» ^ « - S - A sont aussi nuls identiquement, et, par 
suite, qu'on pourra, en combinant l inéairement les premiers membres des 
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relations (24), faire disparaître ao, dans les coefficients de et 
x-^ dans le second membre de l 'équation obtenue. On aurait donc une rela-
tion de la forme 

Les {n — k) zéros de autres que t^, t.,, t/, annulent donc la fonc-
tion [l[Xi + . . . + ln_i,Xn_k), car on peut toujours choisir un triangle de ré-
férence qui n'ait aucun sommet sur la courbe S, de telle façon que x^{t) 

et x^(t) n'aient que les {n — k) zéros communs t^, ..., tj,. Mais la fonc-
tion l[x^ -\-...-\-l'^_j,Xji_,, s'annule en męme temps que Xf,..., Xj^_,, 

pour t = tf, ,.., t^; elle a donc męmes zéros que la fonction ¿^2, et n'en 
différera que par un facteur constant. En raisonnant de męme sur la fonc-
tion IfXt -h . . o n voit que la relation précédente serait de la forme 

ce qui entraine L = o, et par suite une ident i té , résultat contraire au 
lemme du n° 17. Le dé te rminan t A' n'est donc pas nul . 

On tirera ainsi des relations (24) les valeurs de x,,, ...,,x^__;t sous la 
forme 

En les portant dans les relations ( 23 ), on pourra exprimer x„ en fonction 
(le x^, żTo, x^, ŕ moins que les n — i — k fonctions q'j ne soient nulles. Si ce 
cas se présentai t , on pourrait, en combinant l inéairement ces n — i — k re-
lations (23) , faire disparaître ,r^ dans les coefficients de x,^, . . . , Xj^__j, et x\, 

dans le second membre de la relation obtenue, ce que nous savons ętre im-
possible. On aura donc x^ sous la forme 

q étant du premier degré en x^, x.,, x^, et l'on trouvera des expressions 
analogues de ż̂ ?„„̂ , 

On peut donc énoncer les résultats suivants : 

27. Si x\ , X2, x-i ont k zéros communs, sans que les équations 



aient d'autres solutions conununes en u que celles comprises dans la formule 

— ^ 4 _ -h nA'o/, la courbe S décrite par le point {Xi,x^,x^) est de degré 

n — k; le déterminant A est identiquement nul; de plus, toute fonction linéaire 

et homogène de ? ̂ (t), ... ,V-,i{t) s exprime rationnellement en fonction de x^[t), 

28. Supposons que ( 0 , ^ 2 ( 0 ' ^ 3 ( 0 aient ( n - 3 ) zéros communs : la 

courbe décrite par le point ( ż ^ , , ^ 0 , ^ 3 ) sera du troisième degré . Les fonc-

tions — [t) et ^{t) étant doublement pér iodiques , aux périodes to, no / , et 

d'ordre 3, pourront (n*' 9) se mettre sous la forme 

a,, . . . , 6-3 étant des constantes, et Hy^, (7 = o, i , 2 ) désignant la fonction 

oů B représente une constante. 
Or ^^ , H o , Ils sont liés (n" 24) par la relation 

La courbe du troisième degré décrite par le point [Xi,x,^, x.^) est donc du 

i>enre i . ^ ^ 
o 

De lŕ résul te la déterminat ion du genre de S dans le cas général . 

GENRE DE LA COLRBE S . 

29. Soit, en effet, une courbe S définie par les relations 

et supposée de degré n. Désignons par 'i^, 'i^, L j trois fonctions linéaires et 

homogènes de P, , . . . , P„ ayant n — ?> zéros communs; la courbe S' décrite 



par le point ( ^ , , ^ 2 , ^ 3 ) est du troisième degré et du genre un. Or on a, 
d'après ce qui précède, 

Xi = fonct ion r a l i onne l l e de x^, x^, x-^, 

Xi = fonct ion ra t ionne l le de l^, 'E^, ż3. 

Les deux courbes S et S' sont donc de męme genre, d 'après le théorème 
bien connu de Riemann, et, par suite, S est de genre un. 

La courbe S, par le męme raisonnement, sera encore de genre un, quand 
x,[t), ûo^lt), x^ft) auront des zéros communs, sans que les équations 

aient d'autres solutions communes que celles comprises dans la formule 

En conséquence : 

La courbe S est de genre un toutes les fois quelle est irréductible. 

30. Second cas. — Supposons maintenant que les fonctions .x, ( i^) , x.,{t), 

r . j ( ; ) aient k zéros communs, et de plus que les deux équations 

aient en u d'autres solutions communes que celles comprises dans la for-
mule 

Soit posé m = n — k : les deux fonctions doublement pér iodiques, aux 
périodes w, noi', X{t) et Y{t), sont d'ordre m. 

La discussion qui va suivre nous conduira ŕ distinguer deux cas, que 
nous examinerons séparément dès maintenant. 

A . Les valeurs de u qui satisfont s imul tanément aux deux équations 

sont de la forme 
u — t+ const . 

En ce cas, les deux fonctions X(?) et Yit) ont un svstème de périodes 
H. 5 



plus simple que le système w, rnù'; soit w, , oi\ ce système, et soit m'l'ordre 

des deux fonctions, c'est-ŕ-dire le nombre des infinis de ces fonctions, con-

tenus dans un paral lélogramme ś^, 

Si les équations X(w) = X(^) , Y{u) = Y{t) n'ont d'autres solutions com-

munes en u que celles de la forme 

i l résulte de ce qui précède que la courbe décrite par le point ( i , X , Y ) sera 

de degré m' et de genre un ; sinon on retombera dans le cas que nous allons 

examiner niaintenant. 

B . Les équations X(w) = X ( ^ ) , Y{u) = Y{t) sont vérifiées s imul tanément 

par des valeurs de u autres que celles de la forme t -+- -h nh\o , sans que 

les fonctions X(^) et Y(^) aient un système de périodes plus simple que le 

système co, rnà'. 

L'équation X(w) = X(^) donne, pour toute valeur finie de t, m séries de 

valeurs de w 

h et 11 étant des entiers quelconques. Les points critiques de la fonction u, 

définie par cette relation, sont donnés par l 'équation 

qui est vérifiée, en général , pour 2 m séries de valeurs de u 

Aux valeurs de u comprises dans une de ces séries correspondent, par l 'é-

quation X(w) = X ( 0 , rn séries de valeurs de u 

ce qui, en tout, donne im- points critiques dans tout parallélogramme des 

périodes. 

Supposons que la variable t arrivant ŕ un de ces points, ď , , la branche 

considérée de la fonction, ait pour valeur un zéro multiple, U , , d'ordre q, 

de l 'équation 



Posant ; = T< -h 0, w = U , 4-1^, cette équation devient 

k étant un entier positif, non nul . Si p est le plus grand commun diviseur 
de q et de k, cette relation montre que les q branches de la fonction u, dont 
les valeurs sont U< au point T<, se partagent en p' systèmes, et que les 
branches d'un de ces systèmes se permutent entre elles quand la variable 
tourne autour d'un point critique. 

La dérivée de la fonction u est donnée par l 'équation 

elle n'a que m valeurs pour une valeur de t, et un certain nombre de ces 
valeurs s 'échangent quand la variable tourne autour d'un point critique. 

Si les deux équations X ( M ) = X ( ; ) , Y ( W ) = Y ( ; ) ont, quel que soit t, des 
solutions communes en u, i l faut que les deux fonctions u et u, définies par 
les relations 

aient des branches communes : soient t, a,, . . . , Up_^ ces branches. 11 est 
clair que, si la variable part du point t et y revient, après avoir décrit un 
chemin quelconque, les fonctions u^, . . . , devront reprendre les 
męmes valeurs, ŕ l'ordre près , et ŕ des multiples près des périodes oj, no/; 
et, par conséquent , les dérivées de ces fonctions, données par l 'équation 

reprendront les męmes valeurs, ŕ l'ordre près . 
Il en résul te que la somme 

est fonction monodrome de t, dans tout le plan. Je dis qu'elle n'a pas de 
pôle ŕ distance finie; car, aux environs d'un point quelconque t^, on peut, 
d 'après ce qui précède, développer M , en série, sous la forme 



on a donc, dans le domaine du point ¿0» 

Or - est positif, | - i est donc plus grand que - i , et ne renferme pas 

de puissances entières et négatives de {t — to). Il en est, par suite, de męme 

de la somme 

et, comme celte somme est monodrome, i l ne subsistera, dans son dévelop-
pement en série, aux environs de to, que des puissances entières et non 
négatives de t — t^ : elle n'a donc pas de pôle ŕ distance finie. 

D'un autre côté, les relations X{ii) = X{t), Y{ii) = Y{t) ne changent 
pas si l 'on augmente t d'une période : si donc la variable va du point t 

au point ^ + co, par un chemin quelconque, les fonctions u^, 

reprennent les męmes valeurs, ŕ l'ordre près , et ŕ des multiples près de co, 

nco', et les dérivées • • • reprennent les męmes valeurs, ŕ l'ordre près . 

Il en résul te que la fonction ^ ~ + . . . + admet les périodes co, A Z C O ' . 

Comme elle n a pas dé pôles ŕ distance finie, c'est une constante, — A . On 

a donc 

ou 

Pour déterminer A , remarquons que les équations X[u) — X{t), Y{u) = Y{t) 

ne changent pas si l 'on remplace t par (t), puisque X(w, ) = X ( ^ ) . En con-

séquence, la variable allant du point t au point (t), par un chemin quel-

conque, les f o n c t i o n s [ t ] , (̂ ) deviendront (^), (?)], . . . , 

[w, (ż1 )], et devront reproduire, k l'ordre près et ŕ des multiples près 

des périodes, la série de valeurs / , u,{t), Up^f{t). Si donc on change 

t en ż̂̂  {t) dans la relation 

on a 

d'oů 



et de męme 

Si A diffère de r , on aura 

étant une constante : c'est l 'hypothèse examinée plus haut (A) , et que 
nous avons écartée. Il faut donc que l'on ait A — i = o, et i l reste 

31. Gela posé, soit a une valeur telle que les quanti tés a, w,|(a), 
M^_,(oc) soient différentes; d'après ce qui précède, les quant i tés w,(a), 
Ut[u^{a.)], . . . , [ ď ^ i (oc)] seront également différentes, et les points a, 
u^{c(.), . . . , Up^^ (oc) ne seront pas des points critiques de la fonction u. Soitfî 
une quant i té analogue ŕ a; considérons la fonction 

étant posé 

Je dis que la fonction (^{t) est monodrome. En effet, si la variable part 
du point ; et y revient après avoir suivi un chemin quelconque, les fonc- ; 

lions Ui, ..., Up_f se reproduisent ŕ l'ordre près et ŕ des multiples près des ' 
périodes. On a ainsi, en désignant par {u/,f] ce que devient la fonction u^', . 

avec les conditions 

puisque t • est constant. Le facteur 

devient donc 



et (û(t) se reproduit mult ipl ié par la quanti té c'est-ŕ-dire l 'u -

nité. On voit de męme que 9 (/) admet les périodes co, noi. 

De męme, enfin, <p(;)ne change pas, si l 'on y remplace t par une des quan-

tités ^̂^ (?), i ^ 2 ( ^ ) ' ( 0 -

Les zéros de (p (0 s'obtiendront évidemment en égalant ŕ zéro successi-

vement les facteurs du numéra teur . Soit, par exemple. 

On en tire 

et les relations ) montrent que l'on aura 

c'est-ŕ-dire 

k ayant une des valeurs 1 , 2 , . . . , / ? — i . 

Les zéros de 9 {t) ne peuvent donc ętre que de la forme précédente . Inver-

sement, toute quanti té de cette forme est zéro simple de <^{t). Soit, par 

exemple, la quant i té ( oc) : les quant i tés 

reproduisent, ŕ l'ordre près et ŕ des multiples près de o>, W , les quant i tés 

. On a ainsi 

et le facteur 

s'annulera pour t = (oc). Le point u,{cc) n 'é tant pas un point critique, par 

hypothèse, les quantités 

i 
sont différentes, et les facteurs du numéra teur autres que 0,(Wp —oc ne j 
s'annulent pas pour ż = (a). La dérivée de ce facteur ne s'annule pas non 



plus pour cette valeur, car elle est égale ŕ 

or . c 'est-ŕ-dire 6'(o), n'est'pas nul, et n'est pas nul 

au point / = M , ( a ) , puisque les valeurs de u sont différentes en ce point. 
Il résul te de lŕ que les zéros de (p(0 sont, dans un paral lélogramme 

des périodes, les quant i tés a, M , (a), M ^ _ , ( O C ) ; et ses infinis, les quan-
tités ˇ3, (P) , . . . , Uj,_i (ˇ3). On a donc, X étant une constante. 

Or, nous avons vu plus haut que çp(^) ne change pas quand on y remplace / 

par Ui{t); i l en est donc de męme de Z(^), et l'on a 

Il en résulte que les p fonctions t, [t), ..., {t) sont, abstraction faite 

des multiples de w, nw', les zéros de la fonction de u : Z{ii) — Z{t), oů Z[u) 

désigne une fonction doublement pér iodique , aux périodes w, zzw', et 

d'ordre p. 

32. On en déduit que la courbe décrite par le point (^r,, ^r^, ¿«73) ou 

( i , X , Y ) est unicursale. 

Il existe, en effet, entre les deux fonctions doublement pér iodiques , aux 
męmes périodes X ( ^ ) e tZ(^) , une relation a lgébr ique. Si l'on se donne Z, 
on trouve pour t, abstraction faite de multiples des périodes, p valeurs. 
Soit a l'une d'elles. La relation 

montre que les [p - i) autres seront i ^ , ( « ) , u^[a), Up_i{a). Or, aux va-
leurs a, u, {a), . . . , Up_^ [a) de t correspond, ŕ cause de la relation 

une seule valeur de X . A i n s i , Z étant donné , X n'a qu'une valeur : X est 
donc fonction rationnelle de Z. U en est de męme de Y , et la courbe S, 
décrite par le point ( i , X , Y ) , est unicursale. 



33. Le degré de cette courbe est Soit, en effet, l 'équation 

oů est une constante arbitrairement choisie. Elle donne les arguments 
des points d'intersection de la courbe S avec la droite X = X ( ; o ) -

Cette équation, ŕ moins que n'ait des valeurs par t icul ières , ce que 
nous ne supposons pas, n'a pas de racine commune avec l'une ou l'autre 
des équat ions 

de plus, les équations 

n'ont, abstraction faite des multiples de co, no / , d'autres solutions com-

munes que les quanti tés 

L'équation X ( ; ) = X(?o) admet tout d'abord comme racines ces p quant i tés , 

qui sont différentes, puisque Z' [w,(?o)] n'est pas nul , et qui sont des racines 

simples, puisque X'[Wi(Zo)] n'est pas nul. 
A ces p racines correspond la męme valeur Y ( / o ) de Y . 
Soit une autre racine de l 'équation X ( ; ) = X ( / o ) ; les quant i tés ('„, 

Up_^[^-\) seront des racines; elles diffèrent entre elles, et sont 
des racines simples pour les męmes raisons que les quanti tés r • ^* ^-
de plus, la valeur Y((^o) de Y , qui correspond aux p racines 

diffère de Y(?o) - ű n ne peut avoir, en effet, 

en męme temps que 

que si^o^ l'une des valeurs t^^, u, (?„), . . . , Up_f[to), ce qui n'a pas l ieu, puis-

que les quanti tés t^^, . . . sont des zéros simples de la fonction X{t) — X(?o)-

On voit ainsi que les {n — k) zéros de cette fonction, compris dans un 

paral lélogramme co, no/, se partagent en groupes renfermant chacun p zéros 

distincts, et qui diffèrent des zéros des autres groupes. Aux p zéros d'un 

męme groupe correspond une seule valeur de Y ( ; ) , et les - v'aleurs ainsi 

obtenues sont différentes. 



Il en résul te que la droite coupe la courbe S en points 

distincts; cette courbe est donc de degré 

V I I I . 

Discussion générale. 

34. Il nous reste maintenant ŕ reconnaî t re si une courbe S, représentée 
par des équations de la forme (6), est de degré n et de genre un. 

La considération des équat ions fondamentales va nous permettre de ré-
soudre cette question. 

Il a été démontré plus haut que, dans le cas oů la courbe S est de degré n, 

la fonction A[x^, x^_, x.^) n'est pas identiquement nulle, et qu ' i l n'existe au-
cune relation linéaire et homogène identique entre les n fonctions Ax^, 

A.^o, Ax.,',f„f, ...,fn. 

Ces conditions nécessaires sont en męme temps suffisantes. 

S i , en effet, la courbe S n'est pas de degré ii, on se trouve dans un des 
cas particuliers examinés plus haut. 

i " Xi[t,), x<^[t), x^[t) ont des zéros communs; en ce cas, on a vu que la 
fonction A( ) est nulle identiquement. 

2'' Xi [t), x.^[t), x^ (t) ontk zéros communs, et les équations 'X(ii) = X[t), 

Y{ii) = Y{t) sont vérifiées s imultanément , quel que soit t, pour p valeurs 
de u comprises dans un paral lé logramme w, noi'. On admet, de plus, que les 
fonctions X(^) et Y ( / ) n'ont pas de système de périodes plus simple que le 
système co, na)'. 

En ce cas, si k n'est pas nul , A est identiquement égal ŕ zéro comme pré-
cédemment . Il en est de męme si k est nul . 

Admettons, en effet, que A ne soit pas nul identiquement; on pourra des 
équations ( i i ) tirer les équations (12) et ( i 3 ) . Dès lors, en vertu du raison-
nement du n" 21, la courbe A = o a un point multiple d'ordre p — i en 
tout point multiple d 'ordre/» ' de S. Or, ŕ tout point de S correspondent p 

arguments, t, Ut[t), Up_i{t), et, par suite, tout point de S peut ętre con-
sidéré comme un point multiple d'ordre p, et l 'on aura 

la courbe 2 = o étant une courbe unicursale de desrré • La fonction A sera. 
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d'après ce qui précède, divisible par et l'on anra identiquement 

A| étant un polynôme de degré — 3 en œ.,, x^. 

Remarquons maintenant qu'ŕ un point double de la courbe 1 = o corres-

pondent 2/> arguments de la forme t, Ui{t), Up_f{t); t\ u,{t'), 

iip^i [t'); un tel point est donc un point multiple d'ordre 2/> sur S, et, par 

suite, d'ordre 2p — i sur A. Il résulte de l ' identité précédente que ce point 

sera un point simple de la courbe A, = o. 

Cette courbe est donc une courbe adjointe de 1. Or une courbe unicur-

sale n'a pas de courbe adjointe dont le degré soit inférieur au sien de trois 

unités [car une courbe adjointe de degré /n — 3 passant par les^m(7?2 — 3) + 1 

points doubles d'une unicursale de degré m couperait cette courbe en 

m[m — 3) -h 2 points] ; i l en résulte nécessairement que la fonction A, est 

identiquement nulle, et i l en est dès lors de môme de la fonction A. 

3" Les fonctions X ( ; ) et Y ( / ) ont un système de périodes co,, co',, plus 

simple que le système w, noi', sans que les équations X{u) = X{t), 

Y(ii) = Y ( / ) aient dans un parallélogramme co, co'̂  d'autre solution commune 

que la solution ii = /. 

En ce cas, si le parallélogramme oj, /zco' équivaut ŕ p fois le parallélo-

gramme co,, co',, la courbe S est une courbe 2 , de genre un, de degré 

comptée p fois. Cela résul te immédia tement de la discussion des n*̂^ 17 

et 30. 
On aura, comme plus baut, identiquement 

la courbe de degré étant une courbe adjointe de 1, 

De męme, étant les fonctions définies au n° 15, on aura 

9, , . . . , 9,, étant des polynômes de degré — 2, qui, égalés ŕ zéro, sont les 

équations de courbes adjointes de 1. 

Or nous verrons plus loin que l 'équation générale des courbes de degré 

m — 2, adjointes d'une courbe de degré m et de genre un, est de la forme 



étant des constantes, des polynômes de degré m —- x 

en 
Il en résul te que les n fonctions 

sont liées par ^ ~ ~̂  relations linéaires et homogènes, et i l en est de męme 

des fonctions 

35. Par conséquent : 

TmîOiiÈME. — Pour que la courbe représentée par les équations [ij) soit de. de-

gré n, ilfaut et il suffit quil ri existe aucune relation identique i^en . 

de la forme 

a^, ... étant des constantes. 

Il résulte de ce qui précède que, si la courbe est de degré n, elle sera éga-
lement de genre un. 

I X . 

Conséquences géométriques. 

36. Soit S une courbe de degré n et de genre un, définie par des équations 
de la forme (6); désignons par <2o le nombre de ses points doubles, par a.^ 

celui de ses points triples, etc. 
On a, puisque S est de açenre un. 

ou 

La courbe A , dont nous avons appris ŕ former l 'équat ion, est de 
degré n — 3 et a un point multiple d'ordre p — \ en tout point multiple 
d'ordre/? de S; elle a donc avec Sp[p — i ) points communs en un tel point, 
et l 'équation précédente montre que A ne coupe S qu'aux points multiples 
de cette dernière courbe. 

Il en résulte que la courbe A est unique; car, s ' i l existait deux courbes 



a(3jointes A = o et A ' = o de degré n — 3, la courbe 

oů a et oc' sont des constantes, serait également une courbe adjointe, et l'on 
pourrait la faire passer par un point quelconque de la courbe S, qu'elle cou-
perait ainsi en n(n - 3) + i points, ce qui est impossible. 

37. La courbe de degré n — 2 dont l 'équation est 

[oi^, . . . , tO/j étant des constantes arbitraires) est une courbe adjointe de S. 

Réciproquement, toute courbe adjointe de degré n — 2 a une équation de 

cette forme. 

Remarquons d'abord que les arguments des mn points d'intersection avec 

S d'une courbe quelconque de degré m, f[x^, x^,x^) = o, sont donnés par 

l 'équation 

et l'on démontre sans difficulté, comme au n" 3, que cette équation a dans 
un paral lélogramme co, no/, mn zéros dont la somme, ŕ des multiples près 

des périodes, est • 

Soit C une courbe adjointe quelconque de degré n — 2; elle coupe S aux 
points oů cette courbe est coupée par A et en n autres points, dont les argu-
ments ont pour somme, ŕ des multiples près de oi, no/, la quant i té 

c'est-ŕ-dire 

On peut donc ( théorème IV, n*̂  6) former une et une seule fonction de la 
forme o,,x^{t) -+-... 4- oi„x^{t), ayant ces n arguments pour zéros, et, par 
suite, la courbe adjointe de degré n — 1, dont l 'équation est 

coupe S aux męmes points que la courbe G'. On en conclut immédiatement 

que les courbes C et G' sont identiques. 
c. Q. F. D. 



38. On a trouvé (n° 15) les relations 

On en déduit 

C'est lŕ une relation de degré 2.[n — 2 ) entre Xi[t), x.^{t), x^{l), c'est-

ŕ-dire entre les coordonnées d'un point quelconque de la courbe S; si donc 

on désigne par S le premier membre de l 'équation de cette courbe, on aura 

identiquement, quels que soient 

(R) 
de męme 

C45, . . . étant des polynômes de degré n — l\ m x^, x^, x^. 

Cela posé, soient deux courbes adjointes quelconques, de degré n — 2 , 
etC^, 

On a 

ou, en r e m p l a ç a n t / , % / 4 / g , . . . par leurs valeurs tirées des relations (R), 

(S) On trouverait de męme 

G,2» G , , sont des polynômes de degré n — 4; -S,2, des polynômes de 
degré n — i en Xi, x.,, x\. 



De plus, les courbes = o, 2 , , = o sont des courbes adjointes de S, car 
on a, par exemple. 

et l 'on sait que les courbes sont des 
courbes adjointes de S. 

La relation 

montre, en outre, que la courbe 2 , 2 = o passe par les 21% points, autres que 
les points doubles, oů C, et C2 coupent S : i l n'y a évidemment qu'une seule 
courbe adjointe de degré n — i remplissant ces conditions. 

Cela posé, on déduit a isément des relations (S) les résul ta ts suivants : 

39 . Soient 

C, et Co deux courbes adjointes quelconques de degré n — i\ 

.S,, la courbe adjointe de degré n — \ qui touche S aux n points, autres que 
les points doubles, oů C, coupe S; 

2 , 2 la courbe adjointe de degré n — 1 qui coupe S aux 2/1 points, autres que 
les points doubles, oů C, et Co coupent S; 

A la courbe adjointe de degré n — 3. 

i ' * Il existe une couîlje G , 2 de degré n — [\, passant par les points, autres que 

les points doubles de S, où et Co coupent A ; 
2" La courbe 2 , 2 coupe G¡2 en [n — i) (n — 4) points : la moitié de ces 

points est située sur C,, l'autre moitié sur C2 ; 
3"̂  Il existe une courbe G n , de degré n — [\, tangente à A aux points, autres 

que les points doubles de S, C, coupe A ; les courbes G , , et A sont ainsi tan-

gentes en tous leurs points de rencontre; 

4*̂  touche la courbe G , , en tous ses points de rencontre avec elle; ces 

points sont situés sur C, . • 

Les théorèmes 3" et 4" sont des cas particuliers des théorèmes i " et 2* .̂ 

4 0 . Ces théorèmes donnent des propriétés de la courbe A ; on peut en 
déduire les conditions nécessaires et suffisantes pour que \ n[n — 3)points d'un 

plan soient les points doubles d'une courbe de degré n, de genre un [^). 

(1) M . Halphen a Lrailo cotLo qucstioii pour la courbe du sixième ordre {Bulletin de la Socie'le" 

mathématique de France, t. X , p. 162 ) . 



Ces conditions sont les suivantes : 
Soit A la courbe de degré n — ?> qui passe par les {n[n — ?i) points 

donnés , cette courbe doit ętre unique et n'avoir de point multiple en 
aucun de ces points. 

1° Toute courbe C de degré n — 2 passant par les points donnés coupe A en 

^[n — ?>)[n — l\) points : il existe une courbe G, de degré n — 4, touchant A 
en ces points; 

2 ° La courbe C coupe G en ^[n — i) (̂ ^ — 4) points non situés sur A : il existe 

une courbe 2 , de degré n — 1, touchant G en ces points, et passant par les" 

^n[n — 3) poijits donnés. 

Ces conditions, qui reviennent aux propositions des théorèmes 1° et 2°, 
sont nécessaires : je dis qu'elles sont suffisantes. 

Soit, en effet, la courbe ayant pour équation 

oů \ désigne une constante arbitraire. Cette courbe de degré m — [\ est 
évidemment tangente ŕ G en ^(zz — 3) [n — 4) points situés sur A, et en 

— i) (/z — 4) points situés sur 2, puisqu'on suppose vérifiées les condi-
tions i " et 2°; on peut choisir \ de façon qu'elle passe par un point arbi-
traire de la courbe G, qu'elle coupe ainsi en 

c'est-ŕ-dire en (/z — 4) (2/2 — 4) + i points : elle se décompose donc en 
deux courbes dont l'une est G et l'autre une courbe S, de degré n. On a 
ainsi identiquement 

La courbe G ne passe par aucun des {7z(n — 3) points donnés , car elle ne 
rencontre A qu'aux \ [n —'ò)[n — [() points, autres que les points donnés, 
oů C coupe A. Il résul te dès lors de l ' identi té précédente que la courbe S 
admet les ~n[n — 3) points donnés pour points doubles. 

41. Reprenons l ' identi té 

Soient T = o, T ' = o les tangentes ŕ S en un de ses points doubles; 



soient 

les tangentes en ce point aux courbes C, , C2 , l,^^ A et 2 , , . Si l'on prend 
pour axes de coordonnées cartésiennes les deux droites T et T', i l viendra, 
en égalant ŕ zéro les termes du second degré dans l ' identi té précédente . 

A , B, C étant des constantes; on en déduit 

d'oů 
ou 

ce qu'on peut énoncer ainsi : 

Le rapport anharmoniqae du faisceau (T, T§, T', T ,2) est égal cm produit 

des rapports anharmoniques des faisceaux (T, ďg , T' , ď , ) (T, Tg, T', T 2 ) . 

De môme : 

Le rapport anharmoîiique du faisceau (T, T§, T', T, ,) est égal au carré du 

rapport anharmonique du faisceau (T, ďg , ď ' , T,). 

42. Si le point double considéré sur S est un point de rebroussement, 

les théorèmes précédents sont illusoires. 

Soient 
la tangente de rebroussement, 
la tangente ŕ A au point de rebroussement, 

On trouve aisément, en opérant comme plus haut, 



Par conséquent : 

[JŒ somme des rapports anharmoniques des faisceaux (Tg, T,, T, ď , ^ ) 

et (Tg, T 2 , T, T,2) est égale à l'unité. 

Le rapport anharmonique du faisceau (T3, T,, T, T,, ) est égal à ^. 

H. 7 



DEUXIČME PARTIE. 

I. 

Intersection de la courbe de genre un et d'une courbe algébrique. 

43. Soit une courbe algébr ique quelconque de degré a?,, ^r2,^i?3) = o. 

Les arguments de ses mn points d'intersection avec S sont donnés par 

l 'éauation 

qui a, dans un paral lé logramme (co, nco'), mn zéros dont la somme, ŕ des 

multiples près des périodes, est égale a — (co -h /zco j . 

On trouve aisément, en se reportant aux relations (3) , 

( 2 9 ) 

Posons 

on aura 

( 2 9 Us) 

et par conséquent ( théorème I) j[t) est fonction linéaire et homogène des 

mn fonctions II,, . . ., n,„„. 

L'équation qui donne les arguments des points d'intersection d'une 



courbe de degré m avec S peut donc se mettre sous la forme 

(3o) 

« I , • • - 5 cimn étant des constantes. 

43 his. D'après ce qui précède, on peut dire que : 

La somme des arguments des mn points d'intersection de S et d'une 

courbe de degré n est égale ŕ ^ (w + /zw') , ŕ des multiples près de oj, m^'. 

Si la courbe de degré m est la courbe adjointe ŕ S de degré « — 3, on voit 

que : 
La somme des arguments qui correspondent aux 

points doubles de S est ŕ des multiples près deco,Ai6o'. 

44. Inversement, les mn points de S dont les arguments vérifient une 
équation de la forme précédente (3o) ne sont pas toujours sur une courbe 
de degré m. Certaines conditions doivent ętre satisfaites par les coeffi-
cients a, , rtîo, . . . , pour qu ' i l en soit ainsi. 

Nous distinguerons deux cas, m <^n aim^ n. 

Si m est inférieur ŕ n, les fonctions de la forme 

^3 étant des entiers non négatifs de somme m , ne sont liées par au-
cune relation linéaire et homogène (sinon, la courbe S serait decompo-
sable); -et, comme ces fonctions vérifient les relations (29) et (29 his), elles 
s'expriment l inéairement ŕ l'aide des fonctions n,(^), ^S^.^^t), n,„,j(^). 
Leur nombre étant de ^ ( w + i) ( 7 7 2 4 - 2 ) , on pourra exprimer 

des fonctions II, en fonction linéaire des mn — \ [ r n 0 ( ' ^ + 2 ) autres 
fonctions II et des fonctions x^'xX^x"^.^ : si nous portons ces valeurs dans 
l 'équation (29) , et si nous écrivons que les coefficients des fonctions II res- ! 
tantes y sont nuls, nous obtenons ; 

relations linéaires et homogènes entre a,, a.,, . .., a,,^^-



Si m est égal ou supér ieur ŕ n, les fonctions x'\' r̂̂ ^ ^2 + ^ ' 3 = ^ ) 
sont liées par des relations linéaires et homogènes : soit (p,„ = o une de ces 
relations, on aura identiquement 

étant un polynôme de degré m — n en x,, x.^, x^. 
Il y aura donc entre les fonctions x\^x\-x\^\m nombre de relations linéaires 

égal au nombre des coefficients de c'est-ŕ-dire n 4 - i ) ( m - / ? - i - 2 ) , 
et le nombre de ces fonctions l inéairement distinctes sera 

ou 

On en conclut, par le raisonnement appliqué plus haut que les coeffi-
cients a,,a.,, ... de l 'équation (3o) devront satisfaire ŕ \n[n - 3) relations 
linéaires et homogènes, pour que les mn points de S, dont les arguments 
vérifient cette équation, soient situés sur une courbe de degré m. 

Remarque. — Pour m = n - 1 et m = n - 2, le nombre 

est égal ŕ , c'est-ŕ-dire au nombre des relations trouvées pour 

45. Clebsch a mis ces relations sous une forme importante au point de 

vue des applications ). 

Soit 

l 'équation d'une courbe quelconque de degré m, et f{t) la fonction 

Désignons par (e,, e\), (e„ el), . . . les arguments qui correspondent aux 

points doubles E , , E 2 , . . . de S. 

(1) CLEBSCH, Journal de Crelle, t. 61, p. aSo. 



On a, par hypothèse, 

et, par suite. 

c'est-ŕ-dire 

Si donc les mn points, dont les arguments vérifient l 'équation (3o) , sont 
situés sur une courbe de degré m, les mn coefficients de cette équation de-
vront satisfaire aux relations 

(3i) 

46. Les relations ( 3 i ) , que nous appellerons les équations de Clebsch, 
sont nécessairement vérifiées quand les mn points de S, dont les arguments 
satisfont ŕ l 'équation f[t) = o, sont situés sur une courbe de degré m; je 
dis maintenant qu'elles sont suffisantes. 

Pour le démontrer , on s'appuiera sur une interprétat ion géométrique qu'on 
peut donner de ces équat ions. 

47. LEMME. — Les mn points de S, dont les arguments vérifient une équation 

de la forme [3o), /{t) = o, sont situés sur une courbe adjointe F, de degré 

m -\- n — 3. 

En d'autres termes : 

mn points de S, dont les arguments ont pour somme ̂  (oj H - / z ś ' ) , ci des 

multiples près de to, nco', sont situés sur une courbe adjointe à ^, de degré 

m n — 3. 

Supposons d'abord qu'aucun de ces mn points ne coďncide avec un des 
points doubles de S. 

Une courbe adjointe, de degré m + / z — 3, coupe S aux points doubles 

et en mii autres points, dont les arguments ont pour somme, ŕ des multi-

ples près de w, nca', la quant i té ^ ( ( o - f - noi'), ainsi qu'on le voit aisément 

(n"43è î> ) . 
Cette quanti té est précisément la somme des mn zéros de la fonction 

contenus dans un paral lélogramme oj, no/. 



Un des points d'intersection de S et d'une courbe adjointe est donc dé-
terminé par les autres; ces autres sont arbitraires, car on sait que, parmi les 
points d'intersection de deux courbes, l'une de degré n, l'autre de degré 
m + w — 3 passant par ~n[n — 3) points doubles de la première , le nombre 
de ceux qui sont déterminés par les autres est, au plus, 

c'est-ŕ-dire i ( ')• 
Il en résulte que, étant donnés, sur S, mn points quelconques, différents 

des points doubles, et dont les arguments ont pour somme - f - / z o / ) , 

c'est-ŕ-dire mn points, dont les arguments vérifient une équation de la 
forme (3o), on pourra faire passer, par ces points, une courbe de degré 
m ^ n — 3 adjointe ŕ S, pourvu que le nombre des conditions auxquelles 
se trouve ainsi assujettie cette courbe, c'est-ŕ-dire le nombre 

soit inférieur ou égal au nombre des conditions qui déterminent une courbe 

de degré m + n — 3, c'est-ŕ-dire ŕ "J—ZJl—_^ {^ni-^ n) : or, cette inégalité 

étant vérifiée, quels que soient les entiers positifs m et n, le lemme est dé-

montré . 

48. Cela posé, soit F = o l 'équation d'une courbe, de degré m. n — 3, 

adjointe ŕ S et passant par les mn points de S, dont les arguments vérifient 
une équation f[t) = o de la forme (3o). Si m -+- n — 3 est égal ou supérieur 
ŕ n, c'est-ŕ-dire si m>3, i l y aura, pour une môme équation /(t) =z o, une 
infinité de courbes F ayant pour équation générale 

(F) 

Fo = o étant l 'équation de l'une quelconque d'entre elles, et R^^.g désignant 
un polynôme arbitraire, de degré m — 3. 

Les courbes F ont un point simple en chacun des points doubles de S, 
puisqu'elles coupent la courbe S en ses ^n{n — 3) points doubles et en 
mn autres points, distincts des précédents , par hypothèse; i l résulte de 

(1) CLEBSCH, Leçons sur la Géométrie, Traduction Benoist, t. IÍ, p. i3o et suivantes. 



l 'équation (F) que toutes les courbes F qui correspondent ŕ une męme équa-

tion f[t) = o se touchent en un quelconque des points doubles de S. 

Soient 

A(cCi, oo.j, Ł ^ 3 ) = o l 'équation de la courbe, de degré n — 3, adjointe ŕ S; 

A(^) la fonction A[xi{t), ...]; 

F(^) la fonction /[,Xi[t), ...]. 

En décomposant cette dernière fonction en un produit de fonctions 0, on 

obtiendra évidemment la relation 

( 3 2 ) 

A étant une constante. 
Supposons vérifiée une des équations de Clebsch 

(3i) 

Si l'on prend pour les axes Łt?2 = o et żÍ?3 = o les deux tangentes ŕ S, au 

point double (e, e'), x^ — o étant la tangente ŕ la branche e et x^ — o \â tan-

gente ŕ la branche e', on aura, en ordonnant F et A par rapport aux puis-

sances décroissantes de żr,, 

1 et [7. ne sont pas nuls, puisque les courbes F et A ont un point simple en 

tout point double de S. 

Or, d'après la relation (32) , / ( e ) est la limite vers laquelle tend la fonc-

tion 

quand s tend vers zéro, c'est-ŕ-dire, en négligeant les termes du second 

ordre én X2 etx^^, la limite de l'expression 

Mais ¿^2(6, H-s) est infiniment petit par rapport ŕ ¿»73(6 + s ) , puisque la 

droite x^ — o est tangente ŕ la branche e; i l reste ainsi 



De męme 

et la relation (3i) donnera 

a — b. 
Par conséquent : 

Si l'équation de Clebsch, relative à un point double, est vérifiée, les courbes F 

et A se touchent en ce point. 

Telle est l ' interprétation géométrique qu'on peut donner des équations de 

Clebsch. 

49. Cela posé, supposons toutes les équations de Clebsch vérifiées par 
une fonction f{t) de la forme (3o). 

Les courbes F correspondant ŕ cette fonction et la courbe A sont tangentes 
en {n[n — 3) points, qui sont les points doubles de S; en d'autres termes, 
on peut dire que l'une quelconque des courbes F passe par les points d'in-
tersection des courbes S et A ; on peut donc (CLEBSCH, Leçons sur la Géomé-

trie, traduction Benoist, t. II, p. 45 et suivantes) écrire identiquement 

F.= A á - i - B S , 

A étant un polynôme de degré jn et B un polynôme de degré m — 3, en x^, 

00 ,^ J 00 • 

On conclut immédiatement de cette identité que les points d'intersection 

de la courbe F et de la courbe S, non situés sur la courbe A, c'est-ŕ-dire les 

mn points, dont les arguments vérifient l 'équation f[t) = o, sont situés sur 

la courbe, de degré m. A — o. 

Les- équations de Clebsch sont donc les conditions nécessaires et suffisantes, 

pour que les mn points de la courbe S, dont les arguments vérifient V équation 

f(^t) = o, soient sur une courbe de degré m. 

50. Remarque L — Nous avons admis, dans ce qui précède, qu'aucune 
des quanti tés f[e) n 'étai t nulle. Si l'on avait f[e) — o, on aurait également, 
en vertu de l 'équation (3i) , f[e') = o. Supposons donc que l'on ait 
y(e) = o, / (e ' ) = o, e et e' étant respectivement des zéros multiples 
d'ordre p et q{p,q^i), de la fonction f{t). 

Considérons une fonction f{t) de la męme forme que f{t), ayant pour 



zéros multiples, d'ordres p et q, les quantités e + s, e'n- s', et s'annulant 
pour les męmes valeurs de t que f[t), les valeurs e et e' exceptées. 

Si les équations de Clebsch sont vérifiées parla fonction fi[t), les mzi points 
de S, dont les arguments sont les zéros de cette fonction, sont sur une 
courbe de degré m, et i l en sera de męme ŕ la limite, quand s et s' seront 
nuls. 

En ce cas, l 'équation 

est vérifiée identiquement, puisque / (e ) et f{e) sont nuls, et i l suffira que 
les T^n[n — 3) — i autres équations de Clebsch soient également vérifiées, 
pour que les mn points de S, dont les arguments annulentf{t), soient situés 
sur une courbe de degré m, passant par le point double (e, e') et ayant en ce 
point avec S {p + q) intersections confondues. 

En général , si la fonction f[t) admet pour zéros les k couples de valeurs 
e,, e'̂ , (?2, ê » <?A» e'̂ » qui correspondent ŕ k points doubles de S, le nombre 
des équations auxquelles doivent satisfaire les coefficients de cette fonc-
tion, pour que les mn zéros de f{t) soient les arguments de points de S, s i -
tués sur une courbe de degré m, se réduit de k uni tés . 

51. Remarque IL — Si m est inférieur ou égal ŕ n — 3, nous avons vu 
que le nombre des relations auxquelles doivent satisfaire les coefficients 
de f{t), pour que les mn zéros de cette fonction soient les arguments de 
points de S situés sur une courbe de degré m, est 

En ce cas, i l n'y aura que — | ( m + i) ( m - t - 2 ) relations de Clebsch 
l inéairement distinctes. 

52. Remarque III. — Si le point double {e,e') est un point de rebrous-
sement, i l faut, dans l 'équation 

faire e' = e + e, et faire tendre s vers zéro. On trouve ainsi 

53. Remarque IV. — D'après le lemme du n° 47, les mn points de S 
H. 8 



dont Ws arguments vérifient une équation de la forme 

(3o) 

sont, quelles que soient les constantes «2,, a.,, <2„,^, sur une courbe 
adjointe de degré m + n — 3, dont l 'équation sera évidemment de la forme 

(33) 

Il en résulte qu'ŕ toute propriété analytique de l 'équation (3o), c'est-
ŕ-dire ŕ toute forme de cette équation, correspondra une forme de l 'équa-
tion (33), et, par suite, une propriété des courbes adjointes R. 

C'est dans ce sens que la résolution du problème suivant donnera lieu 
ŕ une série d'applications géométr iques, qui vont nous occuper mainte-
nant. 

I I . 

Problčme. 

54. Considérons l 'équation 

(3o) 

oů l'on a posé 

Soit 

, / , , . . . , étant des entiers positifs. 

Cherchons quelle doit être la forme du premier membre de l'équation, pour 

que ; 

i * ' k des zéros de cette équation soient des quantités données b^, .. ., b/,; 

2 ° Les autres zéros se partagent en q groupes, comprenant respectivement /,, 

4 , . . . , /y zéros distincts, les Ij zéros du f^"''' groupe étant multiples cVordre rj et 

ayant une somme donnée Sj. 

Il est bien entendu qu' i l s'agit des zéros compris dans un męme parallé-
logramme to, ZZOJ', ou co,/?(o',. 



55. Soient 

c,,. ..., C/^ les li zéros d'ordre du premier groupe; 

g\, goy • • • » les zéros d'ordre du groupe. 

On aura (théorème II) 

h et A' étant des entiers. 
Si l'on pose, pour abréger, 

on aura évidemment, A étant une constante. 

Posons 

Il vient 

Or la/onction /At) satisfait aux relations 

et, si l'on pose 



les relations précédentes deviennent 

La fonction Fy(^,) est donc fonction linéaire et homogène ( théorème I ) 

des Ij fonctions 

et, par suite, fj(t) est fonction linéaire et homogène des Ij fonctions <p}, 

(p'y, telles que 

(34) 

O n a a i n s i 

Les zéros de fj{t), c 'est-ŕ-dire les Ij zéros d'ordre Vj du groupe, ne 
sont assujettis par hypothèse qu'ŕ la condition d'avoir sj pour somme; les 
constantes -A^, -n^, . . . sont donc arbitraires. 

De lŕ résul te la forme cherchée de f{t), 

(35) 

a^, ^/ étant des constantes arbitraires. 

56. La relation précédente montre que f[t) est une somme de termes de 

la forme 

fjL,, . . . , étant des entiers non négatifs de somme r,, . . . ; 
V, v̂ ^ étant des entiers non négatifs de somme r^. 



Les fonctions ^(t) satisfont, comme on le voit immédia tement , aux rela-

tions 

(0 

(2) 

et sont, par suite, des fonctions linéaires de II,, . . . ,11^.. 
Nous écrirons généralement , sous forme symbolique, 

(35 bù) 

57. Remarque I. — Si une des quanti tés /, par exemple, est égale ŕ 2, 

on a (34) 

On trouve aisément les relations 

(36) 

A étant une constante. 
Les fonctions (f^t) et (sj\[t) ont deux zéros dans tout paral lé logramme w, 

/?o)', (ou co, Tiiù), et la somme de ces zéros est.?,, ŕ des multiples près de co, 

/?co',. On a ainsi 

on en déduit 

(3?) et, de męme, 

Ces formules nous seront utiles plus tard. 



58. Remarque II. — Si l'on a ŕ la fois 

q' étant inférieur ŕ q, la fonction f{t) [équation (35)] prend une forme plus 

simple. 
En ce cas, en effet, / ^ / o i sont fonctions linéaires et homogènes 

des deux fonctions o\ et 9", de la remarque I. 
On a ainsi 

ou, puisque = ro — . . . = /y, 

La fonction entre crochets est un polynôme homogène, de degré q', en 
9̂  et 9",; les quantités a,, [3,, YO étant arbitraires, i l est clair, d'après la 
formation męme de ce polynôme, que tous ses coefficients sont également 
arbitraires et, en posant 

on aura 

(38) 

ou, symboliquement. 

(38 bis) 

p^, . . . étant arbitraires. 

III . 

Applications. 

59. Les résultats analytiques obtenus aux paragraphes précédents per-

mettent de traiter la question suivante. 

Soit 



Trouver V équation générale des courbes, de degré m, qui passent par k ^ points 

doubles et k.^ points simples, donnés sur une courbe S, de degré n et de genre un, 

et qui ont avec cette courbe en Ij points, dont les arguments ont une somme 

donnée Sj, un contact d'ordî^e rj — i [j — i, 2, q). 

Soient / ( - r , , ao.,, ^r.,) = o l 'équation générale cherchée, et/{t) la fonction 
. . , ] . Cette fonction est fonction linéaire et homogène de 

n2(^), llp{t) (n '^43), et peut se mettre sous la forme [équation ( 3 5 ) ] 

ou, en développant, 

(39) 

Ajj., . . . étant une constante; 
»7.0, . . . des entiers non négatifs de somme r,, . . . ; 

V,, v̂ ^ des entiers non négatifs de somme r.̂ ; 
a,, a.o, . . . des constantes. 

Mais ces dernières constantes ne sont pas arbitraires, comme l 'étaient les 
constantes analogues de l 'équation générale ( 3 5 ) ; en eflTet, les mn points 
de S, dont les arguments annulent /{t), sont si tués, par hypothèse, sur 
une courbe, de degré m, passant par points doubles de S, et l'on aura, 
par suite, entre a,, (>,, . . . des relations de la forme 

(4o) 

Ces relations seront au nombre de 

et de 

Si les quant i tés a , , aa, . . . , . . . vérifient les équations ( 4 i ) , le second 
membre de l 'équation ( 3 9 ) est une fonction linéaire et homogène des quan-
tités x"''{t) oo'^\t) oû'l''{t), (m, 4- m^ = m), et l'on a 

( 4 i ) 

X , , . . . , . . . étant des constantes arbitraires, liées par les relations ( 4 o ) . 
On tire de lŕ l 'équation générale cherchée, en remplaçant , d a n s / ( / ) , 



par et égalant ŕ zéro la fonction ainsi ob-

tenue. 

Remarque. — Si m est supérieur ou égal ŕ n, on devra ajouter ŕ la fonc-
tion f[x^,x2,x^), ainsi formée, le produit SR^_„, oů R,„_„ désigne un 
polynôme quelconque, de degré m — n en Xf, x^, x^. 

60. Dans le cas particulier oů la courbe, de degré m, passe par tous les 
points doubles de S, les relations (4" ) sont des identités (n° 50), et les con-
stantes a , , ag, S,, . . . sont arbitraires. Par conséquent , l 'équation 
générale cherchée sera donnée par (39) : 

(42) 

Fjx,,... est un polynôme en x^, x.^, x^, de degré m, et la courbe F^, . . .= o 
coupe S en des points dont les arguments vérifient l 'équation 

Elle passe par les points simples donnés sur S et par les points 
doubles de cette courbe, puisque les arguments de ces points annulent 

61. Nous allons maintenant appliquer ŕ des exemples simples les prir 

cipes généraux des deux derniers paragraphes. 

PROBLÈME. — Soit 

et 

Trouver l'équation générale des courbes de degré m, qui passent park^ points 

doubles et k^ points simples donnés sur S, et qui ont avec S en lpoints un con-

tact d'ordre r — i ( * ). 

Soient^, la somme des arguments correspondant aux points fixes donnés 

snr S; s celle des arguments des / points de contact. On a 

(1) Clebsch a traité {Journal de Crelle, t. 64, p. 244 et suivantes) un problème analogue, mais 
il n'a fait que donner le nombre des courbes ou systèmes de courbes répondant ŕ la question 
sans s'occuper des équations générales de ces courbes. • • 



On tire de lŕ pour s, en donnant aux entiers h et h' les valeurs o, r, . . . , 
/ — 1 , systèmes de valeurs, aux multiples près de oj, noi'. Il y a donc 
r- systèmes de courbes répondant ŕ la question : pour les courbes d'un 
męme système, la somme des arguments des / points de contact est la męme. 

Soit 

l 'équation des courbes d'un système. On aura, équation (35), 

a,, . . . , sont des constantes liées par les ^ — relations 

e,,e',; e ,̂ é^; e3_/̂ , 4-/r. étant les couples d'arguments correspondant 
aux B — ^, points doubles de S par lesquels ne passent pas les courbes de 
degré m considérées. 

Posons 

i l vient 

(44) 

Les S — kf relations (44) peuvent s'écrire 

(45) 

/̂ ^ ,7^2, . . . pouvant prendre les valeurs o, i , . . . , r — i . 
En combinant ces valeurs, on aura, puisqu'il y SL^ — k^ relations, 

groupes d'équations linéaires et homogènes en a,, . . . , a^, et les solutions 
du problème s'obtiendront en égalant ŕ zéro les ^ — premiers membres 
des — k^ équations de l 'un quelconque de ces groupes. 

Considérons les équations d'un groupe : on en tirera la valeur de § — 
des constantes a,, . . . , en fonction linéaire et homogène des l — ^ -\-
autres, et l'on aura ainsi 

étant des constantes quelconques. 
H. 9 



En conséquence, l 'équation générale cherchée sera de la forme 

Ar,o,o,...' ••• étant des polynômes de~degré m en x^, x^, x^ qui, égalés ŕ 
zéro, représentent des courbes de degré m passant par les points doubles 
et les ^2 points simples donnés sur S ; on a 

On peut donc énoncer les résultats suivants : 

Soit posé 

Les courbes de degré m qui passent par Xr, points doubles et k^ points simples 

donnés sur S, et qui ont avec cette courbe en l points un contact d'ordre r — i , 

se divisent en r^ systèmes : pour les courbes d'un même système la somme des 

arguments des lpoints de contact est la même. 

Chaque système se divise en r^^'^i groupes, et l'équation générale des courbes 

d'un même groupe est de la forme 

(46) 

étant des constantes arbitraires. 

62. Remarque I. — Si m est supérieur ou égal ŕ JI, on ajoutera au second 

membre de la relation ( 4 6 ) le produit SR^..„, oů R^^„ est un polynôme quel-

conque de degré m — n en ^r,, Ł ^ 2 ' • ' 

Remarque IL — Si m est inférieur ŕ n — 2, les équations ( 4 4 ) seront au 

nombre de mn — {(m H - I ) (m + 2) — ; i l y aura ainsi dans chaque sys-

tème groupes de courbes. 
E n particulier, pour m = n — 3, ce nombre devient 

63. Pour établir les résul tats précédents , nous avons admis que les rela-
tions ( 4 5 ) , appartenant ŕ un męme groupe, étaient l inéairement indépen-
dantes, et c'est évidemment le cas général . S ' i l en était autrement, l 'équa-
tion des courbes du groupe correspondant, tout en restant de la forme ( 4 6 ) , 
renferme plus de / — S 4- constantes arbitraires. 



Nous allons donner un exemple de ce cas particulier. 
Soient 

p étant un entier positif. 
On aura 

d'oů 

// s'agit de trouver V équation générale des courbes de degré m [ou rp), qui 

ont avec S en np points un contact d'ordre p — i . 

Il y a toujours r^ systèmes de courbes répondant ŕ la question : considé-
rons celui de ces systèmes pour lequel la somme des arguments des np points 

de contact est égale ŕ ̂  foj + /zw'), c'est-ŕ-dire ^ (w -h no^'). 

Les équations ( 4 5 ) s 'écriront 

(45 bis) 

Ces équations sont au nombre de S, c'est-ŕ-dire ^n{n — 3). 

Considérons le groupe d'équations ( 4 5 bis) pour lequel on a 

Il est clair (n° 46) que les ^n(n — 3) équations ainsi considérées expriment 
que les on zéros de la fonction 

sont les arguments de pn points de S, situés sur une courbe de degré p. 
En d'autres termes, les courbes de degré rp appartenant au groupe consi-

déré sont des courbes quelconques de degré p, comptées r fois; ce qui donne 
bien une solution de la question. 

Mais, si p est inférieur k n — 2, û suffit que np — { ( p H - i ) ( p H - 2 ) des 
équations ( 4 5 bis), oů l'on a fait A, = A2 = • • • ~ o, soient vérifiées par les 
constantes a,, . . . pour que les autres le soient également; et par suite, ŕ 
tout groupe d'équations ( 4 5 bis), pour lequel /zp — { ( p + i ) (p + 2) des 
entiers h seront nuls, correspondront des courbes de degré p, comptées 
r fois. 

Pour éliminer ces solutions, on ne devra considérer que les groupes 
d 'équations ( 4 5 bis) oů n p — ̂ (p -h 1 ) (p -h 2 ) des entiers h,, h^, . . . ne sont 



pas nuls ŕ la fois; et l 'on voit aisément que ces groupes sont au nombre de 

étant posé, pour abréger, 

A ins i , p étant inférieur ŕ n — 2, le système de courbes de degré rp, 
pour lequel la somme des arguments des np points de contact est égale 

ŕ se décompose en N groupes ; l 'équation générale des courbes 

d'un groupe est de la forme (46). 
E n outre, le système comprend toutes les courbes de degré p, comptées 

r fois. 
Si p est égal ou supérieur ŕ n — 2 , le nombre des groupes du système 

considéré sera évidemment — i . 

64. EXEMPLE. — Soient n = 4, r = 2 , p = i . 

Les coniques tangentes en quatre points à une courbe du quatrième degré à 

deux points doubles forment quatre systèmes; pour les courbes d'un système, 

la somme des arguments des quatre points de contact est la męme et a l'une 
des valeurs 

Les courbes de chacun des trois derniers systèmes forment quatre groupes, et 

l'équation générale des courbes d'un groupe est de la forme 

a, eta-a étant des constantes arbitraires. 

Les coniques du premier système comprennent toutes les droites du plan, 

comptées deux fois, et un groupe de coniques dont l'équation génércde est de 

la forme précédente. 

65. Revenons maintenant au cas général et considérons l 'équation géné-
rale des courbes de l 'un des groupes définis au n° 61 



On a trouvé 

Quelles que soient les constantesoci, x^, les relations(45) sont vérifiées : 

on a ainsi 

(47) 

Les entiers A , , A^, . . . , ont les męmes valeurs pour les courbes d'un 

męme groupe. 

Considérons r courbes du groupe (Ai , Ao, . . . ), et soient 

les fonctionsf[t) correspondant ŕ chacune de ces courbes. ; 

Si l'on pose 

on aura, en tenant compte de (47) 

et, par suite, les mn points de S dont les arguments vérifient l 'équa-

tion F(^) = o, et ont évidemment pour somme ^ (w + m^') (n° 61), sont 

situés sur une courbe de degré m (n° 47). 

Ains i : 

Les rl points de contact avec S de r courbes de degré m du même groupe, 

les k.2 points simples et les k\ points doublés donnés sur S, sojit sur une courbe 

de degré m[^). 

66. L'équation de cette dernière courbe est facile ŕ former. Soient, en 

(1) C L E B S C H , Journal de Crelle, t. 64, p. 945-



effet, 

on a 

En développant le second membre et en y remplaçant 

parj 

par 

on obtiendra le premier membre de l 'équation cherchée, qui sera de la 

forme 

67. Clebsch a donné le nombre des courbes de degré n — 3 qui passent 
par points doubles donnés de S et qui touchent cette courbe en tous 
leurs autres points de rencontre avec elle (^). 

Il résulte du théorème général du n° 61 et de la remarque II, n" 62, 

que : 

Il y a -2-, c est-à-dire quatre systèmes de telles eourhes; la somme des argu-

ments des points de contact est la même pour les courbes d'un système. 

Chaque système comprend 2^"*'""' courbes; on a ainsi en tout 2°"^«"^' courbes 

répondant à la question. 

On voit, comme au n° 63, que ces résultats se modifient si est nul et 
si n — 3 est pair. 

Soient 

Le système de courbes de degré 2p pour lesquelles la somme des argu-

ments des points de contact est égale ŕ ^ (oj H - nt.y') ne comprendra que 

(1) CLEBSCH, Journal de Crelle, t. 64, p . 2 4 6 . 



N , courbes proprement dites, étant posé 

et 

De plus, le système comprendra toutes les courbes de degré p, comptées 

deux fois. 

EXEMPLE. — Les coniques tangentes en cinq points à une courbe du cinquième 

degré, à cinq points doubles, forment quatre systèmes : trois d'entrée eux com-

prennent chacun seize coniques; le dernier système, pour lequel la somme des 

arguments des cinq points de contact est | (oj H - 5co'), ne comprend que cinq 

coniques proprement dites. Il comprend, en outre, toutes les droites du plan, 
comptées deux fois. 

Nous retrouverons, dans la IIP Partie, les cinq coniques dont on vient 

de démont rer l'existence. 

68. Si la courbe S a des points de rebroussement, les résul ta ts précé-

dents se modifient légèrement [CLEBSCH ( ^ ) ] . 
Supposons que les courbes de degré m que l'on considère passent par 

kl points doubles de S et que, parmi les % — ki autres points doubles, i l 
y ait R points de rebroussement, auxquels correspondent les arguments 

La relation 

doit ętre remplacée (n*' 52) par la suivante 

f et x\ désignant les dérivées def(t) et Xi(t) par rapport ŕ t. Or on a 

et, par suite. 

(1) Journal de Crelle, t. 64, p. 245 . 



ne peut ętre nul que si la courbe f[Xi,x.,,X:i) — o passe par le point 
de rebroussement e,, ce qu'on ne suppose pas; en égalant ŕ zéro la quanti té 
entre crochets, on a une relation linéaire et homogène ena,,a2, . . . ,a^. 

De męme pour les relations qui correspondent aux R — i autres rebrous-
se me nts. 

On en conclut que le nombre des groupes que comprend un système de 

courbes de degré m est 

et 

si 

si 

69. Pour montrer le parti qu'on peut tirer de la théorie précédente , au 

point de vue des applications géométriques, nous allons traiter un cas parti-

culier. 

Étudier les courbes de degré [n — i ), qui passent par tous les points doubles 

d'une courbe S, de degré n, de genre un, et qui ont avec cette courbe, en deux 

points, un contact d'ordre n — i. 

On a 

Nous appellerons les courbes précédentes courbe A . 

I. Il y a n^ systèmes de courbes A ; la fonction f{t), qui correspond aux 

courbes d'un męme système, est de la forme 

a, et étant des constantes arbitraires, et l 'équation générale des courbes 

du système sera 

La courbe de degré n — i 

passe par les points doubles de la courbe S, qu'elle coupe en m autres 
points, dont les arguments vérifient l 'équation 

Par suite, la courbe kn-k = o est la courbe de degré n — i, qui passe par les 
points doubles de S et qui a, avec cette courbe, un contact d'ordre n~k — i 



aux deux points de contact de S et de A„ = o , et un contact d'ordre k — i 
aux deux points de contact de S et de Ao = o. 

70. II. Soient n courbes A , d'un môme système quelconque, 

Les m points de contact de ces courbes avec S sont sur une courbe de 
degré n — \, passant par les points doubles de S, et dont l 'équation est 
(n''66) 

Le coefficient de A -̂. est la somme des produits k\k des n quanti tés x. 

71. m . Courbes A passant par un point du plan. 

Soit [x\, x'.,,x'.f) un point du plan ; on peut mener par ce point n courbes A 
d'un męme système; les valeurs de a, correspondant ŕ ces n courbes, sont 
données par l 'équation 

Soient a, [3, les n racines de cette équat ion. 
La somme de leurs produits kkk étant 

la courbe de degré n — i, qui passe par les points doubles de S et les 
'in points de contact avec S d e s c o u r b e s A menées par le point (.2?',, ,x''̂ , .r',,), 
aura pour équation 

étant posé 

Le premier membre de l'équation de cette courbe ne change pas, ou 
II. 1 0 



change de signe, selon que n est pair ou impair, quand on permute .st,, .r.,. 

Cela posé, appelons courbe polaire d'un point la courbe de degré n — i 

qui passe par les points doubles de S et les 2n points de contact avec S des 

n courbes A d'un męme système, menées par ce point. Ce point sera dit 

pôle de sa courbe polaire. 

On a ce théorème : 

Sî la courbe polaire d'un point P passe par un point P' , la courbe polaire 

de V passe par P ; 

et, par suite. 

Les courbes polaires de tous les points d'une courbe polaire passent par le pôle 

de cette courbe. 

Les pôles de toutes les courbes polaires passant par un point sont sur la courbe 

polaire de ce point. 

Si n est impair, l 'équation de la courbe polaire du point x\,x'.,, peut 

s 'écrire 
o = ( A ; A „ — A ; AO ) + « ( A ; A„_I — A;,_I A I ) + . . . , 

et, par suite. 

Si n est impair, toute courbe polaire passe par son pôle. 

72. Ces résultats s'appliquent aux coniques osculatrices en deux points 

ŕ une cubique plane. L'équation générale des coniques d'un système est de 

la forme 
a^Aj -H oy^K^ -h 3 a Al -f- A Q = o, 

oc étant un paramètre variable. 

On démontre aisément les propriétés suivantes : 

L II y a neuf systèmes de coniques biosculatiices à une cubique S ; la droite 

qui joint les deux points de contact avec S des coniques d'un même système 

passe par un des neuf points d'inflexion. Soit \ ce point. 

II. Par un point quelconque A du plan, passent trois coniques biosculatrices 

du même système; ces coniques ont un second point commun B , sur la droite AI ; 

les six points de contact de ces trois coniques avec S sont sur une conique, que 

nous appellerons conique polaire du point A ; A sera dit pôle de cette conique : 

il est clair que B est également un pôle de la conique et que toute conique polaire 

a ainsi deux pôles. 



MI. Toute conique polaire passe par ses pôles. 

lY. Les coniques polaires des points d'une conique polaire passent par les 

pôles de celle-ci. 

Y. r^es pôles des coniques polaires, menées par un point, sont sur la conique 

polaire de ce point. 

VI. Si un point décrit une droite passant pari, sa conique polaire reste hilan-

gente à une conique fixe; les deux points de contact sont sur la tangente en I ci 

la cubique S. 

VII. Quand un point décrit une conique C biosculatrice ci S, du système con-

sidéré, sa conique polaire reste bitangente à une cubique fixe, osculatrice à S au 

point I et aux deux points de contact de S et de C. 

VIII. Supposons qu'un point A décrive une conique G ; soient G' et G" les deux 

autres coniques biosculatrices du même système passant par A, Elles se coupent 

aux deux points A B , qui décrivent G et, en deux autres points, qui dècnvent 

la cubique du théorème VIL 

IX. Les coniques polaires qui passent par un point touchent en deux points 

une cubique, osculatrice à S au point I. 



TROISIČME PARTIE. 

C O N J U G A I S O N S ET C O R R E S P O N D A N C E S . 

73. Nous appellerons points conjugués dans un système s deux points 
situés sur la courbe S, dont les arguments ont la somme constante s, ŕ des 
multiples près de oj, nw'. 

Remarque. — A u point de vue géométr ique, on peut définir comme i l 
suit un système de points conjugués. 

Soient, sur la courbe S, — 2 points fixes quelconques. Considérons les 
courbes adjointes de degré n— 2 qui passent par ces points. Ces courbes 

ont ( ~ 3) _^ _ c'est-ŕ-dire ——^'!^''^^ — i points fixes, et forment 

ainsi un faisceau. Les deux point mobiles oů l'une quelconque de ces courbes 
coupe S ont évidemment deux arguments dont la somme est constante, et 
sont, par suite, conjugués dans un système fixe. 

I. 

Équation générale des droites joignant deux points conjugués. 
Enveloppe de ces droites. 

74. L'équation qui donne les arguments des points d'intersection d'une 
droite quelconque avec S est de la forme 

Si cette droite passe par deux points conjugués dans le système s, on con-
naît la somme ^"de deux zéros de la fonction f[t)\ la somme des n — 2 

autres sera (oj + /zoV) — s ŕ des multiples près de OJ, /ZCO'. La fonction f[t) 



sera donc de la forme [équation (35)] 

Pour que les n zéros de f(t) soient les arguments de n points de S, situés 
sur une droite, i l faut et i l suffit que les quant i tés a,, cco*, [3,, . . . , [3,̂ _o véri-
fient (/z — 3) relations de la forme (n° 44) 

m,-, . . . étant des constantes. 
De ces n — 3 relations, on tirera les valeurs proportionnelles de fi, , fio, 

/ a , . . . désignant des polynômes homogènes , de degré n —- 3 en a , et a-a, 
et l'on aura ainsi, sous forme symbolique. 

Dans le second membre développé, a, et entrent au degré n ~- -i, et, par 
suite, l 'équation générale des droites joignant deux points conjugués dans 
le système s sera de la forme 

©«_2, . . . étant des polynômes homogènes de degré n — 2 en a,, ao. Il ré-
sulte de lŕ que : 

Les droites qui joignent deux points conjugués dans un système donné enve-

loppent une courbe de [n ~ 2)"^""' classe (' ), unicursale et dont le degré est, en 

général, 2[n — 3). 

75. Le degré et la classe de cette courbe s'abaissent si la valeur donnée 
de .s- est la somme des deux arguments et e.^ qui correspondent ŕ un point 
double de S : en effet, l 'équation qui donne les arguments des points oů S 
est coupée par une droite quelconque issue du point double considéré admet 
les zéros e, et e\ dont la somme est s. La courbe enveloppe cherchée se 

(1) C L E B S C H , Journal de Crelle, t. 6i, p . 217. 



décompose donc en un point et une courbe de classe 7i — 3. On peut se 
rendre compte de ce fait directement. 

On a toujours, pour la fonction f{t). 

76. Parmi les équations qui lient a,, p,, . . . est la suivante (n^ 45) 

(61) 

or on a, puisque e^ 

et, d 'après les relations (37], 

L'équation (61) devient donc, en remplaçant par leurs valeurs, 

( 6 2 ) 

et l'expression ) est en facteur. Si on l 'égale ŕ zéro, on 
écrit que 

c'est-ŕ-dire que la droite considérée passe par le point double {e^,e\ ). 
Si on ne l'annule pas, l 'équation (62) , débarrassée de ce facteur, devient 

une relation linéaire et homogène entre p,, [3„„2. qui permet d'exprimer 
une de ces quanti tés en fonction linéaire et homogène des autres. On a ainsi 

et l'on en conclut, comme on l 'a fait plus haut, que l 'équation générale des 
droites joignant deux points conjugués dans le système e^ + , et ne pas-
sant pas par le point double {e^,e\), est de la forme 

o,,̂ ;, étant des polynômes homogènes de degré n — 3 en v.^, 



Ces droites enveloppent donc une courbe de {n — 3)'^'"'' classe unicursale et, 

en général, de degré — 4)• 

77. Cette courbe enveloppe touche la tangente menée au point double [e^,e\) 

à la courbe A, de degré n — '5, adjointe ci S. 

En effet, toute courbe de degré n — 3 passant par les ^n{n — 3) — i points 

doubles de S, autres que le point ((?,,<?',), coupe S en deux points mobiles 

dont les arguments ont pour somme e, +• e\ (n° 43 bis). 

La droite D joignant ces deux points sera donc une des droites considé-

rées. Or, si la courbe de degré n — 3, dont on vient de parler, se rapproche 

de la courbe A, la droite D tend ŕ se confondre avec la tangente menée ŕ A 

au point (e,, e\ ). c. Q. F . D. 

II. 

Tangentes doubles de la courbe enveloppe. 

78. Il est aisé de déterminer directement le nombre des tangentes doubles 

de la courbe enveloppe des droites joignant deux points conjugués, c'est-

ŕ-dire le nombre des droites qui passent par deux couples de points conju-

gués dans le système donné s. 

La fonction /{t), correspondant ŕ une de ces droites, sera de la forme 

(n" 58, remarque II) 

En écrivant, comme plus haut, les /z — 3 relations qui lient p„ p,; 

dt, . . . , et qui sont de la forme 

m¿, ... étant des constantes, on obtiendra, par l 'élimination de c/,, . . . , ż4-,» 
deux équations de degré n — 4 enPi,p^, p^- Ces deux équat ions se présen-
teront sous la forme de deux déterminants identiques l 'un ŕ l'autre, ŕ une 
ligne p rès , et l'on sait que deux pareilles équations sont vérifiées, en 

général , par ^{n — 4) {n — 3) systèmes de valeurs de y , y - A ins i : 

THÉORÈME. — / / eœiste -~ [n — 3) [n — i\) droites guipassent par deux couples 

de points conjugués, et qui sont, par suite, des tangentes doubles de l'enveloppe. 



79. Si s est la somme des deux arguments e, et e\ d'un point double 
de S, ce nombre de tangentes doubles se réduit , comme on le voit aisément, 

I I I . 

Propriétés de la courbe enveloppe. 

80. La courbe enveloppe des droites D, qui joignent deux points conju-
gués dans un système donné s, touche la courbe S en un certain nombre de 
points, que nous allons déterminer . 

Soit un point quelconque de S, d'argument t. Les valeurs proportion-
nelles de a, et aa, qui correspondent aux n — i droites D qu'on peut mener 
par ce point, sont données par l 'équation 

(63)" (n" 7 4 ) ; 

/ ; , / 2 sont les valeurs proportionnelles trouvées plus haut pour [3,, . . . , 
c'est-ŕ-dire des polynômes de degré /z - 3 et homogènes en a,, x^ 

L'équation ((33) admet tout d'abord la solution 

qui correspond évidemment ŕ la droite joignant le point considéré, d'ar-
gument t, au point d'argument .y — /. 

Cela posé, remarquons que les points de S situés sur l'enveloppe des 
droites D sont évidemment les points dont les arguments sont tels que 

l 'équation (63) ait deux racines égales en et qu'en ces points l'enve-

loppe touche la droite D qui correspond ŕ la racine double. 

Or, parmi ces points, nous rencontrons ceux dont les arguments t sont 
tels que les deux facteurs du second membre de l 'équation (63) aient une 
racine commune, c'est-ŕ-dire ceux dont los arguments satisfont ŕ l 'é-
quation 

(64) 

Soit ^0 une solution de cette équat ion. La droite D^, joignant les points 
d'arguments t^eis — t^, coupe S en des points dont les arguments vérifient 
l 'équation (63) 

(63 bis) 



ocj et a" satisfaisant ŕ la relation 

Or la fonction 

c'est-ŕ-dire 

s'annule, par hypothèse, pour t =^t^: les deux facteurs du second membre 
de l 'équation (63 his) s'annulent donc séparément pour ^ =^o» et, par suite, 
la droite D(, est tangente ŕ S au point ĎQ-

D'un autre côté, nous avons vu que l'enveloppe des droites D passait par 
le point ^0 et y touchait la droite D, correspondant ŕ la racine double 

Cette droite D est ic i la droite Do, et, par conséquent : 

La courhe enveloppe des droites D touche S en tous les points dont les argu-

ments vérifient V équation [Ç)[^). 

Cette équation est de la forme 

(65) 

Oj{t) étant fonction linéaire et homogène des fonctions cp'̂ , o'^, . . . de l 'équa-
tion (63). 

Or, dans le paral lé logramme w, nia', a^j{t) ^ n — i zéros; et «p'j en ont 
deux; i l en résul te immédia tement que le premier membre de la rela-
tion (65) en aura 

c'est-ŕ-dire 3/̂  — 8. 

La somme des deux zéros de o' ou ©" étant .y, celle àesn — 2 zéros de 9,(̂ ) 

est et celle des 3 ^ — 8 zéros de 0(^) sera évidemment 

Ainsi : ^ 

V enveloppe des droites D touche S en 3n —- 8 points, dont les arguments ont 

pour somme 

à des multiples prés de oi, TZ co'. 
H. 11 



81. Si s est la somme des deux arguments e^, e\ d'un point double de S, 

on verra de męme que l'enveloppe touche S en 3^ — lo points dont les 

arguments ont pour somme {n — 5)s -h ~ [m -+- noi'); ce qu'on peut énoncer 

ainsi : 

Soit E un point double d'une courbe S de degré n et de genre un : les courbes 

de degré n — 3 qui passent par les autres points doubles de S coupent cette 

courbe en deux points mobiles; la droite qui joint ces points enveloppe une 

courbe unicursale de degré 2 ( ^ — 4)» de classe [n — 3), qui touche S en 

3n — \ o points dont les arguments ont pour somme (n — 5).ç + - (oj -h /zoj') 

(i des multiples près de to, noi . 

IV. 

Propriété géométrique des couples de points conjugués. 

82. THÉORÈME. — Le conjugué harmonique par rapport à deux points conju-

gués dans un système s, du point où la droite qui les joint coupe une droite fixe, 

décrit une courbe unicursale de degré n 

Soient, en effet. 

l 'équation de la droite fixe considérée, ^ et ^ ~ ^ les arguments de deux 
points conjugués M et N ; le conjugué harmonique du point d'intersection 
des droites U et M N , par rapport aux points M et N , a pour coordonnées 

é tant posé 

Les deux fonctions et sont doublement périodiques aux périodes co. 

n co' d'ordre 2n;de plus, elles ne changent pas, si l'on y remplace t par s — t. 
Il en résulte (n''' 32 et 33) que la courbe décri te par le point ( X i j X o j X g ) 

est unicursale, et de degré c'est-ŕ-dire n. c. Q. F . 1). 

( ' ) P . D 'ESCLAIBES, Thèse, p. 9. 



83. Remarques. — I. Si la droite U passe par deux points de S conju-
gués dans le système s, d'arguments a ei s — a, \çi fonction U(^) s'annule 
pour t=^aQit = s — a, et i l en est de męme de la fonction \][s — t). Les 
trois fonctions X , (^), X 2 ( ^ ) , Xg (̂ ) ont donc deuxzéros communs, et le degré 

de la courbe unicursale décrite par le point ( X , , X 2 , X 3 ) sera ^ •> c'est-

ŕ-dire n — ï, 

II. Si la droite U est tangente double de l'enveloppe des droites qui jo i -

gnent deux points conjugués dans le système s, le degré sera —^^-^ » c'est-

ŕ-dire n — 1. 

III. Si la droite U passe par un des quatre points de S dont les argu-

ments sont respectivement par le 

point ^ par exemple, les fonctions U ( 0 et \][s — t) s'annulent pour^=^v 

Il en est, par suite, de męme des fonctions X , (^), X 2 ( ^ ) , X3(^). Or, 

de la relation 

on déduit , par dérivation. 

Cette dernière équation montre que les fonctions X'j(^), ^^{t), X.'.^{t) s'an-

nulent pour t = p ^ est donc un zéro double de X , ( / ) , X2{t), X3{t), et la 

courbe décrite par le point ( X , , X 2 , X 3 ) est de degré n — i. 
Il est clair, en vertu de ce raisonnement, que, si la droite U passe par le 

point d'argument ^) et par deux autres points de S conjugués dans le sys-

tème 5, le degré du lieu décrit par le point ( X , , X o , X 3 ) sera c'est-

ŕ-dire n — 1. 

En général , si la droite U passe par h des quatre points d'arguments 

et par h! couples de points conjugués dans 

le système s, le lieu du point ( X , , X 2 , X 3 ) sera de degré c'est-

ŕ-dire n — h — h!. 

EXEMPLE. — Sur une courbe S du quatrième degré et de genre un, le conjugué 

harmonique par rapport à deux points conjugués dans un système s, du point 

où la droite qui les joint coupe une droite fixe, décrit une conique pour quatre 



positions de la droite fixe. Les quatre droites en question sont celles qui joignent 

les pôles d'arguments et et et 

et 

La conique devient une droite si est égal ŕ l'une des quant i tés 

c'est-ŕ-dire si s a l'une des douze valeurs 

V . 

Courbes menées par des couples de points conjugués. 

84. THÉORÈME. — Les courbes de degré n — 3 passant par points doubles 

donnés de S, et dont les autres points d'intersection avec S sont deux à deux 

conjugués dans un même système s, forment un faisceau. 

Soit .y, la somme des ^ki arguments qui correspondent auxXr, points dou-
bles donnés ; on aura 

h et / / étant des entiers quelconques. On tire de lŕ, pour .y, (S — k^)- valeurs 
(ŕ des multiples près de to, « w ' ) . 

11 y a donc — ̂ ,)^ systèmes de courbes de degré [n — 3) répondant ŕ 
la question. 

Soit la fonction f{t) qui correspond aux courbes de l 'un des systèmes. • 
On a [Rem. Il, n° 58) 

Pi,Pi, . . . étant des constantes. Pour que les zéros de f[t) soient les argu-
ments de points situés sur une courbe de degré {n — 3) passant par k^ points 
doubles, i l faut que/>,,/?2, . . . , / ? S - A ^ + , vérifient ^ — Ŕ% — i relations l inéaires 
et homogènes (n°^ 45, 50, 51). 

On pourra donc exprimer ^ — k^ — i de ces constantes en fonction linéaire 
et homogène des deux autres, et l'on aura 



p^ et /?2 étant des constantes arbitraires. L 'équation générale des courbes de 
degré (/z — 3) appartenant au système considéré est donc de la forme 

et ces courbes forment un faisceau. 

85. Plus généralement considérons les courbes de degré [n — 3) passant 
par ki points doubles donnés de S. On peut les assujettir ŕ couper en outre 
S en ^ — — I couples de points conjugués dans un système donné s; si ce 
système n'est pas un des — ^t)^ systèmes définis au numéro précédent , 
la somme des arguments des deux derniers points d'intersection avec S des 
courbes considérées aura une valeur constante s' différente de s. 

La fonction/(/) correspondant ŕ de telles courbes sera de la forme 

Les constantes jŜ  sont liées par l — k^—x relations de la 

forme 

On déduit de lŕ les relations 

. . . étant des polynômes homogènes de degré § — ^, — i en ^, et [6^. 

L'équation générale des courbes de degré {n — 3) considérées sera donc 
de la forme 

9«-3» 4̂ /2-3 étant des polynômes de degré i en et 

des constantes arbitraires. 
On verrait aisément, en appliquant la méthode du n" 80, que l'enve-

loppe de ces courbes touche S en 4 — — 0 points.. 

86. On peut donner des résul tats analogues pour les courbes de degré 
supérieur ŕ /z — 3 ; mais nous n'insisterons pas sur ce point, car nous 
aborderons plus loin une théorie plus générale que celle des points con-
jugués . 



V I . 

Application aux courbes du cinquičme degré. 

87. I. La courbe H , enveloppe des droites joignant deux points conjugués 

dans un système s, sur une courbe S du cinquième degré, et de genre un, est 

une courbe unicursale, de quatrième degré, de troisième classe, ayant une tan-

gente double. 

La courbe H touche S en sept points. 

II. Le conjugué harmonique, par rapport à deux points conjugués dans un 

système s, du point où la droite qui les joint coupe une droite fixe quelconque, 

décnt une courbe unicursale du cinquième degré. 

Si la droite fixe est la tangente double de la courbe H correspondant au sys-

tème s, le lieu précédent devient une courbe unicursale du troisième degré. 

Dans le cas oů a l'une des vingt-cinq valeurs données par la formule 

la valeur o, par exemple, la tangente double de la courbe H correspondante 
coupe S en deux couples de points conjugués dans le système o, et en un 
cinquième point dont l'argument est |(co -+- 5o)') (n*' 43 bis). Il résulte de lŕ 
[Rem.. III du n° 83) le théorème suivant t 

Le conjugué harmonique, par rapport à deux points de S, conjugués dans 

un système ^[k(ji ^k' in'), du point où la droite qui les joint coupe la tangente 

double de la courbe H correspondant au système, décrit une conique. 

III. Les coniques G qui coupent S en cinq couples de points conjugués dans 

l'un des vingt-cinq systèmes \ {kiM + 'Sk'o/) forment un faisceau (n*̂  84), 

Soit le système o, par exemple. 

La tangente double de la courbe H correspondant au système considéré 
coupe S, comme on l'a dit, en deux couples de points conjugués dans le 
système o, et au point d'argument J(w + 5co'), qui est ŕ lui-môme son con-
jugué dans ce système. Gette droite, comptée deux fois, est donc une des 
coniques G du faisceau qui correspond au système o, et, par suite : 

luCS coniques G d'un même système touchent deux droites en deux points 

fixes, situés sur la tangente double de la courbe H correspondante. 



On peut déduire de lŕ plusieurs conséquences que nous ne ferons qu 'é -
noncer, et, pour simplifier le langage, nous admettrons que les deux points 
fixes dont i l vient d'ętre question sont les points cycliques du plan. 

Le milieu du segment for-mé par deuoc points conjugués dans le système o 
[ou l'un des systèmes \^[kM 5^'o/)J est une conique K . 

Tous les cercles ayant pour centre un certain point fixe A coupent S en dix 

points conjugués deux à deux dans ce système. 

Le point A est situé sur la conique K . 
La conique K est la podaire, par rapport au point k, de la courbe H , enve-

loppe des droites qui joignent deux points conjugués dans le système considéré. 

IV. Si s est la somme des deux arguments e^ et e] correspondant à l'un des 

cinq points doubles E/ de S, l'enveloppe des droites qui joignent deux points 

de S, conjugués dans ce système, est une conique tangente à S cji cinq points. 

La somme des arguments de ces cinq points est | (oj + 5co') ; par suite, ces 

cinq points sont situés avec les cinq points doubles de S sur une cubique. 

Or on a vu (n" 67) qu ' i l n'existe que cinq coniques tangentes ŕ S en 

cinq points situés avec les points doubles sur une cubique; soit C/ l'une de 

ces coniques; i l résulte de ce qui précède que : 

Les tangentes de C/ joignent sur S deux points conjugués dans le sys-

tème Cl + ê ., et la tangente en E^ à la conique qui passe par les cinq points 

doubles de S est une tangente de (n" 77). 

On peut énoncer autrement ces résultats : 

Soit S une courbe du cinquième ordre à cinq points doubles, a, b, c, d, e; les 

coniques qui passent par quatre de ces points a, b, c, d coupent S en deux 

points mobiles : la droite qui joint ces points enveloppe une conique qui est tan-

gente à S en cinq points, situés avec a, b, c, d, e sur une même cubique, et qui 

touche la tangente menée au point e à la conique des points a, b, c, d, e. 

V I I . 

Correspondances. 

88. La relation qui lie les arguments de deux points conjugués n'est 
qu'un cas particulier d'une relation plus générale , que nous avons déjŕ 
rencont rée . 



Soit Zit) une fonction doublement périodique quelconque, aux périodes w, 
/zco, et d'ordre/?. L'équation 

donne pour w, abstraction faite des multiples des périodes, p valeurs 

Soient sur la courbe S les p points dont les arguments sont t, u^, . .., 
: nous dirons qu'ils constituent une correspondance. A i n s i , étant 

donnée la fonction Z, un point quelconque de S, d'argument t, détermine 
une correspondance, et une seule. 

' L a somme des arguments des points d'une correspondance est constante : 
elle est égale, en effet, ŕ la somme des zéros de la fonction,de u :Z(u) — 7,{t), 
contenus dans un męme paral lélogramme, w, no/, c'est-ŕ-dire ŕ la somme 
des infinis de Z(w), contenus dans ce paral lélogramme (ŕ des multiples près 
des périodes) . On a donc 

Dans le cas particulier oů Z{t) est du second ordre, on a 

; const., 

et les deux points de la correspondance sont conjugués. 

89. Soient oc,, 7.2, les zéros de Z(^); [3̂ , f3^_, les infinis 
contenus dans un męme parallélogramme des périodes. 

En appliquant la méthode du n° 9, on mettra cette fonction sous la forme 

étant posé 

et 

90. Cela posé, soit une courbe de degré m ; f(x^,X2,x^) = o passant par 
tous les points d'une correspondance, dont nous désignerons les arguments 
par a, u,{a), Up_^{a). La fonction f[x,(t),x.,(t),x,^{t)\ on f[t) ren-



fermera (n° 55) le facteur 

étant posé 

La somme a -\- u^{a) . . . Up_^(a) est égale ŕ c - j - H - / z A ' t o ' ; on 
peut, en ajoutant ou retranchant ŕ l'une des quantités Ui{a) un certain 
nombre de périodes, ce qui ne change pas sur la courbe S le point d'ar-
gument Ui{a), faire en sorte que cette somme soit exactement égale ŕ c; on 
a alors 

et l'on en conclut aisément quefi{t) s'exprime l inéairement ŕ l'aide des 
fonctions II,, lia, . . . , 11^ définies au numéro précédent. 

D'ailleurs la fonction M(/^)N(«) — N(^)M(a) , qui est une fonction linéaire 
de n , . Ho, . . . , 11^, admet les zéros a, z/,, [a), . . . , (a); puisque l'on a 

et 

Il en résul te que l'on a, x étant un facteur constant. 

et, par conséquent . 

ou, sous forme symbolique. 

Remarque. — La quanti té a étant quelconque, le quotient sera aussi 

quelconque, et l'on pourra écrire, a et 3̌ étant deux constantes arbitraires,. 

91. De lŕ se déduisent , par la méthode appliquée aux n°^ 61 et 65, les 
résultats suivants. 

H. I 2 



Dans ce qui suit, i l s'agit des correspondances définies par une fonction 

donnée Z(/^). 
Soit 

pi I 

Les courbes de degré m, passant park^ points doubles, k.^ points simples donnés 

de S, et ayant avec S en pl points, formant l correspondances, un contact 

d'ordre r—i, forment r^"^i groupes; l'équation générale des-courbes d'un 

même groupe est 

Ps, Pl, . . . étant des constantes arbitraires; A^,o,...» • • • des polynômes de de-

gré m en x^, X2, x^. 

Les points de contact avec S de r courbes d'un même groupe, les k, points 

doubles et les k^ points simples donnés sur S, sont sur une courbe de degré m, R. 

Si 

sont les valeurs des paramètres correspondant aux r courbes considérées, 

l 'équation de la courbe R sera 

Je.,, . . . étant des entiers, non négatifs, de somme r, et .1,^;, . . . désignant 

la somme des produits 

oů sont des entiers, prenant les valeurs o, 

92. On peut déduire de ces théorèmes quelques conséquences. 

Soient 

L'équation générale des courbes de degré m, qui passent par k^ points 
doubles et k.^ points simples donnés sur S, et qui coupent cette courbe 



en autres points, formant / correspondances, sera 

Pi,p,,Ps étant des constantes arbitraires. Nous désignerons ces courbes 
sous le nom de courbes C. 

D'après ce qui précède (n*' 90), la fonction est de 

la forme 

ou 

On en conclut, puisque 

et, par suite, 

(p) 

Cela posé, soit un point X du plan, défini par les relations 

Les fonctions C/(^) ont, dans un parallélogramme (ś. /zc . / ) , zéros va-
riables; comme, de plus, elles satisfont aux relations (p), la courbe décrite 
par le point ( X , , X o , X 3 ) sera une courbe unicursale de degré / (n"'*']^ 
et 33). 

Soit G ( X , , X 2 , Xg) = o son équation. 
Par la substitution 

cette courbe se transforme en courbe de degré Im, qui se décompose évi-
demment en la courbe S et en une courbe D, de degré Im — n. 

Par cette transformation, une droite />,X, H-z^o^a H' / 'aXa = o devient 
une courbe C quelconque. On en déduit aisément les résul tats suivants : 

Les courbes C tangentes à ^ en tous les points d'une correspondance touchent 



en m? — — k.^— p points une courbe D de degré Im — n; par ces points et 

les p points de la correspondance de contact, passe un faisceau de courbes C. 

La courbe B a un point multiple d'ordre l — i en chacun des k.^ points simples 

donnés sur S, et un point multiple d'ordre l — len chacun des k^ points doubles 

donnés. 

Par un point du plan, passent il — 2 courbes C tangentes à S aux points 

d'une correspondance. 

Il y a i[l — 2) [l — 3) courbes C tangentes à S aux points de deux corres-

pondances. 

Il y a3{n — 2 ) courbes G osculatrices à S aux points d'une correspondance. 

93. En particulier, si l'on a / = 2 et, par suite. 

et 

les courbes G seront des courbes de degré m, passant par les points doubles 

de S, par^2 points simples donnés sur cette courbe, et la coupant, en outre, 

en 2p points, formant deux correspondances. 

En ce cas, la courbe G est une conique, et les théorèmes descriptifs rela-

tifs aux coniques, dans l 'énoncé desquels ne figurent que des droites, don-

neront des propriétés correspondantes des courbes G et de la courbe S. 

A i n s i : 

1*' A un point du plan de la conique G correspondent, dans le plan de la 

courbe S, m- points, parmi lesquels figurent les points doubles et les k.¿ points 

simples donnés sur S; en ne considérant que les points variables, on peut dire 

qu'à un point du plan G correspondent m^ — k.^ — ^ points du plan S ; nous ap-

pellerons ces points « points associés ». 

2 ° Par un point du plan, on peut mener deux courbes G tangentes à S aux 

p points d'une correspondance ; les deux correspondances de contact ainsi déter-

minées sont sur une courbe C, que nous appellerons courbe polaire du point 

considéré : ce point sera dit pôle de la courbe polaire. 

'5° Toute courbe G est une courbe polaire, ayant m"^ — ^ — k.¿ pôles associés. 

4" Les courbes polaires des points d'une courbe G passent par les pôles de 

cette courbe. 

5° Les pôles des courbes G passant par un pomt sont sur la courbe polaire de 

ce point. 



C O U R B E S DU QUATRIÈME DEGRÉ. 

I. 

Expression des coordonnées. 

94. Si l'on pose, comme dans la première partie. 

les coordonnées d'un point d'une courbe S, de quatrième degré et de genre 

un, pourront se mettre sous la forme 

ou, en posant 

sous la forme 

étant des constantes. 
X , , X . , Xs sont l inéairement indépendants (sinon la courbe serait une 

droite); on pourra donc résoudre les trois équations précédentes par rap-
port ŕ trois des fonctions u : u^, u^, par exemple, et écrire 

Les fonctions de . sont 



l inéairement indépendantes, sinon i l y aurait une relation linéaire entre 
M,, u.j,, u^, c'est-ŕ-dire entre P , , Pa, P 3 , P/,, ce que nous savons ętre im-

possible. Nous désignerons ces trois fonctions par x^, x^, x,. ; nous aurons 
ainsi 

( A ) 

C'est la représentation paramétrique que nous utiliserons; x^, x.,, sont 
les coordonnées d'un point quelconque de la courbe S; \, [J., V désignent 
des constantes. 

RELATIONS DU SECOND DEGRÉ. 

95. Les trois fonctions du second degré : P^, P^, Po P, ont le męme poids 
(n*' 12); elles sont donc liées par une relation de la forme 

a,, . . . étant des constantes. 

Changeons ^ en / + ^ ; i l vient 

d'oů 

ce qui entraîne 

On a, par suite, entre les trois fonctions considérées la relation 

et, changeant t en / i l vient 

a étant une constante. Remplaçant, dans ces relations, les fonctions P par 
les fonctions u, on a 

(B) 

96. Cela posé, tirons des équations (A) les valeurs de M , , U.^, U.^ en fonc-



tion de x , , x.,, x^, u,, et portons-les dans les relations (B). Il vient 

(C) 

Posons, pour abréger, 

On trouve, en é l i m i n a n t e ; entre les équations (C), 

Il résulte de la première Partie de ce travail que les deux points doubles 

de S sont ŕ l'intersection de la conique 

et de la droite 

97. Dans ce qui suit, nous supposerons, pour simplifier les énoncés, que 
les deux points doubles de S sont les points circulaires ŕ l ' infini , communs 
ŕ tous les cercles du plan ; la courbe S sera une cyclique. 

On a immédiatement les propriétés suivantes (n°'' 43 èw, 47) : • 

I. Un cercle coupe une cyclique en quatre points, autres que les points 

doubles, dont les arguments ont une somme nulle, aux multiples prés de w, ^ w ' . 

Ce cercle, passant par les points d'intersection de la conique 

et de la droite A, aura pour équation, dans le système de coordonnées 

adopté, 

et les arguments des quatre points, autres que les points doubles, oů il 

coupe la cyclique, vérifieront l 'équation 

II. Quatre points d'une cyclique, dont les arguments ont une somme nulle, 

sont sur un cercle. 



Les quatre arguments, dont la somme est nulle, vérifieront une équation 
de la forme (n^ 6) 

et les quatre points correspondants de la cyclique seront sur le cercle 

n i . Une droite coupe une cyclique en quatre points, dont les arguments ont 

une somme nulle [à des multiples près de w, 4^')-

II (1). 

Systčme principaux de conjugaison. 

9 8 . Nous diro^ns que deux points de la cyclique S sont conjugués dans un 
système principal, si la droite qui les joint coupe la cyclique en deux au-
tres points, conjugués dans le męme système. On aura ainsi, en désignant 
par .9 la somme des arguments de deux points conjugués dans un système 
principal 

h, h' étant des entiers, et de lŕ résul tent pour les s les quatre valeurs 

//y a donc quatre systèmes principaux. 

9 9 . THÉORÈME. — Les droites qui joignent deux points d'une cyclique, con-

jugués dans un système principal, passent par un point fixe. 

Ce théorème est un cas particulier de la proposition démontrée au n*' 8 4 ; 
nous allons le prouver directement de la manière suivante : 

Soit d'abord le système principal, pour lequel on a ^ = o, et supposons 
que la droite aiX^-{- a^x^-^r a^x^ = o passe par les deux points d'argu-

( 1 ) Les résultats géométriques de ce paragraphe sont bien connus ; la démonstration seule nous 
semble nouvelle. 



ments a et — a, conjugués dans ce système, on a 

Or on a identiquement 

(D) 

et, par suite. 

d'oů l'on tire 

(E) 

D'après cela, l 'équation 

devient 

on a d'ailleurs 

On en tire, par soustraction. 

ce qui exige, puisque a est quelconque, que l'on ait 

L'équation de la droite considérée est alors de la forme 

H. f3 



elle passe bien par deux couples de points conjugués dans le système zéro, 
puisque les fonctions MO(^)> ^^((0» U2[t) et, par suite, les fonctions 
Ut{t)-\-'kUQ[t), Wo(̂ ) + ˇxWo(^), c'est-ŕ-dire sont paires. On voit 

que cette droite a un point fixe, le point (^r, = o, ¿02 = o)-
Par une méthode analogue, on déterminerai t , en s'appuyant sur les équa-

tions (3) de la première Partie, les points fixes par lesquels passent respec-
tivement les droites joignant deux points de la cyclique, conjugués dans les 
autres systèmes principaux; on arrive ainsi aux résultats suivants : 

Les droites qui joignent deux points d'une cyclique, conjugués dans Vun des 

quatre systèmes principaux o , ^3 20) ' , 2 « ' - h ̂ 3 passent par un point fixe; les 

points fixes définis ainsi sont : 

Pour le système o. point Oi . 

Nous désignerons ces quatre points, 0 , , Oo, O 3 , O 4 , sous le nom de pôles 
principaux. 

Ains i , les coordonnées des points de la courbe S étant mises sous la 
forme (A), trois des pôles principaux sont les sommets du triangle de réfé-
rence. 

100. Un pôle principal est à Vintersection des hauteurs du triangle formé 

jKir les trois autres. 

Nous avons vu, en effet, que les points doubles de la courbe S sont ŕ l ' in-
tersection de la droite 

et de la-conique 

Le triangle de référence est autopolaire par rapport ŕ cette conique, et la 
droite des points doubles de S est, par rapport ŕ cette męme conique, la po-
laire du point ( l , [X, v), c'est-ŕ-dire du point O 4 . 

Ains i , le point O5 est le centre d'un cercle, par rapport auquel le triangle 
OiO^Og est autopolaire; i l est donc ŕ l'intersection des hauteurs de ce 
triangle. G. 0 . F . D . 



iOi. La cyclique est anallagmatiquepar rapport à ses quatre pôles princi-

paux. 

Soient, en effet, quatre points quelconques, d'une cyclique A et B, A' et 
B ' , conjugués deux ŕ deux dans un système principal. La somme des argu-
ments de ces quatre points est nulle; ils sont donc sur un cercle, et l'on a, 
puisque les droites A B , A ' B ' concourent en un des pôles principaux 0, 

Par suite, la cyclique est sa propre transformée, par rayons vecteurs réci-
proques, quand on prend pour pôle d'inversion un pôle principal, et pour 
puissance d'inversion le produit des distances de ce pôle ŕ deux points de la 
cyclique, conjugués dans le système principal correspondant. 

On appelle cercle directeur un cercle décrit d'un pôle principal comme 
centre, avec un rayon égal ŕ la racine carrée de la puissance d'inversion cor-
respondante. Il y a donc quatre cercles directeurs. 

102. Les cercles directeurs se coupent à angle droit. 

Soient, en effet, sur la cyclique les quatre points d'arguments 

ô étant quelconque. 

Les droites passent par 0<; de męme, les 

droites passent par O2 . Les quatre points consi* 

dérés sont d'ailleurs sur un cercle, et les puissances des pôles 0, et Oo, par 
rapport ŕ ce cercle, sont respectivement les carrés des cercles directeurs 
correspondants. Or, d'après la disposition męme des quatre points, on voit 
que la polaire du point 0 , , par rapport ŕ ce cercle, passe par O2 ; et, par suite, 
on aura, en désignant par a^ la distance OjOo, par k^ eik^ les rayons des 
deux cercles directeurs. 

Les cercles directeurs de centres 0, et O2 se coupent donc ŕ angle droit. 

103. Remarque. — Les points 0<, O2 , O 3 , 0, étant donnés, les cercles 

directeurs sont déterminés. 



104. Le triangle, Jorme par trois pôles principaux d'une cyclique, est auto-

polaire par rapport au cercle directeur qui a le quatrième pôle principal pour 

centre. 

Car on a, dans le triangle OjOaOg, en désignant par P le point de ren-
contre des droites O^O^ et 0,0,3, 

d'oů 

La droite O 2 O 4 est donc la polaire du point O 3 , par rapport au cercle di-
recteur du centre 0 , . On démontrerait , de męme, que la droite O 3 O 4 est la 
polaire de Oo. 

1 0 5 . THÉORÈME. — Le conjugué harmonique d'un pôle principal 0 par rap-

port à deux points d'une cyclique conjugués dans le système principal corres-

pondant est une conique. 

Soit, par exemple, le pôle 0,,; on démontre aisément les relations 

et, par suite, deux points de la cyclique, conjugués dans le système 

2 0 / + - , ont respectivement pour coordonnées 

Le conjugué harmonique du point 1, jx, v, par rapport ŕ ces deux points, a 
pour coordonnées 

Or on tire des relations (B), en éliminant wj. 



Le point ( X , , X 2 , X 3 ) décrit donc la conique 

Nous l'appellerons la conique harmonique correspondant au pôle principal O4. 

Le triangle 0, O 2 O 3 est autopolaire par rapport ŕ cette conique. 

I I L 

Cercles doublement tangents à une cyclique. 

106. Soit un cercle, bitangent ŕ la cyclique S en deux points, d'argu-

ments 9 et Ô'. On a 

et, par suite : 

Les deux points de contact d'un cercle bitangent à la cyclique sont conjugués 

dans un des systèmes principaux. 

Il y a ainsi quatre systèmes de cercles bitangents, et l 'équation générale 

des cercles d'un système sera de la forme (n" 61 ) 

OJ étant une constante arbitraire. 
Il en résulte aisément que : 

Les centres des cercles bitangents d'un même système décrivent une conique. 

Les quatre coniques ainsi obtenues se nomment déférentes; chacune 
d'elles correspond ŕ un système principal et ŕ un pôle principal. 

La puissance d'un pôle principal par rapport aux cercles bitangents du 

système correspondant est évidemment égale au carré du cercle directeur 

qui a ce pôle pour centre; par suite : 

Il y a dans un système de cercles bitangents quatre cercles de rayon nul; leurs 

centres sont à Vintersection de la déférente et du cercle directeur correspondant 

au système. 

Ces quatre points sont appelés foyers. Une cyclique a ainsi seize foyers. 
Tous ces résultats sont bien connus, et nous n'y insisterons pas davantage. 



107. La conique harmonique et la conique déférente correspondant à un 

pôle principal sont polaires réciproques l'une de Vautre par rapport au cercle 

directeur qui a ce pôle pour centre. 

Soient, en effet, A et B deux points de la cyclique conjugués dans le sys-
tème principal correspondant au pôle 0 considéré; i l est géométriquement 
évident que la déférente est l'enveloppe des perpendiculaires élevées aux 
segments A B en leurs milieux. Soient M le conjugué harmonique de 0 par 
rapport au segment A B , p, la distance OA, pa la distance OB, p la dis-
tance OM. On a 

ou 

k étant le rayon du cercle directeur du centre 0 . Par suite : 
Le point M est le pôle par rapport ŕ ce cercle directeur de la droite élevée 

perpendiculairement au segment AB en son milieu. c. Q. F. D. 

Corollaire. — Les quatre points de contact d'un cercle directeur avec les 
tangentes communes ace cercle et ŕ la conique harmonique correspondante 
sont des foyers de la cyclique. 

108. Par un pôle principal passent deux tangentes doubles de la cyclique. 

Ces droites sont les tangentes menées du pôle principal ŕ la conique har-
monique correspondante. Les quatre points de contact de ces deux droites et 
de la cyclique étant deux ŕ deux conjugués dans un męme système principal 
sont sur un cercle. On trouve ainsi huit tangentes doubles. Il n'existe pas 
de tangente double ne passant pas par un pôle principal; car, si 0 et 6' sont 
les arguments des deux points de contact d'une tangente double, on a 

et, par suite, ces deux points sont conjugués dans un système principal. 

109. Remarque. — Le cercle directeur de centre 0^ est un cercle décrit 
de 0,, comme centre, et par rapport auquel le triangle 0,0o03 est autopo-
laire; par conséquent (n° 100), ce cercle a pour équation 

(x) 

La conique harmonique qui correspond au point 0^ a pour équation 



La conique déférente correspondant au męme point est, par rapport au 
cercle directeur, la polaire réciproque de la conique harmonique; on a 
ainsi, pour son équation. 

(B) 

Or on a vu que la cyclique a quatre foyers ŕ l'intersection d'une déférente 
et d'un cercle directeur correspondants ; de la forme męme des équations (a ) 
et (p) résulte le théorème suivant : 

110. Dans le quadrilatère formé par les quatre foyers d'une cyclique équidi-

stants d'un pôle principal, les points de rencontre des côtés opposés et des diago^ 

nales coïncident avec les trois autres pôles principaux. 

IV . 

Systčmes généraux de conjugaison. 

111. Soient deux points A et B de la cyclique, d'arguments 6 et s — h\ 
ces deux points sont, par définition, conjugués dans le système s. Tout 
cercle qui passe par ces deux points coupe la cyclique en deux nouveaux 
points, conjugués dans le système — s. On en déduit immédiatement ce 
théorème, de M . Darboux : 

Si l'on coupe une cyclique par un cercle quelconque, que par deux des quatre 

points d'intersection on fasse passer un cercle, et, par les deux autres, un autre 

cercle, les deux nouveaux cercles couperont la cyclique en quatre points nou-

veaux, situés sur un cercle. 

112. L'équation générale des cercles qui coupent la cyclique en quatre points^ 

dont deux sont conjugués dans le système donné, s^ s'obtient comme i l suit. 

Les deux autres points d'intersection d'un de ces cercles et de la cyclique 
étant conjugués dans le système — s, l 'équation qui donne les arguments 
des points d'intersection du cercle et de la cyclique sera de la forme (35) 



ou, ŕ un facteur constant près . 

1 et étant des constantes arbitraires. 
Les fonctions ^(/), 9,(^), • • 9 1 ( 0 sont de la forme indiquée au n° 55 ; 

les quatre zéros de'i^(^)sont les quatre arguments qui correspondent aux 
deux points doubles de S. 

L'équation générale cherchée sera donc de la forme 

et, comme elle représente un cercle, quels que soient 1 et les courbes 
A = o, B = o, C = o, D — o sont des cercles. 

On a d'ailleurs 

et, par suite. 

On en conclut que le premier membre S de l'équation de la cyclique divise 
le polynôme du quatrième degré AD — BG^ en d'autres termes, on a 

S = : A D — B C . 

113. On déduit de lŕ Véquation générale des droites qui joignent deux 

uoints conjugués dans le système s [ou — s). 

11 suffit, en effet, d'exprimer que la courbe (c'est-ŕ-dire le cercle) 

se décompose en deux droites, dont l'une est la droite des points doubles 

de S. En exprimant cette condition, on obtient évidemment une équation 

de la forme 

a, h, c, d étant des constantes. 
Si l'on porte la valeur de 7̌. tirée de cette relation, dans l 'équation géné-



raie des cercles passant par deux points conjugués dans le système s, on 
obtient l 'équation 

et les trois fonctions du second degré 

seront divisibles par le premier membre A, de l'équation de la droite qi 
joint les points doubles de S. 

Désignant respectivement par A ' , B ' , G' les quotients de ces trois fonctioi 
par A, on aura, pour l 'équation générale des droites joignant deux poin 
conjugués dans le système s, 

o ^ X ^ A ' + X B ' + C . 

Les arguments des points d'intersection d'une de ces droites avec S vérifi 
ront l 'équation 

[X étant lié ŕ }̂  par la relation 

114. Par conséquent : 

L'enveloppe des droites joignant deux points conjugués dans un système 

donné est une conique. 

L'équation de cette conique, le système donné étant le système s, est 

Or on peut écrire identiquement 

ou 

Gette identité montre que la conique enveloppe touche la cyclique en quatre 
points, situés sur le cercle 

H. i4 



A i n s i : 

115. L'3S droites joignant deux points d'ane eyclique, conjugués dans un 

système donné, enveloppent une conique, qui touche la cyclique en quatre points, 

situés sur un cercle. 

Nous dirons qu'une pareille conique est inscrite dans la cyclique, et nous 
appellerons cercle de contact le cercle qui passe par ses quatre points de 
contact avec la cyclique. 

Remarque. — Ces résultats sont un cas particulier de ceux qu'on a éta-

blis au n° 80. 

A chaque valeur de s correspond ainsi une conique inscrite et un cercle 

(le contact; nous allons démontrer que : 

116. Tous les cercles de contact ont même centre. 

Supposons pour un instant que les points doubles de S soient deux points 

quelconques E , etE^ du plan. 
On peut considérer le système formé par une conique inscrite ŕ S et par 

la droite A des points doubles, comme une courbe adjointe du troisième 
degré, tangente ŕ S en quatre points, situés sur une courbe adjointe du 
second degré, que nous nommerons conique de contact. Par suite, si T = o, 
T' = o sont les équations des tangentes ŕ S au point double E, ; si 

sont respectivement les équations de la droite des points doubles et de la 
tangente en E, ŕ la conique de contact, on aura (n" 41) 

puisqu'ici <2,1 = «8, d'oii 

La solution a, = a^ est ŕ rejeter, car elle exprime que la conique de con-
tact touche A au point E , , et, par suite, puisqu'elle passe par E , , se décom-
pose en deux droites, dont l'une est A, et dont l'autre est une droite D du 
plan; la conique inscrite correspondante serait alors la droite D comptée 
deux fois. 

Pour obtenir une conique inscrite proprement dite, on doit donc prendre 

le signe — ; on a ainsi a^ = — a^. 



De l ŕ cette conséquence : 

Les coniques de contact ont en un quelconque des points doubles de S une 

tangente commune; cette tangente est conjuguée harmonique de la droite des 

points doubles par rapport aux deux tangentes de S, au point double con-

sidéré. 

Dans le cas oů S est une cyclique, on voit ainsi que tous les cercles de 

contact ont męme centre. 
On appelle foyers singuliers d'une cyclique les quatre points d'intersec-

tion des tangentes ŕ cette courbe en un de ses points doubles avec les tan-
gentes en l'autre point double; ces quatre points sont évidemment situés 
deux ŕ deux sur deux droites rectangulaires, se coupant en leur milieu. 

Il résulte de ce qui précède que : 

117. Le centre commun des cercles de contact coïncide avec le point de ren-

contre des deux droites rectangulaires qui joignent deux à deux les foyers sin-

guliers de la cyclique. 

V. 

Propriétés du centre. 

118. Le centre commun des cercles de contact jouit de propriétés impor-
tantes; nous l'appellerons dorénavant centre de la cyclique. Les propositions 
suivantes justifieront cette dénomination. 

Soient deux droites quelconques, joignant respectivement deux points 

conjugués dans le système s, 

Les équations aux arguments des points d'intersection de ces droites avec 

la cyclique sont respectivement 

(X et \jJ étant liés ŕ 1 et V par les relations 



Les huit points oů les deux droites considérées coupent la cyclique forment 
quatre couples; deux de ces couples sont conjugués dans le système .y, les 
deux autres le sont dans le système — s. Il en résulte que ces huit points 
sont quatre ŕ quatre sur deux cercles, et les équations aux arguments des 
points d'intersection avec S de ces cercles sont respectivement 

Par suite, on a, pour les équations de ces cercles. 

ou, en tenant compte des relations qui lient 1 et ˇ7., 1' et ˇ7/, 

ce qu'on peut écrire (n° 113) 

Si l'on remarque que le cercle de contact de la conique B'^ — 4 A ' C ' a pour 
équation (n*" 114) 

et que l 'équation de la droite qui joint les deux points de contact des droites 
considérées avec cette conique est 

on arrive, par des considérations simples de Géométrie analytique, aux ré-
sultats suivants : 

119. Soient 

A et B deux points d'une cyclique, conjugués dans un système donné s; 
a et h les points nouveaux oů la droite AB coupe la cyclique; 



A ' et B' , a' et b' deux couples de points analogues, situés sur une seconde 

droite ; 
H et H ' les points oů les droites AB et A ' B ' touchent la conique C, enve-

loppe des droites joignant deux points conjugués dans le système .9; 
M le milieu de AB ; 
m le milieu de ab. 

I. Les points A , B, a', b' sont sur un cercle 1 ; 

Les points A ' , B ' , a, b sont sur un cercle 1'. 

II. Les cercles 1 et 2 ' se coupent en deux points, situés sur le cercle de con-

tact de la conique C, et sur la droite HH ' . 

III. Le centre du cercle de contact est le milieu de la ligne des centres des 

cercles 1 et l'. 

IV. Le point H est le centre de Vimolution déterminée sur la droite AB par 

les segments AB, ab; on a ainsi 

et la valeur commune de ces deux produits est égale à la puissance du point H 

par rapport au cercle de contact. 

120. De la troisième de ces propositions, on déduit une conséquence 

intéressante. 
Le centre du cercle 2 est sur la perpendiculaire, élevée ŕ la droite AB en 

son milieu M ; de męme le centre du cercle 2 ' est sur la perpendiculaire 
élevée au milieu m de ab. D'après le théorème III ci-dessus, le centre du 
cercle de contact est au milieu de la ligne des centres des cercles 1 ctl'; i l 
en résulte que la perpendiculaire abaissée du centre du cercle de contact 
sur AB tombe au milieu des points M et m. 

En d'autres termes : 

121. Le pied de la perpendiculaire abaissée du centre de la cyclique sur une 

droite quelconque est le centre des moyennes distances des quatre points où cette 

droite coupe la cyclique. 

122. Corollaire L — Les perpendiculaires élevées aux huit tangentes 
doubles d'une cyclique, au point milieu des deux points de contact, con-
courent au centre de la cyclique. 



123. Corollaire IL — Si l'on connaît le centre d'une cyclique, et trois 
points de cette courbe, situés sur une droite D, le quatrième point oů cette 
droite coupe la cyclique est déterminé. 

124. Corollaire IIL — Le centre de la cyclique est le centre des quatre 
coniques déférentes. 

Soient, en effet, A et B deux points conjugués dans un système principal; 
a et h les deux points conjugués dans le męme système, oů la droite AB 
coupe la cyclique; M le milieu du segment A B ; m celui du segment ab. 

D'après ce qui a été dit au n° 107, les deux droites élevées perpendicu-
lairement ŕ A B aux points M eijn touchent la conique déférente correspon-
dant au système principal considéré; par suite, le centre de cette conique 
est sur la droite P, élevée perpendiculairement ŕ AB au milieu du seg-
ment Mm, et les droites telles que P passent ainsi par un point fixe, qui est 
le centre de la déférente. Or nous savons, d'après le théorème précédent, 
que la droite P passe par le centre de la cyclique; i l en résulte, puisque la 
droite P a une direction variable avec la direction de la droite A B , que le 
centre de la déférente considérée coďncide avec le centre de la cyclique. 

V I . 

Coniques inscrites. 

125. L'équation générale des coniques inscrites peut se mettre sous une 
forme simple. Si l'on suppose, en effet, que le rayon du cercle de contact 
augmente indéfiniment, ce cercle aura pour limite la droite de l'infini 
comptée deux fois, et la conique inscrite correspondante aura la męme 
limite. En d'autres termes, la courbe A- = o est une des coniques inscrites 
ŕ S. 

Or l'équation générale des coniques inscrites est de la forme 

X étant arbitraire (n° 64), et M = o étant évidemment l'équation d'une quel-
conque d'entre elles. Si l'on fait M = A-, on aura, en coordonnées carté-
siennes, pour l'équation générale des coniques inscrites 

(E') 



La conique C = o est évidemment le cercle de contact de la conique in-

scrite G r=: o. 

126. On en déduit immédiatement les résultats suivants : 

Les coniques inscrites à une cyclique ont mêmes directions d'axes. Le heu des . 

centres des coniques inscrites à une cyclique est une hyperbole equilatere, passant 

par le centre de la cyclique. Les asymptotes de cette hyperbole sont parallèles 

aux axes des coniques inscrites. 

Nous appellerons directions axiales de la cyclique les directions axiales 
des coniques inscrites. Parmi les coniques inscrites, figure évidemment le 
couple de tangentes doubles issues d'un pôle principal; par conséquent, la 
conique, lieu des centres, passe par les quatre pôles principaux. 

Nous appellerons cette conique, qui passe par le centre et les pôles prin-
cipaux de la cyclique, conique principale. 

1 

V I I . . 

Cycliques homofocales. 

127. L'étude des cycliques homofocales est liée intimement ŕ celle des 
points conjugués. Le théorème suivant est dans ce sens fondamental : 

Le lieu des centres des cercles de rayon nul passant par deux points d'une 

cyclique S, conjugués dans un système donné s, est une cyclique S', homojocale 

àS. . 

1" Le lieu est une cyclique. En effet, les cercles passant par deux points 
conjugués dans le système s ont pour équation générale (n° 112) 

1 et [J. étant des constantes arbitraires. A , B , C, D les premiers membres 
des équations de quatre cercles. Soit, en coordonnées cartésiennes, 



Le cercle l'xA -h >.B + ;xG H - D = o sera de rayon nul si les équations 

sont compatibles, et le lieu des centres des cercles de rayon nul passant par 

deux points conjugués s'obtiendra en éliminant 1 et entre ces trois 

équations. 
On trouve, en les résolvant par rapport ŕ 1 et ;x. 

P, Q, T, R étant les premiers membres des équations de quatre cercles. Le i 

lieu cherché a pour équation 
PQ = RT; 

c'est donc bien une cyclique S'. 
'̂̂  Cette cyclique est homofocale ŕ S. 

Revenons, pour plus de clarté dans le langage, au cas oů les points 

doubles de S sont deux points quelconques E< et E2 du plan; et soient 

e<, e'̂  ; 62, les couples d'arguments qui leur correspondent respective-

ment. On Si e, -h e[ eo-i~ é.^ = o (n° 43 bis). D'après ce qui précède, la 

droite qui joint E , ŕ un point quelconque A de la courbe S, et d'argument 0, 

et celle qui joint E2 au point B d'argument .y — 6, se coupent sur une courbe 

du quatrième degré, S', dont E , et E g sont des points doubles. La droite E , A 
coupe S en un quatrième point d'argument — (ej + e, + 6); de môme, la 

droite E 2 B coupe S en un quatrième point d'argument — (e'̂  -h 2̂ + 5 — 6), 

et l'on voit que la somme des arguments de ces deux points est — s. E n 
d'autres termes, la droite qui joint E j ŕ un point quelconque de S, d'argu-

ment 6' et celle qui joint E2 au point d'argument — 5 — 6' se coupent égale-

ment sur la courbe S'. 
Cela posé, étant donnée une droite quelconque issue de E , et coupant 

S au point A d'argument G, on obtiendra les deux points de la courbe S' 
(autres que E , ) situés sur cette droite en prenant son intersection avec la 
droite qui joint E2 au point d'argument .y — G et celle qui joint E2 au point 
d'argument —.y — G . Si ces deux dernières droites se confondent, la 
rlraitp F, A RPrn tans-cnte ŕ S'. Il faut. Dour cela, une les points d'arsfu-



ments s — — .y — G et le point E2 soient en ligne droite, c'est-ŕ-dire que 
l'on ait 

ou 

En ce cas, le quatrième point oii la droite E , A coupe S, et qui a pour argu-
ment — (e, + e\ -h 6), c'est-ŕ-dire e.y + e'̂  — G, coďncidera avec le point d'ar-
gument 6, et la droite E | A sera tangente ŕ la courbe S en ce point. 

Par conséquent : 

Les tangejites menées aux eourhes S et S', par les points E , et E , , sont les 

mêmes. 

En d'autres termes : 

Les cycliques S et S' sojit homofocales. 

128. 11 résulte de lŕ que les huit points de la cyclique S, dont les argu-

ments sont 

sont situés sur la cyclique S'; ces points sont, en effet, conjugués ŕ eux-
męmes dans le système s ou dans le système — s. 

Les deux cycliques ne se coupant qu'en huit points, ŕ distance finie, on 
a ainsi les arguments de tous leurs points d'intersection. Ils sont de la 
forme 

129. Remarque. — Nous dirons désormais que les deux systèmes de con-
jugaison s et — s sont complémentaires. 

130. Les cycliques homofocales ont mêmes pêdes principaux et mêmes cercles 

directeurs. 

Ce théorème résulte directement de ce qui a été dit au n° 106. 

131. D'après ce qui précède, les huit points d'intersection de deux 
cycliques homofocales, situés ŕ distance finie, ont pour argument sur l'une, 
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s, de ces cycliques, huit quantités de la forme 

la tangente ŕ S en un de ces points joint donc sur cette courbe deux points 
conjugués dans le système s, ou le système complémentaire, et, par suite ; 

Les huit tangentes menées à une cyclique en ses points d'intersection aveu 

une cyclique homofocale touchent une conique inscrite dans la première 

cyclique. 

132. La définition donnée plus haut d'une cyclique S', homofocale ŕ S, 

peut se traduire ainsi : 

Soient A B deux points d'une cyclique S, conjugués dans un système 

donné, s, ou dans le système complémentaire. Les points A< et^^ situés sur la 

perpendiculaire élevée au segment A B en son milieu M , et tels que 

sont sur la cyclique S'. 

Car ces deux points sont bien les centres des deux cercles de rayon nul 
qui passent par A et B. 

De lŕ résulte la propriété connue : 

IJCS cycliques homofocales se coupent à angle droit. 

Soient, en effet, sur la cyclique S, deux points A c tB, d'arguments - H-e 

e t - — Ł . La quanti té s étant très petite, ces deux points sont voisins; 

pour Ł = o, ils se confondent en un des points d'intersection A^ des cy-

cliques S et S', et la droite A B a pour limite la tangente en A^ ŕ la 

cyclique S. 
D'après la construction indiquée plus haut, les points A^ et B, qui cor-

respondent sur la cyclique S' aux points k et B sont voisins, et la droite 
A , B , a pour limite la tangente en Ao ŕ la cyclique S'. Or les droites A^B^ et 
AB restent perpendiculaires; i l en résulte que les deux cycliques se coupent 
ŕ angle droit au point AQ. C. O. F . D. 

133. Des deux théorèmes précédents on déduit le suivant : 

Les huit normales menées à une cyclique en ses points d'intersection avec une 

cyclique homofocale touchent une conique inscrite dans la deuxième cyclique. 



134. Les huit points d'intersection de deux cycliques homofocales sont sur 

une cubicpie circulaire, qui passe par les sommets, les points de rencontre des 

côtés opposés et des diagonales du quadrdatère formé par les quatre pôles prin-

cipaux des cycliques. 

Tout d'abord, ces huit points sont bien sur une cubique circulaire, caria 
s h I 

somme de leurs arguments ± - H — i ù ^ iK^' sur la cyclique S est nulle 

(n° 47), ŕ des multiples près de w, 4^' . 
Remarquons maintenant que les quatre arguments ~ ^ 

— ^ -f- ̂  ont une somme nulle (ŕ des multiples près de co, 4«^')' et qu'ils 

vérifient, par suite, une équation de la forme 

Or les fonctions u^[t), u^ [t), u.,(t) sont paires, la fonction u^[t) est impaire, 
éq. (E), n° 99 ; i l en résulte que la constante «23 est nulle. 

De męme, les fonctions u^, M , , U^ ne changent pas quand on y remplace t 

par ^ — t, la fonction u.^ change de signe, et l'on a a2 = o. 

L'équation est donc de la forme 

Les quanti tés véri-

fient par suite l 'équation 

c'est-ŕ-dire, ŕ un facteur exponentiel près , 

Les arguments des huit points d'intersection de la cyclique S et d'une 

cyclique homofocale S' vérifient donc la relation 

Le rappor t^ varie avec s, c'est-ŕ-dire avec la cyclique homofocale S' consi-

dérée. 
Les huit points d'intersection de S et de S' sont donc situés sur la cubique 



circulaire, dont l 'équation est 

en désignant par U o = o, U^ = o les équations des cubiques circulaires qui 
coupent respectivement S aux points dont les arguments vérifient les rela-
tions 

Les huit points d'intersection de deux cycliques homofocales sont donc sur une 

cubique circulaire, passant par sept points fixes à distance finie. 

Il reste ŕ déterminer ces sept points. 
Or nous avons trouvé (n*' 96) 

Il en résulte que la cubique, dont l 'équation est 

coupe S aux points doubles et en huit autres points, dont les arguments vé-
rifient l 'équation 

ou 

Gette cubique fait donc partie du faisceau (Uo, U , ) ; son équation est 

on vérifie aisément qu'elle passe par les sept points 

c'est-ŕ-dire les pôles principaux de S, et 

c'est-ŕ-dire les points de rencontre des côtés opposés et des diagonales du 
quadrilatère formé par les pôles principaux. 

D'un autre côté, w ,̂ u\, u\ sont liés par une relation linéaire (n° 95) ; 
si donc 1)2 = 0 est l 'équation de la cubique circulaire qui coupe S aux points 
dont les arguments vérifient la relation u\[t) = o, le faisceau de cubiques 
(Uo, Ua) est identique au faisceau (Uo, U , ) : or on trouve, comme plus haut, 



que la cubique [x^Uo — = o a pour équation 

et l'on vérifie qu'elle passe par les sept points mentionnés plus haut. 
Toutes les cubiques du faisceau aJUo — « ' U , = o passent donc par ces 

points. c. Q . F . D . 

V l l l . 

Systčmes paraboliques de conjugaison. 

135. Soient e,, e'̂  ; e^, e'̂  les couples d'arguments qui correspondent res-
pectivement aux deux points doubles E , et E^ d'une courbe du quatrième 
degré S; considérons sur cette courbe deux points conjugués dans le sys-
tème -f- e ,̂ ou dans le système complémentaire — (<?, + e^), c'est-ŕ-dire 
e'i H - La droite qui les joint touche une conique inscrite dans S, et, comme 
la droite E |Eo joint le point d'argument e, au point d'argument e.^, cette 
conique touche E j E ^ ; dans le cas oů S est une cyclique, la conique est 
donc une parabole. 

De môme, les droites qui joignent deux points de la cyclique S conjugués 
dans le système e, + e!,, ou dans le système complémentaire e, + e.,, enve-
loppent une parabole. 

Nous 'à.]^^e\\Q,YÇ)W% systèmes paraboliques de conjugaison les systèmes + e ,̂ 

e, -h e'̂  et les systèmes complémentaires . 

136. Remarque. — L'équation générale des coniques inscrites dans une 

cyclique 

montre que, parmi ces coniques, i l n'y a que deux paraboles, et que ces deux 
courbes ont leurs axes rectangulaires et parallèles respectivement aux di-
rections axiales de la cyclique. 

137. Nous avons rappelé plus haut la définition des foyers singuliers 
d'une cyclique. Dans ce qui suit, nous désignerons par 

Foyer singulier F le point de rencontre des tangentes aux brandies et e^, 
» F' » e'j et e\, 

» F i »- . . ey et e',, 
» Fj » e\ et 62. 



Les foyers F et F' , F, et F', sont situés sur deux droites rectangulaires, se 
coupant au centre de la cyclique, en leurs milieux; on a F 
Nous dirons que les foyers F et F ' , F^ et F'̂  sont conjugués. 

138. Tout cercle décrit d'un foyer singulier d'une cyclique comme centre 

coupe cette courbe en deux points à distance finie, et la ligne qui joint ces deux 

points enveloppe une parabole inscrite dans la cyclique. 

A deux foyers singuliers conjugués correspond la même parabole. 

Soit, en effet, un cercle décrit de F comme centre ; ce cercle est tangent 
aux points E , et E2 aux branches et e.^ de la cyclique ; i l coupe donc cette 
courbe, ŕ distance finie, en deux points dont les arguments ont pour somme 
— [e^ + 6 0 ) , c'est-ŕ-dire é^ H - é.,. 

De męme, les deux points ŕ distance finie oů la cyclique est coupée par 
des cercles ayant leur centre en F' , Y^, Y\ sont respectivement conjugués 
dans les systèmes -t-e^, e'̂  H - e , + e'̂ . c. o. F . D . 

139. Reprenons l'équation des coniques inscrites dans une cyclique 

et choisissons, comme axes de coordonnées cartésiennes, les axes de la 
conique G = o. L'équation précédente devient 

(H) 

étant posé 

Gonsidérons les cercles qui sont bitangents ŕ l'une des coniques repré-
sentées par cette équation, et qui ont leur centre sur l'axe de cette conique 
parallèle ŕ l'axe des x. L'équation de l'un quelconque U de ces cercles sera, 
\ ' désignant une constante arbitraire et n'^ la quanti té P — m-, 

La cyclique S, enveloppe des coniques représentées par l 'équation (H), a 
pour équation 

On a donc identiquement 



ou 

Cette identité donne aisément les conséquences suivantes : 
1 ° Les quatre points d'intersection, ŕ distance finie du cercle U et de la 

cyclique S, sont ŕ l'intersection de ce cercle avec les deux cercles 

dont les centres respectifs sont fixes, quels que soient la conique inscrite 

et le cercle bitangent ŕ cette conique, que l'on considère. 

i"" Les asymptotes de ces deux cercles coďncident avec les asymptotes de 

la cyclique; en d'autres termes, leurs centres sont deux foyers singuliers 

conjugués de la cyclique. 

3° La ligne qui joint les centres de ces deux cercles est parallèle ŕ l'axe 

des X. 

Par conséquent : 

140. Les diree dons axiales d'une cyclique sont celles des droites qui joignent 

le centre aux foyers singuliers. 

Et : 

141. Etant donnée une conique inscrite dans une cyclique, les cercles qui 

touchent doublement cette conique et qui ont leur centre sur l'axe parallèle à 

une direction axiale donnée coupent la cyclique en quatre points : deux de ces 

points sont conjugués dans un système parabolique, les deux autres le sont dans 

le système parabolique complémentaire. 

Si la direction axiale donnée est celle de la droite FF ' , les deux systèmes 
dont i l s'agit sont les systèmes e^ -+- e^, et e\ -f- é., ; si la direction donnée est 
celle de F,F'^, ce sont les systèmes e\ -h e., et e^ -f- é.,. 

I X . 

Centres et foyers singuliers des cycliques homofocales. 

142. Nous avons appelé conique principale d'une cyclique l'hyperbole 

equilatere qui passe par les quatre pôles principaux et le centre de la 



cyclique : cette conique est le lieu des centres des coniques inscrites dans la 
cyclique. 

La conique principale passe par les milieux des droites qui joignent deux à 

deux les quatre foyers de la cyclique, situés sur un quelconque des cercles 

directeurs. 

Considérons, en effet, les quatre foyers d'une cyclique S, situés sur le 
cercle directeur dont le centre est le pôle principal 0. Le lieu des centres 
des coniques circonscrites au quadrilatère formé par ces quatre points est 
une conique qui passe par les points de rencontre des côtés opposés et des 
diagonales de ce quadrilatère, et par les milieux des six droites qui joignent 
deux ŕ deux les quatre foyers. 

On sait, de plus (n°^ 106, 124), que par les quatre foyers d'une cyclique, 
situés sur un cercle directeur, passe une conique (déférente), qui a pour 
centre le centre de la cyclique. 

Si donc on se reporte au théorème du n*' 110, on peut dire que les quatre 
pôles principaux et le centre d'une cyclique, les milieux des droites qui 
joignent deux ŕ deux les foyers situés sur un quelconque des cercles direc-
teurs sont sur une conique, qui est évidemment la conique principale de la 
cyclique. c. o. F . D . 

143. Les cycliques homofocales ont même conique prmcipale. 

Cette conique est l'hyperbole équilatère qui passe par les quatre pôles 
principaux et les milieux des droites qui joignent deux ŕ deux les quatre 
foyers situés sur un cercle directeur. 

144. Les cycliques homofocales ont mêmes directions axiales. 

Car les directions axiales d'une cyclique sont celles des asymptotes de la 
conique principale. 

145. Le lieu des centres des cycliques homofocales est la conique piincipale, 

commune ci ces cycliques. 

Car le centre d'une cyclique est sur la conique principale. 

146. Dans une quelconque des coniques inscrites ci une cyclique, les deux 

foyers situés sur l'axe [de cette conique) qui est parallèle ci une direction axiale 

donnée sont sur une cubique circulaire, homofocale à la cyclique et ayant 

une asymptote parallèle à la direction considérée. 



En effet, d'après le théorème du n*' 141, ces deux foyers sont les centres 
de cercles de rayon nul passant par deux points de la cyclique cons idérées , 
conjugués dans un système parabolique : le lieu de ces foyers est donc une 
cyclique S', homofocale ŕ S. Mais, si l'on considère la parabole inscrite dans 
S, dont l'axe est parallèle ŕ la direction axiale donnée (n*' 136, Remarque), 
on voit qu'un des foyers étant ŕ l 'infini dans cette direction, la cyclique S' 
coupera la droite de l'infini en cinq points. Elle se décomposera donc en la 
droite de l'infini et en une cubique circulaire, homofocale ŕ S, dont une 
asymptote sera parallèle ŕ la direction axiale considérée (1). 

147. Remarque. — Dans un système de cycliques homofocales ne figurent 
que deux cubiques circulaires, puisque, par un point du plan et en parti-
culier par un point ŕ l ' infini , ne passent que deux cycliques du système. 

Les deux cubiques que nous avons rencontrées au paragraphe précédent , 
en considérant successivement les deux directions axiales, sont donc les 
deux cubiques circulaires faisant partie du système de cycliques homofo-
cales ŕ S. 

Si l'on se reporte au théorème du n° 134, on voit que : 

148. Les deuoc cubiques circulaires homofocales à une cyclique passent par 

les sommets, les points de rencontre des côtés opposés et des diagonales du qua-

drilatère formé par les quatre pôles principaux de la cyclique. 

Nous appellerons T la cubique circulaire homofocale ŕ S, dont une direc-
tion asymptotique est parallèle ŕ la droite F F ' ; T, la cubique circulaire 
homofocale ŕ S, dont une asymptote est parallèle ŕ F,F^. 

149. Une droite parallèle ŕ FF ' coupe la cubique T en deux points ŕ dis-
tance finie : ces deux points sont les foyers d'une conique inscrite dans la 
cyclique S; le centre de cette conique étant sur laconique principale, on a 
cette proposition : 

Dans une cubique circulaire, homofocale à une cyclique donnée, le lieu des 

milieux des cordes parallèles à la direction asymptotique réelle est la conique 

principale de la cyclique. 

(1) M . Darboux a donné un théorème analogue pour les surfaces du quatrième ordre qui 
admettent le cercle ŕ l'infini comme ligne double. {Sur une classe remarquable de courbes et de 

surfaces algébriques^^ p. 334.) 
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La conique principale est donc la conique harmonique du point situé ŕ 
l ' infini, dans la direction asymptotique, sur la cubique circulaire con-
sidérée. Si l'on se reporte ŕ des propriétés connues des cubiques et si l'on 
remarque que la conique principale et la cubique considérée passent par 
les pôles principaux de la cyclique S, on peut dire que : 

Une cubique circulaire, homofocale à une cyclique donnée, a une asymptote 

commune avec la conique principale de la cyclique. 

Les tangentes menées à cette cubique aux pôles principaux de la cyclique 

sont parallèles à cette asymptote. 

150. Le lieu des foyers des coniques inscrites dans une cyclique est le même 

que le lieu des foyers des coniques inscrites dans toute cyclique homofocale ( ̂  ). 

Ce lieu se compose, en efTet, des deux cubiques circulaires qui ont 
męmes foyers que les cycliques considérées. 

151. Le théorème démontré au n° 146 peut s'énoncer ainsi : 

laC lieu des centres des cercles de rayon nul passant par deux points d'une 

cyclique, conjugués dans un système parabolique donné ou dans le système 

complémentaire, est une cubique circulaire, homofocale à la cyclique. 

Si les systèmes paraboliques considérés sont des systèmes complémen-
taires e^-\-e.,, e'̂  + e!,, la cubique circulaire correspondante passe par les 
foyers singuliers de la cyclique F et F' : ces points sont, en effet, les centres 
de deux cercles de rayon nul passant par deux points de la cyclique conju-
gués dans le système e^ H - e^ ou le système complémentaire (n*' 138). 

Si donc nous nommons axes d'une cyclique les deux droites rectangu-

laires qui joignent le centre aux foyers singuliers de cette cyclique, nous 
aurons ce théorème : 

152. Dans une cyclique quelconque, homofocale à une cyclique S, les deux 

foyers singuliers situés sur l'axe qui est parallèle à une direction axiale donnée 

sont sur une cubique circulaire, homofocale à S, ayant une asymptote paral-

lèle à la direction considérée. 

Ains i , le lieu des foyers des coniques inscrites dans une série de cycliques 
homofocales e l l e lieu des foyers singuliers de ces cycliques coďncident. 

(1) Voir, pour un théorème analogue dans l'espace, l'ouvrage cité de M . Darboux, p. 334-



X . 

Intersections d'un cercle et d'une cyclique. 

153. Nous avons vu comment, étant donnés le centre d'une cyclique et 
trois des points communs ŕ cette courbe et ŕ une droite, on pouvait détermi-
ner le quatr ième point commun. Nous allons traiter une question analogue 
pour les points d'intersection d'un cercle et d'une cyclique. 

154. A et B étant deux points d'une cyclique conjugués dans un système 

donné, s, la perpendiculaire élevée au milieu M du segment A B enveloppe une 

conique V . 

Cette conique a pour centre et pour foyers le centre et les foyers singuliers de 

la cyclique. 

On obtient la même conique quand on considère, au lieu du système de con-

jugaison donné, le système complémentaire. 

Soient, en effet, sur la perpendiculaire élevée au milieu M du segment A B , 
les points A , et B , , définis comme au n'̂  132, c'est-ŕ-dire tels que 

Soient 

a, b les points nouveaux oů la droite A B coupe la cyclique considérée S; 
A ' , B ' ; a', b' deux couples de points respectivement conjugués dans les 

systèmes s et — s, et situés sur une męme droite; 
a^, b^; A\, B\; a\, b\ les points définis ŕ l'aide des points a, b; A', B ; a', b', 

comme les points A, et B, le sont ŕ l'aide des points A et B . 

Les points A , , B , ; a\, b\; a , , è , ; A' , , B\ sont sur une cyclique S', homo-

focale ŕ S (n" 132). 

Les points A , B ; a, b' sont sur un cercle (n° 97): je dis qu ' i l en est de 

męme des points A , , B , ; d^, b\. 

Soit, en effet, L le point d'intersection des droites A B , a'h'. On a, puisque 

A , est le centre d'un cercle de rayon nul passant par A et B , 

de męme 



Mais A , B ; a', h' étant sur un cercle, on a 

et, par suite. 

Les points A , , d^, b\ sont donc sur un cercle de centre L ; de męme 
les points A , , B',; a^, h^. D'un autre côté, les points A , , B, ; a, , è< sont évi-
demment sur un cercle, ainsi que les points A' , , B'̂  ; , è'^. Il en résulte que, 
sur la cyclique S', les points A , , B , ; A'^, B, sont conjugués dans un męme 
système — n, et que les points a,, \ a\, b\ sont conjugués dans le système a. 

Par conséquen t (n°114) : 

Les droites A , B , , a, , B',, d^ b[, . . . touchent une conique V inscrite dans 

la cyclique S'. 

Le centre de cette conique est, sur la perpendiculaire élevée ŕ la droite A B , 
ŕ égale distance des perpendiculaires A ^ B , eta^b^; or cette perpendiculaire 
(n° 121) passe par un point fixe qui est le centre de la cyclique S; i l en ré-
sulte que le centre de cette cyclique coďncide avec le centre de la conique V . 

Les axes de l ŕ conique Y sont parallèles aux directions axiales de la cycli-
que S' et, par suite, coďncident avec les axes de la cyclique S {n°^ 126-144). 

Les foyers de la conique Y sont les points ŕ distance finie oů l'axe FF ' 
coupe la cubique T et oů l'axe F,F ' , coupe la cubique T,; ce sont donc les 
points F, F ' , F i , F', eux-męmes (n'^' 146-152). c. Q. F. D. 

Corollaire. — Si le système considéré s est un des systèmes principaux, la 
conique Y est une déférente (n** 107). 

Par suite : 

155. Les coniques déférentes d'une cyclique ont pour foyers les foyers singu-

liers de cette courbe. 

Soit maintenant un cercle quelconque de centre K coupant une cyclique S 
aux quatre points (ŕ distance finie) A , B, d, b'-, soient M et jn' les milieux 
des cordes A B et a'b'. Les points A et B sont conjugués dans un système s, 
les points a' et b' le sont dans le système — s (n° 97). 

En vertu du théorème précédent , les droites K M et K w ' touchent une co-
nique Y , dont les foyers sont les foyers singuliers de la cyclique S. On peut 
donc dire, en s'appuyant sur une propriété bien connue des coniques, que 
les bissectrices des droites K M et K m ' (qui sont parallèles aux bissectrices 
des droites A B et a'b') coďncident avec les bissectrices des droites K F et K F ' , 



qui joignent le point K ŕ deux foyers singuliers conjugués F et F ' de la cy-

clique S. 

En d'autres termes, si nous nommons cordes communes ŕ une cyclique et 

ŕ un cercle un des trois systèmes de deux droites qui passent par les quatre 

points, ŕ distance finie, oů le cercle coupe la cyclique, nous avons ce théo-

rème : 

156. Les bissectrices de tout système de cordes communes à une cyclique et à 

un cercle coïncident avec les bissectrices des droites qui joignent le centre du 

cercle à deux foyers singuliers conjugués de la cyclique. 

Ce théorème permet, étant donnés deux foyers singuliers conjugués F et F ' 

d'une cyclique et trois points communs ŕ cette cyclique et ŕ un cercle, de 

déterminer sans ambiguďté le quatrième point d'intersection des deux 

courbes. Soient, en effet, trois points A , B, a' d'une cyclique, situés sur un 

cercle, dont nous désignerons le centre par K . On mènera par ce point la 

droite K M perpendiculaire ŕ A B , puis la droite K m ' symétrique de la précé-

dente par rapport aux bissectrices des droites K F et K F ' ; le quatr ième 

pointa', commun au cercle et ŕ la cyclique, estle symétrique du point a' par 

rapport ŕ la droite K m ' . 

Corollaire. — Les bissectrices de tout système de cordes communes k 

une cyclique et ŕ un cercle ayant son centre sur un des axes de la cyclique 

sont parallèles aux axes de cette courbe. 

157. PROBLÈME. — Construire une cyclique connaissant les foyers singuliers 

et quatre points de cette courbe, non situés sur un cercle. 

On construira autant de points de la cyclique qu'on voudra par la méthode 

suivante : 

Soient a , |S, y, S les arguments des quatre points donnés. E n appliquant 

la construction du paragraphe précédent , on déterminera sur le cercle 

(a, jS, y) qui passe par les points d'arguments a, ˇ3, y le point de la cyclique 

dont l'argument est — (a - H p -f-y); et de męme, sur les cercles (a, l), 

(a, y, S), (p , y , S) les points d'arguments — (a + ^ H - c ^ ) , —(oc + y - i - § ) , 

- ( ^ + y + ^). 

On combinera ensuite tous ces points trois ŕ trois et l 'on obtiendra, 

comme on le voit aisément, de nouveaux points de la cyclique, et ainsi de 

suite. 



Tangente en un point. — On peut construire la tangente ŕ la cyclique en 
un de ses points, le point a par exemple. 

On déterminera sm' le cercle le point d'argument 
sur le cercle 
sur le cercle 

le point 
le point 

Le cercle (a, p, — a a — s e r a tangent ŕ la cyclique au point a ; i l coupe, 
en effet, cette courbe aux points d'arguments a, /3, — ix — et son qua-
trième point d'intersection avec la cyclique aura pour argument 

c'est-ŕ-dire a. c. Q. F. D. 

Cercle osculateur en un point. — Supposons construites les tangentes ŕ la 
cyclique aux points d'arguments a et |3. 

On déterminera sur le cercle (ˇ3, [3, — 2 a — (3) le point d'argument 2 a — 3̌ 
» sur le cercle (a, (3, 2 a — 3̌) le point » —3a. 

Le cercle (a, a, — 3a) coupera la cyclique en un quatrième point d'argu-
ment — oc — a -h Soc, c'est-ŕ-dire a, et sera par suite le cercle osculateur ŕ 
la cyclique au point a. 

158. Remarque. — Si les quatre points donnés sont sur un cercle, i l faut 
que les bissectrices de tout système de deux droites passant par ces points 
soient parallèles aux bissectrices des droites qui joignent le centre du cercle 
ŕ deux foyers singuliers conjugués F et F ' donnés. 

Si cette condition n'est pas remplie, la cyclique cherchée sera la courbe 
du quatrième degré formée par le cercle donné et la droite de l'infini comp-
tée deux fois. 

Si cette condition est remplie, i l y aura une infinité de cycliques répon-
dant ŕ la question, et i l faudra connaître un nouveau point de l'une d'elles 
pour la déterminer . 

159. On peut compléter de la manière suivante le théorème du n° 154. 
Soient A et B deux points d'une cyclique S, conjugués dans le système s. 

La perpendiculaire élevée au segment A B en son milieu enveloppe une co-
nique V ; nous savons d'ailleurs (n° 114) que la droite AB enveloppe une 
conique C inscrite dans la cyclique S. 



Si l'on fait tourner la conique V de 90" autour de son centre, elle devient ho-

mothétique à la conique C. 

Prenons pour axes, en coordonnées cartésiennes, les axes de la conique C. 
Soient A et B [fig. i ) les deux points conjugués dans le système s, oů la 

tangente au sommet H de cette conique coupe la cyclique S; a' et h' les 

deux points conjugués dans le système — s situés sur la tangente au som-

met H ' . Soit 
( ^ —a)2-+-(r—[3)2-R2 = o ' 

l 'équation du cercle de contact de la conique C; le centre P(a, ^) de ce 
cercle est le centre de la cyclique S et celui de la conique V. 

Les axes de cette dernière conique sont, en direction, parallèles ŕ ceux 
de G (n°*154, 140), et, en grandeur, ce sont les distances du point P aux 
droites élevées perpendiculairement aux segments A B , a'b' en leurs mi-
lieux. 

Or on sait que le produit HA.HB est égal ŕ la puissance du point H par 
rapport au cercle de contact de laconique C (n° 119, § IV) ; on a donc 

de męme 

Les points A , B, a', b' étant sur un cercle, on a 

ou 

Remplaçant dans cette égalité les produits H A . H B , H'a ' .H 'è ' par leurs 



valeurs, i l vient 

D'après ce qu'on a dit plus haut, les longueurs des axes de la conique V 
sont 

Pour l'axe parallèle h Ose 

Pour l'axe parallèle ŕ O r . 

Le théorème est donc démontré , en vertu de l 'égalité précédente. 

160. Remarque. — Le point M milieu de la droite AB est, d 'après cela, 
situé sur la courbe, lieu du sommet d'un angle droit dont les côtés restent 
tangents ŕ deux coniques, C et V, homothétiques ŕ 90' ' . 11 en est de męme 
du point m', milieu du segment a'b'. Or le lieu précédent est, comme le 
calcul le montre aisément, une courbe du huitième degré, qui se décompose 
en deux cycliques, ayant chacune un point double ŕ distance finie. Si l'on 
se reporte au théorème général du n'' 83, on peut énoncer les résultats sui-
vants ; 

Le lieu du milieu du segment formé par deux points d'une cyclique S conju-

gués dans un système donné est une cyclique ayant un point double à distance 

finie. 

Le lieu du milieu du segment formé par deux points de la cyclique S conju-

gués dans le système complémentaire du premier est une seconde cyclique à 

point double. 

L'ensemble de ces deux cycliques est le lieu décrit par le sommet d'un angle 

droit dont les côtés restent respectivement tangents aux coniques C et V , définies 

plus haut. 

X L 

Théorčmes divers. 

161. Les quatre cercles directeurs d'un système de cycliques homofocales font 

partie de ce système. 

Soit, en effet, un cercle de rayon nul passant par deux points d'une 
cyclique S, conjugués dans un des systèmes principaux, le système o par 
exemple. La puissance, par rapport ŕ ce cercle, du pôle principal Oj de la 
cyclique est égale au carré du rayon du cercle directeur de centre 0 , 



(no 101) et, par suite, le centre du cercle de rayon nul considéré est sur le 
cercle directeur précédent. 

Un cercle directeur d'une cyclique est donc le lieu des centres des cercles 
de rayon nul passant par deux points de cette cyclique conjugués dans un 
système principal. c. Q . F . D . 

i 62. Le lieu des pieds des normales abaissées du eentre d'une cyclique sur les 

coniques inscrites dans cette cyclique est la conique mincipale. 

On le vérifie immédiatement par le calcul, en partant de l 'équation géné-
rale des coniques inscrites dans une cyclique. Par conséquent : 

163. Le lieu des pieds des normales abaissées du centime d'une quelconque des 

cycliciues d'un système Iiomofocal sur les coniques inscrites dans cette cyclique 

est la conique principale du système. 

164. Nous savons que la perpendiculaire élevée en son milieu au seg-
ment formé par deux points d'une cyclique S, conjugués dans un système 
principal, enveloppe une déférente de cette cyclique. D'après ce qui a été 
dit au n" 154, cette déférente est inscrite dans la cyclique S', homofocale 
ŕ S, qui est le lieu des centres des cercles de rayon nul passant par deux 
points de S conjugués dans le système prnncipal considéré. 

Si ce système est le système o, la cyclique S' sera le cercle directeur de 
centre 0< et, par suite, d'après le théorème précédent : 

Les pieds des normales abaissées d'un pôle principal d'une cyclique sur la 

déférente correspondante sont sur la conique principale de la cyclique. 

165. Le lieu des foyers singuliers des cycliques d'un système homofo-
cal coďncide avec le lieu des foyers des déférentes de ces courbes (n" 155). 

Or les déférentes correspondant ŕ un môme pôle principal passent par 
les quatre foyers situés sur le cercle directeur dont ce pôle est le centre. 
Par conséquent : 

Le lieu des foyers des coniques passant par quatre points situés sur un cercle 

se compose de deux cubiques circulaires, ayant ces quatre points pour foyers. 

( S Y L V E S T E P x . ) 

Ces deux cubiques passent par les points de rencontre des côtés opposés 
H. 17 



et des diagonales du quadrilatère formé par les quatre points. Elles passent 
également par le centre du cercle sur lequel ces points sont situés. 

X I I . 

Cycliques inscrites. 

166. Nous dirons que deux cycliques S et S' sont inscrites l'une dans 
l'autre si elles se touchent en quatre points (ŕ distance finie) situés sur un 
cercle. 

L'équation générale des cycliques S'inscrites dans la cyclique S sera, en 

coordonnées cartésiennes. 

M = o étant l 'équation d'un cercle. 

167. Les cercles d'un même système, hitangents à une cyclique S' inscrite 

dans une cyclique S, coupent cette dernière en quatre points : deuoc de ces points 

sont conjugués dans un système fixe, les deux autres le sont dans le système 

complémentaire. 

En effet, U = o étant l 'équation d'un cercle bitangent ŕ la cyclique S', on 

a(n'> 106) 

w étant une constante. L'équation de la cyclique S', enveloppe des cercles U, 

sera 

On a ainsi l ' identité 

ou 

c'est-ŕ-dire 

Par conséquent, les points communs ŕ la cyclique S et au cercle U sont 
ŕ l'intersection de ce cercle avec les deux cercles 



Or le cercle Aw 4- B 4- M a deux points fixes, quel que soit OJ, et ces deux 

points sont situés sur S, puisque, si l'on fait dans l ' identité précédente 

et 

on trouve 
S = o. 

11 en résulte que deux des points communs ŕ la cyclique S et au cercle U 

sont situés sur un cercle passant par deux points fixes de S, c'est-ŕ-dire ont 

des arguments de somme constante. c. Q . F . D . 

1 6 8 . COROLLAIRE I. — Deux des points communs à une cyclique et à un 

cercle qui touche deux cercles d'un même système, bitangents à cette cyclique, 

sont conjugués dans un système fixe. 

COROLLAIRE II. — Les cercles qui passent par deux points d'une cyclique 

conjugués dans un système donné, et qui touchent un cercle fixe bitangent à la 

cyclique, touchent un second cercle fixe, bitangent à la cyclique et du même 

système que le premier. 

COROLLAIRE III. — Les cercles qui passent par deux points d'une cyclique con-

jugués dans un système donné, et par un foyer de la cyclique, touchent un 

cercle, bitangent à cette courbe. 

COROLLAIRE IV. — Les quatre foyers, situés sur un cercle directeur, d'une 

cyclique S' inscrite dans une cyclique S, sont sur une cyclique homofocale à S 

( M . Darboux). 

Car ces quatre points sont les centres de cercles de rayon nul passant par 

deux points de S, conjugués dans un męme système. 
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