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THESE D’ANALYSE.

INTRODUCTION.

Clebsch a fait voir que les coordonnées des points d’une courbe de genre
un s’expriment en fonction rationnelle d’un parametre et d’un radical por-
tant sur un polynome du quatrieme degré de ce parametre; ou encore,
n étant le degré de la courbe, et y les coordonnées d’un de ses points,

qu’on peut écrire
(@) z=9(8), y=1(0),

o et § étant deux fonctions doublement périodiques d’ordre n du para-
metre 7, ayant mémes périodes et mémes infinis.

Le présent travail a pour but I'étude des courbes de genre un en partant

de ce mode de représentation.
A ce sujet, les deux premieres questions qui se posent sont les suivantes :

1. Toute courbe dont les coordonnées des points sont des fonctions doublement

periodiques d’un parametre est-elle de genre un? Quel est son degre?

1. La representation paramétrique d’une telle courbe étant donnée, en

déduire son équation.

Ce dernier probleme revient & éliminer ¢ entre les équations (a); il a été
résolu par M. Hermite pour le cas ou les fonctions doublement périodiques
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(vr)
données sont du troisieme ordre, mais la méthode, appliquée a des fone-
tions d’ordre n, conduit, entre « et y, & une équation de degré 2n — 3 et
non de degré n.
<
On peut également, étant donnée la représentation paramétrique de la
courbe, chercher a :

HI. En déduire I'équation de la courbe de degré n — 3 adjointe a la pro-
posée, c’est-a-dire de la courbe de degré n — 3 qui passe par les sn(n— 3) points
doubles de la courbe de degre n et de genre un donnée.

En dédwire également I'équation générale des courbes adjointes de degré

n—o2.

Ce sont ces trois questions que nous nous sommes proposé de résoudre
dans la premiere Partie de ce travail. A cet effet, nous avons employé une
représentation paramétrique nouvelle, en coordonnées homogenes, ot ne
figurent que des sommes de fonctions 6.

Ces fonctions @ sont liées par des relations homognes du second degré,
d’oli se déduisent des équations que nous avons appelées fondamentales, et
dont la considération résout les trois problemes posés plus haut.

On termine la premiére Partie par I'exposition de quelques conséquences
géométriques, déduites d’identités algébriques qui se présentent naturel-
lement au cours des calculs.

Dans la deuxieme Partie, on traite de l'intersection d’une courbe de
genre un et d'une courbe algébrique quelconque, adjointe ou non adjointe
a la premiére; on retrouve les résultats donnés par Clebsch au sujet des
courbes de contact, c’est-d-dire des courbes qui passent par un certain
nombre de points fixes de la proposée et ont avec elle en tous leurs autres
points de rencontre un contact d’ordre donné; on étend ces résultats, qui
ne se rapportaient qu'aux propriétés des systemes de points de contact, en
donnant la forme de I'équation générale des courbes de contact, d’ot1 'on
peut déduire des propriétés de ces courbes elles-mémes.

Dans la troisitme et derniere Partie, on définit les systemes de points
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conjugués et les correspondances sur une courbe de genre un, et 'on donne
des propriétés géométriques de ces systemes de points. ,
Enfin on applique & la courbe du quatrieme degré a deux points doubles
les résultats obtenus pour la courbe générale du premier genre.

Les questions examinées dans la premiere Partie n'ont pas encore ¢té
résolues, A notre connaissance; dans la deuxieme Partie, on nous permettra
de signaler I'interprétation géométrique de chacune des équations établies
par Clebsch (n° 48) et dont I'ensemble exprime que mn points d’une courbe
de.genre un et de degré n sont sur une courbe de degré 7 ; nous appellerons
également I'attention sur la solution du probleme suivant :

Soit

mn =2k + ky+rili+...+ rql,.

Trouser I équation géncérale des courbes de degré m, qui passent par k, points
doubles et k, points simples donnés sur une courbe de degreé n et de genre un, et
qui ont ayec celle courbe en [; points, dont les arguments ont une somme

donnée, un contact d’ordre r;—1 (J=1,2,...,9).

La forme trouvée pour cette équation générale conduit & de nombreuses
conséquences géométriques; elle sert, en outre, & établir les théoremes
principaux démontrés dans la troisieme Partie.

Parmi ces théoremes nous signalerons ceux qui sont relatifs a la courbe
enveloppe des droites joignant deux points conjugués (n° 80 et 81), a la
position de ces points sur la droite qui les joint (n° 82 et 83) et I'applica-
tion de ces résultats aux courbes du cinquieme degré.

La théorie des courbes du quatrieme degré a deux points doubles ren-
ferme un certain nombre de propositions bien connues, mais dont la dé-
monstration, 4 1'aide des fonctions @, est peut-étre nouvelle; plusieurs
propriétés du centre d’'une cyclique (n® 116 & 124) ne nous paraissent pas
avoir encore été données; il en est de méme du théoreme du n° 127 sur les
cycliques homofocales, qui entraine de nombreuses conséquences; des
propositions des n°* 135 & 141 complétant la théorie des points conjugués,
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et de celles des n° 154 4 160 relatives a l'intersection d’une cyclique et

d’un cercle.

Nous avons eu souvent a consulter, pour la rédaction de ce travail, les
Mémoires bien connus de Clebsch, publiés au Journal de Crelle (t. 63 et 64),
les Legons sur la Géomeétrie, du méme auteur, la these du P. d’Esclaibes sur
les courbes du premier genre, et ’'Ouvrage de M. Darboux Sur une classe

remarquable de courbes et de surfaces algebriques.
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SUR LES

COURBES DE GENRE UN.

PREMIERE PARTIE.

1.
Théorémes généraux.

1. Soit une fonction f(z), holomorphe dans tout le plan et satisfaisant
aux relations

(1) St +w) = (e

(2) f(t—f—nm’):/(t)e’2"_2_"' o,

ol » désigne un entier positif, » et »” des quantités arbitraires, telles que

= »' 5 o
1 dans le rapport — soit positif. On peut poser

n=-+wx

R mﬂvtiﬁl 2,;157:_1‘
= A,e we T w,
»

m=--

et la relation (2) montre que A, = A,._,. La fonction f(¢) est donc fonction
linéaire et homogene des n fonctions

S ' [T
(kn+4-1)2iT ~+2(/rn+l)f—-—
Rin= } ¢ @ Z

k=—=

b

..............................

R ) A
R, (¢) :.Ee w v,
H. 1
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(2)
Il n’existe entre ces fonctions, d’apres la forme méme de leurs développe-
ments, aucune relation linéaire et homogene. Nous allons les remplacer
par de nouvelles fonctions, d’expression plus simple, jouissant des mémes
propriétés.
Soit 6,(¢) la fonction

-+ A
it

Wl 27 2’ B
93([)126711 lﬂ:w +2m ® ;

—®

p étant un entier quelconque; on a

iTp

. it
0 ) miimw — +2m — 2m —
sl t+p—-)= Ye € @le ey
n L

¢’est-a-dire

iT
2(n—1)p —

L RL
93<t—+-p;-;> — e W R () e R R (E) ... e B Ry ()R

En donnant a p les valeurs o, 1, ..., n — 1, on obtient n équations de cette
forme, d’ot I'on déduira les expressions de R,(¢), ..., R,(¢) en fonction

linéaire et homogene de 6, (¢), ..., 6, [l + (n—1) % » 81 le déterminant

1 I b It 1 |
2im sim 2n—1)im ‘
cRs & 2 @ & 1 ’
bim sim Aot iRy o
e n e n 8 n 1
2(!1—~1)i_1r 2(n—1)2iTC
e 7z R P AT 4 1
’ ~
n’est pas nul.
Or, en posant
M 2({n—1)im
%=1, al:e" ’ % s Ey Ap-1—€ 4
ce déterminant devient
1 1 1 1 |
221 %3 cee Opg Oy
2 2 2
} oy %y o )
n—1t n—1i ES
Oy 2 ot
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(3)
¢’est-a-dire le produit des différences
(G g8 iy gl =T sady e g s
Mais on ne peut avoir
Olp— ;=0
que si
k--j=o (mod.n),

relation impossible, puisque % et j sont inféricurs a n.

On exprimera donc R, (¢), ..., R,(¢) en fonction linéaire et homogene de

/ () ! 3 y BT bapd
(05 8y [z +(n-—1) ;—\, et, comme il n’existe pas de relation linéaire

et homogene entre Ry, ..., R, il n’existera aucune relation de cette nature

entre les nouvelles fonctions.
De la résulte le théoreme suivant :

9. TukoriMe I. — Toute fonction f(t), holomorphe dans tout le plan et veri-
fiant les relations

il o

gl m ) =yl
T
/‘(t+nm’):f(t)e*'”z‘"“"’ﬂ(.—,’
s’exprime linéairement en Jfonction des n fonctions P,(t), ..., P,(t), definies
par I’ équation
(.1)\
P (s) =0, <t kD).

n)

1l n’existe entre ces n_fonctions aucune relation linéaire et homogene. Elles sa-
tisfont aux relations

l)k([+w) = P/c(t)v
> e .
I k ["'*—P 71‘ = Pk+p(l)’

(3) ) —n il’f—n’i'rt(i’
Pt +no') =Pr(l)e w W,

T W
P.(t-r-ol) =Piltle © e n
3. Tutonime II. — Toute fonction linéaire et homogene de P, P, ..., P, a

2 2 y n 1
n zéros dans le parallélogramme v, no'; la somme de ces zéros est = (0 +na'),

@ des multiples pres de o, no'.

Car cette fonction divisée par P, () devient une fonction doublement pé-
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(4)

riodique, aux périodes w, no’ [formules (3)7; ses n infinis sont les n zéros
de P,, dans le parallélogramme o, no’, ¢’est-a-dire les quantités

LHo+o), Ho+o)+o, .... 3(o+o)+(n—1)o,

dont la somme est

n
3 (o + no').

Dans ce qui suit, lorsque nous parlerons des n zéros d’une fonction
linéaire et homogene de P, ..., P,, il s’agira des zéros de cette fonction,
compris dans un méme parallélogramme o, no’.

4. Tutorime Ill. — 71 existe (n — k) fonctions linéaires et homogenes de
P,, ..., P, sannulant pour k valeurs données de t (t,, t,, ..., t;), et lineairement
indépendantes ; toute autre fonction linéaire et homogenede P, ..., P,, ayant
les zéros t,, ty, ..., U, sera une fonction linéaire et homogene de celles-la.

Si l'on écrit, en effet, que la fonction
S)y=aPi+...+a,Pr+...a,P,

s’annule pour ¢ =¢,, ..., ¢, on obtient £ équations linéaires et homogenes
entre les constantes a,, ..., @,. Si ces £ équations sont distinctes, elles per-
mettent d’exprimer £ de ces constantes, par exemple a,, a,, ..., @, en fonc-
tion linéaire et homogene de a;.,, @;.», ..., @,.

On a ainsi

f(t) :ak_H(Pk_H—}—).ll’,Jr. 00 —l—)./;PA-) SE L = @ ([)n_“ 51[)1—|—. Sl O’/,P/;)§
/(¢) est donc fonction linéaire et homogene des n — £ fonctions

‘ PI;—H+)»1P1+-. .+)\kP/,.,
(F) L TSR R B :

qui s’annulent pour ¢=1¢,, ¢,, ..., ¢ et sont linéairement indépendantes,
puisque chacune d’elles contient une fonction P; qui ne figure pas dans I'ex-

pression des autres. _
Si les £ équations qui lient @,, a,, ..., a, se réduisent & un nombre moin-

dre, £ — 1 par exemple, on exprimera £ — 1 de ces constantes en fonction
linéaire et homogene des (n — £ + 1) autres, et I'on aura

S(O)=ai[Pr+MPi+...+ 2y Pry ]+ o+, [P+, Pr+. o+ 0p Proy |
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(5)
Cette fonction s’annulant quels que soient @y, ..., @, pour & ={, ..., t;, 0N
pourra toujours choisir les (n -— k 4+ 1) constantes ay, ..., a, de facon qu’elle
s’annule pour n — £ valeurs de ¢, choisies arbitrairement; on aurait ainsi
formé une fonction linéaire et homogene de P,, ..., P, ayant n zéros de

somme quelconque, ce qui est absurde.
La premitre hypotheése est donc seule admissible, et le théoreme est

démontré-

\

5. Remarque. — Soient @,(2), ®3(¢)s « -, Boi(t) les n— k fonctions (I)
qu’on vient de former, et @,.; x(¢) une fonction linéaire et homogene de
P,, ..., P, quelconque, s’annulant pour les valeurs ¢,, ta, ..., & de la va-
riable, la valeur ¢; exceptée. Il existe évidemment une infinité de fonctions
®,.i_x(¢) satisfaisant a ces conditions. : :

Je dis qu’il n’existe aucune relation de la form

0==0, @) + oty By oot 0tk Lo g+ Xt @R pir et CpiitBnsicntoot 0n%n;

car, si une pareille relation existait, on en déduirait, en faisant z = ¢,,
i A e ) =

ce qui entraine, puisque la fonction ®,.:—x(t) ne s’annule pas pour ¢ = ¢,

Apti—ke — O
On aurait ainsi
Olppi—k — Opta—f=—: = &p = o,
et, par suite, puisque les fonctions @,, ..., €,_; sont linéairement indépen-
dantes,

oy =0y =...—Cp—f— O.

On peut donc former n fonctions @,, ..., ®, linéaires et homogenes de
P, ..., P,, linéaivement indépendantes, et satisfaisant aux conditions sui-

vantes :
Les n — k premieres @, ..., €o— s’annulent pour ¢ =1¢,, ..., &.
Lafonction ®,, ;s s’annule pours =1, «.o; Lizys Livas +ovs Gt =10 0
Des théoremes II et III résulte la proposition suivante :

6. Turorime V. — Etant donnés, dans un parallélogramme », n o', n points

n \ . \
dont les arguments ont pour somme — (0 +no')a des multiples pres de v, no',
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(6)
on peut former une et une seule fonction linéaire et homogéne de P,, ..., P,
s‘annulant en ces n points.
7. TuroriME V. — Deux Jonctions P n’ont pas de zero commun.

Car les zéros de Py, ,(¢) sont, dans un parallélogramme o, no’,

®—+ o &)
= f= ol (=0 1t n o un D=1k
2 n

Pour que P, ,(z) et P, ,(¢) eussent un zéro commun, il faudrait que

3 )
o+ (;J/)—/{’—l + ho'=1(o + ') — K o Ro' 400 =4 np'o,
2 2 . ‘

o et o’ étant entiers, ou

i

%)(k’_q k) = o' (' —h) + pw + np'w’,

@l . gk : " :
Le rapport = ctant 1maginaire, cette relation entraine les deux suivantes :
K—k=np, h—Hk=np'.

k et £ étant inférieurs & n, on aura £ = £/, et les deux fonctions |Vt 1S
sont identiques.

8. Tuoriye VI. — Entre (n—+ 1) fonctions, f,(1), ..., f,. ((2), holomorphes
dans tout le plan et satisfaisant aux relations

J o) = ft),
L ERE
JUEHRY — fltye ~0 .
ow n est un entier positif, k une constante quelconque, Q' et o des quantités

] s . QL : TP g .
telles que le coefficient de \— 1, dans le quotient — > sou posuif, il existe une

relation linéaire et homogene.

Posons, en effet,
Ri—nol o(t)=f(t+ 1),

% désignant une constante; on a

i i A

p(t+w) =9(s),
—h -2n —

¢(t+no)=g()e "o o,
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(7)

Si x est tel que

. A e
h+ oanimt— —=nr*itm—>
()] G)

les (n + 1) fonctions o(¢) verifient les relations (1) et (2) et sont fonctions
linéaires et homogenes de P,, ..., P,. [l existe donc entre elles une relation
linéaire et homogene et la méme relation subsiste entre les fonctions

Al e
1.

Expression des coordonnées des points d’une courbe de genre un.

9. Le P. d’Esclaibes a mis les coordonnées des points d'une courbe quel-
conque, de genre un et de degré n, sous la forme

( .I'::Jbeé iﬁ[:l/hH(ﬁ S 051)‘ 5 .[I([iwd,l)’
s SH e NG

i ) s (el
H(tl ’_'71) s 'l[(tl G /n),

(4)

A et o sont des constantes; on a, de plus,

e R e I U R o+ Yn+ 2k K+ 2K,

Cal B +ﬁ,,:y1+...+'/n+2th—|—2/2,’1L'K’;

H(¢) est la fonction ordinaire de Jacobi; &, %/, A,, I, sont des entiers; x ct
y sont des fonctions doublement périodiques de ¢,, aux périodes 2K et
2¢K’ (1).

Pour transformer ces expressions, posons

oK = w, 2iK'=no, §=t-+0,

H étant une constante.
Les n zéros du dénominateur de @ sont

[4::')/1" 9, }'2—97 P \/"—#0'

D . : S
Nous choisirons 6 de facon que leur somme soit - (o + no’), ¢’est-a-dire

(1) D'Escraises, Thése, p. 19 et 28.
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(8)

qu’on ait

UL n
(5 bis) '/1—}—...—}—'/,l~116:;(o)+/zw/).

On pourra, par suite (théoreme 1V), former une fonction
CiPy(¢) + CoPy(8) +. ..+ Ga B ()

ayant ces n zéros.
Les zéros du numérateur de « sont o, — 0, oy — 0, ..., o, — 0; en tenant
compte des relations (5) et (5 &is), on trouve, pour leur somme,

n
a—0+oy—0+...+a, — 0= «(;(m +no')+ o+ nh'!
et, par suite, on peut former une fonction

AYR (L) 1. oA P (1)

admettant ces n zéros.

La fonction ‘
Al LA B AR,
CGP,+...4C,P,

admet, d’apres les formules (3), les périodes o, no’ou 2K et 2/K’, comme la
fonction x(2); elle a, de plus, mémes zéros et mémes infinis que cette fonc-
tion, dont elle ne differe, par suite, que par un facteur constant. On a
ainsi

2(CiPi+...+C,P,)=A,P,+...+ AP,

et, de méme,
YCP 4.+ C:zpn) =BP,+...+ B, P,

Ay vees Bps By oo, B C,ni €, Stant des constantes. En coordonnées
homogenes, on pourra donc mettre les coordonnées des points d’une courbe
de genre un et de degré n sous la forme

/‘1"1:A1P1+'~-+f\/zpn7
(6) z—BPr.. . B P
23=0CP,+...+-C,P,.

Si l'on change ¢ en ¢+ o, ou en ¢ + no’, ou retrouve [formules (3)] les
mémes valeurs proportionnelles de x,, x,, x, et, par suite, le méme point
de la courhe.
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(9)

10. Inversement, soit S une courbe représentée par des équations de la
forme (6), ou A,, ..., C, désignent des constantes arbitraires.
La courbe S est algébrique, car il existe une relation algébrique entre les

. g X , e .
deux fonctions —*(¢) et —2(¢), que nous désignerons respectivement par
i 1

X(t) et Y(¢), qui sont doublement périodiques aux mémes périodes v, no’;
de plus, il est clair que la courbe S ne saurait se décomposer en deux
courbes algébriques différentes.

La courbe S est, en général, de degré », car une droite quelconque

A X+ Ay g+ A3 X3 =0
la coupe en des points dont les arguments vérifient I’équation
al(AIP1+- . ) —+...=o0.

Cette équation ayant (th. II) » zéros, ¢,, ¢, ..., £, dans tout parallélo-
gramme o, no’, il y aura, en général, » points d’intersection de la droite et
de la courbe : celle-ci sera donc de degré n.
Il n’existera que deux cas d’exception :
° A un ou plusieurs des arguments ¢,, ..., £, ne correspond aucun point
de la courbe S; en d’autres termes, on aura, par exemple,

it =2, (0) =% () — 0"

En ce cas, x,(t), 2,(t), 2;(¢) ont un ou plusieurs zéros communs.
2° A deux ou plusieurs des arguments ¢,, ¢,, ..., Z, correspond le méme
point de la courbe; on a, par exemple,

X(&)=X(4), Y(&)=Y(4).

En considérant une autre droite, on obtiendra des relations analogues, de
sorte que I'on aura pour une infinité de qystemes de valeurs de « et de ¢
comprises dans un méme parallélogramme o, no’

(7) X(@)=X(«), Y(B)=Y(x),

¢ étant différent de «.

Je dis que dans ce cas la courbe S est une courbe de degré inférieur a n
comptée plusieurs fois, c’est-a-dire qu'a tout point de cette courbe corres-
pondent deux ou plusieurs valeurs de 'argument ¢; ou que, étant donnée

dans un parallélogramme o, nw’, une valeur quelconque de «, on trouvera
H. 2
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dans ce parallélogramme une ou plusieurs valeurs de £, différentes de «,

telles que les équations (77) soient vérifiées.
Soit, en effet, 8 une fonction d’une variable « définie par la relation

X (8) =X ().
Posons
U(ax)=Y(B) — Y ().

A une valeur de « correspondent, 72 étant 'ordre de la fonction doublement
périodique aux périodes o, nw’, X(¢), m séries de valeurs de 8,

a—+ho +nh'w, Bi+heo+ ko, ..., B+ how —+ nh'o',

h et & étant des entiers quelconques, et par suite 7 valeurs de U(2).

Or nous verrons plus loin (n° 30).que la fonction £ a dans un parallélo-
- gramme o, 7o’ un nombre limité de points critiques, et que, si la variable «
tourne autour d'un de ces points, les m séries de valeurs de la fonction £ en
ce point se permutent entre elles. Il en résulte que les m valeurs de U(2)
sont également permutées entre elles, et des lors toute fonction symétrique
de ces valeurs est fonction monodrome de « dans tout le plan.

Si I’on augmente o d’une période (o ou no’), I'équation

X(B) =X (a),

qui définit 8, ne change pas; par conséquent, 'ensemble des m valeurs de
U(«) ne change pas, et les fonctions symétriques de ces valeurs demeurent
invariables : elles sont, par suite, fonctions doublement périodiques de o,
et U() satisfait & une relation de la forme

U7+ A(x) U1 +...+M(2)U + N(a) = o,

ot A(a), ..., N(«) sont des fonctions doublement périodiques de «, aux
périodes w, nw'.
Remarquons maintenant que I’équation

X(B) =X ()

donne pour g la série de valeurs

o+ how+nh'e -

auxquelles correspond pour U(«) la valeur zéro. On a donc

Ni(e)i= o,
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et 'équation en U devient, en supprimant le facteur U,
(0) Un=14 A(a) U2 4. .-~ M(a)=o.

Or, par hypothese, on a, pour une infinité de valeurs de = et de £, com-
prises dans un méme parallélogramme,

X{(a) = X(B),
Y(a)=Y(B),
¢’est-a-dire
U] — 0!

[I'en résulte que la fonction doublement périodique M(«) s’annule pour
une infinité de valeurs de « comprises dans un méme parallé¢logramme o,
no': elle est, par suite, identiquement nulle, et 'équation (U) a, quel que
soit «, une racine nulle.

On peut donc, quel que soit «, trouver dans un parallélogramme o, no’,
une valeur au moins de 2, différente de «, telle que Ion ait a la fois

(7) X (@) =X(a), Y(B)=Y(x).

11. On peut donc énoncer les résultats suivants :

1 Si les fonctions @, (¢), x,(¢), 2;(¢) n’ont aucun zéro commun et si les
équations (7) n’ont d’autres solutions communes en 8 que celles de la
forme

o+ ho + nh'e,
la courbe S est de degré n.

2° Si les fonctions «, (), ,(t), x,(¢) ont k zéros communs, les équa-

tions (7) n’ayant pas d’autres solutions communes en £ que celles de la

forme
o+ ho -+ nh'o,

la courbe S est de degré n — £.

Car une droite
a + a, X+ azY —=o

coupe cette courbe en n — £ points, puisque les fonctions doublement
périodiques X(¢) et Y(¢) sont d’ordre » — £ et ont mémes infinis.
3° Si les équations (7) ont d’autres solutions en 8 que celles de la forme

o+ hw+ nh'v,
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la courbe S sera une courbe de degré inférieur & » comptée plusieurs fois;
nous dirons, dans ce cas, que la courbe S n’est pas irréductible.

I1I.

Relations du second degré.

12. Avant d’aller plus loin, nous allons étudier et former les relations du
second degré qui lient les fonctions P,(z), ..., P,(¢).

Nommons poids d’un produit Py, (¢) Py (¢) la somme £ +- £, ou plutot
le reste de la division de £ + £’ par 7.

TuioriME. — Entre trois fonctions Py, Py., de méme poids exviste une
relation linéaire et homogene.

On a, en effet [ équation (3)],

5’ Pri (4 0) Pra (¢ + o) = Pry (¢) Praa (),
(8) ‘ _[,iil_zl;ﬂ_wl _2(/,+A~')fir

Pt 0 Pr (e ol) = Pri (6) Proy(B)e © S )
et (k + &) étant le méme, & des multiples pres de n, pour trois produits de
méme poids, le théortme est démontré (théoreme VI).

13. Tarorime. — Toute relation linéaire et homogene entre des fonctions du
second degré en P, P, ..., P,, respectivement de poids p, p', p’s ..., 9ps ©p

Gyrs v entraine les conditions

Supposons, en effet, qu’on ait
(8/) O = a,,cg,,—}— ap’@p"%‘ ap”f‘[}p”—('—. Ao

a, ... étant des constantes. .

Changeons, dans cette équation, ¢ en ¢ + «'; elle devient, en vertu des
relations (8),

(9) o:a,,c‘o‘,,e‘m%—kap'q,,vedz l:‘+

L

iT T
. --2p — —2p— c s .
Les exponentiellese ", ¢ ~ *, ... ont des valeurs différentes, puisque p,

7', ... sont différents et inférieurs & n; si donc on élimine ¢, entre les
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relations (8') et (9), 9,7, @, ... ne disparaitront pas dans I’équation ainsi

obtenue
0="byQp—+ bpppr—....

En changeant z en ¢ -+, on obtient une équation de méme forme, et si
entre cette équation et la précédente on élimine ¢, les fonctions ¢, ... ne
disparaissent pas dans I’équation nouvelle

0 ==CprQp" .
Continuant ainsi, on arrive 4 une derniére équation
(Pp(k)—_t 0,

d’ol1, en remontant de proche en proche, on déduit

C. Q. F. D.

14. Toutes les relations du second degré entre P,, ..., P, s’obtiendront
5 1 n

donc en formant les relations qui lient les produits PPy de méme poids.
On les formera de la maniére suivante :

1° Cas de n impair; n = 2v + 1. — Les carrés p R T, Poosontede
poids différents ; car, pour que deux d’entre cux fussent de méme poids, il
faudrait que

2k =09k [mod.(2v+1)]

ou
k— kK=o [mod.(2v--1)],

ce qui est impossible, puisque 4 et £ varient entre o et 2v. On formera le

Tableau suivant :
Fonctions correspondantes.

Poids. — —
2
G |5 N E A SR % . S ) <
2
3o BB R, By B rarm BisiBo
DV o« s G BBy | Do el DU B R By
2
. O B R P Tt e e o 1012
Dl e St Peos RBeaRos g, iy nl SR A B 1250 1R
2y — 1 P800 12 B tocposns . asa asssng Py Py

11 est manifeste que chaque ligne renferme v + 1 fonctions.
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Cela posé, en vertu du théoreme du n° 12, il existe entre trois fonctions
de méme poids une relation linéaire et homogene

(10) AP Py +BPry Proy + CP iy Pryy =

Aucun descoefticients A, B, Cn’est nul ; car, si par exemple A étaitnul, P,
et P, ou Py, auraient un zéro commun, ce qui est impossible (théoreme V).

On pourra donc exprimer v — 1 des fonctions de chaque ligne en fonc-
tion linéaire et homogene des deux autres, ce qui donnera v — 1 équations
de la forme (10); toute relation du second degré de poids £ + £ est évi-
demment une combinaison linéaire de celles-la. g

Comme il y a 2v + 1 lignes, on a en tout (2v —+1) (v —1) ou yn(rn —3)
relations du second degré.

Les premiers membres de ces relations sont linéairement indépendants,
car chacun d’eux renferme un produit P;P; qui n’entre pas dans les autres.

2° Cas de n pair; n == 2v. — On formera le Tableau :

Fonections correspondantes.

Poids. e e =S
0 e et e 2 1B Py Rl [E5 Bty = By
% Bt PRI r e S i i,
D et UDEE SRR AN s L S e T P2,
ol P, P, P,P,, i AT TR {0, 0 £
& e P, P, P,P, o Sesalign ot O i
e B, st T PRI TR Rt ST S P, Py

Dans les lignes de poids pairs, il y a v+ 1 éléments, et dans celles de
poids impairs, v; on aura en tout, puisqu’il y a v lignes de poids pairs et v
de poids impairs, v(v — 1) +v(v — 2) relations ou yn(n — 3) relations ho-
mogenes et du second degré en P, ..., P,.

L4 bis. Ainmsi, quel que soit n, il y a entre P,, ..., P,in(n — 3) relations
homogenes, du second degré; il n’existe entre les premiers membres de
ces relations aucune relation linéaire et homogene identique; enfin, toute
relation du second degré en P,, ..., P, est une combinaison linéaire de
celles-1a.
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IV.

Equations fondamentales.

15. Revenons a la courbe S définie par les relations

m1:A1P1—|— AQPQ-P-- o Anp/n
(6) ? @y — BBy = S0 81 RE
= 011)1 s s = Cnp"-

S’il n’existe entre x,, «,, x; aucune relation linéaire et homogene (auquel
cas la courbe S serait unc droite), on peut former (n— 3) fonctions
linéaires et homogenes de P, ..., P,, que 'on désignera par @, x5, ...,
x,, telles qu'il n’y ait pas de relation linéaire et homogene entre x,, x,,
i (R A

Par conséquent, on exprimera Py, ..., P, en fonction linéaire et homo-
ene de @,, s, . .., T,, et si lon porte ces valeurs de Py, ..., P, dans les
n(n — 3) relations du second degré formées plus haut, on obtient

I~ g

L

jn(n—3)(=9)

équations de la forme

; o=A 22+ Az, 25+ . oA Azt Dy, .+ Xy, - R

(1) D= i A b0 5o0 s dats £ + B2+ Pz, +. . .+ Xz, + 2,
11

( ......................................................... 3

o=Luz?+ Lz, 2s+...+ Lo} + D52, + ...+ Xz, + 5.

Dans ces équations,

A R b B Bt 5. i - B e Jaias disrpe L SODE des constantes;
D,y ooy X4y oevy @5y ..., X5 des polynomes homogenes du premier ordre ;
Q,, Q,, ..., Q des polynomes homogenes du second ordre en x,, ., ;.

Les équations fondamentales (11) sont au nombre de (n(n — 3); elles
sont du premier degré par rapport aux gn(n — 3) fonctions x;, X, 25, .. -»
.., @,, qu'elles permettront d’exprimer en fonction de x,,
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Le déterminant de ces équations est le polynome de degré (n — 3) en
Xy, Loy Xy

R R v R T X
Bu Bis — A )
Lg@ L'+5 .. L,l,L (I)a sl X(‘]

Nous le désignerons par A(x,, x,, ;).
Dans le cas ou ce polyndme n’est pas identiquement nul, on tirera des
équations (11) I'expression de 3}, , x5, ..., x, sous la forme

Ad)z‘_.__f“, A'Z,Qxﬁ:_t k3 sy A/L‘?z: nns Ax4:,/‘47 ceey Axn:fn;

Sins fiss -oos Jfon sont des polynomes de degré n — 1; f;, f, des polynomes
de degré n — 2 en «,, x,, x;, qu’on obtient sous forme de déterminants.
Restant encore dans le cas ou A n’est pas identiquement nul, on
pourra remplacer le systeme d’équations (11) par le systeme suivant :
de {(n —3)(n —2) des équations (11), on tirera les expressions des

i{n— 3)(n — 2) fonctions &2, x,x;, ..., £, sous la forme
2 4 4 3 n

[ 2} =012 2y e 0,

\ XLy X5== Qa Ty, =R 08 DIIS B0 N o o O -+ g,
(12) T L 8 Pt e T Bl s R et ,

( 72 Qa2 =3 Th T e -+

Cette résolution sera toujours possible, car, A n’étant pas identiquement
nul, 'un au moins des déterminants mineurs dont les lignes sont formées
par les coefficients de 2}, 2,25, ..., x, dans une méme équation (r1) n’est
pas nul.

Portant ces valeurs de 5, ..., 2 dans les (n — 3) autres équations (1),
on obtient (n — 3) relations de la forme

"mix,* A B Dy =0
(13) I myz, S s Y s +qyx, —ps =0,
...................................... 5
( My s&p+0ieeeeeens + Gn—3%pn— Pp—3 — 0.

Dans ces relations, o;, 4, ..oy %iy ovos My 1y ..y q; désignent des polynomes
du premier degré en x,, x,, x;; o; et p; sont des polynomes du second
degré.

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 XVII 4 -4



(g

Le déterminant du systeme des équations (12) et (13) est la fonction

ny ny @ q1
m, Ly oaiie q2
my, 3 -3 S e qn——B

Il est égal & A(x,, @,, ;) 2 un facteur constant pres.

V.

Propriétés de la fonction A(z, x., zs).

16. TutoriME. — Le determinant A se reproduit a un facteur constant pres,
st lon prend pour x,, x5, ..., x, d’autres fonctions lincaires et homogenes
deP,, ..., P, que celles primitivement choisies.

Soient, en effet, 2, «., ..., 2 ces nouvelles fonctions; nous admettrons
4 5 n

qu’il n’y a pas de relation linéaire et homogene entre x,, x,, x,, x|, ..., z,

On pourra, par suite, exprimer «,, x;, ..., x, en fonction linéaire de x,,

7

.

U
Sy Thee) Bl o) b

2, = M&y Ay + M3+ W&, +. ..+ A2,
= NWE A= oo c0 om0 b Wi = nhele oo

’ L
Xp== G X+ Gy Tyt o .t QT o Tp Ty

Comme il n’existe pas de relation linéaire et homogene entre x,, x,, x,,
2, ..., X, le déterminant

o e
i o Mn
(02X Tn

sera différent de zéro.
Portons maintenant les valeurs précédentes de x,, ..., @, dans les équa-
tions (11), il vient

Az ... =02, . P A (M ) () 2=,
Si I'on ordonne ces ;n(n — 3) équations par rapport a

5 ol AN 7
GBS B oo EES @iy cuby Gy

II. &
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et si 'on forme le déterminant des coefficients de ces quantités, on voit
aisément qu’on obtient le déterminant A, multiplié par D"".

17. Tutorime. — Quand la courbe S est de degre n, la fonction A(x,, x,, 1)
n’est pas identiquement nulle.

LemMe. — On a vu plus haut que les premiers membres des jn(n —3)
relations du second degré qui lient P,, P,, ..., P, sont linéairement indé-
pendants; or c’est en substituant a Py, ..., P, dans ces relations leurs va-
leurs en fonction de «,, ..., @, qu'on a obtenu les équations (11); il en
résulte que les prcmlors membres de ces Lquatlons sont linéairement indé-
pendants, et qu’on ne pourra jamais arriver & une identité en combinant
lin¢airement leurs premiers membres.

Cela posé, supposons que la fonction A(x,, x., 2,) soit identiquement
nulle; elle restera nulle si 'on y fait une substitution linéaire quelconque,
telle que

o= N, )+ @y =V, &, e e T A
En résolvant ces relations par rapport & x, @, a;, il vient

el = p

Xy = M@y + [ X+, T3,
/3

Ty = Ry + Py Xy Vo Ty,

! e
Xy == As @+ [h3 T2+ V3 L.

Nous choisirons les constantes %y, g, Vs, Xy, 3, v de facon que ), (¢) et
x,(2), c'est-a-dire X2, (¢) + ... et Ay, (¢) + ... s’annulent pour une va-
leur o de z. On aura donc

{ o=22(a) + pa @y () + veas(a),

el ? 0 =A@ () + ps®y (&) + 3 Z5().

Cela posé, remplacons dans les équations (11) @, @,, x; par leurs valeurs
en o, a,, &,. Deux cas sont & distinguer si A(x,, x,, ,) est identiquement
nul.

(A). Les déterminants mineurs, dont les lignes sont formées des coeffi-
cients de x%, x, x5, ..., «, dans une méme equatlon (11), ne sont pas tous
nuls: en ce cas, dlmmant @2, BT, - -0y Ty entre les equations (11}, on
‘obtient (n — 3) équations de la forme (13)

(13) o= mx,+ nixs+...+qix,—p; (I=1,2,...,n—3),

m,, ..., g; 6tant du premier degré en x, x,, ;, p; du second.
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Le déterminant A

m, Ty e 4
m, Ny oo Gy
Tt s oo U |

est, par hypothese, identiquement nul. Le déterminant obtenu en remplacant
chaque ¢lément du précédent par le coefficient de «, dans cet ¢lément est
également nul, puisque c’est le coefficient du terme le plus élevé en a,
dans A. On pourra donc, en additionnant les premiers membres des rela-
tions (13), multipliés par des constantes convenables, faire disparaitre x, des
coefficients de x,, xy, ..., «, dans 'équation ainsi obtenue. Cette équation
sera des lors de la forme

(13'Bis) - il @met— -l =y (ala = Sl e — A @l AL
Si Pon y fait ¢ = «, il reste, puisque x,(a) = x,(2)=o,
Ajlx i) — o,
ce qui entraine une des conditions
=10, " Aj—0r

Si @, () est nul, on voit parles relations qui lient «,, x,, , 4 o, x,, x,
que l'on aura (o) = a,(«) = ox,(2) =o0. Or «, étant une quantité arbi-
traire, pourra toujours étre choisie de facon que ces dernieres égalités
n’aient pas lieu. Il faut donc que A, soit nul, et Péquation (13 bis) s’écrira

(E) 2y (01 Xy —+ P2y 4. . . PaTn) = 2y (phoy ook ph, ),

015 - .» Pn 6tant des constantes.

Si «,(¢) et «,(¢) n’ont que le zéro commun ¢ = «, les (n — 1) zéros de
x, autres que « devront, en vertu de I’équation précédente, annuler la fone-
tion ¢\ &, + ... + p,x,. Cette fonction (théoreme I1I) sera donc identiquea ',
a un facteur constant pres. De méme la fonction (p, 2, + ... + g, 2,) ne dif-
férera de «, que par un facteur constant, et I'équation (E) sera de la forme

pay(t)xy (£)=o,

o étant une constante. Il faudra nécessairement que cette constante soit
nulle; on trouve donc une identité en combinant linéairement les rela-
tions (11), ce que nous savons étre impossible.
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1l faut done, pour que A puisse étre identiquement nul, que 7, (z) et Wt
aient d’autres zéros communs que le zéro =, et ceux de la forme

o+ ho+nh'o'.
Soit B un de ces zéros communs. On aura

0 =122, (B) + paz2(B) +vaxs(B),

o 0 =Rz (B) + 322 (B) + Va2 (B)-

Mais les quantités %,, ..., vs ne sont assujetties qu’a satisfaire aux rela-
tions (); les relations (o) et () devront done étre identiques, et 'on aura

Zi(a)  Zy(@)  #(a)

8 — o n’élant ni nul, ni égal & un multiple des périodes o, no'.
Comme =« a 6té choisi arbitrairement, {3 sera fonction de «, & moins que
I'on n’ait

(B). Si tous les déterminants mineurs dont on a parlé plus haut (A) sont-
nuls, on obtiendra, par I’élimination de «;, x,x;, ..., a; entre les équa-
tions (11), » — 2 relations au moins de la forme (13), et, en les combinant
linéairement, on pourra former une équation telle que (13 bis). On retombe
ainsi dans le cas précédent, ct les mémes conclusions subsistent.

Par conséquent :

La fonction A(x,, s, az,) ‘ne peut éire wdentiquement nulle que dans deux

&5 |
10 (), x,(t), 2,(t) ont un ou plusieurs zéros communs ;

20 Etant toujours posés X = -‘z—z—, Y — %, les deux équations
L1 1
X(B)=X(a), Y(B)=Y(x)

ont, quel que soit o, d’autres solutions communes en 3 que celles de la forme

o+ ho 4+ nh'o'.
En d’autres termes :

A(w,, 2y, @;) ne peut étre identiguement nul que si la courbe S r’est pas de
degre n. :
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18. Le théoreme suivant nous sera utile plus loin :

TutoriME. — St la courbe S est de degré n, il n’existe aucune relation iden-
tique en x,, x,, x, de la forme

a2 A4 a2y A+ gz A+ anfi 4.+ anfr=o.

a,, ..., a, sont des constantes, A, f,, ..., /, sont les polynomes définis au
n® 15.

En effet, la fonction de degré n —3, A[x,(2), 25(2), 2, ()], 'est pas
nulle, puisque, par hypothese, la courbe S est de degré », et que d’ailleurs
cette fonction n’est pas identiquement nulle.

On aura donc, en divisant par A le premier membre de la relation précé-
dente, et en y remplacant x,, @,, @, par x, (¢), | F )y s,

ayx,(8) + ayxs (L) + ayxs (L) +a, 2, (8) +...+a,x,(E)=0,

relation qu’on sait étre impossible.

VI.
Examen du cas général.

19. Supposons maintenant que la courbe S définie par les équations (6)
soit de degré n, ce qui est le cas général ; nous allons, dans cette hypo-
these, former son équation, et les équations de courbes qui lui sont liées
d’une maniere remarquable.

20. Equation de la courbe S. — Les relations (11) nous ont donné les re-
lations

sz:fbln Ax,kxszf,,s, s ey szzz:fnn, Awngg, o ey Amn:fn;

on en déduit
‘f“‘ s ——'_fﬁ cs ey xn:L‘:n.

/ Xy —
k fk’ ¥ fh, flr

Portant dans les relations (13) ces valeurs de x,, ..., x,, on a

x

m,-f“—i—nif,,s—i—...+qif4,,—p,-f,,:o (= 2n0 s —3).

Les (n — 3) équations ainsi obtenues sont de degré n en x,, ,, x,; Je dis
qu’elles ne peuvent étre a la fois des identités.
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Si toutes, en effet, étaient des identités, on en déduirait identiquement

my ny (/1 pl ny q1
fel o | =A ae  |, clestdHdive fild =1

1 R T Doesi - w0 Olp¥

Par suite, f,(x,, x,, ;) serait divisible par A(x,, @y, ), et I'on aurait,
quels que soient 2, x,, 4,

fi= Aoy + dg@a+ Ry 25),

%, ... etant des constantes.
En particulier, remplacant dans cette relation x,, @,, x, parx,(t), ra(l),

x4(1), il viendrait
. 2, (8) =M &y () + Ao 2y (£) 4 A3 (L),

relation impossible, puisque, par hypothese, @,(¢), 22(¢), +-» @, (L) sont

linéairement indépendants.
Par suite :

Une au moins des relations de degré n Sformées plus haut n’est pas une iden-
wié; elle sera [ équation de la courbe S.

Ce raisonnement souffre une exception si A se décompose en un produit
de deux facteurs, dont 'un entre au carré.
Soit
A=P2Q,
P et Q étant des polynomes en @, @,, x,, de degrésp ct ¢, (2p+q=n—3).
En ce cas, la relation

Afl—=71

7 =POR=PY,,

donne

R et V, étant des polynomes entiers; de méme, la relation

A./'!yi:fbf.i (i:5,6,...,)‘l)
donnerait
/‘i — Pvi-

Cela posé, on peut admettre, puisque (¢), x,(t) et a,(¢) n’ont pas de zéro
commun, quaucun des zéros de x,(¢) p’annule A[x, (2), 25 (2), 5 (2)] 5 8"1)
en était autrement, un changement linéaire de variables permettrait de
rentrer dans cette hypothese.
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(23)
Formons une fonction ¢(¢) de la forme
9(t) = asz(t> e a3‘T3(t) ol dp’l’@(t) S a/},'x;z(t>s

qui ait avec @,(t)(n — 2) zéros communs, les deux derniers zéros étant
différents des deux derniers zéros de «,(¢) (théoreme II1); on a, d’apres
les formules qui précedent,

Qs x2I)Q -+ a3 -?73PQ + @ Vb et anvn

Or la courbe o = a,2, PQ + ... + a,V, coupe la droite x, =0 en n — 2
points situés sur S; son degré p + ¢ + 1 estau plus égal & n — 3, puisque p
est au moins égal & 1, et que 2p + ¢ = n — 3; il en résulte que cette courbe
se décompose en une courbe H de degré p -+ ¢, et en une droite , = o; on

a aussi
Bl Mg o
Plz:(0), ... 1Q[Z:(0), - - -]

o(¢) =

Les deux derniers zéros de «,(¢) n’annulant pas ¢(¢) doivent annuler P Q (¢)
ou A(t), ce qui est contraire & Ihypothese.

La proposition est donc générale.

L’équation de S peut, d’apres ce qui précede, s’obtenir immédiatement
en partant des relations (11), sous forme de déterminant; on aura

T T P A RTINS i e, S o
Buis B p s el d Bt L X
{1y SRR By G e B el AR 1T ¢
Tle g g0 soo O ol Syl dg Al o £ T

7, ..., p; S’obticnnent également de suite sous forme de déterminants. On
a, par exemple,

AM A“; - Ass A,m (I)l

Bl s e o wars 0D
my = 3

GM e e oo Gnn d)?)’

¢tant posé
=1i(n—2)(n—3)+1.

21. TutoriMe. — La courbe dont I’équation est A(x,, %y, 23) =0 a un
point multiple d’ordre p — 1 en tout point multiple d’ordre p de S.
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Admettons, pour fixer les idées, qu’il s’agisse d’un point triple de S, et
soient «, &, y les trois valeurs correspondantes du parametre 7. On aura

G mB L wB) w20 ) sl

\ia B (e el et) By 2. @)~ wa(e) @)

-

(en désignant pour abréger par i la valeur des trois premiers rapports, par
u celle des trois derniers). La courbe S étant supposée de degré n, les quan-
tités x,(a), @,(a), x;(e) ne sont pas nulles & la fois; soit, par exemple,
& a)zo.

Considérons les (n — 3) équations (13)

mxe,+nTs+...+q1Xp=7n1

<13) ----------------------------

et les fonctions
0,(8) =my(a) 2 (£) + ny(a) @s(8) 4. ..+ qu(ea) 2a(8),
c‘o,h;‘,(t):m,,_,;,(oc)x,*(t)+ ................ - Gn—s(t) 2, (£).

Les quantités m, (), ... désignent les valeurs que prennent les polynomes
du premier degré 700, (215 @y By ) or quand. 6D remplace x,, x,, x; par
x,(a), @a(a), oa(a).

En vertu des relations (13) et (14), on voit que les fonctions ¢,, ¢, - -,
0,5 satisfont aux relations

?1(5)292(5): R :@n——s(@>___)'
@1(a) 92 (at) T ens(a) 7
gl el L9 dli) 5
e e S ’

On en conclut que les (n — 3) fonctions
Fi(e) =g (t) i (a) — x1(8) o1 (),

§1L—3(t):5?11~3(t) xi(a)_xi(t) (Pn—s(a):

qui s’annulent pour £ = =, s’annulent également pour ¢ = et £ =1.
Il en est évidemment de méme [ équations (14)] des deux fonctions

2y (t) 2y (o) — 21 (t) 22 (),
24 (£) @y (@) — @, (8) @5 ().

Par conséquent (théoreme IIT), il existe entre ces deux fonctions et les
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(25)
n — 3 fonctions 7,, ..., &,_,, deux relations linéaires et homogtnes, iden-
LUqUES O @y B gyias <5 e
Soit une de ces relations

@ = @
o=a % +aFt.. .+ 3T,

+ Apa[ 22 (8) 2y (&) — 2, () 23 ()] -+ @ny [23(8) 2y (@) — 25() 2, (£)];
2, et @, ne figurent pas dans ,, ..., §,5 : on a donc

Ap—1 = QAp—3— 0.
Il reste
o=ai[o:(¢)zi (o) — 2, (£) @1 ()] +. ..,

ce qu’on peut écrire
0=z () [(11 991(t) S0 0 b Unh ?n~3(t)] — z(2) [al CPI(D‘) i .—0—"(&“,,‘3 ?n»-;(a)]-

Cette équation, puisque o, (2), ..., ¢,_;(¢) ne renferment pas x, (¢) et qué
a,(«) n’est pas nul, entraine les suivantes :

0 =a (191(06)*[-—. . Ay—3 (Pn_g(OC),
0=a19,(¢) ...+ @y 3 Pn_3(%).

Cette derniere comprend la précédente.

Il existe donc entre o,, ..., 0,5 deux relations linéaires et homogenes,
identiques en x,, @, ..., x,; en d’autres termes, si I'on se reporte a I'ex-
pression des fonctions g, il faut que les déterminants mineurs qu’on obtient
en supprimant une ligne et une colonne quelconques du déterminant

my(a) n(a) ... qi(a)
e my (o) Sl e g (or)

DN s e s Qo)

soient nuls. Le déterminant  sera également nul.
On peut donc trouver des constantes «,, ..., %,_,, différentes ensemble
de zéro, telles que 'on ait

aymy (o) +oang(a)+...+ ap3q,(t) =o,
(15) CRRTER)  Si=c0 bai6Es ada e —+ op—3q2:(x) =o,
.......................................... R
R e ()= = R T —+ oty 3qn_s(at) = o.

H.

S

Document numérisé par la Bibliotheéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 XVII 4 -4



(26 )

St a,, par exemple, n’est pas nul, on peut écrire

oy A O Ry . O3 n, g
, oMy - OlaMy—t . oo O3 i e
o A2y, X, X3) = ;
T T P St i R e s N P

d’oi1, en ordonnant par rapport aux éléments de la premiere colonne,
(16) o A =3 (aymy ...+ Ay—3q1) O1-
Or la fonction du premier degré en x,, oy, 3
oymy—=. ..+ Ap—3q1

sannule pour ¢ =« [équations (15)]; le déterminant mineur 3, devient,
pour ¢ = «, un des déterminants mineurs nuls de d; en d’autres termes, la

droite
My .. Ay_3¢1 =0

et la courbe ,
61 (xi’ Ly, x?») =0

passent par le point triple de S considéré. Il en résulte, par I’équation (16),
gue la courbe
Ay, 2y, 23) =0

passe par ce point, et y a un point double.

22. Les équations (13) nous donnent x,, ..., @, sous la forme

J ke
a:,*:K, seey Ln— A

/i étant le déterminant

P ny q1
P2 n, q2
b
| Pn—3 9n—s

Je dis que les courbes f; = o, ..., fa= 0, qui sont d’ordre n — 2, ont un
point multiple d’ordre p — 1 en tout point multiple d’ordre p de S. On peut,
en effet, écrire f,, en désignant toujours par «, @, v les valeurs de 7 corres-
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. (27)
pondant & un point triple de S,

pr — npas(o)x ——...—qix_,,(o:);m n, e 4
e P2 —nmxs(@)zy —...— qaZp(R) 2y n, oo Oh
Pr-s— Np_sxs () 21— — Gn-3Zp(R) &y Rp—g ... Gn—s

xy(a) ..., @,(a) désignant ce que deviennent les fonctions @, ... pour
t —=o; d’ou 'on tire

(@) fr— Azy 2, (0t)

z(a)py —myx,(a)x, —nxg(a)ey—. .. — 12, (%) 2y n, e g
| @m(@)ps — myzi(a)z, —nyzs(a)ey—. o . — @22, (2) 2y n, voa  Th
L () Prog— Mz Ty (R) By e ieea e — GnsZp(A)Xy Np_z ... {n3

Ordonnons par rapport aux éléments de la premiere colonne; il vient
(17)  x (@) fi=Azizi(a) + ]2 (2)pr— m @ () By — ... — q12n () 21] Op
Or les coniques
o= (o) pr— Mm@y (&) Z1—. .. — q1Za () Xy

passent par le point triple; car, en faisant / =« dans les relations (13), on
trouve
o=p,—my(a)z(a) —...— qi(@)z,(a).

Les courbes 3, = o passent également par ce point, comme on I'a vu plus
haut; il résulte donc de la relation (17) que la courbe f, = o passe par le
point triple considéré et y a un point double.

23. Les équations (12) donnent
ZI= 1Tt Y1 T+ @,

d’ou
Az =t — ol s S s w4,

Par suite, les courbes de degré n—1, fi,=o0, fis=o0, ..., fu=0
passent par le point triple et y ont un point double.
Nous reviendrons plus loin sur les propriétés des courbes A= o,
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(28)
fi=10, ..., fuis=0, ..., qui sont, d’apres ce qui précede, des courbes ad-
Jointes de la courbe S.

COURBES DU TROISIEME DEGRE.

24. La théorie précédente ne s’applique pas au cas de n=73, puanuc le
nombre des relations du second degré entre les fonctions P est 3 n(n — oL
¢’est-a-dire zéro.

En ce cas, les coordonnées des pomts de la courbe S étant de la forme

2= APy () + B Py(8) + G Py (2) (i=1,2,3)

on pourra, par une transformation linéaire, ramener I’expression des coor-
données a la forme
2y =Py(2), ,=Py(2), 2,=Ps(2).
Or les quatre fonctions P} (¢), Pi(¢), P3(¢), P, (2)Py(2) Py(2) satisfont aux
relations [équations (3)]
p(t+w) =09(),

6imL 3iTw

s(t+ )=o) © ©,

et sont, par suite, lices par une relation linéaire et homogene (theoremo VI).
20

Cette relation, ne changeant pas quand on 'y remplace z par ¢ = 3> oul+ 5

¢’est-h-dire quand on change P; en P,,, ouP,,,, sera symétrique en P,, P,
P, et sera des lors de la forme

PPl PI— 6P, P, Py=0,
% étant une constante. I’ équation de la courbe sera done
x3+ 2P+ xf—6hz, 2, =o.

Cest la forme canonique de 'équation des courbes du troisieme ordre, sans
points singuliers.

VII.
Examen des cas particuliers.

25. Dans ce qui précede, nous avons supposé que la courbe S repreé-
sentée par les équations (6) était de degré n; nous devons examiner main-
tenant les cas ou elle est de degré mfemeur et que nous avons mentionnés
aux n"s 10 et 11.
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(29)
26. Premier cas. — Supposons que les trois fonctions x,(¢), @,(t), x5(t)
aient % zéros communs, sans que les équations

X(u)=X(¢), Y(u)=Y(¢)
aient d’autres solutions communes que celles comprises dans la formule

u—=t-+ho+nho.

Pour que x,, x,, x, soient linéairement distinctes, il faudra (théo-

reme IIT) qu’on ait
kSn—3.

Dans cette hypothese, la courbe S étant coupée par une droite enn — £ points
distincts, sera de degré n — £, et irréductible.
Nous choisirons, pour les » — & — 3, trois fonctions

Ly Ly ovoy Tn—k

des fonctions linéaires et homogenes de P,, ..., P, s"annulant pour les £ va-
leurs ¢,, ¢, ..., & qui annulent simultanément @,, x,, xy; et pour la
fonction

R (S o )
une fonction linéaire de P,, ..., P, s’annulant pour les mémes valeurs, la

valeur ¢; eveptee (Rem., n° 5).
Cela posé, si 'on fait successivement ¢ = t,, s, ..., & dans les rela-
tions (t1), on voit que les coefficients des termes en

Bty @ guws v iuy T
doivent étre nuls.
On en tire deux conclusions :
1° Le déterminant A (x,, x,, 2,) a k colonnes formées de zéros et, par
suite, est identiquement nul;
5° En ¢liminant entre les L n(n — 3) relations (11) les fonctions

x2, 2k, ..., Th, BBy, .., BT (=i oo o )
on obtiendra n — 3 - % relations de la forme

(22) o=m;x, + n; Tz +...+ riZp—k—+ S Xp—p+1 + Oy frg e TG Ty — Pi

(i=1,2,...,n—3 -+ k),
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(30)

m;, «. ., q;désignent toujours des polynomes du premier degré en &, 2y, 25 ;
p; des polynomes du second degré. Les fonctions m;x,, 7,25, §i%as Pi ad-
mettent le zéro double ¢,, la fonction s;a,_x., exceptee, car m; et a,, par
exemple, s’annulent pour ¢ =1¢,. Il en résulte que z, sera zéro double de s,
et, sil’on pose
si= o2y + BiXs Vi %3,
on aura .
0= ca;xy (&) + ﬁlx'z (&) + ')/ix,'s.(h);

et s; sera de la forme

Les fonctions s,, s, « - -5 S4_s+x Seront donce fonctions linéaires et homogenes
de deux d’entre elles; il en est de méme’pour les fonctions ¢;, ..., ¢;-

1l résulte de 1a qu'on peut, en combinant linéairement trois des équa-
tions (22), obtenir une relation de méme forme ol x,_,, aura disparu, et
former en tout (n + £ — 3) — 2 relations de cette nature.

En opérant de méme Sur @, - ++s L1, 0N arriveraan—3+ k£ —2 (k—1),
¢ est-a-dire & n — 1 — £ relations de la forme

(23) o:m}x@+lz}x5+...—|—I’,’-xn_k+q}xn——p} (f—1,0, . BT
ot en éliminant x, de la méme maniere, a n — 3 — k relations de la forme
(24) 0= Pp&y—+ VpZs 4o+ PpZn—k — Db (h=1,2,...,n—3—K).

Soit A’ le déterminant du degrén — 3 — & en @, @, X,

ey Bl oo - 2
a7l M2 Vao ... P2
Vn—3—k +o <o+ Pn—3—k

Je dis qu’il n’est pas nul. En effet, la courbe S étant de degré n — £k, etirré-
ductible, ce déterminant ne peut étre nul que s'il est identiquement égal &
zéro. Je dis que cette hypothese est inadmissible.

Si, en effet, on 'admet, on en conclut, puisque x,, ..., Z,_4 Ont des va-
leurs finies, que les déterminants obtenus en remplacant une colonne de A’
par la colonne &, o, «..s Bp—ys sont aussi nuls identiquement, et, par
suite, qu'on pourra, en combinant linéairement les premiers membres des
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&
relations ( 24), faire disparaitre «, dans les coefficients de «,, ..., x, 4, et
x* dans le second membre de I’équation obtenue. On aurait done une rela-

tion de la forme
e e g (G s g

Les (n — k) zéros de @, autres que ¢,, ty, ..., & annulent donc la fone-
tion (I @, + ... + ls_px,1), car on peut toujours choisir un triangle de ré-
férence qui n’ait aucun sommet sur la courbe S, de telle facon que x,(¢)
et x,(¢) n’aient que les (n — k) zéros communs ¢,, ¢,, ..., &. Mais la fonc-
tion /@, + ...+, 4%, ; sannule en méme temps que Xy, ..., Tpy
pour ¢ =¢,,..., %; elle a donc mémes zéros que la fonction x,, et n’en
différera que par un facteur constant. En raisonnant de méme sur la fonc-
tion /,x, 4+ ..., on voit que la relation précédente serait de la forme

L,z —0,

ce qui entraine L=o, et par suite une identité, résultat contraire au
lemme du n° 17. Le déterminant A’ n’est donc pas nul.

On tirera ainsi des relations (24) les valeurs de «,, ..., x,.; sous la
forme

_ /i — o,

Xy, A,’ o ey

En les portant dans les relations (23 ), on pourra exprimer @, en fonction
de x,, @,, x5, 2 moins que les n — 1 — £ fonctions g; ne soient nulles. Si ce
cas se présentait, on pourrait, en combinant linéairement ces n — 1 — £ re-
lations (23), faire disparaitre , dans les coefficients de @, ..., @, et =,
daus le second membre de la relation obtenue, ce que nous savons étre im-
possible. On aura donc «, sous la forme

pia

S — ([A'7

g étant du premier degré en x,, x,, oy, et I'on trouvera des expressions
analogues de x,_,, ..., Zp_gsi-
On peut donc énoncer les résultats suivants :

27. Six,, x,, x, ont k zéros communs, sans que les équations

%(u)z ;ﬁ—jm —ﬁ—j(u) :;%j(t)

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 XVII 4 -4



(32)

aient d’autres solutions communes en w que celles comprises dans la formule
w=1-+ho -+ nk'e, lacourbe S deécrite par le point (x,,x,, 2,) est de degre
n — ks le déterminant A est identiquement nul ; de plus, toute Jonction linéaire
et homogenede P,(t), ..., P,(t) s exprime rationnellement en fonction de x (1),
@y b, wglt].

28. Supposons que x,(¢), x,(¢), x,(¢) aient (n — 3) zéros communs : la
courbe décrite par le point (x,, @, @) sera du troisieme degré. Les fonc-

tions %(t) et % (¢) étant doublement périodiques, aux périodes v, no’, et
i 1
d’ordre 3, pourront (n° 9) se mettre sous la forme

b, 10, b, 11, + 6,11, ﬁ(t)—— e, 01—+ ¢, I, + ¢, 115
I+ a0l + axll, 2y ad+ a Il + ag Il

—;—j(l):

a,, ..., ¢, étant des constantes, et I;,,(j = 0,1, 2) désignant la fonction

no'

03<t+0+j§70),~3—>)

ou O représente une constante.
Or II,, II,, 11, sont liés (n° 24) par la relation

M3 + I3 + I3 — 6 A1, TL I, = o.

La courbe du troisieme degré décrite par le point (x,, 2., x,) est done du
genre 1.
De la résulte la détermination du genre de S dans le cas général.
GGENRE DE LA COURBE S.

29. Soit, en effet, une courbe S définie par les relations

xy=A, Py(8) +...+~A,P,(2),
Zo—B R (=

=0 Pl -+

et supposée de degré n. Désignons par £, &, &, trois fonctions linéaires et
homogenes de Py, ..., P, ayant n — 3 zéros communs; la courbe S’ déerite
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(85 )
par le point (£,,&,,&;) est du troisieme degré et du genre un. Or on a,
d’apres ce qui précede,

¢; —fonction rationnelle de 2z, z,, x;,
;= fonction rationnelle de &,, &,, &,.

Les deux courbes S et S’ sont donc de méme genre, d’apres le théoreme
bien connu de Riemann, et, par suite, S est de genre un.

La courbe S, par le méme raisonnement, sera encore de genre un, quand
x,(t), 2,(t), ,(t) auront des zéros communs, sans que les équations

“j (0), %‘(u):;—f(t)

e (WA=
Xy ( ) X

aient d’autres solutions communes que celles comprises dans la formule

u—=¢t+ ho-+nho.

En conséquence :

La courbe S est de genre un toutes les fous qu’elle est irréductible.

30. Second cas. — Supposons maintenant que les fonctions x,(z), x,(¢),
a,(t) aient £ zéros communs, et de plus que les deux ¢quations
- Xy X
X(u)—X(t)=o, Y(u)—Y()=o0 (X: e V== i)
Zy &y
aient en « d’autres solutions communes que celles comprises dans la for-
mule
u=1t+ho-+nh'e'.
Soit posé m=n — k : les deux fonctions doublement périodiques, aux
périodes o, no’, X(¢) et Y(¢), sont d’ordre 7.
La discussion qai va suivre nous conduira a distinguer deux cas, que

nous examinerons séparément des maintenant.
A. Les valeurs de u qui satisfont simultanément aux deux équations

X)) =X (o), e =Y (%

sont de la forme
u = ¢+ const.

En ce cas, les deux fonctions X(z) et Y(¢) ont un systeme de périodes
J=

H. 5
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plus simple que le systeme o, no’; soit w,, ©, ce systeme, et soit m’ 'ordre
des deux fonctions, ¢’est-i-dire le nombre des infinis de ces fonctions, con-
tenus dans un parallélogramme o,, o).

Si les équations X (u) = X(#), Y(u) =Y (¢) n’ont d’autres solutions com-

munes en u que celles de la forme

u—=t+ho,+ I'o),

il résulte de ce qui précede que la courbe décrite par le point (1, X, Y) sera
de degré 7 et de genre un; sinon on retombera dans le cas que nous allons

examiner maintenant.

B. Les équations X (u) =X(z), Y(u) = Y(¢) sont vérifiées simultanément
par des valeurs de u autres que celles de la forme ¢ + Ao + nh'o’, sans que
les fonctions X () et Y(z) aient un systeme de périodes plus simple que le
systeme o, no'.

L’équation X(u)= X(¢)donne, pour toute valeur finie de ¢, m séries de

raleurs de u

Fott B b e, ty =B B ey B B nh'o',

h et k' ¢tant des entiers quelconques. Les points critiques de la fonction «,
définie par cette relation, sont donnés par I’équation

ui est vérifiée, en général, pour 2m séries de valeurs de u
q g
U,+ Ao+ nk' ey ..y Upp+ho+ nh'o'.

Aux valeurs de z comprises dans une de ces séries correspondent, par 1'é-
quation X (u) = X(¢), m séries de valeurs de u

T,+ ho—+ nklo, Tot+ ho +nklo', ...,

ce qui, en tout, donne 2722 points eritiques dans tout parallélogramme des
périodes.

Supposons que la variable z arrivant 2 un de ces points, T, la branche
considérée de la fonetion, ait pour valeur un zéro multiple, Uy, d’ordre ¢,

de I'équation X (u) — X(z) = o.
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Posant ¢ =T, + 0, u = U, + ¢, cette équation devient

M S T s e e R
1.2...q oDae sl L i

k étant un entier positif, non nul. Si p’ est le plus grand commun diviseur
de g et de %, cette relation montre que les ¢ branches de la fonction «, dont
les valeurs sont U, au point T,, se partagent en p’ systemes, et que les
branches d'un de ces systemes se permutent entre elles quand la variable
tourne autour d’un point critique.

La dérivée de la fonction u est donnée par ’équation

s XLy,
de  X'(uy)

elle n’a que m valeurs pour une valeur de ¢, et un certain nombre de ces
valeurs s’échangent quand la variable tourne autour d’un point eritique.

Si les deux équations X(u) =X(¢), Y(u) =Y (¢) ont, quel que soit ¢, des
solutions communes en u, il faut que les deux fonctions « et v, définies par

les relations )
X(u)=X(¢), Y(v)=Y(¢),

aient des branches communes : soient ¢, «,, ..., «,, ces branches. Il est
clair que, si la variable part du point ¢ et y revient, apres avoir décrit un
chemin quelconque, les fonctions u,, «,, ..., u,_, devront reprendre les

mémes valeurs, a Uordre pres, et & des multiples pres des périodes v, no';
et, par conséquent, les dérivées de ces fonctions, données par I'équation

du X' (u)
T Xl

reprendront les mémes valeurs, a I'ordre pres.
Il en résulte que la somme

du,y du, duy_,
e sy LS R

est fonction monodrome de ¢, dans tout le plan. Je dis qu’elle n’a pas de
pole a distance finie; car, aux environs d’un point quelconque ¢,, on peut,
d’apres ce qui précede, développer u; en série, sous la forme

k 2k
W= ud+A(E—6)T+B(t —6)7 +...;
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on a done, dans le domaine du point ¢,,

du; ,5-1
= A (t— &)
0 L(E—2y)

du;
de
de puissances entieres et négatives de (¢ — ¢,). Il en est, par suite, de méme
de la somme

k ok
Or v est positif, A est donc plus grand que — 1, et ne renferme pas

du, i du, du,,_,
AT S To

et, comme cette somme est monodrome, il ne subsistera, dans son dévelop-
pement en série, aux environs de Z,, que des puissances entieres et non
négatives de ¢ — £, : elle n’a donc pas de pole a distance finie.

D’un autre coté, les relations X(u) = X(¢), Y(u)=Y(z) ne changent
pas si on augmente ¢ d’une période : si donc la variable va du point ¢
au point ¢+ o, par un chemin quelconque, les fonetions v, - -5 ¥y
reprennent les mémes valeurs, & 'ordre pres, et a des multiples pres de o,

) ol Gl . 2o X
no', et les dérivées e reprennent les mémes valeurs, a I'ordre pres.
. ; ol du, ' -
Il en résulte que la fonction —= + ... + —— admet les périodes v, no'.

Comme elle n'a pas de poles a distance finie, ¢’est une constante, — A. On

a donc

c_lﬂ % du, % du,
dt sy A

i b
o +A=o0

ou
Uy Uy o-upy +At=0C.

Pour déterminer A, remarquons que les équations X (w)==X(¢), Y(u) =Y (¢)
ne changent pas si I'on remplace ¢ par u,(¢), puisque X (%, ) = X(¢). En con-
séquence, la variable allant du point ¢ au point u, (¢), par un chemin quel-
conque, les fonctions ¢, w, (¢), ..., Up_y (¢) deviendront u, (), u,[u,(¢)], - -,
w,—[u,(2,)], et devront reproduire, & l'ordre pres et a des multiples pres
des périodes, la série de valeurs ¢, u,(¢), ..., u,—, (). Si donc on change
¢ en u,(t) dans la relation

Uy 4+ Uy oo+ Upy +AL=C,
bty et tpy +Au, =C+ Mo+ np o,

(A—1) (uy — ) =ho+np o,
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et de méme
' (A—1)(uy—8) =20 +np,0 + ...,

(A —1)(Upy — ) = dpy o + Ry o,

St A differe de 1, on aura
Ur—=1=-\ oz,

s; ¢tant une constante : c’est I’hypothese examinée plus haut (A), et que
nous avons écartée. 1l faut done que 'on ait A — 1 = o, et il reste

b4 uy + Uy +... 4 upy =C.

31. Cela posé, soit o une valeur telle que les quantités o, «, (), ...,
u, () soient différentes; d’apres ce qui précede, les quantités u, (o),
u,[w,(«)], ..., up—,[1,(«)] seront également différentes, et les points «,
w,(a), ..., u,_, (o) neseront pas des points critiques de la fonction w. Soit 8
une quantité analogue a o; considérons la fonction

i 0,(t—o)0, [y (b)) —al...0[wp_y(t) — o]
v ~—Gi(t—@)ex[lh(t)—@]“-91[”1»771(5)—6]’

étant posé
Lo it

o) ;

1 UL+ (e =
0,(8) =6, 0, no)= 5 Y (—n)re' "

+ o

w o b w

Je dis que la fonction ¢(¢) est monodrome. En effet, si la variable part
du point ¢ et y revient apres avoir suivi un chemin quelconque, les fone-
tions u,, ..., u,—, se reproduisent a 'ordre pres et a des multiples pres des
périodes. On a ainsi, en désignant par (uy) ce que devient la fonction w,

(up)=u;+ho+nh'o (K,i=1,2,...,p—1)

avec les conditions
Xh—22h = o,

puisque ¢ + u, +. ..+ u,—, est constant. Le facteur

0, (up —a)
Gt =)
devient done
O (u; — o) :%wwﬁ)
0 (u; — ) ‘
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20a—Bim s,

et o(¢) se reproduit multiplié par la quantité ¢
nité. On voitde méme que ¢ (¢) admet les périodes v, no'.

De méme, enfin, o(z)ne change pas, si I'ony remplace ¢ par une des quan-
tites il by it s U,

Les zéros de () s’obtiendront évidemment en égalant a zéro successl-
vement les facteurs du numérateur. Soit, par exemple,

, ¢’est-a-dire 'u-

O, [uy(t) —a]=o.

On en tire
u (8)=o -+ ho+nh'e',

et les relations X (u,) = X(¢); Y (»,) = Y(z) montrent que I'on aura

X (?) :X(“)7 Y () = Y (),
¢’est-a-dire
t=uz(a)+ ho+ nh'o',

k ayant une des valeurs 1, 2, ..., p — 1.

Les zéros de o(¢) ne peuvent donc étre que de la forme précédente. Inver-
sement, toute quantité de cette forme est zéro simple de ¢(7), Soit, par
exemple, la quantité «, (=) : les quantités

u(a)y, walug(a)l, ooy upafua(2)]
reproduisent, a I'ordre pres et & des multiples pres de o, no’, les quantités
o T anen Daplleds
- On a ainsl
Ltp[l61(d)]:a+}l(x)—l— nh' o',

et le facteur
91[”9(5) — o]

s’annulera pour ¢ = «, («). Le point «, () n’étant pas un point critique, par
hypothese, les quantités

w (), w[u ()], .-, tp_y ()]

sont différentes, et les facteurs du numérateur autres que 9,(u, — = ne
s’annulent pas pour ¢ = u,(2). La dérivée de ce facteur ne s’annule pas non
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plus pour cette valeur, car elle est ¢gale a
; du
0 (p— o)
or O, {u,[u,(x)] — 2|, c’est-d-dire (o), n’est pas nul, et C—% n’est pas nul

au point ¢ = u,(a), puisque les valeurs de u sont différentes en ce point.

1l résulte de la que les zéros de ¢(z) sont, dans un parallélogramme
des périodes, les quantités o, w,(2), ..., u p () ; et ses infinis, les quan-
tités @, u,(B)s - -+, U,y (8). On a done, & étant une constante,

e 0,(t—a)0y [t —ui(a)]...0 [t —wpy(a)] __ ]
e e A

Or, nous avons vu plus haut que ¢(z) ne change pas quand on y remplace ¢
par u;(2); il en est donc de méme de Z(¢), et I'on a

Al a L] =2t} (F—=15% . P — 1)

1l en résulte que les p fonctions ¢, u,(¢), ..., up—i(¢) sont, abstraction faite
des multiples de &, no’, les zéros de la fonction de  : Z(u) — Z(t), ot Z(u)
désigne une fonctlion doublement périodique, aux périodes o, no’, et

d’ordre p.

32. On en déduit que la courbe décrite par le point (x,, @, x3) ou

(1, X, Y) est unicursale.
1 existe, en effet, entre les deux fonctions doublement périodiques, aux

mémes périodes X(¢) et Z(¢), une relation algébrique. Si I'on se donne Z,
on trouve pour ¢, abstraction faite de multiples des périodes, p valeurs.
Soit @ I'une d’elles. La relation

Zlui(a)] =1 (a)

montre que les (p — 1) autres seront «, (a), H @)y s v Wiyt @) Op, aux va-

leurs @, u,(a), ..., u,_,(a) de ¢ correspond, & cause de la relation

X[w(a)]=X(a) (t=1,2...,p0—1),

une seule valeur de X. Ainsi, Z étant donné, X n’a qu’une valeur : X est
donec fonction rationnelle de Z. Il en est de méme de Y, et la courhe S,

décrite par le point (1, X, Y), est unicursale.
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n —

D 14 A' . 9 , .
33. Le degré de cette courbe est . — Soit, en effet, I'équation

X (&) =X (%),

olt ¢, est une constante arbitrairement choisie. Elle donne les arguments
des points d’intersection de la courbe S avec la droite X =X (z,).

Cette équation, 2 moins que #, n’ait des valeurs particulieres, ce que
nous ne supposons pas, n’a pas de racine commune avec I'une ou I’autre
des équations

Zi(t) =0, Xi(t)=o0;
de plus, les équations
X(¢) =X(&), Y(£)=Y(&)

n’ont, abstraction faite des multiples de o, no’, d’autres solutions com-
munes que les quantités

fog Bilto)y o0y Up—illp)

L équation X (z) = X(¢,) admet tout d’abord comme racines ces p quantités,
qui sont différentes, puisque Z’ [1;(¢,)] n’est pas nul, et qui sont des racines
simples, puisque X'[«;(2,)] n’est pas nul.

A ces p racines correspond la méme valeur Y (z,) de Y.

Soit ¢, une autre racine de I'équation X (z) =X(¢,); les quantites ¢,
B (W s i Up_y(v,) seront des racines; elles different entre elles, et sont
des racines simples pour les mémes raisons que les quantités £, ..., u,- (4 i
de plus, la valeur Y(¢,) de Y, qui correspond aux p racines ¢,, MR VO
U, 4 (o), differe de Y (z,). On ne peut avoir, en effet,

Y (¢0) = Y (&),

en méme temps que
X (90) =X (),

que sig,al'une des valeurs #, &, (£,)s ---» ¥p_1(Z,), C€ qui n’a pas lieu, puis-
que les quantités z,, ... sont des zéros simples de la fonction X(z) — X(2,)-

On voit ainsi que les (n — k) zéros de cette fonction, compris dans un
parallélogramme o, no', se partagent en groupes renfermant chacun p zéros
distincts, et qui different des zéros des autres groupes. Aux p zéros d’un

5 , n—k e s
méme groupe correspond une seule valeur de Y(z), et les g valeurs ainsi

obtenues sont différentes.
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Il en résulte que la droite X = X(¢,) coupe la courbe S en =
n—k

—k

points

.

distincts; cette courbe est donc de degré

VIII.

Discussion générale.

34. Il nous reste maintenant a reconnaitre si une courbe S, représentée
par des équations de la forme (6), est de degré n et de genre un.

La considération des équations fondamentales va nous permettre de ré-
soudre cette question. ‘

Il'a été démontré plus baut que, dans le cas ol la courbe S est de degré n,
la fonction A(x,, ., ;) n’est pas identiquement nulle, et qu’il n’existe au-
cune relation linéaire et homogene identique entre les n fonctions Ax,,
LS ) D A

Ces conditions nécessaires sont en méme temps suffisantes.

Si, en effet, la courbe S n’est pas de degré n, on se trouve dans un des
cas particuliers examinés plus haut.

¢ @, (1), ,5(¢), 25(¢) ont des zéros communs; en ce cas, on a vu que la
fonction A(@,, ,, x,) est nulle identiquement.

2° @, (¢), 2,(t), 2, (¢) ont £ zéros communs, etles équations X (u) = X (¢),
Y(u)=Y(¢) sont vérifiées simultanément, quel que soit ¢, pour p valeurs
de u comprises dans un parallélogramme o, ne’. On admet, de plus, que les
fonctions X(¢) et Y(¢) n’ont pas de systeme de périodes plus simple que le
systeme o, no'.

En ce cas, si £ n’est pas nul, A est identiquement égal a zéro comme pré-
cédemment. Il en est de méme si £ est nul.

Admettons, en effet, que A ne soit pas nul identiquement; on pourra des
¢quations (11) tiver les équations (12) et (13). Des lors, en vertu du raison-
nement du n® 21, la courbe A =o0 a un point multiple d’ordre p' — 1 en
tout point multiple d’ordre p’ de S. Or, & tout point de S correspondent p
arguments, ¢, u,(¢), ..., u,_,(t), et, par suite, tout point de S peut étre con-
sidéré comme un point multiple d’ordre p, et I'on aura

S =2»

2

_ ’ . , n . &
la courbe £ = o étant une courbe unicursale de degre;- La fonction A sera,
L. 6
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Qapres ce qui précede, divisible par 27~', et 'on aura identiquement
| 1

A=23r-1Ay,

A, étant un polynome de dcgréll—: — 3 en x,, Ty, @,

Remarquons maintenant qu’a un point double de la courbe X = o corres-
pondent 2p arguments de la forme ¢, u,(Z), ..., Upy ()5 8 w, (V) vens
w,_,(¢); un tel point est donc un point multiple d’ordre 2p sur S, et, par
suite, d’ordre 2p — 1 sur A. Il résulte de 'identité précédente que ce point
sera un point simple de la courbe A, = o.

Cette courbe est donc une courbe adjointe de X. Or une courbe unicur-
sale n’a pas de courbe adjointe dont le degré soit inférieur au sien de trois
unités [car une courbe adjointe de degré m — 3 passant par lesim(m — 3)+1
points doubles d’une unicursale de degré m couperait cette courbe en
m(m — 3) + 2 points]; il en résulte nécessairement que la fonction A, est
identiquement nulle, et il en est des lors de méme de la fonction A.

30 Les fonetions X (¢) et Y(¢) ont un systeme de périodes o, o), plus
simple que le systeme o, no’, sans que les équations X(u)=X(¢),
Y («) = Y(t)aient dans un paralléelogramme o, d’autre solution commune
que la solution u = ¢.

En ce cas, si le parallélogramme o, no’ équivaut a p fois le parallélo-

/ e ,
gramme o,, »,, la courbe S est une courbe X, de genre un, de degré 5

comptée p fois. Cela résulte immédiatement de la discussion des n® 17

et 30.
On aura, comme plus haut, identiquement

A — Zr—1A,,
la courbe de dcgré})E — 3, A, = o étant une courbe adjointe de X.
De méme, /i, ..., f, étant les fonctions définies au n° 15, on aura
Li=2 o, o fo=2F 0

, A , n ol JUREY ,
4y -5 0, 6tant des polynomes de degreé 5o S égalés a zéro, sont les

équations de courbes adjointes de .
Or nous verrons plus loin que I'équation générale des courbes de degré
m — 2, adjointes d’unc courbe de degré m et de genre un, est de la forme

=471, Cy+ 0y Gy .. .+ cniGos
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%y, ... 0, étant des constantes, C,, ..., C,, des polynomes de degré m — 2
ET (05 s, Xy
Il en résulte que les » fonctions

wlAU szb w3Ah CPL»’ vy Pa

sy n . . T . . A
sont liées par n — v relations linéaires et homogenes, et il en est de méme

des fonctions
;6‘1A, $2A, x:iA’ fh Wac ) f;z'

35. Par conséquent :

TutoreMe. — Pour que la courbe representee par les équations (6) soit de. de-
gre n, il faut et il suffit qii’il n’existe aucune relation identique (en x|, x,, x,)

de la forme
a2 A+ a, e A + aye A +~a fo+. ..+ a, fr,=o,

a,, ... etant des constantes.

Il résulte de ce qui précede que, si la courbe est de degré rn, elle sera éga-
lement de genre un.

IX.

Conséquences géométriques.

36. Soit S une courbe de degré n et de genre un, définie par des équations
de la forme (6); désignons par @, le nombre de ses points doubles, par a,
celui de ses points triples, etc.

On a, puisque S est de genre un,

ay+3a;+...+4tp(p—1)a,=Lin(n—3)
ou
2ay--ba;-. .. L p(p—=1Da,—n(n—3).

La courbe A, dont nous avons appris a former I’équation, est de
degré n — 3 et a un point multiple d’ordre p — 1 en tout point multiple
d’ordre p de S; elle a donc avec S p(p — 1) points communs en un tel point,
et I'¢quation précédente montre que A ne coupe S qu’aux points multiples
de cette derniere courbe. \

Il en résulte que la courbe A est unique; car, s’il existait deux courbes
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adjointes A = o et A'= o de degré n — 3, la courbe
oA+ o'A'=o,

oll « et o sont des constantes, serait également une courbe adjointe, et 'on
pourrait la faire passer par un point quelconque de la courbe S, qu’elle cou-
perait ainsi en n(n — 3) + 1 points, ce qui est impossible.

37. La courbe de degré n — 2 dont I'équation est
C=A(0 &+ 0325+ 0323) + o fr+. ..+ O

(04, ..., w, étant des constantes arbitraires) est une courbe adjointe de S.

Réciproguement, toute courbe adjointe de degré n — 2 a une équation de
cette forme.

Remarquons d’abord que les arguments des mn points d’intersection avec
S d’une courbe quelconque de degré m, f(x,, 25, 2,) = o0, sont donnés par
I’équation

o P AP BIP G B,

ot Pon démontre sans difficulté, comme an n° 3, que cette équation a dans
un parallélogramme o, no', mn zéros dont la somme, a des multiples pres

Al mn ’
des périodes, est — (o -+ no’).
2
Soit ¢’ une courbe adjointe quelconque de degré n — 2; elle coupe S aux

points oit cette courbe est coupée par A et en n autres points, dont les argu-
ments ont pour somme, a des multiples pres de o, no’, la quantité

n(n—

2 (o +no')— Lz(n_{)—ﬁ

(0 + now'),
¢’est-a-dire

n
- (o + nw').

On peut donc (théoreme IV, n° 6) former une et une seule fonction de la
forme o,x,(t) + ...+ o,2,(1), ayant ces n arguments pour zéros, et, par
suite, la courbe adjointe de degré n — 2, dont I’équation est

@e= = (!,)1;171—§—(,).2LZ'2—|—(;)3$3)A—1:- Wy ot @p fay

coupe S aux mémes points que la courbe C’. On en conclut immeédiatement

que les courbes G et C’ sont identiques.
G- 405 FD:
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38. On a trouvé (n° 15) les relations

Alz, (). .. ] 2, (2) = Al (@)
Alz (t)...] 25(8) = falz.(2). -]
Alzi@) ] 2 (06 = fisli (0) ]
Alz(8)...]2i(1) =Sfulz(2)...],

On en déduit
o= filzi(£)...1fs[2(8)...]— ALz (2)...] fis[2:(2). . . ]

C’est 14 une relation de degré 2(n — 2) entre x,(t), x,(¢), x,(2), c’est-
a-dire entre les coordonnées d’un point quelconque de la courbe S; si donc
on désigne par S le premier membre de I'équation de cette courbe, on aura
identiquement, quels que soient z,, x,, x;,

( fkfs'— Af&sz SG:H",,
de méme

/E = Afw: SCIM’

I 4o e s e s 9

(R)

G,ss Guys - .. étant des polynomes de degré n — 4 en x,, x,, ;.
“Cela posé, soient deux courbes adjointes quelconques, de degré n — 2, C,
et C,, ‘
Ci=A(012) + 03 &3+ w323) - 04 fut... 0y fu=0,

G —=Alohay .o V=0, fobs W, fr= 0.
On a

€1 Cam= ATA (03 @1 +002) (0 2y 222) - (0123 00) (@ Fiben) - (@ 21102) (00 200
e, fi+ (00 + o) eg) fi it

ou, en remplacant /2, /., /5, ... par leurs valeurs tirées des relations (R),
S5 & 5

C1 Cz p— AEIQ == SG’ig.
(S) ¢ On trouverait de méme

C2=AZ,+ 8Gy,

G2, Gy, sont des polynomes de degré n — 4; X,,, 2,, des polynomes de
degré n — 1 en x,, x,, x,.
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De plus, les courbes X, =o, X,, = o sont des courbes adjointes de S, car
on a, par exemple,

So=A(w,x,+.. (0, x+. )+ (@ +. ) (@), fito) o 0,0, fu -t

et I'on sait que les courbes A = o, fr=10, ..., fii=0, fis=0, ... s0nt des
courbes adjointes de S.

La relation
CiCy=AZ )+ 8Gy,

montre, en outre, que la courbe =,, = o passe par les 2n points, autres que
les points doubles, ol C, et C, coupent S : il n’y a évidemment qu'une seule
courbe adjointe de degré n — 1 remplissant ces conditions.

Cela posé, on déduit aisément des relations (S) les résultats suivants :

39. Soient

C, et C, deux courbes adjointes quelconques de degré n — 2;

3,, la courbe adjointe de degré n — 1 qui touche S aux = points, autres que
les points doubles, ou C, coupe S;

3, la courbe adjointe de degré n — 1 qui coupe S aux 2n points, aulres que
les points doubles, ou C, et C, coupent S;

A la courbe adjointe de degré n — 3.

© [l existe une courbe G, de degré n — 4, passant par les points, autres que
les points doubles de S, ot G, et C, coupent A;
2° La courbe X, coupe G, en (n — 1)(n — 4) points : la moutié de ces
points est située sur Gy, Uautre moutié sur Cy;
3¢ Il existe une courbe G, ,, de degré n — 4, tangente a A aux points, autres
que les points doubles de S, ot C, coupe Aj; les courbes G, et A sont ainsi tan-
gentes en tous leurs points de rencontre;

4° X, touche la courbe G,, en tous ses points de rencontre avec elle; ces
points sont situes sur G, .

Les théoremes 3° et 4° sont des cas particuliers des théoremes 1° et 2°.
40. Ces théoremes donnent des propriétés de la courbe A; on peut en

déduire les conditions nécessaires et suffisantes pour que 4 n(n — 3) points d’un
plan soient les points doubles d’une courbe de degré n, de genre un (').

(Y) M. Halphen a traité cetle question pour la courbe du sixicme ordre (l)ullctuz de la Societe
mathematique de France, t. X, p. 162).
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Ces conditions sont les suivantes :
Soit A la courbe de degré n — 3 qui passe par les {n(n — 3) points
donnés, cette courbe doit étre unique et n’avoir de point multiple en
aucun de ces points.

1° Toute courbe C de degré n — 2 passant par les points donnés coupe A en
s(n—3)(n — 4) points : il existe une courbe G, de degré n — 4, touchant A
en ces points;

2° La courbe C coupe G en ;(n — 1) (n — 4) points non situes sur A : il existe
une courbe %, de degré n — 1, touchant G en ces points, et passant par les
sn(n — 3) points donnes.

'

Ces conditions, qui reviennent aux propositions des théoremes 1° et 2°,
sont nécessaires : je dis qu’elles sont suffisantes.
Soit, en effet, la courbe ayant pour équation

CQ—Q—)\AE:O,

ou ) désigne une constante arbitraire. Cette courbe de degré an — 4 est
évidemment tangente & G en ;(n — 3)(n» — 4) points situés sur A, ct en
Y(n —1)(n — 4) points situés sur X, puisqu’on suppose vérifiées les condi-
tions 1° et 2°; on peut choisir % de facon qu’elle passe par un point arbi-

traire de la courbe G, qu’elle coupe ainsi en
(—3) (R =)l (A8l

¢’est-d-dire en (n — 4)(2n — 4) +1 points : elle se décompose donc en
deux courbes dont I'une est G et 'autre une courbe S, de degré n. On a

ainsi identiquement
C?+ AAZ =GS.

La courbe G ne passe par aucun des ;2(n — 3) points donnés, car elle ne
rencontre A qu’aux }(n — 3)(n — 4) points, autres que les points donnés,
ot C coupe A. Il résulte des lors de 'identité précédente que la courbe S
admet les n(n — 3) points donnés pour points doubles.

41. Reprenons 'identité

Ul = AN =

Soient T = o, T'= o les tangentes & S en un de ses points doubles;
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soient
=0 a0,
1y = o Y ==
Ty;=T + a;,T'=o,
Ts =T +as T'=o,
Ty=T-+a,T'=o0

les tangentes en ce point aux courbes C,, C,, 2,5, A et 2,,. Sil'on prend
pour axes de coordonnées cartésiennes les deux droites T et T, il viendra,
en égalant a zéro les termes du second degré dans U'identité précédente,

A(T + g, TO(T +asT") -+ B(T + as T )T -+ a,, ') = CTT,
A, B, C étant des constantes; on en déduit

A+B=o0, Aaa,+Baza,;, =o,
d’ou
ay Ay Q2
R A =)

T == A —
e j az az @

ce qu'on peut énoncer ainsi :

Le rapport anharmonique du faisceau (T, T 15T ) est egal au produt
des rapports anharmoniques des faisceaux (T, Tz, T', Tover (1, Lo 1L 000

De méme :

Le rapport anharmonique du faisceau (T, Ts, T, Ty, ) est égal au carré du
rapport anharmonique du faisceau (T, T, T', T,).

42. Si le point double considéré sur S est un point de rebroussement,
les théoremes précédents sont illusoires.

Soient
T — o, la tangente de rebroussement,

Ts — o, la tangente & A au point de rebroussement,

T =105 -2 —o; » (57 »
N, —="I5-Eh, I =0, » Cs »
T2 = U5 Kol =10, » 2 »
T,=Ts+2,T =o, » 20 »

On trouve aisément, en opérant comme plus haut,

g =121 =+ Ay,

7\“ = 27'1.
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Par conséquent :

La somme des rapports anharmoniques des faisceaux (Ts, T,, T, T,,)
et (Ts, T,, T,T,.) est égale a L unite.
Le rapport anharmonique du faisceau (Ty, T,, T, T,,) est égal a ;.
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DEUXIEME PARTIE.

i

Intersection de la courbe de genre un et d’une courbe algébrique.

43. Soit une courbe algébrique quelconque de degrém, f(2,, x,,2,) = o.
Les arguments de ses mn points d’intersection avec S sont donnés par

I’équation
o= fltp=rrA P o AP B BiRy G Ry e,

qui a, dans un parallélogramme (o, no’), mn zéros dont la somme, a des
. N ;. ’ ; . mn
multiples pres des périodes, est égale & —= (o + no’).
On trouve aisément, en se reportant aux relations E5;

! ‘f(t—"'w):f(t)’
(29)

el oo de
[ £t +no)y=f(t)e "o
Posons
@i =y,
on aura
3 S+ w)=/[(1),
(?‘9 l.S) int iﬂ:w'1
—emn-— —m?2n?
i = ey

et par conséquent (théoreme I) /(z) est fonction linéaire et homogene des
mn fonctions I, ..., IL,,,

L’équation qui donne les arguments des points d’intersection d'une
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courbe de degré m avec S peut donc se mettre sous la forme
(30) f()y=a, 1l + a,JI, +. ..+ an, I, =0,

a,, ..., any, 6tant des constantes.

43 bis. D’apres ce qui précede, on peut dire que :
La somme des arguments des mnr points d’intersection de S et d’une

’ , mn . . &
courbe de degré n est égale d —= (o + no’), i des multiples pres de o, no'.

Si la courbe de degré m est la courbe adjointe & S de degré » — 3, on voit
que :
La somme des n(n — 3) arguments qui correspondent aux jn(n—3)

m(n—3)
e

points doubles de S est o + no'),ddes multiples pres de v, no'.

44. Inversement, les mn points de S dont les arguments vérifient une
équation de la forme précédente (30) ne sont pas toujours sur une courbe
de degré m. Certaines conditions doivent étre satisfaites par les coeffi-
cients a,, a,, ..., pour qu’il en soit ainsi.

Nous distinguerons deux cas, m < n etmZ n.

Si m est inférieur 4 n, les fonctions de la forme

2] (8) 2P (0) 2§ (0),

7.» G2s g5 6tant des entiers non négatifs de somme 2, ne sont liées par au-
cune relation linéaire et homogene (sinon, la courbe S serait décompo-
sable); et, comme ces fonctions vérifient les relations ( 29) et (29 bis), elles
s’expriment linéairement a l'aide des fonctions 1L, (), M,(¢), coay Mol A
Leur nombre étant de 5 (m + 1) (m + 2), on pourra exprimer

I(m—+1)(m—+ 2)

des fonctions I, en fonction linéaire des mn — 5 (m + 1)(m + 2) autres
fonctions II et des fonctions 27277 : si nous portons ces valeurs dans
I’équation ( 29), et si nous écrivons que les coefficients des fonctions I res-
tantes y sont nuls, nous obtenons

mn —i(m-4-1)(m+2),

relations linéaires et homogenes entre a,, @, ..., @,,-
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Si m est égal ou supérieur i n, les fonctions 2 2% @9 (¢, + ¢+ ¢, = m)
sont liées par des relations lincaires et homogenes : soit ¢,, = o une de ces
relations, on aura identiquement

Qm — S‘-pmwn’

U,,—, étant un polynome de degré m — n en x,, ,, 5.
11y aura donc entre les fonctions {1 x%:2{: un nombre de relations linéaires
égal au nombre des coefficients de ¢, ,, ¢’est-a-dive L(m—n +1)(m—n-+2)

et le nombre de ces fonections linéairement distinctes sera

’

Ltim—41)(m+2)—i(m—n~+1)(m—n+ 2)
ou
mn —in(n—3).

On en conclut, par le raisonnement appliqué plus haut que les coeffi-
cients a,, @,, ... de I'équation (30) devront satisfaire & 3n(n — 3) relations
linéaires et homogenes, pour que les mn points de S, dont les arguments
vérifient celte équation, soient situés sur une courbe de degré m.

Remarque. — Pourm =n —1etm=n — 2, le nombre
mn —i(m+1) (m -+ 2)

est égal & Ln(n—3), c’est-a-dire au nombre des relations trouvées pour

m?n.

45. Clebsch a mis ces relations sous une forme importante au point de
vue des applications (').
Soit
S (@, x5, 23) =0
I’équation d’une courbe quelconque de degré m, et S (¢) la fonction

A s o ]

Désignons par (e,, €,), (s, ¢,), ... les arguments qui correspondent aux
points doubles E,, E,, ... de S. :

(1) CrescH, Journal de Crelle, t. 64, p. 230.
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On a, par hypothese,

y(e)) s z5(€)) = xli(e’l)’
x(ey) Z,(ey) z3(er)

et, par suite,

Lizle)y 2 zle)) = flzilen), - iz (e
c’est-a-dire

S(e) 2 (e) = fle) 1z ().

Si done les mn points, dont les arguments vérifient I’équation (30), sont
situés sur une courbe de degré m, les mn coefficients de cette équation de-
vront satisfaire aux relations

(B e e = fle) senie lTen s St B

46. Les relations (31), que nous appellerons les équations de Clebsch,
sont nécessairement vérifiées quand les mn points de S, dont les arguments
satisfont & I’équation f(¢) = o, sont situés sur une courbe de degré m; je
dis maintenant qu’elles sont suffisantes.

Pour le démontrer, on s’appuiera sur une interprétation géométrique qu’on
peut donner de ces équations.

47. LemME. — Les mn points de S, dont les arguments verifient une equation
de la forme (30), f(t)= o, sont situés sur une courbe adjointe ¥, de degre

M — 5.
En d’autres termes :
? ’ mn o,
mn points de S, dont les arguments ont pour somme — (o + no'), a des
multiples pres de o, no', sont situés sur une courbe adjointe a S, de degre
m—+n — 3.

Supposons d’abord qu’aucun de ces mn points ne coincide avec un des
points doubles de S.

Une courbe adjointe, de degré m + n — 3, coupe S aux points doubles
et en mmn autres points, dont les arguments ont pour somme, a des multi-
ples pres de o, no’, la quantité 17é’—l(m ~+ no’), ainsi qu’on le voit aisément
(n® 43 bus).

Cette quantité est précisément la somme des mn zéros de la fonction /(z),
contenus dans un parallélogramme o, no'.
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Un des points d’intersection de S et d’une courbe adjointe est donc dé-
terminé par les autres; ces autres sont arbitraires, car on sait que, parmi les
points d’intersection de deux courbes, I'une de degré n, l'autre de degré
m -+ n — 3 passant par tn(n — 3) points doubles de la premiére, le nombre
de ceux qui sont déterminés par les autres est, au plus,

i(n—1)(n—2)—in(n—23),
c’est-a-dire 1 (*).
Il en résulte que, étant donnés, sur S, mnr points quelconques, différents

. mn
des points doubles, et dont les arguments ont pour somme —— (o + no’),

c’est-a-dire mn points, dont les arguments vérifient une équation de la
forme (30), on pourra faire passer, par ces points, une courbe de degré
m + n — 3 adjointe 4 S, pourvu que le nombre des conditions auxquelles
se trouve ainsi assujettie cette courbe, ¢’est-a-dire le nombre

tn(n—3)+mn—i,

soit inférieur ou égal au nombre des conditions qui déterminent une courbe

. m+n—23
e

de degré m + n — 3, ¢’est-a-dire a m —+ n) : or, cette inégalité

étant vérifiée, quels que soient les entiers positifs m et n, le lemme est dé-
montre.

48. Cela posé, soit F = o I'équation d’une courbe, de degré m +n — 3,
adjointe & S et passant par les mn points de S, dont les arguments vérifient
une équation /'(¢) = o de la forme (30). Si m + n — 3 est égal ou supérieur
a n, ¢’est-a-dire si m= 3, il y aura, pour une méme équation f(¢) = o, une
infinit¢ de eourbes F ayant pour équation générale

(F) F=F,+ SR, -,

F, = o étant I'équation de 'une quelconque d’entre elles, et R,,_, désignant
un polyndme arbitraire, de degré m — 3.

Les courbes F ont un point simple en chacun des points doubles de S,
puisqu’elles coupent la courbe S en ses jn(n — 3) points doubles et en
mn autres points, distincts des précédents, par hypothese; il résulte de

(1) CresscH, Lecons sur la Géometrie, Traduction Benoist, t. II, p. 130 et suivantes.
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I’équation (F) que toutes les courbes F qui correspondent & une méme équa-
tion /()= o se touchent en un quelconque des points doubles de S.
Soient ;
A(x,, 2y, 23) = o I'équation de la courbe, de degré » — 3, adjointe & S;
A(z) la fonction A[x,(2), ...];
F(¢) la fonction f[x,(¢), ...].

En décomposant cette derniere fonction en un produit de fonctions 6, on
obtiendra évidemment la relatien

(32) B8 =AA(D).fi(L),

A étant une constante.
Supposons vérifiée une des équations de Clebsch

(31) S(e) iz (e)=f(e):x] (e).

Si I'on prend pour les axes x, = o0 et 3 =0 les deux tangentes a S, au
point double (e,¢’), 2, = o étant la tangente & la branche e et 2, = o la tan-
gente a la branche ¢, on aura, en ordonnant F et A par rapport aux puis-
sances décroissantes de x,,

(2 2 s = A (s s @)t DN s e e

Ay T3) = 2= D) ximt o

% et ». ne sont pas nuls, puisque les courbes F et A ont un point simple en
tout point double de S.
Or, d’apres la relation (32), /(e) est la limite vers laquelle tend la fonc-

tion ‘
1 F(e+e)
A A(e+e)

quand ¢ tend vers zéro, c’est-a-dire, en négligeant les termes du second
ordre én x, et x,, la limite de I'expression

1 Mazy(e+e)+axs(e+¢)]
A pla(e+e)+bxs(e—+¢)]

2 ()

Mais x,(e, + ¢) est infiniment petit par rapport i x,(e 4+ ¢), puisque la
droite x, = o est tangente & la branche e; il reste ainsi

a
3 &% (e).

Tl>

Fle)=—
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De méme
I

/(el):K

xy(e),

&
.
et la relation (31) donnera

a—=~b.
Par conséquent :

Si I'équation de Clebsch, relative a un point double, est verifice, les courbes ¥
et A se touchent en ce point.

Telle est 'interprétation géométrique qu’on peut donner des équations de
Clebsch.

49. Cela posé, supposons toutes les équations de Clebsch vérifiées par
une fonction f(¢) de la forme (30).

Les courbes F correspondant i cette fonction et la courbe A sont tangentes
en tn(n — 3) points, qui sont les points doubles de S; en d’autres termes,
on peut dire que I'une quelconque des courbes I passe par les points d’in-
tersection des courbes S et A; on peut donc (Cressch, Legons sur la Géome-
trie, traduction Benoist, t. IT, p. 45 et suivantes) écrire identiquement

F—=AA -+ BS,

A étant un polynome de degré m et B un polynome de degré m — 3, en x,,
Ay By

On conclut immédiatement de cette identité que les points d’intersection
de la courbe F et de la courbe S, non situés sur la courbe A, ¢’est-a-dire les
mn points, dont les arguments vérifient I'équation /() = o, sont situés sur
la courbe, de degré m, A =o.

Les. équations de Clebsch sont donc les conditions necessaires et suffisantes,
pour que les mn points de la courbe S, dont les arguments verifient [equation
f(¢) = o, soient sur une courbe de degré m.

50. Remarque I. — Nous avons admis, dans ce qui précede, qu’aucune
des quantités /(e) n’était nulle. Sil’on avait f(e) = o, on aurait également,
en vertu de l'équation (31), f(¢)=o. Supposons donc que l'on ait
f(e)=o0, f(¢)=o0, e et ¢ étant respectivement des zéros multiples
d’ordre p et ¢(p,¢qZ1), de la fonction f(z).

Considérons une fonction f,(z) de la méme forme que f(¢), ayant pour
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zéros multiples, d’ordres p et ¢, les quantités e +-¢, ¢ + ¢/, et s'annulant
pour les mémes valeurs de ¢ que f(¢), les valeurs e et ¢’ exceptées.

Siles équations de Clebsch sont vérifiées par la fonction f(¢), les mn points
de S, dont les arguments sont les zéros de cette fonction, sont sur une
courbe de degré m, et il en sera de méme a la limite, quand ¢ et ¢ seront
nuls.

En ce cas, I’équation

Sle):x ()= f(e) 2] (e)

est vérifiée identiquement, puisque f(e) et f(¢’) sont nuls, et il suffira que
les ;n(n — 3) — 1 autres équations de Clebsch soient également vérifiées,
pour que les mn points de S, dont les arguments annulent /{z), soient situés
sur une courbe de degré mz, passant par le point double (e, ¢’) et ayant en ce
point avec S ( p + ¢) intersections confondues.

En général, si la fonction f(z) admet pour zéros les £ couples de valeurs
€, €,,,y, €y, ..., €€, qui correspondent a £ points doubles de S, le nombre
des équations auxquelles doivent satisfaire les cocfficients de cette fonc-
tion, pour que les mn zéros de f(z) soient les arguments de points de S, si-
tués sur une courbe de degré m, se réduit de £ unités.

51. Remargue II. — Sim est inférieur ou égal a » — 3, nous avons vu
que le nombre des relations auxquelles doivent satisfaire les coefficients
de f(z), pour que les mn zéros de cette fonction soient les arguments de
points de S situés sur une courbe de degré m, est

mn —131(m—+1)(m—+2).

En ce cas, il n’y aura que mn — 3(m +1)(m + 2) relations de Clebsch
linéairement distinctes.

52. Remarque II. — Si le point double (e, ¢’) est un point de rebrous-
sement, il faut, dans I’équation ’

Sle)xl"(e)=f(e): 2T (),
faire ¢’ = e + ¢, et faire tendre ¢ vers zéro. On trouve ainsi

xi(e)f'(e) =maz)(e)[f(e).

53. Remarque IV. — D’apres le lemme du n° 47, les mn points de S
H. 8
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dont les arguments vérifient une équation de la forme
(30) (71111_'_ aZIIZ+' : -+a1nnH//1n,: o

sont, quelles que soient les constantes a,, @,, ..., @y, sur une courbe
adjointe de degré m -+ n — 3, dont 'équation sera évidemment de la forme

(33) P\:CZLR1+Q2R2—F. : -_‘_amnl{mnzo'

Il en résulte qu’a toute propriété analytique de I’équation (30), cest-
a-dire & toute forme de cette équation, correspondra une forme de I'équa-
tion (33), et, par suite, une propriété des courbes adjointes R.

C’est dans ce sens que la résolution du probleme suivant donnera lieu
a une série d’applications géométriques, qui vont nmous occuper mainte-
nant.

I1.
Probléme.
54. Considérons I'équation
(30) a I, (8) + a0, (¢) +. ..+ a, 11, (¢) =0 =/f(¢),
ou 'on a posé
p=mn,

I, (£) =10; <t+j = 0, o)'l>>
P
Poh—ro
Soit
p=k-+rili+nrbL+...+rq¢l,

drn s o L elant s entiers positifs.

Cherchons quelle doit étre la forme du premuer membre de Iéquation, pour
que : ‘

1° k des zéros de cette équation soient des quantités données b,, . .., by;

20 Les autres zéros se partagent en q groupes, comprenant respectivement [,
lyy ..., U, séros distincts, les l; zéros du Jieme groupe étant multiples d’ordre r; et
ayant une somme donnée s;.

Il est bien entendu qu’il s’agit des zéros compris dans un méme parallé-
logramme w, no’, ou 0),])(u'|.
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55. Soient

Gy» Cor o010y 108 I, zévos diordre'r, du premier srotipe:
o A A e n 1weme 9 )
Dol aie b les [, zéros d’ordre r, du ¢ groupe.
On aura (théoreme II)
) ’ i
L R R AT T SR T T R S P L) (w0 +pw))+ho - ph'e,

hoet i étant des entiers.
Py s
Si l'on pose, pour abréger,

i /
i it

O 132, 0 Ll
0 (t)_—_—g ([ . )w'>:i_ (MI)HemTpg-(yA—;) +(20.4-1) e
1 1(6, 0, Po,; z
on aura évidemment, A étant une constante,
: ‘/”2/‘/‘[?[ 9 or 7 i o
fH=Ae Ou(l — Oy)osx BuB—03) §(L —Cy ). - O (E—p ). O (E—Fy) ., UiF (X —aL b
Posons
i
fi(t)zgl(t_ci)"'Ol(l—ch)ex 5
................................. ,
1y
Tl =0 b= ). s (E— g Je '
(e el ol
LA Mo te—b . e = B T T e

11 _vient

SO =47 (8)- .. [ (8).

Or la fonction f;(¢) satisfait aux relations

it 2T

Ji(t+w) = f;(2),
— 2 — 4 — s+ iT
L e pe) =0 e
et, sil'on pose
(.0’1 Sj

et
EralEa pz

i’
F;(t) = f; (¢),

e ’
Py =105
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(60 )
les relations précédentes deviennent

F;(¢,+ o) =F;(4),
. —zzm__t‘—z’.i.ﬁ_w’.
Fi(ty+ {oy)=F;(¢)e 7o 7o

La fonction F;(¢,) est donc fonction linéaire et homogene (théoreme I)
des /; fonctions

!

93<t1+h%; m,pTQ.)’> (h=o0,1,...,0;—1),
'y i

et, par suite, f;(¢) est fonction linéaire et homogene des /; fonctions 9
9 ..., telles que

(34) qp‘/”“(t):cp;(z—l— /z%’),
J

On a ainsi
Fi(®)=m1 @5 (8) +ny @5 (E) +...+ n,j@yﬂ(t).

Les zéros de f;(t), ¢’est-a-dire les ; zéros d’ordre r; du j*™ groupe, ne
sont assujettis par hypothese qu’a la condition d’avoir s; pour somme; les
constantes m,, 7., ... sont donc arbitraires.

De la résulte la forme cherchée de f(¢),

(35) f(£) = (8) [on 9y + o2 @y Aot 0, @0 ] [ By o T [B1 95 it 31,9457,

s s qu étant des constantes arbitraires.

56. La relation précédente montre que /(¢) est une somme de termes de
la forme

Py 1zt (o)
9
c Qg ...(Pq 3

Uiy «eey g, tant des entiers non négatifs de somme r,, ...
Yy .oey v, étant des entiers non négatifs de somme 7.
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Les fonctions ®(z) satisfont, comme on le voit immédiatement, aux rela-

tions

(1) B(t+0) =0(2),

ime =<ﬁ‘°,’
— —plim—
p w

(2) O (¢ +po)) =0(t)e | ® )

et sont, par suite, des fonctions linéaires de IL,, ..., ..
Nous écrirons généralement, sous forme symbolique,

(35 bis) FE == (it - 10 000070 <« [0 5055 5o .,617)"7.

57. Remarque I. — Si une des quantités /, /,, par exemple, est égale a 2,
on a (34)
) ® o s o
oD =0,(t—2—p2 — %0, p2),

n 4 ("‘)
91(8) = ¢} <t+ 5>

On trouve aisément les relations

U ’ ’ ® "
so1<t—§> = ¢a(t), <P1<t_;> = ¢i(2),

(36) " _aime o _ime
<P'1<t~Pj>=Ae © 91 (1); @’1<t—P——1> Ae @ 9i(1),

I

A étant une constante.

Les fonctions ¢’ (2) et ¢, (¢) ont deux zéros dans tout parallélogramme o,
po, (0 o, no'), et la somme de ces zéros est s,, & des multiples pres de o,
po,. On a ainsi

20Tt

Tala= 91(t——é,, w, pwy) 0, (t — s+ ¢, 0, po))e ©

on en déduit

I g
! N3 g
qo'l(si-—t):c{%(t)ew ’
(37) et, de méme,

i

n I — (s§4—21)
Pi(s1— ) =9 (t)ew :

Ces formules nous seront utiles plus tard.
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58. Remarque II. — Sil'on a i la fois

ry=ry=—...= Iy,
11 ,—:_[2 == lqrzz,
§p =8y =—...=38y)

¢ étant inférieur i ¢, la fonction f(¢) [¢équation (35)] prend une forme plus
simple.

En ce cas, en effet, f,,f,_,, ..., [y sont fonctions linéaires et homogenes
des deux fonctions ¢ et ¢ de la remarque I.

On a ainsi

S (&) = 4(8) [o1¢) + 020317 [Brgy -+ Ba 01 [7a9h + 7290 ]" -

Bl pllSAUe Fi=—1, — . =77

q

£ :qj(t)[oclﬁl i "/1(‘9’1(/'“%. v o By ygcls”l(/,]r‘ L.

I

La fonction entre crochets est un polynome homogene, de degré ¢/, en
o, et o3 les quantités o, B, ..., v étant arbitraires, il est clair, d’apres la
formation méme de ce polynome, que tous ses coefficients sont également
arbitraires et, en posant

q q'—1 -

Py =91 P1 =0 .-
on aura
(38) SO =4O pror+ Papa+. .o Py @ga ] - -
ou, symboliquement,
(38 bis) f(t) = (pl,v Py - 5 P e (B ss B, 10

Pis Pas - .- Gtant arbitraires.

I11.

Applications.

59. Les résultats analytiques obtenus aux paragraphes précédents per-
mettent de traiter la question suivante.

S()I'l
p=mn=2k +k +rli+...+r.l,
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Trouger Iéquation générale des courbes, de degré m, qui passent park, pounls
doubles et k, points simples, donnés sur une courbe S, de degré n et de genre un,
et qui ont avec cette courbe en l; points, dont les arguments ont une somme
donnée $;, un contact d’ordre B { J=5 2y 'deci G )

Soient f(x,,x,, ;) = o I'équation générale cherchée, et /(z) la fonction
Sz,(¢), ...]. Cette fonction est fonction linéaire et homogene de II,(7),
I,(t), ..., 1, () (n°43), et peut se mettre sous la forme [équation (35)]

Jb =i o g, o da e [ 6195 . 8,7<‘9({j'/"]"'r

ou, en développant,

(39) ./.(t) — E[XI’Lh\U"Zv"')VU-"yvl(/ OUII d‘;a alene alll s 61’:'/ (I)(J‘l;’:,'i,'-‘)vla"':vlq( t)7
A,,. ... étant une constante ;

Uy, kg, ... des entiers non négatifs de somme 7, ...;

vy, ..., v, des entiers non négatifs de somme 7, ;

%y %ay .ees O,, ... des constantes.

Mais ces dernieres constantes ne sont pas arbitraires, comme I’étaient les
constantes analogues de ’équation générale (35); en effet, les mn points
de S, dont les arguments annulent f(¢), sont situés, par hypothese, sur
une courbe, de degré m, passant par £, points doubles de S, et I’on aura,
par suite, entre o, ..., 3,, ... des relations de la forme
(40) Y(e)[on i) +... 1. .. 2 (e) = Y(e)) [ @i (el) +. o]t ()

Ces relations seront au nombre de

in(n—3)—ky simin-—o2,

et de
mn—=%i(m-+1)(m—+2)—=~k sim<n—a.

Si les quantités «,, o, ..., 3, ... vérifient les équations (41), le second
membre de I’équation (39) est une fonction linéaire et homogene des quan-
tités a”(¢) a+(¢) 27+ (t), (m, + my +~ my =m), et I'on a

: = v
(1) f() =2y (&) 2T2(8) 272 (8) ZAp s vy vig A 7 O 8y,

%y, ...y 3y, ... 6tant des constantes arbitraires, liées par les relations (40).
On tire de la 'équation générale cherchée, en remplacant, dans f(¢),
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x(t), wa(8), ws(t) par @, @z, 5, et égalant a zéro la fonction ainsi ob-
tenue.
Remarque. — Si m est supérieur ou égal & n, on devra ajouter a la fonc-
tion f(x,, x,, x;), ainsi formée, le produit SR,,_,, ot R,, désigne un
polynome quelconque, de degré m — n en x,, x,, ;.

60. Dans le cas particulier oli la courbe, de degré m, passe par tous les
points doubles de S, les relations (40) sont des identites (n° 50), et les con-
stantes o,, oy, ..., O, ... sont arbitraires. Par conséquent, I’équation
générale cherchée sera donnée par (39) :

4 e % o SR Y N2 VI, 1 )
(42) 0= f(@1, Zp, @3) = ZAp, p,,..0 Oy -+ 0 . 8147 I‘E‘n@g,u-y‘llq(xl) Ly, Xy)-

F,,..est un polynome en x,, x,, 2, de degré m, et la courbe F,  =o
coupe S en des points dont les arguments vérifient I'équation

o=@y v, ()= li(t)(P’:HCP”lH e cp:;' L cp(q’f/)vlq.

Elle passe par les 4, points simples donnés sur S et par les points
doubles de cette courbe, puisque les arguments de ces points annulent

$(e)-

61. Nous allons maintenant appliquer & des exemples simples les prin-
cipes généraux des deux derniers paragraphes.

ProprimMe. — Soit

mn=—22k+ko+ri e m2n—a.

Trouver I’ équation genérale des courbes de degré m, qui passent par k, poinls
doubles et k, points simples donnés sur S, et qui ont avec S en [ points un con-
tact d’ordre r — 1 ().

Soient s, la somme des arguments correspondant aux points fixes donnés
sur S; s celle des arguments des / points de contact. On a

mn
S, rs=— (o4 no') + ho + nh'e'.
2

(1) Clebsch a traité (Journal de Crelle, t. 64, p. 244 et suivantes ) un probléme analogue, mais
il n'a fait que donner le nombre des courbes ou systémes de courbes répondant a la question
sans s'occuper des équations générales de ces courbes.
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On tire de la pour s, en donnant aux entiers % et 4’ les valeurs o, 1, ...,
r—1, r® systemes de valeurs, aux multiples pres de o, no'. 11 y a done
r* systemes de courbes répondant a la question : pour les courbes d’un
méme systeme, la somme des arguments des / points de contact est la méme.
Soit

s, al—"0
I’¢quation des courbes d’un systeme. On aura, équation (35),
SO =4() [ 07+ o2 @)+ . 01 ]".
%y, ..., 2, s0nt des constantes liées par les 3 — £, relations
Sle) 2 (e;) = f(e)) 1 2l (e)) (L'; lf5 Dy iy O = i e

€1, €5 €y, €5 ..., €y, €5y, 6tant les couples d’arguments correspondant
aux 5 — £, points doubles de S par lesquels ne passent pas les courbes de
degré m considérées.

Posons
s 21 () kP(e'i),
T 2(e) d(e)
il vient
(44) [t cp'1(ei) T e qo‘{)(el-)]": [ clo’l(e;) T A

Les 8 — £, relations (44) peuvent s’écrire

[ in

oty oalen) = o o @“;(e)——A egth[o' ey +...+a00(e)
| 1 Y41 1 Nl Zi e —— 1 'I<P1 1 /?1(61]7
(45) *Z/zi—'—r

A €2 I T — U R o R R TR T

h,, h,, ... pouvant prendre les valeurs o, 1, ..., r—1.

En combinant ces valeurs, on aura, puisqu’il y a 8 — £, relations, r°%
groupes d’équations linéaires et homogenes en «,, ..., o, et les solutions
du probleme s’obtiendront en égalant & zéro les  — &, premiers membres
des 8 — £, équations de I'un quelconque de ces groupes.

Considérons les équations d’un groupe : on en tirera la valeur de 5 — #,
des constantes a,, ..., o, en fonction linéaire et homogene des / — § + £,
autres, et I’on aura ainsi )

S (@) =4(8) [y 91 (£) + oty 92(8) -+ . .~ otr_gg, Qusr, ()] = Y () @7 (£),

%y %y, e ey %y sy, €tant des constantes quelconques.
H. | -
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En conséquence, I’équation générale cherchée sera de la forme

B 7 S 7-1 N
0 = f( 1, Xay X3) = & Ar,o,o,...,o“i— rof Ot At 1,0, o T a;_a+kle,o,...,0, s

Aroo. --- Gtant des polynomes de degré m en x,, x,, 2, qui, égalés a
zéro, représentent des courbes de degré m passant par les £, points doubles
et les £, points simples donnés sur S; on a

Aroo,...  [z(€)...]=0(2) 91(2),
Az-—i,t,o,o,...[x1(t)-'- il 11{’(‘5) cp’f“(t) CPz(t)y

On peut donc énoncer les résultats suivants :

Soit posé
mn=2ok,+ ky+rl, mzZn—a.

Les courbes de degré m qui passent par k, points doubles et ky points simples
donnés sur S, et qui ont avec celle courbe en l points un contact d ‘ordrer — 1,
se divisent en r* systémes : pour les courbes d’un méme systeme la somme des
arguments des [ points de contact est la méme.

Chaque systéme se divise en r*=* groupes, et I’équation genérale des courbes
d’un méme groupe est de la forme

s P —1 r
(46) o=oalA. q0,.. 0T oy A 1,1,0, . e e e O Gy Ao,o,...,r,

%y gy v nes % 5o, €lant des constantes arbiraires.

62. Remarque I. — Sim est supérieur ou égal a n, on ajoutera au second
membre de la relation (46) le produit SR,,,, out R,,_, est un polynome quel-
conque de degré m — n en x,, x,, 2.

Remarque II. — Sim est inférieur a n — 2, les équations (44) seront au
nombre de mn — L (m + 1)(m + 2) — k,; il y aura ainsi dans chaque sys-
teme pnmsmElime =k gpoupes de courbes.

En particulier, pour m = n — 3, ce nombre devient

O—k,—1,

63. Pour établir les résultats précédents, nous avons admis que les rela-
tions (45), appartenant & un méme groupe, étaient linéairement indépen-
dantes, et ¢’est évidemment le cas général. S’il en était autrement, I'équa-
tion des courbes du groupe correspondant, tout en restant de la forme (46),
renferme plus de { — d + £, constantes arbitraires.
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Nous allons donner un exemple de ce cas particulier.
Soient
==, 0= F)
¢ étant un entier positif.

On aura
mn=Ir, d’ou [=np.

Il s’agut de trouver I’équation generale des courbes de degré m (ou rp), qui
ont avec S en np points un contact d’ordre o — 1.

Il y a toujours 7* systemes de courbes répondant a la question : considé-
rons celui de ces systemes pour lequel la somme des arguments des ng points

’ L ron N . np
de contact est égale & — % (0 + no’), c'est-d-dire =~ (o + no’).

Les équations (45) s’écriront

Iy

r & 2 i_,J-T 7 ’ !
[y 9hle) +angite = Jiadie) =¢ "7 [angi(ey) +...1: 2{(e)),

(45 bis) . g - e LR o
[y 0y(€r) o @y(€) +... ]t @i(e) =e 7 [o 9)(€,) +...]t xi(ey),

Ces équations sont au nombre de 3, c’est-a-dire ; n(n — 3).
Considérons le groupe d’équations (45 bis) pour lequel on a

=ty —— 0

11 est clair (n°46) que les 5 »(n — 3) équations ainsi considérées expriment
que les on zéros de la fonction

sont les arguments de on points de S, situés sur une courbe de degré o.

En d’autres termes, les courbes de degré rp appartenant au groupe consi-
déré sont des courbes quelconques de degré o, comptées 7 fois; ce qui donne
bien une solution de la question.

Mais, si p est inférieur & n — 2, il suffit que np — 3 (p + 1) (p + 2) des
équations (45 bis), ou 'on a fait A, = h,=... = o, soient vérifiées par les
constantes «,, ... pour que les autres le soient également; et par suite, a
tout groupe d’équations (45 bus), pour lequel np — (o +1)(p + 2) des
entiers /& seront nuls, correspondront des courbes de degré p, comptées
r fois.

Pour éliminer ces solutions, on ne devra considérer que les groupes
d’équations (45 bis) olt np — 5 (¢ + 1) (p + 2) des entiers A,, 4,, ... ne sont
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pas nuls & la fois; et I’on voit aisément que ces groupes sont au nombre de
d(9 O (8 =) oA

étant posé, pour abréger,

A=np—=Li(p+1)(p+2).

Ainsi, p étant inférieur A n — 2, le systeme de courbes de degré rg,
pour lequel la somme des arguments des np points de contact est égale

. o ’ , : S
a =~ (o + no'), se décompose en N groupes; I'équation générale des courbes

d’un groupe est de la forme (46).

En outre, le systeme comprend toutes les courbes de degré p, comptées
r fois. :

Si o est égal ou supérieur & n — 2, le nombre des groupes du systeme
considéré sera évidemment r® — 1.

64. ExempiE. — Soientn =4, r=2, p=1.

Les coniques tangentes en quatre poinis a une courbe du quatrieme degrée a
deux points doubles forment quatre systémes; pour les courbes d'un systeme,
la somme des arguments des quatre points de contact est la méme et a 'une
des valeurs

3) , ;
@5 = s e 2@
2 2

Les courbes de chacun des trots derniers systémes forment quatre groupes, et
I’équation générale des courbes d’un groupe est de la forme
A +200,B+aiC=o,

a, et o, 6tant des constantes arbitraires.

Les coniques du premier systeme comprennent toutes les droites du plan,
comptées deux Jois, et un groupe de coniques dont Iéquation génerale est de
la forme précédente.

65. Revenons maintenant au cas général et considérons I'équation géné-
rale des courbes de I'un des groupes définis au n° 61

22 X s gt i
o=f(z, ,xq, Z35) = 9"1Ar,o,o,...,0 —+ ro o A S e A AR
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On a trouvé

SL2i(8), 23(8), 23() ] = /() = (O [0491(8) -2, 91304, ()] =4 (O 07 (0).

Quelles que soient les constantes i, 2,, ..., les relations (45) sont vérifiées :
on a ainsi

A

ele) ple) " 2 e
wl]]1<82) qj(el)jl e CP(GI,) (Z—I,Q,.-.,O ]'l)'

(47) @(ei)“—"[

Les entiers 4, k,, ..., ks, ont les mémes valeurs pour les courbes d’un
méme groupe.
Considérons r courbes du groupe (4, A, ...), et soient

SO0 = b(8) e (8),
SR =9 (8) o™ (2),

SO =d(8) oM (0),

les fonctions f(¢) correspondant & chacune de ces courbes.
Sil’on pose
F(6) =4(6) () o™ ()™ (£). .. ¢ (1),

on aura, en tenant compte de (47)
F(e;) : 27 (e)) =F (&) : 27 (e1),

et, par suite, les mn points de S dont les arguments vérifient I'équa-
tion F(¢) = o, et ont évidemment pour somme % (0 -+ no') (n°61), sont
situés sur une courbe de degré m (n° 47).

Ainsi :

Les rl points de contact avec S de r courbes de degré m du méme groupe,

les k, points simples et les ki points doubles donnés sur S, sont sur une courbe
de degré m (').

66. L’équation de cette derniere courbe est facile & former. Soient, en

(1) CLesscu, Journal de Crelle, t. 64, p. 245.
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effet,
SO =4 () [arp1 () + otapa(8) 4+ - -+ s, Pr—t+r, (£) 17
() =) [ (O] e 1
on a

(&) =(0) (Corypr =) (B ) (A oy 1 o)k

En développant le second membre et en y remplacant

‘1"“)‘?11 () par A:-,o,o...o,
Y () o7t () 0y (¢) par A i,1,0,0...00

................ » stlal s &) e (oo w e

on obtiendra le premier membre de I’équation cherchée, qui sera de la
forme

0= By ... MA, o 0+ (ctaBy.. Ay ouBae kg oy By A) Ay g 00t

= LB+ Fy ﬁlw6+lx~l~ .. }~l—8+k, Ao,o...o,r.

67. Clebsch a donné le nombre des courbes de degré » — 3 qui passent
par &, points doubles donnés de S et qui touchent cette courbe en tous
leurs autres points de rencontre avec elle (*).

11 résulte du théoreme général du n° 61 et de la remarque II, n° 62,
que : i

Ily a 2*, c’est-a-dire quatre sysiémes de telles courbes; la somme des argu-
ments des points de contact est la méme pour les courbes d’un systéme.

Chaque systéme comprend 28=%=4 courbes; on a ainsi en tout 2°~F+' courbes
répondant a la question.

On voit, comme au n° 63, que ces résultats se modifient si 4, est nul et
sin — 3 est pair.
Soient
ky=o0, n—3—20.

Le systeme de courbes de degré 20 pour lesquelles la somme des argu-

C ’ «n
ments des points de contact est égale a TP (0 + no’) ne comprendra que

(1) CLeBsch, Journal de Crelle, t. 64, p. 246.
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N, courbes proprement dites, étant posé

N, =281 — [1 e (= ) == WSellieey 3 11).(26—— 2 i (8_11?2('5“—62_)_' l’ _(’;_ ! )]

et
A=8—1i(n*—1).

De plus, le systeme comprendra toutes les courbes de degré o, comptées
deux fois.

ExempLE. — Les coniques tangentes en cing poinis a une courbe du cinquiéme
degré, a cing points doubles, forment quatre sysiémes : trois d’enire eux com-
prennent chacun seize coniques; le dernier systéme, pour lequel la somme des
arguments des cing points de contact est 3 (o + 50'), ne comprend que cing
coniques proprement dites. Il comprend, en outre, toutes les droites du plan,

comptées deux fois.
Nous retrouverons, dans la III¢ Partie, les cinq coniques dont on vient

de démontrer 'existence.

68. Si la courbe S a des points de rebroussement, les résultats précé-

dents se modifient légerement [ Cresscr (') ].

Supposons que les courbes de degré 7, que 1'on considere passent par
ki points doubles de S et que, parmi les 3 — £, autres points doubles, il
y ait R points de rebroussement, auxquels correspondent les arguments

€1y, €35, «.., CR.

La relation
fle):alla) =Ffle,)izlle)

doit étre remplacée (n° 52) par la suivante
S(e) @i(e) =mf(e) z)(e),
el ac, désignant les dérivées de f(¢) et a,(¢) par rapport a . Or on a
SO=4() (09 +agi +.ome ) =4O F(0)
et, par suite,

0o— §"—1(el)[q/(e1) F(e) +rde)F(e) — %2—; m(e) §(e1)].

1) Journal de Crelle, t. 6%, p. 245.
P
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5(e,) ne peut étre nul que si la courbe f(x,, x,, x3) = o passe par le point
de rebroussement e,, ce qu’on ne suppose pas; en égalant a zéro la quantité
entre crochets, on a une relation linéaire et homogene en«,, «,, ..., .
De méme pour les relations qui correspondent aux R — 1 autres rebrous-
sements.
On en conclut que le nombre des groupes que comprend un systeme de

courbes de degré m est
ro-h=Rc g p2pn—o
et

mnug(m+l)(nz+2)—lrl—l{ N
r 2 A ST RN

69. Pour montrer le parti qu'on peut tirer de la théorie précédente, au
point de vue des applications géométriques, nous allons traiter un cas parti-
culier.

Etudier les courbes de degré (n — 1), qui passent par tous les points doubles
d’une courbe S, de degré n, de genre un, et qui ont ayec cette courbe, en deux
points, un contact d’ordre n — 1.

On a
=0 =0 e == N

Nous appellerons les courbes précédentes courbe A.

I. Il y a n* systémes de courbes Aj; la fonction f(¢), qui correspond aux
courbes d’'un méme systeme, est de la forme

S = [9‘1 ?1([) -+ oty %U)]na

x, et o, 6tant des constantes arbitraires, et I’équation générale des courbes
du systeme sera

A2y, a, 23) ==l Ay - Bt Vo, Ay g 0o ab Ay,
La courbe de degré n — 1
Ap—i(@y, @55 23) =0

passe par les points doubles de la courbe S, qu'elle coupe en 2n autres
points, dont les arguments vérifient I'équation

0= {7 (2) 93 ().

Par suite, la courbe A,_, = o est la courbe de degré n — 1, qui passe par les
points doubles de S et qui a, avec cette courbe, un contact d’ordre n —£ —1
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aux deux points de contact de S et de A, = o, et un contact d’ordre £ — i
aux deux points de contact de S et de A, = o.

70. 1I. Soient 2 courbes A, d’un méme systeme quelconque,

o
o=A=oa"A,+na” A, ...~ A,, <oc — _1>,

%
o =B=—1B2 A it G AT SR

o == A T pns TN T

Les 2n points de contact de ces courbes avec S sont sur une courbe de
degré n — 1, passant par les points doubles de S, et dont I'équation est
(n° 66)

OF—tor GRS IIATIC N (o SRS BN R e ) A e AT

Le coefficient de A, est la somme des produits £ & £ des n quantités =z,

e

71. . Courbes A passant par un point du plan.

Soit (@), ¥, x,) un point du plan ; on peut mener par ce point 2 courbes A
d’un méme systeme; les valeurs de «, correspondant & ces n courbes, sont
données par I’équation

O — ot N, (e ) e SN Rl

Soient «, £, ..., ) les n racines de cette équation.
La somme de leurs produits £ 4 £ étant

nln =) (e = RO (2, 2, %))
S Dl A)z(x’171=/27xl3)

>

(— 1)

la courbe de degré n — 1, qui passe par les points doubles de S et les
2n points de contact avec S des  courbes A menées par le point (x,, 2}, x,),
aura pour équation :

AvA, — A A, Finn—1)ALA, o +. .. (—1)"ALA, =0,

¢tant posé
A= A, 25, 7)),

Le premier membre de I'équation de cette courbe ne change pas, ou
1. 1o
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change de signe, selon que 7 est pair ou impair, quand on permute 2, x,,
@y etm T

Cela posé, appelons courbe polaire d’un point la courbe de degré n —1
qui passe par les points doubles de S et les 22 points de contact avec S des
n courbes A d'un méme systeme, menées par ce point. Ce point sera dit
pole de sa courbe polaire.

On a ce théoreme :

St la courbe polaire d’un point P passe par un point P, la courbe polaire

de P’ passe par P ;
et, par suite,

Les courbes polaires de tous les points d’une courbe polaire passent par le pole

de cette courbe.
Les poles de toutes les courbes polaires passant par un pount sont sur la courbe

polaire de ce point.

Si n est impair, 'équation de la courbe polaire du point &, @, x, peut
s’écrire
0 (AL A, N A AL Ry e A R,
et, par suite,

Si n est impair, toute courbe polaire passe par son pole.

72. Ces résultats s’appliquent aux coniques osculatrices en deux points
a une cubique plane. L’équation générale des coniques d’un systeme est de
la forme
adA; - 302A, +3aA; + Ay =0,
- o étant un parametre variable.
On démontre aisément les propriétés suivantes :

1. Ily a neuf systémes de coniques biosculatrices a une cubique S ; la droue
qui joint les deux points de contact avec S des coniques d'un méme systéme
passe par un des neuf points d’inflexion. Soit I ce point.

1. Parun point quelconque A du plan, passent trots coniques biosculatrices
du méme systéme ; ces coniques ont un second point commun B, sur la droite Al;
les stx points de conlact de ces trois coniques avec S sont sur une conique, que
nous appellerons conique polaire du point A A sera dut pole de cette conique :
il est clair que B est également un péle de la conigue et que toute conique polaire

a ainst deux poles.
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. Toute conique polaire passe par ses poles.

IV. Les coniques polaires des points d’une conique polaire passent par les
poles de celle-ct.

V. Les péles des coniques polaires, menées par un point, sont sur la conique
polaire de ce point.

VI. St un point décrit une droite passant parl, sa conique polaire reste bitan-
gente a une conique fixe; les deux points de contact sont sur la tangente en 1 a
la cubique S.

VII. Quand un point décrit une conique C biosculatrice a S, du systeme con-
sidere, sa conique polaire reste bitangente a une cubique fixe, osculatrice a S au
point 1 et aux deux points de contact de S et de C.

VIIL. Supposons qu’un point A decrive une conique Cj; sorent C' et C” les deux
autres coniques biosculatrices du méme systeme passant par A. Elles se coupent
aux deuzx points A et B, qui décrivent C et, en deux autres points, qui décrivent
la cubique du théoreme VII.

IX. Les coniques polaires qui passent par un point touchent en deux points
une cubique, osculatrice a S au point 1.
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TROISIEME PARTIE.

CONJUGAISONS ET CORRESPONDANCES.

- 73. Nous appellerons points conjugues dans un systeme s deux points
situés sur la courbe S, dont les arguments ont la somme constante s, a des
multiples pres de o, no'.

Rkemarque. — Au point de vue géométrique, on peut définir comme il
suit un systcme de points conjugués.

Soient, sur la courbe S, n — 2 points fixes quelconques. Considérons les
courbes adjointes de degré n — 2 qui passent par ces points. Ces courbes

n(n—3) (n—2)(n—41)

ont +n — 2, ¢’est-a-dire — 1 points fixes, et forment

2

ainsi un faisceau. Les deux point mobiles oli 'une quelconque de ces courbes
coupe S ont évidemment deux arguments dont la somme est constante, et
sont, par suite, conjugués dans un systeme fixe.

1

Equation générale des droites joignant deux points conjugués.
Enveloppe de ces droites.

74. L’équation qui donne les arguments des points d’intersection d’une
droite quelconque avec S est de la forme

S(&)=a, P (1) + ay Py(¢) +. ..+ a, P, (1) =o.

Si cette droite passe par deux points conjugués dans le systeme s, on con-
nait la somme s'de deux zéros de la fonction f(¢); la somme des n — 2

n N S \ n . y
autres sera — (o + no') — s & des multiples pres de o, no'. La fonction /(7)
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sera donc de la forme | équation (35)]
S(8) =[oy 9 (8) + 2 1 ()] [B1 95 (8) + B2 95 (¢) +. .+ Baa o P (0]

Pour que les n zéros de f(t) soient les arguments de n points de S, situés
sur une droite, il faut et il suffit que les quantités o, «,; &,, ..., %, Véri-
fient (n — 3) relations de la forme (n°® 44)

By(moy = nioty) + Ba(mioy+ njon) +...=0 ({=1,2,...,n—23),

m;, ... ¢tant des constantes.
De ces n — 3 relations, on tirera les valeurs proportionnelles de £,, 5., ....

xen--29
El:&:.: 5}1—2,
e J Sz

Sis [as - .. désignant des polynomes homogenes, de degré n — 3 en =, et «,,
et I'on aura ainsi, sous forme symbolique,

S = (21522) (f15 So5 -+ o5 Su)-

Dans le second membre développé, «, et «, entrent au degré n — 2, et, par
suite, 'équation générale des droites joignant deux points conjugués dans
le systeme s sera de la forme

O =X1Qp—a+ xﬁ‘-l’n—ﬂ T X3y n—2s

Op_zs - .. ctant des polynomes homogenes de degré n — 2 en «,, «,. Il ré-
sulte de la que :

Les drotites qui joignent deux points conjugues dans un systéme donné enye-
loppent une courbe de (n — 2)me classe (V), unicursale et dont le degre est, en

general, 2(n — 3).

75. Le degré et la classe de cette courbe s’abaissent si la valeur donnée
de s est la somme des deux arguments e, et e, qui correspondent & un point
double de S : en effet, I'équation qui donne les arguments des points ot S
est coupée par une droite quelconque issue du point double considéré admet
les zéros e, et €, dont la somme est s. La courbe enveloppe cherchée se

(1) Cresscu, Journal de Crelle, t. 6k, p. 217.
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décompose donc en un point et une courbe de classe n — 3. On peut se
rendre compte de ce fait directement.
On a toujours, pour la fonction f(¢),

S = (019} + 0297) (Broy+- . .).
76. Parmi les équations qui lient o, ay; B,, ... est la suivante (n° 45)
(61) S(er) tzi(e) = f(e) : zi(e));
or on a, puisque e, + ¢, = s,
fle) = fls—e)

et, d’apres les relations (37),

10
a

21) : (s —21)

i 20T
! ’ =5 = ” "
991(5_5):?1(4)30) s 9i(s— ) =9 (f)e .

¢|

L’équation (61) devient donc, en remplacant ¢)(¢,), o' (¢,) par leurs valeurs,

( Tty [ (o) + e g (en] [Bighen) +.. ]

(62) 4 %(‘9—2!;
( :EW[“1@’1(31)“‘“29”1(@1)][51%(6/1)4—...],

et Pexpression «, ¢(e,) + ;3 9,(e,) est en facteur. Si on I’égale & zéro, on
éerit que

Sflen) =/f(e))=o,

c’est-d-dire que la droite considérée passe par le point double (e,, ¢).

Sion ne annule pas, I'équation (62), débarrassée de ce facteur, devient
une relation linéaire et homogene entre §,, ..., £,_,, qui permet d’exprimer
une de ces quantités en fonction linéaire et homogene des autres. On a ainsi

./v(t> = (dly 012) (519 62) ¢ 8 ay 13”*3),

et 'on en conclut, comme on I'a fait plus haut, que I'équation générale des
droites joignant deux points conjugués dans le systeme e, -+ €|, et ne pas-
sant pas par le point double (e,, ¢, ), est de la forme

0= ‘Tl (Pn—3+ 'T‘l y7’“/173 == -Ta Zn——:ﬁv

%, ¢tant des polynomes homogenes de degré n — 3 en «,, o,.
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Ces droites enveloppent donc une courbe de (n — 3)ime classe unicursale et.

en genéral, de degré 2(n — 4).

77. Cette courbe enveloppe touche la tangente menée au point double (e, ¢, )
a la courbe A, de degré n — 3, adjointe as.

En effet, toute courbe de degré n — 3 passant parles yn(n—3)—1 points
doubles de S, autres que le point (e,,¢,), coupe S en deux points mobiles
dont les arguments ont pour somme e, + ¢, (n° 43 bus).

La (11'01te D joignant ces deux points sera donc une des droites conside-
rées. Or, si la courbe de degré n — 3, dont on vient de parler, se rapproche
de la courbe A, la droite D tend a se confondre avec la tangente menée a A

au point (e,, €, ). C. Q. F. D.
1 1

IT.

Tangentes doubles de la courbe enveloppe.

78. 1l est aisé de déterminer directement le nombre des tangentes doubles
de la courbe enveloppe des droites joignant deux points conjugués, ¢ ‘est-
a-dire le nombre des droites qui passent par deux couples de points conju-

oués dans le systeme donné s.
La fonction f(z), correspondant & une de ces droites, sera de la forme

(n° 58, remarque 11)
S = (P15 P2 P3) (dyy doy - 5 dis).

En écrivant, comme plus haut, les 2 — 3 relations qui lient py, p.s pys
d,, ..., et quisontdelaforme

o=d,(m;p,+ nips+ qiPs) + da(mMpy ... ) +. .y

my, ... étant des constantes, on obtiendra, par I’élimination de d,, ..., d,_,,
deux équations de degré n — 4 en p,, p,, py. Ces deux équations se présen-
teront sous la forme de deux déterminants identiques 'un a Pautre, a une
ligne pres, et I'on sait que deux pareilles équations sont vérifiées, en

général, par +(n — 4) (n — 3) systemes de valeurs de jj i* Alinsi :

P 1 1

TutoriMe. — 1l existe t (n — 3)(n — 4) droites qui passent par deuwx couples
de points conjugues, et qui sont, par suite, des tangentes doubles de Uenveloppe.
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79. Si s est la somme des deux arguments e, et ¢, d’un point double

de S, ce nombre de tangentes doubles se réduit, comme on le voit aisément,
As(n—4)(n=05).

ILF,

Propriétés de la courbe enveloppe.

80. La courbe enveloppe des droites D, qui joignent deux points conju-
gués dans un systeme donné s, touche la courbe S en un certain nombre de
points, que nous allons déterminer.

Soit un point quelconque de S, d’argument ¢. Les valeurs proportion-
nelles de o, et a,, qui correspondent aux n» — 2 droites D qu’on peut mener
par ce point, sont données par 'équation

(63) 0= [ ¢1(¢) 4+ a2 @UOT [ f1 (011, 2) 95(¢) + fal o, aa) 5(8) +...] (n°Th);
Jis./2 sont les valeurs proportionnelles trouvées plus haut pour &,, 8,, . ..

c’est-a-dire des polynomes de degré n — 3 et homogenes en «,, ,,
[’équation (63) admet tout d’abord la solution

chi==0hi(5), toy = —oyiL),

qui correspond évidemment i la droite joignant le point considéreé, d’ar-
gument ¢, au point d’argument s — 2.

Cela posé, remarquons que les points de S situés sur 'enveloppe des
droites D sont évidemment les points dont les arguments sont tels que

, . . - 5 Oty 5 o
I'équation (63) ait deux racines égales en %, et qu’en ces points I'enve-
il

loppe touche la droite D qui correspond & la racine double.

Or, parmi ces points, nous rencontrons ceux dont les arguments 7 sont
tels que les deux facteurs du second membre de I'équation (63) aient une
racine commune, c’est-a-dire ceux dont les arguments satisfont i 1'é-
quation

(64) o=/fi[¢" (¢), — ‘Pll(t)]q"a(t) + fa[ 9} (£), — 59,1([)]9':2(5) ...

Soit ¢, une solution de cette équation. La droite D,, joignant les points
d’arguments ¢, et s — ¢,, coupe S en des points dont les arguments vérifient
I'équation (63)

(63 bis) o= [ad ¢ (&) + ale ()] [fi(d,08) &, (£) +.. ],
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o) et o) satisfaisant & la relation

o @'y (L) + a @' (&) =o.
Or la fonetion
Jlad, al Yo, (2) ...,
¢’est-a-dire

L1 (%), — ¢3(20) 195 (2) +...,

s’annule, par hypothese, pour ¢ = ¢, : les deux facteurs du second membre
de I’équation (63 bis) s’annulent donc séparément pourz =¢,, et, par suite,
la droite D, est tangente & S au point ,.

D’un autre ¢6té, nous avons vu que I’enveloppe des droites D passait par
le point ¢, et y touchait la droite D, correspondant a la racine double

ety 97'1(50).

22} (P,/l (%)

Cette droite D est ici la droite D,, et, par conséquent :
La courbe enveloppe des droites D touche S en tous les points dont les argu-
ments verifient I'équation (64).

Cette équation est de la forme

y n—-3—k

(65) B()=29;(t) 9, (£)9}" T (t)=0 (k=o,1,...n—3),
v,(¢) étant fonction linéaire et homogene des fonctions ¢,, ¢, ... de 'équa-
tion (63).

Or, dans le parallélogramme o, no’, ¢;(7)a n— 2 zéros; ¢, et ¢, en ont
deux; il en résulte immédiatement que le premier membre de la rela-

tion (65)en aura
(n—2)+2(n—3), c’est-a-dire 3n — 8.

La somme des deux zéros de ¢, ou o) étant s, celle des n — 2 zéros de ¢;(¢)
est—';2 (0 +no’)—s, ot celle des 3n — 8 zéros de 0(¢) sera évidemment

g(w+nw’) —s4+hks+(n—3—k)ys=(n—4)s+ g(w + nw')-

Ainsi :
L’enveloppe des droites D touche S en 3n — 8 points, dont les arguments ont
pour somme ;
(n-—[;)s—}—’—()z (0 +no')

a des multiples pres de », no'.
H. Il
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81. Si s estlasomme des deux arguments e,, ¢, d’'un point double de S,
on verra de méme que I'enveloppe touche S en 3n — 10 points dont les
arguments ont pour somme (7 — 5)s + ;—l (0 + no'); ce qu’on peut énoncer
ainsi :

Soit E un point double d’une courbe S de degré n et de genre un : les courbes
de degré n — 3 qui passent par les autres points doubles de S coupent cette

courbe en deux points mobiles; la droite qui joint ces points enveloppe une
courbe unicursale de degré 2(n — 4), de classe (n—3), qui touche S en

. 5 n
3n — 10 points dont les arguments ont pour somme (n—>5)s + = (0 + no')

a des multiples prés de o, no'.

1V.

Propriété géométrique des couples de points conjugués.

82. TukoriME. — Le conjugué harmonique par rapport a deux points conju-
gues dans un systéme s, du point ou la droite qui les joint coupe une droite fixe,
décrit une courbe unicursale de degré n (').

Soient, en effet,
U=ax +ay,z,+asx;—=o0

I'équation de la droite fixe considérée, zets—¢ les arguments de deux
points conjugués M et N; le conjugué harmonique du point d’intersection

des droites U et MN, par rapport aux points M et N, a pour coordonnées
X;=U0@)z(s—¢t)+-U(s—¢t)x:(2) (i=1,2,3),

étant posé ‘
U(t) =a,2,(8) + aszy(t) + asx5(t),

U(s—¢t)=a,x,(s — t)+ ay2,(s — ) + azz5(s — ¢).

Les deux fonctions ;& et )XT3 sont doublement périodiques aux périodes o,
1 1

no'd’ordre 2n; de plus, elles ne changent pas, sil’on y remplace ¢ pars — ¢.
Il en résulte (n° 32 et 33) que la courbe décrite par le point (X,, X,, X;)

g o e
o o - - .
est umcursale, et de deare 5% c’est-a dlren C. Q. F. D.

(1) P. p’Escraises, Thése, p. 9.
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83. Remarques. — 1. Sila droite U passe par deux points de S conju-
gués dans le systeme s, d’arguments a et s — a, la fonction U() s ‘annule
pour ¢t = a ett=s —a, et il en est de méme de la fonction U{s —¢). Les
trois fonctions X, (¢), X,(¢), X, (¢) ont donc deuxzéros communs,et le degré

, c’est-

de la courbe unicursale décrite par le point (X,,X,, X;) sera -

a-dire n — 1.
1. Si la droite U est tangente double de I'enveloppe des droites qui joi-

—
9 o > S ’ 21 At
gnent deux points conjugués dans le systeme s, le degré sera , c’est-

a-dire n — 2.
I1I. Sila droite U passe par un des quatre points de S dont les argu-

. s 5s ®» S n , S ® n R
ments sont respcctlvement Syt — -+ —0y, -4+ — + - o, pal le
2 2 2 2 2 2 2 9

S

int 2 ' 2 =7,
point - par exemple, les fonctions U(¢) et U(s —¢) s’annulent poursz=

Il en est, par suite, de méme des fonctions X,(¢), X,(¢), Xy(z). Or,
de la relation
X, (s —t) =X;(¢)
on déduit, par dérivation,
Xi(s — £) = — Xi(¢).

Cette derniére équation montre que les fonetions X/ (2), X, (¢), X, (¢) s’an-
t

S 7
nulent pour ¢ = g; > est donc un zéro double de X,(2), X,(¢), X;(z), et la

courbe décrite par le point (X,, X,, X;) est de degré n — 1.
1l est clair, en vertu de ce raisonnement, que, si la droite U passe par le

point d’argument “—;, et par deux autres points de S conjugués dans le sys-

““-’/I )
> ¢ est-

\ ’ . ’ . . 2n
teme s, le degré du lieu décrit par le point (X, X,,X,) sera
a-dire n — 2.

En général, si la droite U passe par 4 des quatre points d’arguments Z,
5 w S no, s ;
£y g el ; + a) et par /' couples de points conjugués dans

on—ah —ah

le systeme s, lelieu du point (X, X;,X,) sera de degré ————> ¢ ‘est-

a-diren — A — 2.

EXEMPLE. — Sur une courbe S du quatriéme degré et de genre un, le conjugue
harmonigue par rapport a dewx points conjugués dans un systéme s, du point
ot la droite qui les joint coupe une droute fize, décrit une conique pour quatre
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positions de la droite fixe. Les quatre drottes en question sont celles qui joignent

A 5 s S8 3s QIS ) .
les pbles d’arguments = et — 223 242 et —Z £ 25 -4 = a0 @
2 2 2 2 2 2

2 2
3s 3) AS , 3s ;
== == b = S PIE S A B G = == == B
2 2 2 2
. . . . 3s : s 1 .
La conique devient une droite si — = est égal & I'une des quantités

S ()] S

.
2 2 2

S [0} 3 s 5
—+ 20, S = 20, ¢’est-d-dire si s a 'une des douze valeurs

S / ho Sk
2+ % + 2/ ' o + ? Coihlg s gt bl (b i—al
) 4

2

VY
Courbes menées par des couples de points conjugués.

84. TutoriMeE. — Les courbes de degré n — 3 passant par k, points doubles
donnés de S, et dont les autres points d’intersection avec S sont deux a deux
conjugués dans un méme systéme s, forment un faisceau.

Soit s, la somme des 2%, arguments qui correspondent aux £, points dou-
bles donnés; on aura

si—l—[%n(n; 3)— K ls=in(n—3) (o +nw)+ heo + nh'v,

h et /' étant des entiers quelconques. On tire de la, pours, (3 — £,) valeurs
(a des multiples pres de o, no').

Il y a donc (8 — £,)? systemes de courbes de degré (n — 3) répondant &
la question.

Soit la fonction f(¢) qui correspond aux courbes de I'un des systemes.
On a (Rem. II, n° 58)

S&) =4 (&) [ P11 (£) +. - . Potyr1 98—t 41 (8)]s

Pis Pas - . étant des constantes. Pour que les zéros de f(¢) soient les argu-
ments de points situés sur une courbe de degré (n — 3) passant par £, points
doubles, il faut que p,, ps, ..., ps_x i Vérifient 8 — £, — 1 relations linéaires
et homogenes (n* 45, 50, 51).

On pourra donc exprimer 3 — £, — 1 de ces constantes en fonction linéaire
et homogene des deux autres, et I'on aura

S =pVi(8) + paVa(l),
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pi et p, étant des constantes arbitraires. L'équation générale des courbes de
degré (n — 3) appartenant au systeme considéré est donc de la forme

o=/f(x, xs 23) = p, Vi (21, 22y 23) +P2Vz($1, Ly B3 ),
et ces courbes forment un faisceau.

85. Plus généralement considérons les courbes de degré (n — 3) passant
par £, points doubles donnés de S. On peut les assujettir & couper en outre
S end — &, — 1 couples de points conjugués dans un systeme donné s; si ce
systeme n’est pas un des (3 — £,)? systemes définis au numéro précédent,
la somme des arguments des deux derniers points d’intersection avee S des
courbes considérées aura une valeur constante s” différente de s.

La fonction f(¢) correspondant & de telles courbes sera de la forme

f(t) = (1)1’1)27 et '7])5—151) (517 52)

Les constantes p,, ..., 3,, {3, sont liées par 8 — £, — 1 relations de la
forme

Pi(mBy—+ 0:Bs) +pa(giBi+ i) +...=0 (i=1,2,...,0 —k—1).
On déduit de 1a les relations

Pyl e,

Sio /e Jon
f,» ... 6tant des polynomes homogenes de degré 5 — %, — 1 en &, et 3,.
I’équation générale des courbes de degré (n — 3) considérées sera donc
de la forme

o :f(xly Loy x3)

= ﬁ?_'k‘ﬁon—s(wu Ly, Z3) 5‘2"‘"1 Banin—a( &y Loy B3 )iF=u - @2"4,("

n—s (L1, Ty, X5),
On_gs -+ s Yy €tant des polynomes de degré » — 3 en x,, x,, x,, et 3,, f3,
des constantes arbitraires.

On verrait aisément, en appliquant la méthode du n° 80, que I'enve-
loppe de ces courbes touche S en 4 (3 — £, — 1) points.

86. On peut donner des résultats analogues pour les courbes de degré
supérieur & n — 3; mais nous n’insisterons pas sur ce point, car nous
aborderons plus loin une théorie plus générale que celle des points con-
jugués.

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 XVII 4 -4



(86)

VI.

Application aux courbes du cinquiéme degré.

87. 1. La courbe H, enyeloppe des droites jowgnant deux points conjugués
dans un systéme s, sur une courbe S du cinquieme degre, et de genre un, est
une courbe unicursale, de quatrieme degre, de troisiéme classe, ayant une tan-
gente double.

La courbe H touche S en sept points.

Il. Le conjugué harmonique, par rapport a deux points conjugués dans un
systéme s, du point ou la droite qui les joint coupe une droite fixe quelconque,
décrit une courbe unicursale du cinquieme degré.

St la droite fixe est la tangente double de la courbe H correspondant au sys-
téme s, le liew précédent devient une courbe unicursale du troisiéme degre.

Dans le cas ot s al’une des vingt-cing valeurs données par la formule
s=1(ko+5kw) (k K,=o0,1,2,3,4),

la valeur o, par exemple, la tangente double de la courbe H correspondante
coupe S en deux couples de points conjugués dans le systeme o, et en un
cinquieme point dont largument est £ (w + 5') (n° 43 bis). Il résulte de 1a
(Rem. III du n° 83) le théoreme suivant ¢

Le conjugue harmonique, par rapport a deux. points de S, conjugués dans
s(ko + 5K o), du point ot la droite qui les joint coupe la tangente

un systéme <
double de la courbe H correspondant au systéme, décrit une conique.

L. Les coniques G qui coupent S en cing couples de points conjugués dans
Uun des vingt-cing systémes (ko + 5k o') forment un faisceau (n° 84).

Soit le systeme o, par exemple.

La tangente double de la courbe H correspondant au systeme considéré
coupe S, comme on I'a dit, en deux couples de points conjugués dans le
systeme o, et au point d’argument } (» + 50’), qui est & lui-méme son con-
Jugué dans ce systeme. Cette droite, comptée deux fois, est donc une des
coniques G du faisceau qui correspond au systeme o, et, par suite :

Les coniques G d’un méme systéme touchent deux droites en deux points
fixes, situes sur la tangente double de la courbe H correspondante.
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On peut déduire de la plusieurs conséquences que nous ne ferons qu’é-
noncer, et, pour simplifier le langage, nous admettrons que les deux points
fixes dont il vient d’étre question sont les points cycliques du plan.

Le milieu du segment Jformé par deux points conjugués dans le sysiéme o
[ou l'un des sysiémes § (ko + 5K o')] est une conique K.

Tous les cercles ayant pour centre un certain point fixe A coupent S en dix
points conjugues deux a deux dans ce systéme.

Le point A est situé sur la conique K.

La conique K est la podaire, par rapport au point A, de la courbe H, enye-
loppe des drottes qui joignent deux points conjugués dans le systéme considere.

IV. Si s est la somme des deux arguments e; et e; correspondant a l'un des
cing points doubles B; de S, U’enveloppe des droites qui joignent deux poinis
de S, conjugués dans ce sysieme, est une conique layngente a S en cing points.

La somme des arguments de ces cing poinis est 2w+ 50'); par suie, ces
cing points sont situes avec les cing points doubles de 'S sur une cubique.

Or on a vu (n°® 67) qu’il n’existe que cing coniques tangentes a S en
cinq points situés avee les points doubles sur une cubique; soit C; 'une de
ces coniques; il résulte de ce qui précede que :

Les tangentes de C; joignent sur S deux points conjugucs dans le sys-
téme e;+ e, et la tangente en E; a la conique qui passe par les cing points
doubles de S est une tangente de C; (n° 77).

On peut énoncer autrement ces résultats :

Sout S une courbe du cinquiéme ordre a cing points doubles, a, b,c, d, e; les
coniques qui passent par quatre de ces points a, b, c, d coupent S en deux
points mobiles : la droite qui joint ces points enveloppe une conique quu est tan-
gente a S en cing points, situes avec a, b, ¢, d, e sur une méme cubique, et qui
touche la tangente menée au point e a la conique des points a, b,c, d, e.

VII.

Correspondances.

88. La relation qui lie les arguments de deux points conjugués n’est
qu'un cas particulier d’une relation plus générale, que nous avons déja
rencontrée.
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Soit Z(¢) une fonction doublement périodique quelconque, aux périodes o,
neo', et d’ordre p. L’équation
Z(uw)—17(t)=o

donne pour u, abstraction faite des multiples des périodes, p valeurs
t, Uy, Uz, +oo5 Up_g-

Soient sur la courbe S les p points dont les arguments sont ¢, «,, ...,
u, , : nous dirons qu’ils constituent une correspondance. Alnsi, étant
donnée la fonction Z, un point quelconque de S, d’argument ¢, détermine
une correspondance, et une seule.

-La somme des arguments des points d’une correspondance est constante :
elle est égale, en effet, 4 la somme des zéros de la fonction de w : Z(u) —Z(2),
contenus dans un méme parallélogramme, o, no’, ¢’est-a-dire a4 la somme
des infinis de Z(u), contenus dans ce parallélogramme (& des multiples pres
des périodes). On a donc

ttuy+ s+ ..+ Upy=C+ ho +nh .
Dans le cas particulier olt Z(¢) est du second ordre, on a

t + u,= const.,
et les deux points de la correspondance sont conjugués.

89. Soient «,, ,, ..., «, les zéros de Z(¢); B, Bs, ..., Bp_, les infinis
contenus dans un méme parallélogramme des périodes.
En appliquant la méthode du n° 9, on mettra cette fonction sous la forme

Gl bl B, M
a il b+, . LM, - N(E)

Z(t) =

étant pose

T 1 no' c no'
M=o+ (o 5) = 5057 |

et
c =01+ Ba+...+ 5Bp.

90. Cela posé, soit une courbe de degré m; f(x,, x,, ;) = o passant par

tous les points d’une correspondance, dont nous désignerons les arguments
par a, u,(a), ..., u,—,(a). La fonction f[x,(t),x,(2),x,(2)] ou f(¢) ren-
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fermera (n° 55) le facteur

it

Filtr=0,(t—a) bt = vla)]... o[t~ la)le @,

étant posé

b iTw’ it
1

< —— (p+4)? (2p+1)——
6,(8) =0,(¢, 0, nw' )= ;—2(—1)5’“6"! s (5 e Lh

La somme a+u,(a)+ ...+ u,_,(a) est égale & ¢ + ho + nkh'o’; on
peut, en ajoutant ou retranchant 4 'une des quantités wu;(a) un certain
nombre, de périodes, ce qui ne change pas sur la courbe S le point d’ar-
gument u;(a), faire en sorte que cette somme soit exactement égale a ¢; on
a alors

1t it

Filt+ @) =Fi(t), filt+ne)=fi(t)e 7B B (),

et 'on en conclut aisément que f,(¢) s’exprime linéairement & l'aide des
fonctions 1,, I0,, ..., I, définies au numéro précédent.

D’ailleurs la fonction M(2)N(a) — N(z)M(a), qui est une fonction linéaire
de I, IL,, ..., I,, admet les zéros a, u,(a), ..., u,_,(a); puisque I'on a

M(¢)

Z(t) — W

et Zlu;(6)] =7(¢).

Il en résulte que l’oﬁ a, A étant un facteur constant,
J1(8) = H[M(£)N(a) —N(¢) M(a)]
et, par conséquent,
J()y=[M()N(a) —N(&OM(@)][[--...... I

ou, sous forme symbolique,
Pl — [Ny, M) s el .

Ma) sera aussl
N(a) sera aussi

quelconque, et I'on pourra écrire, « et & étant deux constantes arbitraires,

Remarque. — La quantité a étant quelconque, le quotient

S =2 (ot B vin s ).
9L. De la se déduisent, par la méthode appliquée aux n® 61 et 65, les

résultats suivants.
H.
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Dans ce qui suit, il s’agit des correspondances définies par une fonction
donnée Z(2). '
Soit
mn=2ok + k,+prl (mZn—2).

Les courbes de deorée m, passant par k, points doubles, k, points sumples données
S 1 2
de S, et ayant avec S en pl points, formant [ correspondances, un contact
d’ordre r — 1, forment r®% groupes; Uéquation générale des-courbes d’un
8 8
méme groupe est i
[)YAI‘,O, 00 ’PT_1P2 A:-—1,1,o, n O e +P;+1—5+k,A0,0, vy 0,7 — Oy

Prs Pas - - €lant des constantes arbitraires; A, , ., ... des polyndmes de de-
Zrém en x1,, Ly, Ty.

Les points de contact avec S de r courbes d’un méme groupe, les k, points
doubles et les k, points simples donnés sur S, sont sur une courbe de degre m, R.

Si
P1s P2, S P
pi’ p’z, 3 e e eee e .
O ik Ry y e ey
pUTel piea SR TR 1

sont les valeurs des parametres correspondant aux r courbes considérées,
I’équation de la courbe R sera

0= Zloi, koo A, By oy K g (Z 1 Z20 B3)s

K, K, ...étant des entiers, non négatifs, de somme 7, et 4y, ... désignant
la somme des produits

(00y) 79(0%s) (%4 (B0 (B1) Ay (Prir—8.rk,)
T o2 ol TP e o SR ’Pla—[»—f]fk,’ 3 'p1+1—6+1r, 2

Ol %, &gy «vvs %3 By oo Piys ... sODE des entiers, prenant les valeurs o,

Tyt =1
92. On peut déduire de ces théoremes quelques conséquences.
Soient

r=1, k=1in(n—3)—10+2, mn=2k +k+ pl

L’équation générale des courbes de degré m, qui passent par £, points
doubles et k&, points simples donnés sur S, et qui coupent cette courbe
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en plautres points, formant / correspondances, sera
p1Cy -+ p. G+ p3 G = o,

Pis Pas Ps €tant des constantes arbitraires. Nous désignerons ces courbes
sous le nom de courbes C.
D’apres ce qui précede (n° 90 ), la fonction C, [z, (2), x5(¢), 2,(¢) | est de
la forme
Ci[z(8), ... ]1=Cy(8) =4 (2) (M + By N) (¢, M+ B\ N) (i M + B N)
ou .
Cy () =N ) [ (&) + By]. - [a{ VL) + BTV
On en conclut, puisque Z[w,(t)] =7(z),
Cile: ()1 =NTus(8) [0 Z(6) + By]. . [V L) + BTV 1Y [ ()],

et, par suite,

Ciluw:(0)] _ Goluwi ()] _ G[wi()]

(P) Tt - Gl g o Gale)

Cela posé, soit un point X du plan, défini par les relations

X, X, X,

Cilti ot Gkl -

Les fonctions C;(¢) ont, dans un parallélogramme (o, no’), pl zéros va-
riables; comme, de plus, elles satisfont aux relations (¢), la courbe décrite
par le point (X,,X,, X;) sera une courbe unicursale de degré /(n 32
et 33).

Soit G(X,, X,, X;) = o son équation.

Par la substitution
\ Xy = Cy (@1, @5, @5),
Xp = Gy (24, 3, 23),

X; = C3 (24, @5, x3),

cette courbe se transforme en courbe de degré /m, qui se décompose évi-
demment en la courbe S et en une courbe D, de degré lm — n.

Par cette transformation, une droite p,X, + p, X, + p, X, = o devient
‘une courbe C quelconque. On en déduit aisément les résultats suivants :

Les courbes C tangentes a S en tous les points d’une correspondance touchent
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en m* — k, — k, — p points une courbe D de degre lm — n; par ces points et
les p points de la correspondance de contact, passe un faisceau de courbes C.

La courbe D a un point multiple d’ordre | — 1 en chacun des k, points simples
donnés sur'S, et un point multiple d’ordre | — 2 en chacun des k, points doubles
donnes.

Par un point du plan, passent 20 — 2 courbes C tangentes a S aux points
d’une correspondance.

Ilya2(l—2)(l—3)courbes C tangentes a S aux points de deux corres-

pondances.
Il y a3(n — 2) courbes C osculatrices a S aux points d’une correspondance.

93. En particulier, si 'on a /= 2 et, par suite,

q=4in(n—3) et mn=n(n—3)+k,+2p,

les courbes C seront des courbes de degré m, passant par les points doubles
de S, par £, points simples donnés sur cette courbe, et la coupant, en outre,
en 2 p points, formant deux correspondances.

En ce cas, la courbe G est une conique, et les théoremes deseriptifs rela-
tifs aux coniques, dans I’énoncé desquels ne figurent que des droites, don-
neront des propriétés correspondantes des courbes C et de la courbe S.

Ainsi :

1° A un point du plan de la conique G correspondent, dans le plan de la
courbe S, m* points, parmi lesquels figurent les points doubles et les k, points
simples donnes sur S; en ne considerant que les points variables, on peut dire
g’ a un point du plan G correspondent m* — k, — > points du plan S ; nous ap-
pellerons ces points « points associes ».

2° Par un point du plan, on peut mener deux courbes C tangentes a S aux
p points d'une correspondance; les deux correspondances de contact ainst deter-
minées sont sur une courbe C, que nous appellerons courbe polaire du point
considere : ce point sera dit péle de la courbe polaire.

3° Toute courbe C est une courbe polaire, ayant m* — 5 — k, pdles associes.

4° Les courbes polaires des points d'une courbe C passent par les poles de
cette courbe.

5° Les poles des courbes C passant par un pownt sont sur la courbe polaire de
ce point.
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COURBES DU QUATRIEME DEGRE.

Expression des coordonnées.

94. Sil’on pose, comme dans la premiere partie,

© 2 5
=+ It o [T’

Py () = 0;(¢, o, w’)::EemnT_Hn &

—®

P (2) =10 <t+j%), m,w'> (J=1,2,3),

les coordonnées d’un point d’une courbe S, de quatrieme degré ct de genre
un, pourront se mettre sous la forme

X, == APy (8) + Ay Py (2) + APy (2) + APy (),
X, =B,P, (&) +...,
X 1@ POy

ou, en posant

P,+Pi=u,, P,+P.=uw, P,—Pi=u, P;—P.=u,
sous la forme
o Xy = agiy + a4 Gy Uy = azUs,
Xy = Dylig—r -,
XG =lcang =

a,, ..., 6tant des constantes.

X,, X,, X; sont linéairement indépendants (sinon la courbe serait une
droite); on pourra donc résoudre les trois équations précédentes par rap-
port & trois des fonctions u : u,, uy, s, par exemple, et écrire

=, X; 4+ @y Xy + 03 X3 — A,
T = S o 5 G o — Uy,
70— X ST ER S — V.

Les fonctions de ¢ : ©,X, -+ 0, X, + 0, X33 0, X, +...; 0, X, +... sont

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 XVII 4 -4



(91)

linéairement indépendantes, sinon il y aurait une relation lin¢aire entre
Uy, Uy, Uy, Uy, € est-a-dire entre P,, P,, P;, P,, ce que nous savons étre 1m-
possible. Nous désignerons ces trois fonctions par x,, x5, , ; nous aurons
ainsi

8

= kg,
(A)

&

2 = Uy + ULy,

;
5
( X3 == Uz + VY Uy,

(Vest la représentation paramétrique que nous utiliserons; x,, x,, x, sont
les coordonnées d’un point quelconque de la courbe S; %, ., v désignent
des constantes.

RELATIONS DU SECOND DEGRE.

95. Les trois fonctions du second degré: P}, P, P, P, ont le méme poids
(n° 12); elles sont donc liées par une relation de la forme
o P2 43P} + v, PP, =03
%,, ... étant des constantes.
- @ o Lo
Changeons ¢ en 7 + —; il vient
o P3 + B P} +7, PPy =0,
d’our
(oy —P£1) (P —P}) =o,

ce qui entraine
oy — @1 — 0,

On a, par suite, entre les trois fonctions considérées la relation
P2 P2 —5aP P

et, changeant ¢ en ¢z + 'z): il vient
P2+ P2 —2aP,P,,

a étant une constante. Remplacant, dans ces relations, les fonctions P par
les fonctions u, on a

ey llg)’

y=a(u]
+ul =a(ul —ul).

(B) ?

96. Cela posé, tirons des équations (A) les valeurs de u,, u,, u, en fonc-
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tion de x,, x,, ,, U,, et portons-les dans les relations (B). Il vient

((w2(1 4+ p2—ak?+ av?) +2u(adle, — pos — ava,y) + 2l —axi —ax; =o,

G ? u?,(l?—i—\ﬂ—aA—a{ﬁ)+2110(—)~x1~a‘u1‘2-vx3)—|—x%—i—a.rg—i—a:i::o.

Posons, pour abréger,

p= (a*+1)p*—(a®—1)-+2av?
g=—(a>+1)A\ +2a -+ (a* —1)v?,
r=—(a*—mnk —2ap® + (a*41).

On trouve, en éliminant «? entre les équations (G),
21y ( Aoy -+ qua, -+ rvas) = pxi +qxi +rx;.

1 résulte de la premiere Partie de ce travail que les deux points doubles
de S sont a l'intersection de la conique

pritqxi4re;=o

et de la droite
A= pla,+ qpa, +rve;—o.

97. Dans ce qui suit, nous supposerons, pour simplifier les énoncés, que
les deux points doubles de S sont les points circulaires & I'infini, communs
a tous les cercles du plan; la courbe S sera une cyclique.

On a immédiatement les propriétés suivantes (n° 43 bis, 47) : -

1. Un cercle coupe une cyclique en quatre points, aulres que les points
doubles, dont les arguments ont une sommz nulle, aux multiples pres de o, jo'.

Ce cercle, passant par les points d’intersection de la conique
pxl—+qxi+rzxl=o,
et de la droite A, aura pour équation, dans le systeme de coordonnées
adopté,
0= 2(ay & + 0 &y + o3 23) (PAX + qREy+ IV Ts) + a(pa?—+qai—+ ray)=o,

et les arguments des quatre points, autres que les points doubles, ou il
coupe la eyclique, vérifieront 'équation

oy @4 (£) + 0ty @2 () + a3 23 (£) - % e (¢) = 0.

11. Quatre points d’une cyclique, dont les arguments ont une somme nulle,
sont sur un cercle. '
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Les quatre arguments, dont la somme est nulle, vérifieront une équation
de la forme (n°6)
oy T4(8) 4 oty X9 (L) 4 otz 25 () + 0 U4y (¢) =0,
et les quatre points correspondants de la cyclique seront sur le cercle

2(oy &y + ayxy + azxy) A+ g (pal+qgxi+ral)=o,

1. Une droite coupe une cyclique en quatre points, dont les arguments ont
une somme nulle (a des muluples pres de v, fo').

I ().

Systéme principaux de conjugaison.

98. Nous dirons que deux points de la cyclique S sont conjugués dans un
systeme principal, si la droite qui les joint coupe la cyclique en deux au-
tres points, conjugués dans le méme systeme. On aura ainsi, en désignant
par s la somme des arguments de deux points conjugués dans un systeme
principal

2s=ho + 4/ o,
h, k' étant des entiers, et de la résultent pour les s les quatre valeurs

) 0 ’ ®
0o, —3 200, 20 -+ —-
2 2

Il y @ donc quatre systémes principaus.

99. Tukorime. — Les droutes qui joignent deux points d'une cyclique, con-
jugues dans un systéme principal, passent par un point fixe.
)

Ce théoreme est un cas particulier de la proposition démontrée au n® 84;
nous allons le prouver directement de la maniere suivante :

Soit d’abord le systeme principal, pour lequel on a s = o, et supposons
que la droite a,x,+ a,x, + asx; = o passe par les deux points d’argu-

(1) Les résultats géométriques de ce paragraphe sont bien connus; la démonstration seule nous
semble nouvelle.
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ments « et — o, conjugués dans ce systeme, on a

a z( o)+ ayee( a)+azzs( a)=o,

@, 2y (— o) + @y 2, (— &) + az x3(— o) = o.
Or on a identiquement

| iTw'

ol imt T’
Pl(—- t):ze-—-m 7—’_”2 = :Pl(t),
et, par suite,
@) A Pt P1<~ ‘- %) :P1<t - %) - P1<t—|— i:—)> LOpa,

P3(—l):P1<—t+%> :P1<L‘—%> :P1<t—|—%> = Py(2),
\ P*‘(_t):Pl('_"t—i" %):l)l<t—3—®):P1<l+%> :[)2(1);

7

d’ou l'on tire
s’ wy(— )= uy(t),

: w(—t)= w(l),
(E) 2 us(— )= us(2),
wy(— t) =— us(¢).

D’apres cela, I'équation

) A, x (— o)+ ...+ ayx;(—a) =0
devient

o=a,[us(a) + K ug(@)] + @alus(2) + pr uo(@)] o+ ay[— uy(2) v uo ()]s
on a d’ailleurs
0= ay[us(a) + ko ()] + as[us (o) + p o ()] + aslus(e) + to(a)]-
On en tire, par soustraction,
asuz(a) =o,
ce qui exige, puisque « est quelconque, que I'on ait
A5 — O
I équation de la droite considérée est alors de la forme

Ay T+ A3 3= 0}

H. >
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elle passe bien par deux couples de points conjugués dans le systeme zéro,
puisque les fonctions u,(¢), wu,(¢), u,(¢) et, par suite, les fonctions
W, (1) 4+ 2wy (), wy(t) -+ puy(2), c’est--dire a,(¢), x,(¢) sont paires. On voit
que cette droite a un point fixe, le point (¢, =0, @, = o).

Par une méthode analogue, on déterminerait, en s’appuyant sur les équa-
tions (3) de la premiere Partie, les points fixes par lesquels passent respec-
tivement les droites joignant deux points de la cyclique, conjugués dans les
autres systemes principaux; on arrive ainsi aux résultats suivants :

Les drottes qui joignent deux points d’une cyclique, conjugues dans U'un des
g A A) ) s
quatre systémes principaus 0, — 20', 26"~ —, passent par un pount fixe; les

points fixes definis ainst sont :

Pour le systéme o......... Zp =0y " Zp==0 point O;.
[0)
» ;......... XLy =0, X3=0, » 02.
» 20’ . ..., .. Ty — 103 La=—0, B0
, . ©
» 20)_‘_;... Xy =} Zy=p, T3=—V, » 0.

Nous désignerons ces quatre points, O,, O,, O, O,, sous le nom de pdles
principaux.

Ainsi, les coordonnées des points de la courbe S étant mises sous la
forme (A), trois des poles principaux sont les sommets du triangle de réfé-
rence.

100. Un péle principal est a Uintersection des hauteurs du triangle formé
par les trois autres.

Nous avons vu, en effet, que les points doubles de la courbe S sont a I'in-
tersection de la droite
pra; +qpa, +rvax; —o

et de la-conique
pxitqxl+rai=o.

Le triangle de référence est autopolaire par rapport a cette conique, et la
droite des points doubles de S est, par rapport a cette méme conique, la po-
laire du point (%, u, v), ¢’est-d-dire du point O,.

Ainsi, le point O, est le centre d'un cercle, par rapport auquel le triangle
0,0,0, est autopolaire; il est done a l'intersection des hauteurs de ce
triangle. C. Q. F. D.
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101. La cyclique est anallagmatique par rapport a ses quatre poles princi-
paux.

Soient, en effet, quatre points quelconques, d'une cyclique A et B, Aet
B’, conjugués deux & deux dans un systeme principal. La somme des argu-
ments de ces quatre points est nulle; ils sont done sur un cercle, et I'on a,
puisque les droites AB, A’B’ concourent en un des poles principaux O,

0A.0B=0A'.0OB'.

Par suite, la cyclique est sa propre transformée, par rayons vecteurs réci-
proques, quand on prend pour pole d’inversion un pole principal, et pour
puissance d’inversion le produit des distances de ce pole & deux points de la
eyclique, conjugués dans le systeme principal correspondant.

On appelle cercle directeur un cercle déerit d’un pole principal comme
centre, avec un rayon égal A la racine carrée de la puissance d’inversion cor-
respondante. 11y a donc quatre cercles directeurs.

102. Les cercles dirccteurs se coupent a angle drott.

Soient, en effet, sur la cyclique les quatre points d’arguments

jmOe gl ol gt e By
2 2

0 étant quelconque.

. (V) ® A
Les droites (0, —0), ( — 0 -~ =, — =) passent par O,; de méme, les
2 2 1
. @

droites <O, — 0+ ;>,
dérés sont d’ailleurs sur un cercle, et les puissances des poles O, et O,, par
rapport i ce cercle, sont respectivement les carrés des cercles directeurs
correspondants. Or, d’apres la disposition méme des quatre points, on voit
que la polaire du point O,, parrapporta ce cercle, passe par O, ; et, par suite,
on aura, en désignant par a, la distance O, 0,, par £, et £, les rayons des
deux cercles directeurs,

<— 0,0 — g) passent par O;. Les quatre points consi-

k? + k} =a3.

roro

Les cercles directeurs de centres O, et O, se coupent donc & angle droit.

103. Remarque. — Les points Oy, 0,, O;, O, étant donnés, les cercles
directeurs sont déterminés.
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104. Le triangle, forme par trois pdles principaurx d’une cyclique, est auto-
polaire par rapport au cercle directeur qui a le quatrieme péle principal pour
centre.

Car on a, dans le triangle 0,0,0,, en désignant par P le point de ren-
contre des droites 0,0, et 0,0,, -

(Z‘f :(l; -1 ag —_ 2612.—0-1?7
d’olr
k2 = ay < 0, P

La droite 0,0, est donc la polaire du point O, par rapport au cercle di-
recteur du centre O,. On démontrerait, de méme, que la droite 0,0, est la

polaire de O,.

105. TuktoreME. — Le conjugué harmonique d’un pole principal O par rap-
port a deux points d’une cyclique conjugues dans le systeme principal corres-

pondant est une conique.

Soit, par exemple, le pole O,; on démontre aisément les relations

;O T ;W , W
i 20)—1—;—5 12 2&)4—5—15 Uy 2&)—{—;—1,‘ U 2m+5»—t

)

0 (2) & () w(0) B 0 (0)

et, par suite, deux points de la cyclique, conjugués dans le systeme
) . ’
20’ + , ont respectivement pour coordonnées

2= u (0) + Ay (9), )= u(8) — huy(0),
Zo= 1y (0) + puy(9), x,=uy(0)— pu,(9),
2= us(0) + vy (0), xy=uz(9)— vuy(0).

Le conjugué¢ harmonique du point %, i, v, par rapport a ces deux points, a

pour coordonnées
XI == U] (6),

X2 u2(6>’
Xy = uy (6).

I

I

Or on tire des relations (B), en éliminant «;,

aau;—+ ui(1—a?) + ui (1+ a®) =o.
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Le point (X,, X,, X;) décrit done la conique

(1t—a)X2+2aXi+ (14 a*)Xj=o.

Nous I'appellerons la conique harmonique correspondantau pole principal O,.
Le triangle 0, 0,0, est autopolaire par rapport a cette conique.

I11.

Cercles doublement tangents & une cyclique.

106. Soit un cercle, bitangent a la cyclique S en deux points, d’argu-

ments § et 8. On a
2(0+0)=ho+4h o,

et, par suite :

Les deux points de contact d’un cercle bitangent a la c yelique sont conjugues
dans un des systemes Principau.

Il y a ainsi quatre systemes de cercles bitangents, et 'équation générale
des cercles d’un systeme sera de la forme (n° 61)

0=w*A +20B+C,

o étant une constante arbitraire.
Il en résulte aisément que :

Les centres des cercles bitangents d’un méme systéme décrivent une conique.

Les quatre coniques ainsi obtenues se nomment deéférentes; chacune
@’elles correspond & un systeme principal et a un pole principal.

La puissance d’un pole principal par rapport aux cercles bitangents du
systeme correspondant est évidemment égale au carré¢ du cercle directeur

qui a ce pdle pour centre; par suite :

Ily adans un systeme de cercles bitangents quatre cercles de rayon nul; leurs
centres sont & Uintersection de la déférente et du cercle directeur correspondant

au systéme.

Ces quatre points sont appelés foyers. Une cyclique a ainsi seize foyers.
Tous ces résultats sont bien connus, et nous n’y insisterons pas davantage.
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107. La conique harmonique et la conique deferente correspondant a un
pole principal sont polaires reciproques U'une de Iautre par rapport au cercle
directeur qui a ce pdle pour centre.

Soient, en effet, A et B deux points de la cyclique conjugués dans le sys-
teme principal correspondant au pole O considéré; il est géométriquement
évident que la déférente est 'enveloppe des perpendiculaires élevées aux
segments AB en leurs milieux. Soient M le conjugué harmonique de O par
rapport au segment AB, o, la distance OA, p, la distance OB, o la dis-

tance OM. On a

2 I I —+ D2
3,1 g, bt

PP P2 s T pp=

# étant le rayon du cercle directeur du centre O. Par suite :
Le point M est le pole par rapport a ce cercle directeur de la droite élevée
perpendiculairement au segment AB en son milieu. €. Q. F. D.

Corollaire. — Les quatre points de contact d’un cercle directeur avec les
tangentes communes & ce cercle et a la conique harmonique correspondante
sont des foyers de la cyclique.

108. Par un pole principal passent deux tangentes doubles de la cyclique.

Ces droites sont les tangentes menées du pole principal 4 la conique har-
monique correspondante. Les quatre points de contact de ces deux droites et
de la cyclique étant deux & deux conjugués dans un méme systeme principal
sont sur un cercle. On trouve ainsi huit tangentes doubles. Il n’existe pas
de tangente double ne passant pas par un pole principal; car, si 6 et § sont
les arguments des deux points de contact d’une tangente double, on a

2(0+0)=hw+ 4/ v,
et, par suite, ces deux points sont conjugués dans un systeme principal.

109. Remarque. — Le cercle directeur de centre O, est un cercle décrit
de O, comme centre, et par rapport auquel le triangle 0,0,0, est autopo-
laire; par conséquent (n° 100), ce cercle a pour équation

(o) PTi+qaxi+rai=o.
La conique harmonique qui correspond au point O, a pour équation

(1—a’)xi+2ax]+ (1+ a?)x2=o.
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La conique déférente correspondant au méme point est, par rapport au
cercle directeur, la polaire réciproque de la conique harmonique; on a
ainsi, pour son équation,

2 g2l r2a?

P’ i
=0
() 1»—a2+ 2a +1—1—a2

Or on a vu que la cyclique a quatre foyers a 'intersection d’une déférente
et d’un cercle directeur correspondants; de la forme méme des équations (o)
et () résulte le théoreme suivant :

110. Dans le quadrilatére formé par les quatre foyers d’une cyclique équidi-
stants d’un pole princz)nal, les points de renconire des cdtes opposes et des diago-
nales coincident avec les trots autres péles principauzx.

1V.

Systémes généraux de conjugaison.

111. Soient deux points A et B de la cyclique, d’arguments 6 et s — 63
ces deux points sont, par définition, conjugués dans le systeme s. Tout
cercle qui passe par ces deux points coupe la cyclique en deux nouveaux
points, conjugués dans le systteme —s. On en déduit immédiatement ce
théoreme, de M. Darboux :

Si l’on coupe une cyclique par un cercle quelconque, que par deux des quatre
points d’inlersection on fasse passer un cercle, et, par les deux autres, un autre
cercle, les deux nouveaux cercles couperont la cyclique en quatre points nou-
veaux, situes sur un cercle.

112. L’éguation geénérale des cercles qui coupent la cyclique en quatre points,
dont deuzx sont conjugués dans le systéme donné, s, s’obtient comme il suit.
Les deux autres points d’intersection d’un de ces cercles et de la cyclique
étant conjugués dans le systeme — s, 'équation qui donne les arguments
des points d’intersection du cercle et de la cyclique sera de la forme (35)

S&)=4(2) (219 + 9‘299"1)(51‘?,2‘*‘52?”2):0
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ou, 4 un facteur constant pr‘es,
(8) = () (¢ +29}) (95 + p93);

2 et p. étant des constantes arbitraires.

Les fonctions 4(¢), 9, (¢), ..., 0,(¢) sont de la forme indiquée au n°® 55 ;
les quatre zéros de (¢) sont les quatre arguments qui correspondent aux
deux points doubles de S.

[’équation générale cherchée sera donc de la forme

0=2pA+ 2B+ pC+D,

et, comme elle représente un cercle, quels que soient X et ., les courbes
A =0, B=10, C= 0, D= osont des eercles.
On a d’ailleurs

A()=A[2(0), 22(2), 23 ()] = $ () 9 (1) 95 (0),

IS = 18 coooentaans 1=9(2) e} ()0, (1),
C()=Clx(8)s -evvrvvennn 1=9(0) 91 ()95 (8),
LA = LI T e A =)o) (¢) 9, (%)

et, par suite,
A(O)D(E) —B(£)C(¢)=o.

On en conclut que le premier membre S de 'équation de la cyclique divise
le polynome du quatrieme degré AD — BC; en d’autres termes, on a

S =AD — BC.

113. On déduit de 1a V'édquation générale des droites qui joignent deux
points conjugues dans le systeme s (ou — s).
1l suffit, en effet, d’exprimer que la courbe (¢’est-a-dire le cercle)

WA+ 2B+ pC+D=o

se décompose en deux droites, dont l'une est la droite des points doubles
de S. En exprimant cette condition, on obtient évidemment une équation

de la forme
alp—+ bl +cp 4+ d=o,

a, b, ¢, d étant des constantes.
Si I'on porte la valeur de p. tirée de cette relation, dans I'équation géné-
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rale des cercles passant par deux points conjugués dans le systeme s, on
obtient 'équation

o=12(aB— bA)+21(cB—dA+aD—bC)+cD—dC
et les trois fonctions du second degré

aB —bA, ¢cB—dA +aD —0C, ¢cD—dC

seront d1v1s1bles par le premier membre A, de I'équation de la droite qui
joint les points doubles de S.

Désignant respectivement par A’, B/, C’ les quotients de ces trois fonctions
par A, on aura, pour I'équation générale des droites joignant deux points
conjugués dans le systeme s,

o=22A'+ 2B+ C.
Les arguments des points d’intersection d’une de ces droites avec S vérifie-

ront I'équation
(97 - 49%) (9, + poy) =o,

v étant lié & X par la relation adp. + bX +cp. + d=o.

114. Par conséquent :

L’enyeloppe des droites joignant deux points conjugues dans un systéme
donné est une conique.

I’équation de cette conique, le systeme donné étant le systeme s, est
B?— 4A'C' =o.
Or on peut écrire identiquement

A2(B”2 — 4A'C') = [(aD + dA — ¢B — bC)]2+ 4 (bc — ad) (AD — BC)

ou
A2 (B2— 4A'C')= (aD +dA —cB —bC) + 4(be— ad)S.

Cette identité montre que la conique enveloppe touche lacyclique en quatre
points, situés sur le cercle

aD +dA —cB—0C=o.
H. 14
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Ainsl :

115. Les droites joignant deur points d'une cyclique, conjugués dans un
systéme donné, enveloppent une conique, qui touche la cyclique en quatre poinds,
situés sur un cercle.

Nous dirons qu’une pareille conique est inscrite dans la cyclique, et nous
appellerons cercle de contact le cercle qui passe par ses quatre points de
contact avec la cyclique.

Remarque. — Ces résultats sont un cas particulier de ceux qu’on a éta-
hlis au n° 80. , ;

A chaque valeur de s correspond ainsi une conique inscrite et un cercle
de contact; nous allons démontrer que :

116. Tous les cercles de contact ont méme centre.

Supposons pour un instant que les points doubles de S soient deux points
quelconques E, et E, du plan.

On peut considérer le systeme formé par une conique inscrite a S et par
la droite A des points doubles, comme une courbe adjointe du troisicme
degré, tangente 2 S en quatre points, situés sur une courbe adjointe du
second degré, que nous nommerons conique de contact. Par suite, st T=),
T’ = o sont les équations des tangentes & S au point double E, ; si

A=T+a;T' =0, T+aT =0

sont respectivement les équations de la droite des points doubles et de la
tangente en E, & la conique de contact, on aura (n° 41)

[}

a

-1y

:a,

puisqu’ici a,, = a;, d’ot
Gy="ta

o2

La solution @, = a; est & rejeter, car elle exprime que la conique de con-
tact touche A au point E,, et, par suite, puisqu’elle passe par B, se décom-
pose en deux droites, dont I'une est A, et dont I'autre est une droite D du
plan; la conique inscrite correspondante serait alors la droite D comptée
deux fois.

Pour obtenir une conique inscrite proprement dite, on doit donc prendre
le signe —; on a ainsl @, = — «;.
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De la cette conséquence :

Les coniques de contact ont en un quelconque des points doubles de S unc
tangente commune; cette tangente est conjuguee harmonique de la droite des
points doubles par rapport aux deux tangentes de S, au point double con-
sidere.

Dans le cas ot S est une cyclique, on voit ainsi que tous les cercles de
contact ont méme centre.

On appelle foyers singuliers d’'une cyclique les quatre points d'intersec-
tion des tangentes & cette courbe en un de ses points doubles avec les tan-
gentes en 'autre point double; ces quatre points sont évidemment situés
deux a deux sur deux droites rectangulaires, se coupant en leur milieu.

Il résulte de ce qui précede que :

117. Le centre commun des cercles de contact coincide avec le point de ren-
contre des deux droites rectangulaires qui joignent deux a deux les foyers sin-
guliers de la cyclique.

V.
Propriétés du centre.

118. Le centre commun des cercles de contact jouit de propriétés impor-
tantes; nous Uappellerons dorénavant centre de la cyclzque Les propositions
suivantes justifieront cette dénomination.

Soient deux droites quelconques, joignant respectivement deux points
conjugués dans le systeme s,

2A 4+ 2B +C0=o,

WA+ U B+ 0 =o.
Les équations aux arguments des points d’intersection de ces droites avec
la cyclique sont respectivement

(¢ +2¢1) (9 +p¢y) =0,
(97 +Neh) (9 +p'g3) =0,

v et p’ étant liés & % et )’ par les relations

o=al+bh+cpu+d, o=alp + bk +cp'+d.
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Les huit points ou les deux droites considérées coupent la cyclique forment
quatre couples; deux de ces couples sont conjugués dans le systeme s, les
deux autres le sont dans le systteme — s. Il en résulte que ces huit points
sont quatre & quatre sur deux cercles, et les équations aux arguments des
points d’intersection avec S de ces cercles sont respectivement

0= (9} + A 9}) (¢y+ 1 ¢3),
0=(9\+¥¢}) (¢s+ 1 93).

Par suite, on a, pour les équations de ces cercles,
o=ApA+2AB+p/'C+D,
o=NpA+¥B+pC+D

ou, en tenant compte des relations qui lient X et i, 2" et v/,

o=7M»N(aB—>bA) + % (¢cB—dA)+¥(aD — bC) +cD —dC,
o=7'(aB—bA)+¥(cB—dA)+ 2% (aD — b6C) +cD —dC,

ce qu’on peut écrire (n° 113)

Rt R G Sl TR

2 2

Atk o )

h—

2

o7 '
X @D 4+ dA — B —bC) 4+ WA/ + )‘—‘;—}‘B'+ c.

0=

Sil'on remarque que le cercle de contact de la conique B> — 4A’C’ a pour

équation (n° 114)
aD +dA—c¢B—bC=o,

et que I'équation de la droite qui joint les deux points de contact des droites
considérées avec cette conique est

A

2

on arrive, par des considérations simples de Géométrie analytique, aux ré-
sultats suivants :

119. Soient

A et B deux points d’une cyclique, conjugués dans un systeme donné s;
a et b les points nouveaux ou la droite AB coupe la cyclique;
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A’etB, @’ et b’ deux couples de points analogues, situés sur une seconde
droite;
H et H' les points ou les droites AB et A'B’ touchent la conique C, enve-
loppe des droites joignant deux points conjugués dans le systeme s;
M le milieu de AB;
m le milieu de ab.

I. Les poinis A, B, @', b’ sont sur un cercle X;
Les points A', B', a, b sont sur un cercle 3.

1. Les cercles 3 et 3 se coupent en deux points, situes sur le cercle de con-
tact de la conique C, et sur la droue HH'.

I1. Le centre du cercle de contact est le miliew de la ligne des centres des
cercles 3 et 3.

IV. Le point H est le centre de Uinvolution déterminée sur la droite AB par
les segments AB, ab; on a ainst

HA.IB =Ha.Hb,

et la valeur commune de ces deux produits est égale a la puissance du point H
par rapport au cercle de contact.

120. De la troisieme de ces propositions, on déduit une conséquence
intéressante.

Le centre du cercle X est sur la perpendiculaire, élevée a la droite AB en
son milieu M; de méme le centre du cercle X est sur la perpendiculaire
élevée au milieu 7 de ab. D’apres le théoreme IIT ci-dessus, le centre du
cercle de contact est au milieu de la ligne des centres des cercles X et 2’5 il
en résulte que la perpendiculaire abaissée du centre du cercle de contact
sur AB tombe au milieu des points M et m.

En d’autres termes :

121. Le pied de la perpendiculaire abaissée du centre de la cyclique sur une
droite quelconque est le centre des moyennes distances des quatre points ou cette
drotte coupe la cyclique.

122. Corollaire I. — Les perpendiculaires élevées aux huit tangentes

doubles d’une cyclique, au point milieu des deux points de contact, con-
courent au centre de la cyclique.
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123. Corollaire 1. — Si 'on connait le centre d’une cyclique, et trois
points de cette courbe, situés sur une droite D, le quatrieme point ou cette
droite coupe la cyclique est déterminé.

124. Corollaire I1I. — Le centre de la cyclique est le centre des quatre
coniques déférentes.

Soient, en effet, A et B deux points conjugués dans un systeme principal;
a et b les deux points conjugués dans le méme systeme, ot la droite AB
coupe la cyclique; M le milicu du segment AB; 7 celui du segment ab.

D’apres ce qui a été dit au n® 107, les deux droites élevées perpendicu-
lairement & AB aux points M et touchent la conique déférente correspon-
dant au systeme principal considéré; par suite, le centre de celte conique
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