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THESE DE MECANIQUE.

Attraction des Paraboloides elliptiques.

INTRODUCTION.

M. Chasles, dans un mémoire remarquable inséré dans le Jowrnal d
I'Ecole Polytechnique , a montré que l'attraction d’une couche homogén:
comprise entre deux ellipsoides homothétiques peut se déduire de I'équation
du second ordre, a laquelle satisfait le potentiel V, comme on le fait pour
Iattraction d’une couche sphérique. L'illustre Géomeétre fait observer dans
ce mémoire que la plupart des théorémes relatifs a Iellipsoide, sont appli-
cables au paraboloide elliptique. Bien que l'attraction dun pareil corps ait
peu d'importance dans la physique mathématique, il m’a paru intéressant
sous le rapport analytique de I'¢ludier directement. C’est ce que je me pro-
pose dans cette theése.

On verra que malgré les analogies qui existent nécessairement entre les
deux théories, la plupart des théoremes relatifs au paraboloide , présentent
quelque différence notable avec ceux qu'on trouve dans le mémoire de M.
Chasles ; cette différence est surtout remarquable dans les théorémes de
géométrie qui forment la base de la théorie, ce sont les analogues de ceux
que M. Chasles rappelle dans son mémoire, néanmoins je les crois com-
pletement nouveaux.

X.
Définitions Préliminaires.

Si I'on imagine que tous les points d’un paraboloide clliptique décrivent des droites
égales cntr'elles, et pacalléles aPaxe principal , on formera une couche comprise entre
les deux positions extrémes. Nous nommerons ces paraboloides extrémes isothctiques,
Si on cherche la hmite vers laquelle tend la couche comprise entre deux cllipsoides
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R THESE DE MECANIQUE.

homothétiques, dont les deux sommets restent i la méme distance, on trouve la couche
que nous considérons ici. — Nous la supposerons remplie de matiére homogéne.

Si par un pont extérieur au paraboloide on méne upe sécante OAB, et par le sommel
S une paralléle SG ; nous appellerons pour abréger corde cetteligne SC. (fig 1.)

Par I’extrémité de la corde menons un plan perpendiculaire a cette corde et par suile
a la sécante; soit D le point ou ce plan coupe I'axe, nous appelerons sous-corde cette
longueur SD. On saura donc ce que nous entendons par sécante, corde, et sous-corde
correspondantes.

Imaginons deux paraboloides isothétiques, leurs sommets sont & une certaine distance
« , nous appelerons simplement cette ligne distance des paraboloides.

xx.
Théorémes et problémes de géométrie relatifs au paraboloide elleptique.

TakortME I, — St d’un point extérieur & un puraboloide on méne une sécante, le rap-
port est constant entre le rectangle de la sécante entiére par sa partie extérieure, et la
sous~corde correspondante.

En effet soit:

(1 P

2p q
équation d’un paraboloide elliptique rapporté & son sommet et a ses plans principaux.
Soient de plus

@, B,y
les coordonnés du point extérieur O, et
Ay,

les cos. des angles que la demi droite OAB fait avec les axes. Les équations de la sécantc
seront
r—ea y—>5 z—
(2) = = =
ft y

psera la longueur de OA, ou de OB, si x, y, = sont les coordonnées du point de ren-
contre de la sécante avec la surface. L’équation qui domne cette longueur s’obtient cn
éliminant x y z entre les équations (2) et I’équation (1). Cette équation finale est:

. a N, Be v _ 2 g ¥ _
———— = =) g+ — g =
) (“).p * 29 P2 2p M 2q Q)F 2p M 2q *=0

dans celte équation le dernier terme est positif puisque le point est extérieur, on a donc:
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THESE DE MECANIQUE. 9
£ 8
e,

(4) 0A.0B=2F__ % .
@ v

LA S

2p 2%

Actuellement par le sommet S menons une paralléle & la sécante OAB, dans le cas de
la fig. (1), ces équations seront

(5) —==_"=n

R sera la longueur SC de 1a corde, siz, y, 5 sont les coordonnées du point de rencontre
avec la surface. L'équation qui donne R sera :

R AL
AR R(2p+2q)

d’olt
R 1
mais on a: _I: =85D
donc enfin
(6) 0A.OB 82 v®

T sp T eprag °
le second membre ne varie pas pour le mdme point O, donc le théoréme est démontré :

Remarque. — Menons par le point O une paralléle & Vaxe, soit E le point de ren-
contre ; il est facile de voir que:

) L7
2p 29q

le théoréme peut donc s'énoncer par la proportion :

—d:OE

OA.OB=2SD. OE ou OA: SD:: OE: OB.

PropiiME 1. — Trouver Péquation du cone circonscrit au paraboloide ayant Uorigine
aw sommel.

L’équation (3) donne les parties extérieure et intérieure d’une sécantc OAB rencon-
trant le paraboide. La condition de tangence de la ligne OAB avec le paraboloide est donc

2.
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10 THESE DE MECANIQUE.

- Be . vv
(7) T 2) (_+_ d=0
en posant:
(8) E e =s=0n
2p 2q

Ainsi la droite (2) sera tangente si a v satisfont 4 la relation (7) el de plus &
At r=1

si donc nous éliminons A ge» entre ces quatre équalions, on aura P'équation du cone
circonscrit. Cette élimination s’exécute immédiatement en observant que (7) est une
équation homogéne en » gv, et que d’'aprés (2) ces quantités sont proportionnelles a
x-x, y-p , 3-v; donc 'équation du cone est :

9) [ﬂy—ﬁ y (s —v) x—a]’_(;‘ (y—8)° ”—7]_

2q - 2 2p 2q
Proprine 1. — Trouver Péquation du cone forme par les sécantes telles le rapport entre
la partic intérieure AB de la sccante , et la sous-corde correspondant soit constant.

De I’équation (3) on tire deux valeurs de p dont I'une représente OB, dont I'autre de
représente QA ; on a donc :

T .S (Be v 2 - (£
21)+Qq ﬁ)+\/ 2p+%q ) Q]; Qq
0B= 0 )
- + —
p q
() -V ) e
or=—0t -1 > 4
o
2p . 2q
Q\/(ﬁ_fc_+_~/;_1)’_,,~(¢+ ’
2p 29 2 2p W)
Donc: AB= s " :
fl. 13
-+
2p 2q
Donc: ( B (-_
\/Qp 2q ) 2p «2,/
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THESE DE MECANIQUE. 11

si donc on veut que ce rapport reste constant et égal a 2m , il faudra poser entre A x v
I'égalité:

9
(10) R _._"_) - (‘“_'
2p 2¢ 2 2p
on aura I’équation du cone formé par toules les sécantes qui jouissent de cette propriété
en éliminant A ¢ v, entre les équations (2), 'équation (10), et la relation

=m"

N il s |

Cette élimination s'opére sans difficulté et ¢légamment au moyen de la théorie des
fractions égales. En effet, on a la série des égalités suivantes :

T—e y—8 _z=y _ V(e—a)+(y—h)+(5—v)°

® v 1

\/[B y=A)  y(s5—w) _@—a_ [{y=8)" (5—7)”]

2q 2 2p 2q

Vs --—] *(55737)

donc I'équation du cone est :

(11) [ﬁJ 8, (s Qq m-u] J;ﬁ)” ”“”P] =m[(z—a)*+(y—F)"+(5—7)"]

celte équation coincide avec celle du probléme précédent si m=o en d’autres termes si
la sécante devient tangente , ¢’est ce qui devait arriver.

TrkoniMe II. — Les deux cones précédents ont les mémes plans diamétrauz principauc.
En effet, une équation du second ordre étant ;

Lz®+Mz°+N3"+2Pys+2Qz5+2Ray+2S2+2Ty+2U0 s+V=0

Les plans diamétraux principaux des surfaces qu’elle délermine ont des perpendicu-
laires dont les cosinus z y s sont donnés par :

Lz+Ry+Qz Ro+My+Ps Raz+Py-+Ns
T y - z

(12)

cetle équation étant upie d : w®+y "+ z° =1,

On voit immédiatement par la forme des équations (12}, que si les trois coefliciens L
M N augmentent d’une méme quantité G quelconque, les équations (12) ne changent
pas ; par suile £ y = restent les mémes. Or, les deux cones (9) et (11) offrent des équa-
tions, qui réalisent cette condition. Donc le théoréme se trouve démoniré.
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12 THESE DE MECANIQUE.

TutoriMe III. — L’axe principal du cone cireonscrit est normal au paraboloide homo-
focal passant par le point O, sommet de ce cone.

Ce théoréme est une conséquence immédiate de celui-ci démontré par M. Chasles,
dans son apergu historique sur les méthodes géométriques : Si d’un point on circonscrit
une série de cones 4 une série de surfaces du second degré homofocales, ces cones ont les
mémes axes principaux.

En effet la limite de ces cones, est le plan tangent en O, a la surface homofocale
passant par O; or I'axe principal intérieur de ce cone limite n'est aulre chose que la
normale i cette surface.

TotorENE LV, — Les deus parties d’une sécante comprise entre deux paraboloides iso-
théliques sont égales.

Pour démontrer ce théoréme il suffit de faire voir que le milieu de la partie intérieure
de la sécante est le méme pour les deux paraboloides.

Or pour le premier paraboloide, on a pour déterminer les coordonnées du milicu la
valeur de p suivante (voir les calculs du 1. théoréme) :

LM DO .
. 2p 24 2
pr = A
#~ o
ETEY
Le second paraboloide isothétique aura pour équation :
y &

Ty g

on aura donc la méme valeur pour le p du milicu de Ia partie intéricure de la sécante.
Le théoréme est donc démontré,

XXX,

Attraction d'une couche paraboloidale sur un point intérieur.
Tutonive V. — Une couche homogéne de matiére comprise entre deux paraboloides
isothctiques , W’exerce aucune aclion sur un point inlérieur.

En effet soit O le point attiré (fig. 2); imaginons un cone d’ouverlure infiniment petite
avant O pour sommet Il interceptera dans la couche deux petites portions de masse
AB A’B’ et CD C'D’
si nous prouvons que les attractions de ces deux masses sur O sont égales, le théoréme
sera démontré.
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THESE DE MECANIQUE. 13

Or du point O comme centre et avec un rayon égal a P'unité, décrivons une sphere ;
le cone intercepte sur cetle sphére une petite portlion de surface qui peut étre regardée
comme plane et que nous désignerons par . Actucllement, au moyen de spheres concen-
triques, on peut décomposer le volume AB A’B’ en élémens cylindriques ayant chacun
pour valeur :

or dr

r étant le rayon de 'une de ces sphéres. Si nous désignons par p la densité de la couche,
par « la masse du point O, par f Faction de I'unilé de masse sur 'unité de masse & I'u-
nilé de distance, I'élément ci-dessus exercera sur O I'action :

wlpedr

Paction de la masse entiére AB A’B’ sera donc :
¢fpo AB

Pour la méme raison ’action de CD C’D’ sera :

wfp e CD

Or d'aprés le théoréme IV, les deux lignes AB et CD sont égales; donc nolre théoréme
est démontré.

IvV.

Nature des surfaces de niveau relatives a l'attraction d'une couche para-
boloidale sur un point extérieur.

TutoriMe vi. — L’atlraction sur un point extérieur d'une couche homogéne infiniment
mince, comprise entre devx paraboloides isothétiques, est dirigée suivant Uaxe principal
du cone circonserit au paraboloide extérieur.

Nous supposerons les deux paraboloides isothéliques infiniment voisins, ct nous
prendrons pour P'élément différentiel de volume, la portion comprise dans Pintéricur
d'un petit cone ayan! son sommet au point O alliré. Soit dv ce volume, p la densité de la
couche, et r sa distance au point O. L’attraclion cxercée par cet élément sur le point
0 dont nous prendrons la masse pour unité sera:

pdv
re

Menons par le point O, trois axes rectangulaires 0 £, O 5, O { soit 8 'angle que le
rayon v fail avec le premier O £, ¢ Pangle que sa projection fait avec 'un des deux
autres 0 ». Le volume dv pourra étre remplacé par celui d’un parallelélipipede qui a une

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



14 THESE DE MECANIQUE.

de ses arétes dirigée suivapt r égale & dr, une seconde perpendieulaire au rayon r et
dégale a7 d 6, et la troisiéme perpendiculaire au plan des deux autres ¢léments et égale
arsindde;onadonc:
do=r*sinédrdode
Pattraction exercée par la masse de ce volume devient donc:
pdrsinéd®de

Actuellement menons pour les deux paraboloides, la corde et la sous-corde corres-
pondantes A la sécante, et aussi par le point attiré une paralléle & I'axe comme on Ie voil
dans la figure (3). On a d’aprés un théoréme démontré :

OA . OB _

s

0A’ . OB
%

OR

=0R'=0R+w&

en désignant par « la dislance des deux paraboloides. Il est clair que
§’D' = SD
donc :
OA’.OB’ — OA.OB =«.SD

mais si nous désignons par M le milicu de AB ou A’B’, nous aurons:

OA’ . OB’ =0OM — MA et OA.OB=0OM — NA"

donc: MA*—MA =w. SD
d’ou enfin: AN = —MAL—FSII:_[F

Or » élant la quantité infiniment petite qui détermine la couche attirante infiniment
mince, AA’ n’est auire chose que dr, donc:

dr = w. SD
MA -+ MA/
ou hien encore en négligeant une quantité infiniment petite par rapport & lui :
sD
2 dr = L2
2) "T 2 AB

transportons cetle valeur dans 'expression (1) de Patiraction de dv elle deviendra :

SD
3 — S !
(3) Pe g Singdode
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THESE DE MECANIQUE. 1%

Cetlte expression nous représente 'aclion du volume correspondant & AA’ nous aurons
une action parfaitement égale pour le volume correspondant & BB'. Donc Paction totale
«ur O du volume intercepté dans la couche paraboloidale par le cone infiniment pelit
d’ouverture imaginé par 0, a pour expression :

SD

A
(4) 2po—y

Singdodg

Jusqu'ici I'axe 0% est indéterminé de direction. Prenons maintenant pour cetle ligne,
I'axe principal intérieur du cdne circonscrit an paraboloide extérieur : désignons par

C le cone formé par les sécantes telles que soit constant , ce cone C 4 méme axe

principal intérieur que le cone circonserit d’aprés le théoréme II. Imaginons un plan par
Paxe O £, le cone C est coupé par ce plan suivant deux génératrices formant des angles
égaux ¢ avec 0%, donc d'aprés la forme de P'expression (4), les éléments de volume
situés aux extrémités de ces génératrices, exercent sur le point O des attractions égales,
ct dont la résultanic est dirigée conséquemment suivant O £, on peut done affirmer les
propositions suivantes:

1.c Deux cones infiniment voisins déterminés par I'éguation

——— == Const.

AC
interceptent dans lIa couche paraboloidale une poriion de volume (qui a la forme de
deux annecaux), doat Pattraction sur le point O est dirigée suivant I'axe principal inté-
rieur O £, du cone circonscrit a la surface extérieure de la couche.

2.2 Deux plans infiniments voisins menés par OA interceptent dans Ia couche entre
deux angles diédres opposés, une portion de volume dont I'attraction sur le point O est
dirigée suivant cet axe.

Il est clair que lethéoréme VI énoncé est une conséquence de I'une ou de I'autre pro-
position.

TatoniME vir.—L’attraction d’une couche homoyéne infiniment minge comprise entre dewr
paraboloides isothetiques , sur un point extcrieur, est dirigée suivant la normale en ce
point au pareboloide qui y passe, et qui est homofocal @ la surfuce exlerieure de la couche.

Ce théoréme résulte immédiatement de ce que O %, d’aprés le théoréme I cst normal
au paraboloide homofocal  la surface extérieure, passant par Ic point O.

Conclusion. — On appelle surfaces de niveau, celles sur lesquelles un point matéricl
altiré resterait en équilibre sous I'influence des forces qui le sollicitent , on voit done
par le théoréme précédent que les surfaces de niveau relalives & une couche infiniment
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16 THESE DE MECANIQUE.

mince comprise entre deux paraboloides isothétiques, sont des paraboloides dont les
sections principales ont les mémes foyers que celle de la surface extérieure de la couche.

V.

Valeur de l'attraction d’'une couche paraboloidale sur un point extérieur.

TutorEME vit — La valeusr du potentiel est constante pour tous les points d’une méme
surface de niveau.

Nous poserons :

v ffy i

la somme triple s'étendant & toute la couche attirante, » étant la distance du point O, a
un point quelconque de cette couche ; et nous nommerons cette intégrale le potenticl du
point 0. On sait que I'action de I'unité de masse sur I'unilé de masse étant Uunité de
force , la masse de O élant 'unité, on a pour les composantes de 1'action de la couche
sur O :

v
X= d «

(2) 4V
KT

7 =—

dy

L’attraction de 1a couche étant normale a la surfaee de niveau gui passe par ce point,
on a pour tous les points «, g, ¥ de cette surface,
dv av ayv
d

T u—i—dBdﬁ-!-

de, df, dy désignanl les coordonnées d’un point voisin sur la surface de niveau; cette
¢qualion montre que
(3) V = const.
pour tous les points d’une surface de niveau, en sorte que si la fonction Vde «, 8, «
ftait connue, Péquation (3) serait celle de ces surfaces remarquables.

Remarque. — Nous avons démontré que les surfaces de niveau relatives 4 une couche
paraboloidale, sont des paraboloides homofocaux , leur équation est donc généralement

Y? L»

Xte=—3 " 39

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



THESE DE MECANIQUE. 17

comme il doit avoir mémes foyers que le premier

—e=—g— dou2P=2p+4:

wlo "‘-”I"‘:’

— = % Pou Q=2q+ ke

500 équation est donc:

Y? VA
-+
2p+ b Qg+ 4

(&) X+e—

On voit donc que ¢ détermine ces diverses surfaces, par suite V est fonction de ¢ seu-
lement, car il reste constant sur tous les points d’'une méme surface.

Si on veut trouver celle qui passe par un point délerminé «, g, +, il suffit de résoudre
Péquation :
e ?*

(5) ate= Qp-l-&s + 2q+he

par rapport a e, Il est trés-facile de voir que cette équation a ses trois racines réelles et une
seulo positive ; il suffit de remarquer que si ¢ varie de -+ o0 4 — o0, le premier membre

BB + ,yﬁ
2p+he 2q+ihe

—g—f=0

change quatre fois de signes en s'annulant. Or, si e = -+ 00, le premier membre cst

négatif; si ¢ = 0, il est positif; si ¢ est négatif et trés-peu inférieur & —g— en valeur ab-

solue le premicr membre est encore positif; si ¢ dépasse en valeur absolue—g— le pre-
mier membre est négatif, mais il a passé par P'infini, nous négligeons ce changement
de sigoes ; si ¢ toujours négatif est trés-prés de——g— le premier membre redevient po-

sitif, il y a donc une racine négative comprise entre

_ 9 P
g T

puis en continuant 2 augmenter ¢, on fait passer le premier membre par l'infini; el il
change de signe; enfin si ¢ = — oo le premier memhre est positif, il y a donc encore
une racine négative, inférieure a
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18 THESE DE MECANIQUE.
P

2

dans ce raisonnement on suppose p > 4. On voit done qu’il n’existe qu’une seule racine
positive.

ProsLime III. — Trouver la valeur de Uattraction d’une couche homogéne comprise
entre deuz paraboloides isothétiques , infiniment voisins.

D’aprés ce qu'on a vu dans le théoréme VIII, il suffit de trouver :

av av ayv
dae > dp’ dy

Or V étant fonction de ¢ seulement on a :

[ dV ayv d e
d d e da
av av d e
d s d ¢ ds
av av de

dy - d e dy

On aura donc en posant :

d € e de \° d e E)
7 1= ( Le (_
(7) z d“).k M)+ dy)
I'expression suivante :

av

(8) A == k

pour Pattraction totale A de la couche.

Pour déterminer

, nous rappellerons que le potentiel satisfait & Péquation du
second ordre:

¢V &V dev

(9 de® - d p* * d ¢

=0

Celte équation peut se transformer en une autre aux différences ordinaires. En effet :

v _ d'v (ds : dv &«
d «® - d:® (lu)+ de d 4*
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THESE DE MECANIQUE. 19

v _ &y de>° av %«
d g d dp * Td: d p*

d=V v de )" dV d* ¢
d d s*® dey + d e o*

donc en posant :

., . d° ¢ de ¢
(10) AN iy A o
on a a la place de (9) :
eV, 4V .
(11) T b —— A=

d’ou 'on tire:

(12) dv Iz

C désigne une quantité indépendante de ¢, On a donc :

A" ¢

— — d :
A=Che h*

(13)

il reste pour achever le probléme, & trouyer : 1.2 h et A» ¢ en fonction de ¢; 2.° & déler-
miner la constante C.

L'équation qui liec & « B y est :

£ - v
2p+ 4L Qg+ e

(14) at =

On cn tire par la dérivation les valeurs suivantes en posant :

i p® + & &°
2p+Le° (2q+4&¢?

(15) w =1+
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i __ 1

da =

€ 1 24

dp = 2p+ke

de _ 1 2y

\dy @ 2q-+4e
et aussi
1 328 1 33y
A @ @p+he) @ (2q+ke)®
d’s_l 2 1 32¢s + 1 & gr [ 32p + 32 4° ]
dF = 2p+he = (2p+her @ Qp+he L@p+he)® (2t 4k
ds ¢ 1 2 1 32+ 1 4 oo [ 328 324° ]
— s e — 7 4 4
dy®* = 2¢+ke =° (2g+4he) @ (2g+hde)® L(Qp+4e)? (2g-+4e)’
Donc

e 1

(16) B=—

1 2 9
(7 A‘e-—T 2p+ie+2q+4e]
De ces valeurs on tire :

A® € 2 2
(18 BT Spake  2gak:
Or:
'A% 1 2de 1 o 2de 1 -
= [ —=—1(p+2 = D 29,

W de ) P+"2'E+ qu—kﬂe 2 (p+2¢) (g+20) l\/(p+?.s)(q+ls)l

donc enfin :
(19) 2C

A=\/—-; V (2p4+be) (2¢g+4e)
9.0

Pour déterminer la constante nous remarquerons que par I'équation {19) nous avons
une premiére valeur de I'attraction quand le point est sur la couche ellipsoidale; il suffit
de faire ¢ =0, on obtient :
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(20) A’

2C
- 4 » B £
Vikpg \/ 14+ _b_ . 79
» q
cherchoans & déterminer directement cetle atiraction.

Supposons le point O trés-voisin de la couche (fig. 4), laligne nommée O & danslen 1V
est trés-voisine de la normale a la surface menée par O. Menons une sécante OAB & la-
quelle correspondent deux volumes infiniments petits e¢n A et B, menons la corde et la
sous-corde correspondantes, joignons aussi OIS, menons la sous-corde SH correspon-
dante & cette sécante, enfin abaissons de S une perpendiculaire sur O £.

L'angle GOB =8 et les lignes AG, IG peuvent étre regardées comme des lignes
droites, perpendiculaires sur OG.

Cela posé, on a trouvé pour l'attraclion des deux élémens réunis A et B, au n. IV,

SD
QP("AB sinédodo

SD SD

Or: 2 — lim ——
r 25 lim OB
o SD SH

Mais: 0A.0B — 0I.0S
done SD _ OA.SH
: OB — 0I[.0S

multipliant les deux termes du second membre par cos §, et remarquant que
OA. cos 8 = 0G, il vient :

D 06G.SH
OB = Cos 6. 01.0S

Des deux triangles OIG, OSP, on tire :

or_ o6
0s — op

substituant OG dans I'équation précédente, il nous vient enfin :

SD _ OP. SH
OB Cos 6. 0S*

si le point O vient sur la surface méme { fig, 5/, ce second membre garde saforme pre-
miére; on a donc pour I'atiraction des deux élémens cn O et B
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OP. SH S

_ d
2po 05" cos 6 °
sa composante suivant Ia normale O Z sera :
. SH
2502050 ceando

0S

en intégrant pour g de 0 A —7r~, etpour ¢ de 0 & 2 =, on aura pour I'atiraction tolale,

p. SH
(21) AM=lbrpo O——T
0s
Ainsi en comparant 4 (20), on a:
OP. SH B [
(22) C=2mpa—— \/1 £
o5V Lrg S

Cette expression se simplifie considérablement : en effet si on méne ’ordonnée de O,
on obtient :

—
SK=a= gg_
donc :
OP 8 s
C=2mpo— Vipg \/1 + ﬁ,, +77

Dailleurs OP est la perpendiculaire abaissée de S sur le plan tangent en O, or o
trouve pour cette perpendiculaire :

oP =
ﬁs qu

1+ +

on a donc enfin :
(23) C=2spe \/4pq

On aura donc enfin pour I'atiraction cherchée

bxpo Vipyg

V (2p+he) (2q+he) kg &y
\/1+(‘2p+4e)" BRTYTY L

(28) A=
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Remarque I. — 11 faut remarquer que I’on a pour les composantes de 'attraction :

v _ av

d

da de dea

v= dv. __ dYV de
dp de dg

_dv _ dV d:
- dy de dy

- V@

2

ct pour l'attraction totale :

ou bien :

av -
est positif, et le signe — si - est négatif, car i
&

est une quantité positive si on se borne au signe + du radical pour /=. En d’autres

. A
le signe -+ devant étre pris si 7
€

termes on doit prendre pour A la valeur absolue de % ;le
€

, v -
II faut remarquer par conséquent que la valeur de T ne peut sc déduire de A qu’en
£

L dy
valeur absclue, et non en signe. Le signe se trouve directement. On voit ici que r

d I .
est négalif car X est positif d’aprés la dircction de A, et =2 st négatif, d’aprés le

dz
calcul fait précédemment. On a donc
N av hmpa Vikpy
(25) =
ds V(2p+he) (2q+ke)

Cetle remarque est indispensable dans D'éerilurc des composantes X Y Z, et dans le calcul
qui aurait pour objet de trouver le potentiel V.

Remarque 11. — Comme vérification nous pouvons chercher & déduire la valeur que
nous avons trouvéc direciement pour A de celle que M. Chasles donne pour Pattraction
d'une couche ellipsoidale. Dans le mémoire cité (lome XV du Journal de I'fcole Polylech-
nique, page 279) je trouve :

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



24 THESE DE MECANIQUE.

bxpbcda
aVal’+1°—a* \/an’-!-c‘—a’\/ «® & 7
al‘ -+ (a‘. -+ b’__ aﬂ). (al.+ c’_as)b

(26) A=

dans laquelle :

a, b, c — sont les axes principaux de la surface extérieure de la couche atlirante

da  — la distance des deux sommels des ellipsoides qui limitent cette couche
Oy — P’axe principal analogue 2 a de I'ellipsoide homofocal passant par le point
&, 8, .
Posons : a,=a-+4J

la limite de & quand a augmentera indéfiniment sera ¢, puisque nous avons désigné par
cette lettre la distance des sommets des paraboloides homofocaux.

Transportons P'origine au sommet de l'ellipsoide attirant, situé 2 gauche du centre,
et en laissant fixe les foyers des sections principales, posons :

pn
[ —
be = ap A
a
€ = aq—%—

observons enfin que d ¢ est ce que nous avons appelé & ; il viendra

bwpa \/ap— pé \/a@—%,—.

(a+4) \/Qa3‘+é"+ap-—2-\/2ad‘+9’+qa_q— (a=e) + B -+ Ll
' i 4 (a+d)* P°\° N
(‘2a3‘+35+ap—[1—) (Qa3+3’+aq—£—)

Faisons maintenant croitre ¢ indéfiniment et nous obtiendrons la limite suivante :

kxpo Vg

\/(p-i-%t)(q—i-ﬂs) 8 (%
\/1+(p+‘25)‘+(q+?s)’

A=

ou bien :
brpw \/4[)4]

A=
V(2p+he) (24 ke) 4 p° &y
\/1+(%1)+4s)‘+(2q+4:)'

c’est justement 'expression que nous avons trouvée d’une maniére directe.
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V.

Valeur de l'attraction d'une couche finie comprise entre deux paraboloides
isothétiques.

Nous avons pour les composantes de I'atiraction d’une couche infiniment mince :

b=pw \/l])l]

x_zr V (2p+he) (2q+ke)
f=— 85508 VIpT
(1) o V{(2p+he) (2g+h) (2p+4e)
I=— 8xowy Vipyg
o V{2pahe) (2q+ke) (2q+bke)
=1+ a2 e

(2p+de) (Bg+ke)

si I'on intégre ces formules entre deux valeurs extrémes de ¢ correspondant aux deux
paraboloides isothéliques qui terminent la couche , on aura les composantes de I'al{rac-
tion totale. Avant d’cffectucr U'intégration, il faut remplacer » par sa valeur en «,

Nous remarquerons d’abord que ces composantes auraient gardé exactement la méme

forme si nous avions pris pour parabeloide, non pas celui qui a son sommet A Povigine,
mais celui-ci quelconque :

yb ::
—h=
(2) z -1k %p+2q

Le paraboloide homofocal passant par le point « 8 v serait alors :

yﬁ :'—‘
3 E—kge= +
(3) 2p+he Qg+ he
par conséquent ¢ serait déterminé par I'équation :

B® v*
+
Ap+he  2qghe

(&) y— k4=

on voit donc que ¢ est fonction de &
augmenions i de », on aura:

g by*

—w+de="'——(2p+45)=di————(ﬁzq+4£)n
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ou bien :
(5) e==.de

Les composantes de 'attraction deviennent dooc :

4wp\/4pq de

X=
Vitpate) (Bg+h0)
(6) Y=— 879[3\/4)71] de
@p+be) {2 pake) (2g+ be)
7= Sz'p«/\//qu de

(2q+4e) V(2p+he)(2q+ihe)

Actuellement on peut supposer quek varie de 0 4 une certaine valeur, si on nomme <
la valeur correspondante & & =0, déicrminée par:

(7) &t g = £ -+ ¥
2p+he 29+k«

si en outre on suppose p une fonclion quelconque de %, en posant :

B v°
=T (k :([—{-__ — ]
® PR =T |ets 2p+hc 2q+hs

on aura pour les composantes de I'attraction totale que nous appellerons UVW

¢ pde
=4xV i
v=tn pq[\/{‘ap—*‘&s)(ﬂqﬂ-&e)

—_— € pde
‘_—8W3V4pﬂ[?2p+4d\MQ¢+h)wq+4d

¢ pde
W=—8
”7Vip{l?%q+4d\ﬂﬂp+h)ﬂq+4ﬂ

On peut parvenir & ces formules d’une maniére toute difiérente et encore plus simple
par la théorie des points correspondants; cn suivant une marche semblable a celle de
M. Chasles dans un mémoire inséré au tome V du Journal de M. Liouville.
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VIK.

Propriétés de l'attraction d'une couche paraboloidale sur divers points de
Vespace.

TutortME I. — Le mazimum d’attraction d’une couche paraboloidale sur des points

matériels cgaux placés en divers points d’une surface de niveau a liew quand le point est
au sommet,

En effet nous avons trouvé pour la valeur de I'atiraction exercée par une couche in-
finiment mince :

frxpaw \//qu

&g o
\/(2p+4=)(%q+4f)\/l+ (Zp+ &P  (2q+kep

1) A=

Cette quantité devient maximum , ¢ ne variant pas, quand
g=o ¥y =0

ce qui donne = —

en vertu de Péquation :

g v°

2 4=
(2) @ 4 ¢ 2p+’£e+2q+4e

On voit de plus par I'équation (1), que A tend vers zéro quand le point (afy) s’éloigne
indéliniment sur 1a nappe infinie de la surface de niveau, Ce théoréme d’ailleurs n’est
qu’un cas particulier du suivant.

TutoriME II. — Les attractions que la couche exerce sur divers points d’une méme
surface de niveau, sont proportionnelles aux épaisseurs en ces points d’une couche nfint-
ment mince qui & pour paroi externe celte surface, el pour paroi interne une surface
isothélique.

En cffet soit O le point « By sur le paraboloide homofocal & celui qui termine la
couche allirante ( fig. 6 ), soit

o’ = Ol
la distance des deux paraboloides isothétiques ; soit :

00'= J&n
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la portion de normale comprise entre ces deux couches. Si nous désignons par & m o les
cos. des angles que la normale ON fait avec les axes, on aura

1
¢ L= n_ ot
! ld — \/1+ Le ~+ i+
QP"‘&,E Qq-f-,kz (QP—{_&E)S (Qq_*_/‘”)p

d’ailleurs dn=1d
donc

&n 1
(4) —=

@ E) L ~®
\/1+ Le + ikl

(2p+ke) (2g+he)

Transportons cette valeur dans A, elle devient :

(L'zpwé\-n \//Lp([
V(@ prke) (2qFhe)

(5)

expression gui démonltre Ie théoréme énoncé,

TotoriMe 1L — Les attractions que la couche exerce sur divers points d’wne méme
surface de niveau sont en raison inverse des épaisseurs en ces points de la couche comprise
entre cetle surface, et la surface de niveaw infiniment voisine.

En effet prenons les notations de la premiére figure, ct soit 00’ I'épaisseur de Ila
couche formée par deux surfaces de niveau infiniment voisines; par le point O menons
unc paralicle a 'axe des , et soit Ol =d «, la ligne comprise. Les deux surfaces de
niveau ont pour équations :

B* 7

“+E=2p+/“ 2q+he

I = ﬁlc '}’,5
p+4d 2y &
? q

si le point I infiniment voisin qui la détermine a méme £ ¢t méme « que le premier O,
il vient en retranchant :

L B= bt
datde—=— L Be de by de

(2p+&e)® (2q+4e)e
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ainsi :
& oe
(®) d“__[l p+4=e)+('2{1+/£s)°
1
mais on a : 00=dn=d«
(A
TRprh Bqakee
donc :
4 s L ~B
(1) dne—de\ 1+ 1B, b7

(2p+Le)® (2qg+he)
donc il vient pour A

brpade Vipyg
dn V(2p+ie) (2q+4e)

(8) A=—

Or ce qui varie sur une méme surface de niveau c’est d n sculement.

Le 12 mars 1852, Vu et approuwve,

Le Doyen,

MILNE EDWARS.

Permis d'imprimer ,
Le Recteur de I’Académie de la Seine,

CAYX.
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THESE D’ASTRONOMIE.

Variation des Constantes arbitraires dans les Problémes
de la Mécanique céleste.

9
©

INTRODUCTION.

La méthode si féconde de la variation des constantes arbitraires dans les
problémes de la Mécanique céleste est due a I'illustre Lagrange. On sait
que son emploi ramene la recherche des perturbations a I'intégration d’un
systéme d’équations simultanées du premier ordre, dans lesquelles entrent
quinze coefficients indépendants du temps explicitement. M. Cauchy a donné
dans les comptes rendus ( 1840, 2.° sem. ) une méthode trés-remarquable
pour faire cette intégration. D’ailleurs, M. Binet, envisageant la question
de la variarion des constantes sous un point de vue analytique plus général
( 28.° cahier du Journ. de I'Ec. Pol. ) a fait voir que I'on peut s’affranchir
du calcul direct des quinze coeflicients, et trouver en méme temps toutes
les équations du mouvement troublé.

Appliquer la théorie de M. Binct seulement au probléme de la mécanique
ctleste ; retrouver par sa méthode les variations des éléments elliptiques sous
la forme simple donnée par M. Cauchy dans le mémoire cité plus haut:
sous la forme plus complexe employce par Poisson { tome VIII du Journ. de
I'Ecole Polytech. ); enfin intégrer ces ¢quations en suivant Ja méthode de
M. Cauchy; tel est le but de cette these. Je Vai divisée en trois parties,
dont voici le programme sommaire :

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



32 THESE D’ASTRONOMIE.

Dans la premiére j’établis d’'une maniére que je crois nouvelle les équa-
tions générales du mouvement ou entre la fonction T des forces vives. La
démonstration de ces équations a été donnée avec toute la généralité dési-
rable par M. Vieille, dans le tome X du Journal de M. Liouville; je crois
I'avoir renduc plus simple encore. J'applique ensuile i ces équations parti-
culicres la méthode générale de M. Binet, et j’en conelus la marche & suivre
dans tous les cas pour passer le plus rapidement possible du mouvement
primitif au mouvement troublé.

Dans la seconde partie, je fais I'application de la théorie précédente au
mouvement des planétes en suivant encore les indications de M. Binet pour
le cas plus géndéral d’un corps atliré vers un centre fixe par une force fonc-
tion quelconque de la distance. En prenant les éléments elliptiques choisis
par M. Cauchy, je retrouve les équations de ce géometre ( Compt. rend. ,
1840, 2.® sem., page 542 ). Enfin, je développe les transformations in-
diquées dans le mémoire de M. Binet, ct relatives au changement des élé-
ments ellipliques, j'en conclus les variations employcées par M. Liouville,
dans son cours au Collége de I'rance, en 1840 ( voir la these de Victor
Puyseux, méme année ) ). Ces Cquations sont celles de Poisson, & une
constante pres,

Dans Ia troisicme partie, je n'ai fait que reproduire & peu prés le mé-
moire de M. Cauchy, cit¢ plus haut.

PREMIERE PARTIE.
§ I. — Equations générales de la dynamique.

Les éguations du mouvement d'un systéme de points sont données par P'équation

’ & &y ( AV
Y 2| (o ) sar(tom ) v (rmm ) 2 [ =

(ui résulte du principe des vilesses virtuelles appliqué au principe de Dalembert. Il
faut joindre a cette équation les suivantes entre t z y z.

() Une faute de signe s’est glissée dans la cinquiéme formule de M. Puyseux, il faut
un signe -+ au lieu du second signe —.
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(2) L=10 M=0
qui expriment les liaisons des points du systéme. Admettons que
(3) Z(Xd‘w+Y6‘y+Zé‘z)=é\V

V ne contenant que £ y 5 ... et non leurs dérivées ' y’ 5/, relalives au temps.
Posons de plus suivant la nolation habituelle :

. 1
(4) T=TZm(x’”+y’°+z”)

On aura évidemment :

Zm ﬂé‘x-{-ﬂ-é‘yﬁ- dc’: ~)=—d-2m(w’a‘m+y'é‘y+z’3‘z)

at ae dat dt
—2m(m'é‘m’+y'&y'+z’é‘z’)
d aT dT
=—z5(— ity ¥ —aw -3
2 E\ gz 0o gy v )

On peut done mettre 'équation (1) sous la forme :

aT
3 )= EAY
dt E < J\y+d5' & ) ST 4 &V

Ou bien en posant :

(3) T+V=U

et remarquant de plus que V ne contient pas les dérivées 2” 3’ z' ..., sous la forme:
d dU dU ayu .

(6) —ﬁz oo T e é\):a‘b

Celte équation unic aux équations (2) peut donner toutes les équations du mouvement.

Cela posé prenons le mot Coordonnées dans son sens le plus général pour désigner un
ensemble de variables propres a fixer la position d’un systéme de points. Nous allons
démontrer le théoréme suivant:

TrEorEME. — Si Péquation (6) contient loutes les équations duw mouvement powr un
premier systéme de coordonnées, une équation toute semblable les conliendra toutes aussi
quand on substituera aux premiéres coordonnées le systeme des variables 8 ¢ ... réduites au
plus petit nombre possible k-1, si entre les premiéres au nombre de k, il y avait i équations
de condition.

En effet les anciennes variables sont des fonclions de ¢, et des nouvelles 6, @, ...
qui suffisent a la détermination des points du systéme , par exemple:

5.
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x=fonct (¢,0, @,4...)

by
, .
dr
tielles de 2 y ... relativement au temps, §’il entre dans Ies valeurs de ces variables d’une
maniére explicite , on aura:

dz Lo
donc en différentiant par rapport a ¢, et désignant par . les dérivées par-

o = d:v+dx e,+dx -
dt de do ¢
(7 g =W,

i
=2 Tae T, ¢

et aussi:

dz dz
dr=— 236

z 70 +d¢ s

dy

do

(8)

&Sy= :liy &0+ —= Jo

Car les & doivent dtre pris sans faire varier le temps. La quantité U est une fonction de
tzyz..a y z ..;par lasubstitution des valeurs de z y ... &’ %' % en fonction de
t0gp...0 ¢4 ..., elle devient fonction det ¢ o4 ...0 ¢ " ... mais &' ¢’ 4/ ...
n'y entrent que par 2’ ¥’ 5’... ; donc :

U U do LU dy U d#
W& = dr dY dy 4y T de a8

ou bien 4 cause des équations (7)

AU _dU ds  dU dy AU ds
W = dw a8 dy de ' ds de
(9) dU _dU de  dU dy U ds
— e L T
de’  dx dp dy do ds' do

.

Muttiplions ces derni¢res équations respectivement par 8¢ Mo &Y ... et ajoutons, il nous
viendra en désignant par £ une somme de termes semblables s'étendant & toates les
variables ¢ ¢ 4 ...

du dy ( dz dy
—db=—=—"=J0 4 S5=20p+...
T P T2\ q0 d8 4 2o &+ ) ( J‘¢+ )+
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ou bien en tenant compte des équations (8)

dU du du du
—_— = — —_— —dz
T EX = Sz + i Sy + iz )

Si done nous désignons encore par &'U la variation de Urapportée aux nouvelles coor-
données , équation (6) se transformera en cette autre toute semblable :

W ro=su

(11) Ui

Les nouvelles variables n’ayant entr’elles aucune relation, cette seule équation conduira
aux k-t équations du mouvement, en identifiant les coeflicients des mémes variations.

Il résulte du théoréme que nous venons de démontrer, que réciproquement si du
systéme des variables 8 ¢ +} ... réduites au plus petit nombre possible,, on veut passer
4 un autre systéme de variables.

qui auraient entr’elles un certain nombre de relations ¢
A= 10 #=0.....

ou ¢ pourrait entrer explicitement, Péquation (11) sera remplacée par une autre loute
semblable

d 4u du du
(12) —M—Z T 3\,,+.E€_,M)._»U
unie a
(13) A=0 p=10

et ’équation (12) combinée avec les relations (13) donnera encore toutes Ies équations
du mouvement.

Enfin si I'on voulait passer direclement du systéme des coordonnées £ y =... au systéme
des coordonnées £ # { ... en nombre différent, on voit que I'ensemble des relations (2)
et (6) , devra étre remplacé par I'ensemble des relations analogues (12) et (13).

§ IL — Propriétés des équations intégrales du mouvement.

Admettons que dans un probléme le nombre des variables propres a fixer la position
de chacun des points du systéme ait été réduit au minimum p; les équations difiérentielles
du probleme seront données par la seule relation
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d
() v de' U se=su

U étant définie par I'équation.
(2) T+V=U

L’intégration des p équations qui résultent de (1), fournira pour les variables des
valeurs fonctions du lemps et de 2 p constantes arbitraires

si 'on mellait dans I'équation (1) ces valcurs de 8 ¢ + ... il y aurait identilé entre les
deux membres, quelles que fussent les variations 8¢ d¢ ... ; on peul donc supposer que
ces variations résullent d’accroissements arbitraires

donnés aux constantes de U'intégration. D'ailleurs celte équation ayant licu indépen-
damment de toute valeur altribuée & chacune des guantités

a,b,e.... da,db,dc.....

on peut donner & ces constantes a, b, ¢... de nouveaux accroissements complélement
arbitraires el indépendants des premiers. Nous les désignerons par

et nous désignerons par A F Paccroissement de toute fonction résultant de ces variations.
On aura donc identité

. d
(3) WZ. S Je)—Aa‘L

Nous aurions pu supposer les constanles différentiées d’abord par A et puis les diffé-
rentier par &, par le méme raisonnement. On peut done échanger dans I'identité (3) tes
deux caractéristiques J et A, et Pon aura la nouvelle identité .

(&) = Za* e )=a‘AU

Par la soustraction nous ¢o concluons la nouvelle identité :

[Za“(de, Ae) Z ‘;g Je):‘:o

ou plus simplement -
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N d du ay
5) d_t[:Z; Aty Je]

Il faut bien entendre cette relation (3) : les variables 8 ¢ ... y sont supposées remplacées
par leurs valeurs ent, a, b, c...,les varialions 86 ... A8 ... par leurs valcurs en
tabe...da...Aa..., en sorte que la parenthése est une foncliondet,a, b...d ¢,
&bh...Aa, A b ..... 01 I'identité (5) nous apprend que , ces auhsmunons faites dans la
parenthcae, ¢ disparait, et quelle ne renferme plus que :

a,b,c...0a,0b,dc..Aa,Ab,Ac...

Cette parenthése est donc une constante, nous la désignerons par la notation [ &, a7,
en sorte gu’on a pour définition:

(6) [J\A]:Z . AO—-ZA— so

Remarque 1. — Dans le second membre de la relation (6) les & et les A sont comple-
tement arbitraires et indépendants des uns des autres; on peut donc en supposer nuls
autant qu'on voudra. Si par exemple on suppose tous les A nuls a Pexception de

Ag
et tous les &'nuls a 'exception de
&b
on obtient :
(7 Aaé‘b[ ¢éU__ d;U, +...]=const.
dbde’ db dads

En d'aulres termes, les termes en ¢ disparaissent dans la parenthése (7), si aux variables
on substitue leurs valeursent e b ... Nous tombons ainsi sur les parcnthéses de Lagrange.
et nous dénontrons leur importante propriélé (tome I de la mécanique analytique. p. 328).
Mais on voit que notre équation (6) esi beaucoup plus géunérale.

Remarque II. — Onb peut arriver d'unc autre maniére & la rclation (6) et au théoréme
qui en dépend.

Supposons que dans Péquation (1)

du
d0=
®) dc rratad

on ait mis pour 6 ¢... 80 &¢. . leurs valeursen ¢t a bc...dadb dc..., les deux mem-
bres identiques seront des fonctionsdet a... J a... Donc cn intégrant on aura Videntilé:
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4 (14 t
(9) [Zde'“]=/ J\U.dt=J‘/Ud¢

car le & indique une variation prise dans une fonction sans faire varier le temps. Dé-
signons par &6, 8¢, ... les valeurs de 8¢ &¢...ent,a, b... Fa db... ou pourfon
a mis zéro, I'identité (9) devient la snivante :

au
de, Z( )Mo-*-é‘fUdt

On peut actuellement donner aux constanfes de nouveaux accroissements

(10)

Aag Ab Ac...

enliérement arbitraires et indépendants des premiers, il en résultera 'identité

ZA'WMt Z i(de, a*e°‘+Aa~[tUd:

si on échange ensuite les caractéristiques au moyen du raisonnement déja employé , on

Zaade,Aez Zaz( )Aeo‘—kJ‘A[tUdl

et en soustrayant on aura enfin cette derniere relation identigue:

(1) Za AO_ZA M-—-Za‘(de,) at—Ya (de,) 3o,

qui conduit aux mémes conclusions que la relalion (6).
L’identité (10) cst & remarquer. On y voit que

du
—_. 0

de’
aprés la substitulion des variablesen ta... da ... s¢ compose de deux parties dont
I'une ne contient pas le temps explicitement, et dont I'autre est une variation exacte
par ¢ d’une fonction qui renferme le temps. On voit donc que si 'on avait pour but de
caleuler [ &, A ], aprés avoir formé
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dU

T

en fonctionde ¢, a,b,... &a, &b... on pourrait alors sans inconvénient y faire t =0,
et continuer avec le résultat ainsi obtenu, car la fonction de ¢ donnde par f ‘U de,

disparait dans { &, A] aprés I'échange des caracténistiques & et A, et la soustraction.
Mais il ne faut pas oublier qu’on ne doit faire £ = 0 qu’aprés la substitution des variables
exprimées en ta, b,c... &a, &b, Jc.

§ III. — Calcul de la constante désignée par [, A].

Le calcul de cette constante est comme nous le verrons plus loin trés-important daus
la théorie des perturbations , voici deux procédds pour y arriver simplement.

PREMIER PnocEpg.

1.° On formera P'expression:

dUu au dU
—_— = 0 — cereeee
20 20 dy 30 4 d.p' J\¢+

en mettant pour les variables 6 ¢ ... les valeurs données par I'intégration en fabe...
On remplacera aussi &6 & @.., par leurs valeurs tirées des mémes équationsenta, b, ...
&a, 3b... La somme précédente prendra la forme :

Ade +BIba-Clec+.....

A, B, C... désignant certaines fonctions deta, b, ¢...

Daprés la derniére remarque précédente on peut laisser dans cette somme ¢ algébri-
quement, ou lui donner une valeur particuliére quelconque.

Si on trouve une variation exacte & It dans cette somme , on peut la négliger pour la
suite des calculs, car les termes auxquels elle donnera lieu dans [ &, A] se détruiront.
On peut donc en particulier négliger tous les termes qui ne renferment qu’une seule cons-
tante, comme par exemple

f(t, a)da

car de pareilles termes sont des variations exactes de certaines fonctions.

Si on rencontre dans ceite somme des lermes de la forme S & R, comme on a iden-
liquement :

SOR=2>(SR)—RJIS
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40 THESE D’ASTRONOMIE.

on pourra négliger le premier terme & (S R ), et prendre — R &S qui peut dtre d’un
cmploi plus commode que le terme primitif.

2.0 La somme precédente étant réduite 4 son expression la plus simple on la diffé-
rentiera par A, ce qui donnera:

AA Fda+AB Fb+AC Fec+...

3.° On intervertira Pordre des caractéristiques ce qui conduira i :
dA. Aa+3B. Ab+JIC. Ac+ ...

.o Enfin du dernier résultat on retranchera le précédent, ce qui donnera:
[ Al=JA Aa—AA da+ ...

Et si Yon veut, on peut ordonner aprés le développement par rapport 4 Aa, Ab...

DeuxiEME PROCEDE.

On peut encore opérer de la maniére suivante
1.° On formera d’abord :

du du
W‘W“"

cn fonction des variables 8 ¢ + ...

2.2 On différentiera par & chacune de ces expressions, ce qui doanera:

dU _ d" U U d* U

W P R Y
e wap YT wa A

v _ v, T T
d’ ~ do db do'ds * T agdy

.......

3.° Dans chacune de ces expressions on remplacera les variables ¢ ¢ ... el leurs
variations par leurs valeurs en fonction deta d... da &b...; ces expressions de-
viendront:

3 il =—Ade+Bdb+Cdc¢+....
v

2 Sa B PbaCootn.
de

4.+ On multipliera respectivement ces somme3 par A9 A ¢... qui se déduiront de
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898 &¢... trouvés précédemment; on ajoutera en négligeant dans la somme tous les
termes renfermant les deux variations d’une méme lettre, tels que

PlaAa

On négligera encore deux termes qui en présentant les variations de deux lettres diffé-
rentes, auraient le méme coefficient , tels que

PlaAb+PAadd

5.2 On changera enfin Pordre des caracléristiques, et 'on retranchera le dernier
résultat du premicr, ce qui donnera évidemment la constante

J\A]—ZJ\ Ae—-ZA—— 2o

Avant cette derniére opération, il est clair qu'en a pu donner au temps une valeur
particuliére quelconque.

§ IV. — Mouvements troublés.

I’équation (11) du § I donne pour les équations différentielles du mouvement :

d dU _ du
2y T de

(1) d dU  du
dt dp T do

en méme nombre que les variables 0 ¢ ... Supposons que les seconds membres se trou-
vent angmentés de nouvelles quantités , résultant de Uintroduction de nouvelles forees
dans le systeme. Si

désignent les fonctions de ¢ 6 @ ) ... résultant de cette introduction; les nouvelles
équations différenticlles seront :

d du dC

W(Terz—dﬂ—' + (8)
(2) d dU _ du
a PP i + (9)

....... 0
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42 THESE D’ASTRONOMIE.

Nous supposerons méme, ¢e qui n’arrive pas dans les problémes d’astronomie, que
(8) (@) ... puissent contenir 8’ ¢’... Le mouvement donné par les équations (2) se
nomme mouvement troudlé, par rapport a celui des équations (1), qui en est une premiére
approximation, si (8) (¢)...sont des quantités petites par rapport a celles qu'elles ac-
compaguent , quel que soit ¢.

Supposons qu'on ait intégré généralement les équations (1); @ ¢... seront donnés
en fonction dua temps et de 2 p constantes arbitraires, on aura donc:

& = fonct. (¢, a, b, ¢...)
(3) @ = fonct. (¢, a, b, ¢...)

-----

Ces intégrales peuvent éire regardées comme celles des équations (2), pourvuquea,
b, ¢... soient considérées comme des fonctions du temps convenablement choisies. Pour
trouver ces fonctions du temps, il suffit d’exprimer que les fonctions (3) satisfont aux
équations (2); mais comme nous n’aurons ainsi qu’un nombre p d’équations. de condi-
tion , nous pourrons en outre assujeltir ces fonctions & p nouvelles conditions que nous
choisirons.

Nous désignerons par d la différentielle compléle d’une fonction en considérant tabe...
comme variables; par d&'la différentielle qu’on obtient en faisant varier seulement les pa-
ramétres a be... et par un accent ou par D; la ‘dérivée prise en faisant varier seule-
ment ¢, sans faire varier les constantes. D'aprés cela on aura:

(%) do=¢' dt+dp
wassic

J‘°=-:—Za‘ +%.}b+
) > =%%a“a+%%—é‘b+

Supposons que &9, J¢ soient nulles, c'est-a-dire que 'on ait entre les variations
dadb... aunombre de 2 p,les p équalions :

4o
—da+—
| da d  db.. =0
d
(6) A P db+...—0
da
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Les équations (%) deviendront alors :

(7) ld¢=¢ldt

Les dérivées nouvelles de® ¢... par rapport au temps, seront donc les mémes fonctions
detab c... que dans le mouvement non troublé, et par suite une fonction quelconque
de

Lo b 00" ...

sera la méme fonction de fa bc dans les deux mouvements. Notre conclusion s'applique
en particulier aux fonctions :

dU dU du dyu
& dp a4

On aura encore en vertu des notations adoptées :

aui _ _ dU du

d_—de,-—Dt—-——de, .dt‘*‘é\-———d,

(8) au 4y du
_d¢' =Dy P .dt—*.a\—d?,

substituons dans les équations (2) et remarquons que I'on a identiquement i cause des
équations (1) :

du au
D =

(9) dU dU
D= —

dg' ~ dp

......

(@ d
(10) du
& d‘,pl - (¢) dt

Les équations (10) unies aux équations (6) fourniraient par la résolution d’équations du
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premier degré les valeurs cherchées de E? %’ Mais un artifice ingénieux va nous

fournir toutes ces équations en méme temps, et pous indiquer un procédé de caleul
simple, annoncé dans 'introduction.
Admettons que les fonctions du temps ¢

g, b,ec...

aient été choisies convenablement pour identifier les équations (10). Donnons 2 ces
fonctions des accroissements arbitraires et indépendants désignés par :

Aa Ab Ac...

il en résultera pour 8 ¢ ... des accroissements arbitraires et indépendants des pre~
miers. Multiplions les identités (10) respectivement par :

A Ap AY...

el ajoutons, il viendra Pidentité :

(11) Za_ Ab—dt=(8)Ag

De cette identité retranchons membre & membre cette autre

au
(12) ZAd—e; .8o=0

qui résulte des équations &8 =0 ¢ =0...; ou en conclura encore 'identité :

(13) Za“ AG—ZA— Mo=drs(e) Ao

Mais nous avons vu que le premier membre apreés la substitution des valeurs trouvées
dans le mouvement non troublé pour 8 @ ... en fonction de ¢ a b... devient une simple
fonction de

abec.. Jdadbdc.. AadbAc..
Donc aprés cette substitution faite et au moyen des notations adoptées nous aurons :
(14) (F,a]=dt=(9)As

Si on développe le second membre, en mettant pour les variables leurs valeurs, i
prendra la forme :

([¢eAa+pAb+yAc..]dt
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@ @ v... désignant des fonclions de ta b ¢... D’ailleurs le calcul du premier membre de
(14) conduit & une expression de la forme:

PAa+QAb+RAC...

P Q R... désignant des fonctions indépendantes du temps et linéaires en da db Jec... 5
donc on sera conduit par la seule équation (14) aux 2 p équations du premier degré,

ropres a donner da db
prop aa
P =« dt
(15) Q=gdt
- . . . da db \ .
Ainsi, pour conclure, les équations qui donnent TR dépendent uniquement de la

difficulté de développer [&, A]. Nous avons vu que la marche du calcul de cetle cons-
tante est a la fois simple et naturelle. La recherche ordinaire des 13 coefficients de
Poisson n’est pas sans difficulté , et d’ailleurs pour 'abréger il faut souvent avoir recours
4 des artifices de calcul qui se présentent peu naturellement.

SECONDE PFPARTIE.

§ I. — Mouvement elliptique d'une Planéte.

Prenons pour origine mobile le centre du soleil , et pour axes de coordonnées dans lc
mouvement relatif des planétes autour de ce centre, trois axes fixes passant par ce
centre , le plan des zy pouvant coincider avec le plan invariable de notre systéme pla-
nétaire. Réduisons & leurs centres de gravité respectifs les planétes, et soient :

M — la masse du soleil ;

m, m'... les masses des planctes ;
7, r'... leurs distances du soleil ;
p... les distances de m aux diverses planéles ;
2ys, x'ys’... les coordonnées rectangulaires relalives de m, m'...
... I'angle sous lequel on verrait p du centre du soleil.
On trouve facilement que les équations du mouvement de m sont
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d*z B dR
e T do
dy _»y __ dR
M T T T Ty
d*z K3 dR
- t+— = —_——
de® 7 dz
oul'ona:
g=M—+m
=gyt 2t =gt eyt g
(e )P+ (y—y' )+ (5—5")°
_ & +yy' + 55
() cos ¢ —
pomlstgess) | ow
r P
LA r
\ = m,: 00S. & — — — ..
\ 7 4

La quantité R se nomme fonction perturbatrice ; si cette quantité devenait nulle , [e
mouvement de la planéte serait produit par I'action du soleil seutement. Cetle derniére
force est trés grande par rapport & celle qui provient des planétes, le mouvement dem
différera donc peu du mouvement fourni par:

d’z »T
T
&’y ry

B il
d‘z #3
T =0

Nous allons d’abord étudier ce mouvement, et pour montrer Papplication des di-
verses parties de la théorie exposée précédemment, nous entrerons ici dans quelques
détails , bien que le sujet soit traité dans tous les ouvrages de dynamique. D ailleurs
nous avons besoin de fixer le sens des diverses constanles de I'intégration, que nous
allons substituer a celles que I'on considére généralement.

Nous allons substituer aux coordonnés rectangulaires, des coordonnées polaires, gui
se présenlent assez naturcllement dans celte question. Projelons m sur le plan des zy ,
soit P celte projection. Nommons : 6 Pangle de » avec sa projection , ou la latitude de
m; ¢ I'angle du plan z M m avec le plan z 2, ou la longitude de m ; nous aurons:
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= 7 ¢0S § COS @
& y =1 cos ¢ sin ¢
Z=1sing
Pour avoir les équations du mouvement dans ce mouveau systéme de coordonnées,
transformons
(8) QT:m"+y'°+zIB

nous trouvons :

(6) AT = 1754150 Cos*g 416"
Dailleurs :
(1) xax+yay+za~=37’f=av
done :
1 #
(8) U=T+ V= o (rs 1 9% €02 g4 7 0% ) - —

on en déduit pour les équations du mouvement :

‘Z—’;=r¢ln cos“e+re"—-£-
d
(9) ~r (72 ¢ cosrp) =0
d ’ s .
T(T'e y=—17"¢"»singcose

Nous allons intégrer ces équations.
1. Le principe des forces vives nous fournit immédiatement I'intégrale

T—V+H=0

H étanl une constante arbitraire ; cetie équation se réduit a:

(1) 7 43 ' cos B g+t 80 = QTF —2H

On retrouverait celle intégrale au moyen des équations (9), en les multipliant respec-
tivement par dr, do, dp, les ajoutant, et intégrant.
2.° La seconde des équations (9) nous donne :

(11) re @’ c0s’9=C

C étant une constante arbitraire, dépendante des conditions initiales, nous la sup-
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poserons positive , ce qui est toujours permis, puisque 'on peut prendre le systéme
d’axes , de maniére 4 voir s’exéculer de 2 & y le mouvement de P.

3. Eliminons ¢’ entre (11) et la derniére équation (9), nous aurons:

d (1) =— C®sin ¢
di r°cos’ 0
d’ol , multipliant par 2 r* ¢’ et intégrant:
(12) 74"+ ¢ =K*

cos* g
la constante du second membre est essentiellement positive, nous la représentons par le
carré d’une quantité, que nous pouvons supposer positive.

4.° Eliminons ¢ et 8 entre les trois intégrales premiéres que nous venons de trouver,
il en résultera toute réduction faite :

(13) r%:i V3ur—2Hr —K°

Nous prendrons le signe +, en supposant que nous considérions le mouvement pendant
queraugmente avec le temps. Si on veut avoir le minimum et le maximum de 7 il suf-
fit d’égaler le radical & zéro. Ce qui donne :

(14) QH s — Q g 7+ Ko=0

On en conclut pour la valeur minimum de » que nous désignerons par ¢

, k= V@ 1K

Désignons par = le temps du passage de r par cette valeur minimum, nous conclurons
de (13), lintégrale :

16 . r rdr
S
(16) , VEZer—2Hr —Ks

Pour exécuter cette intégration on se sert ordinairement d’une variable auxiliaire u que
'on nomme I'anomalie excentrique.

5.0 L'équation (11) donne dt; mettons sa valeur dans I'’équation (12) nous en con-
clurons:
C>de° ¢
d ¢® cos*g  os® '
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. d ,
s0it y Pangle aigu maximum de ¢, pour lequel on a d—; =6, on conclut de la précé-
dente relation :

(17) Ce=K* cos®y d’ou C=Kcosy

L'équation précédente devient par cette valeur de K*

1 d o 1 1

+ =
cos* o d s coss @ cos®

d'ol1 en intégrant :

, . gt
18 — 2= arc sin
(18) o gy

ou ce qui est la méme chose :
(19) tg o=ty v sin (p—e)

La quantité « est la valeur de ¢ répondant & g=o0; c’est donc I’angle du neeud ascen-
dant avec I'axe des # Je dis neeud ascendant car pour trouver I'équation (18), j'ai
extrait une racine, et en ne prenant que le signe <+, j’ai supposé que 9 augmentait
avec @.

Cetle relation (19) nous apprend un fait important , qui, du reste, résulte immédia-
tement des équations écrites en coordonnées rectangles, a savoir que la courbe est
plane. En effet, la relation (19) est celle qui existe entre deux cOtés perpendiculaires.

6, — e

d’'nn triangle sphérique rectangle, 'hypothénuse formant I'angle conslant ¥ avec le cdte
@ — «. L’orbite de m est donc dans un plan incliné de ¥ sur z y, et dont la trace fait un
angle constant «, avec M 2. Désignons par v ’hypothénuse de ce triangle , ¢’est-a-dire
Fangle du rayon vecteur avec la ligne du nceud ascendant, on aura:

cosv = cos 6 cos (@ — )
(20) sin § — sin v sin ¥
tg(p—a)=1tgvcosy

6.° De la derniére des équations (20) nous concluons par la différentiation

do dvcosy _ dvcosy
cos* (p—e«)  costv OS2 0cost(Q—a)

et en tenant compte de 'équation (11), et aussi de I’équalion (17)

~1
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r* dy
21 —_—
(21) T K

La constante K est donc celle que fournirait le principe des aires appliqué au probléme,
il est facile de voir que cette quantité représente le moment de la vitesse de la planéte
relativement au point M, ou la moitié de l'aire décrite dans I'unité de temps. Comme
€ =K cos v, la constante C est la projection sur z y, de ce moment, ou de cette aire.

En remplagant dans Péquation (21) d ¢ par sa valeur en » il vient
dv= K dr
rV2gpr—2Hr—K*®

d’ol I’on tire en désignant par o lalongitude héliocentrique du périhélie, ¢’est-a-dire la
valeur de v correspondante & la plus petile valeur der

K dr
(22) v— o=
o 7 V2ur—2H»®—X

ou bien:

K® — pr

93 V) — & = 3r¢ €08
(43) r V * — 2 HK®

Cette derniére intégrale fait voir la nature de la courbe décrite. C'est une ellipse
dont le foyer est le soleil M, si H est positif , car 'excentricité que nous représenterons
par ¢ (*) est donnée par :

Vi —2 HK®
‘u

3=

L'intégrale (23) combinée avec les équations (20) et (19}, fera connaitre & et ¢ en fonc-
tion de7, qui est connu en fonction du temps au moyen de I'équation (16)

Si on veut revenir des coordonnées polaires , aux coordonnées rectangulaires, on se
reportera aux équations (19) ct (20), oo conclut de la premiére équation (20)

COS V== COS § COS @ COS « —+ COS 0 Sin @ sid «

d’on TCOSY =2 COS &+ ¥ Sina

(*) 1l nous parait utile de désigner comme M. Cauchy V'excentricité par ¢ el non par ¢,carla
lettre e représente généralement la base du systéme népérien des logarithmes, et son usage est fréquent
en astronomie.
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de la seconde équation (20) on tire
z=rsinvysiny
de 1’équation (19)
7 sinD » COSy = ¥ COS « — & 5in «
d’ol enfin :
£ =17 COS? COS « — 7 SiD v Sin « €OS

(24) Y =7 €0S v sin « —+ r s5in v €OS @ COS ¥
5 =7 8in v sin ¢

§ I — Equations différenticlles du mouvement troublé.

En suivant la méthode indiquée dans la premiére partie, je vais calculer la constante
[ 4, A] relative au mouvement elliptique que nous venons d’étudier. Pour cela:

1.0 Je forme Ia somme :

=01 d“?‘-f-d—T—a\fp—l-—Z%é‘e

S_d'r’ do¢'

il s’agit d'y remplacer les variables par leurs valeurs exprimées en fonction de ¢ et des
constantes
rwae HEKC

de lintégration. Je remplace d’abord les dérivées de T par leurs valeurs, il vient:
§)) S=r'dr+Cdlo+1r"¢’ g
puis de la troisiéme des équations (20), nous concluons:

cos'yJ\v sin © cos v sin o

— Raad AN ¢
(2) So=dat cos” ¢ cos" 8§ 4

et de la seconde
8’'cosg=cosvsiny. o’
dg.cose=cosvsinydv-+sinvcosydy
d’on

7-9 vl . . .
r° g de= —5 [ cos® vsin® ¥ &0 4+ sin v cos v sin v cosy & ¥ ]
cos®

K . .
=— [cos® v sin® ¥ &'v + 810 v ¢os v sin ¥ €OS y3&y]
€0s
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On conclut de la
Clo+rg’'dg=Cla+KJv

toute réduction faite , on a donc au lieu de (1)
{8) S=r'dr+(Cle+K v

Pour transformer #’ &', posons:

’r » ] Iy
" Q=f d'r\/Qm-:QHr—-K
P

on a d'aprés I'équation (13) du § précédent :

Vopr —2H” — K
-

(5) =

et I'on déduit de équation (4) en remarquant que Q est fonction de H, K, »; et de  qui
est fonctionde Het K,

d
d

% o+ LUV ONILL I SONILL

(6) 7= dH iK P

Mais on a:

d
dr

dQ r —rdr V%, —2HpP —K* d
dH V 2ur—2H» —K* P dH
4

ou d’aprés (16) = — (¢ —1)

aQ _/7' —Kdr _ V2up—2H 7  — K dy

=

-
=
©

dK rV2ur—aHr —K° p d K
ou d’aprés (22) =— (v —w)

40 __ Vie, gk _

dp p

donc il vient :
FQ=¢"dr+ (z-t)dH+ (w-2v) K
d’ou S=40Q—+ U+t —wdK+vdK+Coa+Kdu
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Nous pouvons négliger & Q,tJH,» d K + K v, et remplacer C &« par — 2 J C, d'ol
=—2dC—7JdH—wdK
2.0 Je différentic par 4, j’obtiens
AS=—AgdC—ArdH—AwdK
3.° Fintervertis 'ordre des caracléristiques, j’obtiens
#S=—322AC—3rAH—-JsAK
&.c D’ou par la soustraction :
(7 [HA]l=ArdH+AedK+A2dC—drAN—dwAK —3eAC

Cette expression d’aprés la méthode indiquée, doit étre égaléed = (8) A6 . dt, nous
avons donc ici

d 1
Ar dH+80dK+AxdC _ 4R 4R o dR
dt dr daw d a
— aR dR d R
— — ——A — c_ 1
dr AH—-0wAK—32AC BT H T AK . A

D’ou 'on conclut pour déterminer les fonctions du temps = o « I K C les six équations
simples:

4R dR ds iR
¢ d- dt = aunm
iK iR d o AR
(8) 4T - T 4 a7 = dK
ic iR da AR
dt = da dt — d¢

Nos six constantes HK € = @e, ont une signification que nous allons rappeler :

1.° Hest la constante introduite par le principe des forces vives, il est facile de voir
que cetle constante positive représente la force vive de la planéte m a I'époque de son
passage par 'extrémité du petit axe de I'ellipse qui est son orbite.

En cffet » désignant la vitesse de m a I'époque ¢, la force vive est donnée & la méme
épocue par :

1 #

9 5 F= N

D’un autre c6té la plus grande et la plus petite valeur de» sont délerminées par :
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Kl

250

(10) r“-——;%r+

et la trajectoire élant une ellipse, les deux racines de cette équation sont :
p=a(l-¢) f=a(l+e)
a, ¢ désignant respectivement le demi grand axe, et I’excentricité. On a donc:

©
(11) #w=2Ha s ou H=%

Quand m passe par I'extrémité du petit axe, on a r = a, donc alors la force vive est:
L —H=2H-l=H

ce qu’il fallait prouver.

2.> K est le moment de la vitesse sur le plan de I'orbite, par rapport aYorigine.

3.0 C en est la projection sur le plan des zy.

k.o r estle temps du passage de la planéte au périhélie.

5.0 « est Pangle de la ligne du périhélie avec la ligne des nceuds, ou la longitude
héliocentrique du périhélie.

6.c « est’angle que fait la ligne du nceud ascendant avec une ligne fixe située sur zy.

Remarque. — En étudiant le mouvement primitif de la planéte en coordonnées po-
laires , nous avons eu un exemple du passage d’un systéme de variables 4 un autre. En
général on oxpose le mouvemenl elliptique en se servant des coordonnées rectilignes
x y z; (voir le traité de mécanique de M. Duhamel, tome II). On trouve ainsi sim-
plement pour déterminer » et v en ¢

. r rdr
_—TrT=
o V2pr—2Hr—K°
r Kdr
V— =
) T V2pr—2Hr—K?

7 C sin v sin «
K

¢ Csinv cos «
K

et en suite :

=T COS¥ COS ¢ —

Yy =1 Ccososina +
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rsinov K*—(C®
K

Si avec ce sysiéme de coordonnées on veut calculer [ &, A] par la méthode de M. Binet;
il faut d’abord former en fonction des constantes et de leurs variations: 2’ &z -+
y' &y + 2z’ 2z, Or on trouve d’abord en indiquant les calculs :

g'dz+y' dy+3/'dz=

(o) (B ()] o () () )]

dz dz dy dy ds dz
4+ — = 598 ’ ’
dr dv * dr dv T dr dv (7' oo )

dz dz dy dy de dz dy dy
+ 9t Qo| — - L )+ —_——
" e T )T\ T .
dz dy dJ dz dy dy ds ds
& (._‘T —_— L —_ — ._
A Gl e il e dr dC)-H)'N: @ dC T ac dC)
dz dg dy dy ds o ( dx dy dy My ds ds
R Wl el ol dK 7K & " dw K d dK)
Mais c dy ds ont les cos. des angles que le rayon 7 fait avec les axes et
dr dr dvr s 8s Cos. gles q t '
dzx dy

les cos. des angles que la perpendiculaire a ce rayon fait avec

rdv ° rdv ' rdo
les axes, donc:

()~ () =1 () (@) <) =

dz da:+dy dy+dz dz

dr dv dr dv dr dv

d’ailleurs le calcul direct montre trés-simplement que toutes les autres parenthéses sont
nulles a I'exception de celle qui multiplie v’ &'« , pour laquelle on trouve

dx dw+dy dJ _rC

dv d=z dv dz K

donc:

=r'dr+Kdv+Cdea

wdx+y dy+3ds=2dr+rv So+rt 0

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



56 THESE D’ASTRONOMIE.

a partir dela le calcul continue comme précédemment , et au moyen de l'iniégrale Q on
trouve :

' ds+y ' Fy+z'd3=8Q+tH+9vK+aC)—7dH —wdK —adC

§ III. — Changement de Constantes.

On peut avoir besoin de changer de constantes arbitraires pour I'étude des pertur-
bations; nous allons montrer comment s’effectverait ce changement, en passant de nos
équations différentielles (8) a celles qu'on emploie généralement.

Supposons les nouvelles constantes liées aux aneiennes par :

a* n®
==
K=anV1_-¢
C=a"nV1—ecosy

(1 nr=—({—a)

@ = o
a:u'

_# \+

\ =

ad

Les constantes primitives sont donc remplacées par six aulres qui sont :

a —— le demi-grand axe de I'orbite;

¢ —— Dexcentricilé ;

o' —— Pangle de la ligne du neeud ascendant avec celle du périhélie ;
o’ —— Dangle de la ligne du neud ascendant avec I'axe des x ;

v —— l'inclinaison du plan de V'orbite sur le plan des z y ;

{ —— une constante telle qu'au passage au périlélie on ait n ¢ +{ — o’ =o.
de da' do’ dy d¢

¢ voici la march ie suis -
dt dt dt d¢t d¢t d¢t ’ e que je suis :

Pour trouver

1.0 Je cherche les dérivées des anciennes conslantes en fonction des dérivées des nou-
velles constantes, ce qui me donne toute déduction faite :
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/ di _  an* da
dt 2 dt
K anV1—o do e de
dt 2 a1 —. dt
dC _an V1—wocosy da  a*necosy de o T doy
—— —_—_———— T — ¢ sin y——
(;2)§ dt 2 at Vi—ge & ¢ Y dt
plr 00 L 3(4=0) do
dt dat dt 2a dt
di) _ dw'
e ds
\ de _ da!
\dt . dt

2.0 Jen conclus le tableau (3) des dérivées des anciennes constantes par rapport aux

nouvelles dont elles sont des fonctions

; dH an’ dK _  anV1—¢  dC _

an vV 1 —¢ cosy

! “da ) da 2 da D)
jan_ K _ e ne & arnecosy
de de Vi—g de 11—t
dH dK dac
= i w0
dH dK daC
rr = i
dH dK ac —
d—y-: 0 d_y= 0 ’d—y-=—a°n\/1'—:"$ill'/
dH dK dC
a7 0 i = daz
(3)
dr 8(e'—C) da do
—_— % 0 —_— 0
da 2 an da da
dr de de
= _ - = 0
d: 0 de de
dr da da
= —_— = — 1
da! 0 de’ 0 da’
d= 1 dw de
= — — = 1 22—
da' n do' do'
dr dw de
' = 0 —_—= 0 = 0
| dv dy dy
LI do de g
Ll n ag ag
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3.° Je cherche les dérivées de R par rapport aux nouvelles constantes, el m’aidant
des équations (8) du § précédent , et des résultats qui précédent, je trouve:

;dR an [ dl dw')+ an/1—¢ do - anV/1—¢ cosy da'
/ a 2 \ de d 9 dt 2 dt
dR - e ne 4o __atneCosy da
de Vi-—¢ de vV 1—¢* dt
dR  anV1—¢cosy da  a’necosy de o n V1= sin dy
dut T 2 dt+\/_pdt+ ¢ LT
(1) 1—c
dR an da a®ns de
= T U-VI=a) groe—= @
dR _ da'
d—y=_ a® n \/l—s”Sin'y“E‘
dR an da
\dg T T e &

, S .., da :
k. Jerésous enfin ces équations par rapport aux dérivees 57 ce ¢ui me donne:

do 2 dR
at an 4l
de Vi—e dR +\/1'—e°(1—\/1—-e”) dR
e acne dd e’ ne Tiz
da! _ 1 dR
dt a®n V1—¢siny dy
(51 gur Vi-¢ dR c0s ¥ dR
=-— - — —_—
de a’ ne de 0N /T 5 5in, dv
dy _ 1 iR__ cos ¥ (dR + dR
dt enVi—esing %  wanV1—csing \ d“")
L d 2R Vi—¢ (1—VT—¢) dr c0s ¥ dR
2 = —_ — -
L dt an da " ne de

e*nV1— ¢ sin v dy

Ces formules coincideraient avec celles de Poisson en y remplacant encore { — « par c.
Ce sont celles employées par M. Liouville dans son cours, au Collége de France, en 1841.
On les retrouve dans la thése de Victor Puyseux , sur I'invariabilité des grands axes,
présentée & la Faculté de Paris.
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TROISIEME PARTIE.

§ L — Intégration d’'un systéme d'équations différentielles.

1. — Eantre les variables principales £y z ... et une derniére variable indépendante ¢
soient les équations différentielles

dz dy _ ds
X

(1) at =

Y T 71

XY Z... étant des fonctions de £ y z... . Les quantités z y =... seront des fonctions de ¢
parfaitement délerminées si on les assujellit & vérifier les équations (1), quel que soit ¢,
et a se réduire pour ¢ = ¢ respectivement

(2) Z 2 C ...
soient ABC ... ce que deviennent les fonctions X Y Z ... quand aux variables @ y ... ¢
onmet,%x ... 0;les variations de ces quantités arbitraires seront liées par:

¢  dyw _ 4l

3 - - =
3) 48 =—¢ B C

En vertu des relations (1) et (2), # y z ... sont des fonctions parfaitement déterminces
de £4 ... 0,¢; ona par exemple:

(&) ( s % (& 1,0 0, 1)

@ ¥ x ... étant assujetties & vérifier identiquement :

| 6=0(5,7, 8. 0,0)
{ n=+(&,4,0..4,8)
€=Z(£’":€--~ 6,9)

(5

soit d'ailleurs I’équation aux différentielles partielles

dQ da da do
—_— —_— — 4+ — =
(6) e i A+ T B 17 C ...=o

Nous arriverons aux théoremes suivants :
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TueoriME 1. — Les fonctions (&) et généralement une fonction déterminée
(7) s=f(z, 9y, 5...)
de ces fonctions satisfait identiquement & (6) .

En effet en vertu des équations (&), s est une fonctionde %, 5, £... ¢, ¢ donnée par
exemple par :

(8) s=F (&, », L... 8,¢)
mais comme le systéme des variables
2,49, C0...0
peut varier indépendamment du systéme des variables :
sy s..¢

les variations d £, d 4... d © satisferont 2 la relation :

dF dF dF dF
— —_— =0
ded + dgd£+d;;d”+ 7 dg...

mais a cause des relations (3) , il en résulte entre £ 4, {... 8, ¢ larelation :

dF dF dF dF
—C..
'TR dg - A+ B+d€

Cette relation devant avoir lieu quels que soient :

Eon L., 8, ¢t

est une identité: ce qu’il fallait démontrer.

Tntorine II. — Soient @ ¥ x... des fonctions de &4 ... 8, ¢t ayant la double pro-
priéte de satisfaire & Uéquation (6) et de se véduire respectivememt & &, », ... pour t=8,
on aura les intégrales des équations (1) en posant :

e=@ (& 1, .o 0, t)
(9) y=4 (& », {... 0,¢)
5=x(t, 1,C...0,¢)

Je remarquerai d’abord que la condition (2) étant satisfaite il reste & prouver que les
variations d ¢t dz dy dz... sont assujetiies aux conditions (1).

Or les quantilés £, », £... ¢, formant un systéme de variables arbitraires et indépen-
dantes de ¢ y 5 .. t, nous aurons entre leurs variations les relations :
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do  dodt dodn  do df
R R . . SO |
@ T dde o dnde acan *

o , dbds b dbdl

5 T4 7 S =0
(10) B dede A de At
dz+dzd£+dxdn dzdc+ -0

@ d A dr Al dn

En retranchant membre 4 membre ces inégalilés de celles qu'on obtient en exprimant
que@ ¢ x ... satisfont & I’équation (6) ; il vient:

-g—;- ﬂzé--—A)—%—‘BE- Z—Z-—B)+d¢ dC C)
d‘l' di A) Z;’ —B)+“ ‘M c)

dy B
d—e—A)““ R ae——“)“'—"

El comme le déterminant des parenthéses n'est pas identiquement nul il faut que I'on ait:

(11) ¢

A

d¢ _ dy _ d{
(12) dezﬁ = dT E...

Telles sont donc les relations qui lieront entr’elles 4 C... 6, d& dy ... do, dans les
hypothéses du théoréme II. Comme d’ailleurs & » £... ¢ sont des variables indépendantes
susceptibles dc prendre respectivement les valeurs

Ty 3.
ilenrésullequex y 5... ¢, dx dy ds ... d¢ satisfont dans les hypothéses du théore-
me IT aux relations (1): ce qu'il fallait démontrer.

Corollaire. — On est donc ramené généralement & cetle question pour intégrer les

équations (1) : trouver une fonction sde &, », £ ... 0 satisfaisant identiquement & (6);
et se réduisant pour t = g & une fonction déterminée

T = f(i, n, Z...)
de &, », {... Cest ce que nous allons chercher actuellement.
2. — Posons pour abréger :

149} do li£e]
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L'équation (6) prend la forme :

e
(14) -F-a-VQ—O

Pour trouver une fonction sde %, »,Z... 9, ¢ satisfaisant identiquement & (13) et se
réduisant pour ¢ = 0 2 une fonction déterminée « de £, #, ... il suffit de poser:

(14) S=c—+ot+egstocs,....
oy op oy... €tant donnés par:

0'g=b/: Vr de
(15) [ =L/;t Va', de
T3 =L/;t Vc; dé

en effet on a avec Péquation (14)

ds do dos dog _
w T w Tt TV VeV

Vs' = Va' “+= Vr, -+ v'rc...

donc ¢’cst bien I'équation (14) unie aux équations (18) qui fournit Pintégrale cherchée,
si toutefois la série (14) est convergente.

On peut la metire sous une autre forme. Pour cela désignons par U: U. ce que
devient une fonction Ude ¢, 4, £... 8, quand on y met pour 9 successivement 0, 6 ..,

il est facile de voir que :
o1 =ﬂt Vx o do

Y M M VAN

dont I'intégrale cherchée est:

(16) R AV R ) i v v P N

dans le cas ol la série est convergente.

§ IL — Développement de la fonction pertubatrice.

Nous avons trouvé pour la fonction pertubatrice.
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(1) R— Zm’ a:x+JJ+~~)__nL
P

le signe £ s’étendant & toutes les planétes perturbatrices m’ m” ... D’aprés ce que nous
avons vu dans le mouvement elliptique de m, les coordonnées z y = sont liées aux
coordonnées polaires » et » par:

& =7 C0S v COS&— 7 SInv sin « CoS y
(2) 4 =17 COS v Sik @ + 7 SiB D COS & COS &
S =1rsin v sin v

si v désigne 'anomalie excentrique , on a d’aprés la formule (16, du § I, 2.™¢ partie).
(3) r=a (1 —¢cosu)

on en conclut d’aprés la méme formule (16)

(4) n(t—r)=T=u—csiny

I'angle T est ce qu'on nomme 'anomalie moyenne, Enfin de 1'équation (23) du § I sc-
conde partie, on conclut :

_ cOsu—¢
Cos(v—w) = l1—ecosu
(5) \
(1—¢ )7 sinu
Sin (v—a) =

1—:cosu

En accentuant teutes les letlres ces formules seront relatives aux planétes ms mr ..

Par la formule (4), et au moyen de la série de Lagrange, u peut étre développé cu
une série de termes proportionnels aux sinus et cosinus des multiples de I'angle T, il en
est de méme de toute fonction explicite de u, el par suite der, cosv, sinv, z, y, s.
Donc en verlu de la formule (1) R est développable en une série de termes dont I'un
quelconque sera proportionnel au sinus ou cosinus de la somme de deux multiples quel-
conques , des anomalies moyennes ainsi groupées:

T, T'; T,T"; ...

D’aillcurs comme en vertu de formules connues de semblables sinus ou cosinus s’expri-
ment & Paide des puissances entiéres positives nulles ou négatives de deux des expo-
nentielles :

LTV—=T V=1 ,TV=T ...

R est développable en une série de termes donnée par :
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Dans cetle formule, p p’ désignent deux nombres entiers posilifs , nuls ou négatifs,
(m, m'), o désigne le coeflicient indépendant de T T, de I'exponentielle dont I'ar-
gument est p T -+ p’ T'; enfin le signe sommatoire désigne une somme de termes ana-
logues, et s'étend d’une part aux diverses valeurs possibles de p, p’; de I'autre aux
diverses planétes perturbatrices m’, m” ...

§ IIL. — Intégration des équations du mouvement troublé.

Si dans les formules du mouvement elliptique nous mettons les valeurs de rw « HK C
déterminées par les équations

dr _ dR di __ dR
Tdt - dH T A
(]) ia.,.._—__-_d_ﬂ_ .d_K=—-ﬂ
de  dK at da
de _ dR dC _ _ dR
Tdr o de at e

nous aurons les intégrales du mouvement troublé (1), or elles sont de la forme étudiée
au §. L.
Pour éviter toute confusion nous appellerons :

r « « H XK C
les valeurs des éléments & une époque ¢ prise arbitrairement, et
T, &; @ HL Kz C;
les valeurs de ces mémes éléments i 1'époque variable ¢. Nous désignerons aussi par
R

e que devient R, quand on ymet @ ala placede ¢, et parsuite = « « H K C pour les
éléments. L’équation caractéristique aux différentielles partielles qui fournit toutes les in-
tégrales du systéme (1) est
dQ
(2) =5 +7 e=0
en posant :
_dR de 4R do dR da 4R do +an' da  dR do

3 o= - -
B v dl dr dr dH T GK de  de dK 4G dz  dm dC
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Si I'on appelle « la valeur donnée pour ¢ = 8 d’une fonction déterminée s des éléments
v o «; H; K, C, , on a pour la déterminer la formule:

t t t
(i) S.—a--i-/.v‘rd61+/'fv.v,rde,d9,+....
0 [} 0,

Si on veut en déduire les valeurs des six éléments, il suffit d’y remplacer successivement
cparr @ « H K G, d'ailleurs comme en vertu de la formule (3) on a simplement :

d-R d=R

=& B=—2"

Ve=0T vE=-2

: _dR __dR
(8 VeEw YRR
R

Ve ;:.di}_{'.. vc:—L

de

les valeurs des six éléments sont données par les six équations suivantes :

t £
dR
=7 + ——de, Ve —— d8:d 0y ...
A dH
,—-w+f deSx /fv#——dﬁndex+----
dl=¢+/ dC d0,+/.‘/.V=——d05d0;+...
dsR
—n—f ffv,——'-de.de,-.-....
t it
daR,
K,=K— ffv=—dsgda,+....
o o d o
t ¢
daR
c,:c—/ ' d ,_f
p de (]

il ne faut pas oublier que dans les seconds membres Jes valeurs des éléments sont rap-
portées a1'épogue 8.

daR,

Regardons m' m”... les masses des planétes perturbatrices, comme des quantités

9.
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66 THESE D’ASTRONOMIE.

trés-petites du premier ordre; R est alors une quantité trés-petite du premier ordre, il
en sera de méme de \/ =, et par suite de toutes les intégrales simples dans les formules
qui précédent. La quantité /> /i < contiendra a tous ses lermes soit le produit de deux
masses perturbatrices, soit le carré de 'une de ces masses, elle sera donc du second ordre
d e petilesse; aussi toules les intégrales doubles des formules ci-dessus sont des quantités
trés-petites du second ordre ; etainsi de suite. On désigne ces diverses parties de la va-
leurs de s, par le nom d'inégalités. On voit donc que les inégalités du premier ordre des
six éléments, sont données par :

! t t
daRy d
L= “d= — HRad b
’ [ am 4 dH[ He
t t
d:R, d
ay = -——dex= —_— nR.;del
[ dK dK[
t t
daRs d
= ol = — Rid o
"= [ ac ‘"= @ o
(6)
t ¢
an1 d
_—— 1 = - 3R- del
H [ —— de dr[ .
b daRr d ¢
K1='— d91=~—-——' AR-tdex
f da do o
‘ b doRs d t
Cl=“f _— d91=—‘——/ nR-l.dex
0 da de A

§ IV. — Inégalités séculaires du premier ordre.

Les inégalilés du premier ordre dépendent toutes comme I'on voit du caleul de Fin-
tégrale.
/3
(1) Rde
[

Désignons par © © ce que deviennent les anomalies moyennes = =’ quand on y rem-
place ¢ par 8 , nous aurons :

() J{:Z(,,,,m,) L(pO+p &)V
»,p

le coefficient (m, m'),, , et © @' renfermant les valeurs des éléments pour Yépo-
que 6. Or:
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O@=n(8—~) O’ '=n'(6—12")...
PO +p'@=(np+na'p )l —(apr+aps’)

(pn+p'n’)u\/—d —(p717+p'1l"7')\/—-j
Ro= E (m, m"), o e e

¢ —pnTap ‘r’)\/'_—_ﬂ t (p n+p’n’)9\/:—3
9 (i

(prap )t /=t pr+pa)o/—1 -
3) = E(m,m’)p.p:e —¢ e(p"T+p TV

(pn+p’n')\/—4

Admettons que p p’ aient des valeurs telles que:
(4) patpra’=o9
la valeur de la fraction qui se trouve dans la formule (3) cst alors
t— 8

Désignons par S 'ensemble des termes pour lesquels elle n’est pas remplie, la formule
(3) devient :

L
(5) R dé =S 4P

[
et 'on a:

~(pnTp Il"l")\/j
(6) S=Z (m, ') o o (t—9) ¢
avec PR+ P =0
et:

(p:x-i—p‘n’)t_\/:? (pn +p' n') 0 \/-TJ

e —e
(7) P= Z(m'm,) Py (pn+p' 0") /Y ¢
n=p >
p I z 0

P R SRV ger

avec
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On aura donc en substituant dans les formules du paragraphe précédent par exemple
la formule :

® b= %

ds ds§
et il faut remarquer que PR renferment ¢ — ¢ en facteur dans tous leurs ter~
T @

mes , ils croissent donc proportionnellement au temps compté a partir d’unc certaine

dp 4P
ds da T
jours I'un des facteurs de I'exposant d’'une exponentielle népérienne, que I'on peut trans-
former en sinus ou cosinus. Donc en définitive la variation du premier ordre de chague
élément se compose de deux espéces de termes. Les uns reprennent périodiquement la
méme valeur, quand leur argument c’est-a-dire I'angle renfermé sous le signe sinus ou
cosinus croit d’une ou de plusieurs circonférences; on les désigne pour cette raison sous
le nom de Inégalités périodiques. Les autres qui croisent proportionnellement au temps,
peuvent étre considérés comme provenant du développement de sinus ou cosinus cor-
respondants & des périodes embrassant un grand nombre de siécles, on les nomme
Inégalités séculaires.

On voit donc que si 'on veut les inégalités séculaires du premier ordre pour P'élément
H, on se servira de la formule

origine ; au contraire dans tous les termes de le temps ¢ sera tou-

dSs
9 H=— —
) ! d =
Dans notre systéme planétaire les moyens mouvements n et n’sont toujours incom-
mensurables, donc la condition (4) ne peut ¢tre remplie & moins que:
(10) p=40 p'=0

Dans ce cas:

(11) s:Z (mym') o0 (t—9

On en déduit
)

i = °

Donc la variation du premier ordre de I'élément I, n’offrira point d’inégalités séeulaires:
il en sera de méme du grand axe 2 ¢ lié & 11 par

&
P 9 q = —
(12) o= £
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Nous démontrons comme 1’on voit d’une maniére trés-simple et trés-générale le beau
théoréme que Laplace découvrit en 1778, mais en ne tenant comple que des premiéres
puissances des excentricités et des inclinaisons. C’est Lagrange qui le premier en 1776
le démontra dans toule sa généralité.
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