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EXTENSION

L HYPERESPACQGC]

DE LA METHODE

L]

DE M. CARL: NEUMANN

POUR LA RESOLUTION DE PROBLEMES RELATIFS AUX FONCTIONS DE VARIABLES REELLES
QUI VERIFIENT L'EQUATION DIFFERENTIELLE AF = 0.

INTRODUGTION.

Depuis longtemps déja, les théories de la Mécanique rationnelle et de la
Physique mathématique ont conduit les géomeétres & I'étude des fonctions de
variables réelles qui vérifient I'équation différentielle AF = 0. Les recherches
se poursuivent dans la voie ouverte par Laplace, Green, Gauss, Thomson,
Dirichlet et Riemann, et parmi les travaux remarquables publiés récemment
sur ce sujet, il faut citer au premier rang ceux de M. Carl Neumann (*).
L’éminent géométre s’est occupé des problémes auxquels donnent lieu les
fonctions dont il s’agit, lorsqu’on les assujettit & prendre des valeurs données
soit sur un contour, soit sur une surface fermée (suivant qu’il s’agit d’une
fonction & deux ou a trois variables), et il est parvenu a les résoudre dans des
cas extrémement étendus par une méthode & la fois trés rigoureuse et trés
élégante. Préoccupé surtout des applications physiques de ses théories, M. Neu-
mann n’a pas cherché a les étendre au cas d’'un nombre quelconque de variables :
le but principal de notre travail est précisément de faire voir qu’elles subsistent,

() Untersuchungen iber das Logarithmische und Newton’sche Potential. Leipsig, 1877.

RIQUIER. 1
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2 INTRODUCTION.

indépendamment de ce nombre, et qu’elles s’appliquent, avec les mémes res-
trictions, aux surfaces fermdes de I'espace a p dimensions.

Aprés avoir établi rigoureusement les propositions générales relatives aux
fonctions de p variables réelles qui vérifient Iéquation” différentielle AF = 0, et
avoir énoncé les problémes dont nous aurons & nous occuper, nous exposons les
propriétés d’une intégrale remarquable, d T'aide de laquelle M. Neumann les
résout, puis la belle méthode de la moyenne arithmétique (chapitres I, II et III).
Il nous.a semblé que certaines démonstrations de M. Neumann, par la maniére
méme dont il les expose, laissaient subsister quelques doutes dans Desprit du
lecteur : nous nous sommes efforcé de mettre partout en pleine lumiére la
rigueur parfaite dont la méthode est susceptible (). Enfin nous avons indiqué
briévement les quelques différences que présente avec le cas général celui des
fonctions de deux variables.

Le chapitre IV traite du cas particulier de la sphére dans l'espace a p dimen-
sions. Nous en donnons deux solutions directes, extrémement simples I'une et
Pautre, en combinant les propriétés de l'intégrale de M. Neumann tantot avec
celles du potentiel, tantét avec le théoréme de Thomson, préalablement géné-
ralisé, sur la transformation par rayons vecteurs réciproques. Nous retrouvons
de cette maniére et nous étendons a I’hyperespace les formules connues depuis
longtemps pour I'espace a deux et & trois dimensions.

Dans le cas des fonctions de deux variables, et pour la résolution du probléme
dit intérieur, les travaux de M. Neumann se trouvent complétés en grande partie
par ceux de M. Schwarz, dont la méthode, extrémement élégante, suppose essen-
tiellement le nombre des variables égal a deux (%). Le chapitre V est consacré
a la résolution du méme probléme dans quelques cas spéciaux de l'espace a
p dimensions auxquels la méthode de la moyenne arithmétique n’est pas appli-
cable : citons entre autres le cas du parallélipipéde rectangle. Dans cette partie
de notre travail, certaines idées nous ont été suggérées par la lecture d’un passage
de Riemann (3), et, comme dans le chapitre précédent, nous avons fait un fréquent
usage des propriétés de I'intégrale de M. Neumann.

() Voir en particulier les numéros 28 et 29.

(®) Dans I'espace a deux dimensions, la méthode de la moyenne arithmétique est applicable & un contour
convexe quelconque, le triangle et le quadrilatére exceptés. Dans un de ses mémoires, M. Schwarz traite avec
détail le cas d'un polygone limité par des droites ou des arcs de cercle.

(8) Schwere, Electricitét und Magnetismus, nach den Vorlesungen von Bernhardi Riemann, bearbeitet
von Karl Hottendorf. Hannover, 1876. Voir le paragraphe intitulé : Die Green’sche Function fir ein Paralle-
lepipedon, pages 8% a 88. ‘
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GHAPITRE- PREMIER.

PROPOSITIONS GENERALES.

4. Avant d’établir les propositions générales relatives aux fonctions de
p variables réelles qui vérifient 'équation différentielle :

Varp ger IF
AF_()x2+0—Z—/§+... SR v ,

il est indispensable de donner qudques explicalions sur ce que Pon nomme
Vespace d p dimensions.

I. Etant donné un déterminant & éléments réels, nous dirons qu’il est ortho-
gonal si dans toute ligne la somme des carrés des éléments est égale a I'unité,
et si dans toute combinaison de deux lignes la somme des produits des éléments
de méme rang est égale a zéro. On sait que les mémes propriétés subsistent alors
pour les colonnes, que le déterminant a pour valeur - 1 ou — 14, et que le
coefficient de chfxque élément dans le déterminant développé est égal a 1’élément
lui-méme multiplié par la valeur du déterminant.

Etant donné un tableau reclangulaire a4 éléments réels contenant moins de
lignes que de colonnes (p — ¢ lignes et p colonnes), si les lignes de ce tableau
satisfont aux deux conditions énoncées dans la définition précédente, on peut
toujours, en y ajoutant g lignes convenablement choisies, le transformer en
un déterminant orthogonal. Il suffit en effet de faire voir que, si 'on ajoute au
tableau donné une ligne a éléments réels, on peut toujours choisir les éléments
de la ligne ajoutde de telle sorte que le tableau rectangulaire ainsi obtenu satisfasse
encore aux deux conditions dont il s’agit. Or, soient

le tableau donné, et

la Jigne ajoutée. Les p — ¢ équations linéaires et homogénes :

(=)

aly + ayh, + o+ @k, = 0,
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4 EXTENSION A L’HYPERESPACE

admettent par rapport aux p inconnues h,, h,, ..., h, quelque solution ou ces
inconnues sont réelles et non nulles a la fois, et ot par suite la somme des carrés
des inconnues n’est pas nulle. Soit

N1y MNas o5  Np
I'une de ces solutions; il suffira alors de faire :

By hy h, 1

N1 M B Vol 4+ ) + ... + 02

II. Nous appellerons point dans I'espace a p dimensions un systéme de valeurs
réelles particuliéres attribué aux p variables indépendantes «, ¥, ..., ¢. Par ana-
logie avec ce qui a lieu dans I'espace a deux et a trois dimensions, nous appelle-
rons changement des coordonnées rectangulaires dans I’espace a p dimensions le
changement de variables défini par les formules suivantes :

w—w’+a1&+bi-q+ e
) y=1' +a“+b2n+ +l»,

............. . . .

t——t'+ap,+bpn+. +lr,

ou x', y', ..., t' désignent les coordonnées d'un point particulier, et ou le
déterminant formé par les coefficients des nouvelles variables &, 4, ..., © est

supposé orthogonal. Ce changement de variables peut d’ailleurs se décomposer
" en deux de la maniére suivante :

(2) =0 +{E); Y= ), wue t=+ (1),
&) = a8+ b+ ... + U7,

(3) (1) = @& + byn + ... +ZQT:
(T) &=z E 4 bp‘q -+ + It

Nous dirons encore que par les formules (2) on transporte parallélement &
eux-mémes les plans coordonnés rectangulaires, que par les formules (3) on
change les directions de ces plans sans changer l'origine.

On appelle distance de deux points :

la racine carrée positive de la quantité :
(@ — @) + (Y, — ¥s)* + o + (L — )

On démontre trés facilement que la distance de deux points a une valeur indé-
pendante des plans coordonnés rectangulaires.

Enfin, la transformation définie par les formules (1) n’altére pas la forme de
I'équation différentielle AT = 0.
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DE LA METHODE DE M. CARL NEUMANN. 5

III. 10 Etant donnés dans Uespace d p dimensions p — 1 points :

Tp—1y Yp-15 ++0y bp—1y

on peut Loujours, en changeant la direction des plans coordonnés rectangulaires,
annuler p — 1 coordonnées situées dans une méme file verticale du tableau
ci-dessus. :

2 Etant donné dans Uespace d p dimensions un point quelconque, on peut
toujours, en changeant la direction des plans coordonnés rectangulaires, annuler
p — 1 de ses coordonnées.

Les formules pour changer la direction des plans coordonnés sont :

x=a,&+ b+ ... +1Un,
% Y = a6 + by A .+ LT,

© e e e %o ses s ce s st 0saa e o

t =a,5 + byq + ... + U7,

et comme le déterminant formé avec les coefficients des nouvelles variables doit
étre supposé orthogonal, ces formules, résolues par rapport a&, , ..., r, donnent :

(4 bis)

bx + b,y + ... + byt,

S s et e s e e c et asen e s

E=a,2 + a,y + ... + a,t,
Y

T=lLx + Ly + ... + Lt
Désignons par
Evr My e T
Ez) N2> wovy Tpy

So—1y Moty eory To1s
les nouvelles coordonnées des points donnés.
1° On peut disposer des éléments du déterminant des formules (4) de maniére
a annuler &, &, ..., &_,.
En effet, on doit avoir entre ces éléments les relations :

or, + ey, + ..+ a,t, =0,
%, + 0y, + ...+ a,t, =0,

Olp—1+ BlYp_1+ ... + At 1= 0;

on en peut tirer pour a,, a,, ..., a, des valeurs réelles, non nulles a la fois, et
dont la somme des carrés soit égale a l'unité. Il suffit alors d’ajouter & cette
premiére colonne p — 1 colonnes choisies de maniére a former un déterminant
orthogonal.

20 On peut disposer des éléments du déterminant de maniére & annulerx,, ..., t,.
Donnons en effet & a,, a,, ..., a, des valeurs proportionnelles a x,, y,, ..., ¢, et
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6 EXTENSION A L’HYPERESPACE

dont la somme des carrés soit égale a 1; puis ajoutons p —1 colonnes choisies
de maniére & former un déterminant orthogonal : & cause de la proportionnalité
supposée, les formules (4 bis) donnent des valeurs nulles pour v, ..., =,.

2, Sil'on considére tous les systémes de valeurs qui, substituées aux p lettres
@ B, ¥, .-+ 3, &, vérifient la relation :

5 0 + P2y =,
7

il est facile de se rendre compte que ’on obtient une fois et une seule chacun de
ces systémes de valeurs, en posant :

/’ o= cos §,,
| B=sin 0, cos 6,
v = sin 0, sin 0, cos 0,

© e e s ise e PO

(6)

Q2 .

= sin 0,'sin 0, sin 6, ...-sin' 6, -, cos 0, _,,
== sin 0, sin 6, sin 0, ... sin 0, _, sin 6, _,,

/
™
|
l

avec les inégalités :

A

P
"

Q) 0=6== 0

A

0, 0=0,,=m 0=0,_,<2x

) ooy

Cela étant, si on considére tous les points de lespace qui se trouvent a la
distance p d’'un point fixe quelconque x,, ¥,, ..., &, C’est & dire qui vérifient la
relation :

(x— @) + Y —y) + .. +(t—t)2= gy

il est clair que chacun de ces points sera donné une fois et une seule par les
formules :

(8) =&, +ap, Y=Y, + Bp, ..., t=1t + ep,

% B, ..., ¢ élant définis par les relations (6) jointes aux inégalités (7). Si enfin dans
les formules (8) on considére p comme étant lui-méme un paramétre arbitraire
pouvant varier de 0 a + o, les formules (8) donneront une fois et une seule
chaque point de I'espace, & 'exception toutefois du point x,, ¥,, ony by, que Pon
obtiendra pour p = 0, indépendamment des valeurs altribuées aux angles 0,,
Byy vrrg Bet oy :

3. I. Si dans les formules (8) on considére p comme un parameétre arbitraire
pouvant varier de — o & -~ o0, et a, §, ..., ¢ comme des constantes, que I'on
peut toujours supposer vérifier la relation (5), 'ensemble des points ainsi obtenus
forme une droite dans I'espace & p dimensions. Les équations (8) ne changent pas
de forme par la transformation des coordonnées rectangulaires : si U'on applique
en effet les formules (1) et que l'on désigne par &, «,, ...y T, les nouvelles coor-
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DE LA METHODE DE M. CARL NEUMANN. i

données du point x,, y,, ..., t,, on trouve aisément :

ST

E=E, =al gsr M=y o PPyl ¥ = T, - B g5

’

oua, p

4

, ..., ¢ ont les valeurs suivantes :

o = a4 + 4,0 F .o 4 a,E,
©) ' =0bo0 + 0,06 + ... + bys,

e =lha-+LB+ ... +1¢

et par conséquent vérifient la relation (5), comme «, 8, ..., e.
11 est évident que la droite (8) est également représentée par les formules :

10) & — 2, —op, =, — B, s S —  —cp.

I est facile de voir en outre que six,, ¥,, ..., ¢, désignent les coordonnées d’un
point particulier de la droite (8), cette droite se trouve encore représentée par les

formules :
r=m,+ ap, Y=y, + Bp ..., t=1 + ep.

Si dans les formules (8) et (10) on assujettit p & varier seulement de 0 & - o,
chacun de ces systémes donne seulement une portion de la droite, et leur réunion
la droite tout entiére : aussi chacune des portions considérées s’appelle-t-elle une
demi-droite. Le point x,, v, ..., ¢, sappelle le point initial de la demi-droite
représentée par les formules (8); les quantités «, 8, ..., ¢, assujetties & vérifier la
relation (5), en sont les paramétres directeurs, et les valeurs des angles 0, déter-
minées au moyen des relations (6), en sont les angles directeurs. Deux demi-
droites sont dites paralléles et de méme sens, lorsqu’elles ont les mémes
paramétres directeurs; paralléles et de sens conlraires, lorsque leurs parameétres
directeurs sont égaux et de signes contraires chacun a chacun. Deux demi-droites
paralléles, de sens contraires, et ayant méme point inilial [par exemple (8)
et (10)], sont dites opposées. Enfin il est facile de calculer les parametres direc-
teurs d’une demi-droite ayant pour point initial un point donné x,, y,, ..., ¢, et
passant par un point donné x,, y,, ..., {,: car, en appelant d la distance des deux
points, on doit avoir:

L]

©, =, + ad, Yy, =Yy, + Bd, ..., t, =t,+ ed,

d’ou l'on tire les valeurs des paramétres «, 8, ..., .
II. Etant données deux directions respectivement définies par les paramétres

)

et

on appelle angle de ces deux directions I'angle V, compris entre O et =, dont le
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8 EXTENSION A L’IIYPERESPACE

cosinus est donné par la formule :
cos V=aa, + ff, + ... + eg, (V).

On démontre trés facilement au moyen des formules (9) que U'angle de deux
directions a une valeur indépendante des plans coordonnés rectangulaires.

On peut remarquer que deux directions paralléles et de méme sens font entre
elles un angle nul, et réciproquement; que deux directions paralléles et de sens
contraires font entre elles un angle égal 4 =, et réciproquement.

ITI. TuroriMme. Etant donnés trois points dans Uespace d p dimensions, dési-
gnons par a, b, ¢ les longueurs des célés du triangle formé par ces trois points,
et par A, B, C les angles respectivement opposés a ces cotés; on a la formule :

a®* =0 + ¢® — 2bec cos A.
Soient en effet
xl’ yi’ Loy ti?
a;27 y27 LA t27
m37 y37 i | tﬂ)

les coordonnées des trois sommets A, B, C. On a:
a® = (&’/'2 T, ma)z =t (y2 - ys)z e+ (tz i t3)27
ou bien, a cause de I'égalité : &, — x, = (x, — 2,) — (x, — @),
o' = (#, — @)’ + Wy — )+t (G — 6
(=2 4 (i — Y )t T+ e (¢ — 8
—2 [(5”1 T "”2) (ml i wa) + (yl il yz) (3/1 T ’,lja) + o (ti F- tz) (ti kil ta)]‘

03

Or, la premiére ligne du second membre est égale a ¢’, et la seconde & b*; si
d’autre part on désigne par
Ty ke sodn | By
D) Bar vos s
les parameétres directeurs des cotés AB et AC, ona:
Xy =&y + 0,6, Yy =Yy + B¢, .oy G =1 + g0,
3 Xy =@y + a,b, Y, =y, + Bb, ..., =1 + &b,
d’ot l'on tire :
(wi — wz) (wl i wa) + (yl e & yz) (yi L ya) + .+ (ti | tz) (ti =5 ts)
=be (ay0, + BB, + ... + e5¢,) = be cos A,

(*) 1l est facile de voir que le second membre de cette formule ne dépasse pas 'unité en valeur absolue:
car I'inégalité
(o + BB+ v Fee)* <1
@+ B ) @+ B e ) — (o BB o ) > 0,

et le premier membre de cette derniére peut étre converti en une somme de carrés.

peut s’écrire :
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DE LA METHODE DE M. CARL NEUMANN. 9

Du théoréme qui précéde on déduit par un calcul élémentaire la formule :
a —=1"b cos G + ¢ cos B.

4. Dans Tespace 4 p dimensions, si les coordonnées d’un point variable sont
des fonctions de p — 1 paramétres arbitraires, on dit que ce point décrit une
surface. Si lon prend comme paramétres arbitraires p — 1 des coordonnées du
point, la relation qui détermine la coordonnée restante en fonction des premiéres
s’appelle I'équation de la surface.

On appelle plan la surface dont I’équation est du premier degré. Soient

AX+BY+ ... + ET +F=0

Iéquation d’un plan, et a;, y, ..., ¢ les coordonnées d’un point particulier du plan;
menons par ce point une demi-droite quelconque :

11) X=z+ap, Y=1+Bp :’T:t—hsp,

et substituons a X, Y, ..., T dans 1’équation du plan les coordonnées d’un point
quelconque de cette demi-droite. En observant que I’équation du plan peut s’écrire :

AX—2)+B(Y —y)+ ... -E(T—1t) =0,

le résultat de la substitution est évidemment :
¢ (Ax + BB + ... + E¢),

et comme p désigne ici une variable essentiellement positive, ce produit a le signe
du second facteur :

(12) Aa + B + ... + Ee.

Si T'on fait abstraction des demi-droites pour lesquelles cette quantité est nulle
et qui sont situées tout entiéres dans le plan, deux quelconques des autres sont
dites situées par rapport au plan du méme coté ou de cotés opposés, suivant que
leurs paramétres directeurs donnent a la quantité (12) le méme signe ou des signes
contraires. Par exemple deux demi-droites opposées (ayant pour point initial celui
dont il s’agit) sont toujours situées de cotés différents. .

Une demi-droite perpendiculaire a toutes celles qui sont contenues dans le plan
est dite elle-méme perpendiculaire au plan. Il est facile de voir qu’il existe deux
demi-droites opposées, partant du point x, y, ..., {, qui satisfont a cette condition;
car en désignant par «, B, ..., ¢ les paramétres directeurs d’une perpendiculaire
au plan, et par «', ', ..., ¢’ ceux d’'une demi-droite contenue dans le plan, les
deux équations : ' '

aa' + BB+ .. e =
Ao’ + B3 + ... +Ee' =
RIQUIER. 2
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10 EXTENSION A L’HYPERESPACE

doivent avoir les mémes solutions par rapport a o', ', ..., ¢/, d'ott 'on déduit :

oc_(_%__ _ € 1
ATB T E

ey .
VA? + B + ... + E?

Si, par un point situé dans un plan, on méne une demi-droite perpendiculaire
aw plan, et une autre demi-droite quelconque, celle derniére fait avec la premiére
un angle aigu ow obtus, suivant qu’elle est située par rapport au plan du méme
¢0té ou du coté opposé.

Soient en effet

i b G e,
et
ay By, &,
les paramétres directeurs de ces deux demi-droites, et V I’angle qu’elles forment;
ona: :

cos V—=oaa + BB + ... 4+ ¢
Ao’ + Bf' + ... + E¢'

VA FB T .. T B

b

et

Ax + BB + ... + Ee = = VA* + B* + ... + K2,
les signes se correspondant dans les deux formules. On en tire :

__Ad+BR'+ ... + E¢
Ag + BB + ... + Ee

ce qui démontre la proposition.

5. Considérons maintenant une surface ayant pour équation f (X, Y, ..., T)=0,
et cherchons les droites joignant un point donné de cette surface x, ?; Xl
aux points infiniment voisins. Nous supposerons pour l'instant que le point
donné n’est pas un point singulier de la surface, c’est & dire que les dérivées

af df of

partielles du premier ordre Pt R s’y annulent pas a la fois. Les

valeurs de p correspondant aux points d’intersection de la droite (11) avec la

)

surface sont données par I'équation :
@+ ap, Y 4 Bos iy b Ep) =0,

ou bien, si on suppose le premier membre développable par la série de Taylor :

af af ) Q_f) 2 e Iy
p<ad—éi+60__lj+.“+e()t =R e =10

Nous obtiendrons les directions des droites cherchées en exprimant que cette
équation a deux racines nulles, et il vient ainsi :

of a9f 4 BN
7.dx+ @+...+sm_o,
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DE LA METHODE DE M. CARL NEUMANN. 11

dés lors ces droites sont toutes contenues dans un méme plan, qui a pour équation :
‘ i of of of
(13) X —@) go+ T —p) 5+ o+ T =D 7 =0,

et qu'on appelle le plan tangent a la surface au point x, ¥, ..., t.

Si par le point de contact on méne une demi-droite non située dans le plan
tangent, et que l'on considére sur cette demi-droite une portion suffisamment
voisine du point initial, les coordonnées d’un point variable de la portion consi-
dérée, substituées successivement dans f (X, Y, ..., T) et dans le premier membre
de (13), donnent des résultats de méme signe, savoir :

p(;’iw"f G}

of L g9f o of
e ( ow dy o 52)

Il suit de la que, si I'on considére dans une portion suffisamment voisine du
point de contact deux demi-droites partant de ce point, les coordonnées de deux
points pris respectivement sur ces derniéres donnent au premier membre de
’équation de la surface le méme signe ou des signes contraires, suivant que les
demi-droites dont il s’agit sont situées par rapport au plan tangent du méme coté
ou de cotés opposés.

La droite menée perpendiculairement & un plan tangent par le point de contact
est dite normale a la surface en ce point. Elle a pour équations : v

et

X—2 Y—y  _T—t
df == ’__i)—‘ T —— see — ‘d_f 2
ox dy Jt
et ses paramétres directeurs sont :
21 ek
adx , ()y
of\? _d_fz ﬂez ‘/_(_)_]jz (ﬂ-)z (’)f'
\/(55> i («w) F e (m) (ow) S m)
of
ot

ou bien, en considérant sur la surface la coordonnée x comme une fonction

dey, ..., t: :
dx dx
1 T dy dt

’ 5 besy

. da\> - dx\* ‘/1 d_@z B ﬂ)’ 1+(d1¢ 2+ 4 dx\?
+<@) 2t (3?) 1 dz/) " <dt d&) (3?>
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12 EXTENSION A L’HYPERESPACE

6. Sur une portion de surface limitée, c’est & dire sur toute ’étendue de
laquelle les coordonnées d’un point variable restent finies, considérons l'une
d’entre elles comme fonction des p — 1 coordonnées restantes, « par exemple
comme fonction de y, ..., ¢; puis, désignant par p. une quantité qui varie d’une
maniére continue sur cette portion de surface, considérons I'intégrale multiple :

L Y Ve e - P

ou le multiplicateur de p. est pris constamment avec sa valeur positive, et ot
I'intégration doit s’étendre a toute la portion de surface dont nous venons de
parler. Nous nous proposons de faire voir que ’expression (14) ne change pas
de forme par la transformation des coordonnées rectangulaires; la chose étant
d’ailleurs évidente quand il s’agit d’'un simple déplacement d’origine, il suffira
de faire la démonstration pour la transformation que définissent les formules (4).
- En prenant comme nouvelles variables indépendantes «, ..., =, différentiant

dg

\ d

les p —1 derniéres formules (4), et remplacant d& par sa valeur E—f— dn+ ...+ e dr,
- i

on a:

.............................................

.............................................

et il est facile de voir qu’en vertu des propriétés connues du déterminant ortho-

gonal, le déterminant formé avec les coefficients de d«, ..., d< dans les seconds
dg dt
membres a pour valeur == (OL1 — b, Ry l, 7 > Cherchons maintenant les
. e ; dx
nouvelles expressions des dérivées partielles —> -+ £ par exemple de la pre-

dy dt
dx
miére — i Les variables qui suivent y étant alors considérées comme des cons-

tantes, on tire des formules (4), en remplacant d par sa valeur :

d ¢
(b3+a3(§—§>dn+ .+(la+a3—j)dr~0,
[
(B s e S BT & 65 6 6B 6 B0 8 6o
dg das
(bp+ apd—’ﬂ) dn + ..-i—(lp-l— apd_r) dr =0,

et
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DE LA METHODE DE M. CARL NEUMANN. 13

dn, ..., d= devant étre remplacés dans la derniére formule par leurs valeurs tirées
de (15) On en déduit facilement :

e dE
e ] e

de T gy ‘ds
dy — = dE dE
al——- 1%——lia—§

Et Ton trouverait des expressions analogues pour les dérivées partielles de
par rapport aux variables suivantes : '

d& ZdE
+a3_ *dny ‘dr
N ag dg

a4 — 1%‘_ _lid'—,c
dg dg
a, bpﬂ—' —lpa
dE dE’
% i L dq U=

L’expression qui figure sous les signes d’intégration dans la formule (14) devient
done, aprés la transformation :

. dg dg\? dg dg\*
p‘x‘/(al——bl.%—-— S li E‘—U) == == ((Zp— bp(—i_%_ sa m— Zp (ﬂ X d‘l) S0 (1L

ou
dg 2 d% 2
‘/1+(dr) + . +(5l7) dy ... ds,

et ainsi se trouve démontré le point que nous avions en vue.
Nous désignerons désormais par ds et nous appellerons élément de surface

S A . dx\? dx\*? Ll 48
Iélément différentiel ‘/1 + <@) + e+ (%) . dy ... dt. La valeur de linté-

grale (14), lorsqu’on y suppose p. = 1, se nomme 'aire de la portion de surface
considérée.

Examinons en particulier le cas de la sphére, c’est a dire de la surface qui a
pour équation :

(0= 2 + (@ — ) + e + (6 — 1) —RI 0.

Il est alors trés avantageux de représenter un point variable de la surface sphérique
par les formules :

(16) v=o+aeR, y=y,+BR,..., t=t, + <R,

% B, ..., ¢ étant définis par les formules (6), et de choisir comme variables
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14 ' EXTENSION A L’HYPERESPACE

indépendantes les p — 1 angles qui entrent dans les seconds membres de ces
formules. Si 'on pose : ’
dy dy . _dy

%; m deP—l
A= | )

o L R

do, do, db,_,

et que l'on calcule les éléments de A au moyen des formules (16) et (6), on voit
facilement que la premiére colonne de ce déterminant contient en facteur IR cos 9,,
la seconde R sin 0,, la troisiéme R sin 9, sin 0,, etc., enfin la (p — 1)™ Ik sin 6,
sin 0, ... sin 6,_,; et que si 'on supprime dans chaque colonne le facteur commun
qu’elle contient, le déterminant qui résulte de cette suppression est orthogonal.
11 vient dés lors : e :

A = *= R?=! cos 0, sin?=? 0, sin?—2 0, ... sin® B,_, sin 0,_,.

D’autre part, le radical qui figure dans l'expression générale de ds a pour valeur,
au signe pres $

R ——

x—m,

1
&

On a donc :
fP- do = Ré"ff’i}{‘p. SinP—Eflsinf 2 0 Losin 0, _,'d6, 48, ~. dB;_y

¢ désignant alors une fonction continue des p —1 angles. Si I'intégration doit étre
étendue a toute la surface sphérique, les limites de l'intégration sont O et = pour
les p — 2 premiers angles, 0 et 2 = pour le dernier. '

Quand on suppose p. =1, lintégrale multiple qui précéde se réduit a un
produit de p — 1 intégrales simples, et on obtient pour l'aire de la surface
sphérique :

i ‘ ‘ T ‘ ‘ ‘ ™ 27
Re—* Xj: sin?—2 6, df, Xﬁ sin?—3 6,°df, X ... X/: sin 0,_, d0,_, XA[; db,_1.

7. Etant donné un systéme d’inégalités entre les coordonnées d’un point
variable x, ¥, ..., t, si d'une part elles entrainent comme conséquence que zx,
Y, ..., t restent finies, si d’autre part, considérant deux points quelconques qui
satisfont a ces inégalités, on peut toujours cheminer de I'un a lautre d'une
maniére continue sans que jamais aucune d’elles cesse d’étre vérifide (1), les
points qui satisfont aux inégalités dont il s’agit sont dits intérieurs a une surface

®) Sif(x, Y, ..., ) > 0 est I'une des inégalités, il faut que I'on puisse cheminer d'un point a l'autre d’une
maniére continue, sans que jamais f (x, ¥, ..., ) devienne négatif ou nul.
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DE LA METHODE DE M. CARL NEUMANN. 15

fermée. 11 en est ainsi par exemple des points qui satisfont & I'inégalité :
@ — o) + (Y — y)?* + ... +(t—1¢)2—R2=<0,

ou encore au systéme d’inégalités :
$?*—a* <0, Yy —b<0,.., 2 — et = 0.

Dans le premier cas, les points de la surface fermée sont ceux pour lesquels
I'inégalité se change en égalité, et les points extérieurs ceux pour lesquels I'iné-
galité est renversée; dans le second cas, les points de la surface fermée sont ceux
pour lesquels une ou plusieurs inégalités se changent en égalités, les inégalités
restantes ne cessant pas d’dtre vérifiées, et les points extérieurs ceux pour
lesquels une des inégalités au moins se trouve renversée. Nous verrons plus loin
d’autres exemples de surfaces fermées.

Etant données n surfaces fermées dont chacune est extérieure & toutes les
autres, nous désignerons par A® la portion illimitée de 1'espace extéricure a la
fois aux n surfaces. Etant données n — 1 surfaces fermées dont chacune est
extérieure aux autres, et qui sont toutes intérieures a une derniére surface, nous
appellerons I® la portion limitée de l'espace extérieure aux n — 1 premiéres
surfaces, mais intérieure a la n*= (1).

Une surface fermée peut se composer de plusieurs portions de surfaces analyti-
quement définies par-des équations différentes, et il en est de méme d fortior: de
I'ensemble des surfaces fermées qui limitent un espace I (ou A™). Considérons
sur cet ensemble de surfaces un point qui ne soit pas commun a plusieurs des
portions de surfaces dont il s’agit, qui en outre ne soit pas un point singulier,
et ou existe par suite un plan tangent unique. Il résulte du numéro 5 que, dans
une portion suffisamment voisine du point de contact, deux demi-droites partant
de ce point et situées du méme co6té par rapport au plan tangent se trouvent a la
fois dans I'espace considéré ou a la fois en dehors; et qu’au contraire deux demi-
droites situées par rapport au plan tangent de cotés opposés sont situées I'une
dans cet espace, et 'autre en dehors. Si 'on désigne en effet par f(x, y, ...,{) =0
I'équation de la portion de surface sur laquelle se trouve situé le point de contact,
et que l'on substitue dans f (x, y, ..., {) les coordonnées de deux points pris
respectivement sur ces deux demi-droites dans le voisinage du point de contact,
on sait que les résultats de ces substitutions sont de méme signe ou de signes
contraires, suivant que les demi-droites sont situées par rapport au plan tangent
du méme coté ou de cotés opposés. En particulier, si on considére les deux demi-
droites opposées normales a la surface, I'une d’elles se trouve dans 'espace I
(ou A™), et I'autre en dehors de cet espace.

() Voir C. Neumann, Untersuchungen, etc., p. 23.
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16 EXTENSION A L’HYPERESPACE

8. Etant donnée une fonction de p variables indépendantes f(x, y, ..., 1), si
lon pose : :
= ®,F ap, Y=Y, Bp; ---s5 =t Ep,

formules dans les seconds membres desquelles «x,, y,, ..., t, sont les coordonnées
d’un point fixe, a, 8, ..., ¢ des constantes vérifiant la relation (5), et ¢ un para-
métre arbitraire pouvant varier de — o a + o, f (», vy, ..., t) devient une
fonction de la seule variable ¢ ayant pour dérivée :

Cette derniére quantité est ce qu'on appelle la dérivée de la fonction donnée
prise au point «, v, ..., ¢ suivant la direction «, §, ..., «. En un méme point, les
dérivées prises suivant des directions opposées ont évidemment des valeurs égales
et de signes contraires.

EXTENSION DU THEOREME DE GREEN AUX FONCTIONS D'UN NOMBRE QUELCONQUE
DE VARIABLES.

flx,y,...,0) et f(x,y, .., 1) désignant deux fonctions finies et continues
dans un espace 1™ (1), ainsi que leurs dérivées partielles des deux premiers
ordres, on a Uéquation :

f(fAf,—-f;Af) dop dyf . d —_f< e "1{;) do,

ow la premiere intégrale est étendue d tout Uespace 1™, et la seconde a l'ensemble

0
N la dériwée
de la fonction f prise suivant la portion de normale dirigée vers Uespace 1™,

des surfaces limites; ds désigne un élément de ces surfaces,

an
et = la dérivée de f, prise swivant cetie méme normale.

Posons 5
0f
0 @y, - ) =FoB 1, 5T,
et dans I'intégrale multiple :
A7) gﬁ dedy ... dt

effectuons l'intégration relative a la variable x. A tout systéme de valeurs des
variables y, ..., ¢ correspondent un nombre pair de points situés sur les surfaces

qui limitent I'espace 1™, et dont les premiéres coordonnées, rangées par ordre

() Et un peu au dela des surfaces limites.
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DE LA METHODE DE M. CARL NEUMANN. 17

de grandeur croissante, seront désignées par x,, x,, &,, &,, ..., Ls,_1, Ls,, toutes
fonctions de y, ..., t. En effectuant I'intégration relative a «, ’expression précé-
dente devient donc :

i
L[ @ 0= g @y, s 01y o ae

(18) v +f[? (wl? y? O] t) — (? ('”3’ y7 A t)] dy St dt

..........................................

\\ +f[<p(w2q,y, ooy £) — ¢ (Bag—1, Yy -y )] dy ... dt.

On a dailleurs, en désignant par x, y, ..., ¢t les coordonnées d’un point d’une

surface limite :
da\? dx\?
de —=dvy ... dt _ —
G y ‘/1+<dy)+ +(dt>

(n° 6), c’est & dire que dy ... dt est égal au produit de ds par la valeur absolue
du cosinus de I'angle que fait la portion de normale dirigée vers l’espace I avec
la direction définie par les paramétres 1, 0, ..., 0 (nos 3 et 5). Or cet angle est
aigu ou obtus suivant que la coordonnée x du point considéré sur les surfaces
limites est affectée d’un indice impair ou d’un indice pair. En effet, si laissant
fixes les p — 1 derniéres coordonnées et faisant croitre la premiére d’'une maniére
continue, on franchit la valeur «,, on passe de l'extérieur a l'intérieur de
Pespace I, et dés lors la demi-droite :

K=oy o Y=, s D —

(ou p désigne une variable positive), est intérieure & cet espace dans une portion
suffisamment voisine de son point initial «,, y, ..., t. Elle fait donc un angle aigu
avec la normale intérieure, car ces deux demi-droites sont situées d’'un méme coté
du plan tangent (n° 7), et 'une d’elles est perpendiculaire au plan (n° 4). Lors-
qu’on franchit ensuite la valeur x,, on passe au contraire de I'intérieur a I'extérieur
de I'espace I™, et on en conclut de la méme maniére que I’angle dont il s’agit est
obtus; et ainsi de suite jusqu’a la valeur x,,. Désignons maintenant par o, 8, ..., €
les parameétres directeurs de la normale intérieure; on voit bien facilement par
ce qui précéde que 'expression (17) ou (18) peut s’écrire :

——fa; (@, 95 =53 t) '@ dia,

I'intégration s’étendant a I’ensemble des surfaces limites, et si on remplace ¢ par
sa valeur, il vient :

f(fzz}—f‘ 31’:) dx dy ... dt:—-fa (fg%—-ﬂ :;—;:) de.

RIQUIER. 3
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On aura de méme :

JUsp —t5g) dwav - at==fo(rp—1.5) 4

.......................................................

S5 ae = o8l

On obtiendra immédiatement la proposition & démontrer en ajoutant membre a
membre les formules qui précédent, et tenant compte des relations :

of _ of ., of of
dN—aIx+de+"'+€5—t’
Pf = 8h s w0y 9.
IR Cgw Py TS g

CorOLLAIRE. — Si les fonctions f et f, satisfont dans I'espace I aux relations
Af=0, Af, =0, on a la formule :

(19) f(fdf‘ f "f) B

En particulier, si I'on pose : f, (x, y, ..., t) =1, il vient :
of
(20) 5§ 90 =90

9. Dans ce qui suit et jusqu’a nouvel ordre, nous supposerons p au moins égal
a 3, nous réservant de dire plus tard quelques mots sur le cas de I'espace a deux
dimensions, qui présente avec les autres de légéres différences.

On déduit aisément de la formule (19) une autre formule trés utile. Désignons
par f (z, y, ..., t) une fonction finie et continue dans I’espace I, ainsi que ses
dérivées partielles des deux premiers ordres, et vérifiant I’équation différentielle
Af=0; par§, u, ..., = les coordonnées d’un point quelconque intérieur a cet
espace; et posons :

1

[(@— B+ (=) oo+ E— ] T

Si du point &, %, ..., © comme centre on décrit une sphére d’un rayon p suffi-
samment petit, on forme un espace I”*+", dans lequel les deux fonctions f et G
satisfont & toutes les conditions qui viennent d’étre énoncées. On aura donc, en

vertu de (19) :
f(fg—g~a(‘;£) deedi

Dailleurs, en vertu de cette méme formule (19), la portion d’intégrale relative
a la surface sphérique ne change pas de valeur lorsqu’on fait tendre le rayon vers

(21) G (@, Uy woep i) =
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DE LA METHODE DE M. CARL NEUMANN. 19

zéro, et si'on désigne par dw ’élément de surface d’une sphére de rayon 1, elle

a pour expression :
1
0 —
8 d ﬁ>r4
f( op —ae/ O

—[[w—2r+e5 Jao

dont la limite, pour p = 0, est évidemment :

—(P—2)25f(E m es T)

2 S désignant l'aire de la surface sphérique de rayon 1. Il vient dés lors :

1 9G of
(22) L s r)=mf(fﬁ—G5ﬁ) 5

I'intégrale du second membre étant étendue aux n surfaces qui forment la limite
de I'espace 1™, et N désignant la portion de normale dirigée vers cet espace.

ou

10. TuEOREME. — Si dans le voisinage d'un point x,, y,, ..., &, (c’est d dire
dans Uintérieur d'une sphére de rayon suffisamment petit décrite de ce point
comme centre) une fonction f (x,y, ..., t) est finie et continue ainsi que ses
dérivées partielles du premier et du second ordre, et vérifie Uéquation différen-
tielle Af = 0, elle est développable en une série convergente entiére en x — x,,
Y — Ypy ney t— b, pour des valeurs de ces différences suffisamment voisines de
Z€ro.

I. Etant donnés dans I'espace & p dimensions des points en nombre quelconque
(au moins égal a 3), A, B, G, ..., H, K, L, on a la relation :

AL=AB + BC + ... + HK + KL.

D’abord, si la proposition est vraie pour » points, A, B, G, ..., H, K, elle est
vraie aussi pour n + 1 points A, B, C, ..., H, K, L : car, en ajoutant membre a
membre les inégalités :

AK =AB + BC + ... + HK,
AL =< AK 3+ KL,

vraies par hypothése, on obtient précisément celle qu’il s’agit de prouver. Il suffit
dés lors de considérer le cas de trois points. Or, dans ’espace a deux ou a trois
dimensions, la proposition est évidente; d’autre part, étant donnés trois points
dans I’espace a p + 1 dimensions :

Ty Yy veey ti’
Xy, Ghyy cnon
Xy Yyy ooy ty,
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on peut toujours, en changeant les directions des plans coordonnés rectangulaires,
annuler les trois coordonnées placées dans une méme file verticale (n° 1), d’ou il
résulte que, si la proposition est vraie dans I'espace & p dimensions, elle I'est aussi
dans I'espace & p + 1 dimensions; elle est donc absolument générale.

II. Dans I’espace & p dimensions, les points dont les coordonnées sont respec-
tivement comprises entre x, — hetax, +h, y,—kety, + k, ..., t, —lett, + I,
sont dits intérieurs & un parallélipipéde rectangle ayant son centre en x,, y,, ..., &,
ses faces paralléles aux plans coordonnés, ses dimensions et sa diagonale respec-
tivement égales a 2h, 2k, ..., 21, 2Vh* -k + ... + %

Cela posé, soient ¢ une portion limitée de surface, A (x,, ¥,, ..., {,) un point non
situé sur elle, A' (x, y, ..., t) un point variable situé a l'intérieur d’'un cube de
centre A ayant ses faces paralléles aux plans coordonnés, B’ un point variable
de o, m un nombre commensurable quelconque, positif ou négatif : si 'on donne
au cube des dimensions suffisamment petites, la puissance m de la distance A'B’
est développable en une série convergente, entiére par rapport & £—x,, Yy—Y,, ---,
t — t,, ayant pour coefficients des fonctions continues des coordonnées du
point B’, et ayant ses termes respectivement plus petits en valeur absolue que les
termes correspondants positifs d’'une série convergente fixe, quelles que soient
les positions des points A’ et B’ dans leurs domaines respectifs (c’est a dire du
point A’ & Vintérieur du cube, et du point B’ sur la surface o).

Soient d’abord A et B deux points quelconques de I’espace ayant respectlvement

V4 pour coordonnées x,, ¥,, ..., t, et «,

g B, ..., ¢; considérons ces points comme

12 centres de deux parallélipipédes ayant

] leurs faces paralléles aux plans coor-

A ! donnés, et désignons par d et 3 les

. i B. demi-diagonales de ces parallélipi-

| B pédes (1). Soient maintenant A’ et B’

o o il deux points variables situés respective-

ment a intérieur de ces deux solides

ou sur leur surface, et ayant pour coor-

données x, + Ax,, Yy, + Ay,, ..., b+ At,

d’une part,a + A, 8 + AB, ..., e+ Ac
d’autre part (2). Posons :

uy=AB = (¥, — a) + (¥, — B) + ... + (t, — o)
u, +Auo—_—A'B":(wo+Awo—a—Aa)’—i— Yy +AY,— B — AR+ ... + (t, + At,— = — Ae).

(*) En supposant p = 3, les parallélipipédes sont représentés par la figure 1.
(%) Le symbole A n’a pas ici la méme signification que dans I'’énoncé qui figure en téte du présent numéro;
mais il n’y a évidemment aucune confusion possible.
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Nous ferons voir en premier lieu que si 'on a :
(23) d+3<AB(V2—1)@),

la quantité (u, + Awu,)", oit m a la signification indiquée plus haut, est dévelop-
pable en une série convergente entiére par rapport aux 2p accroissements Ax,,
Xyl L.y W Day, BB, aq AR

En effet, tant que la valeur absolue de Aw, est inférieure & u,, on peut appliquer
la formule du bindme, et écrire :

m (m —

1
T3 )u'g—’ (Auy)® + ...,

(24) (ug + Aug)™ = u? + %n ue = Auy +

Aw, étant donné par la formule :

Aug=2 (2, — a) Aw, — 2 (t, — a) Aa — 242, Az + (Ax,)? + (Aa)?

(95> + 2 (yo _ﬁ) Ayo —2 (yo e ﬁ) Aﬁ s 2Ayo Aﬁ ot (Ayo)2 s (AB)’

..........................................................

+ 2(t, —e) Aty — 2 (t, — &) Ae — 2A¢, Ae + (Aty)? + (Ae)

En vertu de l'inégalité (23), on a constamment, en valeur algébrique, Au, << u,;
car cette derniére inégalité revient a: u, + Aw, < 2u,, ou A'B' < AB V2. Or,
ona:
A'B' =A'A + AB + BB/,
a fortiori :
A'B' =AB + d + 3,
d’ou, en tenant compte de (23) :
A'B' <AB V2.

Remarquons maintenant qu’on peut disposer des signes des 2p accroissements
de maniere a ce que, dans I’expression de Aw,, les doubles produits soient tous
positifs : il suffit en effet, si 'on considére les doubles produits de la premiére
ligne de (25), de donner & Ax, et A« des valeurs de signes contraires, la premiére
positive et la seconde négative, ou inversement, suivant que x, — « est positif ou
négatif; et de méme pour les doubles produits contenus dans les lignes suivantes.
D’aprés cela, si 'on désigne par [Aw,] le polynéme obtenu en remplacant dans le
second membre de (25) chaque terme par sa valeur absolue, on voit que la série (24)
ne cesse pas d’étre convergente lorsqu’on y remplace d’une part les coefficients
des diverses puissances de Aw, par leurs valeurs absolues, et d’autre part Au,
par [Aw,]. On peut donc, aprés avoir remplacé Au, par sa valeur tirée de (25),
ordonner la série par rapport a tels quon voudra des 2p accroissements A,

*) II résulte de cette inégalité, comme on le démontre aisément, que les parallélipipédes sont extérieurs
I'un a l'autre.
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Aoy vovy Ay, A, AR, ..., Ac, sans que la somme soit changée. En outre il est
facile de voir que, si I'on fait varier d’une facon arbitraire la position des points
A’ et B' 4 l'intérieur des parallélipipédes, la série ainsi obtenue a ses termes
respectivement plus petits en valeur absolue que les termes correspondants d’une
série convergente fixe 4 termes positifs, et qu’il en est ainsi notamment de la série
obtenue en ordonnant par rapport aux p accroissements Ax,, Ay,, ..., Af,. Enfin,
dans cette derniére, les coefficients des diverses puissances des p accroissements
sont des fonctions continues des coordonnées du point B’, puisque ce sont des
séries entiéres en Aa, AB, ..., Ac.

Cela posé, soient A (x,, ¥, ..., t,) un point non situé sur ¢, p le minimum de sa
distance & un point variable de ¢, d et 3 deux quantités positives vérifiant larelation :

d+3<p(l/§——-l),

enfin 3 la demi-aréte d’'un cube ayant pour demi-diagonale 3. Partageons la
surface ¢ en un nombre limité de fragments ¢, ¢®, ..., ¢, dans chacun desquels
la distance mutuelle de deux points ne puisse surpasser 3', et considérons deux
cubes dont I'un ait pour demi-diagonale d et pour centre A, dont I'autre ait pour
demi-diagonale 3 et pour centre un point B pris 4 volonté sur le fragment s® :
tout point de «® se trouve alors nécessairement & l'intérieur du second cube.
Désignons maintenant par x, + Ax,, y, + Ay, ..., §, -+ Af, les coordonnées
d’un point A’ situé a l'intérieur du premier cube, et par B’ un point quelconque
du fragment ¢®: comme on ad + 3 < p (VQ — 1), et que d’ailleurs la distance
des centres des cubes est au moins égale a p, il résulte de ce qui précéde, en
premier lieu, que toute puissance commensurable, positive ou négative, de la dis-
tance A’ B' est exprimable par une série convergente entiére en Ax,, Ay,, ..., At
ayant pour coefficients des fonctions continues des coordonnées du point B';
en second lieu que si 'on fait varier arbitrairement les points A" et B’ dans leurs
domaines respectifs, c’est & dire le premier a l'intérieur du cube de centre A et
le second sur ¢®, les valeurs absolues des termes de cette série sont respecti-
vement inférieures aux termes correspondants positifs d’une certaine série
convergente, soit :

(26) vy = Vy + Uy + ...

On peut répéter le méme raisonnement en remplagant le fragment ¢ succes-
sivement par tous les autres. Si donc on désigne maintenant par B’ un point
variable de la surface s, la méme conclusion subsiste, en remplacant la série (26)
par celle que I'on obtiendrait en ajoutant terme a terme les N séries analogues
a (26).

III. Soit ,, ¥,, .., t, un point dans le voisinage duquel une fonction f(x,y, ..., )
est finie et continue, ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres,
et vérifie 'équation différentielle Af — 0. De ce point comme centre décrivons
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DE LA METHODE DE M. CARL NEUMANN. 23

une sphére d’'un rayon R suffisamment petit, et posons :

1
G (a, By ...y &) = S
[(#—a)+@y—B +. +(—9]"°
En tout point @, ¥, ..., t intérieur a la sphére, on a, d’aprés la formule (22) :
. it i Low felo@ty gy 8N
I'intégration devant s’étendre & toute la sur-
face sphérique, et a, B, ..., ¢ désignant les

coordonnées d’un point de I'élément ds.
D’ailleurs, si on considére le triangle formé
par le point x, y, ..., ¢, le point «, B, ..., ¢,
et le centre de la sphére, si on désigne par
¢ 'angle qui a son sommet au centre, et par
¢ celui qui a son sommet sur la surface, si on
(0,50, %) pose enfin :

T l'/(w_mo)2 + Y —Yo) + e+ (E— 1),
D=V — o)+ (y — B)? + ... + (t —¢)?,

ona:

1 1

G=DP—2= i (ne 3),
(R* + »* — 2R rcosg) ?
d’ou :
06_ (p—9R—resg) _(p—2eosy
e (R* + »* — 2R~ cos q;)g g
et

0G_p—2 @W—a)@—a)+ @ —0H—B+..+t—2cF—¢,

N~ R v D»

: o il 1
Dans le voisinage du point x,, ¥,, ..., {,, chacune des quantités Dr=s et-ﬁ, est

développable en une série convergente entiére par rapport a x — x,, ¥y — ¥,, ...,

t — t,, ayant pour coefficients des quantités qui varient d’'une maniére continue

avec la position du point «, 8, ..., ¢ sur la sphére, et ayant ses termes respecti-

vement plus petits en valeur absolue que les termes correspondants positifs

d’une certaine série convergente, indépendamment de la position du point «, 8,

..., ¢ sur la sphére. D’ailleurs le numérateur de gl% jouit évidemment d’une
of

. 2 ... 090G :
propriété analogue; il en est donc de méme de la quantité f N %3N’ et des
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lors, pour effectuer sur cette derniére I'intégration indiquée par la formule (27),
il suffira de I’effectuer séparément sur les termes de la série suivant laquelle elle
se trouve développée. Comme les puissances des binomes x — x,, ¥ — ¥,, ...,
t — t, peuvent se mettre en dehors des signes d’intégration, la proposition est
démontrée.

41. TarorEME. — Une fonction f (x, y, ..., 1), finie et continue dans un espace
continu d p dimensions E, ainst que ses dérivées partielles des deux premiers
ordres, et vérifiant en outre Uéquation différentielle Af = 0, est constante dans
tout Uespace E, lorsqu’elle Uest dans le voisinage de quelque point intérieur d cet
espace (1).

Désignons par «,, ¥,, ..., t, le point intérieur dans le voisinage duquel la
fonction est supposée constante, et au moyen d’une surface fermée s n’ayant
aucun point commun avec celles qui limitent 'espace E, isolons dans ce dernier
une portion finie quelconque E’ contenant dans son intérieur le point «,, ¥, ,..., &,
Pour chaque point «, y, ..., ¢ situé soit a I'intérieur de s, soit sur cette surface
méme, la quantité f (x -+ h, y 4 k, ..., ¢ + 1) est développable, d’aprés le
théoréme précédent, -en une série convergente ordonnée suivant les puissances
de h, Ek, ..., I, pourvu que 'on donne & ces accroissements des valeurs suffisam-
ment voisines de zéro. On peut en conséquence assigner une quantité positive g,
telle que, les accroissements h, k, ..., [ ne dépassant pas p.en valeur absolue,
la quantité f(x -+ h, y 4k, ..., t - 1) soit toujours développable en une série
entiére par rapport & h, k, ..., I, indépendamment des positions que peut occuper
le point «, v, ..., t & I'intérieur de la surface s et sur cette surface méme.

Cela posé, désignons par o’ une quantité positive inférieure 4 p, et partageons
Iespace E' en un nombre limité de fragments dans chacun desquels la distance
mutuelle de deux points ne puisse surpasser p'. Si dans le voisinage du point x,,
Yo, -+vy b, o0 développe la différence f (x, y, ..., 1) — [ (%o, Yo, ---, k) €n une série
entiére par rapport & @ — &y, ¥ — Yo, -++y bt — &y, il résulte de I'hypothése que
tous les coefficients du développement sont nuls, et que par conséquent la
fonction f (x, ¥, ..., t) a une valeur constante en tous les points de I'espace
partiel contenant x,, ¥,, ..., f,. D’autre part, o’ étant inférieur a p, 'emploi du
développement est permis un peu au deld de I'espace partiel considéré, de telle
sorte que dans tout espace partiel contigu il existe certainement quelque point
dans le voisinage duquel la fonction a une valeur constante. Partant de 1a, on
démontrera que la fonction est constante dans tous les espaces partiels contigus
au premier, puis dans tous les espaces partiels contigus aux précédents, et ainsi
de suite jusqu’a épuisement complet de I'espace E'.

12. THROREME. — Soient E un espace continu d p dimensions, f (x,y, ...,t) une

() C’est & dire non situé sur les surfaces limites.
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fonction finie et continue dans cet espace, ainsi que ses dérivées partielles des
deux premiers ordres, et vérifiant en outre Uéquation différentielle Af =0: en
un point quelconque intérieur d Uespace E (1), la fonction f (x, y, ..., t) n’est ni
MAXTMUM N MINTMUM.

Désignons par x,, y,, ..., t, les coordonnées d’un point intérieur, et de ce point
comme centre décrivons une sphére de rayon R entiérement située dans I’espace E.
Nous avons, en vertu de la formule (22) :

(P —2) 257 (@ Yoy -o» to):—f s

Pintégrale du second membre étant étendue a la surface sphérique; d’ailleurs,
en vertu de la formule (20) :
of .
fﬁ{ d6 — 0,

ff(w’ Yy veey B) do = 28R2=1 £ (@, Yy -y to)s

et par suite :

ou : . .
@) J 1@ 1, = £ @0y gy s ] d5 =0,

Cela posé, faisons tendre vers zéro le rayon de la sphére; il arrive de deux
choses I'une : ou bien, pour une valeur suffisamment petite de R, f(x, y,-..., {)
— f (%, Yoy ++-, 1,) €st nul en tout point intérieur a la sphére, et alors la fonc-
tion f (x, y, ..., t) a une valeur constante dans tout I’espace E (n° 11); ou bien,
quelque petit que soit R, on peut toujours assigner a 'intérieur de la sphére un
point A dans le voisinage duquel cette différence n’est pas nulle. Si du point «,),
Yoy +--» b, comme centre nous décrivons une sphere passant par A, la formule (28),
qui est vérifiée lorsqu’on étend a la surface de cette derniére I'intégrale du premier
membre, exige qu'en quelque autre région de cette surface, la différence consi-
dérée ait un signe contraire a celui qu’elle posséde en A. Donc, ou bien la fonction
f(x, ¥, ..., t) se réduit & une constante, ou bien, dans l'intérieur d’'une sphére
de rayon infiniment petit décrite-du point x,, y,, ..., {, comme centre, elle posséde
a la fois des valeurs supérieures et des valeurs inférieures a f (x,, ¥,, ..., £,) (%).

13. D’aprés le théoréme qui précéde, les valeurs extrémes de la fonction dans
I'espace E ne peuvent correspondre qu’a des points situés soit sur les surfaces
limites, soit & I'infini si I'espace E est illimité. De 1a résultent immédiatement les
deux propositions que nous allons énoncer.

(%) C’est a dire non situé sur les surfaces limites.
(®) Voir dans I'ouvrage déja cité de M. Carl Ncumann le paragraphe intitulé : Die Maxima und Minima des
Potentials, p. 27.

RIQUIER. 4
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THEOREME 1. — Il ne peut exister qu'une seule fonction satisfaisant d la fois
aux conditions suivantes :

10 Détre finie et continue dans un espace 1, ainsi que ses dérivées partielles
des deux premiers ordres;

20 D'y vérifier Uéquation différentielle A = 0O

30 De prendre sur les n surfaces limites des valeurs données formant sur chacune
un ensemble continu.

Soient en effet f (x, y, ..., {) et ¢ (x, y, ..., t) deux fonctions satisfaisant a toutes
ces conditions ; la différence f— ¢ satisfait aux deux premiéres, et prend en chaque
point des surfaces limites la valeur zéro. Comme ses valeurs extrémes corres-
pondent nécessairement a quelques-uns de ces derniers points, elle est nulle dans
tout 'espace I®.

TuroriME IT. — Il ne peut exister qu'une seule fonction satisfaisant d la fois
aux conditions suivantes :

1o D’éire finie et conlinue dans un espace A", ainsi que ses dérivées partielles
des deux premiers ordres;

20 Dy vérifier Uéquation différentielle A = 0

30 De prendre a Uinfini une valeur donnée, et sur les n surfaces limites des
valeurs données formant sur chacune un ensemble continu.

La démonstration est identique a celle qui précéde.

14. Considérons la série :

n=10

- ! — ! _!
(29) C+2Vﬂ(w w73/ y)"'7t t>,

1,/21» +p—2

n=0

ou C désigne une constante, V, un polynéme homogéne de degré n, et ' la racine
carrée positive de (x — 2')* 4+ (y — y')* + ... + (¢t — t')*. Si sur toute la surface
d’'une sphére de centre «', y', ..., ¢', la valeur absolue du terme général reste
constamment inférieure & un nombre positif fixe L, la série est convergente en
tout point extérieur a la sphére considérée. En effet, soient R’ le rayon de la
sphére, A un point extérieur, et A’ le point d’intersection avec la sphére de la
demi-droite dirigée du centre vers le point A : quand on passe du point A’ au

!

X o’} Tkl R'\»n+p—2 .
point A, le terme général se trouve multiplié par ( > » et deés lors les valeurs

7
absolues des termes de la série sont respectivement inférieures aux termes corres-
pondants de la série convergente :

R’ »—2 R' p—1 R' n+p —2
L+L(7—,> +L(,) +...+L(7,) S
N P o

La série (29) définit donc & 'extérieur de la sphére une fonction, dont il est
d’ailleurs trés facile de démontrer la continuité.

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC - Cote : HF uf 166 18 2



DE LA METHODE DE M. CARL NEUMANN. 27

Cela posé, considérons une fonction f (x, y, ..., ), finie et continue, ainsi que
ses dérivées partielles des deux premiers ordres, a l'extérieur d’'une surface
fermée o, et vérifiant I'équation différentielle Af = 0. Elle est dite régulicre d
Vinfini, lorsqu’on peut assigner un point D’ (x, y’, ..., t') et un nombre positif R’
tels que, pour tous les points extérieurs a la sphére de centre D’ et de rayon R’,
la fonction soit développable en une série convergente de la forme (29) (Y). Nous
ferons voir que la propriété dont jouit par définition la sphére de centre D’ et de

};, 3. rayon R’ s’applique a toute autre
g sphére enveloppant complétement
la surface fermée o.

En effet, soient X' cette deuxiéme
sphére, D" (2, y', ..., ') et R’ son
centre et son rayon, et Q (&, v, ..., 1)
un point qui lui soit extérieur. Du
point D’ comme centre décrivons
une sphére X’ enveloppant complé-
tement la précédente et le point Q
(fig. 8), et en outre de rayon suf-
fisamment grand pour que le déve-
loppement (29) soit applicable a
tous les points extérieurs. Les deux
sphéres X' et X' limitent un espace I®
auquel s’applique la formule (22),
eten posant comme précédemment :

Gz, Y, ..., t) } il
[(@—8)"+ @ —mn) + ..+ E—] 7

on a:

hoe w):ﬁf(f%—G%) ol

En vertu de la formule (19), la portion d’intégrale relative a la sphére X’ ne
change pas de valeur lorsqu’on fait augmenter le rayon indéfiniment. Soient ¢ ce
rayon, 3 la distance D'Q, H un point quelconque de la sphére X', et v I'angle QD'H.

; ' formule : G = ———. Or:
La valeur de G au point H est donnée par la formule : G = @mr— Or:

1 1 1 3 &
— — = —+ < P (cosy)+ ... + —=P, (cos y) + ...
QH /g " — 235, cos v ik g 7

(1) Voir le mémoire de M. Appell intitulé: Sur les fonctions de trois variables véelles satisfaisant @
Véquation différenticlle AF = 0 (Aeta Mathematica, année 188%, p. 320).
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P, désignant une fonction de Legendre, d’ou :

1 3 "
= A5 P'Figi (cos¥) + ... +

0G_p—2 (p—1)3
l_)_ﬁ'— Pp—l + p?

=

é_;'*'—r_z Qn (COS Y) = ey

et

n+p—2)23"
+( p—2)3

Q, (cos ) + ... Srr

Q, (cos y) + ...,

Q, désignant une somme de produits de fonctions P, dans chacun desquels la
somme des indices de ces fonctions est égale a n. Maintenant, pour calculer les

7} :
valeurs de f et d—L(I au point H, posons :

r=x" +pcosh, y=y + psinh cosh, ..., t=1t + psinh, ...sin0,_,,
et substituons ces valeurs dans le développement (29), il viendra :

M J

Pp—-z + Pp—-l

f=0C+ + ey

C et M désignant deux constantes, et J, ... des coefficients variables avec les
angles 0, c’est a dire avec la position du point H sur la sphére ='. Comme
précédemment, on aura:

of _(p—2)M  (p—1)1J
ON ! =g ERER

et on déduira des formules qui précédent :

2G af p—2
fd—ﬁ_ Eﬁ—_—F(C'*‘S)a
e étant infiniment petit pour p infini. Dés lors, en désignant par dw I'élément de
surface d’'une sphére de rayon1, la portion d’intégrale relative & X' peut s’écrire :

(p — 2)] (C -+ ¢) dw, expression qui, pour p infini, prend la valeur (p — 2) 2SC.
On a donc :
1 2G af
£ - %, ITE0) Ry Rl
(30) f(?? Ny ooy T) - C‘ ap (p . 2) 2sf(f dN G dN) dG,
I'intégrale du second membre s’étendant a la surface de la sphére X', et N dési-
gnant la portion de normale extérieure a cette sphére.
Cela posé, soient K un point quelconque de la sphére X', ¢ I'angle QD'K, et »'
la distance D'Q (fig. 4). La valeur de G au point K est donnée par la formule :

1 R' R"u
G:/).'p—2+ 1—"’,10_1 Ql (COS QJ) SE orgs S3r m..n (COS (!J) + Sy o)
ou
(1) G — 1 e R"+" Q, {cos ) ey R™ " Q. (cos §)

pro—2 pre prent+p—2
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Posons maintenant :

E=a" +r"cosb, 0=y + 2" sinb cosb, .., T=1t"+ r'sinb ...sin0,_, (1),

désignons par 6, 6,, ..., 6,_, les coordonnées hypersphériques du point K, ana-

logues a 6,, 6,, ..., 0,_;, et remplacons cos ¢ par sa

17",3’ 4. 7 valeur en fonction des angles 6 et §' (au nombre

de 2p — 2): il est facile de se rendre compte que

7P, (cos ¢) devient un polynome homogéne et de

degré nen& — ' n—y', ..., s — ', que dés lors il

en est de méme de r""Q, (cos ¢), et qu’'en définitive
la valeur de G prend la forme :

nex o

B o gt "
o O P it el 2 K ol T 3

,)."211-}-11—2

n=0

P, désignant un polynéme homogéne de degré n.
D’autre part, en différentiant par rapport a R" la
formule (31), on a :

06 S, E—a",n—y', ...t — "
(33) e (; ry;n_‘_py_; = )9

n=1

W, désignant encore un polynéme homogéne, d’ou :

?

dG i)i___nﬁmAn (&_mv’n_yv, "'7T—t”)
(34) P

JIN =y pl2n+p—2

n=0

les coefficients du polynéme A, étant des fonctions continues des angles 6'.

On verra facilement que dans chacune des séries (32) et (33), les valeurs
absolues des termes sont respectivement inférieures aux termes correspondants
positifs d’une série convergente fixe, quelles que soient les valeurs attribudes
aux angles ', et que par suite la série (34) jouit d’une propriété semblable. Pour
effectuer l'intégration indiquée dans le second membre de la formule (30), il
suffit donc de T'effectuer séparément sur les termes successifs de la série (34),
et en remplagant &, =, ..., < par «, y, ..., t, la formule (30) devient :

V. e—a",y—y', ..., t —1¢
£y e O A e e L ),

n=0

ou V, désigne un polynome homogéne de degré =, et »' la racine carrée positive
do (@ — &) + ( — ¥ + ... + (E— )"

11 est essentiel de remarquer que les deux constantes qui figurent respective-
ment dans les deux premiers termes conservent toujours la méme valeur, quelle

@) 8,, 0, ..., 0p—1 ne représentent plus les mémes quantités que dans la premiére partie de la démonstration.
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que soit la sphére a 'extérieur de laquelle on développe la fonction en série. Car
la premiére est la valeur limite de la fonction quand le point x, y, ..., { s’éloigne
indéfiniment, et la seconde est la valeur limite vers laquelle tend, dans les mémes
circonstances, le produit [f (x, ¥y, ..., t) — C] . d?—*, d désignant la distance du
point variable x, y, ..., ¢ @ un point fixe choisi a volonté dans I'espace. Nous
appellerons masse de la fonction cette deuxiéme constante.

15. TurorEME. — Soient f (x, y, ..., t) et f, (x, y, ..., t) deux fonctions finies
et continues dans un espace A® (1), ainsi que leuts dérivées partielles des deux
premiers ordres, vérifiant Uéquation différentielle A = 0, et réguliéres a Uinfini;
soient C et C, les valeurs qu’elles prennent respectivement d Uinfini, M et M, leurs
masses respectives; on a la formule :

d ad
(35) [(r Fa—r5L) ao=—@—22s @1 —com,

Uintégrale du premier membre étant étendue a Uensemble des surfaces limites,

et %a g% désignant les dérivées des fonctions f et f, prises suivant la portion de
normale dirigée vers Uespace A®.

Décrivons en effet d'un point quelconque, de l'origine des coordonnées par
exemple, une sphére de rayon p enveloppant toutes les surfaces limites; nous
formons ainsi un espace I**" auquel la formule (19) est applicable, et, d’aprés
cette méme formule, la portion d’intégrale relative a la sphére ne change pas de
valeur, lorsqu’on fait augmenter le rayon indéfiniment. Or, la valeur de fen un

point de la sphere est donnée par la formule :

M J

Fp_2 -+ P—P: =+ seey

f=0C+

les coefficients J, ... variant avec la direction du rayon; on en déduit :

o _®—2M (p—1J
ON -l 23 e¥ o

On a de méme :
]Ii Ji
-

Pp—ﬂ I,51:1~1

fi=0C + S S

oy, _(p—2M, (p—11J
Eﬁ: eP! s e? 1+""

d’ou il résulte que, sur la surface de la sphére, la quantité f% ~f % a pour

valeur :

-
%;_T (CM, — C,M + ¢),

(*) Et un peu en dega des surfaces limites.
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¢ étant infiniment petit pour p infini. Done, en désignant par dw I’dlément de
surface d’'une sphere de rayon 1, la portion d’intégrale relative a la sphére peut
s’écrire :

(p — 2)j‘(CM1 — M + ¢) do,

dont la valeur pour p infini est (p — 2) 28 (CM, — C,M).
En particulier, si 'on pose : f, (z, y, ..., ) =1, la formule (35) devient :

(36) g—l’;ds:_(p_z)st.

COROLLAIRE. — Soit f(x, y, ..., t) une fonction finie et continue d Uextérieur
d’une sphére de rayon R (1), ainsi que ses dérivées partielles du premier et du
second ordre, vérifiant Véquation différentielle Af = 0, et réguliére d Uinfini;
on a la formule :

(37) ff do = 2SCR?—! + 2SMR,
Uintégrale du premier membre élant étendue da la surface de la sphére, C désignant
la valeur de la fonction d U'infini, et M sa masse.

1 . . :
Posons en effet: G =g5=’ D désignant la distance du point 2, y, ..., ¢t au

centre de la sphére; la fonction G posséde toutes les propriétés que 1'’énoncé
suppose a la fonction f, s’annule a I'infini et a une masse égale 4 1. On a donc,
en vertu de la formule (30) :

[(r%—c 2y ae= — (r—m2sc,

'intégrale du premier membre étant étendue a la surface de la sphére, ou bien :

p—2 1 of .
Rp_lffdc_'—l'w ()—NdG:(p-——2)2SC,

d’ou, en ayant égard a la formule (36), on tire immédiatement la formule (37).

46. TuroreME. — Il ne peut exister qu'une seule fonction satisfaisant d la

fois aux conditions suivantes :
A0 Déire finie et continue dans un espace A®, ainsi que ses dérivées partielles

des deux premiers ordres;

20 Dy vérifier Uéquation différentielle A = 0;

30 Drétre réguliére a Uinfini et d’avoir une masse donnée;

4° De prendre sur les n surfaces limites des valeurs données formant sur cha-
cune un ensemble continu.

(*) Et un peu en dega de la surface sphérique.
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32 EXTENSION A L’HYPERESPACE, ETC.

Soient en elfet [ (x,y, ..., f) et ¢ (, ¥y, ..., t) deux fonctions satisfaisant & toutes
les conditions ci-dessus énoncées : la différence f— ¢ satisfait aux deux premiéres,
elle est en outre réguli¢re a I'infini avec une masse nulle, et prend la valeur zéro
sur les n surfaces limites. Soit & la valeur qu’elle prend a l'infini; si d’un point
quelconque de I'espace on décrit une sphére de rayon R enveloppant toutes les
surfaces limites, on a, en vertu de la formule (37) :

ﬁf— ¢)dec =28 k Rr—1,

lintégrale du premier membre étant étendue a la surface de la sphére. Cette
égalité entraine forcément la relation & — 0; car si k était différent de zéro,
positif pour fixer les idées, f — ¢ prendrait en un point variable de la sphére une
valeur comprise entre 0 et k, et en désignant par %’ le maximum de cette valeur,
on aurait : '

f(f—q)dséZS k' Re—1 < 28 k Re—,

La différence f — ¢, étant nulle & l'infini et sur les n surfaces limites, est nulle
dans tout I'espace A®.

17. Les trois théorémes des numéros 13 et 16 conduisent naturellement &
rechercher s’il existe en effet une fonction satisfaisant a toutes les conditions
imposées par I'un ou par I'autre de leurs énoncés. M. Carl Neumann a résolu ces
problémes, dans le cas ou » est égal a 1, pour une catégorie trés considérable
de surfaces fermées. L’exposition de sa méthode fait I'objet des deux chapitres
suivants.
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GHAPITRE II.

ETUDE DE LA FONCTION W.

18. Etant donnée une surface fermée s, sl on la coupe par une droite quel-
conque, on peut obtenir comme intersection des points séparés les uns des autres,
et aussi des segments entiers de la droite. Par exemple, si on considére dans
I'espace a trois dimensions la surface engendrée par la révolution autour de DF

de la ligne polygonale FABCD (fig. 5), dont le coté AF
]’%‘9‘ 5. est perpendiculaire sur DF, une droite quelconque la
coupe en geénéral en deux ou quatre points isolés; a la
droite AT correspondra comme intersection un segment;
a la droite AB un segment AB et un point K, etc... Toutes
les fois qu’en coupant la surface par une droite on
obtiendra un ou plusieurs segments, on conviendra de
ne compter comme points d’intersection, pour chaque
segment, que le point initial et le point final: d’aprés
cette convention, la droite AI coupe la surface en deux
points seulement, A et I, la droite AB en trois points A,
B, K, etc... Dans ce qui suit, nous supposerons cons-
tamment que la surface fermée s est coupée par une droite quelconque de
I'espace en un nombre fini de points, dont le maximum est nécessairement pair,
et nous appellerons rang de la surface ce nombre maximum (1). Nous suppo-
serons d’ailleurs que sauf en certains points, dont I’ensemble ne forme jamais
une portion de surface, si petite qu’elle soit, le plan tangent est déterminé et
unique, et varie d’'une maniére continue.

19. Considérons l'intégrale :
COoS ¢
W @, Yy .oy ©) f" Y s

ou p. désigne une quantité qui varie d'une maniere continue sur la surface fermée o,

D la distance du point x, y, ..., t 4 un point «, 8, ..., ¢ pris sur 'élément ds, et
¢ langle de la normale intérieure en «, @, ..., ¢ avec la demi-droite qui va
(Y) Déiinition donnée par M. Carl Neumann. Untersuchungen, ete., p. 167.

RIQUIER. 5
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34 EXTENSION A L’HYPERESPACE
de ce point au point x, y, ..., t; lintégration est supposée étendue a toute la
surface s.

10 Dans le voisinage de tout point non situé sur la surface s, la fonction W est
finie et continue, ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres, et
vérifie Uéquation différentielle AW = 0.

Si I'on désigne en effet par «’, 8', ..., ¢’ les paramétres directeurs de la normale
intérieure au point «, §, ..., ¢, On a:

peose plad(e—a)-p Y—F+..+¢ (t— ¢)]

De=T — D» ’
et on constate facilement que cette fonction satisfait a toutes:les conditions ci-
dessus énoncées. On en conclut, au moyen des raisonnements usités en pareil
cas, qu'il en est de méme de la fonction W (z, y, ..., t), qui s’en déduit par une
intégration.

2 La fonction W (x, y, ..., ) est réguliére d Uinfini, s’y annule, et a une
masse nulle.

De l'origine comme centre, décrivons une sphére enveloppant complétement
la surface s, et supposons le point x, y, ..., ¢ extérieur a la sphére. Soient r et
les distances respectives de l'origine aux deux points x, y, ..., t et «, 8, ..., ¢,
¢ I'angle formé par ces deux demi-droites. En posant :

H= p@x+8'y+..+¢0),
K= —p(aa" + B8 + ... + &),
on a:
meose H +K.

Dr—! D?

Or, de la formule :
I, 1
D v e —2rpcos ¢

b

on tire, comme au n° 14 :

1 "iVn (e, 5 =)
= —— o )

_ﬁ pen+l

n=0
d’ou:
1 :”S‘” Dy (2, Yy ooy ),

ﬁ ,,.27z+p

n=0

V. et @, désignant des polynémes homogénes de degré n. On en déduit :

H 'TW @y ..1°
I—);:Z pintp—3

N -]

et

n=o 71—1;

W, (xz, y, ..., £) Sl R T ) - . T L T
—_2‘ 2n-:~p - :Z pontp+2 :2.‘ ,'12134-,1)»—2’ ?

n =) nem{ n=2
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DE LA METHODE DE M. CARL NEUMANN. 35

par suite :

pecse H4+ K "S:"X,l (x, Yy .y t)
”» — N 2a& Y, b))

Dz—t —  D» pintp—2
=1

et en intégrant :

RS . v Q, (@, Y, ...y t)
f Dr—1 ds _‘2‘ 1.2n+’p—2’ i

n=l

I, W, A,y X, et Q, désignant des polyndmes homogenes de degré n. Il résulte de
la que la fonction W (x, y, ..., ) est réguliére 4 I'infini, et, comme le dévelop-

pement qui précéde est privé de terme constant et de terme en ;> la fonction

rP—

s’arinule a I’infini et a une masse nulle.

20. Il nous reste a étudier maintenant les valeurs que prend la fonction
W (z, y, ..., t), soit lorsque le point x, y, ..., ¢ est situé sur la surface s, soit
lorsqu’il tend vers un point de cette surface Cette étude a été faite de la facon la
plus compléte par M. Carl Neumann (1). Suivant la notation adoptée par I’éminent
géometre, nous désignerons par « un point quelconque de I’espace, par ¢ un point
extérieur a o, par ¢ un point intérieur, par s un point situé sur la surface méme.
W. désignera la valeur de la fonction W au point «, etc.

Etant donnée une surface fermée o de rang quelconque les demi-droites issues
d’'un point fixe non situé sur la surface la rencontrent en un nombhre pair ou
impair de points, suivant que le point fixe est extérieur ou intérieur. Considérons
maintenant un point s, situé sur la surface méme. Si on le joint & tous les points
infiniment voisins de la surface, les demi-droites ainsi obtenues forment une nappe
conique divisant 1'espace mdeﬁnl en deux régions : les demi-droites partant du
point s et situées dans I'une de ces régions sont intérieures a la surface s dans
une portion de leur étendue suffisamment voisine du point s, et par suite la
rencontrent en un nombre impair de points autres que s; les demi-droites situées
dans I'autre région sont au contraire extérieures a la surface dans le voisinage du
point s, et par suite la rencontrent en un nombre pair de points. Cela posé, si du
point s comme centre on décrit une sphére de rayon 41, la portion de surface
sphérique o, située dans la premicre région s’appelle I'ouverture de la surface o
aw point s; en outre, 2S désignant l'aire de la surface sphérique de rayon 1, la
différence S — v, = ¢, s’appelle le supplément de Uouverture.

Pour calculer w,, on peut procéder de la maniére suivante. Une surface fermée,
comme nous l'avons déja fait remarquer, se compose en général de portions de
surfaces analytiquement représentées par des équations différentes. Considérons
sur la surface fermée un point s (', y’, ..., t') commun & un certain nombre de
ces portions de surfaces; dans le voisinage du point s, les points intérieurs 4 la

(1) Untersuchungen, etc., chapitre IV, p. 113 a 160.
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36 EXTENSION A L’HYPERESPACE
surface fermée sont définis par un certain nombre d’inégalités, trois par exemple :
[ @y, ...,t)=>0,

) fi (@ Y5 oy ) >0,
f2 (x’ y’ i) t) = 07

dont les premiers membres sont tous nuls pour x = ', y = y', ..., t =t
Soient :
(©)) T=a +ap, Y=Yy + Bpy..y t=1t +ep,

les équations d’'une demi-droite quelconque menée du point s. En remplacant x,
Y, ..., t par leurs valeurs tirées des formules (2), et supposant les premiers
membres développables par la série de Taylor, les inégalités (1) peuvent s’écrire :

p? (/] d P )q
122 2 g o Tyl il 0
1.2...(1 (a()w'-l_ﬁdyv_'- +edt' f+ =0,
i A0 @ 1 BN i)q’ :
1-2---411(0(090'+de'+m+edt' fi+ ...=>0,
_P_q_’___ _9_ _d__ i)th ! 0
1.2 ... q, (adm'+6()yr+"‘+€dt, it ...=>0,

q, 4., q, désignant trois entiers positifs. Comme p désigne ici une variable essen-
tiellement positive, les demi-droites qui, dans le voisinage immédiat du point s,
sont intérieures a la surface fermée, ont évidlemment des directions définies par
les inégalités :

J 0 0 \?
(a%—,+3(§?++sﬁ) f =0,

d d J \u
(3) (d(;?—{—ﬂw-*——i-eb?) f1>0,

d /] d \2
-— — — 0.
(355 + B30 = o+ e 35) fa>

Pour avoir la valeur de w,, il suffira donc d’évaluer, sur la sphére «* + 8* + ...
—+ ¢’ =1, l'aire de la portion de surface définie par les inégalités (3).

21. ExempLE I. — Examinons le cas général ou le point s appartient a une
seule des portions de surfaces dont se compose la surface fermée s, et n’est pas
un point singulier pour cette portion de surface. Sil'on désigne par f (x, y, ..., )
le premier membre de I’équation de la surface, les dérivées partielles du premier
ordre de f ne sont pas nulles a la fois au point s, et les inégalités (3) se réduisent
alors a celle-ci :

of of
g/ i il
(4) 255+ de, S

m

of
5?;>0.

Or la surface de la sphére o + §* + ... 4+ s> =1 peut se partager en deux
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régions : 'une ot I'inégalité (%) est vérifide, ’autre o ’on a au contraire :

+Bﬂo+...+eﬂ<0,

- of
®) a9y’ at'

o
o'
et ces deux régions ont évidemment des aires égales, car, au signe prés, les
inégalités (4) et (5) ont les mémes solutions en «, 8, ..., =. Chacune des régions
considérées a donc une aire égale a la moitié de l'aire totale, et 'on a: w, =S,
&, =—=0.
ExempLE II. — Considérons la surface fermée du second rarg définie par les
inégalités :
a b e
a:-+-§>0, y+§>0, e t+-2—>0,

w—g<0, y—g<0, &5 t—§<0(1).
Soit s un point de la surface (x', y', ..., t') et k le nombre des inégalités
précédentes qui se transforment en égalités pour x = a', y =vy’, ..., t =1’
(ici & est au plus égal a p).
Si k=1, on a d’aprés ce qui précede : v, = S.
: . a b At Ry
Si k=2, si 'on a par exemple: &' = 5’ Y iy les inégalités au moyen

desquelles on définit la valeur de w,, sont: « < 0, 8§ < 0.

a b
Si k ==3, si l'on a par exemple : &' =g ¥=g* :%, il vient: « << 0, 8 <0,
vy <O0.
2 b . . , . r_a b
Et ainsi de suite. Si k = p, et que l'on ait: ' = g’ Yi=lgr oo ¢ = %a on aura

les inégalités : « << 0, 3 < 0, ..., e < 0.
Il est facile de trouver dans chaque cas la valeur de w,. Posons en effet :

a = cos 0,,
8 = sin 6, cos 6,,
®) y = sin 0, sin 0, cos 0,,

3 =sin 6, sin 0, ... sin 6,_, cos 0,_,,
U b o2 n 6 : :
\ € =sin 6, sin 6, ... sin 0,__, sin 6, _;,

et remarquons que pour obtenir tous les points situés sur la sphére o' ++ B* 4 ...
+ ¢* =1, il suffit de faire varier le dernier angle 6,_, entre 0 et 2=, et chacun
des autres entre O et =. Les inégalités :

a<<0, B<0,.., e<0

(") Rectangle dans I’espace a4 deux dimensions; parallélipipéde rectangle dans 1’espace a trois dimensions.
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deviennent alors :

cos 0, <0,..., cos0,_s<<0, cosb,_, <0, sinf,_,<<0,
ou bien :
T T 3

T 3=
(7) 2<61<w,..., §<6p_2<w, §<0p_1<§‘a 7:<ep_1<—§-

On a d’ailleurs :

™ ™ 3 27
25 :f sin?—* 0, d0, Xf sin?=* 0, do, X ... Xf sin 0,_, d6,_, xf dbp_.
0 0 (1} 0

Si aux limites qui figurent dans ces intégrales on substitue successivement les
limites fournies par les inégalités (7), on verra qu’a chaque fois 'une des intégrales
S

est divisée par 2. On a dés lors : o, = i’

ExempLE III. — Considérons la surface fermée du quatriéme rang définie par
I'inégalité :

@ +yy+ ...+ —an)—a* @+ Y+ ... + )<< 0

En tout point de la surface, on a : o, = S, sauf a l'origine des coordonnées qui est
un point singulier. On a alors, pour calculer w,, I'inégalité : «* — 1 < 0, vérifiée
d’elle-méme en vertu de la relation : «* + g* + ... + <*=1. Il en résulte : o, = 2,
¢, — — S.

ExempLE IV. — Considérons la surface fermée du second rang définie par le
systéme d’inégalités :

@+ ... +)@+a)+ 2@ —a)<0,
x =0,

ou a est supposé positif (2). Pour évaluer w, a I'origine des coordonnées, on a les
inégalités :
B2+ ...+ —a? <0,
a=>0,

qui, en vertu des formules (6), deviennent :
sin® 6, — cos®* 6, << 0, cos 6, > 0,
ou:
cos?2 6, =0, cos0, >0,
ou enfin :

K
0<6,<Z-

(*) Quand on suppose le nombre des variables égal a 2, celte inégalité définit les points intérieurs i un
limacon de Pascal avec point de rebroussement. )

(?) Quand on suppose le nombre des variables égal 4 2, ces inégalités définissent les points intérieurs a la
boucle d’une strophoide droite.
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[

f“ sin?—* §, d6,
0
v :

f sin?—2 0, do,
0

ExempLE V. — Considérons la surface fermée du sixiéme rang, définie par le
systéme des inégalités :

On a dés lors:

w, = 2S X

[ x>0,
®) P +y+ ...+ 2 —R*<0,
@+ + .+ —RE(YP + ... + ) >0.

Quand on suppose le nombre des variables égal & 2, on obtient le contour fermé
représenté par la fig. 6. '

P 6 A Torigine des coordonnées, on a, pour évaluer w, les
F o inégalités :
‘ =0, @+ ..+ &<0,
dont la seconde est impossible : par suite, v, = 0.

Considérons sur la surface fermée un point dont les coor-
données ', y’, ..., t' vérifient les relations :

=0, Y4+ .+t'*—R*=0,

et par conséquent annulent a la fois les premiers membres des

inégalités (8). On arrivera, par l'application de la méthode,
aux inégalités :

a=>0, By + ..+4¢et'<<0, Ly + ...+ ct' =0,

dont les deux derniéres sont contradictoires; donc w, = 0.
ExempLE VI. — Considérons I’ensemble des points satisfaisant & 'un ou & 'autre

y 4 7 des deux systémes d’inégalités :
7 < =10,
& gw2+y’+...+t’—R’<0,

( =0,

10
(10) CE s e it B P,

Il est facile de voir que ces points sont intérieurs &

= une surface fermée du quatriéme rang; quand on sup-

pose le nombre des variables égal a 2, on obtient le
contour représenté par la fig. 7.

A Torigine des coordonnées, on a évidemment la rela-

tion : v,=w, -+ v,, en désignant par v, et o] les quantités

analogues a o, relatives aux deux surfaces fermées séparément définies par les

A TTTT]

il
Ui

<
i ”Jﬂu. LW

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC - Cote : HF uf 166 18 2



40 EXTENSION A L’HYPERESPACE
systémes (9) et (10). Or le systéme (9) donne l'inégalité « < 0, d'ou v, = S; le
systéme (10) donne les inégalités :

a=>0, B+ ..+ >0,

dont la seconde est verifiée d’elle-méme; donc o = S, et par suite v, = 28S.
Considérons sur la surface fermée un point dont les coordonnées &', ¢/, ..., ¢’
vérifient les relations :

28=—=10" y'?* 4 ...t —R2=0.

Il est commun aux deux surfaces fermées (9) et (10), et 'on a encore w, = ., + o.
Or le systéme (9) donne les inégalités :

a<<0, By + ..+ et <O0;
le systéme (10) donne les inégalités :
a=>0, 2y + ... et <<O.
Donc o, est l'aire de la portion de surface sphérique définie par la seule inégalité :
By + ... + et' <O,

et des lors w, a pour valeur S.

22. Supposons que la quantité p, qui figure dans lintégrale W, (ne 19), soit
égale a 1 sur toute I'étendue de la surface o; on trouve alors bien facilement la
valeur de I'intégrale suivant la position du point .

Pour abréger, nous poserons :

cos ¢ do
Do—1

(do). =

En premier lieu, (do), est positif ou négatif, suivant que la demi-droite dirigée
de I’élément do vers le point x fait avec la normale intérieure un angle ¢ aigu ou
obtus, c’est-a-dire suivant que cette demi-droite, considérée dans le voisinage
immédiat de I'élément do, est intérieure ou extérieure a la surface, c’est-a-dire
enfin suivant que, sur la demi-droite de direction opposée qui va du point x vers
'élément ds, on passe, en franchissant cet élément, de l'intérieur & I'extérieur, ou
inversement.

En second lieu, nous ferons voir que si on considére le faisceau des demi-droites
partant du point 2 et aboutissant & I'élément do, il détermine sur la sphére de
rayon 1 décrite du point & comme centre un élément de surface précisément égal
a la valeur absolue de (ds). (4 un infiniment petit prés par rapport a lui).

Si on désigne en effet par «, @, ..., ¢, comme au n° 19, les coordonnées d’un
point variable de o, et si on remplace cos ¢ et ds par leurs valeurs (ns 3, 5, 6),
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on trouvera facilement :

do do
(a*x)*a—p(ﬁ-—y)—---_a(i—‘)
(do), = %= S o —df ... de;

en transportant 'origine des coordonnées au point x, ¢’est-d-dire en posant :

=== = = e B =y

De=Vat 1 B+ .. ¢t
il viendra :

=9

o~

de, a

|

m

ey, Sk
Der

0y =

1) @), — + -9

U

&1

1
g, ... de,.

Désignons maintenant par &, «, ..., « les coordonnées (nouvelles) du point ou
la surface sphérique de rayon 1 décrite du point x comme centre est percée par
la demi-droite qui va du point & au point «,, g,, ..., ¢, c’est-a-dire les paramétres
directeurs de cette demi-droite; prenons comme nouvelles variables indépendantes
p — 1 des quantités &, , ..., 7, par exemple les p — 1 derniéres, et calculons le
déterminant A qui a pour éléments les dérivées partielles du premier ordre
de =, ..., = par rapport 4 8,, ..., .. Considérons pour cela les relations :

e —DE NG — iy S e s — )
on tire de la seconde par différentiation :

dg, = dD + D dn,
ou
Dd@, =7 DdD + D*dy;
d’ailleurs :

do da
DAD.=a,d2, + B,df, + ... + g, ds, = (81 + a, EE—‘) df, 4 ... + (s‘ + o, ddi) et
1

d’ou résulte :

da\ | da da
[:D g (31 + a, ;lf&i)‘ldﬁi — (Yi + o, J:’—i) dy, — ... —1 (e‘ + o, (—1—6—‘) de,
Bie— 1 s '1 1

et en multipliant les deux termes par D :

da da da
[D2 == B (Bi = oy a?):ld&*@i (7’1 -+ 2y (i‘ﬁ) oo 0 <51 -+ ay E‘:) de,
(i) == !

RIQUIER. 6

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC - Cote : HF uf 166 18 2



42 EXTENSION A L’HYPERESPACE

On trouverait de méme les valeurs de d¢, ..., d=, et dés lors :

3 da do da

D* — B, + a —,—1) —0 (v + a i) ete. ... —8 (e 5 (G

gl (n 1 1 d,$1 DEE A 1 d"fl 1 \ i 1 dal

a 5 ) da,
) =y i gl) il e —\) te Yil&+ )

DZ])—SA:« {Hl lfl dEi
dzl) ( 11) . dzl)

— ¢ + coloet-Na ete D?—z e + @
i (Pi 1 ml 1 i 1 d‘fi 1\ °t 1 dc‘

Chaque colonne de ce déterminant peut étre considérée comme composée de
deux sous-colonnes, dont la premiére aurait un élément égal a D* et tous les autres
nuls. Si 'on remarque d’ailleurs que deux sous-colonnes quelconques du second
rang ont leurs éléments proportionnels, on trouvera aisément :

1o do,
Do—3A=D—"—8, (8, + o, =2 ) D=t — .. —¢, (¢, + 4, _"‘) Dot
dljl - dei
N da da
= oy )R (oc1 — B, &75—’ — . —g ﬁ)v
1 1
d’ou :
da do
. — By =t — . — —1)
A_aj <:}(1 .1dt041 = de, .
. Dr+1

On en conclut immédiatement, en se reportant a la formule (11) :

ce qu’il fallait démontrer.

Cela posé, supposons que le point & soit extérieur a la surface fermée. Si Uon
meéne de ce point une demi-droite quelconque sur laquelle on marche toujours
dans le méme sens (1) & partir de x, il est clair qu’on rencontre la surface un -
nombre pair de fois, en passant alternativement de 1’extérieur a l'intérieur et
inversement. Dés lors, un cone d’ouverture infiniment petite ayant son sommet
en x intercepte sur ¢ un nombre pair d’éléments successifs pour lesquels (ds), est
alternativement négatif et positif, et égal en valeur absolue a I’élément intercepté
par le méme cone sur la surface sphérique de rayon 1 décrite du point 2 comme
centre; par suite, I'intégrale considérée est nulle. Si le point 2 est intérieur 4 la
surface, les éléments interceptés sont en nombre impair, et alternativement posi-
tifs et négatifs; I'intégrale a donc pour valeur 2S. Si le point « est sur la surface,
elle a pour valeur o,.

(%) Il est aisé de voir quel sens on doit attribuer ici & cette locution géométrique.
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23. Avant de passer au cas général, nous établirons quelques propositions
auxiliaires.

Soient x et x, deux points situés d Uextérieur d'une sphére de rayon ¢, r et r, les
distances respeclives dw centre d ces deux points, R une demi-droite quelconque
partant dw centre, et m un entier quelconque, positif ow nul; on « la formule :

cos (r, R)  cos (r,, R) _ (m + 1) (xx,) @
pm 9 pm—H 2

(12)

ou (xx,) désigne la distance des deux points donnés.
L. Nous supposerons d’abord le nombre des dimensions de I'espace égal a 3.
- 10 La formule (12) est vraie pour m = 0.
ﬁg 8. En effet, soient h la demi-droite qui divise en deux
parties égales I'angle des demi-droites », »,, et ¢ Pangle
des deux plans rh, Rh. On a, d’aprés une formule
connue :

cos (r, R) = cos (r, h) cos (R, k) + sin (r, k) sin (R, k) cos ¢,
cos (r,, R)= cos (v, h) cos (R, h) — sin (r, k) sin (R, h) cos ¢,

d’ou, en retranchant :
cos (1, R) — cos (r,, R) = 2 sin (r, ) sin (R, h) cos ¢,
et par suite :

| cos (r, R) — cos (i, R) | = 2 sin (», h),
&8,
T

§ et £, désignant les intersections respectives avec la sphére des demi-droites r et r,.

A

Or, x et x, étant extérieurs a la sphére, on a évidemment (3%,) < (x,), et dés lors :

zx
(13) | eos (, R) — cos (1, R) | << g_P’_)
20 On a la formule :
1 1 m (22,)
, —— —— &
(11 S
En effet :
1 1 A, /'J;l .
r,T"; 7";‘ = 1.7;& ,'.m 7
(=) (T e e L)
r = ,,.1;; pm ?

o fd 1 1
= (/ri i ") ’)‘11'7“ -+ ,'.i ,,,m—l + o —*« ;r;—AT 2

() La notation | a |, empruntée 4 M. Weierstrass, signifie valeur absolue de a.
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b - § 14 AR o
d’oti 'on déduit immédiatement 'inégalité (14) en remarquant que = et -
1 v
et I r—r I _S~ (vax)
30 La formule (12) est vraie pour toute valeur entiére et positive de m.

: s (r, R 0s (1, R
Posons, pour abréger:A:CO 5 R). o 20l B,

On a évidemment :

75”” /'.1;1
A== (r, R) — cos (ry, R) -+ (i — i) cos (ry, R),
1;"1 ’.17& ?,7?
d’ou1 'on déduit :
1A < | cos (, R) —m cos (r,, R) | e _}_" L 17,,
e & 1
et en vertu des formules (13) et (14) :
(i ) e iy, T e

m—41 m—+1
¢ P

IT. Supposons maintenant que le nombre des dimensions de I'espace soit quel-
conque.

Prenant comme origine des coordonnées le centre de la sphére, désignons par
%, Y, .oy tet 2, Yy, ..., b les coordonnées des deux points x et x,, par «, 8, ..., ¢
les coordonnées du point ou la demi-droite R perce la sphére. Les paramétres
directeurs des demi-droites », r,, R sont respectivement :

@ Y t
=9 =9l sitiey -»
5 = =
Ly Yy t
TP P
7, 7, fr1
o 8 c
— = ) =
2 g P

On est ramené dés lors a démontrer I'inégalité :

oL+ By +...het oy + By 4. ety | (m+DV(@—a) + (Y — g+ ...+ (E—E)
pm+1 - pmt e o %

dans laquelle on suppose :

e Va1 0 L,

con=Vael eyl o B,

s =V T8+ . &,

== (<5} ry = Q-

Or, le nombre des dimensions de I'espace étant supérieur & 3, on peut, en chan-
geant les directions des plans coordonnés rectangulaires (n° 1), annuler les trois
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quantités £, ¢, et ¢, par ot 'on voit que si le théoréme est vrai dans l’espace
ap —1 dimensions, il I'est également dans I'espace a p dimensions. Il est donc
général, puisqu’il a été démontré dans I’espace a trois dimensions.

1l résulte de 13 que si on désigne par ds un élément de surface dont tous les
points sotent & des distances supérieures d p de deux points x et x,, on a :

(15) | (do)e — (da)., | < ¢ (Jcpxl) ds.

¢

On a en effet, en désignant par N la normale i I’élément, et par + et r, les
distances de I'élément aux deux points z et x, :
cos (r, N)

pr—1
»

(do), = do, (do),, = .

d’ou P'on tire :

(e = (o (Cojéq_:’lN) __cos (ry, N)) ds.

7‘1;—— 1
Il suffit dés lors de se reporter a la formule (12).
24. Soient deux sphéres concentriques de rayons R et R' (R > R'), « un point

extérieur a la premiére, x' un point intérieur d la seconde; on a : (xx') > R—R'.
Cela revient a démontrer que des inégalités : 5

R=R', a* + y3+...+tz—R2>0, B2 Y2+ ... + ' —R? <0,
résulte nécessairement I'inégalité :
@—2)+HY—y)»+ .. +(E—t)Y>R-—-R)"

11 suffira de prouver que 'on a :

@—& Y+ Y=y + o+ =tV =V T T

calcul d’une extréme facilité.

25. Soient s un point fixe quelconque pris sur une surface fermée s, p. une
quantité qui varie d'une maniére continue sur cette surface, p, sa valeur au
point s. Si Uon pose : :

2, =4 (do), — [ (@),

la fonction Q. est continue dans le voisinage du point s, c’est-d-dire que pour
tous les points x intérieurs d une sphére de centre s et de rayon suffisamment
petit, on a Vindgalité :

| Q,— Q, | <5,
¢ étant une quantité donnée.

Posons : f | (d2). | = ¥,. Quelle quevsoit la position du point « dans I'espace,
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la fonction ¥, conserve toujours une valeur finie : car, si I'on désigne par 2q le
rang de la surface, par dw I'élément de surface d'une sphere de rayon 1 décrite
du point x comme centre, et par 2S l'aire de cette surface, on a évidemment :

f] (do), | <|2q dow < 4¢gS.

Nous appellerons M le maximum de W, et nous poserons en outre : f do= C.

Si Pon désigne par ps la valeur de la quantité variable y. en un point de I'élé-
ment do, on peut écrire :

sy — (P~G‘ =" IJ‘F) (d c)a:?

r

d’ou :
Qs :ﬂ{)‘a v Ej‘a) (d': 89
et

B, o, = f (v — 1) | (do), — (da), .

Du point s comme centre, décrivons une petite sphére (A), et désignons par « la
portion de ¢ qui se trouve & lintérieur de (A), par g celle qui se trouve a l'exté-
rieur. L’intégrale précédente peut se décomposer en deux parties, correspondant

‘respectivement a « et & 8:
= \Qs == sz -}~ Jp,

o= [ (o — 1) | (@), — (@),

I =[op — 1) | @8 — @B |.

Considérons d’abord l'intégrale J,. On a évidemment :
el <[ T oe = | X | (@), = @), 1,

d’ou :

17, | <Gf] (da), — (da), |,
G désignant le maximum de | p, — p, |. A fortiori :

'|L|<Gf3[<da>%|+|<da>slz,

et par conséquent :
| Jo | <2GM.

Or, la fonction p. étant continue sur la surface o, la quantité | p, — u, | et son
‘maximum G tendent vers zéro avec le rayon de la sphére (A), et dés lors, pour
une valeur suffisamment petite de ce rayon, soit R, on aura, quelle que soit la
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position du point « dans I’espace :

| AR
Cela posé, laissons fixe le rayon R, et par suite « et . On a:
951 <[ 1o = b | X (@B — (@0). |,
- <c[l@e.—@nl,
G’ désignant le maximum de pg — p.. Décrivons maintenant une seconde sphére

concentrique a la premiére, et de rayon R’ << R; pour tout point « pris a I'inté-
rieur de la sphére R’ on a, en vertu de la formule (15) :

| @8 — @B | < s a8

car les points « et s se trouvent a des distances de I'élément d@ supérieures a
R — R’ (n° 24). Dés lors :

G' (x3) pCG'R'
I Jﬁ l < Rf)pf B (I{ R,)p

Cette derniére quantité tend vers zéro avec R’. Si donc on donne a R’ une valeur
suffisamment petite, on aura, pour tous les points intérieurs a la sphére de rayon R':

I 1 <35
on a d’ailleurs :
| Ja | <§
d’ou l'on tire :
[ J. +Jg | <5,

ou | Q, — Q| < s, ce qu’il fallait démontrer.

26. TuEOREME. — 25 désignant Uaire de la surface sphérique de rayon 1,
U, le supplément de Vouverture de la surface s au point s (n° 20), W,, la limite
de W, lorsque le point a tend vers s, W,, la limite de W lorsque le- pomt i tend
vers s :

1o La quantilé f, = W, -+ 4, p, varie d'une maniére continue sur la surfuce;

20 Was = fs v SP‘S;

3o Wi, = [, + Sp..

Rappelons-nous en effet qu’en vertu du ne 22, on a:

j(dc)a — f(ds),. — 28, f(ds)s e
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Cela posé, de la formule :

(16) Q. =W, —u,[(do),
on tire :

17) O, =/ —Su,

et

égalité qui peut s’écrire :

(18) Yoy (s, — 1) + Oy =11, — Sp,.

En retranchant membre & membre les relations (17) et (18), il vient :
s, (g, — ) + (X, — Q) =1, — 1.

Si le point s, tend vers s, les deux termes du premier membre tendent vers zéro,
par suite aussi le second membre, ce qui démontre 1o.
D’autre part, on tire de la formule (16) :

Q, =W,
Q, =W, — 28y,
d’ou :
Q—9 =W, —(f, — Sp,)
Q — Q, =W, —(f, + Sp,).

Des deux derniéres relations, on déduit de la méme maniére 20 et 3o,
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GHAPITRE III.

METHODE DE M. CARL NEUMANN OU DE LA MOYENNE ARITHMETIQUE {4,

27. Nous dirons qu’une surface, ouverte ou fermée, est multiétoilée (2) d’ordre n,
lorsqu’il est possible d’assigner dans I'espace n points fixes tels que tout plan
‘tangent a la surface passe par P'un d’entre eux, mais lorsqu’en méme temps il est
impossible d’assigner n — 1 points fixes jouissant de cette propriété.

Une surface uniéloilée se compose nécessairement d’une portion de cone, et
par suite est nécessairement ouverte. Comme exemples de surfaces biétoilées,
on peut citer (dans P'espace a trois dimensions) le parallélipipéde, I'octacédre, le
tétracdre, la surface engendrée par la révolution d’un losange autour d’une de ses
diagonales, etc. Dans cetle derniére surface, les deux points fixes de la définition
sont les extrémités de la diagonale considérée ; dans le parallélipipéde et 'octaédre,
les extrémités d’une diagonale quelconque; dans le tétraédre, un sommet quel-
conque et un point quelconque de la face opposée.

28. Soient ¢ une surface fermée du second rang (n° 18), s un point pris sur
cette surface, ¢ 'angle de la normale intérieure en un point variable de ¢ avec la
demi-droite qui va de ce point au point s. Il peut arriver que le point s soit le
sommet de quelque portion de surface conique contenue dans ¢; en rapprochant
I'expression de cos ¢ de I'équation aux dérivées partielles des surfaces coniques (3),
on voit immédiatement que cos ¢ est nul sur toute la portion considérée. Sur la
portion restante ', I’ensemble des points pour lesquels cos ¢ est nul ne peut
former une portion de surface, si petite qu’elle soit, et, si I'on en fait abstraction,
cos ¢ est toujours positif : car, la surface étant du second rang, il est facile de se
rendre compte qu'une demi-droite allant du point s & un point quelconque de o’
commence par étre intérieure a la surface, et la traverse une fois et une seule en
passant de l'intérieur a extérieur.

() Untersuchungen, etc., chapitre V, p. 160 & 220.

(2) Vielsternig, dit M. Carl Neumann, p. 168. ]

(®) En désignant par D la distance du point , ¥, ..., ¢ au point a,'ﬁ, ..,edela su_rface, et par £ (o, By ..., €)=10
I'équation de la portion de surface sur laquelle ce dernier est situé, on trouve facilement :

+ (m—a)f;+(y:_ﬁ)fb+...+(tw— e)f;‘

cos @ = 2 S R A

Dt o F 1

~1

RIQUIER.
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D’autre part, dans une surface du second rang, o, ne peut surpasser S. En effet,
sur deux demi-droites opposées partant du point s, il ne peut y en avoir plus
d’une dirigée vers l'intérieur de la surface. Dés lors, le faisceau des demi-droites
dirigées vers lintérieur de la surface et le faisceau des demi-droites opposées
déterminent sur la sphére de rayon 1 décrite du point s comme centre deux
régions symétriques n’ayant aucune partie commune, et dont les aires sont égales.
Chacune de ces aires est donc au plus égale a la moitié de I'aire sphérique.

Ciela posé, si on désigne par « une portion quelconque de s, on a:

0=[(ds). =[ (@) =0, =5.

Partageons alors la surface ¢ en deux portions « et g (dont chacune peut elle-méme
se composer d’un nombre quelconque de parties séparées), et soient s et s, deux
points quelconques de la surface. On a, d’aprés ce qui précede :

0=[(n). =5, :
0=[w@p.=s,

d’ol1, en ajoutant :

0= f (d2), +f(d 8),, = 28.

Nous ferons voir maintenant que, la surface étant supposée en outre non biétoilée,
la valeur de I'expression [ (da), + ] (dp),, ne tombe jamais au-dessous d’une

quantité fixe 0, supérieure d zéro, quels que soient d’'une part s et s,, d’autre part
o et 8.

Supposons d’abord que les deux points s et s, aient sur la surface une position
particuliére déterminée; désignons par ¢ le méme angle que précédemment (1), et
par ¢, langle analogue lorsqu’on remplace s par s,. Il peut arriver que le point s
soit le sommet de quelque portion de surface conique contenue dans s, et de méme
le point s,; soit ¢’ la surface partielle déduite de « en enlevant ces portions de
surfaces coniques. ¢’ ne peut se réduire a zéro : car il faudrait pour cela, si s et s,
coincident, que la surface ¢ fit uniétoilée, et par suite ouverte, et, s’ils ne coin-
cident pas, qu’elle fut biétoilée, ce qui est contre 'hypothése. D’ailleurs, sur toute
I’étendue de o', cos ¢ est positif, sauf en certains points dont I'ensemble ne peut
former une portion de surface, et il en est de méme de cos g,. Cela posé, retran-
chons de s’ une portion choisie de telle sorte que la portion restante s’ ne se
réduise pas a zéro, et en outre quen aucun point de ¢’ cos ¢ ni cos ¢, ne

(1) Clest a dire Pangle de la normale intérieure en un point variable de ¢ avec la demi-droite qui va de ce
point au point s.
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soient nuls; désignons par m une quantité positive au plus égale i la plus petite des
valeurs que peuvent prendre sur o' cos ¢ et cos g,, et remarquons que les quan-
Lités m et o' sont complétement indépendantes du mode de division (« et £) que
'on considére sur la surface; enfin appelons " et g les portions de " respective-
ment comprises dans « et §. Cela posé, on a évidemment :

ma' mp’
Junz=fZ fap.z5E,

L désignant la distance maximum de deux points variables sur s, 4ot en ajoutant :

‘/?dax—h/kdﬁx,fiﬁtf{

Dés lors, si on donne aux points s et s, sur la surface une position particuliére
déterminée, on peut assigner une quantité positive au-dessous de laquelle ne
tombe jamais la valeur de I'expression considérée, lorsqu'on fait varier « et 8
d’'une maniére complétement arbitraire. Si maintenant on considére toutes les
positions possibles des points s et s, sur la surface o, il est clair qu’on peut assi-
gner un nombre positif o tel que P'on ait :

0= (@, + [(ap), =2s,

0
quels que soient d’une part s et s,, d’autre part « et 8. En posant: 1 — 5 = 7,

28 —

on en déduit facilement :
1) =0,

ou A désigne une constante positive, inférieure d Uunité.

29. Désignons par f des valeurs formant un ensemble continu sur une surface
fermée o, par f, la valeur particuliére de cette fonction au point s, et posons :

o
(m:yhmmﬁzw+ﬁ,

)
1 b fs
Vo= _— | " (d =W, RELLP)
1 uf:
s v m__ YU . 3
_ \\,_Sff (o), fr="wr+ ¥,

s e ce s st a0 D R I P I I Y

et ainsi de suite indéfiniment (d’aprés le n° 26, les valeurs f™ forment sur ¢ un
ensemble continu). La surface étant supposée du second rang et non biétoilée,
nous ferons voir qu’a partir d’'une valeur de n suffisamment grande, on a, pour
toutes les valeurs positives de 'entier ¢, et pour toutes les positions possibles des

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC - Cote : HF uf 166 18 2



52 EXTENSION A L'HYPERESPACE
points s et s’ sur la surface :
b IS P aliesig
¢ étant une quantité donnée.
Désignons par G et K la plus grande et la plus petite des valeurs f, et par M la
moyenne arithmétique entre ces deux quantités, d’ou résultent évidemment les

relations :
G —K

Mot Koo M
. 2

Désignons de méme par G’ et K’ la plus grande et la plus petite des valeurs f’, et
en général par G™ et K® la plus grande et la plus petite des valeurs /. Rappe-
lons enfin que, la surface s étant du second rang, les quantités (ds), et ¢, sont
positives ou nulles en un point quelconque de la surface (n° 28). On a d’aprés
cela:

Vﬂg@%,VW;K%,
d’oti :

! {
pEe®l =6 fzZR2LY=K

c’est-a-dire que toutes les valeurs f', ou, ce qui revient au méme, G’ et K’, sont
comprises entre G et K. De méme les valeurs G" et K’ sont comprises entre G’
et K’, et ainsi de suite indéfiniment.

Maintenant, séparons sur la surface ¢ les régions ot les valeurs f sont comprises
entre K et M, de celles ou les valeurs f sont comprises entre M et G. Il peut se
faire que dans le voisinage de certains points, dont 'ensemble ne forme jamais
une portion de surface, si petite qu’elle soit, le nombre des continuums de points
ainsi obtenus soit infini. Isolons ces points du reste de la surface en retranchant
de s une portion v convenablement choisie, et sur la partie restante appelons « et 8
les deux systémes de régions dans lesquels les valeurs f satisfont respectivement
aux deux conditions ci-dessus énoncées, et dont chacun se compose alors d’un
nombre fini de continuums de points (1). On a, par définition de f; [voir les for-
mules (2)] :

Sfi = bf. + [ £ @3,
ou
S =, + [1(@3), + 1@, + [ @,
d’ot1 Pon déduit : '

Sfi = Gy, -+ M[ (), + & [ (@8, + 6 [0,

i

(%) Une région dans laquelle f serait constamment égal a M doit étre considérée comme faisant partie de «
ou de § indifiéremment.
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et
Sfe =Ky, + K /ﬂ(da:)s L Mf(d B); + K]v(d\‘:)“

c’est-a-dire :

Sf =G [ [, + [@e). + [ <d~f>,] 01— ) [(s),

et
Sfi = K [a, + f(d 2, + [(@8), + f(d )] + (M=K f (@8,
ou enfin :
e L
fr=6—" f(dx),.,
et

A G—K
A S

Appelons s, et s, deux points situés d'une maniére quelconque sur la surface,
mais ne coincidant avec aucun de ceux que la région y sert a isoler. On a, d’aprés
ce qui précede :

G —K
fu=6 =0 [@an,

G—K
e s = ¢!
fsa = K -+ 25 (dt))?n

d’ol, en retranchant membre a membre :

f (da)., + f (d 3)301

!—;S—K\[—
RS ICE VI ! -

Cette inégalité peut s’écrire :

J@n. +[i @ + @} 3 f(dv)]

o — i =(G—K [1—
fl f.___.( ) 2S ~S

d’ou, a fortiori, en vertu de I'inégalité (1) (n° 28) :
f(dY)sn]
e

Si y tend vers zéro, comme le point s, se trouve a 'extérieur de cette région infini-

fo, — foo = (G — K) [)\ +

ment petite, f (dv)., tend aussi vers zéro, et il vient :
fs’, —f"’oé(G— I§> A

D’ailleurs, en vertu de la continuilé des valeurs f’, cette inégalité subsiste alors
méme que le point s, ou le point s, coinciderait avec quelqu’'un de ceux que la
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région y a servi a isoler. Dés lors, si on considére sur la surface deux points ou la
fonction f' prenne respectivement les valeurs G’ et K’, on aura :

G —K' = (G—K)\

ou » désigne, comme on sait, une constante positive inférieure a l'unité et indé-
pendante des valeurs f. On aura de méme : ‘

G —K'=(G" —K')2,
et ainsi de suite indéfiniment, d’ou I’on tire :
G® — K® =< (G — K) a".

Cela posé, puisque [{"*? est compris entre G et K™ quels que soient le point s
et 'entier ¢, on a :
I ]t;(’11+q) S fs(") | é G(n) - I{(n),

et par suite :
®) | — 1 | = (G — K)o

2 étant inférieur a I'unité, le second membre, et @ fortiori le premier, est inférieur
a ¢ a partir d’une valeur de n suffisamment grande, ce qu'il fallait démontrer.

De ce qui précede résulte évidemment qu’a partir d’'une valeur de » suffisam-
ment grande, la- quantité f;”, pour toutes les positions possibles du point s sur la
surface, difféere d’une certaine constante C d'une quantité moindre que toute
quantité donnée. Si donc, laissant » fixe dans I'inégalité précédente, on fait aug-
menter ¢ indéfiniment, il vient :

(%) [C—=f" =G —EK)\.

30. LemuE. — Si Uon désigne par s une surface fermée du second rang, par
p une quantité qui varie dune maniére continue sur cette surface, enfin par L la

plus grande valeur absolue de p., Vintégrale W, — f v (ds). ne peut dépasser en

valeur absolue 2SL.
En effet, puisque la surface est du second rang, (ds), est positif ou nul, ainsi
que 4, et 'on a:
| W, | = Lo, = SL.

D’autre part (n° 26),

W, =W, + du, — Sy,

W, =W, + d.p, + Sy,
d’ou résulte qu’aucune des quantités | W,, |, | Wi, | ne peut surpasser L (w, -+ ¢,)

~+ SL ou 2SL. Enfin, la fonction W, s’annulant 4 Pinfini, les valeurs maxima

de | W, | et | W, | sont respectivement égales aux valeurs maxima de | W,, |
et | W, | (n°13).
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31. THEOREME. — o désignant une surface fermée du second rang non biétoilée,
etf, f's ', ..., Cayant la méme signification qu’au no 29, si l'on pose :

®) p=glC—1) & C =) + (G — 1) + oo in inf],

la fonetion F, — f . (d5). satisfait 4 la relation :
F,.=f —C.

En premier lieu, la formule (5) définit une fonction continue sur s. Posons en
effet :

p‘ — p‘(n) + lc(n)’
1 |
b =g [C— 1) + (G = 1) + o+ (C— ™)),
p® = ;—[(C — f@+D) 4 (C — fe+d) 4 .. ininfl]

On a, en vertu de la relation (4) :

G—K w*!
S 1—%x

%

©) Lo | =

d’ou résulte qu’a partir d’'une valeur de » suffisamment grande on a, pour toutes
les positions possibles du point s sur la surface :

™ g™ =
Donnons & n une valeur fixze satisfaisant a celte condition, et formons la différence :
®) oy — the = (0P — ) + (08 — &)

D’aprés (7), on a, quels que soient s et s, :

e
(9) e —e” |l =35

D’autre part, f, f', [*, ..., [ étant des fonctions continues sur s, il en est de méme
de p®, et 'on a, pour s, suffisamment voisin de s :

Wil m

(10) | o — o [ <

Il résulte de (8), (9) et (10) que, pour s, suffisamment voisin de s, on a :

| ey, — e | <<

Je dis maintenant que la fonction F, satisfait a la relation : ., =f, — C. Posons

en effet :
F® = | u® (d0)u
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d’ont résulte : -
(1) R—Fr =@
La différence F,, — (f, — C) peut s’écrire :

' [F., — F@] + [F% — (f, — C)].

En rapprochant du numéro précédent (30) les formules (11) et (6), on obtient :

7l+l
(12) | B EGLT = G = R
D’autre part, puisque f C (dc),, =0,ona:
, 1,
Fp = —g [f @ — 5 [f @@= . — & [70 (@2,

ou:

FO = — W, — W, — ... — W,
d’ott :

Fo=—W, — W — ... — W&,

W., W,, etc., ayant la méme signification qu'au n° 29. Or, en vertu du n° 26 et
des formules (2) dun°29, on a:

Wae = fs, _4f:?’
Wt;s === f;v = s'a

..................

VV((:;): fs("+l)_ f;(n),
d’ot1 'on tire, en ajoutant membre & membre :

F® = f — fa+v,

ou
Fg;) Lt (fe o C) e C — fsm+h7

et par suite, en vertu de la formule (4) :
(13) | B — (f, — O) | = (G — K) W+,
Des inégalités (12) et (13), on déduit aisément :

(G —K) (3 —

(14) e

Si I'on fait augmenter » indéfiniment, le second membre de (14) tend vers zéro;
donc le premier, qui est une quantité fixe, est rigoureusement nul.

32. THEOREME. — o, f, [, f', ..., C ayant le méme sens qu’au numéro précé-
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dent, si U'on pose :
1
(15) v= g —F)+ =7+ (0 —[O) + ininf],

la fonction H,; :fv (ds); satisfait a la relation :
H, = f, — C.
La démonstration est complétement analogue a la précédente.

En premier lieu, la formule (15) définit une fonction continue sur s. Posons en
effet :

v =W 4 70

- |
0= U= 1)+ (= 1)+ e (f0 — fetm)],
2 = %[(f“"“)-— FEREDY g (fants — fortay 4 in inf].

On a, en vertu de la relation (3) :
G—K e

(16) | ’f").l =g T

d’our résulte qu’a partir d'une valeur de » suffisamment grande, on a, pour toutes

les positions possibles du point s sur la surface :

=

' ~ ()
7 RS

Donnons & n une valeur fize satisfaisant a cette condition, et formons la différence :
(18) Yey — %y = (4 — ¥¥) + (0 — 7).

Dapres (17), on a, quels que soient s et s, :

2
e e T(.") R ) s
(19) | =0 =3

o

D’autre part, f, f', ', ..., [®"*7 étant des fonctions continues sur ¢, il en est de
méme de v, et I'on a, pour s, suffisamment voisin de s :

(QO) I VS:) =i \,ﬁ‘m | - E 5

3

11 résulte de (18), (19) et (20) que, pour s, suffisamment voisin de s, on a:

R

Je dis maintenant que la fonction H; satisfait & la relation : H;, = f, — C. Posons

en effet :
H(L:m — \'(n) (d c)[_’

RIQUIER.
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d’ou résulte :

(21) H, — HP = |+ (da)..

La différence H,, — (f, — C) peut s’écrire :
(H, — HP] + [HY — (f, — C)].
En rapprochant du n° 30 les formules (21) et (16), on obtient :

)‘Zn-(»-‘)

(22) [Ho—Hp | S2(6—K)

On a d’autre part :

HP =W, — W] + W — W/ 4 ... + WD — Wentn,
d’ol :
Hp = W, — Wi, + Wi — Wl + ... + WE» — Wen+n,

W,, W_, etc., ayant la méme signification qu’au n° 29. Or, en vertu du n° 26 et
des formules (2) du n° 29, on a :

Wo="f, -+,
Wi = f ),
Wh=f + [,
W=+ f¥,

....................

T(2 — £ (2 1
WER =20 o e,
AT2an+1 — £2n+1 @n+2
X\ s ey fr Y ) = f; " )7

d’ou 'on tire :

W, —W,—=fF —f
[r] T 3 3
ATV AT/ I rIY
‘\’ 5 “ isRE==Nis s“ ’

...............................

V2 Nen+1) — £2 2 2
\\;dn) e \\;_snﬂ— ) _fs\ n ___ fs( n+’)’

et, en ajoutant membre & membre :

I_I[(_;z) — " — ](‘S{Zn+2)’
ou: .
Hgn L (ﬂ . C) — fg(?n-i—.‘.’),

et par suite, en vertu de la formule (4) :
(23) | HY — (f, — C) | = (G — K) 3en+2
Des inégalités (22) et (23), on déduit :

G-—KE—»

IHis—(fd—("‘)[é EE

)\2 n +‘_"

formule dans laquelle il suffit de faire augmenter n indéfiniment.
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33. Les théorémes qui précedent permettent de résoudre simplement les trois
problémes dont il est parlé au no 17.

ProBLEME I. — Cest celui qui correspond au théoréme I du no 18, lorsqu’on
suppose 7 = 1. La fonction H; 4 C répond évidemment & la question.

PropriME II. — Clest celui qui correspond au théoréme II du ne 18, lorsqu’on
suppose n = 1. En désignant par A la valeur que la fonction doit prendre a
Iinfini, ce probléme revient évidlemment au suivant: déterminer une fonction
finie et continue a I'extérieur de s, ainsi que ses dérivées partielles du premier et
du second ordre, vérifiant I’équation différentielle A = 0, s’annulant a l'infini, et
prenant sur o les valeurs f — A, ou, pour ne pas compliquer la notation, les
valeurs f.

Considérons a l'intérieur de la surface ¢ un point fixe quelconque, et désignons
par ¢, I'inverse de la puissance p — 2 de la distance du point & au point consi-
déré, par ¢,les valeurs que cette fonction prend sur s, par @, la fonction composée
avec les valeurs ¢, comme I, (n° 31) a été composée avec les valeurs f,, enfin
par ' la constante analogue a C. La fonction IF, 4- k (¢, — ®,), ot k désigne une
constante provisoirement indéterminée, est finie et continue & I'extérieur de s,
ainsi que ses dérivées partielles du premier et du second ordre, vérifie 'équation
différentielle A = 0, et s’annule a 'infini, puisque chacune des trois fonctions
F., 0., ®, jouit de toutes ces propriétés. D’ailleurs, en vertu des relations :

F.=1—C,.
O, =9,— T,

T

elle prend sur o les valeurs f, & une constante additive prés, qui a pour valeur
— C + kT 11 suffira donc, pour obtenir la fonction cherchée, de déterminer %
par I'équation : — C + kI'=0, ce qui est toujours possible : car les deux valeurs
extrémes de la fonction o, étant positives, la valeur de la constante I', qui leur est
intermédiaire, est nécessairement positive.

Remarquons enfin que les trois fonctions F,, @, et ¢, étant réguliéres a I'infini
et ayant respectivement pour masses 0, 0 et 1, la fonction F, 4 k (9. — P,) est

réguliére a l'infini, et a pour masse k = %

ProsriME ITI. — (Vest celui qui correspond au théoréme du n° 46, lorsqu'on
suppose 7 = 1. Il revient évidemment au suivant : déterminer une fonction finie
et continue a Pextérieur de o, ainsi que ses dérivées partielles du premier et du
second ordre, vérifiant Péquation différentielle A = 0, réguliére a linfini, s’y
annulant, ayant une masse donnée M, et prenant sur ¢ les valeurs f a une cons-
tante additive prés (dont la valeur n’est pas donnée a I'avance).

La fonction F, + M (g, — ®,) répond évidemment a la question, et la constante

additive a pour valeur — G 4 MT.

3%. Nous terminerons ce chapitre par quelques mots sur les questions analo-
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gues que I'on rencontre dans la théorie des fonctions a deux variables réelles.
Cette théorie présente, avec celle qui vient d’étre exposée jusqua présent, cer-
taines différences qu’il importe de signaler.

Les numéros 8, 9, 10, 11, 12, et le théoréme I du ne 43 sont encore appli-
cables. On remplacera seulement la formule (22) du n° 9 par la suivante :

rem=g[(r5s—o o) a

G@ =L

V=8 + (o —n

en posant :

ou L désigne un logarithme népérien; en outre, dans la démonstration du no 40
: 4 1 = 17 : !
(paragraphe 1I), on étendra a L. A 1@ proposition démontrée pour (A'B')": il
1
suffira pour cela de remarquer que L 1= Ap — — gL (A'B), et de répéter les
meémes raisonnements, en remplacant la formule (24), qui donne le développement
de (u, -+ Au,)" par celle qui donne le développement de L (u, 4 Au,).

Une fonction f (x, y), finie et continue & I'extérieur d’une courbe fermée s, ainsi
que ses dérivées partielles des deux premiers ordres, et vérifiant I'équation diffé-
rentielle A = 0, est dite réguliére d U'infini, lorsqu’on peut assigner dans le plan
un point D’ (z', y') et un nombre positif R’, tels que, pour tous les points exté-
rieurs au cercle de centre D’ et de rayon R’, la fonction soit développable en une
série convergente de la forme :

n—'co !
V,(x—a', y —1
: 2 (: R B
/'111
n=1

ou C désigne une constante, V, un polynome homogéne de degré n, et r la racine
carrée positive de (x — ')’ + (y — y')~
Remarquons que, si la fonction f(x, y) satisfait & la définition précédente, on a :

i ZL A
(2%) f Ndq__O

I'intégrale du premier membre s’étendant & toute courbe fermée enveloppant s, et
N désignant la normale & cette courbe. Si I'on décrit en effet du point D' comme
centre un cercle de rayon p infiniment grand, on forme un espace 1, auquel
s'applique la formule (20) du ne 8. A l'aide des coordonnées polaires, la valeur de
la fonction £ en un point du cercle est exprimable par une série de la forme :

f=0C+ E + iz + .
¥ F

ou F, J, ... désignent des coefficients variables avec la position du point sur le
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cercle. On en déduit :

et par conséquent la portion d’intégrale relative au cercle peut s’écrire :

1
[: (F St E) d(J),

¢ étant infiniment petit pour o infini, et dw désignant un élément de la circonfé-
rence de rayon 1. Il suffit alors, pour obtenir la formule (24), de remarquer que
cette expression est nulle pour ¢ infini.

En s’aidant de cette formule, on pourra, par une démonstration tout & fait
analogue a celle du n° 14, faire voir que la propriété dont jouit par définition le
cercle de centre D’ et le rayon R’ s’applique & tout autre cercle enveloppant
complétement le contour fermé 5. Seulement, au lieu de faire usage, dans le cou-
rant de la démonstration, de la formule :

1 1 i e pn o H
==+ B, {eosy) + oo o= B, (08 ¥) B
v %

Vit + o> — 27p cos vy

(0111 ¢ est supposé plus grand que 7), on fera usage de la suivante :

0 g 1 9 7.2 o
L—re =L -+ -cosy + 55 C0s 2 A et e CORY S,
Ve + o — 2rp cos v 7 5 iz

TukoreEME. — Il ne peut exister qu'une seule fonction satisfaisant d la fois
aux conditions suivantes :

10 D’étre finie et continue dans un espace A™, ainsi que ses dérivées partielles
des deux premicrs ordres;

20 D’y vérifier Uéquation différentielle A —= 0

3° D’étre réquliere a Uinfini, et de prendre sur les n courbes limites des valeurs
données formant sur chacune un ensemble continu.

La démonstration de ce théoréme repose sur la proposition suivante, analogue
au corollaire du n° 15. Soit f (x, y) une fonction finie et continue a I'extérieur
d’un cercle de rayon R (et un peu en deca), ainsi que ses dérivées partielles des
deux premiers ordres, vérifiant 'équation différentielle Af = 0, réguliére a I'infini,
et y prenant la valeur A; on a la formule :

(25) dec — OmAR,
ot lintégrale du premier membre est étendue & la circonférence du cercle
considéré.

En effet, désignons par G (x, y) le logarithme népérien de l'inverse de la
distance du point z, y au centre du cercle, et décrivons un cercle concentrique
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de rayon quelconque ¢ = R. En vertu de la formule (19) du n° 8, la valeur de
I'intégrale :

26) f(fg—g —G 0)—9 ds,

étendue a la circonférence de rayon ¢, est indépendante de la valeur de p. Si 'on
tient compte de la formule (24), si 'on remarque d’autre part que sur la circonfé-

‘ )G 1 r

rence la valeur de G est constante, et celle de (0—1\ égale a o la valeur de Pinté-
1 b : . ’

grale (26) devient 3 f fds, dou Uon déduit la formule (25) en faisant successive-

ment.p = R et pi==00,;

Cela posé, on fera une démonstration entiérement analogue a celle du ne 46.

On voit par ce qui précéde que, dans la théorie des fonctions de deux variables
réelles, il n’y a plus que deux problemes analogues a ceux du n® 47. Si l'on
fait n =1, et si 'on suppose en outre que le contour fermé est du second rang
et non biétoilé (1), la méthode de M. Carl Neumann est encore applicable,
mutalis mulandis. On fera I'étude de la fonction W (z, y) = }—LC]C;SJ ds, et on
verra sans peine que les deux fonctions H; 4 C et F, -+ C constituent respective-
ment les solutions des deux problémes, s, », ¢, D, H;, F,, C ayant des significations
analogues a celles que nous leur avons attribuées dans les numéros 19, 31 et 32.
La derniére de ces fonctions prend a l'infini la valeur C.

(1) Un contour uniétoilé se compose nécessairement de deux droites limitées ou illimitées partant d'un
méme point, et par suite est nécessairement ouvert. Les contours fermés biétoilés sont le quadrilatére et le
triangle,
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GHAPITRE IV

METHODES ET FORMULES PARTICULIERES AU CAS DE LA SPHERE.
GENERALISATION DU THEOREME DE THOMSON.

35. PREMIERE METHODE. — Considérons l'intégrale :

u do
) f]m’

ol ds désigne un élément d’une portion finie de surface, p. unie quantité qui varie
d’'une maniére continue sur la surface, et D la distance du point x, y, ..., t a
I'élément ds. On sait que, dans le voisinage d’'un point non situé sur la surface,

la quantité T et par suite l'intégrale elle-méme, est finie et continue, ainsi

que ses dérivées partielles des deux premiers ordres, et vérifie 'équation diffé-
rentielle A = 0. Nous ferons voir actuellement qu’en un point A de la surface,
la fonction définie par cette intégrale est continue.

Nous supposerons, dans la démonstration qui suit, que si du point A comme
centre on décrit une sphére de rayon suffisamment petit, la normale en un point
varviable de la portion de surface comprise a l'intérieur de cette sphére fait avec
une direction fixe convenablement choisie un angle différant toujours d’un angle
droit d'une quantité finie. Désignons par s, la portion de la surface s comprise a
Pintérieur de la sphére, par o, la portion restante, par v, v,, v, les portions de
I'intégrale (1) qui correspondent respectivement a s, s, o,, et évaluons une limite
supérieure de la valeur absolue de v, pour une position quelconque du point
a, Y, ..., t dans l'espace. Pour cela, prenons ce point comme origine des coor-
données, et changeons les directions des plans coordonnés rectangulaires de telle
facon que la droite avec laquelle, par hypothése, la normale en un point variable
de ¢, fait un angle ¢ toujours aigu, ait pour parameétres directeurs, aprés la trans-
formation, les quantités 1, 0, ..., 0 (1). Puis, désignant par «, 8, ..., = les coor-

(1) 11 suffit de considérer sur la demi-droite paralléle menée par la nouvelle origine le point situé & la
distance 1, et de changer les directions des plans coordonnés rectangulaires de maniere i ce que les coor-
données de ce point deviennent toutes nulles, a I'exception de la premiére, qui deviendra égale a 1 (n° 1).

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC - Cote : HF uf 166 18 2




64 EXTENSION A L’HYPERESPACE
données d’un point variable de s,, posons :

3': g cos 01,
¥ = p sin 0, cos 0,

= psin 0, sin f, ... sin 6,_5 cos 0,_,,
psin 0, sin 0, ... sin 6, _, sin 6,_,,

et effectuons le changement de variables ainsi défini sur lintégrale v,. Cette
derniére peut s’écrire :

. dx\? d7\*
D—;[:):‘-’ ‘/1 4 (?;) o (&é) dg ... ds,

e 1
— - —— - df ... d=.
Jcosgb Dr—: F v

Si 'on calcule le déterminant qui a pour éléments les dérivées partielles du
premier ordre des anciennes variables 8, ..., « par rapport aux variables nouvelles
ey By -y Oz, il est facile de voir que dans ce déterminant la deuxiéme colonne
contient en facteur p, la troisiéme p sin 0,, etc., enfin la (p — 1)* o sin 6, sin 0, ...
sin 0, _,, et que le déterminant qui résulte de la suppression de ces facteurs est
orthogonal; I'expression de I'intégrale devient dés lors :

ou encore :

propRat ] :
ﬁos . SI?=3* 6, sin?=*0, ... sin 0,_y dp df, ... db,_,.

A o . 3 L .
Le facteur (IES—J, reste toujours fini et inférieur en valeur absolue & un nombre

fixe M, ]% ne peut dépasser l'unité, car g = V8 + ...+ et D =V + 5+ ...+ ¢*;
on a par suite :

|0 | <M[sin?=28, ...sin 0, 3 dp do, ... d0,_,,

d’ott, en désignant par L le maximum de la distance de deux points variables
sur g, et par 25’ I'aire de la surface sphérique de rayon 1 dans I'espace & p — 1
dimensions :

| v, | <2MS'L.

Or, la quantité L tend vers zéro avec le rayon de la sphére décrite du point A
comme centre; de la résulte qu’a partir d’'une valeur suffisamment petite de ce
rayon, et pour toutes les positions possibles du point x, y, ..., ¢ dans I'espace,
A

Cela posé, donnons au rayon une valeur suffisamment petite pour qu’il en soit
ainsi, et soient Av, Av,, Av, les accroissements respectifs de v, v, v, lorsqu’on

v, est plus petit en valeur absolue qu'une quantité donnée
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passe du point A & un point voisin (!); entre ces accroissements on a la relation :

Av=Av, + Av,.

A lintérieur de la sphére | Av, | est plus petit que 5 . Dailleurs, le point A

étant extérieur & s,, si on décrit de ce point comme centre une seconde sphére
intérieure a la premiére et de rayon suffisamment petit, on aura, & l'intérieur de

cette seconde sphere, | Av, | < , et par suite | Av | < .

Ce qui précede s’applique ev1dernment a une portion de surface sphérique.

36. Soient s une sphére de rayon R, p. une fonction continue sur sa surface,
D la distance du point x, y, ..., ¢ a 'élément ds, ¢ I'angle de la normale intérieure

avec la demi-droite qui va de 1’élément au point, enfin 2S T'aire de la surface
sphérique de rayon 1 dans I’espace a p dimensions. La fonction :

: 4 COS O
F(z, v, .. l‘ f )p_»lA DP_2]

est évidemment finie et continue, ainsi que ses dérivées partielles des deux
premiers ordres, dans le voisinage de tout point non situé sur la sphére, et vérifie
I'équation différentielle Al = 0; elle est en outre réguliére a I'infini, et si 'on

1 ; ,
suppose p > 2, elle s’y annule et a pour masse ——‘ZR—Sfp.ds. Je dis qu’en adop-
tant des notations analogues a celles du n° 26, elle satisfait aux relations :

E.—p, e F,—=——q,.

D’abord, si I'on désigne par s et s’ deux points pris sur la surface de la sphere,

et par ¢ I'angle de la normale intérieure en s avec la demi-droite ss’, on a la

relation :
(2) cos g — —=
Supposons en effet pour un instant P'origine des coordonnées transportée au

centre, et soient alors x, ¥, ..., t et «’, y’, ..., t' les coordonnées des deux
points s et s’. On trouve facilement :

2@ —a2)+yly—y)+ ... +t{l—1t)

R Tities R X (ss")
_B?_ (xa' + yy' -+ ...+ tt')'
T R X (ss')

Or on a:
(@ — 2+ (g — Y e (G P = (s,

() Situé ou non sur la surface.

RIQUIER. 9
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¢’est-a-dire :

P — (2" + Yy + ...

EXTENSION A L’IIYPERESPACE

(ss‘)‘—’/

+ 1) = 5

d’out I'on tire immédiatement la relation (2).

Cela étant, posons :

U COS o 1 u ds
W, == g———‘- d7 t V’, = e
. f Dr—1 B 23‘/1)"-'-’

En tenant compte de la relation (2), on a évidemment : W, = V,. Dailleurs, en

vertu du n° 26 :

W, =W, + Sy, =V, + Su,

et en vertu du numéro précédent :

V=V,

En retranchant membre & membre, il vient :

d’out :

De la méme maniére :

et

La fonction I' (=, v, ..

W, — V, = Sp,

K, =,

s

W, =W, —Sp, =V, —Sp,,
vV, =V

as 87
Vvas - Vag —= e

Fas = = [

., t) fournit donc la solution du probléme I (n° 33), et

cette méme fonction changée de signe la solution du probléme II. Enfin, p étant
supposé plus grand que 2, si dans la fonction I changée de signe on remplace la
quantité p.,, qui figure sous les signes d’intégration, par ». — C, et que I'on déter-

mine la constante i par la relation :

ou

1 7 1
RS ’ (n—0Cdes=M,

¥

fﬁj‘ s =25C R*—!' + 2R SM,

la fonction ainsi obtenue s’annule & linfini, a pour masse M, et prend sur la
sphére les valeurs p. 4 une constante additive prés; elle fournit donc la solution

du probléme III.

37. Diverses expressions de la fonction F. — Désignons par » la distance du

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC - Cote : HF uf 166 18 2



DE LA METHODE DE M. CARL NEUMANN. 67

centre de la sphére au point a, y, ..., ¢, et par v 'angle de la demi-droite »
avec le rayon qui aboutit & un point quelconque de la sphére. Dans le triangle
formé par le centre, le point x, y, ..., £, et le point situé sur la sphére,
ona:

rcosy + Deosg =R
(n° 3), dour :

cosg  R—reosy

De—t D»

Cette valeur portée dans la formule qui définit F (z, vy, ..., {) donne:

Ly 1 [ (R*—?
F (x, Yy -os t>:2_5f%——> ds,

formule bien connue pour I'espace a deux et a trois dimensions.

! - 1 .
D’ailleurs, si 'on pose G = D=2’ de la relation :

D=1+ R>— 2R r cos v,
on tire facilement :
G (p—2)(rcosy —R)

R D»
d’ott :
cos o 1 9G
pr=rT  p—20R
et par suite :
NG T o ) :——;—Sf{x [}% +;§T§ g%J ds.

Cela posé, nous distinguerons deux cas, suivant que le point z, y, ..., ¢ est
intérieur ou extérieur a la sphére. On a dans le premier cas (n° 14) :

'S ™ Q, (cos ¥)
G = e
n=0
JdG 'S+ p—2)mQ, (cosy)
5—1:'; == _“=0 Re+r—1 2
d’ot1
G 2 090G 1 '\V2n+p—2 (1*)"0 : :
R A — ) Q, (cos v),
Rt p—209R Rp—lgo P —9 m )
et enfin :
1§ [, 2nkp—2 ) (e0s ) d s
©) F @4 0= gepei 2 T~ 5= () @ s 2
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On a dans le second cas :

G :ﬂiw R* Q, (cos ¥)

7114—1)—)

=2 nR"—1 Q, (cos ¥)
2

n+1)—-2
d’otr :
2 "2+ p — 2 [Ryr+r—2
S e BT e
R™ p—20R ™ Rriss p_2 )
et enfin :
=y 20 +p —2 (R\*+r-2
{ 2 == — Q. {cos « Ge
%  F@y .t 2sp»-12‘f T (7) J (cos y) d

Si 'on fait p = 3 dans les formules (3) et (4), Q, (cos ¥) se réduit a I’, (cos ),
P, désignant une fonction de Legendre, 5 a2z, et on retombe sur des formules
connues.
Le calcul des formules (3) et (4) suppose p > 2; soit maintenant p = 2. On
a alors
coso R—rcosy  dG

D )

D D2 —  dR

en posant: G = L 5’ ou L désigne un logarithme népérien, et par suite :

1/ /1  9G
@ y) = —'“J (2P dR)dG

Si le point x, y est intérieur au cercle, on a :

1 ' 7\
I—{ Z (—) cos ny,

0G 1 'S [r\*
R TR T E S e
d’olt :
1 d(} 'S
Ejf 5—[—{2( ) cos ny,
T \
et par suite :

Fx,y)= RJ’ ds +_R2 [ (i‘)tcos ny ds.

Si le point a, y est extérieur au cercle, on a :

1 '&S1 /R\"
G=L - + — | - ) cos n~,
r 7,21 n (1) cos

n=—x

7 B Z (R) cos ny,
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s 1 'S R\"
F (=, y):—m p.ds—_—RZj:A(;) cos ny do.
E n=1

38. DEuxiiME METHODE. — On sait qu'en supposant Iorigine des coordonnées
transportée au pole de la transformation, les formules de la transformaticn par
rayons vecteurs réciproques sont :

k*x _ky kt

'——— f e Buflo
0 = ) y_rﬂv ) b= =

ou k* désigne une constante, x, y, ..., t et 2, y’, ..., t’ les coordonnées de deux
points correspondants, » la valeur positive du radical Va* 5 y* + ... + &.

EXTENSION DU THEOREME DE THOMSON AUX FONCTIONS D'UN NOMBRE QUELCGONQUE
DE VARIABLES (1).

Soit f(x',y', ..., t") une fonction finie et continue dans le voisinage d'un
point x,, Yo, ..., b, ainsi que ses dérivées partielles du premier et du second
ordre, et vérifiant I'équation différentielle :

- ’f  Ff Otf
®) ox T gy or

= 0.

Dans le voisinage du point correspondant x,, i,, ..., t,, la fonction :-

1 _‘<k‘~’m k*y Is:"t)

<$, y wuny t): ok S AN e

72 P> P2

-

<

pr—2

est elle-méme finie et continue, ainsi que ses dérivées partielles du premier et du
second ordre, et vérifie Uéquation différentielle :

6 4% E)2?+ +i—?—0
®) o oy T o ="

En effet, dans le voisinage du point x, v, ..., &, la fonction f (2, y', ..., t')
est développable en une série A, entiére par rapport aux différences x' — x,,
Yy — Yo, ..., ' — 1,, et convergente, ainsi que la série des valeurs absolues, tant
que les valeurs absolues de ces différences ne dépassent pas certains nombres
positifs 2, u, ..., s (n° 40). D’autre part, » n’étant pas nul dans le voisinage du
point a,, ¥,, ..., {,, les quantités :

Ex k2t

A — Ly e W=l == =
‘10 7'2 3 P 0 7‘2 03

'
€

() La démonstration que I'on donne ordinairement du théoréme de Thomson semble se préter assez peu i
une généralisation. Celle que nous donnons ici est toute différente.
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sont exprimables par des séries A,, entiéres en x — x,, ¥y — ¥y,, ..., t — &, et
privées de termes constants.' Les séries formées par les valeurs absolues des
termes de A, ont des sommes qui tendent vers zéro en méme temps que les
différences x — x,, ¥ — ¥y, ..., t — &, et qui dés lors sont respectivement infé-
rieures a A, p, ..., o, lorsque ces différences sont suffisamment voisines de zéro.
Il résulte de 14 que dans les mémes limites on peut remplacer, dans le dévelop-
pement A, ' — &, Yy — Yo, ..., t' — L, par les séries A,, puis ordonner cette
série de séries par rapport a £ — &, Yy — ¥,, ..., t — t,. Dés lors, la fonction

(Ex Ky k2t . - o
f 1o g est exprimable par une série entiére en @ — z,, y — vy,

P2 P2 ) g SR

t — t,, dans le voisinage du point z,, v,, ..., {,. D’ailleurs il en est de méme
0 0 0 M 0

de ~»—’ et par suite du produit de ces deux fonctions. Il reste a vérifier que la

fonction ¢ vérifie 'équation différentielle (6).

Dans le développement A, désignons par V, (@' — @, y' — yo, ..., t' — t,)
I'ensemble des termes de degré n en &’ — z, y' — s, ..., ' — f;, et remarquons
qu’en vertu de (5), le polynome homogéne V,, et par suite ses dérivées, vérifient
I’équation différentielle A = 0. Si 'on pose :

1 Ex . k*t )
U, (@ Yy o0y ) = 5= Vn (7 e TED T R to)’

on voit aisément, par ce qui précede, que, dans le voisinage du point «,, y,, ..., t,,

on a:
q}: Un7
et
029+ +02<p\__"=°° d’Un+ +02U,,
dx: dt* s | 0x? at?

Or V, (' — @, ..., I — t,) peut étre développé par la formule de Taylor en un
polynome entier par rapport a a, ..., &, et les coefficients du développement
sont des polynomes homogénes en 2’, ..., t'; qui satisfont a équation différen-
tielle A = 0. Dés lors tout se réduit a vérifier I'exactitude du théoréme, dans le
cas particulier ot la fonction f est un polynome homogéne en 2/, ..., ¢".
Soit done V un polynéme homogéne de degré »; on a alors :
_ B V(m,y, .., ) Q(x,y,..., t)’

P ({I,’ y, ceny t) p2utp—2 protp—2

en posant : £V = Q. On tire de la par dérivation :

J

g 1 dQ 2 +p—2

Q.‘)?,

T

Gz = T gy T e
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s 1 sz__ o2n+p—2 9Q 2n-4-p—2 Rru+p—2)Cn+p) . ,
()x‘l—7.27t+1;—2()m? ~7ﬁxd_‘c‘_ piutp Q = p2n+p+2 Qa/ %
A 1 2n + p—2 /7 0 a0 p@Rn + p—2)
BAp =" AQ —2 —— = (<. PR T

e pEnt+p—2 A(" 7.2n+1) (1 d;B (SRS t ()t) piut+p Q

(2n - [ 0
nal n-+p—2)(2n + p)

1.:u+[: Q’
ou enfin, en ayant égard au théoréme des fonctions homogénes, et réduisant :

1
Ag = — AQ.

Or, si I'on suppose AV = 0, ¢est & dire AQ = 0, il vient Az = 0.

39. A ce qui précéde il est nécessaire d’ajouter ceci :

1° Lorsque la fonction f(2', y', ..., t') jouit des propriétés ci-dessus énoncées
dans le voisinage de Vorigine, la fonction ¢ (2, vy, ..., t) est réguliére a Uinfini
(en y prenant la valeur zéro, si p > 2).

20 Inversement, lorsque la fonction f (', y', ..., t') est réquliére da Uinfini
(en y prenant la valeur zéro, si p > 2), la fonction o (2, y, ..., t) jouit dans le
voisinage de Uorigine des propriétés dont il s’ agit.

Nous poserons ' = Va'* & y'* + ... & t'2,
1° On a dans le voisinage de I'origine :

n=o

f(w” y” $°°9 t’) :2‘7n (w” y” e tl)’
n=0
V, désignant un polynéme homogéne de degré n. Il en résulte qu’a I'extérieur
d’une sphére de rayon suffisamment grand décrite de 'origine comme centre,
ona:

'S U, (2,9, .05 1)
o (i, Yy roon't) = 2 —“7;:7;;’?,—"
n=0

U, désignant encore un polynéme homogéne de degré n.
2° A D’extérieur d'une sphére de rayon suffisamment grand ayant pour centre
s )
I'origine, on a :
He=®
W, (5 gy s )
f(ilf'7 y,7 ceny tl>:2 ,',127;..}_1;_2 4

n="0
Il en résulte immédiatement qu’a l'intérieur d’'une sphére concentrique de rayon
suffisamment petit, on a:

n=o0

(1) ¢ (w7 Yy ooy t) :2 U, (CU, Yy sex5 )y

n=0
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que sur toute la surface d'une certaine sphére, dont nous désignerons le rayon
par p, la valeur absolue du terme général de la série (7) est constamment infé-
rieure & un nombre positif fixe L, et que des lors, pour tous les points intérieurs
a une sphére de rayon ¢, << p, les valeurs absolues des termes de cette série sont
respectivement moindres que les termes correspondants de la progression géomé-
trique décroissante :
)
)+ -

On en déduira trés facilement que la fonction ¢ est continue a l'intérieur de la
sphére p,, et par suite dans le voisinage de l'origine. Il reste & démontrer que
Porigine n’est pas un point de discontinuité pour les dérivées.

Désignons par , 4, ..., < les coordonnées d’un point quelconque intérieur a la
sphére ¢,, et posons :

L—i—Lp-‘—}-L(

7

- I';(\

G(a:, Uit coog t> —

p—2

[ —&° + @ —mnf + .. +(—=] "

En supposant d’abord que le point &, «, ..., = ne coincide pas avec l'origine, on
peut de lorigine comme centre décrire une sphére de rayon p,, & laquelle le
point considéré soit extérieur : celui-ci se trouve alors situé dans I’espace compris
entre les deux sphéres, et I'on a, en vertu de la formule (22) dun° 9 :

do Y 0G do 7
E,n, ... : — — — d )
(8) P (= T) (p — ;)) 2S [[ f)% dgg) da, j("" Jo, G ()91> GiJ

les deux intégrales s’étendant respectivement aux surfaces des deux sphéres g, et o,

G : : :
Lorsque ¢, tend vers zéro, G etd—i‘2 restent finis, puisque la fonction G (z, y, ..., ?)

est développable, dans le voisinage de I'origine, en une série entiére par rapport
a9, ..t Daprés ce quon a vu tout & ’heure, la fonction ¢ tend vers une

do ; o
valeur déterminée o¢,, et quant a la dérivée ok elle reste finie : car si Uon passe

aux coordonnées hyperspheuques et quon donne aux angles 6 des valeurs quel-
conques, mais fixes, la formule (7) fait voir que ¢ (z, y, ..., t) est exprimable par
une série convergente entiére en r. La premiére intégrale tend donc vers zéro
avec g, et la formule (8) devient :

do
NS s e il dG.
) i e T (p—2 25]( do, 091) '

D’ailleurs, la formule (9) subsiste méme quand le point &, v, ..., = coincide avec
Porigine. Apphquons en effet la formule (19) du n° 8 a I'espace compris entre les
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deux sphéres o, et p,, il viendra :

r 0G ds aJ do
47 — G : l’; —_— Qo — — s =10,
j <‘ dz, d?i)( ! f(' des G‘)Fg) da, 0

Sur la surface de la sphére o,, on a :

1 G p—2
1;—27 0{;2:— .GI;_XA, dcing_l dh),

0=

do désignant I'élément de surface de la sphére de rayon 1. Lorsque p, diminue

indéfiniment, ¢ tendant vers o, et 0_@ restant fini, on voit immédiatement que la

P2
seconde intégrale a pour limite — (p — 2) 2S¢,, d’ou1 :
) 1 IG do
%o = mf(a——GoT)d

De la formule (9) on déduira, comme au n° 10, que dans le voisinage d’un
point quelconque intérieur a la sphére p, (et en particulier dans le voisinage de
Porigine), la fonction ¢ est développable en une série convergente, entiere par
rapport aux accroissements que I’on attribue aux variables.

Le calcul précédent suppose p > 2: si p est égal a 2, on posera :

1

G (z, y) =L ; :
Ve —&® + (y — 1)

ot L. désigne un logarithme népérien, et on raisonnera de la méme maniere.

40. Soient s une sphére de rayon R, p. une fonction continue sur sa surface,
z, Y, ..., t un point quelconque de l'espace, 2, y', ..., t' le point qui correspond
au premier dans une transformation par rayons vecteurs réciproques ot I'on
choisit comme pole le centre de la sphére donnée, et ot 'on donne a la cons-
tante & (n° 38) la valeur R*; soient enfin et »' les distances au centre des deux
points considérés, liées par la relation rr’ = R*. Désignons par W (z, y, ..., {)
la valeur que prend au point 2, ¥, ..., ¢ I'intégrale de M. Neumann formée avec
les valeurs p., et posons :

Ro—2

1 Xy, N
D Ry — 38 [:VV (BN ) — = W', y',...,t )J

(en supposant ', ', ..., t remplacés par leurs valeurs en 2, y, ..., {). La fonc-
tion W (2, ¥, ..., ) est finie et continue, ainsi que ses dérivées partielles des
deux premiers ordres, dans le voisinage de tout point non situé sur la sphere,
et vérifie Péquation différentielle A = 0; elle est en outre réguliére a I'infini et

RIQUIER. 10
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s’y annule. En vertu des deux numéros précédents, il en est de méme de la
1

rr—=2

fonction W (', v, ..., t'), et par suite aussi de la fonction ® (2, ¥, ..., t).

Drailleurs W, désignant la valeur de la fonction W au centre de la sphére, il est
Rr—*

facile de voir que la fonction ® a pour masse — 55 W 0u— pds. Dans

1
2RS
le cas o p =2, ce que nous venons de dire ne cesse pas d’étre vrai, a ’exception
de ce qui concerne la masse et la valeur de la fonction ® a I'infini ().

Remarquons maintenant que les deux points correspondants x, y, ..., ¢ et
2',y', ..., t" ont entre eux une relation telle que si 'un quelconque tend vers un
point de la surface sphérique en restant toujours intérieur a la sphére, I'autre
tend vers la méme position limite en restant toujours extérieur, et inversement.
En nous reportant aux relations démontrées au n® 26, nous verrons alors trés
facilement que 'on a:

P, =p, et D, =—y,

La fonction ¢ est donc identique a la fonction F du n° 36, et fournit comme elle
la solution des trois probléemes du n° 33.

Un calcul trés simple permet d’ailleurs de constater directement I’identité des
deux fonctions. Désignons en effet par D la distance du point z, y, ..., ¢t & I'élé-
ment ds, par ¢ I'angle de la normale intérieure avec la demi-droite qui va de
I’élément au point, par D’ et ¢’ les quantités analogues relatives au point corres-
pondant &', y', ..., ¢’, enfin par v Pangle du rayon qui aboutit & I’élément ds
avec celui qui contient les deux points considérés. On a (n° 37) :

CoS ¢ R — » cos vy

)

Dr—t T T De
cosg' R—+"cosy R(@r—Recosy)
Dre=t D'» Hr: rD'? '
D’autre part :
: R?
D*=R*+ " — 2R # cosy = — (R* + »* — 2R » cos ¥),
=
ou:
R
D' = - D;
d’apres cela :
cosg'  rP=!' »— Rcosy
BE=i T e v

(M) Sip=2, il n’y a plus de masse, et la fonction prend & Uinfini la valeur — ‘T‘T‘f“ ds.
It
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et
cosg cosg' R R —peosy rReosy—r RI— )2
Do S ST TR R UBE o S DR
d’otut :

v (R — %)
D iyeils 25] L RD? S ds,

expression obtenue plus haut pour la fonction F.

40 bis. Des formules précédentes on déduit aisément une proposition remar-
quable démontrée par M. Picard (1). !

TueoreME. — Une fonction F (z, y, ..., t) se réduit nécessairement d une
constante, lorsqu’elle satisfait d la fois aux condztwns suivantes :

1° D’étre finie et continue, ainsi que ses dérivées partielles des deuz premiers
ordres, dans le voisinage d'un point quelconque;

20 De vérifier Uéquation différentielle AF = 0;

3° De rester toujours comprise entre deuz limites fizes.

D'un point quelconque de I'espace décrivons une sphére de rayon R compre-
nant dans son intérieur le point 2, y, ..., £, et désignons par u les valeurs de la
fonction sur cette surface, par dw I'élément de surface d’une sphére de rayon 1.
On a immédiatement :

o= [ () (B

. R e Apgb B,
D’ailleurs D tend vers I'unité lorsque R augmente indéfiniment, et I'on peut
écrire :

" 1
F (@, y, = hit)i= 55 | ¥ (1 + ¢) do,

¢ étant infiniment petit pour R infini. En désignant par z,, y,, ..., {, les coor-
données d'un autre point, on a de méme :

1
(s D e ) —_——2—ng 1+ 2 do,
dotr : ;
B G, 0 i i o e 55 | ¥ (z—¢) do.

La quantité p. restant toujours comprise entre deux limites fixes, le second
membre peut étre rendu plus petit que toute quantité donnée pour une valeur
de R suffisamment grande; donc le premier, qui est indépendant de R, est
rigoureusement nul.

() Comnptes rendus de UVAcadémie des Sciences, t. XC, p. 6GOL.
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GHAPITRE V.

RESOLUTION DU PROBLEME INTERIEUR DANS QUELQUES CAS PARTICULIERS
0U LA METHODE DE LA MOYENNE ARITHMETIQUE N'EST PAS APPLICABLE.

41. Nous appellerons points intérieurs a4 un parallélipipéde rectangle dans
lespace & p dimensions I'ensemble des points définis par le systéme des
inégalités :

2 2 2 o

a i
1) w2—2<0, y2—z<0, z‘—Z<0,..., t’-—z<0,

ou par tout autre pouvant se ramener au précédent au moyen d’une transfor-
.mation des coordonnées rectangulaires.

Imaginons 4 I'intérieur du parallélipipéde (1) une surface fermée quelconque s
(pouvant comme cas particulier coincider avec la sienne), désignons par y. une
quantité qui varie sur ¢ d’'une maniére continue, par #, y, z, ..., ¢ les coordonnées
’un point intérieur au parallélipipéde, et posons :

g5 Bt (— 1

g T, =ka + (— 1)\,
2 ( Ty =mec + (— 1)z,

.......... S et e e ae e

tq: qc+(— l)q t:

ok, I, m, ..., q peuvent prendre toutes les valeurs entiéres de — o & + o0 (1).
Désignons enfin par Wy, ., la valeur prise au point @, y, z., ..., ¢, par I'inté-
grale de M. Neumann formée avec les valeurs p.. La série a p entrées :

(:?;) 2 i 2 (_ 1)7;+Z+...+q \V/c,l,...,qy

—® —wo

fournit, comme nous allons le voir, une solution du probléme intérieur dans
deux cas particuliers ot la méthode de la moyenne arvithmétique n’est pas
applicable.

Si Pon désigne par «, 8, ..., = les coordonnées d’un point de I’élément ds,
Spar o', 7, .., <" les paramétres directeurs de la normale intérieure en ce point,

() Dans le cas de deux variables, I'ensemble des points définis par les formules (2) est représenté par la
fig. 9 (supposée indéfinic dans tous les sens).
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et si l’'on pose :
= — ) + (), — )+ ... + (b, —e)

on a:
Ty — 2 Y — t, — e
(%) VVK/I,,,”,IZJ\:LZ' : — ds +fp.{3' i = é ds + ... -f—fp.s’ L_;- ds.
R* R? R
'.{9" 9.
. {
e o e TR SR RIARTIL JRSIHOR] 0 HOITL ol
i ;'—: ® ! o | o : e | o
: ! | ! | i
! | | 1 | i
: ! i | _'L i
..f.. _______ ;____., _____ t______ _____ ,;_ ________ P e l__.._.
: ! : i ! :
{ | I
i i ! ! i
i ! s ; i }
) ° °
,.:_______._,___.‘__._.____-__-‘ E e ST .i _________ EES.
1 ~ : - ° ° ! ® { ®
! I | %
i ! 0 [ | L
i ’ I !
T T ) P S s BB e s D e e | TR B ) B
et == { i | E—- |
: } ' 1 |
i } I | | |
| ! I 1 1
] 1 1 ; 1 i
| ) 1 | |
! e | o ) e , o i o« | o
D e T, i me MR Hoos e s S o e e — i I A R e
! ? T, ° : e | e : Ot L
! ] ll l ) ]
! ' ! : i {
I I z | i i
! o o G T 0,
B et s i & e st i el - x
| { 1 i

Nous commencerons donc par étudier les séries ayant pour terme général I'une
des quantités :
€T — o

r

R 3

(— T)k+T+uta ,
(— 1)k+iteta Y — ‘3,
(®) R

e s s s e ce P o e s s et ee v eon

(— 1)k+i+eta Y S =

2
R:®

ou l'une des quantités qui s’en déduisent en effectuant sur elles une ou deux
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dérivations relatives aux variables #, y, ..., t. En prenant par exemple les
dérivées partielles du premier ordre par rapport a , on obtiendra :
R—p@—a
G T2 L
R
(___ 1)l+...+q+l L (xk'_ 0!) (yl_ 3),
(6) o

/ (_ 1)1+...+q

L T

(— 1)+=ta+t P (@ — a) (tq ol E),

R 2

En prenant deux fois la dérivée par rapport a #, on obtiendra :

(__ 1>1¢+z+",+q p (xk — [(p S 2) (wlc = 9")2 = 3R],
B
(— 1)f+i+atatl P—B)[R—(p+ ?) (# — “)2],
0 o

L A R I T S E  P s e e e

(_ 1)k+l+..‘+q+l P (tq — ¢ [R — (p = 2) (wk o 7’)2]'

R 2

Dans les quantités (5) et suivantes, «, §, ..., < désigneront, ainsi que z, y, ... t,
les coordonnées d’un point intérieur au parallélipipéde donné; et dans chacune
des séries ayant pour terme général I'une des quantités considérées, nous suppo-
serons supprimés les termes (en nombre égal a 37) que 'on obtient en attribuant
aux p indices k, I, ..., g les valeurs 0, 1 et — 1, combinées entre elles de toutes
les maniéres possibles : on voit aisément qu’aprés cette suppression le dénomi-
nateur d’'un terme quelconque ne peut s’annuler, quelles que soient les positions
occupées & l'intérieur du parallélipipéde donné et sur sa surface par les deux
points o, B, ..., et @, y, ..., ¢. Enfin, dans I'une des séries en question, tous les
termes correspondant a des valeurs fixes de p — 1 indices seront dits appartenir
a une méme file; tous les termes correspondant i des valeurs fixes d’un seul
indice seront dits appartenir & une méme tranche (1).

42. Nous rappellerons d’abord une proposition connue.
La série a p entrées ayant pour terme général :

1
- - ?
(mi -+ m3 + ...+ mi)*

0w My, My, ..., m, peuvent prendre toutes les valeurs entiéres de — oo d -+ 0,

(%) Les mots file et tranche deviennent synonymes, lorsque p est égal a 2,
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DE LA METHODE DE M. CARL NEUMANN. 9
et ou o désigne une constante positive, est convergente pour « > 1—;7 et divergente

pour « ;g (on supprime le terme correspondant a m, = m, = ... = m, = 0,

qui serait infini) (1).
Nous démontrerons en outre le lemme suivant :
LeMME. — La somme de la série:

R 1
2 2 ,;2 [£* + m] + m] + ... + m,?]"7

ou Uon suppose > —a et ou k désigne une constante, tend vers zéro lorsque la

constante k augmente mdéfiniment en valeur absolue.
Il est clair qu’il suffit de démontrer la proposition dans ’hypothése ou k aug-
mente indéfiniment par des valeurs entiéres et positives. Or, on a dans ce cas :

Mmy=ow0x Mi=xn ny=x» my=k m,=mn m,=mu M=% Mym=wn
Mmy=0 m;=0 m, ,=0 my=79 m:=0 =9 my=L+1 my=0 ny,

Dans le second membre, le dernier lerme tend vers zéro lorsque l'entier k
1

augmente indéfinimen rce que la quantité - est
© . S q il [* + m] + m] + ... + m;]*
1

inférieured —; 5 -+ terme général d’une série convergente. Je dis
[m? + m5 + ... + my,]

qu’il en est de méme du premier terme. Posons en effet : « :];0; ~+ h, h désignant
une quantité positive; on a :

my=% mp==x my=x me=owm m,=ox

1
2 2 2 [B® + ) +m5 + . +m]“<(l+l)

my=0 m,=!) my, =0 m,—O

1
E R m .+ mi

Dans cette derniére série, & p — 1 entrées, le terme correspondant a m, — m,
1 < a / ’

e et son produit par k + 1 tend vers zéro pour
k infini. Pour tout autre systéme de valeurs des indices, on a :

=l ot 0==0a pour yaleur

E+1 E+1 1
= * I
4+ mi+ ...+ m) ) len s
U Py et 7 P [B 4+ mi 4+ o4+-m2) * B mp -+ mg] 2
E +1 1
hl—{-h ¥ p_—__l+h

3

[m} + ... +m3] ®

(0 Voir le Cours d’Analyse de I'Ecole polytechnique de M. C. Jordan, t. I, p. 162 et 163.
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et ROSERAN . o e - ’
La quantité —5- indépendante des valeurs attribuées aux indices, tend vers zéro

pour k infini, et quant au second facteur, c’est le terme général d’une série con-
vergente.

43. Soit Ay, Vune quelconque des quantités (5); @ partir de valewrs suffi-
samment grandes des entiers K', K', L', L', ..., Q', Q', la quantité :

K4k LV Qv K LY Q
(8) E E E Ak,l,...,q = E E E Ak,l,...q
—E'+E) — @+ —(Q'+a) =Kl =FE! —Q -

est plus petite en valeur absolue qu'une quantité donnée 0, indépendamment des
valeurs atiribuées aux entiers positifs k', k', ', I', ..., q', q', et indépendamment
des positions que peuvent occuper & lintérieur du parallélipipéde donné et sur sa
surface les deux points o, @, ...,z et x, y, ..., L.

I. Dans la série considérée, appelons S, tout groupe de termes obtenu en don-
nant a l'indice & une méme valeur et aux autres indices toutes les valeurs possibles
comprises entre des limites données, quelconques d’ailleurs. Je dis que I'on peut
assigner pour 'entier k une valeur absolue & partir de laquelle la valeur absolue
de S, est inférieure a une quantité donnée, indépendamment des limites entre
lesquelles on fait varier les indices autres que %, et indépendamment des positions
que peuvent occuper a l'intérieur du parallélipipéde et sur sa surface les deux
points «, 8y ... et @, 94, .5, ke

Considérons la série a p — 1 entrées :

lm4-0 mMme=+ow g=4+

©) Y YooY Mo

=—wn mM=—xn I=—w

d’ott I'on a extrait la tranche limitée S,. I’ensemble des termes ou I’on donne la
valeur zéro 4 p — 1 — g indices déterminés et des valeurs non nulles aux ¢ indices
restants, forme évidemment une série & g entrées. Chacun des indices non nuls
peut d’ailleurs recevoir tant la suite des valeurs positives de 1 & 4-00 , que la suite
des valeurs négatives de — 1 & — o . On voit dés lors bien facilement qu’avec
les termes de la série (9) convenablement groupés on peut former un nombre fini
de séries partielles dans chacune desquelles le nombre des entrées ou des indices
variables est au plus égal & p — 1, et dans chacune desquelles un indice variable
quelconque prend des valeurs différentes de zéro et toutes de méme signe. D’aprés
cela, on peut aussi former avec les termes de S, un nombre fini de groupes dont
les termes appartiennent respectivement aux séries partielles dont nous venons
de parler; et pour démontrer le point en question, il suffit de le démontrer sépa-
rément pour chacun de ces groupes.

Considérons un groupe correspondant & une série partielle 4 g entrées, et
supposons d’abord g < p — 4. Pour fixer les idées, nous supposerons qu’on
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DE LA METHODE DE M. CARL NEUMANN. 81

donne des valeurs non nulles aux g premiers indices I, m, ..., n, et la valeur zéro
a tous les suivants. L’une quelconque des quantités (5) est plus petite en valeur

1 ; :
absolue que ——;; observons d’ailleurs que, en supposant les entiers &, I, m, ...

=1v

R 2
différents de zéro, et en désignant par k,, I,, m,, ... leurs valeurs absolues, on a :

o+ Da=|o—a]| =k, —1)a
G+Db=|y—B =0 —1)b,
Donc, dans le groupe dont il s’agit, un terme quelconque est inférieur a

1 il

p—

2
Mt - Pl
r [y — 1 + (1, — 1 + ... + (n, — 1)?] ?

¢ désignant la plus petite dimension du parallélipipéde, et la somme des termes
qui composent le groupe est inférieure en valeur absolue a

1 lh=w Ny =0 ].

)
—1

it

ok Pl
=k, — 1+ (I, — 1)+ ...+ (n, — 1)) 2
quantité qui tend vers zéro pour k, infini, en vertu du lemme précédent combiné
avec ’hypothése g << p — 1.
Soit maintenant ¢ = p — 1, et supposons d’abord :

(,10) Ak,l,.,.,q — (__ ])k+1+.‘,+q %_;pa'
R?

Décomposons le groupe en files (limitées) dans lesquelles I'indice variable soit
Pun quelconque des indices I, ..., g, par exemple . Lorsqu’'on donne a ! dans
I'expression (10) soit la série des valeurs positives de 1 & + oo, soit la série des
valeurs négatives de — 1 4 — oo, les autres indices gardant des valeurs fixes, il
est extrémement facile de s’assurer que la valeur absolue de y, — @ augmente
constamment, et que par conséquent la valeur absolue de I'expression (10), qui
prend alternativement des signes contraires, décroit constamment. Dés lors, dans
chacune des files, la somme des termes est plus petite en valeur absolue que le

terme initial, a fortiori plus petite que
1

[(w" T a')z == (zm — T)2 + ...+ (tq o €>2]p:2;1

I

et que

1 1
pr

=

p_—__l.
[y, — 1) + (my — 1) + ... 4+ (g, — 1)*] 2
RIQUIER. 11
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Donc la somme des files du groupe est plus petite que

1 my=ow Q= 1

= 2l
BT s el e 3 fm, — L) A, by [ R
quantité qui tend vers zéro pour k, infini.
Supposons enfin que, g étant toujours égal a p — 1, A, .., désigne, parmi les
quantités (5), I'une quelconque de celles qui suivent la premiére, et que 'on ait

par exemple :

(,1,1) Ak,l,...,q — (__ l)k+l+...+q ?L——T@ 3
RE

Décomposons alors le groupe en files dans lesquelles l'indice variable soit I.
Lorsqu’on donne a I, dans I'expression (11), soit la série des valeurs positives,
soit la série des valeurs négatives, les autres indices gardant des valeurs fixes,
I'expression prend alternativement des signes contraires, mais ne décroit pas
constamment : car, sil'on désigne par &, 9, ¢, ..., = les valeurs absolues des diffé-
rences & — a, Yy — B, Zn — 7, ..., {, — ¢, et que I'on considére 1’expression :

Ui

’

P
E+n+ 0+ .+ 1)
sa dérivée par rapport ax est:
8 +§ + PP =Dy

p+2

EHn O ) T

et 'expression, considérée comme fonction de la seule variable #, passe, pour

B+ + ...+ 1 :
n = ‘/‘ Cp 1 » par un maximum dont la valeur est :

Pl
=1 1

(12) p—1

p% E+0C+ .+ T

D’aprés cela, chacune des files considérées peut elle-méme se décomposer en
deux files partielles : dans I'une d’elles, la valeur absolue des termes croit avec
celle de I, dans 'autre elle décroit quand celle de ! augmente. Ces deux files
partielles ont d’ailleurs des sommes de signes contraires et inférieures en valeur
absolue a 'expression (12). La file totale a donc une somme plus petite que
I'expression (12), et d fortiori que

p=1
1 (p—1) 2 1
_p"“‘ : - 1

gt [(ky — 1) + (my — 1)* + ... + (¢, — 1)2]’)_;_1
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Dés lors la somme des files a une valeur absolue plus petite que

»p—1
1 (p _1)T my=w = 1
= g =
p 2 my=1 q=1 [(ki = 1)2 S (m‘ T 1)2 N, <L (qj — 1)2] 2

quantité qui tend vers zéro pour £, infini.

I1. Cela posé, donnons aux entiers K’, K, L', L', ..., Q', Q", et &', K", I, I', ...,
q’, q' des valeurs déterminées, quelconques d’ailleurs. La quantité (8) est, comme
chacun des termes A ; ., qui la composent, une fonction de z, v, ..., ¢ finie et
continue, ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres, a I'intérieur
du parallélipipéde, et vérifiant I’équation différentielle A= 0. Il suffira done, pour
obtenir une limite supérieure de sa valeur absolue, de considérer, parmi les
valeurs de la fonction, celles qui correspondent aux positions limites du point «,
Y, ..., t situées sur la surface du parallélipipede.

Supposons par exemple que le point x, y, ..., t tende vers un point situé sur

2 a a
I'une des faces x = Gl =5 Nous grouperons alors les termes de (8) par

files (limitées) dans lesquelles I'indice variable soit k. En désignant par f, _, 'une
quelconque de ces files, elles seront comprises, les unes dans la formule :

594 Q
Db
2 ) —Q'
les autres dans la formule :
LV Q'+ g v Qr
ﬁ,--:,q = Zz ﬁ--ﬂ'
— L'+ —@Q'+q) =5 —Q'

Chaque file du premier groupe est composée de deux portions séparées dont les
termes correspondent aux diverses valeurs de k comprises soit entre — (K’ + £')
et — (K! + 1), soit entre K" ++ 1 et K" 4 k'. Chaque file du second groupe se
compose au contraire d’une seule portion, dont les termes correspondent aux
diverses valeurs de k comprises entre — (K' + k') et K" - £'. Remarquons
maintenant qu’a chaque terme de (8) correspond un point donné par les for-
mules (2); que ces points peuvent se grouper par files, comme les termes qui leur
correspondent; que dans une méme file ou portion de file, les points ne peuvent

différer que par leur premiére coordonnée; que lorsque le point #, vy, ..., ¢ tend

anloon pee s ; a a o .
vers sa position limite (et par suite x vers 5 ou — ;)-)’ ces premiéres coordonnées

deviennent deux par deux égales, sauf exception possible pour les deux points
extrémes de la portion de file qui peuvent rester isolés; et qu’en conséquence les
termes correspondants de (8), précédés alternativement de signes contraires, ont
des sommes deux a deux qui tendent vers zéro, sauf exception possible pour les
deux termes extrémes. On en conclura bien facilement que les termes de (8) ont
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des sommes deux a deux qui tendent vers zéro, sauf exception possible pour
quatre groupes de termes; deux de ces groupes sont donnés par la formule :

4w Q+q

Ary. o
—@+n —QFa)

ou % doit recevoir successivement les deux valeurs — (K’ + k') et K' -4 %'; les
deux autres par la formule :

r qQr
%
DO S
_Ll o Ql

ou k doit recevoir successivement les deux valeurs — (K’ 4+ 1) et K" 4~ 1. On
arriverait a une conclusion analogue, en supposant que le point x, vy, ..., ¢ tend
vers un point situé sur une autre face du parallélipipéde. Si donc on a égard a la
proposition précédemment établie (I), on voit immédiatement qu’en attribuant
aux entiers K', K, L', I”, ..., Q’, Q" des valeurs suffisamment grandes, la quan-
tité (8) reste, sur toute la surface du parallélipipéde, constamment plus petite en

0 &y 3
valeur absolue que 4. =0 et cela indépendamment de toutes les autres cir-

constances indiquées par I’énoncé.

4%4. Lo proposition du nwméro précédent ne cesse pas d’élre vraie, si Ay, .,
désigne une dérivée partielle du premier ordre de U'une des quantités (5).

Considérons une série ayant pour terme général I'une des quantités (6) : on fera
voir, comme plus haut, qu’avec les termes de cette série, convenablement groupés,
on peut former un nombre fini de séries partielles dans chacune desquelles le
nombre des entrées ou des indices variables est au plus égal & p, et dans chacune
desquelles un quelconque de ces indices prend des valeurs différentes de zéro et
toutes de méme signe; que, d’aprés cela, on peut aussi former avec les termes
de (8) un nombre fini de groupes, respectivement extraits des séries partielles
dont nous venons de parler. Il suffit donc de démontrer que, dans les conditions
ci-dessus énoncées, chacun de ces groupes est plus petit en valeur absolue qu'une
quantité donnée.

I. Considérons d’abord un groupe extrait d’'une série partielle ot le nombre
des entrées g soit inférieur & p : nous supposerons par exemple que 'on donne
des valeurs positives aux g premiers indices %, I, m, ..., n, et la valeur zéro aux
indices suivants. Les termes du groupe sont alors compris dans la formule :

KV 410 L4 NV 4 xKr Ly NI

Z 2 Z Ak,i,...,q —'2 E"'Z—’\kﬂ,-m'n
- 1 " 1 1 1

les indices qui suivent n ayant tous la valeur zéro. L'une quelconque des quan-
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tités (6) est plus petite en valeur absolue que %, et a fortiori que
R?

v "
P (k=1 + (= 1) 4 o + (0 — 1)7]

.1)’
2

donc la somme des valeurs absolues des termes du groupe est plus petite que

X 1 NI

ASSANIRS 1 VY. I ).
Lo » ) 2
11 1 [(”7-1)2—1—(l_1)2+...+(n—-1)2]2 T 1 [(k—1)2+(l—1)2+...+(n—l‘)’]72)

Or, le nombre des entrées g étant inférieur a p, la série définie par le premier

terme de la parenthése est convergente, d’ou résulte que la quantité entre paren-
theéses tend vers zéro pour K', L', ..., N infinis.

II. Soit maintenant g = p, et supposons, pour fixer les idées, qu’on donne

a tous les indices des valeurs positives. Nous examinerons en premier lieu

le cas ou ;

2

(— D)ttmetecre R—p@—a .

Ak,l,m,...,q = PR

R T

Ce terme général peut se décomposer comme il suit :

(/13) (__ 1)l+m+...+q Lo (__ 1>l+m+...+q+l p (xk —_— a)2.

" e
SiT'on effectue cette décomposition sur chacun des termes du groupe considéré,
on obtient deux sous-groupes, dans chacun desquels on disposera les termes par
files, en choisissant pour I'indice variable de ces files I'un quelconque des indices
I, m, ..., q, le premier par exemple. Dans chaque file, les termes sont alternati-
vement de signes contraires et décroissent constamment; chacune d’elles a dés
lors une valeur absolue plus petite que son terme initial. En désignant par f .. ..,
P'une quelconque d’entre elles, les unes sont comprises dans la formule :

XU MY

Q’I
(14) 22 Dhomee

et leurs différents termes correspondent aux valeurs de I comprises entre L' -1
et L" 4 I'; les autres sont comprises dans la formule :

K4 k! MV +m QY+ gt K' Mr Q
Rl
® ORI S T 3) 35 5 S
1 1 1 1l 1 1

et leurs différents termes correspondent aux valeurs de I comprises entre 1 et
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L' 4 I'. Comme d’ailleurs 'un ou I'autre des deux termes qui composent 'expres-

sion (13) est plus petit en valeur absolue que 1—057 la somme des files est plus petite
Rz

que

1

%2 g
233

i Q
ipv!
8

ol

VL + (k— 1)+ (m — 1)+ ... + (g —1)?]
1
[k — 1) + (m—1)" 4 ... + (g —1)7] 3

E=K/ m=M/ g=Q
1
%

"LI%
HM"
"M"

o : i
Gl AL [(k—1)2+(77251)9+ v+ (g—1)] ?)

quantité qui tend vers zéro, lorsque K', L', M’, ..., Q" augmentent indéfiniment.
III. g étant toujours égal & p, supposons que Ay, ., .., désigne 'une des quan-
tités (6) autre que la premiére, par exemple la seconde :

(— 1)i+mbetotl P (® — z)Lﬂ(yl = ‘3),
R 2

et prenons encore dans (8) le groupe de termes qui correspond a la série partielle
ou les indices ont tous des valeurs positives. Si dans cetle série partielle on dispose
les termes par files dont l'indice variable soit I, il est facile de voir que dans
chaque file les termes sont alternativement de signes contraires, mais ne décrois-
sent pas constamment : car si 'on désigne, comme plus haut, par &, 7, ¢, ..., = les
valeurs absolues des différences o, — a, y,— 8, 2z, — ¥, ..., {, — 2, et que l'on
considére I'expression :

pEn

(B + 9* A u )t

sa dérivée par rapport a « est :

(16) it e ©?—(p+1)%]

4+ +C+ . 1)

et I'expression, considérée comme fonction de la seule variable n, passe, pour

”2 V‘z _‘2
=k Gfet o
= p o 1 » par un maximumn dont la valeur est égale a
p+1
3 B g
r+2 p+1 :

(p+2) IR GRS o S o
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et par suite inférieure a

41

an) p@FD " !

PEE
P+2) " E++..+7)°

I

D’aprés cela, chaque portion de file composée d’'un nombre quelconque de termes
consécutifs peut se décomposer en deux parties: dans I'une, la valeur absolue
des termes croit avec celle de 7, dans 1’autre elle décroit quand celle de I augmente;
ces deux parties ont des sommes de signes contraires et inférieures en valeur
absolue a I'expression (17); donc la portion de file a elleeméme une somme plus
petite que (17).

D’autre part, considérons I'inégalité :

(18) (B +12a®+ (m+ 1)+ ... + (g + 1)* e <(p + 1) L"??,

et L' étant supposé donné, désignons par H le plus grand entier positif tel que, si
on substitue a &, m, ..., q des entiers quelconques pris dans la suite 0,1, 2, ..., H,
Iinégalité (18) soit toujours vérifiée. L’entier H augmente indéfiniment avec L',
car ¢’est évidemment le plus grand entier qui, substitué a w, vérifie I'inégalité :

(w+ 1) (@ + ¢ + ... + ) <<(p + 1) L”b".

Si maintenant on désigne par H’ le plus grand entier positif satisfaisant a la condi-
tion précédemment énoncée, et en outre ne surpassant aucun des entiers K,
M, ..., Q, il est clair que H' augmente indéfiniment lorsque les p entiers K, L',
M’, ..., Q" augmentent & la fois indéfiniment.

Cela posé, les files du groupe extrait de (8) sont comprises, comme nous I’avons
vu, les unes dans la formule (14), les autres dans la formule (15). Prenons seule-
ment parmi les premiéres celles qui sont comprises dans la formule :

B VR H

(19) 21221 Fuc- 205

leurs différents termes correspondent aux valeurs de ! comprises entre L" + 1 et
L' + I'. Les files restantes du groupe sont alors comprises dans la formule :

EV4-10 MV4+m?  QU+gf H H H

(20) > Y Y fomen— ZZE it

1 1 1 1 1

et leurs différents termes correspondent aux valeurs de I comprises, tantot entre
L' +1 et L' 4+ I', tantot entre 1 et L' 4 I". Remarquons maintenant que pour
chacune des files (19) les valeurs correspondantes des indices k, m, ..., ¢ vérifient
Iinégalité (18). Il en résulte que pour le terme initial de cette file (correspondant
al= L'+ 1), et par suite pour tous les termes suivants, se trouve vérifiée
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Pinégalité :

4+ + ...+ —(p + )2 <0
(dont le premier membre ne différe de 'expression (16) que par un facteur positif),
ct cela indépendamment des positions occupées a I'intérieur du parallélipipéde
par les deux points «, £, ..., e et , y, ..., . Dés lors, chaque file (19) a une somme
plus petite que son terme initial, et d fortiori que

P 1

B =1 + L™ o (m— 1) .+ (g — 1Y]

B2
2

la somme de ces files est donc plus petite que

h=H'm=n' g=H'
p 1

Ly :

2
Bl omsl 0L g (B — 1) (0 — 1) .+ (g — 1)1

et a forliori que

PO N 1
(2«1) ;;’ 2 Z e g.
Fmtm=loe=U L% + (B — 1 + (m — 1) + ... + (¢ — 1)?] ¢
okl
En posant A =p (})—4——1%;_:—2’ I'une quelconque des files (20) est plus petite,
(P+2*

d’aprés ce qui a été vu plus haut, que
A

?

s

(@ — @) + (2 — ) + .. + (t,— 2)?]
et a fortior: que
A 1

P2 [ — 17+ (m— 1) 4 ... + (g — 1]

T
E

leur somme est donc plus petite que

A k=w m==n

\ =0 1
mhemst = e — 1)+ (m— 1) 4 L+ (g — 1))
k=H' m=H' gq=H' 1 \
-3y 3y I
k=1 m=1 g=1 [(k - 1)2 + (m ) 1>2 B Lo el <q d 1)9] 2 /s

29)

woly

En résumé, la somme des files (19) et (20) est plus petite en valeur absolue que
la somme des quantités (21) et (22). Or, lorsque K', L', M’, ..., Q" augmentent
indéfiniment, il en est de méme de H', et chacune de ces deux quantités tend
vers zéro. ,
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45. La proposition du ne 43 ne cesse pas d'étre vraie, si Ay, ., désigne une
dérivée parlielle du second ordre de l'une des quantités (5).

Comme dans le numéro précédent, considérons un groupe de termes extrait
de (8) et correspondant & une série partielle 4 g entrées (¢ = p); nous suppose-
rons par exemple que I'on donne aux g premiers indices %, I, m, ..., n des valeurs
positives, et la-valeur zéro a tous les suivants. Les termes de ce groupe sont
compris dans la formule :

KUK L4 Nt RV W N

Z Z Z A];,Z,...,q - 222 Ak,l,--.,w
7 T 1 11 1

les indices qui suivent n ayant tous la valeur zéro. D’ailleurs il est facile de voir

, o : -} .
que l'une des quantités (7) est plus petite en valeur absolue que P_(_Zg;T), et a
R ®
fortiori que
ple+ 1), ! i
P+l p+1?
2

‘ [(F—1)" 4+ (I — 1) 4 ... + (n —1)7] °

donc la somme des valeurs absolues des termes du groupe est plus petite que

PP+ 1
Ab+1 ¥ p+1
e (TF T [k—1+0—1) + .. + (n—1)] ®
rr 1 N 1 )

!
I Uk —12+ (0 —1P 4+ ... + (n— 1] ® )
Or, la quantité entre parenthéses tend vers zéro pour K', L', ..., N infinis,
puisque, dans la série définie par le premier terme, le nombre des entrées ¢
est=p <p +1.

46. 11 est facile de démontrer maintenant qu’a 'intérieur et sur la surface du
parallélipipéde donné, les séries a p entrées ayant pour terme général I'une des
quantités (5) ou 'une de leurs dérivées partielles des deux premiers ordres rela-
tives aux variables x, y, ..., t (1), définissent des fonctions continues des coordon-
nées des deux points x, y, ..., ¢t et «, 8, ..., =. Désignons en effet par

f("{” ?/’ eevy t’ 0’7 B? R ‘:'>
la somme de I'une de ces séries, par A, ., son terme général, et posons :

R Lr Qr

e Q R Z ES
G (X Yy ey by 8y By veny ) = Avtynr

by ey Qe

FL0s 45 oo By 065 By oo &) = o (@ Yy ooy by By ooy &) + $(@ ¥y o5ty a5 B,y €).

(1) On fait toujours abstraction des terines, en nombre égal a 32, qui correspondent aux valeurs 0,1, et — 1
des indices &, I, ..., q. ‘

RIQUIER. 12
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Si I'on donne aux variables indépendantes les accroissements respectifs Az, Ay,
.oy Aty Aa, AB, ..., Ac, Paccroissement correspondant de la fonction f est égal a la
somme des accroissements des fonctions ¢ et ¢. Or, on peut, d’aprés les proposi-
tions démontrées dans les trois numéros qui précédent, donner aux entiers K, K’
L L', .., Q' Q" des valeurs suffisamment grandes pour que dans la différence :

Y(x+Aw, y+Ay,..., t+At, a+Aa, B+AB,..., e+ Ae) — (2 Yy oon by 2y By oenp€)

: ; e .0
chacun des deux termes soit plus petit en valeur absolue qu'une quantité donnée 3’

indépendamment des positions occupées a l'intérieur du parallélipipéde et sur sa
surface par les quatre points :
e 1 O
s i
x + Ax, Yy + Ay, ..., t-+ Aft,
o+ Aa, B+ AR, ..., &+ A=

D’autre part, o étant une fonction continue, si on donne aux variables des accrois-
sements suffisamment voisins de zéro, I'accroissement correspondant de ¢ est

plus petit en valeur absolue que g, et par suite Paccroissement de f plus
petit que 6.

On fera voir ensuite, au moyen du raisonnement usité en pareil cas, que cer-
taines de ces fonctions [celles que I'on forme au moyen des quantités (5)] admettent
les autres fonctions comme dérivées partielles du premier et du second ordre
relativement aux variables x; y, ..., {. Enfin les fonctions formées au moyen des
quantités (5) vérifient I'équation différentielle A — 0, puisque chacune de ces
quantités la vérifie séparément (1).

47. Désignons par f(x, vy, ..., ¢, o, 8, ..., ¢) une fonction continue des coordon-
nées des deux points :
A5 Ty el
' osH e e e
a l'intérieur du parallélipipéde et sur sa surface; supposons que les dérivées
partielles des deux premiers ordres de cette fonction par rapport aux variables
%, Y, ..., t jouissent de la méme propriété, et en outre que la fonction vérifie
I’équation différentielle Af — 0. Cela posé, soient s une surface fermée intérieure
au parallélipipede (et pouvant comme cas particulier se confondre avec lui),
%, @, ..., ¢ un point variable de ¢, ', 8, ..., ¢’ les paramétres directeurs de la
normale intérieure en ce point, p une quantité qui varie sur s d’'une maniére
continue. En faisant usage du mode de raisonnement habituel, on démontrera

(Y) Dans les numéros 46 et 47, nous donnons au symbole A deux sens différents, suivant les cas; mais il
n'y a évidemment aucune confusion possible.
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en premier lieu que I'une quelconque des intégrales :

/ﬂl}‘ll /’(.”1}7 Yy -oon by 2, 57 akiey 3) d'jv

o/

23) \ fpl{s’ G el e o8 e ) Lo

supposée étendue a toute la surface s, est une fonction continue de «, ¥, ..., t a
Iintérieur du parallélipipéde et sur sa surface, et qu’il en est de méme pour les
intégrales que I'on déduit des précédentes en remplacant f par 'une de ses déri-
vées partielles du premier ou du second ordre relatives aux variables «, y, ..., ¢;
on démontrera en second lieu que ces derni¢res intégrales sont les dérivées
partielles des premiéres par rapport aux mémes variables, et que par conséquent
les fonctions (23) vérifient I’équation dilférentielle A = 0.

Cela étant, désignons par A, .., I'une quelconque des quantités (5), et posons :

f:i 2 2 Abiynas

Bl G

en supposant supprimés dans cette série certains termes, indiqués plus haut
(no 41). 11 résulte du ne 43 que 'on a :

fp‘ a' fdo :Z Z Efu o' Ay, da,
et que par conséquent la série a p entrées qui figure dans le second membre
définit, quand on y supprime certains termes, une fonction de «x, y, ..., ¢ finie et
continue 3 U'intérieur et sur la surface du parallélipipéde, ainsi que ses dérivées
partielles des deux premiers ordres, et vérifiant en outre 'équation différentielle
A = 0. Dés lors, en ayant égard a la formule (4), on verra qu’il en est de méme
de la série (3), et si I'on rétablit maintenant dans cette derniére les termes sup-
primés, la fonction ainsi obtenue est finie et continue, ainsi que ses dérivées
partielles des deux premiers ordres, et vérifie 'équation différentielle A = 0, tant
a l'intérieur de ¢ que dans tout continuum de points situé entre ¢ et la surface du
parallélipipede.

En outre, on déduira bien facilement du n° 43 la proposition suivante :

A partir de valeurs suffisamment grandes des entiers K', K', L', L', ..., Q', Q"
la quantité :

K4 K LI+ Q4o XKr 1y Qv
— 1 \eHltatg - \k -
( 1) VVk,h--uq 2: 2 : 2: (“ Lt Wit
—E ' +E) — W+l —RQ'+4¢" —K! —L' =ql

est plus pelite en valeur absolue qu'une quantité donnée, indépendamment des
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valeurs atlribuées awx entiers k', k', U, U, ..., q', q", et de la posilion occupée d
Uintérieur du parallélipipéde ou sur sa surface par le point x, vy, ..., t.

48. Désignons, comme plus haut, par 25 laire de la surface sphérique de
rayon 1 dans l'espace a p dimensions, et posons :

(24) B, gy ey i 3 N W= e Wy

10 St Uon désigne par s un point commun d la surface du parallélipipéde et d
la surface fermée s qui lui est intérieure, et par ., la valeur prise par la quantité p.
au point s, la fonction I (x, y, ..., {) tend vers la valeur 2Sy,, lorsque le point
2, Y, ..., t tend vers s en restant constamment intérieur d s.

. . . " a
Supposons par exemple que le point s soit situé sur la face # — ;> et posons :

2
2KV4-1 Y QY

4 Y : r ’

(B) F@y = 3 N X (=D W+ 0 (@, 9y ooy D).
=iErel R —q'

D’aprés ce que nous venons de voir, pour des valeurs suffisamment grandes des
entiers K’, K, L', L', ..., Q', Q", v (%, y, ..., {) est plus petit qu'une quantité

donnée 5’ indépendamment de la position occupée par le point x, v, ..., t a I'inté-

rieur du parallélipipéde ou sur sa surface. Donnons alors a K’, K', ./, L', ..., Q", Q"
des valeurs satisfaisant & cette condition, et laissons-les fixes. Puis, considérant
Pensemble des termes de la série (24) compris dans le premier terme du second
membre de (25), disposons-les par files dont l'indice variable soit k. A chaque
terme du groupe considéré correspond un point donné par les formules (2); on
voit immédiatement que, lorsque le point x, y, ..., ¢ tend vers s, les points
correspondant aux termes d’'une méme file se confondent deux par deux, et qu'en
conséquence les sommes deux & deux de ces termes tendent vers zéro, a 1’excep-
tion toutefois des deux termes situés dans lafile | =m = ... = ¢ = 0, et fournis
respectivement par les valeurs O et 1 de I'indice k. Des deux points correspondants,
le premier, qui n’est autre que x, y, ..., {, tend vers s en restant, d’aprés ’hypo-
thése, constamment intérieur a o; le second tend aussi vers s, mais en restant
constamment extérieur au parallélipipéde, et par suite a la surface fermée. D’aprés
les propriétés de I'intégrale de M. Neumann (n° 26), la somme de ces deux termes
tend vers 2Sp,. Donc, pour toutes les positions du point «, y, ..., ¢ intérieures a s
et suffisamment rapprochées de s, le premier terme du second membre de (25)

o ; o . 6 ; ;
différe de 2Sp, d’'une quantité moindre que g et par suite F (z, y, ..., {) différe

de 2Syp, d’'une quantité moindre que 6.
20 Si Uon désigne par s un point commun d s et d la surface du parallélipipéde,
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la fonction ¥ (xz, y, ..., 1) tend vers zéro, lorsque le point x, y, ..., t, intériewr
aw parallélipipéde, tend vers s en restant constamment extérieur a s.

De méme, si Uon désigne par s’ un point situé sur la surface du parallélipipéde,
mais non sur s, la fonction F (x, y, ..., t) tend vers zéro lorsque le point x,
Y, ..., t tend vers s'.

11 suffit de répéter la démonstration précédente, en observant seulement que les
deux termes dont la somme tendait tout & Uheure vers 2Sy,, ont maintenant une
somme (ui tend vers zéro.

30 Soient z, y, ..., t et ', y', ..., t' deux points intérieurs l'un el Uawire au
parallélipipéde, et s un point de la surface . La différence :

F (@, 1y oy ) — F (@, g5 ooy £)

tend vers 2Sy, lorsque les deux poinis x, y, ..., t et «', y', ..., U tendent vers s,
le premier en restant constamment intérieur d s, le second en lui restant cons-
tamment extérieur.

Dans la série (24), désignons par ¢ (x, ¥, ..., ¢) la somme des termes, en nombre
égal 4 37, qui correspondent & toutes les combinaisons possibles des valeurs 0, 1
et — 1 des indices, et posons :

F @ty oo ) = @ (X, Yy ooy 1) + 4 (@, Yy o5 D)

La fonetion ¢ étant continue & intérieur du parallélipipéde et sur sa surface, la
différence & (2, Y, .., ) — & (x', ¥, ..., 1) tend vers zéro dans les circonstances
ci-dessus énoncées, et quant 4 la différence ¢ (@, ¥, ..., t) — ¢ (&', ¥', ..., 1), il est
extrémement facile de s’assurer qu’elle tend vers 2Sp,.

49. 1o Supposons que la surface s soit précisément celle du parallélipipéde. La

1
fonction 53 F (x, 7, ..., t) prend les valeurs p sur cette surface (n° 48, 1°), et le

probléme intérieur est résolu. :
90 Considérons un parallélipipéde rectangle ayant deux de ses dimensions égales,
et dont les points intérieurs sont définis par les inégalités :

a? a® c? e?

2 2 ___ ol 2 .
@€ 4<0, Y 4<0’ z 4<0,..., t 4<0,

en ajoutant & ces dernicres 'inégalité suivante :
x4+ y=0,

on obtient une surface fermée intérieure au parallélipipéde, et que nous suppose-
rons 6tre la surface o des numéros précédents (). Désignons maintenant par a,
Y, Z,..., t un point intérieur a ¢; les coordonnées du point symétrique par rapport

(%) Dans le cas de deux variables, on obtient le triangle rectangle isocele; dans le cas de trois variibles, le
prisme droit ayant ce triangle pour base. g
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au plan z ++ y =0 (!) sont alors — y, — x, z, ..., t, et ce point est nécessaire-
ment extérieur a s, mais intérieur au parallélipipéde. Je dis que la fonction :

1 ;
B (.’D, Ys %y oeny t) = §S [F ($, Yy By ooy t) —F <_ Yo — &5 2y -y t)]

satisfait & 'équation différentielle A = 0, et prend sur s les valeurs .

En effet, la fonction F (x, y, z, ..., ¢) satisfait a I'équation différentielle dont
il s’agit, et il en est de méme de la fonction F (— y, — «, z, ..., 1), transformée de
la premiére par symétrie. Cela étant, supposons en premier lieu que le point
x, Y, 2, ..., t tende vers un point de s non situé dans le plan x + y = 0, et situé
par conséquent sur la surface du parallélipipéde. On voit d’abord (n° 48, 1°) que
1 .
55 I (@, 9,2, ..., 1) tend vers p,; d’autre part, le point symetrique — y, — x, z,
..., t tendant vers un point de la surface du parallélipipéde, mais restant toujours

. . o 4
extérieur a o, la quantité 58 F(—y, —x z, ..., t) tend vers zéro (n° 48, 2);
donc la fonction ® (x, y, z, ..., ) tend vers p,. Si 'on suppose en second lieu que
le point x, y, z, ..., ¢ tend vers un point de ¢ situé dans le plan x + y = 0,

? (x, 4, z, ..., t) tend encore vers p, (n° 48, 3°),

50. Soit 2, y, z, ..., ¢ un point intérieur a la surface fermée P définie par le
systéme d’inégalités (2) :
/ a V3 a V3

y——2—<0, y—ml/i—%—}—

> 0, y+xV§+%/§>O

)

(26)

o

c
Z2—2‘<0,...7 t2—2<03

et soit Q, le plan qui a pour équation :
(27) y=(—1yV3 [%‘ — (@n + 1) ;i]
Prenons le point symétrique du point donné par rapport au plan Q,, puis le syme-

trique du point ainsi obtenu par rapport au plan Q,, puis le symétrique de ce
dernier par rapport au plan Q,, et ainsi de suite indéfiniment; faisons la méme

@) On dit que deux points ;?(l)nt syn'uitl'iquns par rapport 4 un plan, lorsque leurs coordonnées, substitudes
dans le premier membre de I'équation du plan, lui donnent des valeurs égales et de signes contraires, et qu’en
méme temps la droite qui joint les deux points est perpendiculaire au plan. Il est bon de remarquer que les
coordonnées correspondant aux variables qui ont leurs coefficients nuls dans I'équation du plan, sont les mémes
pour les deux points symétriques. Dans le cas actuel par exemple, on I'équation du plan est z +y=0,o0n a

o s < . PO 1
endésignant par ', y', 2, ..., t' les coordonnées du point symétrique : @' = — 4, y' = —a,2' =z, =7
— 1l est extrémement facile de démontrer, d'abord que l'on peut toujours, par une transformation des coor-
donndées rectangglau‘es, faire coincider un plan quo]'colnque avec I'un des plans coordonnés; puis, en s’aidant
de cette proposition, que la transformation par symétrie naltére pas équation différentielle A — 0.

) (‘{) l)e’ins le cas 'de deux variables x et y, les inégalités (26) définissent les points intérieurs a un triangle
dquilatéral de coté 2a; dans le cas de trois variables a, y et z, les points intérieurs & un prisme droit ayant ce
triangle pour base. : X
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opération avec la série indéfinie des plans Q_,, Q_,, Q_,, ete. Il résulte d’une
remarque faite antérieurement (note de la page 94), que I'une quelconque des
p — 2 derniéres coordonnées a la méme valeur pour tous les points considérés,
et que pour obtenir les valeurs des deux premiéres, on a a faire exactement les
mémes calculs que si Péquation (27) représentait une série de droites dans un
plan. Les résultats de ce calcul seront donc représentés géométriquement par la
figure suivante :

;3//
Fg?| 20
n Alge p 2 : =7 A /\ Al s
/ . S : A / 2 x £ aofy
! JA- e \. 3 0l °/ A n Ay 2
._-8. yf. S AR \
. ‘A 7 s ) A _y N EN Ag 7 v

Dans cette figure, A, est le point qui a pour coordonnées x et y; on en déduit par
la symétrie, d’'une part la série des points A,, A,, A,, etc., d’autre part la série
des points A_,, A_,, A_,, etc. Si 'on désigne par & un entier quelconque, positif,
négatif ou nul, par x, et y,,, les coordonnées du point A, et si I'on pose :

k=61 -+ 7,
7 étant 'un des six entiers 0, 1, 2. 3, 4, 5, il est facile de voir que l'on a
/ 5 o 7l ) 2 D)
Ty =a; + 6ia,  Yro= Yjo-

Cela posé, imaginons & I'intérieur de la surface P une surface fermée quel-
conque s (pouvant comme cas particulier coincider avec P), désignons par p. une
quantité qui varie sur s d’'une maniére continue, et considérons dans I'espace &
p dimensions ’ensemble des points définis par les formules :

[ x, = x; + 6ia,
& Yoo =la V'3 + (— 1) yy,

(28) T, = Mmc + (— 1)"’ 5

‘e D S S N BN I

tq:qe + (— l)qt

ouk, 1, m, ..., ¢ peuvent prendre toutes les valeurs entiéres de — oo i - oo (dans
le cas ot les variables se réduisent a deux, x et y, "ensemble des points définis
par les formules (28) est représenté graphiquement par la fig. 11). Désignons
enfin par Wy, .. .., la valeur prise au point xi, Yii, Zu, ..., b, par Uintégrale de
M. Neumann formée avec les valeurs p. La série a p entrées :

(29) ZZZ 2 (— 1p+trmteta W,

—® —® —®

fournit la solution du probléme intérieur dans deux nouveaux cas particuliers.
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Comme précédemment, on posera :

R= (wﬁ - 1)2 == <UL‘J - &)2 -+ <Zm - ‘1")2 +oees (tfz - €>97

N O 2 \
SRR O A A
\o N Er \ ; \ ¢ \
o / N7 (N ‘o N \
\ X \ e\ & \
7 Vg = e ’ N ‘
—__-\-_2 ¥ \:/ \/ ® N\ 7/ \
N . e I;.i_._..- _____ 7(—._; _____ )‘ ._._—s_—......_-;
£ £ 7 SN 7\ /
o/ N\ / \ 7N e ) s\ /
’7 @ \ / \ / \ /. \ P N /
/ 3 / . Vs \\ / \ ’ \ /
i \ / e L \ / 53 ! /
/ N o oo A ) o\\. ’
/ \ 7 3 / \ “
AV \/__® N 4 N _®
é__.__.____.7\ __________ ———— ey __-.._,(_.._.._...._._*__.__
\ \
\ / A\ /N @ S SN VAN
\\ / \ .// N\ ’ \ / \ o/
\ / \ /@ \ ’ \ 4 \ /e N\
; \ . \ / \ 7t ) 4 \
X / \ / \ / / \ /
o’ \ N F A M 3 - k
N/ \ / LI 7 \ 4 \
\ 7/ ® 5 \|7/ 7 / \
_____ Wl e ' \ R ® \‘.Z §
/.< 3 _._--_...._.._6._..___..___*_.___.__.,—- \-————-——»—)
\ \ /N @
\ / / \ / \ / b /
/° \ / \ / \ ®/ / \ 14
/ / \ / \ /e \ / \ /
\ / \ ’ \ /- \ / \ /
/ \\ / \ / \ / \ / \ /
/ A\ N/ N S/
/ N\ / &\ \ N
/ \ -/ N A \ / \ 7
_________ N [ ] \/ i >
< S SESEESEE e
\ 7 \ ? L] \ / Y / \\ °
\ VR o \ 7 o,/ \
\ \ /e 0 \ / \ ‘@
A Z ol y) \ L 5 ! \x
% / \ 7 v \ o \
e\® / N N N \
N/ N/ / / \
\ \
_______ RIS | SO # ¥4 £
Sx AN /N AN N\ /
./ \ N / \ o/ \ /N /
; [ % 7 \ / \ /® / \ /
/ \ / A N \ / g 4 \ ’
/ \ / \ / /
/ N o 7/ % N/ ‘o
7 Ve e\ / N \ e\ /
/ Ny \ 7 \ L/
e \/ ®
damarm e R B G SR e
AN VAN ‘N @ 7\ /7;— -
\ 2 AN 7\ /N 4
\ / \ [ W) \ ' / \ [ N
\ ;/® / \ / ‘e \
\ / \ 5 \ / \ \ / \
\ / . \ / £ \ /
\® 1y o 7 \ / \ \
A ’ \ z \ 7 \® /
\ Vi / \ [ ] / \ / \
\ \ / \ \ \
v @ \ 7/ \ / \ s [ ] Wl \
———— e e e e —— — Y — A—mm——— -
/\ ©® A I\ VAN N /
/- r \ / e’
> \ / \ / \ ° 7N\ /
/0 / / \ ‘o N\ / ’
7 \ ’ \ / / / N /
, g / \ y \\ // \ // \\ /
/ \ ’ \ @ 3
r N ov /f Y/ NS L \‘: /
e W \/ e \ \ s \/ @
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% B, v, ..., ¢ désignant, comme x, y, z, ..., ¢, les coordonnées d’'un point intérieur
a P, et on commencera par faire I'étude des séries ayant respectivement pour
terme général :

'

'C“ (— Lys+T+mbotq T — 1,
| »
1 R?
(_ l)k+l+m+...+q Yr1 — B,
D
RZ
(30) 5 k4+14+m—+..4+q Zm RA/
(“‘ 1) T
R?
| Nk +I4+m—+..4q t(l — &
| (— 1) E ’
| R?

ou I'une des quantités qui se déduisent des précédentes par une ou deux dériva-
tions relatives aux variables «, y, z, ..., . On supprimera seulement dans chacune
de ces séries les lermes obtenus en associant a toutes les combinaisons possibles
des valeurs 0, 1 et — 1 des p — 2 derniers indices m, ..., q, les treize combinai-
sons suivantes des deux premiers indices %, 1 :

=01 avec k—=—2,—1,0,1,2;
l=—1 avece k=-—1,0,1.

Les termes supprimés dans chaque série sont au nombre de 13 X 37—, On voit
facilement qu’aprés cetle suppression un terme quelconque ne peut devenir infini,
quelles que soient les positions occupées & I'intérieur de P et sur sa surface par
les deux points «, 8, v, ..., e et x, ¥y, z, ..., t. ‘ ‘

51. 1. Désignons par Ay o, ., 5, Vune quelconque des quantités (30),-et donnons
da k une valeur fixe. A partir de valewrs suffisamment grandes des entiers positifs
L', L', M', M", ..., Q', Q" la quantité :

4w MV -t 4 it oM "
Sk U +-4 Q
(31) E E -ttt 2 A].j.l,m,...,q = 2 E s E Ak,l,m,...,q
— @) — A0+ — Qe —n—w g

est plus petite en valeur absolue qu'une quantité donnée, indépendamment des
valeurs attribudes aux entiers ', I', m', m', ..., q', q', et indépendamment des
positions que peuvent occuper d Uintérieur de P ow sur sa surface les deux points
Tyl s wemy € ELE, YL 2, L

Avec les termes de la série :

l=wx m=w g=w

(32) Z E 2 W o

l=—o m=—wn g=—oo

convenablement groupés, on peut former un nombre fini de séries partielles dans
RIQUIER. 13
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chacune desquelles le nombre des entrées ou des indices variables est au plus
égal & p — 1, et dans chacune desquelles un indice variable quelconque prend
des valeurs différentes de zéro et toutes de méme signe. On peut donc, avec les
termes de (31), former un nombre fini de groupes correspondant respectivement
a ces séries partielles, et dés lors il suffira de démontrer que, dans les conditions
énoncées, chacun de ces groupes est plus petit qu'une quantité donnée.

Soit g le nombre des entrées de la série partielle qui correspond & 1'un quel-
conque de ces groupes, et supposons d’abord g << p — 1. Pour fixer les idées,
nous supposerons qu’on donne des valeurs positives aux ¢ premiers indices 7, m,

, 1, et la valeur zéro & tous les suivants. Observons d’abord qu’en désignant
par k,, 1,, m,, ... les valeurs absolues des entiers k, I, m, ..., et en supposant k,
supérieur a l'unité, I,, m,, ... supérieurs a zéro, on a :

[ B +2) 0 = —a| = (k,—2a,
S (l1+l)al/§§[y,,),—(5|§ (li‘—l)al/37

(w+wc;m—ﬂ§m4m

...........................................

(33)

Or, 'une quelconque des quantités (30) est plus petite en valeur absolue que

-’ et d fortiori que
[
1 1

T =1 e m— 1) s+ (o1

¢ désignant la plus petite des quantités a, a V'3, ¢, ..., e. Dés lors, la somme des
termes du groupe considéré est plus petite que

L% 1 IR 1 )
BT S D L e g e e L R O

(uantité qui tend vers zéro pour L', ..., N"infinis, a cause de I'hypothése g < p—1.
Supposons g = p — 1. Sil'on a:

X, — o
Ak,l,m,..,,q e (_ 1)h+l+m+...+q

»
R 2
le numérateur x; — « a la méme valeur dans tous les termes de la série (32), et

“reste fini indépendamment de la position occupée a l'intérieur de P par les deux
points «, {3, 1y iy e 0L, 9y, 27 iy £ On a daillenrs :

1 1 1
..__.<_

R: P (=1 .. +@—1

et dés lors le raisonnement s’achévera comme nous venons de le faire. Si Ay ;.. ..,
désigne, parmi les quantités (30), une de celles qui suivent la premiére, par
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DE LA METHODE DE M. CARL NEUMANN. 99

exemple la seconde, on décomposera le groupe en files dont l'indice variable
soit 7, on verra (n° 43, I) que la somme d'une file est plus petite en valeur
absolue que

p—1
1 (p—1) ° 1
o 2 : p—1
p3 [(m — 12 4+ ... 4+ (g —1)?] ?

et le raisonnement s’achévera encore de méme.
II. La proposition précédente ne cesse pas d’étre vraie, si Ay, ., ., d€signe une
dérivée partielle du premier ou du second ordre de I'une des quantités (30).
Observons que les quantités x; et y,, (*) sont des fonctions linéaires de x et y,
et que dés lors, k& étant donné, les quatre dérivées :

dyk,o__ :
dy — 77

()wk__) iy'k,_o___ %_7\1
9w " ow P oy T

sont des constantes. On a d’ailleurs, en désignant par U l'une quelconque des
quantités (30) :

oU au 1 oU U aU0 0U

s ‘\ AT e 04 i )\ 1 VAN e
) = T T e d:v =l Y,
? d_U_ = 1)y» ()_U_ A ( )q .._..
gz =(=1 dz, 9t ,
puis :
I 0*U d2U 02U 02U
—— == 2A =0t L i i
| o =¥ om TR e C U T oy
0*U 02U 0*U 02U
5 ¢ — G e e 12 ;
(35) / Sy = Mo TR (S g ety
0*U 02U 02U 00U
—b——zs == ——EE‘, weey —072- :_d_tg_.

En conséquence, la proposition sera démontrée, si nous parvenons a faire voir
qu’elle est vraie lorsque, au lieu d’attribuer & Ay . .., 12 signification que nous
lui avons donnée dans 1’énoncé, on désigne par 1a la valeur absolue de I'une des
quantités :

oU U 49U dU
(36) -a—x—?k, (W“, 'd—Z;L7 %2 d—tq,
@) 0*U 0*U »?U U 0*U
TR ) o et us) b
omi  0m, Oywi Oyi. Oz ot

Or, les dérivées partielles (36) et (37) sont respectivement inférieures en valeur.

() Voir la définition de j au n° 50.
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absolue aux deux quantités :
1
P 2@+

R R
d’ot1 I'on déduira bien facilement le point dont il sagit.

III. On conclut aisément de ce qui précede que :

A Vintérieur de P et sur celte surface, la série (32), o U'on attribue d Atstymy g
Pune quelconque des valeurs (30), définit une fonction des coordonndes des deux
points x, Y, z, ..., L el a, £, v, ..., ¢, qui reste finie et conltinue, ainsi que ses
dérivées partielles des deux premiers ordres relatives aux variables Ly Y 2y nnnr by
el. qui en outre vérifie I'équation différentielle A = 0.

52. Dans une série & p entrées ayant pour terme général 'une des quantités (30),
appelons S, tout groupe de termes obtenu en donnant & lindice %k une méme
valeur, et aux autres indices toutes les valeurs possibles comprises entre des
limites données, quelconques d’ailleurs. Je dis qu’on peul assigner pour Uentier k
une valeur absolue a partir de laquelle la valeur absolue de S, est inférieure a
une quantité donnée, indépendamment des limites entre lesquelles on fait varier
les indices autres que k, et indépendamment des positions que peuvent occuper d
Vintérieur de P el sur sa surface les deux points a, ¢, Yy ey e €2, Y, Z, ..., L.

On partagera, comme précédemment, la série (32) en séries partielles, et la
tranche limitée S, en groupes correspondants. Soit ¢ le nombre des entrées de la
série partielle qui correspond a I'un d’entre eux, et supposons d’abord g<p—1,
en donnant par exemple des valeurs positives aux g premiers indices /, MWy ocny I

La valeur absolue du terme général est plus petite que » d fortiori que

p»—1

R'Z

[k =2 @ — 1) 4 ... + (0 — 1T

Donc la somme des termes du groupe est plus petite que

1 1

pp—l

1 l=ow n=w 1

= >y ,

e (e O T

quantité qui tend vers zéro pour % infini, & cause de I’hypothése g<<p—1.
Supposons g = p — 1. il sagit d’'une série ayant pour terme général la
premiere des quantités (30), en décomposant le groupe en files dont Iindice
variable soit I'un quelconque des indices I, ..., ¢, par exemple I, on constatera
facilement que chaque file est plus petite en valeur absolue que son terme initial,
plus petite d fortiori que A

=2

[(er — @) + (2, — ) + ... + (t, —es)’]pT_1 ,”" I tals
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et que :
1 ’ 1

p?—1 p—1?

Y[k —2P - (m— 12 4 (g —1)7] T
que dés lors la somme des files est plus petite que

1 m=w =

= 2 L s B

AL — 2 (= 1) o (g — 1T T

quantité qui tend vers zéro pour k infini. S’il s’agit d’une série ayant pour terme
général 'une des quantités (30) qui suivent la premiére, par exemple la seconde,
on décomposera le groupe en files dont I'indice variable soit 7, on verra, comme
au n° 43, I, que la somme d’une file est plus petite en valeur absolue que '

p—1
1 (p—1).2 1
PP"I P p——l’
2

p? [(F—2) + (m—12+ ... 4+ (¢ — 1)

et le raisonnement s’achévera de méme.

853. Désignons par Ay, m,.. o Lune quelconque des quantités (30), et posons :

l=wx q== w

o = 2, Z: Aigygs

® g=—wo

@ partir de valeurs suffisamment grandes des entiers K’ et K', la quantité :

KV -k §J
(38) ' X a—Du
— X' +K) —_x!'

est plus petite en valeur absolue qu’une quantité donnée, indépendamment des
valeurs attribuées aux entiers k' et k', et indépendamment des positions que
peuvent occuper d Uintérieur de P et sur sa surface les deux points «, 8, v, ..., <
I8 RS T Fy oy T

La quantité (38) peut s’écrire :
— X'+ 1) K+ k"
o + Z Prs
— X' +k) K'+1

et il suffit de démontrer que, dans les conditions ci-dessus énoncées, chacun de
ces deux termes est plus petit qu'une quantité donnée 6.

Donnons aux entiers K" et k" des valeurs déterminées, quelconques d’ailleurs.
KV 41

La quantité 2 o est une fonction de x, ¥, z, ..., ¢ finie et continue, ainsi que
K+ 1

ses dérivées partielles des deux premiers ordres, a l'intérieur de P, et vérifiant
I'équation différentielle A = 0. Il suffira donc, pour obtenir une limite supérieure
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de sa valeur absolue, de considérer, parmi les valeurs de la fonction, celles qui
correspondent aux positions limites du point x, y, z, ..., t situées sur la surface P.
- Supposons d’abord que x, y, z, ..., t tende vers un point de la surface situé
dans I'un des plans :

a V3 a V3

y——— =0, y—axV3+ 5~ =0 y+xV3 +

WV

2

07

dans le premier par exemple. Puis posons :

w M qQ
% = E E S 2 Ak,l,m,...,q,
=T = —qQ

et
% = Yp + Wy

A chaque valeur de l'indice k& compris entre K* 4 1 et K' 4+ &' nous pouvons

faire correspondre des valeurs de L', L', M', M, ..., Q', Q" telles que la quantité
N ‘ O ot
2 w; soit plus petite en valeur absolue que 3’ indépendamment de la position
KV 41 .

des points «, 8, v, ..., e et x, y, z, ..., ¢  I'intérieur de P et sur sa surface (n° 51).

D’ailleurs, dans les limites ot nous faisons varier k(c’est-a-dire de K" +1 a K" + '),
nous pouvons attribuer aux entiers M’, M', ..., Q', Q" des valeurs indépendantes
de k, et en outre assujettir les entiers L.’ et L" aux conditions suivantes: pour
toute valeur de k égale a un multiple de 6, nous donnerons au premier une
valeur paire et au second une valeur impaire; pour toute valeur de % égale & un
multiple de 6 augmenté de 3, nous ferons l'inverse; enfin, pour deux valeurs
consécutives de £ de la forme 3h + 1 et 3h + 2, nous donnerons a 'entier L’

deux valeurs égales, ainsi qu’a I'entier L’. Ces entiers étant ainsi déterminés,
K4 &Y

groupons les termes Ay ., .,, compris dans le symbole Z 4, en files (limitées)
KI41

dont l'indice variable soit I, et considérons les £’ files obtenues en attribuant aux
indices m, ..., ¢ un systéme déterminé de valeurs particuliéres. A ces files de
termes correspondent, d’aprés les formules (28), k" files de points qui ne différent
les uns des autres que par leurs deux premiéres coordonnées, et qui dés lors, si
on supprime par la pensée les p — 2 derniéres, peuvent étre représentées par
une figure plane, obtenue en extrayant de la fig. 11, supposée indéfinie dans
tous les sens, une portion convenablement limitée. Si 'on a égard 4 la maniére
dont nous avons déterminé L.’ et L” pour chaque valeur de k comprise entre K* - 1
et K" +- k', et si d’autre part on examine attentivement la fig. 17, il est bien
facile de se rendre compte : 1° que dans toute file pour laquelle la valeur de k est
un multiple de 3, les points tendent & se réunir deux par deux lorsque le point
x, Y, z, ..., t tend vers sa position limite, et qu’en conséquence les termes corres-
pondants, précédés alternativement de signes contraires, ont une somme qui tend
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vers zéro; 2° que dans deux files consécutives correspondant a deux valeurs de k
de la forme 3h <+ 1 et 3k 4+ 2, les deux points fournis par une méme valeur de
tendent aussi & se réunir, que les deux termes correspondants, précédés de signes

contraires, ont une somme qui tend vers zéro, et que dés lors la somme des deux
K"+ kY

files tend vers zéro. Donc la somme des termes compris dans le symbole 2 b
K/ +1

tend vers zéro, sauf exception possible pour deux groupes de termes, $avoir :

w, M Q'

2 Z 2 Ax, 0,000

Zn, —u —q'

oit Pon doit donner & k la valeur K* + 1, et ott L, L désignent les valeurs de L,
1" qui correspondent & cette valeur de k; et

Iy MY Q"
E E S E Ak,l,m,...,qv
=Ly —M! —q'

oit Pon doit donner a k la valeur K" + k", et oi L., L, désignent les valeurs de
L', L” qui correspondent a cette valeur de k. Si 'on désigne les sommes de ces
deux groupes par Sw.. et Sw.w, On voit que sur toute I'étendue de la face consi-

= KV
dérée (y = 5 3 — 0), la quantité 2 o est plus petite en valeur absolue que

K1
0 .
:} -+ | bxu_;_l | -+ I SKI/..H,V |.

Par un raisonnement tout & fait semblable, on arriverait 4 la méme conclusion,
relativement aux faces situées dans les plans :
WV3 V3

y—x V3 + ) =0, y+axV3+ 2

= 0.

Supposons maintenant que le point z, y, z, ..., t tende vers un point de la

surface P situé dans un des plans restants, par exemple dans le plan = = % Si

'on pose :
L’ 2M/+1 N/ Q
w=2 2 X2 bino
L' —2M' —N! —Q'

o = b + o

on peut donner aux entiers L', L", M', M", ..., Q’, Q" des valeurs suffisamment
K 1

grandes pour que la quantité 2 w;, S0it plus petite en valeur absolue que 6, indé-
K41

pendamment de la position des deux points «, §, v, ...,cetx, y, z, ..., t a l'intérieur
de P et sur cette surface. Les valeurs de ces entiers étant ainsi déterminées,
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KV 41

groupons les termes de la série compris dans le bsymbole 2 yren files dont I'indice
K/ 41 '

variable soit m. Il est facile de voir que, dans chaque file, les sommes deux a

deux des termes tendent vers zéro, lorsque le point Z, Y, z, ...; t tend vers sa
b J y) ) b
KV &y
position limite. Donc, sur toute I'étendue de la face considérée, la quantité Z Tk

K41
est plus petite en valeur absolue que 6.

Si enfin on rapproche du numéro précédent les conclusions auxquelles nous
venons d’arriver, on voit immédiatement quwa partir d’'une valeur suffisamment
grande de I'entier K”, la quantité dont il s’agit est plus petite en valeur absolue
que 6, indépendamment de toutes les circonstances indiquées par 1’énoncé.

S4. La proposition du numéro précédent ne cesse pas d’étre vraie, lorsque
Attm, .., désigne une dérivée partielle du premier ordre de I'une des quantités (30).

Si 'on désigne par U I'une quelconquedes. quantités (30), et si 'on remarque
que les quantités 2, p, 1/, ¢, variables avec k [formules (34)], ne possédent qu’un
nombre essentiellement limité de valeurs différentes, et par suite restent toujours
finies, il est clair qu’il suffira de considérer les séries ayant respectivement pour
terme général : o Bt
(39) ou (— 1y oy (= 1)@-1@, v (— 1) 9U,

dx, 0 Y, az,, at,

et de faire voir qu’a partir d'une valeur suffisamment grande de K”, la somme
des valeurs absolues des tranches de rangs K" + 1, K" + 2, ..., K" 4+ " est
plus petite dans chacune de ces séries qu’une quantité. donnée, indépendamment
de la valeur attribuée a 'entier k", et des positions que peuvent occuper a 'inté-
rieur de P et sur cette surface les deux points «, 8, v, ..., ¢ et x, y, z, ..., t. Or,
chaque tranche constitue une série & p — 1 entrées convérgente ainsi que la série
formée par les valeurs absolues de ses termes (n° 51, II), et peut étre considérée
comme la somme d’'un nombre fini de séries partielles dans chacune desquelles
le nombre  des entrées ouindices variables ne peut surpasser p — 1, et dans
chacune desquelles un indice variable quelconque prend des valeurs différentes
de zéro et toutes de méme signe. Dans les diverses tranches, nous appellerons
sous-tranches de méme espéce ‘les séries partielles ot les valeurs positives, les
valeurs négatives et la valeur zéro sont attribuées respectivement aux mémes
indices, et nous démontrerons le point en question en substituant aux diverses
tranches que nous avons a considérer les sous-tranches d’une méme espéce quel-
conque. Nous supposerons de plus, pour fixer les idées, que les indices non nuls
ont tous des valeurs positives.

1° Considérons d’abord des sous-tranches ou le nombre des entrées g soit
inférieur 4 p — 1, et soient I, m, ..., n les g indices qui recoivent des valeurs
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positives. Chacune des quantités (39) étant plus petite en valeur absolue que %’
R 2
et a fortiori que '

VA 1

bl

P — 2+ = 1) + o+ (n— 1)

la somme des valeurs absolues des sous-tranches de'rangs K"+1,K" 4+ 2, ...,
K" 4- k" est plus petite que

k=w I=» n=w
1

— DRy 9

P 2
¥ OE=K'411=1 a=1 [(k— 2)2 e <l e, 1)2 2By (” e 1)2] 3

quantité qui tend vers zéro pour K” infini, a cause de la convergence de la série
a termes positifs :

® @ @0 1

9
»
0 o0 0 (k? =l l? e n‘l>2

ou le nombre des entrées g +- 1 est par hypothése inférieur a p.
‘ : b LU o
2° Supposons maintenant ¢ = p — 1. La premiére des quantités % [cest-a-
&k

dire celle qui se déduit par dérivation de la premiére des quantités (30)] a pour
valeur :

p+2
)

(_ 1>k+l+m+~..+q R =P (wk o a)2’
R

qui peut s’écrire :

1 P (0, — )

k4 l4m ... 4 ¢ < k+41+m+.. P R e
( 1>++ +atq - |_( 1)++ +out g1 5
R B4

Effectuons cette décomposition sur chacun des termes de la sous-tranche consi-
dérée, et dans I'une quelconque des deux sous-tranches partielles qui en résultent,
groupons les termes par files dont I'indice variable soit 'un quelconque des
“indices l, m, ..., q, par exemple I. Dans chaque file, les termes sont alternative-
ment de signes contraires et décroissent constamment et indéfiniment; chaque
file est donc plus petite en valeur absolue que son terme initial, et d@ fortior: que
P 1

P [k —2) 4 (m— 1)+ oo + (g — D]

par suite la somme des files contenues dans la sous-tranche est plus petite que

})—m;-m : g=» 1
AP 2,
¥om=1 -1 [(k-——2)5 +(m_1)2 “h o i (q_1>2]2
RIQUIER 14

b
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et enfin la somme des valeurs absolues des sous-tranches plus petite que
4=z 1

E 5
(R —2) + (m — 1) + ... 4+ (g — 1)]]*

quantité qui tend vers zéro pour K” infini.

=» KU

(40) p’ g-

»
F k=K'+1 1

. ik . L 0l
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