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PREMIERE THESE.

SUR LES

PROPRIETES INFINITESIMALES

DE I’ESPACE REGLE.

INTRODUCTION.

On pourrait faire remonter les premieres recherches sur I’espace
réglé au jour ou I'on entreprit I’étude des surfaces engendrées par une
ligne droite; mais, en réalité, c’est Monge qui, vers la fin du siecle der-
nier, inventa les systemes doublement indéterminés.

On lui doit la proposition fondamentale de la théorie des con-
gruences ('), ainsi que l'étude spéciale du systeme des normales &
une surface (2). ‘

C’est & Malus que I'on doit I'idée des systemes triplement indéter-
minés, appelés depuis par Plicker complexes. Dans son Traité d’Op-
tique, puis au Tome X1V du Journal de I’Ecole Polytechnique, Malus
étudie les systemes généraux de droites, dans lesquels tout point de
I’espace sert de départ a l'une d’elles : il y découvre le cone du
deuxieme degré, qui joue un role si important et qui nous a conduit
a la conception de la forme fondamentale.

(1) Mémoires de ' Académie des Sciences pour 1781, p. 666.
(2) Application de U Analyse a la Géométrie.
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4 ‘ G. KOENIGS.

Les progres incessants de 1'Optique entrainaient cependant les
savants a poursuivre I'étude des systemes doublement indéterminés
inaugurée par Monge; et Malus (') découvrit en 1807 le célebre théo-
reme que Dupin généralisa (*).

Plus tard, M. Bertrand (*) trouva sa belle proposition relative aux
propriétés angulaires des pinceaux de normales, proposition qui fut
peu apres généralisée par Sturm (*), et puis diversement exprimée par
M. Bertrand (°) lui-méme et par M. Ossian Bonnet (°).

Hamilton (7), en Angleterre, et vers 1830, s’était occupé des systemes
généraux doublement indéterminés.

En 1860, M. Kummer (*) résuma et compléta les travaux antérieurs.
On trouve dans son Mémoire les propriétés fondamentales des surfaces
focales, qui conduisent i des résultats si importants dans la recherche
des lignes asymptotiques des surfaces. ‘

On y trouve également développée la théorie de la densité des pin-
ceaux, dont la premiere idée est due 3 Hamilton, et qui constitue une
belle généralisation des propriétés des systemes de normales.

Nous ne croyons pas qu’on ait encore cherché a rapprocher la pro-
position fondamentale de cette théorie de la belle propriété due a
Sturm sur les systémes généraux. Ce rapprochement nous a conduit &
un résultat assez simple, que nous donnons au cours de ce travail.

Dans son admirable Aper¢u historique (°), qui contient le germe de
tant de découvertes modernes, Chasles avait développé un mode de
correspondance dualistique dans lequel tout point de I'espace était
situé dans le plan correspondant. Cétait, sauf le nom, la découverte
du complexe linéaire.

(1) Traité d’ Optique, inséré au t. 1L des Mémoires des Savants étrangers.
(2) Mémoires sur les routes de la lumicre, dans les phénoménes de la réflexion et de la
réfraction, 1816. :
(3) Journal de Liouville, t. IX, p. 1333 1844.
) Comptes rendus de I Académie des Sciences, t. XX 1845.
8\ Journal de Liouyille, t. XII, p. 343; 1847.
6) Comptes rendus, t. LII, p. 1081.
1) Theory of systems of rays (Irish Acad. Transact., t. XV, XVI, XVII).
8) Théorie générale des rayons rectilignes (Nouvelles Annales de Math., 1860-61-62).
9) Page 674. ~

(
(
(
(
(
(
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SUR LES PROPRIETES INFINITESIMALES DE L’ESPACE REGLE. 5

Mais c’est Plicker ('), qui avait déja érigé en corps de doctrine la
théorie des systemes tangentiels, qui devait encore doter la théorie des
systemes de droites des méthodes fécondes de la Géométrie moderne.

En passant par ses mains, cette théorie prit une forme toute nou-
velle. La ligne droite devint un élément de Uespace, et entre 'espace
ponctuel et I’espace tangentiel vint naturellement se placer espace
réglé. Une transformation homographique laissait les deux premiers
invariables; mais la dualité les permutait 'un dans Pautre.

L’espace réglé, au contraire, se présentait comme homographique et
dualistique & lui-méme.

(’est & ce point de vue fécond que Plicker s’est attaché ().

La difficulté de cette étude était évidemment de n’y introduire que
des éléments dualistiques par eux-mémes, ou de ne jamais y séparer
un élément de 1’élément réciproque. Aussi Plicker, qui ne voulut pas
s'affranchir de la double notion d’espace ponctuel et d’espace tangen-
tiel, fut-il contraint d’employer un double systeme de coordonnées,
répondant chacun & une définition de la ligne droite : les deux défi-
nitions étant, du reste, réciproques l'une de I'autre. En 1869,
M. Klein (?), éleve et disciple de Plicker, reprit la méthode du grand
géometre et entra franchement dans I’étude de Iespace réglé en n’y
introduisant que des éléments dualistiques en eux-mémes.

L’élément qu’il emploie exclusivement, c’est le complexe linéaire que
Pliicker lui-méme avait indiqué.

M. Klein a fondé toutes ses recherches sur la transformation linéaire
des six coordonnées homogenes de la ligne droite liées par une équa-
tion quadratique; et c’est dans la forme que ces coordonnées attribuent
au premier membre de cette équation qu’il cherche leur interpré-
tation.

Les résultats des rechierches de M. Klein se rapportent surtout aux
surfaces du quatrieme ordre que l'on rencontre dans la théorie des

(1) Sur une nouvelle Géométrie de Pespace (Journal de Liouville, t. XI, 2° série, p. 337;
1866 ).

(2) L’ceuvre de Pliicker est exposée dans I'ouvrage intitulé : Neue Geometrie des Raumes,
Leipsick, 1869.

(3) Mathematische Annalen, t. 11 et V.
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6 G. KOENIGS.
complexes du second degré, et aux surfaces que M. Kammer (') a
découvertes.

En 1872, dans un Mémoire important publié au Tome V des Mathe-
matische Annalen, M. Lie (*) a fait voir le lien étroit qui existait entre
la théorie profonde des équations différentielles et les principes de
réciprocité développés par Plicker. Il a montré la théorie de la ligne
droite sous un point de vue encore plas élevé que ce géometre ne I'avait
fait en rattachant 'existence d’un complexe & celle d’'une équation aux
dérivées partielles.

Cest dans ce méme Mémoire qu’il a déduit de ses principes et déve-
loppé une correspondance entre la géométrie des lignes droites et celle
des spheres, sur laquelle M. Darboux avait publié des travaux bien
connus. La théorie de I'espace réglé se trouva ainsi dotée d’un coup de
tous les résultats auxquels avait conduit I’étude des systemes de
spheres. :

Peu apres, M. Klein (?), cherchantau ceeur méme de la Géométrie la
raison de cette correspondance, développa cette idée, que la géomeirie
de Uespace réglé est comme la géométrie d’un point sur une quadrique a
quatre dimensions dans un espace linéaire a cing dimensions. Puls,
remarquant que la projection stéréographique ramene la géométrie sur
une quadrique & la géométrie sur un plan, et qu'un complexe linéaire
se comporte comme une section plane d’une quadrique, il parvient par
analogie & ce résultat, qu’il existe trois complexes linéaires tangents
stationnaires d’un complexe donné suivant une droite donnée.

Nous avons insisté sur ce dernier point, qui intéresse notre travail.

Les travaux ultérieurs (*) sont dus & MM. Zeuthen, Weiler, Pasch,
Voss, Battaglini, ete.; ils sont pour la plupart fondés sur I'emploi des
coordonnées de M. Klein.

En France, Painvin () a écrit deux Mémoires sur certains complexes

(1) Ueber dic algebraischen Strahlensysteme (Math. Abhand. der Kon. Akademe der
Wiss. zu Berlin, 1860). : ;

(2) Ueber complexe insbesondere, etc. (Mathematische Annalen, 1. V).

(3) Math. Annalen, t. V.

(%) Ibid., t. 1, II, V et suivants.
)

3

Bulletin des Sciences mathématiques, t. 11; Journal de Lwuville.
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SUR LES PROPRIETES INFINITESIMALES DE L’ESPACE REGLE. i

du second ordre. M. Darboux (') a étudié le complexe des normales &
une série de surfaces du second degré homothétiques ou homofocales.
M. Mannheim, qui s’est beaucoup oceupé des propriétés des surfaces
réglées, a aussi publié dans le Journal de Liouytlle, t. XVII, une exposi-
tion élémentaire des propriétés des pinceaux. Nous pourrons faire voir
un jour que la méme méthodes’applique fort élégamment aux complexes.

Enfin M. Picard, dans une These, a fait voir la fécondité de la théorie
des complexes appliquée a celle des surfaces. .

Livse bornent les travaux des savants francais sur cette partie de la
Géométrie, du moins & notre connaissance (2). i

Nous devons actuellement parler de I'objet et du plan de ces essais.

Le complexe linéaire est un élément algébrique dont I'usage est
d’une utilité incontestable quand il s’agit de développer la théorie de
I"espace réglé faite au point de vue pliickérien, ¢’est-a-dire en le consi-
dérant comme un étre dualistique en soi.

Mais M. Lie nous a appris, par l'introduction de ses éléments de
contact, a2 nous élever au-dessus de cette conception algébrique, et,
pour se placer a ce point de vue général dans 'étude des propriétés
infinitésimales, il est nécessaire de n’introduire que des éléments dua-
listiques dérivant uniquement du déplacement de la ligne droite quand
on s’écarte d’une position initiale.

Nous avons remarqué que dans I’espace ponctuel la notion de direc-
tion et celle de distance élémentaire suffisaient pour établir toutes les
propriétés infinitésimales; c’est ainsi que nous avons été conduits &
nous demander il n’en serait pas de méme dans le cas de I’espace
réglé. Voici les résultats que nous avons obtenus.

Sous le nom de couple nous introduisons le systeme d’un plan et d’un
point dans ce plan. Une corrélation n’est autre chose qu'une corres-
pondance entre les points et les plans d’un couple sur une droite, le
point et le plan appartenant a cette droite.

Un déplacement infinitésimal d’une droite engendre sur la position
initiale de la droite une correlation anharmonique.

(1) Bulletin des Sciences mathématiques, t. 11, p. 4o et 3o1. .
(*) Nous pouvons encore citer M. Halphen, qui a publié plusieurs Notes sur ce sujet
(Comptes rendus et Bull. de la Soc. Math. 5
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8 G. KOENIGS.

Ces corrélations s’offrent ainsi comme analogues des directions.

Une considération géométrique nous permet de définir et de donner
un sens concret de Vangle de deux corrélations destiné 2 jouer le role
de I'angle de deux directions. '

Enfin, pour ce qui concerne le carré de la distance élémentaire,
nous trouvons qu'une certaine forme quadratique des différentielles
des coordonnées, qu’on peut prendre égale au moment de deux droites
successives, se présente naturellement pour le remplacer.

Cette forme fondamentale, ainsi que I'expression de ds*, suffit pour
définir les angles, et montre ’orthogonalité comme un cas d’involution.

Les corrélations anharmoniques sur une droite qui vérifient une ou
deux conditions forment des réseaux et des series de corrélations qui
jouent le méme role que les cones de directions élémentaires.

Dans la premitre Partie du travail nous développons les propriétés
des corrélations et de leurs systemes, et faisons voir que, grice a .
Iexistence de la forme fondamentale, ces propriétés trouvent une image
commode dans la Géométrie non euclidienne telle quele a été définie
par M. Klein (*).

La seconde Partie est consacrée au développement systématique, et
suivant ces principes, des propriétés infinitésimales du premier ordre
de Tespace réglé. Nous faisons voir que ces propriétés se rattachent
naturellement & V'existence de la forme quadratique des différentielles
des coordonnées dont nous avons déja parlé.

Le fait que nous mettons ainsi en évidence se rattache & un ordre
d’idées beaucoup plus général, car si I'on prend pour élément de
Pespace un étre géométrique (courbe ou surface) dépendant de plu-
sieurs parametres, il existe une forme, en général non quadratique, des
différentielles des coordonnées, et qui nous a paru également inti-
mement liée aux propriétés infinitésimales des systemes formés avec
ces éléments.

Cette forme est quadratique dans le cas du point, de la droite et de
la sphere : peut-étre ne sont-ce pas les seuls cas.

Dans deux derniers paragraphes nous montrons comment la particu-
larisation des coordonnées, jusque-la supposées quelconques, permet

(1) Bulletin des Sciences mathématiques, t. I, p. 34r1.
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SUR LES PROPRIETES INFINITESIMALES DE L’ESPACE REGLE. 9

de donner aux résultats généraux des formes diverses, et nous faisons
voir comment & cet égard la transformation d’Ampere peut étre ratta-
chée & ces principes : nous disons quelques mots d’une représentation
linéaire des surfaces, sur laquelle notre plan ne nous a pas permis
d’insister comme elle le méritait.

Nous terminons cette Partie par I’étude d’un systeme de coordonnées
quadruplement orthogonal qui permet de montrer d’une facon élémen-
taire la correspondance entre les complexes linéaires et les spheres
dans un espace & quatre dimensions. Cela nous permet encore de
rendre frappante I'analogie entre les coordonnées de M. Klein et les
coordonnées pentasphériques.

La derniére Partie est consacrée aux propriétés du second ordre.

Les propositions du premier ordre sont indépendantes de la variation
de la forme quadratique. Celles du second, au contraire, lui sont essen-
tiellement li¢es. Il résulte de la que Pintroduction d’un facteur indé-
pendant des différentielles dans la forme quadratique n’altére pas les
premieres propriétés, au lieu que les gecondes en sont profondément
modifiées. ‘ :

Or, le choix qui a été fait du moment pour la forme quadratique offre
un certain arbitraire, car les premieres propriétés subsistent si on la
multiplie par un facteur indépendant des différentielles. Il résulte de
Ia une infinité de manieres de concevoir les propriétés du second ordre.
Cette indétermination est analogue 4 celle que 1’on rencontre dans la
théorie de I'espace ponctuel, ainsi que I’a fait voir Riemann.
~ Et, A cet égard, le choix du moment pour forme fondamentale ne
parait pas plus arbitraire que celui qu’on fait de da?® 4+ dy* + dz* pour
le carré de la distance de deux points.

Néanmoins, la gravité de cette question nous a arrétés quand il s’est
agl de définir la courbure par des formations covariantes déduites du
moment. Nous nous sommes contentés pour ce premier essai de
résoudre le probleme analogue de celui des géodésiques; et, mettant
en usage de beaux travaux de M. Lipschitz (') sur les formes des diffé-
rentielles, nous arrivons & démontrer que, la forme fondamentale étant
prise égale au moment, il est impossible qu’un changement de variables

(') Bulletin des Sciences mathematiques, t. 1V, p. g7.
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10 ¢ G. KOENIGS.

la réduise 2 une forme i coefficients constants. Nous devons signaler
ce résultat curieux, que les hélicoides gauches se sont offerts a nous
comme les surfaces géodésiques de I'espace réglé.

Dans tout ce qui suit, nous développons les propriétés du second
ordre fondées sur la remarque de I'analogie entre les complexes
linéaires et les spheres.

Nous retrouvons hyperboloide osculateur dans le cas des surfaces
réglées.

Dans le cas des congruences, nous trouvons une correspondance
entre les congruences osculatrices et les droites infiniment voisines
d’une droite fixe de la congruence. Cette correspondance permet
d’étendre aux congruences les théoremes de Meusnier et d’Euler.

Nous parvenons & ce résultat, que les génératrices des hyperboloides
osculateurs des surfaces réglées d’une congruence relatifs a une droite
fixe du systeme forment un complexe du second degré.

Nous trouvons dans le cas des complexes une correspondance ana-
logue, qui nous conduit aux mémes résultats et nous permet de définir
les surfaces principales de M. Klein. Le role du cone de Malus dans
celte question parait intéressant.

Nos recherches sur ce vaste sujet sont, du reste, loin d’étre termi-
nées, et le cadre que nous nous étions imposé nous a contraint d’ometire,

_bien des résultats.

PREMIERE PARTIE.

PROPRIETES DES CORRELATIONS.

I. — Des couples et des corrélations en général.

1. Nous appelons couple un systeme formé par I'ensemble d’un point
et d’'un plan mené par ce point. Nous désignons un couple par la
notation (a, «), ou a désigne le point et « le plan du couple. Un couple
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SUR LES PROPRIETES INFINITESIMALES DE L’ESPACE REGLE. 11

sera dit situé sur une droite A, ou bien la droite A sera dite appar-
tenir au couple, si cette droite est dans le plan « du couple et passe
par le point a de ce couple.

Deux couples (a,«) et (b,3) étant situés sur une méme droite,
nous dirons que les couples (a, 3), (b, «) obtenus en échangeant les
points et les plans sont les inverses des deux premiers. Quatre couples
(a,«), (b,8), (¢,7), (d,0d) étant situés sur une méme droite, nous
dirons que ces couples sont en relation anharmonique, il y a égalité
entre les deux rapports anharmoniques ’

(a;b’@d) et (“’p’Y’S)'

Si ces deux rapports sont tous deux harmoniques, nous dirons que
les couples sont en relation harmonique.

2. Pour définir un couple sur une droite A, on doit se servir de
deux coordonnées z et u, définissant 'une le point et I'autre le plan.
Un couple sur une droite donnée dépend donc de deux conditions :
on peut assujettir un couple a une condition, se traduisant par une
équation entre z et u; 'ensemble des couples, satisfaisant ainsi & une
méme condition, forme une corrélation. ’

Une nouvelle condition suffit évidemment pour définir un couple
d’une corrélation. Donnons-nous, par exemple, le plan du couple :
il se peut qu’il corresponde m couples de la corrélation; de méme,
donnons-nous le point du couple; il se peut qu’il corresponde p.
couples. Nous dirons alors que la corrélation est du m*" ordre et de
la p#®m classe; nous la désignerons par le symbole I'*. On voit qu'une
corrélation T n’est autre chose qu’une correspondance, entre les
points et les plans d’une droite A, en vertu de laquelle 72 points cor-
respondent & un plan, p. plans correspondent & un point.

Nous citerons d’abord le théoreme suivant, qui est fondamental
et qui résulte immédiatement du principe de correspondance :

Quatre couples d’une méme corrélation T\ du premier ordre et de la
premiére classe sont en relation anharmonique; et réciproquement les
couples qur, situes sur une droite, sont en relation anharmonique avec
trois couples fizes situés sur cette droite, engendrent une correlation T'! du
premier ordre et de la premicere classe.
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12 G. KOENIGS.

Nous appellerons, pour cette raison, la corrélation du premier ordre
et de Ia premiere classe une correlation anharmonique.

Nous emploierons aussi souvent le mot de corrélation simplement;
mais 'ambiguité ne sera pas possible, car, en parlant des corrélations
supérieures, nous aurons toujours soin d’énoncer l'ordre et la classe
de la corrélation.

Le principe de correspondance, déja invoqué, nous apprend que

deux corrélations
1
T e th

ont en commun un nombre de couples égal a

mp/ +m' .

II. — Des corrélations anharmoniques.

3. En particulier, deux corrélations anharmoniques ont en commun
deux couples (a, «) et (b, 3). Les points a et b de ces couples sont les
foyers de I'homographie qui relie les points correspondant aux mémes
plans dans les deux corrélations. Sip et ¢ sont deux points corres-
pondants de I'homographie, il existe un plan =, tel que les couples
(pw) et (g=) appartiennent aux corrélations T' et I proposées. On sait
que le rapport anharmonique

¢=(a, b,p,q)
est constant. :

De méme, o et {3 sont les plans doubles de I'homographie des plans
qui, dans les deux corrélations, répondent aux mémes points. Si @ et
x sont deux plans correspondants de cette homographie, il existe un
point p, tel que (pw) et (px) soient deux couples des corrélations T et
I respectivement. Le rapport anharmonique

P’:(“’ B, x, )

est pareillement constant; j’ajoute que :
Les rapports anﬁarmoniques constants p el pl sont e'gaux.
Conservons, en effet, aux lettres a, b, p, ¢ et «, @, =, » leur signi-
fication précédente.
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SUR LES PROPRIETES INFINITESIMALES DE L’ESPACE REGLE. 13

Les couples
(a,a), (b,B), (py%), (q,®)

appartiennent a la corrélation anharmonique I'. On a done

(@ b, p,q) = (%, B, %, @),
c’est-a-dire
p=e"

Ce théoréme montre que le rapport anharmonique p est un élément
dualistique, puisqu’il se déduit indifféremment des points ou des plans
des couples des corrélations proposées. On voit aussi que ce rapport
est un invariant simultané du systeme des deux corrélations.

Nous appellerons angle des deux corrélations la quantité H définie
parI’équation ‘

il —
Deux corrélations anharmoniques étant données sur une méme droite,
leur rapport anharmonique p a deux valeurs inverses 'une de I'autre;
car, dans I’équation
p=(a, b,p,q),
rien ne distingue le pointp du point ¢. On en conclut que, si H, estune
valeur de I'angle de deux corrélations, toutes les autlres valeurs sont
comprises dans la formule

H=/4~=xH,.
On a, en effet,

I
H= o7 Lo.

Ce fait est tout & fait analogue & celui qui se présente, pour 'angle
de deux droites, dans I'espace ponctuel.

4. Lorsque I'une des deux homographies qui nous ont précédem-
ment occupé est une involution, 'autre est également involutive, car
p et p’ sont alors égaux & — 1.

L’angle des deux corrélations est droit; nous exprimerons ce fait
en disant que les deux corrélations sont en involution ou orthogonales.

Si (a, «) et (b, 3) sont deux couples d’une corrélation, (a, ) étant
un couple d’une autre, on exprime évidlemment leur involution en
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14 G. KOENIGS.

exprimant que le couple (b, o) appartient également & cette derniere;
ainsi :

Pour que deux corrélations anharmoniques soient en ingolution, il
Jaut et 1l suffit que U'une d’elles admette les couples inverses de deux
couples de I autre. '

5. 1l est facile d’exprimer analytiquement les résultats qui préce-
dent. Supposons que z soit la distance d’un point de la droite fonda-
mentale A & une origine fixe, et z la tangente de 'angle que fait avec
un plan fixe un plan mené par la méme droite. Deux corrélations
anharmoniques seront définies par les équations

a3 —bs4 -pu—qg,=—o,

a3 U — b5+ pu—qg,=—o,
oua,,by,p,q, a,b,,p,,q,sont des constantes. L’équation
(a1by— by1a5) 55"+ (@19s— by1ps) 5+ (byp1— 1) 3"+ (P1ga— P2q1) =0

définit ’homographie des points qui correspondent aux mémes plans
dans les deux corrélations; on P'obtient en faisant z = z’ dans 'équa-
tion de la seconde corrélation, et éliminant z entre les équations des
deux corrélations. 1l est, des lors, bien facile de calculer la valeur de p;
¢’est la une question élémentaire d’homographie; on trouve l'ex-
pression _
\/5_‘_ i A qa+ asq1— bips— byp,

P \/(alfjl—bll)r;)A(%%”“bsz)’

mails on a aussl
o= ¢ill
2

d’olr
1 & "
Ve + —= =€+ e=B= 2 cosH,
&

c¢’est-a-dire
1 a1Gy+ @ qi— bipa— bypy

2 \/aqu— b1P1 \/a2q2—~ by ps

cosH —

Posons
9(a, b, p,q) = aq — bp;
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SUR LES PROPRIETES INFINITESIMALES DE L ESPACE REGLE. 5

on a
Jdo do do do
g, L by S p, “T g,
cosH = 1 d(l1 h ()bl il 0]71_{?2 _t,,(){],ﬁ .
= V/‘?(au by, p1s ‘Ii)Vl‘?(a2: by P2y q32)

Cette derniere forme nous sera tres utile.

ITI. — Réle des corrélations anharmoniques dans les propriétés
infinitésimales de l'espace réglé.

6. Supposons qu’une droite donnée A dans I’espace appartienne
une surface réglée : pour étudier la surface autour de la droite, pre-
nons cette droite pour axe Oz, les coordonnées étant rectangulaires.
Les équaltions de la génératrice de la surface réglée seront

xr=azs+p, y=bsz-+gq,

et a, b, p, g sont des fonctions d’une méme variable ), s’annulant
simultanément avec la variable. Le développement en série donne

a=ayh -+ o 22 )23 4., .,
b=>bA + B2+ BN ...,
P=pir+o P+ P+ ..
g =Gk + % N %) N3 -
Ceci posé, si 'on cherche le point (x = o0,y =0,z =1¢) ot le plan
Jy = ux touche la surface, on tombe sur I’équation

(1) alu—b{+pu—qg,=o,

ce qui démontre le théoreme bien connu de Chasles sur la distri-
bution des plans tangents & une surface gauche le long d’une généra-
trice. Ainsi : les couples formés par un point d’une surface gauche et le
plan tangent en ce point, et qui sont situés sur ure méme génératrice
rectiigne, engendrent une corrélation anharmonigue.

7. Considérons une autre surface réglée passant aussi par la droite A ;

elle donnera lieu & d’autres développements et 2 une autre corrélation

-
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16 G. KCBNIGS.

anharmonique. On aura, par exemple, les développements

A= @\ + A hy + 0y N L,

O—=0Dyk + Bydy + B0 +. ..,

PPk ey w4,

G =@k % hg %503 4,
et la corrélation

(2) afuw — b0+ pyu' — gy =o.

Les couples communs aux corrélations (1) et (2) sont, comme 1’on
sait, les couples de raccordement des deux surfaces.
Mais si tous les déterminants compris dans la matrice

a b p ¢4
| Q2 b, P2 92

sont nuls, ces deux corrélations coincident : les deux surfaces sont
tangentes tout du long de la droite A.

On voit ainsi que, si on laisse a,, b,, p,, ¢, invariables, et que I’on
attribue aux constantes o, o, ..., B, f, ..., &, @, ...y %, H, ...
telles valeurs qu’on voudra, les développements suivants, ol A est une
variable indépendante, conviendront a toutes les surfaces réglées tan-
genles entre elles tout du long de O=z.

a=a A+ ok ;N3 ...,
b="0b,: + BN 48,23 +...,
pP=pi1r +oll+ o M.,
=1 A +2%A2 2 X% . ...

Or, attribuons & 2 une valeur infiniment petite ¢, en négligeant les
termes du second ordre, on a

a=a;e, b=0bs, p=pc, ¢g=gqs=.

Ladroite correspondante est infiniment voisine de la droite Oz ou A;
et, comme-elle est indépendante de o, &' :.., 8, £, ..., 7, &, ...,
%, #'y ..., on en conclut qu’elle est commune & toutes les surfaces
réglées qui définissent la corrélation (1) sur la droite A.
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SUR LES PROPRIETES INFINITESIMALES DE L’ESPACE REGLE. 7

7

C’est ce que nous voudrons exprimer quand nous dirons qu’une
corrélation anharmonique sur une droite A correspond a une droite de
Iespace infiniment voisine de la droite A.

Ainsi, de méme qu’un pointde I'espace infiniment voisin d’un point
fixe définit une direction issue de ce point, et inversement, que dans
une foule de questions la considération de celte direction peut étre
substituée a celle du point voisin, de méme, dans Pespace réglé, une
droite infiniment voisine d’une droite définit sur elle une corrélation
anharmonique dont I'usage peut réciproquement étre substitué i celui
de la droite infiniment voisine, au moins dans certaines questions (').

8. Ce point éclairci, nous allons passer i la représentation analytique
des droites et des corrélations anharmoniques.

Les droites de I'espace forment un systeme quadruplement indéter-
miné. Chaque droite dépend done de quatre parametres

Uy, Uy,  Usgyd wy,

que nous ne spécifions pas : nous désignerons cette droite par la nota-
tion (u).
Une droite infiniment voisine de la droite («) a pour coordonnées

u; 4+ Au,,
ou, en négligeant les termes du second ordre,
i+ du;.
On peut la désigner par le symbole (u + du). Chaque systeme de
valeurs des rapports

du, :duy: duy ; du,

définit une droite infiniment voisine de la droite (u), et par suite une

(1) Ce qui précede permet de donner une représentation fort simple de I'angle de deux
corrélations. Considérons deux surfaces réglées S et S définissant sur la droite A deux eor-
rélations ' et I, ainsi que nous venons de le voir; puis transformons homographiquement
de sorte que les plans des couples de raccordement deviennent des plans isotropes. En tous
les points de la droite A, transformée de A, les surfaces S, et S’} transformées de S et S' se
coupent sous un angle constant H, qui est I'angle des deux corrélations.

3
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18 G. KOENIGS.

corrélation anharmonique sur cette droite. Ainsi, en appelant ¢,, 2,
Z,, 1, des quantités finies proportionnelles & du,, du,, du,, du,. On
pourra dire que les quantités ¢ sont les coordonnées homogenes d'une
corrélation anharmonique sur la droite (z). On peut désigner cette
corrélation par le symbole (u, z) ou simplement (2).

Les corrélations anharmoniques sur une droite donnée (u) forment
une triple infinité. Soit 6(¢z) une forme homogene des variables ¢,
I’équation

0(t)=o
définit Pensemble des corrélations anharmoniques qui sur la droite ()

satisfont & une condition.
Nous appelons réseau un tel ensemble. Les corrélations communes a
deux réseaux forment ce que nous appellerons une série de corrélations.
Puisque les corrélations anharmoniques sur une droite jouent le role
des directions issues d’un point, les réscaux et les séries de corrélations
remplacent les cones de directions dont l'usage est si fécond dans
I'espace ponctuel.

IV. — Forme quadratique fondamentale.

9. 1l existe une forme quadratique des différentielles des coor-
données, ou des coordonnées d’une corrélation qui joue un role fonda-
mental dans la géométrie de I'espace réglé; nous allons la définir.

Si nous prenons pour coordonnées de la ligne droite les coefficients
a. b, p, g dans les équations

x=as+p, y=0bs+¢q

de la ligne droite rapportée & trois axes de coordonnées, la condition
de rencontre des droites infiniment voisines

(“,b,]):‘]), (“—“d“:b“*‘db’l"*“dpﬁl"‘d(])
s’éxprime par I’évanouissement de la forme quadratique
(1) dadg — dbdp.

Si maintenant on prend des coordonnées u,, u,, u;, u, quelconques
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SUR LES PROPRIETES INFINITESIMALES DE L'ESPACE REGLE. 19
pour la ligne droite dans I'espace, la forme quadratique (1) va se trans-
former en une forme quadratique des différentielles du,, du,, du,, du,
que nous désignerons par N(du).

On aura
N(du) =dadqg — dbdp,

et si on désigne par K une expression indépendante des différentielles
des coordonnées, I’évanouissement de la forme quadratique

KN(du) =M (du) = =M;;duidu;

exprime généralement la rencontre des droites infiniment voisines
(u,, Uy, Us, u4)’ (u| +du,, .. )
La forme M(du) est celle dont nous voulions parler.

10. D’apres notre définition, la forme M(du) n’est déterminée qu’a
un facteur pres K qui est indépendant des différentielles.

Par un choix convenable de ce facteur, on peut donner a la forme
M(du) une expression qui rende concréte I'interprétation de M(du)
méme pour des valeurs des différentielles qui ne 'annulent pas.

Prenons
il
T a2+ b1
on a _
dadg — dbdp -

M(du) = a2+ bz—i—l

c’est-a-dire que, si 4 est la plus courte distance des deux droites (u) et
(u + du), ¢ leur angle infiniment petit, on a

M(du) = hsine,

On appelle moment de deux droites le moment par rapport a 'une
d’un segment égal i 'unité ayant ’autre pour ligne d’action. En dési-
gnant par % et ¢ la plus courte distance et 'angle des deux droites,
expression de leur moment est justement / sine. Ainsi nous pouvons
dire que :

La forme quadratique fondamentale peut étre considérée comme repre-
sentée par le moment de deux droiies infiniment voisines de [’espace.
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20 ' G. KOENIGS.

On reconnaitra par la suite que les propriétés que nous développons
sont (sauf celles développées dans laITI°Partie, §I) indépendantes d’une
telle particularisation de la forme quadratique fondamentale; nous ne
portons donc pas atteinte a la généralité en faisant ce choix, et 'inter-
prétation concrete nous éclaire sur le role géométrique de cette forme.

11. Nous allons montrer comment la forme M(du) s’offre comme
’analogue du carré de la distance de deux points infiniment voisins
dans I'espace ponctuel.

Nous ferons voir successivement qu’elle suffit pour définir 'angle de
deux corrélations, et qu’elle offre I’orthogonalité comme un cas d’invo-
lution.

Soit A une droite de I'espace, et désignons par u,, u,, u,, u, les
coordonnées d’une droite quelconque.

Si nous rapportons I’espace & des axes rectangulaires, et que A soit
I'axe Oz, une droite infiniment voisine de Oz (ou de A) aura pour

équations
x=sda+dp, y—sdb+dg,

et, puisque pour Oz on aa =b=o,
M(du) = dadq — dbdp.

Désignons par a,, b,, p,, ¢, des quantités finies proportionnelles a
da, db, dp, dgq; on pourra regarder ces quantités comme les coor-
données homogeénes d'une corrélation anharmonique sur A. Et ces
quantités sont liées aux coordonnées ¢,, t,, ¢, ¢,, déja définies, par les
mémes équations linéaires qui relient les différentielles da, b, dp, dq
aux différentielles du,, du,, du, du,.

Or, équation de la corrélation dont a,, b,, p,, ¢, sont les coor-
données s’écrit (voir n° 6)

afu— b+ pu—gqg=o.

Une seconde corrélation dont a, b,, p,, ¢, (ou, dans le second
systeme, dont ¢,, ¢,, ¢, ¢,) seraient les coordonnées homogenes, aura

pour équation
a{u—b\{+p,u—qg =o.
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SUR LES PROPRIETES INFINITESIMALES DE L’ESPACE REGLE. 21

Mais posant
¢(a, b,p,q) =aq— bp,

nous avons trouvé pour le cosinus de I'angle de deux corrélations

do de ,,  do dv

cosH = = 2)71“1_'—()—(’1‘ 1+()—pll’1+5;1f11‘
= \/‘?(ah by, p1, 1) 9 (@), Uy Py 1)

et, de méme qu’on a

M(du) = ¢ (da, db, dp, dg),

on a
M(¢) =9 (a, by, p1,q1); M()=v¢(d), b, p\,q)),
1
M 9% 92 9% . 9%
0t 1 9y 1T 90, 1T op P 9g, I
1

Nous parvenons ainsi & définir ’angle de deux corrélations () et (¢')
sur une droite quelconque A a I'aide de la seule forme fondamentale;

on a, en effet,
oM
_1 o
2 YM(e)M(Z)

t.

i
cosH

L’orthogonalité s’exprime par I’équation

ﬂ“t(—o
dti e

qui est symétrique en Z et ¢’ : la relation d’orthogonalité est donc invo-
lutive. Ce qui est conforme & la définition géométrique que nous avons
donnée de I'orthogonalité.

i2. Comme analogie curieuse entre le moment élémentaire et le
carré de la distance élémentaire, nous citerons les résultats suivants,
dont la démonstration est des plus aisées.

Soient trois droites infiniment voisines A, B, C, et désignons par
(BC), (CA), (AB) les moments de ces drgites prises deux a deux; dési-

S - ,
gnons aussi par A, B, C les angles que font entre elles les deux corré-
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22 G. KOENIGS.

lations que B et C déterminent sur A, C et A sur B, A et B sur C. On a

(1) . (BC) = (AB) + (CA) — 2/(AB)(CA) cosA,

analogue de la formule

sy —t T

—2 5 2 % /N
be =ab +ca —2Yab ca cosA,

relative aux triangles dans ’espace ponctuel.
A Péquation (1), on peut en joindre deux autres analogues, et on
en déduit '

A .‘/\ o
sin A sinB _ sinC

V(BC)  V(CA) V(AB)
j\\—l—ﬁ—i—/é:r,
et ainsi de suite.

. N T
Citons encore le cas ou A = ~>0n a

(BC):(AB)—i—(CA) -

c’est le carré de I’hypoténuse pour I'espace réglé.

13. En résumant et complétant les résultats de ce paragraphe, nous
voyons que : o

1° Toute corrélation anharmonique sur une droite a un invariant
M(z); et Pévanouissement de Iinvariant exprime que la corrélation
est singulire, c'est-a-dire, que la droite (u -+ du) qui la détermine
sur la droite («) rencontre cette droite.

Les droites (u) et («~ du) ont ainsi un couple commun (a, «).
Ce couple est le couple singulier de la corrélation singuliere.

Tout couple d’une corrélation singuliere admet pour un de ses deux
¢éléments (point ou plan) au moins un des éléments du couple sin-
gulier.

2° Deux corrélations anharmoniques, sur une méme droite A, ont
un invariant simultané

OOM
Z 5
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[’évanouissement de cet invariant exprime 'orthogonalité (ou I'invo-
lution) des deux corrélations.

Pour qu’une corrélation singuliére soit en involution ave¢ une corre-
lation donnée, il faut et il suffit que son couple singulier appartienne &
cette corrélation.

Ou encore :

Une corrélation anharmonique est le lieu des couples singuliers des corre-
lations anharmoniques singuliéres avec lesquelles elle est en involution.

Pour que deux corrélations singulicres soient en involution, il faut et
U sujfit que leurs couples singuliers aient un élément (point ou plan)
commun.

Il est bien facile de démontrer ces propositions, & I'aide des équa-
tions (1) et (2) dun® 6.

V. — Représentation des corrélations par I'espace non euclidien.

14. Nous venons de ramener aux propriétés des formes quadra-
tiques quaternaires la théorie des corrélations. Cela va nous permettre
d’introduire une représentation géométrique, qui nous montrera cette
méme théorie comme une image de P'espace non euclidien, tel que
M. Klein I'a défini au Tome II du Bulletin des Sciences mathématiques.

Cousidérons les ¢ comme les coordonnées d'un plan dans espace
a trois dimensions. Nous faisons correspondre a ce plan la corrélation
anharmonique (¢). De la sorte, une surface représente par ses plans
tangents un réseau de corrélations anharmoniques, et une dévelop-
pable représente une série de ces corrélations.

En particulier, le réseau quadratique des corrélations singulicres
est représenté par une quadrique, qui a pour équation

M(t)=o.

Nous prendrons cette quadrique M pour quadrique fondamentale.

La premiére remarque qui s'offre, c’est que {'angle de deux corré-
lations anharmoniques égale I’angle (sens non euclidien) des deux plans
qui les représentent.

Les corrélations orthogonales sont donc représentées par des plans
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24 G. KOENIGS.

orthogonaux (sens non euclidien), ¢’est-a-dire conjugués par rapport
a la quadrique fondamentale.

Comme chaque plan tangent de la quadrique M représente une
corrélation singuliere, on peut prendre le point de contact pour en
représenter le couple singulier. Tous les couples de la droite fonda-
mentale sont alors représentés par tous les points de la quadrique.

Nous avons vu que la condition d’involution de deux corrélations sin-
gulieres était que les couples singuliers eussent un élément commun
(point ou plan). Si A et B sont les points de la quadrique M qui re-
présentent ces couples, il faut, d’apres la condition d’orthogonalité
déja énoncée, que le plan tangent en A contienne le point B, ou que
A et B soient sur une méme génératrice rectiligne de la surface. On
voit ainsi que la condition nécessaire et suffisante pour que deux
couples, situés sur la droite fondamentale, aient un élément commun,
¢’est que les points A et B, qui les représentent, soient sur une méme
génératrice rectiligne de la surface M. On en conclut que les couples
de la droite fondamentale, qui ont un élément commun, sont repré-
sentés par les points d'une génératrice rectiligne et réciproquement.

Si les génératrices rectilignes G et G’ représentent les couples qui
ont les uns le méme point a, les autres le méme point @', il est bien
évident que G et G' ne peuvent se coupers; car, si ces droites se cou-
paient en un point A, le couple représenté par ce point aurait a la
fois les points @ et @', ce qui n’a aucun sens. On est ainsi conduit
dire que :

Les génératrices rectilignes G d’un mode de geéneration de la qua-
drique fondamentale représentent chacune un point a de la droute fon-
damentale.

C’est-a-dire que chacune représente, par ses points, les couples qui
admettent un méme point a de la droite fondamentale.

Les générairices rectilignes ® du second mode de genération represen-
tent, au contraire, les plans menés par la méme droute.

En sorte que :

Tout point A de la quadrique M représente un couple ; les générairices
G et ® dupremier et du deuxiéme mode de génération qui se croisent en
ce point représentent, l'une le point, Uautre le plan du couple.
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SUR LES PROPRIETES INFINITESIMALES DE L’ESPACE REGLE. 25

15. M. Chasles, dans le mois de décembre 1861, a présenté a I’Aca-
démie des Sciences une théorie de courbes tracées sur les quadriques ;
il les classe d’aprés le nombre de fois que ces courbes sont coupées
par les génératrices de 'un et de I'autre systeme. Désignons par
G une courbe coupée en m points par les génératrices ® et en
v points par les génératrices G. Dans I’état actuel, comme toute courbe
C; tracée sur la surface M fait correspondre m génératrices G 2 une
génératrice ®, et p. génératrices ® a une génératrice G, on en conclut
qu’une courbe C’” représente par ses points les couples d’une corré-
lation supérieure I’ de 'ordre m et de la classe p.

En particulier, toute conique tracée sur la quadrique représente,
par ses points, les couples de la corrélation anharmonique representee
par le plan qui la contient.

En effet, un plan tangent a la surface M en un point de cette co-
nique passe au pole du plan représentatif de la corrélation; ce plan
tangent représente donc une corrélation anharmonique singuliere en
involution avec la proposée; et, d’aprés'une proposition déja énoncée,
le couple singulier, qui est ici représenté par le point pris sur la
conique, appartient a la corrélation anharmonique proposée.

16. Nous venons de voir comment se représentaient les corrélations
supérieures, il reste a établir la représentation des réseaux et des séries
de corrélations anharmoniques et d’en déduire des propriétés.

Représentation des reseaux. — Une surface R, de la classe p repré-
sente un réseau d’ordre p. La développable D,, de la classe 2p cir-
conscrite & R, et & M représente la série d’ordre 2p, formée par-les
corrélations singulieres du réseau. La courbe de contact de D,, avec M
est de l'ordre 2p; d’aprés nos notations, elle doit étre désignée par .
Cette courbe représente une corrélation supérieure rmd ordre et de
classe p, engendrée par les couples singuliers des correlatlons singu-
lieres duréseau. Cette corrélation, nous I’appelons la corrélation focale
du réseau.

Il'y aune infinité de réseaux d’ordre p admettant la méme corrélation
focale; ils sont représentés par des surfaces de la classe p homofocales,
c’est-a-dire inscrites dans une méme développable circonscrite i la
quadrique M.

4

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 XV 7 -4



26 G. KOENIGS.

Représentation des séries. — Considérons une série définie par deux
réscaux d’ordres p et ¢, représentés par deux surfaces R, et R, des
classes p et ¢. La série, dont on peut dire qu’elle est de I'ordre pg, est
représentée par la développable S, ,, circonscrite a la fois aux surfaces
R, et R, et qui est de la classe pg. Les 2pg plans tangents communs
a la développable et & la surface M représentent les 2pg corrélations
singulieres de la série. Les points de contact de ces plans avec M
représentent les 2pg couples singuliers de ces corrélations singulieres.
Nous appelons ces couples les couples focaux; ce qui n’est que I'ex-
tension d'une dénomination déja en usage pour le cas de p = ¢ =1. Les
séries ayant les mémes couples focaux sont représentées par des déve-
loppables homofocales, c’est-a-dire ayant avec la quadrique M les mémes
plans tangents communs. -

Il faut remarquer que les couples focaux d’une série donnée appar-
tiennent aux corrélations focales de tous les réseaux qui comprennent
ces séries; de la le nom de corrélations focales que nous avons adopté.

17. Réseaux linéaires. — Un réseau linéaire est représenté par un
point R,. La série focale est représentée par le cone ayant ce point
pour sommet et circonserit & M. Le plan polaire du point R, est celui
de la courbe de contact; il représente la corrélation focale du réseau;
car ici cette corrélation est anharmonique. On arrive ainsi 4 ce résultat
important :

Les corrélations d’un réseau linéaire sont deéfinies géometriquement par
la condition d’étre en involution avec une corrélation fixe, qui est la cor-
rélation du réseau.

Quand la corrélation focale d’un réseau linéaire est singuliere, le
réseauest également singulier. La condition d’involation précédemment
énoncée, et ce fait, que 'involution de deux corrélations, dont 'une
est singuliere, s’exprime en écrivant que le couple singulier appartient
a lautre corrélation, conduisent a cette proposition :

Pour que des corrélations anharmoniques forment un réseau linéaire
singulier, il faut et il suffit qu’elles admettent un couple fize.

On exprime encore qu’un réseau linéaire est singulier en disant qu’il
comprend sa corrélation focale, carles corrélationssingulieres jouissent
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seules de la condition d’étre en involution avec elles-mémes; on voit
I’analogie avec les directions isotropes.

18. Séries linéaires. — Deux réseaux linéaires ont en commun une
série linéaire. Une telle série est représentée par une droite S,,. La
droite 2,,, polaire de la droite S, ,, représente une seconde série linéaire
dont on peut dire qu’elle est conjuguée de la premiére.

Deux séries linéaires conjuguées jouissent de la propriété suivante :

Deuzx correlations prises arbitrairement chacune dans une d’elles sont
en inyolution.

Les plans tangents issus de S,, & la quadrique M représentent les
corrélations singulieres de 'une des séries. Les points de contact, qui
représentent les couples focaux, sont 4 I'intersection de la droite X,
avec la surface fondamentale. Au contraire, la droite S,, coupe cette
surface aux points qui représentent les couples focaux de I'autre série.
En ayant égard aux résultats du n° 14, on voit que les deux systemes
de couples focaux de deux séries linéaires conjuguées sont inverses
I'un de 'autre, car les points qui les représentent sont les sommets
d'un quadrilatere gauche formé par quatre génératrices de la sur-
tace M.

La propriété d’involution de deux corrélations quelconques, prises
chacune dans une des deux séries, appliquée aux corrélations singu-
lieres de ces séries etit conduit aux mémes résultats.

De la méme maniere, en appliquant cette propriété d’involution a
une corrélation de la premiere série et a I'une des deux corrélations
singulieres de la seconde, on arrive a cette définition géométrique des
series linéaires.

Une serie linéaire se compose de toutes les corrélations qui admettent
deux couples fizes. Ces couples fixes sont les inverses des couples focauz,
ou les couples focaux de la série conjuguce.

Nous nous contenterons d’énoncer les résultats suivants que le mode
de représentation rend intuitifs :
Pour qu’une série linéaire appartienne a un résean linéaire, il Jaut et

il suffit que ses couples focaux appartiennent a la corrélation focale du
reseau.
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Les séries singulieres, c’est-a-dire dont les couples focaux coin-
cident, ont chacune pour conjuguée unesérie singuliere; donc le couple
focal double se confond avec le couple focal double de la premiere série.

On exprime qu’une série est singuliere en écrivant que la droite S, qui
la représente touche la quadrique M.

Les séries linéaires singulieres qui appartiennent un réseau linéaire
représenté par un point R, sont représentées par les génératrices du
cone qui représente la série focale du résean. Ainsi ce cone repré-
sente :

Par ses plans tangents, les corrélations singulieres du réseau ;

Par ses genératrices, les séries linéaires singulieres de ce méme réseau.

Nous retrouverons cette propriété dans I’étude du cone de Malus.

19. Réseaur quadratiqgues. — Un résean quadratique de corrélation
anharmonique est représenté par une équation du second degré 6(¢)=o.
Dans I'espace, il est représenté par une quadrique R,.

La série des corrélations singulieres est du quatrieme degré; la cor-
rélation focale est d’ordre et de classe 2. La'série des corrélations sin-
gulieres est représentée par une développable D,, de la quatrieme
classe, circonscrite a la fois aux quadriques R, et M.

Si le discriminant de la forme ¢ est nul, la quadrique R, est infini-
ment aplatie; mais cela n’influe en rien sur la nature de la corrélation
focale, attendu que parmiles quadriques inscrites dans une méme dé-
veloppable D,,, il y en a toujours au moins une infiniment aplatie.

Si tous les mineurs du discriminant de ¢ sont nuls, la dévelop-
pable D,, se décompose en deux cones de seconde classe, car la qua-
drique R, se décompose en deux points. Plus généralement, chaque fois
que les quadriques R, et M sont bi-tangentes, la développable D,, se
décompose en deux cones. La corrélation focale se décompose alors en
deux corrélations anharmoniques.

Enfin les surfaces R, et M peuvent étre circonscrites 'une a 'autre;
dans ce cas, on a un réseau linéaire double, et la corrélation focale se
compose d’une corrélation anharmonique prise deux fois.

20. Series quadratiques. — Deux réseaux, I'un linéaire, 'autre qua-
dratique, ont en commun une série quadratique. Une série quadratique
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est représentée par un cone de seconde classe. Il existe quatre couples
focaux : ces couples focaux sont toujours en relation anharmonique.

Nous n’entrerons pas dans le détail des singularités que peuvent
offrir les séries quadratiques, et que le mode de représentation permet-
trait de définir et d’étudier tres simplement.

Nous réservons pour un autre moment diverses autres propriétés des
corrélations qui nous seront utiles et conduisent & de nouvelles analo-
gies entre le moment de deux droites infiniment voisines et le carré de
la distance de deux points infiniment voisins.

DEUXIEME PARTIE.

LES PROPRIETES INFINITESIMALES DU PREMIER ORDRE.

21. Nous allons d’abord montrer comment les propriétés du pre-
mier ordre des systemes de droites peuvent étre rattachées a I’existence
de la forme fondamentale.

I. — Propriétés des surfaces réglées.

Si une surface réglée est représentée par les trois équations
S (s wsy us, ) =0, o (uy,uy, us, u,) =o, b (wy, uy, us, u,) = o,

et que 'on pose
of eedy

e
U —ou’

une droite («~+ du) infiniment voisine d’une droite () de la surface et
appartenant a cette surface vérifie les équations

ZUidLL;:O, ZVidu,v:o, ZWia’ui-:o.
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Appelons A, le déterminant obtenu en retranchant la colonne d’in-
dice « dans le tableau

il A PR

VoV, VeV,

W, W, W, W,

b

On déduit des équations précédentes
du,  du, _dus; _ du,
EAITTIRY TR T

&

On peut envisager les A comme les coordonnées homogenes de la
“corrélation de Chasles, relative a la droite (u), ¢’est-a-dire de la corré-
lation anharmonique que la surface définit sur cette droite en vertu du
théoreme de M. Chasles, sur la distribution des plans (angents.

22. L’invariant M(A) de cette corrélation se met sous la forme

M, M, My, M, U, V, W,
My Mo, My M, U, Vy, W,
Ms; Ms, My M, Uy Ve W,
I= M, M, M, M, U V, W,
v, U, U, 0 o o
vV, V, V; V, o o
W1 VV? W3 Wr, (8] O

o

On peut appeler singuliéres toutes les droites de la surface pour les-
quelles I est nul. On a I=o0 quand tous les A sont nuls; mais en remet-
tant & plus tard I'’examen de ce cas, 'équation I=o exprime qu’autour
de la droite («) la surface réglée se comporte comme une surface déve-
loppable ; ainsi le plan tangent est le ménre pour tous les points de la
droite (u), etc.

On voit en méme temps ‘que la condition nécessaire et suffisante pour
qu’une surface soit developpable, c’est que I’ équation

I=o

soit vérifiée pour toutes ses droites sans que les déterminants A soient lous
et toujours nuls.
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23. Deux surfaces réglées qui sur une droite définissent la méme
corrélation de Chasles se raccordent suivant cette droite. Parmi les
surfaces qui, suivant une droite, se raccordent avec une surface réglée
donnée, on peut distinguer les Ayperboloides de raccordement. Voici
comment on les obtient.

Soient (a, o), (b, 8), (¢, 7) trois couples de la corrélation de Chasles
relative & une droite («) d’une surface réglée, soient A, B, C trois
droites appartenant respectivement a ces couples : 'hyperboloide dont
ces droites sont les directrices est de raccordement.

On voit ainsi que ces hyperboloides sont triplement indéterminés.
On peut, en effet, les envisager comme des quadriques passant par
deux droites () et (z + du) infiniment voisines.

IT. — Propriétés des congruences.

24, Deux équations A
J=o0 et 9—=0

suffisent pour définir une congruence. Si (u) et (u + du) sont deux
droites infiniment voisines de la congruence, en conservant les nota-
tions précédentes, on a :

EUidui: o, EV;'CZLL,':: o,
. . , 10 ’ .
ou, en introduisant les coordonnées ¢ d’une corrélation,
»U;t;i=o0, =2V;t;—o.

Les corrélations sur une droite d’une congruence qui appartiennent a
la congruence forment donc une série linéaire.

On en déduit, par les propriétés déja exposées des séries linéaires,
les résultats suivants :

Les corrélatioss qui appartiennent & une congruence sur une de ses
droites admettent deux couples fixes (b, ) et (a, 3). Les inverses de ces
couples sont les couples focaux de la série linéaire.

L’existence de ces deux couples focaux montre que, parmi les corré-
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lations qui appartiennent a la congruence, il y en a deux singulieres
dont ils sont les couples singuliers : de la ce théoreme di & Monge :

Etant donnée une droite d’une congruence, il existe deux droites de la
congruence infiniment voisines de la premiére et la rencontrant.

Les points a et b, les plans « et 3, sont les foyers et les plans focaux
de la droite («).

25. Les foyers ne dépendent que des deux coordonnées, ainsi que
les plans focaux. Ils engendrent donc des surfaces. Soient A et B les
deux surfaces lieux des points @ et b, et qu'on appelle les surfaces
Jocales de 1a congruence. Nous remarquons deux choses : d’abord, si
I'on envisage une développable de la congruence et une de ses généra-
trices (z), le plan tangent a cette développable et le point de I'aréte
de rebroussement relatifs & cette génératrice forment un couple focal
(a, ) de cette droite; en second lieu, puisqu’il correspond deux
couples focaux & chaque droite d’une congruence, toute droite du sys-
teme appartient a deux développables de cette congruence. On en
conclut que les surfaces focales A et B sont respectivement le lieu des

~deux séries d’arétes de rebroussement des développables de la con-
gruence, et, par suite, que :

Les droites de la congruence sont tangentes aux surfaces focales.

Une développable dela congruence a son aréte de rebroussement R,
sur la surface A, par exemple, et est circonscrite a la surface B, suivant
une courbe S;. Le plan «, étant tangent a la surface développable, est
donc tangent en b a la surface B. Ainsi :

Les plans focaux touchent les surfaces focales.

En résumé, si 'on envisage les arétes de rebroussement des dévelop-
“pables de la congruence, elles forment deux séries de courbes R, R, sur
les surfaces focales A et B. Les plans osculateurs de ces courbes sont
respectivement tangents aux surfaces B et A, et les points de contact
décrivent respectivement sur ces surfaces deux séries de courbes S,
et S,.

26. Nous sommes naturellement amenés a4 nous demander ce qui
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arriverait dans le cas ol les couples focaux coincideraient. Si cela avait
lieu et que (@, «) fut le couple de coincidence, les surfaces focales se
toucheraient en «, et « serait leur plan tangent commun. Mais alors la
courbe R, admettrait (aussi bien que R;) pour plan osculateur le plan
tangent a la surface A (ou B), sur laquelle elle est tracée; la tangente ()
a cette courbe serait donc une tangente asymptotique de la surface
focale au point a.

Si les couples focaux coincident pour toutes les droites de la con-
gruence, les deux surfaces focales coincident, et il est visible, d’apres
ce qui précede, que, dans ce cas, les droites du systeme se composent
des tangentes asymptotiques d’une série de la surface suivant laquelle
coincident les deux surfaces focales.

La réciproque est vraie. Considérons, en effet, le systeme des tan-
gentes asymptotiques d’une série d’une surface A donnée : soient @ un
point de la surface et (z) la tangente asymptotique du systeme consi-
déré, relative a ce point. Le plan osculateur « a la ligne asymptotique,
¢’est-a-dire le plan tangent en @, a la surface focale A, doit toucher la
seconde surface focale B, ainsi que nous I’avons vu. Done, tout plan
tangent & A est tangent & B, donc A et B coincident.

Cette propriété des surfaces focales peut se déduire d’une autre plus
générale, qu’il serait facile de démontrer ici en quelques mots ; mais
cette proposition trouve sa place parmi les propriétés du second ordre,
et nous 'y retrouverons.

Il est facile d’exprimer, a I’aide de la forme fondamentale, la coinci-
dence des couples focaux relatifs & une droite () de la congruence.
Il suffit d’annuler 'expression

M, M, M; M, U YV,
M,, M,, M,, M,, U, V,
M;, M;, M,; M;, U; V,
My My, Myw My U, V, [
o el e el e s g
Vi e Ve ey

dont on peut rapprocher la forme de I'expression de I. Désignons
par A,g le déterminant obtenu, en retranchaunt les colonnes d’indice
5
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« et 8 dans le Tableau
‘U1 U, U, U,
Ve V2 Vs W,

L’équation J = o exprime la coincidence des couples focaux, pourvu
que les déterminants A, g ne soient pas tous nuls, cas que nous exami-
nerons plus tard. Ainsi :

L’équation J = o caractérise les congruences formdes par les tangentes
inflexionnelles d’une surface.

De méme que I'équation I=o caractérisait les surfaces réglées
formées des tangentes & une courbe.

27. Les droites d’'une congruence dépendent de deux parametres;
désignons-les par p et ¢. L’introduction de ces deux parameéires attribue
a la forme fondamentale I"expression

M(du) = Edp*+ 2Fdp dg + Gdg>.

Les diverses formes qu’on peut faire prendre au second membre
conduisent & des interprétations différentes des mémes faits analy-
tiques, qui jouent un role si important dans la théorie des surfaces,
lorsque ’on envisage la valeur de ds®.

Les équations p = const., ¢ = const. représentent deux séries de
surfaces réglées de la congruence, et I'équation

F=o

exprime Vinvolution des deux corrélations de Chasles que définissent
sur une droite quelconque de la congruence les deux surfaces de chaque
série qui y passent. Ainsi, la forme

M (du) = Edp? + G dqg?

signifie que les surfaces p = const., ¢ = const. forment deux systemes
orthogonaux, au sens que nous attribuons a ce mot.
Pour obtenir les développables de la congruence, il suffit d’intégrer
I’équation
Edp*+ 2Fdp dg + Gdg>*=o.
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Par exemple, si I'on a mis la forme M(dz) sous la forme
M (du)=)dp dyg,

les équations p = const., ¢ = const. représentent les deux séries de
développables de la congruence.

Ainsi, ces développables s'offrent comme les analogues des courbes iso-
tropes sur une surface. ,

Supposons que les deux séries de développables de la congruence
coincident. Il faut ct il suffit pour cela que 'expression

Edp*+ 2F¥dp dg + Gdg?

soil un carré parfait, ou que
EG—F=o,

La coincidence des deux séries de développables entraine celle des
surfaces focales; donc :

4

L'équation differentielle des congruences  surfaces Jocales coincidentes
est précisément
EG —F*—o.

Cest une autre forme de I'équation J = o, d’out Pon peut d’ailleurs
la déduire.

Mais cette forme d’équation offre cet intérét de nous montrer cette
catégorie de congruences comme analogue des développables circon-
scerites au cercle de I'infini. .

Les développements dans lesquels nous pourrions entrer encore
nous entraineraient sur le domaine du second ordre : nous y revien-
drons dans la troisieme partie.

28. Pour terminer ce qui a trait aux propriétés du premier ordre
des congruences, il nous reste 4 parler du role des couples focaux .
dans Iétude des surfaces réglées qui appartiennent au systeme.

D’abord, les surfaces réglées d’une congruence qui ont une généra-
trice (u) commune, se raccordent toutes suivant les couples ingerses des
couples focaux.

En effet, ces surfaces sont toutes circonserites aux surfaces focales.
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11 est des lors bien facile d’obtenir la série des Ayperboloides de rac-
cordement pour toutes ces surfaces.

Appelons, comme toujours, a et b les foyers de la droite (), et en
ces points, dans les plans tangents e et 8 aux surfaces focales o et w,
menons les tangentes A et B a ces surfaces. Tous les hyperboloides qui
admettent A et B pour directrices sont de raccordement pour une sur-
face réglée du systeme.

On voit ainsi que ces hyperboloides sont quadruplement indéterminés.

“SiI’on envisage deux congruences, qui sur une droite commune (u)
définissent les mémes couples focaux (a, o) et (b, 3) (auquel cas les sur-
faces focales &, W, A et v’ des deux systemes sont tangentes en a et b),-
on peut dire que ces deux congruences sont tangentes suivant cette
droite. Le systeme des hyperboloidesde raccordement est le méme pour
les deux congruences, et toute corrélation anharmonique qui appar-

tient & I'une appartient a I'autre.
~ Parmi les congruences tangentes, on peut distinguer les congruences
linéaires tangentes.

En désignant par A et B les mémes droites que plus haut, la con-
gruence linéaire dont A et B seraient les directrices est une congruence
tangente.

On voit ainsi que ces congruences sont doublement indéterminées.

En particulier, si I'on prend A et B perpendiculaires 4 la droite (u),
on obtient une certaine congruence linéaire tangente dont la décou-
verte est due, croyons-nous, & Sturm. ;

III. — Propriétés des complexes.

29. Soit I’équation d’un complexe
Sy, w1y, wy,) = 0.

Si (u) et (u+du) sont deux droites du systeme infiniment voisines,
[’équation suivante, ou I’on conserve les notations précédentes,

S Usdur=—o0

doit étre vérifiée. L'introduction des coordonnées des corrélations an-
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harmoniques donne
»U; ¢ =o,
qui exprime que :
Toutes les corrélations anharmoniques sur une droite d’un complexe
qui appartiennent & ce complexe forment un réseau lincaire.

Une propriété fondamentale du réseau nous apprend que :

Toutes les corrélations anharmoniques sur une droite d’un complexe
qui appartiennent & ce complexe sont définies par la condition d’éire en
inyolution ou orthogonales avec une corrélation fize. ‘

Ce résultat offre une analogie réelle avec le suivant, qui est fonda-
mental dans la théorie des surfaces.

Toutes les directions issues d’un point d'une surface et qui appar-
tiennent (tangentes) & la surface sont définies par la condition d’étre
orthogonales & une direction fixe, la direction normale.

A cause de cette analogie, nous appelons corrélation normale la cor-
rélation focale du réseau linéaire ci-dessus considéré.

Les coordonnées de la corrélation normale sont données par les
équations

MM oM oM
at, __d_tg__‘()t;%_gt_k_.
Ul " U2 o US - Ul

L’invariant K a une forme symétrique qui le rapproche des inva-
riants I et J déja trouvés; on a

M, M, M; M. U
My, My, My, M, U,
K=|M; M; M;:; M, U
My M, Myy Mo U
U, U, "0, '0; ¢

30. On peut, d’'une maniere générale, appeler droues singulicres du
complexe toutes celles pour lesquelles a lieu I'équation K =o. Ecar-
tons jusqu’a nouvel ordre ’hypothese ol tous les U seraient nuls. L’éva-
nouissement de 'invariant exprime que la corrélation normale est sin-
guliere, ainsi que le réseau qu'elle définit.
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Lorsqu’une droite () est ainsi singuliere, toutes les corrélations sur
cette droite qui appartiennent au complexe admettent un couple fixe
(a, o), a savoir le conple singulier de la corrélation normale.

L’équation K=o définit dans le complexe une OngBRCneR; celle
des droites qmgullere% Le point @ décrit une surface [fJ qu’on appelle
la surface de singularité du complexe f=o.

Dans la congruence des droites singuliéres, a est un foyer de la
la droite (u) et o est un plan focal; mais, le couple (a, «) n’est pas un
couple focal. On en déduit que [ /] est une nappe de la surface focale
de Ja congruence des droites singulieres, et que « est le plan tangent a
cette surface en ce point. Ainsi, en disant, selon I'usage, qu’un couple
appartient a une surface quand le point étant sur la surface le plan
touche la surface en ce point, on peut dire que : '

Les couples singuliers des corrélations normales singulieres d’un com-
plexe appartiennent & la surface de singularités.

Ce théoreme a été énoncé pour la premiere fois sous une forme un
peu différente par M. Pasch.

31. On peut se proposer de savoir s'il est possible que I’équation
K = o soit vérifiée identiquement pour toutes les droites du complexe.
Pour étudier cette question, prenons pour coordonnées les coeffi-
cients a, b, p, ¢ dansles équations de la droite rapportée a trois axes
rectangulaires; soit
q=J(a,b,p)
I’équation du complexe; on en déduit, par différentiation,
Jada +f,db+ f,dp —dg=o,
de sorte que les coordonnées de la corrélation normale ont pour ex-
pressions
I, fp? fb’ _fa;
ce qui signifie que la droite dont les coordennées sont
a-+ce, b4foe, pHfie, qg— [t
définit, sur la droite
a, b, p, q,

la corrélation normale du complexe.
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Ces deux droites ont un point 7 et un plan p. communs chaque fois
que la corrélation normale est singuliere; et (m, 1) est alors le couple
singulier. La condition de rencontre s’écrit

ol 2
’ﬁ,/// — —_(ll_)
J P
de sorte que, dans notre systeme de coordonnées, 1’équation K=o
y . }
s’éerit
dg  0q dq
dg 97 97 _

da ' b dp

Le point 72 a pour coordonnées

(m) Zo=as+p, Yo=0bs-+q, s=—f= 'fo,
P

le plan . a pour équation

(P‘) -—-L’Z‘f]’l—i—t)’—k((lf;,—b):-&—-(pf]’)ﬂ(]):O.

Différentions les deux premieres équations (m) et ajoutons les diffé-
rentielles membre & membre, les deux membres de la premiere étant
multipliés par — £, il vient

—Jpdxo +dy, + (a f, — b)dsy=— 3, f, da + 5,db — f, dp + dq ;
mais on a
50]"}: = far 1 Be=— s
donc, le second membre de la relation précédente devient
—fada —f, db— f, dp + dg,
¢’est-a-dire zéro; on a donc la relation
(r) —fpdzo+ dy,+ (af,— b)dsy—o.

Cette équation prouve ‘que le point 7 déerit une surface S, et en Ia
rapprochant de I’équation (1), on voit que le plan (1) est le plan tan-
gent en 7 & la surface de singularités. ‘

Nous avons ainsi démontré une seconde fois le théoreme de Pasch,
qui consiste en ce que :

Les couples singuliers des corrélations normales singuliéres d’un com-
plexe appartiennent a une surface.
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Si I’on suppose actuellement que I’équation

dg  0q 09 _
0a+%3}”

o

ait lieu pour toutes les droites du complexe, les raisonnements et les
caleuls précédents subsistent, et I'on voit que toutes les droites du com-
plexe sont alors tangentes & la surface S. De la ce théoreme da &
M. Klein, et énoncé par lui sous une autre forme :

Un complexe dont toutes les corrélations normales sont singulieres se
compose des tangenies a une méme surface.

Réciproquement, les tangentes d’une surface forment un complexe
qui vérifie I'équation K=o.

11 est facile de le voir directement. Mais voici une démonstration
analytique de ce fait. Soit I'équation de la surface

F(z,y,s) =0
Si entre I’équation
F(az+p, bzs+gqg,3)=0
et sa dérivée par rapport a s,
aF,+bF,+F, =o,
nous éliminons z, 'équation obtenue entre a, b, p, ¢ est celle du com-

plexe des tangentes de la surface proposée. Différentions totalement F,
en tenant compte de I'équation

==y

3

il vient
zF, da + zF,db + F,dp + F,dg—o.

Cette équation définit le réseau linéaire engendré par les droites du
complexé infiniment voisines de la droite (@, b, p,¢). La corrélation
normale du réseau a done pour coordonnées

Wy Wy oSG, S,
¢’est-a-dire qu’elle est définie sur la droite

a, b, p, q
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par la droite infiniment voisine
a-+Fye, b—Fgze, p—sFie, g+ akge

Mais il est facile de voir que ces deux droites se coupent au
point (x,y,z) de la surface, et que leur plan commun est précisc-
ment le plan tangent 2 la méme surface en ce point. La corrélation
normale est donc singuliere, et, par suite, 'équation K =o est
satisfaite.

En résumé :

L’équation K = o est l'équation différentielle des complexes des droutes
ayant avec une surface un simple contact.

De méme que I'équation J = o était 'équation différentielle des
congruences des droites ayant avec une surface un contact du deuxieéme
ordre.

De méme, enfin, que 'équation [ = o était I’équation des surfaces
engendrées par les droites tangentes a une courbe, ou, si I'on veut,
ayant avec une surface un contact du zroisiéme ordre.

23. Avant de développer plus longuement les propriétés des droites
singulieres, il convient de montrer le role de la corrélation normale
dans I’étude des surfaces réglées et des congruences formées des droites
du complexe.

D’abord, le théoreme d’involution qui définit la corrélation normale
montre que toutes les surfaces réglées d’un complexe déterminent, sur
leurs génératrices, des corrélations de Chasles respectivement orthogo-
nales aux corrélations normales.

La définition des kyperboloides de raccordement des surfaces réglées
d’un complexe dérive immédiatement de cette remarque. Si (@, =) et
(b, 8)sont deux couples quelconques de la corrélation normale relative
2 une droite (a), et si A el B sont deux droites appartenant aux couples
(a,3) et (b, «) inverses des premiers, tout hyperboloide admettant A
et B pour directrices est un hyperboloide de raccordement pour une
surface réglée du complexe. Ces hyperboloides sont, on le voit, quin-
tuplement indéterminés. '

6
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33. Considérons une développable formée des droites d’un complexe;
soient (u) une de ses génératrices, @ le point ol elle touche I'aréte
de rebroussement et « le plan tangent tout du long de cette géné-
ratrice. La développable définit sur la droite («) une corrélation sin-
guliere dont (a, «) est le couple singulier; et, comme une corrélation
anharmonique est le lieu des couples singuliers des corrélations sin-
gulieres avec lesquelles elle est en involution, on en conclut que le
couple (a, o) appartient  la corrélation normale.

Ainsj :

Toute developpable formée des droites d’un con’;plexe définit sur chaque
génératrice un couple de la corrélation normale; le point est le point de
contact avec l'aréte de rebroussement, le plan est le plan tangent tout
dulong de la génératrice.

On peut en particulier prendre, soit le cone du complexe de sommet
a, et « est alors le plan tangent suivant la génératrice (), soit la
courbe enveloppe du complexe dans le plan «, et a est alors le point
de contact de la génératrice (u) avec cette courbe.

34. La corrélation normale définit également les congruences du
complexe. En effet, une congruence étant donnée dans un complexe,
les couples focaux appartiennent respectivement aux corrélations nor-
males. '

De I la possibilité de définir les congruences linéaires tangentes a un
complexe. En effet, si (u) est une droite du complexe et A, B deux
droites comme nous les avons définies & propos des hyperboloides de
raccordement, on voit que la congruence linéaire dont elles sont les
directrices est tangente & une congruence du complexe; ces con-
gruences tangentes sont quadruplement indéterminées.

35. Considérons une congruence a couples focaux coincidents du
complexe; d’aprés ce qu’on sait sur ces congruences, si (a, «) est le
couple de coincidence relatif & une droite («) de la congruence, ce
couple appartient & la surface focale unique du systeme; il appartient
aussi & la corrélation normale du complexe.

Un couple (point et plan mené par ce point) dépend dans I'espace de
cing parametres; mais on voit que les couples des corrélations normales
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d’un complexe ne dépendent que de quatre parametres; ces couples
sont donc assujettis & une condition. Or on sait que les couples de
Pespace assujettis & une condition correspondent & une équation aux
dérivées partielles; on conclut donc que tout complexe de droites
dans I'espace équivaut 2 une équation aux dérivées partielles entre les
coordonnées d’un espace soit ponctuel, soit planaire.

Il résulte de ce qui précede que les surfaces focales des congruences
a couples focaux coincidents du complexe sont les surfaces intégrales
de cette équation aux dérivées partielles, tandis que les développables
du complexe et leurs arétes de rebroussement en sont les dévelop-
pables et les courbes intégrales.

Ces résultats sont bien connus; nous les citons simplement parce
qu’ils nous seront utiles pour I'exposition des propriétés du second
ordre. -

36. On peut se proposer de chercher en coordonnées lignes les
équations des développables, ou des congruences singulires (2 couples
focaux coincidents) du complexe.

Supposons que I'on exprime en fonction de trois parametres p, ¢, r
les coordonnées des droites du complexe, la forme fondamentale de-
viendra

M(du) =Pdp*+ Qdg*+ Rdr*+ 2P'dgdr + 2Q'drdp + 2R'dpdy.

On peut, dans ce cas, faire usage d’un espace représentatif (pone-
tuel ou planaire). Supposons, par exemple, que p, ¢, r soient les coor-
données d’un point rapporté a trois axes rectangulaires. Il y aura
correspondance entre les points de I'espace et les droites du complexe,
entre les directions issues d’un point et les corrélations qui appar-
tiennent au complexe sur la droite correspondante. 1l correspondra &
une surface une congruence, & une courbe une surface réglée. Tout
plan mené par un point représentera une congruence élémentaire (un
pinceauw) du complexe sur la droite représentée par ce point. Un cone
ayant son sommet en un point p représentera, par ses génératrices, une
série de corrélations anharmoniques du complexe, et par ses plans -
tangents une famille de pinceaux sur la droite que son sommet p re-
présente.
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Ainsi, les corrélations singulieres du com lexe sur une droite
)

(p,q,r) seront représentées par un cone du second degré ayant son

sommet au point (p, g, 7), et dont I'équation s’écrit

Pdp*+Qdg*+Rdri+...=o.

Lorsque le point représentatif appartient a la droite représentée, on
reconnait dans ce cone du second degré le cone découvert par Malus,
pour les complexes définis par des points de départ.

Nous conserverons, dans le cas général, le nom de cone de Malus a
ce cone du second ordre. On voit sans peine que, si 'on mene un
plan par un point (p, ¢,7) qui coupe suivant deux génératrices le cone
de Malus, ces deux génératrices représentent, par leurs directions,
chacune une corrélation singuliere du pinceau que le plan représente.

Pour que les couples focaux coincident, il faut et il suffit par con-
séquent que ces deux génératrices coincident, ou que le plan touche
le cone de Malus. Ainsi :

Par ses plans tangents, le cone de Malus représente les pinceaux a
couples focaux coincidents du complexe.

En résumé, on voit, en se reportant a ’espace représentatif, que
Péquation aux dérivées partielles entre p,q, 7 qui provient de I'é-

quation
Pdp*+ Kdg*+ Rdr*+2R'dgdr +... =0,

admet, pour intégrale générale, les surfaces représentatrices des con-
gruences singulieres du complexe, et pour courbes intégrales les
courbes représentatrices des développables du complexe.

37. Cette interprétation du cone de Malus n’est peut-étre pas dé-
pourvue d’intérét; mais voici une proposition générale qui découle
immeédiatement de la considération de la forme fondamentale et fait
ressortir encore mieux son utilité.

Considérons deux droites .

p+dp, q-+dg, r+dr

et
p—+3p, q-+28, r—2dr,
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infiniment voisins de la droite p, ¢, 7. Elles définissent sur cette droite
deux corrélations anharmoniques dont linvolution s'exprime en écri-
gant que les directions représentatrices correspondantes sont conjuguces
par rapport au cone de Malus.

De méme, deux pinceaux dont les couples focaux sont en relation
harmonique, et que nous pouvons appeler pinceaux en involution,
sont représentés par deux plans conjugués par rapport au cone de
Malus. .

Ainsi :

Pour qu’un pinceausott en involution avec un pinceau fixe, c'est-a-dire
pour que les couples d’'un pinceau soient en relation harmonique ayec
deux couples fixes de la corrélation normale, il faut et il suffit que le plan
représentatif du pinceau contienne une droite déterminée.

Proposons-nous des lors le probleme général suivant :

Sur chaque droite d’un éomplexe on détermine a priori deux couples
de la corrélation normale suivant une lot continue : trouver les congruences
du complexe dont les couples focaux sont en relation harmonique avec
ces deux couples.

Puisque le plan représentatif dupinceau doit étre assujetti seulement
a passer par une droite fixe, on en conclut que le probleme dépend
d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre et lincare entre
p» ¢, I, et, réciproquement, que toute équation aux dérivées partielles
du premier ordre et linéaire entre p, ¢, r admet comme intégrales géné-
rales les surfaces représentatrices des congruences du complexe dont
les couples focaux sont en relation harmonique avec deux couples de
la corrélation normale connus a priori.

Un premier exemple est fourni par le probleme d’Abel Transon.

Transon, dans un Mémoire présenté & 1’Académie des Sciences en
1861, et qui a été I’objet d’un Rapport de M. Chasles le 20 mai de la
méme année, se proposait de décomposer un complexe en congruences
de normales & une méme surface, c’est-a-dire en congruences dont
les plans focaux fussent rectangulaires. Il trouva que la question
dépendait d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre et
linéaire.

1l suffit de mener par chaque droite du complexe les plans isotropes
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cet ¢ il est clair que les couples (m, &), (w2, ') appartenant & la cor-
rélation normale sont bien déterminés sur chaque droite du complexe.
Cela étant, les congruences dont il s’agit sont définies par la condi-
tion que leurs couples focaux soient en relation harmonique avec les
couples définis a priore (m, i) et (m/, 7).

Ce probleme est donc un cas particulier de celui qui précede.

Un second exemple est donné par la recherche des congruences qui
ont pour couple focal un couple de la corrélation normale connn
a priort. La droite enveloppe est alors une génératrice du cone de
Malus.

On pourrait, dans la représentation des droites d’un complexe, faire
usage d'un espace planaire; on arriverait ainsi & concevoir une conique
remplacant le cone de Malus. Mais nous n’insisterons pas davantage.

38. Quand deux complexes sur une droite commune définissent la
méme corrélation normale, on peut dire qu’ils sont zangenis suivant
cette droite. Parmi les complexes tangents, on peut distinguer les com-
plexes linéaires tangents. Ces complexes sont définis par I'unique con-
dition de contenir la congruence linéaire singuliere formée par les
droites qui appartiennent aux couples de la corrélation normale. [ls
forment donc un faisceau. On peut remarquer que la condition néces-
saire et suffisante pour qu’un hyperboloide soit de raccordement, ou
qu’une congruence linéaire soit tangente, ¢’est qu’ils appartiennent &
un complexe linéaire tangent.

39. Il nous reste, pour compléter ce que nous voulions dire sur les
propriétés du premier ordre des complexes, & donner quelques pro-
priétés des droites singulitres que nous ne pouvions exposer qu’apres
ce qui précede. :

Nous avons vu que, si (@, «) est un couple de la corrélation normale
d’un complexe, la courbe enveloppe du complexe dans le plan « touche
en a la droite du complexe considérée, et que le plan a touche tout du
long de cette droite le cone du complexe dont a est le sommet. Nous
avons vu également que le couple (a, «) appartenait & une surface
focale d’'une congruence singulitre du complexe. 11y a lieu de voir ee
que deviennent ces propriétés dans le cas des droites singulieres.
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Le théoreme d’involution qui définit la ecorrélation normale prouve
d’abord que : :

Toutes les surfaces réglées du complexe qui ne sont pas developpables,
et qui passent par une droite singuliere de ce complexe, ont un méme
couple de raccordement. =

Mais si la droite singulitre du complexe que 'on considére est
aussi singuliere dans la surface (ce qui aura toujours lieu si elle est
développable), on voit que le théoreme d’involution exige seulement
que I'un des éléments du couple singulier de Ia corrélation normale
singulitre du complexe coincide avec I'un des éléments du couple
singulier de la corrélation singuliere relative  la surface.

Comme, d’ailleurs, I’équation K = o n’entraine pas en général I’équa-
tion I = o, on voit que, en général, une surface réglée non dévelop-
pable du complexe touche en un nombre limité de points la surface de
singularités. '

En effet, toute surface réglée d’un’ complexe contient un nombre
limité de droites singulieres de ce complexe.

Si I'on envisage également une congruence appartenant au com-
plexe et une droite A singuliere dans le complexe et appartenant i la
congruence, en désignant par (m,p.) le couple singulier de la corré-
lation normale singuliere sur A, et (@, 2), (b, ) les couples focaux
sur A dans Ja congruence, il faut que ces couples appartiennent & la
corrélation normale singulitre. Supposons qu’ils ne coincident pas, ce
qui est permis, puisque, en général, I'équation K = o n’entraine pas
J = o. Il faudra, par exemple, que m coincide avec a, et p- avec 3.

Autrement dit, le couple (m, p.) appartient 4 la surface focale, qui
se trouve ainsi étre tangente en m i la surface de singularités.

Ceci est applicable & toutes les droites de la surface formée dans la
congruence proposée par les droites singulitres du complexe; done :

! y
Une des nappes de la surface Jocale de toute congruence non singu-
liere d’un complexe est circonscrite a la surface de singularités.

Ou encore :

La surface focale d’une congruence est une enveloppe des surfaces de
singularités des complexes qui contiennent ceite congruence.
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%0. Lorsque I'on envisage des développables d’un complexe et des
droites singulieres’d’un complexe sur ces développables, on se trouve
en présence d'un cas particulier que nous allons étudier de plus pres.

D’abord, il est clair que, lorsqu’une droite d’un complexe est singu-
litre & la fois dans ce complexe et dans une surface réglée formée des
droites du complexe, il faut que le point central sur celte génératrice
coincide avec le point du couple singulier de la corrélation normale,
ou que le plan tangent, tout au long de cette droite & la surface, coincide
avee le plan du méme couple singulier.

Nous allons, d’ailleurs, établir ce résultat par ’analyse.

En prenant une droite d’un complexe pour axe 0z, z0x étant le
plan central et O le point central de la corrélation normale, on peut
écrire son équation .

(1) p=kb+A2+Bb+Qq*+-2A"bg +2B'ga+2Q'ab—+. ..,

et la corrélation normale a pour équation
Zcoth =K.
Si la droite considérée est singuliere, K est nul, et le couple singu-

lier de la corrélation normale est formé du point O et du plan =0Oy.
L’équation du complexe est alors

(2) p:Aa2+Bb2—\—Qq2+2A’bq+2B’qa+2Q’ab+....
Une surface réglée représentée par les équations
b=">b )+ b 2+ b3 W3+ . .,

3 y
() ’p:p1>\+p2>ﬁ+p3w+...,
\ g =q1 A+ @ N+ g NP+

; a=a h a2+ aslP+. ..,

appartient au complexe sous les conditions suivantes :

P1=—0,
(4) pg:Aa‘f-i—Bb?+Qq§+2f&’blql+ 2B'q,a,+2Q'a by,

Elle est développable si l'on a
da dg  db dp

d d) d) d
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quel que soit 2; on trouve ainsi, en ayant égard & la condition p, = o,

‘ a141—=0,
ay g, ap,— byp;—=o,
2(ayqs— bypy) + 3(a19s+ asq,— byps) =o,

.........................................

(3)

Les rapports[é, Z déterminent, par leurs limites et £, la position
du plan tangent suivant Oz, et celle du point central sur cette droite.

Mais I’équation a,¢,= o se décompose en deux: I'une, @, = o, con-
duit aux valeurs

t=o, {= T
‘2
'autre, ¢, = o, donne
t:"Q; {=o
q>

Cela fait bien voir I’exactitude de la proposition que nous avions
déduite des principes exposés ci-dessus.

Mais nous allons tirer de ces calculs d’autres conséquences.

Cherchons Penveloppe des droites du complexe dans le plan z0y,

on a
@=0, @=0; Ay=0, ..., Pi=0, P3==0, P3=0, ...;

les équations (5) sont satisfaites, mais la seconde des équations (4)
devient

(6) 0=B0]+Qqi+2A"Dq:;

or la limite de % définit le point de contact de Oz avec I’enveloppe :

cetle limite est -Z—’; et, comme I’équation (6) fournit deux racines pour
1

ce rapport, on en conclut que :

Toute droite singuliere est tangente double de la courbe enveloppe du
complexe relative au plan du couple singulier.

Cherchons de méme le plan tangent suivant Oz au cone du complexe
dont P'origine est le sommet : une marche analogue, consistant a poser

P1=—0, P2=—0, pP3—0, ..., 1—0, (2=0, ¢g3—O0, ...,

~J
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conduirait & I’équation

o=Aa}+Bb)+2Q'a,b,

qui donne deux valeurs pour 1 limite du rapport A qui définit le
a, a

plan tangent. Il y a donc deux plans tangents au cone suivant Oz;
donc :

Toute droute singulicre d’un complexe est génératricesdouble du céne
de ce complexe dont le sommet est au point du couple correspondant.

La surface de singularités d’un complexe s’offre ainsi :

1° Comme I'enveloppe des plans pour lesquels la courbe enveloppe
du complexe a une tangente double;

2° Comme lieu des points pour lesquels le cone du complexe a une
génératrice double.

IV. — Sur les singularités supérieures des systémes de droites.

41. Les systemes de lignes droites offrent des singularités d’un tout
autre ordre que celles qui ont été ¢tudiées plus haut.

Prenons, par exemple, le eas d’un complexe, et supposons que,
pour une droite (z) du complexe, onait U, =o, U,=o, U,=o0,U,=o0.
Le déterminant K sera nul et la droite (u) s’offrira comme singuliere,

Plus généralement, considérons le cas ou, pour une droite () du
complexe, toutes les dérivées partielles d’ordre inférieur a p du pre-
mier membre de son équation sont nulles et ott 'une au moins des
dérivées partielles de I'ordre p n’est pas nulle.

En différentiant p fois I'équation

S (g, us, us, w,) = o,

les différentielles d’ordre supérieur au premier disparaitront, en vertu
des hypotheses, et il restera

drf=TF,(du)=o,

ol F(du) est une fonction homogene de degré p des différentielles.
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Cette dernitre équation exprime la condition nécessaire et suffisante
pour que la droite (u + du) appartienne au complexe. Ainsi :

Dans le cas qui nous occupe, les corrélations anharmoniques qui
appartiennent au complexe forment sur la droite (z) un réseau de
Pordre p.

La série focale de ce réseau est de Iordre 2p, et la corrélation focale
est de degré et de classe p. :

On en conclut tout de suite que, dans le cas quinous occupe :

1° La droite (u) est tangente multiple d’ordre p de toutes les
courbes enveloppes du complexe relatives & des plans passant par
cette droite; '

2° La droite (u) estaréte multiple d’ordre p de toutcone du complexe
qui a sur elle son sommet.

On peut dire d'une telle droite qu’elle est multiple d’ordre p dans le
complexe.

Ainsi, outre les droites singulieres, ¢’est-a-dire A corrélation nor-
male singuliere, qui sont chacune tangente double d’une courbe du
complexe, et aréte double d’un cone du complexe, il peut y avoir
d’autres droites qui soient tangentes doubles pour zouzes les courbes
du compléxe qu’elles - touchent, génératrices doubles pour zouws les
cones du complexe qui ont sur elles leurs sommets.

Il est clair d’ailleurs que ces singularités ne se présenteront pas en
général, car il n’arrivera pas toujours que les équations

o, Lo g

=0 =0 S =) R
du, ’ Ou, ’ Quy > du,
soient compatibles.
42. Considérons actuellement une congruence représentée par les

deux équations
S(u)=o, o(u)=o,

et, en adoptant les notations précédentes, supposons que tous les
déterminants a quatre éléments tirés du Tableau

U, U, W, U, |

i

V., Vo V; V, |’

o B " - . izid
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et que nous avons désignés par 4, g, soient nuls. Si la droite (u) n’est
multiple sur aucun des complexes /= o ou ¢ = o, 'hypothese intro-
duite revient a dire que ces complexes sont tangentssuivantla droite (u),
¢’est-a-dire définissent sur elle la méme corrélation normale.

Les deux équations
ZUiCllli: o,
2V;du;=o0

se réduisent alors & une seule, que nous représenterons par
(I) - EPidui:O.

On peut, en effet, dans ce cas, déterminer les constantes ). et p., de
sorte que I’expression
E()\Ui AR :xVi)dui
soit identiquement nulle.

En posant
htd el i Bty

= 5;,_5;,, ij::(’)zi‘duj’
et différentiant deux fois 'expression
A+ e,
les différentielles d’ordre supérieur au second disparaissent, et il reste
(2) S(xUy;+ p V) dudu;=o.

Les équations (1) et (2) définissent la série des corrélations sur la
droite () qui appartiennent & la congruence : cette série est quadratique.

On peut dire queladroite («) est une droite double de la congruence.

La série quadratique que nous venons de définir renferme quatre
corrélations singulieres. On en conclut cette propriété des droites
doubles d’une congruence :

Dans toute congruence ayant une droite double, il existe QUATRE droites
infiniment voisines de cette droite et la rencontrant.

Il est clair que, sil’on supposait tous les U; nuls, les raisonnements
précéaents subsisteraient. Il suffirait de faire p. = o. Dans ce cas, la
droite serait double dansle premier complexe et simple dans le second.
En résumé : '
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On n’obtiendra de congruence a droite double qu’en prenant I'inter-
section de deux complexes linéaires tangents, ou de deux complexes
dans lesquels une droite commune est double pour I'un d’eux.

43. La série quadratique, définie par les équations (1) et (2), peut
d’ailleurs se décomposer en deux séries linéaires distinctes ou con-
Jondues.

En posant

(3) R(du) = =R;;dudu; — (0 U;; + V) duduy,

la condition, pour que la série se décompose en deux séries linéaires,

est la suivante :
Rll Ri? }-{13 RU& Pi ¥

Ry Ry Ry Row Py |
(4) R:; Rs; Ry Ry Py =o.
: Ry Ro Ry R Py |
P, P, P, P, o |

On peut faire voir que cette hypothese correspond au cas ot les deux
complexes qui donnent la congruence sont tangents suivant deux droites
successives, en supposant, toutefois, que la droite («), que 'on consi-
dere, ne soit droite double pour aucun des deux.

L’équation (4) exprime, en effet, la condition nécessaire et suffisante
pour que, si ’on tire de (1) la valeur d’une différentielle (de du,, par
exemple), la forme R(du) devienne, par substitution de cette valeur,
une forme ternaire & déterminant nul. Or, si 'on a pris les équations
des deux complexes sous la forme-

w,= f (U4, Uy, u3),
u’*:?(uh U, U3), .
et que 'on pose
i 1:—91, l‘:—()'l> [»:—()—/,
duy 27 Ju, 577 Qusy
Ju du

hy=—

C 0y
2y —
du,

= =)
du,

)A_

\oie— =9
iy

ainsi que A
df=l dPu+ Ld*u,+ l; P u;+ F (du),

Ao =N du,+ hd®uy+ dsd* us+ @ (du),
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ou F(du) et ®(du)sont deux formes quadratiques ternaires, il est clair

que F(du)— &(du)=H'du) est ce que devient la forme quaternaire

R(du), quand on y remplace du, par sa valeur tirée de (1). Cela posé :
Les équations

expriment le contact des deux complexes suivant la droite (u) Les
équations _
dly=d)\,, dly=d,, dly=d.,

expriment que le contact a lieu, en outre, suivant la droite (& + du).
Mais, si 'on remarque que

_ . 10%(du)
dll‘—‘“ TR R d/nj__'; ”W)

AT (du) M (du) AW (du)
ddu, =0 Tddu, — odu,
Elles expriment la condition nécessaire et suffisante pour que la forme
ternaire H(du) ait son déterminant nul.

La proposition est donc démontrée.

L’introduction de nouvelles hypotheses, concernant les dérivées par-
tielles d’ordre supérieur des équations f= o et v = o, permettrait de
concevoir et d’étudier les droites multiples d’ordre p d’une congruence,
caractérisées par la propriété générale que :

Dans toute congruence ayant une droite multiple d’ordre p, il existe,
en général, 2p droites infiniment voisines de la droite multiple et la ren-
contrant.

44. Les singularités des surfaces réglées s’étudient par les mémes

méthodes. Soient f=o0, ¢ =0, ¥ =0 les équations d’une surface
réglée.
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Posons encore

gy L, &
U,' — 52[—[ V,‘ i aTQ, VVZ == thi’
= Oy O W, 0%V
v blti()ltj) Yig= duidLTj’ W= ()ui()u—j’

U (du) =32U;; duydu;,
V-fdu) =32V, du;du;,
W(du) = E\Vijduiduj.'
Formons le tableau
] u U U, T
V., V. V, V,
l W, W, W, W,

Si I'on suppose nuls tous les déterminants 3 neuf termes contenus
dans ce tableau, cela signifie qu’on peut trouver des constantes )., [y v
qui soient telles que les quantités

Ri=2MU;+ .V, +vW, (i=1,2,3,4)

soient toutes nulles.

Ce quisignifie, en général, que les couples focaux d’une queleconque
des congruences (f= o, ¢ = 0), (¢ =0,9=0), (¢=o0, f= o) appar-
ticnnent aux complexes ¢ = o, J=o0, 9 =0, ou que chacun de ces
complexes est tangent i celle des trois congruences qu’il ne contient
pas; amoins toutefois que la droite () ne soit multiple dans P'une des
congruences ou méme dans I'un des complexes. D’ailleurs, tout ce que
nous allons dire est applicable a ce cas, en admettant que une ou deux
des quantités 2, 1, v aient des valeurs nulles. Mais nous supposons
essentiellement qu’il n’y ait pas plus d’un systeme de valeurs de 2, p, v
satisfaisant aux conditions énoncées, de sorte que les équations

(1) U du;=o0, =V,duy,=o, EW,du;—o
se réduisent toujours 4 deux équations distinctes
(II) XPidlti: o, XQidlti: 0.

Nous remarquons que, si toutes les quantités R, sont nulles, le déter-
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minant que nousavions désigné par I est nul ; la droite () s’offre comme
singuliere sur la surface; mals, si nous remarquons que, en différen-
tiant deux fois
WoApg+y =0,

on trouve

sR;?u;+ R(du)=o,
ol I'on a posé

B(du) = ERI'J duiduj
et

R, =2U;+ pVi+ Wy,

comme R; =o, il reste

(2) R(du) = o.

Les équations (1) et (2) définissent deux corrélations anharmoniques
sur la droite (u), ce qui prouve qu’il y a deux manieres de déplacer
une droite en s’écartant de la droite (u) pour décrire la surface.

La droite (u) est une droite double de la surface.

En chaque point de cette droite double la surface a deux plans tan-
gents, et les deux corrélations trouvées donnent ces deux plans. Inver-
sement : tout plan mené par la droite touche la surface en deux points
de cette droite, et ces deux points sont donnés par les deux corré-
lations.

45. On peut introduire 'hypothese que ces deux corrélations coin-
cident et concevoir ainsi une singularité analogue au rebroussement
des courbes.

On exprimera cette hypothese en écrivant que, si des équations (1')
on tire les valeurs de deux différentielles (du, et du, par exemple), la
forme binaire R(du), qui résulte de la substitution, est un carré par-
fait, ¢’est-a-dire a un discriminant nul. C’est ce qu’exprime le contre-

variant double
Ry Ry Ry Ry Py Q

By BRiy Bes Ry Py Q;
1{31 R32 R33 R:}L« P3 Q%
Ry, Ri. R Ru P, Q
p, P, P, P, o o
Q Q. Q Q

—== 0.
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Il nous importe de reconnaitre a quel fait dans la situation respee-
tive des complexes f=o0, o =0, ¢ =0 correspond cette hypothese.
Nous allons faire voir que dans ce cas:

Un quelconque des trois complexes est tangent suivant deux droites
consécutives a la congruence qu'il ne contient pas.

Prenons en effet les équations

M (Ug =+ 8U;) + i/ (Vi 4 8V, v/ (W, - W) = o,
ou A, p/, v sont des constantes et qui expriment le contact suivant la
droite (z—+ du); comme on a :

A U[ —+- IJVV‘L‘ — V‘&ri =g,
il en résulte '
() eU;+e"V,;+e"W,;+20U; + woV;+veW;=o,

ol 'on a désigné par ¢, ¢’, ¢ les différences ) —%, ' —p, v —v.
Or on remarque que
OR(du)

N o £ N g Iy T
AoU;+ pdV;+voW,; = e
les équations comprises dans le type (3) s’éerivent done

= —— + U+ "V + "W, =0}

mais I’on sait qu’a cause de I’équation R,=o, ¢U; +~&"V,+ "W, est
égal a une fonction linéaire de P; et de Q;; on a donc

(3) B QBAS%U_) +aP;+8Q;,=o,

olt « et A sont deux constantes. Mais on doit avoir aussi

(4) 2P;0u;—o0, 2Q;%u;—o
et
(5) R(du) =o.

On voit que I'équation (5) est une conséquence des équations (3')
el (4). Pour qu’il y ait contact suivant la droite (w—+ ou), il est done
8
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nécessaire et suffisant que les équations (3') et (4) aient un systeme de
solutions communes, ¢’est-a-dire que le discriminant doublement bordé
- avec les P; et les Q, soit nul.

Les droites multiples d’ordre p d’une surface réglée s’obtiendraient
d’une maniere analogue A celle qui nous a fourni les droites doubles; il
suffiraitde faire porter les hypotheses sur les dérivées d’ordre supérieur.

46. Avant de terminer ce qui a trait aux singularités, nous pouvons
faire observer : 1° qu'un complexe peut avoir une congruence ou une
surface de droites multiples; 2° qu’une congruence peut avoir une sur-
face de droites multiples.

Si I'on suppose, par exemple, qu’il s’agisse de droites doubles, on
peut démontrer les propositions suivantes:
~ 1° Dans le cas d’'un complexe ayant une congruence de droites
doubles, le résean quadratique relatifa chacune des droites doubles se
décompose en deux réseaux linéaires, et les couples communs aux
deux corrélations focales de ces réseaux sont les couples focaux de
la congruence des droites doubles.

2° Dans le cas d’un complexe ayant une surface de droites doubles,
le réseau quadratique relatif & chacune des droites doubles est singu-
lier, ¢’est-a-dire que son discriminant est nul. Dans I'espace non eu-
clidien représentatif, il lui correspond une quadrique infiniment aplatie
dont le plan représente une corrélation. Cette corrélation est la corré-
lation de Chasles pour la surface de droites doubles.

3° Enfin, dans le cas d’une congruence ayant une surface de droites
doubles, la série quadratique se décompose en deux séries linéaires
ayant une corrélation anharmonique commune; cette corrélation est la
corrélation de Chasles, relative i la surface des droites doubles.

Ce que nous venons de dire sur les singularités nous sulfira pour le
but que nous nous proposons.

V. — Sur les systémes de coordonnées des lignes droites.

47. Des le début de ce travail, nous nous sommes placé & un point
de vue général en ce qui concerne les coordonnées des lignes droites.
Il est aisé de concevoir que, par un choix convenable de ces coordon-
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nées, on puisse faire prendre aux résultats généraux que nous avons
trouvés des formes diverses.

Alnsi, par exemple, si I'on considere la corrélation anharmonique
qui, sur une droite Oz, a pour équation

s —C=Ktang(6 — ),

on voit que (£, «) sont les coordonnées du point central et du plan
central de la corrélation. Si 'on cherche Ia condition d’involution avec

la corrélation
5'= A tang?0/,

on trouve la relation, remarquable par sa simplicité,
A -+ K + {tangx = o.

Appliquée aux propriétés infinitésimales du premier ordre des com-
plexes, cette formule en est la traduction métrique. ,

Elle fait connaitre le parametre de distribution des corrélations du
complexe quand on connait leur point central et leur plan central.

48. Egalement pour les congruences.

Veut-on trouver pour expression des propriétés infinitésimales du
premier ordre des congruences la relation angulaire de Sturm : il suffit
de prendre a, b, p, g pour coordonnées de la ligne droite.

On peut supposer que Oz est une droite du systéme. Par un point
A(dx, dy, z) infiniment voisin de Oz, il passe une droite [A] infiniment
voisine de Oz. Soient da, db, dp, dgq les coordonnées de cette droite ;

on a
dx = sda + dp,

dy = s5db - dq.
Les équations de la congruence donnent du reste, en général,
dp = pyda —+p,db, dq-—q,da+q,db,

d’ott 'on déduit, pour 'expression du moment de la droite [A] par rap-
port a Oz,
2 9~ {x [y — D, dy?
dadg — dbdp = 71%qui ! J,L_(ifll_h]_);(%}_".
S+ (P1+ q2) 5+ Piga— paq
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Cette expression de la forme fondamentale conduitimmédiatement an
théoreme de Sturm. Appelons ¢ I'angle de la droite [A] avec le plan
z0A, et posons

dx =pcose, dy=—psing,

ol p désigne la distance du point A a la droite Oz; on a .

: dady — dbdp
sifie QU &= ———— et g

done

e dady—dbdp  q,c08*0 -+ (q,— p,)cose sine — p, sin%o
o P a P4 (prL+g2) 3 Pigs — P2

Un second point A’, pris dans le plan mené par A perpendiculaire-
menta Oz, donne I'équation analogue (ol ¢, p’, ¢" désignent les quan-
tités analogues a ¢, p, 0),

\
+ (g2 — p1) cos ¢’ sing’ — p, sin*e’

eI

v

T (‘0‘929
ok (Pr+g3) 3 F Piga— Pada

-3
et en ajoutant

__ q1(cos®9 + c08%¢") + (¢ — p1) (COS9 Sing + cosy’ sing’) — p, (sin?¢ + sin?
=

o)
.

P = (P1+¢2) 5 - PrGa— P2y

Désignons par P le point ol Oz est rencontrée par le plan qui lui

est perpendiculaire et qui contient les points A et A’. Si les droites PA,
PA’ sont rectangulaires, il est clair que

Gl
2

0 ! - .
9

la formule précédente devient

!

0

2 @ 41— P2
— e = - "
[ B4 (P1+ ¢2)5 + P19 — Paqa

i [

/)

Si dans cette derniere relation on suppose z constant, on obtient une

proposition un peu plus générale que celle de Sturm, et exprimée par
I’équation

’

= —— const.

’0!(0

0|l o
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1l est aisé de voir que les racines de I'équation
P (p1+92)5 +P1gr— P21 =0

sont les coordonnées z, et z, des foyers; de sorte que, si I'on désigne
par F, et F, ces foyers, le dénominateur de l'expression de la con-
stante est le produit PF, PF,.

M. Kummer a introduit la quantité

PI, PF,
dans la théorie des congruences, sous le nom de mesure de la densité.
Si 'on désigne par © cette mesure, on a pour expression de la constante

de Sturm
(g4 -7p2)®.

Voici donc le théoreme de Sturm généralisé, tel qu’il résulte de la
formule (/).

" Enun point P d’une droite A d’un pinceau (congruence élémentaire),
on éléve deuzx perpendiculaires PA, PA’ a cette droite rectangulaires entre
elles, on s’ écarte sur ces perpendiculaires a partir du point P de quantités
PA =p, PA' =/, et l'on désigne par < et ¢ les angles infiniment petits
que font respectivement avec les plans AA, A'A les drottes du sysiéme qui
passent par les points A et A'.

¢/ v : ;
1° La somme des rapports %, ~ est constante quand, le point P restant
v

Sixze, les droites PA et PA’ restent rectangulaires entre elles et avec A.
2° Lorsque le point P se meut sur la droite A, la valeur de la constante
reste toujours proportionnelle a la mesure de la densité au point P.

L’équation

€
- = -
P {

®

F — ((]1 _pQ)@’

e

qui exprime le théoreme précédent, permet encore de faire voir le lien
qui rattache la proposition de Sturm a une proposition de M. Bertrand,
concernant Jes congruences formées des normales & une méme surface.

En effet, il est presque évident que les angles «, et «, que font avee
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le plan z0« les plans focaux du pinceau sont donnés par I’équation
q1€08%¢ - (g, — p;) cose sine — p, sin®e = o.

Or la condition nécessaire et suffisante pour que tang«, tango, = —1,

¢’est-a-dire pour que les plans focaux soient rectangulaires, est la sui-

vante :
(/1 — }')2 == )

Elle exprime que la constante de Sturm est toujours nulle.

Mais, pour qu’une congruence soit formée des normales & une méme
surface, il faut et il suffit que les couples focaux soient rectangulaires
pour toute droite du systeme; donc enfin :

Pour gqu'une congruence soit formée de normales a une méme surface,
il faut et il suffit que la constante de Sturm soit nulle pour toutes les
droites du systéme, pourvu qiion ne suppose pas qu’un des foyers soit con-
stamment a l’infini.

(’est, sous une autre forme, la proposition de M. Bertrand.

VI. — Représentation linéaire des surfaces.

49. Cest encore par une considération analogue, c’est-a-dire par
’étude d’une congruence & I'aide d’un systeme particulier de coordon-
nées, quon peut rattacher aux théories précédentes la transformation
célebre d’Ampere.

Dans le cours professé & la Sorbonne durant I'hiver 1881-1382,
M. Darboux a fait voir que la transformation d’Ampere conduisait, pour
les surfaces transformées, 2 une équation des lignes asymptotiques
privées du terme en du dy.

Sur ses indications bienveillantes, nous avons cherché si les prin-
cipes que nous venons d’exposer ne contenaient pas la raison générale
de ce fait. Rien de plus aisé, tout d’abord, que de reconnaitre que la
transformation de contact trouvée par Ampere établit une correspon-
dance entre les couples (a, &) d’une surface, et ceux d'une droite I
située a l'infini, dans I'un des plans z02 ou z0y, selon que 'on prend
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p ou g pour variable indépendante. D’aillcurs, cette correspondance
s’établit géométriquenrent ainsi qu’il suit; et pour généraliser tout de
suite nous traiterons I comme une droite 4 distance finie.

Au point @ de la surface, menons le plan tangent «; ce plan coupe
au point p la droite I'; par la droite I et le point @, on mene un plan w;
d’aprés nos notations, (p,»®) est un couple de la droite I : ¢’est celui
qui correspond au couple (a, a) de la surface. -

La droite pa engendre donc une congruence dans laquelle une des
nappes de la surface focale’se réduit & la droite I. Les deux séries de
développables de la surface sont ici : 1° les cones circonscrits a la sur-
face suivant des courbes S et dont les sommets sont sur I; 2° les tan-
gentes aux sections planes R faites par des plans passant par la méme
droite I. :

D’apres la théorie générale, et comme cela est presque évident ici,
les courbes R et S forment sur la surface que l'on considere deux
réseaux conjugués.

Nous avons donc la un moyen de tracer sur une surface quelconque,
et sans intégration, deux réseaux conjugués.

Supposons que & et soient deux parametres qui fixent, le premier,
la position du point p sur la droite I, le second, celle du plan = autour
de la méme droite. Si 'on prend pour variables indépendantes ¢ et 2,
et qu’on exprime les coordonnées d’un point quelconque de la surface
en fonction de ces parametres, les courbes S et R auront respecti-
vement pour équations

{ —const, A = const.

Or I’équation des lignes asymptotiques sera alors la suivante :
AdZ2+ 2Bdidh + Cdi?>— o;

les directions (d¢, d)), (0, &%) sont conjuguées si I’équation suivante
S S g

est vérifiée,
(AdL + Bd))dl + (Bdf —+ Cd))dh = o.

Nous devons exprimer que d§ = o0, 0% = o sont deux directions conju-

guées, ce qui donne
B g )
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Done, I'équation des lignes asymptotiques est ici
Adg?+ Cd)i2 =o.

On voit bien qu’elle ne contient pas le rectangle.

50. Ces considérations nous ont conduit & un choix particulier de
variables indépendantes dans les surfaces dont 'emploi ne serait peut-
étre pas sans utilité. Supposons que I ait été pris pour axe Oz; une
droite quelconque du complexe spécial dont I est 'axe a pour équation

(1) ‘y:;;)w, 5=0— pa.
Si l'on envisage la congruence des droites de ce complexe tangentes a
une surface, les coordonnées £, %, p de ces droites sont liées par une
équation
F(& 2 p)=o.

Réciproquement,.loute équation de cette forme détinit une congruence
de ce complexe spécial, et, tant que p entre dans I’équation, on a une
surface focale effective qui se trouve ainsi représentée par cetle équa-
tion.

On peut Iécrire
(2) = (LX)

Il est aisé de trouver 'expression des coordonnées du couple (a, «)
qui correspond sur la surface représentée par ’'équation (2) au couple
(¢,2) de la droite Os. Faisons d’abord X constant, en adjoignant aux
équations (1) la suivante

(3) d{— xdp.=o0;

on a le point ou la droite (1) touche la surface.

Posons

du 4 O
()_C_l, ()—)\_Q7

on a, puisque ici dk = o,
dp—= PdC.

Le point @ a donc pour coordonnées

() r I

])

>
-
'
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Le plan o est tangent au cone circonscrit dont (o, 0, &) sont les
coordonnées du sommet : en prenant, avec Monge, pour coordonnées
de ce plan, p, ¢, u, auquel cas il a pour équation

: s—=px+qy+u,
on trouve

(2) p=—p+rQ, ¢g=—0Q, u==L
Le couple (ax)est ainsi completement défini.
51. Formons I'expression

ap da + oq dy;
des réductions conduisent a I’expression simple
li)(dP8§—~d)\8Q).
Nous poserons

Qz—%, Si= —
a¢? 102N 022’

R=

ona
dP =Rd{+Sd\, 5Q =S8+ T;
il vient done

Sp da —+ dq dy = %, (RdZ3%—Tdx 8.
Iéquation des lignes asymptotiques est donc simplement
Rd?—Td) = o.
Cette forme permet, dans une infinité de cas, d’intégrer completement
I’équation des lignes asymptotiques, ou de laramener aux quadratures.
52. Supposons, par exemple, qu'on prenne les surfaces
5= Ax*y?

ol A, o, f8sont des constantes quelconques. On trouve que I’équation
correspondante entre 2, ., & a la forme

p=A'Crh,

L’équation des lignes asymptotiques est

de\? i \?
p(p -—1><?’> :'c]<f/—l><7'> )

9
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qui a pour intégrale
,;i \//u/1~1; )\i\/{/((/-—lj o COHST,.

La condition de réalité des lignes asymptotiques est la suivante
py(p—1(g—1)>o,
ou, comme A, «, 3, A’, p, ¢ sont liés par les équations

pP—1

P

n—1
A,’[)Al’—1:< >1 s a(p—1)=qg—1, B(p—1)+qg=o,

on en déduit, pour la condition de réalité,

aB(a+ B—1)>o0.

On constate ainsi, par exemple, que les lignes asymptotiques des sur-

faces
T

ou /, m, n sont des nombres entiers positifs, ne.sont jamais réelles.

53. L’application de la méme représentation aux surfaces de révo-
lution conduit a ce résultat que la recherche des lignes asymptotiques

d’une surface de révolution se ramene toujours aux quadratures.

Voici comment : supposons que Oz soit ’axe de révolution, et que

I'équation qui exprime que la droite
s=(+x li.ange
du plan des z0x touche la méridienne soit
Sf(& —tang0) =o,
I’angle ¢ que fait avec Oz la droite

y=Aix, s=(—px

avant pour tangente ———-.
yant p gente ==

L’équation qui répond a la surface de révolution est la suivante

dl—
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ou, en pOSﬂl’ll

=BT B
on a
(% p) =o0;
du reste,
0 0 ¢
P :xﬂ\/l"‘)‘z’ )2 50
(1-22)2
on a posé
/[‘25 ey b
d’;z =g

L’équation des lignes asymptotiques est ainsi

=+ g e s
—\/P di= I—i—)\‘l’

arctangl:*‘/\/% dg.

Comme p est une fonction de & définie par I’équation f(&,p) = o, le
probleme est bien ramené aux quadratures.

Ce résultat est, du reste, bien connu; mais il est peut-étre curieux
gqu’on puisse le déduire d’une transformation analogue a celle ’Am-
pere. ,

On voit que, lorsque la méridienne est algébrique, I'équation s’'inté-
grera généralement par les fonctions abéliennes.

Le cas le plus étendu out le probleme général des lignes asympto-
tiques se raméne immédiatement aux quadratures est celui out R et T
sont de la forme

ou

(% 1) 81(2) 82 (),
(% 2) Ry (8) B (M)

car, dans ce cas, les variables se séparent.

5%. Lorsqu’on envisage une corrélation supérieure sur la droite Oz,
il lui correspond sur la surface une courbe.

Par exemple, & une corrélation anharmonique quelconque il corres-
pond une courbe telle que, si par quatre quelconque de ses points on
meéne des plans contenant Oz, et les plans tangents & la surface en ces
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points, le rapport anharmonique des quatre premiers plans est égal a
celui des points suivant ]esquels Oz est rencontré par les plans tan-
gents a la surface.

Si la surface est réglée, il est clair que chaque génération rectiligne
sera représentée par une corrélation anharmonique.

Supposons, s’il est possible, qu’une ligne asymptotique soit repre-
sentée par une corrélation anharmonlque.

Cette courbe jouira de la propriété suivante :

St par quatre quelconque de ses points on méne quatre plans contenant
la droite Oz et les plans osculateurs en ces points, le rapport anharmo-
nique des quatre premiers plans égale celut des points suivant lesquels Oz
est rencontré par les plans osculateurs.

Nous sommes ainsi conduit & définir une classe curieuse de courbes,
dont nous allons chercher ’équation différentielle. Nous dirons, pour
abréger, que la droite Oz est I'axe anharmonique d’une telle courbe.

Prenons pour variable indépendante une quantité quelconque ¢; en
désignant par o', 2, ... les dérivées des coordonnées, le plan oscula-
teur a pour équation

X—x Y—y Z—z
’ ! ' 5 — 04

" NG I

Y S

| =
Appelons z, le z du point ou il coupe I’axe anharmonigue Oz; on a

xX v et

x v g __;0’

s 4

&

£ o g
Mais on a, «, 8, 7, 0 désignant des constantes,
SRR
T x4 3y’
de la I'équation différentielle des courbes ayant Oz pour axe anhar-
monique :

' L _“»U—*-?)J’ z'y
T +0y )
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Nous allons, pour intégrer cette équation, effectuer une transfor-
mation qui revient & prendre pour axe anharmonique la droite de
Pinfini du plan z = o.

Posons

Y
3 }

AR

1
Ty —> =
1= N

et regardons x,, y,, 5, comme des coordonnées rectilignes ordi-
naires. A la droite =0, y = o correspond la droite de I’infini du
plan z, = o. :

Cherchons I’équation différentielle des courbes admettant la droite
a l'infini du plan z, = o pour axe anharmonique. Prenons z, pour
variable indépendante. La valeur de z, définit un plan parallele au
plan z, = o, et, par conséquent, passant par I’axe anharmonique. La
trace du plan osculateur

— M Xy—z2)+2,(Yy+x)+...=o,
sur la droite a l'infini du plan z, = o, est donnée par la valeur du rap-
Y :
port x—}l On a done, a, b, p, ¢ étant des constantes,

ax'|+ by
PZ+qy

=413

¢’est 'équation différentielle cherchée. En posant

azx,+ by,= 5 F'(5) — 2F (z,),
ol F(z,) est une fonction arbitraire, on trouve

azy + by, = 5, F"(3,);
donc
P+ qy  =F"(s,),
d’on
pxy+qyi=F(5) + hz + p.

Mais on peut faire rentrer 1z, dans ¥/(z,), et on a finalement I'inté-
grale générale

adx .+ by,= 3 F'(5,) — 2F(5,), px,+ qyi=F'(z) + p:
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En remplacant x,, y,, 5, par

I
Xp== — > — — ST Y
! X yi xX L Y

on aura les équations générales des courbes qui admettentOz pour axe,
c’est-a-dire 'intégrale de I'équation

z oy 5 .y
ax+ By | x
xl ,VI :/ . ) by

Y& + 8)/ 2"

7 l_
yll

55. Revenons aux surfaces dans lesquelles les lignes asymptoti-
ques d’une série S, sont des courbes ayant un méme axe anharmo-
nique, qu’on peut supposer confondu avec I'axe Oz des coordonnées.

Ces surfaces jouissent d’une propriété intéressante, qu'on peut en-
visager comme une généralisation d’une fort belle propriété des lignes
asymptotiques d’une surface réglée.

Nous appellerons rapport anharmonique de quatre points A, B, C, D
d’une courbe ayant Oz pour axe anharmonique le rapport anharmo-
nique des quatre plans menés par Oz et ces points, ou des quatre points
de rencontre de Oz avec les plans osculateurs en ces points.

Si une des séries S, de lignes asymptotiques d’une surface se com-
pose de courbes ayant méme axe anharmonique Oz, I'équation

Rdg—Td)i>=o0

admet une intégrale de la forme

r—a
r— 0’

C=m

ot m, a, b sont des fonctions d’un méme parametre p, qui est constant
pour chaque ligne asymptotique de la série S,. D’ailleurs, on a géné-
ralement

m(a—D>) m(h—a)(h—b)—m[a' (A —b)— (h—a)]
G—op A 0~ oy ‘

(E) dt=—

Q.
v

Désignons par (d'h,d'¢), (d’2,d’¢) les variations relatives aux
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lignes asymptotiques qui se croisent en un point; on a

dt d'e

an Tan T

car les courbes d). = o, d = o sont conjuguées sur la surface. Mais
les.lignes asymptotiques de la série S, donnent

dt  m(a—b),

. T O =By
on aura done, pour celles de la seconde série S.,

't mta—0b)

% . (h—bR

ou, en supprimant les accents,
Az m(a—0b)

BT O

Or, de I’équation (E) on tire

dt  m(a—b) m'(A—a)(A\—b)—m[ad (A —b) — b (A — a)] do
D (—by = (x—b) a

done, enfin,

am(a— b) :% +m'(h—a)(h—b) —m[a'(h— b) — b (X —a)]=o.

En remarquant que a, b, m sont des fonctions de p, on a une équation
de la forme

d\
- T 8@+ h(p) A+ k(p)=o0:

{

¢’est une équation de Riccati.

De la ce premier résultat, que les lignes asymptotiques de la
série S,, ainsi que célles d’une surface réglée, dépendent d’une équa-
tion de Riccati. Soient ‘

f1(p)s S2(p)s S3(p)s Sfulp)

quatre solutions de cette équation, et

A=/fi(p), 2=/2(p), 2=/3(p)y A=fi(p)
les équations en coordonnées A et p de quatre lignes asymptotiques

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 XV 7 -4



72 G. KOENIGS.

de la seconde série S,. Faisons

Cela revient a chercher les quatre points A,, A,, A;, A,, ol une méme
ligne asymptotique de la premiere série est coupée par ces quatre
lignes asymptotiques fixes. Or le rapport anharmonique de ces quatre
points est égal au rapport anharmonique des quatre valeurs de 2 qui
lui correspondcnt ¢’est-a-dire a

J1(po) — f2(po) . f3(po) —/2(Po).
J1(po) —Su(po). " f5(po) — fu(po)’

et c’est une propriété caractéristique de I’équation de Riccati que ce
rapport anharmonique soit indépendant de p,. Donc :

Une surface étant donnée, dans laquelle les lignes asymptotiques d’une
série S, ont un méme axe anharmonique, le rapport anharmonique des
quatre points suivant lesquels quatre lignes asymptotiques fixes de la
seconde série S, coupent une quelconque des lignes asymplotiques de la
série S, est constant.

VII. — Etude particuliére d'un systéme quadruplement orthogfonal.

56. Nous avons, des le début, trouvé pour expression du cosinus
de 'angle de deux corrélations ¢,
) OM
o "
; ;
COS([, t,) _ - '—,4.——1"—_'
2 /M ()M ()
En particulier, le cosinus de 'angle de deux correlatlons coordonnées,
c’est-a-dire de deux corrélations pour chacune dequelles toutes les
coordonnées sont nulles, sauf une (¢, pour l'une, # pour I'autre), ce
cosinus a pour expressien
COS(OC B) '—_*'
T M Mg

Nous poserons ~
Mo, — m2;
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on a ainsi

M(du) = m?du} + m}du2+ m?du? + m2du?
-+ 2mymydu,du, cos(1, 2) 4+ am, mydu, du, cos(1, 3)
4= 2mym,du,du, cos(1, §) + 2mymydu,du, cos (2, 3)
~+ 2mym, dus du, cos(2, 4) + 2mym, du, du, cos (3, 4).

~ Des considérations analogues & celles que M. Somoff a développées
dans sa Cinématique (Theoretische Mechanik, T Partie, p- 147)
nous permettraient de puiser dans I'expression précédente une série
d’analogies nouvelles, entre le moment élémentaire et le carré de la
distance de deux points consécutifs. :

Mais nous supposerons, tout de suite, que M (du) soit privée des
rectangles, ce qui est la condition nécessaire et suffisante pour que
les corrélations coordonnées soient orthogonales deux & deux. Une
substitution linéaire permet toujours cette réduction pour une droite
déterminée de Iespace, car, dans ’espace non euclidien représentatif,
il y a une infinité de tétragdres conjugués par rapport a la quadrique
fondamentale.

L’angle de deux corrélations a, dans ce cas, pour cosinus

: SmEit;
cos(¢,t') = _#‘h’ :
VEmEtZ Tm2ie?
En particulier,
m;i,
COS(t, ’1) = ——é)
\/Z m}t?

d’ot1 'on déduit
€os (¢, ') = cos(¢, 1) cos(¢,1) + (cos ¢, 2) cos(¢,2)
=+ €08 (¢, 3) cos(¢,3) -+ cos (¢, 4) cos (¢, 4).
De la ce théoreme :

Le cosinus de I’angle de deux corrélations égale la somme des produits

des cosinus des angles de ces corrélations avec quatre corrélations ortho-
gonales deux ¢ deux.

En particulier, si # = ¢,

1= c0s?(¢,1) -+ €08%(¢, 2) + cos?(¢, 3) -+ cos?(¢, 4).
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La somme des carrés des cosinus des angles d’une corrélation, ayec
quatre corrélations orthogonales deux a deux, est égale a Uunite.

57. Il n’est généralement pas vrai que, si un systeme de coordonnées
réduit la forme M (du) pour une droite déterminée a ne contenir que les
carrés des différentielles, cette réduction s’étende a toutes les droites
de I’espace.

Mais on peut se proposer de savoir si de tels systemes existent.

Les hypotheses portant sur les coefficients de la forme quadratique
caractérisent les systemes de coordonnées correspondants, et ces hypo-
theses, d’apres les recherches_générales de Riemann, Christoffel, Lip-
schitz, ete., sont limitées par D'existence de certaines formes cova-
riantes qu’on déduit de la proposée par des différentiations. C’est ainsi
que nous verrons qu’il n’existe pas de systemes de coordonnées ra-
menant M(du) & avoir des coefficients constants.

Mais il existe des coordonnées quadruplement orthogonales, ¢ est-a-
dire pour lesquelles la forme quadratique est privée des rectangles des
différentielles pour toutes les droites de ’espace. Dans ce cas, les équa-

tions ,
u,—= const., w,=—const,, u;=const., u,= const.

représentent quatre séries de complexes, telles qu'un complexe de
chaque série passe par une droite de I'espace, et que les corrélations
normales de ces complexes y sont orthogonales deux & deux.

Nous allons, dans ce qui suit, étudier un systeme quadruplement
orthogonal particulier, qui nous conduira 2 faire voir comment la
théorie des complexes linéaires peut étre déduite des recherches de
M. Darboux sur le systeme de cercles et de spheres, et comment aussi
on peut y puiser une extension de la représentation de M. Lie, des

lignes droites par des spheres.

58. Prenons pour coordonnées de la ligne droite les constantes
u,, uy, s, u, de ses équations, mises sous la forme

/

2 =1+ uy\—1)5 — ug+ w\/—1,

v ==ty + uy\/— 1)is - my= gyy—1,
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La condition de rencon tre de deux droites (), («') s’écritsymétrique-
ment

(1) ’ S(u;— w;)*=o.
En posant

7[\ == —(»—(zq -+ ugg//l_l>2+(lla+ Uy — 1)2’

la forme fondamentale a pour expression
M (du) = ) S du}.

Le systeme de coordonnées que nous considérons est done quadru-
plement orthogonal.

L’équation générale des complexes linéaires, dans ce systeme de
coordonnées, prend la forme

(2) 2(u;— a;))?—R2=o.

Dans le systeme de coordonnées qui nous occupe, un complexe li-
néaire s’offre_donc comme une sphére dans un espace & quatre dimen-
stons.

M. Klein, par un proecédé différent, est arrivé a un résultat analogue.

Cette remarque permet de rattacher aux travaux sur les systemes
de cercles et de spheres les propriétés des complexes linéaires.

En faisant R* = o, les équations (1) et (2) coincident. Un complexe
spécial s offre ainsi comme une sphere de rayon nul.

59. L’équation générale des complexes linéaires qui admettent pour
conjuguées deux droites (u') et («”) est évidemment la suivante

(3) AE(w— u)?+ 2 (u;— u)=o.

En identifiant (2) et (3), on aura la condition pour que les droites
(') et (u”) soient conjuguées par rapport au complexe linéaire (3).

On trouve ainsi
A+p Aui+pui  ASuP+ pSup
o a; T Za2—RE

de ces équations on déduit sans peine les suivantes

S(u;— a;) (i— a;) =R2,

Mu;— a;) + p(ui— a;) = o;
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on en tire
A
— = 2(uj—a;)*=R?,
]
— ;—' S(uj— a;)?=R?,
d’otr ,
S(uj— ;) S (uj— a;)? = R4,
Ainsi :

La transformation par polaires réciproques, relativement & un com-
plexe linéaire donné, s'offre comme une transformation par rayons vec-
leurs réciproques dans un espace & quatre dimensions.

60. Il peut étre intéressant d’interpréter les valeurs infinies de
Uy, Uy, Us, uy. Elles correspondent aux droites de I'espace qui rencon-
trent la droite de I'infini du plan des x0y. Ces droites forment done un
complexe spécial. AppelonsI la droite & I'infini du plan des 2 Oy; des
formules précédentes, ot 'on fait «j=a,, on conclut que la droite dont
a,, a,, a,, a, sont les coordonnées est la polaire de la droite I par
rapport au complexe linéaire défini par I'équation (2).

De méme que le centre d’une sphere est I’élément corrélatif de
Pinfini, la droite (@) est I’élément corrélatif de I'infini, qui se trouve
représenté ici par le complexe spécial dont I est ’axe : on peut dire
que la droite (a) est la polaire de I'infini.

Lorsque le centre d'une sphere est 4 I'infini, on sait que son équa-
tion se réduit au premier degré. De méme ici, la polaire de Iinfini
étant & linfini, a,, a,, a,, a, sont infinis, et I’équation du complexe
linéaire se réduit au premier degré. Mais comme, dans ce cas, la droite I
rencontre sa polaire, elle appartient au complexe.

L’équation générale des complexes linéaires qui contiennent la
droite I est donc la suivante

= biui— G=— (075
Si les constantes & sont nulles, 'équation
=0

représente Iinfini, c’est-d-dire le complexe spécial des droites qui ren-
contrent la droite 1.
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61. La corrélation normale d’un complexe linéaire a pour coordon-
nées des quantités proportionnelles 4
Uy — A1, Uy— Gyy U3— Az, Uy — Ay
L’angle de deux complexes
E(lti—— di)g—‘ Rg = 0,
S(lti— Z)Z)Z"-‘ R2=0o

a donc pour cosinus

cost = ,,,;(ui—ﬁ a;) (u;— by)
\/E(l‘i—" Ql.)zz(ui_ bi)Q,

en appelant angle de deux complexes I'angle de leurs corrélations -
normales.

La droite (x) appartient aux deux complexes, et, en ajoutant leurs
équations, on trouve

22 (u;— a;) (u;— b)) =R*4-R?— = (a;— b,)?,
donc
R?+ R — 3 (a;— b;)?
2RR '

cosh =

Ceci montre d’abord que deux complexes linéaires se coupent sous le
méme angle suivant toutes leurs droites communes.
La condition de contact 6 = o, ou § = n donne

(R=R')"— =(a;— b;)*=o.
La condition d’orthogonalité est, au contraire,
R24+-R2— Z(Cli— /),')2: 0.

Comme I’équation d’un complexe linéaire dépend de cinq constantes,
on conclut que cinq conditions suffisent pour le déterminer; par
exemple : cing droites; une droite, et un couple de droites conju-
guées; étre’tangent & cinq complexes donnés; étre orthogonal & cing
complexes linéaires donnés, ete.

Nous allons examiner ce dernier probleme.

62. Soient

Sy=051 Ba =95 n8s=10;, By=0, S;=0,

ou
Bp=— (u;— a],,,')2——R,2,
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les équations de cinq complexes linéaires donnés; nous poserons

- 2 2 2.
kp,q=Z(ap,i— q,:)*— R2—RJ;
1

de sorte que le cosinus de I’angle des complexes S, et S, aura pour
expression

~ kpq

enlB) = SRR

La méthode employée par M. Darboux dans la recherche de la sphere
orthogonale & quatre spheres données (Annales de I’Ecole Normale,
1872) est intégralement applicable 4 la question que nous nous
sommes posée.

En augmentant d’'une unité le nombre des variables, les formules de
M. Darboux trouvent ainsi une interprétation dans la géométrie des
complexes linéaires.

(’est ainsi qu’on peut mettre I’équation du complexe linéaire ortho-
gonal A cinq complexes linéaires donnés sous la forme élégante

¢ () =32 — Kp,qitpiig=0

ot les quantités p. sont liées aux coordonnées w de la ligne droite par
les équations
Zap,itp
;= 2
0 Z{J'/)
14

En appelant A le diseriminant de la forme o(p), et &, ce discrimi-
nant bordé par les quantités 1, 1, 1, 1, 1, 0, on trouve '

A+ 2R?A,—o.

Or, quand un complexe linéaire spécial est orthogonal & un com-
plexe linéaire, son axe appartient a ce complexe. On voit par la que
A= 0
est la condition nécessaire et suffisante pour que les cinq complexes

proposés aient une droite commune.

L’équation A, = o exprime que la droite I et ses conjugués par rap-
port aux cinq complexes linéaires donnés sont six droites d’'un méme

complexe linéaire.
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63. Soient six complexes linéaires S,=o0, S;=o0, ..., S4=o0;
cherchons la condition qui doit étre remplie pour qu’ils soient ortho-
gonaux a un seplieme complexe S = o. :

La condition d’orthogonalité

R+ R*—Z(ap,i—a;)*=o0

peut s’écrire en posant
H,=R}—2a;,,
13

S T
R*—2a}—2a,,a,— 2ap20,— 2a, 30;— 20, ,a,+ H,—o.

Or, sil’on pose

2a, _ 2a, _ 2a; _ 2a, R*—Za} 1
—ay  —ay —dy =0 oy -_%7
cette équation s’écrit
(e) Ap1 %~ Ap 2ty —+ Ap 3%+ Ap %+ %5+ Hpas—=o0,

tandis que ’équation du complexe orthogonal devient

og D UF oy Uy~ Oy Uy~ A3 Ug —+ oy Uy, — Oy = O,

Pour que les six complexes proposés soient orthogonaux 3 un méme
complexe linéaire, il faut et il suffit que les six équations homogenes (¢)
soient compatibles. Il faut et il suffit pour cela que le déterminant sui-

vant soit nul
1 oay ap a a, Hy

I @y @y Ay ay H,

I as Qg az a1,

== O3
I @y e s an H
I @, ay ap ay Hs
I ag Qg Qg ag  Hg
TrtorimE. — Pour que six complexes lincaires soient orthogonaux

a un méme complexe lincaire, il faut et il suffit qu’il existe entre les pre-
muers membres de leurs équations une relation linéaire et homogeéne.

Cela résulte immédiatement de la condition que nous venons de
trouver.
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TukorimE. — Etant donnés sept complexes linéaires tels qu'tl n’existe
pas de complexe linéaire orthogonal a la fois a six d’entre eux, il exis-
tera entre les premiers membres de leurs équations une relation linéaire et
homogeéne, dans laquelle aucun des coefficients n’est nul.

Soit, en effet, la relation identique
Su?—2a,, Uy — 20, Uy — 20, sUs— 2, U, — H,— 5, =o.

En éliminant Su], — 2u,, — 2u,, — 2u;, — 2u,, —1 entre les sept
relations qui affectent cette forme, et qu’on obtient en faisant
p=1,2,3,...,7, on trouve le déterminant nul :

1@y @y az ay I S
I Gy (yy Ay ay H, S,
I @y Ay as as Hy S
1oay ay as a, W, S, |=o.
I as, sy sy as, Hg Sy

I Qg Qga ez Qg Hs; S

T @y @y @y an Hp Sy

Ce qui prouve bien qu’il existe entre les S, une relation de la forme
Sk pBp— 0:

Si 'un des coefficients X était nul, 2, par exemple, il existerait une
relation linéaire entre S,, ..., S, et il existerait un complexe linéaire
orthogonal & la fois aux six complexes S,=o, ..., S¢=o0, ce qui est
contre ’hypothese. i

64. On en déduit que, si 8,, ..., S, sont six complexes linéaires non
orthogonaux & un méme complexe linéaire, I’équation d’'un complexe
linéaire quelconque peut affecter la forme

8= E;l’psp = 0.
P

Posons
( Zap,ive=Ai2yp
o p

(j) ( Z(ZCZI%J'——I{;))’]):(ZA? —_—1{2)2»}/1)’
p i L s

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 XV 7 -4



SUR LES PROPRIETES INFINITESIMALES DE L’ESPACE REGLE. 81
d’ou ’on tire
ER;V)/I?, st B e Vg
Re—f - 2 o
2
[)
ou pr==i,9 3,4, 5.6 et i= 1,3, S
En posant
Rpj'[; = X'p,

et remarquant que le cosinus de I'angle des complexes S,, S, a pour
expression
e
cos = 1
(P, q) SRR,
on peut écrire encore

ot -
;\;lz[, ~+ .o,;’/xp 24 cos(p, q)
Rif A AN SR S

- [ gy
j.,C,,

R,
P
et, si 'on convient de faire cos(p, q) =1 pour ¢ =p, on peul metire
la valeur de R* sous la forme simple

Z 2,2, C08(p,q)

B 24 .

=
R,
]l

D’ailleurs, le complexe S= 106 a pour équation
E([(_,-— A,‘)?—~R2::O.

On sait qu'en coordonnées pentasphériques on définit le pointcomme
une sphere de rayon nul. Dans le cas actuel, on peut définir une droite
comme 'axe d’un complexe linéaire spécial. N

St donc les quantités 2 sont telles que le complexe S = o soit spécial,
c’est-a-dire si ces quantités vérifient I'équation

Q(z) =Zz,x,c08(p,q)=o,
on pourra envisager x,, &,, ..., x, comme les coordonnées homogenes
d’une ligne droite.

Ainsi, dans ce systeme de coordonnées, 1’espace réglé s’offre comme
un espace quadratique & quatre dimensions.

11
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65. Pour retrouver le systeme de coordonnées de M. Klein, il suffit
de supposer que les six complexes fondamentaux sont orthogonaux
deux i deux. Les rectangles des variables diparaissent de Q (), qui se

réduit des lors a
= x2.

La formule (f), ou A; est remplacé par u;, permet le passage des
coordonnées u aux coordonnées x, et inversement.
1l est facile de reconnaitre qu’en posant

R2+ R;", - E (ap,l'_— al‘)g
2RR,,

plp=

>

le complexe linéaire
S(ui— a))?— R?*=o
{

a pour équation, dans le nouveau systeme de coordonnées,

X ll’ Ly == O
P

Si on désigne par (4, p) l'angle du complexe précédent avec le
complexe fondamental S, il est clair qu’on a

Plp:cos(l,P)-

Cette équation donne une interprétation simple des coefficients de
I’équation d’un complexe linéaire en coordonnées de M. Klein.
On voit que cette équation peut s’écrire

Sa,cos(l, p)=o.
P

66. Cherchons la condition en fonction des nouveaux coefficients
pour que le complexe linéaire

%lP‘T'P:VO

soit spécial.
Cherchons d’abord la condition de rencontre de deux droites ()

et (2”). On trouve
Y 00 (2) L
Z oz, p=0

P
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Silon a
0Q(x)

ply=22) (p—ia3,.,6),
P

le complexe 3/,z, = o se composera évidemment de droites qui

P
rencontrent la droite (2’) : il sera spécial. En éliminant «, et p
(p=1,2,...,6) entre les six équations précédentes et I'équation

@ (x')y=—o0,

on aura la condition pour que le complexe soit spécial. Ainsi, en dési-
gnant par ®(Z) la forme adjointe de la forme (), I'équation

®(ly=o0

exprime que le complexe Zl;lpxp: o est spécial.

On reconnait dans ®(/) une forme générale de ce que M. Klein ap-
pelle U'ingariant du complexe.

67. L’équation

N g Q(x) ) : o
St

E_()JL‘T‘ d‘ﬁp—o,

exprime la rencontre de deux droites successives de I'espace.
Mais comme on a toujours

P
ou

Q(x)=o,

Q(z +dx)=o0,

on en déduit que

Par conséquent
Q (dx)

est la forme quadratique des différentielles dont ’évanouissement ex-
prime la rencontre de deux droites successives de ’espace.

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 XV 7 -4



G. KOENIGS.

8.

™

En négligeant une fonction indépendante des différentielles, on peut

rendre
b Q(dx)

pour la forme fondamentale.

68. Cela posé, cherchons I'expression de 'angle de deux complexes
linéaires ({) et ({); en désignant par (dx)et (d'x) leurs corrélations
normales, on sait que

; )O((M)
P Sl
gl ()Sl(d’z\
"=y d,

En désignant par ®(£) la forme adjointe de Q(2) comme précédem-
ment, on en déduit que

dedx) , ae(l) ,
Z L e a0l b

» n

T
T A Va(de) a(da) 2R e(l)

cos(L, U

Prenons en particulier le cas des coordonnées de M. Klein, ou les six
complexes fondamentaux sont orthogonaux deux a deux. Alors

@) =31

P

done
Sl

‘ P p
cos (4, 0)= o T

N J2 » Ji2
VER L
P

P

Prenons pour le complexe (/) le complexe orthogonal aux complexes
Bas Sgy <« o5 Dgp O AUra

/I

2

e [/5 iy [",‘ e e l’ﬁ o]

Maisil est clair que ce complexe coincide alors avec le complexe S,; on
a done

cos(4, 1) =

¢l, cn général,
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on en déduit
2cos?(l, g)=1.
9

Done :

La somme des carrés des cosinus des angles que fait un complexe li-
néaire avec siv complexes linéaires orthogonaux deux @ deux est égale
a lunite.

En remplacant dans 'expression de ‘cos(l, [') les quantités / et I par
leurs valeurs en fonction des cosinus des angles des deux complexes
avec les six complexes fondamentaux, on trouve

cos(l, i) =S cos(L, q)cos(l,q) (g=1,2,3,...,6).
q

Alnsi :
Le cosinus de 'angle de deux complexes linéaires est éoal & la somme
fe]
des produits des cosinus des airgles que ces complexes Jont avec six com-
plexes linéaires orthogonaux deux & deusx.

Ces deux théorémes établissent un rapprochement avee I'espace
ponctuel.

69. Avant de terminer ce qui a trait au choix particulier des coor-
données quadruplement orthogonales que nous avons fait, et apres
avoir montré comment les coordonnées de M. Klein s'en déduisent
comme une extension des coordonnées pentasphériques, nous devons
montrer encore comment on peut les rattacher i la représentation des
lignes droites par des spheres de M. Lie.

Il suffit de remarquer que, si I'on cherche a représenter par un espace
ponctuel les droites du complexe linéaire

Us=— o,

on tombe précisément sur la correspondance que M. Lie a découverte.

On peut donc considérer les coordonnées u,, w,, Us, U, comme éla-
blissant une correspondance analogue, mais cette fois entre les droites
de I'espace régle et un espace ponctuel a quatre dimeusions. Cest 'idée
qui nous guidera en dernier licu dans I'étude des propriétés infinitési-
males dusecond ordre des systemes de droites.
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TROISIEME PARTIE.

LES PROPRIETES INFINITESIMALES DU SECOND ORDRE.

I. — Etude de la forme fondamentale.

0. Nous avons, des le début, défini la forme quadratique des diffé-
rentielles des coordonnées comme une fonction de ces différentielles
exprimant par son évanouissement la rencontre de deux droites succes-
sives de 'espace. Dans la suite, nous avons vu qu’on pouvait prendre
pour cette forme le moment des deux droites u et (u + du), mais ce
choix pouvait étre fort différent. 11 ett suffi de multiplier M(du) par
un coefficient indépendant des différentielles des coordonnées. Les
propriétés du premier ordre, I’expression de I'angle, eussent conservé
leur forme ; mais les propriétés du second ordre dépendent essentielle-
ment de la variation de la forme fondamentale et, par conséquent,
de sa détermination absolue. Nous ne développerons pas, dans ee tra-
vail, ce point de vue général. '

Nous nous contenterons de donner quelques résultats relatifs au
choix particulier du moment des deux droites successives pour valeur
absolue de la forme fondamendale; apres quoi, nous chercherons dans
Panalogie ci-dessus reconnue entre les spheres et les complexes
linéaires une traduction des propriétés infinitésimales du second ordre
~de 'espace réglé.

71. Désignons par M(du) la forme quadratique qui est égale au
moment de deux droites infiniment voisines de l'espace, ainsi que
nous I'avons déja fait.

1l sera peut-étre commode de désigner sous le nom d’éloignement de
deux droites (u), (u -+ du)une quantité dont le carré soit égal aM(du).
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Si deux droites sont tracées sur une surface réglée, et qu’on prenne
I'intégrale

'f\/M(du)

entre deux droites A et B de la surface entre lesquelles M(du) reste
constamment positif, on pourra dire que I'intégrale

B
(1) " E=( VM(da)
YA

représente 1’éloignement -des droites A et B sur la surface considérée.

Si 'on se donne deux droites A et B dans un systeme de droites
(congruence, complexe ou espace réglé), et que I’on envisage les suar-
faces de ce systeme qui passent par les droites A et B, on peut imaginer
celle de ces surfaces qui donne lieu & une valeur de E dont la premiere |
variation soit nulle. La solution de ce probleme conduira a concevoir
ce qu’on peut appeler la surface geodésique du systeme.

Ce probleme offre le lien le plus étroit avec celui qui consiste &
chercher I'expression des coordonnées en fonction d’un parametre ,
de telle sorte que I’expression

. B du
(2) : b~£ M<m>d)\

-ait sa premiere variation nulle.

Les équations de Lagrange relatives a ce dernier probleme affectent
la forme générale

d oM(u IM (e

64 d du;_)k 01(1,1- ):O’
duy,
d

Par une extension du théoreme des forces vives, les équations (3)
admettent I'intégrale

ou u; =

(4) M (u') = const.

L’élimination de d) entre les équations (3) conduit aux équations
différentielles entre les coordonnées u qui résolvent le premier pro-
bleme.
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72. Supposons d’abord que nous cherchions les surfaces géodé-
siques de I'espace réglé. Les équations (3) s’integrent sans difficulté.
Prenons des axes rectangulaires et faisons coincider Oz avec la
droite A, par exemple; nous prendrons pour variables indépendantes
les constantes a, b, p, ¢ des deux équations de la ligne droite

r=as+p, y-=0s544q.
La forme M(du) a pour expression
da dg — dbdp
1+ a?-+ b?
et s

Podon . 7oh ot
1\,’[(((/)::—(—1‘(/ b])

a4+ b

2

Les équations de Lagrange sont done

d (]/ al f/"—' b!j)/

d. 1+ a*+ b S Ty ST
d )4

(3" ol

d 14 d a’
—_— —_—__ =—0 =10
\dh 1+ a2+ b2

(ZI(,—“ {)/pl_
(1 +a?+ b2)2

——=—=4-9)

B W ey el

En tenant compte de l'intégrale (4), on trouve aisément es inté-
grales de ces équations

5) ﬁ—;?_ L 7.2’7'*}“0"”):lal1g(\/1f+a:§7\>’ 4y G —ayp =7\

%y %y 8 \/7E+ %2

K

% est unevariable auxiliaire et «,, «,, 3, 7 sont des constantes expri-
mées en fonction des valeurs initiales de a, b, p, ¢ el de leurs déri-
vées relatives i la droite A de la maniere suivante

’

[ SR oy N LI ’ e N R
(6) a=a, %=by B=0b,q,+a,p, Y=a;q, by Po-

Si I'on prend pour Oy la perpendiculaire commune & A et & B, et si
’on fait correspondre % =12, a la droite B, en désignant par A et 0 la
plus courte distance et I’angle aigu des droites A et B, on a

0+ n= (0 -+ nm)
o kAT BT

(6’) gy == —— oy == 0, 3= o, o
Ay M
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(n est un entier quelconque). Les formules (5) deviennent

(7) i a:tang(ﬁ-{—nn)%, b =0, p—o0, (/:h%-
1

On en déduit

x Y 3
(8) Z~tangh(0+n )
On reconnait la 'équation générale des hélicoides gauches que 'on

peut faire passer par les droites A et B. Ainsi :
Les hélicoides gauches sont les surfaces géodésiques de I espace régle.
Ils se présentent comme analogues de la ligne droite dans I'espace
‘ponctuel. En sorte que, tandis que le déplacement qui fait décrire a
un point de I'espace la ligne géodésique est un déplacement rectiligne,

celui qui fait décrire 4 une droite la surface géodésique de I'espace
réglé est un déplacement hélicoidal.

73. Il est naturel de rechercher si les hélicoides correspondent a
une propriété de maximum ou de minimum relativement I'intégrale

S v,

Il suffit d’étudier le signe de la variation seconde.
Partons des équations

a=tang}, b=uaf(X), p=2PLoe(X), ¢g=hX+y¢(),

qui, pour & = f3 =7 = o, représentent un hélicoide gauche passant
par Oz et par la droite dont les coordonnées sont @ = tang,, b = o,
p =0, g =hl,, pourvu que les conditions suivantes soient remplies

f(o):O, '?(0)207 k‘?(O)*_—_O’ 1f()‘9>:O9 (P()\O):O’ ‘P(Xo):O;
on a

dadg—dbdp _ h -y (L) —aB f/(X) o' (1) cos*)
1+ a0 L=+ 2% f2()) cos? A

X v
b — C SRy V(M) —aBf (A) 9 () cos?h
3 _f\/M(a’u) Hfo \/ 1+ 9% /() cos*A &

12

e,

d’ou
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Attribuons d«, £, 7 la valeur zéro, I sera égal a la valeur I, relative
a I'hélicoide. Si «, 8, v sont tres petits, I sera la valeur de 'intégrale
relative & une surface infiniment voisine de ’hélicoide, et I — I, sera
la différence de ces intégrales dont il faut étudier le signe.

Le radical qui multiplie ) sous le signe somme, en posant

o \/
ey ,,,(,)‘j Ly — = - [a h f2()) cos?h - 2= ") + a8 f1()) u’()) (:052)\}
2y % 2vh L 4h
se développe par la formule
i+ Tyt .o
De la, en remarquant que I, = x/hd» —= Ay,

'0|/
o= (f md>\-|—f xzd)\ffccn\,

ou ¢ désigne dans le développement du radical les termes qui ne
contiennent pas de termes en «, 3 ou 7 4 une puissance inférieure & 3.
On se rend compte ainsi que

— — |l X AN
2y/ 'h

est une expression de la variation seconde.
En posant
ho 2 he 172
A?:f R 2 (1) cos?h d), (‘_/ YA o
0 0 4/1

(car ces intégrales sont toujours positives) et

sz:::f F1 (0 @ () cos? i,
20

on a
Lgy , L, L

Lty |
A ,) A

02
i

i

J = <J/\1 -

On peut toujours faire en sorte, parun choix def(%) et ¢ (}), que A et
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L ne soient pas nuls. Or, il est clair qu'on peut choisir o, 3, 7 de
sorte que J a1l tel signe qu'on voudra.
[l 0’y a done pas de maximum ni de minimum pour I’hélicoide.

74. Le probleme que résolvent les équations (5) conduit h une
interprétation géométrique des variables normales, introduites par
M. Lipschitz. Nous allons nous arréter un instant sur ce point.

Nous remarquons d’abord que tout hélicoide gauche mené par A
ou Oz y détermine une corrélation de Chasles.

Réciproquement, donnons-nous une corrélation de Chasles sur Oz,
prenons Iorigine au plan central et le plan central pour sz Dé-
signons par /f le parametre de distribution; I'hélicoide qui a pour
équaltion

g tang 4
g K
définit sur Oz la corrélation proposée.

On peut dire que cet hélicoide est déterminé par Oz, et par la
droite infiniment voisine de Oz qui délermine sur Oz la corrélation
proposée.

L’analogie de cet hélicoide avec la ligne droite, tangente & une
courbe dans I’espace ponctuel, est évidente.

Considérons deux droites A (prise pour Oz) et B, cette derniere
ayant les coordonnées que nous lui avons assignées au n° 72.

Des relations suivantes

M(du) =M (u") d\?==~yd )2,

qui ont lieu pour les droites d’un des hélicoides qui passent par A et

B, on déduit '
B M
R = f VI (du) = f VY dh =y/y h=yy R
A W

Maintenant la derniere des équations (6’) nous donne
E:\//L(U ~+ nT) Age
Si I’on convient de prendre constamment n = o, on a

E=\/n04,.
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Pour une droite B donnée, E est bien déterminé, ainsi que la corré-
lation que définit sur A I’hélicoide particulier passant par A et B que
I’on constdere. Réciproquement, une corrélation sur A définit un hé-
licoide, et, si on lui adjoint une valeur de 1’¢loignement E, on définit
une droite sur cet hélicoide.

Voici done un systeme de coordonnées completement analogue aux
coordonnées polaires. 1l nous sutfira de 'avoirindiqué. Il est clair que
son usage conduira a des analogies avec I’espace ponctuel. Citons, par
exemple, les complexes qu’on pourrait appeler sphériques et carac-
térisés par I’équation B = const.

75. Nous passons actuellement a l'interprétation géométrique des
variables normales de M. Lipschitz.

Les formules (6) permettent de mettre les formules (5) sous la
forme suivante

a b (0h2) g+ (ay2)p __ tangy/(a, 2>+ (b, M
(9) | (@) (81— Buh(guh) + (@) (Feh) N CANESUANE
(ao)‘)q*(b’o)‘)]):(ao)‘)(‘]ok)_(b;))‘)(po)‘)'

Ces formules montrent que a, b, p, g sont des fonctions de @}, &),
p.% g, %, qui sont précisément les variables normales, dans le cas
actuel.

Posons
ayh=u;,, bh=u,, pPyh—u; g\k=u,.

Les formules (g) deviennent

/ 3 3
s a Unq ~+ Uy p tang\/u? +— u?
= - — e £,
u y Uyt~ Uy U, 2 2
(10) 8 1 2 2 Uy 1lis Vul-+ ul
Uy — Uy == Uy Uy — Uy Us.

Les ’for'mules. (10) permettent le passage des coordonnées -a, b, p, ¢
de la ligne droite aux coordonnées normales.

Nous allons rapprocher les coordonnées normales des coordonnées
polaires, dont nous avons déja parlé.
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Posons
B o by ooy

Wy uy, uz oy’

en désignant par M(du) la forme quadratique fondamentale, exprimée
a 'aide des variables normales et de leurs différentielles; on trouve

(11) = ;/Mti(“f) VM (u) (i=1,2,3,4).

Interprétons yM(u). Quand la droite décrit un hélicoide passant par A.
on a u; — u;\, ol u; est constant. Donc

Er:v/ﬂv§TG73dk::vﬂlud)l::anzu.
0
Donc yM(x) représente 1'éloignement des deux droites A (ou Oz) et
(z) sur un hélicoide passant par ces deux droites.

Mais ¢,, t,, ,, t, sont les cooordonnées homogenes d’une corrélation
anharmonique sur A.

Les formules (11) permettent donc de passer des coordonnées polaires
aux coordonnées normales. En appelant paramétres directeurs d’une

corrélation les quantités ——=-—> ainsi qu’on le fait pour les directions,
VM(2)

on peut dire que les coordonnées normales sont égales aux produils de

Uéloignement géodésique par les paramétres directeurs d’tne correlation.

On sait que, si «, 8, 7 sontles parametres directeurs d’une direction

de droite et p la distance & I’origine d’un point de cette droite, on a
x=up, y=P, 3=1p

ces formules et les formules (11) sont compléetement analogues. Ainsi,

les coordonnées normales sont analogues aux coordonndées rectilignes

dans Uespace ponctuel.
Nous n’insisterons pas davantage sur ce point.

76. Comme application des formules (10), nous avons cherché si,
pour un systtme convenable de coordonnées de la ligne droite, la

forme
dadg —dbdp

1 -+a?-+ b?
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était réductible 2 une forme A coefficients constants. D’aprées un théo-
reme sur les formes de différentielles di a M. Lipschitz, il est néces-
saire et suffisant de chercher si le type normal du moment élémen-
taire est une forme a coefficients constants.

Nous avons caleulé le coefficient de du} dans le type normal; nous
avons trouvé une expression compliquée et qui n’est point constante;
donc : Parmi les formes quadratiques et quaternaires qui appartiennent

a la méme classe (') que
dadg — dbdp
1+ a4 b2

il i’y en a aucune qui ait tous ses coefficients constants.

77. Ce qui caractérise un espace linéaire, c¢’est précisément la pos-
sibilité de trouver une forme & coefficients constants et appartenant a
la méme classe que la forme fondamentale a laquelle on rapporte cet
espace.

Par exemple, dx?® + dy* caractérise I'espace plan et les surfaces qui
lui sont applicables : la forme da* + dy* + dz* caractérise I’espace eu-
clidien, qui est linéaire.

Ainsi, adopter pour forme fondamentale le moment élémentaire
revient & considérer I'espace réglé comme un espace non linéaire a
quatre dimensions. On sait que, chez Plicker et les géomatres al-
lemands, I'espace réglé est congu comme un espace quaa’mzzque a
quatre dimensions. On pourrait rapprocher le résultat que nous ve-
nons d’obtenir de cette coneeption.

78. Ce que nous venons de dire pour I'espace réglé est applicable
4 tout complexe ou a toute congruence. Le moment est dans un cas
une forme quadratique ternaire, dans l'autre une forme quadratique
binaire; car les coordonnées d’une ligne droite s exprlmcnt avec (rois
~ paramétres si elle décrit un complexe, et avec deux si elle décrit une

(:ongruence.

(1) Nous disons avec M. Lipschilz que deux formes des différentielles duy, ... et dvy, ...
sont de la méme classe quand une transformation faisant passer des variables « aux variables ¢
les rend identiques.
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Le calcul appliqué aux complexes et aux congruences linéaires ne
conduit pas & des intégrations aussi faciles et aussi simples que dans
le cas de I’espace réglé.

Nous nous contenterons actuellement de ces indications, pour passer
a I’étude des propriétés du second ordre, fondées sur 'analogie que
nous avons établie entre les complexes linéaires et les spheres dans un
espace a quatre dimensions.

II. — Sur les droites infiniment voisines d'une droite d'un complexe
linéaire.

79. Reprenons les coordonnées quadruplement orthogonales, qui
sont les constantes des équations de la droite mises sous la forme

& == (Uy - TU3) 5 4 (— uy—+ tuy,),

Y =(uy+tu,) s+ (  wy—ius).

Le moment de deux droites («'), («”) a généralement pour expres-

sion
= (uy— u})?

V1 (&), + iy )+ (u) + i, VI (4 + )2+ (uf + iufy )2

Un complexe linéaire passant par I'axe Oz a pour équation
(2) . Su}—aSa;u; =o,

et la condition nécessaire et suffisante pour que les droites (u'),
(u’) soient conjuguées par rapport & ce complexe s’exprime par les
équations

(3) - e

19

A2uP+ pur=o.
Les premieres équations (3) sont satisfaites-en prenant
Uy == a; — pp;,  U; == a@; —+ Aoy,

)

olt p; désigne une arbitraire qui change de valeur avec son indice. En
portant dans la derniere des équations (3), on trouve

(4) ' af -+ hpEpf=o.
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Posons
S'=3Sup—2%au;;

on trouve
S/_: P'QZPLZ— Za?;

ou, & cause de (4),

%=
(5) S =— H*za;z.
Posons
T==2(u; — ;)%
on trouve
T=(n+p)mpr=— L8 50
Ap

d’ot1 enfin

Supposons que la droite («") soit infiniment voisine de Oz, il en sera
évidemment de méme de («”), et le moment («', u”) des droites (')
et (u’) a pour expression

(v, u"y =T (1—¢?),
ou ¢ désigne un infiniment petit du second ordre.

Soit p 'ordre du résultat de la substitution de ), u), u;, «, dans le
premier membre de I'équation du complexe, quantité que nous appe-

lons §’. On a
S el e e
1__(261?) (1 ==7),

oll ¢7 est un infiniment petit de I'ordre p. Donc

g/
7 1 B
(o = <Za[?

Si p=1, ce qui est le cas général, aux infiniment petits du troi-

sieme ordre pres, on a
SN
(G ) — <‘ 2> :
Ta;?

le moment (&', u”)est du second ordre.

) =) a—en).
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Si p= 2, aux infiniment petits du siviéme ordre pres, on a

§\e
(u'yu") = <E—af 5

le moment (', w’) est du quatrieme ordre, etec.

Ainsi :

Le moment, par rapport a sa conjuguée dans un complexe linéaire,
d’une droite infiniment voisine d’une droite de ce complexe, est genc-
ralement du second ordre. Ce moment est proportionnel au carré du
résultat de la substitution des coordonnées de la droite dans le premier
membre de I équation du complexe.

ITI. — Propriétés du second ordre des surfaces réglées.

80. Soient f(u)=o0, ¢(u)=o0, ¢(u)=o0 les équations d’une sur-

face réglée. En conservant des notations déja employées, deux diffé-
rentiations successives donnent

2U;du;=o0, 2V;du;=o0, =W;du;,=o,
2U;d?u; +32U;du;du; —o,
2V;d*u; + 2V, du;du; — o,
EW,d*u; + =W, du; du; — o.

Supposons que nous nous proposions d’étudier la surface autour
d’une de ses droites prise pour axe Oz.

Désignons par U7, V!, W ce que deviennent les dérivées partielles
quand on y suppose les u nuls, et désignons par U,(du), V,(du),
W, (du) ce que deviennent les sommes U, du; du;, ...

[’équation générale des complexes linéaires tangents a la surface

sera
Sup— 22U +m V! +nW)u,—o.

Si dans cette équation on substitue les coordonnées (du-+1d*u) de
la droite de la surface infiniment voisine de Oz, on trouve pour résultat,
a cause des équations

2U00du;—o, =V{du;=o0, 2W?du;,—=o,
S'=2du} — 2(IU? +mV) 4+ nW?) d?u, + <.
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Done :

Le moment d’une droite A d’une surface réglée par rapport a sa con-
Juguée dans un complexe linéaire tangent a la surface suiwant une
droute infiniment voisine de A est du quatrieme ordre.

L’expression de S’ peut se transformer sil’on a égard aux équations
S0 us—=— Uy(du), =VidPu;=—V,(du), SWidu;—— W,(du);

on trouve
8'= S du? -+ lU,(du)+ mV,(du)+ n W, (du)+ <.

On peut se proposer de chercher s'il existe des complexes linéaires
‘tangents & la surface pour lesquels le moment soit d’un ordre supérieur
au quatrieme. Il suffit évidemment de poser

Sdu? - 10, (du)+mVy(du)+nWy(du)=o0;

le moment est alors du sixieme ordre. Parmi les complexes tangents
qui sont triplement indéterminés, les complexes que nous venons de
trouver forment un systeme doublement indéterminé. On pourrait
appeler ces complexes osculateurs.

Ils forment un systeme linéaire et ont par suite en commun un méme
hyperboloide, que nous appellerons I’Ayperboloide osculateur de la
surface.

En exprimant que le moment était du sixieme ordre, nous avons
écrit, au fond, que les droites de la surface

D, Uy==-0, Us=— O, Ug— 0, U,— 0,
D', du,, du,, du;, du,
D", adu,+ d*u,, 2dus+ d*us, 2dwd+ d*uy, 2du, + d*u,

étaient dans le complexe. Ces trois droites appartiennent donc aux
complexes osculateurs, et par suite & leur hyperboloide commun. On
retrouve ainsi la définition habituelle de I’hyperboloide osculateur.

Rappelons que les génératrices d'un méme systéme de I hyperboloide
osculateur sont les tangentes asympiotiques de la surface réglée le long
de la génératrice considérée.

La raison en est la suivante: les génératrices A d’un systeme ren-
contrent trois droites consécutives D, D', D” de la surface; chacune est
donc une tangente inflexionnelle de la surface.
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L’byperboloide osculateur s’offre ainsi comme le lieu des droites qui
en des points d’une méme génératrice rectiligne de la surface ont avec
elle un contact du second ordre.

81. On pourrait se proposer de chercher celles de ces droites pour
lesquelles le contact est du troisieme ordre.

Allons jusqu’aux quantités du troisieme ordre dans le calcul de S';
nous trouverons que le résultat de la substitution, s’il sagit d'un com-
plexe osculateur, affecte la forme

% S =E+IF4+mG+nH-4<,

ot E, F, G, H désignent des expressions du troisieme ordre. Si I'on

pose encore
E+IF4+mG+nH=o,

on définit des complexes surosculateurs pour lesquels le moment n’est
plus que du huitieme ordre.

Ces complexes forment parmi les complexes osculateurs un faisceau :
ils ont donc une congruence linéaire commune; les directrices de cette
congruence sont deux génératrices A,, A, de "hyperboloide osculateur.
Mais si I'on remarque que la derniere équation écrite, jointe a celles
qui expriment que les droites D, D', D” appartiennent aux complexes
considérés, exprime en outre que la droite (0+3du+3d*u+d*u)
apparticnt & ces complexes, on voit que :

Les droites A, et A, sont les génératrices de U hyperboloide osculateur
- qui ont avec la surface un contact du troisiéme ordre.

82. Il est clair quen exprimant que l¢ moment est du dixieme
ordre on arriverait & obtenir un complexe linéaire unique contenant
cing génératrices consécutives de la surface.

Nous n’avons rien dit des congruences linéaires osculatrices de la
surface, il est clair qu’on les obtiendrait comme intersection de deux
complexes osculateurs quelconques. En particulier, il existe une con-
gruence linéaire surosculatrice commune & tous les complexes linéaires
surosculateurs. Cest celle dont A, et A, sont les deux directrices.

Avant de terminer ce qui a trait aux surfaces réglées, nous pouvons
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parler d’une analogie avec les courbes, et qui rapproche encore les
corrélations des directions.

Les directions normales & une courbe forment un faisceau plan;
parmi elles, il y en a une qui est perpendiculaire aussi i la tangente
infiniment voisine : ¢’est la binormale.

Si 'on considére les complexes tangents & la surface proposée, leurs
corrélations normales forment un réseau linéaire (r,) dont la corrélation
focale est la corrélation de Chasles (¢,) relative a la surface.

Les corrélations normales des complexes osculateurs forment au
contraire une série linéaire (s,), comprise dans le réseau (7,); comme
les complexes osculateurs sont tangents suivant deux droites succes-
sives, on peut dire que (s,) est la série des corrélations binormales,
de méme que (r,) est le réseau des corrélations normales.

Les couples inyerses des couples focaux de la serie (s,) sont précisément
ceux qui contiennent sur la surface les droites A, et A, déja troupées.

IV. — Propriétés du second ordre des congruences.

83. Conservons les mémes coordonnées et les mémes notations que

précédemment, et soient
Jlu) =0, ¢lu)=o0

les équations d’une congruence passant par I'axe Oz.
Le systeme des complexes linéaires tangents est défini par I'équa-

tion ,
2ul—22(IU)+mVY)u,—o.

Transportons dans le premier membre de cette équation les coor-
, I 4 I 5 . . . o .
données <du + S du+ g d'u, > d’une droite infiniment voisine
de Oz et appartenant a la congruence. On trouve

S'==2(du;)? —2(IU - m V) d2u + 3,
ou
= Sdudiu — é S(IU +m VO Puit . . .,

car les équations

(e) 20du;—=o0, =2Vldu;=o
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font disparaitre les termes du premier ordre de S'. Le terme principal
de S, a cause des relations

20 duy=—Uy(du), =V diu;= — Vo(du),

devient d’ailleurs
: Z(dui)?+ Uy (du) + mV,y(du).
Donec :

Le moment d’une droite A d’une congruence, par rapport ¢ sa conju-

guée dans un complexe linéaire langent a la congruence suivant une
droite infiniment voisine de A, est geéneralement du quatrieme ordre.

L’équation
(e) 2(du;)*+ LUy (du) +mV,(du) —=o -

exprime que ce moment est du sixieme ordre. ,

Si I'on rapproche les équations () de I'équation (¢'), on voit que
le complexe linéaire tangent étant fixé, ¢’est-d-dire /, m étant choisis,
les équations (e) et (¢') définissent deux corrélations anharmoniques
(du'), (du”) de la congruence, et toutes les droites de cette congruence,
qui définissent sur cette droite 'une ou I'autre de ces corrélations,
jeuissent de la propriété de donner, par rapport au complexe linéaire
tangent fixé (/, m), un moment du sixieme ordre.

Cela permet de dire que tout complexe linéaire tangent d’une con-
gruence est osculateur suivant deux corrélations anharmoniques de la
congruence.

L’étude préalable qui a été faite des singularités permet d’expliquer
ce résultat. En effet, chaque complexe linéaire tangent détermine dans
la congruence une surface réglée, pour laquelle Oz est une droite
double : les deux corrélations (du'), (du’) sont celles qui se rapportent
a cette droite double.

Les équations (e) et (¢’) expriment que les droites successives (du),
(2du+ d’u) de la congruence (/= o, p = o) appartiennent au com-
plexe (/,m); de la cette conclusion :

Chagque complexe linéaire tangent est osculateur pour deux series de
surfaces de la congruence; les surfaces d’une méme série se raccordent
suwant U'une des deux corrélations (du') ou (du’).
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Réciproquement, donnons-nous une corrélation (du’) de la con-
gruence; I'équation i ‘

(¢") S (du})? -+ 10 (du') +mV(du') =0

exprime la condition nécessaire et suffisante pour que le moment, par
rapport au complexe (/, m) des droites de la congruence qui définissent
sur Oz la corrélation (du'), soit du sixieme ordre; ou, encore, la con-
dition pour que le complexe linéaire tangent (/,m) soit osculateur
pour 'une quelconque des surfaces réglées de la congruence proposée,
qui se raccordent suivant Oz et suivant la corrélation (du’).

Ces complexes forment un faisceau; ils ont done en commun une
congruence linéaire.

Nous parvenons de la sorte & la notion de congruence linéaire oscu-
atrice d’'une congruence suivant une corrélation donnée.

Cette congruence s'offre en méme temps comme le liew des hyperbo-
loides osculateurs des surfaces de la congruence proposee (f=0, 6=—=0],
qui définissent sur Oz la méme corrélation (du').

Le rapprochement de cette proposition de celle qui a trait aux sur-
faces ne sera peut-étre pas sans intérét. ‘

On sait gue le lieu des cercles osculateurs des courbes décrites sur
une surface, et qui sont tangentes en un point & une méme droite, est
précisément la sphere tangente en ce point a la surface, et qui oscule
cette surface, suivant la direction définie par la droite.

De méme, le lieu des hyperboloides osculateurs des surfaces réglées
d’une congruence qui sont tangentes, suivant une droite et suivant une
corrélation fixe sur cette droite, est précisément la congruence linéaire
tangente suivant cette droite, et qui oscule la congruence proposée
suivant la corrélation fixe.

On peut, en conséquence, regarder cette proposition comme I'ana-
logue du théoréme de Meusnier. '

8%. C’estici le cas de nous reporter a ce que nous avons dit sur les
surfaces focales d’une congruence.

Désignons par (a, «), (b, ) les couples focaux.

Le plan {8 touche au point @ la nappe A de la surface focale; le
plan o touche en & la nappe B.
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Une surface réglée S de la congruence est circonscrite aux deux
nappes suivant deux courbes, dont nous désignons par at et bs les
tangenies en a ct b.

Désignons également par a0 et bo les génératrices des deux déve-
loppables, respectivement circonscrites a la surface réglée et a une des
nappes de la surface focale.

Les droites at et af sont deux tangentes conjuguées sur la nappe A;
les droites bs et b sont deux tangentes conjuguées sur la nappe B.

Désignons par al et bm les deux directrices de la congruence oscu-
latrice qui correspond a la corrélation que définit, sur la droite du
systeme que I’on considere, la surface réglée proposée S.<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>