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P R E M I И R E T H И S E . 

S U R  L E S 

P R O P R I Й T Й S  I N F I N I T Й S I M A L E S 

D E  L ' E S P A C E  R Й G L Й . 

On  pourrait  faire  remonter  les  premiиres  recherches  sur  l'espace 
rйglй  au jour  oщ  l'on entreprit  l 'йtude  des  surfaces  engendrйes  par  une 
ligne  droite;  mais,  en  rйalitй,  c'estMonge qui, vers  la fin du  siиcle  der
nier,  inventa  les  systиmes  doublement  indйterminйs. 

On  lui  doit  la  proposition  fondamentale  de  la  thйorie  des  con
gruences  ( ') ,  ainsi  que  l 'йtude  spйciale  du  systиme  des  normales  а 
une  surface  ( 2 ) . 

C'est  а  Malus  que  l'on  doit  l'idйe  des  systиmes  triplement  indйter
minйs,  appelйs  depuis  par  Plщcker complexes.  Dans  son Traité d'Op-
tique,  puis  au  Tome  XIV du Journal de l'École Polytechnique,  Malus 
йtudie  les  systиmes  gйnйraux  de  droites,  dans  lesquels  tout  point  de 
l'espace  sert  de  dйpart  а  l'une  d'elles  :  i l  y  dйcouvre  le  cфne  du 
deuxiиme  degrй,  qui  joue  un  rфle  si  important  et  qui  nous  a  conduit 
а  la  conception de  la forme  fondamentale. 

(*) Mémoires de VAcadémie des Sciences pour  1781, p.  666. 
(2 ) Application de V Analyse à Ici Géométrie. 

I N T R O D U C T I O N . 



Les  progrиs  incessants  de  l'Optique  entraînaient  cependant  les 
savants  а  poursuivre  l 'йtude  des  systиmes  doublement  indйterminйs 
inaugurйe  par  Monge;  et  Malus  (J)  dйcouvrit  en  1807  le  cйlиbre  thйo
rиme  que  Dupin  gйnйralisa  ( 2 ) . 

Plus  tard,  M . Bertrand  ( 3)  trouva  sa  belle  proposition  relative  aux 
propriйtйs  angulaires  des  pinceaux  de  normales,  proposition qui  fut 
peu  aprиs  gйnйralisйe  parSturm  ( 4 ) ,  et  puis  diversement  exprimйe  par 
M .  Bertrand ( 5)  luimкme  et  par  M . Ossian Bonnet  ( 6 ) . 

Hamilton ( 7 ) ,  en Angleterre, et vers  i83o,  s'йtait  occupй des  systиmes 
gйnйraux  doublement  indйterminйs. 

E n  1860, M . E u m mer  ( 8)  rйsuma  et  complйta  les  travaux  antйrieurs. 
On  trouve  dans son  Mйmoire  les  propriйtйs  fondamentales  des surfaces 

focales,  qui  conduisent  а  des  rйsultats  si importants  dans  la  recherche 
des  lignes asymptotiques  des  surfaces. 

On  y  trouve  йgalement  dйveloppйe  la  thйorie  de  la densité  des  pin
ceaux,  dont  la  premiиre  idйe  est  due  а  Hamilton,  et  qui constitue  une 
belle  gйnйralisation  des  propriйtйs  des  systиmes  de  normales. 

Nous  ne  croyons  pas  qu'on  ait  encore  cherchй  а  rapprocher  la  pro
position  fondamentale  de  cette  thйorie  de  la  belle  propriйtй  due  а 
Sturm  sur  les  systиmes  gйnйraux.  Ce rapprochement  nous  a conduit  а 
un  rйsultat  assez  simple, que  nous  donnons  au  cours  de  ce  travail. 

Dans  son  admirable Aperçu historique  ( 9 ) ,  qui  contient  le germe  de 
tant  de  dйcouvertes  modernes,  Chasles  avait  dйveloppй  un  mode  de 
correspondance  dualistique  dans  lequel  tout  point  de  l'espace  йtait 
situй  dans  le  plan  correspondant.  C'йtait,  sauf  le  nom,  la  dйcouverte 
du complexe linéaire. 

(!) Traité(VOptique,  insйrй au t. II des Mémoires des Savants étrangers. 
(2) Mémoires sur les routes de la lumière, dans les phénomènes de la réflexion et de la 

réfraction, 1816. 
(3) Journal de Liouville,  t.  IX, p.  T33  ;  1844• 

{'*) Comptes rendus de l'Académie des Sciences,  t.  X X ;  i 8 4 5 . 

{'à) Journal de Liouville,  t.  XII, p.  343 ;  1847. 
(°) Comptes rendus,  t.  LU, p.  1081. 
(7) Theory of systems of rays [Irish Acad. Transact., t.  XV, XVI,  XVII). 
(8) Théorie générale des rayons rectilignes (Nouvelles Annales de Math.,  18606162). 

(9)  Page  674. 



Mais  c'est  Plыcker  (\),  qui  avait  dйjа  йrigй  en  corps  de  doctrine  la 
thйorie  des  systиmes  tangentiels,  qui  devait  encore  doter  la  thйorie  des 
systиmes  de  droites  des  mйthodes  fйcondes  de  la  Gйomйtrie  moderne. 

En  passant  par  ses  mains,  cette  thйorie  prit  une  forme  toute  nou
velle.  La  ligne  droite  devint  un élément de l'espace,  et  entre  l'espace 
ponctuel  et  l'espace  tangentiel  vint  naturellement  se  placer l'espace 
réglé.  Une  transformation  homographique  laissait  les  deux  premiers 
invariables;  mais  la  dualitй  les  permutait  l 'un  dans  l'autre. 

L'espace  rйglй,  au contraire,  se  prйsentait  comme  homographique  et 

dualistique  а  luimкme. 

C'est  a ce  point  de  vue  fйcond  que  Plыcker  s'est  attachй  ( 2 ) . 

La  difficultй  de  cette  йtude  йtait  йvidemment  de  n'y  introduire  que 
des  йlйments  dualistiques  par  euxmкmes,  ou  de  ne  jamais  y  sйparer 
un  йlйment  de  l 'йlйment  rйciproque.  Aussi  Plыcker,  qui  ne  voulut  pas 
s'affranchir  de  la  double  notion  d'espace  ponctuel  et  d'espace  tangen
tiel ,  futil  contraint  d'employer  un  Rouble  systиme  de  coordonnйes, 
rйpondant  chacun  а  une  dйfinition  de  la  ligne  droite  :  les  deux  dйfi
nitions  йtant ,  du  reste,  rйciproques  l'une  de  l'autre.  E n  1869, 
M .  Klein  ( 3),  йlиve  et  disciple  de  Plыcker,  reprit  la  mйthode  du  grand 
gйomиtre  et  entra  franchement  dans  l 'йtude  de  l'espace  rйglй  en  n'y 
introduisant  que  des  йlйments  dualistiques  en  euxmкmes. 

L'йlйment  qu ' i l  emploie exclusivement, c'est  le complexe  linйaire  que 
Plыcker  luimкme  avait  indiquй. 

M .  Klein  a  fondй  toutes  ses  recherches  sur  la transformation  linйaire 
des  six coordonnйes  homogиnes  de  la  ligne  droite  liйes  par  une  йqua
tion  quadratique;  et  c'est  dans la forme  que  ces  coordonnйes  attribuent 
au  premier  membre  de  cette  йquation  qu ' i l  cherche  leur  interprй
tation. 

Les  rйsultats  des  recherches  de  M . Klein  se  rapportent  surtout  aux 
surfaces  du  quatr iиme  ordre  que  l'on  rencontre  dans  la  thйorie  des 

(!) Sur une nouvelle Géométrie de l'espace [Journal de Liouville,  t.  XI,  2e sйrie, p.  337; 
1866). 

(2)  L'њuvre  de  Plыcker  est exposйe dans l'ouvrage intitulй : Neue Geometrie des Raumes, 
Leipsick, 1869. 

(3) Mathematische Annalen,  t.  II et V. 



complexes  du  second  degrй,  et  aux  surlaces  que  M .  Kыmmer  (')  a 

dйcouvertes. 
En  1872, dans  un  Mйmoire  important  publiй  au  Tome  V des Malhe-

matische Annalen, M . Lie ( 2)  a  fait  voir  le  lien  йtroit  qui  existait  entre 
la  thйorie  profonde  des  йquations  diffйrentielles  et  les  principes  de 
rйciprocitй  dйveloppйs  par  Plыcker.  Il  a  montrй  la  thйorie  de  la ligne 
droite sous  un point  de vue encore  plus  йlevй  que ce gйomиtre  ne  l'avait 
fait  en  rattachant  l'existence  d'un  complexe  а  celle d'une  йquation  aux 
dйrivйes  partielles. 

C'est  dans  ce  mфme  Mйmoire  qu' i l  a  dйduit  de  ses  principes et  dйve
loppй  une  correspondance  entre  la  gйomйtrie  des  lignes droites  et  celle 
des  sphиres,  sur  laquelle  M. Darboux  avait  publiй  des  travaux  bien 
connus.  La thйorie  de  l'espace  rйglй  se  trouva  ainsi  dotйe  d'un  coup  de 
tous  les  rйsultats  auxquels  avait  conduit  l 'йtude  des  systиmes  de 
sphиres. 

Peu  aprиs,  M . Klein  ( 3),  cherchant  au  cњur  mкme  de  la Gйomйtrie  la 
raison  de cette correspondance,  dйveloppa  cette  idйe,  que la géométrie 

de l'espace réglé est comme la géométrie d'an point sur une quadrique à 

quatre dimensions dans un espace linéaire ci cinq dimensions.  Puis, 
remarquant  que  la projection  stйrйographique  ramиne  la gйomйtrie  sur 
une  quadrique  а  la  gйomйtrie  sur  un  plan,  et  qu'un  complexe  linйaire 
se  comporte  comme  une  section  plane  d'une  quadrique,  i l parvient  par 
analogie  а  ce  rйsultat,  qu'i l  existe  trois  complexes  linйaires  tangents 
stationnaires  d'un  complexe  donnй  suivant  une  droite  donnйe. 

Nous  avons  insistй  sur  ce  dernier  point,  qui  intйresse  notre  travail. 

Les  travaux  ultйrieurs  (")  sont  dus  а  M M . Zeuthen,  Weiler,  Pasch, 
Voss,  Battaglini,  etc.;  ils sont  pour  la  plupart  fondйs  sur  l'emploi  des 
coordonnйes  de  M .  Klein . 

En  France,  Painvin  ( 5)  a йcrit  deux  Mйmoires  sur  certains  complexes 

(!) Ueber die algebraischen Strahlensysteme [Math. Abhand. der Kon. Akademie der 
Wiss. zu Berlin,  186G). 

(2) Ueber complexe insbesondere, etc. [Mathematische Annalen,  t. V). 
(3) Math. Annalen,  t. V. 
(4) Ibid., t.  I, II, V et  suivants. 

5) Bulletin des Sciences mathématiques,  t.  II; Journal de Liouville. 



du  second  ordre.  M . Darboux  (M a йtudiй  le  complexe des  normales  а 
une  sйrie  de  surfaces  du  second  degrй  homothйtiques  ou  bomofocales. 
M .  Mannbeim,  qui  s'est  beaucoup  occupй  des  propriйtйs  des  surfaces 
rйglйes,  a aussi  publiй dans le Journal de Liouville,  t.  XVII ,  une exposi
tion  йlйmentaire  des propriйtйs  des pinceaux.  Nous pourrons  faire  voir 
un jour que la mкme mйthode s'applique fort йlйgamment  aux complexes. 

Enfin  M . Picard,  clans une  Thиse,  a fait  voir  la  fйconditй  de la  thйorie 
des  complexes  appliquйe  а  celle des  surfaces. 

Lа  se bornent  les  travaux  des  savants  franзais  sur  cette  partie  de  la 
Gйomйtrie,  du  moins  а  notre  connaissance  ( 2 ) . 

Nous devons  actuellement  parler  de  l'objet  et  du  plan  de  ces  essais. 
Le  complexe  linйaire  est  un  йlйment  algйbrique  dont  l'usage  est 

d'une  utilitй  incontestable  quand  i l s'agit  de  dйvelopper  la  thйorie  de 
l'espace  rйglй  faite  au  point de vue  plщckйrien,  c'estаdire  en  le  consi
dйrant  comme  un  кtre  dualistique  en soi. 

Mais  M . Lie  nous  a  appris,  par  l'introduction  de  ses  йlйments  de 
contact,  а  nous  йlever  audessus  de  cette  conception  algйbrique,  et, 
pour  se  placer  а  ce  point  de  vue  gйnйral  dans  l 'йtude  des  propriйtйs 
infinitйsimales,  i l est  nйcessaire  de  n'introduire  que  des  йlйments  dua
listiques dérivant uniquement du déplacement de la ligne droite quand 
on s'écarte d'une position initiale. 

Nous  avons  remarquй  que  dans l'espace  ponctuel  la  notion  de  direc
tion  et  celle  de  distance  йlйmentaire  suffisaient  pour  йtablir  toutes  les 
propriйtйs  infinitйsimales;  c'est  ainsi  que  nous  avons  йtй  conduits  а 
nous  demander  s'il  n'en  serait  pas  de  mкme  dans  le  cas  de  l'espace 
rйglй.  Voici  les  rйsultats  que  nous  avons  obtenus. 

Sous  le nom  de couple nous  introduisons  le systиme  d'un  plan et  d'un 
point  dans  ce  plan.  Une congélation  n'est  autre  chose  qu'une  corres
pondance  entre  les points  et  les  plans  d'un  couple  sur  une  droite,  le 
point  et  le plan  appartenant  а  cette  droite. 

Un  dйplacement  infinitйsimal  d'une  droite  engendre  sur  la  position 
initiale  de  la  droite  une corrélation anharmonique. 

(!) Bulletin des Sciences mathématiques,  t.  II, p. 4o et 3 o i . 
(2)  Nous  pouvons  encore  citer  M. Halphen,  qui a  publiй  plusieurs  Notes  sur  ce  sujet 

[Comptes rendus et Bull, de la Soc. Math.). 



Ces  corrйlations  s'offrent  ainsi  comme  analogues  des  directions. 
Une  considйration  gйomйtrique  nous  permet  de  dйfinir  et  de  donner 

un  sens  concret  de Y angle de deux corrélations  destinй  а  jouer  le  rфle 
de  l'angle  de  deux  directions. 

Enfin,  pour  ce  qui  concerne  le  carrй  de  la  distance  йlйmentaire, 
nous  trouvons  qu'une  certaine  forme  quadratique  des  diffйrentielles 
des  coordonnйes,  qu'on  peut  prendre  йgale  au moment  de deux  droites 
successives,  se  prйsente  naturellement  pour  le  remplacer. 

Cette  forme  fondamentale,  ainsi  que  l'expression de ds2,  suffit  pour 
dйfinir  les angles,  et montre  l 'orthogonalitй  comme un  cas  d'involution. 

Les  corrйlations  anharmoniques  sur  une  droite  qui  vйrifient  une  ou 
deux  conditions  forment  des réseaux  et  des séries  de  corrйlations  qui 
jouent  le  mкme  rфle  que  les  cфnes  de  directions  йlйmentaires. 

Dans  la  premiиre  Partie  du  travail  nous  dйveloppons  les  propriйtйs 
des  corrйlations  et  de  leurs  systиmes,  et  faisons  voir  que,  grвce  а 
l'existence  de  la forme fondamentale,  ces propriйtйs  trouvent  une  image 
commode dans la  Gйomйtrie  non  euclidienne  telle  qu'elle a  йtй  dйfinie 
par  M .  Klein 

La  seconde  Partie  est  consacrйe  au  dйveloppement  systйmatique,  et 
suivant  ces  principes,  des  propriйtйs  infinitйsimales  du  premier  ordre 
de  l'espace  rйglй.  Nous  faisons  voir  que  ces  propriйtйs  se  rattachent 
naturellement  а  l'existence  de  la  forme  quadratique  des  diffйrentielles 
des  coordonnйes  dont  nous  avons  dйjа  parlй. 

Le  fait  que  nous  mettons  ainsi  en  йvidence  se  rattache  а  un  ordre 
d'idйes  beaucoup  plus  gйnйral ,  car  si  Ton  prend  pour  йlйment  de 
l'espace  un  кtre  gйomйtrique  (courbe  ou  surface)  dйpendant  de  plu
sieurs  paramиtres ,  i l existe  une  forme,  en  gйnйral  non quadratique,  des 
diffйrentielles  des  coordonnйes ,  et  qui  nous  a  paru  йgalement  in t i 
mement  liйe  aux  propriйtйs  infinitйsimales  des  systиmes  formйs  avec 
ces  йlйments. 

Cette  forme  est  quadratique  dans  le  cas  du  point,  de  la droite  et  de 
la  sphиre  :  peutкtre  ne  sontce  pas  les  seuls  cas. 

Dans deux  derniers  paragraphes  nous  montrons  comment  la particu
larisation  des  coordonnйes,  jusquelа  supposйes  quelconques,  permet 

(!) Bulletin des Sciences mathématiques,  t.  II, p. 341. 



de  donner  aux  rйsultats  gйnйraux  des  formes  diverses,  et  nous  faisons 
voir  comment  а  cet  йgard  la  transformation  d'Ampиre  peut  кtre  ratta
chйe  а  ces  principes  : nous  disons quelques  mots  d'une  reprйsentation 
linйaire  des  surfaces,  sur  laquelle  notre  plan  ne  nous  a  pas  permis 
d'insister  comme  elle le  mйritait . 

Nous  terminons  cette Partie par  l 'йtude  d'un  systиme  de  coordonnйes 
quadruplement  orthogonal  qui permet  de  montrer  d'une  faзon  йlйmen
taire  la  correspondance  entre  les  complexes  linйaires  et  les  sphиres 
dans  un  espace  а  quatre  dimensions.  Gela  nous  permet  encore  de 
rendre  frappante  l'analogie  entre  les  coordonnйes  de  M . Klein  et  les 
coordonnйes  pentasphйriques. 

La  derniиre  Partie  est  consacrйe  aux  propriйtйs  du  second  ordre. 
Les  propositions du premier  ordre  sont  indйpendantes  de  la variation 

de  la forme  quadratique.  Celles  du second,  au contraire,  lui sont  essen
tiellement  liйes.  Il  rйsulte  de  lа  que  l'introduction d'un  facteur  indй
pendant  des  diffйrentielles  dans  la  forme  quadratique  n'altиre  pas  les 
premiиres  propriйtйs,  au  lieu  que  les  secondes  en  sont  profondйment 
modifiйes. 

Or,  le choix  qui a йtй fait  du  moment  pour  la forme quadratique  offre 
un  certain  arbitraire,  car  les  premiиres  propriйtйs  subsistent  si  on  la 
multiplie  par  un  facteur  indйpendant  des  diffйrentielles.  Il  rйsulte  de 
lа  une  infinitй  de  maniиres  de concevoir les propriйtйs  du  second  ordre. 
Cette  indйtermination  est  analogue  а  celle que  l'on rencontre  dans la 
thйorie  de  l'espace  ponctuel,  ainsi  que  l'a  fait  voir Riemann. 

Et,  а  cet  йgard,  le  choix  du  moment  pour  forme  fondamentale  ne 
paraît  pas  plus  arbitraire  que  celui  qu'on  fait  de dx2 -h dy2 •+• dz2  pour 
le  carrй  de  la dislance de  deux  points.  • 

Nйanmoins,  la  gravitй  de cette question nous  a  arrкtйs  quand  i l s'est 
agi  de  dйfinir  la  courbure  par  des  formations  covariantes  dйduites  du 
moment.  Nous  nous  sommes  contentйs  pour  ce  premier  essai  de 
rйsoudre  le  problиme  analogue  de  celui  des  gйodйsiques;  et,  mettant 
en  usage  de  beaux  travaux  de  M .  Lipschitz  ( 1 ) sur  les formes  des  diffй
rentielles,  nous arrivons а  dйmontrer  que,  la  forme  fondamentale  йtant 
prise  йgale  au moment,  i l est  impossible qu'un  changement  de variables 

(') Bulletin des Sciences mathématiques, t . IV, p .  97. 



la  rйduise  а  une  forme  а  coefficients constants.  Nous  devons  signaler 
ce  rйsultat  curieux,  que  les  hйlicoпdes  gauches  se  sont  offerts  а  nous 
comme  les  surfaces  gйodйsiques  de  l'espace  rйglй. 

Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  dйveloppons  les  propriйtйs  du  second 

ordre  fondйes  sur  la  remarque  de  l'analogie  entre  les  complexes 

linйaires  et  les  sphиres. 
Nous  retrouvons  l 'hyperboloпde  osculateur  dans  le  cas  des  surfaces 

rйglйes. 
Dans  le  cas  des  congruences,  nous  trouvons  une  correspondance 

entre  les  congruences  osculatrices  et  les  droites  infiniment  voisines 
d'une  droite  fixe  de  la  congruence.  Cette  correspondance  permet 
d'йtendre  aux  consruences  les  thйorиmes  de  Meusnier  et  d'Euler. 

Nous  parvenons а ce rйsultat ,  que  les gйnйratrices  des  hyperboloпdes 
osculateurs  des  surfaces  rйglйes  d'une  congruence  relatifs  а  une  droite 
fixe  du  systиme  forment  un  complexe du  second  degrй. 

Nous  trouvons  dans  le  cas  des  complexes une  correspondance  ana

logue,  qui nous  conduit aux  mкmes  rйsultats  et  nous permet  de  dйfinir 

les  surfaces  principales de  M . Kle in .  Le rфle  du  cфne  de  Malus  dans 

celte question  paraît  intйressant. 

Nos  recherches  sur  ce  vaste  sujet  sont,  du  reste,  loin  d'кtre  termi

nйes, et le cadre  que  nous nous йtions  imposй nous a contraint  d'omettre 

bien  des  rйsultats. 

PREMIИRE PARTIE. 
P R O P R I Й T Й S  D E S  C O R R Й L A T I O N S . 

I. — Des couples et des corrйlations en gйnйral. 

1.  Nous appelons couple un systиme  formй  par l'ensemble d'un  point 
et  d'un  plan  menй  par  ce  point.  Nous  dйsignons  un  couple  par  la 
notation [a,  a),  oщ a  dйsigne  le point  et a. le  plan  du couple. Un couple 



sera  dit  situй  sur  une  droite  A ,  ou  bien  la  droite  A  sera  dite  appar
tenir  au  couple,  si  cette  droite  est  dans  le  plan  a  du  couple  et  passe 
par  le point a de  ce  couple. 

Deux  couples [a, a)  et  (&,j3)  йtant  situйs  sur  une  mкme  droite, 
nous  dirons  que  les couples (a,  |3), (b, a)  obtenus  en  йchangeant  les 
points  et  les  plans  sont  les inverses  des  deux  premiers.  Quatre  couples 
(a, a), (b,  |3), (c, 7), (d, iï)  йtant  situйs  sur  une  mкme  droite,  nous 
dirons  que  ces  couples  sont  en relation anharmonique,  s'il y a  йgalitй 
entre les deux  rapports  anharmoniques 

(a, b, c, d)  et  (a, p, y, §). 

Si  ces  deux  rapports  sont  tous  deux  harmoniques,  nous  dirons  que 
les  couples  sont  en relation harmonique. 

2.  Pour  dйfinir  un  couple  sur  une  droite  A , on  doit  se  servir  de 
deux  coordonnйes z  et u,  dйfinissant  l'une  le  point  et  l'autre  le  plan. 
Un  couple  sur  une  droite  donnйe  dйpend  donc  de  deux  conditions  : 
on  peut  assujettir  un  couple  а  une  condition,  se  traduisant  par  une 
йquation  entrer  et u;  l'ensemble  des  couples,  satisfaisant  ainsi  а  une 
mкme  condition, forme  une corrélation. 

Une  nouvelle  condition  suffit  йvidemment  pour  dйfinir  un  couple 
d'une  corrйlation.  Donnonsnous,  par  exemple,  le  plan  du  couple  : 
i l  se  peut  qu' i l  corresponde  m  couples  de  la  corrйlation;  de  mкme, 
donnonsnous  le  point  du  couple;  i l  se  peut  qu' i l  corresponde  p. 
couples.  Nous  dirons  alors  que  la  corrйlation  est  du mième ordre  et  de 
la [Llème classe;  nous  la  dйsignerons  par  le  symbole T™.  On  voit  qu'une 
corrйlation  n'est  autre  chose  qu'une  correspondance,  entre  les 
points  et  les  plans d'une  droite A , en  vertu  de  laquelle m  points  cqr
respondent  а  un  plan,  [/. plans  correspondent  а  un  point. 

Nous  citerons  d'abord  le  thйorиme  suivant,  qui  est  fondamental 
et  qui  rйsulte  immйdiatement  du principe de  correspondance  : 

Quatre couples d'une même corrélation T\ du premier ordre et de la 
première classe sont en relation anharmonique;  et  rйciproquement les 
couples qui, situés sur une droite, sont en relation anharmonique avec 
trois couples fixes situés sur cette droite, engendrent une corrélation T\ du 
premier ordre et de la première classe. 



Nous appellerons,  pour  cette  raison,  la corrйlation  du premier  ordre 
et  de  la  premiиre  classe  une corrélation anharmonique. 

Nous  emploierons  aussi  souvent  le  mot  de corrélation  simplement; 
mais  l 'ambiguпtй  ne sera  pas  possible,  car,  en  parlant  des  corrйlations 
supйrieures,  nous  aurons  toujours  soin  d'йnoncer  l'ordre  et  la  classe 

.de  la  corrйlation. 

Le  principe  de  correspondance,  dйjа  invoquй,  nous  apprend  que 
deux  corrйlations 

r;r  et 

ont  en  commun  un nombre  de  couples  йgal  а 

m \x' + m' \x. 

II. — Des corrйlations anharmoniques» 

3.  En particulier, deux  corrйlations  anharmoniques  ont  en commun 
deux  couples (a, oc)  et (b, /3). Les  points a  et b  de  ces  couples  sont  les 
foyers  de  l'homographie  qui  relie  les points  correspondant  aux  mкmes 
plans  dans  les  deux  corrйlations.  Sip  et q  sont  deux  points  corres
pondants  de  l'homographie,  i l existe  un  plan v>, tel  que  les  couples 
(pœ)  et [qzs)  appartiennent  aux  corrйlations Y  et V  proposйes.  On sait 
que  le  rapport  anharmonique 

p=(«» b,p, q) 

est  constant. 

De  mкme, a  et  |3 sont  les  plans  doubles de  l'homographie  des  plans 
qui,  dans les  deux  corrйlations,  rйpondent  aux  mкmes  poinls.  Si zs et 
x  sont  deux  plans  correspondants  de  cette  homographie,  i l existe  un 
point p,  tel  que (put)  et (px.) soient  deux  couples  des  corrйlations  r  et 
V  respectivement.  Le rapport  anharmonique 

p'.—(oc,  X, TO) 

est  pareillement  constant;  j'ajoute  que  : 
Les rapports anharmoniques constants p et p' sont égaux. 

Conservons,  en  effet,  aux  lettres a, b,p, q  et  a,  jS, zs, x  leur  signi
fication  prйcйdente. 



Les  couples 

(a, a), (h$)> (P> *)> (9>*>) 

appartiennent  а la  corrйlation  anharmonique T'. On a donc 

(a, b,p,q) =- (a,  p,x,w), 

c'estаdire 
P =  P'. 

Ce thйorиme  montre  que  le  rapport  anharmonique p est  un  йlйment 
dualistique,  puisqu'il  se  dйduit  indiffйremment  des  points  ou des  plans 
des  couples  des  corrйlations  proposйes.  On  voit  aussi  que  ce  rapport 
est  un  invariant  simultanй  du  systиme  des  deux  corrйlations. 

Nous  appellerons angle des deux corrélations  la  quantitй  H  dйfinie 
par  l 'йquation 

e 2 l H =  p. 

Deux  corrйlations  anharmoniques  йtant  donnйes  sur  une mкme  droite, 
leur  rapport  anharmonique p  a  deux  Valeurs inverses  l'une  de  l'autre; 
car,  dans  l 'йquation 

p =  («, b,p,q), 

rien  ne  distingue le point/? du  point q. On en  conclut que,  si H 0 est  une 
valeur  de  l'angle  de  deux  corrйlations,  toutes  les  autres  valeurs  sont 
comprises dans la formule 

H  =  А T T ± : H 0 . 

On  a,  en  effet, 

H  =  —.  L P . 
2 l ' 

Ce  fait  est  tout  а  fait  analogue  а celui  qui  se  prйsente,  pour  l'angle 
de  deux  droites,  dans  l'espace  ponctuel. 

4.  Lorsque  l'une  des  deux  homographies  qui  nous  ont  prйcйdem
ment  occupй  est  une  involution,  l'autre  est  йgalement  involutive,  car 
p et p' sont  alors  йgaux  а —  i . 

L'angle  des  deux  corrйlations  est  droit;  nous  exprimerons  ce  fait 
en  disant  que  les deux  corrйlations  sont en involution  ou orthogonales. 

Si {a, a)  et (b,  Ў3)  sont  deux  couples  d'une  corrйlation, (a,  Ў3)  йtant 
un  couple  d'une  autre,  on  exprime  йvidemment  leur  involution  en 



exprimant  que  le couple (b, a) appartient  йgalement  а cette  derniиre; 
ainsi  : 

Pour que deux corrélations anharmoniques soient en involution, il 
faut et il suffit que l'une d'elles admette les couples inverses de deux 
couples de l'autre. 

5.  Il est  facile  d'exprimer  analytiquement  les rйsultats  qui  prйcи
dent.  Supposons  que  ^ soit  la distance  d'un  point  de la droite  fonda
mentale  A а une origine  fixe,  et u la  tangente de l'angle  que  fait  avec 
un  plan  fixe  un  plan  menй  par la  mкme  droite.  Deux  corrйlations 
anharmoniques  seront  dйfinies  par  les  йquations 

axzu — bxz -\ pxu — qx — ç>, 

azzu — b%z -+-p2u — Çz = o, 

oщ aifbtJpitqit a2, b2,p2,q2  sont  des  constantes.  L'йquation 

(ax b%— bxa%) zz' + (axq%— b\p%)z + (btpx — qxa2) z1' + (PiÇt—pift) — ° 

dйfinit  l'homographie  des points  qui  correspondent  aux  mкmes  plans 
dans les  deux  corrйlations;  on l'obtient  en faisant z = z' dans  l 'йqua
tion  de la seconde  corrйlation,  et  йliminant u entre  les йquations des 
deux corrйlations.  Il est,  dиs lors,  bien facile  de calculer la valeur de p ; 
c'est  lа  une question  йlйmentaire  d'homographie;  on  trouve  l'ex
pression 

mais on a aussi 

d'oщ 

c'estаdire 

Posons 
®(a, b, p, q) — aq — bp; 



on  a 

Cette  derniиre  forme nous  sera  trиs  utile. 

III. — Rфle des corrйlations anharmoniques dans les propriйtйs 
infinitйsimales de l'espace rйglй. 

6.  Supposons  qu'une  droite  donnйe  A  dans  l'espace  appartienne  а 
ine  surface  rйglйe  :  pour  йtudier  la  surface  autour  de  la  droite,  prк
tons  cette  droite pour  axe Oz,  les  coordonnйes  йtant  rectangulaires, 
es  йquations  de  la gйnйratrice  de  la  surface  rйglйe  seront 

x — as  Hp, y =. bz + q, 

t a, b, p, q  sont  des  fonctions  d'urne  mкme  variable  X,  s'annulant 
imultanйment  avec  la variable. Le  dйveloppement  en  sйrie  donne 

Ceci  posй,  si  l 'on  cherche  le  point (x =  о,y =  o, z = 'Ç) oщ  le  plan 
y-=.  их  touche  la surface,  on  tombe  sur  l 'йquation 

( i) a^lu — b^-hp^u — qx ~  o, 

ce  qui  dйmontre  le  thйorиme  bien  connu  de  Chasles sur  la  distri
bution  des  plans  tangents  а  une  surface  gauche  le  long  d'une  gйnй ra 
trice.  Ainsi  : les couples formés par un point d'une surface gauche et le 
plan tangent en ce point, et qui sont situés sur  иле même génératrice 
rectiligne, engendrent une corrélation anharmonique. 

7.  Considйrons  une autre surface rйglйe  passant  aussi par  la droite A ; 
elle  donnera  lieu  а d'autres  dйveloppements  et  а une autre  corrйlation 



anharmonique.  On aura,  par  exemple,  les  dйveloppements 

et  la  corrйlation 

(2)  a 2 З' u! — b% C + p% u' — c/z —  o. 

Les  couples  communs  aux  corrйlations  (i)  et  (2)  sont,  comme  l'on 
sait,  les  couples  de  raccordement  des  deux  surfaces. 

Mais si  tous  les  dйterminants  compris dans  la  matrice 

sont  nuls,  ces  deux  corrйlations  coпncident  :  les  deux  surfaces  sont 
tangentes tout  du  long  de  la  droite A . 

On  voit  ainsi  que,  si on  laisse  aif  bx,  pit  qK  invariables, et  que  l'on 
attribue  aux  constantes  a,  a',  . . . ,  /9,  j3',  . .  . ,  TJJ y  TA) } r i t )  X9  A.  9  • •  • 

telles  valeurs  qu'on  voudra,  les  dйveloppements  suivants,  oщ  X est  une 
variable  indйpendante,  conviendront  а  toutes  les surfaces  rйglйes  tan
gentes entre  elles  tout  du  long  de  Oz. 

Or,  attribuons  а X une  valeur  infiniment  petite  s,  en  nйgligeant  les 
termes du  second  ordre,  on  a 

« — axz, b — bxz, p—pxz, q — qxz. 

La droite correspondante  est  infiniment voisine de  la droite Os ou A ; 
et,  comme  elle  est  indйpendante  de  a,  a',  . . . ,  /3,  /3',  . . . ,  sr,  GJ',  . . . , 
x,  x',  . . . ,  on  en  conclut  qu'elle  est  commune  а  toutes  les  surfaces 
rйglйes  qui  dйfinissent  la  corrйlation  (1)  sur  la  droite A . 



C'est  ce  que  nous  voudrons  exprimer  quand  nous  dirons  qu'une 
corrйlation  anharmonique  sur  une  droite A correspond  а une  droite  de 
l'espace  infiniment voisine de  la  droite A . 

Ains i ,  de mкme  qu'un  point de  l'espace  infiniment voisin  d'un  point 
fixe  dйfinit  une  direction  issue  de  ce  point,  et  inversement,  que  dans 
une  foule  de  questions  la  considйration  de  celte  direction peut  кtre 
substituйe  а  celle du  point  voisin,  de  mкme,  dans  l'espace  rйglй ,  une 
droite  infiniment voisine d'une  droite  dйfinit  sur  elle  une  corrйlation 
anharmonique  dont  l'usage  peut  rйciproquement  кtre  substituй  а  celui 
de  la  droite  infiniment voisine, au  moins  dans  certaines  questions  ('). 

8.  Ce point йclairci, nous allons passer  а la reprйsentation  analytique 
des  droites  et  des  corrйlations  anharmoniques. 

Les  droites  de  l'espace  forment  un  systиme  quadruplement  indйter
minй.  Chaque  droite  dйpend  donc  de  quatre  paramиtres 

que  nous  ne  spйcifions  pas  : nous  dйsignerons  cette droite  par  la  nota
tion  (u). 

Une  droite  infiniment voisine de  la droite  (u)  a  pour  coordonnйes 

ou,  en  nйgligeant  les  termes du  second  ordre, 

U{\ du(. 
On  peut  la  dйsigner  par  le  symbole  (u + du).  Chaque  systиme  de 

valeurs des  rapports 
dux  ; du% '. dus  ; duk 

dйfinit  une  droite  infiniment voisine de  la droite  (u),  et  par  suite  une 

(!)  Ce qui prйcиde  permet  de  donner  une  reprйsentation  fort  simple  de  l'angle  de deux 
corrйlations.  Considйrons deux surfaces  rйglйes S et S' dйfinissant  sur  la droite A deux cor
rйlations  r  et r',  ainsi  que nous venons de le voir;  puis  transformons  homographiquement 
de  sorte  que les plans des couples de raccordement  deviennent  des plans isotropes. En tous 
les points de la droite A, transformйe  de A, les surfaces  S t  et  S't  transformйes  de S et  S'se 
coupent sous un angle constant  H, qui est l'angle des deux corrйlations. 



corrйlation  anharmonique  sur  cette  droite.  Ains i ,  en  appelant  tt,  t2, 

Ј 3,  / / (  des  quant i tйs finies proportionnelles  а  dui9  du2,  du3,  duu.  On 
pourra  dire que  les  quanti tйs  t  sont  les  coordonnйes  homogиnes  d'une 
corrйlation  anharmonique  sur  la  droite  (M). On  peut  dйsigner  cette 
corrйlation  par  le  symbole  [u,  t)  ou  simplement  (/). 

Les  corrйlations  anharmoniques  sur  une  droite  donnйe  [u]  forment 

une  triple  infinitй.  Soit  0[t)  une  forme  homogиne  des  variables  t, 

l 'йquation 
6(0  =  o 

dйfinit  l'ensemble  des  corrйlations  anharmoniques  qui sur  la droite  [u) 

satisfont  а  une  condition. 

Nous  appelons  rйseau  un  tel  ensemble.  Les corrйlations  communes а 

deux  rйseaux  forment  ce que nous  appellerons une  sйrie  de  corrйlations. 

Puisque  les  corrйlations  anharmoniques  sur  une  droite  jouent  le  rфle 

des directions issues  d'un  point,  les  rйseaux  et  les  sйries  de  corrйlations 

remplacent  les  cфnes  de  directions  dont  l'usage  est  si  fйcond  dans 

l'espace  ponctuel. 

IV. — Forme quadratique fondamentale. 

9.  Il  existe  une  forme  quadratique  des  diffйrentielles  des  coor
donnйes,  ou  des  coordonnйes  d'une  corrйlation  qui  joue un  rфle  fonda
mental  dans  la  gйomйtrie  de  l'espace  rйglй ;  nous  allons la  dйfinir. 

Si  nous prenons  pour  coordonnйes  de  la  ligne  droite  les  coefficients 

a,  b, p,  q dans  les  йquations 

x  = as  4p, y — bz -\- g 

de  la  ligne  droite  rapportйe  а  trois  axes  de  coordonnйes,  la condition 

de  rencontre  des  droites  infiniment  voisines 

(a, b,p, q), {a + da, b + db,p + dp, q + dq) 

s'exprime  par  l 'йvanouissement  de  la  forme  quadratique 

(i) dadq — dbdp. 

Si  maintenant  on  prend  des  coordonnйes  quelconques 



pour  la ligne droite dans  l'espace,  la forme  quadratique (r) va se trans
former  en une forme  quadratique des diffйrentielles  dut,  du2i  duA, duA 

que  nous  dйsignerons  par  N(du). 
On  aura 

lS(du) — dadq — dbdp, 

et si l'on dйsigne  par K une expression indйpendante  des  diffйrentielles 
des  coordonnйes,  l 'йvanouissement  de la forme  quadratique 

K N  ( du) =  M  ( du) =  S M/y dut duj 

exprime  gйnйralement  la  rencontre  des  droites  infiniment  voisines 
(u,,u2,  u3,  uA),  (ut  +  duif...). 

La  forme M(du)  est celle  dont  nous  voulions  parler. 

10.  D'aprиs  notre  dйfinition,  la forme M(du)  n'est  dйterminйe  qu 'а 
un  facteur  prиs  K qui est  indйpendant  des  diffйrentielles. 

Par  un choix  convenable de ce facteur,  on peut  donner  а la  forme 
M (du)  une  expression  qui  rende  concrиte  l ' interprйtation  de  M(du) 
mкme  pour des valeurs des diffйrentielles  qui ne l'annulent pas. 

Prenons 

on a 

K  =  ;  1  , 
a1 +  b h i 

.  . '  dada — dbdp 
M(du)  =  —  ?  —, 

a%
  H   № + 1 

c'estаdire  que, si h est la plus courte  distance des deux  droites  (u) et 
(u + du),  e leur  angle  infiniment  petit,  on  a 

M(du)  •= h sin s. 

On  appelle moment de deux  droites le moment  par rapport  а  l'une 
d'un  segment  йgal  а l 'uni tй  ayant  l'autre  pour  ligne  d'action. E n dйsi
gnant  par h et  s la  plus  courte  distance  et  l'angle  des deux  droites, 
l'expression  de leur  moment est justement  h sin s.  Ainsi  nous  pouvons 
dire  que : 

La forme quadratique fondamentale  peut кtre  considйrйe  comme  reprй

sentйe  par  le moment de deux  droites infiniment voisines de  iespace. 



On  reconnaî tra  par  la  suite  que  les  propriйtйs  que  nous  dйveloppons 
sont (sauf celles  dйveloppйes  dans la III ePartie, § I)  indйpendantes  d'une 
telle  particularisation de  la  forme  quadratique  fondamentale;  nous  ne 
portons  donc pas  atteinte  а  la  gйnйrali tй  en  faisant  ce  choix,  et  l 'inter
prйtation  concrиte  nous  йclaire  sur  le  rфle  gйomйtr ique  de cette  forme. 

11.  Nous  allons  montrer  comment  la  forme  M {du)  s'offre  comme 
l'analogue  du  carrй  de  la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins 
dans  l'espace  ponctuel. 

Nous ferons  voir  successivement  qu'elle suffit  pour  dйfinir  l'angle  de 
deux  corrйlat ions,  et  qu'elle offre  l 'orthogonalitй  comme un  cas d'invo
lution. 

Soit  A  une  droite  de  l'espace,  et  dйsignons  par  uK,  u2,  uz,  uH  les 
coordonnйes  d'une  droite  quelconque. 

Si  nous  rapportons  l'espace  а  des  axes  rectangulaires,  et  que  A soit 
l'axe Oz,  une  droite  infiniment  voisine  de Oz  (ou  de  A)  aura  pour 
йquations 

x =. zda  t dp, y — zdb + dq, 

et,  puisque  pour  Os  on  a a  =  b =  o, 

M (du) = dadq — dbdp. 

Dйsignons  par  a{,  bif  pif  qK  des  quantitйs  finies  proportionnelles  а 
da,  db,  dp,  dq;  on  pourra  regarder  ces  quant i tйs  comme  les  coor
donnйes  homogиnes  d'une  corrйlation  anharmonique  sur  A .  Et  ces 
quantitйs  sont  liйes  aux  coordonnйes  tA,  t2,  tz,  z 4 ,  dйjа  dйfinies,  par  les 
mкmes  йquat ions  linйaires  qui relient  les  diffйrentielles  da,  db,  dp,  dq 
aux  diffйrentielles  duK,  du2,  du.if  du,t.  * 

Or,  l 'йquation  de  la  corrйlation  dont  aK,  b,,  p{,  qK  sont  les  coor
donnйes  s'йcrit  (voir  n° 6) 

a^tu — bit-\-pxu — ql=.o. 

Une  seconde  corrйlation  dont  a\,  b\,  p\,  q\  (ou,  dans  le  second 
systиme,  dont  t\,  t'2,  t'3,  t'A)  seraient  les  coordonnйes  homogиnes,  aura 
pour  йquation 

a\ Z u — b\ % t p\ u — q\ — o. 



Mais  posant 
?(et, b, p, q) — aq— bp, 

ous  avons  trouvй  pour  le cosinus de l'angle  de deux  corrйlations 

et,  de mкme  qu'on a 

M (du  ) — <p ( da, db, dp, dq), 

on a 
M(t)  =  <p(at, bupu qt);  M ( i ' ) = <?(a\, b\,p\, q\), 

Nous parvenons  ainsi  а dйfinir  l'angle de deux  corrйlations  (t) et (/') 
sur  une droite  quelconque  A а  l'aide de la seule  forme  fondamentale; 
on  a, en  effet, 

L'orthogonalitй  s'exprime  par  l 'йquation 

qui  est  symйtrique  en t et t' : la relation  d'orthogonalitй  est donc  invo
lutive.  Ce qui est conforme  а la dйfinition  gйomйtrique  que nous  avons 
donnйe  de  l 'or thogonal i tй . 

12.  Comme  analogie  curieuse  entre  le  moment  йlйmentaire  et le 
carrй  de  la  distance  йlйmentaire ,  nous  citerons  les rйsultats  suivants, 
dont  la dйmonstration  est des plus  aisйes. 

Soient  trois  droites  infiniment  voisines  A , B , C, et  dйsignons  par 

(BC),  (CA),  (AB) les moments  de ces droites  prises  deux  а deux;  dйsi

gnons  aussi  par A , B , C les angles  que font  entre  elles  les deux  corrй



lations  que  B et  C dйterminent  sur  A , C et  A sur  B , A et  B  sur  З. On a 

(O 

analogue  de  la  formule 

relative aux  triangles  dans  l'espace  ponctuel. 

A  l 'йquation  (i),  on  peut  enjoindre  deux  autres  analogues,  et  on 
en  dйduit 

/ \ / \ / \ 

A +  B +  C =  7c, 
et  ainsi  de  suite. 

Citons  encore  le  cas  ou  A  =   ,  on  a 

2 

(BC)  =  (AB) +  (CA)  :  . 

c'est  le  carrй  de  l 'hypotйnuse  pour  l'espace  rйglй . 

13.  En rйsumant  et  complйtant  les  rйsultats  de  ce  paragraphe,  nous 
voyons  que  : 

i°  Toute  corrйlation  anharmonique  sur  une  droite  a  un  invariant 
M( / ) ;  et  l 'йvanouissement  de  l'invariant  exprime  que  la  corrйlation 
est singulière,  c 'estаdire,  que  la  droite (u-h du)  qui  la  dйtermine 
sur  la droite [u)  rencontre  cette  droite. 

Les  droites (u)  et (u + du)  ont  ainsi  un  couple  commun (a, oc). 
Ce  couple  est  le couple singulier  de  la  corrйlation  singuliиre. 

Tout  couple  d'une  corrйlation  singuliиre  admet  pour  un  de  ses  deux 
йlйments  (point  ou  plan)  au  moins  un  des  йlйments  du  couple  sin
gulier. 

•2° Deux  corrйlations  anharmoniques,  sur  une  mкme  droite  A ,  ont 
un  invariant  simultanй 



L'йvanouissement  de cet invariant  exprime  l 'orthogonalitй  (ou  l'invo
lution) des  deux  corrйlat ions. 

Pour qu'une  corrйlation singulière soit en involution avec une corré-
lation donnée, il faut et il suffit que son couple singulier appartienne à 
celte corrélation. 

Ou  encore  : 

Une corrélation anharmonique est le lieu des couples singuliers des corré-
lations anharmoniques singulières avec lesquelles elle est en involution. 

Pour que deux corrélations singulières soient en involution, il faut et 
il suffit que leurs couples singuliers aient un élément (point ou plan) 
commun. 

Il  est bien  facile  de dйmontrer  ces propositions,  а  l'aide  des йqua
tions  ( i ) et (a) du n° 6. 

V. — Reprйsentation des corrйlations par l'espace non euclidien. 

14.  Nous  venons  de  ramener  aux  propriйtйs  des  formes  quadra
tiques  quaternaires  la thйorie  des  corrйlat ions.  Cela  va nous  permettre 
d'introduire  une reprйsentat ion  gйomйt r ique ,  qui nous  montrera  cette 
mкme  thйorie  comme  une  image  de  l'espace non euclidien,  tel  que 
M .  Klein  l'a  dйfini  au Tome II du Bulletin des Sciences mathématiques. 

Considйrons  les t  comme  les coordonnйes  d'un plan  dans  l'espace 
а  trois dimensions. Nous  faisons  correspondre  а ce plan  la corrйlation 
anharmonique (t). De la  sorte,  une surface  reprйsente  par ses plans 
tangents  un  rйseau  de corrйlations  anharmoniques,  et une  dйvelop
pable  reprйsente  une  sйrie  de ces  corrйlations. 

E n  particulier,  le  rйseau  quadratique  des  corrйlations  singuliиres 
est  reprйsentй  par une quadrique,  qui a pour  йquation 

M ( 0  = o . 

Nous  prendrons  cette  quadrique  M pour  quadrique  fondamentale. 
La  premiиre  remarque  qui  s'offre,  c'est  que l'angle de deux corré-

lations anharmoniques égale l'angle (sens non euclidien) des deux plans 
qui les représentent. 

Les  corrйlations  orthogonales  sont  donc  reprйsentйes  par des plans 



orthogonaux  (sens  non  euclidien), c'estаdire  conjuguйs  par  rapport 

а  la quadrique  fondamentale. 
Comme  chaque  plan  tangent  de  la  quadrique  M  reprйsente  une 

corrйlation  singuliиre,  on  peut  prendre  le  point  de  contact  pour  en 
reprйsenter  le  couple  singulier. Tous  les  couples  de  la  droite  fonda
mentale  sont  alors reprйsentйs  par  tous  les  points  de  la  quadrique. 

Nous avons vu que  la condition d'involution de  deux  corrйlations  sin
guliиres  йtait  que  les  couples  singuliers  eussent  un  йlйment  commun 
(point  ou  plan).  Si  A  et  B sont  les  points  de  la  quadrique  M qui  re
prйsentent  ces  couples,  i l  faut,  d 'aprиs  la  condition  d 'orthogonali tй 
dйjа  йnoncйe,  que  le  plan  tangent  en  A contienne  le  point  B ,  ou  que 
A  et  B  soient  sur  une  mкme  gйnйratr ice  rectiligne  de  la  surface.  On 
voit  ainsi  que  la  condition  nйcessaire  et  suffisante  pour  que  deux 
couples,  situйs  sur  la  droite  fondamentale,  aient  un  йlйment  commun, 
c'est que  les  points  A  et  B ,  qui  les  reprйsentent ,  soient  sur  une  mкme 
gйnйratr ice  rectiligne  de  la  surface  M . On  en  conclut que  les  couples 
de  la  droite  fondamentale,  qui  ont  un  йlйment  commun,  sont  reprй
sentйs  par  les  points d'une  gйnйratr ice  rectiligne et  rйciproquement . 

Si  les  gйnйratr ices  rectilignes G  et  G'  reprйsentent  les  couples  qui 
ont  les  uns  le  mкme  point  a,  les  autres  le  mкme  point  a',  i l est  bien 
йvident  que  G  et  G' ne  peuvent  se  couper;  car,  si  ces  droites  se  cou
paient  en  un  point  A , le  couple  reprйsentй  par  ce  point  aurait  а  la 
fois  les  points  a  et  a',  ce  qui  n'a  aucun  sens.  On  est  ainsi  conduit  а 
dire  que  : 

Les  gйnйratrices  rectilignes  G  d'an  mode  de  gйnйration  de  la qua

drique fondamentale  reprйsentent  chacune  un point a  de  la  droite fon

damentale. 

C'estаdire  que  chacune  reprйsente,  par  ses  points,  les couples  qui 

admettent  un  mкme  point a  de  la droite  fondamentale. 

Les gйnйratrices  rectilignes  <î> du second mode  de  gйnйration  reprйsen

tent,  au contraire,  les plans  menйs  par  la mкme droite. 

En  sorte  que  : 
Tout point A  de  la quadrique  M reprйsente  un couple ; les  gйnйratrices 

G  et <Ј> du premier et du deuxième mode de génération qui se croisent en 

ce point représentent, l'une le point, Vautre le plan du couple. 



15.  M . Chasles, dans  le mois  de  dйcembre  1861, a prйsentй  а  l 'Aca
dйmie  des Sciences une  thйorie  de  courbes  tracйes  sur  les quadriques ; 
i l  les  classe  d'aprиs  le  nombre  de  fois  que  ces  courbes  sont  coupйes 
par  lиs  gйnйratrices  de  l 'un  et  de  l'autre  systиme.  Dйsignons  par 
C™ une  courbe  coupйe  en  m  points  par  les  gйnйratrices  <Ј> et  en 
\L points par  les  gйnйratrices  G. Dans l'йtat  actuel, comme  toute  courbe 

tracйe  sur  la  surface  M  fait  correspondre  m  gйnйratrices  G  а  une 
gйnйratrice  et  (/. gйnйratrices  $  а une  gйnйratrice  G,  on  en  conclut 
qu'une  courbe  reprйsente  par  ses  points  les  couples  d'une  corrй
lation  supйrieure  F " de  l'ordre  m  et  de  la  classe  p.. 

E n  particulier,  toute  conique  tracйe  sur  la  quadrique  reprйsente, 
par ses  points,  les couples  de  la  corrйlation  anharmonique  reprйsentйe 
par  le  plan qui la contient. 

En  effet,  un  plan  tangent  а  la  surface  M en  un  point  de  cette  co
nique  passe  au  pфle  du  plan  reprйsentatif  de  la  corrйlat ion;  ce  plan 
tangent  reprйsente  donc  une  corrйlation  anharmonique  singuliиre  en 
involution  avec la  proposйe ;  et,  d 'aprиs 'une  proposition dйjа  йnoncйe, 
le  couple  singulier,  qui  est  ic i  reprйsentй  par  le  point  pris  sur  la 
conique,  appartient  а  la  corrйlation  anharmonique  proposйe. 

16.  Nous venons  de  voir  comment  se  reprйsentaient  les  corrйlations 
supйrieures,  i l reste а йtablir  la reprйsentat ion  des  rйseaux  et des  sйries 
de  corrйlations  anharmoniques  et  d'en  dйduire  des  propriйtйs. 

Reprйsentation  des  rйseaux.  — Une  surface  R p  de  la  classe p  reprй
sente  un  rйseau  d'ordre  p.  La  dйveloppable  D2p  de  la  classe  ip  cir
conscrite  а  R p  et  а  M  reprйsente  la  sйrie  d'ordre  ip,  formйe  par  les 
corrйlations  singuliиres  du  rйseau.  La courbe  de  contact  de D 2 / , avec M 
est  de  l'ordre  ip\  d 'aprиs  nos  notations,  elle doit  кtre  dйsignйe  par CJ. 
Cette  courbe  reprйsente  une  corrйlation  supйrieure  Tp

p  d'ordre  et  de 
classe  /?,  engendrйe  par  les  couples  singuliers des  corrйlations  singu
liиres  du rйseau. Cette  corrйlation,  nous  l'appelons  la corrйlation focale 
du  rйseau. 

Il  y  a une  infinitй  de  rйseaux  d'ordre p  admettant  la mкme  corrйlation 
focale  ; ils sont  reprйsentйs  par des  surfaces  de la classe p  homofocales, 
c'estаdire  inscrites  dans  une  mкme  dйveloppable  circonscrite  а  la 
quadrique M . 



Reprйsentation  des sйries.  —  Considйrons  une  sйrie  dйfinie  par  deux 
rйseaux  d'ordres  p  et  q,  reprйsentйs  par  deux  surfaces  Rp  et  R^  des 
classes  p  et  q.  La sйrie,  dont  on  peut  dire  qu'elle  est  de  l'ordre  pq,  est 
reprйsentйe  par  la dйveloppable  S,^,,  circonscrite а la  fois aux  surfaces 
R^  et  l\q  et  qui  est  de  la  classe  pq.  Les  ipq  plans  tangents  communs 
а  la  dйveloppable  et  а  la  surface  M  reprйsentent  les  ipq  corrйlations 
singuliиres  de  la  sйrie.  Les  points  de  contact  de  ces  plans  avec  M 
reprйsentent  les  ipq  couples singuliers de  ces  corrйlations  s inguliиres . 
Nous  appelons  ces  couples  les  couples  focaux;  ce  qui  n'est  que  l'ex
tension d'une  dйnomination  dйjа  en usage pour  le cas de p  — q =  i . Les 
sйries  ayant  les  mкmes  couples  focaux  sont  reprйsentйes  par  des  dйve
loppвmes  homofocales,  c'estаdire  ayant  avec la quadrique  M lиs mкmes 
plans  tangents communs. 

Il  faut  remarquer  que  les  couples  focaux  d'une  sйrie  donnйe  appar
tiennent  aux  corrйlations  focales  de  tous  les  rйseaux  qui  comprennent 
ces  sйries;  de  lа  le  nom  de  corrйlations  focales  que  nous  avons  adoptй . 

17.  Rйseaux  linйaires.  —  Un  rйseau  linйaire  est  reprйsentй  par  un 
point  R<.  La sйrie  focale  est  reprйsentйe  par  le  cфne  ayant  ce  point 
pour  sommet  et  circonscrit а M . Le plan  polaire  du  point  R 1  est  celui 
de  la courbe  de  contact;  i l  reprйsente  la  corrйlation  focale  du  rйseau; 
car  ic i cette  corrйlation  est  anharmonique.  On arrive ainsi  а  ce  rйsultat 
important  : 

Les corrйlations  d'un  rйseau  linйaire  sont  dйfinies  gйomйtriquement  par 
la condition  d'кtre  en involution avec  une corrйlation  fixe,  qui est  la cor
rйlation  du  rйseau. 

Quand  la  corrйlation  focale  d'un  rйseau  linйaire  est  singuliиre,  le 
rйseauest  йgalement  singulier. La condition d'involution prйcйdemment 
йnoncйe,  et  ce  fait,  que  l'involution  de  deux  corrйlat ions,  dont  l'une 
est  singuliиre,  s'exprime  en  йcrivant  que  le  couple singulier  appartient 
а  l'autre  corrйlation,  conduisent  а  cette  proposition : 

Pour que  des  corrйlations  anharmoniques forment un  rйseau  linйaire 

singuliery  il faut et  il suffit  qu elles admettent  un couple fixe. 

On  exprime  encore  qu'un  rйseau  linйaire  est  singulier en  disant  qu ' i l 
comprend sa corrйlation  focale,  caries corrйlations  singuliиres  jouissent 



seules  de  la  condition d'кtre  en  involution  avec  ellesmкmes;  on  voit 
l'analogie  avec  les  directions  isotropes. 

18.  Sйries  linйaires.  —  Deux  rйseaux  linйaires  ont  en  commun  une 
sйrie  l inйaire.  Une  telle  sйrie  est  reprйsentйe  par  une  droite  S n .  La 
droite 2t,,  polaire de  la droite S4 <, reprйsente  une seconde  sйrie  linйaire 
dont  on peut  dire  qu'elle est  conjuguйe  de  la  premiиre . 

Deux  sйries  linйaires  conjuguйes  jouissent  de  la  propriйtй  suivante  : 

Deux corrйlations  prises arbitrairement chacune dans l'une d'elles sont 

en  involution. 

Les  plans  tangents  issus  de  S n  а  la  quadrique  M  reprйsentent  les 
corrйlations  singuliиres  de  l'une  des  sйries.  Les points  de contact,  qui 
reprйsentent  les  couples  focaux,  sont  а  l'intersection  de  la  droite  2, , 
avec  la  surface  fondamentale.  A u contraire,  la  droite  S H  coupe  cette 
surface  aux  points  qui  reprйsentent  les  couples  focaux  de l'autre  sйrie. 
En  ayant  йgard  aux  rйsultats  du  n°  on  voit  que  les  deux  systиmes 
de  couples  focaux  de  deux  sйries  l inйaires  conjuguйes  sont  inverses 
l 'un  de  l'autre,  car  les  points  qui  les  reprйsentent  sont  les  sommets 
d'un  quadrilatиre  gauche  formй  par  quatre  gйnйratrices  de  la  sur
face M . 

La  propriйtй  d'involution de  deux  corrйlations  quelconques,  prises 
chacune  dans  une  des  deux  sйries,  appliquйe  aux  corrйlations  singu
liиres  de  ces  sйries  eыt conduit  aux  mкmes  rйsultats . 

De  la  mкme  maniиre ,  en  appliquant  cette  propriйtй  d'involution а 
une  corrйlation  de  la  premiиre  sйrie  et  а  l'une  des  deux  corrйlations 
singuliиres  de  la seconde,  on arrive а cette  dйfinition  gйomйtrique  des 
sйries  l inйaires. 

Une  sйrie  linйaire  se compose  de  toutes les  corrйlations  qui admettent 
deux  couples fixes. Ces couples fixes sont les inverses  des couples focaux, 
ou  les couples focaux  de la  sйrie  conjuguйe. 

Nous  nous  contenterons  d'йnoncer  les rйsultats  suivants  que  le  mode 
de  reprйsentation  rend  intuitifs : 

Pour quune  sйrie  linйaire  appartienne а un  rйseau  linйaire,  il faut  et 
il suffit que ses couples focaux appartiennent  а  la  corrйlation  focale du 
rйseau. 



Les  sйries  singuliиres,  c'estаdire  dont  les  couples  focaux  coпn
cident, ont  chacune  pour  conjuguйe  une sйrie  s inguliиre;  donc  le couple 
focal  double  se confond avec le couple focal  double  de  la  premiиre  sйrie. 

On  exprime qu'une  sйrie  est singulière en écrivant que la droite  S<, (\ui 
la représente touche la quadrique  M . 

Les  sйries  linйaires  singuliиres  qui appartiennent  а un  rйseau  linйaire 
reprйsentй  par  un  point Wx  sont  reprйsentйes  par  les  gйnйratr ices  du 
cфne  qui  reprйsente  la  sйrie  focale  du  rйseau.  Ainsi  ce  cфne  reprй 
sente  : 

Par ses plans tangents, les corrélations singulières du réseau; 

Par ses génératrices, les séries linéaires singulières de ce même réseau. 

Nous  retrouverons  cette  propriйtй  dans  l 'йtude  du  cфne  de  Malus. 

19. Réseaux quadratiques.  — Un rйseau  quadratique  de  corrйlation 
anharmonique  est  reprйsentй  par  uneйquat ion  du second  degrй ф(t)=o. 
Dans  l'espace,  i l est  reprйsentй  par  une  quadrique  R 2 . 

L a  sйrie  des  corrйlations  singuliиres  est  du  quatr iиme  degrй ;  la  cor
rйlation  focale est  d'ordre  et  de  classe  2.  La sйrie  des  corrйlations  sin
guliиres  est  reprйsentйe  par  une  dйveloppable  D 2 2  de  la  quatr iиme 
classe,  circonscrite а la  fois  aux  quadriques  R 2  et M . 

Si  le  discriminant de  la  forme 6 est  nul ,  la  quadrique  R 2  est  infini
ment  aplatie;  mais cela  n'influe  en  rien  sur  la  nature  de  la  corrйlation 
focale,  attendu  que  parmi les  quadriques  inscrites  dans  une  mкme  dй 
veloppable D 2 2 , i l y  en  a toujours  au  moins une  infiniment aplatie. 

Si  tous  les  mineurs  du  discriminant  de  $  sont  nuls,  la  dйvelop
pable  D 2 2  se  dйcompose  en  deux  cфnes  de  seconde  classe,  car  la  qua
drique R 2  se  dйcompose  en  deux  points. Plus gйnйralement,  chaque  fois 
que  les quadriques  R 2  et M  sont  bitangentes,  la  dйveloppable  D 2 2  se 
dйcompose  en  deux  cфnes.  La  corrйlation  focale  se  dйcompose  alors  en 
deux  corrйlations  anharmoniques. 

Enfin  les  surfacesR 2  et  M peuvent  кtre  circonscrites  l'une  а  l'autre; 
dans  ce  cas,  on a un  rйseau  linйaire  double,  et  la  corrйlation  focale  se 
compose  d'une  corrйlation  anharmonique  prise  deux  fois. 

20. Séries quadratiques. — Deux  rйseaux,  l 'un  linйaire,  l'autre  qua
dratique,  ont  en commun une  sйrie quadratique.  Une sйrie  quadratique 



est  reprйsentйe  par  un  cфne  de  seconde  classe.  Il  existe  quatre  couples 
focaux  :  ces  couples  focaux  sont  toujours  en  relation  anharmonique. 

Nous  n'entrerons  pas  dans  le  dйtail  des  singularitйs  que  peuvent 
offrir  les sйries  quadratiques,  et  que  le mode  de  reprйsentation  permet
trait  de dйfinir  et  d 'йtudier  trиs  simplement. 

Nous  rйservons  pour  un  autre  moment  diverses  autres  propriйtйs  des 
corrйlations  qui  nous  seront  utiles  et  conduisent  а  de nouvelles  analo
gies  entre  le moment  de  deux  droites  infiniment voisines et  le  carrй  de 
la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins. 

DEUXIИME PARTIE. 
L E S  PROPRIЙTЙS  INFINITЙSIMALES  DU  PREMIER  ORDRE. 

21.  Nous  allons  d'abord  montrer  comment  les  propriйtйs  du  pre
mier ordre  des  systиmes  de  droites peuvent  кtre  rattachйes  а  l'existence 
de  la forme  fondamentale. 

I. — Propriйtйs des surfaces rйglйes. 

Si  une  surface  rйglйe  est  reprйsentйe  par  les  trois  йquations 

/ ( « i ,  u%, « a ,  uk)  = o , <p (ul}  u%>  us,  uk) = 0 ,  a » ) = o , 

et  que  l'on  pose 

une  droite  (u +  du)  infiniment voisine d'une  droite  (M) de  la surface  et 
appartenant  а  cette surface  vйrifie  les  йquations 

2  U ,  du( =  o,  2  V ; dm  =  o,  S W ,  dut  =  o. 



Appelons  A a le  dйterminant  obtenu  en  retranchant  la  colonne  d'in

dice  x dans le  tableau 

On  dйduit  des  йquations  prйcйdentes 

On  peut  envisager  les  A  comme  les  coordonnйes  homogиnes  de  la 
corrйlation  de  Chasles,  relative  а  la  droite  (u),  c'estаdire  de  la  corrй
lation  anharmonique  que  la  surface  dйfinit  sur  cette  droite  en  vertu  du 
thйorиme  de  M . Chasles,  sur  la  distribution  des  plans  tangents. 

22.  L'invariant M(A)  de cette  corrйlation  se  met  sous  la  forme 

On  peut  appeler singulières  toutes  les  droites  de  la surface  pour  les
quelles  I  est  nul . On  a  I =  o quand  tous les A sont  nuls;  mais  en  remet
tant  а plus  tard  l'examen  de  ce  cas,  l 'йquation  I =  o  exprime  qu'autour 
de  la  droite (u)  la  surface  rйglйe  se  comporte  comme  une  surface  dйve
loppable  ;  ainsi  le  plan  tangent  est  le  mкme  pour  tous  les  points  de la 
droite (u),  etc. 

On  voit en  mкme  temps  que la condition nécessaire et suffisante pour 

qu une surf ace soit développable, c'est que V équation 

soit vérifiée pour toutes ses droites sans que les déterminants  A soient tous 

et toujours nuls, 



23.  Deux  surfaces  rйglйes  qui  sur  une  droite  dйfinissent  la  mкme 
corrйlation  de  Chasles  se  raccordent  suivant  cette  droite.  Parmi  les 
surfaces  qui , suivant  une  droite,  se  raccordent  avec  une  surface  rйglйe 
donnйe,  on  peut  distinguer  les  hyperboloпdes  de  raccordement.  Voici 
comment  on  les  obtient. 

Soient  (a,  a) ,  (b,  |3),  (c,  y)  trois  couples de  la corrйlation  de  Chasles 
relative  а  une  droite  (u)  d'une  surface  rйglйe,  soient  A , B ,  C  trois 
droites  appartenant  respectivement  а ces  couples  :  l 'hyperboloпde  dont 
ces  droites  sont  les  directrices est  de  raccordement. 

On  voit  ainsi  que  ces  hyperboloпdes  sont  triplement  indйterminйs . 
On  peut,  en  effet,  les  envisager  comme  des  quadriques  passant  par 
deux  droites  (u)  et  (u 4 du)  infiniment voisines. 

II. — Propriйtйs des congruences. 

24,  Deux  йquations 
/  =  o  et  0  =  0 

suffisent  pour  dйfinir  une  congruence.  Si  (u)  et  (u  4 du])  sont  deux 
droites  infiniment  voisines  de  la  congruence,  en  conservant  les  nota
tions  prйcйdentes,  on a 

EU/^/wj—o,  zVidiii=o, 

ou,  en introduisant  les coordonnйes  t  d'une  corrйlation, 

SU (  f i=0 ,  Й V ^  — O . 

Les  corrйlations  sur  une droite d'une congruence  qui appartiennent  а 
la congruence forment donc une sйrie  linйaire. 

On  en  dйduit ,  par  les  propriйtйs  dйjа  exposйes  des  sйries  l inйaires, 
les  rйsultats  suivants  : 

Les  corrйlations  qui  appartiennent  а  une  congruence  sur  une  de  ses 
droites admettent deux couples fixes (b,ot) et (a,  fi).  Les  inverses  de  ces 
couples sont  les couples focaux  de  la  sйrie  linйaire. 

L'existence  de ces deux  couples  focaux  montre  que,  parmi  les  corrй



lafcions  qui  appartiennent  а  la  congruence,  i l y  en  a  deux  singuliиres 
dont  ils  sont  les  couples  singuliers :  de  lа  ce  thйorиme  dы  а Monge  : 

Etant  donnйe  une droite d'une congruence,  il existe deux droites  de la 

congruence infiniment voisines de la première et la rencontrant. 

Les  points a  et b,  les plans  a  et  |3, sont  les foyers et  les plans focaux 
de  la droite («) . 

25.  Les foyers  ne  dйpendent  que  des  deux  coordonnйes,  ainsi  que 
les plans  focaux.  Ils  engendrent  donc  des  surfaces.  Soient A et  B  les 
deux  surfaces  lieux  des  points a  et b,  et  qu'on  appelle  les surfaces 
focales de  la  congruence.  Nous remarquons  deux  choses  :  d'abord,  si 
l'on  envisage  une  dйveloppable  de la congruence  et  une  de  ses  gйnйra
trices (u),  le  plan  tangent  а  cette  dйveloppable  et  le  point  de  l 'arкte 
de  rebroussement  relatifs  а cette  gйnйratr ice  forment  un  couple  focal 
(a, a)  de  cette  droite;  en  second  lieu,  puisqu'il  correspond  deux 
couples  focaux а chaque  droite  d'une  congruence,  toute droite  du  sys
tиme  appartient  а  deux  dйveloppables  de  cette  congruence.  On  en 
conclut  que  les  surfaces  focales  A et  B  sont  respectivement  le  lieu  des 
deux  sйries  d'arкtes  de  rebroussement  des  dйveloppables  de  la  con
gruence,  et,  par  suite,  que  : 

Les droites de la congruence sont tangentes aux suif aces focales. 

Une  dйveloppable  de lа  congruence  a son  arкte  de  rebroussement  R^ 
sur  la surface  A , par  exemple, et est  circonscrite а  la surface  B , suivant 
une  courbe Sb.  Le plan oc,  й tant  tangent  а  la  surface  dйveloppable,  est 
donc tangent  en b  а la  surface  B .  Ains i  : 

Les plans focaux touchent les surfaces focales. 

En  rйsumй,  si l'on envisage  les  arкtes  de rebroussement  des  dйvelop
pables de la congruence,  elles forment  deux  sйries  de  courbes R a , R 6 sur 
les  surfaces  focales A et  B .  Les plans  osculateurs  de  ces  courbes  sont 
respectivement  tangents  aux  surfaces  B  et  A , et  les  points  de  contact 
dйcrivent  respectivement  sur  ces  surfaces  deux  sйries  de  courbes  S 6 

et  S a . 

26.  Nous  sommes  naturellement  amenйs  а  nous  demander  ce  qui 



arriverait  dans le cas oщ  les  couples  focaux  coпncideraient.  Si cela  avait 
lieu  et  que  (a,  a)  fыt  le  couple  de  coпncidence,  les  surfaces  focales  se 
toucheraient  en  a,  et  a  serait  leur  plan  tangent  commun. Mais  alors la 
courbe  R a  admettrait  (aussi  bien  que  R ф ) pour  plan  osculateur  le  plan 
tangent а  la surface A (ou B) ,  sur  laquelle elle est  tracйe ; la tangente (u) 
а  cette  courbe  serait  donc  une  tangente  asymptotique  de  la  surface 
focale  au  point  a. 

Si  les  couples  focaux  coпncident  pour  toutes  les  droites  de  la  con
gruence,  les deux  surfaces  focales  coпncident,  et  i l est  visible,  d'aprиs 
ce  qui  prйcиde,  que,  dans  ce  cas,  les  droites  du  systиme  se  composent 
des  tangentes  asymptotiques  d'une  sйrie  de  la  surface  suivant  laquelle 
coпncident  les  deux  surfaces  focales. 

La  rйciproque  est  vraie.  Considйrons,  en  effet,  le  systиme  des  tan
gentes  asymptotiques  d'une  sйrie  d'une  surface  A  donnйe  : soient  a  un 
point  de  la  surface  et  (u)  la  tangente  asymptotique  du  systиme  consi
dйrй,  relative а  ce  point. Le  plan osculateur  a  а  la ligne  asymptotique, 
c'estаdire  le plan tangent  en  a,  а  la  surface  focale  A , doit  toucher  la 
seconde  surface  focale B ,  ainsi  que  nous  l'avons vu.  Donc,  tout  plan 
tangent  а A est  tangent  а B , donc A et B  coпncident. 

Cette  propriйtй  des  surfaces  focales  peut  se  dйduire  d'une autre  plus 
gйnйrale ,  qu ' i l  serait  facile  de  dйmontrer  ic i en  quelques  mots  ;  mais 
cette  proposition trouve  sa  place  parmi  les  propriйtйs  du  second  ordre, 
et  nous  l 'y  retrouverons. 

Il  est  facile  d'exprimer,  а  l'aide  de  la  forme  fondamentale,  la  coпnci
dence  des  couples  focaux  relatifs  а  une  droite  (u)  de  la  congruence. 
Il  suffit  d'annuler  l'expression 

.1  : 

dont  on  peut  rapprocher  la  forme  de  l'expression  de  I.  Dйsignons 
par  A a >p  le  dйterminant  obtenu,  en  retranchant  les  colonnes  d'indice 



ol  et 8  dans  le Tableau 
L \  U 2  U s  U 4 

V ,  V 2  V 3  V t 

L'йquation  J  =  o exprime  la coпncidence  des  couples  focaux,  pourvu 
que  les  dйterminants  A a >p  ne  soient  pas  tous nuls,  cas  que  nous  exami
nerons  plus  tard.  Ainsi  : 

L'йquation  J == o  caractйrise  les congruences formйes  par  les tangentes 
inflexionnelles d'une surface. 

De  mкme  que  l 'йquation  I =  o  caractйrisait  les  surfaces  rйglйes 
formйes  des  tangentes  а  une  courbe. 

27.  Les  droites  d'une  congruence  dйpendent  de  deux  paramиtres ; 
dйsignonsles  par p  et  q. L'introduction de ces  deux  paramиtres  attribue 
а  la forme  fondamentale  l'expression 

M  ( du ) =  E dp2  + 2 F dp dq -+• G dq2. 

Les  diverses  formes  qu'on  peut  faire  prendre  au  second  membre 
conduisent  а  des  interprйtat ions  diffйrentes  des  mкmes  faits  analy
tiques,  qui  jouent  un  rфle  si  important  dans  la  thйorie  des  surfaces, 
lorsque  l'on envisage  la valeur de  ds2. 

Les  йquations  const.,  q — const.  reprйsentent  deux  sйries  de 
surfaces  rйglйes  de  la  congruence,  et  l 'йquation 

F  =  o 

exprime  l'involution  des  deux  corrйlations  de  Chasles  que  dйfinissent 
sur  une  droite quelconque  de  la congruence  les deux  surfaces de  chaque 
sйrie  qui  y passent.  Ains i ,  la  forme 

M(du) — Edp2-hGdq2 

signifie  que  les surfaces p  — const.,  q =  const.  forment  deux  systиmes 
orthogonaux,  au sens  que  nous  attribuons  а ce  mot. 

Pour  obtenir  les  dйveloppables  de la  congruence,  i l suffit  d ' in tйgrer 
l 'йquation 

E dp2
   f  2 F dp dq + G dq2 —  o. 



Par  exemple,  si l'on a mis  la  forme M(du)  sous  la  forme 

M  ( du ) = \dp dq, 

les  йquations  /? =  const.,  q =  const.  reprйsentent  les  deux  sйries  de 
dйveloppables  de  la  congruence. 

Ains i ,  ces dйveloppables  s'offrent comme  les analogues  des courbes iso
tropes sur  une surface. 

Supposons  que  les  deux  sйries  de  dйveloppables  de  la  congruence 
coпncident.  Il  faut  et  i l suffit  pour  cela  que  l'expression 

E dp2 -+-  2 F dp dq  H  G dq% 

soit  un  carrй  parfait,  ou  que 

E G — F 3 = o . 

La  coпncidence  des  deux  sйries  de  dйveloppables  entraîne  celle  des 
surfaces  focales  ;  donc  : 

L'йquation  diffйrentielle  des congruences а surfaces focales  coпncidentes 
est  prйcisйment 

E G — F 2 — o . 

C'est  une  autre  forme  de  l 'йquation  J  =  o,  d'oщ  l'on  peut  d'ailleurs 
la  dйduire. 

Mais  cette forme  d'йquation  offre  cet  intйrкt  de  nous  montrer  cette 
catйgorie  de  congruences  comme  analogue  des  dйveloppables  circon
scrites  au  cercle de  l ' inf ini . 

Les  dйveloppements  dans  lesquels  nous  pourrions  entrer  encore 
nous  entraîneraient  sur  le  domaine  du  second  ordre  :  nous  y  revien
drons  dans la troisiиme  partie. 

28.  Pour  terminer  ce  qui  a  trait  aux  propriйtйs  du  premier  ordre 
des  congruences,  i l  nous  reste  а  parler  du  rфle  des  couples  focaux 
dans  l 'йtude  des  surfaces  rйglйes  qui appartiennent  au  systиme. 

D'abord,  les  surfaces  rйglйes  d'une  congruence  qui  ont  une  gйnйra
trice (u) commune,  se raccordent  toutes  suivant  les couples  inverses  des 
couples focaux. 

En  effet,  ces  surfaces  sont  toutes  circonscrites  aux  surfaces  focales. 



I l  est  dиs lors bien facile  d'obtenir  la sйrie  des  hyperboloпdes  de rac

cordement  pour  toutes ces  surfaces. 

Appelons,  comme  toujours,  a  et  b  les  foyers  de  la droite  (u),  et  en 
ces  points,  dans  les  plans  tangents  oc et  /3 aux  surfaces  focales  x  et <i&, 
menons  les tangentes  A et  B а ces surfaces.  Tous  les  hyperboloпdes  qui 
admettent A  et  B pour  directrices sont  de  raccordement  pour  une  sur
face  rйglйe  du  systиme. 

On voit  ainsi  que ces hyperboloпdes  sont quadruplement  indйterminйs . 
Si  l 'on envisage  deux  congruences,  qui sur  une  droite  commune  (u) 

dйfinissent  les  mкmes  couples focaux (a, <x) et  (b,  /3)  (auquel cas les  sur
faces  focales <vi,, ib, x'  et oft/ des deux  systиmes sont  tangentes en  a  etb), 

on  peut  dire  que  ces deux  congruences  sont  tangentes  suivant  cette 
droite. Le systиme  des hyperboloпdes de raccordement  est  le mкme  pour 
les  deux  congruences,  et  toute  corrйlation  anharmonique  qui  appar
tient  а l'une  appartient  а  l'autre. 

Parmi  les  congruences  tangentes,  on  peut  distinguer les congruences 

linйaires  tangentes. 

En  dйsignant  par  A  et  B les  mкmes  droites  que  plus haut,  la  con
gruence  linйaire  dont A et  B seraient  les  directrices est  une  congruence 
tangente. 

On  voit  ainsi  que  ces  congruences  sont  doublement  indйterminйes. 
En  particulier, si l 'on prend  A et  B perpendiculaires а la  droite  (M), 

on  obtient  une  certaine  congruence  linйaire  tangente  dont  la  dйcou
verte  est  due,  croyonsnous,  а Sturm. 

III. — Propriйtйs des complexes. 

29.  Soit  l 'йquation  d'un  complexe 

/ ( « I »  «2,  lh,  "k)  — o. 

Si  (u)  et  (utdu) sont  deux droites  du  systиme  infiniment voisines, 
l 'йquation  suivante,  oщ l 'on conserve  les  notations  prйcйdentes, 

S U / du,  — o 

doit  кtre  vйrifiйe.  L'introduction  des  coordonnйes  des  corrйlations  an



harmoniques  donne 
B U / * ,  =  O, 

qui  exprime  que  : 

Toutes  les corrйlations  anharmoniques  sur une droite  d'un  complexe 

qui appartiennent а ce complexe forment un rйseau  linйaire. 

Une  propriйtй  fondamentale  du  rйseau  nous  apprend  que  : 

Toutes  les corrйlations  anharmoniques  sur  une droite  d'un complexe 

qui  appartiennent а  ce complexe sont  dйfinies  par  la condition  d'кtre  en 

involution  ou orthogonales avec une  corrйlation  fixe. 

Ce  rйsultat  offre  une  analogie  rйelle  avec  le  suivant,  qui est  fonda

mental  dans  la  thйorie  des  surfaces. 
Toutes  les  directions  issues  d'un  point  d'une  surface  et  qui  appar

tiennent  (tangentes)  а  la  surface  sont  dйfinies  par  la  condition  d'кtre 
orthogonales  а  une  direction fixe,  la  direction normale. 

А  cause  de  cette analogie,  nous  appelons  corrйlation  normale la  cor
rйlation  focale  du  rйseau  linйaire  cidessus  considйrй. 

Les  coordonnйes  de  la  corrйlation  normale  sont  donnйes  par  les 
йquations 

30.  On  peut,  d'une  maniиre  gйnйra le ,  appeler  droites singulières  du 
complexe  toutes  celles pour  lesquelles a  lieu  l 'йquation  K =  o.  Йcar
tons  jusqu'а  nouvel ordre  l 'hypothиse  oщ tous  les U seraient  nuls.  L'йva
nouissement  de l'invariant exprime que  la  corrйlation  normale  est  sin
guliиre,  ainsi  que  le  rйseau  qu'elle  dйfinit. 

L'invariant  R  a  une  forme  symйtrique  qui  le  rapproche  des  inva

riants  I et J  dйjа  t rouvйs;  on a 



Lorsqu'une  droite  (u) est ainsi  s inguliиre,  toutes les  corrйlations sur 
cette droite  qui  appartiennent  au  complexe  admettent  un  couple  fixe 
(a, a), а  savoir  le couple  singulier de la corrйlation  normale. 

L'йquation  K =  o  dйfinit  dans  le  complexe  une  congruence,  celle 
des  droites  singuliиres.  Le point a dйcrit  une surface  [f]  qu'on  appelle 
la  surface  de singularitй  du complexe  f=o. 

Dans  la  congruence  des droites  singuliиres,  a  est un  foyer  de la 
la  droite  [u) et a est un plan  focal;  mais,  le  couple  (a, a) n'est pas un 
couple  focal.  On en  dйduit  que [f]  est une nappe  de  la surface  focale 
de Ja congruence  des  droites  singuliиres,  et que oc est le plan  tangent а 
cette surface  en ce point.  A i n s i ,  en disant,  selon  l'usage,  qu'un  couple 
appartient  а une surface  quand  le  point  йtant  sur la  surface  le  plan 
touche  la surface  en ce point, on peut dire que : 

Les couples singuliers des  corrйlations  normales singulières d'un com-
plexe appartiennent à la surface de singularités. 

Ce  thйorиme a йtй  йnoncй  pour  la premiиre  fois  sous  une  forme un 
peu  diffйrente  par M . Pasch. 

31.  On peut  se proposer  de savoir  s ' i l est  possible  que  l 'йquation 
K  o soit  vйrifiйe  identiquement  pour  toutes les droites  du complexe. 

Pour  йtudier  cette  question,  prenons  pour  coordonnйes  les  coeffi
cients a, b,p, q dans les  йquations  de  la droite  rapportйe  а trois  axes 
rectangulaires;  soit 

q=f(a,b,p) 

l 'йquation  du complexe;  on en  dйduit,  par  diffйrentiation, 

.fa da -h fi, db -+-fp dp — dq = o, 

de sorte  que les  coordonnйes  de la corrйlation  normale  ont pour ex

pressions 
/•' rt M 

9 J pi Jb>  / a ! 
ce qui signifie  que la droite  dont  les coordonnйes  sont.  # 

a-{-s, b-hfpz, p-i-f'oh q—faz 

dйfinit,  sur la droite 

a, b, p, q, 

la  corrйlation  normale  du complexe. 



Ces  deux  droites  ont un  point m et un  plan \L  communs chaque  fois 
que la corrйlation  normale  est singuliиre;  et (m, p.) est alors  le couple 
singulier.  La condition de rencontre  s'йcrit 

Le  point m a pour  coordonnйes 

f 
(M)  x0 =  az0+p,  y0=bz0  + q,  z0  — — f'h — ^  , 

le  plan  (j. a pour  йquation 

( i*)  — x f ' p + y +   6)* H  W ; — =  o. 

Diffйrentions  les deux  premiиres  йqaations  (m) et ajoutons  les  diffй
rentielles  membre  а membre,  les deux  membres  de la premiиre  йtant 
multipliйs  par —f'p, i l vient 

—fpdx0 + dy0 +  (afp  — b) dz0 =  — z0fp  da + z0 db —f'p dp +  dq ; 

mais  on a 
z0Jp ~fa>  Z Q —  fb) 

donc,  le  second  membre de la relation prйcйdente  devient 

—fa d a — f'b db — f'p dp I  Ј%, 

c'estаdire  zй ro ;  on a donc la relation 

(/ )  — f'p dxQ  h df0  +  /p — 6) fiko =  o. 

Cette  йquation  prouve  que le point m dйcrit  une surface  S, et en la 
rapprochant  de l 'йquation  (/x), on voit  que le plan (p.) est le plan  tan
gent en m а la surface de singularitйs. 

Nous  avons ainsi  dйmontrй  une  seconde  fois le  thйorиme  de Pasch, 
qui  consiste  en ce que : 

Les couples singuliers  des corrйlations  normales singulières d'un com-

plexe appartiennent à une surface. 

de  sorte  que, dans  notre  systиme  de  coordonnйes,  l 'йquation  K = o 
s'йcrit 



Si  l'on  suppose  actuellement que  l 'йquation 

ait  lieu  pour  toutes  les droites du  complexe,  les raisonnements  et les 
calculs  prйcйdents  subsistent, et l'on voit  que  toutes  les droites du  com
plexe  sont  alors  tangentes  а  la surface  S.  De lа ce thйorиme  dы  а 
M .  K l e i n ,  et йnoncй  par  lu i sous une  autre  forme : 

Un complexe dont  toutes  les corrйlations  normales  sont singulières se 

compose des tangentes à une même surface. 

Rйciproquement,  les tangentes  d'une  surface  forment  un complexe 

qui  vйrifie  l 'йquation  K =  o. 

Il  est facile  de le  voir  directement.  Mais  voici  une dйmonstration 

analytique de ce fait.  Soit  l 'йquation  de la  surface 

Si  entre  l 'йquation 

Ґ(az-\-p, bz-+-q,z)=o 

et  sa  dйrivйe  par rapport а z, 

a'E'x + b F ' r +  FI =  o, 

nous йliminons s,  l 'йquation  obtenue  entre a,b,p,q  est celle  du  com
plexe des  tangentes  de la  surface proposйe.  Diffйrentions  totalement F , 
en  tenant  compte de  l 'йquation 

i l  vient 
zY'xda + zҐydb + Ґ'xdp + F'ydq = o. 

Cette  йquation  dйfinit  le  rйseau  linйaire  engendrй  par les droites du 
complexй  infiniment  voisines de la droite (a,b,p,q).  Jya corrйlation 
normale du rйseau  a donc pour  coordonnйes 

F'  — F'  — zW  s F ' 

c'estаdire  qu'elle est dйfinie  sur la droite 

a,, b, p, q 



par  la droite  infiniment voisine 

a + F;.e,  b — F'xt,  p—zY'yï,  q\zi'xt. 

Mais  i l est  facile  de  voir  que ces  deux  droites  se  coupent  au 

point  (x,y,z)  de  la surface,  et que leur  plan  commun  est  prйcisй

ment  le  plan  tangent  а la mкme  surface  en ce point.  La  corrйlation 

normale  est  donc  singuliиre,  et,  par  suite,  l 'йquation  K =  o est 

satisfaite. 

En  rйsumй : 

L'йquation  K — o est  l'йquation  diffйrentielle  des complexes des droites 

avant avec  une surface  un simple contact. 

De  mкme  que l 'йquation  J =  o  йtait  l 'йquation  diffйrentielle  des 

congruences  des  droites  ayant  avec une  surface un contact  du deuxième 

ordre. 

De  mкme,  enfin,  que  l 'йquation  п  o йtait  l 'йquation  des  surfaces 

engendrйes  par les  droites  tangentes  a une courbe,  ou, si  l'on  veut, 

ayant  avec  une  surface  un contact du troisième  ordre. 

23.  Avant  de dйvelopper  plus  longuement  les propriйtйs  des  droites 

singuliиres,  i l convient de montrer  le rфle  de la corrйlation  normale 

dans l 'йtude  des surfaces  rйglйes  et des congruences  formйes  des  droites 

du  complexe. 

D'abord,  le thйorиme  d'involution  qui  dйfinit  la corrйlation  normale 

montre  que toutes les surfaces réglées d'un complexe déterminent, sur 

leurs génératrices, des corrélations de Chasles respectivement orthogo-

nales aux corrélations normales. 

L a  dйfinition  des hyperboloïdes de raccordement  des  surfaces  rйglйes 

d'un  complexe  dйrive  immйdiatement  de cette  remarque.  Si (a,  a) et 

(b, p) sont  deux  couples quelconques de  la corrйlation  normale relative 

а  une  droite (a), et si A et B sont  deux droites  appartenant aux  couples 

(a, fi) et (b, a) inverses  des premiers,  tout  hyperboloпde  admettant A 

et  B  pour  directrices est un hyperboloпde  de raccordement  pour  une 

surface  rйglйe  du complexe. Ces  hyperboloпdes  sont,  on le voit,  quin

tuplement  indйterminйs. 



33.  Considйrons une  dйveloppable  formйe  des droites d'un complexe ; 
soient  (u)  une  de  ses  gйnйratrices,  a i e  point  oщ  elle  touche  l 'arкte 
de  rebroussement  et  a  le  plan  tangent  tout  du  long  de  cette  gйnй
ratrice.  La  dйveloppable  dйfinit  sur  la  droite  (u)  une  corrйlation  sin
guliиre  dont  (a,  a)  est  le  couple  singulier; et,  comme  une  corrйlation 
anharmonique  est  le  lieu  des  couples  singuliers  des  corrйlations  sin
guliиres  avec  lesquelles  elle  est  en  involution,  on  en  conclut  que  le 
couple  (a,  a)  appartient  а la  corrйlation  normale. 

Ainsi  : 

Toute dйveloppable  formйe  des droites d'un complexe  dйfinit  sur chaque 

gйnйratrice  un couple  de la  corrйlation  normale;  le point  est  le  point  de 
contact  avec  l 'arкte  de  rebroussement,  le plan  est  le  plan  tangent  tout 
du  long  de  la  gйnйratrice. 

On  peut en  particulier prendre,  soit  le  cфne  du  complexe de  sommet 
a,  et  a  est  alors  le  plan  tangent  suivant  la  gйnйratrice  («) ,  soit  la 
courbe  enveloppe  du  complexe  dans  le  plan  a,  et  a  est  alors  le  point 
de  contact  de  la gйnйratrice  [u)  avec cette  courbe. 

34.  La  corrйlation  normale  dйfinit  йgalement  les  congruences  du 
complexe.  E n  effet,  une  congruence  йtant  donnйe  dans  un  complexe, 
les  couples  focaux  appartiennent  respectivement  aux  corrйlations  nor
males. 

De  lа  la possibilitй  de  dйfinir  les congruences  linйaires  tangentes  а un 
complexe.  E n  effet,  si  [u]  est  une  droite  du  complexe  et  A , B  deux 
droites  comme  nous  les  avons  dйfinies  а  propos  des  hyperboloпdes  de 
raccordement,  on  voit  que  la  congruence  linйaire  dont  elles  sont  les 
directrices  est  tangente  а  une  congruence  du  complexe;  ces  con
gruences  tangentes  sont  quadruplement  indйterminйes. 

35.  Considйrons  une  congruence  а  couples  focaux  coпncidents  du 
complexe;  d'aprиs  ce  qu'on  sait  sur  ces  congruences,  si  (a,  a)  est  le 
couple  de  coпncidence  relatif  а  une  droite  (u)  de  la  congruence,  ce 
couple  appartient  а  la surface  focale  unique  du  systиme;  i l  appartient 
aussi  а  la  corrйlation  normale  du  complexe. 

Un  couple (point  et  plan  menй  par  ce point)  dйpend  dans l'espace  de 
cinq  paramйtrйs;  mais on voit  que  les couples des  corrйlations  normales 



d'un  complexe  ne  dйpendent  que  de  quatre  paramиtres ;  ces  couples 
sont  donc  assujettis  а  une  condition.  Or  on  sait  que  les  couples  de 
l'espace  assujettis  а  une  condition correspondent  а  une  йquation  aux 
dйrivйes  partielles;  on  conclut  donc  que  tout  complexe  de  droites 
dans  l'espace  йquivaut  а  une  йquation  aux  dйrivйes  partielles entre  les 
coordonnйes  d'un  espace  soit  ponctuel,  soit  planaire. 

I l  rйsulte  de  ce qui  prйcиde  que  les  surfaces  focales  des  congruences 
а  couples  focaux  coпncidents  du  complexe  sont  les  surfaces  intйgrales 
de  cette  йquation  aux  dйrivйes  partielles,  tandis  que  les  dйveloppables 
du  complexe  et  leurs  arкtes  de  rebroussement  en  sont  les  dйvelop
pables  et  les  courbes  intйgrales. 

Ces  rйsultats  sont  bien  connus  ;  nous  les  citons  simplement  parce 
qu'ils  nous  seront  utiles  pour  l'exposition des  propriйtйs  du  second 
ordre. 

36.  On  peut  se  proposer  de  chercher  en  coordonnйes  lignes  les 
йquations  des  dйveloppables,  ou des congruences  singuliиres  (а  couples 
focaux  coпncidents)  du  complexe. 

Supposons  que  l'on  exprime  en  fonction  de  trois  paramиtresp,q,r 
les  coordonnйes  des  droites  du  complexe,  la  forme  fondamentale  de
viendra 

M. (du) =  P dp* +  Q dq* +  R dr*-\- 2P 'dqdr  +  2Q'drdp  +  2R'dpdq. 

On  peut,  dans  ce  cas,  faire  usage  d'un  espace  reprйsentatif  (ponc
tuel  ou planaire).  Supposons,  par  exemple,  que/?, q, r  soient  les  coor
donnйes  d'un  point  rapportй  а  trois  axes  rectangulaires.  Il  y  aura 
correspondance  entre  les points  de  l'espace  et  les droites  du complexe, 
entre  les  directions  issues  d'un  point  et  les  corrйlations  qui  appar
tiennent  au  complexe sur  la  droite  correspondante.  Il  correspondra  а 
une  surface  une  congruence,  а  une  courbe  une  surface  rйglйe.  Tout 
plan  menй  par  un  point  reprйsentera  une  congruence  йlйmentaire  (un 
pinceau)  du  complexe  sur  la  droite  reprйsentйe  par  ce  point.  Un  cфne 
ayant  son sommet  en  un point p  reprйsentera,  par  ses  gйnйratrices,  une 
sйrie  de  corrйlations  anharmoniques  du  complexe,  et  par  ses  plans 
tangents  une  famille  de  pinceaux  sur  la  droite  que  son  sommet p  re
prйsente. 



Ains i ,  les  corrйlations  singuliиres  du  complexe  sur  une  droite 

(p,q,r)  seront  reprйsentйes  par un  cфne  du  second  degrй  ayant son 

sommet  au point  (p,q,r),  et dont  l 'йquation  s'йcrit 

Prfp 2  +  Q ^ 2 +  R a ' , î +  .  • = o. 

Lorsque  le point  reprйsentatif  appartient  а la droite  reprйsentйe, on 
reconnaît  dans  ce cфne  du second  degrй  le  cфne  dйcouvert  par Malus, 
pour  les complexes  dйfinis  par des points de  dйpar t . 

Nous  conserverons,  dans  le cas gйnйral ,  le nom  de cфne  de Malus  а 
ce  cфne  du  second  ordre.  On voit  sans  peine  que, si l 'on mиne un 
plan  par un point  (p, q, r) qui  coupe  suivant deux  gйnйratr ices  le cфne 
de  Malus,  ces  deux  gйnйratr ices  reprйsentent ,  par leurs  directions, 
chacune  une  corrйlation  singuliиre  du  pinceau  que le plan  reprйsente . 

Pour  que les couples  focaux  coпncident,  i l faut  et i l suffit  par con

sйquent  que ces deux  gйnйratr ices  coпncident ,  ou que le plan  touche 

le  cфne de Malus.  Ainsi  : 

Par ses plans tangents,  le  cфne  de  Malus reprйsente  les pinceaux а 

couples focaux  coпncidents  du complexe. 

En  rйsumй ,  on voit,  en se  reportant  а  l'espace  reprйsentatif,  que 

l 'йquation  aux  dйrivйes  partielles  entre  p,q,r,  qui provient  de  l 'й

quation 
P r f /  +  K ^ 2 + R i i r 2 + 2 R ' ^ ^  +  . . . = o, 

admet,  pour  intйgrale  gйnйra le ,  les surfaces  reprйsentatr ices  des  con
gruences  singuliиres  du  complexe,  et  pour  courbes  intйgrales  les 
courbes  reprйsentatr ices  des dйveloppables  du complexe. 

37.  Cette  interprйtat ion  du  cфne  de  Malus  n'est  peut к t re  pas  dй

pourvue  d ' in tйrк t ;  mais  voici  une  proposition  gйnйrale  qui  dйcoule 

immйdiatement  de la  considйration  de  la forme  fondamentale  et  fait 

ressortir  encore  mieux son ut i l i tй . 
Considйrons  deux  droites  * 

p -+- dp, q h dq, r + dr 

et 
p +  к>/>, q H %q, r  H or, 



infiniment  voisins de  la  droite p,  q, r.  Elles  dйfinissent  sur  cette  droite 
deux  corrйlations  anharmoniques  dont  Vinvolution  s exprime en  йcri

vant que  les  directions  reprйsentatrices  correspondantes  sont  conjuguйes 

par  rapport au cфne  de Malus. 

De  mкme,  deux  pinceaux  dont  les  couples  focaux  sont  en  relation 

harmonique,  et  que  nous  pouvons  appeler  pinceaux  en involution, 

sont  reprйsentйs  par  deux  plans  conjuguйs  par  rapport  au  cфne  de 

Malus. 

Ains i  : 

Pour quun pinceausoit  en involution avec un pinceau fixe, c  estаdire 

pour  que  les  couples  d'un  pinceau soient  en  relation  harmonique  avec 

deux couples fixes de la  corrйlation  normale,  ilfaut  et  il suffit que  le plan 

reprйsentatif  du pinceau contienne une droite  dйterminйe. 

Proposonsnous  dиs lors  le  problиme  gйnйral  suivant  : 

Sur chaque  droite  d'un  complexe  on  dйtermine  a  priori  deux couples 

de la corrйlation  normale suivant une loi continue : trouver les congruences 

du complexe dont  les  couples focaux  sont  en  relation  harmonique  avec 

ces deux couples. 

Puisque  le plan reprйsentat i f  du«pinceau  doit кtre  assujetti  seulement 
а  passer  par  une  droite  fixe,  on  en  conclut  que  le  problиme  dйpend 
d'une  йquation  aux  dйrivйes  partielles  du premier ordre et  linйaire  entre 
p,  q,  r,  et,  rйc iproquement ,  que  toute  йquation  aux  dйrivйes  partielles 
du premier ordre  et  linйaire  entre p,  q,  r admet  comme  intйgrales  gйnй
rales  les  surfaces  reprйsentatr ices  des  congruences  du  complexe  dont 
les  couples  focaux  sont  en  relation  harmonique  avec  deux  couples  de 
la  corrйlation  normale  connus  a priori. 

Un  premier  exemple  est  fourni  par  le  problиme  d'Abel  Transon. 
Transon,  dans  un  Mйmoire  prйsentй  а  l 'Acadйmie  des  Sciences  en 

1861,  et  qui  a  йtй  l'objet  d'un  Rapport  de  M . Chasles  le  20  mai  de  la 
mкme  annйe,  se  proposait  de  dйcomposer  un  complexe en  congruences 
de  normales  а  une  mкme  surface,  c 'estаdire  en  congruences  dont 
les  plans  focaux  fussent  rectangulaires.  Il  trouva  que  la  question 
dйpendait  d'une  йquat ion  aux  dйrivйes  partielles  du  premier  ordre  et 
l inйaire. 

Il  suffit  de  mener  par  chaque  droite  du  complexe  les  plans  isotropes 



ici  п  :  i l estclair  que  les  couples (m,  i),  [m',п)  appartenant  а  la  cor
rйlation  normale  sont  bien  dйterminйs  sur  chaque  droite  du complexe. 
Cela  йtant,  les  congruences  dont  i l  s'agit  sont  dйfinies  par  la  condi
tion  que  leurs  couples  focaux  soient  en  relation  harmonique  avec  les 
couples  dйfinis  a priori  [m,  i)  et  (m',  i'). 

Cejproblиme  est  donc  un  cas  particulier de  celui  qui  prйcиde. 

Un  second  exemple  est  donnй  par  la  recherche  des  congruences  qui 
ont  pour  couple  focal  un  couple  de  la  corrйlation  normale  connu 
a  priori.  La  droite  enveloppe  est  alors  une  gйnйratr ice  du  cфne  de 
Malus. 

On  pourrait,  dans la reprйsentat ion  des  droites  d'un  complexe,  faire 
usage d'un  espace  planaire;  on  arriverait  ainsi  а concevoir une  conique 
remplaзant  le  cфne  de  Malus.  Mais  nous  n'insisterons  pas  davantage. 

38.  Quand "deux  complexes  sur  une  droite  commune  dйfinissent  la 
mкme  corrйlation  normale,  on  peut  dire  qu'ils  sont  tangents  suivant 
cette  droite.  Parmi  les  complexes tangents,  on peut  distinguer  les  com
plexes  linйaires  tangents.  Ces complexes sont  dйfinis  par  l'unique con
dition  de  contenir  la  congruence  linйaire  singuliиre  formйe  par  les 
droites  qui  appartiennent  aux  couples  de  la  corrйlation  normale.  Ils 
forment  donc  un  faisceau.  On  peut  remarquer  que  la  condition  nйces
saire  et  suffisante  pour  qu'un  hyperboloпde  soit  de  raccordement,  ou 
qu'une  congruence  linйaire  soit tangente,  c'est  qu'ils  appartiennent  а 
un  complexe  linйaire  tangent. 

39.  Il  nous  reste,  pour  complйter  ce  que  nous  voulions dire  sur  les 
propriйtйs  du  premier  ordre  des  complexes,  а  donner  quelques  pro
priйtйs  des  droites  singuliиres  que  nous  ne  pouvions  exposer  qu 'aprиs 
ce  qui  prйcиde. 

Nous  avons  vu que,  si (a,  a)  est  un  couple  de  la  corrйlation  normale 
d'un  complexe,  la courbe  enveloppe  du  complexe dans le plan a  touche 
en a  la  droite  du  complexe  considйrйe,  et  que  le plan  a touche  tout  du 
long  de  celte  droite  le  cфne  du  complexe  dont  a  est  le  sommet.  Nous 
avons  vu  йgalement  que  le  couple  (a, a)  appartenait  а  une  surface 
focale  d'une  congruence  singuliиre  du  complexe.  Il y  a  lieu  de  voir  ce 
que  deviennent  ces  propriйtйs  dans le cas  des  droites  singuliиres. 



Le  thйorиme  d'involution  qui  dйfinit  la  corrйlation  normale  prouve 
d'abord  que  : 

Toutes  les  surfaces  rйglйes  du  complexe  qui  ne  sont pas  dйveloppables, 
et  qui  passent  par  une  droite singulière de ce complexe, ont un même 
couple de raccordement. 

Mais  si  la  droite  singuliиre  du  complexe  que  l'on  considиre  est 
aussi  singuliиre  dans  la  surface  (ce  qui  aura  toujours  lieu  si  elle  est 
dйveloppable) ,  on  voit  que  le  thйorиme  d'involution  exige  seulement 
que  l 'un  des  йlйments  du  couple  singulier  de  la  corrйlation  normale 
singuliиre  du  complexe  coпncide  avec  l 'un  des  йlйments  du  couple 
singulier  de  la  corrйlation  singuliиre  relative  а  la  surface.  • 

Comme, d'ailleurs, l 'йquation  K  =  o  n 'ent ra îne  pas  en  gйnйral  l 'йqua
tion  I  =  o,  on  voit  que,  en  gйnйral ,  une  surface  rйglйe  non  dйvelop
pable  du  complexe touche  en  un  nombre  limitй  de  points  la  surface  de 
s ingular i tйs . 

E n  effet,  toute  surface  rйglйe  d'un'complexe  contient  un  nombre 
limitй  de  droites  singuliиres  de  ce  complexe. 

Si  l'on  envisage  йgalement  une  congruence  appartenant  au  com
plexe  et  une  droite  A  singuliиre  dans  le  complexe  et  appartenant  а  la 
congruence,  en  dйsignant  par  (m,  p.)  le  couple  singulier  de  la  corrй
lation  normale  singuliиre  sur  A ,  et (a, a),  |3")  les  couples  focaux 
sur  A  dans  la  congruence,  i l  faut  que  ces  couples  appartiennent  а  la 
corrйlation  normale  s inguliиre .  Supposons  qu'ils  ne  coпncident  pas,  ce 
qui  est  permis,  puisque,  en  gйnйral ,  l 'йquation  K    o  n 'entra îne  pas 
J  — o.  Il  faudra,  par  exemple,  que m  coпncide  avec a,  et Ў1 avec  |3. 

Autrement  dit,  le  couple (m, u.) appartient  а  la  surface  focale,  qui 
se  trouve  ainsi  кtre  tangente  en  m  а  la  surface  de  singulari tйs . 

Ceci  est  applicable  а  toutes  les  droites  de  la  surface  formйe  dans  la 
congruence  proposйe  par  les  droites  singuliиres  du  complexe;  donc  : 

Une des nappes de la surface focale de toute congruence non singu-
lière d'un complexe est circonscrite à la surface de singularités. 

Ou  encore  : 

La surface focale d'une congruence est une enveloppe des surfaces de 
singularités des complexes qui contiennent celle congruence. 



40.  Lorsque  l'on  envisage  des  dйveloppables  d'un  complexe  et  des 
droites  s ingul iиres 'd 'un  complexe  sur  ces  dйveloppables,  on  se  trouve 
en  prйsence  d'un  cas  particulier  que  nous  allons  йtudier  de  plus  prиs . 

D'abord,  i l est  clair  que,  lorsqu'une  droite  d'un  complexe  est  singu
liиre  а  la  fois  dans ce  complexe  et  dans une  surface  rйglйe  formйe  des 
droites  du  complexe,  i l faut  que  le  point  central  sur  cette  gйnйratr ice 
coпncide  avec  le  point  du  couple  singulier de  la  corrйlation  normale, 
ou  que  le  plan tangent, tout  au long de cette droite а la surface,  coпncide 
avec  le  plan  du  mкme  couple  singulier. 

Nous  allons,  d'ailleurs,  йtablir  ce  rйsultat  par  l'analyse. 
En  prenant  une  droite  d'un  complexe  pour  axe  Oz,  zOx  йtant  le 

plan  central  et  O le  point  central  de  la  corrйlation  normale,  on  peut 

йcrire  son  йquation 

(  i ) p = kb  H A a2  H  B b2  + Q q2  +  2 A ' bq  + 2 B ' qa  4  2 Q' ab  4  .  .  . , 

et  la  corrйlat ion  normale  a pour  йquation 

r c o t Ф = K . 

Si  la  droite  considйrйe  est  s ingul iиre ,  K  est  nu l , et  le  couple  singu

lier  de  la  corrйlation  normale  est  formй  du  point  O et  du  plan  'zOy. 

L'йquation  du  complexe  est  alors 

(2) p  =  A a 2 +  B & 2 4   Q ? 2  h 2\.'bq  4 qa  4 2Q1 ab  f

Une  surface  rйglйe  reprйsentйe  par  les  йquat ions 

(3) 

appartient  au  complexe  sous  les  conditions  suivantes  : 

(4) 

Elle  est  dйveloppable  si l'on a 



quel  que soit  X;  on trouve  ainsi,  en ayant  йgard  а la conditionp {  = o, 

(5) 

Les  rapports  ^  dйterminent ,  par leurs  limites t et 'З, la position 

du  plan  tangent  suivant Oz, et celle du point  central  sur cette droite. 
Mais  l 'йquation  a{ q, =  o se dйcompose  en deux  :  l'une, at =  o, con

duit  aux  valeurs 

l'autre,  qK =  o, donne 

Cela  fait  bien  voir  l'exactitude  de la proposition  que nous  avions 
dйduite  des principes exposйs  cidessus. 

Mais  nous  allons  tirer  de ces calculs d'autres consйquences. 

Cherchons  l'enveloppe  des droites  du complexe  dans le plan zOy, 

on  a 
« i = o ,  a2z= o,  aA=.o,  Pi=o,  p2=o,  pz=o,  ...; 

les  йquat ions  (5)  sont  satisfaites,  mais  la seconde  des йquat ions  (4) 

devient 

(6)  o=^Bbо  + Qql +  2A'b1q1; 

or  la  limite  de |  dйfinit  le point  de contact  de Os avec  l'enveloppe  : 

cette  limite  est —i et, comme  l 'йquation  (6) fournit  deux  racines  pour 

ce  rapport,  on en conclut que : 

Toute droite singulière est tangente double de la courbe enveloppe du 

complexe relative au plan du couple singulier. 

Cherchons de mкme  le plan  tangent  suivant Oz au cфne du complexe 

dont  l'origine est le sommet  : une marche  analogue,  consistant  а poser 

Pi — 0> P2~=°> Pi=°> Çi=09 q» = 0, q3=0, 



conduirait  а  l 'йquation 

o=rAa5 +  B ^  +  2 Q ' f l 1  bu 

qui  donne  deux  valeurs  pour  limite  du  rapport  >̂  qui  dйfinit  le 

plan  tangent.  Il  y  a  donc  deux  plans  tangents  au  cфne  suivant  Oz; 
donc  : 

Toute  droite singulière d'un complexe est génératrice-double du cфne 
de ce complexe dont le sommet est au point du couple correspondant. 

L a  surface  de  singulari tйs  d'un  complexe  s'offre  ainsi  : 

i °  Comme  l'enveloppe  des  plans  pour  lesquels  la  courbe  enveloppe 
du  complexe  a une  tangente  double; 

2 0  Comme lieu  des  points  pour  lesquels  le  cфne  du  complexe  a  une 
gйnйratr ice  double. 

IV. — Sur les singularitйs supйrieures des systиmes de droites. 

41.  Les  systиmes  de  lignes droites  offrent  des  singulari tйs  d'un  tout 
autre ordre  que  celles qui  ont  йtй  йtudiйes  plus  haut. 

Prenons,  par  exemple,  le  cas  d'un  complexe,  et  supposons  que, 
pour  une  droite [u]  du complexe, on ait  U , — o,  U 2 — o, U 3 =  o, U 4 =  o. 
Le  dйterminant  K  sera  nul  et  la  droite (u)  s'offrira  comme  singuliиre . 

Plus  gйnйralement,  considйrons  le  cas  oщ,  pour  une  droite (u)  du 
complexe,  toutes  les  dйrivйes  partielles  d'ordre  infйrieur  а p  du  pre
mier  membre  de  son  йquation  sont  nulles  et  oщ  l'une  au  moins  des 
dйrivйes  partielles  de  l'ordre p  n'est  pas  nulle. 

En  diffйrentiantp  fois  l 'йquation 

/ ( « i ,  %, u%>  »*) — o, 

les  diffйrentielles  d'ordre  supйr ieur  au  premier  disparaî t ront ,  en  vertu 
des  hypothиses,  et  i l  restera 

dPf=Fp(du) = o, 

oщ Yp(du)  est  une  fonction  homogиne  de  degrй p  des  diffйrentielles. 



Cette  derniиre  йquation  exprime  la  condition  nйcessaire  et  suffisante 
pour  que  la droite  (u  +  du)  appartienne  au  complexe.  Ainsi  : 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  les  corrйlat ions  anharmoniques  qui 
appartiennent  au  complexe  forment  sur  la  droite  (a)  un  rйseau  de 
l'ordre  p. 

La  sйrie  focale  de  ce  rйseau  est  de  l'ordre  ip,  et  la corrйlation  focale 
est  de  degrй  et  de  classe  p. 

On  en  conclut tout  de suite  que,  dans  le cas  qui nous  occupe  : 

i °  La  droite  (u)  est  tangente  multiple  d'ordre  p  de  toutes  les 
courbes  enveloppes  du  complexe  relatives  а  des  plans  passant  par 
cette  droite ; 

20  La droite (u)  es tarкte  multiple d'ordre  p  de  t o u t c ф n e d u  complexe 
qui  a  sur  elle son  sommet. 

On  peut  dire  d'une  telle droite qu'elle  est  multiple d'ordre p  dans  le 
complexe. 

Ains i ,  outre  les  droites  s inguliиres ,  c'estаdire  а  corrйlation  nor
male  s inguliиre ,  qui  sont  chacune  tangente  double  d'une  courbe  du 
complexe,  et  arкte  double  d'un  cфne  du  complexe,  i l  peut  y  avoir 
d'autres  droites  qui  soient  tangentes  doubles  pour  toutes  les  courbes 
du  complexe  qu'elles  touchent,  gйnйratrices  doubles  pour  tous les 
cфnes  du  complexe  qui  ont  sur  elles  leurs  sommets. 

Il  est  clair  d'ailleurs  que  ces  singulari tйs  ne  se  prйsenteront  pas  en 
gйnйra l ,  car  i l n'arrivera  pas  toujours  que  les  йquations 

soient  compatibles. 

42 .  Considйrons  actuellement  une  congruence  reprйsentйe  par  les 
deux  йquations 

f{u)  — o,  <?(«) — b, 

et,  en  adoptant  les  notations  prйcйdentes,  supposons  que  tous  les 
dйterminants  а  quatre  йlйments  tirйs  du  Tableau 



et  que  nous  avons  dйsignйs  par  A a >p,  soient  nuls.  Si la  droite  (u)  n'est 
multiple  sur  aucun  des  complexes  f  =  o  ou  <p =  o,  l 'hypothиse  intro
duite  revient а dire que  ces complexes sont  tangents suivant la droite (u), 

c'estаdire  dйfinissent  sur  elle  la  mкme  corrйlation  normale. 
Les  deux  йquations 

IiUidiij — o, 
2 Vidiii  — o 

se  rйduisent  alors  а une  seule,  que  nous  reprйsenterons  par 

(i)  . LPidu^o. 

On  peut,  en  effet,  dans ce  cas,  dйterminer  les  constantes  ). et  \x,  de 

sorte  que  l'expression 
S ( X U / + \xYi)dui 

soit  identiquement  nulle. 
En  posant 

et  diffйrentiant  deux  fois  l'expression 

X/4|xcp, 

les  diffйrentielles  d'ordre  supйr ieur  au  second  disparaissent,  et  i l reste 

(2)  S ( X Ujy b \xYij)duiduj —  o. 

Les  йquations  (i)  et  (2)  dйfinissent  la  sйrie  des  corrйlations  sur  la 
droite  (u) qui  appartiennent  а la congruence  : cettesйrie  est quadratique. 

On  peut  dire  que la droite (u) est  une  droite  double  de  la  congruence. 
La  sйrie  quadratique  que  nous  venons  de  dйfinir  renferme  quatre 

corrйlations  singuliиres.  On  en  conclut  cette  propriйtй  des  droites 
doubles  d'une  congruence  : 

Dans toute congruence ayant une droite double,  il existe  Q U A T R E droites 

infiniment voisines  de cette droite  et  la rencontrant.. 

II est  clair  que,  si l'on  supposait  tous  les  U/ nuls,  les  raisonnements 
prйcйdents  subsisteraient.  Il  suffirait  de  faire  (x — o.  Dans  ce  cas,  la 
droite  serait  double dans le  premier  complexe  et  simple dans le  second. 
En  rйsumй  : 



On  n'obtiendra  de  congruence  а droite  double  qu'en  prenant  l'inter
section  de  deux  complexes  linйaires  tangents,  ou  de  deux  complexes 
dans  lesquels  une  droite  commune  est  double  pour  l'un  d'eux. 

43.  La  sйrie  quadratique,  dйfinie  par  les  йquations  (i)  et  (2),  peut 
d'ailleurs  se  dйcomposer  en  deux  sйries  l inйaires  distinctes  ou con

fondues. 

En  posant 

(3) R(du) — ^Tkijduiduj  —  2(XU/y 4 ixYiJ)duiduj, 

la  condition,  pour  que  la  sйrie  se  dйcompose  en  deux  sйries  l inйaires, 

est  la suivante  : 

(4) 

On  peut  faire  voir  que  cette  hypothиse  correspond  au  cas oщ  les  deux 
complexes qui donnent  la congruence  sont tangents suivant deux droites 

successives,  en  supposant,  toutefois,  que  la  droite  (u),  que  l'on  consi
dиre,  ne  soit  droite  double  pour  aucun  des  deux. 

L'йquation  (4)  exprime, en  effet,  la condition'nйcessaire  et  suffisante 
pour  que,  si  l 'on  tire  de  (1)  la  valeur  d'une  diffйrentielle  (de  duA,  par 
exemple),  la  forme B.(du) devienne,  par  substitution  de  cette  valeur, 
une  forme  ternaire  а  dй terminant  nul .  Or, si  l 'on a  pris  les  йquations 
des  deux  complexes  sous  la  forme 

«4—f(Ui,  U2,  U3), 

l/k-=zy(ul,  U%,  Uz), 

fit  niiPi  l 'on  nose 

ainsi  que 
d? f — lx d% ux  4 l2 d

2 u2  4 h d? us  4 F (du), 

d-o  — \ld
ïul-\-  X2 d

1 u% 4  X 3r/ 2  « 3 4  $>(du), 



oщ  F (du)  et  Q>(du)  sont  deux  formes  quadratiques  ternaires,  i l est  clair 
que  F (du)  — <!> ( du  =  E(du)  est  ce  que  devient  la  forme  quaternaire 
R(du),  quand  on  y  remplace  du.,, par  sa  valeur  tirйe  de  ( i) . Cela  posй  : 

Les  йquat ions 

expriment  le  contact  des  deux  complexes  suivant  la  droite  (u)  Les 
йquations 

dlx •• d\x. dl2 = dl2, dlA = dls 

expriment  que  le  contact  a  l ieu,  en  outre,  suivant  la droite  (u  4   du). 
Mais,  si  l'on  remarque  que 

on  voit  que  ces  derniиres  йquat ions  s'йcrivent 

Elles  expriment  la condition  nйcessaire  et  suffisante  pour que  la  forme 
ternaire  li(du)  ait  son  dйterminant  nul . 

La  proposition est  donc  dйmont rйe . 

L'introduction  de  nouvelles  hypothиses,  concernant  les dйrivйes  par
tielles d'ordre  supйrieur  des  йquations  f==  o  et  o  =  o,  permettrait  de 
concevoir et  d 'й tudier  les droites  multiples d'ordre p  d'une  congruence, 
caractйrisйes  par  la  propriйtй  gйnйrale  que  : 

Dans toute congruence ayant une droite multiple  d'ordre p,  il existe, 
en gйnйral,  2p  droites infiniment voisines  de  la droite  multiple  et la ren
contrant. 

44.  Les  singularitйs  des  surfaces  rйglйes  s 'йtudient  par  les  mфmes 
mйthodes .  Soient  / —  o,  <p == o,  i|i == o  les  йquations  d'une  surface 
rйglйe . 



Posons  encore 

U (du)  —SLVy dutduj, 

V (du) =  2V0 dutduj, 

W(du) =zW,;dUiduf. 

Formons  le  tableau 

Si  l'on  suppose  nuls  tous  les  dйterminants  а  neuf  termes  contenus 
dans  ce  tableau,  cela  signifie  qu'on  peut  trouver  des  constantes  X,  v 
qui  soient  telles  que  les  quant i tйs 

R; = A U , + u. V, H v W ;  ( / = 1 , 2 , 3 , 4 ) 

soient  toutes nulles. 

Ce  qui signifie,  en  gйnйral ,  que  les  couples focaux  d'une  quelconque 
des  congruences  (f~  o,  .© — o),  (з> =  o,  9 =  o),  == 0 , / =  o)  appar
tiennent  aux  complexes  а =  o,  y =  o,  s  =  o,  ou  que  chacun  de  ces 
complexes est  tangent  а celle  des  trois  congruences  qu ' i l  ne  contient 
pas;  а moins  toutefois  que  la droite  (u)  ne  soit  multiple  clans l'une  des 
congruences  ou  mфme  dans  l'un  des  complexes. D'ailleurs,  tout  ce  que 
nous  allons  dire  est  applicable а ce  cas,  en  admettant  que  une  ou  deux 
des  quanti tйs  X, Ў1, v  aient  des  valeurs  nulles.  Mais  nous  supposons 
essentiellement  qu ' i l  n'y  ait  pas  plus d'un  systиme  de  valeurs  de  X,  p.,  v 
satisfaisant  aux  conditions  йnoncйes,  de  sorte  que  les  йquations 

( 1 )  2U»dui•=. o,  2 Vidui =0,  2 W/dut = o 

se  rйduisent  toujours  а deux  йquat ions  distinctes 

( V )  S P ^ ^ K ^ O , zQidui—o, 

Nous  remarquons  que,  si toutes  les  quant i tйs R, sont  nulles,  le  dйter



minant que  nous avions dйsignй  par  I est  nul ; la  droite  (u) s'offre  comme 

singuliиre  sur  la  surface;  mais,  si  nous  remarquons  que,  en  diffйren

ciant  deux  fois 
X / + [J-з +  V  =  O, 

on  trouve 
2 Wtd? ut  +  R ( а )  =  o, 

oщ  l'on  a  posй 
R(rf«)  = z.RijdUiduj 

et 
R, y = X U/y 1  j x V w + v W/y, 

comme  R , =  o,  i l reste 

(2)  R(o?w)  o. 

Les  йquat ions (1 ') et  (2)  dйfinissent  deux corrйlations  anharmoniques 
sur  la  droite  [u),  ce  qui  prouve  qu ' i l  y  a  deux  maniиres  de  dйplacer 
une  droite  en  s'йcartant  de  la droite  (u)  pour  dйcrire  la  surface. 

La  droite  (u)  est  une  droite double  de  la  surface. 

En  chaque  point  de  cette  droite  double  la  surface  a  deux  plans  tan

gents,  et  les  deux  corrйlat ions  trouvйes  donnent  ces  deux  plans.  Inver

sement  :  tout  plan  menй  par  la droite  touche  la surface  en deux  points 

de  cette  droite,  et  ces  deux  points  sont  donnйs  par  les  deux  corrй

lations. 

45.  On peut  introduire  l 'hypothиse  que  ces  deux  corrйlations  coпn

cident  et  concevoir  ainsi  une  singulari tй  analogue  au  rebroussement 

des  courbes. 

On  exprimera  cette  hypothиse  en  йcrivant  que,  si des  йquat ions (1') 

on  tire  les  valeurs  de  deux  diffйrentielles  (du/t  et  du3  par  exemple),  la 

forme  binaire  R(rt7w),  qui  rйsulte  de  la  substitution,  est  un  carrй  par

fait,  c'estаdire  a un  discriminant  nul . C'est  ce  qu'exprime  le  contre

variant  double 



Il  nous  importe  de  reconnaître  а quel  fait  dans  la  situation  respec

tive  des  complexes  /  =  o,  9 =  0,  ^ =  0  correspond  cette  hypothиse. 

Nous  allons faire  voir  que  dans ce  cas  : 

Un  quelconque  des  trois  complexes  est  tangent, suivant  deux  droites 

consйcutives  а la congruence  qu' i l  ne  contient  pas. 

Prenons  en  effet  les  йquations 

)/ ( Vi + oUi)  +  j i ' (V ,  h 8V/)   H / ( W «  h oWt)  =  o, 

oщ  X', [//,  v' sont  des  constantes  et  qui  expriment  le  contact  suivant  la 
droite  (uh  Su) ; comme  on a 

i l  en  rйsulte 

( 3 )  s'Ui + e" Yt -+- sw Wt + X SU,- 4 p- 8V/ 4 v oW ; =  o, 

oщ  l'on  a  dйsignй  par E', E", Z'"  les  diffйrences  X' — X, — [J., V' — v. 

Or  on  remarque  que 

x oU/ +(AOV ; '  +  V oW = — j 3 — ; 
2  O OHj 

les  йquations  comprises  dans  le  type  (3)  s 'йcrivent  donc 

2. 

mais  l'on  sait  qu 'а  cause  de  l 'йquation  R, =  o,  s'U; *e"V,* tT W*  est 

йgal  а une  fonction  linйaire  de  P, et  de  Q 4 ; on a  donc 

/ors  •  dR.(8#)  _  ~ 

oщ  a  et  /3 sont  deux  constantes.  Mais  on  doit avoir  aussi 

(4)  EP/8«* — p,  S Q ; 0 « ; = O 

et 

(5)  R ( & « ) = ° 

On  voit  que  l 'йquation  (5)  est  une  consйquence  des  йquat ions  (3') 

et  (4).  Pour  qu ' i l  y ait  contact  suivant  la  droite  (uhdu),  i l est  donc 



nйcessaire  et  suffisant  que  les  йquations  (3')  et  (4)  aient  un systиme  de 
solutions  communes,  c'estаdire  que le discriminant doublement  bordй 
avec  les  P, et  les Q, soit nul . 

Les  droites  multiples  d'ordre/?  d'une  surface  rйglйe  s'obtiendraient 
d'une  maniиre  analogue  а celle qui nous  a  fourni  les droites doubles; i l 
suffirait  de  faire porter  les hypothиses sur les dйrivйes  d'ordre  supйrieur . 

46.  Avant  de  terminer ce qui  a  trait  aux  singulari tйs,  nous  pouvons 
faire  observer  : i ° qu'un  complexe  peut  avoir  une  congruence  ou  une 
surface  de  droites  multiples;  i ° qu'une  congruence  peut  avoir  une  sur
face  de  droites  multiples. 

Si  l'on  suppose,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  droites  doubles,  on 
peut  dйmontrer  les  propositions suivantes : 

i °  Dans  le  cas  d'un  complexe  ayant  une  congruence  de  droites 
doubles,  le  rйseau  quadratique  relatif  а chacune  des  droites doubles  se 
dйcompose  en  deux  rйseaux  linйaires,  et  les  couples  communs  aux 
deux  corrйlations  focales  de  ces  rйseaux  sont  les  couples  focaux  de 
la  congruence  des droites doubles. 

2°  Dans le cas  d'un complexe ayant  une  surface  de  droites  doubles, 
le  rйseau  quadratique  relatif  а chacune  des  droites  doubles  est  singu
lier,  c'estаdire  que  son  discriminant  est  nul. Dans  l'espace  non  eu
clidien  reprйsentatif,  i l lui correspond une  quadrique  infiniment  aplatie 
dont  le  plan  reprйsente  une  corrйlat ion.  Cette  corrйlation  est  la  corrй
lation  de  Chasles pour  la surface  de  droites  doubles. 

3°  Enfin,  dans  le cas  d'une  congruence  ayant  une  surface  de  droites 
doubles,  la  sйrie  quadratique  se  dйcompose  en  deux  sйries  linйaires 
ayant  une  corrйlation  anharmonique  commune;  cette  corrйlation  est la 
corrйlation  de  Chasles, relative а  la  surface  des  droites  doubles. 

Ce que  nous  venons de  dire sur  les  singulari tйs  nous  suffira  pour  le 
but  que  nous  nous  proposons. 

Ґ.  — Sur  les  systиmes  de  coordonnйes  des  lignes droites. 

47.  Dиs  le  dйbut  de  ce  travail,  nous  nous  sommes  placй  а  un point 
de vue gйnйral  en  ce  qui  concerne  les  coordonnйes  des  lignes  droites. 
Il  est  aisй  de  concevoir que, par  un  choix  convenable  de  ces coordon



nйes,  on  puisse  faire  prendre  aux  rйsultats  gйnйraux  que  nous  avons 
trouvйs  des  formes  diverses. 

A ins i ,  par  exemple,  si  l'on  considиre  la  corrйlation  anharmonique 
qui ,  sur  une  droite  Oz,  a pour  йquation 

^ — Zz  Ktang(8 — a), 

on  voit  que  (Ј, a)  sont  les  coordonnйes  du  point  central  et  du  plan 
central  de  la  corrйlation.  Si l'on  cherche  la  condition d'involution avec 
la  corrйlation 

z'== A tango', 

on  trouve  la  relation,  remarquable  par  sa  simplicitй, 

A  h K i  I tanga  =  o. 

Appliquйe  aux  propriйtйs  infinitйsimales  du  premier  ordre  des  com
plexes,  cetle  formule  en  est  la  traduction  mйtr ique . 

Elle  fait  connaître  le  paramиtre  de  distribution  des  corrйlations  du 
complexe  quand  on  connaît  leur point  central  et  leur  plan  central. 

48.  Йgalement  pour  les  congruences. 

Veuton  trouver  pour  expression  des  propriйtйs  infinitйsimales  du 
premier  ordre  des  congruences  la  relation  angulaire  de  Sturm  : i l suffit 
de  prendre  a,  b,p,  q pour  coordonnйes  de  la ligne  droite. 

On  peut  supposer  que  Oz  est  une  droite  du  systиme.  Par  un  point 
k(dx,  dy,z)  infiniment voisin  de  Oz,  i l passe une  droite  [A] infiniment 
voisine  de  Oz,  Soient  da,  db,  dp,  dq  les  coordonnйes  de  cette  droite; 
on  a 

dx — z da  H dp, 

dy — z db  h dq. 

Les  йquations  de  la congruence  donnent  du  reste,  en  gйnйral , 

dp = px da p2 db, dq = qx da  h q2 db, 

d'oщ  l'on dйduit ,  pour  l'expression du  moment  de  la droite  [A] par  rap
port  а  Oz, 



Cette expression de la forme  fondamentale  conduit immйdiatement  au 
thйorиme  de  Sturm. Appelons  t  l'angle  de  la  droite  [A] avec  le  plan 
zOh,  et  posons 

dx •=. p C Q S d y — p sin cp, 

oщ  p dйsigne  la distance  du  point  A а  la droite  O s ;  on a 

donc 

Un  second  point  A ' , pris dans  le  plan  menй  par  A perpendiculaire
ment  а  Oz,  donne  l 'йquation  analogue  (oщ s',  p , <p' dйsignent  les  quan
titйs  analogues  a  s,  p, cp), 

et  en  ajoutant 

Dйsignons  par  P  le  point  oщ  Oz  est  rencontrйe  par  le  plan  qui lui 
est  perpendiculaire  et  qui  contient  les points  A et  A ' . Si les  droites PA, 
PA'  sont  rectangulaires,  i l est  clair  que 

la  formule  prйcйdente  devient; 

( / ) 

Si  dans  cette  derniиre  relation on suppose  z  constant,  on  obtient  une 
proposition  un  peu  plus  gйnйrale  que  celle  de  Sturm,  et  exprimйe  par 
l 'йquation 



II  est  aisй  de  voir  que  les  racines  de  l 'йquation 

~2 + (Pi  H" q*)* -hPi q% — Pi qi — O 

sont  les  coordonnйes  zK  et  z2  des  foyers;  de  sorte  que,  si  l 'on  dйsigne 
par  F,  et  F 2  ces  foyers,  le  dйnominateur  de  l'expression  de  la  con
stante  est  le  produit  PF, P F 2 . 

M .  Kummer  a  introduit  la  quanti tй 

dans  la  thйorie  des  congruences,  sous  le  nom  de mesure  de  la  densitй. 

Si  l 'on  dйsigne  par©  cette mesure,  on  a pour  expression  de  la constante 

de  Sturm 
(qi—pz)&. 

Voici  donc  le  thйorиme  de  Sturm  gйnйralisй,  tel  qu ' i l  rйsulte  de  la 

formule  ( / ) . 

En  un point P  d'une droite  А d'un  pinceau (congruence  йlйmentaire), 

on élève deux perpendiculaires  P A , PA' à cette droite rectangulaires entre 

elles, on s'écarte sur ces perpendiculaires à partir du point P de quantités 

P A = p, VA' — p', et l'on désigne par  s et  s' les angles infiniment petits 

que font respectivement avec les plans  A A,  A 'A les droites du système qui 

passent par les points  A et A'. 

i ° La somme des rapports -•> - est constante quand, le point P restant 
P  ? 

fixe, les droites PA et  PA ' restent rectangulaires entre elles et avec  A . 
2 ° Lorsque le point P se meut sur la droite  A, la valeur de la constante 

reste toujours proportionnelle à la mesure de la densité au point P. 

L'йquation 

- + - — (qx —pz)&, 
P  P 

qui  exprime  le  thйorиme  prйcйdent ,  permet  encore  dйfaire  voir  le  lien 
qui  rattache  la  proposition  de  Sturm  а  une  proposition  de  M . Bertrand, 
concernant  les  congruences  formйes  des  normales  aune  mкme  surface. 

En  eflet,  i l est  presque  йvident  que  les  angles 0Lt  et  a 2  que  font  avec 



le  plan  zOx  les  plans  focaux  du  pinceau  sont  donnйs  par  l 'йquat ion 

(Ji  COS 2 <p  +  ( q,2 — pi ) COS cp  s i n cp — p2  S i n 2  o  —  O. 

Or  la condition nйcessaire  et suffisante  pour que  tango.,  tanga a  = —  i , 

c'estŕdire  pour  que  les  plans  focaux  soient  rectangulaires,  est  la  sui

vante  : 
Я i — / ? 2 = 0. 

Elle  exprime  que  la  constante  de  Sturm  est  toujours  nulle. 

Mais,  pour  qu'une  congruence  soit  formйe  des  normales  а une  mкme 

surface,  i l  faut  et  i l suffit  que  les  couples focaux  soient  rectangulaires 

pour  toute  droite  du  systиme;  donc  enfin  : 

Pour qu'une congruence soit formée de normales à une mкme surface, 

il faut et il suffit que la constante de Sturm soit nulle pour toutes les 

droites du système, pourvu qu on ne suppose pas qu'un des foyers soit con

stamment à l'infini. 

C'est,  sous  une  autre  forme,  la  proposition de  M . Bertrand. 

VI. — Reprйsentation linйaire des surfaces. 

49.  C'est  encore  par  une ' cons idйra t ion  analogue,  c'estаdire  par 

l 'йtude  d'une  congruence  а l'aide d'un  systиme  particulier de coordon

nйes,  qu'on  peut  rattacher  aux  thйories  prйcйdentes  la  transformation 

cйlиbre  d 'Ampиre . 

Dans  le  cours  professй  а  la  Sorbonne  durant  l 'hiver  18811882, 

M .  Darboux a fait  voir  que  la transformation  d 'Ampиre  conduisait,  pour 

les  surfaces  transformйes,  а  une  йquation  des  lignes  asymptotiques 

privйes  du  terme  en dxdy. 

Sur  ses  indications  bienveillantes,  nous  avons  cherchй  si  les  prin

cipes  que  nous  venons  d'exposer  ne  contenaient  pas  la raison  gйnйrale 

de  ce  fait.  Rien  de  plus  aisй,  tout  d'abord,  que  de  reconnaître  que  la 

transformation  de  contact  trouvйe  par  Ampиre  йtablit  une  correspon

dance  entre  les  couples [a,  a)  d'une  surface,  et  ceux  d'une  droite  I 

situйe  а  l ' infini ,  dans  l'un  des  plans zOx  ou  s O r ,  selon  que  l'on  prend 



p  ou  q  pour  variable  indйpendante .  D'ailleurs,  cette  correspondance 
s'йtablit  gйomйtr iquement  ainsi  qu ' i l  suit;  et  pour  gйnйraliser  tout  de 
suite  nous  traiterons  I comme  une  droite  а  distance  finie. 

Au  point  a  de  la  surface,  menons  le  plan  tangent  a;  ce  plan  coupe 
au  point/?  la droite  I;  par  la  droite  I  et  le  point  a,  on  mиne  un  plan nr; 
d'aprиs  nos  notations,  (p,zs) est  un  couple  de  la  droite  I  :  c'est  celui 
qui  correspond  au  couple  («, a)  de  la  surface. 

La  droite  pa  engendre  donc  une  congruence  dans  laquelle  une  des 
nappes  de  la  surface  focale'se  rйduit  а  la  droite  I.  Les  deux  sйries  de 
dйveloppables  de  la  surface  sont  ici :  i °  les  cфnes  circonscrits а  la  sur
face  suivant  des  courbes  S  et  dont  les  sommets  sont  sur  I;  i°  les  tan
gentes  aux  sections  planes  R  faites  par  des  plans  passant  par  la  mкme 
droite  I. 

D'aprиs  la  thйorie  gйnйrale ,  et  comme  cela  est  presque  йvident  i c i , 
les  courbes  R  et  S  forment  sur  la  surface  que  l'on  considиre  deux 
rйseaux  conjuguйs. 

Nous  avons  donc  lа  un  moyen  de  tracer  sur  une  surface  quelconque, 
et  sans  intйgrat ion,  deux  rйseaux  conjuguйs. 

Supposons  que  З et),  soient  deux  paramиtres  qui  fixent,  le  premier, 
la  position du  point  p  sur  la  droite  I,  le  second,  celle du  plan  m  autour 
de  la  mкme  droite.  Si  l'on  prend  pour  variables  indйpendantes  З et X, 
et  qu'on  exprime  les  coordonnйes  d'un  point  quelconque  de  la  surface 
en  fonction  de  ces  paramиtres ,  les  courbes  S  et  R  auront  respecti
vement  pour  йquations 

'C  •=. const,  X — const. 

Or  l 'йquation  des  lignes  asymptotiques  sera  alors  la  suivante  : 

AàV  h a B aXdk 4  C dl-  =  o ; 

les  directions  (dЗ, dl),  (o'З, аl)  sont  conjuguйes  si  l 'йquation  suivante 
est  vйrifiйe, 

( A a% +13 dl ) dl  h (BdÇ -h  G dl  ) SX =  o. 

Nous  devons  exprimer  que  d'З  =  o,  аl  =  o  sont  deux  directions  conju
guйes,  ce  qui  donne 

B  ==: O. 



Donc,  l 'йquation  des  lignes asyniptotiques  est  ici 

On  voit  bien  qu'elle  ne  contient  pas  le  rectangle. 

50.  Ces  considйrations  nous  ont  conduit  а  un  choix  particulier  de 
variables  indйpendantes  dans  les  surfaces  dont  l'emploi  ne  serait  peut
кtre  pas  sans  utilitй.  Supposons  que  I  ait  йtй  pris  pour  axe  Oz;  une 
droite  quelconque  du  complexe  spйcial  dont  I  est  l'axe a pour  йquation 

(1)  y  :— \x,  Z : •• t, •—  \kX. 

Si  l'on  envisage  la congruence  des  droites  de  ce  complexe  tangentes а 
une  surface,  les  coordonnйes 'З, 1,  [x de  ces  droites  sont  liйes  par  une 
йquation 

Rйciproquement,  toute йquat ion  de  cette  forme  dйfinit  une  congruence 
de  ce  complexe  spйcial,  et,  tant  que  p. entre  dans  l 'йquation,  on  a  une 
surface  focale  effective  qui  se  trouve  ainsi  reprйsentйe  par  cette  йqua
tion. 

On  peut  l 'йcrire 

(2)  n = / ( З , X ) . 

Il  est  aisй  de  trouver  l'expression  des  coordonnйes  du  couple  (a,  a) 

qui  correspond  sur  la surface  reprйsentйe  par  l 'йquation  (2)  au  couple 
(З, X)  de  la  droite  Oz.  Faisons  d'abord  1  constant,  en  adjoignant  aux 
йquations  (1) la  suivante 

( 3 ) dt, — x d\x-^z.ç>; 

on  a  le point  oщ la droite  (1)  touche  la  surface. 
Posons 

on  a,  puisque  ici dl  =  o, 

dp = Pdl. 

Le  point  a  a donc  pour  coordonnйes 

(a) 



Le  plan  a  est  tangent  au  cфne  circonscrit  dont  (o ,o ,  З)  sont  les 
coordonnйes  du  sommet  :  en  prenant,  avec  Monge,  pour  coordonnйes 
de  ce  plan,/?, q,  u,  auquel  cas  i l a  pour  йquation 

z —px  4 qy + u, 
on  trouve 

(a)  p = —  [A + XQ,  q — — Q,  u =  t. 

Le  couple  (aa)est  ainsi  complиtement  dйfini. 

51.  Formons  l'expression 

op dx  h oq dy ; 

des  rйductions  conduisent  а l'expression simple 

Nous  poserons 

on  a 

i l  vient  donc 

lpdx+-lqdy=.  p  ( R < # 8 З  — T d X  SX). 

L'йquation  des  lignes  asymptotiques  est  donc  simplement 

R ^ 2 _ T ^ X 2 = O . 

Cette forme  permet,  dans une  infinitй  de cas, d ' intйgrer  complиtement 
l 'йquation  des  lignes asymptotiques,  ou de la ramener  aux  quadratures. 

52.  Supposons,  par  exemple,  qu'on  prenne  les  surfaces 

z = Axay$ 

oщ  A , a,  |3 sont  des  constantes  quelconques.  On  trouve  que  l 'йquation 
correspondante  entre  X, p.,  Ј a  la  forme 

Ўx — A' XP \i. 

L'йquation  des  lignes asymptotiques  est 

P(P — l } ( l f ) =9(9  — ' M y ) 



qui  a  pour  intйgrale 

La  condition de  rйalitй  des  lignes  asymptotiques  est  la  suivante 

pq(p  — i){q — i ) >  O, 

ou,  comme  A , a,  Ў3, A ' , /?,  a  sont  liйs  par  les  йquations 

\'pAp-i=(ЈZ±y  , %(p — i)~q  — i, $(p  — i) + q — o, 

on  en  dйdui t ,  pour  la  condition de  rйali tй, 

a^(a +  p  i ) > o . 

On  constate  ainsi,  par  exemple,  que  les  lignes  asymptotiques  des  sur

faces 
xlymzn=k, 

oщ  /, m, n sont  des  nombres  entiers  positifs, nesont  jamais  rйelles. 

53.  L'application  de  la  mкme  reprйsenta t ion  aux  surfaces  de  rйvo

lution  conduit  а ce  rйsultat  que  la recherche  des  lignes  asymptotiques 

d'une  surface  de  rйvolution  se  ramиne  toujours  aux  quadratures. 

Voici  comment  :  supposons  que  Oz  soit  l'axe  de  rйvolut ion,  et  que 

l 'йquation  qui  exprime que  la  droite 

z=  З +  ^tang9 

du  plan  des  zOњ  touche  la  mйridienne  soit 

f(t,  — tango)  =o, 

l'angle  0 que  fait  avec Oz  la  droite 

y = lx, z — З  —\xx 

ayant  pour  tangente  J^_

L'йquation  qui rйpond  а  la surface  de  rйvolution  est  la  suivante 



ou,  en  posant 

on  a 

du  reste, 

on  a  posй 

L'йquation  des  lignes asymptotiques  est  ainsi 

ou 

Comme p est  une  fonction  de  З dйfinie  par  l 'йquation  f(З,  p) — o,  le 
problиme  est  bien  ramenй  aux  quadratures. 

Ce  rйsultat  est,  du reste,  bien  connu;  mais  i l est  peutкtre  curieux 
qu'on  puisse  le  dйduire  d'une  transformation  analogue  а  celle  d 'Am
pиre . 

On  voit  que,  lorsque  la  mйridienne  est  a lgйbrique,  l 'йquation  s'intй
grera  gйnйralement  par  les  fonctions  abйliennes. 

Le  cas  le  plus  йtendu  oщ  le  problиme  gйnйral  des  lignes  asympto
tiques  se  ramиne  immйdiatement  aux  quadratures  est  celui  oщ  R  et  T 
sont  de  la  forme 

*(З»*)tfi(C)*i<X), 

<p(t*) M O *.(*);• 

car,  dans ce  cas,  les  variables  se  sйparent . 

54.  Lorsqu'on envisage une  corrйlation  supйrieure  sur  la droite  Oz, 

i l  l u i correspond  sur  la  surface  une  courbe. 
Par  exemple,  а  une  corrйlation  anharmonique  quelconque  i l corres

pond  une  courbe  telle  que,  si  par  quatre  quelconque  de  ses  points  on 
mиne  des  plans  contenant  Oz,  et  les  plans  tangents  а  la  surface  en  ces 



points,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  premiers  plans  est  йgal  а 
celui  des  points  suivant  lesquels  Oz  est  rencontrй  par  les  plans  tan
gents  а  la  surface. 

Si  la surface  est  rйglйe ,  i l est  clair  que  chaque  gйnйration  rectiligne 
sera  reprйsentйe  par  une  corrйlation  anharmonique. 

Supposons,  s'il  est  possible,  qu'une  ligne  asymptotique  soit  reprй 
sentйe  par  une  corrйlation  anharmonique. 

Cette  courbe  jouira  de  la  propriйtй  suivante  : 

Si par  quatre quelconque de ses points  on mène quatre plans contenant 
la droite Oz et les plans osculateurs en ces points, le rapport anharmo-
nique des quatre premiers plans égale celui des points suivant lesquels Oz 
est rencontré par les plans osculateurs. 

Nous  sommes  ainsi  conduit  а dйfinir  une  classe  curieuse  de  courbes, 
dont  nous  allons  chercher  l 'йquation  diffйrentielle.  Nous  dirons,  pour 
abrйger ,  que  la  droite  Oz  est  l'axe  anharmonique  d'une  telle  courbe. 

Prenons  pour  variable  indйpendante  une  quant i tй  quelconque/;  en 
dйsignant  par x\ x"', . . .  les  dйrivйes  des  coordonnйes,  le  plan  oscula
teur  a  pour  йquation 

Appelons z0  le z  du  point  oщ  i l coupe  l'axe  anharmonique  O z ; on  a 

Mais  on  a,  a,  /3, 7, d  dйsignant  des  constantes, 

de  lа  l 'йquation  diffйrentielle  des  courbes  ayant  Oz  pour  axe  anhar

monique 



Nous  allons,  pour  in tйgrer  cette  йquat ion ,  effectuer  une  transfor
mation  qui  revient  а  prendre  pour  axe  anharmonique  la  droite  de 
l ' infini  du  plan  z  =  o. 

Posons 

et  regardons  xit  yt,  zt  comme  des  coordonnйes  rectilignes  ordi
naires.  А  la  droite  x  =  o,  y  =  o  correspond  la  droite  de  l ' infini  du 
plan  z{  =  o. 

Cherchons  l 'йquation  diffйrentielle  des  courbes  admettant  la  droite 
а  l ' infini  du  plan  zK  =  o  pour  axe  anharmonique.  Prenons  zt  pour 
variable  indйpendante .  L a  valeur  de  zK  dйfinit  un  plan  parallиle  au 
plan  zK  =  o,  et,  par  consйquent ,  passant  par  l'axe  anharmonique.  La 
trace  du  plan  osculateur 

—  ( X , — xt)   i  ^ Y j  r j i )  + . .  . =  o, 

sur  la droite  а  l ' infini  du  plan zK  — o,  est  donnйe  par  la valeur  du  rap

port  ^jr On  a  donc, a,  b,p,  q  й tant  des  constantes, 

c'est  l 'йquation  diffйrentielle  cherchйe.  En  posant 

axx\ byx~zxY\zv) — 2F(s x ) , 

oщ  F(z, )  est  une  fonction  arbitraire,  on  trouve 

ax\+by\ =  zxY\zx)\ 

donc 

d'oщ 

Mais  on  peut  faire  rentrer  \zK  dans Ґ'(zf)t  et  on  a  finalement  l ' intй
grale  gйnйrale 

кxi  +  bji — zx  f(st  ) —  2 F fo ),  pxx  h qyt  =  F'( s, )  4 [x. 



En  remplaзant  њA,yK%zK  par 

on  aura  les  йquations  gйnйrales  des courbes qui admettentOs  pour  axe, 

c'estаdire  l ' intйgrale  de  l 'йquation 

55.  Revenons  aux  surfaces  dans  lesquelles  les  lignes  asymptoti
ques  d'une  sйrie  St  sont  des  courbes  ayant  un  mкme  axe  anharmo
nique,  qu'on  peut  supposer  confondu  avec  l'axe  Oz  des  coordonnйes. 

Ces  surfaces  jouissent  d'une  propriйtй  intйressante ,  qu'on  peut  en
visager comme  une  gйnйral isat ion  d'une  fort  belle propriйtй  des  lignes 
asymptotiques  d'une  surface  rйglйe. 

Nous  appellerons  rapport  anharmonique  de  quatre  points A , B , C, D 
d'une  courbe  ayant  Oz  pour  axe  anharmonique  le  rapport  anharmo
nique  des quatre  plans  menйs  par  Oz  et  ces points, ou des quatre  points 
de  rencontre  de  Oz  avec  les  plans  osculateurs  en  ces  points. 

Si  une  des  sйries  S,  de  lignes  asymptotiques  d'une  surface  se  com
pose  de  courbes  ayant  mкme  axe  anharmonique  Oz,  l 'йquation 

R dз    T dr — o 

admet  une  intйgrale  de  la  forme 

oщ  m, a,  b sont  des  fonctions  d'un  mкme  paramиt re  p,  qui est  constant 

pour  chaque  ligne  asymptotique  de  la  sйrie  S 4 .  D'ailleurs,  on  a  gйnй

ralement 

Dйsignons  par  (d%d%),  (d"l,d"'З)  les  variations  relatives  aux 



lignes  asymptotiques  qui  se  croisent  en  un  point;  on a 

car  les  courbes  dl  =  o,  dC, =  o sont  conjuguйes  sur  la  surface.  Mais 
les.lignesasymptotiques  de  la  sйrie  S 1  donnent 

on  aura  donc,  pour  celles de  la seconde  sйrie  S 2 , 

ou,  en  supprimant  les  accents, 

Or,  de  l 'йquation  (E)  on  tire 

donc,  enfin, 

En  remarquant  que  a,  b, m  sont  des  fonctions  de  p,  on  a  une  йquat ion 
de  la  forme 

c'est  une  йquation  de  Riccati . 
De  lŕ  ce  premier  rйsul ta t ,  que  les  lignes  asymptotiques  de  la 

sйrie  S'a, ainsi  que  celles d'une  surface  rйglйe ,  dйpendent  d'une  йqua
tion  de Riccati.  Soient 

M?),  A(?)> Ai?),  /*(p) 

quatre solutions  de  cette  йquat ion,  et 

* = / i ( p ) ,  * = / » < p ) ,  l = / i ( p ) ,  *=/*(!?) 

les  йquations  en  coordonnйes  X et  p  de  quatre  lignes  asymptotiques 



de  la seconde  sйrie  S 2 .  Faisons 

? =  p 0. 

Cela  revient  а chercher  les quatre  points  A 2 , A 3 , A 4 , oщ une  mфme 
ligne  asymptotique  de  la  premiиre  sйrie  est  coupйe  par  ces  quatre 
lignes  asymptotiques  fixes.  Or le rapport  anharmonique  de ces  quatre 
points  est  йgal  au rapport  anharmonique  des quatre  valeurs  de  X  qui 
lui  correspondent,  c 'estаdire  а 

et  c'est  une  propriйtй  caractйr is t ique  de  l 'йquat ion  de Riccati  que ce 
rapport  anharmonique  soit  indйpendant  de p0.  Donc  : 

Une surface  йtant  donnйe,  dans laquelle les lignes asymptotiques d'une 

sйrie  S< ont un mкme  axe anharmonique, le rapport anharmonique  des 

quatre points suivant lesquels  quatre lignes asymptotiques fixes de  la 

seconde  sйrie  S 2 coupent  une quelconque  des lignes asymptotiques  de la 

sйrie  S< est constant. 

VII. — Étude particuliиre d'un systиme quadruplement orthogonal. 

56.  Nous  avons,  dиs le  dйbut ,  t rouvй  pour  expression  du cosinus 
de  l'angle de deux  corrйlat ions  t, t' 

En  particulier, le cosinus  de l'angle de deux  corrйlat ions  coordonnйes , 
c'estаdire  de  deux  corrйlat ions  pour  chacune  dequelles  toutes  les 
coordonnйes  sont  nulles,  sauf  une [/«  pour  l'une,  t\  pour  l'autre),  ce 
cosinus a pour  expression 

Nous  poserons 
Mo« =  ml ; 



on  a ainsi 

M(du)  — m\du\  4 m\du\\ m\da\ 4 m\du\ 

+  2M,m2daxda,2  c o s ( i ,  2) 4 2m,m 3 c/^^jż /«3  cos(1 , 3) 

4 2m1miduidUk c o s ( i ,  4) + 2m2jnzdu2duа  cos  ( 2 , 3) 

H 2m2mudu3duk  c o s ( 2 ,  4) +  imzmwduzduk  cos(3 , 4)« 

Des  considйrat ions  analogues  а celles  que  M .  Somolп  a  dйveloppйes 
dans  sa  Cinйmatique  (Theoretische Mechanik,  I r e  Partie,  p.  147) 
nous  permettraient  de puiser  dans  l'expression  prйcйdente  une  sйrie 
d'analogies  nouvelles,  entre  le moment  й lйmentaire  et le carrй  de  la 
distance  de deux  points  consйcutifs. 

Mais  nous  supposerons,  tout  de suite,  que M (du)  soit  pr ivйe des 
rectangles,  ce qui est la condition  nйcessaire  et  suffisante  pour que 
les  corrйlat ions  coordonnйes  soient  orthogonales  deux  а  deux. Une 
substitution  l inйaire  permet  toujours  cette  rйduct ion  pour une  droite 
dйterminйe  de l'espace,  car, dans  l'espace  non euclidien  reprйsentatif , 
i l  y a une infinitй  de  tй t raиdres  conjuguйs  par rapport  а la quadrique 
fondamentale. 

L'angle de deux  corrйlat ions  a, dans  ce cas,  pour  cosinus 

E n  particulier, 

d 'oщ  l'on  dйdui t 

C0S(Ј, t') =  C0S(Ј, i) COS(Ј ' ,  l ) H  ( COS t, 2) COS  ( ż ' , 2 ) 

H  C O S ( Ј ,  3) COS(Ј ' ,3 )   h COS(Ј ,  4)  COS(* ' ,4) . 

De  lа ce thйorиme  : 

Le cosinus  de l'angle de deux corrйlations  йgale  la somme des produits 
des cosinus  des angles de ces  corrйlations  avec quatre  corrйlations  ortho
gonales deux а deux. 

En  particulier, si t' = t, 

I =  C O S 2 ( Ј ,  i) 4 C O S 2 ( Ј ,  2) +  C O S 2 ( Ј ,  3) 4 COS 2 (  t,\). 



La  somme  des carrйs  des cosinus  des angles  d'une corrйlation,  avec 

quatre  corrйlations  orthogonales deux а deux, est йgale  а  l'unitй. 

57.  Il n'est  gйnйralement  pas vrai  que,  si un systиme de coordonnйes 
r йdu i t  la forme 'M.(du)  pour  une droite dйterminйe  а ne contenir que  les 
carrйs  des diffйrentielles,  cette  rйduct ion  s 'йtende  а  toutes les droites 
de  l'espace. 

Mais  on peut  se proposer  de savoir  si de  tels  systиmes  existent. 
Les  hypothиses  portant  sur les  coefficients  de la forme  quadratique 

caractйrisent  les  systиmes  de coordonnйes  correspondants,  et ces hypo
thиses ,  d 'aprиs  les  recherches  gйnйrales  de Riema'nn,  Christoffel,  L i p 
schitz,  etc., sont  l imitйes  par  l'existence  de  certaines  formes  cova
riantes  qu'on  dйdui t  de la  proposйe  par des diffйrentiations.  C'est  ainsi 
que  nous  verrons  qu ' i l  n'existe  pas de  systиmes  de  coordonnйes  ra
menant  M(du)  а avoir des coefficients  constants. 

Mais  i l existe  des coordonnйes  quadruplement orthogonales, c 'estа
dire  pour  lesquelles  la forme  quadratique  est privйe  des rectangles des 
diffйrentielles  pour  toutes les droites de l'espace.  Dans ce  cas,  les  йqua
tions 

Ui =  const . ,  u% —  const , ,  uA — const . ,  uk —  const . 

reprйsenten t  quatre  sйries  de  complexes,  telles  qu'un  complexe  de 
chaque  sйrie  passe par une droite  de l'espace,  et que les  corrйlat ions 
normales  de ces complexes y sont  orthogonales  deux а deux. 

Nous  allons,  dans  ce qui suit,  й tudier  un  systиme  quadruplement 
orthogonal  particulier,  qui nous  conduira  а  faire  voir  comment  la 
thйorie  des  complexes  l inйaires  peut  кtre  dйdui te  des  recherches  de 
M .  Darboux  sur le systиme  de cercles  et de sphиres ,  et comment  aussi 
on  peut  y puiser  une extension  de la  reprйsentat ion  de M .  Lie , des 
lignes  droites  par des  sphиres . 

58.  Prenons  pour  coordonnйes  de  la  ligne  droite  les  constantes 

ut,  u2, u3,u,t  de ses йquat ions ,  mises  sous  la forme 



La  condition  de rencontre  de deux  droites  (u), (u)  s'йcrit  symйtr ique

ment 

(i)  u'jf^o. 

En  posant 

la  forme  fondamentale  a pour  expression 

M (.du) =  \2duf. 

Le  systиme  de coordonnйes  que nous  considйrons  est donc  quadru

plement  orthogonal. 

L 'йquat ion  gйnйrale  des complexes  l inйaires,  dans  ce  systиme  de 

coordonnйes ,  prend  la  forme 

(2)  Z(ui— aty— R 2 = o . 

Dans  le systиme  de coordonnйes  qui nous  occupe,  un complexe  l i 

nйaire  s'offre  donc  comme  une sphère dans un espace à quatre dimen-

sions. 

M .  K l e i n ,  par un procйdй  diffйrent,  est arrivй  а un rйsultat  analogue. 

Cette  remarque  permet  de  rattacher  aux  travaux  sur les  systиmes 

de  cercles et de sphиres  les propr iй tйs  des complexes  l inйaires. 

E n  faisant  R 2 =  o, les  йquations  (1) et (2) coпncident .  Un complexe 

spécial  s'offre  ainsi  comme  une  sphиre  de rayon  nu l . 

59.  L 'йquat ion  gйnйrale  des complexes  linйaires  qui admettent  pour 

conjuguйes  deux droites [u') et (u") est йvidemment  la suivante 

( 3 )  X S ( ut — u'i ) J+(J.S( ut — u-y =  o. 

E n  identifiant  (2) et (3),  on aura  la  condition  pour  que les droites 

(u') et (u")  soient  conjuguйes  par  rapport  au  complexe  l inйaire  (3). 

On  trouve  ainsi 

de  ces  йquations  on dйduit  sans peine  les suivantes 

S  ( u • — at ) ( u[ — at ) — R 2 , 
X ( u'i — a,- ) j  (x ( u"i — at) — o ; 



on  en tire 

d'oщ 

Ainsi : 

La  transformation par  polaires  rйciproques,  relativement  а  un  com

plexe  linйaire  donnй,  s'offre comme une  transformation par  rayons vec

teurs rйciproques  dans  un espace а quatre  dimensions. 

60.  Il  peut  кtre  in tйressant  d ' in terprй ter  les valeurs  infinies  de 
u{,  u2, u3, u4.  Elles  correspondent  aux droites  de l'espace  qui rencon
trent  la droite  de  l ' infini  du  plan  des xOy.  Ces droites  forment  donc un 
complexe  spйcial.  Appelons I la droite  а  l ' infini  du plan des x Oy; des 
formules  prйcйdentes ,  oщ l 'on  fait  u*=żzż,  on conclut que  la droite  dont 
aK,  a2,  a3,  a/t  sont  les  coordonnйes  est  la  polaire  de  la  droite  I par 
rapport  au complexe  l inйaire  dйfini  par l 'йquat ion  (2). 

De  mкme  que le  centre  d'une  sphиre  est  l 'й lйment  corrйlat if  de 
l ' inf ini ,  la droite  (a) est  l 'й lйment  corrйlatif  de l ' inf ini ,  qui  se  trouve 
reprйsentй  ic i par le complexe  spйcial  dont  I est  l'axe  :  on peut  dire 
que  la droite  (a) est la  polaire de  l ' inf ini . 

Lorsque  le centre  d'une  sphиre  est а  l ' inf ini ,  on sait  que son  йqua
tion  se  rйdui t  au  premier  degrй .  De mкme  i c i , la  polaire  de  l ' infini 
йtant  a  l ' inf ini ,  ai9  a2,  a*, aA  sont  infinis,  et  l 'йquation  du complexe 
linйaire  se  rйdui t  au premier  degrй . Mais comme, dans ce cas, la droite I 
rencontre  sa polaire,  elle  appartient  au complexe. 

L 'йquat ion  gйnйrale  des  complexes  l inйaires  qui contiennent  la 
droite I est donc  la suivante 

ZbiUi—  C =  o. 

Si  les constantes b sont  nulles,  l ' йquat ion 

C =  o 

reprйsente  l ' inf ini ,  c'estаdire  le complexe  spйcial  des droites  qui  ren
contrent  la droite I. 



61.  La corrйlation  normale  d'un  complexe  l inйaire  a pour  coordon
nйes des quant i tйs  proportionnelles а 

L'angle  de deux  complexes 

a  donc  pour  cosinus 

en  appelant  angle  de  deux  complexes  l'angle  de  leurs  corrйlat ions 
normales. 

L a  droite  (u)  appartient  aux deux  complexes,  et, en ajoutant  leurs 
йquat ions ,  on  trouve 

2 s ( m - at ) ( ut - bt) =  R 2 +  R ' 2 — s ( at  bty-, 
donc 

Ceci  montre  d'abord  que  deux  complexes  linйaires  se coupent sous  le 

mкme  angle suivant  toutes leurs droites communes. 

L a  condition de contact  9 =  o, ou Q =  n  donne 

( R d z R ' ) 2  s ( ^ —  &,)"=o. 

La  condition d 'or thogonal i tй  est, au contraire, 

.  R 2  h R ' 2 — 6 ,  ) 2 — o . 

Comme  l 'йquation  d'un  complexe  linйaire  dйpend  de cinq  constantes, 
on  conclut  que  cinq  conditions  suffisent  pour  le  dй te rminer ;  par 
exemple  :  cinq  droites;  une  droite,  et  un  couple  de  droites  conju
guйes ;  к t re ' tangent  а cinq  complexes  donnйs ;  кtre  orthogonal  a  cinq 
complexes  l inйaires  donnйs , etc. 

Nous  allons  examiner  ce dernier  p rob lиme. 

62.  Soient 
S, —o,  S 2 = o ,  S 3 = o ,  S 4 = o ,  S 6 = o , 

ou 
S p = s ( i / ,  « „ , , ) »  R * 



les  йquat ions  de  cinq  complexes  linйaires  donnйs ;  nous  poserons 

i 

de  sorte  que  le  cosinus  de  l'angle  des  complexes  S7,  et Sq  aura  pour 

expression 

La  mйthode  employйe  par  M . Darboux  dans  la recherche  de  la  sphиre 

orthogonale  а  quatre  sphиres  donnйes  (Annales  de  l'Ecole  Normale, 

1872)  est  in tйgra lement  applicable  а  la  question  que  nous  nous 

sommes  posйe. 

En  augmentant  d'une  uni tй  le nombre  des  variables,  les  formules  de 

M .  Darboux  trouvent  ainsi  une  in terprй ta t ion  dans  la  gйomйtrie  des 

complexes  l inйaires . 
C'est  ainsi  qu'on  peut  mettre  l 'йquat ion  du  complexe  linйaire  ortho

gonal  а  cinq  complexes  l inйaires  donnйs  sous  la  forme  йlйgante 

? ( \x) =  п  2  —  kP,q  V'P Vq —  O, 

oщ  les  quant i tйs  /JL sont  liйes  aux  coordonnйes  u  de  la  ligne  droite  par 

les  йquat ions 

En  appelant  A le  discriminant de  la  forme  qp(ft),  et  A<  ce  discrimi
nant  bordй  par  les  quant i t йs  1,  1,1,  1,  r,  o,  on  trouve 

A +  2 R 2 A r —  o. 

Or,  quand  un  complexe  linйaire  spйcial  est  orthogonal  а  un  com
plexe  l inйai re ,  son  axe  appartient  а  ce  complexe.  On  voit  par  lа  que 

A — o 

est  la  condition  nйcessaire  et  suffisante  pour  que  les  cinq  complexes 

proposйs  aient  une  droite  commune. 

L 'йquat ion  A 1 =  o  exprime  que  la droite  I  et  ses  conjuguйs  par  rap

port  aux  cinq  complexes  linйaires  donnйs  sont  six  droites  d'un  mкme 

complexe  l inйaire . 



63.  Soient  six  complexes  linйaires  S 1 =  o,  S 2 =  o,  S 6 =  o; 

cherchons  la  condition  qui  doit  кtre  remplie  pour  qu'ils  soient  ortho

gonaux  а  un  septiиme  complexe S =  o. 

La  condition  d 'or thogonal i tй 

R 2  •+ R 2 — S(ap\i— ai)2 =  o 

peut  s 'йcrire  en  posant 

R 2 —  S a | — 2aPjlal—  2aPt%a.2—• 2aP:Zai—  2 ap^a^ +  H p =  o. 

Or,  si l 'on pose 

cette  йquation  s 'йcrit 

(e)  « p , i a i +  A / ) , 2 A 2 +  a

P,3%5~+ «/j,4ai+  a s +  H ; J a 6 =  o, 

tandis  que  l 'йquat ion  du  complexe  orthogonal  devient 

a6 S  M 2  4  Wj 4 a2 u% + a3  M 3 4 a4 żż4 — a3 =  o. 

Pour  que  les  six complexes  proposйs  soient  orthogonaux  а  un  mкme 

complexe  l inйa i re ,  i l faut  et  i l suffit  que  les  six йquat ions  homogиnes  (e) 

soient  compatibles.  Il faut  et  i l suffit  pour  cela  que  le dй terminant  sui

vant  soit  nul 

T H Й O R Č M E .  —  Pour que  six  complexes  linйaires  soient orthogonaux 

а  un mкme  complexe  linйaire,  il faut  et il suffit qu'il existe entre  les pre

miers membres  de  leurs  йquations  une relation linйaire  et homogène. 

Cela  rйsulte  immйdia tement  de  la  condition  que  nous  venons  de 
trouver. 



T H Й O R Č M E .  —  Étant  donnйs  sept complexes  linйaires  tels qu'il n'existe 

pas  de complexe  linйaire  orthogonal а  la fois а  six  d'entre  eux,  il exis

tera entre  les premiers membres  de leurs  йquations  une relation  linйaire  et 

homogène, dans laquelle aucun des coefficients n est nul. 

Soit,  en  effet,  la  relation  identique 

2«f  — iap^Ui— 2a P ) 2w. 2— iap^uz— iap^uk-~ M.p—  o. 

E n  й l iminant lu], —iuK, — 2u2, — iu%, — iuh,  — i  entre  les  sept 

relations  qui  affectent  cette  forme,  et  qu'on  obtient  en  faisant 

p =  r, 2,  3,  . . . ,  7,  on  trouve  le  dй te rminant  nul  : 

Ce  qui prouve  bien  qu ' i l  existe  entre  les  S^  une  relation  de  la  forme 

Si  l 'un  des  coefficients  X йtai t  nul , \ n  par  exemple,  i l existerait  une 

relation  l inйaire  entre  S,,  . . . ,  S 6 ,  et  i l existerait  un  complexe  linйaire 

orthogonal  а  la fois  aux  six  complexes  S, =  o,  . . . ,  S 6 =  o,  ce  qui  est 

contre  l 'hypothиse . 

64.  On en  dйduit  que,  si S,,  . . . ,  S 6  sont  six complexes  l inйaires  non 

orthogonaux  а  un  mкme  complexe  l inйaire ,  l 'йquat ion  d'un  complexe 

l inйaire  quelconque  peut  affecter  la  forme 

S =  2 yp%p — O. 

Posons 

U) 



d'oщ  l'on  tire 

oщ /? —  i , 2, 3, 4, 5, 6 et  B =  i , 2,  3, 4, 
En  posant 

^vpJ'/> — ^pt 

et  remarquant  que le cosinus  de l'angle  des  complexes  S,,,  Sg  a  pour 
expression 

)n  peut  йcrire  encore 

et,  si l'on  convient  de faire  cm(p,q)  =  j  pour  g = p,  on  peut  mettre 
la  valeur  de R 2  sous  la forme  simple 

D'ailleurs,  le complexe  S — o a pour  йquation 

S O — A / ) 9 — R 2 r=o. 

On  sait  qu'en  coordonnйes  pentasphйr iques on  dйfinit  le point  comme 
une  sphиre  de  rayon  nu l . Dans le cas actuel,  on peut  dйfinir  une droite 
comme  l'axe  d'un  complexe  linйaire  spйcial. 

Si  donc  les  quant i tйs x  sont  telles que le complexe  S =  o soit  spйcial, 
c 'estаdire  si ces  quant i tйs  vйrifient  l 'йquation 

Q(as)  = liXp  ocq cos(p, q) =  o, 

on  pourra  envisager  xK,  x2  ,rr> comme  les  coordonnйes  homogиnes 
d'une  ligne  droite. 

A i n s i ,  dans  ce systиme de coordonnйes,  l'espace  rйglй  s'offre  comme 
un  espace  quadratique  а quatre  dimensions. 



65.  Pour  retrouver  le  systиme  de  coordonnйes  de  M . K l e i n ,  i l  suffit 

de  supposer  que  les  six  complexes  fondamentaux  sont  orthogonaux 

deux  а  deux.  Les rectangles  des  variables  diparaissent  de  ů(tr),  qui  se 

rйdui t  dиs  lors а 

La  formule  ( / ) ,  oщ  A ; est  remplacй  par  uit  permet  le  passage  des 

coordonnйes  u aux  coordonnйes  x,  et  inversement. 

Il  est  facile  de  reconnaî t re  qu'en  posant 

le  complexe  linйaire 
s (M/— ai)*— R 2 ^ o 
i 

a  pour  йquat ion,  dans le  nouveau  systиme  de  coordonnйes , 

E  lp  Xp  =z  O . 

P 

Si  l 'on  dйsigne  par  (l,p)  l'angle  du  complexe  prйcйdent  avec  le 

complexe  fondamental  Sp,  i l est  clair  qu'on  a 

p lp —  cos(l,p). 

Cette  йquat ion  donne  une  interprйtat ion  simple  des  coefficients  de 

l 'йquation  d'un  complexe  linйaire  en  coordonnйes  de  M .  K l e i n . 

On  voit  que  cette  йquation  peut  s 'йcrire 

2xp  cos(/, p)  — o. 
p 

66.  Cherchons  la  condition  en  fonction  des  nouveaux  coefficients 

pour  que  le  complexe  l inйaire 

S lp X p — o 
p 

soit  spйcial. 

Cherchons  d'abord  la  condition  de  rencontre  de  deux  droites  (ocf) 

et  (oc").  On  trouve 



Si  l'on a 

le  complexe  2lpxp  =  o  se  composera  йvidemment  de  droites  qui 
p 

rencontrent  la  droite  (x')  :  i l  sera  spйcial.  E n  йl iminant  x  et p 
(p =  i , 2, . . 6 ) entre  les six  йquat ions  prйcйdentes  et  l 'йquation 

Q (OO')O, 

on  aura  la condition pour  que  le complexe  soit  spйcial .  A i n s i ,  en dйsi
gnant  par 0(2)  la forme  adjointe  de la forme  il(x),  l 'йquation 

* ( / )  =  o 

exprime  que le complexe 2lpxp—  o est spйcial . 
p 

On  reconnaît  dans  $( / )  une forme  gйnйrale  de ce que  M .  Kle in ap

pelle  Vinvariant du  complexe. 

67.  L'йquation 

ou 

exprime  la rencontre  de deux  droites  successives  de l'espace. 

Mais  comme  on a  toujours 

Q, (њ + dx) =  o, 

on  en  dйduit  que 

Par  consйquent 
il(dњ) 

est  la forme  quadratique  des diffйrentielles  dont  l 'йvanouissement ex

prime  la rencontre  de deux  droites  successives  de l'espace. 



En  nйgl igeant  une  fonction  indйpendante  des  diffйrentielles,  on  peut 

prendre 
ы ( clx ) 

pour  la  forme  fondamentale. 

68.  Cela  posй,  cherchons  l'expression  de  l'angle  de  deux  complexes 
linйaires  (/)  e t ( / ' j ;  en  dйsignant  par  {dx)  et  (d'w)  leurs  corrйlat ions 
normales,  on  sait  que 

En  dйs ignant  par  la  forme  adjointe  de  Q(x)  comme  prйcйdem

ment,  on  en  dйduit  que 

Prenons  en  particulier le  cas  des  coordonnйes  de M . K l e i n ,  oщ  les six 
complexes  fondamentaux  sont  orthogonaux  deux  а  deux.  Alors 

donc 

Prenons pour  le complexe  (/')  le complexe orthogonal  aux  complexes 
So,  S 3 ,  . .  .,  S 0 ,  on  aura 

Mais i l  est  clair  que  ce  complexe coпncide  alors avec  le complexe S,  ; on 
a  donc 

et,  en  gйnйra l , 



on  en dйdui t 
Ј C O S 2 ( / ,  q)~  I . 
'I 

Donc : 

La  somme  des  carrйs  des cosinus  des  angles que fait  un complexe li
nйaire  avec six complexes  linйaires  orthogonaux deux а deux est  йgale 
a F unitй. 

En  remplaзant  dans  l'expression de cos(/, /') les  quant i tйs  / et / ' par 
leurs  valeurs en fonction  des cosinus  des  angles  des deux  complexes 
avec  les  six  complexes  fondamentaux,  on trouve 

C O S ( / ,  / ' ) =  2  C 0 S ( / ,  q)  C O S ( / r ,  q)  (7 = 1 , 2 , 3 , . . . ,  6). 

Ains i  : 

Le cosinus de Vangle de deux complexes  linйaires  est йgal  а la somme 
des produits  des cosinus des angles  que ces complexes font  avec  six  com
plexes  linйaires  orthogonaux deux  ci deux. 

Ces  deux  thйorиmes  йtablissent  un  rapprochement  avec  l'espace 
ponctuel. 

69.  Avant  de  terminer ce qui  a  trait  au  choix  particulier des coor
donnйes  quadruplement  orthogonales  que  nous  avons  fait,  et  aprиs 
avoir  montrй  comment  les  coordonnйes  de  M .  Klein  s'en  dйduisent 
comme  une extension  des coordonnйes  pentasphйr iques ,  nous  devons 
montrer  encore  comment  on  peut  les rattacher  а la reprйsentat ion des 
lignes  droites par des  sphиres  de M .  L i e . 

Il  suffit  de  remarquer  que,  si  l'on cherche а reprйsenter  par  un  espace 
ponctuel  les  droites  du complexe  linйaire 

u3 — o, 

on  tombe  prйcisйment  sur la  correspondance  que M . Lie a  dйcouver te . 
On  peut  donc  considйrer  les coordonnйes  ut,  u2,  u3, uA comme  йta

blissant  une correspondance  analogue,  mais cette  fois  entre  les droites 
de  l'espace rйglй  et un espace  ponctuel а quatre dimensions. C'est  l 'idйe 
qui  nous  guidera en dernier  lieu  dans  l 'йtude  des  propriйtйs  infinitйsi
males  du second  ordre des systиmes  de droites. 



I 

TROISIИME PARTIE. 

L E S  PROPRIЙTЙS  INFINITЙSIMALES  DU  SECOND  ORDRE. 

I. — Étude de la forme fondamentale. 

70.  Nous avons,  dиs  le  dйbut ,  dйfini  la  forme  quadratique  des  diffй
rentielles  des  coordonnйes  comme  une  fonction  de  ces  diffйrentielles 
exprimant  par  son  йvanouissement  la  rencontre  de  deux  droites  succes
sives de  l'espace.  Dans  la  suite,  nous  avons  vu  qu'on  pouvait  prendre 
pour  cette  forme  le  moment  des  deux  droites  u  et  (u  t  du),  mais  ce 
choix  pouvait  кtre  fort  diffйrent.  Il  eыt  suffi  de  multiplier  M(du)  par 
un  coefficient  indйpendant  des  diffйrentielles  des  coordonnйes.  Les 
propriйtйs  du  premier  ordre,  l'expression  de  l'angle,  eussent  conservй 
leur  forme;  mais  les  propriйtйs  du  second  ordre  dйpendent  essentielle
ment  de  la  variation  de  la  forme  fondamentale  et,  par  consйquent , 
de  sa  dйterminat ion  absolue.  Nous ne  dйvelopperons  pas,  dans  ce  tra
vai l ,  ce  point  de vue  gйnйral . 

Nous  nous  contenterons  de  donner  quelques  rйsultats  relatifs  au 

choix  particulier  du  moment  des  deux  droites  successives  pour  valeur 

absolue  de  la forme  fondamendale;  aprиs  quoi,  nous  chercherons  dans 

l'analogie  cidessus  reconnue  entre  les  sphиres  et  les  complexes 

linйaires  une  traduction  des  propriйtйs  infinitйsimales  du  second  ordre 

de  l'espace  rйglй . 

71.  Dйsignons  par  M {du)  la  forme  quadratique  qui  est  йgale  au 

moment  de  deux  droites  infiniment  voisines  de  l'espace,  ainsi  que 

nous  l'avons  dйjа  fait. 

11 sera  peutкtre  commode  de  dйsigner  sous  le  nom  <Yйloignement  de 

deux droites  (u),  (u +  du)  une  quant i tй  dont  le  carrй  soit  йgal  aM(du). 



Si  deux  droites  sont  tracйes  sur  une  surface  rйglйe,  et  qu'on  prenne 
l ' intйgrale 

entre  deux  droites  A et  B  de  la  surface  entre  lesquelles  M (du)  reste 
constamment  positif,  on  pourra  dire  que  l ' in tйgrale 

( 0 

reprйsente  l 'й loignement  des  droites  A et  B  sur  la  surface  considйrйe. 
Si  l'on  se  donne  deux  droites  A  et  B  dans  un  systиme  de  droites 

(congruence,  complexe ou  espace  rйg lй) ,  et  que  l 'on  envisage  les  sur
faces  de  ce  systиme  qui passent  par  les  droites  A et B , on peut  imaginer 
celle  de  ces  surfaces  qui  donne  lieu  а une  valeur de E  dont  la  premiиre 
variation  soit  nulle.  La  solution  de  ce  problиme  conduira а concevoir 
ce  qu'on  peut  appeler  la  surface gйodйsique  du  systиme. 

Ce  problиme  offre  le  lien  le  plus  йtroit  avec  celui  qui  consiste  а 
chercher  l'expression  des  coordonnйes  en  fonction  d'un  paramиtre  А, 
de  telle  sorte  que  l'expression 

( 2 ) 

ait  sa  premiиre  variation  nulle. 
Les  йquat ions  de  Lagrange  relatives  а ce  dernier  problиme  affectent 

la  forme  gйnйrale 

(3) 

oщ 

Par  une  extension  du  thйorиme  des  forces  vives,  les  йquations  (3) 
admettent  l ' intйgrale 

(4)  M(u') =  const. 

L'йl imination  de  d\  entre  les  йquat ions  (3)  conduit  aux  йquat ions 
diffйrentielles  entre  les  coordonnйes  u  qui  rйsolvent  le  premier  pro
b lиme . 



72.  Supposons  d'abord  que  nous  cherchions  les  surfaces  gйodй
siques  de  l'espace  rйglй .  Les  йquations  (3)  s ' intиgrent  sans  difficultй. 
Prenons  des  axes  rectangulaires  et  faisons  coпncider  Oz  avec  la 
droite  A ,  par  exemple;  nous  prendrons  pour  variables  indйpendantes 
les  constantes a,  b, p,  q des  deux  йquations  de  la  ligne  droite 

x  •= az  +  jp»,  y  — bz  H  q. 

La  forme  M(du)  a pour  expression 

et 

Les  йquat ions  de  Lagrange  sont  donc 

(3') 

En  tenant  compte  de  l ' intйgrale  (4),  on  trouve  aisйment  es  intй
grales  de  ces  йquations 

(5)  «i  q —  HP  = v x. 

"k  est  une variable  auxiliaire  et  aK,  a2,  Ў3,  y  sont  des  constantes  expri
mйes  en  fonction  des  valeurs  initiales  de  a,  b, p,  q  et  de  leurs  dйri
vйes  relatives  а  la droite  A  de  la maniиre  suivante 

( 6 )  a, — a' a,  '  « 2 =  b\,  p =  b'Q q'0 +  a'0 p'0,  7 =  a'0  — 6'0  . 

Si  l'on  prend  pour  Oy  la perpendiculaire commune  а  A  et  а B , et  si 
l'on  fait  correspondre  1 =  )M  а  la  droite  B , en  dйsignant  par  A et  0  la 
plus  courte  distance  et  l'angle  aigu  des  droites  A et  B , on  a 

(6') 



(n  est un entier  quelconque).  Les formules (5)  deviennent 

(7) 

On  en dйduit 

(8) 

On  reconnaît  lа l 'йquat ion  gйnйrale  des  hйlicoпdes  gauches  que  l'on 
peut  faire  passer  par les droites A et B .  Ains i  : 

Les hйlicoпdes  gauches sont les surfaces gйodйsiques  de Vespace  rйglй. 

Ils  se prйsentent  comme  analogues  de la ligne  droite  dans  l'espace 
ponctuel.  En sorte  que, tandis  que le dйplacement  qui fait  dйcrire а 
un  point  de l'espace  la ligne gйodйsique  est un dйplacement  rectiligne, 
celui  qui fait  dйcrire  а  une droite  la surface  gйodйsique  de  l'espace 
rйglй  est un  dйplacement  hйlicoпdal . 

73.  Il est  naturel  de  rechercher  si  les hйlicoпdes  correspondent а 
une  propriйtй  de maximum ou de minimum  relativement  а  l ' intйgrale 

Il  suffît  d 'йtudier  le signe de la variation  seconde. 
Partons  des йquations 

« =  langA,  h — cLf(k),  p=$^(\),  q—  h\HY<KА)> 

qui ,  pour  « =  13 =  7 =  0,  reprйsentent  un  hйlicoпde  gauche  passant 
par  Oz et par la droite  dont  les coordonnйes  sont  a =  tangX 0 ?  b = o, 
p =  o, q =  A> 0 ,  pourvu  que les conditions  suivantes  soient  remplies 

/ ( o ) = o, cp(o) = o, < K o ) = o , / ( X ф ) = o , t p ( X 0 ) = o,  ty(l0)  — o; 

on a 

d'oщ 



Attribuons  а a,  /3, y la  valeur  zйro,  I sera  йgal  а la valeur I 0  relative 

а  l 'hйlicoпde.  Si a,  /3, y  sont  trиs  petits,  I  sera  la valeur de  J ' intйgrale 

relative  а  une  surface  infiniment voisine de  l 'hйlicoпde,  et  I  —  I 0  sera 

la  diffйrence  de  ces  intйgrales  dont  i l faut  йtudier  le  signe. 

Le  radical  qui  multiplie dk  sous  le signe  somme,  en  posant 

se  dйveloppe  par  la formule 

De  lа, en  remarquant  que 

oщ  s3  dйsigne  dans  le  dйveloppement  du  radical  les  termes  qui  ne 

contiennent  pas  de  termes  en a,, |3 ou  y  а une puissance  infйrieure  а  3. 

On  se rend  compte  ainsi  que 

est  une  expression  de  la variation  seconde. 

En  posant 

(car  ces  intйgrales  sont  toujours  positives)  et 

on  a 

On  peut  toujours  faire  en  sorte,  par  un  choix  def{\)  et cp (X), que  A et 



L  ne  soient  pas  nuls.  Or,  i l  est  clair  qu'on  peut  choisir a,  |3, 7  de 
sorte  que J ait  tel signe  qu'on  voudra. 

Il  n'y  a  donc pas  de  maximum ni de  minimum  pour  l 'hйlicoпde. 

74.  Le  problиme  que  rйsolvent  les  ^йquations  (5)  conduit  а  une 
interprйtat ion  gйomйtr ique  des variables normales,  introduites  par 
M .  Lipschitz.  Nous  allons nous  arrкter  un  instant  sur  ce  point. 

Nous  remarquons  d'abord  que  tout  hйlicoпde  gauche  menй  par  A 
ou Oz  y  dйtermine  une  corrйlation  de  Chasles. 

Rйciproquement ,  donnonsnous  une  corrйlation  de  Chasles  sur Oz, 
prenons  l'origine  au  plan  central  et  le  plan  central  pour zOj.  Dй
signons  par k  le  paramиtre  de  distribution;  l 'hйlicoпde  qui  a  pour 
йquation 

dйfinit  sur Oz  la  corrйlation  proposйe. 

On  peut  dire  que  cet  hйlicoпde  est  dйterminй  par Oz,  et  par  la 
droite  infiniment voisine  de Oz  qui  dйtermine  sur Oz  la  corrйlation 
proposйe. 

L'analogie  de  cet  hйlicoпde  avec  la  ligne  droite,  tangente  а  une 
courbe  dans  l'espace  ponctuel,  est  йvidente. 

Considйrons  deux  droites  A  (prise  pour Oz)  et  B ,  cette  derniиre 
ayant  les  coordonnйes  que  nous  lu i avons  assignйes  au  n° 72. 

Des  relations  suivantes 

M (du)~:.  M ( u' ) cir —  X2, 

qui  ont  lieu  pour  les  droites  d'un  des  hйlicoпdes  qui  passent  par  A  et 
B ,  on  dйduit 

Maintenant  la  derniиre  des  йquations  (6')  nous  donne 

Si  l'on convient de  prendre  constamment n =  o,  on a 



Pour  une  droite  B  donnйe ,  E  est  bien  dйterminй ,  ainsi  que  la  corrй
lation  que  dйfinit  sur  A  l 'hйlicoпde  particulier passant  par  A  et  B  que 
l'on  considиre.  Rйciproquement ,  une  corrйlation  sur  A  dйfinit  un  hй
licoпde,  et,  si  on  lui adjoint  une  valeur  de  Tйloignement  E ,  on  dйfinit 
une  droite  sur  cet  hйlieoпde. 

Voic i  donc  un  systиme  de  coordonnйes  complиtement  analogue  aux 
coordonnйes  polaires. Il  nous  suffira  de  l'avoir  indiquй.  Il  est  clair  que 
son  usage conduira  а  des  analogies  avec  l'espace  ponctuel.  Citons,  par 
exemple,  les  complexes  qu'on  pourrait  appeler  sphйriques  et  carac
tйrisйs  par  l 'йquation  E  =  const. 

75.  Nous  passons  actuellement  а  l ' interprйtat ion  gйomйtr ique  des 
variables  normales  de  M .  Lipschitz. 

Les  formules  (6)  permettent  de  mettre  les  formules  (5)  sous  la 
forme  suivante 

(9) 

Ces  formules  montrent  que  a,  b,p,  q  sont  des  fonctions  de  a' 0X,  b'0\, 
p0l,q'ol,  qui  sont  prйcisйment  les  variables  normales,  dans  le  cas 
actuel. 

Posons 
a'0 l=i  uy,  b'0 X =  u2,  p'0 X =  u3,  q'Q \  =  u!t. 

Les  formules (9)  deviennent 

(10) 

Les  formules  (10) permettent  le  passage  des  coordonnйes  a,  b,p,  q 
de  la  ligne  droite  aux  coordonnйes  normales. 

Nous  allons  rapprocher  les  coordonnйes  normales  des  coordonnйes 
polaires,  dont  nous  avons  dйjа  par lй . 



Posons 

en  dйsignant  par  M (du)  la  forme  quadratique  fondamentale,  exprimйe 
а  l'aide  des  variables  normales  et  de  leurs  diffйrentielles;  on  trouve 

(2) 

Interprйtons  v/M(w). Quand  la droite  dйcrit  un  hйlicoпde  passant  par A , 

on  a  Ui =  u\\,  oщ  u'i  est  constant.  Donc 

Donc  sjM(u)  reprйsente  l 'й loignement  des  deux  droites  A  (ou  Oz)  et 
(u)  sur  un  hйlicoпde  passant  par  ces  deux  droites. 

Mais t{,  /2,  /3,  t4  sont  les  cooordonnйes  homogиnes  d'une  corrйlat ion 
anharmonique  sur  A . 

Les  formules  (11) permettent donc  de passer des  coordonnйes  polaires 
aux  coordonnйes  normales.  En  appelant paramètres directeurs  d'une 

corrйlation  les quant i tйs — J В = ,  ainsi  qu'on  le  fait  pour  les  directions, 

on  peut  dire  que les coordonnées normales sont égales aux produits de 

l'èloignement géodésique par les paramètres directeurs d'une corrélation. 

On  sait  que,  si  a,  |3, 7  sont  les  paramиtres  directeurs  d'une  direction 
de  droite  et p  la  dislance а  l'origine d'un  point  de  cette droite,  on  a 

x = oep, y — P p , z --_ - / p ; 

ces  formules  et  les  formules  (11) sont  complиtement  analogues.  Ains i , 
les coordonnées normales sont analogues aux coordonnées rectdignes 

dans l'espace ponctuel. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ce  point. 

76.  Comme  application  des  formules  (10),  nous  avons  cherchй  s i , 

pour  un  systиme  convenable  de  coordonnйes  de  la  ligne  droite,  la 

forme 



йtait  rйductible  а  une  forme  а  coefficients  constants.  D'aprиs  un  thйo
rиme  sur  les  formes  de  diffйrentielles  dы  а  M . Lipschitz,  il  est  nйces
saire  et  suffisant  de  chercher  si  le  type  normal  du  moment  йlйmen
taire  est  une  forme  а  coefficients  constants. 

Nous  avons  calculй  le  coefficient  de  du\  dans  le  type  normal;  nous 
avons  trouvй  une  expression  compliquйe  et  qui  n'est  point  constante; 
donc  : Parmi les formes quadratiques  et quaternaires  qui appartiennent 

а  la mкme  classe  (1  ) que 

il n'y en a aucune qui ait  tous ses coefficients constants. 

77.  Ce qui  caractйrise  un  espace  l inйaire,  c'est  prйcisйment  la  pos

sibilitй  de  trouver  une  forme  а  coefficients  constants  et  appartenant  а 

la  mкme  classe  que  la  forme  fondamentale  а  laquelle on  rapporte  cet 

espace. 

Par  exemple,  dx2  H   dy2  caractйrise  l'espace  plan  et  les  surfaces  qui 

lu i  sont  applicables  :  la forme  d,x2 +  dy2  +  dz2  caractйrise  l'espace  eu

clidien,  qui  est  l inйaire. 
A i n s i ,  adopter  pour  forme  fondamentale  le  moment  йlйmentaire 

revient  а  considйrer  l'espace  rйglй  comme  un  espace  non  linйaire  а 
quatre  dimensions.  On  sait  que,  chez  Plыcker  et  les  gйomиtres  al
lemands,  l'espace  rйglй  est  conзu  comme  un  espace  quadratique а 
quatre  dimensions.  On  pourrait  rapprocher  le  rйsultat  que  nous  ve
nons  d'obtenir  de  cette conception. 

78.  Ce que  nous  venons  de  dire  pour  l'espace  rйglй  est  applicable 

а  tout  complexe  ou  а  toute  congruence.  Le  moment  est  dans  un  cas 

une  forme  quadratique  ternaire,  dans  l'autre  une  forme  quadratique 

binaire;  car  les  coordonnйes  d'une  ligne  droite  s'expriment  avec  trois 

paramиtres  si  elle  dйcrit  un  complexe,  et  avec  deux  si  elle  dйcrit  une 

congruence.  • 

(!)  Nous disons avec  M.  Lipschitz  que deux formes des diffйrentielles  duL,  . . .  et dvt,  ... 
sont de la mкme classe quand une transformation faisant passer des variables u aux variables  v 
les rend  identiques. 



Le  calcul  appliquй  aux  complexes  et  aux  congruences  linйaires  ne 

conduit  pas  а  des  intйgrat ions  aussi  faciles  et  aussi  simples  que  dans 

le  cas  de  l'espace  rйglй. 

Nous  nous contenterons  actuellement  de ces indications, pou r  passer 

а  l 'йtude  des  propriйtйs  du  second  ordre,  fondйes  sur  l'analogie  que 

nous  avons  йtablie entre  les  complexes  linйaires  et  les  sphиres  dans  un 

espace  а  quatre  dimensions. 

II. — Sur les droites infiniment voisines d'une droite d'un complexe 
linйaire. 

79.  Reprenons  les  coordonnйes  quadruplement  orthogonales,  qui 

sont  les  constantes  des  йquations  de  la  droite  mises  sous  la  forme 

x ( ux + iuA)z + (—  u2 4  iuk ), 

y — ( « 2 f  iuk )z\ (  ul  — iu% ) • 

Le  moment  de  deux  droites  (u'),  (u") a  gйnйralement  pour  expres

sion 

Un  complexe linйaire  passant  par  l'axe  Oz  a  pour  йquation 

( 2 )  S Uf — 2 E a.  Ut —  O , 

et  la  condition  nйcessaire  et  suffisante  pour  que  les  droites  (u'), 

(u")  soient  conjuguйes  par  rapport  а  ce  complexe  s'exprime  par  les 

йquations 

(3) 

Les  premiиres  йquations  (3)  sont  satisfaites  en  prenant 

u'i = cii —  \xpЈ,  LLL = at + Ipi, 

oщ  pi dйsigne  une  arbitraire  qui change  de  valeur avec son  indice.  En 

portant  dans  la  derniиre  des  йquations  (3),  on  trouve 

(4)  stf?HXtiSp;=o* 



Posons 

on  trouve 

ou,  а  cause  de  (4)» 

(5) 

Posons 
T  — 2(aJ  —  ) 2 ; 

on  trouve 

d'oщ  enfin 

Supposons  que  la droite (M') soit  infiniment voisine de Oz,  i l en  sera 
йvidemment  de  mкme  de  (u"),  et  le  moment ( « ' , M")  des  droites (M') 
et  (M") a  pour  expression 

oщ  s2  dйsigne  un infiniment  petit  du  second  ordre. 
Soit/?  l'ordre  du  rйsultat  de  la  substitution  de  u\,  u2,  u\,  uK  dans  le 

premier  membre  de  l 'йquation  du  complexe,  quant i tй  que  nous  appe
lons  S'.  On a 

oщ  t'p  est  un  infiniment  petit  de l'ordre  p.  Donc 

Si  » =  i ,  ce  qui  est  le  cas  gйnйral ,  aux  infiniment  petits  du  troi

siиme  ordre  prиs,  on  a 

le  moment  (u', u") est  du  second  ordre. 



Si/? — 2,  aux  infiniment  petits  du sixième  ordre  prиs,  on a 

le  moment (u',u") est du quatr iиme  ordre, etc. 
Ainsi  : 

Le moment, par rapport à sa conjuguée dans un complexe linéaire, 

d'une droite infiniment voisine d'une droite de ce complexe, est géné-

ralement du second ordre. Ce moment est proportionnel au carré du 

résultat de la substitution des coordonnées de la droite dans le premier 

membre de Véquation du complexe. 

III. — Propriйtйs du second ordre des surfaces rйglйes. 

80.  Soient f(u) — o,  З>(M) =  O, ty(u) =  o  les  йquations  d'une  sur
face  rйglйe.  En conservant  des notations  dйjа  employйes,  deux  diffй
rentiations  successives  donnent 

S U/ diii =z o,  2 Vj dui — o,  S Wj dut — o, 

21 Uj d} ut  + SUjj du-, duj  — o, 

IiYid2 Ui +  S Vf y dut duj — o, 

S Wid2 ut +  SWjy  <̂ «y =  o. 

Supposons  que nous  nous  proposions  d 'й tudier  la  surface  autour 
d'une de ses droites  prise  pour  axe Oz. 

Dйsignons  par U , V J ,  WJ  ce que deviennent  les dйrivйes  partielles 
quand  on  y  suppose  les u  nuls,  et  dйsignons  par U0(du), \0(du), 

W0(du)  ce que  deviennent  les sommes dut duj, 

L'йquation  gйnйrale  des complexes  linйaires  tangents  а  la  surface 
sera 

S uf —  2 2 ( IU* + m Vf  h n W?)  M/ =  o. 

Si  dans  cette йquation  on substitue  les coordonnйes (du-\-\d2u)  de 
la droite de la surface  infiniment  voisine de Oz, on trouve pour  rйsultat, 
а  cause  des йquations 



Donc : 

Le moment d'une droite  A d'une surface  rйglйe  par rapport а sa con

juguйe  dans un complexe  linйaire  tangent а  la  surface  suivant  une 

droite  infiniment voisine de A est du quatrième ordre. 

L'expression  de S' peut se transformer  si l 'on a йgard  aux йquations 

2 U M 2 m = — \J0 (du ),  S V ? d* m =  — V 0 (du ),  S W? d2 ̂   =  — W 0 (du ) ; 

on  trouve 
S ' = lU0(du)-h  m V 0 ( а ) +  « W 0 ( r f « )  +  Ј3. 

On  peut se proposer de  chercher  s'il  existe  des complexes  l inйaires 
tangents а la surface  pour  lesquels le moment  soit d'un  ordre  supйr ieur 
au  qua t r iиme.  Il suffit  йvidemment  de poser 

S duj h l\J0(du) -+- mV0(du)-+- n~W0(du) =  o ; 

le  moment  est  alors  du sixiиme  ordre.  Parmi  les complexes  tangents 
qui  sont  triplement  indйterminйs ,  les  complexes que nous  venons de 
trouver  forment  un  systиme  doublement  indйterminй .  On pourrait 
appeler  ces complexes osculateurs. 

Ils  forment  un systиme  linйaire et ont par  suite  en  commun  un  mкme 
hyperbolo пde ,  que nous  appellerons r hyperboloïde osculateur  de la 
surface. 

En  exprimant  que le  moment  йtait  du  sixiиme  ordre,  nous  avons 
йcrit ,  au fond,  que les  droites  de la  surface 

D, ut — o, u%—o, us~=o, uk-=o, 

D', duif du2, dus, duk, 

D",  2 dux + d2 uv  2 du% -+- d2 u.2, i duà t d2 « 3 , i duk + d2 u± 

йtaient  dans  le  complexe.  Ces  trois  droites  appartiennent  donc aux 
complexes  osculateurs,  et par suite  a leur  hyperboloпde  commun. On 
retrouve  ainsi  la dйfinition  habituelle de l 'hyperboloпde  osculateur. 

Rappelons  que les génératrices d'un même système de Vhyperboloïde 

osculateur sont les tangentes asymptotiques de la surface réglée le long 

de la génératrice considérée. 

La  raison  en est la suivante : les gйnйratrices  A d'un  systиme  ren
contrent  trois  droites  consйcutives  D , D ' , D" de la surface;  chacune est 
donc  une tangente  inflexionnelle  de la surface. 



L'hyperboloпde  osculateur  s'offre  ainsi  comme  le  lieu  des  droites  qui 

en  des  points  d'une  mфme  gйnйratrice  rectiligne de  la  surface  ont  avec 

elle  un  contact  du  second  ordre. 

81.  On pourrait  se  proposer  de  chercher  celles de  ces  droites  pour 

lesquelles  le  contact  est  du  troisiиme  ordre. 
Allons  jusqu'aux  quant i tйs  du  troisiиme  ordre  dans  le  calcul  de  S' ; 

nous  trouverons  que  le  rйsultat  de la  substitution,  s'il s'agit  d'un  com
plexe  osculateur,  affecte  la  forme 

S ' ^ E  +  ZF +  m G +  n H  +  E*, 

oщ  E ,  F, G,  H  dйsignent  des  expressions  du  troisiиme  ordre.  Si  l'on 

pose  encore 
E  +  / F +  m G h II II — o, 

on  dйfinit  des  complexes surosculateurs  pour  lesquels  le  moment  n'est 

plus  que  du  huit iиme  ordre. 

Ces  complexes forment  parmi  les complexes osculateurs  un  faisceau  : 
ils  ont  donc  une  congruence  linйaire  commune;  les directrices de cette 
congruence  sont  deux  gйnйratr ices A<, A 2 de l 'hyperboloпde  osculateur. 
Mais  si l'on  remarque  que  la  derniиre  йquation  йcrite,  jointe  а  celles 
qui  expriment  que  les  droites  D , D' , D" appartiennent  aux  complexes 
considйrйs,  exprime  en  outre  que  la  droite  (o H -  3 du\~ 3 d2u  +  d%u) 

appartient  а  ces  complexes,  on  voit  que  : 

Les droites  A , et  A 2 sont les  gйnйratrices  de  l'hyperboloпde  osculateur 

qui ont avec la  surface un contact du troisième ordre. 

82.  Il  est  clair  qu'en  exprimant  que  le  moment  est  du  dixiиme 

ordre  on  arriverait  а  obtenir  un  complexe  linйaire  unique  contenant 

cinq  gйnйratrices  consйcutives  de  la  surface. 
Nous  n'avons  rien  dit  des  congruences  linйaires  osculatrices  de  la 

surface,  i l est  clair  qu'on  les  obtiendrait  comme  intersection  de  deux 
complexes  osculateurs  quelconques.  En  particulier,  i l  existe  une  con
gruence  linйaire surosculatrice  commune а tous  les complexes  linйaires 
surosculateurs.  C'est  celle  dont  A 1  et  A 2  sont  les  deux  directrices. 

Avant  de  terminer  ce qui  a trait  aux  surfaces  rйglйes,  nous  pouvons 



parler  d'une  analogie  avec  les  courbes,  et  qui  rapproche  encore  les 

corrйlations  des directions. 

Les  directions  normales  а  une  courbe  forment  un  faisceau  plan; 

parmi  elles,  i l  y  en  a une  qui  est  perpendiculaire  aussi  а  la  tangente 

infiniment  voisine  : c'est  la binormale. 

Si  l'on  considиre  les  complexes tangents  а la surface  proposйe,  leurs 

corrйlations  normales  forment  un rйseau  linйaire  (r 0)  dont  la corrйlation 

focale  est  la  corrйlation  de  Chasles (c 0)  relative  а  la  surface. 

Les  corrйlations  normales  des  complexes  osculateurs  forment  au 

contraire  une  sйrie  linйaire (s0),  comprise  dans  le  rйseau  ( r 0 ) ;  comme 

les  complexes  osculateurs  sont  tangents  suivant  deux  droites  succes

sives,  on  peut  dire  que (s0)  est  la  sйrie  des  corrйlations  binormales, 

de  mкme  que  (r 0)  est  le  rйseau  des  corrйlations  normales. 

Les couples inverses des couples focaux de la série ( s0 ) sont précisément 

ceux qui contiennent sur la surface les droites At et А 2 déjà trouvées. 

IV. — Propriйtйs du second ordre des congruences. 

83.  Conservons les  mкmes  coordonnйes  et  les  mкmes  notations  que 

prйcйdemment ,  et  soient 
/ ( M ) — o ,  <p(a)— o 

les  йquat ions  d'une  congruence  passant  par  l'axe Oz. 

Le  systиme  des  complexes  linйaires  tangents  est  dйfini  par  l 'йqua

tion 
' 2 « î  2 S ( / U J  +  roV?)«/=0. 

Transportons  dans  le  premier  membre  de  cette  йquation  les  coor

donnйes (^du -+- ^ d2u  h  ^ d3u, ..  d'une  droite  infiniment  voisine 

de Oz  et  appartenant  а  la  congruence.  On  trouve 

S' =  1i(cluiY— S(Z U? +  m V!)d*  u +  e3, 

OŮ. 

zs=zdud*u  — |  Z(ZU?  + m V ( V 3 « «  + 

car  les  йquations 

( e )  S U " dut —o,  2 V? dui =  o 



font  disparaître  les termes  du premier  ordre de S'. Le terme  principal 
de  S', а cause  des relations 

S X}fd2 ut —  — U 0  ( du ),  2 y\  d2 u'i — — V 0 {du ), 

devient  d'ailleurs 
2(rftf/)*f  W0(du)  4  ?nY0(du). 

Donc : 

Le moment d'une droite A d'une congruence, par rapport а sa conju
guйe  dans un complexe  linйaire  tangent а la congruence  suivant  une 
droite infiniment voisine  de Ŕ, est gйnйralement  du quatrième ordre. 

L'йquat ion 

(e')  S l \ ] 0 ( d u )  4 mV0(du)  o 

exprime  que ce moment  est du sixiиme  ordre. 

Si  l'on rapproche  les  йquations (e) de  l 'йquation (e')}  on  voit que 
le  complexe  linйaire  tangent  йtant  fixй,  c'estаdire  /, m й tant  choisis, 
les  йquations (e)  et (e') dйfinissent  deux  corrйlations  anharmoniques 
(du'), (du") de la  congruence,  et toutes  les droites de cette  congruence, 
qui  dйfinissent  sur cette  droite  l'une  ou l'autre  de  ces  corrйlations, 
jouissent  de la propriйtй  de donner,  par rapport  au complexe  linйaire 
tangent  fixй  (/, m), un moment  du sixiиme  ordre. 

Cela  permet  de dire  que tout  complexe  linйaire  tangent  d'une  con
gruence  est osculateur suivant deux corrélations anharmoniques de la 
congruence. 

L'йtude  prйalable  qui a йtй faite  des singulari tйs  permet  d'expliquer 
ce  rйsultat .  En effet,  chaque  complexe  linйaire  tangent  dйtermine  dans 
la  congruence  une  surface  rйglйe,  pour  laquelle Oz  est  une  droite 
double  :  les deux  corrйlations (du'), (du") sont  celles qui se rapportent 
а  cette  droite  double. 

Les  йquations (e) et (e')  expriment  que les droites  successives (du), 
(2 du 4 d2u)  de la congruence (/= 0,0 = 0) appartiennent  au com
plexe (/, m) ; de lа cette  conclusion : 

Chaque complexe linéaire tangent est osculateur pour deux séries de 
surfaces de la congruence; les surfaces d'une même série se raccordent 
suivant l'une des deux corrélations (du') ou (du"). 



Rйciproquement ,  donnonsnous  une  corrйlation  (du!) de  la  con

gruence;  l 'йquation 

(e")  2 ( du'Ј Y+10O ( du' ) +  m V 0 ( rfw' ) = o 

exprime  la condition  nйcessaire  et suffisante  pour  que le moment, par 
rapport  au complexe (/, m) des droites  de la congruence  qui  dйfinissent 
sur  Oz la corrйlation  (du'), soit du sixiиme  ordre;  ou, encore,  la con
dition  pour  que le complexe  linйaire  tangent  (/,m)  soit  osculateur 
pour  Tune quelconque  des  surfaces  rйglйes  de la congruence  proposйe, 
qui  se raccordent  suivant  Oz et suivant  la corrйlation  (du'). 

Ces  complexes  forment  un faisceau;  ils ont donc  en  cojumun  une 

congruence  linйaire. 

Nous  parvenons  de la sorte  а  la notion  de congruence  linйaire oscu

atrice  d'une  congruence  suivant  une corrйlation  donnйe. 

Cette congruence  s'offre  en  mкme  temps  comme le lieu  des  hyperbo

loпdes  osculateurs des surfaces de la congruence proposйe  (f=  o, o = o) , 
qui dйfinissent  sur Oz la mкme  corrйlation  (du'). 

Le  rapprochement  de cette  proposition de celle  qui a  trait  aux sur

faces  ne sera  peutкtre  pas sans  intйrкt . 
On  sait que le lieu  des cercles  osculateurs  des courbes  dйcrites sur 

une  surface,  et  qui sont  tangentes en un point  а une mкme  droite, est 
prйcisйment  la sphиre  tangente  en ce point  а la surface,  et  qui oscule 
cette  surface,  suivant  la direction  dйfinie  par la  droite. 

De  mкme,  le lieu des hyperboloпdes  osculateurs  des  surfaces  rйglйes 
d'une  congruence  qui sont  tangentes,  suivant  une droite et suivant une 
corrйlation  fixe  sur  cette  droite, est  prйcisйment  la  congruence  linйaire 
tangente  suivant  cette  droite,  et  qui oscule  la  congruence  proposйe 
suivant  la corrйlation  fixe. 

On  peut,  en  consйquence,  regarder  cette  proposition  comme  l'ana

logue  du théorème de Meusnier. 

84.  C'est  ici le cas de nous  reporter  а ce que nous  avons dit sur  les 

surfaces  focales  d'une  congruence. 
Dйsignons  par (a, oc), (b, Ў3) les couples  focaux. 
Le  plan  /3  touche  au  point a  la nappe A de la surface  focale ; le 

plan à  touche  en b la nappe B . 



Une  surface  rйglйe  S  de  la  congruence  est  circonscrite  aux  deux 
nappes  suivant  deux  courbes,  dont  nous  dйsignons  par  at  et  bs  les 
tangentes en  a  et  b. 

Dйsignons  йgalement  par  aO et  ba  les  gйnйratr ices  des  deux  dйve
loppables,  respectivement  circonscrites а la  surface  rйglйe  et  а  une  des 
nappes de  la surface  focale. 

Les  droites  at  et  aQ sont  deux  tangentes  conjuguйes  sur  la nappe A ; 
les droites  bs et  ba  sont  deux  tangentes  conjuguйes  sur  la nappe  B . 

Dйsignons  par  al et  bm  les  deux  directrices  de  la  congruence  oscu
latrice  qui  correspond  а  la  corrйlation  que  dйfinit,  sur  la  droite  du 
systиme  que  l'on  considиre,  la surface  rйglйe  proposйe  S. 

Ces  deux directrices sont  deux gйnйratr ices  de  tous  les  hyperboloпdes 
osculateurs  des  surfaces  de  la  congruence,  qui  se  raccordent  avec  la 
surface  S suivant  la droite  ab  considйrйe. 

A ins i ,  l 'on  connaît  les  tangentes  asymptotiques  de  la  surface  S au 
point  a;  ce  sont  :  la  droite  al  et  la gйnйratr ice  ab. 

Mais  at  et  aO sont  deux  tangentes  conjuguйes  sur  la  surface.  Donc  : 

Les droites at  et aO, ab  et  al forment un faisceau harmonique. 

Les  droites  at  et  ad  sont  donc  dйfinies  lorsque  l'on  connaît  al,  c'est
аdire  que  : 

Les droites  at  et ad  sont les mкmes  pour toutes  les surfaces rйglйes  de la 
congruence  qui se raccordent suivant  la  droite ab. 

Les  mкmes  raisonnements  s'appliquent  йvidemment  aux  droites  bs, 
ba,  bm. 

Ceci  montre  que,  а toute  corrйlation  de  la congruence,  i l correspond 
un  systиme  unique  et  dйterminй  de  droites,  telles  que 

at,  «0, al, bs, bs, bm. 

Il  est  clair  d'ailleurs que  l 'on pourra  dйduire  les  droites at,  aÔ de  la 
connaissance  de  la  droite  al,  et  les  droites  bs,  ba  de  celle  de  la 
droite  bm. 

Il  suffit  donc,  pour  йtudier  la  correspondance  gйomйtr ique  entre 
ces  diverses  droites,  d'йtudier  celle  qui  existe  entre  les  directrices  al 
et  bm. 



85.  Remarquons  que,  si  l'on  envisage  les  courbes  R f l ,  S a  du  n°  25, 

la  tangente  а  la  courbe  Sa  qui passe en  a  est  la  droite at,  et,  comme  la 

surface  circonscrite  а  la  nappe  A  le  long  de  Sa  est  dйveloppable,  on 

en  dйduit  que  aO  coпncide  avec  at,  c 'estаdire  avec  la  tangente  а R«. 

Donc  : 

Les courbes R r t  et  S a forment un rйseau  conjuguй  sur la nappe A  :  les 

courbes R ф  et  S а forment un  rйseau  conjuguй  sur  la nappe  B . 

86.  Pour  complйter  ce  qui  a  trait  а  la  correspondance  entre  les 

droites  at,  aO,  al,  bs,  ba,  bm,  i l  suffit  d 'й tudier  la correspondance  des 

droites  al  et  bm des  couples  (a,  |3) et  (b,  a). 

Reprenons  les  йquat ions 

(  i )  Suf —  2 S ( IVf +  m Vf)  ut =  o, 

(2)  S(du t )
2  i  /U 0(du)  mY0(du)  =  o. 

La  premiиre  йquation  reprйsente  un  complexe  linйaire  tangent  ;  la 

seconde  exprime  que  ce  complexe  est  osculateur  suivant  la  corrйla

tion  (du). 

Remarquons  qu'il  est  permis de  supposer  que f(u)  =  o  et  (p(u) =  o 

reprйsentent  deux complexes singuliers, formйs  des  tangentes  aux deux 

surfaces  focales,  c'estаdire  qu'on  peut  supposer 

2(U?) 2  =  o,  E ( V ? ) 2 =  o. 

La  condition  pour  que  le  complexe  linйaire  (1)  soit  spйcial  se 

rйdui t  alors а 
lm ~— o. 

Faisons  d'abord  m  =  o;  le  complexe  spйcial  osculateur  correspon

dant  a  pour  axe,  eu  йgard  а  l 'йquation  (2),  une  droite  (u')  qui  a  pour 

coordonnйes 

En  faisant  / = 0 ,  on a  une  seconde  droite  (u")  et 



Les  droites  (u')  et  (u") Font  les directrices de la  congruence oscula
trice  commune  aux  complexes osculateurs  dйfinis  par  les  йquations (i) 
et  (2). 

Cela  posй,  on peut  exprimer  les u  relatifs  aux  droites  de la con
gruence  en  fonction  de  deux  paramиtres p{  etp2;  Z(dui)2  deviendra 
M (dp),  \]0(du)  et V 0 (du)  deviendront  G (dp)  et  ll(dp).  On aura  ainsi 

(3) 

Si  Ton  veut  passer  des  coordonnйes  u  aux  coordonnйes a, b, p, q; 

en  posant 

et  appelant  (d,b',p',  q'),  (a",b",p\q")  les coordonnйes  des droites 

al, bm, on trouve 

(4) 

et  l 'on doit  avoir 
A' Q' — B ' P ' = o ,  A" Q"— B f f P*=o. 

Ces  йquations  dйfinissent  ent iиrement  la congruence  linйaire  oscula
trice de la congruence  proposйe,  suivant  la corrйlation  anharmonique 
de  cette  congruence  qui correspond  aux  valeurs  dplt  dp.2 des  diffйren
tielles des  variables indйpendantes pt  etp>. 

r 

87.  D'aprиs  ce que nous  avons  dit, tout  hyperboloпde  qui  admet al 

et  bm pour  directrices et qui dйfinit  sur Oz la corrйlation  anharmo



nique  (dp)  est  osculateur pour  une  surface  de  la congruence  qui  dйfinit 
sur  0^;  la  mкme  corrйlation.  On  en  conclut  que  toute  droite  qui  ren
contre  а  la fois  al  et  bm  est  une  gйnйratrice  d'un  hyperboloпde  oscula
teur  de  la  congruence.  Cela  montre  que  les  gйnйratrices  des  hyperbo
loпdes  osculateurs  relatifs  а  toutes les surfaces  rйglйes  d'une congruence, 
et pour une  mкme  droite  de cette congruence, forment un complexe ( 1 ). Il 
est  intйressant  de  connaître  son  degrй .  Il suffit  de  chercher  la classe  de 
son  enveloppe dans un  plan.  Une  transformation  homographique  per
met  toujours  de  prendre  ce  plan pour xOy.  Or l'enveloppe  de  la droite 
qui  joint  les  points 

(&—p',y  =  g')*  (x~p",y  — q") 

est  de  la  seconde  classe.  Car  si  l'on  cherche  а  lu i mener  une  tangente 
par  un  point (oc,y)  du  plan,  on  aura  а  rйsoudre  le systиme  d 'йquations 

L'йlimination  de  u,  v,  w  conduit  а  l 'йquation  suivante 

qui  est  de  la  forme 
A .  G  T B.1I : C M   o, 

et  qui  est  du  second  degrй  en dpt  :dp2.  Par  tout  point  du  plan  on  peut 
donc  mener  deux  tangentes  а  l'enveloppe. 

De  lа ce  thйorиme,  qui  est  l'expression de  la correspondance  gйomй
trique  entre  les  droites  al  et  bm,  directrices  d'une  congruence  oscula
trice. 

Les  gйnйratrices  des  hyperboloпdes  osculateurs  des  surfaces  rйglйes 

( J)  L'йtude  de  ce  complexe  est  йtroitement  liйe  avec  celle  des  propriйtйs  relatives  а  la 
coпncidence  des  corrйlations  (du'),  (du")  dйfinies  au  n° 83.  On en  dйduit  de  nouvelles  pro
priйtйs  des  surfaces  focales  que  nous  n'avons  pas  dйveloppйes ic i . 



d'une congruence relativement à une droite fixe de cette congruence 
appartiennent à un complexe du second degré. 

Ce complexe est aussi le lieu des congruences osculatrices. 

Pour  obtenir  son  йquation  i l  suffirait  d 'йl iminer dpK\dp2  entre 
les  йquat ions  d'une  quelconque de  ces  congruences 

88.  Rйsumons  les  propriйtйs  du  second  ordre  des  congruences. 

Si  sur  une  droite  D  d'une  congruence  on  se  donne  une  corrйla

tion (dp)  de  la  congruence,  i l l u i correspond une  congruence  linйaire 

tangente  C dont  nous  disons  qu'elle  est  osculatrice  suivant  la  corrй

lation (dp).  La  congruence C est  le  lieu  des  hyperboloпdes  osculateurs 

de  toutes  les  surfaces  rйglйes  de  la  congruence  qui  se  raccordent  sui

vant  la corrйlation (dp).  C'est  l'analogue  du  thйorиme  de  Meusnier. 

Enfin,  la correspondance  entre  la  corrйlation (dp)  et  la congruence C, 

qui  peut  кtre  considйrйe  comme  l'analogue de  celle  que  dйfinit  la  rela

tion  d'Euler,  est  donnйe  par  la  remarque  qui  a  йtй  faite,  que  la direc

trice al  de  la  congruence  C et  la droite  D  forment  un  faisceau  harmo

nique  avec at  et aQ  (droites  qui  sont  connues  lorsque  l 'on  connaît  la 

corrйlation (dp).  Cette  remarque  est  complйtйe  par  ce  thйorиme  que  : 

Si l'on prend les traces l et m sur un plan des directrices al et bm d'une 

congruence  C osculatrice suivant une corrélation (dp), lorsque cette corré

lation varie, la droite Im roule sur une conique. 

89.  On peut,  d'ailleurs, donner  а  la  correspondance  entre  la  corrй
lation (dp)  et  la  congruence  C une  forme  analytique la rapprochant  de 
la  relation d'Euler. 

Appelons  a,  et  a 2  les  angles  de  la  corrйlation (dp)  avec  les  corrйla
tions dp2  =  o, dpK =  o  de  la  congruence.  Si  l'on  reprйsente  une  con
gruence  linйaire  tangente  par  les  йquations 

S M ? +  2 R S L 7 K ; = O , 

S « |  +  a R ' 2 V |  ut=o, 

pour  qu'elle  soit  osculatrice  suivant  la  corrйlation (dp),  i l  faut  et  i l 



suffit  qu'on  ait 

Mais si 

on  a 

Ces  formules,  on  le  voit,  offrent  un  certaine  ressemblance  avec  la 

relation  d'Euler. 

S i ,  en  particulier,  les  corrйlations dpt = o, dp2= o  sont  orthogo

nales,  a,  h « 3 =   j  et  Ton  a 

—  Gn COS2;*! H  2 G12 COSaj s i n a t  G 2 2 s i n ^ , 
K 

~  ~  H u COS 2 a 1  H 2 H 1 2 COSa! s inaj +  H 2 2  siпl2ai. 

A u  lieu  de  prendre  les  variables pt  et p2  de  sorte  que M(dp)  ait  la 
forme  canonique  privйe  des  rectangles,  on peut  choisir ces  variables  de 
sorte  que  G  et  H  soient  s imul tanйment  ramenйes  а  cette  forme.  Cela 
est  possible,  et  d'une  seule  maniиre  en  gйnйral .  Dans  ce  cas,  les  rela
tions  prйcйdentes  prennent  la  forme  simple 

—  — G i a COS 2aj + G2=> C 0 S 2 a 2 , 
xi 

ż7  —  H n COS 2a,  H  H , , COS 2 a , . 

On  peut  donner  а ces  йquations  une  signification moins abstraite  par 
la  remarque  suivante.  Appelons  X  et p. les  angles  que  les  droites al  et 
bm  font  avec Oz;  en  vertu  des  formules  du  n° 86,  on  a 



d'oщ 

de  mкme, 

et,  en  posant,  K ' =  \ / A ' 2  +  B ' 2 ,  K" =  y/~A** +  ĎĎ*, 

Dans  ces  formules,  les premiers  membres  ont  une  signification  con

crиte. 

Les  congruences  osculatrices  sont  alors dйfinies  par  leurs  directrices. 
Dans  les formules  prйcйdentes,  on doit remarquer  que,  si w est  l'angle 

des  corrйlations dpt —  o, dp2 =  o  de  la  congruence,  on  a  sans cesse 

I = C O S 2 ^  4 C0S 2cc 24 2COSco C O S ^ COSa 2 . 

Celte  йquat ion,  jointe  aux  prйcйdentes ,  permettrait  de  trouver 

l 'йquation  du  second  degrй  qui  lie  j  et  ^7  ou  bien  cofX  et  cot/x. 

V. — Propriйtйs du second ordre des complexes. 

90.  E n  prenant  pour  axe  Os  une  droite  D  du  complexe,  l 'йquation 

gйnйrale  des  complexes l inйaires  tangents  est  la  suivante 

(T)  Sa? — 2XsU?Mi=o , 

oщ  les  notations  prйcйdentes  sont  conservйes. 
La substitution  des  coordonnйes  d'une  droite  du  complexe 

( du 4 \  d2  u f. . . ) 

infiniment  voisine de  la  droite  D  donne 

S '=  2(dW;) 2 4 X\]0(du)  4  s3, 



oщ 

Donc : 

Le moment  d'une droite  d'un complexe,  par rapport а sa  conjuguйe 
dans un complexe  linйaire  tangent suivant une droite  infiniment voisine 
de la première, est généralement du quatrième ordre. 

On  peut  dйterminer  le  complexe  linйaire  tangent  de  sorte  que le 
moment  soit  seulement  du sixiиme  ordre.  11 suffit  pour  cela de  prendre 
A de  telle  sorte que 

(a)  2((ia,) 2h l\JQ(du)  = o. 

Ains i ,  comme  "X ne dйpend  clans cette  йquation  que des  coordonnйes 
de  la  corrйlation (du),  on  voit  qu'а toute  corrйlation (du) sur une 
droite  D^d'un  complexe  appartenant  а ce  complexe  i l correspond  en 
gйnйral  un  complexe  linйaire  tangent  suivant  D qui  jouit  de  la  pro
priйtй  que le  moment  par  rapport  а sa  conjuguйe  dans  ce  complexe 
l inйaire  de toute  droite du  complexe  proposй,  qui  dйfinit  sur  D la corrй
lation (du), est du sixiиme  ordre. 

Inversement,  si l'on  se  donne  un complexe  linйaire  tangent,  c'estа
dire  X, l 'йquation  (2) dйfinit  une  sйrie  quadratique  de corrйlations  dans 
le  rйseau  linйaire  du complexe. 

On  peut  dire  que le  complexe (1) est osculateur du complexe proposé 

suivant une quelconque des corrélations du complexe appartenant à la 

série quadratique  (2). 

Cette  correspondance  entre  les complexes  linйaires  tangents  et les 
sйries  quadratiques (2) йtait  facile  а prйvoir,  d 'aprиs  ce que nous  avons 
dit  sur les  singulari tйs  des congruences. 

En  effet,  chaque  complexe  linйaire  tangent  coupe  le  complexe  pro
posй  suivant une  congruence  pour  laquelle D est une  droite  double, et 
la  sйrie  quadratique  (2) est celle qui se rapporte  а cette  droite  double 
dans cette  congruence. 

Une  sйrie du deuxième  degrй  correspond  ainsi  а un complexe  linйaire 
tangent, de mкme  qu 'а toute  sphиre  tangente а une surface  en un point 
i l  correspond deux  directions  suivant  lesquelles  elle est osculatrice. 



91.  La correspondance  que  nous  venons  de  dйfinir  est  fondamentale 
dans  la  thйorie  des  propriйtйs  du  second  ordre  des  complexes. 

Proposonsnous,  en  effet,  de  chercher  la  condition  nйcessaire  et  suf
fisante  pour  qu'un  hyperboloпde  menй  par  la  droite  D  soit  osculateur 
pour  une  surface  rйglйe  du  complexe suivant  la  droite  D . 

11 est  clair  d'abord  que  tout  hyperboloпde  osculateur  doit avant  tout 
кtre  de raccordement.  Il  faut  et  i l  suffît  pour  cela  qu ' i l  appartienne  а 
un  complexe  linйaire  tangent. 

Or,  si  S  dйsigne  une  surface  rйglйe  du  complexe  passant  par  D  et 
dйterminant  sur  cette  droite  la  corrйlation  (du),  i l  est  йvident  que  le 
complexe  linйaire  tangent  du  complexe qui  contient  son  hyperboloпde 
osculateur  est  un  complexe  osculateur  de  la  surface  S,  et  parsuite 
qu ' i l  sera  dйterminй  par  l 'йquat ion 

(2)  S ( d w ; ) 2  + X U 0 ( ^ « )  : — ° 

L a  rйciproque  est  vraie;  considйrons  en  effet  l 'hyperboloпde  dйfini 
par  les  йquat ions  suivantes,  oщ gt,  ht  sont  des  constantes, 

|  sw?  — 2X2 U? M, =  0, 

(3)  j  tu\  ^gtUi  — o, 

(  2 uf — 2 S A / Ui  —  o. 

Les  deux  derniers  complexes  linйaires  dйfinissent  dans  le  complexe 
proposй une surface,  et  i l estbien  clair que ces deux  complexes  l inйaires , 
auxquels  on'associe  un  complexe osculateur  de  la  surface,,  dйfinissent 
l 'hyperboloпde  osculateur.  Si  donc  le  complexe  l inйaire  tangent 
ZwJ  —>•  2X2UJ«Ł  =  o  est  osculateur  de  cette  surface,  c'estаdire  si 
l 'йquation  (2)  est  satisfaite,  les  йquations  (3)  reprйsentent  un  hyper
boloпde  osculateur  d'une  surface  du complexe. 

A i n s i  : 

Le complexe  linйaire  osculateur suivant  une  corrйlation  (du)  du com
plexe proposй  est le lieu des hyperboloпdes  osculateurs de toutes les surfaces 
rйglйes  du  complexe  qui  dйfinissent  sur  la  droite fixe  D  la  corrйlation 
anharmonique (du). 

De  mкme  que  : 

La sphère osculatrice en un point d'une surface et suivant une direction 



dйterminйe  est le lieu des cercles osculateurs des courbes  tracйes  sur la sur

face et tangentes au point considйrй  а la direction fixe. 

Il  suit  de  lа qu'on  peut  envisager  la  proposition que nous  venons 

d'obtenir  comme  analogue  au théorème de Meusnier. 

92.  Le thйorиme  d'Euler indique la correspondance  entre la  sphиre 
de Meusnier et la direction  fixe.  Dans  le cas des complexes, la corres
pondance  analogue  est dйfinie  par  l 'йquation  (2);  d'oщ  i l rйsul te  qu'on 
doit  envisager  cette  йquat ion  comme  l'analogue  de la relation  d'Euler. 

L 'emploi  de  l'angle  de  deux  corrйlations  rendra  le  rapprochement 

plus  frappant. 
Si  l 'on effectue  une transformation  de coordonnйes,  on peut  amener 

les  coordonnйes u{, u2, u3, u„  de toute  droite  du  complexe  а  ne dй
pendre  que de  trois  variables; de  sorte  que M (du)  et U0(du) devien
dront  deux  formes  quadratiques  ternaires  des  diffйrentielles. 

Ces  trois variables peuvent  ellesmкmes  кtre  transformйes  en  d'autres 
qui  soient  telles  que  la forme  fondamentale relative à la droite  B , et la 
forme  ternaire  en laquelle U0(du) s'йtait  transformйe,  et qui est а coef
ficients  constants,  se transforment  en deux  fonctions  homogиnes  ter
naires  et  du second  degrй ,  privйes  des rectangles  des variables. Nous 
йcartons  les cas d'exception. 

On  aura  ainsi 

en  dйsignant  par vt, v2, vz  les trois  nouvelles  variables  indйpendantes . 
On  dйtermine  de la sorte dans  le complexe  trois  corrйlations  remar

quables,  orthogonales  deux  а deux, et que  nous  appellerons  les corré-

lations principales;  ce  sont  celles que l'on  obtient  en annulant  deux а 
deux  les  diffйrentielles dvif dv2, dv3. 

Dйsignons  par  a 4 l'angle de la corrйlation  du  complexe  dont  les coor
donnйes  sont dvi avec  la corrйlation  principale dv2 — o,dv3 = o;  de 
mкme  pour  les angles  que nous  appellerons  a 2 , a 3 . 

On a 



Posons  A =  R :  l 'йquation  (2)  s'йcrit 

c'estаdire 

(2') 

L'йquation  possиde  ainsi  la mкme  forme  que  la relation d'Euler. 

93.  Les  corrйlations  principales  s'offrent  а  nous  comme  les  ana
logues  des  tangentes  aux  lignes  de  courbure  d'une  surface. 

Le  thйorиme  suivant  rend  cette  analogie  plus  йvidente. 

Les complexes linéaires tangentes qui correspondent à une corrélation 

principale, c est-à-dire qui sont osculateurs suivant une corrélation prin

cipale, sont des complexes linéaires tangents stationnaires  (ce  qui  si
gnifie  que  chacun  d'eux  est  tangent  au complexe  proposй  suivant deux 

droites  infiniment voisines). 

En  effet,  en  gйnйral ,  la  sйrie  quadratique  qui  correspond  а  la con
gruence  que  le  complexe  linйaire  tangent  (R) dйfinit  dans  le complexe 
proposй  est  dйfinie  par  l 'йquation  (2),  c'estаdire 

( 2 ) 

Or  i l a йtй  dйmontrй  que,  chaque  fois que  la  sйrie  quadratique  rela
tive  а  la  droite  double d'une  congruence  provenant  de deux  complexes 
tangents  se  dйcomposait  en  deux  sйries  linйaires,  les  deux  complexes 
йtaient  tangents  suivant  deux  droites  consйcutives.  Les deux  sйries  ont 
dans ce  cas  une  corrйlation  commune  :  c'est  celle que  dйtermine  sur la 
droite  D de  contact  la droite  de  contact  infiniment voisine D' . 

Appliquons  ce rйsultat  au  cas  prйsent . 
Pour dv2 =  o, dvs  = 0 ,  l 'йquation  (2)  se  rйduit  а 

Ains i ,  а  la  corrйlation  principale (1, o,  o)  correspond  le  complexe 



linйaire  tangent  (.R,).  Mais  i l est  clair  que  pour  R t = R f  la  sйrie  qua
dratique  se  dйcompose;  le  thйorиme  est  donc  dйmont rй . 

La  corrйlation  dv2  =  o,  dv3=o  est  bien  celle  que  dйfinit  sur  D la 

droite  de  contact  infiniment voisine. 

Dans tout  complexe  il y  a  donc,  en  gйnйral,  pour chaque droite  trois 

complexes linйaires  tangents stationnaires. 

Ils  correspondent  а R =  R, , R 2 , R 3 . 
C'est  M . Klein  qui  a dйcouvert  ces  complexes. • 
Considйrons  une  surface  rйglйe  du complexe  telle  que  la  corrйlation 

qu'elle  dйfinit  sur  chacune  de  ses  gйnйratr ices  soit  une  corrйlation 
principale  du  complexe. 

Nous  appellerons,  avec M . Kle in ,  surfaces principales  du complexe  de 

pareilles  surfaces. 

T H Й O R Č M E .  —  Par  toute droite du complexe  il passe,  en gйnйral,  trois 

surfaces principales  qui sont  en  involution deux а deux. 

Exprimons  en  effet  en  fonction de  trois variables pK,p2,  p3  les  coor
donnйes  des  droites  d'un  complexe.  La forme  fondamentale  devient 
M(dp),  et  \J(du) devient  G (dp),  oщ  l 'on a 

Les  racines  de  l 'йquation 

sont  des  invariants  absolus.  En prenant  la droite  pour Oz,  on  trouverait 
pour  racines  les  quanti tйs  B f , R 2 , R, Dйsignons  par  S  une  quelconque 
de  ces  racines;  on  sait  que  <p(S) =  o  exprime  la  condition  nйcessaire 
et  suffisante  pour  que  les  йquations  suivantes  soient  compatibles  : 

L'une  est  alors  une  consйquence  des  deux  autres.  Considйrons  dиs 



lors  les  trois  groupes  d 'йquat ions  que  l 'on  obtient  en  faisant  successi
vement  :  S — II,, K 2 , R 3  dans  les  йquat ions 

En  in tйgrant  les  йquat ions  de  chaque  groupe,  on aura  trois  systиmes 
d ' intйgrales  contenant  chacun  deux  constantes  arbitraires.  Or  i l  est 
clair  que  chaque  intйgrale  dйfinira  une  sйrie  de  surfaces  principales du 
complexe. 

E n  effet,  si  l'on  envisage  une  droite  D de  cette  surface,  en  la  pre
nant  pour  axe Oz,  et  faisant  la  transformation  qui  nous  a  amenй  а 
dйfinir  les  corrйlations  principales,  on  reconnaît  qu'elle  dйfinit  une  de 
ces  corrйlations  sur  la  droite  D, 

Par  toute  droite  du  complexe  on  pourra  donc,  en  gйnйral ,  faire 
passer  une  surface  principale de  chaque  sйrie,  et  ces  surfaces  y  seront 
en  involution,  puisque  les  зorrйlat iops  principales  (qui  sont  les  cor
rйlations  de  Chastes)  sont  orthogonales, 

94.  L'espace  reprйsentatif  qui  gйnйralise  le  systиme  des  points  de 
dйpart  de  Malus  permet  de  donner  une  image  йlйgante  des  propr iй tйs 
du  second  ordre  des  complexes, de  les  complйter . 

L 'йquation  ( 2 ) dйfinit  effectivement  un  faisceau  de  cфnes  du  second 
degrй ,  comprenant  le  cфne  de Malus,  et  la  recherche  des  surfaces  prin
cipales  du  complexe  revient  а  celle du  tr iиdre  conjuguй  commun  aux 
cфnes  de ce faisceau.  Toute  courbe  dont  la tangente  en  chaque  point  est 
l'une  des  trois  arкtes  du  t r iиdre  qui  correspond  ainsi  а  ce point  reprй
sente  une  surface  principale  du  complexe. 

Les  cфnes  du  faisceau  ont  quatre  gйnйratr ices  communes.  Ces  gйnй
ratrices  reprйsentent  quatre  corrйlations  anharmoniques  singuliиres  du 
complexe,  et,  par  consйquent ,  quatre  couples  de  la  corrйlation  nor
male. 

Ces  couples  seront  les  couples  injlexionnels  du  complexe. 
Il  rйsulte  de  ce  qui  prйcиde  que  la  connaissance  du  faisceau  des 

cфnes  suffit  pour  dйfinir  les  propriйtйs  du  second  ordre  du  complexe, 



pourvu  que  l'on sache  quel est  le  complexe  linйaire  tangent  qui  corres
pond  а  un  cфne  du  faisceau  dйterminй . 

Dйsignons  par  (o, ,  Q , ) ,  (o a , w 2 ) ,  (o 8 ,  w 3 ) ,  (o / ) ,w 4 ) les  couples  in
flexionnels. 

D'abord,  puisqu'ils appartiennent  а  la  corrйlation  normale  du  com

plexe,  ils  sont  en  relation  anharmonique,  c'estаdire  que  les  rapports 

anharmoniques 
( 0 ^ 0 2 , 0 3 , 0 4 ) ,  ( ( O u  0 ) 2 ,  0 ) 3 ,  0 ) 4 ) 

sont  йgaux. 
De  plus,  i l est  aisй  de  voir  que  l'on  peut  dйduire  de  ces  couples  les 

corrйlations  principales.  Cela  rйsulte  йvidemment  de  la  considйration 
des  cфnes  reprйsentatifs. 

Mais  on  peut  le  voir  encore  en  effectuant  la  construction. 
Il  suffit  de  grouper  deux  par  deux  les  couples  inflexionnels  pour 

dйfinir  par  leurs  couples  focaux  six sйries  l inйaires  du  complexe.  Asso
cions  deux  а deux  ces  sйries,  de  sorte  que  deux  sйries  associйes  n'aient 
pas  de  couple  focal  commun  :  on  obtient  trois  groupes  de  sйries,  et 
les deux  sйries  d'un  mкme  groupe  ont  leurs  couples  focaux  en  relation 
anharmonique.  Les  deux  sйries  d'un  mкme  groupe  ont,  par  consй
quent,  une  corrйlation  commune,  et  les  trois  corrйlations  ainsi  obte
nues  sont  les  corrйlations  principales. 

On  remarquera  que  les  plans  correspondant  au  point  o i  dans  ces 
trois  corrйlations  sont  les plans  « 2 ,  w 3 ,  wA. 

Cette  remarque  permet  de  dйfinir  par  trois  couples  chaque  corrйla
tion  principale, ou  plus  exactement,  par  quatre  couples  en  relation 
anharmonique. 

C'est  ainsi  que  les  quatre  couples  situйs  sur  une  des  trois  lignes 
cidessous  appartiennent  а  une  mкme  corrйlation  principale : 

( O i , w 2 ) ,  (o 2,  toj ),  (o 3,  o>4),  (o 4 ,  co3), 

(Oi ,©)» ) , ( 0 ^ » * ) ,  (o 3,  «M, (04 ,0 )2) , 

(Ol,  0 ) 4 ) ,  ( 0 2 , 0 ) 3 ) ,  ( O 3 , U)2),  ( 0 4 , ^ ! ) . 

95.  Nous  allons,  dans  ce qui  suit,  dйvelopper  quelques  propriйtйs 
des  couples  inflexionnels,  qui  donneront  lieu  а  des  rapprochements 



entre  la  thйorie  des  complexes  et  celle des  йquations  aux  dйrivйes  par
tielles  du  premier  ordre. 

Supposons  qu'on  ait pris  pour  variables  les coordonnйes  a,  h, p,  q  de 
la  ligne  droite,  l'axe Oz  coпncidant  avec  la droite  D, autour  de  laquelle 
on  йtudie  le  complexe,  et  la  corrйlation  normale  que  le  complexe 
dйfinit  sur  D  ayant  pour  point  central  l 'origine, et  pour  plan  central 
le  plan zOx. 

L'йquation  du  complexe  supposйe  dйveloppable  s'йcrira 

p = Kb-\-  A a-4  B b2  H Q q2  4  2 A ' bq 4  2 B ' aq   i   2 Q'ah  4 T 3 , 

oщ  T 3  dйsigne  l'ensemble  des  termes  d'un  degrй  supйrieur  au  second 
par  rapport  а a,  b,  q. 

L'йquation  gйnйrale  des  complexes  linйaires  tangents  est 

aq •— bp —  2 X ( K b —p) =0. 

Si  l'on substitue  les  coordonnйes  d'une  droite  (da  4  |  da,  . , , )  dans 
le  premier  membre  de  cette  йquat ion,  et  qu'on  suppose  que  cette 
droite  appartienne  au  complexe,  on  aura 

dp = Kdb, 

d%p — Kd2b =  A da14  B db2  4 Qdq2^-  2 A ' db dq  4 2 B ' da dq  4 2 Q' da db, 

ou,  en  dйsignant,  pour  abrйger,  par  0  le second  membre  de  la  derniиre 

relation, 

d2p — Kd2bz=®, 

et  le  rйsultat  de  la  substitution  aura  pour  terme  principal 
da dq — Kdb2  4 X©. 

On  en conclut que  les  йquations  qui dйfinissent  les couples  inflexion

nels  sont  les  suivantes  : 

dadq — Kdb-  — o,  & =  o. 

Posons 
b = pa, p = aa, q = pp — para, 

et  portons  ces  valeurs  dans  l 'йquat ion  du  complexe,  on  trouve,  aprиs 



la  suppression  du facteur  a, 

Î   K O  4 ( Q ? 2 ^ H -  2 A ' p 2 * h  B p 2 - H  aB'pcr  j 2 Q ' p t A ) a  h  nia1, 

oщ  m dйsigne  une sйrie  ent iиre  par rapport  а a. 

Les  йquat ions  de la droite  sont  les suivantes  : 

x — a(z -t- cr), ^ = . pa(z -f- cr), 

d'oщ  l 'on conclut que,  si dans  l 'йquat ion  prйcйdente  on  laisse cr  constant 
et  qu'on  fasse  varier  p et a,  elle  reprйsentera  le cфne du complexe  dont 
les  coordonnйes  du sommet  sont  o, o, —  cr. 

A u  contraire,  en  faisant  varier  cr et a,  on aura,  si p est  constant, 
l ' йquat ion  de la courbe  enveloppe du complexe  dans  le plan qui a pour 
йquat ion 

y = px. 

Si  l'on  suppose  a  infiniment  petit  et  йgal  а da,  l 'йquat ion 

cr =  K  f 

dйfinit  la corrйlation  normale  du complexe. 
Or,  supposons  qu'un  couple  (p 0, c 0 ) de cette  corrйlat ion  soit  tel  que, 

en  mкme  temps  que з r 0 =  K/v> le coefficient de a  disparaisse.  On  expri
mera  par lа mкme  que la droite 

da, db, dp, dq 

du  complexe,  infiniment  voisine de D, vйrifie  les deux  йquat ions 

da dq — Kdb 2 — o,  0 =  o. 

On  exprime  donc  que le couple  (/s0, <70),  auquel  cette  droite  appar
tient,  est un  couple  inflexionnel.  Mais  le systиme  de valeurs  (pq,  f0) 
peut  кtre  atteint  en laissant  constant  soit a =  <70, soit p == pq,  et  faisant 
varier  soit p et a> soit a et G. 

Dans  le premier  cas, on voit  que  : 

Le plan d'un couple  inflexionnel est  un plan langent d'inflexion  sui
vant la droite D du cфne  du complexe  dont le point du mкme  couple est 
le sommet. 



L a  seconde  maniиre  montre  au  contraire  la  propr iй tй  corrй la t ive ,  а 
savoir  que  : 

Tout point d'un couple d'inflexion est un point de rebroussement de 

la courbe enveloppe du complexe relative ait plan du mкme couple, et la 

droite  D est la tangente au point de rebroussement. 

Les couples d'inflexion  forment  donc, parmi les couples du complexe, 
une  famille  par t icu l iи re .  Un  couple  ordinaire  ne  contient  que deux 

droites infiniment voisines  du  complexe. On peut  dire  que  ce  qui  carac
tйrise  un  couple  inflexionnel,  c'est  d'en  contenir trois. 

Si  l 'on  suppose  que  le  complexe  soit  dйfini  par  l 'йquat ion  gйnйrale 

f{a,bip,q)—o, 

en  exprimant  que  le  plan  tangent  suivant  la  droite  (a, b,p, q)  du  com
plexe  au  cфne  de  ce  complexe  est  un  plan  tangent  d'inflexion,  on 
trouve  aisйment  l ' йquat ion  suivante  qu i , sur  chaque  droite  du  systиme, 
dйfinit  les  quatre  points  des  couples  infпexionnels  : 

On  a  posй 

Les  plans  de  ces  couples  seront  donnйs  par  l 'йquat ion 

qui  reprйsente  en  gйnйral  le  plan  tangent  suivant  la  droite  (a, b.p, q) 

au  cфne  du  complexe dont  les  coordonnйes  du  sommet  sont 

az  Hp, bz -+- q, z. 

Il  suffira  de  prendre  pour z  une  des  quatre  racines  de  l 'йquat ion  prйcй
dente. 

96.  Ce  que  nous  venons  de  voir  va  nous  permettre  de  dйfinir  dans 
le  complexe  une  nouvelle  sйrie  de  surfaces  remarquables. 



Soient,  effectivement  pt,p2,pz  trois  paramиt res  dont  dйpendent  les 
coordonnйes  des droites  du complexe,  comme  prйcйdemment .  Si  l'on 
intиgre  le systиme  d 'йquat ions  diffйrentielles 

Зi(dp) — o,  M(dp)==io, 

on  obtiendra  quatre  sйries  de  dйveloppables  du complexe  qui  jouiront 
de  cette  propr iй tй ,  que le point oщ une  gйnйra t r ice  D quelconque  lou
chera  l 'arкte  de rebroussement  et le plan  tangent  tout  du long  de  cette 
gйnйrat r ice  forment  un couple  inflexionnel. 

Ce  sont  ces  surfaces  qui suffisent  pour  dйfinir  les  propr iй tйs  du 
second  ordre,  puisque  nous  avons  vu  qu'on  pouvait  en  dйduire  les 
corrйlat ions  principales et, par consйquent ,  les surfaces  principales du 
complexe. 

Les  surfaces  dйveloppables  que nous  venons  de  dйfinir  jouissent de 
la  propr iй tй  d 'кtre  osculйes  par  tous  les complexes  l inйaires  tangents 
du  complexe  proposй  suivant  chacune  de  leurs  gйnйrat r ices ,  puisque 
pour  elles on  a 

G (dp ) — o  et  M  ( dp  ) — o. 

Les  courbes  qui  sont  les arкtes  de  rebroussement  de  ces  dйvelop
pables  ne  sont  pas des  courbes  intйgrales  quelconques  de  l 'йquat ion 
aux  dйrivйes  partielles  que  le complexe  dйfinit.  Elles  admettent, en 
effet,  pour  tangentes les gйnйratr ices  d'inflexion  du cфne du complexe. 

Vo ic i  donc  un nouveau  genre  de  s ingular i tйs  qui s'offre,  et qui  est 
tout  а fait  analogue  а  celui  que M . Darboux  a  dйcouvert  touchant  les 
йquat ions  aux dйrivйes  partielles. 

97.  Si l'on se donne,  en effet,  un  systиme  gйomйtr ique  tel que  tout 
point  de l'espace  soit le sommet  d'un cфne,  et que tout  plan de  l'espace 
contienne  une courbe  dй terminйe ,  i l y a lieu de distinguer  suivant que 
le  cфne  et  la courbe  relatifs  а un  couple  du  systиme  sont  dйfinis  l 'un 
par  ses plans  tangents,  l'autre  par ses points,  ou bien  par les  gйnйra
trices et les tangentes. 

Dans  la  premiиre  maniиre ,  le  systиme  est  dйfini  par  les  surfaces 

in tйgra les ;  dans  la seconde,  par les courbes  et les dйveloppables  intй

grales. 



Tandis  que  dans  le  premier  cas  le  cфne  admet  normalement  des 
plans  tangents  de  rebroussement,  et  la  courbe  des  points  d'inflexion, 
dans  le  second,  ces  s ingular i tйs  sont  normalement  exclues  et  rempla
cйes  par  des  gйnйratr ices  d'inflexion  pour  le  cфne,  et  par  des  tangentes 
de  rebroussement  pour  la  courbe. 

M .  Darboux  a  considйrй  le  premier  les  courbes  intйgrales  remar
quables  dont  les  tangentes  sont  prйcisйment  1 es  arкtes  de  rebrous
sement  des  cфnes  du  systиme. 

Les  s ingular i tйs ,  а un  certain  point  de  vue,  corrйlat ives  de  celleslа 
sont  celles  que  nous  signalons.  Elles  sont  consti tuйes  par  les  dйvelop
pables  enveloppйes  par  les  plans  tangents  d'inflexion,  et  par  les 
courbes  dont  les  tangentes  sont  des  tangentes  de  rebroussement  des 
courbes  du  systиme. 

Dans  le cas  du  complexe,  nous  trouvons  ainsi  les  dйveloppables  que 
nous  avons  dйfinies  plus haut,  de  mкme  que  leurs  arкtes  de  rebrousse
ment. 

98.  Nous  avons,  dans  ce  qui  prйcиde,  supposй  que  les  racines  de 
l 'йquation  <p(S) = o  йtaient  inйgales,  finies  et  diffйrentes  de  zйro. Les 
cas  exceptionnels  qui  peuvent  se  prйsenter  conduisent  naturellement 
а  de  nouvelles  s ingular i tйs  des  complexes,  et  mкme  а  de  nouveaux 
complexes  particuliers,  pour  lesquels  ces  singulari tйs  se  prйsentent 
pour  toutes  les  droites. 

Il  peut  arriver,  par  exemple,  que  G(dp)  et  M (dp)  soient  rйductibles 
s imul tanйment  aux  formes 

et 

ou  que  G (dp)  ne  diffиre  de  M(dp)  que  par  un  facteur  indйpendan t  des 
diffйrentielles. 

Dans  le  premier  cas,  i l  existe  une  sйrie  l inйaire  de  corrйlat ions 
principales  en  involution  avec  une  corrйlation  principale  par t icul iиre 
й t rangиre  а  la  sйrie. 

Dans  le  second  cas,  toutes  les  corrйlat ions  du  complexe  sont  prin
cipales. 



Les  droites  oщ ces  s ingular i tйs  se  prйsentent  offrent  ainsi  certaines 
analogies  avec  les ombilies  des surfaces. 

Mais  nous  n'entrerons  pas dans  de plus  amples  dйveloppements  sur 
ce  sujet,  non plus  que sur  bien  d'autres  qui se  prйsentent  encore  et 
dont  l 'й tude  se  dйduirai t  aussi,  par  des  analogies  diverses  avec 
l'espace  ponctuel, de  la  considйrat ion  de la forme  quadratique  fonda
mentale. 

11  nous  suffit  d'avoir  mont rй  l'importance  de  cette  forme  dans  la 
Gйomйtrie  de  l'espace  rйglй ,  et d'y  avoir  ra t tachй  les propriйtйs  infini
tйsimales  de cet  espace. 
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