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P R E M I È R E T H E S E , 

CONTRIBUTION 
A 

L'ÉTUDE DE L'ÉQUILIBRE ÉLASTIQUE 
D U N E P L A Q U E R E C T A N G U L A I R E M I N C E . 

I N T R O D U C T I O N . 

I. La principale des équations différentielles générales de l ' équi-
libre transversal des p laques , qui va nous servir de point de départ 
dans cette étude analyt ique, a fait l 'objet de nombreuses recherches . 
C'est l 'équation bien connue , trouvée en I 8 I 3 , sans démonstrat ion, 
dans les papiers de Lagrange qui y était arrivé en 1 8 1 1 en examinant 
la tentative faite par Sophie Germain, d 'étendre aux plaques la méthode 
exposée dans la Mécanique analytique, pour exprimer l 'équil ibre de 
simples fils ou de lames élast iques. 

Cette équation s'écrit 

Elle donne le déplacement w, normal à la p laque, d 'un point 
(x,y, o) du feuillet moyen ; la plaque rectangulaire étant soumise à une 
pression p par uni té d 'aire et ses bords étant encastrés, l ibres ou sim-
plement appuyés sur un cadre. 

La pression que subit un point de la plaque pouvant varier d'un point 
à un aut re , p est une fonction de x et de y, continue ou d iscont inue , 
mais bien déterminée à l ' intérieur du contour de la p laque ; car ce sera 



une des données du problème. E représente un coefficient d'élasticité 
de la mat ière constitutive de la p laque , savoir : le coefficient de l 'élas-
ticité de traction d 'une pet i te barre pr ismat ique extraite de sa matière 
( q u e l 'on suppose i so t rope) . Enfin I est le moment d ' inert ie d 'une 
ligne matériel le normale au feuillet moyen, par rapport au centre de 
gravité de cette l igne. Si la plaque est pleine et d 'épaisseur s, 

On écrit quelquefois cette équation sous la forme symbolique 

en posant 

Poisson, Cauchy, Kirchhoff, etc . , se sont occupés d 'établir cette équa-
tion fondamentale. M. Boussinesq, dans deux Mémoires ( ' ) : Étude nou-

velle sur l'équilibre et le mouvement des corps solides élastiques dont cer-

taines dimensions sont très petites par rapport à d'autres, a montré que 
l'on pouvait déduire l 'équil ibre des plaques de ce que présente de par-
ticulier leur forme aplatie et en t i rant les conséquences cinématiques 
et s ta t iques . 

Suivant que le bord de la plaque est appuyé , encastré ou l ibre, 
la fonction w doit satisfaire aux conditions suivantes, oů l'on suppose 
deux côtés de la plaque pr is pour axes de coordonnées : 

si le bord appuyé est paral lèle à l 'axe des ce; 

(!) Mémoires présentés à l'Académie le 10 avril 1 8 7 1 . Comptes rendus, t. LXXII, p . 407 
et 449, insérés au Journal de Mathématiques de Liouville, t . XVI, p . 241; avec des com-
pléments, même journal, 1879, p . i63 et 329. 



si le bord encastré est parallèle à l'axe des œ; 

si le bord l ibre est paral lèle à l'axe des x. 

Ces deux dernières condit ions, dues à Kirchhoff, supposent toute la 
matière de la plaque complètement isotrope et le rapport de ses deux 
coefficients A, (j. (nota t ions de Lamé) égal à i; ce qui est le cas ordi-
naire des corps durs , comme le verre , par exemple. 

II . Navier s'est occupé, dans son Mémoire inédit de 1820, de déter-
miner le déplacement w vertical d'un pointa?, y du feuillet moyen z = 0 
d 'une plaque rectangulaire horizontale, s implement appuyée tout 
autour sur un cadre fixe et supportant , en outre de son poids propre, 
une charge verticale pouvant varier d 'un point à un autre de sa sur-
face. Il est arrivé ( ' ) à expr imer ce développement par la série double 

oů a et b représentent les longueurs des côtés de la plaque et A,-y- un 
coefficient qu' i l dé termine par la méthode de Fourier . 

M. Maurice Lévy, dans une Note à l 'Académie et publiée aux Comptes 
rendus ( 2 ) , adopte, dans le cas oů la plaque a au moins deux bords sim-
plement appuyés , par exemple les deux bords parallèles à l'axe des y, 
les deux autres pouvant être l ibres , appuyés ou encastrés, pour w le 
développement donné par la série simple 

oů Y; est une fonction seulement de y qu' i l convient de déterminer 
afin que w satisfasse à l 'équation fondamentale ( 1 ) . En expr imant ce 

(J) Voir Note du n° 73, p . 740, dans Ja Théorie de l'élasticité des corps solides de 
Clebsch, Saint-Venant et Flamant, édition de i883. 

(2) Comptes rendus, 9 octobre 1899, t. CXXIX, p. 535-539. 



fait, on trouve que Y, est l ' intégrale générale de l 'équation 

en posant 

les quatre constantes arbi t ra i res de l ' intégrale générale étant déter-
minées par les conditions au contour des deux bords y — o, y — b qui 
peuvent être l ibres, encastrés ou appuyés. 

La solution indiquée par M. Maurice Lévy est plus générale et com-
prend, parmi les six problèmes qu'elle envisage, celui examiné par 
Navier, à condition de déterminer les constantes arbitraires de Y,, de 
façon que les deux bords y—o, y = b soient s implement appuyés, 
conditions qui analyt iquement se t raduisent par 

Y j = o , YJ — o p o u r y — o e t p o u r y — b. 

III. Je me suis proposé de montrer , en premier lieu, que le déve-
loppement en série double de Navier se ramène au développement en 
série simple de M. Maurice Lévy, quelle que soit d 'ai l leurs la fonction p 

qui représente la charge que supporte la plaque appuyée sur ses 
quatre bords . 

J'ai démontré ce résultat en par tant de l 'équation différentielle qui 
définit Yj. 

J'ai ensuite traité les six problèmes auxquels le développement de 
M. Maurice Lévy est applicable : 

i° 4 bords appuyés (p rob lème de Navier) ; 
2° 3 bords appuyés, le quatr ième libre (cas de Vannes ) ; 
3° 3 bords appuyés, le quatr ième encas t ré ; 
4° 2 bords appuyés, 2 bords opposés l ibres ; 
5° 2 bords appuyés, 2 bords opposés encas t rés ; 
6° 2 bords appuyés, 1 bord l ibre, 1 bord encastré . 
Et en supposant ensuite la charge uniformément répart ie sur la 

plaque, j ' a i , comme application numérique des formules, calculé à ~ 
près la valeur de la flèche de courbure de la plaque supposée carrée. 



Cela m'a permis de comparer les résultats trouvés par Navier, dans 
le cas oů la plaque est appuyée par ses quatre bords , avec ceux que 
donne la méthode de M. Maurice Lévy et de conclure que les résultats 
donnés par cette dernière méthode sont plus approchés à égalité de 
longueur des calculs et que la flèche de courbure va en croissant avec 
le degré de liberté de la plaque. 

Dans une deuxième Part ie j ' a i trai té paral lèlement le problème de 
Navier par la méthode de M. Lévy et par celle de Navier dans le cas 
oů la chargep est représentée soit par une fonction linéaire en y, ou 
un polynôme quelconque en x et y, soit par une fonction sinusoďdale 
ou exponentielle. Par la comparaison des résul ta ts , j ' a i été conduit à 
la sommation de séries t r igonométr iques intéressantes, séries dont 
j ' a i pu, d 'a i l leurs , calculer directement la valeur, ce qui est en quelque 
sorte une nouvelle démonstrat ion de la proposition qui fait l 'objet du 
premier Chapitre. 

Dans le présent Travail, je me suis borné , pour cette deuxième 
Par t ie , à indiquer la méthode que j ' a i suivie et quelques-uns des ré-
sultats obtenus , en me réservant de revenir u l té r ieurement à l'exposé 
complet qui nécessite de longs développements de calcul. 

Après avoir examiné avec les ressources de l 'Analyse mathémat ique 
ces divers problèmes, j ' a i cru qu'il y avait avantage à sort ir de ce 
domaine abstrait et à voir les choses autrement que sous des formules. 

Comme le dit si bien M. Paul Janet ( 1 ) « l 'esprit y gagne en étendue 
ce qu' i l perd en r igueur et peut-ê t re les connaissances elles-mêmes 
sont-elles augmentées ». Si nous ne connaissions l'eau qui coule que 
par des définitions mathémat iques , peut-être serions-nous bien sou-
vent embarrassés pour prévoi r ies phénomènes les plus simples qui s'y 
produisent . J'ai alors imaginé un appareil qui , s'il ne réalise pas les 
conditions idéales du calcul, s'en rapproche et donne des résul ta ts , 
non seulement du même ordre, mais même fort approchés. 

IV. Je me suis appuyé dans les diverses transformations de calcul, 
pr incipalement dans la deuxième Partie : 

(!) Premiers principes d'Électricité industrielle, Préface, VII, édition i8g3 ; Gauthier -
Villars. 



i° Sur un théorème impor tant , dű àCauchy , et qui peut s 'énoncer 
ainsi : 

Si l'on considère une série à termes positifs ÇA) H°, H 1 , . . ., H ( / n ) . . ., 
dans laquelle chaque terme se développe en une série convergente à termes 
positifs de telle sorte qu on ail : 

H ° = M 0 + « i - + - . - • • H- Un - + - • • • j 

H 1 = u\ -h u\ - h . . . 4 - a* H - . . . , 

• i 

H ' " = < H- a'/1 + . . . H- < + . . . ; 

« " / ' O / Î forme les nouvelles séries 

V „ = i/ 0 + «o - + - • • ' » 

V i = Ui -h -h . . .H- K ' f - h . • .:, 

? 

V „ = a K + a » + «C-t----

e//6\s son^ flwwt convergentes et leurs sommes respectives V 0 , V 4 , . . ., 
V n , . . . forment une série convergente ayant la même somme que ( A ) . 

Le théorème subsiste pour des séries à termes quelconques , pourvu 

qu'elles ne cessent pas d'être convergentes quand on y remplace 

chaque terme par sa valeur absolue. 

2 ° Sur les théorèmes suivants relatifs aux séries entières ( ' ) : 

Si l'on considère la série z = V ^ aPiqx
pyq, p etq étant des entiers 

positifs, 

Cette série est convergente pour des valeurs de x et y comprises dans 
des intervalles symétriques par rapport à zéro. 

C'est-à-dire, si elle est convergente pour x = a, y = b, elle est aussi 
convergente à l ' intér ieur du rectangle dont les côtés ont pour équa-
tion x = ± a, y = ±b. A l ' intérieur de ce rectangle z est une fonction 
parfaitement définie de x et y. 

Si l'on prend les dérivées partielles de tous les termes de la série z par 

0 ) Voir Analyse de M. Appell, Chap. XI, p . 290 et suiv. 



rapport à x ou à y, la nouvelle série obtenue converge dans le même rec-

tangle que la première et a pour somme la dérivée partielle ^ ou • 

Et si l'on multiplie tous les termes de la série par dx, et si l'on intègre 

par rapport à x de o à x, la nouvelle série est convergente dans le même 

rectangle que la proposée et a pour somme f z dx. 

De même s'il s'agissait de la variable y. 

En terminant cette Int roduct ion, qu'i l me soit permis de témoigner 
ma profonde reconnaissance à MM. Boussinesq et Appell qui ont bien 
voulu me guider dans ces recherches, ainsi qu 'à M. Bouty, qu i , avec 
beaucoup de bienveil lance, m'a autorisé à ent rer au laboratoire d'En-
seignement de Physique et m'a ainsi permis de vérifier par l 'expérience 
les résultats du calcul. 

PREMIČRE PARTIE. 

CHAPITRE I. 

IDENTITÉ DES DÉVELOPPEMENTS DE NAVIER ET DE M. MAURICE LÉVY. 

1. Calcul des coefficients ktj de Navier. — Pour satisfaire à l 'équation 

p étant une fonction donnée de x et y, bien déterminée à l ' intérieur 
du rectangle qui l imite la plaque, prenons avec Navier la fonction 



(i, j étant les nombres entiers i, 2, 3 , . . . ) , qui satisfait d 'el le-même 
aux conditions qui expr iment que la plaque est s implement appuyée 
sur ses bords. 

Le coefficient A,-y- est déterminé de la façon suivante : 
Ecrivons que la fonction w satisfait à l 'équation ( 1 ) ; nous aurons 

Conformément à la méthode de Fourier , multiplions les deux membres 

par s i n — ^ r t ^ e t intégrons les deux membres entre les limites o et a. 

L'intégrale qui figure sous le signe dans le premier membre, 
i 

abstraction faite des coefficients, est 

elle est nulle si m i, et a pour valeur ^ si m = i. 

En sorte que la somme double du premier membre devient une 
somme simple, et l'on a 

Si nous multiplions les deux membres par s i n ^ p - < ^ et si nous 

intégrons entre les limites o et b, le même raisonnement conduit à la 
relation 

qui nous donne pour A y l 'expression 



2. Détermination de la fonction Yt. — Considérons maintenant , 
comme le fait M. Maurice Lévy, la fonction 

Y; étant une fonction de y seulement . Cherchons à déterminer Y, 
de façon que cette expression de w satisfasse à l 'équation (i). Nous 
aurons 

et si l'on mult ipl ie les deux membres par sin m 7 : a ; dx et qu 'on intègre 

entre les l imites o et a, on a, pour déterminer Y,-, l 'équation différen-
tielle l inéaire à coefficients constants avec second membre 

en posant a = — • 

Si l 'on désigne par cp;(j) une intégrale part iculière de l 'équation 
précédente avec second membre , l ' intégrale générale sera 

Y / = ®i(y) H- A/ shay -+- B; c h a j 4- y (Ci shay -+- D,- chay), 

oů les symboles sh, ch désignent les sinus et cosinus hyperboliques, 
et Ai, B,, C,, Di quatre constantes arbi t raires . 

La fonction 

satisfait d 'elle-même aux conditions 

p o u r 

qui expriment que la plaque rectangulaire est s implement appuyée 
sur les bords x — o et x = a. 

Pour que la plaque soit également appuyée sur les deux autres 



bords y = o, y = b, il faut que 

pour ces valeurs de y. D'oů les conditions 

p o u r 

qui donnent quatre relations permet tant de déterminer les quatre 
constantes arbi traires A,, B,, Q, D,-. 

Ces constantes étant ainsi déterminées, je vais montrer que les deux 
fonctions 

sont ident iques . 

En effet, si -dans la première expression de w nous groupons les 
termes en i, nous pouvons écrire 

Posons 

l 'expression de w peut s'écrire 

qui sera identique à celle adoptée par M. Maurice Lévy 

dès que nous aurons montré que 

dans les conditions oů nous nous sommes placés, oů les constantes Ah 

B,, D, sont déterminées de façon que les bords y = o, y = b soient 
appuyés (seul cas oů le développement de Navier s 'appl ique) . 



3. Les deux fonctions Y,, Yti satisfont à la même équation différen-

tielle. — La pression p étant une fonction bien déterminée à l ' intérieur 
du rectangle qui l imite la plaque, on peut, par la méthode de Fourier, 
développer cette fonction suivant la série double 

Bij est déterminé par la méthode suivie pour la détermination des A/ 7 

et a pour valeur 

D'autre part , nous pouvons développer la fonction p suivant la série 
simple 

(pi étant une fonction seulement dejK)- Si, en effet, on veut déter-

miner la fonction pL, on mult ipl iera les deux membres par sin dx, 

et en intégrant de o à a on aura, en prenant m = / (seul cas oů l 'inté-
grale coefficient d e p t n 'es t pas nu l l e ) , 

Cela posé, démontrons tout d'abord que 

en effet, calculons 

multiplions pour cela les deux membres de l 'équation qui définit p en 

une série double, par sin 17^^-dx et intégrons de o à a. Nous aurons, 

E. 3 



on supposant m — i, seul cas oů le deuxième membre n'est pas nu l . 

ou 

D'oů la relation ( 3 ) que nous voulions établir . 
Cela étant , la fonction Y, de M. Lévy satisfait à l 'équation 

en prenant pourp le développement 

Je dis que Y,,-, défini par 

satisfait à la même équation que Y,. 

Si nous subst i tuons en effet cette valeur de Y w dans l 'équation (4), 
en tenant compte de la relation ( 3 ) , nous trouvons que A, 7 doit satis-
faire a la relation 

ou, en remplaçant B / y par la valeur calculée, on déduit pour A 0- la 
valeur 

qui est jus tement celle trouvée par Navier. 
Donc Y, et Yw- satisfont à la même équation différentielle. 

4. Détermination des constantes Aif B t , Ct-, D/. — Je dis maintenant 
que, à raison des hypothèses qui déterminent les constantes A,, B ? , 



Cif I), de,Y,-, pour que le développement de M. Lévy corresponde au 
cas oů la plaque est appuyée sur ses quatre bords , Y,- ne diffère pas 
d e Y „ , 

Nous avons en effet, puisque ces deux fonctions satisfont à la même 
équation (4) , les relations 

En re t ranchant membre à membre et posant 

nous avons, pour déterminer Z, l 'équation différentielle, sans second 
membre , 

dont l ' intégrale générale est 

A, B, C, D étant quatre constantes arbitraires que nous allons dé te r -
miner. 

Remarquons que Y,, par hypothèse, est nul pour y = o et y = b, 

de même Y'-, puisque la plaque est supposée appuyée sur ses bords. 
Par définition même, 

est nul pour y = o, y = b, ainsi que Y"u. 

Donc Z et Z" sont nuls s imultanément soit pour y o, soit pour 
y = b. Ces quatre conditions vont nous permettre de voir que les 
constantes A, B, C, D sont nulles. 

En effet, les conditions Z — o, Z" = o pour y = o donnent 

B — o, C — o. 

Les conditions Z = o, Z" = o pour y = b donnent , pour déter-
miner A et D, le système de deux équations homogènes, 

A sh a b + bJ) ch oc h •-• o, 

A a sh a b -+- D ( 2 sh a b -+- b a c h a b ) — o, 



dont le déterminant des coefficients est 2 s h 2 a ô , par conséquent dif-
férent de zéro. Il est donc nécessaire que 

A — o, I) = o. 

Par suite, Z est identiquement nul et l'on peut conclure 

Y j — 

ce qui démontre la proposition. 

Remarque. — Nous pourrions, comme application, expliciter la 
fonction p et démontrer , dans chacun des cas oů cette fonction est 
particularisée, que Y, satisfait à l 'équation différentielle qui définit Y/. 
Ce serait une nouvelle vérification, dans chacun de ces cas, de la pro-
position que nous venons d'établir. 

Dans le cas oů p = Ay, le calcul conduit au développement de — en 

série t r igonométr ique, et si p est, d 'une façon plus générale, un poly-
nôme en y, on est conduit au développement en série trigonométrique 

de ce polynôme et à la sommation de la série — ^ r r ^ ' ^e calcul 

détaillé montre que les p constantes d'intégration que l'on introduit en 

partant de 2 — f m J J e t intégrant ip fois sont données par des 
y 

équations linéaires. Ces constantes sont d'ailleurs en relation directe 
avec les nombres de Bernoulli . Je me borne, pour le moment, à 
signaler ces résultats qu'on trouve en écrivant simplement que Yti 

satisfait à l 'équation différentielle du quatrième ordre qui définit Y, 
et qui sont compris dans la formule de Fourier , ou plutôt même de 
Lagrange, donnant le développement d 'une fonction, dans un intervalle 
donné, en série de sinus ayant pour période le double de cet inter-
valle ou les parties aliquotes de ce double, pour aborder les problèmes 
auxquels la méthode de M. Maurice Lévy est applicable, et en parti-
culier celui de M. Navier. 



CHAPITRE IL 

PLAQUE APPUYÉE PAR SES QUATRE BORDS. — PROBLČME DE NAVIER. 

5. Nous allons traiter le problème de Navier par la méthode de 
M. Maurice Lévy. 

Adoptons pour w le développement en série simple, 

Y / étant une fonction dey. 

Par la forme même de w, la plaque est appuyée sur les bords x = o, 
œ = a; pour qu'elle soit aussi appuyée sur les deux bords y = o, 
y - b, il faut que 

( i ) y ; — o, Y'î = o, pour y =z o et y = b. 

Nous savons que Y, doit satisfaire à l 'équation différentielle 

dont l ' intégrale générale est 

/ A 
\ t = Oi(6) 4- A / s h a j 4- Bj-chaj -f-/(C4- s h a / 4- Dj-chaj), 

oů 9/( , r ) désigne une intégrale particulière de l 'équation. 
En explicitant les conditions ( I ) , nous avons, pour déterminer les 

quatre constantes arbitraires A,, B,- , C;, I)/, les équations 

9/(0) + B / o , o"(o) 4- B; a 2 H- 2 C/se = o, 

oi ( 6 ) + A/ sh a b 4- BŁ ch a b -+- b ( Cj sh a b -+- D,- cha è ) — o, 

os" ( & ) 4- a*2 ( Ai sh a & 4- B; ch a 6 ) 
H- 2 a (Ci cha 6 4- P ; sh xb) -+- 6a 2(Cj sha b 4- D,- cha fe) — o. 



Des deux premières on t i re , 

En remplaçant dans les deux autres B,-, C,- par ces valeurs et rédui-
sant, on a, pour déterminer A,- et D,, les équations 

oů j'ai désigné par rnL et nt les seconds membres de ces équations. 

On a 
At s h a b + I), b cha b — mh 

Ai a- sh cf. b + ï)i ( 2 a sh a b -f- b a 2 ch a b) = nif 

d'oů l'on tire facilement 

En développant ces calculs et posant, pour abréger, 

on peut écrire 

Ce sont là les formules qu i , dans chaque cas oů la fonction 
sera déterminée, nous fourniront les valeurs des constantes. 

6. Cas où la charge est uniformément répartie sur la plaque. — Dans 
ce cas, p est une constante et l 'équation qui définit Y/ devient 



On se bornera donc aux valeurs i = r = 3 — 5 = . . . 
Une intégrale particulière de l 'équation sera 

fi étant une constante, il suit que o'- est nul ; par sui te , 

Posons, pour abréger l 'écri ture, 

alors, 

Les constantes A,, B„ Cit D, ont pour valeur 

D'oů l 'expression de Y,-, 

Dans ce cas et celui d 'une façon générale oů p est indépendant de x, 

est nul pour des valeurs paires de i, le second 

membre de l 'équation qui définit Y,- et la solution part icul ière sont 
nuls , ainsi que les coefficients Ah B,-, G,-, D,-f la solution disparaît. 

Nous n'avons qu'à considérer les valeurs impaires de i. 

En multipliant Y{ par sin et faisant la somme en donnant à i les 

valeurs impaires i , 3, 5, . . . on aura w exprimé par une série simple 



7. Calcul de la flèche de courbure. — Supposons pour simplifier que 

la plaque soit carrée 
b — a. 

Le point central a pour coordonnées 

la v a l e u r / q u e prend w sera 

Remarquons que 

s'écrit 

qui est nul d'après le développement de c h ^ ' w — 

Le premier terme de la série correspondant à i — I s'écrira 

A l'aide des Tables des fonctions hyperboliques ( ' ) , calculons sa valeur. 
En remarquant que 

on a, pour la valeur de la parenthèse, 

o,3i/i, 

(!) Je me suis servi des Tables de Hoűel, édition 1866, Gautbier-Villars, et du Samm-
lung von Formelu der relnen und angewandten Mathematik von D1' W. Laska, édi-
tion 1888, p . 94, ersle Lieferung. 



et nous avons une première approximation de la flèche de courbure 
en prenant 

Avant de calculer le second terme de la série correspondant à i — 3 , 
comparons le résultat que nous venons d'obtenir avec celui qu'a trouvé 
Navier. 

Dans ?son Mémoire inédit de 1820 ( 1 ) , Navier a trouvé pour le dé-
placement w l 'expression représentée par la série double 

oů rri, ri sont des nombres impairs , oů s' représente la demi-épaisseur 
de la plaque et aK un coefficient qui , rapproché du coefficient E que 
nous avons employé, a pour valeur 

donc w peut s'écrire 

Cette série est assez rapidement convergente. Navier se borne à prendre 
le premier terme correspondant aux valeurs m! =• 1 , ri — 1 . 

On obtient ainsi 

en supposant la plaque carrée le déplacement du centre sera 

( O Voir Théorie de l'Élasticité des corps solides, Clebsch et Saint-Venant, p. 747, 
édition i883. 

E. • 4 



Cette valeur est supérieure de o,oo4 à celle que nous fournit la méthode 
de M. Maurice Lévy, qui adopte le développement 

En se bornant au premier terme, on a 

Or 

a pour expression 

Navier au lieu de prendre la série ^ e n entier n 'en considère que le 
f 

premier terme correspondant à / = i et néglige le second corres-

pondant à f = 3 , terme qui est négatif et égal à — p f ~ i ° » ° ° 4 ' Dans 

la méthode de M. Maurice Lévy cette série est considérée en entier et 

a été calculée, ce qui nous permet d'affirmer que nous obtenons par 

cette dernière méthode une valeur plus rapidement approchée. 
Si l'on tient compte des deux premiers termes de la série double de 

Navier, on obtient pour valeur de la flèche 

Calculons maintenant le second terme du développement de 
M. Lévy correspondant à i = 3 . 

On a 

et par suite la valeur de la parenthèse, dans l'expression de ce second 



terme, sera 

ou i ,oo4; en divisant par ~ nous avons pour la valeur du second 

terme de la série 

Donc la valeur de la flèche de courbure sera 

ou 

Nous ne calculerons pas le troisième terme : il est d'un ordre, quant à 
son facteur numérique, supérieur à celui des dix-millièmes. 

8. Vérification expérimentale. — Le dispositif que j 'a i employé pour 
vérifier par l 'expérience les résultats précédents est des plus s imples. 

Une cuve carrée V {fig- 2) est fermée par une membrane de caout-
chouc bien mince ce', sur cette membrane on place la plaque élas-
tique w' à étudier et au-dessus de la plaque vient se fixer solidement 
à la cuve un cadre rigide. Ce cadre a intér ieurement 1 0 ™ de côté, il a 
été doublé en cuivre rouge de i m m d 'épaisseur pour éviter toute dé-
formation. La pression se fait à l ' intérieur de la cuve en comprimant 
de l'air à l'aide du manomètre ABC. Vu les faibles pressions à exercer 
on a remplacé dans le manomètre le mercure par l 'eau. Deux échelles 
graduées placées le long des deux branches du manomètre permet ten t 
de lire la pression exercée. 

Sous l'influence de cette pression, la plaque vient appuyer sur 
l 'arête vive du cadre et se bombe. Il restait à mesurer le déplacement 
du centre de la p laque. Pour cela j ' a i rendu solidaire du centre une 
tige ab dont l 'une des extrémités a vient buter sur un levier aom qui 
porte en m un petit miroir . J'ai disposé devant le miroir une source 



lumineuse L et un réticule horizontal M. L'image de ce fil après 
réflexion sur le miroir m se fait en r sur une règle graduée R. C'est le 
déplacement sur cette règle de la tache r q u e l'on a à suivre quand on 
fait varier la pression à l ' intérieur de la cuve. 

La fig. i montre le dispositif de l 'expérience, et la fig. i une coupe 
détaillée de l 'appareil. 

Fig. ,. 

ce', plaque de verre; ce', enveloppe en caoutchouc; tt', tube amenant dans l'enveloppe 
l'air comprimé du manomètre. 

Dans les expériences, la distance de la règle R à l'axe de rotation o 

du levier était de T O C / 3 0 3 ; le bras de levier oa avait 2 c m . 
Lorsque le levier aom tourne d'un angle a, le rayon lumineux 



réfléchi tourne d'un angle 2 a, il en résulte que le déplacement de 
l'image sur la règle est le double de la tangente de l'angle a de rota-
tion du levier. Comme a est très petit , on peut avec une approximation 
suffisante prendre l 'arc au lieu de la t angen te . Le petit bras de 
levier ao ayant o m , 02, en désignant par x le déplacement vertical de a 

extrémité de la tige et d le déplacement de l ' image sur la règle R, on a 
par la similitude des triangles aod', rKor (Jig. 3 ) 

J'ai pris une plaque de verre carrée, de o m , i o décote et d 'épaisseur 
moyenne o m m , 7 3 (verre ex t ra-mince) ; l 'expérience m'a montré que le 

Fig. 3. 

déplacement d sur la règle, pour une augmentation de pression 
àp = i^1', est de i m m , 9 7 et, par suite, le déplacement x du point a est 
o m m , o i 8 . 

La flèche étant une fonction linéaire de la pression, l 'accroissement 
de la flèche, correspondant à une augmentation dépression de i o g r par 
centimètre carré, serait o m m , i 8 . 

Ces résul tats d 'expériences sont conformes à ceux que donne 
l 'analyse. 

Nous avons trouvé, en effet, 

ou, en mettant en évidence l 'épaisseur s de la p laque, 



et pour p = iST, en prenant ( 1 ) 

centimètres, 

on a 
f— o m m , o i 7 , 

et pour une augmentat ion de pression de i o g r par centimètre carré, 
A m m T n O , I j . 

Nous trouvons, par l 'expérience, une flèche supérieure pour op = i 

de de millimètre à celle que donne le calcul. 
Ce faible écart est facile à expliquer, si l'on remarque que la condi-

tion supposée dans l 'analyse d'une plaque d'épaisseur constante est 
difficile à satisfaire; et nous avons vu le rôle important que joue 
l 'épaisseur . * 

Une autre cause d 'erreur provient de la difficulté qu'il y a d 'obtenir 
une application intime des bords de la plaque sur le cadre. Je l'ai sur-
montée dans une certaine mesure en observant seulement les va-
riations de flèches, c 'est-à-dire à partir du moment oů, la plaque 
supportant déjà une pression initiale, j ' é ta is assuré qu'el le appuyait 
sur ses bords . 

Ceci, joint au défaut d'isotropie que peut présenter la plaque, suffit 
à justifier la faible divergence que nous constatons entre le calcul et 
l 'expérience. 

Remarquons que le dispositif que j ' a i employé pourrait servir à dé-
terminer ie coefficient d'élasticité E. 

On déduit , en e"ffet, 

les q u a n t i t é s p , f sont mesurées par l 'expérience, et a, Ł ont été préa-
lablement déterminées. 

( ' ) Voir Aide-mémoire de l'Ingénieur de Cl. de Laharpe, édition 1900, ou celui de 
Huguenin. 



CHAPITRE III. 

PLAQUE DONT TROIS BORDS SONT APPUYÉS, LE QUATRIČME ÉTANT LIBRE. 

9. Nous avons jusqu ' ic i examiné, en nous servant de l 'expression 
indiquée par M. Maurice Lévy pour w, le cas oů la plaque rectangulaire 
était appuyée par ses quatre bords, afin de comparer les résultats ob-
tenus à ceux qui sont donnés par la méthode indiquée par Navier. 

Fig. 4. 

Supposons maintenant que la plaque soit appuyée sur trois bords, 
le quatr ième étant l ibre. Soit 

l 'expression du déplacement normal d 'un point du feuillet moyen. 
Il résulte de l 'expression même de w que 

et, par suite, les bords x — o, x = a seront simplement appuyés. 
Supposons que le bord y = o soit aussi appuyé et que le bord y=b 
soit l ibre. 

On doit avoir 

c'est-à-dire 



et 

pour 

conditions qui , dans le développement adopté pour w, donnent 

en posant 

On a vu clans le Chapitre précédent que Y, est l ' intégrale générale de 
l 'équation 

et a pour expression, en désignant par fi(y) une solution particulière, 

Y,- = ®i(y) H- A,- s h a / + B; ch.a.y -h y (Ci s h a / + DŁ c h a / ) . 

On déduit 

Y'/ = ?i ( y ) H- sh a y ( a B •+- C* ) 
-h chaj(aA,--r- Dj) + «y (Ci chu y -+- Dj s h a / ) , 

Y ; = ?;•(/) + s h a / ( a 2 A / + aaD,-) 
H- ch a / ( a 2 B ; + 2 a Cz-) + a 2 / ( G, sh a / + D,- ch a r ), 

Y 7 = <p7 ( / ) + sh a y (a 3B,-+ 3 a 2 C, ) 

-4- cha/(a 3A,--+- 3a 2 Dj) + a 3 / (Ct- chay + D,- s h a / ) . 

Les conditions ( i ) 

Y,• = o, Y J = o pour / o, 
donnent 

?/(o) + B,- = o, 
©"(o) + a2BjH- 2 aCj= o 

d'oů l'on tire 
B,- = — 9/(0), 



Les conditions ( 2 ) explicitées donnent les équations suivantes : 

Ces quatre équations détermineront A,, B,, C,, D, dès que l'on con-
naîtra la fonction Oi(y). 

Particularisons pour cela la fonction p qui représente la charge par 
unité de surface, et prenons avec M. Maurice Lévy 

P = U(b-y) 

qui représente la pression que supporte une vanne de hauteur b. 

. Le côté AB est l ibre, les trois autres BC, CD, AD sont appuyés sur 
un cadre. 

Fig. 5. 

Il est facile de voir que l ' intégrale particulière <p*( v) est alors 

Et, par sui te , les équations précédentes donnent pour les con-
stantes B,, C,-

En remarquant que 

E. 5 



et que 

les équations ( I ) deviennent 

D'oů l'on tire facilement 

En remplaçant dans l 'expression de Y/ 

ces quanti tés par leurs valeurs, on aura le déplacement normal du 
point x, y du feuillet moyen exprimé par la série simple 

oů Ton prendra pour i les valeurs impaires i , 3 , 5, — 

10. Cas où la charge est uniformément répartie sur la plaque. — Dans 
ce cas, p est constant. 

L'intégrale particulière est el le-même une constante 

Les valeurs de B, et de C, sont 



En remplaçant dans les équations ( I ) , qui expriment la l iberté du 
côté y = b, B,, C, par leurs valeurs et remarquant que ^(b), <pj(^)> 
o'-(b) sont nuls , on obtient, pour déterminer A; et D/, les équations 

d'oů l'on déduit en résolvant 

En sorte que Y, aura pour expression 

On aura le déplacement w du point x, j d u feuillet moyen en prenant 

pour les valeurs de i = i, 3, 5, . . .. 
Cherchons en particulier le déplacement du centre de la plaque que 

nous supposerons carrée. 
Alors 

On a, pour Y,, 



Considérons le premier terme de la série ^ Y,sin — correspondant 

a i = i et calculons sa valeur; on a 

Or, en remplaçant s h ^ , c h - , sh-â, chiz, par les valeurs que j 'a i in-

diquées dans le Chapitre précédent , on a 

et, par suite, en rassemblant les termes 

Mais calculons le deuxième terme de la série, correspondant à i = 3 . 

Le terme Y 3 devra être multiplié par sin — ? c'est-à-dire par — i . 

La valeur de w limitée à ses deux premiers termes sera 

w = Y i - Y , . 
Or 

En remplaçant s h ^ , c n ^ > sh$K, ch3?r par leurs valeurs et effec-

tuant les calculs, on a 



En rassemblant les termes on a pour valeur de la parenthèse r ,oo36 
et, en divisant par Î 5 , c 'est-à-dire 243, on a o ,oo4 i . 

On a donc 

En se limitant à ces deux premiers termes, la valeur du déplacement 

du point x = |> y = - sera donc 

La flèche est dans ce cas plus forte que si la plaque était appuyée sur 
ses quatre bords, nous avons vu en effet qu'alors elle a pour valeur 

Le rapport de / à / ' est approximativement celui de 2 à 1 . 
Calculons maintenant le déplacement du point A {fig. 4 ) , milieu 

du côté l ibre, les coordonnées de ce point sont 

La valeur de Y£ sera 

Ce développement se déduit de celui que nous venons de trouver en 

remplaçant s h ^ p ch ^ par sluir, C I U T C . 

Les coefficients ont été déjà calculés pour i = 1 et i — 3. En rem-
plaçant, on a, pour valeur de Y;, 0 ,919 , correspondant à i= 1, et 
o,004 pour i = 3 . 

Borné aux deux premiers , le déplacement du point A a pour valeur 

environ une fois et demie le déplacement du centre . 



11. Vérification expérimentale. — Nous pouvons, en modifiant légère-
ment le cadre qui nous a servi dans le cas oů la plaque était complète-
ment appuyée sur ses bords, faire la vérification dans le cas actuel. A 
cet effet, la feuillure en cuivre qui double le cadre en bois a une ouver-
ture rectangulaire dont l 'une des dimensions a 3 , U 1 U de plus que l 'autre ; 
de cette façon, en faisant glisser la plaque qui nous a servi, elle se 
trouve appuyée sur trois bords et a son quatrième libre. 

i° En disposant ensuite l 'expérience comme précédemment, par de 
simples lectures nous avons le déplacement du centre correspondant 
à une variation de pression 

J'ai observé, en me servant de la même plaque de verre, que, pour 
une variation de pression $p = . i s r , l'image lumineuse se déplace sur 

3 r a m 8 
la règle de 3 , u m , 8 ; par suite la variation àf est i q ' > c'est-à-dire 
o m m , o 3 5 et, pour une pression de i o g r par centimètre carré, l'on aurait 

o m m , 3 5 . 

Ce résultat est conforme à celui que donne le calcul. Nous avons 

trouvé, en effet, 

en faisant p = i, et en remplaçant a, E, E par leurs valeurs, ou a 

èf— o ś n i , o 3 3 

qui diffère seulement de de millimètre de celle que donne l 'expé-

rience. 
2° Une autre vérification intéressante est de chercher le rapport des 

deux accroissements de la flèche dans le cas oů la même plaque est 
appuyée sur ses quatre bords et celui oů elle a un bord libre. 

Le calcul donne 

ou 

Par l 'expérience nous avons 



3° J'ai aussi détermine expérimentalement la variation du dépla-
cement du milieu du côté l ibre. J'ai dű modifier un peu le dispositif 
en faisant appuyer la tige, qui fait tourner le levier, au milieu du côté 
l ibre, et j ' a i constaté que, pour une variation de pression ùp = i, 

l 'image lumineuse se déplace sur la règle de 5 r a m , 7 . Comme l'axe de 
rotation du levier a été reculé sur la planchette de 2 e " 1 , on a pour 
déplacement réel du milieu du côté libre 

ou 

Nous avons trouvé que le déplacement du centre de la plaque cor-
respondant à la même pression Bp = 1 était o m , n , o 3 5 . 

Le rapport de ces deux déplacements est g- ou 1,^6. 

Or le calcul nous donne pour valeur de ce rapport ^ ' - ? c'est-à-dire 

1 , 3 2 . J'ai indiqué, dans le cas oů la plaque était simplement appuyée 
sur ses quatre bords, les raisons des faibles écarts entre le calcul et 
l 'observation. 

CHAPITRE IV. 

PLAQUE DONT TROIS BORDS SONT APPUYÉS ET LE QUATRIČME ENCASTRÉ. 

12. Dans ce cas, les constantes B,-, C,- ayant la même valeur que 
précédemment les équations qui déterminent A,-, D, sont alors 

Y«-=o, Y ; = - o , p o u r / — b, 

ou, en explicitant, 

©j(è) 4- Ai sha6 4- B* cha 6 4- b(d shab 4- cha b) — o, 

o'i(b) 4- ( a B j + C,) shexb 4- (aA,- 4- B,:) chaè 4- a&(C; chab 4- Df shaô) = o . 



ou, en ordonnant et remplaçant Bh C, par les valeurs 

on a 

Supposons que la pression p soit constante, c'est-ŕ-dire que la 
charge soit uniformément répartie sur la p laque. Nous aurons 

par sui te , 

Les équations ( i ) deviennent 

et donnent pour A,- et D, les valeurs suivantes : 

et, par suite, on a l 'expression de Y, 

et le déplacement w du point de c o o r d o n n é e s y sera exprimé par 



une série simple 

oů éprendra seulement des valeurs impaires. 

13. Application. — Supposons que la plaque soit carrée, b = a, et 
calculons le déplacement du centre de la plaque de coordonnées 

On a 

ou 

Calculons le premier terme de la série correspondant à i = i, nous 
aurons 

Si l'on remplace sh-rr, chu, s h ^ , ch ^ par les valeurs calculées précé-

demment , on trouve 

E . 6 



En rassemblant les termes, la valeur du crochet sera 

0,216. 

Si l'on se bornait au premier terme de la série, la valeur de la flèche 
de courbure serait 

Mais calculons le deuxième terme de la série correspondant à z' = 3 ; 
• ' in 

comme sin — — \, on aura 

En remplaçant sh3ű, eh3n:, sh-^> ch ^ par les valeurs déjà cal-

culées, on a 

D'oů la valeur de la parenthèse sera 0,994. Nous devons diviser 
encore pan" 5 , c'est-à-dire 243, ce qui donne pour la valeur du second 
terme de la série 

et par suite la valeur de la flèche de courbure sera dans ce cas : 

Elle est plus faible que si la plaque était appuyée sur ses quatre bords . 



PLAQUE DONT DEUX BORDS OPPOSÉS SONT LIBRES ET LES DEUX AUTRES 

BORDS APPUYÉS. 

14. Nous allons examiner le cas oů la plaque a deux bords libres et 
voir que ce cas correspond à celui du maximum du déplacement du 
milieu de la plaque. 

Les conditions au contour qui déterminent les constantes arbitraires 
A,, B/, C/, D; de l ' intégrale générale de l 'équation qui définit Y, sont 

4 Yl — câ Yt = o, 4 Y™ — 7 a~ o pour les deux bords y — o et j = b, 

ce qui nous donne quatre équations pour déterminer A,-, B,-, C/, D,. En 
remplaçant Y,-, Y), YJ, YJ par leurs valeurs qui ont été calculées 
Chapitre III , simplifiant et supposant la charge uniformément répartie 
sur la plaque, ces équations peuvent s'écrire 

3 a B j - f - 8 C / = acs j (o) , 3 a A; =51),- , 

3 a sh a 6 A* 4- ( 3 a & ch a 6 + 8 sh ab)\)t 

+ 3a c h a č Bj + (3a 6 sh a^ + 8eha 6) Ct = a<pj(o), 

3 a cha 6 A; + (3 a 6 sh aZ> — 5cha č) D/ 
+ 3 a sh a b Bi-h (3 cx.b ch a b — 5 sh a b ) = o. 

3 oc oc 3 oc 
En t irant D, = i f A4-, G , = |<p,-(o) ^ B , des deux premières et por-
tant dans les deux dernières on a 

d'oů l'on déduit pour A, et B, les valeurs 

CHAPITRE V. 



et, par suite, 

Or 

en remplaçant dans l 'expression de Y,, 

par ces valeurs, on obtient 

Par raison de symétrie la valeur du déplacement w sera la même en 
deux points A et B (fig. 6 ) situés sur les deux côtés libres sur une 
parallèle aux côtés appuyés, c'est-à-dire correspondant à une même 
valeur de x 

Fig. 6. 

11 est d'ailleurs facile de le vérifier : 
On a 

Calculons la valeur de Y, aux deux points A et B. Nous aurons, pour 
le point A, 



si l'on remplace / par b dans Y , ( j ) on a, pour le point B, 

qui est la même expression que celle de Y f -(o). 

Cela étant, le déplacement d'un point situé sur l'un ou l 'autre des 
côtés libres de la plaque et correspondant à une abscisse x sera 

15. Application. — Comme application numérique supposons la 
plaque carrée b = a et calculons le déplacement du centre de la plaque 

de coordonnées 

En tenant compte de ces hypothèses, le premier terme du dévelop-
pement de w correspondant à i — i sera 

Si Ton y remplace sh-rr, chu , sh^> c h ^ par les valeurs trouvées pré-

cédemment on obtient 

On trouverait de même le terme correspondant à i— 3 , 

Par suite, en se bornant à ces deux premiers termes, le déplacement du 
centre de la plaque a pour valeur 

Calculons maintenant le déplacement du milieu d'un côté libre. Pour 



ce point x = ^» y = a, par suite, la valeur du déplacement est 

Le premier terme de la série correspondant à i— i sera 

en remplaçant les quanti tés par leurs valeurs numériques on a 

En calculant de même le second terme de série correspondant à 
i — 3, on aurait 

d'oů la valeur du déplacement du milieu d'un bord libre est 

Ce déplacement est plus grand que celui du centre. La ligne médiane 
de la plaque qui joint les milieux des côtés libres s'infléchit donc au 
centre pour se relever sur les bords. La forme que prend la surface de 
la plaque est à courbures opposées et rappelle celle d'une voile rectan-
gulaire de navire gonflée par le vent et fixée par deux côtés opposés 
à deux vergues. 

Nous trouvons dans ce cas, pour le déplacement du centre, la plus 
grande valeur; cela devait ê tre , car des six cas que nous examinons, 
celui-ci correspond au maximum de degré de liberté de la p laque. 

On peut à l'aide de l 'appareil qui nous a déjà servi vérifier ces 
résultats , il suffit de prendre la plaque de o" ' , io de longueur sur 
deux bords et o m , i o 3 pour les deux autres . De cette façon elle sera 
appuyée sur deux autres côtés et aura les deux autres libres par 
rapport au cadre. 



CHAP1TRE VI. 
PLAQUE ENCASTRÉE LE LONG DE DEUX BORDS OPPOSÉS ET APPUYÉE 

SUR LES DEUX AUTRES. 

16. Déterminons les constantes arbitraires A,-, B,, C/, D, de la 
fonction Y, par la condition d 'encast rement des deux côtés y=o, 

y — b. Pour cela il est nécessaire que Y, = o, Y't == o pour ces valeurs 
de y. Ou en explicitant, 

Y*= <?i(y) 4 - At- s h a / 4 - B, c h a / 4 - y(Q s h a / + D{ c h a / ) , 

Yi=©J(y) 4 - s h a / ( a B i - + G,) 4 - cha j ( aA / - i - I),-) 4 - a j (C/ c h a / -h D, sh a / ) , 

on a pour déterminer A,-, B/, C/ , D t les quatre équations 

Bi = —<?i(o), Bi——o'i(o) -ai A4, 

Ai ( sh a & — a 6 ch a &) 4 - b sh a b — b o\(o) ch a & 4 - ©j (o) ch a b — ©;(&), 

A j a 2 & sh a — C,- ( sh a b 4 - a 6 ch a & ) 
= — a cpj (o) sh a b — © • (o) ch a 6 — a ©,- (o) shab -+- ©/ (b), 

d'oů l'on tire après simplication 

Ces formules permet t ront de connaître les valeurs des constantes 
dès que la fonction fi(y) sera déterminée. 

Examinons, en part icul ier , le cas oů la plaque supporte une charge 
uniformément répart ie . Alors p est Une constante. On a vu que la 
fonction ot(y) est alors constante 



il suit que 

et que 

Les formules précédentes se simplifient et l'on a 

et par suite l 'expression de Y, est 

et par suite le déplacement du point x, y, o de la plaque sera 

17. Application. — Calculons le déplacement du centre de la plaque 
en la supposant carrée. 

Dans ces conditions 

et l'on a 

Remarquons que la quanti té que multiplie — est nulle, car l'on a 



on a donc 

Considérant le premier terme de la série correspondant ki=ii on 
aura 

et en remplaçant les fonctions hyperboliques par les valeurs déjà 
trouvées on aura 

la valeur de w{ sera donc 

Calculons le second terme de la série correspondant à i = 3 . Ce terme 

étant multiplié par s i n - ^ sera négatif. 

Il a pour expression 

et pour valeur 

Par suite, la valeur du déplacement du centre de la plaque sera 

Il est inutile de calculer le troisième terme de la série, car la série 
étant rapidement convergente, ce terme n'influerait pas sur les 
millièmes trouvés. 

E . 



CHAPITRE VII. 

PLAQUE AYANT DEUX BORDS OPPOSÉS APPUYÉS, UN LIBRE ET UN ENCASTRÉ. 

18. Examinons enfin le cas oů la plaque a un bord libre et le bord 
opposé encastré, les deux autres étant toujours appuyés. 

Soient 
I = o 

l 'équation du bord l ibre, et 
y — b 

celle du bord encastré. 
En supposant la charge uniformément répartie sur la plaque, les 

équations qui déterminent les constantes A,, B,-, C,-, sont, dans ce 
cas, 

3B,-a + 8Cj = aoj-(o), 

3 a Ai — 5D„ 

qui expriment la liberté du c ô t é j = o, et 

Yj = o et Y'j = o p o u r y — b, 

O U 

çfi ( b ) + A i sh a b + B/ ch a b + b ( d sh a b + D,- ch a b ) = o, 

©• (6) + ( a B j 4 - C/) sha & + ( a A j + D,-) chaZ> -t- a 6 ( C ; C h a 6 + Dt- sh a#) = o, 

qui expriment l 'encastrement du bord y = b. 

On tire des deux premières , pour et D,, les valeurs 

En portant dans les deux dernières, on a, après simplification pour 
déterminer A; et B,, les deux équations 

A /(4osha6 H- 2^<xb chab) + B;(4ocha& — i5ab shab) = — 5 9,-(o) ( 8 + ab <&\\ab), 

A f-(64ch«6 + 24a6 sha6) •+• Bj( 26 sha b — i5ab chocb) = — 5 cp/(o) (<xb chab + s h a č ) . 



En résolvant, on a, pour les constantes A,-, B,, Qh Dh les valeurs 
suivantes : 

et, par suite, en remplaçant dans Y,, 

on aura le déplacement du point ce, y exprimé par la série simple 

19. Application. — Supposons, comme précédemment, la plaque 
carrée a = b et cherchons le déplacement du centre de la plaque en 
nous bornant aux deux premiers termes de la série qui donne w. 

On aura 

Si l'on remplace, dans les expressions des constantes, les fonctions 
hyperboliques qui y figurent par les valeurs déjà calculées, on trouve 
que ces constantes ont pour valeur 

Par suite, 

d'oů 



Le calcul de Y 3 donnerait 

d'oů la valeur du déplacement du centre sera, en se bornant aux deux 
premiers termes, 

Le déplacement du milieu du côté libre s 'obtiendra en faisant 

Dans ce cas, le premier terme de la série donnera 

Remarquons que le déplacement du centre et celui du milieu du côté 
libre sont, dans ce cas, respectivement plus petits que les déplace-
ments du centre et du milieu du côté libre dans le cas oů la plaque a 
le bord opposé au côté libre simplement appuyé sur ses bords. 

Nous avons trouvé en effet, dans ce cas, au facteur près , 

0,602 pour le déplacement du centre, et 0 , 9 1 5 pour le milieu du côté 
libre. 

20. Surface d'équilibre élastique de la plaque. — En désignant par A,, 
B), C,, D 1 les valeurs des constantes arbitraires pour i=i deY,-, qui ont 
été déterminées dans chacun des six cas examinés, l 'équation de la 
surface de la plaque est, en se bornant au premier terme, 

Dans le cas particulier oů la charge est uniformément répartie, 
nous avons vu que 9 est une constante. 

Les valeurs de x et y qui rendent z maximum sont données par 
les équations 



la première explicitée donne 

d'oů 

x devant varier seulement de o à a. 

Donc le maximum a lieu sur la ligne médiane de la plaque parallèle 
aux côtés appuyés, résultat à prévoir par raison de symétrie. La 
deuxième équation donne 

équation transcendante qui donnera la valeur de y correspondant 
au maximum de z, si les condit ions, relatives au max imum, 
z£ — z"x*Zyi <C o, Zx%<C o sont satisfaites. Cette valeur de y dépendra 
de A n B , , C,, D 4 , c'est-à-dire des conditions au contour des deux 
bords y = o, y = b. 

Nous pouvons voir, en particulier, que lorsque la plaque est sup-

posée appuyée sdr ses quatre bords, la valeur dey correspondante est 

y= —, en supposant la plaque carrée, comme nous l'avons fait. 

Nous avons trouvé, en effet, dans le Chapitre If, pour les constantes, 
à un facteur constant près , les valeurs 

par suite, l 'équation ( 2 ) devient, en y en remplaçant y par | , 

Or le calcul direct montre que le premier facteur a pour valeur-

numérique — 2,807, ' e deuxième facteur -f- 2 , 8 1 0 ; donc le premier 

membre est o ,oo3, si l'on tenait compte du terme correspondant 

à i == 3. Dans le développement de z, la valeur de ^ pour y = - serait 

encore plus voisine de zéro. 

Donc est bien racine de l 'équation = o lorsqu'on suppose 

la plaque tous bords appuyés. 



Les sections de la surface, par des plans parallèles au plan des xz, 

ont pour équations 

la constante A dépend de la valeur Ŕ et des conditions au contour des 
bords y = o, y = b. 

Tableau résumant les résultats. 

Le Tableau suivant permet de comparer les valeurs des flèches de 
courbure d 'une même plaque carrée supportant une charge uniformé-
ment répartie sur sa surface et dont les conditions au contour sont 
différentes. 

Valeur de 

au facteur ] J'f'. près. 
4 M i t 5 

Conditions au contour. i — t. i = 3. de courbure. 

15 pcft 

•2 bords appuvés, i bords opposes encastrés. . . 0 ,137 —o,oo3 , o, 134 

15 va** 

3 bords appuvés, 1 encastré 0,216 —0,004 , S „ o, 212 

1 5 DCC^ 
4 bords appuvés o , 3 i | —0,004 -. n r „ o , 3 i o 

l Centre de la p l aque . . . o,433 —o,oo3 \\Ft

U. o,43o 
2 bords appuyés, ] 4EItt:0 5 

1 encastré, 1 libre. ) , , , n., 0 . iSpa1* 

f Milieu du bord l i b r e . . . 0,829 —0,004 . 0 8 2 5 
( Centre de la p l a q u e . . . 0,606 —0,004 0,602 

3 bords appuyés, 1 4EI t t 5 

i bord libre. i ,f.,. A. . . . . . . ]5/oa 4 

f Milieu du bord l i b r e . . . 0,919 —0,004 T T T — 5 ° ) 9 1 ^ 

!

i 5 paJ* 

Centre de la p l aque . . . 0,998 —0.004 , J , ,0,994 

Milieu du bord l i b r e . . . 1 , 1 1 4 —0,004 , 1 , 1 1 0 

Pour une même plaque carrée, on voit que la valeur des flèches de 
courbure va en croissant avec le degré de liberté de la plaque. 



DEUXIČME PARTIE. 
P L A Q U E A P P U Y É E S U R S E S Q U A T R E B O R D S . C H A R G E Q U E L C O N Q U E . 

A P P L I C A T I O N D E L ' I D E N T I T É D E S D E U X D É V E L O P P E M E N T S A L A S O M M A T I O N 

D E Q U E L Q U E S S É R I E S T R I G O N O M É T R I Q U E S . 

2 1 . Dans cette deuxième Part ie, nous allons expliciter la fonction p 

qui représente la charge et calculer séparément Y, et Y u-, et montrer 
que ces expressions sont identiques terme à terme. J'ai choisi les cas 
assez généraux oů la charge est représentée soit par une fonction 
linéaire en y, un polynôme quelconque en x et y, une constante, soit 
par une fonction sinusoďdale ou exponentielle. 

En se plaçant à un point de vue analytique, je montrerai qu'on peut 
au contraire profiter de l ' identité cle Y, et YH-, qui a été démontrée 
dans le Chapitre I de la première Par t ie , et en déduire la sommation 
des séries Y u -

oů A j 7 est une fonction dey qui dépend de la fonction arbitraire repré-
sentant la charge. On a vu en effet que la détermination de Y u - nous 
a donné, à un facteur C près (C ne dépendant pas de y ) , 

Quant à la fonction Y,, nous en aurons l 'expression en remplaçant 
dans 

?i(y) "+-A; shay + c h a / + / ( C ; s h a / -+- D , c h a / ) , 

Ç j ( j ) et les constantes A , - , B,, C / , D/ par les valeurs qui ont été indi-
quées dans le second Chapitre. Et cette dernière expression sera la 
valeur de la série (i). 



La fonction p est arbi traire , d'oů quelque variété dans les séries que 
l'on peut ainsi calculer, mais on doit toutefois choisir/? de façon à déter-
miner l ' intégrale définie qui figure dans ( i ) et à pouvoir déterminer 
facilement l ' intégrale particulière 9 ; ( j ) de l 'équation qui définit Y,-. 

CHAPITRE I. 

PLAQUE APPUYÉE SUR SES QUATRE BORDS. 

CAS OU LA FONCTION QUI REPRÉSENTE LA CHARGE EST LINÉAIRE EN y. 

22. Nous avons vu que <p,-(j) désignant une intégrale particulière 
de l 'équation du quatr ième ordre qui définit Y/, les valeurs des con-
stantes arbitraires qui figurent dans l ' intégrale générale sont données 
par les formules 

oů 

Supposons tout d'abord que la charge p soit une fonction linéaire 
de y. Ce cas sera réalisé dans la pratique si, après avoir percé une 
fenêtre rectangulaire dans la paroi verticale d'un vase rempli de 
l iquide, on ferme cette ouverture par une plaque simplement appuyée 
sur les bords de la fenêtre et maintenue par la pression du liquide. 

Soit p = Ay la charge. 
Uniquement pour la simplification des calculs, je choisis la fonc-

tion p de façon que la fonction ^i(y) qui en résulte soit telle que 
<p,(o) = o, cp.J(o) = o. Mais le raisonnement serait le même si ces con-
ditions n'étaient pas remplies . 



y 4 

On a pour 9 , ( 7 ) l 'expression — L _ j , e t par suite 

L'expression de Y,- sera donc 

Si l'on multiplie par sin et qu'on fasse la somme des résultats en 

donnant à i les valeurs impaires 1 , 3 , 5, on aura w qui peut 
s'écrire 

C'est l 'expression du déplacement vertical d 'un point ce, y du feuillet 
moyen z = o. 

Calculons maintenant le développement que donne la méthode de 
Navier. 

Le calcul du coefficient A/y- donne 

et par suite 

Si nous tenons compte de ce que Y, = Y u , nous avons après simpli-
fication 



Nous avons ainsi au moyen de transcendantes l 'expression de la série 
qui figure dans le premier membre . 

23 . Sommation de la série. — Mais arrivons directement à cette 

sommation. 

Posons, pour simplifier l 'écriture, ~ = m, = x. 

s'écrira 

Calculons donc la suite 

On sait que l'on a 

Posons 

on a 

par suite 

Le second membre est nul d'après le développement de - • 

D o n c y est l ' intégrale de l 'équation différentielle 

y" — a* y — o, 

intégrale qui est 
y — keax + Be-" X . 



Déterminons les constantes A et B. Or y est nul pour x = o, on doit 
donc avoir A — — B, d'oů 

y = A(eax — e~ax) ou y=2Àshaœ. 

Pour x = TÎ , 

d'oů 

et par suite 

ou 

Gela étant, considérons la série 

dont nous voulons effectuer la sommation. On a 

on tire 

mais on a vu que 

c'est-à-dire A (eax — e ax) — Donc la valeur de la série que nous 

nous proposons de calculer sera celle de l ' intégrale de l 'équation 

équation linéaire du second ordre, à coefficients constants, avec second 
membre . 

Posons 

on a 



l 'équation devient 

qui intégrée donne pour u 

Remarquons que u s 'annule en même temps que x, donc B -f- G = o 
et u peut s'écrire 

Pour déterminer la constante B, faisons x = TT et remarquons que u 

est nul , nous aurons 

et par suite on a pour valeur de u 

mais, d 'après sa définition, 

Reprenons dans cette identité les variables primitives y et i, nous 
aurons 

qui est la formule que nous avons déjà trouvée par simple identifica-
tion de Y/ et Y u . 

La question se présente ainsi sous deux faces. Si l'on tient compte 



(les conclusions de la première partie de ce travail, c'est-à-dire de 
l ' identité de Y; et de Y u , on arrive à la valeur de certains développe-
ments en séries. Si, au contraire, l'on effectue directement la som-
mation de ces séries, on établit pour le cas examiné cette ident i té . 

24. Application. — En supposant la plaque carrée, calculons le 
déplacement d-u centre de la plaque lorsque la pression est fonction 
linéaire de y. 

On a, pour Y,, l 'expression dans le cas général 

faisons y — a-, a — b, on aura 

Calculons les deux premiers termes de la série ^ Y; s i n ^ ^ corres-

pondant aux valeurs i = i , i" = 3 . La valeur de w sera, en se bornant 

à ces termes, 
<p = Y , - Y 3 . 

Or 

En remplaçant shu , chu , s h ^ pa r l e s valeurs trouvées précédemment 

on a 

La valeur de Y, sera par suite, en posant 

qui représente la valeur de la charge le long de la ligne y = - , 



On a de même 

En remplaçant S1I3TU, C1I3TT, sh — , eh — par leurs valeurs on obtient 

La valeur de Y 3 sera par suite 

ou 

et la valeur du déplaeement sera 

Nous voyons ainsi que la valeur de la flèche est sensiblement la 
même que si la plaque était uniformément pressée avec la charge P 
que supporte l 'horizontale menée p a r l e centre, charge moyenne. 

CHAPITRE IL 

CALCUL DES DEUX DÉVELOPPEMENTS DANS LE CAS OU LA CHARGE 

EST UNIFORMÉMENT RÉPARTIE SUR LA PLAQUE. 

25 . Examinons maintenant , comme l'a fait Navier, le cas oů la 
charge est uniformément répartie, c'est-à-dire oů p a une valeur con-
stante. Ces conditions se présentent dans la prat ique, par exemple pour 
le fond horizontal d 'un vase de section rectangulaire contenant un 
liquide, ce fond ne faisant pas corps avec le vase, mais étant constitué 
par une plaque reposant sur une saillie du pourtour. 



La pression p sur un élément crsera ahd, h désignant la hauteur du 
l iquide, d son poids spécifique. 

La solution part iculière <p,-(j) de l 'équation différentielle du qua-
trième ordre qui donne Y, sera dans ce cas une constante 

ou 

en posant, pour abréger l 'écri ture, 

Les valeurs des constantes A,, Bh C,-, D, s 'expriment en fonction 
de cp/(j) et ont pour valeur 

d'oů l'expression de Y, 

En mult ipl iant par sin et faisant la somme en donnant à i les 

valeurs impaires i , 3 , 5, . . . , on aura w. 

Cela étant, calculons le coefficient A/y- de Navier et, par suite, Y,,. 
L'identification avec Y, va nous conduire à la sommation d'une série 
un peu différente de celle que nous avons rencontrée dans le Chapitre 
précédent. 

On a 

Les deux intégrales qui figurent dans le second nombre sont nulles 



pour z'ou y pairs et égales ^ pour i et j impairs, seules valeurs 

que nous considérerons en les désignant par i',f. 
Alors 

et par suite on a 

D'oů, en identifiant Y, et Y{1, la relation 

qui donne la sommation de la série. 

26. Sommation de la série. — Nous allons maintenant chercher 
à sommer directement cette série, et en retrouvant la valeur ci-dessus 
nous démontrerons que Y; et Y,,-.sont identiques terme à terme. 

Posons, pour abréger, 

La somme 

s'écrit 

Nous avons déjà calculé dans le Chapitre I : 



En explicitant on reconnaît immédiatement que 

/ p r e n a n t des valeurs i , 2, 3 , 4, 5, . . . e t / seulement les valeurs im-
paires 1 , 3 , 5, Pour calculer la série qui figure dans le second 
membre nous sommes conduits ŕ calculer la valeur de la suite 

En posant 

on a 

En intégrant cette équation et en déterminant les constantes d'inté-
gration comme on l'a déjŕ indiqué, on a, pour z, l 'expression 

Si l'on désigne par u la suite 

on aura 

et, par suite, w sera l ' intégrale générale de l 'équation linéaire ŕ coef-

ficients constants : 

ou 

L'intégrale de cette équation sans second membre est 

E. 9 



En déterminant l ' intégrale de l 'équation non dépourvue de son second 
membre par la méthode de la variation des constantes, on trouve ainsi : 

En effectuant ces quadratures et en remplaçant A et B par leurs valeurs 
on a, pour l ' intégrale générale de l 'équation ( i ) , 

Déterminons les constantes A,, B 4 en écrivant que u est nul pour x = o 
et x — tc. On trouve ainsi 

En portant dans la valeur de u nous aurons , après réduction, 

c'est l 'expression de 

On a trouvé précédemment 

En portant dans la relation (2) les valeurs de ces séries, on a 



et en revenant aux variables primitives mrc = aib, mx = a. y on a pour 
valeur de cette série 

si l'on multiplie par bh on a l 'expression de la série 

que l'on se proposait de calculer. Cette expression est celle que nous 
avons trouvée par identification. Ce qui démontre à nouveau que Y, est 
identique à Y u-. 

CHAPITRE III. 

27. Cas où la pression p est représentée par un polynôme. — Dans un 
Travail que je me bornerai ici à indiquer à cause des longs développe-
ments de calcul qu'il nécessite, j ' a i cherché à calculer Y, et Ytilorsque 
la pression p est représentée par un polynôme. J'ai choisi pour sim-
plifier un polynôme de degré 2p -h i , impair en y. 

Comme je l'ai indiqué dans ces conditions ©t-(o) = o, <pJ(o) = o et 
j ' a i montré directement l ' identité terme à terme de Y, et Yti. 

Le calcul des coefficients A,-y- de Navier a nécessité le calcul d ' inté-
grales définies du type 

J'ai pu trouver directement l 'expression générale de ces intégrales 
définies. 



En supposant, comme cela est démontré au premier Chapitre, que Y { 

et Y u sont identiques, j ' a i pu obtenir la sommation de la série 

Pour exposer la méthode que j ' a i suivie, j 'examinerai seulement ici 
le cas oů p est du troisième degré en y. 

Soit 

La solution particulière 9 , (7) de l 'équation différentielle 

en posant 

sera du même degré que p. 

Posons donc 

en substi tuant et identifiant on reconnaît que les coefficients b3, bt ont 
pour valeur 

par suite 

En tenant compte que cp,(o) = o, <pJ(o) = o nous pouvons calculer 
les coefficients A,-, D,; quant à B,-, C, ils sont nuls . On a, par suite, 

Pour démontrer que Y,- et Y u sont identiques, il suffit de remarquer 
que ces expressions sont linéaires et homogènes par rapport aux coeffi-
cients a3, a,. Nous allons chercher le coefficient de a3 dans Y,- et 



dans Y u . Le calcul a été déjà fait pour «, lorsque l'on a supposé que 
la fonction p était représentée par p = Ay. 

Le coefficient de a3 dans 9 / (7) sera &(^ï •+• 2 . 3 ! dans cp*(&) 

^ ( ^ + 2 , 3 ! ^ ) ' d a n S C G s e r a / ? : 3 ! è ' 
Donc le coefficient de a3 dans Y, sera, au facteur k près, 

Cela posé, cherchons maintenant le coefficient de a3 dans Yti défini 

p a r ^ A ^ s i n ^ . 

Ce coefficient sera évidemment 

en désignant par H 3 l ' intégrale / j 3 s»m^dy qui a pour valeur 
^0 

En remplaçant , nous avons pour coefficient de a3 dans Yti, au 
facteur k près, 

En égalant les expressions ( 1 ) et ( 2 ) nous obtenons la sommation de 
la série 

car la série a{ a été déjà calculée précédemment. 



En remplaçant o-, par son expression dans l'égalité de ( 1 ) et (2) nous 
avons la relation 

Nous remarquons en terminant que l'expression ( 2 ) est une relation 
linéaire en «j4 et <r3; si l'on prenait pour p un polynôme de degré ip -h 1 
on aurait une expression linéaire en <y2p^\> o ^ - I , » cr, dont on connaît 
la valeur : c'est là une formule qui permet de calculer <j2q+.i quand l'on 
connaît les sommes précédentes, ici nous avons pu calculer a 3 connais-, 
sant <j\ . 

La même méthode conduit à la sommation des séries de la forme 

suivant que l'on prend pour la fonction p 

AsinXy ou A s h / j . 

On peut d'ailleurs, comme vérification, calculer directement la valeur 
de ces séries. Je me borne ici à indiquer ces résultats analytiques. 
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