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PREMIERE THESE.

CONTRIBUTION

L'ETUDE DE L'EQUILIBRE ELASTIQUE

D’UNE PLAQUE RECTANGULAIRE MINCE.

INTRODUCTION.

I. La principale des équations différentielles générales de I’équi-
libre transversal des plaques, qui va nous servir de point de départ
dans cette étude analytique, a fait 'objet de nombreuses recherches.
C’est I’équation bien connue, trouvée en 1813, sans démonstration,
dans les papiers de Lagrange qui y était arrivé en 1811 en examinant
la tentative faite par Sophie Germain, d’étendre aux plaques la méthode
exposée dans la Mécanique analytique, pour exprimer I'équilibre de
simples fils ou de lames élastiques.

Cette équation s’écrit

0w d* ot v 15

(1) i o o THE

Elle donne le déplacement w, normal & la plaque, d'un point
(z, y, 0)du fevillet moyen ; la plaque rectangulaire étant soumise a une
pression p par unité d’aire et ses bords étant encastrés, libres ou sim-
plement appuyés sur un cadre.

La pression que subit un point de la plaque pouvant varier d’un point
4 un autre, p est une fonction de x et de y, continue ou discontinue,
mais bien déterminée a I'intérieur du contour de la plaque; car ce sera
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6 E. ESTANAVE.

une des données du probleme. E représente un coefficient d’élasticité
de la matiere constitutive de la plaque, savoir : le coefficient de I’élas-
ticité de traction d’une petite barre prismatique extraite de sa matiere
(que I’on suppose isotrope). Enfin I est le moment d’inertie d’une
ligne matérielle normale au feuillet moyen, par rapport au centre de
gravité de cette ligne. Si la plaque est pleine et d’épaisseur ¢,

83
12

On écrit quelquefois cette équation sous la forme symbolique

16
]_5A2A2W -—-—p,
en posant

0?2 0?2
A“’—W == d_y—%

Poisson, Cauchy, Kirchhoff, etc., se sont occupés d’établir cette équa-
tion fondamentale. M. Boussinesq, dans deux Mémoires (' Etude nou-
velle sur I’équilibre et le mouyement des corps solides élastiques dont cer-
taines dimensions sont tres petites par rapport & d'autres, a montré que
I'on pouvait déduire I'équilibre des plaques de ce que présente de par-
ticulier leur forme aplatie et en tirant les conséquences cinématiques
et statiques. .

Suivant que le bord de la plaque est appuyé, encastré ou libre,
la fonction ¢ doit satisfaire aux conditions suivantes, ot I'on suppose
deusx cotés de la plaque pris pour axes de coordonnées :

i
ay?

w—o0, = o,

sile bord appuyé est parallele & I’axe des «;

(1) Mémoires présentés & I'’Académie le 10 avril 1871. Comptes rendus, t. LXXII, p- 407
et 449, insérés au Journal de Mathématiques de Liouville, t. XVI, p. 241; avec des com-
pléments, méme journal, 1879, p. 163 et 329.
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DE L'EQUILIBRE ELASTIQUE D'UNE PLAQUE RECTANGULAIRE MINCE. s,

sile bord encastré est parallele & axe des «;

Ui, A 000 ontcam SRR oy OB
g g T dy 7 922 _‘_J'd—y2 il

si le bord libre est parallele a axe des .

Ces deux dernieres conditions, dues a Kirchhoff, supposent toute la
matiere de la plaque completement isotrope et le rapport de ses deux
coefficients A, p. (notations de Lamé) égal a 1; ce qui est le cas ordi-
naire des corps durs, comme le verre, par exemple.

II. Navier s’est occupé, dans son Mémoire inédit de 1820, de déter-
miner le déplacement w vertical d'un pointa, y du feuillet moyen s =o
d’une plaque rectangulaire horizontale, simplement appuyée tout
autour sur un cadre fixe et supportant, en outre de son poids propre,
une charge verticale pouvant varier d’un point & un autre de sa sur-
face. Il est arrivé (') & exprimer ce développement par la série double

N . inx . T
W= E 2 Ay sin 2 Zgigd AL,
a b
]

ou a et b représentent les longueurs des cotés de la plaque et A;; un
coefficient qu’il détermine par la méthode de Fourier.

M. Maurice Lévy, dans une Note a I’Académie et publiée aux Comples
rendus (*), adopte, dans le cas ot la plaque a au moins deux bords sim-
plementappuyés, par exemple les deux bords paralleles a I'axe des Vs
les deux autres pouvant étre libres, appuyés ou encastrés, pour w le
développement donné par la série simple

L U
(g eit— E Y;Sll’l 9
a
i

ou Y; est une fonction seulement de y qu’il convient de déterminer
afin que w satisfasse & ’équation fondamentale (1). En exprimant ce

(1) Poir Note du n° 73, p. 740, dans la Zhéorie de I’élasticité des corps solides de
Clebsch, Saint-Venant et Flamant, édition de 1883.
(2) Comptes rendus, g octobre 1899, t. CXXIX, p- 535-539.
E. 2
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8 E. ESTANAVE.

fait, on trouve que Y, est I'intégrale générale de I'équation

> a
- = . 10 :
Yf*}——Qa?\,!“i—OC‘“Yi:m/ psinaxdz,
T 0

en posant
A I
L= —
a

les quatre constantes arbitraires de l'intégrale générale étant déter-
minées par les conditions au contour des deux bords y = o0, y = b qui
peuvent étre libres, encastrés ou appuyés.

La solution indiquée par M. Maurice Lévy est plus générale et com-
prend, parmi les six problemes qu’elle envisage, celui examiné par
Navier, a condition de déterminer les constantes arbitraires de Y;, de
facon que les deux bords y =o, y =204 soient simplement appuyés,
conditions qui analytiquement se traduisent par

No—o Yo pour » — o et pour y = .

1. Je me suis proposé de montrer, en premier licu, que le déve-
loppement en série double de Navier se ramene au développement en
série simple de M. Maurice Lévy, quelle que soit d’ailleurs la fonction p
qui représente la charge que supporte la plaque appuyée sur ses
quatre bords.

J'ai démontré ce résultat en partant de I'équation différentielle qui
définit Y,.

J'ai ensuite traité les six problemes auxquels le développement de
M. Maurice Lévy est applicable :

1° 4 bords appuyés (probleme de Navier);

2° 3 bords appuyés, le quatrieme libre (cas de Vannes);

3° 3 bords appuyés, le quatrieme encastré;

4° 2 bords appuyés, 2 bords opposés libres;

5° 2 bords appuyés, 2 bords opposés encastrés;

6° 2 bords appuyés, 1 bord libre, 1 bord encastré.

Et en supposant ensuite la charge uniformément répartie sur la
plaque, j’ai, comme application numérique des formules, calculé a ;55
pres la valeur de la fleche de courbure de la plaque supposée carrée.
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DE L’EQUILIBRE ELASTIQUE D'UNE PLAQUE RECTANGULATRE MINCE. 9

Cela m’a permis de comparer les résultats trouvés par Navier, dans
le cas o la plaque est appuyée par ses quatre bords, avec ceux que
donne la méthode de M. Maurice Lévy et de conclure que les résultats
donnés par cette derniere méthode sont plus approchés i égalité de
longueur des calculs et que la fleche de courbure va en croissant avec
le degré de liberté de la plaque.

Dans une deuxieme Partie jai traité parallelement le probleme de
Navier par la méthode de M. Lévy et par celle de Navier dans le cas
ol la charge p est représentée soit par une fonction linéaire en y, ou
un polynome quelconque en x et y, soit par une fonction sinusoidale
on exponenticelle. Par la comparaison des résultats, j’ai été conduit a
la sommation de séries trigonométriques intéressantes, séries dont
jai pu, d’ailleurs, calculer directement la valeur, ce qui est en quelque
sorte une nouvelle démonstration de la proposition qui fait I'objet du
premier Chapitre.

Dans le présent Travail, je me suis borné, pour cette deuxieme
Partie, & indiquer la méthode que j’ai suivie et quelques-uns des ré-
sultats obtenus, en me réservant de revenir ultérieurement a I’'exposé
complet qui nécessite de longs développements de calcul.

Apres avoir examiné avee les ressources de I’Analyse mathématique
ces divers problémes, j’ai cru qu’il y avait avantage a sortir de ce
domaine abstrait et 4 voir les choses autrement que sous des formules.

Comme le dit si bien M. Paul Janet (') « I'eSprit y gagne en étendue
ce qu'il perd en rigueur et peut-étre les connaissances elles-mémes
sont-elles augmentées ». Si nous ne connaissions I’eau qui coule que
par des définitions mathématiques, peut-étre serions-nous bien sou-
vent embarrassés pour prévoir les phénomenes les plus simples qui s’y
produisent. J’ai alors imaginé un appareil qui, s’il ne réalise pas les
conditions idéales du calcul, s’en rapproche et donne des résultats,
non seulement du méme ordre, mais méme fort approchés.

IV. Je me suis appuyé dans les diverses transformations de calcul,
principalement dans la deuxieme Partie :

(1) Premiers principes d’Electricité industrielle, Préface, VII, édition 1893 ; Gauthier-
Villars.
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10 E. ESTANAVE.

12 Sur un théoreme important, da & Cauchy, et qui peut s’énoncer
ainsi :

St l'on considere une serie ¢ termes posayfsi Ay He L o,
dans laquelle chaque terme se développe en une serie conyergente a termes
positifs de telle sorte qu'on ait :

H—wy +uy +...+u, +...,
H' =u) +ul +.. .4 ul +...,

H =ul+ ul+.. . 4wl 4. ..
st Uon forme les nouyelles séries

Vo=l Sl gl
Vi=wi ol 4+ uly,, .,

— 1
Vi=up+ul+. o ur+. ..,

elles sont aussi conyergentes et leurs sommes respectives Vo, V,, ...,
Vs « . forment une serie convergente ayant la méme somme que (A).

Le théoreme subsiste pour des séries & termes quelconques, pourvu
quelles ne cessent pas d’étre convergentes quand on y remplace
chaque terme par sa valeur absolue.

2° Sur les théoremes suivants relatifs aux séries entieres (s

Sil'on considere la série z =Y ¥ a,,27y7, p etq étant des entiers
positifs,
Cette serie est convergente pour des valeurs de x et Y comprises dans

des intercalles symétriques par rapport ¢ =éro.

Cest-d-dire, si elle est convergente pour x = a, Y = b, elle est aussi
convergente a I'intérieur du rectangle dont les cotés ont pour équa-
tion x === @, y = = b. A I'intérieur de ce rectangle z est une fonction
parfaitement définie de = et y.

St U'on prend les dérivées partielles de tous les termes de la série = par

(*) Yoir Analyse de M. Appell, Chap. XI, p. 290 et suiv.
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DE L’EQUILIBRE ELASTIQUE D’'UNE PLAQUE RECTANGULAIRE MINCE. 11
rapport a x ou a 'y, la nouvelle série obtenue converge dans le méme rec-
: o ehLD ; 0z 0z
tangle que la premicre et a pour somme la derivee partielle 92 ou T

Et si Uon multiplie tous les termes de la série par dx, et st l'on intégre
par rapport a x de o a x, la nouyelle série est convergente dans le méme
xr
rectangle que la proposee el a pour somme f zdx.
0

De méme s’il s’agissait de la variable y.

En terminant cette Introduction, qu’il me soit permis de témoigner
ma profonde reconnaissance a2 MM. Boussinesq et Appell qui ont bien
voulu me guider dans ces recherches, ainsi qu’a M. Bouty, qui, avec
beaucoup de bienveillance, m’a autorisé 4 entrer au laboratoire d’En-
seignement de Physique et m’a ainsi permis de vérifier par 'expérience
les résultats du calcul.

——— 069

PREMIERE PARTIE.

CHAPITRE L

IDENTITE DES DEVELOPPEMENTS DE NAVIER ET DE M. MAURICE LEVY.

1. Calcul des coefficients A;; de Nayier. — Pour satisfaire & I'équation

o*w otw o*w 15

() 9z " *3x7 92 T 9yt ~ 16EI Y’

p étant une fonction donnée de « et y, bien déterminée a I'intérieur
du rectangle qui limite la plaque, prenons avec Navier la fonction

il ST
= 2 EAijsm—smu
a b

i
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W2 E. ESTANAVE. v

(¢, étant les nombres entiers 1, 2, 3, ...), qui satisfait d’elle-méme
aux conditions qui expriment que la plaque est simplement appuyée
sur ses bords

Le coefficient A;; est déterminé de la facon suivante :

Ecrivons que la fonction w satisfait & I'équation (1); nous aurons

U L e R S
22w <a2 T b2> sin =2 sin 150 = ot p.
LA |

Conformément & la méthode de Fourier, multiplions les deux membres

- mTx . o . .
par sin ; dx et intégrons les deux membres entre les limites o et a.

I’intégrale qui ficure sous le signe dans le premier membre,
to} to) o)
i

abstraction faite des coefficients, est

* . inx , mrzx
sin — sin dx;
o a a

. . a . A
elle est nulle si m =~ ¢, et a pour valeur Ssim=1i

En sorte que la somme double du premier membre devient une
somme simple, et'on a

e e
ZAI‘/QA ( £—|—b2> sin Z—= 5o I6Llfp5”l d

< T . nmy ’
St nous multiplions les deux membres par snn—'b—;dy et si nous

intégrons entre les limites o et &, le méme raisonnement conduit i la
relation

2 PN =
A,jabﬁ"<l,, -1 /—7> = ]éi])? sm-fdxf psin lrydy,

qui nous donne pour A;; U'expression
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DE L,EQUILIBRE ELASTIQUE D’UNE PLAQUE RECTANGULAIRE MINCE. 13

2. Détermination de la fonction Y;. — Considérons maintenant,
comme le fait M. Maurice Lévy, la fonction

— O
= EX;-SIH~'—)
a
i

Y, étant une fonction de y seulement. Cherchons a déterminer Y,
de facon que cette expression de w satisfasse a I’équation (1). Nous
aurons

N s [y i 15

Y=o =y Y S
2‘( : 2 R a 16EL
.

mmnTx
a

et si I'on multiplie les deux membres par sin dx et qu’on integre

entre les limites o et @, on a, pour déterminer Y;, 'équation différen-
tielle linéaire a coefficients constants avec second membre

4 a 5

15 iTx
9 Y® 902V atY;— —— [ sin — dx
(2) : {+aYi=gpp; [ psingmd,

s

en posant o =
Sil'on désigne par ¢;(y) une intégrale particuliere de I’équation
précédente avec second membre, U'intégrale générale sera

Y;—o:(y) + A;shay +B;chay + y(C;shay +D,chay),

ou les symboles sh, ch désignent les sinus et cosinus hyperboliques,
et A;, B;, C,;, D; quatre constantes arbitraires.
La fonction

- ITZ
W= EYism—«
a
i

satisfait d’elle-méme aux conditions

0*w
W == 0, ?)?‘2‘:0 pour x =o0 et x = a,
qui expriment que la plaque rectangulaire est simplement appuyée

surles borde o =0 et & = a.
Pour que la plaque soit é¢galement appuyée sur les deux autres
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14 E. ESTANAVE.
bords y = o, y = b, il faut que

o 0w
w = 0, W T
pour ces valeurs de y. D’ou les conditions
Y.—o, X —lo) pour y =o et y = b,

qui donnent quatre relations permettant de déterminer les quatre
constantes arbitraires A;, B;, C;, D;.

Ces constantes ¢tant ainsi déterminées, je vais montrer que les deux
fonctions

A S Gmt L ey . i
W= A;;sin ——sin ¥~ et W E Y;sin ——
ZE e a b 28 a
i J v

sont identiques.
En effet, si dans la premiere expression de @ nous groupons les
termes en z, nous pouvons écrire

. Itz o
W= sin — A;:sind 2.
2 a 2 i b
i j
Posons
. Ty

Y“-:EA,',-st—i;

. b

J

I'expression de w peut s’écrire

. Itz
— E Y,,;sin >
a
i

qui sera identique & celle adoptée par M. Maurice Lévy

Yina
W= EY"S”] ’
a
i

des que nous aurons montré que

Y= Yl,i,

dans les conditions ott nous nous sommes placés, ot les constantes A,
B,, C;, D; sont déterminées de facon que les bords y = o, y = b soient
appuyés (seul cas ol le développement de Navier s’applique).
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DE L'EQUILIBRE ELASTIQUE D UNE PLAQUE RECTANGULAIRE MINCE. 15

3. Les deux fonctions Y;, Y,, satisfont a la méme équation différen-
tielle. — La pression p étant une fonction bien déterminée a I'intérieur
du rectangle qui limite la plaque, on peut, par la méthode de Fourier,
développer cette fonction suivant la série double

P:ZEB” sin am‘“;y>

B, est déterminé par la méthode suivie pour la détermination des A
et a pour valeur

4 “ I
. 3
‘,/—_i sin —— dx
ab . a

D’autre part, nous pouvons développer la fonction p suivant la série
simple

i
p’*“Zl)i(L})SIUT

(p; étant une fonction seulement de y). Si, en effet, on veut déter-

Ly

miner la fonction p,;, on multipliera les deux membres par s

et en intégrant de o & @ on aura, en prenant 7 = ¢ (seul cas ol I'inté-
grale coefficient de p; n’est pas nulle),

a .
2 . T
== psin—dax.
a B a

Cela posé, démontrons tout d’abord que

() = ZB”smiﬂ

en effet, calculons

a .
A4
[ psin —dx;
a

)

multiplions pour cela les deux membres de I’équation qui définit p en

T St X ¥
dx et intégrons de o a a. Nous aurons,
E. 3

" ity . m
une série double, par sin
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16 E. ESTANAVE.

en supposant /, = ¢, seul cas ol le deuxieme membre n’est pas nul,

A . . a .
LT . Jmy . ina
pisin —— da = ;B~sm’h— [ sin? dx
.,[[ a e b a
I

“0
ou
/ j2 sm e dx

EB

D’ou la relation (3) que nous voulions établir.
Cela étant, la fonction Y; de M. Lévy satisfait 4 I’équation

15

(4) T —2a? ¥+ ot Y= TeR1 ()
en prenant pour p le développement
. L
P —Epz-(y)sm o

Je dis que Y,;, défini par

‘711'22 Al'j sin /Zy7

j

satisfait & la méme équation que Y,.

Sinous substituons en effet cette valeur de Y,; dans 1'¢quation (4 ),
en tenant compte de la relation (3), nous trouvons que A,; doit satis-
faire a la relation

Ayt < b-) = 16h[ By,

ou, en remplagant B;; par la valeur calculée, on déduit pour A;; la
valeur
1 it imx &

f / psin—= sinl ™ 4z dy,

o e T T S OR
L g ab 16EI = /2 jz>2u0 ol a b

16 =5 ==
a* b?

qui est justement celle trouvée par Navier.
Donc Y; et Y,; satisfont & la méme équation différentielle

4. Détermination des constantes A;, B;, C;, D;. — Je dis maintenant
que, a raison des hypotheses qui déterminent les constantes A;, B,,
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DE 1EQUILIBRE ELASTIQUE D'UNE PLAQUE RECTANGULAIRE MINCE. 5

Cs, D; de Y, pour que le développement de M. Lévy corresponde au
cas ou la plaque est appuyée sur ses quatre bords, Y; ne differe pas
alE T

Nous avons en eflet, puisque ces deux fonctions satisfont & la méme
équation (4), les relations

R 2Y” LY
ViV —202Y] +a'Ys = s pi(9)s

'X'(ii-i) — oo Y‘;/ i == d’" Sriiij: —_—

En retranchant membre 4 membre et posant
=Y, — Y,

nous avons, pour déterminer Z, I’équation différentielle, sans second
membre,
23 — 227" + *7 — o,
dont I'intégrale générale est
Z=Ashay +Bchay—+ y(Cshay -+ Dchay),

A, B, C, D étant quatre constantes arbitraires que nous allons déter—
miner.

Remarquons que Y,, par hypothese, est nul pour y =o0 et y =,
de méme Y;, puisque la plaque est supposée appuyée sur ses bords.

Par définition méme,
, ~ T
Y“': Aij s1n o
Z b
J

est nul pour y = o, ¥ = b, ainsi que Y,,.

Donc Z et Z” sont nuls simultanément soit pour y = o, soit pour
y = b. Ces quatre conditions vont nous permettre de voir que les
constantes A, B, C, D sont nulles.

En effet, les conditions Z = o, Z” = o pour ¥ = o donnent

B =o, (i =—=lo*

Les conditions Z = o, Z”=o0 pour y = b donnent, pour déter-
miner A et D, le systeme de deux équations homogenes,

Ashab—+ bDchab—=o,
= Aoashadb+D(2shab+ bachabd)=o,
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18 E. ESTANAVE.
dont le déterminant des coefficients est 2 sh*ab, par conséquent dif-
férent de zéro. Il est donc nécessaire que
A=o, hi=o.
Par suite, Z est identiquement nul et ’on peut conclure
W=
ce qui démontre la proposition.

Remarque. — Nous pourrions, comme application, expliciter la
fonction p et démontrer, dans chacun des cas ol cetle fonction est
particularisée, que Y, satisfait d 'équation différentielle qui définit Y.
Ce serait une nouvelle vérification, dans chacun de ces cas, de la pro-
position que nous venons d’établir.

Dans le cas ol p = Ay, le calcul conduit au développement (1(, en
série trigonométrique, ct si p cst, d’une facon plus générale, un poly-~

nome en y, on est conduit au développement en série trifronon‘xétrique

— 1)/ sIn
de ce polynome et a la sommation de la série Z ( /)2p+1 /7, Le caleul

détaillé montre que les p constantes d’intégration que I'on introduit en

L Ser s . :
partant de > VB intégrant 2p fois sont données par des

équations linéaircs. Ces constantes sont d’ailleurs en relation directe
avec les nombres de Bernoulli. Je me borne, pour le moment, a
signaler ces résultats qu’on trouve en écrivant simplement que Y,
satisfait & I'équation différentielle du quatrieme ordre qui définit Y‘
et qui sont compris dans la formule de Fourier, ou plutot méme de
Lagrange, donnant le développement d’une fonction, dans un intervalle
donné, en série de sinus ayant pour période le double de cet inter-
valle ou les partics aliquotes de ce double, pour aborder les problemes
auxquels la méthode de M. Maurice Lévy est appllcablc et en parti-
culier celui de M. Navier.

i 9§ G ———
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DE L’EQUILIBRE ELASTIQUE D'UNE PLAQUE RECTANGULAIRE MINCE. 19

CHAPITRE 1I.

PLAQUE APPUYEE PAR SES QUATRE BORDS. — PROBLEME DE NAVIER.

5. Nous allons traiter le probleme de Navier par la méthode de
M. Maurice Lévy. :
Adoptons pour w le développement en série simple,

a

~ R
W= ZYism )
A
i

Y, étant une fonction de y.

Par la forme méme de ¢, la plaque est appuyée sur les bords « = o,
a =a; pour qu’elle soit aussi appuyée sur les deux bords y =o,
Yy = b, il faut que

(1) Y, =o, =) pour y=—o et y=1=8.
Nous savons que Y; doit satisfaire a I’équation différentielle

» . a .

: L. 15 . Uigs?

2 ‘ Y ol Y o e [ p sin ———dx
(2) : i L Y ML R e

dont I'intégrale générale est

v

Y — cgi(él) Q—Aisha.}' -+ B;chay + y(C;shay + D;chay),

ol 9;(y)désigne une intégrale particuliere de I'équation.
En explicitant les conditions (1), nous avons, pour déterminer les
quatre constantes arbitraires A, B,, C;, D;, les équations
9;(0) +B;=o, @;(0) +B;a*+ 2C,a = o,
0;(b) +A;shadb + B;chad+ 6(C;shab + D;chabd) - o,

0, (b) +a*(A;shad +~B;chab)
+20a(C;chab 4+ Dishab) + ba*(Cyshab + D;chad)=o.
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20 E. ESTANAVE.
Des deux premieres on tire,
I

B;=—0:(0), Cr=— —[gi(0)— = q.lo)]

20

En remplacant dans les deux autres B;, C; par ces valeurs et rédui-
sant, on a, pour déterminer A; et D,, les équations

A;shab+Dibchab —-—0;(b)+o,;(0) chab+ ;by shab[o;(0) — a2, (0)] == m,,

Ayershob +D;(2ashab + ba*chab)

=t

O)] = Tl;,

= —0i(b) + 0;(0)chab— %lishocb[a‘chi(o) —

ol j'ai désigné par m; et n; les seconds membres de ces équations.

On a
A;shoab +D;bchadb=m,

A;a?shoab 4+ D;(2ashab + ba?chabd) = n,,

d’ou l'on tire facilement

n;— a’m; m;(2ashab -+ ba*chab) —bn;chab
D= — 4 Ay=— = - .
sashad 20 sh?a b

En développant ces calculs et posant, pour abréger,
$i(5) = ¢i(3) — 2 9:(3),

on peut écrire
di(o)chab — Li(0)

N A )

20 shab

D=

[ (b) chab —d;(0)].

20 sh? ab

= b[o (0) chab — 0;(b)] + —

Ce sont la les formules qui, dans chaque cas ou la fonction g,(y)
sera déterminée, nous fourniront les valeurs des constantes.

6. Cas ot la charge est uniformeément reparlle sur la plague. — Dans
ce cas, p est une constante ct I’équation qui définit Y, devient

ro pour i pair,

Vi ooV otV = o L (r—cosim) =¢ 15
SElaa (/— [as POUT { impair.
4LE
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DE L'EQUILIBRE ELASTIQUE D'UNE PLAQUE RECTANGULAIRE MINCE. i

On se bornera donc aux valeurs 7 — = 3/: 5/:.. S

Une intégrale particuliere de 'équation sera

4Elac®’

9:(¥)=

©; ¢tant une constante, il suit que g; est nul; par suite,
T

Y(5)=— a2 ¢;(3).

Posons, pour abréger I’écriture,

15p
IS
4Ela i
alors,
K,
= T

Les constantes A,, B;, C;, D, ont pour valeur

Bi:_@z’(o):"&’ Ci:zkg7
o> 200
D-—}—{i a*(1—chabd) A,_,},{,{ (1~chab)(ba‘-’~zocshocb)_
T o aashab T 20 sh?ab
D’ou I'expression de Y,
- _Ki{  (1—chab)(ba?—sashab) o a*(1—chab) ])
Y,— ), (r—chao)(ba’ anal) = i el ) —ESB] il
G {I—k Seerpm shay—chay+) [Qsha]+ - Gihal cho ‘

Dans ce cas et celui d’une facon générale ol p estindépendant de «,

<0 s

. LTt 0y .
[psm de est nul pour des valeurs paires de ¢, le second
oy :

membre de I’équation qui définit Y, et la solution particuliere sont
nuls, ainsi que les coefficients A, B, C;, D;, la solution disparait.
Nous n’avons qu’a considérer les valeurs impaires de 7.

o S 50 e
En multipliant Y; par sin »ZZ‘ et faisant la somme en donnant & 7 les

~

valeurs impaires 1, 3, 5, ... on aura w exprimé par une série simple

3. ina K
w:Z sin —— —

o (1—chabd)(ba?— 2ashab)
7 L

2o shiad ey ey

B a?(1—chab) i
'}—]'[Esh Ze g = QO»(Smﬁbh_ ch OC‘}’JV
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292 E. ESTANAVE.

7. Calcul de la fléche de courbure. — Supposons pour simplifier que

la plaque soit carrée
b= a:

Le point central a pour coordonnées

a a
x:g, Ji= =
la valeur /'que prend e sera
- i—1 . . . & o
- —chizn)(im — ashin). | in IT
N 1—1—(I ¢ L i
S "-lo:"( ) ash?im > - 4D
i

it . ir iIiw 1—chin iT
s shi=sm s = e = feh =1l
4 %) 4 shir 2

Remarquons que

it  IT it 1—chin | i=w
—sh— + — ———ch—
4 2 4 shiz 2

s’écrit

T " (T ; i i
———(shimsh — —chimch-= +ch — ),
7

4shim % 2 2

: Fia ) , : o A AR
qui est nul d’apres le développement de ch <z,v . >

Le premier terme de la série correspondant & ¢ =1 s’écrira

15pa* (e chim) (nsiShim) RS N T
4EL® [I+ ash?n Sh:z e ch; :

A laide des Tables des fonctions hyperboliques ('), calculons sa valeur.
En remarquant que

T =

sh — = 2,301, shmt = 11,546,
D)

1T = r

chE = 9500, chim =11,580;

on a, pour la valeur de la parenthese,

0,314,

(1) Je me suis servi des Tables de Hoiel, édition 1866, Gauthier-Villars, et du Samm-
lung von IFormeln der reinen und angewandten Mathematik von D' W. Laska, édi-
tion 1888, p. 94, erste Lieferung.
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DE L’EQUILIBRE ELASTIQUE D'UNE PLAQUE RECTANGULAIRE MINCE. 23

et nous avons une premiere approximation de la fleche de courbure
en prenant
. 15pat
= iEm Uy Bl
4 L e
Avant de calculer le second terme de la série correspondant a ¢ = 3,
comparons le résultat que nous venons d’obtenir avec celui qu’a trouvé
Navier.
Dans 'son Mémoire inédit de 1820 ('), Navier a trouvé pour le dé-
placement w I'expression représentée par la série double

m'nx . n'my
— 1 X

?417 a b
(P = e E E T
nta,c'? m'n' (m’z 11,’2)'

nii=1in' =1 Cl2 b2

ot m', n’ sont des nombres impairs, ot ¢ représente la demi-épaisseur
de la plaque et @, un coefficient qui, rapproché du coefficient E que
nous avons employé, a pour valeur

16 8¢'3
al_BE, or = =

ol

donc w peut s’écrire
o IR o 0
T = sin 4 Eln-— Y

15p a b
= EIn® 2 2 m'n' <m’2 n’“)2

mi=1 =20 T e Za
(l2 b‘l

Cette série estassezrapidement convergente. Navier se borne & prendre
le premier terme correspondant aux valeurs ' =1, n' =1.

On obtient ainsi
77}’

sin ™ sin
15patd* = a

Vi El s (a*+ 62)2 :

\

en supposant la plaque carrée le déplacement du centre sera

15 pat

1
il e T e

~d
-

(1Y) Voir Théorie de I’Elasticité des corps solides, Clebsch et Saint-Venant, p.
édition 1883.
E. : 4
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21 E. ESTANAVE.

Cette valeur est supérieure de 0,004 a celle que nous fournit la méthode
de M. Maurice Lévy, qui-adopte le développement

Sl
2 ZEY,- sin —
a
i

n se bornant au premier terme, on a

;s BT
Yl*’ e

(2

Or

a pour expression

sinj’ =
5 /

m() ,'< +65?

Navier au lieu de prendre la série Z en entier n'en considere que le

premier terme correspondant a J =1 et néglige lc %econd corres-

pondant & ;= 3, terme qui est négatif et égal & — /E[ - 0,004. Dans
la méthode de M. Maurice Lévy cette série est consxderee en entier et
a été calculée, ce qui nous permet d’affirmer que nous obtenons par
cette derniere méthode une valeur plus rapidement approchée.

Sil'on tient compte des deux premiers termes de la série double de
Navier, on obtient pour valeur de la fleche

—~

(14
=
IS

)

5= TR

Calculons maintenant le second terme du développement de
M. Lévy correspondant a 7 = 3.
On a

5113_2_n:55 635, sh3rm =6191,5080,

chi—#:fﬁ 644, ch3n =6191,5088

et par suite la valeur de la parenthese, dans I’expression de ce second
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DE L’EQUILIBRE ELASTIQUE D’UNE PLAQUE RECTANGULAIRE MINCE. 25

terme, sera

&
1L thpat I_I_(1—ch31r)(37r—25112/7r)sh?)_1r_ChSﬂ
35 4EIns 2sh?3w 2 o |17

. . I
ou 1,004; en divisant par 53 nous avons pour la valeur du second
terme de la série

Donc la valeur de la fleche de courbure sera

15 pat
= = (O 31[ 0.00!
f 41&17:"( ) } ’ I)v
ou
15 pat
= ~—0,310.
A 4EIwe

Nous ne calculerons pas le troisieme terme : il est d’un ordre, quant a
son facteur numérique, supérieur a celui des dix-millicmes.

8. Vérification expérimeniale. — Le dispositif que j’ai employé pour
vérifier par 'expérience les résultats précédents est des plus simples.

Une cuve carrée V (fig. 2) est fermée par une membrane de caout-
chouc bien mince cc’, sur cette membrane on place la plaque élas-
tique ¢o" & étudier et au-dessus de la plaque vient se fixer solidement
a la cuve un cadre rigide. Ce cadre a intérieurement 10™ de coté, il a
été doublé en cuivre rouge de 1™ d’épaisseur pour éviter toute dé-
formation. La pression se fait & I'intérieur de la cuve en comprimant
de I'air 2 I'aide du manometre ABC. Vu les faibles pressions a exercer
on a remplacé dans le manomeétre le mercure par 1’eau. Deux échelles
graduées placées le long des deux branches du manomeétre permettent
de lire la pression exercée.

Sous l'influence de cette pression, la plaque vient appuyer sur
I'aréte vive du cadre et se bombe. Il restait & mesurer le déplacement
du centre de la plaque. Pour cela j’ai rendu solidaire du centre une
tige ab dont 'une des extrémités a vient buter sur un levier @om qui
porte en 7 un petit miroir. J’ai dispdsé¢ devant le miroir une source
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26 E. ESTANAVE.

lumineuse L et un réticule horizontal M. L’image de ce fil apres
réflexion sur le miroir 7 se fait en 7 sur une regle graduée R. C’est le
déplacement sur cette regle de la tache r que 'on a & suivre quand on
fait varier la pression a l'intérieur de la cuve.

La fig. 1 montre le dispositif de ’expérience, et la fig. 2 une coupe
détaillée de 'appareil.

Eig. a.

l

M O b e

¢

N

ey

N

e ]

IS

=]

ov’, plaque de verre; cc’, enveloppe en caoutchouc; ¢£', tube amenant dans l'enveloppe
I’air comprimé du manométre.

Dans les expériences, la distance de la regle R a I'axe de rotation o

du levier était de 109°™; le bras de levier oa avait 2™,
Lorsque le levier aom tourne d’un angle «, le rayon lumineux
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DE L’EQUILIBBE ELASTIQUE D’UNE PLAQUE RECTANGULAIRE MINCE. 27

réfléchi tourne d’un angle 24, il en résulte que le déplacement de
I'image sur la regle est le double de la tangente de I’angle o de rota-
tion du levier. Comme o est tres petit, on peut avec une approximation
suffisante prendre I'arc au lieu de la tangente. Le petit bras de
levier aoayant o™, 02, en désignant par x le déplacement vertical de a
extrémité de la tige et  le déplacement de I'image sur la régle R, on a
par la similitude des triangles aoa’, r,or (fig. 3)

a
109

Jai pris une plaque de verre carrée, de o™,10 de coté et d’épaisseur
moyenne o™™,73 (verre extra-mince); 'expérience m’a montré que le

“

Fig. 3.

ry i (Na

déplacement o sur la regle, pour une augmentation de pression
Sp = 18", est de 1™™,97 et, par suite, le déplacement x du point a est
o™z 18,

La fleche étant une fonction linéaire de la pression, I'accroissement
de la fleche, correspondant  une augmentation de pression de 108" par
centimetre carré, serail o™™,18.

Ces résultats d’expériences sont conformes a ceux que donne
’analyse.

Nous avons trouvé, en effet,
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23 E. ESTANAVE.

et pour p = 1%, en prenant (')

73 s
Bi=17 <o e — -;?centlmetres,

on a
71‘: Omm’ 017,

et pour une augmentation de pression de 108" par centimetre carré,
Omm’l7.
Nous trouvons, par I'expérience, une fleche supérieure pour ¢p =1

de 55 de millimetre & celle que donne le calcul.

1000
Ce faible écart est facile & expliquer, si I’on remarque que la condi-
tion supposée dans I'analyse d'une plaque d’épaisseur constante est
difficile a satisfaire; et nous avons vu le role important que joue
I’épaissenr. = - °
Une autre cause d’erreur provientde la difficulté qu’il y a d’obtenir
une application intime des bords de la plaque sur le cadre. Je 'ai sur-
montée dans une certaine mesure en observant seulement les va-
riations de fleches, c’est-a-dire & partir du moment ou, la plaque
supportant déja une pression initiale, j'étais assuré qu’elle appuyait
sur ses bords.
Ceci, joint au défaut d’isotropie que peut présenter la plaque, suftit
a justifier la faible divergence que nous constatons entre le caleul et
I’expérience.
Remarquons que le dispositif que j’ai employé pourrait servir & dé-
terminer le coefficient d’élasticité E.
On déduit, en effet,
=22
Jen

0,310;

les quantités p, fsont mesurées par I’expérience, et a, ¢ ont été préa-
lablement déterminées.

(') Voir Aide-mémoire de I’Ingénieur de Cl. de Laharpe, édition 1goo, ou celui de
Huguenin.
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v

CHAPITRE 1IL

PLAQUE DONT TROIS BORDS SONT APPUYES, LE QUATRIEME ETANT LIBRE.

9. Nous avons jusqu’ici examiné, en nous servant de I’expression
indiquée par M. Maurice Lévy pour w, le cas ot la plaque rectangulaire
était appuyée par ses quatre bords, afin de comparer les résultats ob-
tenus & ceux qui sont donnés par la méthode indiquée par Navier.

Fig. 4.

appuyé
appuyé

O appuyé x

Supposons maintenant que la plaque soit appuyée sur trois bords,
le quatrieme étant libre. Soit

sy
R = E YiSIIl )
a
i

expression du déplacement normal d’un point du feuillet moyen.
Il résulte de 'expression méme de w que

2w

P— 0, Dt =0 pour xr—0, xXx=a

et, par suite, les bords « = o0, = a seront simplement appuvés.
puy

Suapposons que le bord y = o soit aussi appuyé et que le bord y =4
soit libre.
On doit avoir
w=o, = =o pour y=o,

¢’est-a-dire

(1) Y. =0, Y=o pour Wi—0
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et
Pw 0w J d9*w 9%

R T @?w”W):O pour  y=1b,

conditions qui, dans le développement adopté pour ¢, donnent
(2) AY]—a*Y;=o, 4Y;—7a2Y;=o0 pour yi==tb

en posant

On a vu dans le Chapitre précédent que Y, est'intégrale générale de
-I'équation
F(4) 2Y” &Y . — I'i)'__ a 1 s
Y 202Y]+ a*Y;= SEIa,fo psinax dzx

eta pour expression, en désignant par 9,(y) une solution particuliere,
Y,=o:(y)+ A;shay +B;chay + y(C;shay +D;chay).

On déduit

Y, =0 (y) +shay(aB;+ C))

+chay{aA;+D;)+ ay(C;chay + D;shay),
Y/ = o;(y) +shay(a?A;+2aD;)

+choay (2B, 4+ 20C;) + a2y (C;shay + D;chay),

Y/ =07 (y) +shay(a?B;+ 3a2C;)

]

-+ chay(a?A;+3a2D;) + a?y (C;choay + D;shay).

Les conditions (1)

V= Y:‘,ZO pour D=0

donnent
0;(0) +- B;,=o,

07 (0) + o?B;+20C;=o0
d’ou 'on tire
== B,:— CP,'(O),

Ci= —[a*9:(0) — ¢1(0)]-
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Les conditions (2) explicitées donnent les équations suivantes :

\ 3oashabA;+ (3abchab + 8shab)D;+ 3achadB;

4
+ (3abshab +8chab)C;+ icp:f(b) — a9;(b) =o,
I ¢
(0 , 3ochabA;+ (3abshab —5chab)D,+ 3ashabB,

+ (3abchab —5shabd)C,— b (b)) + 79 (b)=o.

Ces quatre équations détermineront A,, B;, C;, D; dés que 'on con-
naitra la fonction ¢,(y).

Particularisons pour cela la fonction p qui représente la charge par
unité de surface, et prenons avec M. Maurice Lévy

p=1(b—y)
qui représente la pression que supporte une vanne de hauteur 4.

Le coté AB est libre, les trois autres BC, CD, AD sont appuyés sur
un cadre.

>

appuyé

Il est facile de voir que I'intégrale particuliere ¢;(y) est alors

1510
e:(y)= Em(b =)

Et, par suite, les équations précédentes donnent pour les con-
stantes B;, C;
15110 15116
e 4ELaos’ Gi= SElaat

En remarquant que

9:(b)=0, ¢i=o0, ¢/=o0
E.

(23
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et que
- 4 1510
9i(b) =— iEiaas’
les équations (1) deviennent
3ashabA;+ (3abchab -+ 8shab)D,=— ,—‘E’lg% chab + gab shab>,
4 N 4

SachabA;~+ (3abshab —5chab)D;

e <-I—Ishab — j%—abcho:[)—}— l—>-
2 2 g ab

£ _/JrElaoC4

D’out T'on tire facilement

b 44sh2ab +21chad + ﬁshab_(’)ch?ab—?a?lﬂ
5 1510 ob 2
e = BTG 3o(3ab +13shabchab) ;
e g 2
]),____55110_ —2—511 ob + absl1xb+c11 ob
N PRla ot 3ab-+13shabchab

En remplacant dans I'expression de Y,
Y;=o0,(y)+ A;shay -+ B;chay + y(C;shay + Dichay),

ces quantités par leurs valeurs, on aura le déplacement normal du
point z, y du feuillet moyen exprimé par la série simple

O o oEds
w:ZYism—
a
i

ou I’on prendra pour ¢ les valeurs impaires 1, 3, 5, ..

10. Cas ou la charge est uniformeément re'parlie sur la plaque.— Dans

ce cas, p est constant.
L’intégrale particuliere ¢, () ) est elle-méme une constante

; D :
?:(Y) = FElaas

Les valeurs de B; et de C; sont

S S
5 LELao®’ o 4Elac® 2
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En remplacant dans les équations (1), qui expriment la liberté du
coté y = b, B;, C, par leurs valeurs et remarquant que ¢;(b),
Vo

Y

n
i

HEB
(&) sont nuls, on obtient, pour déterminer A; et D, les équations

3ashabA;+ (3abchab 4+ 8shab)D;— o

= Z;Elao"*(l —chab—3abshab),

BachabA;+ (3abshab —5chab) D=t ( Ytshab—3abchabd);
4ELaat #
d’olt I'on déduit en résolvant

A—_ _15p 3abshab+3atb+5—5chab ~3gshiab
7 4Elaot 3a(3ab—+13shabchab) i
e 15p chab—ch*ab—Llsh2ab
‘=  LElaga*

3ab-+13shabchoad

En sorte que Y; aura pour expression

: 15p 3abshoab +3a2b*> —5chab—3g9sh?ab +5
\f—/ 5| T — 3
LElLaa® -

3(3ab +13shabchab) e L
y

Y chob— ch?ab— 4 sh?ab 0 -
e Ay e b~ 3shubchab 2|

On aura le déplacement w du pointa, y du feuillet moyen en prenant

: ~ o e
w— 2 Y, sin —
a
i

pourdes valemisdes =1, 3,5, .

nous supposerons carrée.

Cherchons en particulier le déplacement du centre de la plaque que
Alors

=
On a, pourY,,

S opas [k
- [1_

3imshim + 3 *n>— 5chin — 3gsh?in+ 5 . ixw i
= —— - e shi=="—¢l
3(3ém +13shimchinm) 2

5
it in (7w chim—ch?in — L'shin
-t Sh? > o

7 ;

(T
- s ch —|.
2 3im +13shinchin ]

2
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oy . A NS o U
Considérons le premier terme de la semeZY,- sm7‘ correspondant

at =1 et calculons sa valeur; on a

4 9 ~-2___ X Ao 2 4 -
ik 15 pa' { 3nshm + $7?— 5chm — 39 sh 7:—1—35}1751_01]75:

" 4EIn® 3(3w +13shmchm)

Rl eI m chm — ch?r — Yl sh?n
e 5o D 37+ 13shw chr

- Tlsbogs . S
Or, en remplacant sh 5 ¢h s shx, ch=, par les valeurs que jai in-
diquées dans le Chapitre précédent, on a

B T 37w shn + 2n2— 5¢chm— 3gsh?=z + 5
‘7511‘_ :],807, — = v +3 T T 9 :—|—2,236,
ho : 2 3(3m +13shmchm)

7 . 7w chr —ch?r — 1lsh’w T =

~ch= = ——1,028 1—ch- =—1,50

2 2 3m+i13shmchr 1935 2 1205

et, par suite, en rassemblant les termes

15pa*

Lo 4ELT

0,6006.

Mais calculons le deuxieme terme de la série, correspondant a7 = 3.
5 Ty sl o s 1
Le terme Y, devra étre multiplié par sin =-» C'est-a-dire par — 1.

La valeur de s limitée & ses deux premiers termes sera

w=Y,—Y,.
Or
Y. — 15pat 1 ]_97151137r—+—%7r?—501137*.-—3981123rr+a l3_7_— N 3n
8™ LEITS 24 3(9gm +13sh3nch3m) itk o
3m 37: 3w ch3t —ch?3n —4tsh23n 3=
S == : J ch —
2 2 9n +13sh3mwch3n 2

3m 3
En remplacant sh ==, ch?“, sh3=, ch3= par leurs valeurs et effec-
tuant les calculs, on a

__9nsh3m4-3L72—5ch3n —39sh?3n+5 _ 3n

s , oy
e Bagot; 3(9gm +13sh3mch3m) =k 2 29600,
t ch3n(1—ch3n) —4'sh?3xn o 5 3n ey

g% + 13sh3nwch3n l Yl I—ChT =
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DE L'EQUILIBRE ELASTIQUE D'UNE PLAQUE RECTANGULAIRE MINCE. 35

En rassemblant les termes on a pour valeur de la parenthese 1,0036
et, en divisant par ¢*, ¢’est-a-dire 243, on a o,00/T.
On a done

En se limitant i ces deux premiers termes, la valear du déplacement

. a a
du point # = ~» y = ~ sera donc

La fleche est dans ce cas plus forte que si la plaque était appuyée sur
ses quatre bords, nous avons vu en effet qu’alors elle a pour valeur

S A

Le rapport de /4 f” est approximativement celui de 2 & 1.
Calculons maintenant le déplacement du point A (fig. 4), milieu
du coté libre, les coordonnées de ce point sont

X= - ==
= 97 =k
La valeur de Y; sera
v 15pat [ 3im shiTt—i—f‘%i?ﬁ‘l—5chi7r—395h‘-’z'7r+5shm hi
{= IEI#T 3(3im +13shimchim) e

chim — ch2im — ! sh2inw .
2 chir|.

BT o o .
+ —shin+in . - -
2 3im +13shimwchirn

Ce développement se déduit de celui que nous venons de trouver en
in iT : :
remplacant sh—, ch — par shiw, chiz.
2 2
Les coefficients ont été déja calculés pour i =1 et i = 3. En rem-
placant, on a, -pour valeur de Y;, 0,919, correspondant & i =1, et
0,00/ pour { = 3.
Borné aux deux premiers, le déplacement du point A a pour valeur

tV:S.H—Ysi o
4

environ une fois et demie le déplacement du centre.
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LL. Verification experimentale. — Nous pouvons, en modifiant légere-
ment le cadre qui nous a servi dans le cas ou la plaque était complete-
ment appuyée sur ses bords, faire la vérification dans le cas actuel. A
cet effet, la feuillure en cuivre qui double le cadre en bois a une ouver-
ture rectangulaire dont 1'une des dimensions a 3™ de plus que 'autre;
de cette facon, en faisant glisser la plaque qui nous a servi, elle se
trouve appuyée sur trois bords et a son quatrieme libre.

1° En disposant ensuite I'expérience comme précédemment, par de
simples lectures nous avons le déplacement du centre correspondant
a une variation de pression Sp.

J’ai observé, en me servant de la méme plaque de verre, que, pour
une variation de pression ép = 1", I'image lumincuse se déplace sur

mm

la regle de 3™, 8; par suite la variation Sf est > ¢'est-h-dire
10C
omm, 035 et, pour une pression de 108" par centimetre carré, I'on aurait
»
Omm’ 33.
Ce résultat est conforme & celui que donne le calcul. Nous avons
trouvé, en effet,

= ﬁ,if:—a: 0,602;

Mo =rs

en faisant p = 1, et en remplacant a, E, ¢ par leurs valeurs, ou a
6./': Omm,033

2

qui differe seulement de 55 de millimetre de celle que donne I'expé-
rience.

2° Une autre vérification intéressante est de chercher le rapport des
deux accroissements de la fleche dans le cas ou la méme plaque est
appuyée sur ses quatre bords et celui ol elle a un bord libre.

Le calcul donne

_fivoraiivre__ 602

57 == 5 ou 1.942.
oji, bords appuyés 310 9
Par 'expérience nous avons
0,035
—— = 1,944.

0,018
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DE L'EQUILIBRE ELASTIQUE D'UNE PLAQUE RECTANGULAIRE MINCE. 37

3° Jai aussi déterminé expérimentalement la variation du dépla-
cement du milieu du coté libre. Jai di modifier un peu le dispositif
en faisant appuyer la tige, qui fait tourner le levier, au milieu du coté
libre, et j'ai constaté que, pour une variation de pression &p =r,
I'image lumineuse se déplace sur la regle de 5™, 7. Comme l'axe de
rotation du levier a été reculé sur la planchette de 2, on a pour
déplacement réel du milieu du coté libre
; Hmm -

=) ou Omm’ 05 1
81T

Nous avons trouvé que le déplacement du centre de la plaque cor-

respondant & la méme pression ¢p == 1 était o™™,035.
. 51 ]
Le rapport de ces deux déplacements est 5= ou 1,40.
35
190 . -

Or le calcul nous donne pour valeur de ce rapport 2@’ c’est-a-dire
1,52. Jai indiqué, dans le cas o la plaque était simplement appuyée
sur ses quatre bords, les raisons des faibles écarts entre le calcul et
I'observation.

CHAPITRE 1V.

PLAQUE DONT TROIS BORDS SONT APPUYES ET LE QUATRIEME ENCASTRE.

12. Dans ce cas, les constantes B;, C;, ayant la méme valeur que
précédemment les équations qui déterminent A;, D; sont alors

Y, —o; e —o poury = b,
ou, en explicitant,

Cpl(b) == AL' ShOCl)—l—B,‘ chab -+ b(Cl Shab—+—D,~chab) =10,
0;(b)+ (aB;—+ C;)shoad + (¢A; +D;)chab + ab(C; chab + D;shabd) =o
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38 E. ESTANAVE.

ou, en ordonnant et remplacant B;, C; par les valeurs

Bi=—:(0), Ci=— —[9}(0) —api(0)],

ks
on a
ba O
A;shab +D;bchab=—0,(b)+o0;(0) chocb—-—;sho:b —.—Ec‘oi(o)shab,
(1)  aA;chab+D;(chab—+ abshab)

=—0;(b)+ gcpi(o)(shab—bcxchcxb)—i— @Z(o)ﬁ(shabﬂubachab).

Supposons que la pression p soit constante, c’est-a-dire que la
charge soit uniformément répartie sur la plaque. Nous aurons

e Sl
%:(r)= LELaod — o’
par suite,
B—_ K =2 K
e T g o8

Les équations (1) deviennent

i
A;shadb +~D;bchab— %Kchab— ?Shab—l),

aA;chab+ D;(chab+ abshab) = Ig: g(shab—- boachab)

et donnent pour A; et D; les valeurs suivantes :

K, 2abshab—2ch?ab—a®b>+ 2chab D Ky aft chadp
oot b —shabdchab > TP 5w ab —shabchab’

A;

et, par suite, on a I’expression de Y,

K, abshab——chgab—%—b—-—l—chab
/,— —)
s oc5(1+ oab—shabchab
o a(r—chab)? il
—&—y[;shay—*— 2(ocb—shabchocb)0ha):|§

shay — chay

et le déplacement w du point de coordonnées x, y sera exprimé par
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DE L’EQUILIBRE ELASTIQUE D'UNE PLAQUE RECTANGULAIRE MINCE. 39

o 395
W= 2 Y; sin ——
a
7

ou ¢ prendra seulement des valeurs impaires.

une série simple

13. Application. — Supposons que la plaque soit carrée, b = a, et
calculons le déplacement du centre de la plaque de coordonnées

1

B
_2,'}/__..
On a

2

obshab —ch?2ad + chad — a* b

15pat in'® = ,
= 24[‘177”0 P e ab—shabchab shay —chay

ay (1—chab)?
2 ab—shabchad

48

shay + chay
ou
27-2
inshim — ch?inx + chir — —

15 pat ; l'TL' 2 in ]
= E ool iy ; : : ghi-= et
2 2 2

;hln51° it —shimchin
it (1—chim)? iT
~sh——+— —————ch—
4 4 im—shirnchin 2

Calculons le premier terme de la série correspondant & ¢ =1, nous
aurons

5 b nshn—ch?n-i—‘clm—'—:'—. ey
R 1—— sl RS e E
4 EI s L nm —shmchr ! % +AS] +»;r—-shnchn :

ot i T T , T,
Sil’on remplace shr, chr, sh = ch 5‘ par les valeurs calculées précé-
demment, on trouve

v w(2shr—m)+achr(i1—chn) , m© i =
- = hrohs shg =1,608, —ch; =— 2,509,
T T © (1 —chm)? "
Fobes O e S

E. 6
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40 E. ESTANAVE.
En rassemblant les termes, la valeur du crochet sera
0,216,

Si I'on se bornait au premier terme de la série, la valeur de la fleche
de courbure serait
15pat
= O 216.
S 4ELm ™’

Mais calculons le deuxieme terme de la série correspondanta i = 3;

o U
comme sin 9 — = ], Oll AUl
- 97
e 3nsh3w —ch®3n+ch3n — £
ppva T T 2 Qh3T‘.‘ ch 2T
LEI =% 243 3m —sh3nch3n =Ty 2
_*_377:,\‘1137: ‘_:Sn (t—ch3m)® Ch37r
i 4 3w —sh3mwch3n 2

. - 3 1 37 ,oon
En remplacant sh3w, ch3m, sh——;:, ch 7’ par les valeurs déja cal-

culées, on a

1 3n(2sh3n—3n)+2ch3n(1—ch3m) . 37 ..., 3m &

= — =) £ —Ccth— —— (//

> 3m —sh3rch3rn 2 S ol 2 80
s Sl : 3n (1—ch3xm)? SELEe
LR e B e vy L W

D’ou la valeur de la parenthése sera o,994. Nous devons diviser
encore par i°, ¢’est-d-dire 243, ce qui donne pour la valeur du second
terme de la série

Elle est plus faible que si la plaque était appuyée sur ses quatre bords.

B

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 40 4 -4



DE L’EQUILIBRE ELASTIQUE D’'UNE PLAQUE RECTANGULAIRE MINCE. 41

CHAPITRE V.

PLAQUE DONT DEUX BORDS OPPOSES SONT LIBRES ET LES DEUX AUTRES
BORDS APPUYES.

14. Nous allons examiner le cas ou la plaque a deux bords libres et
voir que ce cas correspond a celui du maximum du déplacement du

milieu de la plaque.
Les conditions au contour qui déterminent les constantes arbitraires

A; B, G, D, de Uintégrale générale de I'équation qui définit Y, sont
Y —2Y,— 0, 4Y; —702Y; =0 pour les deux bords y = o et y = 0,
ce qui nous donne quatre équations pour déterminer A;, B;, C;, D;. En
remplacant Y;, Y, Y/, Y; par leurs valeurs qui ont ét¢ calculées
Chapitre III, simplifiant et supposant la charge uniformément répartie
sur la plaque, ces équations peuvent s’écrire

3aB;+ 8C;,—=a9;(0), 3uA;,=5D,,

3ashabA;+ (3abchab + 8shab)D;
+3achabB;+ (3abshad+8chab)C;=ag;(0),

3achabA;+ (3abshab—5chab)D;
' +3ashabB;+ (3abchab—5shab)C;=—o.

En tirant D, = %gAi, = ggo,«(o) — {Bi des deux premieres et por-

tant dans les deux derniéres on a

%(395110:1)—\—90: bchocb)—Biggbsllab:@i(b)_ﬂé(i)(3abshocb+80hocb),
A,.9—°;ﬁshab = %(39ashab—9aﬂb chab) :f&é(i)@shab—gabchab),

d’ou I'on déduit pour A; et B; les valeurs

5¢;(0)(1— chab) 39;(0) (65sh*ab —ga*b®—24abshabd
et e e — 4
9sha 6 —9ua 39 sh?ab — 8ra?b?
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et, par suite,

T 3ag;(0)shad Boie 3ocq9,~(o)(l—chocb).
5 Byshab—gab’ "t 3g9shab—gab
Or
15pat
(Pi(b):@i(o):ZE’IP?;TTE§

en remplacant dans I'expression de Y,,
Y= o:(y) + A; sheay + B;chay + y(C; shey + D; chay), o,A;,B;,C,D,
par ces valeurs, on obtient

3(13 X 5sh*ab — ga2b®>— 24 abshab) X
shay + e choy
39 sh?ab — 8ra?b?

e 3a(1—-chab) 1 Jashabd @hocvw .
P\ 3gshad —gab O T i

15 pa* _3(1—chabd)
39shab —qgab

3g9shab —gab !

Par raison de symétrie la valeur du déplacement w sera la méme en
deux points A et B (fig. 6) situés sur les deux cotés libres sur une

parallele aux cotés appuyés, c’est-a-dire correspondant & une méme
valeur de x

Fig. 6.
Y

8
‘o oy
By £
g a
s &
o & x

11 est d’ailleurs facile de le vérifier :
On a

o L
W= EYl sin
/z

a

Calculons la valeur de Y; aux deux pdints A et B. Nous aurons, pour
le point A,

o) 16 pa* 195sh?ab—2702b62 —72abshab
R 11 1 30 shigh — 81 aib?
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si l'on remplace y par & dans Y,(y) on a, pour le point B,

15pa* 1716sh?ab—108a2b2 —720bshab

Yi(0) = rpr 5 —
4EL#m 39 sh?ab—81a2d?

qui est la méme expression que celle de Y;(o).
Cela étant, le déplacement d’un point situé sur I'un ou I'autre des
cotés libres de la plaque et correspondant & une abscisse x sera

15pat 1716sh? ocb—~108a b*—72abshabd i itz
silely 39 shPab—81ah? i

WY =

z

15. Application. — Comme application numérique supposons la
plaque carrée b = a et calculons le déplacement du centre de la plaque

a
de coordonnées x — S r=;

En tenant compte de ces hvpothese@, le premier terme du dévelop-
pement de & correspondant & 7 =1 sera

15pat [ 10(1—chr)+ 3nshr

)1:4_1771? o 2(3g9shmw — gm)

T
sh =
2

6(6)@11 7r—97'c-—247rshr)—i—o7r(|—clm)(agshr:—i—gﬂ') 1
(39 shm — 8172)

= T T ; ;
Si I'on y remplace shr, chr, sh=» ch'; par les valeurs trouvées pré-

cédemment on obtient
Iopa*

M= T ,998.

On trouverait de méme le terme correspondant & ¢ = 3,

Parsuite, en se bornant a ces deux premiers termes, le déplacement du
centre de la plaque a pour valeur

15 pat

E[—TE.&O»994-

Calculons maintenant le déplacement du milieu d'un coté libre. Pour
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e polfita— ;—Z, y = a, par suite, la valeur du déplacement est

4EITS 6 %2 sh?im — 81272 5

/7_2 15pat 1716 sh?im —108¢*n® — 7a2inw shirn o iT
i
Le premier terme de la série correspondant 4 =1 sera

15pa* 1716 sh*m — 1087 — 72w shw
4ELT?

35) sh?m — 812

en remplacant les quantités par leurs valeurs numériques on a
plag¢ q P q

~

S pat

p
Elr®

T 1,114,

I
4

En calculant de méme le second terme de série correspondant
¢ =3, on aurait

P

! 15 pa* S0t
e e (O SO
3 GEI7 0700

d’out la valeur du déplacement du milieu d’un bord libre est

15pat
4EIT?

1,110.

Ce déplacement est plus grand que celui du centre. La ligne médiane
de la plaque qui joint les milieux des cotés libres s’infléchit donc au
centre pour se relever sur les bords. La forme que prend la surface de
la plaque est a courbures opposées et rappelle celle d’une voile rectan-
gulaire de navire gonflée par le vent et fixée par deux cotés opposés
4 deux vergues.

Nous trouvons dans ce cas, pour le déplacement du centre, la plus
grande valeur; cela devait étre, car des six cas que nous examinons,
celui-ci correspond au maximum de degré de liberté de la plaque.

On peut a l'aide de I'appareil qui nous a déja servi vérifier ces
résultats, il suffit de prendre la plaque de o™,10 de longueur sur
deux bords et o™,103 pour les deux autres. De cette facon elle sera
appuyée sur deux autres cOtés ct aura les deux autres libres par

-apport au cadre.
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CHAPITRE VI

PLAQUE ENCASTREE LE LONG DE DEUX BORDS OPPOSES ET APPUYEE
SUR LES DEUX AUTRES.

16. Déterminons les constantes arbitraires A;, B;, C;, D; de la
fonction Y; par la condition d’encastrement des deux cotés y = o,
y =b. Pour cela il est nécessaire que Y,= o, Y, = o pour ces valeurs
de y. Ou en explicitant,

Y;/=oi(y) +A;shay +B,chay + y(C;shay + D, chay),
Y.=0;(y) +shay(aB;+ C;) + chay(axA;+D;) + ay(C;chay + D, sh ay),
on a pour déterminer A;, B;, C;, D, les quatre équations

B, =— 9;(0), D;=— o;(0) —aA,
A;(shad —abchad)+ C;bshab=1009;(0) chab + 9;(0) chad —o,;(b),

A;a2bshob —C;(shad + abchabd)
=—a9;(0)shad — ¢;(0)chab — abo;(0) shab + o;(b),

d’ot I'on tire apres simplication

P [2b¢:(b) — ¢i(0)shab]chab —[bo;(b) —o:/(b)] shab —ab[boi(o) + ©:(0)]
i b —sh2ab :

— =,

Il 9:(0) (2b —shabchabd) — a9, (0) shab + ¢ () (shab — abehad) + 0, (b)a2bsha b
g a?b*— sh?ab S

Ces formules permettront de connaitre les valeurs des constantes
des que la fonction 9,(y) sera déterminée.

Examinons, en particulier, le cas ou la plaque supporte une charge
uniformément répartie. Alors p est une constante. On a vu que la
fonction 9,(y) est alors constante

15p 15pa*
o (y) = - ou =
= e AT
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il suit que
S S __ 1bpat
¢:(0) = ¢:(b) = LEL D=
et que

0;(0) = 03(b) =o.

Les formules précédentes se simplifient et 'on a

];.—.,..]_5_/)_ai,, o 15pat chocb—I’ Co 13pat  ashab ’
T 4EInE " LELFT ab + shab I~ LEI® ob +shab
15pat a(chab —1)
GEIOR® ab+shab

Di:— O(Ai:——

et par suile I'expression de Y; est

. L dbpat chodb—1 ¥
1’*‘4E1i5n5[ = Teeron e LLIEe N
e sho b el chab—1 ol >
Y\ %o +shab Y = abshab 1ay/ :

et par suite le déplacement du point , y, o de la plaque sera
7 T
= 21 i sin —; .
Z

17. Application. — Calculons le déplacement du centre de la plaque -
en la supposant carrée.
Dans ces conditions

a a
U—a, L= = y= -
9
et 'on a
15 pat chim—1 i iT
= b 'T**———.Sh— — Cll——‘
K}Ell“ﬁs{ it —+ shirw 2
i 2

i shim ir chim —1 in s
2 \{nw—+shirw 2 it +shirw 2 2

Remarquons que la quantité que multiplie i; est nulle, car I'on a

in : T U= 5 T
ch— = ch(zn = ——> =ch =chinr — sh—shinr,
2 2 2 2
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DE L'EQUILIBRE ELASTIQUE D'UNE PLAQUE RECTANGULAIRE MINCE. 47

on a donc

W*Z 15 pa’ g chim—1 shi'ﬁ ChiTE Siniﬁ
4ELG 7o i+ shir 2 2 /)7 o

Considérant le premier terme de la série correspondant 4 ¢ = 1, on

aura
15 pat chm—1r1 = T
w—-—— I+ ———— sh— — ch-
: 4Elﬂ5< T shn e 2)’

et en remplacant les fonctions hyperboliques par les valeurs déja
trouvées on aura

chm —1

T T ¥
sh— =1,646 ch= =2,5009;
7I—§—Sh7't 5 » V4L, 2 ’ 93

la valeur de w, sera donec

Calculons le second terme de la série correspondanti i= 3. Ce terme
; o o . 31 e
eétant multiplié par sin = sera négatif.
2
Il a pour expression

Mo 5pat 1 ch3m —1 - B o :%'r
3T KEITE 243 3n+sh3n”~ 2 2
et pour valeur

pra
Wy =— ——— 0,003,

/hl

Par suite, la valeur du déplacement du centre de la plaque sera

Il est inutile de calculer le troisieme terme de la série, car la série
étant rapidement convergente, ce terme n’influerait pas sur les
milliemes trouvés.
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CHAPITRE VIL

PLAQUE AYANT DEUX BORDS OPPOSES APPUYES, UN LIBRE ET UN ENCASTRE.

18. Examinons enfin le cas ol la plaque a un bord libre et le bord
opposé¢ encastré, les deux autres élant toujours appuyés.
Soient

I'équation du bord libre, et

celle du bord encastré.
En supposant la charge uniformément répartie sur la plaque, les

équations qui déterminent les constantes A;, B;, C;, D, sont, dans ce

cas,
3Bi0( -+ 8Ci:0((?[(0),

SOZAL' :5])[,

qui expriment la liberté du coté y = o, et
Y, —0 et =0 pour y = b,

ou
@;(b) + A;shoadb+B,chab—+ b(C;shab +D;chab)=o,

0;(b) + (2B;+ C;) shob + (2A;+D;) chab + ab(C;chob + D;shad) = o,

qui expriment I'encastrement du bord y = b.
On tire des deux premieres, pour C; et D;, les valeurs

e 2L %1 o %Ai.
En portant dans les deux dernieres, on a, apres simplification pour
déterminer A; et B;, les deux équations

0)(8+ abshab),

A;(boshad + 24abchab) + B;(bochab —15abshab) = —5 o
—50;(0) (b chab + shab).

A;(64chab + 24abshab) + B;(25shab —15abchab) =
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En résolvant, on a, pour les constantes A;, B;, C;, D;, les valeurs
suivantes :
5ab+5chabshab — 25 shab +150bchab
25sh?ab — 64 ch?ab — ga?b?
64chob 4+ 204abshab —5sh*ab — 302 b2
25 sh?ab — 64 ch?ab — ga? b?

bl

A;=9;(0)

B;= ¢:(0)

b

)

e a9 (0) hosh?ab — 64ch*ab —192chab — 72abshab

s i 25sh?ab — 64 ch?ab — gu?b?

ab—+shabchab—5shab + 3abchab
25sh?ab — 64ch?ad — gatb?

D;=3a9¢;(0) )

et, par suite, en remplacant dans Y,
Y;=o:(y)+A;shay + B;chay + y(C;shay + D; chay),

on aura le déplacement du point «, y exprimé par la série simple

19. Application. — Supposons, comme précédemment, la plaque
carrée a = b et cherchons le déplacement du centre de la plaque en
nous bornant aux deux premiers termes de la série qui donne .

On aura
(- (3)

Sil'on remplace, dans les expressions des constantes, les fonctions
hyperboliques qui y figurent par les valeurs déja calculées, on trouve
que ces constantes ont pour valeur

Ar=—0,(0)x 0,156,  B,=—g;(0) x 0,171,

gCichi(o)xo,zw, gDi:_ 9;(0) X< 0,166.

Par suite,

: <1 — 0,176 sh;—r —o,171¢ch g -+ 0,297 shg — 0,166 ch§>,

. 15 pa*

== [TEWO,[;%.
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Le calcul de Y, donnerait
15 pat

T IES 0,003,

d’ou la valeur du déplacement du centre sera, en se bornant aux deux
premiers termes,

J

b

—

pa

Dl Ky

0,430.

pai

Le déplacement du milieu du coté libre s’obtiendra en faisant
== - =
— E: Yy = o.

Dans ce cas, le premier terme de la série donnera

p s

15 pa* 15pa
= e (L — 0,171 ou = =
R R T Gl

0,829.

Remarquons que le déplacement du centre et celui du milieu du coté
libre sont, dans ce cas, respectivement plus petits que les déplace-
‘ments du centre et du milieu du coté libre dans le cas ot la plaque a

le bord opposé au coté libre simplement appuyé sur ses bords.

¥ 15pa* 3
Nous avons trouvé en effet, dans ce cas, au facteur ’.E};r5 pres,
L} [

0,602 pour le déplacement du centre, et 0,915 pour le milieu du coté
Iibre.

20. Surface d’équilibre élastigue de la plaque. — En désigr?ant parA,,
B,, C,, D, les valeurs des constantes arbitraires pouri=r1deY,, quiont

été déterminées dans chacun des six cas examinés, I'équation de la
surface de la plaque est, en se bornant au premier terme,

s =[o(y)+Ashay + B, chay + y(Cishay + D, chay)] sin%—v-

Dans le cas particulier oit la charge est uniformément répartie,
nous avons vu que ¢ est une constante.
Les valeurs de « et y qui rendent z maximum sont données par
les équations
03 dz

_:O,

Jdx @:O;
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la premiere explicitée donne

T : a
(1) €c0S — = o, d’ou = —>
a 2

x devant varier seulement de o 4 a.

Done le maximum a lieu sur la ligne médiane de la plaque parallele
aux cotés appuyés, résultat 4 prévoir par raison de symétrie. La
deuxieme équation donne

(2) shay(Byo + Ci+ ayD,) + chay (A« +D,+ayC) =o,

¢quation transcendante qui donnera la valeur de y correspondant
au maximum de z, si les conditions, relatives au maximum,
By — Zu5ys < 0, 5,<C 0 sont satisfaites. Cette valeur de y dépendra
de A,, B,, C,, D,, c’est-a-dire des conditions au contour des deux
bords y == o, v— 0.

Nous pouvons voir, en particulier, que lorsque la plaque est sup-
posée appuyée sur ses quatre bords, la valeur de y correspondante est

a ’ n e
Y = > en supposant la plaque carrée, comme nous I’avons fait.

Nous avons trouvé, en effet, dans le Chapitre II, pour les constantes,

a un facteur constant pres, les valeurs
_a(t—chab)

e
S Rl ashal ’

_ (1—chab)(ba—ashab)
e

A a2sh?ab

par suite, I’équation (2) devient, en y en remplacant y par g,

S [7? (1—chm) 1] Gk chg [(1~ch7r)(n— sh) 1 TEJ b

2 |4 shr a2sh?rw 4

Or le calcul direct montre que le premier facteur a pour valeur
numérique — 2,807, le deuxieme facteur - 2,810; donc le premier
membre est 0,003, si 'on tenait compte du terme correspondant

o ; ; ds a :
a7 =23. Dans le développement de z, la valeur de 9 pour y = — serait

encore plus voisine de zéro.
dz

T lorsqu’on suppose

Donc y = g est bien racine de I’équation
la plaque tous bords appuyés.
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Les sections de la surface, par des plans paralleles au plan des wz,
ont pour équations
s dol
=% s =Asin—;
a

la constante A dépend de la valeur A et des conditions au contour des
bords yr=10,.% = b.

Tableau résumant les résultats.

Le Tableau suivant permet de comparer les valeurs des fleches de
courbure d’une méme plaque carrée supportant une charge uniformé-
ment répartie sur sa surface et dont les conditions au contour sont
différentes.

. CelT
Valeur de ZYi sin —
12

o, Lapaf .
au facteur IRl pres.
e Fléche
Conditions au contour. £ 3 . de courbure.
2 bord +és. 2 bord 5 astré 3~ 9 15 pat p
2 bords appuyés, 2 bords opposés encastrés... 0,137 — 0,00 TR © 134
; . 5pat
3 bords appuyés, 1 encastré................ 0,216 — 0,004 I,—E’Tm 0,212
4 Bl7w®
4 bord 0,314 — 0,004 Lo 3
4 BOTUS aPRUVES it i S ,314 ,004 JIELs 0L
; 15 pat
, Centre de la plaque... 0,433 — 3 ——0,4
e entre a plaqu 24 0,003 I 0,430
; : i
1 encastré, 1 b6 | nijiou dubord libre... 0,829 —o0,004 4‘—_%1’:5 825
15 pak
> 5 Centre de la plaque... 0,606 — 0,004 e 602
3 bords appuyés, ‘ plaq : v 4EIws 7’
ibre. 2 : 5pat
Ll iee z Milieu du bord libre... o,919 — 0,004 %E’l)%"’ 0,915
15 pat
> Centre de la plaque... 0,998 — 0,00 —=— 0,994
» bords appuyés, plaq 199 A FEIws 0199
2 Dbords libres. o AN ., 15 pak
Milieu du bord libre... 1,114 — 0,004 R 1,110

Pour une méme plaque carrée, on voit que la valeur des fleches de
courbure va en croissant avec le degré de liberté de la plaque.

0O =——
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DE L’EQUILIBRE ELASTIQUE D’UNE PLAQUE RECTANGULAIRE MINCE.

DEUXIEME PARTIE.

PLAQUE APPUYEE SUR SES QUATRE BORDS. CHARGE QUELCONQUE.
APPLICATION DE L'IDENTITE DES DEUX DEVELOPPEMENTS A LA SOMMATION
DE QUELQUES SERIES TRIGONOMETRIQUES.

21. Dans cette deuxieme Partie, nous allons expliciter la fonction P
qui représente la charge et calculer séparément Y, et Y,,, et montrer
que ces expressions sont identiques terme & terme. J'ai choisi les cas
assez généraux ol la charge est représentée soit par une fonction
linéaire en y, un polynome quelconque en 2 et y, une constante, soit
par une fonction sinusoidale ou exponentielle.

En se placant i un point de vue analytique, je montrerai qu’on peut
au contraire profiter de I'identité de Y, et Y,;, qui a été démontrée
dans le Chapitre I de la premiere Partie, et en déduire la sommation
des séries Y,;

Y”:EA,‘J‘ sin J Z)/7
J

olt A;; est une fonction de j qui dépend de la fonction arbitraire repré-
sentant la charge. On a vu en effet que la détermination de Y,; nous
a donné, & un facteur C pres (C ne dépendant pas de i)

a b 5 5
ffpsinffsinﬂdxdy :
0 o @ b o/ BB

(1) Yn:CZ <z‘2 /‘2>2 sin <
7

2

Quant a la fonction Y;, nous en aurons I'expression en remplacant
dans
9:(y) +A;shay + B;chay + y(C; shay -+ D;chay),
¢:(y) et les constantes A,, B;, C;, D, par les valeurs qui ont été indi-
quées dans le second Chapitre. Et cette derniere expression sera la
valeur de la série (1).
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54 E. ESTANAVE.

La fonction p est arbitraire, d’ou quelque variété dans les séries que
I’on peut ainsi calculer, mais on doit toutefois choisir p de facon a déter-
miner I'intégrale définie qui figure dans (1) et & pouvoir déterminer
facilement I'intégrale particuliere ¢;(y) de I'équation qui définit Y,.

CHAPITRE I

PLAQUE APPUYEE SUR SES QUATRE BORDS.
CAS OU LA FONCTION QUI REPRESENTE LA CHARGE EST LINEAIRE EN .

22. Nous avons vu que ¢,(y) désignant une intégrale particuliere
de I'équation du quatrieme ordre qui définit Y;, les valeurs des con-
stantes arbitraires qui figurent dans 'intégrale générale sont données
par les formules

Y;(0)chab — ; ()
20.shab ;

Bi=—g:0), Ci=——[dl@—tq), D=

I

' b
A= s [0;(0) chob — 9;(b)] + = [V:(6) choeb — L, (0)],

2c sh?
$i(3) = 93(5) — 2 ;(5).

Supposons tout d’abord que la charge p soit une fonction linéaire
de y. Ce cas sera réalisé dans la pratique si, apres avoir percé une
fenétre rectangulaire dans la paroi verticale d'un vase rempli de
liquide, on ferme cette ouverture par une plaque simplement appuyée
sur les bords de la fenétre et maintenue par la pression du liquide.

Soit p = Ay la charge.

Uniquement pour la simplification des calculs, je choisis la fone-
tion p de facon que la fonction 9;(y) qui en résulte soit telle que
9;(0) =0, ¢;(0) = 0. Mais le raisonnement serait le méme si ces con-
ditions n’étaient pas remplies.
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DE L’EQUILIBRE ELASTIQUE D’UNE PLAQUE RECTANGULAIRE MINCE. 22

s ded 15A
On a pour ¢,(y) U'expression (Elas) et par suite
15A0 o
4Elac® ashad’
15Ab 2shab—+ bachab
4ELao? ash?ab '

Bi: o, Ci: o, Di:

Al‘:—-'

L’expression de Y, sera donc

. 15A b by
li—,éElaas[y_asm b(zshocb—t—bocchab)shocy—i— labCha]]

; ol S Um , ’
Si 'on multiplie par sin—— et quon fasse la somme des résultats en

donnant a ¢ les valeurs impaires 1, 3, 5, ..., on aura w qui peut
s’écrire

15A

b T2
W= > {Elact [y— 2sl12ab(25hab+ boachab)shay -+ bychay] sm—-

R - 2 b : : ; -
2L sinlZX T2 2) <2shm£—}—ét—7r chl—ﬂé>5hﬂ+bl
a a a a

./<a2+ba>

(’est expression du déplacement vertical d’un point 2, y dua feuillet
moyen z =.0.

Calculons maintenant le développement que donne la méthode de
Navier.

Le calcul du coefficient A;; donne

(—1)/t'15.2A0

A= 2 TN
4EIlJTE6< = ‘2,,)

et par suite

JTy 15Ab.2 (=02t oy
Y“"—EA” s b — LELixn® 2 Naz J? bl e

Si nous tenons compte de ce que Y, = Y,;, nous avons apres simpli-
fication

b T LbB) ir ; ith
4 imsh? —

et 8

a
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56 E. ESTANAVE.

Nous avons ainsi au moyen de transcendantes I'expression de la série
qui figure dans le premier membre.

23. Sommation de la série. — Mais arrivons directement a cette
sommation. .
: c S bi =
Posons, pour simplifier I’écriture, — =m, =~ =
a b
= N : (—1)
—1 . Jm B —1 o
E e sm'/—'—‘)—/ s’écrira  — b‘z ———— = Sinj 2.
T b Jlm+ 1)
i=1J\ -3 = > i

Calculons donc la suite

n=—aw
R R
2‘ ————=sinna.
n(a*-+ n*)?
=1
On sait que I'on a
g% . sinzx  sindz sinnx
— —=sinx — = — (=)
) 2 3 n
Posons
x sinz sinax S N sinna
= e —_— ) — -
Y= oa 1(a*+1%)  2(a*-+ 2?) n(a®-+ n*) i
on a
2 q3 2 Q11 = 2q3 oy
. 1’sina 2?sinax Fog o d Ry nisinnw Sy
n(a*+ n?) y

Y T @1 a(air oY)

par suite

T sinx sinaax
a‘) W
Ve grtes s

I 2

Le second membre est nul d’apres le développement de %
Donc y est I'intégrale de I’équation différentielle
J,//_ (lﬂ‘)/ —o,

intégrale qui est
Yy =Ae*® 4 Be 47,
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Déterminons les constantes A et B. Or y est nul pour x = o, on doit
donc avoir A = — B, d’ou

o —Alfezs—tcaty ou y — 2 A shax.

Rourw — =,

E

I

— d’ou n— .

2a* 4a* shar
et par suite
. w shoz T edte— o e
~%a shaxr 2a? ¢vF — g—am

Cela étant, considérons la série

x sinx sin2x sinnx

Gz ol _ - == 50 e
2a? 1(a*+ 12)? 2(a®+ 2%)? i n(a*—+ n*)?

dont nous voulons effectuer la sommation. On a

RSN 2?sinax i n*sinnz
C T (@12 2(a+ 22)? i n(a®-+ n?)? e
on tire
7 sinx sin2x sinnax
ﬂQY—Z”:—— G — ) —
A 2 1(a2—f—12)+2(a?+2?)+ e n(a*-+ n2)+ 4

mais on a vu que

sinx sinax sin3x sinnx . x
— 5 2 2 BN ) _"'+(_I)n
a*+1%  2(a*+2?)  3(a*-+ 3?)

n(a*—+ n?) =7 2a%
A . €X e

c’est-i-dire A (¢*” — ") -— —- Donc la valeur de la série que nous
nous proposons de calculer sera celle de I'intégrale de 'équation

€ X

Al —1"'= - + A(e** —e~?) — —,

2 2a
¢quation linéaire dusecond ordre, & coefficients constants, avec second
membre.

Posons

on a
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I'équation devient

i)
vl —atu= e — e,
qui intégrée donne pour u
97 Az LA
U:Beax_)__ Ce~ax____‘__',__ (em—l—e'“x)—f—[—(e“x—e—m).
2at 2a bLa?

Remarquons que u s’annule en méme temps que x, donc B + C = o
et u peut s’écrire
T Ax

A
u— B eax — g—ax) __ — T (eax e—ax — (eax __ g—ax),
g ( ) 2a* 2a ( 73 S5 ha ( )

Pour déterminer la constante B, faisons « = = el remarquons que u
est nul, nous aurons

B—

1 < T2 e%T - g—aT 3 )

€T ¢—aT \ [ g3 ¢aT _ g—ak Sat, 2

el par suite on a pour valeur de «

Sl eax s e—ax 7_1-2 eaﬁ_‘_ e—an T 7 T e(lx + e“(l‘l' y
= et — e—aT \ [[q? gaT _ g—am o O ol E?{é AT __ o aT’

mais, d’apres sa définition,

e
[2 —————"E ( ) smnr

n(a*+ n?)?

Reprenons dans cette identité les variables primitives y et 7, nous
aurons

— 1)+ :
(zz ) = Qsinlr}/
j /<_=;+'2—z>
iny
i b x 5 ; ch —~
:7106.3 -2.1—~———~. <2shﬂ—+—inéch-—mb>shﬂ+ﬂ L
4 b1 T shzwb a a a a a llL[)

a

qui est la formule que nous avons déja trouvée par simple identifica-
tionde Y;etY,;.
La question se présente ainsi sous deux faces. Si I'on tient compte

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 40 4 -4



DE L’EQUILIBRE ELASTIQUE D’ UNE PLAQUE RECTANGULAIRE MINCE. 5()

des conclusions de la premiere partie de ce travail, ¢’est-a-dire de
I'identité de Y, et de Y,;, on arrive i la valeur de certains développe-
ments en séries. Si, au contraire, I'on effectue directement la som-
mation de ces séries, on établit pour le cas examiné cette identité.

24. Application. — En supposant la plaque carrée, calculons le
déplacement du centre de la plaque lorsque la pression est fonction
linéaire de y.

On a, pour Y;, I'expression dans le cas général

T b aby ]
X — TElas [y-— Sl b(ZShOCl)—i— boachab)shay + mcha‘;_ ]
faisons y = g, a = b, on aura
V== ———~5A ff R ] (2911; imchi )&h AL cl i
4EInS: sh®im ™ imehin)sh-7 + ashiz ' 3

: el LU E
Calculons les deux premiers termes de la série 2 Y;sin—= corres-

pondant aux valeurs ¢ =1, /= 3. La valeur de w sera, en se bornant

a ces termes,
w—=Y, —Y,.
Or

o m
——ch =
ashmw 5

h 15Aat a I T
o=t [1— ——— (2shm +mehm)sh - +
sh?z 2

LEITS o

T ’ Dol
En remplagant shz, chr, shg parles valeurs trouvées précédemment
on a

. bis T
— ——(ashn+ mch7)sh— = —1,097, ey Gl
Shz’n'( ] = ) 2 o a2shr 2

La valeur de Y, sera par suite, en posant
a
P=A-,
2

qui représente la valeur de la charge le long de la ligne y = %

15Pa*

Y1 [lh

—5 0,314,
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On a de méme

15Pa* 1

Js 3n Iz
‘:i-/JE[ﬁ5§;"I l J-

! 3
— m(zsh3n+3“ch3n)sh—2~ s pm Rl

. 3m 3m ;
Enremplacant sh3w, ch3=, sh == ch ~— pat leurs valeurs on obtient

(zsll?>7r+37‘:011371:)shg—tL =—0,12), ‘-—»3—7;Tﬂc13ﬁ
2 ash3r 2

1]
sh?3x

= 0,002,

La valeur de Y, sera par suile

15Pa* 0,917 15 P a* /
o e oty e
Ll e N L T
et la valeur du déplacement sera
W= ﬁ_Pa'*O 311
T

1

Nous voyons ainsi que la valeur de la fleche est sensiblement la
méme que si la plaque était uniformément pressée avec la charge P
que supporte 'horizontale menée par le centre, charge moyenne.

CHAPITRE II.

CALCUL DES DEUX DEVELOPPEMENTS DANS LE CAS OU LA CHARGE
EST UNIFORMEMENT REPARTIE SUR LA PLAQUE.

95. Examinons maintenant, comme I’a fait Navier, le cas ou la
charge est uniformément répartie, c¢’est-a-dire ot p a une valeur con-
stante. Ces conditions se présentent dans la pratique, par exemple pour
le fond horizontal d’'un vase de section rectangulaire contenant un
liquide, ce fond ne faisant pas corps avec le vase, mais étant constitué
par une plaque reposant sur une saillie du pourtour.
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La pression p sur un élément o sera chd, A désignant la hauteur du
liquide, d son poids spécifique.

La solution particuliere ¢,(y) de I'équation différentielle du qua-
trieme ordre qui donne Y, sera dans ce cas une constante

b
-

o o 1B
Ql())—aElaa; ou

N
b2

en posant, pour abréger I'écriture,

-
15p

17 4Ela

Les valeurs des constantes A;, B;, C; D; s’expriment en fonction
de ¢;(y) et ont pour valear

ky o
- =,
oas 2

ERE e S

o’

ky o*(1—chabd)

o ki 1—chab) (ba?—2ashabd)

‘) \':—:‘ =
20 shobd B 20 sh2a b ?

d’ou 'expression de Y,

- s ) o
Y‘i:/\—; 1_|_.(I Cho(l))(bo( QOCSIIO(Z))

o 2008h2a b

(1 —
—i—y[gsho:y+_——(] Chab)l y]:

2ashab

shay — chay

6 ne o s 0 S0
En multipliant par sin —= et faisant la somme en donnant a 7 les

valeurs impaires 1, 3, 5, ..., on aura w.

Cela étant, calculons le coefficient A;; de Navier et, par suite, Y,,.
L’identification avec Y; va nous conduire 4 la sommation d’une série
un peu différente de celle que nous avons rencontrée dans le Chapitre
précédent.

On a

3

£ 2 10 LI
A,'j._% T6FI a( /z>zpf smozxdxf sm—— dy.
P

Les deux intégrales qui figurent dans le second nombre sont nulles
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2 et ; . 2a 20 ; 5a c
pour z ou ; pairs et ¢gales & —, == pour et/ impairs, seules valeurs
IT JT

que nous considérerons en les désignant par 7, J.

Alors
W s 4 /\"1 I
A am’ 0 g 7
a? bH?
et par suite on a
o
sind
Y“HEAL,sm ——j 2"

4 a? b2

D’ou, en identifiant Y, et Y,,, la relation

it
sin LAL

5

T
= ‘gl‘Jr—ShOC‘)/

b (1—chab)(a*b—a2ashabd)
5 s
G5

2ash?ab

— chay

2

a?(1—chabd)])
20shab |

o4
—|—y[;sho¢y+choey

quidonne la sommation de la série.

26. Sommation de la série. — Nous allons maintenant chercher
a sommer directement cette série, et en retrouvant la valeur ci-dessus
nous démontrerons que Y; etY,, sont identiques terme & terme.
Posons, pour abréger,

bi T
_(—l— :m, & Pl _b‘}:.
La somme
st————g‘y el
ey m A sinj ¢ ;
- <z_2 = J—2>2 s’éerit b E %—/(rng—%f)?
7 % b2 J

Nous avons déja calculé dans le Chapitre I :

o (— 1)/sm/x
}*J(m + /27
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En explicitant on reconnait immédiatement que
1 singe - v (apEeinge ]| siny' @
2, 2 [;](mz—i—ﬁ)2 Z J(mi4 2 ) —ZJ"(W-FJ”)“
7 7

J prenant des valeurs 1, 2, 3, 4, 5, ... et)’ seulement les valeurs im-
paires 1, 3, 5,.... Pour calculer la série qui figure dans le second
membre nous sommes conduits & calculer la valeur de la suite

2 sinj
- j (M j*)?
7
En posant
- _Z sm/x
Jemr )
on a
8 sin/ — T
e N iy don z,,_,ngzz_z_jﬁzi_i
2

il ST y’
En intégrant cetfe équation et en déterminant les constantes d’inté-
gration comme on I’a déja indiqué, on a, pour z, Pexpression

o — 7 T
2 m? am?shmn

shm(x — m).

Sil'on désigne par « la suite
2 sinj
- (mi =+ )"
7

L $1 Jisinjx
T (P mP)Y

on aura

et, par suite, u sera I'intégrale générale de I’équation linéaire a coef-
ficienls constants :

= sm/x
—u'+mPu=—= 2 =z
J(’n‘ S
ou
xr—T T
(1) u'— mPu = — - shm(x —m).
9 m? am*shmmr

L’intégrale de cette équation sans second membre est

i— el =R o
E. 9
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En déterminant 'intégrale de I'équation non dépourvue de son second
membre par la méthode de la variation des constantes, on trouve ainsi :

1 T
A=A 4—m~3-f(x—7:)«9‘"”‘(133—« mf@""xshm(m—ﬁ)dx,

I 7 T
e —m)em™* de + ————— | em® shm(z — 7)de.
g 4m3j o = Lm3 shmnf ( ™)

En effectuant ces quadratures et en remplacant A et B par leurs valeurs
on a, pour I'intégrale générale de I’équation (1),

T—x

. - — xchm(z—r).
2m* 8m*shmmr

oo
shumle=t)— GmPshmn

ll:,:\16”’x—i—Ble""x—i—

Déterminons les constantes A,, B, en écrivant que u est nul pour x = o
et ¢ = . On trouve ainsi

N am?m 4+ 3rwe~""shmn
1: )

16m* sh*mn

B amim -+ 3mwem shmm
Lo 16m*sh2mr

En portant dans la valeur de « nous aurons, apres réduction,

T—a
— +shma |
2 mb

mim nwchmm >
(==

4Lm*sh®mr am*shmmn

™
—~Wchmx—-— xzchm(x —r);

4Gm3shmn

sin[x
J(m? )

c¢’est I'expression dez
i
On a trouvé précédemment

Eg—l)f sinjz B e B chmm + 2shmn nx chmax
= j(mi4;2)2 T amb : hm*sh*mm 4m? shmr
i

En portant dans la relation (2) les valeurs de ces séries, on a

N -sinj'x i3 n(i—chmz)(mm —2shmn T
27‘2]—"2?:/ ; +-shmax ( >(4 = 5 - chma
=i/ (m?*4- %) 4m 2 X hm*sh®mr Lm*
i
Tmx SEET 1—chmn+shm
R i LA T
2 X 4m* shmm g
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et en revenant aux variables primitives m= = «b, mx = oy on a pour
valeur de cette série

i +(I—Chab)(0€2b~2dshab)

[t b 1 So T shoy —chay
o a?(1—chab)
-I—y[; shay + e chocy]é,

si 'on multiplie par 6* on a I'expression de la série

L1t

J Y

by b
L (T AN
i <;; =5 ";,?)
que 'on se proposait de calculer. Cette expression est celle que nous

avons trouvée par identification. Ce qui démontre a nouveau que Y, est
identique & Y,;.

sin

CHAPITRE TIL

27. Cas ot la pression p est représentée par un polynome. — Dans un
Travail que je me bornerai ici & indiquer a cause des longs développe-
ments de calcul qu’il nécessite, j’ai cherché a calculer Y, et Y,,lorsque
la pression p est représentée par un polynome. J’ai choisi pour sim-
plifier un polynome de degré 2p —+ 1, impair en y.

Comme je I'ai indiqué dans ces conditions 9;(0) = o, 9;(0) = o et
j’ai montré directement l'identité terme a terme de Y; et Y, ;.

Le calcul des coefficients A;; de Navier a nécessité le calcul d’inté-

grales définies du type
b .
s ey 9
Hq__fo yrsin LT gy,

Tai pu trouver directement 'expression générale de ces intégrales
définies.
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En supposant, comme cela est démontré au premier Chapitre, que Y,
et Y,; sont identiques, j’ai pu obtenir la sommation de la série

(__ I)f sin /_TU_/
N b
Gap+1— Y INEN
prt (L S
i dl ¥ <a2 = bz)

Pour exposer la méthode que j’ai suivie, j’examinerai seulement ici
le cas ol p est du troisieme degré en y.
Soit
P=asy +ay.
La solution particuliere ¢,(y) de I’équation différentielle
Y — 202 Y]+ atY; = kp, .
en posant

3] ¢ dna
= ml SIHTCZZ',

sera du méme degré que p.

Posons done
¢i () = k(b3 >+ b1y),

en substituant etidentifiant on reconnait que les coefficients 6,, &, ont
pour valeur '

par suite
; — s s al @3
@L(y)——/f[wy + (w« +2.31 a6>y]-
En tenant compte que ¢;(0) = o, 9;(0) = o nous pouvons calculer
les coefficients A;, D;; quant & B, C; ils sont nuls. On a, par suite,

/{ = . 2
bo;(b)chab cpl(b)(gozshotb—l—boc chab)shay
2ash’ab

Y —a: Ly

- o® 0;(b) — 07 (b)

2ashab Fichay

Pour démontrer que Y, et Y,; sontidentiques, il suffit de remarquer
que ces expressions sont linéaires et homogenes par rapport aux coeffi-
cients a,, a,. Nous allons chercher le coefficient de @, dans Y, et
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dans Y,;. Le calcul a été déja fait pour a, lorsque I'on a supposé que
la fonction p était représentée par p = Ay.

Le coefficient de a, dans ¢,(y) sera /t<%—:—+—2‘3!0%>, dans ¢,(b)
Ic<b +2.31 = >, dans ¢;(b) ce sera £3! ﬁ

Donc le coefﬁment de a, dans Y; sera, au facteur £ pres,

3 b chabd
et = ———
e +[3'a‘ 2ashiad 02
b b sheoy
<78 2 2 emt U
) < =T 30 )(zasllab+ba Ch“b)zogsh%cb

L LA h
2oshad e a}/
Cela posé, cherchons maintenant le coefficient de @, dans Y,, défini

parZA,J st ket
Ce coefﬁment sera évidemment

2k H, . JTy
bt E 2 Uik i B
T Ne T

' o :
en désignant par H, l’intégrale/ 7 sinﬂbldy qui a pour valeur
0

Ly B0
o <3! 7 75>

En remplacant, nous avons pour coefficient de a, dans Y,;, au
facteur £ pres,

g b (— 1)/ sin ——/zy » b (—1)/sin ‘—~/Z’y
(2) e e e
I e B A G R s

En égalant les expressions (1) et (2) nous obtenons la sommation de
la série
JTY

b

ﬁ’
" (@ 1)

car la série o, a été déja calculée précédemment.

(~— 1)/ sin
T
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En remplacant o, par son expression dans I'égalité de (1) et (2) nous
avons la relation

1)Jsm/ g

:
ZTW

b2

L Ve e h > i
e <b<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>