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PREFACE.

Les mathématiques sont la premiére de toutes les sciences ;
basdes sur des principes vrais, invariables, les temps, les ré-
volutions physiques ou politiques, les caprices des hommes ,
sont impuissans pour leur faire subir 1a moindre altération, le
plus léger changement ; celte science, en un mot,la seule vérita-
blement digne de ce nom, est comme une émanation de la su-
blime intelligence quia bien voulu en révéler les secrets d ses
créalures.

Parmni les diverses branches dont se composent les mathéma-
tiques, celle du calcul simple est la plus répandue , par la rai-
son quelle est 1a plus usuelle ; et, toutefois, il est peu de gens
qui Ja possedent a fond : les bons arithméticiens ne sont pas trés
communs.

Les géometres sont bien plus rares encore, et, cependant la
science qui contient des méthodes infaillibles pour se rendre
un comple exact de I'étendue des surfaces, du volume des
corps, qui fournit les moyens d’apprécier Ie poids des masses
les plus énormes, méme celui des sphéres qui circulent dans les
espaces célestes, qui enseigne & mesurer les distances inacces-
sibles.... la géométrie nest-clle pas la plus. altrayanie de tou-
tes les connaissances humaines ?

Considdrée sous le rapport des arts que nécessitent les besoine
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vj PREFACE.

et 1a jouissance de la vie, lascience de I’étendue renferme im-
plicitement les théories du plus grand nombre ; pour étre ma-
con, charpenticr, serrurier, tailleur de pierre , mécanicien,
arpenteur, menuisier, tourneur... il faut posséder par instinct,
par pratique ou par théorie, au moins les principes de la géo-
métrie élémentaire. C’est ce qu'on a si bien compris dans ces
derniers temps, que de tous cOtés on voit surgir des écoles de
géomélrie appliquée aux arts ; mais dans la plupart de ces éco-
les, on n’enseigne que les procédés de la science, sans les ac-
compagner de démonstrations; de 1a vient que les jeunes gensqui
sortent de ces écoles ne sont et ne peuvent étre toute leur vie
que des routiniers, incapables de faire un pas au dela des limites
du peu de connaissances qu’ils ont acquises pourainsi dire ma-
chinalement ; si malheureusement il leur arrive de perdre le
souvenir d’un procédé qu’ils ont appris et accepté en aveugles,
il leur est impossible de le retrouver par la force du raisonne-
ment, il faut qu’ils aient recours aux livres dans lesquels sont
exposées sans discussion les diverses manieres d’opérer.

Dans une aulre classe de traités de géométrie, on péehe par
unexces contraire ; les développemens et les preuves des théo-
ries y sont poussés jusqu’aux scrupules les plusminutieux, rien
1west accepté sans examen, pas méme les véritésles plus évidentes,
et, par exemple, on y prouve que le contour d’une figure qui en
enveloppe une autre surpasse le contour de celle-ci. Ces ouvra-
ges, au reste, sont trés savans , trés bien faits , mais ils ne con-
viennent qu’aux personnes qui ont le loisir et les moyens de se
livrer 4 de longues et profondes études.

Les élémens que I'on offre ici au public sont destinés & tenir
le milieu entre ces traités de 'ordre le plus élevé el les mo-
destes petits livres ott Pon se contente d’exposer purement et
stmplement certaines méthodes, certaines opérations pour arri-
ver & tel ou tel résultat, '
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PREFACE, vij

Nos élémens de géométrie populaire ont été rédigés avec toute
la simplicité possible, dans I’intention de les rendre conformes
au titre qu’on leur a donné.Onn’y trouvera donc point de ces dé-
monstrations savantes, minutieuses, renforcées de calculs longs -
et fatigants; dans nos raisonnemens, nous nous sommes fait
aussi populaire, aussi vulgaire que possible; il nous arrive
souvent de conclure la vérité d’une proposition d’aprés la sim-
ple inspection d’une figure : de ce nombre est le théoréme que
la somme des trois angles d'un triangle équivaut a celle de deux
angles droits; il en est semblablement de la démonstration du
carré de 'hypoténuse, il ne faut que regarder attentivement la
figure pendant quelques minutes pour élre intimement con-
vaincu des propriétés de ce théoréme fondamental de la géom¢é-
irie; dans la démonstration de la solidité de la pyramide, ona
préféré la méthode de Sanderson comme heancoup plus sim-
ple que celle qui se déduit de la trisection du prisme triangu-
laire.

Enfin, nous démontrons & P'aide de cartes a jouer, de car-
tons taillés convenablement, que des parallélogrammes, des
triangles de méme base ¢t de méme hauteur, sont équivalens;
que des prismes, des pyramides, des cones qui ont méine
bauteur et des bases équivalentes, sont égaux en solidité.........
Nous faisons un fréquent usage de la méthode des infiniment
pelits!.... Quel est le mathématicien qui peut s’en dispenser
quelque savant qu’il soit?

On fera bien de consuller le petit vocabulaire qui commence
alapage vir. Le lecteur trouvera a la fin du volume un errata
dans lequel on a signalé quelques fautes quisont passées ina-
percues dans le cours de Vimpression.

e Do O
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VOCABULAIRE

CONTENANT L'ETYMOLOGIE, LA DEFINITION ET L'EXPELICATION DES MOTS TECH-
NIQUES USITES DANS LES TRAITES ELEMENTAIRES DE GEOMETRIE (1).

AcvTancen, lat. acutus, pointu,
venant de acas, aigaille, et angu-
lus , angle. Se dit d'un trian -
gle ou d'un polyédre dont tous les
angles sont aigus.

Apsacenr, lal. adjacens . de ad ,
aupres. jacens, couché: placé lout
prés. Une ligne est adjacente i
deux angles lorsqu'elle forme &
ses extrémités un des cOtés de ces
angles : le cdt¢ AB (fig. 7) est ad-
jacent aux angles A et B.

Axcu, lat. acatus, pointu, ve-
nant du grec akis, pointe; un an-
gle linéaire ou plan est aigu quand
il est moindre qu'un droit.

AIrE, lat. area, plancher ou ter-
rain uni sur lequel oun bat le blé;
ce mot est synonyme de surface.

Ancre, du latin angalus, dérivé
du grec angkulos, crochu, cour-
bé: c’est I'espace compris entre
deux plans qui se rencontrent :
BAC (fig. 2) est un angle.

AroTneme, gr, apo, loin, tithémi,
amener, On appelle de ce nom
la perpendiculaire abaissée du
centre d'un polygone régulier sur

Pun de ses cOlés: telle est og
(fig. 81).

Arc, Iat. arcus, d'arceré, écar-
ter, repousser.

Ce mot, primitivement, était le
nom d'une arme de jets par imi-
tation, on a donné ce nom & unc
sectien quelconque de la circon-
{érence du cercle.

Artre, lat. arista, barbe ou
pointe de I'épi ‘du blé; on donne
quelquelois ce nom aux c6tés d'un
polytdre.

Axg, gr. axin, essica. En ma-
thémaligues, c'est la ligne imagi-
naire sur laquelle un corps tel
qu'une pyramide, un cylindre, un
cdne, une sphére est censé tour-
nery Paxe passe toujours par le
centre du solide; ses extrémités
sappellent poles...: I'axe du cercle
est la perpendiculaire 4 son plan
qui passe par son centre.

Axionme, gr. axidma, dignité, au-
torité, d’axios, digne, estimable
axiome est une proposition digne
d'étre recue sans ¢xamen, sans dé-
monslration,

(1) Les étymologics de la plupart des mots techniques dont les mathémaciens font
usage sont grecques, mais it est plusiears de ces étymologies qui manquent de préei-

sion; ainsi trapeze vient de tddrapeza, Lable & quatre picds 3 cette étymologic conviendrait

tout aussi bien. & unc toble reclangulaire dont la figure cependant ne serait point

celle d'un trapeéze.

S0TEV 44



VOCABULALRE.

Basg, gr. basiz, de baind, je mar-
che, je suis appuyé sur... On
donne ce nom aua coté d’un poly-
gone sar lequel il est censé se le-
nir debout , ou A la face d’un cy-
lindre, d'un céne sar laquelle il
est assis,

Cavorre, lat. calantica, coiflfure
sans rebords ; partic de la surface
de la sphére bornée par un cercle.

Carante, lat. capax, qui a la
meéme signification; venant de ca-
pere, prendre, contenir; faire un
angle capable d'un arc donné,
c'est-d-dire tracer un angle dont
Pouverture puisse comprendre cet
are.

Gapacrrt, lat. capacitas, venant
de capere, prendre, contenir la
capacité esl donce la faculte de
pouvoir recevoir, contenir teile on
telle chose....

Cewree, gr. kentron, un point,
dérivé de kented, je pique; point
imaginaire qui marque le milieu
d’un cercle, d'un polygone , d'un
polyédre, d'une sphére,

Cercrg, lat, circalus , diminutif
de circus, pris du grec kirfes,
tour, contour, cercle; figure limi-
tée par une ligne courbe fermnde
dont tous les poinls sonl égale-
ment ¢éloignés d'un auire point
quon appelle le centre (fig. 1).

Cuacun a cnacon, se dit des ¢b-
tés de deux polygones gui sont
semblablement placés dans P'une
et dans l'autre figure ; on dit, dans
le méme sens, que les faces de
deux polytdres sont semblables,
¢gales chacune & chacuane.

Craconrirence, lat. eircam , au-
tour, ferens, quiporie, de ferre,
porter; ligne qui enferme un cer-
rle.‘... Ce mot est synonyme de
périmeétre, contour,...

Circonscanrr, at. eircum, autour,
seriptus, cerit, tracé, de seribere,
derire; se dit dun polygone qui

I
entoure un cerele, ou d'un polye-
dre qui enveloppe une sphére....

Covonne, gr. hkoldn, os de I
jambe ; se dit de Pensemble d'un
certain nombre de lettres, de chit-
fres, de prismes.... placés régulié-
rement les uns au-dessus des au-
tres.

CommeNsuRABLES , lat. cum, avec,
mensura , mesure ; qui ont ou qui
peuvent avoir une commune me-
sure. .

Coxncave, du dialecte grec éoli-

‘que, chavos, vide, Ce mot, dans

fnotre ianguc , est synooyme de
creux,

Cong, gr. konos, pyramide dont
la base est un cercle ct ui se ter-
mine en pointe: un éteignoir re-
présente un cdne.

Conoipe, gr. kénos, ebne, eidvs,
forme; solide qui ressemble plus
ou moins 4 un cdne.

Conract, lat. cintactus, signi-
fiant la méme chose, de cum, avec,
tactus , attouchement, venant de
tangere, toucher; le point ou deux
cylindres , deux sphéres se tou-
chenlt.

Convexe , lat. convexus, venant
de convehere, réunir, amonceler; il
signific le contraire de concave : Ia
surface d'une calotte sphérique est
convexe; par extension, on donne
ce nom 4 {a surface latérale d’'un
cylindre, d’un cdéne, dune pyra-
mide,

Conoe, lat. chorda, venant du
grec chordé, intestin s et deli corde
de boyaux; et puis dinstrument
de musique; en géométrie, cest le
nom de la droite qui joint les ex-
trémités d'un are,

Cororuamrt , lat.  corollariem ,
conséiuence que Pou tire done
proposition qui vient d'étre de-
montrée,

Cosrs , lal. corpus, ayant Ia
wéme siznification , esl souvent
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X VOCABULAIRE.

synonyme de solide , de volume.

CoTe, lat. costa, cote ; nom de
chacune des lignes qui forment le
contour d'une figove; cdté, pris
dans un sens absolu, est le nom de
la ligtie qui mesure les deux di-
mensions d’un carré ou les trois
dimensions d'on cube; dans les
polyédres » ce mot ¢st synonyme
d’aréte.

Courer, gr. kdptein , deuxieme
aorisle de kdpein, signifiant la
méme chose,

Counse, lat. curvus, venant du
grec ¢olique kurpos, qui ala méme
signification ; ligne courbe qui ne
peut s'appliquer en tous sens sur un
plan; c’est le contraire de ladroite.

Cneux, lat, scrobs, fosse.

Cuse, gr. kubos, un dé i jouer,
polyédre composé de six carrés
¢gaux; en arithmélique, le cube
d’'un nombre, cest le produit de
ce nombre maltipli¢ deux fois par
{oi-méme : 8 est le cubede 2 =

23¢2 X2

Cycvoioe, gr. kuklos, cercle, ei-
dos, forme, figure qui approche
plus vu moins de celle du cercle.

Cyrnore, gr. kulindg, je roule;
volume décrit par un rectangle
qui tourne sur un de scs coiés; la
figure 440 représente un cylin-
dre.

Drcakore, gr. deka , dix, hedra,

base, face; polyddre de dix [aces
Dicacone, gr. deka, dix, ginia,
angle : polygone de dix ¢6tés,
Drsconare, gr. dia, par, 4 tra-
vers, et gdnia, angle; ligne qui
dans un polygene ou dans un po-
lyedre joint les sommets des an-
gles opposés non adjacents ; BC
(fig. 35) est une diagonale,
Disuirrs, gr. dia , 4 travers,
melron, mesure; ligne qui, tirée
dans un cercle el passant par le
cenlre, se lermine & la circonfi-
reuces le diamtire de la sphere

Ppasse par son centre et se lermine
a sa surface,

Diiore, gr. dis, deux, hédra,
base ; angle digdre, qui est forme
par deux plans qui se vencontrent
oun qui se coupent.

Douvkcatore, gr. dodeka, douze,
hedra, base; polytdre & douze fa-
ces. :

Dobitcacose, gr. dodeka. douze.
gdnia, angle; polygoue de douze
angles et de douze cOtés.

Drorr, Drorre, lat. directus, si-
gnifiant la méme chose; angle
droit dont les cdlés (fig. 3) BC,
DG sont perpendiculaires 'un sur
I'autre.

Pyramide, cylindre, cdne droits,

- solides dont l'axe est perpendicu-

lairve sur le milieu de leur basc : la
figare 3 représente un cone droit.

Fruwse, gr. elleipsis, défaut: du
verbe leipd, je manque; cercle
plus ou moins allongé. Ce mot
est synonyme d'ovale; Dellipse a
deux centres {foyers) et ‘?'eux dia-
metres. )

Ennkacone, gr. ennde, neuf, gd-
nia, angle ; polygone de neuf c6-
tés,

Equateur, aquator, quicoupe en
deux moitiés, fait d'equare; cerele
de la sphere dont le planpasse par
son centre et dont I'axe etles poles
sont les mémes que ccux de la
sphere.

Eouiances, lat. wquus, égal, an-
gulus, angle; polygone dont tous
les angles sont égaux,

Loumistant , lat. equé, égale-
meut, distans, ¢loigné de: qui est
a égale distance de deux objets,

EquinarinaL, equas, égal, latus,
¢olé ;s polygone dont tous les coics
sonl ¢gaus,

LourvaLest , lat, (e(/ue' s égnlc—
menlt, valens, valant ; (lui vaul au-
tant : deus figures sont ¢quivalen-
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VOCABULAIRE.

tes quand elles sonl ¢gales en sar-
face ; vn cercle, par exemple, peut
étre équivalent & un triangle ; deux
pulyedres sont équivalents lors-
quils ont des solidités égales il
se peut.done qu’un cube soit équi-
valent i un cdue, i unc spherc.

Eseace, lat, spatium, fait du grec
¢alique spadion, mesure détermi-
nées élendue comprise entre des
lignes ou des plans.

Erymorocte, gr. dtumos, vrai,
logos, mot ; vrai sens d’un mot,

Fricue, de allemand flitz, qui
a la méme signification; partie du
rayon du cercle comprise entre
Tarc et la corde que ce rayon
coupe en deux parties égales : gG
(ig- 81) est une fleche.

Fuseau, lat. fusus, brochesur la-
quelle on roule le fil qu'on forme
avee la quenouille 5 partic de la
saurface de la sphere comprise en-
tre deux demi-grands cercles qui se
coupent surun diametre commun :
ABCD (lig. 125) est un fuseau.

GroMETRIE, gr. 8¢, terre, metron,
mesure.

Heprakore, gr. hepta, sept, he-
dra | base, face; polytdre de sept
faces,

_Hepracons, gr, hepta, sept, gd-
nig, angle; polygone de sept an-
gles et de sept cotés.

Hexakore, gr. ex, six, hedra, fa-
ce; polytdre de six faces,

Hexacone, gr. ex, six, cdnia,
angle ; polygone de six angles.

HoMoLosus, gr. fiomos, sembla-
ble, logos, appellation ; sc dit des
¢dtés de deux fignres semblables,
lesquels sont opposés & des angles
¢gaux dans V'une et Vaulre figure.

ll.won'musr:, ar. /lll/)O, sous, lot-
no, je tends s nom que Pon donne
aw ¢Oté du triangle vectangle (ui
est oppost & langle dronw : AC
(fig. 14) est une hypo!énuse.

Xj

Ryeornise, gr. kupo , sous, the-
sis, position. Ce mot équivaut a
celui de supposttion.

Icosatonre, gr. ethosi, vingt, he-
dra, siége, base; polyedre de
vingt faces.

IncommessurasLes, lat. ¢n, nega-
if, cam, avee, mensura, mesure ;
qui n’ont poiut de mesure com-
mune.

Inscnir, lat. in, dans, scriptus,
écril, de scribere, écrive; se dit
d’une figare ui est formée dans
I'intérieur d’une autre et qui la
touche en certains poiats,

Intercerrer, lat. inter, entre,
capere, prendre; se dit de deonx
lignes ou de deux plans qui com-
prennent enlre cux d’auntres lignes,
d’antres plans : ainsi l'on dit que
deux paralltles qui coupent une
circon{érence interceplent cnlre
clles des aves égaux, ne 76,

IsTERSECTION, lat. (nter, cutre,
sectio, duverbe secare, couper: se
dit de lignes ou de plans qui se
coupent réciproquement.

Inverse. lat. inwersus, participe
passé de invertere, rcetourner, ren-
verser en sens coutraire; se dit de
deux figures ou de deux polytdres
égaux qui sont placés en sens con-
traire : deux triangles égaux sont
Pinverse 'un de Yaulre lorsquiils
sont opposés par leurs bases ct
que leurs cdiés homologues ont
des directions en sens conlraire.

Isopirimivrre, gr. isos, egal, pere,
autour, métron, mesure ; figures
dont les contours sont ¢quiva-
lents.

) lsockLe , gr. isos, égal, shélos,
jambe s se dit des triangles dont
deux des trois ¢dtés sont égaux.

Levwe , gr. lemma, de lébs, je
prends ;s cxposition  préliminaire
d'une vérite pour arriver & la dé-
woustralion  d'un théoréme ou i
li solution d'un probléme.
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Lacne, gr. linon, lin; fil de lin,
Voir page 2.

Losaxcg, gr. lowos , oblique, et
du lat. angelus, angle; parallélo-
gramme équilatéral dont deux an-
gles sont aigns ¢l les deux autres
oblus {fig. 32).

Maruisarioues , gr. mathema,
venant de manthand, japprends;
la science par excellence.

Osp7rus, lal. obtusus, émoassé,
participe pass¢ de obtundere, ve-
trancher; se¢ dit d'un angle plus
grand quun droit : tel est BCE
(fig. 3).

Obtusangle , riangle qui a ue
angle obtus.

Ocratore, gr. oktd, huit, hedra,
base; polyidre qui a huit faces.

Ocrosoxt, gr. okid, huil, gdnia,
angle ; polygone de hait angles et
de Luit cotés,

Parariiie, gr. parallélos, de
para,lelong de,allélos, 'unlautre,
¢galement distans Pun de lautre :
deuxtlignes, deux plans sontparatle-
les Jorsquils ne peuvent jamais se
rencontrer, quoique prolongés i
Vinfini : les lignes AB, CGD... (fig.
21) sout paralléles.

Panavviskpipkoe, gr. parallélos,
parallile, dpi, autour, pédion, plai-
ne, pied; volume ousolide & six fa-
ces qui sont égales et paralltles
deax a deux (fig. 97),

PararLeLocuamue, gr. parallélos,
parallele, gramma, ligne; figure de
quatre cOtés dont ceux qui sont
oppostés soul égaux el paralléles
(lig- 31).

Penrakone, gr. penle, cing, le-
dra, base: polyedre qui a cing fa-
ces,

PexracoNe, gr. pente, cing, go-
nia, angles puly:,;onc de cing an-
gles et de cing cdtds,

DeNrEpLeaGOSE, gt penlé, cing,

VOCADULAIRE.

§ v odte H
deka, dix, goned, angle; pulygone

de quinze coles,

PirimizTre, gr. peri, anlonur, me-
tron, mesure. Ce mol est syno-
nyme de circonférence, de con-
tour,

Prnvesvrcurarme, lat, perpendica-
laris, de per, & travers, pendens,
qui pend; une ligne est perpen-
diculaire sur une ligne on sur un
plan lorsquelle ne penche d'aucun
cdlé et quielle forme des angles
droits sur cetle ligne ou sur ce
plan ; on dit aussi gquun plan est
perpendiculaire & une ligne ou &
un autre plan.

Pran, lat. planus, plat, uni, ve-
nant de planities, une plaine. Le
plan est une surface sur laquelie
appliquantuncligne droile en toat
sens, celte ligne se confond avec
le plan.

Poinr, lat. ponctum. Mathéma-
tiquewent parlant, le point n’a ni
largeur, ni longueur, ni ¢paisseur.

Pore, gr. polein, tourner ;
extrémités de laxe d'un cercle,
d'une sphere sur lesquelles cet ase
cst censé tourner en méme temps
que le cercle ou la sphere,

Poryivse, gr. polus, plusieurs,
hedra, base, face; angle ou solide,
composé¢ de plusieurs plans.

Porycone, gr. polus , plusieurs,
gdnia angle ; figure & plusieurs an-
gles et & plusicurs c6iés.

Prrsme , gr. prisma, de prird, je
scie, je coupe: volume lormé de
deux polygones égaux et paralleles,
ct de parallélogrammes rectangles
ou obliques; ABCD,. (ig, 986) est
un prisme,

Prosuine, gr. proballein, metive
en avant, proposer: ce mob esl
synonyme de quesiion, demande.

Prororuiosxer , lat. proportio .
met-d-mol, partic pour partie; des
fignes, des surfaces,, ., sont pro-
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VOCABULAIRE.'

portionnciles quandil y a le moine
rapporl entre la premiere et la se-
conde quentre celle-ci et la qua-
trieme : cest-d-dire que sila pre-
miere est le tiers de la seconde, la
troisitme est le tiers de la qua-
{ricme.

DPuissance, lal. poteatia, signi-
fianl la méme chose s clest le pro-
duit d'une quantité multipliée un
certain normsbre de fois par elle-
wméme , seit A une certaine uan-
tité, sa seconde puissance sera Az
= A XA, sa troisitme puissance
seraAd = A X A XA...

Pynamivs, gr. puransis, mot
égyplien qui signilie le caveau du
mort; ¢’est par imitation que les
géomiltres grees appelerent de ce
nom les polyedres qui ont pour
base un polygone, ct dont les au-
tres faces sont des triangles dont
fes plans passent par un méme
poiut: AINDBC (lig. 94) cst uue
pyramide.

Quabninatire , lal.  quatuor,
quatre, latus, lateris, ¢81é; poly-
gone de quatre cdtés,

Ravon, da lat. radius, venant
du gree rhabdos , pelit biton : gé-
néralement les rais d'une roue de
voiture; ct & cause de la ressem-
blance, toule ligne tirée dans le
cercle entre le centre et un point
quelconque de la circonférence,

RrcTaNGLE, lat. rectas, droit, an-
eulus , angle ; parallclogramme
dont les quatre angles sont droits.

Triangle rectangle, celui quia
un angle droit.

Scavrine, gr. skalenos , boiteux :
¢'cst le non adjectif des triangles
dont les trois c4tés sont inégaux,

Scuonte, gr. scholion, note, de
scholé, loisir; remarque sur une
ou plusicurs démonslrations qui
précedent,

Steants, lat, secans, coupant,
coupanle, de sccare, couper: ligne

Xiij
j ou plan gqui coupe d'antres lignes

ou d'autres plans.

Secrevr, lat. scetor, coupeur,
de secare ., couper. Le sectear cir-
culaire est une figure limitée par
deux rayons ¢t par Yarc compris
entre ces rayonss le secteur sphé-
rique est une sorte de céne dont
le sommet est au centre de la
sphire, et qui a pour base une
calolte.

Seement, lats segmentam. fait de
i secare, couper, Le segment cireu-
laire est la partie de la sarface da
cercle compris entre une corde ¢t
larc qu'elle soutend : le segment
spherique est la portion du solide
de la sphere comprise cnbre les
plans de deux cercles paralleles,

Soue, grec holos, seul. Tout
ce qui a les {rois dimensions et qui
ne renferme pas de vide, cc mot
est synonyme de velume.

Somme, lat., somma, réunion de
plusicurs choses de méme espiee
de sumere , prendre.

Sommer, lat. summitus, le hant
d'une mounlagne; par exlension on
dit le sommet d'un angle, dun
triangle, d'une pyramide, d'wn
cdne, pour indiquer le point le
plus élevé dun triangle. .. d’une
pyramide au-dessus de la base. ..

Srnkre, gr. sphaira, boule, vo-
lume déerit par la demi-circonié-
rence d'un cercle qui fait une ré-
volulion aulour e son diamotre.
La sphire est donc un solide dont
tous les points de la surface sont
a une égale distance du centre.

Sentnroive, gree sphaira, sphive,
et cidos, forme; solide dont la
forme approche de celle de la
sphere,

Surrace, lal, super, sur, facies,
face: tout ce qui alargear ct lon-
gucur; il y a plusicurs sorles de
surfaces; 40 la surface planc sur
laquelle on peutappliquer aneligne
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droite en loul sens ; 2° la surface
courbe dont le profil est une ligne
courbe; 39 la surface polyédrale,
formée d'un cerfain nombre de
plans qui se renconirent; cette
surface prend aussi le nom de cen-
vexe, lequel convient aussi i la
surface courbe.

SYMETRIQUE, grec sum, avec, mé-
tron. mesure, se dit de deux objels
égaux ou semblables qui sout pla-
césen sens contraire des deux ¢6tés
d'un autre objet; deux polyddres
oudeuxtriangles égaux quisont fox-
méslun an-dessus de l'autre, au-
dessous d’un plan, sontsymétriques
lorsque leurs bases se trouvent sur
ce méme plan,

TanceNTE, lal, tangens, qui tou-
che, de tungere, toucher, ligue ou
plan qui ne touchent la circonfs-
rence d'un cercle ou la surface de
la sphére. .. qu’en un point.

TekorkmE, gr. thedros, contem-
plateur; vérité quil fant démon-
trer; ce mot est synonyme de pro-
position, )

Tetsakvre  gr. tetra, quatre,
hédra , Dase: polyedre & quatre
faces, c'est le plus simple de tous.

FIN DU

VOCABULAIRE.

. Travize . gr. tetra, quztlrc, pesd,
pied, tetra peza, table & quatre
pieds; polygoue de quatre cdlés
dont deux sont paralleles.

TrianGLe, gr. {reis. trois, et du
lat, angulus, un angle; polygone
de trois angles et de lrois ¢dlés s il
yena de plasicurs espéces : le
triangle rectangle qui a un angle
drout, et les triangles acutangle
d’¢quiangle, équilatéral; voir ces
mots, .

TRIEDRE . gr. treis, trois, hédra,
base, plan : angle formé par trois
plans.

Tronqui, lal. truncus, parlie
d'un arbre dont on a retranchéles
branches, Pyramide ou cdne dont
on a retranché la poinle.

Vorume, lat. volumen. de volvere,
rouler, et par extension la grosseur
d’un corps; ce mot est synonyme
de solide.

ZOxe, gr, z0né, ceinture; c'est
la partic de la surface de la sphére
comprise entre deux cercles pa-
ralleles.

VOCABULAIRE,
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EXPLICGATION

DE QUELQVES SIGNES ABREVIATIFS.

Pour tenir lieu de certaines expressions qui reviennent
souvent dans les raisonnements, les mathématiciens sont
convenus de faire usage des signes que voici:

~ tient lieu du mot plus, ou qui doit étre ¢jouté avec :
5 + 3 signifie 5 plus 3 ou 8; A -+ B indique que la va-
leur ligne, angle... que représente B doit étre ajoutéeavec
celle que représente A ; - est le signe de 'addition.

— qui signifie moins est le signe de la soustraction :
les expressions 13 — 5, D — C indiquent que 5 doit étre
retranché de 13, et que la valeur représentée par D doit
étre diminuée de celle que représente C.

X est le signe dela multiplication, il tient lieu des mots
multiplié par: soit 4 X 7, lisez 4 multiplié par 7: expres-
sion G XX D indique que la quantité que représente G doit
étre multipliée par celle dont D tient la place.

= estle signe de la division, etsignifie divis par, ¢’est-
a-dire que, pourindiquer qu’un nombre ou une quantité
quelconque doit étre divisée par une autre, on écrit la
premiére au-dessus de celle-ci, et on les sépare par un
trait horizontal; ainsi, l’expression—qsl tient licu des mols
17 divis¢ par 3 ; % indique que la valeur dont A tient la
place doit étre divisée par celle que représente B.

== signifie égale, ou est égal 43 7 = 7, lisez 7 égale T;
A =B signifie que la valeur de A cst égale a celle de B.

Le signe < signifie plus grand ou plus petit, suivant sa




Xvj

position, relalivement & deux quantités que I'on compare;
son ouverture cst toujours tournée vers celle que I'on
considére comme la plus grande, ainsi :

A > Bindique que la valeur de A est supéricure ou
plus grande que celle de B ; tout au contraire I’expression
A < B signilic que la valeur de A est inférieure & celle
de B,

Sil’'un des facteurs dela multiplication était complexe,
on le meltrait entre deux parenthéses, alors il serait con-
sidéré comme une seale quantité; si I'on avait B -+ C a
mulliplier par B, on écrirait (B 4 C) X B; on agirait de
la méme manitre si les deux facteurs étaient complexes ;
ainsi, devant multiplierA 4 B— C parD - F, on écri-
rait (A -+ B — C€) X (D -+ F). Un nombre mis au-devant
d’une quantité sert de multiplicateur & cette quantité; ainst
pour indiquer qu’une ligne AB doit étre prise 3 fois, on
¢crit 3A B ; et semblablement pour désigner les deux tiers

de Pangle A, on écrit -:— A, ce qui est la méme chose

2 A

que —5—

——2

Le carré d’une ligne AB se désigne par AB; son cube
par AB ;3 le signe /7 signifie qu’il faut extraire la ra-
cine de la quantité qui estau-dessous de sa branche ho-
rizonlale, /55 estla racine carrée de 25 = 5,1/ 73
est la racine carrée de la quantité représentée par A:

3
V' 1es est la racine cubique de 125 = 5.

(Voir P Arithmétique ct le Vocabulaire, page vir.)

NOTA. Les nombres qui sont en téte des paragraphes sont les numé-
ros d'ordre 5 les nombres compris entre parenthéses qui se trouvent dans
Vintévienr des lignes indiquent les numéros d’ordre que Uon peut consul-

ter an besoin.
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ELEMENS
DE GEOMETRIE.

PREMIERE PARTIE.

DES LIGNES ET DE LEURS RAPPORTS.

1. La science dont on donne ici les élémens est, dit-
on, d’invention égyptienne; le Nil, inondant ce pays
tous les ans, change, détruit les limites des propriétés
que L'on est obligé de rétablir par des mesurages apres
la retraite des eaux.

Quoi qu'il en soit, il est bien certain que les applica-
cations des théories de lagéométrie ne se bornérent point,
méme chez les peuples les plus anciens, aux seules pra-
tiques de Parpentage : les macons, les charpentiers, les
tailleurs de pierre, furent, sans s’en douter, des géome-
tres (quon pourrait dire inspirés; mais les opérations de
Iarpentage , se faisant en grand, & ciel découvert, ceux
quiles exécuterent les premiers passérent,, aux yeux d un
vulgaire ignorant et superstitieux, pour des hommes
extraordinaires. Les mesureurs de champs eurent donc
I'honneur insigne d’imposer le nom de leur profession 4
Ja mere de toutes les sciences, LA GEOMETRIE.

2. Cette science a pour objet la mesure de Uespace
que les corps occupent ou qu'ils pewvent oceuper : car il
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2 ELEMENS

est possible de concevoir un espace limité, indépendam-
ment de Vexistence d’aucun corps; un dé a jouer, par
exemple, oceupe un certain espace dont on peut se faire
une idée, tout en se figurant que le dé n’existe pas.

3. L’espace quun corps peut occuper a les trois di-
mensions, qui sont :

La longueur, la largeur, la profondeur ou Pépaisseur.

1l peut se rencontrer des corps tels qu'un dé & jouer,
dont les trois dimensions soient égales entre elles; mais,
dans le cas contraire, on appelle longueur la plus grande,
largewr la moyenne ; et la plus courte épaisseur ou pro-
fondewr. 1 peut arriver, cependant, que celle-ci surpasse
les deux autres; tel serait le cas d'unpetit lac trés profond
dont on voudrait calculer la capacité.

4. Tous les corps ou les espaces qu’ils peuvent occu-
per ont, nécessairement, les trois dimensions.

5. Les limites des espaces qu’occupent les corps
s’appellent surfaces.

6. Les surfaces n’ont que deux dimensions , longueur
et largeur.

11 y a des surfaces diverses a I'infini.

C'est en considérant les surfaces des corps que l'on se
fait une idée de leurs formes.

7. Parmi les surfaces, on distingue celle qui est
dite plane ; toutes les autres sont plus ou moins courbes.

8. Les limites des surfaces s’appellent lignes, et les
extrémités des lignes s’appellent points.

Les lignes n’ont qu’une seule dimension, la lon-
queur.

Le point, mathématiquement parlant, n’ani longueur,
ni largeur, ni épaisseur ; et, néanmoins, il est facile de
s'en faire une idée exacte, tout immatériel qu’il est.

9. Parmi les lignes, on distingue la ligne droite et la
ligne courbe.
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DE GEOMETRIE. 3

Laligne droite est le plus court chemin pour aller
’un point & un autre ; un fil bien tendu représente gros-
sierement une ligne droite.

10. Le plan est une surface sur laquelle on peut ap-
pliquer une ligne droite en tous sens, de facon que tous
les points de cette ligne se confondent avec le plan. Une
fenille de papier bien tendue, et que Von se figurerait
sans €paisseur, donnerait une idée exacte de ce qu'il faut
entendre par un plan mathématique.

Les propriétés d’'un plan sont indépendantes de sa
grandeur et de sa figure, c’est-a-dire, qu’un plan peut
étrerond, carré, triangulaire...

11. Parmi les lignes courbes, on distingue la circonfé-
rence du cercle ABCD (fig. 1). On la définit : une
ligne dont tous les points, A,B,C,D, situés sur un méme
plan, sont également éloignés d’un autre point O, qu’on
appelle le centre.

Les lignes A0, BO, CO, D O, toutes égales entre elles,
et qui mesurent la distance des points A, B, C... au cen-
tre, s’appellent rayons du cercle ; une partie quelconque
de la circonférence se nomme are.

Les géometres congoivent la génération de la circon-
{érence de tout cercle par le mouvement d’une ligne
DO, dont lextrémité D tracerait la courbe, tandis que
cette ligne génératrice tournerait sur O Vautre point
extréme.

Dans la pratique, on trace habituellement les circon-
{érences des cercles au moyen de compas ; dans ce cas,
la longueur du rayon générateur est déterminde par
I'écartement des pointes de U'instrument.

12. Deux lignes droites qui se rencontrent forment ce
quon appelle un angle. BA C (fig. 2) est un angle.

Les lignes BA, CA, s'appellent cdtés de P'angle; le
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4 ELEMENS

point A, otiles deux coiés se rencontrent, est le sommet
de 'angle.

On distingue ordinairement un angle par trois lettres
quel’on écrit, une au sommet et les deux autres vers les
extrémités deses cotés, etl’on prononce la seconde celle
qui occupe le sommet. Ainsi, pour énoncer 'angle de la
figure 2, on dirait 'angle BA C oulangle CAB; mais, si
I'angle est isolé et qu’il ne soit pas a craindre qu’on le
confonde avec un autre, on le désigne par la lettre qui
est aupres du sommet; tel est 'angle bac qu’on pourrait
indiquer en disant simplement l'angle a.

13. La grandeur d’un angle ne dépend pas de la
longueur de ses cotés , mais bien de leur écartement ;
I'angle D AF, par exemple, est plus grand que 'angle
BAC, quoique ses cotés DA, FA, soient plus courts
que BA et CA, cotés de Vangle BAC.

t4. Deux angles sont égaux lorsque, étant placés 'un
sur Vautre, leurs cotés se confondent entiérement ; cela
se comprend sans démonstration.

15. Quand une ligne DC (fig. 3) en rencontre une
autre AB, de telle sorte qu’elle ne penche pas plus vers
Pextrémité A de cette derniére, que vers I'extrémité B ;
cette ligne DC est dite perpendiculairesur AB, et les an-
gles ACD, BCD quelle forme avec elle sont appelés
droits. '

Ces deux angles sont évidemment égaux entre eux;
on comprend encore sans difficulté , que tous les angles
droits ont la méme ouverture, attendu que leurs cotés
sont réciproquement perpendiculaires 'un sur 'autre.

Un angle plus petit qu'un droit, est dit aigu (pointu),
tel est BCF, moindre que le droit BCD.

Tout angle plus grand qu'un droit, est appelé obtus
(émoussé) ; BCE, plus grand que le droit BCD, est de ce
genre.
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16. Lasomme de tous les angles ACE, ECD, DCF,
FCB (fig. 3) que 'on peut former autour d’un point C
pris pour sommet commun et du méme c6té d'une droite
A B, équivaut toujoursh celle de deux angles droits, quel
que soit le nombre de ces angles; la seule inspection de
la figure suffit pour rendre cette vérité évidente.

17. 1l est encore évident, que toute droite, qui, comme
EC, en rencontre une autre A B, enun point quelconque,
C, et n’importe dans quelle inclinaison, forme avec celle-
ci deux angles ECA, ECB, dont la somme équivaut a
celle de deux angles droits.

18. Ta. Les angles opposés par le sommet sont égaux.

Sor. Deux lignes qui, commeA B, CD(fig. 4)se cou-
pent en un point quelconque, F, formentautour de cepoint
quatre angles qui sont opposés par le sommet deux
deux; c’est-h-dire qne AFC égale BFD, et que AFD
est égal & CF B; Vinspection de la figure suffirait pour
en étrepersuadé ; touteflois, pour s’en convainere, on fera
ce raisonnement : ’

Les angles

A¥C+ BF € = deux droits (16).

Les angles BFD -~ BFC — deux droits.

Donce

AFC 4 BFC=BFD1 BFC.

Retranchant de part et d’autre 'angle commun BFC,
il restera AFC = BFD. ‘

On prouverait de la méme maniére, quel’angle AFD
est égal i 'angle BFC.

19. Tl suit de Ja démonstration qui préctde, qu’une
perpendiculaire qui, comme CV (fig. 5), forme avec AB
deux augles droits AVC, BV C au-dessus de celle-ci , en
forme deax autres au-dessous, si on la prolonge jusqu’en
D: car ces deux nouveaux angles sont opposés par le

sommet aux deux premiers, de sorte que l'on a
BYC=AVD...
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Yot Ton conclut, que si CD est perpendiculaire sur
AB, celle-ci est aussi perpendiculaire sur CD, puisqu’elle
fait avec elle deux angles droits BV C, BV D...

20. On conclut encore de la seule inspection de la fi-
gure, que la somme de touslesangles AVE, EVC, CVG...
HVD, qui ont tous leur sommet en un méme point V,
n’est ni moindre, ni plus grande que celle de quatre
angles droits.

Les TRrIANGLES.

21. Pour limiter une surface de tous cdtés, il faut
an moins trois lignes, et la figure qui en résultes’appelle
triangle; la figure ABC (fig. 6) représente un triangle.
Cette figure, on le voit, atrois angles, et trois ¢otés qui
sont les lignes AB, BC, AC. '

22. L’ensemble de deux cdtés d'un triangle, pris &
volonté, surpasse la longueur du troisiéme coté; puisque
la ligne droite est le plus court chemin pour allel d’un
point 4 un autre (9), il est incontestable que la somme
des cotés AC, B C du triangle ABC, supasse la lon-
gueur du cdté A B, lequel mesure la distance qu’ily a
du point A au point B.

Il n’est pas moins évident quelasomme des cdtés AC,
BC du triangle ABC (fig. 6), surpasse celle des cotés
AD, BD du triangle ABD: car les deux triangles ayant
le c6té commun A B, le contour de A BD compris dans
A B C est moindre que celui de ce dernier triangle.

23. Tn. Deux triangles sont égaux quand ils ont un
angle égal compris entre deux cités égaux chacun i
chacun.

Sot. Supposons les deux triangles ABC, abe (fig. 7),
et qu'il soit accordé que le coté A C égale ac, et le edté
BC, lecoté be, et que les angles C, ¢ que comprennent
ces cotés, sont égaus.
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Si 'on porte le triangle abe sur le triangle ABC, de
maniere que le point ¢ tombe surle point C, et que le coté
ca se confonde avec CA et le coté c¢b avec CB, il est évi-
dent que le point « tombera sur le point A, et le point
b sur le point B, d’ott 1l résultera nécessairement que le
coté a b se confondra avec le c6té AB, de sorte done que
les deux triangles se recouvriront exactement, preuve
évidente de leur égalité.

Pour rendre la démonstration moins laborieuse, on
taillera deux cartons sur un méme patron ; en les placant
Pun sur Vautre, on fera comprendre, & la minute, que
les deux triangles doivent étre égaux.

24. Ta. Deux triangles sont égaux quand ils ont un
coOté égal adjacent a deux angles égaux (ou compris entre
deux angles égaux, chacun a chacun).

Sor. Supposons (fig. 7), que le c6té ab du triangle
abe, est égal au coté AB dutriangle ABC, et que 'angle
a égale 'angle A et I'angle b I'angle B.

Silon porte le ¢oté ab sur AB de fagon que le point e
tombe sur le point A, et le point b sur le point B, il est
évident que 'angle a étant égal & l'angle A, le cOté ac
prendra la direction du c6té A C et se confondra avec lui.
Par 1a méme raison, le coté be se confondra avec le coté
BC. Le point ¢ étant commun aux deux cotés ac et be
devra se trouver sur C, point sur lequel se rencontrent
les directions de AC et de BC.

Un des deux cartons sera tronqué, du cdté de I'angle
¢; ayant placé le triangle que représentera ce carton, sur
celui que représentera le triangle ABC, on n’aura qu'a
appuyer une regle contre les bords des cartons, pour les
faire coincider exactement , alors il deviendra évident, a
la simple vue, que les deux triangles doivent étre égaux.
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8 ELEMENS
DES LIGNES PERPENDICULAIRES ET DES OBLIQUES.

25. Ta. Si d’un point quelcongue d’une ligne CD per-
pendiculaire sur A B (fig. 8), on tire deux lignes D K,
DF, de maniére qu’elles s’écartent également du pied C
de la perpendiculaire; de sorte que C F soit égale &
CE, lesdeux lignes D E, DF seront égales entre elles.

La démonstration de cette proposition est tres facile :
en eflet, les triangles DCE, DCF sont égaux, car
D C étant perpendiculaire sur EF, les angles DCE,
D CF sont droits et, par conséquent, égaux entre eux.
Ces triangles ont un coté commun, DC; en outre, les
cotés CE, CF sont égaux par construction, donc les
deux triangles ont un angle égal (I'angle droit), compris
entre cOtés égaux, chacun  chacun, done ils sont égaux
(23). Donc, le cité D E égale le coté DF ; donc, les
lignes qui s’écartent également de la perpendiculaire
sont égales entre elles.

26. Toute ligne qui, comme DA, s’écarte plus du
pied C de la perpendiculaire qu'une autre ligne DE, est
plus longue que celle-ci.

Pour le prouver, prolongeons la perpendiculaire au-
dessous de AB d'une quantité C H, égale 4 CD ; tirons
ensuiteles lignes HA, HE, nous aurons :

H A 4 DA plus grands que HE - ED ( 22).

Pour démontrer maintenant que DA est plus grand
que D E, il suffit de faire remarquer que les triangles
HCE, DCE sont égaux entre eux, car le coté HC égale
D C par construction; EC est commun, et les angles
ECD, ECH étant égaux comme droits, il s’ensuit que
ces deux triangles ont un angle égal compris entre cotés
égaux, chacun i chacun (23 ).

On prouverait de la méme maniére que les triangles
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HCA, DCA sont aussi égaux entre eux, ayant un coté
commun AC; HC égalant DC, et les angles HCA,
D CA étant droits.

D’ottil suit que HE = ED et que HA = AD;
or nous avions

HA 4+ DA > HE-J-ED, expression qui peut se
réduire & celle-ci :

2AD (ouHA 4+ AD) > 2ED (ou HE 4- ED);
prenant la moitié des deux valeurs, il vient

AD > ED.

27. Des démonstrations qui précédent, il suit :

1° Que la perpendiculaire DC mesure la plus courte
distance qu’il y a du point D & la ligne A B;

2° Que tout point, pris sur DC, est également dis-
tant des points E, F; car si d’'un point quelconque, P, pris
sur DC, on tire PE, PF, il sera facile de prouver que

3° Qu'un point quelconque, G, pris a droite ou a
gauche de la perpendiculaire, est inégalement éloigné
des points E, F, car, ayant tiré EG et GF, on a

PF 4+ PG> GF,
or PF = PE, on peut donc mettre PE & la place de
PF, alors on aura PE + PG ou EG > GF;

4° Que d’un point, pris hors d’une droite prolongée
suffisamment, on ne peut mener sur cette droite que
deux lignes égales, attendu que , dans le cas o I'on en
menerait trois, il y en auraitune qui s'écarterait plus du
pied de la perpendiculaire que les deux autres.

PROBLEMES.
I.
28. Partager une droite, AB (fig. 9), en deux parties
¢gales.
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Des points A et B comme centres et avec la méme
ouverlure de compas, prise arbitrairement, tracez suc-
cessivement deux petits arcs de cercle qui se coupent
en G et F, et par les points d’intersection C,F de ces arcs
tirez CF, cette ligne coupera A B au point D, en deux
parties égales.

Car les points C,F, étant chacun également éloignés
des extrémités A, B (27), ils doivent se trouver dans la
perpendiculaire qui passepar le milieu de A B; mais par
deux points donnés, il ne peut passer qu'une droite.

IL.

29. D’un point D (fig. 10); pris sur une ligne A B,
¢lever une perpendiculaire sur cette ligne.

Prenez & droite et a gauche du point D, deux quantités
égales DA et D B; aprés quoi, avec une méme ouver-
ture de compas et des points A et B pris successivement
comme centres, décrivez deux petits arcs qui se coupent
en C; et parle point d’intersection de ces arcs et le point
D, tirez CD; ce sera la perpendiculaire demandée : en
effet, AC et BC sont des obliques égales qui s'écartent
¢galement du pied D de la perpendiculaire, attendu que,
par construction, DA =DB,

Le méme procédé est employé pour former un angle
droit BD C, enun point donné D, sur une ligne donnée
A B (méme fig.)

118

30. D’un point C pris hors d’'une droite A B (fig. 11)
abaisser une perpendiculaire sur cette droite.

Sor. Du point C comme centre, et avec une ouverture
de compas plus grande que la distance du point C 4 la
ligne A B décrivez un arc de cercle A G B; puis des points
A, B par lesquels I'arc de cercle coupera laligne A B, et
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avec une ouverture de compas arbitraire décrivez, deux
petits arcs qui se coupent en I'; et par le point d’inter-
section de ces arcs et le point C, tirez CF; cette ligne
coupera A B au point D, et CD sera la perpendiculaire
cherchée.

Ce probléme est en résumé le méme que celui du
n° 29, car il est facile de démontrer que les triangles
CAD, CBD sont égaux, ete.

v.

31. Au point A de la ligne donnée A C (fig. 12) faire
un angle égal 4 un angle donné bac.

Sor. Sur les cotés ab, ac de Vangle donné bac pre-
nez avec une méme ouverture de compas deux quantités
égales a b, ac; et tivez be; portez ac sur la ligne donnée
AC; de A en C, et du point A comme centre, et avec la
méme ouverture de compas, décrivez un petit arc vers B.

Prenez ensuite avec I'instrument la quantité ¢ b, et avec
la méme ouverture de compas et du point C comme
centre, décrivez vers B un petit arc qui coupe celui que
vous aurez fracé auparavant; et par le point A et le point
d’intersection de ces arcs tirez AB; tirez ensuite B C.

Il est évident que les deux triangles ABC, abe sont
égaux puisque leurs eotés le sont chacun A chacun....
done angle B A C égale I'angle donné b ac.

32. Des démonstrations et des problémes qui préce-
dent on conclut :

1° Que d'un méme point pris hors d’une ligne droite
on ne peut abaisser quune seule perpendiculaire, cette
ligne étant le plus court chemin qu'il y a d’'un point
donné hors d’une ligne pour aller de ce point & celle-ci;
cette définition rappelle celle que Pon donne commu~
nément de la ligne droite (9);

2> Que deux lignes CA, D B perpendiculaires sur une
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troisiemeA B (fig. 13) ne sauraient jamais se rencontrer;
s'il en était autrement , il s’ensuivrait que du point de
leur rencontre on pourrait abaisser deux perpendi-
culaires sur A B, ce qui est démontré comme impossible.

33. Tu. Deux triangles rectangles sont égaux lorsque
leurs hypoténuses sont égales, et que deux des cotés qui
comprennent 'angle droit sont égaux entre eux; ou bien
encore, quand les hypoténuses étant égales, les deux
triangles ont encore un angle égal outre I'angle droit.

Sor. Soit les deux triangles ABC, abe (fig. 14) rec-
tangles en B et en b; admettons 1° que deux des cotés
BC, b ¢ qui comprennent I'angle droit sont ¢égaux, si l'on
place les deux triangles 1'un contre autre, et sur une
méme ligne AB ba, be se confondra avec BC, et il
reste évident que les hypoténuses AC, ac étant égales
entre elles, on peut les considérer comme des obliques
égales qui s’écartent également de la perpendiculaire B C
ou be, de sorte donc que le c6té AB est égal au coté ab;
2° les deux triangles seraient encore égaux si les angles
A, a, ou C, c étaient égaux, car posant ac sur AG, les
angles C, ¢ étant égaux.cb prendrait la direction deCB ;
or les angles b, B étant égaux comme droits, si ¢b n’éga-
lait pas CB, il s’en suivrait que, de deux points différens
d’'une méme perpendiculaire, on pourrait tirer deux
obliques égales (27 ).

34. Tu. Dans tout triangle qui a deux cdtés égaux, les
angles opposés & ces cotés sont aussi égaux , et récipro-
quement , a des angles égaux, dans un méme triangle,
sont opposés des cdtés égaux.

Sor. Soit le triangle ABC (fig. 15) dont les edtés AC,
BC sont égaux entre eux, l'angle A est aussi égal &
I'angle B. Du sommet de I'angle C abaissez la perpen-
diculaire CD sur AB, alors les cotés égaux A C,B C pour-
ront étre considérés comme des obliques égales (25),
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s'écartant également du pied D de la perpendiculaire; BD
égale donc AD:; il suit de 1a queles triangles ADC,BDC
sont égaux, puisqu’ils ont chacun un angle droit en D
compris entre les cotés égaux AD, BD et le coté com-
mun CD, donc les angles AB sont égaux...

35. Tu. Les angles d’un triangle, dont les cdtés sont
égaux, sont aussi égaux entre eux; la solution de ce pro-
bléme est la méme que celle du précédent.

Soit le triangle ABC (fig. 16) dont les trois cotés sont
égaux, si du sommet de P'angle C on abaisse la perpendi-
culaire C D, on aura les deux triangles AD C, BDC égaux
entre eux, ayant chacun un angle droit en D; BD égale
AD4 cause que les cotés égaux AC, BC du triangle ABC
peuvent étre considérés comme des obliques égales, etc. ;
donc I'angle A opposé au c¢6té BC est égal & l'angle B
opposé au coté AC égal & BC.... On prouverait de la
méme maniére que les angles A, B sont égaux en abais-
sant une perpendiculaire du sommet de I'angle B sur le
coté AC...

36. Ta. Dans tout triangle dont les cotés sont inégaux,
le plus grand coté est opposé au plus grand angle, et
réciproquement le plus grand angle est opposé au plus
grand coté.

SoL. Soit le triangle AFB (fig. 15) dont AF, opposé &
I'angle B, est plus long que BF opposé a 'angle A, plus
petit que 'angle B.

Faites en B un angle ABC (31) égal alangle CAD,
le ¢oté BC du triangle AB C égalera A C (34) ; ces dis-
positions faites , on aura :

BC +4-CF> BF.

Mais BC égalant CA, on pourra mettre cette derniére
ligne a sa place, et il viendra :

AC+CF(ou AF) > BF.
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37. Tu. La somme des angles d'un triangle quelcon-
que équivaut a celle de deux angles droits.

Sor. fla été démontré (32) que deux perpendicu-
laires A C, BD sur une méme droite A B ne peuvent ja-
mais se rencontrer; soit donc laligne indéfinie AB (fig. 17)
sur laquelle on a élevé les deux perpendiculaires A C,BD;
les angles A,B étant droits, laligne AB est aussi perpendi-
culaires sur BD; et si d’un point quelconque C pris sur la
ligne AC on abaisse sur B D une perpendiculaive C D, Uan-
gle BDC sera droit et laligne AC sera égaled BD : car
s'il en était autrement la ligne CD s’éloignerait ou se
rapprocherait de A B; ce qui est contraire & la supposition
que ces deux lignes sont perpendiculaires sur une troi-
sieme qui est BD...

Tirons maintenant la diagonale B C, la figure de quatre
cotés A BC D se trouvera partagée en deux triangles rec-
tangles ABC, BCD égaux entre eux : car outre Ihypo-
ténuse B C qui leur est commune, ils ont encore les cotés
A C et BD égaux aussi entre eux, donc ces deux trian-
gles sont égaux (33); la seule inspection de la figure suf-
firait volontiers pour rendre cette vérité évidente.

Les angles A, B, G, D de la figure de quatre cotés va-
lent, pris ensemble, quatre angles droits, celase com-
prend sans démonstration.

Or, la somme des angles des deux triangles A B C,
BCD est exactement la méme que celle des quatre an-
gles A, B, C, D, du quadrilatére; donc la somme des an-
gles de chacun des deux triangles équivaut & la moitié
de cette somme ou & celle de deux angles droits.

Si le triangle, tel que ABC (fig. 18), n’était pas ree-
tangle on démontrerait avec la méme facilité, que la
somme de ses trois angles A, B, C, équivaut i celle de
deux angles droits; pour cela, dusommet Cde 'un de ses
angles on abaisserait sur AB la perpendiculaire CD (30);
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parsuite de cette opération, le triangle A B C setrouverait
partagé en deux autres AD C, BDC, rectangles tous les
deuxenD, & cause du coté commun C D perpendiculaire
sur A B.

Mais il vient d’étre plOllVB ci-dessus, que la somme
des angles d’un triangle rectangle égale celle de deux an-
gles droits ; donc la somme des angles des deux triangles
rectangles A D C, BDC vaut quatre angles droits, mais la
somme des angles de ces deux triangles, se compose de
ceux du triangle A BC, plus des deux droits ADC, BDC
formés de chaque c6té dupied D de la perpendiculaire CD;
sidone, de la somme des angles des triangles ADC, BDC,
laquelle égale quatre angles droits, on retranche celle de
ces deux derniers angles ADC, BDGC, il restera deux
angles droits pour lasomme des trois angles A, B, C du
triangle ABC.

38. Des démonstrations qui précedent, il suit :

1° Que deux angles d’un triangle étant donnés, on
connaitra le troisitme en retranchant lear somme de
celle de deux angles droits.

2° Que si deux angles d"un triangle sont égaux chacun
a chacun & deux des angles d’un autre triangle, le troi-
sitme angle du premier triangle sera égal au troisicme
angle de lautre, et les deux triangles seront équiangles
entre eux. _

3° Que dans un triangle il ne peut y avoir qu'un seul
angle droit, car, s’il y en avait deux, le troisieme serait
nul et le triangle serait impossible

I est encore évident qu'un triangle ne peut avoir qu’un
seul angle obtus.

4 ‘Que la somme des deux angles aigus d’un triangle
rectangle vaut exactement un angle droit.

® Que chacun des angles d’'un triangle équilatéral,
vaut le tiers de deux angles droits ou bien les deuw tiers
d’un droit.
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6° Que si d’un triangle quelconque ABC (fig. 18), on
prolonge indéfiniment, vers F, le coté AB, I'angle exté-
rieur CBF sera équivalent & la somme des deux intérieurs
opposés, A, C: car, ajoutant de part et d’autre l'angle
ABC, les deux sommes sont égales & deux angles droits.

DES LIGNES PARALLELES.

39. Deux droites qui, tirées dans un méme plan, ne
peuvent jamais se rencontrer quoique prolongées  l'in-
fini, sont dites paralleles entre elles.

11 a été démontré (32) que deux perpendiculaires A C,
BD sur une méme droite AB (fig. 13), ne peuvent point
se rencontrer; elles sont done paralléles.

40. Tu. Lorsque deux droites paralleles entre elles
AB, CD (fig. 19), sont coupées par une troisieme H1,
les angles BFI, ELT tournés dans le méme sens et for-
més du méme c6té de HI sont égaux entre eux.

Sor. Du point ¥, par ott HI coupe AB une des pa-
ralleles, abaissez sur CD la perpendiculaire FE et pro-
longez-la jusqu’en G; vous aurez ainsi formé le triangle
ELF rectangle en E, dont les angles E, L, F valent
pris ensemble, deux angles droits (37).

Les paralleles DE, BF pouvant étre considérées, sans
inconvénient, comme perpendiculaires sur GE, il s’en-
suit que 'angle BFG est droit.

Or les angles F, L du triangle EFL valent, pris en-
semble, un angle droit (38).

On peut done établir les égalités que voici :

GFI - BFI = 1 angle droit.

EFL -+ FLE = 1 angle droit.

Dot il suit : /

GF1 -+ BFI = EFL + FLE, mais GF1 = EFL
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comme Jui étant opposé par le sommet , retranchant ces
deux valeurs de 1’égalité ci-dessus, il restera :

BFI =FLE

41. Les angles que la secante HI forme avec les paral-
leles AB, CD (fig. 19) ont recu des noms particuliers

qu’il est bon de retenir.

Les angles tels que BFI, FLE situés du méme coté
de la secante HI et dont I'ouverture est tournée dans le
méme sens, se nomment angles correspondans

Les angles CLF, AFI sont aussi des angles corres-
pondans.

AFL, CLH sont aussi des angles correspondans.

Il en est de méme des angles HLE, LFB.

Ainsi que de AFL, CLH.

Tous les angles qui s’ouvrent entre les deux paralléles
s’appellent du nom général d’angles internes.

Et tous ceux qui ont leurs ouvertures en dehors des
paralléles sont nommés angles externes.

On distingue encore ces mémes angles par leur position
relativement & la sécante.

Ceux qui sont d'un méme coté par rapport a cette
droite sont des angles internes ou des angles externes du
méme coté.

Les angles CLH, AFI, sont externes du méme coté.

Et les angles BFL, FLE sont internes du méme coté.

Les angles qui sont dans une situation opposée, tant
par rapport 4 la sécante que par rapport aux deux
droites paralléles, sont dits angles alternes.

Il ya des angles alternes-internes, tels que AFL, et
FLE ou BFL, FLC.

Et des angles alternes-externes, comme HLE, AFI,

ou bien CLH, BFL

42, Tn.

1° Les angles correspondants sont égaux;
2
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20 Ees angles alternes-internes sont égaux ;

3° Les angles alternes-externes sont égaux ;

4° Les angles internes, du méme coté réunis, équi-
valent & deux angles droits.

5° Les angles externes, du méme coté ajoutés ensem-
ble, valent deux angles droits.

Sor. 1° Tl a été démontié (40), que les angles BFTI,
FLE (fig. 19), lesquels sont correspondans , sont égaux.

1l serait également facile de démontrer que les corres-
pondans AFI, CLF sont aussi égaux entre eusx.

En effet:

CLF -+ FLE = 2 droits (16);

AFI -+ BFI = 2 droits;
doncona ,

CLF -+ FLE = AFI 4 BFI; retranchant les deux
valeurs égales FLE, BF1, il resteraCLF = AFL

On s’y prendrait de la méme maniére pour démon-
trer que les angles correspondans AFL, CLH sont
égaux; car AFL et BFI sont égaux comme opposés par
le sommet ; mais il vient d’étre prouvé que. BFI — FLE
et FLE = CLH, comme lui étant opposé par le som-
met; on a donc ces égalités :

AFL —BFI — FLE — CLH.

On démontrerait encore avec la méme facilité que les
angles correspondans BFL, DL H sont égaux, car on a

BFI 4 BFL = 2 droits,

FLE -} ELH = 2 droits;
done,

BFLLBFL — FLE 4+ ELH,
retranchant les deux valeurs égales BFI, FLE, il reste

BFL = ELH.
2 1 égalité des angles allernes-internes se dé duit aisé-
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ment des démonstrations qui précédent , soit, par exem-
ple, les alternes-internes AFL et FLE.

FLE = BF1; cela vient d’étre prouvé.

Mais AFL = BFI, comme son opposé par le som-~
met; doncAFL = FLE.
, Les deux autres alternes-internes BFL, C LF sont
égaux, car on a

BFL -+ AFL = 2 droits,

CLF -4 FLE = 2 droits;
donc, on a

BFL 4+ AFL = CLF +FLE

Mais il vient d’étre prouvé que AFL — FLF retran-
chant ces deux valeurs de 'égalité ci-dessus, il restera

BFL = CLF.

3° L’égallté des angles alternes-externes BF1, CLH,
est déja demomree car BBI =FLE, comme corres-
pondant, et CLH = FLE comme lui étant opposé par
le sommet.

Quant aux deux autres alternes-externes AFI, HLE,
on en démontre 1'égalité en faisant observer que

AFI 4 BFI = 2 droits ;

ELH + CLH = 2 droits;

Dion il v1ent

AFI -+ BF1 =ELH —{— CLH.

Ot BFI et CLH sont égaux comme alternes-externes,
retranchant ees deux valeurs, il restera AF1 = ELH.

4° Les angles tnternes di mémecoté AF L, CLF valent
deux angles droits car CLH + CLF = 2 droits;
mais AFL et CLH sont égaux comme correspondans;
mettant donc AFL & la place de CLH on a AFL +
CLH = 2 droifs.

50 Les angles externes du méme coté, pris ensemble, va-
lent deux angles droits; soit les externes du méme coté
A¥1et CLH, lasomme des angles AFL et AVL par
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exemple est égale a celle de deux droits (16); or AFL
et CLH sont égaux comme correspondans ; substituant
donc CLH& AFL on a

AFI 4+ CLH = 2 droits.

On démontrerait de la méme maniére que la somme
des angles BFI, DLH externes du méme coté est égale
a celle de deux droits, car BGI et DLF sont égaux comme
correspondans.....

OsservaTiON. La démonstration des propriétés des li-
gnes paralleles qui sont coupées par une troisieme ligne
nest point difficile, mais elle est longue et méme en-
nuyeuse, il s'offre un moyen de la simplifier, qui est
celui-ci :

Supposez (fig. 20) une ligne CD coupée par la droite
HI, il a été démontré (9) que les angles DLI, CLH
sont égaux comme opposés par le sommet, et que DLH
et CLI sont aussi égaux par la méme raison...

Supposez en outre qu'une ligne imaginaire AB se
trouvait d’abord sur CD, et qu'elle s’en est €loignée
d’une certaine quantité,sans cesser de lui étre paralléle;
il est évident que la position de A B relativement a la di-
vection de H1 n’aura point changé ; or, quand A B se con-
fondait avec CD, I'angle BFI se confondait avec DLF ;
donc BFI = DLF comme son correspondant; BFI égale
aussi CLH, puisque ce dernier angle égale DLF comme
lui étant opposé par le sommet...

En supposant tantét que AB se confond avec CD;
tantot que ces deux lignes, quoique séparées , n’en for-
ment qu'une ayant une certaine largeur, il suffira de
quelques minutes pour faire comprendre, sans le moindre
effort, les diverses propriétés des paralléles; il ne restera
plus qu’a retenir les noms des angles qu'elles forment
avec la sécante.

43. Tu. Lorsque l'une quelconque des propriétés de




DE GEOMETRIE. 21

deux droites AB; CD (fig. 19), coupées par une troi-
sieme H1, a lieu, ces deux droites sont paralléles.

Sor. Admettons : 1° Que la sécante HI forme avec
AB et CD deux angles intérieurs BFL, ELF dont la
somme est égale a celle de deux droits ; du point F, som-
met de P'angle BFL, abaissons sur CD la perpendicu-
laire FE, nous aurons le triangle FLE rectangle en E,
d’ott il suit que les angles aigus FLE, EFL valent un
angle droit (37).

Or par hypothese on a :

BFL -+ ELF = 2 droits.

Retranchant de cette quantité EF L qui est une partie
de BFL plus 'angle ELF, il restera BF E dont la valeur
sera égale i la moitié de deux angles droits, BFE étant
un angle droit; il s’en suit que les lignes BF, DE sont
perpendiculaires & une troisieme EF ; qu’elles ne peu-
vent jamais se rencontrer (32) et que par conséquent elles
sont paralléles.

2° Si 'on accorde par exemple que les angles BFI,
ELF sont égaux comme correspondans , on en tirera la
preuve que les droites A B, CD sont paralléles, car :

Du sommet F de I'angle BFI ayant abaissé sur CD la
perpendiculaire FE, on a le triangle EFL rectangle en
E dont les angles aigus F, L comme il vient d’étre dit,
valent un angle droit; par hypothése BFI égale ELF
donc BFI 4 EFL valent pris ensemble un angle droit.
Mais on a aussi BFI - BFL = 2 droits (16) ; retran-
chant de cette somme BFI et EFL partie de BFL,
il reste BFE angle égal & un droit; done BF et DE sont
perpendiculaires 3 une méme droite FE, donc elles sont
paralléles.

On raisonnerait de la méme maniére pour les angles
alternes-internes , externes du méme cité, ete. etc.
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44. Tu. Deux lignes paralleles i une froisiéme sont
paralléles entre elles. ‘ '

SoL. AB, CD (fig. 21) sont, par hypothése, paral-
lelesd PQ. Pour démontrer qu’ellés sont paralleles entre
elles, d’un point quelconque G pris sur AB, abaissez sur
P Qla perpendiculaire GI, laquelle coupera CD, en H;
puisqu'il est accordé que A B et PQ sont paralleles, les
angles internes AGI, PIG formés du méme coté que la
sécante G I, valent , ajoutés ensemble, deux angles droits
(42); mais, par construction, GI est perpendiculaire sur
PQ, donc I'angle P1G est droit; or, CD et PQ étant
paralléles (par hypothése), les angles internes PIG,
CHI formés du méme coté de la sécante G1, valent
deux angles droits; donc CHT est un angle droit; donc
CD est perpendiculaire sur GI; donc AB, CD, PQ
perpendiculaires sur une méme droite GI sont paral-
leles (32).

45. Tn. Les angles ABC, abe (fig. 22), qui ont leurs
cOtés paralléles, sont égaux, n’importe dans quel sens
leur ouverture soit tournée. '

So. Par supposition, les cOtés ab, AB étant paral—
leles, si on prolonge ca jusqu’en D, on pourra consi-
dérer AB comme une sécante qui coupe les palalleles
CA, CD, de sorte que les angles BAC,BDCseront égaux
comme correspondans (42); puis considérant €D comme
une sécante qui coupeles paralléles ab, AB, il s’en suivra
quelesanglesbac, BDC seront égaux comme conespon—
dans (42); or, BAC et bac étant égaux & un troisiéme
et méme angle BDC, sont égaux entre eux.

11 serait facile de démontrer que deux angles bac,
BAC (fig. 23) qui ont leurs cotés paralléles et leurs ou-
vertures tournées en sens contraires sont égaux ; car, pr 0-
Jongeant BA jusqu'en d, les angles BAC, Ada seraient
dégaux comme comespondans, Bd étant une secante qm
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rencontrerait les paralléles ba, AC; mais par hypothése
caest parallele 4 A B; considérant ba commie une sécante
qui rencontre ees deux paralléles, les’ angles bac, BAC
seraient égaux comme alternes-internes (42).

46. TH Les parties de deux droités A'C, BD (fig. 24)
palalleles entre elles, com;n ises entre deux autres par al-
léles BA, DC, sont égales éntre ellés ; et recnploquement
AC égale BD.

SoL. Tirez AD, vous aurez les deux triangles BD
DA Cégauxentie eux : car par hypothese BA, DG, etant
paralleles, A D pourra éire considérée comme une secanfe,
et les angles BAD, ADC (42) seront égaux comme
alternesinternes. Conslderant en outré que AC et' BD
sont deux paralléles coupées par Ia sécante AD, on aura
les angles ADC, BD A égaux entre eux comme alternes:
internes.

Les deux triangles BDA, DAC ont un ¢6té commun AD
adjacent & deux angles égaux chacun i chacun; donc ils
sont egaux (24); doncles cdtés AC, BD opposés aux an-
gles égaux ADC, BAD sont égaux (34)

47. ProBLiME. Par un point donné C (fig. 25) mener
une parallele 4 une ligne donnée A B.

SoL. Il 'y a plusieurs maniéres de résoudre ce pro-
bléme, la plus simple et la plus directe est celle-ci :

Du point C abaissez sur AB la perpendlculalre CA;
puis d’un autre point quelconque, D, pris au-dessus de AB
abaissez sur celle-ci la perpendlculalre DB; aprés quot
prenez sur les deux perpendiculaires, & partir de AB
les quantités A C, BD égales, et tirezCD, ceserala paral—
léle demandée : car tous sespoints seront également dis-
tans de AB.

48. Tr. Si T'on méne une droite EF paralléle au
coté AB d'un trlangle ABC (fig. 26), les deux autres
cdtés AC, BC de ce triangle seront coupés en parties
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proportionnelles, ¢’est-a-dire que si CE est la moitié de
CA, CF sera la moitié de CB.

Sor. Du sommet C de 'angle ACB abaissez sur AB
la perpendiculaire CD (30), puis du point E par ou la
paralléle EF coupe AC abaissez EG perpendiculaire
sur AB, vous aurez les deux triangles AGE, EVC qui
seront égaux entre eux:

En effet, ils sont rectangles en G et en V, et les angles
GAE, VEC sont égaux comme correspondans, & cause
des paralléles AB, EF et de la sécante A C (42); il est
encore évident que les angles AEG, ECV, sont aussi
égaux entre eux comme correspondans, & cause des
paralléles EG, CD perpendiculaires I'une et 'antre sur
AB et de la sécante AC; or, par hypothése AE= EC,
donc les deux triangles ont un coté égal adjacent a deux
angles égaux, donc ils sont égaux (24); d’ou il résulte
que EG = CV; mais EG = VD comme paralléles com-
prises entre paralleles (46); donc CV=VD.

Prouvons maintenant que BF est la moitié de BC; du
point F, abaissons sur AB la perpendiculaire FI, cette
ligne sera parallele avec CD, on aura FI = VDj; or, VD
= CV, donc FI == CV; il est superflu de démontrer
que les triangles BIF, FV C sont équiangles, qu’ils sont
rectangles en I et en V et que les angles BIF, FCV sont
égaux comme correspondans; donc ces deux triangles
ayant deux cotés égaux FI, CV adjacens 4 deux angles
égaux chacun a chacun sont égaux; donc BF = ¥F(;
donc le c6té BC du triangle ABC est coupé en deux par-
ties égales par la parallele EF.

On démontrerait avec la méme facilité que si les pa-
ralleles DH, ET coupaient le c6té AC du triangle ABK
(fig. 27), en trois parties égales, elles couperaient
en méme temps en trois parties égales le coté CK du
méme triangle; pour cela, des points C, D, E, on abais-
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serait les perpendiculaires CG, DF, EB, sur les paralléles
DH, EL.. et Uon ferait voir aisément que les triangles
ABE, EFD... sont égaux entre eux : car ils sont équi-
angles, et les cotés AE, ED, DC sont égaux par suppo-
sition... II est évident que ST, PH, ... paralléles com-
prises entre paraliéles également distantes sont égales
entre elles; de la on tirerait la preuve que les triangles
SKI, PIH... sont égaux et que CH, HI... sont des par-
ties égales de CK. :

' Si les deux lignes AC, BD (fig. 28), ne se rencon-
traient pas, on les prolongerait jusqu'en O, et alors la
démonstration deviendrait la méme que celle du n° 48,
puisque la figure AB O serait un triangle.

Remargue. Pour que la démonstration de cette vérité:
que deux des cotés d’un triangle sont coupés en parties
proportionnelles par des paralléles au troisieme coté de
ce triangle, ne souffre aucune objection, il faut supposer
que ces paralléles sont également éloignées les unes des
autres et que leur nombre est infini.

Si, par exemple, tout en convenant que CE (fig. 27)
est les deux tiers de C A, on soutenait que CI n’est pas les
deux tiers de CK, on supposerait que le coté CA est
divisé en un tres grand nombre de parties égales, soit
douze cent mille, et que par ces points de division on a
mené autant de paralléles 8 AK; par cette construction
CK se trouverait divisé aussi en douze cent mille parties
égales; il est évident que la huit cent milliéme paralléle
se confondrait avec EI ou que du moins elle ne s'en
écarterait au point I que d’'une quantité trés petite; et
cette différence serait nulle si, au lieu de 1,200,000 pa-
ralleleson en supposait un nombre infini.
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SECONDE PARTIE.

DES FIGURES.

49. Toute surface limitée de tous cotés par des hgnes
droites ou courbes s’appelle ﬁgme, dou il suit. qu 11 ¥ a
des figures rectilignes et des ﬁgures curmhgnes '

Les figures 1ecnhgnes plennent le nom general de
polygongs.

Parmi les polygones on dlstmgue le tmangle c est le
plus 51mple de tous; on le connait déja.

Les polygones de quatre cotes sappellent quadrila-
teres.

De cmq, pentagones.

De six, hexagones.

De sept, heptagones.

De huit, octogones

De neuf, nonégones.

De dix, décagones.

De douze, dodécagones.

De quinze, pentedécagones.

Parml les quadrilatéres on distingue les parallélogrammes
qm sont :

1° Carré (fig. 29), qlll a ses chtés égaux et ses angles
droits.

2° Le rectangle ou carré long (fig. 30), qui a ses
quatre angles droits et ses cOtés opposés égaux et paral-
leles.
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3° Le pavalltlogramme ou rhombe (fig. 31), qui a ses
cOtés opposés paralléles et deux de ses angles aigus et les
leux autres obtus.

4 Le losange (fig. 32), dont les quatre cdtés sont
¢gaux et paralléles, deux de ses angles sont aigus et les
deux autres obtus.

r ~ Y p \ M 3 L

50 Enfin le tr(fpeze (ﬁg ‘33),_ qui} a ses angles inégaux
ct deux de ses cotés paralléles.

(Voir le vocabulaire qui est en téte du livre).

Un polygone est dit régulier lorsque tous ses cotés
sont égaux entre eux amnsi que ses angles; de ce nombre
est le carré (fig. 29); en général les polygones réguliers
sont, de toutes les figures rectilignes , les seules que 'on
peut partager exactement en un certain nombre de trian-
gles tous égaux entre eux. '

Parmi les angles d’un méme polygone, il peut y en
avoir de saillans et de rentrans; dans le polygone ABCF
(fig. 34), les angles ABC, BCF... qui ont leur ouver-
ture tournée vers 1’inlérieur' de la ﬁgure, sont dits sail-
lans; EDF au contraire est dit rentrant, parce qu'il a son
sommet tourné vers l'intérieur du polygone.

50. Tn. Un parallélogramme quelconque peut étre
partagé en deux triangles égaux.

Sor. Soit le parallélogramme ABCD (fig. 35); ayant
tiré la diagonale GB, on a les deux trianglesABC, BCD
égaux entre eux.

Car par hypothése AB et CD sont paralleles, donc les
angles ABC, BCD sont égaux comme alternes-internes
(42), la diagonale BC pouvant étre considérée comme
une sécante.

AC et BD étant aussi égaux et paralléles comme cdtés
opposés d'im méme parallélogramme , il s’ensuit que
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par rapport & la sécante CB les angles ACB, CBD sont
égaux comme alternes internes. -

Les deux triangles ont donc un c6té égal ou commun,
CB adjacent & denx angles égaux (24), chacun a chacun;
donc ils sont égaux.

Pour les parallélogrammes rectangles, ce théoréme a
¢été suffisamment démontré dans le n* 37.

51. Tu. Les deux diagonales AC, BD d’un parallé-
logramme (fig. 36), se coupent réciproquement en deux
parties égales.

Sor. Les triangles AOB, DOC sont égaux, car par
hypothése AB = DC et les angles AOB, DOC sont
égaux comme opposés par le sommet (18), et les angles
BA O, DCO sont égaux comme alternes-internes (42),
les angles ABO, COD sont aussi égaux par la méme
raison, & cause des paralleles AD, BC et de la sécante
BD; done, les deux triangles sont égaux ; donc, le coté
BO opposé al'angle BAO est égal au coté D O opposé &
Fangle DCO; done BO est la moitié de BD tout comme
CO est la moitié de C A.

52. Tu. Si du sommet A d’'un angle quelconque d’un
polygone ABC... (fig. 37); on tire aux sommets des an-
gles opposés les diagonales A C, AD, A G, on partagera
le polygone en autant de triangles qu’il a de cotés, moins
deux, c’est-i-dire que le polygone de cing cotés sera
partagé en trois triangles ; celui de SIX, en quatre ; celui
de huit, en six, etc.

Sor. Cette proposition n’a pas besoin d’étre démon-
trée, la seule inspection de la figure suffit pour la rendre
évidente.

53. Tu. La somme de tous les angles intérieurs d’un
polygone est égale 4 autant de fois deux droits que le
polygone a de cdtés, moins deux.
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Sor. Soit le polygone de six cotés ABC... (fig. 37).

Cette figure se divise en quatre triangles qui valent cha-
cun deux angles droits, et la somme des angles de tous
ces triangles vaut donc quatre fois deux angles droits ou
huit angles droits ; mais la somme des angles de tous ces
triangles est la méme que celle des angles du polygone ,
donc les angles de ce dernier valent deux angles droits
multipliés par 6 —2 == 8.

Lorsque le polygone est régulier, chacun de ses an-
gles est égal a Ja somme totale divisée par le nombre de
ses cotés; la somme des angles de l'exagone equlangle

étant exprimée par 8, chacun des angles vaudra < ou —
d’angle droit = 1 angle droit.

54. Tu. Deux polygones sont égaux lorsqu’ils sont
composés d’un méme nombre de triangles égaux chacun
achacun et semblablement disposés, ou bien lorsque étant
placés convenablement'unsur ’autreils se recouvrent par-
faitement.

Cette proposition est évidente sans'qu’il soit besoin de
la démontrer.

DES POLYGONES SEMBLABLES.

55. Deux ou plusieurs objets sont dits semblables, lors-
que leurs dimensions sont proportionnelles ; ¢’est-a-dire
que, sila longueur d'un objet A est exprimée par 5, sa
largeur par 4, sa hauteur ou épaisseur par 3; un autre
objet lui sera semblable, si ses trois dimensions sont dans
le méme rapport que les nombres 5, 4, 3; tel serait un
objet dont la longueur serait exprimée par 15, sa lon-
gueur par 12 et son épaisseur par 9, car les nombres 15,
12, 9, sont entre eux dans le méme rapport que 3, 4, 3,

S0TEV 44
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puisque chacun d’eux est le triple de chacun de ces der-
niers.

Et en général deux choses, surfaces ou volumes, sont

semblables lorsque étant supposées ou placees 'une dans
r 1nte11eur de autre, il peut se faire qu'il régne le méme
écartement_entre les divers points de leurs coniours ou
de leurs surfaces.
. On comprend sans démonstration que les polygones
ABCD, g¢bced (fig. 38) sont semblables on comprend
avecla méme facilité que deux boules palfaltes sont sem-
blables quoique étant de grosseurs inégales.

56. Ta. La ligneDC (fig. 39) qui divise en deux par-
ties égales 'angle BDA d’un triangle quelconque divise
}e c0té AB opposé a cet angle en deux segmens AC,
BC qm sont respectwement pI‘OpOI‘thDHC]S aux cotés ad-
jacens AD, BD, c’est-a-dire que si AC est pa1 exemple
les quatle cinquiémes de AD, BC est aussi les quatre
cinquiémes de BD.

Sor. Par le point A menez AF paralléle A CD (47)
et prolongez BD jusqu’a ce qu’elle rencontre AF, vous
aurez le triangle BAF dont les ¢otés BA, BF seront
coupés en parties proportionnelles par CD parallele &
AT (48), de sorte qu'on aura cette proportion :

BC: CA :: BD : DF; mais le triangle ADF est iso-
cele, car Jes angles DFA, FAD sont égaux.

En effet, BDC, DFA sont égaux comme correspon-
dans 2 cause des paralléles DC, FA et de la sécante
BF, DA étant considérée comme une sécante relative-
vement aux paralleles DC, FA, les angles FAD, ADC
sont égaux comme alternes—111ternes Or, lesanglesBD C,
CDA sont égaux comme étant chacun par hypothése la
moitié de Vangle BDA : on a donc cetle suite d’égalités ;

DFA=BDC:; FAD=CDA; CDA=8BDC donc
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DFA—=BDC; doncDA =DF. Substituant dans la pro-
portion ci-dessus DA & )F ona
BC:CA::BD: DA

PRroOBLEME.

57. Trouyer une quatrieme proportionnelle & trois
hgqes données_que nous désignerons par les lettres P,
O,R b (ﬁ,g 40), ou le quatrieme terme de cette proportion.

:0 R

Sor. Formez avec deux droites indéfinies AC, BC un
angle quelconque ; prenez ensuite sur la premiére de C
en A une distance CA égale a la ligne P, et de C en D
une distance égale A la ligne Q; portez ensuite sur la se-
conde ligne de C en B la droite R, et tirez AB; puis,
par le point D déja déterminé, menez DE parallele &
AB, vous aurez le triangle A CB dont les cotés AC, BC
seront coupés en parties prOportlonnelles par DE pa-
rallele 4 AB (48), de sorte qu'on aura CA (ouP):
CD (ou Q) :: CB (ou R) : CE; CE sera donc la qua-
trieme propontlonnelle demandee

La solution de ce probleme est d’'une grande facilité,
et L'on comprend qu’au moyen ¢ de cette méthode on
pourrait trouver directement et sans calcul le quatrleme
terme d'une proportlon numérique, si Pon avait i sa
lePOSmOU un grand compas dont les deux branches se-
raient divisées en un certain nombre de pa1 ties égales,
en millimétres par exemple ; il faudrait en outre s¢ mu-
nir d’ une régle mobile pour tenir Tieu de la ligne A Bet
d’une autre regle plus courte pour tenir lieu de la ligne
DE _une fois la regle AB étant ﬁxee et le point D deter-
miné, on placelalt parun moyen facde 3 trouver DE pa-
rallélement 4 AB et les divisions de la hranche CB du
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compas comprises entre les points C, E donneraient le
quatriéme terme de la proportion.

58. Tu. Deux triangles ABC, dce (fig. 41) qui ont
leurs angles égaux chacun a chacun, ontleurs cotés ho-
mologues proportionnels et ils sont semblables.

Sor. Puisque par hypothése ’angle ¢ est égal i I'an-
gle C, si 'on porte le triangle dce sur le triangle ACB,
le c6té cd prendra la direction de CA ; et ce la direction
de CB; onprendra donc sur CA, CD = cd; etsur CB,
CE == ce de sorte que le triangle DCE sera parfaite-
ment égal au triangle dce.

Or, il est dit dans Iénoncé du théoréme, que les deux
triangles ont leurs angles égaux chacun a chacun, done
Vangle CDE = CAB; donc DE est paralléle a AB (43)
donc on a :

CD : CA:: CE: CB.

Pour compléter la démonstration, supposez que le tri-
angle dce a été transporté en FEB de facon que I'angle
¢, se trouve sur 'angle B, son égal, et que ed égale B Fet
ec BE; EF sera paralléle a CA et I'on aura encore

BF : BA :: BE:BC.

Si Von transportait encore le triangle dce en ADF de
facon que langle d coincidit avec I'angle A..... DF
serait paralléle 3 CB et 'on aurait :

AF : AB :: AD: AC.

D’ott il suit que les cotés homologues des triangles
équiangles sont proportionnels et que par conséquent ils
sont semblables (57).

La démonstration qu'on vient de lire n’est pas aussi
savante que celle du méme théoréme qu’on trouve dans
les traités ¢lémentaires de géométrie les plus renom-
més, mais elle est irréprochable , et d'ailleurs elle a
'avantage de n’étre point accompagnée d’une kyrielle




DE GEOMETRIE. 33

fatigante de proportions qui la rendent inutilement fort
obscure.

59. 11 suit de la proposition qui précéde que deux
triangles sont semblables quand ils ont deux angles égaux
chacun a chacun , car letroisiéme angle de 'un est né-
cessairement égal au troisiéme angle de 1’autre (38).

Et généralement deux triangles sont semblables toutes
les fois que leurs colés son paralléles chacun a chacun,
ou bien encore lorsqu’ils sont réciproquement perpen-
diculaires.

60. Dans le premier cas les deux angles des deux tri-
angles sont situés comme ceux de la figure 41, c’est-a-
dire que les cotés de I'angle cde sont paralleles a ceux de
I'angle CA B et tournés dans le méme sens, il en est de
méme des angles ced, CBA. Ilaeté démontré (45) que
ces angles sont égaux; il est aussi démontré, dans le méme
numéro, que deux angles sont égaux quoique leurs ouver-
tures soient tournées en sens inverse , pourvu que leurs
cotés soient paralleles; on concoit qu'il en est semblable-
ment des triangles qui ont leurs cdtés paralleles chacun
a chacun.

64. Ta. Deux triangles sont semblables lorsqu'’ils sont
dans une situation telle que leurs cdtés homologues sont
réciproquement perpendiculaires.

Sor. Soit les deux triangles ABC, ab ¢ (fig. 42); ad-
mettons queab, le plus grand coté de abe, est perpen-
diculaire sur A B, le plus grand coté de ABC,et queac
est perpendiculaire sur AC, et be sur BC.

Pour démontrer que V'angle bac est égal & Y'angle
BA C, prolongez ¢a jusqu’en G, et par le point A menez
AD parallele A G a; il est évident que AB sera une sé-
cante relativement aux paralléles AD, G ac, d’ou il suit
que les angles D AB, ca B sont égaux comme corres-
pondans (42 ); mais les deux triangles ab ¢, ABC sont

)




34 ELEMENS

placés de facon que ba est perpendiculaire sur AB;
donc 'angle baB estdroit; ¢a G par construction étant
perpendiculaire sur AC; AD paralléle & ca G est aussi
perpendiculaire sur A C; de sorte que I'angle DA C est
droit; on a donc DA C==baB. Retranchant de part et
d’autre les deux angles égaux DAB, caB, il reste bac
=BAC.

Pour démontrer que 'angle b est égal 4 Fangle B,
prolongez b ¢ jusqu'en B, lequel eoté be est censé per-
pendiculaire sur BC; cela fait, par le point B élevez
BH perpendiculaire sur AB; BH et ba perpendiculaires
sur une méme ligne sont paralléles (93), et si I'on consi-
dére bB comme sécante, les angles ab B, bBH seront
égaux comme alternes-internes (42); or, par construc-
tion, les angles ABH, bBC sont droits, et ils ont de
commun I'angle aBb, lequel retranché de part et d’au-
tre, il reste ABC égale abe.

62. Ta. Deux triangles sont semblables quand ils ont
un angle égal compris entre cotés proportionnels.

Sor. Soit (fig. 41) les triangles ABC, dce dont les an-
gles C et ¢ sont égaux; et que 'onait AC: BC :: de : ec.
Prenez sur AC une quantité DC égale a de¢, et par le
point D menez DE paralléle & AB, les triangles ABC,
DEC seront équiangles et par conséquent semblables
(58), de sorte qu’on aura :

AC:BC::DC: EC.

Mais , par construction DC = d¢, donc EC = ec;
donc les deux triangles DCE, dce sont égaux comme
ayant un angle C = ¢ compris entre cOtés égaux chacun
a chacun (23).

63. Tu. Des lignesqui, comme CD, CE... menées en
quelque nombre que ce soit, dusommet C d’un trianglesur
sa base AB (fig. 43), partagent cette base et sa paralléle
ab en parties proportionnelles , de sorte que 'on a :
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AD:DE ::ad :de, et DE: de:: EB: eb....

Sor. ad, par hypothése, étant parallele & AD), les
triangles ADC, adC sont équiangles et semblables (48),
donc ona :

DC:dC :: AD: ad; et dans le triangle DCE on a
aussi :

DC : dC : : DE : de; le premier rapport de ces deux
propositions étant le méme, il s’ensuit que :

AD : ad : : DE : de, on trouverait semblablement que
DC:dC::EB:eb, ete.

De sorte que, si AB était divisé en parties égales, AD,
DE, EB, les parties ad, de, ¢b... de sa paralléle, seraient
aussi égales entre elles.

64. Remaroue. De la démonstration qui précede on
tire le moyen de diviser une droite quelconque de la
méme maniere qu'une autre droite donnée.

Soit A B (fig. 43) la droite donnée, et ab celle qu’il
faut diviser de la méme maniére; tirez & une distance
quelconque de AB (47 )une droite indéfinie qui lui soit
paralléle, et prenez sur cette droite une quantité égale
aab, et par les points extrémes A,a, B,b, de ces li-
gnes tirez les indéfinies A a, Bb de maniere qu’elles
aillent se couper en C, et par ce dernier point et les di-
visions de AB, tirez C D, CE...; et ab, aux points d,e...
se trouvera divisée de la méme maniére que AB.

Cette méthode , tres ingénieuse et tres simple , est
néanmoins peu usitée dans la pratique ; on ’emploie avec
avantage pour la division des échelles : il en sera parlé
dans le complément.

65. Tu. Si du sommet de angle droit C (fig. 44) d’'un
triangle rectangle A B C on abaisse la perpendiculaire C D
sur le ¢oté opposé, ou I'hypoténuse A B, il en résulte :

17 Que cette perpendiculaire partagera le triangle en
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deux autres ADC, BDC, qui lui sont semblables, et
qui, par conséquent, sont semblables entre eux ;

2° Que chacun des cotés AC, BC de angle droit est
moyen proportionnel entre le segment qui lui est adja-
cent et 'hypoténuse entiére ;

3° Quela perpendiculaire CD est moyenne proportion-
nelle entre les deux segmens de I'hypoténuse.

Sor. 1° Le triangle ABC et le triangle ADC ont I'an-
gle commun A ; de plus, I'angle droit ACB égale I’angle
droit ADC; CD étant perpendiculaire sur AB. Ces deux
triangles, ayant deux angles égaux chacun & chacun, sont
équiangles (38) et par conséquent semblables.

On démontre avec la méme facilité que les triangles
ABC, BDC sont aussi semblables, car ils ont 'angle B
commun et ils sont rectangles 'un et Vautre : leurs c6tés
homologues sont donc proportionnels.

Donc les trois triangles sont équiangles et semblables
entre eux ; on pourra donc établir les proportions :

AD petit coté du petit triangle : AC petit coté de
ABC:: AC hypoténuse du petit triangle : AB I'hy-
poténuse du grand , ou

AD: AC:: AC: AB.
Pareillement :
BD moyen c6té du moyen triangle : BC moyen coté

du grand : : BC hypoténuse du moyen triangle : A B
hypoténuse du grand, ou

BD:BC:: BC: AB.

Voila donc pour la solution de la seconde partie du
théoréme.

Comparant les triangles ADC, BDC I'un avec I'autre,
ona:

AD petit coté du petit triangle est a DC petit coté de
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BDC :: DC moyen cbté de ADC : BD moyen coté de
BDC, ou simplement

AD : DC:: DC : BD.

Telle est lasolution de la troisiéme partie de la propo-
sition ci-dessus.

Reprenant les proportions qui précédent, on en tire
la conclusion que, si I'on représente par des nombres les
longueurs des trois c6tés d’un triangle rectangle, on
trouve que le carré du nombre qui représente I'hypoté-
nuse est égal a la somme des carrés des nombres qui re-
présentent les cotés de I'angle droit, car on a:

AD:AC::AC: AB,
BD : BC :: BC : AB.

Faisant le produit des extrémes ef celui des moyens,

il vient :

— D .
AC =AD X AB,

—
BC — BD X AB;
d’oti l'on tire cette égalité :

—2 —2
AC - BC = AD X AB -+ BD X AB,
ou bien :

—_2 — 2

AC +BC | (AD + BD) X AB;
mais AD -+ BD sont la méme chose que AB. Substituant
donc cette dermele quantlte a AD 4 BD, on a

AC —\— BC _AB X AB ouAB
Lors donc que I’on connait les deux cotés d’un trian-
gle rectangle qui comprennent I'angle droit , on trouve
facilement son hypoténuse en tirant la racine carrée de la
somme des carrés de ces cotés.
Supposons donc que AC = 6 et BC — 8, on aura
36 + 64 = 100 pour la somme des carrés; done
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—2
AB = 100, et AB == la racine carrée de 100, laquelle
est 10.

On peut, avec la méme facilité, trouver I'un des cotés
del’angle droit quand on connait I'autre et I'hypoténuse,
car, retranchant le carré de ce coté connu, de celul de
I'hypoténuse, le reste exprimera le carré du coté cher-
ché. Si par exemple on avait :

—2 ~—9 -2
AC =AB —BC (fig. 44).

Pour avoir la longueur de B C on retrancherait le carré
de AC de celui de 'hypoténuse AB, et la racine carrée
du reste exprimerait la longueur de BC; suppesons que
Pon ait hypotenuse AB =13, cote AC = 5; carrant

tout, il viendra : AB = 169; AC 25; retranchant
25 de 169 il reste 144, dont la racine carrée est12: ce
dernier nombre exprime la longueur de BC.

66. Tu. Deux polygones sont semblables quand ils
sont composés d'un méme nombre de triangles sembla-
bles chacun % chacun et semblablement disposés.

Sor. Ce théoréme se comprend sans démonstration,
lorsqu’on sait que deux triangles sont semblables quand
ils ont leurs angles égaux chacun & chacun et leurs cotés
homologues proportionnels (58). Or, tout polygone pou-
vant étre partagé en un certain nombre de triangles,
(52) si deux polygones en contiennent un méme nom-
bre et que tous ces triangles soient semblables cha-
cun i chacun, les deux polygones le seront aussi, car il
est évident que deux choses sont semblables quand les
diverses parties qui les composent sont semblables.

Au reste, l'inspection de la figure 45 suffit pour faire
voir que le polygone Abcdf est semblable au polygone
ABCDF; si par hypothése ou par construction les cotés
BC,be, CD,ed , DF,df... appartenantaux denx polygones
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sont paralleles, et si l'on a Ab : AB :: Ac : AC :: Ad :

G7. ProBLEME. Faire un polygone semblable a un
autre sur une ligne donnée quelconque.

Sor. Commencons par le cas le plus simple, et sup-
posons qu’il est demandé de faire sur une ligne donnée

A B

un triangle semblable & un autre triangle quelconque,
dont les trois angles A, B, C sont connus.

Faites suivant le procédé du n° 31, au point A, de
la ligne AB, un angle égal & 'angle A, et tirez une
ligne indéfinie dont la direction sera déterminée par
I'ouverture de I'angle.

Faites en B, lautre extrémité de la ligne A B, la
méme opération pour V'angle B du triangle donné.....
prolongez le ¢oté de I'angle dont vous aurez déterminé
la direction jusqu'a sa rencontre avec celui qui forme
un des cotés de U'angle A, vous aurez un triangle qui
sera équiangle avec le triangle donné A BC, puisque ces
deux triangles auront deux angles égaux, chacun acha-
cun (38).

Pour ce qui est de la maniére de construire sur une
ligne donnée

b c

un autre polygone semblable au polygone ABCDF,
(fig. 45). Faites, comme il vient d’étre enseigné ci-
dessus, en b et en ¢, deux angles égaux aux angles B, C
du polygone douné. Vous aurez un triangle A be sem-
blable au triangle A BC.

Faites de la méme maniére et sur A¢, un autre tri-
angle semblable au triangle ACB.

Faites-en autant sur A d, et ainsi de suite..... vous
aurez un polygone Abedf, lequel sera semblable &
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ABCDF, puisque ces deux polygones seront composés
d’'un méme nombre de triangles placés dans le méme
arrangement.

68. Tn. Les contours des polygones semblables sout
entre eux, comme les cdtés homologues de ces polygones.

Sor. Cette vérité est évidente... toutefois en voici
une démonstration facile :

Soit les deux polygones semblables ABCDF, Abedf
(fig. 45). Si on admet ou s'il est prouvé que le
coté Ab est les deux tiers de A B, be les deux tiers de
BC, cdles deux tiers de CD, df les deux tiers de DF,
il en faut conclure que A bed f est les deux tiers du con-
tour ABCDF.

Du CrrcLe.

69. Le cercle dont on a dit un mot (11) est tout &
la fois une ligne et une figure. Dans le premier cas le
cercle est une ligne courbe la plus réguliére de toutes,
qu’on appelle du nom spécial de circonférence. Considéré
comme figure, le cercle est une surface qui a longueur
et largeur.

Toute ligne droite CA, CE, CD... (fig. 46) menée
du centre a la circonférence sappelle rayon ; toute ligne
qui comme AB passe par le centre C, n’importe dans
quelle direction, s’appelle diamatre.

Il est évident, d’aprés la définition du cercle qui a
été donnée (11), que tous les rayons sont égaux entre
eux; il est aussi évident que tous les diamétres, étant
chacun le double d’un rayon, sont égaux entre eux.

On appelle ar ¢ une portion de la circonférence com-
prise entre deux rayons ou deux points déterminés : ED
est un arc ainsi que FHG.




DE GEOMETRIE, 41

La corde ou sous-tendante d’un arc est la droite qui
joint ses extrémites : ¥ G est une corde.

On appelle segment sune portion de la surface d’un
cercle, comprise entre un arc et sa corde : la figure
FH G est un segment.

Le sectewr d'un cercle est une sorte de triangle limité
par deux rayons, et par I'arc que ces rayons compren-
nent entre eux : la figure DCE est un secteur.

Une ligne est dite inscrite dans un cercle , quand ses
extrémités se terminent a la circonférence ; telle est A B
(fig. 47); & proprement parler, ¢’est une corde.

En général, un ngle est inscrit dansun cercle, toutes
les fois qu’il a son sommet & la circonférence et que ses
cOtés sont I'un et Pautre dirigés dans Uintérieur de la
figure : ABC est dans cette position.

Un triangle est inscrit dans un cercle, lorsque les
sommets de ces trois angles sont &la circonférence; ABC
est un triangle inscrit.

On appelle sécante une ligne qui, comme A B (fig. 48),
coupe la circonférence en deux points; elle difféere de
la corde en ce que ses extrémités sont hors du cercle.

La tangente est toute ligne qui, comme CD, ne touche
la cireonférence qu’en un point M.

En général, on dit qu'un polygone est inscrit dans un
cercle lorsque le sommet de tous ses angles sont & la
circonférence; et, dans ce cas, on dit aussi que le cercle
est circonserit an polygone.

Un polygone est circonserit & un cercle , lorsque tous
ses cotés touchent sa circonférenee , mais en un point
seulement ; dans le méme eas, on dit aussi que le cerele
est tnserit dans le polygone.

70. Tn. Tout diameétre AB (fig. 49) divisele cercle en
deux parties égales.
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Sor. SiV'on pliait la figure de maniere quelepli se fit
sur laligne AB, et quetous les points de 'arc AEB ne
tombassent pas sur ceux de 'arc AFB, il s’ensuivrait
que tous les points de la circonférence ne seraient pas
¢également ¢loignés du centre, ce qui serait contraire i la
définition du cercle.

71. Tu. La plus longue ligne qu’on peut tirer dans
Vintérieur d'un cercle est celle qui passe par le centre et
qu'on appelle le diametre; d’ott il suit que le diameétre
est la plus longue de toutes les cordes.

Sor. Soit (fig. 49) AB le diametre , AD une corde
quelconque; si aux extrémités A, D de cette corde on
meéne les rayons C A, CD, on aura le triangle ACD, d’out
Yon tirera AC - CD\ AD, mais A Cet CD étant rayons
d’'un méme cercle, égalent, pris ensemble, le diamétre
AB;doncona:AB> AD.

72. Tu. Dans un méme cercle, les arcs égauxsont
sous-tendus par des cordes égales, et réciproque-
ment; des cordes égales sous-tendent des arcs égaux,
pourvu que ces arcs soient moindres ou plus grands que
la demi-circonférence.

Sor. Soit (fig. 50) les deux cercles égaux AHB,
EGF; enles placant I'un sur autre de maniéere que le
point E tombe sur le point A et le point F sur le point B,
il est évident que la demi-circonférence EGF se confon-
dra avec la demi-circonférence A H B.

Or, sil'on accorde que les arcs AD, EG sont égaux ,
le point G se confondra avec le point D, et il est évident
que les triangles ADC, EGO seront égaux comme se
recouvrant exactement... Donc les cordes EG, AD, qui
sous-tendent des arcs égaux sont égales entre elles.

1 serait superflu de démontrer que des cordes égales
sous-lendent des arcs égaux ; ce serait répéter les raison-
nemens (ui précedent.
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73. Ta. Dans un méme cercle ou dans des cercles
égaux, un plus grand arc est sous-tendu par une plus
grande corde, et réciproquement une plus grande corde
sous-tend un plus grand arc.

Sor. Soit (fig. 50) I'arc AH plus grand que A D, tirant
les rayons CA, CD, CH, et les cordes AD, AH, on a
les deux triangles ADC, AHC, lesquels ont le coté
commun AC; et CD et CH sont égaux comme rayons
d’un méme cercle ; mais il est évident que ’angle ACH
est plus grand que I'angle ACD, done AH opposé au
plus grand angle est plus grand que AD (36).

74. Ta. Le rayon qui est perpendiculaire & une corde
divise, étant prolongé, cette corde et I'arc qu’elle sous-
tend en deux parties égales.

Sor. Soit (fig. 51)le cercle AHB dans lequel on a tiré
la corde AB, et sur laquelle, ducentre C du cercle, on a
abaissé la perpendiculaire CD que l'on a prolongée jus-
quen G. Tirant les rayons CA , CB, on pourra les con-
sidérer comme des obliques égales qui s'écartent égale-
ment de la perpendiculaire CD; donc AD =BD (25),
puisque, par hypotheése, CD est perpendiculaire sur AB,
les angles AD G, BDG sont droits; d’ou il suit que les
deux triangles ADG , BDG sont égaux ; car ils ont un
coté commun DG; de plus AD = BD; ces deux triangles
ont un angle égal (I'angle droit en D) compris entre cd-
tés égaux chacun & chacun; done ils sont égaux (23);
done AG = B G; mais ces lignes étant des cordes égales,
les arcs qu’elles sous-tendent sont égaux (72), done I'arc
A G égale P'arc BG; donc la perpendiculaire CD passe,
étant prolongée, par le milieu de 'arc AGB.

OsservaTron. Puisque deux points suffisent pour dé-
terminer la direction d’une droite , il s’ensuit :

1° Que toute ligne qui partant du centre d’un cercle
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passe par le milieu d’une corde, doit aussi passer par
le milieu de I'arc sous-tendu par celle-ci ;

2° Qu’une ligne qui passe par le miliena d’un arc et de
sa corde doit aussi, si on la prolonge, passer par le cen-
tre du cercle dont cet arc fait partie...

75. Tu. La tangente d’un cercle ne peut avoir de
commun avee sa circonférence qu’un seul point.

Sor. Afin de le démontrer, supposons une ligne BD
(fig. 52) qui touche la circonférence en A, et dont la
direction soit perpendiculaire & celle du rayon CA, ce
rayon sera aussi perpendiculaire sur BD, et il mesurera
la plus courte distance qu’il y adu centre C & cette der-
niere ligne (27), de sorte que, toute oblique comme
CE étant plus longue, le point E sera nécessairement
hors du cercle ; donc la tangente BD ne peut avoir qu’un
point de commun avec la circonférence.

76. Tu. Deux paralléles qui comme DE, AB (fig. 53)
coupent la circonférence d’un cercle, interceptent entre
elles deux arcs égaux.

Sor. 11 peut se présenter trois cas : 1° que les deux
paralléles comme A B et DE sont sécantes, alors abaissez
du centre C du cercle la perpendiculaire CG sur la corde
NQ; cette perpendiculaire coupera NQ, ainsi que I'arc
qu’elle sous-tend en deux parties égales (74).

Considérant MP partie de A B comme une corde pa-
rallele A NQ , il est évident que la perpendiculaire CH
coupera aussi cette corde ainsi que 'arc MNHQP qu’elle
sous-lend en deux parties égales ; on aura donc : arc
MNH = arc HQP; mais on a aussi arc NH=arc HQ ;
retranchant M H de MNH et HQ de HQP, il restera
MN = QP.

2° Si DE I'une des deux paralleles (fig. 54 ) est tan-
gente et 'aulre A B sécante , menez au point de contact
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H, le rayon CH, il sera perpendiculaire sur DE (75)
ainsi que sur sa paralléle ; il divisera done la corde MP
ainsi que I'arc MHP qu’elle sous-tend en deux parties
égales.

3° Si les deux parallelles D E, T L sont Uune et Pautre
tangentes au cercle, la démonstration se réduit a tirer
aux points de contact les rayons CH, CK; ces deux rayons
étant perpendiculaires aux deux paralléles et partant d’un
méme point C , formeront une ligne droite qui serale
diamétre HK, lequel coupera la circonférence en deux
parties égales, de sorte que U'arc HAK égalera HMK.

77. Tu. Dans le méme cercle ou dans des cercles
déerits d’un méme rayon, des angles égaux ACB, FCD
interceptent sur la circonférence desarcs égaux AB, FD
(fig. 55) ; et réciproquement , si les arcs compris entre les
cOtés de ces deux angles sont égaux , les deux angles le
seront aussi.

Dans le premier cas, plagant 'angle A C B sur son égal
FCD, le point A tombera sur le point F, et le point B
sur le point D, car les cotés de ces angles sont égaux
comme étant rayons d'un méme cercle ; mais alorsil est
évident que les angles AB, FD se confondront aussi ;
dans le cas contraire, il s’en suivrait que certains points
de ces arcs seratent plus ou moins éloignés du centre C
du cercle.

Si les arcs AB, DF sont égaux, en les placant I'unsur
Vautre, ils se confondront, et le point A tombrra sur le
point F, et le point B sur le point D; tirant de ces points
des rayons au centre C du cercle, on aura un angle égal
aux angles donnés A CB ou F CD.

La vérité de cette proposition est si évidente qu’il est
& peu de chose prés inutile d’en donner une démonstra-
tration.

78. Tn. Dans des cercles décrits ’un méme rayon
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(fig. 56), si desanglesACB, DCE, qni ont leur sommet
au centre C du cercle, ont des ouvertures qui soient en-
tre elles comme les nombre 5, 3, les arcs compris entre
les cotés de ces angles seront aussi dans le méme rap-
port.

Sov. Sil'on admet quel’angle A CB contient cing an-
gles égaux ACd, dCe... D’apres la proposition, chacun
de ces angles pourra étre compris trois fois entre les co-
tés de I'angle DCE et les arcs qui de part et d’antre se-
ront déterminés pas les cotés de ces angles partiels se-
ront nécessairement égaux entre eux (77); done 'arc A B
estal'arc DE comme 5 est & 3.

SiTon objectait que ces deux angles n’ont point de
commune mesure, on ferait observer qu'ils peuvent étre
divisés I'un et 'autre enn d’autres angles égaux entre eux,
en nombre infint, ce qui est incontestable ; ainsi donc,
placant DCE sur ACB, le ¢6té DC sur AC, il est évi-
dent que CEse confondra avec un des cotés des angles
partiels que 'on suppose étre en nombre infini, ou que
dumoins il en sera & une distance inappréeiable.

Remarque. Afin de corroborer la démonstration qui
préeéde ou de la rendre plus sensible, il faut supposer
que lesarcs A d, de, ¢f... et Dm, mnsont sous-tendus
par leurs cordes, comme le sont A d et Dm ; d’our résul-
teraient des triangles égaux ACd, DCm, comme ayant
un angle égal compris entre cotés égaux (les rayons d’un
méme cercle) ; or, il a été démontré (72) que dans un
méme cercle les cordes égales sous-tendent des arcs
égaux, etréciproquement, pourvu que ces arcs soient plus
grands ou plus petits que la demi-circonférence.

OsservatioN. Donc la mesure la plus convenable
d’an angle est V'arc de cercle compris entre ses cotés.
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Or, comme autour d’un point on ne peut former que
quatre angles droits (20), on en conclut que la mesure
de tous les angles pris ensemble qui ont leur sommet au
centre d'un cercle , n'est ni plus grande ni plus petite
que la circonférence entiére de ce cercle.

Ainsi celui de ces angles dont les cotés comprendraient
le quart de la circonférence, serait un angle droit.

Comme la grandeur des angles ne dépend point de la
longueur de lears cotés (13 ), tout cercle est propre a
mesurer leur ouverture. Cela sera démontré un peu plus
loin.

79. Ta. Lorsqu’un angle a son sommet sur un point
quelconque de la circonférence, son ouverture a pour me-
sure la moitié de I'arc comprisentre ses cotés, prolongés
s'll est nécessaire.

Sor. 1l peut se présenter quatre cas différens :

1° Que I'un des cotés BH de I'angle EBH (fig. 57 )
passe par le centre O du cercle ; si par le centre O on
méne FG (57) parallele & EB, on formera I'angle
FOH et BOG. Ces angles sont égaux comme opposés
par le sommet (18); et a cause des paralléles EB, FG
et de la sécante BH, les angles EBH, BOG sont égaux
comme alternes-internes (42); et les angles EBH, FOH
sont aussi égaux comme correspondans. Donc on a :

FOH =BOG, EBH = BOG.

Mais I'arc BG, mesure de BOG, égale I'arc EF, car ces
deux arcs sont compris entre deux cordes paralléles
(76); et comme FOH = BOG, il s’ensuit que l'arc
HEF compris entre les cotés de 'angle EBH est le don-
ble de celui qui mesurerait I'ouverture de cet angle si ce-
lui-ciavait son sommet au centre du cercle.

2° Soit I'angle EBT entre les cotés dugquel est compris
le centre O du cercle. Cet angle se compose des angles
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EBH, HBI, lesquels ont le cté commun BH, et qui
passe par le centre du cercle ; or, d’aprés la démonstra-
tion contenue dans le paragraphe qui précéde , les deux
angles ont pour mesurela moitié des arcs EH, H1, com-
pris entre leurs ciés : donc EBI, qui est la somme de
ces deux angles, doit avoir aussi pour mesure la moitié
de la somme des arcs EH, HI, oula moitiédel'arc EHI.

3° Pour démontrer que 'angle DBE , dont les cotés
sont I'un et I'autre 4 une certaine distance du centre ,
qu’il a pour mesure la moitié de I'arc DE, on considére
I'angle DEB comme faisant partie de V'angle DBH,
dont un des cotés BH passe par le centre; or, DBH a
pour mesure la moitié de I'acc DER; si donc I'angle
DBE est par exemple le tiers de I'angle DBH, il aura
pour mesure la moitié de I'arc DE compris entre ses
cotés, lequel doit étre le tiers de 'arc DEH.

4o L’angle formé par une tangente et une corde a
aussi pour mesure la moitié de Yarc compris entre ses
cotés : Vangle ABH est droit , attendu que le diamétre
HB est perpendiculaire sur la tangente AB (75 ); donc
ABH a pour mesure le quart de la circonférence ou la
moitié de la demi-circonférence HED B..., laquelle est
comprise entre ses cOtés; et si par exemple on ajoute &
I'angle ABH l'angle HBI, on aura l'angle total ABI,
lequel a pour mesure arc HEB - HI = HEB - HI,

2 2 2
ou la moitié de I'arc total BDEHI.

80. OssgrvaTtion. Il résulte des démonstrations qui
précédent , que tous les angles qui, comme EDF, EPF,
EQF (fig. 58), ont leurs sommets & la circonférence et
dont les cOtés comprennent un méme arc ECF..., sont
égaux entre eux,

1l suit encore des mémes démonstrations, que tout an-
gle qui comme ACB a son sommet C a la circonférence,
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et dont les cotés passent par les extrémités du diameétre
AB est droit, puisqu’il a pour mesure la moitié de la
demi-circonférence.

81. Tu. L’angle ACB (fig. 59), qui a son sommet
entre le centre et la circonférence, a pour mesure la moi-
tié de 'arc AB, plus la moitié de 'arc EF compris en-
tre ses cotés prolongés.

Sor. Par le point F, o1 le c6té prolongé AC rencontre
la circonférence, menez FD paralléle & EB (47),
vous aurez les angles AFD, ACB égaux entre eux comme
correspondans, & cause des paralleles BE, DF, et de la
sécante AF (42).

Or AFD ayant son sommet a la circonférence, a
pour mesure la moitié de I'arc ABD (79 ) ou bien la
moitié de I'arc DB 4 la moitié de I'arc A B; mais les
arcs EF, DB sont égaux comme compris entre deux cor-
des paralléles; donc ACB = AT D apour mesure la moi-
tié de 'arc AB - la moitié de l'arc EF...

82. Tu. L’angle ACB (fig. 60), dont le sommet C est
en dehors de la circonférence, a pour mesure la moitié
de I'arc AB compris entreses cotés, diminué de I'arc DF,
dont la convexité est tournée vers son sommet.

Sor. Par le point F menez FE parallele & CA (47),
vous aurez les angles BFE, ACB égaux entre eux comme
correspondans, a cause des paralléles C A, FE, et de la
sécante CB (42); or, 'angle BFE, dont le sommet est &
la circonférence, a pour mesure la moitié de 'arc EB;
donc ACB a aussi pour mesure la moitié de 'arc EB; ou
bien la moitié de 'arc AB, diminué de 'arc AE; mais
les arcs AE, DF sont égaux comme étant compris entre
cordes paralléles (76); donc I'angle ACB a pour me-
sure la moitié de 'arc compris entre ses cotés diminué
de l'arc DF.
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83. PropLEme. Mener 2 l'exirémité C d’une droite
AC (fig. 58) une perpendiculaire CB.

Sor. D’un point quelconque O , pris hors de la droite
AC et avec une ouverture de compas égale & CO, décri-
vez un grand arc de cercle ACB, et par le point A ou
cet arc coupera la ligne AC et le centre O, tirez la li-
gne indéfinie AO ; cette ligne sera un diamétre qui ren-
contrera en B Iarc que vous aurez tracé ; tirez BC, I'an-
gle AGB sera droit comme ayant son sommet & la cir-
conférence et ses cotés appuyés sur les extrémités A, B
du diametre (80); donc BC sera perpendiculaire sur
AC et au point C.

84. ProsLiMe. D’un pointE (fig. 61) pris hors d’un
cercle, mener une tangente a ce cercle.

Sor. Joignez le point E et le centre D du cercle
donné ; et du milien de DE comme centre, déerivez la
circonférence GDFE; elle coupera le cercle aux points
B, C; par ces points d’intersection et le centre D, tirez
les cordes BD, CD; les angles D CE, BDE seront droits
comme ayant leurs sommets & la circonférence du cercle
GDFE, et leurs cotés appuyés sur les extrémités du dia-
meétre DE; donc BD, rayon du cercle BAC est perpen-
diculaire sur BE; il en est de méme du rayon DC relati-
vement a CE; donc BE et CE perpendiculaires a ces
rayons sont tangentes au cercle ABC (75).

85. PropLEME. Par trois points A, B, D (fig. 62) faire
passer une circonférence de cercle.

Sor. Joignez les trois peints donnés par les lignes AB,
BD; et considérant ces lignes comme des cordes du cer-
cle, que lon pourrait dire futur, ¢levez sur le milieu de
chacune les perpendiculaires indéfinies CE, CF (28), le
point C ou elles se couperont sera le centre du cercle de-
mandé.
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En effet, il a été démontré (n° 74), que toute per-
pendiculaire qui coupe une des cordes d'un cercle par le
milieu passe nécessairement par son centre, d’out il suit
que les perpendiculaires CE, CF n’étant point paralléles,
doivent se couper en un point queleongue C ; duquel pris
pour centre et avec un rayon égal & CB, si Pon déerit
une eirconférence , elle passera par les points A, B, D:
car les lignes CB, CD sont égales entre elles comme
s’écartant également de la perpendiculaire CF; CB,
CA sont dans le méme cas relativement & la perpendi-
ealaire CE; on adonc CD = CB = CA, donc ces trois
lignes sont des rayons d’'uh méme cerele.

De tous les polygones & cotés inégaux, ou dont les an-
gles sont inégaux, le triangle est le seul, qu’il soit régulier
ou non, que l'on puisse toujours inscrire dans un cer-
cle; ou ce qui revient au méme, il est toujours posstble de
faire passer une circonlérence de cercle par le sommet
des trois angles d’un triangle ; mais il suffit de l'inspec-
tion de la figure 67, par exemple, pour comprendre
qu’une circonférence de cercle qui passerait par les points
A, D laisserait en dedans les points B, C.

De la démonstration du probléme ci-dessus, on déduit
Ta maniére de trouver le centre d’un cercle ou d’un are
donné: A cet elfet, prenez sur la circonférence de ce
cercle ou de cet arc trois points & volonté, joignez-les par
des cordes, puis élevez sur le milieu de ces cordes des
pérpendiculaires indéfinies, le point ot celles-ci se coupe-
ront sera le centre demandé.

Soit par exemple I'arc ABD (fig. 62), ayant pris arbi-
trairement trois points A, B, D, on les joindra par les droi-
tes BA, BD, sur le milieu desquelles on élévera les per-
pendiculaires CE, CF.

86. Proprime. Partager un arc ou un angle donné
en deux parties égales.
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Sov. Soit I'arc donné AFD (fig. 63), on joindra ses
extrémités A, D par la droite AD, ce sera la corde de
lare, sur le milieu de laquelle on élévera une perpendi-
culaire indéfinie CB (28), cette ligne coupera, en F, V'arc
en deux parties égales (74).

Si c’est 'angle ACD qu’on veut partager en deux an-
gles égaux, du sommet C de I'angle donné et avec une
ouverture de compas prise a volonté , on décrira I'arc in-
défini AFD; on tirera la corde AD, sur le milieu de la-
quelle on élévera la perpendiculaire CB; il est évident
que les angles ACB, D CB seront égaux entre eux, car
lesarcs AF, DF qui mesurent ces angles, sont égaux
comme moitiés de V'arc total AFD, lequel mesurel’angle
ACD.

87. ProsriME. Inscrire un cercle EGF dans un triangle
donné ACD (fig. 64), de facon que les trois cotés du
triangle soient autant de tangentes a la circonférence de ce
cercle.

Sor. Partagez deux des angles du triangle en deux
parties égales (86), les angles A et C par exemple, les
lignes AO, CO qui résulteront de ces divisions et qui se
rencontreront en O détermineront en ce point le centre
du cercle demandé.

De ce point O abaissez sur les ¢6tés CA, CD du trian-
gle les perpendiculaires OE, OF; ces lignes seront éga-
les, car les triangles CEO, CFO sont égaux: ils sont
I'un et I'autre rectangles en Eet enF; de plus les angles
ECO, FCO sont égaux comme moitiés de Vangle ACD,
donc les deux triangles sont équiangles; ils ont enfin un
c6té commun CO, lequel est adjacent & deux angles
égaux chacun a chacun ; donc les deux triangles sont
égaux (24) ; donc OE = OF; on démontrerait de la
méme maniére que les triangles DFO, DGO sont égaux
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et que 0G =OF, d’ott il suit que les trois pointsE, F, G
sont également distans du point O ; done on pourra faire
passer une circonférence de cercle par ces points, laquelle
ne fera que toucher les cotés du triangle circonserit,
attendu que les rayons OE, OF, OG sont perpendicu-
laires sur ces cOtés et que par conséquent ils mesurent
la plus courte distance qu'il y a du point O & chacun de
ces cotés.

88. Osservarion. Tout polygone qui a tous ses an-
gles et tous ses cOtés égaux peut étre inscrit ou circons-
crit au cercle. La figure 80 en offre un exemple ; on 'y
voit un hexagone A BC D inscrit dans un cercle; la figure 81
offre un exemple du contraire, ¢’est-a-dire un hexagone
régulier circonscrit & un cercle.

B . | | | —
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TROISIEME PARTIE.

DES FIGURES CONSIDEREES RELATIVEMENT A LEURS SURB-

FACES.

89. Les contours ou les périmatres des figures se com-
posent de lignes droites ou courbes, mais leur commune
mesure est presque toujours une ligne droite, d’une len-
gueur déterminée.

90. Une surface est ce qui a longueur et largeur, aire
et surface sont des mots & peu prés synonymes.

Pour évaluer une surface quelconque, on la rapporte
toujours & une surface plane que I'on prend pour terme
de comparaison, laquelle est le plus ordinairement un
carré; ainsi 'on dit que la superficie d'une table a, par
exemple, 89 décimetres carrés, pour faire entendre qu'il
serait possible de placer sur cette table, 89 carrés d’'un
décimétre de long sar autant de large.

On peut dire aussi que telle sphére ou boule a tant de
décimetres carrés de surface, 108, par exemple, pour faire
comprendre que si 'on se proposait de la couvrir d’une
certaine étoffe, il en faudrait une piece dans laquelle il
serait possible, au besoin, de tailier 108 carrés égaux
d’un décimetre de coté.

Ne confondez pas les expressions telles que celles-ci:
8 matres carrés et 8 metres en carré ; 8 metres carrés sont
8 carrés ayant chacune 1 meétre de c¢6té; et par 8 métres
en carré on doit entendre une surface de 8 metres de
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long sur autant de large, et qui égale 64 carrés chacun
d’un metre de coté.

91. Deux figures sont égales, lorsque, étant placées
I'une sur Vautre, elles se recouvrent exactement ; il va
sans dire que deux figures égales sont toujours semblables :
mais deux figures semblables peuvent étre fort inégales ,
et par exemple des carrés, des cercles sont toujours
semblables et toutefois les uns peuvent étre plus grands
que les autres.

92. Des figures sont dites équivalentes, lorsque, quoique
dissemblables, leurs surfaces sont égales : par exemple
un cercle peut étre équivalent & un triangle, ¢’est-a-dire
avoir une surface égale & la sienne...

93. La base d'un parallélogramme est le coté sur le-
quel il est censé reposer; AB (fig. 76) est la base du
parallélogramme A CD B.

94. La hauteur d'un parallélogramme est la perpen-
diculaire abaissée sur la base d’un point quelconque du
cOté opposé i cette base : CE (fig. 76) mesure la hauteur
du parallélogramme A CDB.

95. La hauteur d’un triangle est mesurée par la per-
pendiculaire abaissée de 'un de ses angles sur le coté
opposé a cet angle, lequel est alors la base du triangle :
CD (fig. 44) mesure la hauteur du triangle A B C, dont
le coté AB est la base. On appelle sommet du triangle ,
le sommet de 'angle opposé & sa base; si la perpendicu-
laire tombait en dehors du triangle il faudrait prolonger
sa base afin de délerminer exactement sa hauteur ; sil'on
prenait CD pour base du triangle A CD (fig. 70), il fau-
drait la prolonger de manitre que la perpendiculaire
abaissée du sommet de angle A, rencontrat cette base
en I.

96. La hauteur d’un trapéze esi la perpendiculaire
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comprise entre ses deux cotés paralléles : DE mesure la
hauteur du trapeze ABCD (fig. 70).

97. Deux triangles ont des hauteurs égales lorsque les
perpendiculaires qui les mesurent sont égales, c’est-a-
dire que si leurs bases se trouvent sur une méme ligne,
une paralléle & cette ligne, qui passe par le sommet de
I'un des deux triangles, passe par le sommet de V'autre.

98. Ta. Deux parallélogrammes ABCD, abe d (fig. 65)
qui ont des bases et des hauteurs égales sont équivalens.

Sor. Supposez qu’ils sont I'un et 1'autre partagés en
tranches infiniment étroites par des lignes FE, fe....
paralléles a lears bases CD, c¢d; puisque ces bases sont
égales entre elles, les paralleles FE, fe.... égales a ces
bases seront aussi égales entre elles; or, sile nombre de
ces paralléles est infini, les deux parallélogrammes seront
partagés en tranches qui ne différeront les unes des autres
que d’'une quantité inappréciable. En effet, si les deux
parallélogrammes partiels ABFE, ab fe ont leurs cotés
AB, ab.... égaux entre eux et que leurs hauteurs ou leurs
largeurs soient infiniment petites, ces deux parallélo-
grammes seront égaux en surface : car alors les cotés
BE, be..., différeront d'une quantité infiniment petite,
de sorte donc que les deux figures étant posées l'une
sur l'autre se recouvriraient exactement a trés peu de
chose pres.

Et d’ailleurs pour que le parallélogramme ab fe fit
exactement égald A BF E, il suffirait de porter le coté a b
de gauche & droite d’une quantité suffisante pour que
les deux figures étant superposées, les cotés BE, be,
AF, af se confondissent....

Mais on rendra la démonstration pour ainsi dire palpa-
ble, en s’y prenant comme il suit :

On se procurera un jeu de cartes, et I'ayant couché
sur le coté, on lui fera prendre une forme telle que, vu
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par dessus, il offrira la figure d’un parallélogramme, ce
qui est tres aisé A concevoir; on comprend également
qu’en déplacant les cartes un peu plus ou un peu moins,
de droite & gauche ou de gauche & droite, on pourrait
leur faire prendre des figures de parallélogrammes dif-
férents & l'infini, et qui néanmoins seraient tous équi-
valents en surface.

99. ReMarQue. On démontreraitde la méme maniére
que la surface du carré ABCD est égale a celle du pa-
rallélogramme abcd, lequel a méme base et méme hau-
teur que lui. (fig. 66.)

100. Tu. La surface d’'un triangle quelconque est la
moitié de celle d'un parallélogramme de méme hase et
de méme hauteur que lui.

Sor. Soit le triangle ABD, (fig. 67); si, par les som-
mets des angles A, D, on méne A C égale et parallele a
BD, et DC égale aussi et paralléle A B A, il en résultera
le parallélogramme ABCD; or, il a été démontré (50)
que les triangles ABD, ACD sont égaux; il est évident
que les bases A B, CD de ces triangles sont égales comme
cOtés opposés d’'un méme parallélogramme; il est aussi
évident que les hauteurs de ces triangles sont égales comme
étant comprises 'une et 'autre entre les paralléles AB, CD
(46); donc tous les triangles qui ont des bases et des
hauteurs égales sont équivalents en surface.

101, Tu. L’aire ou la surface d’un rectangle ABCD
(fig. 68) est exprimée par le produit de sa base AB par
sa hauteur A C.

Sor. 1l a été dit (90) qu'on évalue les surfaces en les
rapportant i celle d’un carré pris arbitrairement pour
terme de comparaison. Soit donc le carré X (fig. 68)
que l'on a choisi pour servir & mesurer la surface du rec-
tangle ABCD; la méthode la plus directe et la plus
simple qui se présente pour effectuer I'opération, consiste
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a porter le carré X sur la base AB du rectangle, de A
ene,deeenf... de g en B; supposons qu’il y soit con-
tenu exactement quatre fois.

Cela fait, on portera le méme carré le long de la
hauteur AC du rectangle, et s'il y est contenu trois
fois, sans reste, on en conclura que le carré X peut
étre contenu 3 fois 4, ou 12 fois dans le rectangle
ABCD; la seule inspection de la figure suffit pour que
Ton soit convaincu de la vérité de cette démonstration.

102. Si les lignes qui mesurent la base et la hauteur
du rectangle sont égales entre elles, il s’ensuit que la
figure de ce rectangle est un carré; dans ce cas il suffi-
rait de chercher combien de fois le carré X serait con~
tenu sur la base A B, et , multipliant ce nombre de fois
par lui-méme, on aurait la surface du rectangle.

Quand on y aura un peu réfléchi, on concevra qu’il
suffit de comparer le ¢oté du carré X avec la base et la
hauteur du rectangle, puis de multiplier les deux nombres
trouvés I'un par 'autre ; supposons que le c6té du carré X
est contenu onze fois sur la base du rectangle, et huit fois
sur la ligne qui mesure sa hauteur, on multipliera 11
par 8, et le produit 88 exprimera la surface durectangle
comparée & celle du carré X.

103. 11 pourrait se faire que le ¢6té du carré ne fitt
pas contenu un nombre exact de fois sur la base et la
hauteur du rectangle; dans ce cas on aurait deux nom-
bres accompagnés de fractions, et cependant on n’en
multiplierait pas moins ces deux quantités I'une par
Vautre (voir le discours préliminaire), ce qui reviendrait
toujours & multiplier le nombre d’unités linéaires contenu
dans la base, par le nombre de ces mémes unités contenu
dans la hauteur.

104. Tu. L’aire oun la surface d'un paraliélogramme
quelconque est égale au produit de sa hase par sa
hauteur.
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Sov. 1l aété démontré (98) que deux parallélogrammes
qui ont des bases et des hauteurs égales sont équivalents,
d’ot1 il suit quun parallélogramme quelconque est égal,
en surface, a4 un rectangle de méme base et de méme
hauteur que lui; or, il vient d’étre prouvé (101)que la
surface de tout rectangle est exprimée par le produit de
la longueur de sa base par celle de sa hauteur; donc pour
ealculer la surface du parallélogramme A BCD (fig. 76),
on multiplierait la longueur de la base AB par celle de
la hauteur CE, ces deux longueurs étant exprimées par
des unités linéaires convenues.

105. RemarQue. Des parallélogrammes qui ont des
hauteurs égales sont entre eux comme leurs bases; et
s'ils ont des bases égales ils sont entre eux comme leurs
hauteurs : supposons deux parallélogrammes A et B, dont
les bases sont représentées par 7, et que la hauteur de A
soit représentée par 8 et celle de B par 10; la surface
de A sera représentée par 7 X 8 — 56, et celle de B
par 7 X 10 = 70; or, 56 et 70 sont bien entre eux
comme les nombres 8 et 10....

106. Tu. L’aire d’'un triangle quelconque est expri-
mée par le produit de sa base par la moitié de sa hauteur,
ou, c¢ qui revient au méme, elle est égale a la moitié du
produit de sa base par sa hautenr.

Sor. Soit le triangle CAE, (fig. 69); il est évident,
comme cela a été démontré (100), que ce triangle est la
moitié du parallélogramme A BCE; or, pour calculer la
surface de ce dernier, il faudrait multiplier sa base CE
par la perpendiculaire AD qui mesure sa hautenr (104);
d’ou il suit que le triangle CAE qui a méme base CE et
méme hauteur AD que le parallélogramme, doit avoir
pour surface la longueur de A B multipliée par la moitié
de AD.

107. Remargue. Deux triangles de méme hautenr
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sont entre eux comme leurs bases, et si leurs bases sont
¢gales ils sont entre eux comme leurs hauteurs.

108. Ta. L’aire du trapéze ABCD (fig. 70) est égale
A sa hauteur DE multipliée par la moitié de A B, plus la
moitié de C Dj; oubien elle égale lasomme de AB - CD
multipliée par la moitié de DE.

Sor. Pour le prouver, tirez A D, le trapéze se trouvera
partagé en deux triangles ABD, ACD; le premier aura
pour mesure sa base AB, multipliée par la moitié de sa
hauteur DE (106).

Constdérant CD comme la base du triangle ACD, et
la perpendiculaire AF abaissée sur cette base prolongée,
on aura pour la surface du triangle, base CD multipliée
par la moitié de AF; mais AB et CD étant paralléles,
les perpendiculaires DE, AT (46) comprises entre ces
paralléles, sont égales entre elles, d’'oil'on tire ces ex-

pressions :
Surface de ABD = AB X DE; surface de ACD
2

= CDX AF; or, DE égalant AF et substituant cette va-
-

leur & AF, on a pour la somme des surfaces des deux

triangles :
Surface ABD - surface ACD = (AB - CD) X DE

109. Tn. Le carré ABIK dont les quatre cotés so2nt
égaux 4 I'hypoténuse AB du triangle ABC, rectangle en
C, est équivalent, ensurface, aux carrés AFEC, BHGC,
faits sur les cotés AC, B C qui comprennent I'angle droit
(fig. 71).

Sor. La figure 71 ne sert ici que pour faire voir com-
ment ces trois carrés peuvent étre disposés de la maniére
la plus convenable; mais, afin de rendre la démonstration
moins fatigante, nous allons faire successivement usage
des deux figures suivantes.
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Soit (fig. 72) un carré EGFH : tirez les diagonales
EF, G H, vous aurezquatre triangles EGO, GOF, EOH,
HOF, isoceles et rectangles et tous égaux entre eux,
ce qui n’a pas besoin de démonstration, 'inspection dela
figure suffit pour en convaincre.

Cela fait, par les sommets E, G, F, H, menez des paral-
léles aux diagonales EF, GH, vous formerez ainsi un
nouveau carré ABCD dont les quatre cotés seront égaux
aux diagonales EF, GH.

Or, si I'on considére EGF comme un seul triangle,
rectangle en G, EF sera son hypoténuse, laquelle égale
chacan des cotés du carré ABCD, lequel carré peut étre
considéré comme ayant été fait sur EF.

Faisons observer maintenant que le carré ABCD con-
tient huit triangles rectangles égaux entre eux, tels que
EGC, EGO.... HFB: car, par exemple, EGC, EGO
sont chacun la moitié du carré ECGO.... mais le carré
EGF H contient quatre de ces triangles, et les cotés de
ce carré sont égaux a E G, un des cotés qui comprennent
U'angle droit G du triangle rectangle EFG.

Or, puisque ce triangle est isocéle, on peut considérer
le carré EGFH comme formé aussi sur FG; donc les
carrés faits sar EG, F G valent deux fois le carré EGF H
ou huit triangles égaux 2 EGO, par esemple; mais le
carré ABCD fait sur EF, hypoténuse du triangle rectan-
gle EGTF, contient aussi huit de ces triangles : donc le
carré fait sur I’hypoténuse d’un triangle rectangle isocele
est égal 4 la somme des carrés faits sur les deux cotés
qui comprennent 1'angle droit.

Lorsqu’on a tracé la figure 72 avec précision , il suffit
presque de la montrer aux éléves pour les convaincre de
la vérité du théoréme.

110. La démonstration qui précéde est satisfaisante ,
irréprochable, pourva que le triangle rectangle soit iso-
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cele, nais, dans le cas contraire, on pourrait soutenir
que la proposition est fausse, ou que le carré fait sur
I’hypoténuse d'un triangle rectangle n’est pas égal & la
somme des carrés faits sur les eotés de I'angle droit.

Pour répondre a toutes les objections, prenons le
triangle ABC (fig. 73) dont les c¢dtés qui comprennent
Vangle droit sont inégaux; sur AC, le plus long de ces
cdtés, formonsle carré ACL H; et sur I'hypoténuse A B,
le carré ABD E; puis, du sommet C de 'angle droit du
triangle ABC, abaissons sur 'hypoténuse AB la per-
pendiculaire CF, et prolongeons cette ligne jusqu’en G.

Le carré ABDE se trouvera partagé en deux rectan-
gles AFD G, FBGE; cela fait, prolongeons le coté LH
du carré ACLH jusqu’en D.

Maintenant que la construction est terminée, il nous
sera facile de démontrer que le carré ACLH est équi-
valent en surface au rectangle AFDG :

En effet, ces deux figures ont de commun le quadri-
latere AFHK; et les triangles ACF, DKG sont égaux
comme ayant leurs cotés paralleles ; ils sont donc équi-
angles (59), de plus, les cotés AC, DK, AF, DG sont
égaux comme étant des paralléles comprises entre des
paralleles (46); les triangles CLK, AHD sont aussi
équiangles, ils ont de plus les c¢6tés CL,A H égaux comme
¢btés d'un méme carré ACLH done ils sont égaux.

D’ot il suit qu'en ajoutant au quadrilatere AFHK
les triangles ACF, CLK faisant tous les deux partie du
carré ACLH, on aura I'équivalent de la surface du rec-
tangle AFD G et réciproquement, en ajoutant au qua-
drilatere AFHK les triangles ACF, CLK, on aurait
Péquivalent du carré ACLH.

On démontrerait de la méme maniére que le carré
fait sur le c6té BC est équivalent au rectangle FB G E.

Cette grande vérité que le carré fait sur I'hypoténuse
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d’un triangle rectangle est égal & la somme des carrés
faits sur les cotés de 'angle droit, a été démontrée d'une
autre maniere n° 65,

111. Remaroue. Les deux rectangles AFDG, FBGE
ayant méme hauteur F G, sont entre eux comme leurs
bases (103) DG, GE,ou AF, FB; or, les rectangles sont
égaux aux carrés faits sur les cotés AC, BC de I'angle
droit; donc ces carrés sont entre eux comme les segmens
adjacens de I'hypoténuse déterminés par la perpendi-

——2 ——2

culaire CF, c’est-a-dire qu'on aAC: BC :: AF: BF
(voir n° 65.)

112. RemarQue. Sid’un point C (fig. 74) de la demi-
circonférence d’un cercle ACB, on abaisse la perpendi-
culaire CD sur le diamétre AB et qu’on tire les cordes
A C, BC, ce triangle ABC sera rectangle en C (80), et
la perpendiculaire CD sera moyenne proportionnelle
entre les deux segmens AD, BD du diamétre (65).

113. RemarQue pEuxiEME. De Ja résulte un moyen
bien simple de trouver sans calcul une moyenne propor-
tionnelle entre deux lignes données.

Soient les deux lignes données AD, BD (fig. 74):
mettez I'une au bout de V'autre, et du point O milieu de
A B leur somme, pris pour centre et avec une ouverture
de compas égale 4 BO ou A O, décrivez une demi-cir-
conférence ACB, apres quoi par le point D ot les deux
lignes données se joignent, élevez une perpendiculaire
sur AB (29), le point Cpar lequel cette perpendiculaire
coupera l'arc du cercle déterminera la longueur de la
moyenne proportionnelle cherchée; on aura donc AD:
CD::CD:BD.

Il a été suffisamment démontré n° 65 que la corde AC
est moyenne proportionnelle entre le segment AD de
I'hypoténuse qui lui est adjacent et I’hypoténuse entiere;
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il en est de méme de la corde BC, laquelle est moyenne
proportionnelle entre BD et BA; on ne doit ici consi-
dérer que le triangle rectangle A BC, abstraction faite de
la demi-circonférence qui l'entoure.

114. Ta. Les surfaces des figures semblables sont entre
elles comme les carrés de leurs cotés homologues , ou
comme les carrés des nombres qui expriment les lon-
gueurs de ces cotés.

Sor. Cette vérité n’a pas besoin d’étre démontrée
lorsqu’il s’agit de polygones qui sont des carrés parfaits
tels que ABCD, abed (fig. 75), car, pour avoir la sur-
face de ABCD, il faut multiplier la base AB par la hau-
teur AC; mais AC = AB; lopération revient donc i

—2

multiplier AB par lui-méme, on a pour résultat AB ou
le carré de AB; il en est semblablement du carré abed
dont la surface est exprimée par a b* ou le carré de ab.

115. Si les carrés ABCD, abed étaient chacun par-
tagés en quatre autres pelits carrés AFG... afg... aussi
égaux entre eux, chacun de ces carrés étant le quart des
deux grands, on auraitAFG...:afg ::4AFG(ouABCD):
4afg (ouabed.)

116. Tn. Les surfaces de deux parallélogrammes
semblables rectangles ou non, sont entre elles comme
les carrés des cotés homologues de ces parallélogram-
mes.

Soient les deux parallélogrammes rectangles

C D
00000000000 p
0 0 °60000000000
0 0 0 0
0 o & b
0 0 00000000000,
00000000000

A B
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ABCD, abed (figures ci-dessus)dont les hauteurs AC, ae
sont aux bases AB, « b comme 6 est & 11; divisons AC etac
en 6 parties égales, et par ces divisions tirons autant de
paralleles aux bases AB, ab; divisons ensuite les bases
AB, aben11 parties égales, et par ces divisions menons
des paralléles 2 AC et aac; les deux parallélogrammes se
trouveront partagés comme le rectangle ABCD de la
figure 68, c’est-a-dire que chacun d’eux contiendra 6
fois 11 ou 66 petits carrés tous égaux entre eux (dans
les parallélogrammes ci-dessus, ces petits carrés sont re-
présentés par les caracteres O, o.)

D’aprés ce qui vient d’étre dit, tous les carrés O
sont semblables aux carrés o; on a donc : surface de
ABCD est & lasurface de abcd comme 66. O sont &
66. 0 ou comme O est a 0.

Or, si I'on faisait un carré sur la base AB et un autre
sur la base ab , les longueurs de ces bases étant divisées
I'une et autre en 11 parties égales, les carrés qu’on au-
rait faits sur elles pourraient contenir, le premier 11 fois
11—=121. O; etle second 11 fois 11 =121. o; on aurait
donc en définitive :

Surface ABCD : surface abed ;2 66. O+ 66. o; mais
66. 0: 66. 0::121.0: 121. 0.

Cela est évident.

117. Si 'on objectait quela solution ne peut avoir lieu
qu'autant que la base et la hauteur des rectangles sem-
blables sont représentées par des nombres entiers, il serait
facile de démontrer que la vérité de la proposition est
toujours parfaitement vraie

Supposons par exemple deux rectangles semblables, A
et B, dont les hauteurs sont i leurs bases comme .; est
ad —;—; réduisant tout en septizmes de part et d’autre, on
ale rapport 21 : 36; et ce rapport est le méme que
celui qui existe entre 3 et 5 —:—, cela est évident.

5
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117 bis (1). Supposons le cas ot les bases et les hau-
teurs des rectangles n’ont point de commune mesure : tel
serait par exemple le rectangle qui aurait pour sa base la
diagonale d’un carré et pour hauteur le coté de ce
méme carré.

11 sera démontré dans le complément que ces deux
lignes n’ont point de commune mesure : de sorte qu’en
divisant I'une et Vautre en un certain nombre de par-
ties égales, les rectangles dont ces parties formeraient
les bases et les hauteurs ne seraient jamais des carrés
parfaits ; on aurait toujours de petits rectangles ;
mais en poussant la division a l'infini , ces petits rec-
tangles ne différeraient de earrés parfaits que d’une
quantité inappréciable ; admettons par exemple que
la hauteur AC d’un parallélogramme ABCD quel-
conque est & sa base AB comme 2 est 44— il est
évident que st Yon partage I'une et Vautre de ces deux:
dimensions en un certain nombre de parties égales, 10
par exemple, on aura pour la hauteur 20 parties et pour
la base 40 de ces parties plus le - de V'une des 10 nou-
velles parties, ¢’est-a-dire 1 partie - ; en tout 41 parties
2 de ces parties; considérons la difficulté, si toutefois
cela en est une, sous un autre point de vue, et supposons

qu’aprés avoir partagé les quatre divisions entiéres de
la base chacune en 10 parties = 40, on ait voulu distri-

buer le :— qui restait sur ces 40 nouvelles divisions, on
. LY i 1 A . VAl
aura pris le - de —= ——, d’oti il suit que par leffet de

(1) On pourra se dispenser de lire ce paragraphe, qui d'ailleurs n’est
ici que pour faire voir, au moyen de nombres et par approximation, (que
tout rectangle dont la base et la hauteur sont incommensurables, pent
étre partagé en carrés égaux...
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cette opération on a eu, en multipliant 1a hauteur AC =
20, par 40, 800 petits 1’ectangles égaux entre eux et dont
la base excéde la hauteur de —~; que si on avait opéré

par 100 au lieu d’opérer par 10, on aurait eu de petits
rectanﬂles dont la base n’aurait excédé la hauteur que

de ——; opérant par 1000, cette dilférence devient ——
par 10 000, 100,000.... on a successivement

1

28000 ,

380000
e ———.... et ainsi de suite.... Comme on le
voit, cette différence diminue rapldement, et 'on concoit
qu’elle devient tout-a-fait nulle si Pon pousse les divi~
sions des cotés (la base et la hauteur) du rectangle &
Vinfini.

118. Osservarion. Deux parallélogrammes sembla-
bles peuvent étre assimilés a deux rectangles semblables,
de méme hase et de méme hauteur qu’eux (102) ; il s’en-
suit que leurs surfaces sont entre elles comme les carrés
de leurs c¢otés homologues.

119. Osservarion peuxiEME. Deux triangles sem-
blables peuvent étre considérés comme étant la moitié
de deux parallélogrammes semblables (100), leurs aires
sont donc aussi entre elles comme les carrés de leurs co-
tés homologues.

120. Prosrime. Faire un carré cd...., (fig. 76) qui
soit équivalent & un parallélogramme donné ACDF.

Sor. Par le procédé déerit dans le n° 113, cherchez
entre la hauteur CE du parallélogramme et sa base A F
une moyenne proportionnelle cd, cette derniére ligne
sera le c6té du carré demandé : ear on aura

CE:ed::cd : AF.
faisant le produit des extrémes et des moyens,

2

CEX AY =dd,
mais la surface du parallélogramme est exprimée par le
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produit de sa hauteur CE par sa base AF (102), or

9

—_—2

ed est égal a ce produit, done le carré fait sur ed est équi-
valent au parallélogramme donné.

121. Faire un carré qui soit équivalent & un triangle
donné CAF (fig. 69.)

Sor. Cherchez, toujours par le procédé du n° 113,
une moyenne proportionnelle entre la hase C F du trian-
gle et la moitié de sa hauteur A D, le carré fait sur cette
moyenne proportionnelle que nous appellerons ¢ b, sera
équivalent au triangle , car on awra cette proportion :

AD :ab:: ab:CF,

9

d’ott il vient
—2
AD X CF = ab.
Ky
Or, l'aire d'un triangle est égale au produit de sa base
par la moitié de sa hauteur (106).

122, Faire un triangle qui soit équivalent & un poly-
gone donné.

Sov. Soit FBCDG (fig. 77) le polygone donné, tirez
la diagonale CF, puis par le sommet de I'angle B du po-
lygone menez une paralléle indéfinie a cette diagonale,
elle rencontrera en A le coté prolongé GF du polygone,
vous aurez le quadrilatére ABCF; tirez encore la dia-
gonale A C, il en résultera deux triangles FCA, FCB,
ce dernier fait partie du polygone donné BCD....

Cousidérant que ces deux triangles ont pour base
commune la diagonale CF, et qu’ils ont en outre leurs
sommets A, B sur AB paralléle & CF (97), ces triangles
ont méme base et méme hauteur, donc ils sont équiva-
lents (100). Donc on peutmettre F CA dlaplace de FCB;
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mais FCB faisait tout entier partie du polygone donné
FBCD.... onl'en a retranché par la diagonale CF,
apres quol il restaitle quadrilatére F CD G; ajoutant FCA
A ce quadrilatere, on aura le nouveau quadrilatére ACD G
équivalent au polygoneFBCD...

Si par les points C, G on tire la diagonale CG, on dé-
tachera du polygone le triangle CDG; menant ensuite
DE paralléle & CG, on aura les deux triangles CGD,
CGE.... la suite de la démonstration est la méme que
celle de la précédente.

Définitivement on aura le triangle A CEéquivalent au
pentagone FBCDG.

Remargue. Quel que soit le nombre des c6tés d’un po-
lygone donné, on le réduit facilement en un triangle, en
retranchant successivement un triangle qui en {git par-
tie, et procédant comme il vient d’étre pratiqué.

Il va sans dire qu'on peut réduire au moyen de ce
procédé un polygone quelconque, qui ait 1, 2.... cotés
de moins, et quilui soit toujours équivalent.

123. Construire un rectangle qui soit équivalent 4 un
carré donné (X) (fig. 78), et dont la base et la haateur
ajoutéessoient égales & une ligne donnée AB.

Sor. Du milieu de AB comme diamétre décrivez une
demi-circonférence AEB, et par un point E ou I pris 4
une distance de AB égale au ¢6té du carré (X) menez
a AB la parallele FE; et du point E par ou cette pa-
ralléle coupera la demi-circon(érence abaissez sur AB
la perpendiculaire ED, cette ligne sera moyenne propor-
tionnelle entre les segments AD, DB du diametre (112),
de sorte qu’on aura :

AD: ED:: ED : DB, et faisantle produit desmoyens
et des extrémes :

92

ED = AD X DB.
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D’ou il suit que le rectangle qui a pour base AD el
pour hauteur DB dont la somme égale la ligne donnée
AB, équivaut au carré fait sur ED égal au c6té du
carré donné (X).

124. Prosrime. Faire un carré qui soit équivalent &
deux carrés donnés.

Sor. Ayant formé un angle droit, soit en élevant une
perpendiculaire sur une autre ligne, soit en décrivant une
demi-circonférence (83), (fig. 58), portez sur les eotés de
cet angle prolongés suffisamment, et & partir du sommet,
le coté de chacun des carrés donnés, et joignez leurs
extrémités par une droite, vous aurez ainsi formé un
triangle rectangle, dont cette droite sera 1’hypoténuse,
et le carré fait sur cette ligne sera équivalent & la somme
des deux carrés donnés (109).

125. Proprime. Faire un polygone d’un nombre de
cotés quelconque, qui soit équivalent et semblable & la
somme de deux autres polygones donnés, et semblables
entre eux.

Sor. Prenez deux des cotés homologues des deux po-
lygones donnés, portez-les sur les cdtés d’'un angle droit,
et opérant comme dans le numéro précédent, I'hypo-
ténuse du triangle rectangle que vous avez formé sera
le c6té homologue du polygone demandé; opérez pour
le reste comme il est enseigné (67).

DEs POLYGONES REGULIERS ET DU CERCLE.

126. On a dit (49) qu'un polygone est dit réqulier
lorsque tous ses c6tés sont égaux entre eux, ainsi que ses
angles ; le plus simple de ces sortes de polygones est le
triangle équilatéral ; vient ensuite le carré, elc.
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127. Tu. Deux polygones réguliers d’un mémenombre
de cotés sont des figures semblables.

Sor. Soient par exemple les deux hexagonesABCDEF
(6g. 79) et ABCDE... (fig. 80), il a été démontré (53)
que la somme de tous les angles intérieurs d’un polygone
est égale 4 autant de fois deux droits que le polygone a
de cdtés, moins deux; la somme des angles de ces hexa-
gones est la méme dans 1’une et l'autre figure : elle vaut
huit angles droits; chacun des angles des deux hexagones
est égale au sixieme de cette somme, qui est ?— =1 13—
angle droit; ces deux polygones sont donc équiangles ;
de plus leurs cdtés homologues sont proportionnels, car
ces cOtés sont de part et d’autre égaux entre eux; par
conséquent on a les proportions, & partir du point A de
Pune et lautre figure : AC (fig. 79) : AB (fig. 80) ::
CD :BC:: DB : DL; les deux polygones ayant leurs
angles égaux et leurs cotés homologues proportionnels
sont semblables : car on pourrait les placer I'un dans
P'autre comme le sont les hexagones ABCD... abed...
(fig. 81) de maniére que tous les cotés fussent réeipro-
quement paralléles (55).

128. Tu. Le coté de 'hexagone ACDB... (fig. 79) est
égal au rayon du cercle circonserit.

Sor. Du centre O du cercle circonscrit, tirons les
rayons O A, OC aux angles A, C du polygone, nous for~
merons le triangle A O C, lequel est équilatéral, car I'an-
gle AOC ayant son sommet au centre du cercle, a pour
mesure I'arc A C ou le sixieme de la circonférence ; les
six ¢6tés de I’hexagone régulier inscrit peuvent étre con=
sidérés comme des cordes égales ; or, la somme de tous
les angles que I'on peat former autour du point O égale
exaclement celle de quatre droits (20), donc AOC est le
- ~de quatre droits, oules -de deux angles droits, quisont
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la somme des trois angles d’un triangle (37); si I'on re-

2 . 4
tranche —— de cette somme ou de —— il restera ——

pour la valeur des deux autres angles A, C du triangle ou
2 ’
~—— pour chacun, car ces angles sont égaux comme op-

posés a des cotés égaux AQ, CO rayons d’'un méme
cercle ; le triangle A O C est donc équiangle, et par con-
séquent il est équilatéral ; donc AC = C O ; donc le coté
de I'hexagone régulier est égal au rayon du cercle cir-
conscrit.

Il suit de la démonstration qui préeede que pour ins-
crire un hexagone régulier dans un cercle, il suffit de
porter & la suite de Jui-méme le rayon de ce cerele
sur la circonférence; on trouvera toujours qu'il y va six
fois exactement; de I suit cette croyance vulgaire que le
diamétre de tout cercle (ou deux rayons) est le tiers de
la circonférence.

129. Quant au triangle équilatéral inserit ADE, et
que l'on forme en joignant trois desangles de 1'hexagone
non consécutifs, comme la figure (79) le fait voir claire-
ment, quelle est la longueur de1'un de ses cotés, de AD
par exemple, comparée a celle du rayon du cercle circons-
crit? ayant tiré le diamétre AB, on a le triangle ADB
reclangle en D, parce queles cdtés de cet angle D qui a
son sommet a la circonférence, s’appuient sur le diamétre
(80); AB est donc une hypoténuse, et 'on a:

—_—2 —_—2 _—2
AD = AB — BD (109).

Mais AB vaut deux fois le rayon BO; BD commecoté
de I'hexagone inscrit est aussi égal &4 BO, c’est donc
comme si I'on avait.

—_— 9

AD — (2 BO dlevés au carré) — BO.
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9

—2

Or, le carré de 2BO = 4B 0, il vient donc AD =
—2 —2 2
4BO —BO=3BO
Représentant par 1 la longuear du rayon BO, on a
pour résultat définitif.

AD =75 ; donc le cité du triangle équilatéral
inscrit est au rayon comme la racine carréede 3 est a 1.
130. ProsriME. Inscrire un carré dans un cercle.

Sor. Ayant tiré un diametre, n’importe dans quel sens,
coupez-le en deux parties égales (28), au moyen d’une
perpendiculaire, laquelle passera par le centre; ces deux
lignes réciproquement perpendiculaires, ou ces deux
diameétres détermineront quatre points également dis-
tants sur la circonférence; joignez ces points par des
cordes, et vous aurez un carré dont les quatre angles au-
ront leur sommet 3 la circonférence ; soit ce carré ins-
crit EGFH (fig. 72) dont les quatre anglesE, G, F, H
sont & la circonférence d’un cercle ; pour connaitre le
rapport qui existe entrele rayon du cercle circonserit et
les cotés de ce carré, considérez le diameétre EF comme
hypoténuse du triangle EGF rectangle en G, lequel
triangle est isocéle ; EG, GF étant égaux comme cotés
d’un méme carré; d'ott il suit qu’on a
9 —_—2 —2

EF = EG + GF = 2EG.

Supposant que le rayon du cercle soit 1, EF le dia-

metre sera 2, et son carré sera 4 ; on aura donc 4 —

—_2

—2

2EG, oubien EG =2;EG =12 ; or, lerayon
est représenté par 1, donc EG coté du carré inscrit est
au rayon du cercle comme la racine carrée de 2 est &
P'unité,

131. Prosrime. Un polygone régulier abed.. (fig. 81)
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inscrit dansun cercle étant donné, circonserire au méme
cercle un polygone semblable.

Sor. Par le point G, milien de I'arc be¢, menez une
tangente & cet arc, ce qui revient  élever une perpendi-
culaire & Vextrémité du rayon OG (83) ; cette tangente
BC seraparallele & be; cesdeux lignes sont Fune etlau-
tre perpendiculaires au rayon OG, lequel aboutissant au
milien de 'arc b Ge est perpendiculaire sur le milieu de
la corde be qui soustend cet arc (74).

Prolongez les rayons Ob, Oc jusqu'aux points B, C
de la tangente, vous aurez les deux triangles semblables
Obec, OBC; ils ont I'angle O commun , et les angles
b, B, ¢, C, sont égaux comme ayant leurs cotés paralléles;
ona doncOb:OB::0¢:0C::bc:BC; on dé-
montrerait de la méme maniére que les triangles Odc,
ODC sont aussi semblables.... D’ou il suit que le poly-
gone circonscrit est semblable au polygone inserit ; d’ot
il suit encore que les cotés et les angles du polygone
ABCD.. sont égaux entre eux, puisqu’ilen est ainsidans
le polygone inscrit abede...

Si le polygone donné ABCD.... (fig. 81) est circons-
crit, ilsera trés facile d’en inscrire un semblable dans le
méme cercle: aprés avoir tiré du centre O du cercle
aux angles A, B, C, D..... du polygone circonscrit, les
lignes O A, OC, OD.... on n’aura qu’a joindre par des
cordes ab, be, cd.... les points a, b, ¢, d.... par les-
quels les lignes OA, OC, OD.... couperont la circonfé-
rence du cercle inscrit; on formera ainsi le polygone
inserit abed. ...

132. Tu. L’aire ou la surface d’un polygone régulier
est égale & son périmétre (son contour), multiplié par la
moitié du rayon du cercle inscrit.

SoL. Soit le polygone régulier ABCDE..., (fig. 81),
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composé de six triangles tous égaux 4 BOC; ce dernier
a pour mesure sa base BC multipliée par la moitié de
OG sa hanteur (106) ; O G est le rayon du cercle inscrit
au polygone; or, BC est un des cotés du polygone régu-
lier; il est de plus évident, sans démonstration, que son
périmétre égale 6 BC : car BC=CD=DE=—EF...donc
la surface du polygone est exprimée par la somme des
¢otés AB, BC, CD... qui forment son contour, multipliée
par la moitié du rayon du cercle inscrit; si le polygone était
is0lé, ou qu'il fiit inscrit dans le cercle, tel que abede..
(fig. 81), et qu’onvoullit en calculer la surface sans avoir
égard au cercle circonscrit, on ferait le produit de la
somme de ses cotés parla moitié de O g perpendiculaire
abaissée du centre O sur le coté be: en effet, le triangle
bOc a pour mesure sa base b¢ multipliée par la moitié
de Og; mais il est évident que les triangles bOc,
¢Od, dOe.... sont égaux enire eux; donc ils ont
tous pour mesure le c¢6té du polygone qui leur sert de
base, multiplié par Ia moitié de Og.

133. Tu. Les contours des polygones réguliers d'un
méme nombre de cOtés sont entre eux comme leurs co-
tés, ou comme les rayons des cercles inscrits ou cir-
conscrits, et les surfaces de ces mémes polygones sont
aussi entre elles comme les carrés de leurs cotés, ou
méme comme les carrés des rayons des cercles qui leur
sont inscrits ou circonscrits.

Sor. Les polygones réguliers d’'un méme nombre de
cOtés sont nécessairement des figures semblables, qui
sont composées de triangles semblables; or, il a été dé-
montré (68) que les contours des figures semblables
sont entre eux comme leurs cotés homologues ; il a été
démontré également que les surfaces des figures sem-
blables sont entre elles comme les carrés de leurs cotés
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homologues (114): il serait donc oiseux, superfiu, de
prouver que des polygones réguliers d’'un méme nombre
de cdtés, et qui sont composés d’un certain nombre de
triangles semblables, que leurs périmétres sont entre eux
comme les cotés homologues de ces triangles compo-
sants; et leurs surfaces comme les carrés des cotés ho-
mologues de ces triangles.

Soient deux polygones réguliers A et B d’'un méme
nombre de cdtés, et que le premier soit composé de
triangles tels que ABC, et le second d’'un méme nom-
bre de triangles abc semblables 4 ABC (fig. 82), on
auraAB :ab:: AC: ac, et aussi surface de ABC est

_—2 —_—2
a celle de abe, comme AB est dab (119)

Si donc le polygone A contient le triangle ABC
9 fois et le polygone B un méme nombre de fois le
triangle abe, on pourra dire que sous tous les rapports
poly. A : poly. B: : ABC : abe.

134. Tan. Les cercles sont, absolument parlant, des
polygones réguliers parfaitement semblables entre eux.

Sor. Cette proposition est incontestable : car on peut
se représenter la circonférence de tout cercle comme
un polygone régulier composé d’'un nombre infini de
cOtés égaux entre eux; cette supposition n'a rien d’ab-
surde. Soient deux cercles A et B; que le premier ait
un décimétre de diameétre et le second un centimétre,
st Pon divise leurs circonférences en cent millions de
parties, et que I'on tire des cordes qui joignent ces di-
visions, on aura deux polygones réguliers d’un méme
nombre de cotés, dont les périmétres différeront de
bien peu des circonférences des deux cercles; et si ces
circonférences étaient divisées en un nombre infini de
parties, elles ne différeraient en rien des contours des
polygones qui leur seraient inscrits ou circonscrits.
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D’ott il suit que les cercles jouissent des mémes pro-
priétés que les polygones réguliers et semblables entre
eux.

Ainsi done leurs circonférences (ou périmeétres) sont
entre elles comme leurs rayons, leurs diamétres ; et leurs
surfaces comme les carrés de leurs rayons, de leurs
diameétres et méme de leurs circonférences.

135. Tu. La surface du cercle est égale au produit
de sa circonférence par la moitié de son rayon, ou ala
moitié du produit de sa circonférence par son rayon.

Sor. Le cercle étant, comme on V'a fait observer (134),
un polygone régulier d’une infinité de cotés, sa surface
doit étre égale & son périmétre (circonférence) par la
moitié du rayon (132); le cercle, en effet, peut étre con=
sidéré comme composé d’une infinité de triangles égaux,
qui ont tous leurs bases & la circonférence et dont les
hauteurs sont égales & son rayon.

136. Remarque. 1l suit de ce qui précede que la
surface du secteur D CE (69) (fig. 46) est égale au pro-
duit de I'arc DE, multiplié par la moitié du rayon du
cercle AHB... dont il fait partie.

Supposons que 'arc DE soit le sixiéme de la circon-
férence enliere, la surface du secteur sera aussi le sixieme
de celle du cercle A HB... il n’est pas ahsurbe de se re-
présenter le secteur comme une partie aliquote du
cercle.

137. ReMArQUE DEUXIEME. Pour avoir la surface d’un
segment (69) ABF (fig. 82), il faut d’abord calculer
celle du secteur AF BC, puis retrancher du total celle
du triangle AB C, le reste exprimera la surface du seg-
ment ABF.

138. Tu. Trouver le rapport approché de la circon-
férence au diametre.

S0TEV 44



78 ELEMENS

Sor. La méthode par laquelle on obtient le résultat
le plus satisfaisant, consiste a calculer les périmétres de
deux polygones semblables, 'un inscrit et 'autre cir-
conscrit au cercle; et en subdivisant et multipliant
indéfiniment les cotés de ces polygones on obtient ainsi
deux séries de nombres qui se rapprochent sans cesse,
¢’est-a-dire que celle qui exprime le périmetre du poly-
gone inscrit augmente, tandis que celle qui représente
le contour du polygone circonscrit diminue.

Il est en effet facile de comprendre que le périmétre
du polygone inscrit abcde.. (fig. 81) est moindre que
Ia circonférence du cercle : et, par exemple, il est évi-
dent que l'arc bG ¢ est plus grand que la corde be; il
n’est pas moins évident que le coté BC du polygone
circonscrit est plus grand que 'arc bGe; si vous en
doutez, considérez GC et CH, la somme de ces deux
moitiés de deux cotés du polygone circonscrit est plus
grande que le-développement de I'arc G ¢ H.

Si Pon multipliait les ctés des deux polygones abed. .,
ABCD..., on comprend aisément que ces deux poly-
gones se rapprocheraient de la circonférence du cercle.

Voici uneidée du procédé que I'on peut employer pour
atteindre le but d'une maniére satisfaisante.

139. Soit I'hexagone inscrit ABCD.... (fig. 80); il a
été prouvé (128) que son contour égale six fois le rayon
du cercle circonscrit ABCD.... d’'ottil suit que le rayon
de tout cercle est, a une certaine différence pres, le
sixieme de la circonférence; D L est dans ce cas; mais
Von comprend que Fare DK L, étant développé, est plus
grand que DL, corde qui le soustend ; si du centre O du
cerele circonserit on abaisse la perpendiculaire O m sur
la corde DL, cette perpendiculaire coupera D L et I'arc
DKL en deux ares égaux DK, KL (74), les cordes qui
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soustendent ces deux arcs peuvent étre considérées comme
faisant partie d’un polygone régulier de 12 cotés dont le
périmétre se rapproche beaucoup plus de la circonfé-
rence du cercle circonscrit que celui de I’hexagone
ABCD... (138)

140. Cherchons maintenant quel est le rapport DK du
nouveau polygone au rayon du cercle circonscrit : le
triangle D Km est rectangle en m ; DK est son hypoté-
nuse; Dm un de ses cotés est la moitié de DL qui égale
le rayon; sinous connaissions la longueur du ¢oté mK,
nous aurions facilement celle de 'hypoiénuse, en expri-
mant en nombres cette égalité.

— 2 — 2 2
Dm -+ mK = DK.

Or, pour avoir la longueur de mK, il faut calculer les
longueurs des cotés du triangle O mL, rectangle en m
dont on connait I'hypoténuse O L qui est un rayon du
cercle, et le coté mL qui est la moitié de ce rayon ; re-
tranchant le carré de m L, du carré de OL, on aura le
carré de Om.

Représentons OL par 10. mL le sera par 5; repré-
sentons enfin Om, par z, nous aurons :

—2 — —2
OL (ou 100) =mL (ou 25) | a.
—

Donc # = 100 — 25 = 753 x =/ 75 ; la racine
carrée de 75 est 8,66.

Si Uon retranche cette quantité qui représente Om,
du rayon OK, lequel est représenté par 10, on aura
10 — 8,66 = 1,34 pour la valeur de m K, dont lecarré
est 1,7956, lequel ajouté & 25, carré de Dm, on aura
26,7956 pour le carré de !’ hypoténuse DK;; faisant I’extrae-
tion de la racine, il vient 5,176 pour exprimer la lon-
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gueur de DK, coté du dodécagone, comparée i celle du
rayon.

141. Si Ton s’en tenait a ’hexagone, le rapport ap-
proché de la circonférence au rayon, celui-ci valant 10,
serait comme 60 est & ce dernier nombre 10; tandis que
si Von fait usage du polygone inscrit de 12 ctés, on
trouve que la circonférence est au rayon comme 5,176
X 12 = 62,112 est & 10; par conséquent le diameétre
étant 20, il est & la circonférence comme ce dernier
nombre 20 est 2 62,112, c’est-a-dire, apres avoir divisé
lesdeux termes chacun par 20, comme1 : 3,1056. Opé-
rant de laméme maniére pour lecoté DK, en abaissant sur
son milieu le rayon OF, on le partagerait ainsi que 'arc
DK en deux parties égales ; on caleulerait la longueur de
la corde qui soustendrait 'arc DF moitié de DFK,
comme on a calculé celle de D K qui soustend la moitié
de l'arc DKL; le résultat donnerait le contour du poly-
gone inscrit de 24 cotés; opérant toujours de la méme
maniére, on obtiendrait successivement celui des poly-
gones de 48,96, 192..... cités.

142. Arcmmipe s’arréta aux polygones de 96 cotés,
I'un inscrit et l'autre circonscrit, et il trouva que le

diameétre étant 1, la circonférence est moindre que

10

3 _;Oi et plus grande que 3 7 ; d'ou il conclut le fa-

meux rapport 1:3 —;— ; ou, multipliant les deux ter-

mes par 7, :: 7 : 22. Les modernes ont poussé I'exacti-
tude beaucoup plus loin : on a calculé des périmétres de
polygones de 12 mille, 30 mille cotés et plus.

143. RemarQueE. On trouvera dans le complément
I'exposé de méthodes, au moyen desquelles on calcule
le rapport du diameétre & la circonférence jusqu’au-degré
de précision que 'on peut désirer ; toutefois il est bon de
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faire observer que le rapport du diamétre & la circon-
férence n’est jamais exact, lors méme qu'on pousserait le
calcul & 'infini, ce qui prouve que la quadrature du cercle
est une chimére.

144. Outre le rapport d’Archimede 7 : 22, on fait
encore usage de celui d’ Adrien Metius plus rapproché, et
plus exact : ses deux termes sont 113: 355, c’est-a-dire
que si le diamétre contient 113 parties, la circonférence
aura 355 de ces mémes parties ; remarquez que les chif-
{res qui composent ce rapport sont les trois premiers
nombres impairs 1, 3, 5 répétés chacun deux fois, dans
leur ordre naturel; ce qui fait que le rapport est facile a
retenir de mémoire.

145. Prosrime. Connaissant le diamétre d’un cercle,
calculer sa circonférence.

Sor. Soit exprimé par 4 le diamétre donné, si I'on
adopte le rapport 7 : 22, on formera cette proportion :
7:22::4: 1

Faisant le produit des moyens, et divisant le résultat
88 par 'extréme 7, il vient pour la valeur de x, 12,571.

SiT'on fait usage du rapport 113 : 355, on a la pro-
portion :

113 :355 :: 4 : a.

Multipliant 355 par 4, et divisant le produit 1420 par
113, il vient pour la valear de z, 12,566, résultat plus
exact que le précédent, car il vient d’étre dit (142) que
le rapport 7 : 22 donne une circonférence un peu trop
forte.

146. ProBLEME. Si la circonférence est représentée
par 18, on établira cette proportion.

22 :7 ::18: a.

Multipliant 18 par 7, et divisant le produit 126 par
22, le quotient 5,727 exprimera lalongueur du diameétre
demandé.

6
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QUATRIEME PARTIE.

DES PLANS, DE LEURS RAPPORTS AVEC DES LIGNES DROITES
ET DES ANGLES QU’ILS PEUVENT FORMER ENTRE EUX.

147. Osservarion. Une droite que 'on applique sur
un plan n’importe dans quel sens se confond avec lui
(10), sidonc cette droite a deux points communs avec
le plan, elle ne peut plus s’en séparer.

148. Une droite est perpendiculaire & un plan
lorsque , de quelque coté quon la considére, elle
ne penche nullement vers aucun quelconque des points
du contour du plan : telle est la position d’un fil-a-plomb
que 'on suspend au-dessus d’un hassin rempli d’eau, la
surface du liquide représentant un plan.

149. Deux plans sont paralléles lorsqu’ils ne peuvent
jamais se rencontrer, supposé qu’ils soient étendusa infini
dans tous les sens; d’ou il suit que siVon tire une droite
dans I'un des deux plans, cette ligne sera paralléle &
Vautre plan; et réciproquement ce dernier plan sera pa-
rallele a la ligne.

150. La ligne par laquelle un plan est censé en cou-
per un autre, est nécessairement une droite ; représentez-
vous deux plans figurés par denx carreaux de vitre infi-
niment minces, et parfaitement droits en tous sens;
il est évident que sil'un de ces carreaux coupe l'autre, la
ligne d'interjection de ces plans sera droite, sans quoi
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I'un des carveaux ou tous les deux présenteraient des
surfaces courbes ou angulaires.

151. Tu. Trois points suffisent pour déterminer la
position d’un plan.

Sor. Soient (fig. 83) les trois points A, B, C, joignons
ces points par les lignes AB, AC, BC, et supposons que
la ligne AB est contenue dans un plan donné; si I'on
fait tourner le plan autour de AB comme sur une char-
niére, lorsqu’il sera arrivé sur le point C sa position sera
déterminée; car les lignes CA, CB ayant deux points
communs avec le plan se confondront avec lui (147).

Il suit de la que Vangle que forment deux droites
A C, BC suffit pour déterminer la position d’un plan:
car cet angle détermine celle de trois points, celui du

sommet G, et les deux autres A, B pris & volonté sur

ses cotés.
Une ligne courbe suffit encore pour déterminer la po-

sition d'un plan; il est, en effet, tonjours possible de
prendre sur cette courbe trois points qui ne soient pas
en ligne droite.

152, Tu. Siune ligne droite GO (fig. 84.) est perpen-
diculaire & deux autres CD, HF tirées dans le plan AB,
et qui se coupent au point O, ot elle rencontre le plan,
elle sera perpendiculaire & ce plan, ainsi qu’a toutes les
droites tirées dans A B qui passeront par son pied.

Sor. Prenonssur CD, HF, & partir du pied de laper-
pendiculaire, des longueurs égales O C, OF, 0D, OH;
et du point G tirons les obliques GC, GH, GD, GF,
nous aurons les triangles GO C, GOH, GO D, GOF tous
égaux entre eux : ils ont de ecommun le ¢6té GO; OC,
OH, OD.... sont des cdtés égaux par construction; de
plus ils sont tous rectangles en Oj; ils ont donc un an-
gle égal, eompris entre cotés égaux chacun i chacun;
donc ils sont égaux (23); donc leurs hypoténuses G C,
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GH.... sont des obliques égales qui s’écartent également
de la perpendiculaire GO ; donc cette derniére est per-
pendiculaire sur le plan AB.

Que si I'on objectait que cela n’est vrai qu'autant que
le systtme, composé de la perpendiculaire GO et des
obliques GD, GF, GH.... est dans la position qu'on lui
a faite; & cela on répondrait que les pointsC, F, D, H,
qui font partie du plan AB, déterminent la base du sys-
teme, et que ces points ne pouvant jamais quitter le plan,
il s’ensuit que les données du théoreme ne changeront
point quelle que soit la position des points C, F, D, H
relativement aux quatre cotés du plan A B.

De lail suit que GO est perpendiculaire sur toute
droite qui, comme EO passe par son pied; cette ligne
étant tout entiere dans le plan, si 'on suppose que tout
le systeme fasse un mouvement de rotation autour de la
perpendiculaire G O, de telle sorte que O F aille se con-
fondre avec OE, n’est-il pas évident que l'angle EOG
sera droit, et que par conséquent GO sera perpendicu-~
laire sur EO ?

153. Tn. Les obliques CD, CF, CH (fig. 85) qui s’é-
cartent également du pied de la perpendiculaire CO, sont
égales entre elles, et C G quis’en écarte davantage est la
plus longue.

Sor. Les numéros 25, 26 contiennent implicitement
la solution de ce théorenie; en elfet, si du pied O de la
perpendiculaire et avec un rayon OD on décrit une cir-
conférence DFH...... et qu’ensuite on joigne les points
D, F, H..., pris A volonté sur la circonférence, avec le
sommet G de la perpendiculaire, on aura les triangles
égaux COD, COF, COH; car ils sont tous rectangles en
0; ils ont le coté CO commun, en outre les cotés DO,
FO, HO.... sont égaux comme rayons d'un méme cer-
ele; donc ces triangles ontun angle égal comprisentre c6-
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tés égaux chacun & chacun ; donc ils sont égaux (23) ;
donc les obliques ou les hypoténuses sont égales comme
s'écartant de la méme quantité du pied O de la perpen-
diculaire.

Quant a I'oblique C G quis’écarte le plus de la perpen-
diculaire, elle est plus longue que CH, ce qui a été clai-
rement démontré n° 26 : ces deux lignes étant dans le
plan du triangle COG.

154. Proprivme. D'un point donné C hors d’'un plan
A B (fig. 85) abaisser une perpendiculaire sur ce plan.

Sor. De ce point donné comme centre, et avec un
rayon plus grand que la ligne qui mesure la plus courte
distance du point C au plan, décrivez la circonférence
DFH; aprés quoi, par le procédé du n° 85, cherchez le
centre de cette circonférence; joignez le point O que vous
aurez trouvé avec le point C; CO serala perpendiculaire
demanddée.

155. ProsLiME: D’un point O (fig. 84) pris sur un
plan, élever une perpendiculaire sur ce plan.

Sor. Par ce point O, tirez les lignes indéfinies CD,
HT qui se coupent en O, et, par le procédé du n° 29,
élevez en O la perpendiculaire GO; de sorte qu’elle
soit perpendiculaire en méme temps sur CD, HF....
Elle le sera aussi sur le plan A B (152).

DES ANGLES PLANS.

156. Deux ou plusieurs plans qui se coupent ou se
rencontrent forment des angles dits plans, par la rai-
son que les cotés de ces angles sont réellement des
plans; le plan AFCD qui coupe en CA le plan ACBF,
(fig. 86) forme avec celui-ci un angle plan..... les
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fevillets d’un livee que P'on ouvre peuvent donner une
idée, grossiére il est vrai, de ce que I'on doit entendre
par un angle plan; dans cette supposition chacun des
feuillets est censé représenter un plan.

157. Tn. Une droite DE (fig. 86) tirée dans un plan
AD, et qui est paralléle a une autre ligne AC, tirde
dans un autre plan paralléle 2 AB, ne saurait jamais
rencontrer ce dernier.

Sor. Car pour que DE, étant parallele & AC, et se
trouvant dans le méme plan que celle-ci, ptit rencon-
trer le plan AB, il faudrait qu’elle rencontrat sa paral-
lele CA, seule ligne qui soit commune aux deux plans ;
or cela est impossible (39).

158, Tn. Deux angles plans sont égaux, lorsque étant
placés 1'un dans 'autre ils coincident parfaitement; ou
bien quand, sans changer d’ouverture, les plans qui les
forment se confondent réciproquement quelle que soit
la figure de ces plans.

Sor. Soient les deux angles diedres formés par les
plans AD, AB, ad, ab (fig. 86), si aprés avoir porté ca
sur CA, les plans qui forment les deux angles se con-
fondent réciproquement ; ou ce qui revient au méme si
les angles BD C, bdcou GHI, ghisont égaux, les deux
angles diedres sont aussi égaux entre eux : car l'ouver-
ture de ces angles est mesurée par celle des angles
linéaires GHI....

159. Tu. Un plan HP (fig. 87) est perpendiculaire
a un autre plan AB, quand il ne penche ni d’un coté ni
de Pautre ; ou bien, lorsqu'une droite EF tirée dans le
plan HP, est perpendiculaired 1K ; cette derniére étant
aussi perpendiculairei la ligne d'intersection HG des deux
plans ; d ot il suit que les angles EFI, EFK sont droits :
donc le plan HP est perpendiculaire sur le plan A B.
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160. Toute ligne, qui comme CD tirée dans le plan
HP est parallele 4 EF est aussi perpendiculaire sur le
plan A B.

Sor. CD étant parallelea EF est perpendiculaire sur
la ligne d'intersection H G des deux plans; mais HP est
perpendiculaire sur le plan AB, donc CD ne penche ni
vers H ni vers G, ni vers I ni vers K, étant contenue dans
le plan H P, perpendiculaire sur le plan AB.

161. Tn. La ligne HG (fig. 88) étant perpendiculaire
sur le plan AB, tout plan qui passe par HG est aussi
perpendiculaire sur A B.

Sor. La vérité de cette proposition se comprend aisé-
ment sans démonstration : soit le plan TEFD qui passe
par HG ; si par le point G, pied de la perpendiculaire,
on tire sur A B, JK perpendiculaire sur ID, ligne d’in-
tersection de IEFD avec le plan A B, les angles HGJ;
HGK seront droits: donc le plan IEFD dans lequel se
trouve la perpendiculaire HG ne penche d’aucun c¢oté du
plan A B; done il est perpendiculaire & ce plan.

On démontrerait par un semblable raisonnement que
le plan JC qui passe par HG est aussi perpendiculaire
sur AB.

162. Tu. Deux plans AB, « b (fig. 89) qui sont perpen-
diculairés & une droite Cc¢, ne peuvent se rencontrer.

Sor. Puisque les deux plans sont perpendiculaires a la
ligne Ce, cette ligne fait des angles droits avec toutes
celles qui sont menées par son pied dans I'un et 'autre
plan (152).

Mais on veut que les deux plans se touchent en un
point quelconque O ; tirez O cet OC, ces lignes, par hy-
pothése, sont perpendiculaires sur Cc: d'ou il suit que si
elles se rencontraient en O, on pourrait de ce point
abaisser deux perpendiculaires sur une méme ligne, ce
qui est impossible (32).
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163. Tu. Lorsque deux plans paralléles ab, AB
(fig. 90) sont coupés par un troisieme DE, les lignes d’in-
terjection EF, CD sont paralléles entre elles.

Sot. Ces lignes se trouvant dans les plans ab, AB, qui
par hypothése sont paralléles entre eux, et de plus dans
le plan D E, elles ne sauraient jamais se rencontrer : car
sl en était autrement, les plans «b, AB dans lesquels
sont tirées ces lignes se toucheraient aussi & leur point de
rencontre, ce qui estdémontré impossible.

164. Remarque. Les paralléles CE, DF comprises en-
tre deux plans paralleles ab, AB sont égales entre elles.

SoL. Puisque ces lignes sont paralléles entre elles, elles
se trouvent dans un méme plan DFCE; mais EF, CD
étant aussi paralléles entre elles, il s’ensuit que la figure
DFCE est un parallélogramme; donc CE = DF.

165. REMARQUE DEUXIEME. Il suit encore de ce qui pré-
ceéde, que des perpendiculaires qui sont comprises entre
deux plans paralléles sont égales entre elles: car faisant
passer un plan par ces perpendiculaires prises deux &
deux, on aurait autant de parallélogrammes rectangles,
dontles cotés opposés et paralléles entre eux seraient per-
pendiculaires & I'un et & 'aatre plan.

166. Tu. Deux lignes OI, GH (fig. 91) qui rencon-
trent trois plans paralléles A B, CD, EF sont coupées par
ces plans en parties proportionnelles.

Sor. Joignez les points G, T par ladroite GI; tirez en-
core HI entre les points I, H, par lesquels les droites
données rencontrent le plan EF ; joignez aussi les points
K, L, P, ot les trois droites O T, GH, G1 sont coupéespar
le plan CD; joignez enfin G O.

Considérant ensuite la figure HGI comme un plan
triangulaire qui coupe les plans EF, CD, il s’ensuit que
les lignes d'intersection HI, KL sont paralléles (163), il
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en est pareillement de GO, LP, lignes d'intersection du
plan triangulaire O1G avec les plans AB, CD; onadone
les deux triangles O1G, IGH, dont les cotés sont coupés
en parties proportionnelles par KL, LP, paralléles & leurs
bases H1, GO; d’ott Pon conclut ces proportions :
GK:KH:: GL :LI; et,
OP:PIl::GL:LL

Done, & cause du rapport commun GL : LI, dans les
deux proportions, ona GK: KH: : OP : PI.

167. Tu. L’angle compris entre deux plans AF G, ADI
peut étre mesuré par Pangle linéaire G AT (fig. 92), dont
les cotés sont perpendiculaires & la ligne d'intersection
CA des denx plans. '

Sor. Si au point C on élevait sur CA les perpendicu-
laires CD, CF, et si ces perpendiculaires se trouvaient
dans les plans AD, AF, les angles GAT, FCD seraient
égaux, comme ayant leurs cotés paralleles chacun & cha-
cun, et comme pcrpendiculaires & CA et tirés dans un
méme plan, et de plus leurs ouvertures étant tournées
dans le méme sens. -

168. Remangue. Il est inutile de démontrer, que si
I'angle diedre que forment les deux plans augmente ou
diminue 'angle G AT augmente ou diminue dans le méme
rapport : en effét, si, tournant autour de CA, le coté ID
du plan ACD..r. venait se confondre avec HE, coté
du plan ACE... T'angle G Al deviendrait GAH....

169. Osservarions. Les angles formés par deux plans
nedifférent des angles linéaires qu’en ce que leurs cotés ont
une certaine largeur : ainsi, lorsqu'un plan est perpendi-
culaire sur un autre, il forme avec lui deux angles droits;
et réciproquement, si un plan B, forme avec un autre plan
C, deux angles droits, il est perpendiculairesur ce dernier;
deux plans qui secoupent {orment des angles opposés par
le sommet qui sont égaux entre eux; un plan qui en
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rencontre un autre, n’importe dans quelle direction,
forme avec lui deux angles dont la somme équivaut & celle
de deux angles droits; enfin, lorsque deux plans paral-
leles sont coupés par un troisiéme, il en résulte des an-
gles correspondants, alternes-internes, etc. , etc., qui ont les
mémes propriétés que ceux que forme une sécante avec
deux paralléles.

LES ANGLES SOLIDES.

170. On appelle angles solides des espaces compris en-
tre plusieurs plans qui passent tous par un certain point,
le toit pointu dune tour, qui est & plusieurs faces, repré-
sente assezbien un angle solide. Comme le mot solide im-
plique'idée de quelque chose de plein, de massif, il serait
plus exact d’appeler ces sortes d’angles, angles polyidres
(angles & plusieurs faces), ces angles n’étant pas toujours
pleins.

1l faut au moins trois angles plans pour former un an-
gle solide. '

171. Ta. La somme de deux quelconques des trois
angles plans, qui forment un angle polyédre, est toujours
plus grande que le troisiéme, celui-ci, bien entendu, étant
plus grand que les deux autres.

Sor. Soit (fig. 93) 'angle polyédre A BCF, formé par
les angles plans AF B, AFC, BFC, et dont F occupe le
sommet ; admettons que A FB est le plus grand des trois,
la somme des angles AFC, BFC sera dans tous les cas
plus grande que AFB.

Dans le plan de A FB, faites BFD — B¥C; tirez arbi-
trairement la ligne ADB, etayant pris FC = FD, tirez
AC et BC, les deux triangles BFD, BF C sont égaux ;
«’abord le c6té BT est eommun, et CF =DF par cons-
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truction; les angles BFD, BFC sont aussi égaux par
construction ; les deux triangles ayant un angle égal com-
pris entre cotés égaux sont égaux (23), donc BD =BC.

Mais on a AB < que A C 4- B(C (22), retranchant de
part et d’autre les ¢otés égaux BD, BC, il restera AD
> ACjles deux cotés AF, FD du triangle ADF sont
égaux chacun & chacun aux c¢otés AF, CF du triangle
AFC; mais le troisitme AD est plus petit que AG,
donc I'angle AFD est plus petit que Yangle AFC ; ajou-
tant BFD=BFC,ona AFD-BFDou AFB <AFC
+BFC.

172, Remargue. La démonstration du théoréme
ci-dessus ne laisse rien & désirer , mais elle exige beau-
coup d’attention pour ne pas perdre le fil des raisonne-
ments qui conduisent i la solution.

On peut passer outre dans une premiere lecture.

Voici un moyen simple d’atteindre le méme but non
avec le méme degré d’exactitude, s'entend, mais toute-
fois avec assez de précision pour convaincre de la vérité
de la proposition.

Si V'on joint les points A, B, C, pris & volonté sur les
cotés AF, CF, BF des trois angles plans, on aurale tri-
angle ABC, dont les cotés AC - BC sont plus grands
que AB (22).

Pour plus de simplicité transportons les angles A F C,
CFB, AF B sur un mémc plan, et faisons DFGC (fig. 99)
égal AT C; etque CFBet BF A soient les mémes que ceux
de la figure 93, supposons enfin que les cdtés DF, CF,
BF, AF de ces trois angles sont égaux , ce qui ne chan-~
gera rien & I'état de la question ; ayant tiré DC, CB, BA
on aura trois triangles qui , en pliant la figure, si le coté
AT allait se confondre avec DF formeraient un angle so-
lide ; et dans ce cas, DC, CB, BA deviendraient les €6-
tés d’'un méme triangle, de sorte qu’on aurait
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DC--BC > AB.
Aprés avoir mené des paralléles de, be, ab & ces droites,
on aurait encore

de 4+ be > ab.

Cette expression serait constante quoiqu’on multipliat
les paralléles d¢, cb... jusqu'au point ¥, sommet des
trois angles , o0 elles égaleraient zéro.

Cette démonstration, moins rigoureuse que la précé-
dente, est vraie au fond, et I'on peut s’en contenter dans
une premiere lecture.

173. Tu. La somme des angles plans qui forment un
angle solide est toujours moindre que celle de quatre
droits.

Sor. Soit le polygone AFBED (fig. 94); d’un point
quelconque O, menons 4 ses angles O A, OC, 0B...; ]a
somme de tous les angles formés autour du point O, vaut
quatre droits.

Par un point C pris au-dessus du polygone, et par ses
cotés AD, DE, EB... menons des plans ACD, DCE,
ECB... nous formerons I’angle polyedre C.

Prouvons maintenant que P'un des angles plans qui
forment 'angle polyédre DCE, par exemple, est plus
petit que DOE, un de ceux qui sont formés autour du
point O, et avec lequel il a de commun le c6té DE du
polygone.

Il est bon de faire observer que la solution qui suit
1est possible qu’autant que les cotés de I'angle DC E sont
plus longs que DO, EO, cdtés de I'angle DEO ; il pour-
rait se faire que cela ne fat pas, mais ce serait presque
un cas particulier.

Supposons done que DC est plus grand que DO, et
tracons les triangles DCE et DOE (fig. 100), que nous
supposons étre dans le méme cas que ceux désignés par
les mémes lettres dans Ja figure 94; par le sommet O
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de Vangle DOE, menonsde, parallele a DE, les triangles
Cde, CD Eseront semblables (58), de sorte queles angles
Cde, CDE seront égaus; il en sera pareillement des an-
gles Ced, CED; la somme des angles de I'un et 'autre
triangle dCe , DOE égale deux droits.

Mais les anglesafO, fa O sont moindres que les angles
Ced, Cde, lesquels égalent CED, CDE; donc pour que
les trois angles du triangle fOa vaillent deux droits, il
faut que 'angle O soit plus grand que V'angle C.

174. DimonsTrATION applicable & tous les cas.

L’angle solide C (fig. 94) étant coupé par un plan quel-
conque ACBE... prenez & volonté, dans I'intérieur du
polygone ABD... un point O, et de ce point menez aux
angles du polygone OA, OD, OE....

La somme des angles des triangles ACD, ECD équi-
vaut & la somme des angles des triangles AOD, DOE;
mais considérant le point D comme le sommet d’un angle
triedre formé par les trois angles plans ADC, EDC,
EDA, ce dernier, qui est le troisieme angle plan, qui for-
me l'angle triédre dont le sommet est en D, contient les
angles AD O, OD E; mais il est prouvé (171)que la somme
de deux des trois angles plans, quiforment angle solide, est
plus grande que le troisieme ; donc Insomme des angles
ADC, ED Cest plus grande que celle de ADO+EDO,
qui composent le troisieme angle plan ED A; considérant le
point A comme lesommet d’un autre angle triedre, formé
parles angles plans D A C, F A C, on démontreraitdela mé-
me maniére que les angles DAO 4-FAO < FAC4-DAC...
opérant ainsi jusqu’a ce que 'on ait fait tout le tour du
polygone, on en conclura que la somme des angles for-
més a la base des triangles qui ont leur sommet en C est
plus grande que celle des angles des triangles qui ont leur
sommet en O, et pour bases, comme les précédens, les
cotés du polygone AFBE...; or, si les triangles qui ont
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leur sommet en C sont au nombre de 5, ils vaudront pris
ensemble 10 angles droits; les triangles aussi au nombre de
5 qui ontleur sommet au point O, valent encore 10 droits;
mais la somme des angles qui sont formés & la base de
ces derniers triangles est moindre que la somme des an-
gles des triangles qui ont leur sommet en C; d’ou il suit
que, pour établir 1'égalité, il est nécessaire que la somme
des angles qui ont leur sommet en O soit supérieure &
celle des angles qui ont le leur en C; mais la somme des
angles formésautour du point O égale quatre droits, donc
lasomme des angles plans qui forment P'angle polyedre C
est moindre que quatre angles droits,

L | Lot
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CINQUIEME PARTIE.

LES POLYEDRES.

Dirivrrions BT EXPLICATIONS. 1° Tout espace fermé de
tous cotés par des plans ou des surfaces planes sappelle
polyedre; il va sans dire que les contours de ces plans
doivent étre des lignes droites; car on concoit qu’il
serait absolument impossible de fermer un espace de tous
cotés avec des plans circulaires, de faire une boite, par
exemple, donttoutes les faces seraient des cartons taillés
en rond.

2° Le plus simple des polyedres est le tétrazdre, formé
de quatre plans triangulaires; on comprend qu’on ne peut
fermerun espace de tous c6tés avec moius de quatre plans;
en effet, les trois angles plans qui forment un angle triedre
laissent uue ouverture du cdté de la base de P'angle qui,
pour étre fermée, exige au moins I'application d'un qua-
triéme plan.

Le tétraédre est aux autres polyédres ce que le tri-
angle est aux polygones.

3° On appelle polyedres réquliers, ceux quisont formés
de polygones réguliers égaux, et dont tous les angles po-
lyédres sont aussi égaux entre eux.

4° Parmi les polyedres, on distingue le prisme, il est
formé d’un certainnombre de parallélogrammes ABF G,
AEGK, EDKIL.... (fig. 96) et de deux polygones égaux
ABCDE, GFHIK, dont les plans sont paralléles entre
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eux ; ces polvgones sont réguliers ou irréguliers, ¢’est in-
différent.

Les polygones ABC... GFH... s’appellent les bases du
prisme; les parallélogrammes ABF G... formentsa sur~
face latérale ou convexe.

Le plus simple de tous les prismes est celut dont les
bases sont des triangles; AFBEH (fig. 97) qui a pour
bases les triangles ABD, FEH est dans ce cas.

La hautewr d'un  prisme est mesurée par la perpen-
diculaire abaissée d'un point quelconque de sabase supé-
rieure sur le plan de la base inférieure.

Un prisme est droit, quand les plans de tous les pa-
rallélogrammes qui forment sa surface latérale sont
perpendiculaires sur les plans de ses hases.

Dans tout autre casle prisme est oblique.

On distingue les prismes par le nombre des cotés des
polygones dont les plans forment leurs bases; ainsi, un
prisme est triangulaire, quadrangulaire.... suivant que
ses bases sont des triangles, des quadrilatéres.

5° Le prisme, qui a pour base un parallélogramme,
sappelle parallélépipede; toutes les faces de ce prisme
sont des parallélogrammes ; et ces parallélogrammes sont
toujours au nombre de six ; CHF D (fig. 97) est un pa-
rallélépipede.

Le parallélépipede est rectangle, lorsque toutes ses faces
sont des rectangles ; parmi les parallélépipédes rectangles,
on distingue le cube, formé de six carrés égaux; un dé &
jouer présente la forme d’un cube.

6° La pyramide est un polyedre, {ormé par un plan
polygonal AFBED (fig. 94) et par des plans triangu-
laires ACD, DCE, ECB... qui passent tous par le
point C. '

Le polygone A CB... s’appelle la base de la pyramide,
le point C en est le sommet, et 'ensemble des plans tri-
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angulaires ACD, DCE... forme la surface convexre ou
latérale de la pyramide.

La hauteur de la pyramide est la perpendiculaire abais-
sée de son sommet sur le plan de la base, étendu s'il
est nécessaire.

La pyramide est triangulaire... pentagonale... suivant
que le plan de sa base a la figure d’un triangle... d’'un
pentagone. ...

Une pyramide est réquliere, lorsque le polygone qui
lui sert de base est régulier, et que les plans qui forment
sa surface convexe sont des triangles égaux entre eux ;
ou bien quand la perpendlculane abalssce du sommet sur
le plan de la base passe par le centre de cette hase.

7° La diagonale d’'un polyédre est toute droite qui
joint les sommets de deux angles solides non adjacens.

175. Tu. Deux polyedres sont semblables, lorsque tous
les plans polygonals qui forment leurs faces sont sembla-
bles et semblablement disposés.

Sor. Soient les deux pyramides triangulaires ABCD,
abed (fig. 95); puisque les faces homologues sont sem-
blables, on a:

Base ABD :base abd : : ADB : adb :: ACD : acd;
prenons sur AD une quantité Da = da, sur BD, Db=
db; sur DC, Dc=dc;le plan ou base abc sera parallele
aABG, et la pyramide a be D, égale & abed, sera parfai-
tement semblable 8 ABCD: car toutes les faces de ces
pyramides sont des triangles semblables chacun a cha-
cun.

176. Tn. Deux prismes sont égaux, lorsque les poly-
gones qui leur servent de bases sont égaux, et que les
perpendiculaires comprises entre ces bases, lesquelles me-
surent les hauteurs des prismes, sont aussi égales entre
elles.

Sor. Quand les prismes sont droits comme ceux de la

i
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figure 96, ct que Pon a base FHK = base fh..k, le
théoréeme est évident sans démonstration ; car les deux
prismes étant droits, on a rectangle GAEK = gack;
BAGF = bagf...

Pourvu que les bases et les hauteurs des deux pris-
mes soient €gales, et que toutes leurs arétes soient
paralleles, ou penchent exaclement du méme coté, les
deux prismes quoique obliques seront équivalens; car, si
deux prismes droits devenaient obliques, les rectangles
qui forment leurs surfaces convexes se déformeraient de
la méme maniére, et produiraient des parallélogrammes
obliques ou rectangles qui seraient toujours égaux chacun
a chacun.

177. Tun. Dans tout parallélépipéde, les plans opposés
sont égaux et paralleles.

Sor. Un parallélépipéde est un prisme dont toutes les
faces sont des parallélogrammes, et ceux de ces parallé-
logrammes qui sont opposés sont égaux et paralléles :
tel est le parallélépipede AB DFE... (fig. 97), on voit
que ses faces sont au nombre de six; or, d’apres la défi-
nition du prisme, les hases paralléeles A BCD, FHEG sont
égales entre elles. Pour démontrer que la face BCGE =
ADFH, on n’a qua faire observer que AD, FH sont
égaux comme cOtés opposés d’un méme parallélogramme;
FH et GE, cotés opposés du parallélogramme GHE....
sont aussi égaux ; mais GE, B C sont égaux comme cdtés
opposés du' parallélogramme GBE.... on a doncAD=—
FH=GE=BC; on démontrerait avec la méme facilité
que AF=CG= BE; donc les deux parallélogrammes
ayant leurs cotés égaux chacun a chacun, sont égaux;
de plus, ils sont paralleles, car les droites AC, BD, GF,
HE qui sont comprises entre eux sont égales et paralléles.

178. Remaroue. Un parallélépipeéde est déterminé
quand on connait les trois parallélogrammes qui forment
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un de ses angles triédres; si, par exemple, on connait
les trois parallélogrammes AG, CD, AH qui forment
Vangle triedre A (fig. 97), on aura le parallélépipede ,
car, tirant G E, égal et parallele & CB, puis BE parallele
4 CG, on formera le parallélogramme égal et parallele a
AH; procédant de la méme maniére, on formerait le
parallélogramme GH égal et parallele a CD....

179. Ta. Les diagonales menées par les sommets des
angles opposés A,E; F,B d’un parallélépipéde (fig. 97)
se coupent mutuellement en deux parties égales. -

Sor. Supposons un plan qui passe par les sommets de
ces angles, nous aurons le parallélogramme ABFE, car
AF = BE(177),AB, FE sont égales comme diagonales
de deux parallélogrammes égaux et paralléles; or, il est
démontré (51) que les diagonales de tout parallélo-
gramme se coupent mutuellement en parties égales; donc
les diagonales AE, FB se coupent mutuellement en deux
parties égales dans le plan ABF E.

180. Tu. Le plan ABFE (fig 97), qui passe par deux
arétes opposées, AF, BE, divise le parallélépipéde endeux
prismes triangulaires ABCFEG, ABDFEH égaux en-
tre eux. ’

Sor. Le plan ABFE passant par les arétes opposées,
AF, BE, divise les parallélogrammes ABCD, FEGH en
deux triangles égaux (50), done les bases triangulaires
ABD, FEH du prisme ADE.... sont égales aux bases
ABC, FEG du prisme BG T ; les faces latérales de ces
deux prismessont aussi égales entre elles chacune 4 cha-
cune; le plan ou le parallélogramme coupant est com-
mun, et il a été suffisamment prouvé que les parallélo-
grammes ADHF, CBE G sont égaux....

181. Tu. Deux parallélépipedes, qui ont méme hau-
teur, et dont les bases sont des parallélogrammes égaux
en surface, sont équivalents.
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Sor. Soient les deux parallélépipédes ABCDEF G H,
abedefgli(fig. 101) ; si I'on accorde quelabase ABCD
=abed, et que EFGH = efqh, et de plus que ces
bases sont comprises entre deux mémes plans paralléles,
ce qui fait nécessairement que les deux prismes ont méme
hauteur, on prouvera presque sans démonstration , que
ces parallélépipedes sont équivalens; pour cela on taillera
un certain nombre de cartons tous égaux 4 labase ABCD,
et les empilant les uns sur les autres, on en formera &
volonté le parallélépipéde droit ABCDEFGH ou le pa-
rallélépipede oblique abcedefgh. Silon objecte que les
faces de ce dernier ne seront pas régulieres & cause des
ressauts produits par I'épaisseur des cartons, on répondra
que cette irrégularité serait inappréciable, si les cartons
¢taient infiniment minces.

182. Tu. Deux prismes qui ont des bases équivalentes
et des hauteurs ¢gales sont équivalens, quelle que soit Ja
figure de ces bases.

Sor. 1° Soient (fig. 96) les deux prismes ABGK,abgk,
qui ont pour bases des pentagones égaux et des hauteurs
égales, c’est-i-dire que les bases de ces prismes sont
comprises entre deux plans paralléles; si ces deux pris-
mes sont droits, ils sont non-seulement équivalens, mais
parfaitement égaux; car, si on partageait 'un et I'autre
en tranches de méme épaisseur, et paralléles & leurs ba-
ses, on en trouverait un nombre égal dans'un et autre.

Afin de rendre la démonstration palpable, taillez un
certain nombrede cartonstous égaux ala base ABCDE,
formez-en deux piles droites ; si le nombre des cartonsest
le méme dansl'une etl'autre, les hauteurs des deux piles
seront égales.

2" Le théoreme ne cessera pas d’étre vrai quoique 1'un
des deux prismes A BDG... (fig. 98) soit droit, et V'autre
abdg... de méme base et de méme hauteur que lui, soit
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oblique ; leurs bases et leurs hauteurs étant égales, on
pourra les partager en un méme nombre de tranches
de méme épaisseur, el toutes égales au pentagone ACDB.. ..

D’ailleurs ayant taillé des cartons égaux au pentagone
ACDBY, on en formera deux piles, une droite, I'antre
oblique; si elles sont de méme hauteur, elles contiendront
autant de cartons l'une que P'autre.

183. Tu. Tout parallélépipeéde oblique peut étre con-
verti en un parallélépipéde rectangle équivalent, qui
aura méme hauteur, et une base équivalente a la sienne.

Sor. Si labase AB (fig. 102) du parallélépipéde obli-
(ue est un rectangle, élevez i ses quatre angles les per-
pendiculaires ab, fe, cd, gh, toutes égales a la ligne
qui mesure sa hauteur; faites ensuite passer un plan par
ebdh, il sera paralléle & AB, puisque ces deux plans
comprendront entre eux des lignes perpendiculaires
égales.

Faites-ensuite passer des plans parfegh, abed, abfe,
ghed , il en résultera un parallélépipeéde rectangle ; car
toutes ses faces conséeutives seront réciproquement per-
pendiculaires, et ce parallélépipede ayant méme hau-
teur el méme hase que le parallélépipede oblique sera
son équivalent.

Dans le cas ot la base du parallélépipede ne serait pas
un rectangle, mais bien un parallélogramme oblique, tel
que ABCD (fig. 103), on convertirait ce parallélo-
gramme en un rectangle équivalent, en abaissant du
point B sur AD la perpendiculaire BF, et du point Cla
perpendiculaire CE sur AD, prolongé jusqu'en E; le
reclangle B F CE serait équivalent au parallélogramme
ABCD, puisqu'il aurait méme base et méme hauteur
que lui (93). -

Cela fait, on opérerait comme il vient d’étre enseigné
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ci-dessus, les conditions du probleme étant maintenant
les mémes.

184. ProprEmEe. Convertir un prisme quelconque en
un parallélépipede rectangle équivalent.

Sor. Si la base du prisme est un triangle quelconque,
convertissez-le en un carré équivalent par le procédé
du n° 121, élevez ensuite aux quatre angles de ce carré
des perpendiculaires égales & la hauteur du prisme
donné... (183)

Si la base du prisme est un polygone autre qu'un tri-
angle, convertissez-le en triangle , procédant comme il
est enseigné, n° 122; le reste de 'opération comme ci-
dessus.

185. Tam. Deux parallélépipédes rectangles, qui ont
méme base, sont entre eux comme leurs hauteurs.

Sor. Si 'on admet que les parallélépipédes rectangles
AB, LK (fig. 104), ont des bases égales au rectangle
AFDE, ils sont nécessairement entre eux comme leurs
hauteurs AC, LG : en effet, prenons une certaine mesure,
soit un centimitre, et supposons que AC en contient 11,
et GL, 8; partageant AC en 11 parties égales, et faisant
passer par ces divisions autant de plans paralléles & la
base AF DE, on aura 11 parallélépipédes qui, ayant méme
base et méme hauteur, seront égaux (181); or,lasomme
de ces parallélépipedes sera évidemment équivalente au
volume du parallélépipéde A B.

Sil’on partage dela méme maniére la hauteur LG du
parallélépipede LK en 8 parties égales, il en résultera
8 parallélépipédes égaux d ceux que contient le parallélé-
pipéde AB; les deux prismes seront donc entre eux
:: 11:8 ou comme la hauteur AC esté la hauteur LG,

Siles hauteurs A C, LG n’ont pas de commune mesure,
on les supposera divisées en une infinité de partieségales ;
selon cette hvpothese, les deux parallélépipédes seraient
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divisés en une infinité de parallélépipedes égaux, voir
len® 117.

186. RemarguE. Il est presque superflu de faire obser-
ver que deux parallélépipédes rectangles de méme hau-
teur sont entre eux comme leurs hases. :

En effet, soient deux parallélepipedes rectangles P, Q;
que le premier ait pour base le rectangle AB (fig. 105),
et le second le rectangle LD ; si, aprés avoir partagé A B
en 12 petits rectangles, on trouve que CD en contient
4, les deux parallélépipédes qui auront pour bases
AB, C D, et dont la hauteur seramesurée par E F seront
entre eux comme 12 est 4 4. :

On comprend quil serait possible de placer sur
AB 12 parallélépipeédes, qui auraient tous pour hauteur
EF, et pour base le carré abed; CD pourrait servir de
base & 4 de ces parallélépipedes, ete....

MESURE DES VOLUMES.

187. Pour se faire une idée exacte des solides ou vo-
lumes, on choisit un volume quelconque pour servir de
terme de comparaison, lequel est le plus souvent un cube
c’est-a-dire un parallélépipede rectangle dont les trois
dimensions sont égales & une certaine mesure de longueur,
comme un metre, un décimetre, un centimetre. ..

Nous avons va (90) que, pour évaluer les surfaces ou
I'étendue 4 deux dimensions, on les rapportait a un cer-
tain carré dont la longueur linéaire du cdté était déter-
minée ; les volumes ayant les trois dimensions, doivent
étre rapportés A une mesure qui les ait aussi ; le cube ou
le carré-carré a celte propriété; supposons que le coté
d’un carré soit 2, sa surface sera exprimée par 4; le
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¢0té d'un cube élant aussi 2, son volume sera exprimé
par8 = 2% 2 % 2.

188. Tn. Lasolidité d'un parallélépipeéde rectangle est
égale au produit de sa base par sa hauteur.

Sor. Supposons que la base du parallélépipede est le
rectangle AB CD (fig. 106), et sa hauteur DG; soit (X)
le cube qu'on a choisi pour terme ‘de comparaison, dont
les trois dimensions sont égales & ab; supposons que ab
est contenu sur AB 4 fois et 3 fois sur AD; tirant par
ces divisions des paralléles 4 DA et 3 BA, on partagera
le rectangle ABCD en 12 petits carrés dont les cotés
seront egaux aab coté de la base du cube (X); dou il
suit qu’on pourrait placer sur le rectangle AB CD, 12cu-

- bes égaux a (X).

Supposens enfin que le c6té ab du cube est contenu
3 fois sur la hauteur DG du parallélépipéde ; il s’ensuit
que le volume de ce solide égale 3 fois 12 ou 36 fois
celui du cube (X), cela est évident : que 'on se repré-
sente une surface rectangulaire couverte exactement par
12 briques.... 3 assises pareilles de mémes briques en
contiendront 36.

189. Remargue. La solidité d'un parallélépipede est
égale au produit de sa base par sa hauteur.

Car, ila été prouvé qu’un parallélépipede quelconque
est équivalent d un par allélépipéde lectang]e dont la base
est équivalente a la sienne (183), et qui est de méme
hauteur que lui; or, il est démontré (188) que la soli-
dité d’un parallélépipéde rectangle est égale au produit
de sa base par sa hauteur. Donc...

190. Remarque pevxiime. Tout prisme triangulaire
est la moitié d’un parallélépipéde.

Soit le prisme triangulaire ABCEF (fig. 107), qui a
pour hase le triangle BCDj; ce triangle est évidemment
la moitié du parallélogramme AB CD partagé en deux
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triangles égaux par la diagonale BC; si donc on formait
sur le parallélogramme ABDC un parallélépipede qui
elit une hauteur égale & celle du prisme BCF, ce parallélé-
pipéde serait en solidité le double de ce prisme; or, la
solidité du parallélépipéde est égale au produit de sa base
par sahauteur ; donc celle du prisme égale au produit de
sa base, moitié de celle du parallélépipede , par sa hau-
teur est la moitié du parallélépipéde.

191. Remaroue tromsime. Un prisme quelconque peut
étre partagé en autant de prismes triangulaires de méme
hauteur, que 'on peut former de triangles dans le poly-
gone qui lui sert de base; mais la solidité d’un prisme
triangulaire est égale au produit de la base par sa hauteur;
donc la somme de tous les prismes partiels qui ont méme
hauteur est égale au polygone qui leur sert de bhase, mul-
tiplié par la hauteur commune. Or, ce polygone est la
base du prisme donné, done la solidité de tout prisme est
égale au polygone qui lui sert de base, multiplié par sa
hauteur.

OsservaTion. De ce qui précéde, il suit que deux
prismes qui ont des bases équivalentes sont entre eux
comme leurs hauteurs ; et réciproquement, si leurs hau-
teurs sont égales, ils sont entre eux comme leurs bases.

192. Tu. Un plan abed qui coupe une pyramide
ABCDK (fig. 108) parallélement & la base ABCD,
coupe tous les cotés AK, BK.... de cette pyramide ainsi
que sa hauteur en parties proportionnelies, et les poly-
gones abed, ABCD sont semblables.

Sor. Par hypothése, les plansabed, ABCD sont pa-
ralléles, leurs intersections ab, AB parun troisi¢éme plan
ABK sont aussi paralléles (163); d’ailleurs, prenant iso-
lément le triangle ABK; ab, parallele & sa base AB,
coupera ses deux cotés AK , BK en parties proportion-
nelles (48); il en est semblablement de b ¢ par rapport
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aBC..... desortequon aAK : aK :: BK: bK :: CK
: ¢K.... quant dla hauteur KO dela pyramide, tirant BO
eth odansles deux plans paralléles, ona le triangle BK O,
lequel donne BK : bK :: OK : oK....car BOet bo sont
paralléles comme intersections de deux plans paralléles
par un troisieme quiest BKO. ‘

Puisque ab, AB et BC, bcsontparalléles, 'angle ABC
= qabc; I'angle BCD == bed.... ces angles ayant leurs
cOtés paralléles et leurs ouvertures tournées dansle méme
sens (45) ; donc les polygones ABCD, abed ont leurs
angles égaux chacun & chacun, et les cotés homologues
proportionnels ; donc ils sont semblables.

193. Remarque. Soient deux pyramides ABCDK,
EFGK qui ont leur sommet en un méme point K,
dont la hauteur est la méme, c’est-a-dire que leurs bases
se trouvent dans un méme plan, si on coupe ces pyra-
mides par un méme plan paralléle i leurs bases, les sec-
tions abed, efy seront entre elles comme les hases
ABCD, EFG.

Car les polygones ABCD, abced, étant semblables,
leurs surfaces sont entre elles comme les carrés des cotés
homologues AB, ab; mais AB :ab :: KA : Ka, donc

—_—2 2

ABCD: abed :: KA : Ka; par la méme raison EFG:

—_—2 2
efg :: KF : Kf; or,par hypothese, le plan qui passe par
abed,efg est paralléle aux bases des pyramides; on a
aussit KA : Ka :: KE: Ke, donc ABCD : abed ::
EFG : ¢fq; donc les sections abed, efg sont entre elles
comme les bases ABCD, EFG.

194. 11 suit des démonstrations qui précédent, 1° que
deux pyramides qui ont des bases équivalentes et des
hauteurs égales sont équivalentes ; que 'une d’elles soit
droite et I'autre oblique, n'importe.

En eflet, si les bases ABCD, EF G de deux pyramides




DE GEOMETRIE. 107

ayant méme hauteur sont équivalentes, on peut se figurer
ces pyramides comme composées l'une et Vautre d'un
méme nombre de tranches, toutes d’une égale épaisseur;
ces tranches prises dans 'une et I'autre pyramide & deg
distances égales du sommet commun K, seraient, comme
il vient d’étre démontré, équivalentes ; d’ou il suit que la
somme des tranches d'une pyramide serait équivalente
a celle des tranches de I'autre pyramide.

2° Que deux pyramides qui ont des bases équivalentes
sont entre elles comme les hauteurs.

3¢ Que si leurs hauteurs sont égales, elles sont entre
elles comme leurs bases.

I est bon de faire observer qu’il faut supposer que la
hauteur de ces tranches est toujours inférieure 4 telle
épaisseur que 'on pourrait assigner.

195. Tu. Le volume d'une pyramide est égal au pro-
duit de sa base par le tiers de sa hauteur.

Sor. Soit le cube ABCDEF GH (fig. 109); construi-
sons sur la base EF GH la pyramide EF GHK, de ma-
niére que ses quatre faces latérales EKF, GKH.....
solent égales entre elles, et que sa hauteur KO soit la
moitié de BF celle du cube.

Concevons que, sur la base supérieure A BCD ducube,
on ait formé une pyramide tout-h-fait pareille, laquelle
ayant son sommet en K, sa hauteur doit étre aussi la
moitié de BF, etc.

Aprés qu'on y aura un peu réfléchi, on comprendra
qu'il est possible d’établir sur les six carrés qui forment
le cube six pyramides égales, qui toutes auront leur som-
met en K, et pour hauteur la moitié du cube, laquelle est
égale 2 KO. '

La somme des volumes de ces six pyramides est évi-
demment équivalente au volume du cube; or, ce volume
est égal au produit de la base E FG H par la hauteur BI;
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chacune de ces pyramides étant le sisieme du cube, elle
a pour mesure sa hase, égale i EF GH, par le sixieme de
BF, ou par le tiers de K O, moitié de BF ; maisK O me-
sure sa hauteur, donc chacune de ces six pyramides a
pour mesure le carré ou la face du cube, qui lui sert de
base par le tiers de sa hauteur.

Osservations. Si on éprouve quelque embarras
pour bien saisic I'arrangement de Ia figure, on taillera
dans une matiere facile & couper du liége, par exemple,
six pyramides ayant toutes pour bases des carrés égaux,
et pour hauteur la moitié du cdté de ces carrés; réunis-
sant toutes ces pyramides de facon que leurs sommets
se trouvent en un méme point K, leur ensemble formera
un cube. ‘

196. RemarQue. Au premier abord, la démonstration
qui précéde semble ne convenir qu’h un cas particulier,
celui ou la pyramide a pour base un carré, et pour hau-
teur la'moitié du coté de ce carré; prouvons cependant
que le théoréme est toujours vrai, et que, quelle que
soil la pyramide dont la hauteur et la surface de la hase
sont données, le volume de cette pyramide est invariahle-
ment égal au produit de sa base par le tiers de sa hau-
teur; ou par le tiers du produit de sa base par sa hau-
teur.

Soit une pyramide B, dont la base est exprimée par
7, et sa hauteur par 2; je la compare 2 une pyramide C,
qui aurait pour base un carré dont le coté serait 4, et la
hauteur 2, cette pyramide serait le sixieme d’un cube,

et sa solidité égalerait 16 surface de la base par z— on

bien 3:— ; la base de la pyramide B étant 7, sa solidité

2 14  qe,, .
sera 7 X - = —=; les solidités des deux pyramides

32 14 0
sont donc entre elles :: ——: <~ ou :: 32 14; ou
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:: 16 : 7; les hauteurs des denx pyramides étant égales,
rien ne s’oppose i ce que I'on considére la base de la

pyramide B comme les —47(,— de la base de la pyra-

“mide C.
197. OsservaTtions. Concluons de ce qui précede :
1° Que toute pyramide est le tiers du prisme de méme
hase et de méme hauteur.
2° Que deux pyramides de méme hauteur sont entre
elles comme leurs bases; et réciproquementsi leurs bases
sont égales, elles sont enlre elles comme leurs hauteurs.
198. Remaroue. Tout polyédre peut étre partagé enun
certain nombre de pyramides ; on y parvient de plusieurs
manieres : 1°Si I'on place le sommet commun des pyra-
mides partielles dans I'intérieur du polyédre, on aura au-
tant de pyramides que celui-ci aura de faces. 2° Sil'on
fail passer les plans de division par le sommel et les arétes
d’un méme angle solide, on aura alors-autant de pyra-
mides partielles que le polyédre aura de faces non com-
~ pris les angles plans qui formeront 1'angle solide.

199. REMARQUE DEUXIEME. Pour évaluer le volume
d’un polyedre irrégulier quelconque, il faut le décom-
poser en pyramides, en procédant comme il est dit ci-
dessus; apres quoi, calculant suceessivement les volumes
de ces pyramides (195), la somme des résultats obtenus
exprimera le volume du polyedre donné.

200. Tr. Deux polyedres semblables sont entre eux
comme les cubes des cotés homologues.

Sor. Supposons le cas de deux pyramides semblables
ABCDK, abedFk (fig. 108), et concevons que la plus
petite a été introduite dans la plus grande, de maniére
quelles ont I'une et l'autre leur sommet en K, et que
toutes leurs faces homologues coincident.

Il a été démontré que tous les cdtés de la grande
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pyramide A BCDXK, ainsi que KO, qui mesure sa hau-
teur sont coupés en parties proportionnelles par le plan
qui passe par la hase abcd de Ja petite pyramide ; de
sorte que L'on a cette longue suite de proportions :
KB:Kb :: KC:: K¢, oubien encore, 4 causedes trian-
gles semblables, KB : BC :: Kb : be.

Considérant la hauteur K Ode la grande pyramide,
coupéeen o par le plan abed; apres avoir tire BOet bo,
onaKO:Ko::KB:Kb; maisKkB :Kb::AB:ab,
et par conséquent -17 KO : —;— Ko:: AB: ab.

Les bases ABCD, abcd des pyramides étant des poly-
gones semblables, elles sont entre elles comme les carrés
de leurs ¢otés homologues (114); on a donc:

—_— —2

ABCD : abed :: AB: ab;
Or, pour avoir la solidité des deux pyramides, il faut
multiplier la base ABCD dela premiére par - KO, et

abed celle de la seconde par -;— Ko; multipliant donc
les deux proportions terme a terme, il vient

—_—3 —.3

ABCDX—-KO abed X - ~Ko::AB : ab.

Donc deux pylamldes semblables sont entre elles
comme les cubes de leurs cotés homologues.

201. Ta. Deux polyedres semblables sont entre eux
comme les cubes de leurs arétes, ou de leurs cotés homo-
logues.

Sor. Deus polyedres semblables A, B peuvent étre
partagés en un méme nombre de pyramides semblables
chacune & chacune; or, les pyramides semblables sont
entre elles comme les cubes des cdtés homologues (100),
donc chaque pyramide du premier polyedre sera a celle
(ui lui correspond dans le second, comme le cube de 'un
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de ses cdtés est au cube du cdté homologue de 1'autre
pyramide....

Prenant doncune aréte homologue dans chaque pyra-
mide, “et faisant le cube de toutes ces arétes, on aura
une suite de rapports égaux qui seront les mémes que
ceux des pyramides; d’ou il suit que la somme des pyra-
mides composant le polyedre A, est acelle des pyramides
qui forment le polygédre B, comme le cube d’une aréte
queleonque du premier est au cube de Paréte homologue
du second.

202. Pour ce qui est des surfaces des polyedres, elles
se mesurent et se calculent comme celles des triangles,
des rectangles ; ces surfaces, en effet, ne sont pas autre
chose que des figures planes, circonscrites par des lignes
droites.

Ainsi, la surface d’un prisme est égale & lasomme des
surfaces des parallélogrammes qui forment sa surface
convexe , plus les surfaces des polygones quu lui servent
de bases.

La surface de la pyramide est égale i la somme des
triangles qui sont formés autour de sa bhase , plus la sur-
face de cette base.

@ 9} Orerien
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SIXIEME PARTIE.

DES CORPS RONDS.

203. On appelle corps ronds, des volumes qui sont
censés produits par la révolution d’un rectangle, d’un
triangle, la demi-circonférence d'un cercle....

Il a plusieurs sortes de corps ronds, mais il ne sera
question dans ces élémens que du cylindre droit, du cone
droit et de la sphere.

LE CYLINDRE.

204. Le cylindre (fig. 110) est censé engendré par un
rectangle P QHL, qui tourne, & la maniére d'une porte
sur ses gonds, autour d’'un de ses cotés P () resté fixe;
pendant ce moment, le coté P L décrit le cercle EGF,
et HQ qui lui est opposé décrit en méme temps le cer-
cle ABCD;HQet PL étant égaux comme cotés opposés
d’un méme rectangle, 1l s’ensuit que les cercles EGF,
ABCD sont égaux.

Quant au troisieme cété mobile LH, il tracela surface
convexe ou latérale du cyiindre; on congoit que tous les
points de cette ligne décrivent autant de cercles, tous
égaux et paralleles 2 ABCD et EGF, ces derniers cer~
cles s’appellent les bases du eylindre; la ligne immobile
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PQ, qui passe par le milieu de ces bases, est I'axe du
cylindre.

Toute section faite par un plan qui coupe le cylindre
perpendiculairement a son axe, est un cercle égala ceux
qui forment ses bases.

Toute section faite par un plan qui passe par ’axe est
un rectangle double du rectangle génératear P QL H.

205. Ta. La surface convexe d un cylindre est égale au
produit de la circonférence de sa base par sa hauteur.

Sor. Représentez-vous la surface convexe du cylindre
comme formée de parallélogrammes rectangles infini-
ment étroits.

Ou bien encore concevez le cylindre comme inscrit
dans un prisme droit ayant méme hauteur que lui, et
dont la surface convexe est formée de rectangles infini-
ment étroits, et tous égaux entre eux; le polygone qui
servirait de base & ce prisme différerait d’une quantité
infiniment petite de la circonférence du cercle qui sert
de base au cylindre ; or, pour avoir la surface convexe
d’un prisme droit, il faut multiplier la somme des bases
des rectangles qui la forment par la hauteur du prisme,
laquelle est égale & celle de tous ces rectangles ; mais la
somme des bases de tous ces rectangles est égale au con-
tour du polygone qui sert de base au prisme ; puisqu’il
est convenu que ce polygone différe de si peu que I'on
voudra du cercle qui sert de base au cylindre, 1l S'ensuit :

Que la surface convexe d’un cylindre est égale au pro-
duit de la circonférence du cercle qui lui sert de base
par sa hauteur.

Connaissant le diametre du cylindre et sa hauteur, on
caleulera la circonférence de sa bhase comme il est en-
seigné, n° 145, et 'on multipliera le résultat par le nom-
hre qui exprime la hauteur da cylindre. ...
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Soit 9 le diameétre du cylindre donné, 5 sa hauteur,
onaura 7 :22::9 : 2,

Multipliant les moyens 'un par Vautre, et divisant le
produit 198 par V'extréme 7, il vient 28,285 pour la
circonférence de la base; ce nombre multiplié par la
hauteur 5, donne 141,425, nombre qui exprime la so-
lidité du cylindre.

Remaroue. Puisque la surface convexe du cylindre
fgale la circonférence de sa base par sa haunteur, on
eomprend que cette surface est équivalente a celle d’un
rectangle ayant pour base cette circonférence déve-
loppée, et pour hauteur celle du cylindre.

206. Tu. La solidité d’un cylindre est égale au pro-
duit de sa base par sa hauteur,

Sor. 11 vient d’étre démontré (205), qu’un cylindre
peut étre assimilé & un prisme de méme base et de méme
hauteur que lui; or, la solidité d’'un prisme est exprimée
par le produit de sa base par sa hauteur; donc la soli-
dité du cylindre est aussi égale au produit de la surface
qui lui sert de base par sa hauteur.

Soit 9 le diametre du cylindre donné, 5 sa hauteur; la
circonférence du cercle qui lui sert de base est 198 (205),
dont la moitié 99 multipliée par 4 — ou 4, 5 le rayon
(135) produit 445,5 pour la surface du cercle, et ce der-
nier produit multiplié par 5, la hauteur du cylindre
donne 2227,5 pour sa solidité.

Le cylindre pouvant étre assimilé & un prisme, il
s'ensuit : 1° que des cylindres de bases et de hauteurs
égales sont égaux ; 2° que des cylindres & bases égales sont
entre eux comme leurs hauteurs, et vice-verse des cylin-
dresde méme hauteur sont entre eux comme leurs bases.

Quand on a calculé lasurface convexe d’un cylindre,
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on a sa surface totale en y ajoutant celle des cercles qui
forment ses bases paralléles (135).

LE CONE.

207. Le cone est produit par la révolution d'un tri-
angle rectangle FOB (fig. 111), qui est censé tourner
sur un de ses cotés F O, tandis que Vautre coté OB de
I'angle droit trace un plan circulaire A CBD; pendant
ce mouvement I'hypoténuse FB déerit la surfuce convere
du cone. ’

Le plan circulaire ACBD sappelle la base du cine ,

e point F en est le sommet ; la perpendiculaire FO qui
tombe sur le centre O de la base est U'axe du cine ; cette
ligne mesure aussi sa hauteur ; ¥ B est le coté oul'apotheme
du cone.

Toute section acbd faite par un plan perpendiculaire-
ment & l'axe est un cercle dont le plan est paralléle i la
base ACBD. ‘

Si du cone FA CBD on retranche le petit coneFacbd ,
le volume compris entre les cercles paralleles acbd,
A CBD, quireste, sappelle cine tronqué ou tronc de cone.

On peut supposer qu'il est déerit par la révolution du
trapéze 0 O b B rectangle en o et en O, et tournant autour
de 00 ; les cotés paralleles ob, OB décrivent les cercles
acbd, ACBD,et bB le quatrieme coté dutrapeze déerit
la surface convexe du tronc.

La ligne immobile 0O est Yaxe ou la hautewr du tronc ;
les plans circulaires acbd, ACBD en sont les bases,
et bB le cire.

208. Tu. La surface du cone est égale a la circonlé-
rence de sa hase multipliée par la moiti¢ de son coté.
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Sor. Le cdne est & la pyramide de méme hauteur que
lui et qui a une base équivalente & la sienne comme le
cercle est au polygonerégulier circonscrit, ou enfin comme
le cylindre est au prisme régulier de méme hauteur qui
I'enveloppe.

Supposons done un céne ABCF (fig. 112), dont on
a divisé la circonférence ABC... de la base en un tres
grand nombre de parties égales, ab, be, ¢d, de.... du
sommet F, et par ces points de division si I'on tire les
droites ¥a, Fb, Fe¢, Fd.... on aura les figures aFb,
bFc, ¢Fd.... lesquelles différeront de bien peu des tri-
angles qui auraient leur sommet en F, lears cotés égaux i
Fa, Fb.... et pour bases les trés petits arcs ab, be....
lesquels seront presque égaux a leurs cordes.

Cest-a-dire que dans ce cas le cone se trouverait con-
verti en une pyramide régulicre de méme base et de
méme hauteur que lui.

Or, chacun des petits triangles a Fb... a pour mesure
sa base ab par la moiti¢ de sa bauteur (106), mais il est
évident que cette hauteur est égale au coté du cone; il
est encore évident que la somme des hases de tous les
petits triangles est égale & la circonf{érence ABC... de la
hase du cone; donc la somme des surfaces de tous les
petits triangles s’chtient en multipliant la circonférence
ABC.... par la moitié du edté du cone; donc la surface
convexe d'un cone est égale au produit de la circonfé-
rence de sa base par la moitié de sa hauteur.

209. Tn. Lasurface convexe d'untronc de cone ABCD
(g. 113) est égale & la demi-somme des circonférences
de ses deux bases AB, CD.

Sor. Par B, un des points de la circonférence de la
bhase inférieare et perpendiculairement & BF, menez la
ligne B1, égale & la circonférence AB.... supposde, déve-
loppée; parle point D, et toujours perpendiculairement
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aBF, menez D G égale & la circonférence CD... tirez G1,
vous aurez le trapéze BD GI dont les bases paralleles
seront Bl et DG, et qui sera équivalent en surface au
tronc ABCD; pour calculer cette surface, tirez B G, vous
aurez les deux triangles BGI, BGD qui, pris ensemble,
valent le trapéze. .

La surface du premier est égale & sa base BI par la
moitié de GH ; ou, ce qui revient au méme, elle est égale
a GH par la moitié de B1.

Par construction, BD étant perpendiculaire sur DG,
Paire du triangle BG D sera égale & sa hauteur BD mul-
tipliée par la moitié de D G sa base; enfin, on aura: sur-
face dutrapézeBDGI = GH X — BI+BD X -=-DG;
mais BD et GH, perpendiculaires sur BI par construc-
tion, sont paralléles; de plus, elles sont comprises entre
les bases paralleles DG, BI du trapéze, donc elles sont
égales (46), on peut donc les substituer I'une & Fautre,
et pour lors 'expression ci-dessus deviendra :
surface du trapéze — BD ou DG X (+BI+—DG;
or, —~ BT+ - DG, c'est laméme chose que BI4-DG.

2

Done la surface convexe du tronc est égale a la demi-
somme des circonférences de ses bases paralleles par BD
son cOté.

210. Remaroue. Si l'on joint le sommet F du cone
avec le point I, on aura le triangle BF I, dont la surface
est égale & BT sa hase par -12« BF sa hauteur; BF, par
construction, étant perpendiculaire sur BI; BF est le
en coté du cone, et B en est la base développée ; done la
surface convexe du cone et celle du triangle BFI sont
équivalentes,

Il suit de cetle remarque que, non seulement la
surface du trapéze BDGI est équivalente i celle dutrone,
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mais encore, que tout trapéze, tel que Bdgl est équiva-
lent en surface & tout tronc de cone compris entre deux
cercles paralleles AB, cd.

211, Tu. Le volumeou la solidité d’un cone est égale

. . 1
au produit de la surface de sa base par le — de sa

hauteur.

Sor. 11 est prouvé (208) qu'un cone peut étre assimilé
aune pyramide de méme base et de méme hauteur que
lui; or, ilest démontré (195) que la solidité de la pyra-
mide est égale au produit de sa base par le tiers de sa hau-
teur, donc il en est pareillement de la solidité du cone,
qu’il soit droit ou oblique; dans ce dernier cas, il doit
étre assimilé & une pyramide oblique.

212. Prosrime. Calculer la solidité d'un tronc de
cone droit a bases paralleles.

Sor. Soit ABCD le tronc de cone droit (fig. 113);
prolongez les cotés AC, BD jusqu’a ce qu’ils se rencon-
trent en F ; vous aurez le cone entier AF B, dont la so-
lidité est égale & la surlace du cercle AB qui lui sert de
base par - FO sa hauteur.

Calculez de la méme maniére la solidité du petit edne
CFED en multipliant sa base CD par i— Fo sa hauteur,

et retranchez le produit obtenu de la quantité qui ex-
prime la solidité du cone total AF B, le reste exprimera
celle du tronc ABCD.

LA SPHERE.

213. 1° La sphere est un solide terminé de touscotés
par une surface courbe doiit la courbure est uniforme.
On peut se représenter la sphere comme engendrée
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par la révolution d’un demi-cercle BC A, (fig. 114) tour-
nant autour de son diameétre A B, on comprend que tous
les points de la surface produite dans ce mouvement par
I'arc BC A seront également éloignés du centre O.

2° Le rayon de la sphire est le méme que celui du demi-
cercle générateur : il mesure la distance qu’il y a du
centre du volume & un point quelconque de sa surface.

Le diamétre est une ligne qui passe par le centre du
volume, et se termine de part et d’autre i sa surface.

Le diametre prend quelquefois le nom d’axe (d’essien);
alors il représente une ligne qui passe par le centre de
la sphere, et sur laquelle celle-ci est censée tourner.

3° Parmi les cercles que I'on peut tracer sur la surface
de la spheére, on distingue les grands et les petits.

Les grands cercles sont ceux dont les plans partagent
la sphére en deux parties égales, et dont le centre est au
méme point que celul de la sphére: tel est le cercle
CFDG qui, comme la sphére ACBD, ason centre en O.

Les petits cercles de la sphére sont tous ceux qui n’ont
pas leur centre au méme point que celui de la spheére,
et dont les plans partagent celle-ci en deux parties iné-
gales.

4 L’aze d’un cercle grand ou petit est la ligne imagi-
naire qui passe par son centre, et qui est perpendiculaire
ason plan : A B (fig. 114), qui passe par le centre O du
cercle CFDG, perpendiculairement & son plan, est I'axe
de ce cercle.

Les péles d'un eercle sont les extrémités de son axe.

5° On appelle fusean, la partic de la surface de la
sphere comprise entre deus demi-circonférences de grands
cercles qui ont un diamétre commun. CBDF (fig. 114)
est un fuseau : cet espace est compris entre les deux demi-
circonférences C BD, CF D, lesquelles ontpour diamétre
commun la ligne COD.
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6° On appelle coin ou onglet sphérique, la partie du
volume dc la sphere comprise entre les plans de deux
demi-grands cercles qui ont un diametre commun,

La partie solide. de la sphére BCAD comprise entre
les plans des deux demi-cercles CBD, CFD, qui ont le
diametre commun COD est un coin; une tranche de
melon représente assez bien un coin sphérique.

7° On appelle zone de la sphére, la partie de la sur-
face comprise entre les circonférences de deux cercles
grands ou petits dont les plans sont paralleles ; lahauteur
d’'une zone est la distance comprise entre les plans des
deux cercles qui la déterminent.

8 La calotte sphérique est la partie de la surface de la
sphere qui en est détachée par la circonférence d'un
seul cercle.

9 Le segment sphérique est la portion du solide de la
sphére ecmprise entre les plans de deux cercles qui lui
servent de bases; si I'un des plans devient tangent & la
surface de la sphére, le segment est égal & la solidité de
la calotte, qui a méme surface sphérique que lui.

10° Le secteur sphérique est une espéce de cone, qui a
son sommet au centre de la sphére, et dont la base est
une calotte de celle-ci.

On peut concevoir un secteur sphérique comme en-
gendré par un secteur circulaire, tournant autour d’un
rayon de Ja sphére; dans ce cas, 'arc qui mesurerait la
largeur de la calotte serait le double de celui du secteur
circulaire générateur.

214. Tu. La section de la sphére par un plan & une
distance quelconque du cenire est toujours un cercle.

Sor. Soit la section AHGE (fig. 114); du point O
centre de la sphere, abaissez sur ce plan la perpendicu-
laire OK 5 et par tous les points A, H, .G, E, et le centre
0O, menez les lignes GA, OH, O G, OE ces lignes seront
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égales comme rayons d’une méme sphere; de plus, étant
obliques & Ia perpendiculaire OK, elles s’en écarteront
d’'une méme quantité; donc la courbe AHGE est un
cercle ; puisque tous ses points sont également éloignés
du point K.

215. Remargue. 1° Si la section passe par le centre
de la sphére, elle aura pour rayon celui de la spheére;
d’ott il suit que tous les grands cercles sont égaux entre
eux.

2> Deux grands cercles se coupent toujours en deux
parties ¢gales; ear, ayant I'un et I'autre leurs centres au
méme point que celui de la sphere, leur intersection
commune est un diameétre.

216. Tu. Dans tout triangle sphérique un c6té quel-
conque est plus petit que les deux autres.

Sor. Soit un triangle ABD (fig. 115) formé sur la sur-
face de la sphére par trois arcs de grands cercles AD,
A B, BD, et que pour cela on appelle triangle sphérique ;
soit, en C, le centre de la sphere dont ce triangle est censé
faire partic; si par le centre Getles arcs AD,AB, BD,
on fait passer trois plans, il en résultera I'angle triedre C
formé par les trois angles plans ACB, BCD, ACD; or,
il a été démontré (171) que la somme de deux angles
plans, quiforment un angle polyedre est plus grande que
le troisiéeme; donc la somme des arcs AB, BD, qui
mesurent les ouvertures des angles ACB, BCD (78),
est plus grande que l'arc A D, qui mesurel'angle ACD, etc.

217. Tn. Le plus court chemin pour aller d’un point
aun autre, pris sur la surfacede la sphere, est mesuré par
arc de grand cercle qui passe par les deux points.

Sor. Sil’on objeclait que, pour aller sur la surface de
la sphére du point A au point B, le chemin le plus court
n’est pas I'arc AD, mais que c’est par B point en dehors
de AD que passe le chemin le plus court.

S0TEV 44




122 FLEMENS

Pour toute réponse, par les points A,B, B,D, on ferait
passer deux arcs de grand cercle, et 'on continuerait
la démonstration comme dans le théoréme précédent.

218. Remaroue. Si'on soutenait que le plus court
chemin entre A et D (fig. 116) est mesuré par un arc
de petit cercle ACD de la sphere; par les mémes
points, on ferait passer un arc de grand cercle ABD;
il est évident, sans démonstration; que I'arc ABD
est plus court que larc ACD; cela provient de ce que
les rayons des grands cercles sont égaux a celui de la
sphére ; les rayons des petits cercles sont au contraire
toujours plus courts que ceux des grands cercles ; or, plus
le diameétre d’un cercle est grand, plus I'are desa circon-
férence, qui mesure un certain angle, approche de la li-
gne droite.

219. Proprime. D’un point donné sur la surface d’'une
spheére, tracer une circonférence de cercle d’'un rayon
donné.

Sor. Soit (fig. 117) C le point donné, AD le rayon
que doit avoir la circonférence; d’'un point quelconque
0, et avec un rayon O C égal i celui de la sphére, tracez
une circonférence ABFH... et portez sur cette circon-
férence, du point A au point B, la corde AB double du
rayon donné A D; du centre O abaissez une perpendicu-
laire sur AB (30), ce rayon coupera AB et l'arc ACB
en deux parties égales (74).

Ensuite, f{aites en bois, métal, un arc de cercle CB
d’un rayon égal 4 CO ; et du point douné C comme cen-
tre, et avec l'arc CD servant de rayon, décrivez avec la
pointe fixée vers B une circonférence entiére; elle satis-
fera aux conditions du probléme, car tous les points de
la circonférence ADB seront également distans du point
donné C....

S'il était demandé de déerire sur une sphére la cir-
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conférence d’un grand cercle , en prenant pour centre
un point H, on procéderait de la méme maniere : en effet,
connaissant le diametre GF de la sphere, de son milien
O, ptis pour centre, on décrirait une demi-circonférence
FH G, que I'on partagerait parla moitié; 'arc HG don-
nerait la longueur et la courbure de l'arc qu’il convien-
drait d’employer pour décrire la circonférence demandée.

220. Propiime. Un cercle étant donné sur la surface
de la sphére, trouver le point de cette surface qui est
également éloigné de tous ceux de la circonférence de ce
cercle ; ou, ce qui revient au méme, trouver un des piles
de ce cercle.

Sor. Soit ABDCle cercle donné (fig. 118); divisez
par un procédé quelconque sa circonférence en quatre
parties égales; aprés queci, au moyen d’une hande-
lette flexible, joignez les points AD et BC; le point O
ot ces arcs se couperont sera le pole demandé.

221. Tu. La surface de la sphére est égale au produit
de son diametre par la circonférence d’un de ses grands
cercles.

Sor. Afin d’arriver plus stirement & la démonstration
définitive, que la surface d'une sphéere ACDBEF
(fig. 119) peat étre considérée comme engendrée par
la révolution d’un polygone ACDB d’une infinité de
cotés (1), tournant autour du diamétre AB du cercle cir-
conscrit ; faisons observer que, pendant ce mouvement, les
cotés AC, CD, DB... de ce polygone décriront des co-
nes ironqués, excepté les cdtés extrémes ACBE,
qui déeriront des cones entiers.

Des angles du polygone baissons sur le diamétre AE,

(1) Pour ne pas embrouilier la figure, on n'a ici inscrit au cercle que
I'octogone.
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ou I'axe de rotation, les perpendiculaives CGK, DHF,
BOL; il est évident que le triangle rectangle A CG, tour-
nant sur le coté A G, déerira le cdne qui aura son sommet
en A, et pour base un cercle dont le diameétre sera CK
et la haateur A G (207).

Le cot¢ CD déerira un cone tronqué, dont DF et CK
seront les diameétres de ses bases paralléles ; il en sera de
méme du c6té DB = CD, et symétriquement placé. ...

Il ne reste plus qu'a trouver une régle générale pour
calculer les surfaces convexes de ces divers cones entiers
ou tronqués.

Et d’abord, la surface du cone ACGK est égale a cir-
conférence CK > — A Cson cité (208).

Le cone tronqué CD KF a pour mesure (circonférence
CK - circonf. DF) X CD son coté (209).
2

La difficulté consistc maintenant a trouver une mé-
thode qui dispense de calculer une 4 une les longueurs
des diametres CK, DF, BL....

222, Remargue. 1° La surface d’'un cone est égale 2
son coté, multiplié par la circonférence d’un cercle dont
le diamétre est la moiti¢ de celui de sa base; et quele
plan de ce cercle coupe son coté par la moitié.

Soit ABC (fig. 120), un triangle isocéle qui, tournant
autour de la perpendiculaire CO, abaissée sur sa base
AB, déerit un cone droit; par le milieu D du coté CA,
menons DF paralléle & AB ; nous aurons (48) :

CA::AB:: CD: DF;

Mais, par construction, CA est le double de CD; done
A Best le double de DT.

Or, les circonférences des cercles sont entre elles
comme leurs diametres (134); done la civconférence DI
est égale & la moitié de la circonférence A B ; donc :
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Circonférence AB X CF moitié du coté du cone = cir-
conférence DF 3 CB.

Mais, circonférence A B > CF représente la valeur de
la surface du cone, etc. (208).

2 Que la surface d'un tronc de cdne est égale au pro-
duit de son c¢oté par la circonférence du cercle, qui est
moyenne entre celles de ses bases paralléles avant d’aller
plus loin.

Soit le trapeze ABCD (fig. 121); par le milieu des
cotés CA, DB, tirez EF, cette ligne sera paralléle aux
cOtés AB, CD, lesquels par construction sont paralléles
entre eux ; prolongez CD jusqu'en ¢ eten [, et par les
points E, T, faites passer fb, ca perpendiculaires sur
A B; vous aurezles triangles « F B, ¢ I D égaux entre eux;
d’abord, par construction, F D == FB; puis ils sont rec-
tangles en ¢ et en a, et les anglesa F B, ¢F D sont égaux
comme oppos¢s par le sommet; doncle troisieme angle
B égalele troisieme angle D, donc les deax triangles ayant
un coté égal adjacent a deux angles égaux chacun &
chacun sont égaux; done D e = aBj; il serait inutile de
prouver que A b égale aussi fC.

Retranchant donc de A B les lignes b A ¢t aB, et ajou-
tant ces quantités A CD, on aura les lignes ba, fd, dont
la somme sera égale & celle de AB--CD; or, lasurface
du coue tronqué est ¢gale au produit de son ¢dté par la
demi-somme des circonférences(209), dont AB, CD se-
raient les diamétres; ou, ce qui est la méme chose, cette
surface serait égale au c6té du trone parla circonférence,
dont le diametre serait moyen entre AB et CD; et bien,
ce diametre moyen est la ligne £ : car, si vous y faites
atiention, vous resterez convainca (u’elle est égale & la
demi-somme de AB-FCD; done la surface d’un trone
de cone est égale a son coté par la circonférence qui est
moyenue entreses hases. De ce qui précede, il suit que
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la surface du cone tronqué CDKF (fig. 119) est égale &
la circonférence de mn, diamétre moyen enire CK, D ¥
par son coté CD. _

223. Ces préliminaires étant bien compris, démontrons
directerent que la surface de la sphére se calcule en
multipliant la somme des c6tés du polygone eirconserit
par le rayon du cercle inscrit, lequel cercle est censé le
générateur de la sphere.

Sor. Sur le diametre P Q) (fig. 122) formons le demi-
polygone ABLK.... et supposons qu’il tourne autour de
PQ comme sur un axe; il vient d’étre dit (221) que ce
polygone décrira des troncs de cones... le edté A B, par
exemple. déerirait un cdne tronqué dont les bases paral-

Jeles auraient pour rayons les perpendiculaires A¥, BH
sur Iase de rotation PQ; or, il vient d’étre démontré
(224) que la surface de ce trone doit égaler A A B, mil-
tiplié par circonférence CG, rayon moyen entre AF et
BH, c'est-h-dire qu'on a surface du trone, dont ABest
le coté = circonférence CG Y AB.

Menez AD parallele AFH; puis tirez CO rayon du
cercle inscrit ; vous aurez les deux triangles ABD, 0 CG
reclanglesen D et en G; CG étant perpendiculaire sur
PQ; de plus, ces triangles sont semblables, car ils ont
leurs cotés perpendiculaires chacun i chacun (61) ; le
rayon OC tombant sur le milieu C de la corde AB est
perpendiculaire & cette corde (74); AB parallele A PQ
est perpendiculaire & CG; enfin, O G perpendiculaire i
BH est nécessairement perpendiculaire A BD; ces deux
triangles étant semblables on en déduit les proportions
AB:AD ou FH:: OC: CG :: circonférence OC :
eirconférence CG; done Vextréme A B X circonférence
CG, Vautre extréme = A D ou I'H < circonférence OC.

On démontrerait de la méme maniere que la surface
du trone BL = HO > circonférence O C ; on démon-
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irerait également que la surface du cone engendré par
le triangle rectangle A F P, tournant sur P F, est égale &
circonférence O R ou OC, le rayon du cercle inscrit par
PF; pour cela on ferait observer que les triangles ORF,
APF sont semblables comme ayant leurs cotés perpen-
diculaires chacun & chacun; ces triangles donnent done
les proportions,

OR :RF :: AP: PF; or, la sarface du cone dont
AP estle coté = AP X circonférence RF (222)=PF
X circonférence OR , rayon du cercle.

Répétant le méme caleul pour chacun des cdtés du
demi-polygone circonscrit, on trouverait que la somme
des surfaces des cones ou troncs de cones formés par la
révolution de e demi-polygone autour du diamétre P()
est égale an produit de ce diamétre par la circonférence
du cercle inscrit.

Done, sil'on admet que le périmétre du polygone cir-
conserit différe de celui du cercle inscrit, d’aussi peu qtié
Ion voudra, il s'ensuit que la surface de la sphére est
égale au produit de son diamétre, multiplié par la circon-
férence d’un grand cercle.

225, ExEMPLE DE CALCUL. Soit 12 le diameétre d'une
sphére; on aura la circonférence d’'un de ses grands cer-

cles au moyen de ceite proportion.
7:22::12: ¢ (145); & = 22 X 12 =264=37,71;

7 7
multipliant cette derniére quantité par 12 le diamétre,
il vient 452,52 ; nombre qui exprime la surface totale
de la spheére qui a été donnée.

226. Remarque. Puisque la surface d’une sphene est
égale ad produit d’un grand cercle par son diamétre,
cette surface est équivalente a celle de quatre grands cer-
cles de la méme sphére.

En effet, la surface d’un cerele est égale & la circon(é-
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rence, multipliée par la moitié du rayon (135) ou le quart
du diametre; or, la surface de la sphére s’obtient en
multipliant la circonférence d’'un grand cercle par le dia-
metre ou 4 demi-rayons; donc lasurface de la spheére est
égale a la somme de celles de quatre de ses grands cer-
cles.

227. Tu. Lasurface d’une sphere est équivalente & la
surface convexe d'un cylindre dont la haateur et le dia-
métre de la base sont égaux au diametre de la sphere.

‘Sor. La surface convexe du cylindre est égale A la cir-
conférence de sa base par sa hauteur(205) ; or, si le dia-
métre de cette base est égal & celui de la sphere, sa
circonférence sera un grand cercle de celle-ci; mais la
hauteurdu eylindre égale le diamétre de la sphere ; done
sa surface convexe est équivalente i celle de la sphére.

228. Remargue. La surface du cylindre étant équiva-
lente dcelle de la sphére, elle est égale a quatre fois celle
de ses grands cercles; et, si a sa surface convexe on
ajoute celles de ses deux bases, on aura pour la surface
totale du cylindre six grands cercles de la sphére; de
sorte que la surface de la sphére est & celle du cylindre
::4: 6, oucomme 2 : 3.

La figure 123 représente un cylindre circonserith une
sphére S, on voit que le volume de cette spheére ne rem-
plit pas & beaucoup prés toute la capacité du cylindre;
donc elle lui est inférieure en volume, ce qui va étre dé-
montré incessamment.

229. Tu. La surface d’une zone sphérique est égale &
la partie du diametre de la sphére comprise entre les
plans des cercles qui lui servent de bases.

Sov. Il a été prouvé (223), que la surface du trone de
cone déerite par le c6té B L du polygone générateur était
égale au produit de la partie HO du diameétre QP com-
prise entre les rayons BH, LO des cercles qui servent
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qui revientau méme, elle équivaut a celle de quatre de ses
grands cercles; ou bienelle est égalei la surface d'un grand
4 2 . ' .
cercle par —— du rayon, ou par —— du diamétre ; mais
le grand cercle de la sphére équivaut a la base du cy-

\

lindre, dont la solidité est égale & cette base par -:—

du diameétre ; done la solidité de la sphere est les ——i—-—
de celle du eylindre.

FIN.
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NOTE

SUR LE THEOREME DU NUMERO 37 , PAGE 14.

Admettons que leslignes ED, G B (fig. 126) sont perpendi-
culaires sur BD, elles ne peuvent donc jamais se rencontrer ;
mais les angles D, B étant droits, D B perpendiculaire sur B G
mesure fa plus courte distance quil y a du point D i la
ligne B G, ceite perpendiculaire mesure en méme temps la
distance invariable qui régne entre les perpendiculaires G B,
ED surBD; il en est semblablement des perpendiculaires
af, bg,ch, abaissées de points pris ades distances égales sur
DE; pour faire comprendre que les angles a, b, ¢, d sont
droils, on supposerait que la figure est pliée suivant la ligne
FI, également distante de A G et de CE; les angles D, B éiant
droits, D tomberait sur B et pareillement les points g, b, ¢ se
confondraient avec [, g, h, car §'il en était autrement , il s’en
suivrait que DE est une oblique qui peut rencontrer B G; done
les angles D, a, b, ¢ sont droits, puisque aD B se confond avec
[BD, ainsi que baf avec g fa; donc les quatre angles du qua-
drilatere ABCD sont droits.
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ERRATA.

Pages 21, ligne 14, dant, lisez est done,

— 92 —
— 99 —
—_ 2 —

— 26 —

— 30 -
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— 32 —
— 35 —
— 47—
— 47 —
— 51 —
— 52—
—_ 70 —

— 76—
— 104 —
— 110 —
—_ 117 -

&, que, lisez de,
20, soit tournée, ajoulez pourvu que L'un ne soit pas aigu et Uavtre obtus.
24, BIF, lisezBFI.

14, nonégones, lisez ennéagones.
12, (fig. 39), lisez (fig. 40}.

4,BDC, lisez FAD.

28, (57), lisez (55).

8, proposition, lisez proportion.
19, langle, lisez les angles.

BOG, EBH=BOG,lisczBOG= EBH,
21, en dedans, lisez en dehors,

29, équiangles, lisez égaux.
23, vous avez, lisez vous aurez.

—2 =2

ABC: abc, ajoutez : : A B : ab.

6, hautcur DG, lisez FG,
28, (100), lisez {200).
28, en, eflacez ce mot,
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