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P R É F A C E . 

I J E S connaissances que nous avons exposées dans 
les deux volumes p r é c é d é e s s e r v e n t de base à toutes 
les parties des Mathématiques; et la méthode que 
nous avons suivie pour les présenter, peut servir à 
passer à des vérités plus composées. Mais en réflé
chissant sur cette méthode on a p u remarquer que 
le nombre des propositions qu'on est obligé de se 
rappeler pour l ' intelligence d'une proposit ion n o u 
v e l l e , s'accroît à mesure que ce l l e - c i s'éloigne de 
l 'origine de la chaîne qu i les lie les unes aux autres. 

Cette manière de procéder à la démonstration ou 
à la recherche des vérités mathématiques, est sans 
doute lumineuse ; mais elle devient de plus en plus 
pénible à mesure que ces vérités s'éloignent davan
tage des connaissances primitives : elle a d'ailleurs 
l'inconvénient d'exiger, de la part de l 'esprit , de nou 
velles ressources, de nouveaux expédiens, à mesure 
qu'on passe a de nouveaux objets. 

Cependant, quelque différensque soient les objets 
des recherches mathématiques , les raisonnemens et 
les opérations qu'ils exigent , ont des parties c o m 
munes qu'on peut ramener à des règles générales , 
à l'aide desquelles on peut soulager l 'esprit d'une 
grande partie des efforts que chaque nouvelle ques
tion semblerait exiger. L a méthode qu 'on appelle 
Analyse ^ est celle qu i enseigne à trouver ces règles; 
et l ' instrument qu'elle emploie pour y parvenir , s'ap
pelle Y Algèbre* 

,L'Algèbre,, ou l'art de représenter par des signes 
généraux toutes les idées qu'on peut se former r e l a 
tivement aux quantités, est, à proprement pa r l e r , 
une langue eu laquelle nous traduisons d'abord cer-



taines idées connues* puis par des règles constantes, 
nous combinons ces idées à l'aide des caractères de 
cette langue ; et enfin interprétant les résultais de ces 
combinaisons , nous en concluons des vérités que 
toute autre manière de procéder aurait rendues d u n 
accès très-difficile, et auxquels même i l serait s o u 
vent impossible d'atteindre par une autre voie . 

L e s avantages pr incipaux qu 'on peut retirer de 
cette science^ sont donc de faciliter l ' intelligence et 
l a découverte des vérités mathématiques, et de se 
procurer des moyens faciles et des règles générales 
pour résoudre toutes les questions qu 'on peut p r o 
poser sur les quantités. 

L e s méthodes de l 'Algèbre ne nous étaient point 
nécessaires dans les volumes précédons, où les objets 
étaient s imples ; mais la synthèse que nous y avons 
employée , ne peut nous procurer les mêmes res
sources pour traiter ceux qu i nous restent à pa r 
cour i r . D'ai l leurs une des choses qu'on doit avoir en 
vue dans l'étude des Mathématiques , c'est moins 
d 'accumuler u n grand nombre de proposi t ions, que 
d'acquérir l 'esprit de recherche et d ' invention qu i 
seul peut faire mettre à profit les connaissances que 
l ' on a recuei l l ies ; o r , l a manière de procéder en 
Algèbre tend directement à ce but. 

L 'ob je t p r inc ipa l que nous nous proposons , en 
donnant l 'Algèbre dans ce v o l u m e - c i , est de nous 
mettre en état de traiter, dans le suivant, la Méca
n i q u e , d'une manière commode et utile. Ma i s pour 
t i rer de l 'Algèbre les avantages qu'elle peut p r o c u 
r e r , i l faut s'être rendu familier l'usage des diffé
rentes opérations qu'elle enseigne, et s'être accou
tumé à interpréter les phrases de cette langue; c'est 
pour cette raison que nous avons renfermé dans ce 
même vo lume plusieurs applications de l 'Algèbre à 
l 'Arithmétique et à la Géométrie. N o u s nous étions 



proposés d'y faire entrer encore une autre b rand ie 
de l 'Ana ly se , celle qui regarde les quantités considé
rées comme variables, ou du mo ins , d'en donner ce 
qu i nous serait nécessaire pour quelques applications 
importantes à la Mécanique; mais une espèce de 
nécessité de conserver à cette troisième Partie le 
même caractère d' impression qu'aux deux premières, 
ne nous permet pas d'exécuter ce projet pour le m o 
ment , sans passer de justes bornes. 

L e s différentes méthodes qu'on a suivies j u squ ' i c i , 
pour exposer les principes de l 'A lgèbre , se réduisent 
a deux principales. L a première consiste à donner 
les règles des quatre opérations fondamentales, et 
celles qui conduisent à la résolution des équations du 
premier degré, par une voie qu'on peut regarder 
comme synthétique. L a seconde, qui est purement 
analytique, conduit à trouver ces règles , en propo
sant des questions dont la résolution exige certaines 
opérations et certains raisonnemens que , par un 
examen postérieur, on trouve revenir les mêmes 
dans toutes les questions, et que par conséquent on 
érige en règles générales. Cette dernière méthode 
semblerait d'abord préférable à la première, en ce 
qu'elle parait devoir flatter l 'amour-propre des.com-
mencans, et i r r i ter leur curiosité. Mais si Ton fait 
réflexion qu'alors l'attention est nécessairement pa r 
tagée entre trois objets , savoir, l'état do la question p 

les raisonnemens pour l 'exprimer algébriquement , 
et les opérations qu ' i l faut faire h l a i de des signes 
dont la signification échappe d'autanI-. plus aisément 
qu 'on est encore moins exercé h représenter ses idées 
d'une manière abstraite, i l me semble qu'on doutera 
que cette méthode soit la me i l l eu re , dans les c o r n -
mencemens, pour le plus grand nombre de lecteurs. 
N e p rodu i ra i t - e l l e pas, au contraire , un. effet tout 
opposé à celui que quelques-uns l u i attribuent? L e s 
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raisonnemens qu'elle e x i g e , quoique simples dans 
les commencemens , o ù , sans doute , on ne traite 
que des questions faciles, ces raisonnemens, dis-je, 
devant être tirés du fonds même de celui qu i opère , 
ne l 'humilieront- i ls pas , lorsqu' i ls ne se présenteront 
pas à l u i ? L a méthode d ' invention suppose toujours 
une certaine finesse : c'est celle qu'ont du suivre les 
inventeurs , et par conséquent celle des hommes de 
génie ; o r , c e u x - c i ne sont certainement pas le plus 
grand nombre. 

C e sont ces considérations qu i nous ont déterminé 
à suivre l'autre marche pour l 'exposit ion des règles 
fondamentales ; mais comme un des objets que nous 
n o u s proposons , est de faire acquérir au lecteur 
c e l t e méthode d ' i n v e n t i o n , nous n'avons suivi la 
p r e m i è r e qu'autant qu ' i l nous a paru nécessaire de le 
f a i r e , pour que le défaut d'habitude des signes a lgé 
briques ne fut plus un obstacle à l ' intelligence de ce 
q u e nous aurions à présenter. 

i \ous ne dirons r i en de la manière dont les choses 
so.i i traitées; ce n'est plus à nous à la juger. Ma i s 
n o u s c r o y o n s pouvo i r nous arrêter u n moment sur 
q u e l q u e s - u n e s des matières que nous avons c o n s i 
d é r é e ? ; e l l e s sont de deux sortes : les unes élémentai
r e s ; i es a u t r e s , au moins pour la plus grande partie, 
s u p p o s e n t qu'on s'estrendules premières très-fami
l i è r e s - P o u r l e s unes et pour les autres, nous avons 
fait ensov te de ne r ien omettre de ce qui peut être uti le. 
INous avoiis distingué celles de la seconde sorte, par 
de pet i t s caractères : quelques notes répandues dans 
l ' o u v r a g e , e l qui appartiennent à la partie é lémen
t a i r e , s o n t , h la v é r i t é , du même caractère, mais 
e l l e s s o n t distinguées par une étoile. P a r m i les objets 
compris sous le petit caractère , nous avons renfermé, 
cuire au t res c h o s e s , i c . le Précis d'une méthode , 
qu 'on trouvera avec plus d'étendue dans les M e -



moires de l 'Académie desSciences pour l'année 1764, 
et qui a pour objet l'élimination des inconnues dans 
les équations. C'est une partie de l 'Algèbre , sur l a 
quelle i l y a encore bien des choses à faire (* ) , et 
qu i importe d'autant plus à la perfection de cette 
science, que la résolution générale des équations en 
dépend absolument. 20. U n e méthode pour la réso
lu t ion des équations. N o u s ne dirons r ien des tenta
tives qui ont été faites sur cette matière depuis la 
naissance de l'analyse. Nous remarquerons seule
ment que, jusqu'à nos jours , on n'a pas passé le q u a 
trième degré; on n'a pas même eu une méthode un i -
formepour les degrés qu'on sait résoudre. O n trouve, 
à la vérité, dans l 'Analyse démontrée du P . Reyneau , 
un procédé que l 'on y donne comme généra l , et q u i 
est du à M . Tschirnaüs, qui le publia dans les actes 
de Leips ik ; mais indépendamment des calculs rebu-
tans et superflus auxquels ils donnent l i e u , i l ne 
réussit, pour le quatrième degré , que par une m o d i 
fication de la règle ; et quelques réflexions sur l a 
forme que doivent nécessairement avoir les r a 
cines des équations des degrés supérieurs , font 
bientôt vo i r qu ' i l ne peut servir au-delà du quatrième 
degré. L e s bornes que les matières plus nécessaires 
à notre objet m'ont forcé de donner à l 'exposition de 
la méthode que je propose, m'ont empêché d'entrer 
dans quelques détails sur son application au c i n 
quième degré et aux degrés supérieurs. Je m'étais 
même proposé de ne r i en publ ier sur ce sujet, que 
lorsque , l ibre d'autres occupations , j 'aurais pu y 
donner la perfection dont je le croyais susceptible; 

(*) Depu i s l a première E d i t i o n de cet O u v r a g e , cette par t ie 
de l Alçc-bre ne nous parait plus laisser les mêmes choses à 
désirer. V o y e z l 'ouvrage qu i a pour t i l re : Théorie générale 
des Lqjaûjns y que I 1 0 U 5 ayons publ ié en 1779. 



mais M . E u l e r ayant publie dans le tome I X des 
Nouv. Comment, de Pétersbourg, qu i "vient de p a 
raître, une méthode sur la même matière, je donne 
i c i les choses telles que je les ai trouvées d ' abord , 
c'est-à-dire, sur la fin de 1761. A u reste , si on désire 
de plus grands détails, on consultera les Mémoires 
de l 'Académie , qui offrent,entre autres choses, une 
méthode pour les équations dont le degré est marqué 
par u n nombre composé , laquelle simplifie le t ra 
va i l dans ces cas : nous aurions pu l 'employer i c i pour 
le quatrième degré ; mais dans le dessein où nous 
étions de faire vo i r ce que Ton pouvoit présumer 
de l 'application de notre méthode aux degrés supé
rieurs , nous avons préféré d'observer l'uniformité. 

Sous le même caractère d' impression sont encore 
compris beaucoup d'autres objets que nous avons c ru 
devoir traiter, pour ne pas obliger de recour i r ailleurs. 

Dans la seconde Sec t ion , nous nous sommes atta
chés à faire vo i r la manière d'appliquer l ' A l g è b r e , 
d'en traduire les résultats , de les exprimer par lignes. 
N o u s avons taché de faire b ien entendre comment 
l 'Algèbre c o m p r e n d a dans une même équation, tous 
les différens cas d'une quest ion; ce que signifient les 
différentes racines , positives, négatives , réelles ou 
imaginaires. 

L a connaissance des principales propriétés des sec
tions coniques nous a paru devoir entrer dans notre 
p l a n , quelques-unes de ces courbes se rencontrant 
assez souvent dans l 'Archi tecture Navale . E n f i n , leur 
usage pour la construction des équations nous y a 
encore déterminé. N o u s avons fait ensorte de p ré 
senter ces objets, et plusieurs autres qu'on trouvera 
dans le cours de l 'Ouvrage , de manière qu'ils de-» 
vinssent le germe de connaissances plus étendues 
pour ceux qu i désireront les acquérir. 



D E L'ALGÈBRE. 

P R E M I È R E S E C T I O N , 

Dans laquelle on donne les principes du calcul 
des Quantités Algébriques. 

i . L E but de la science qu'on appelle Algèbre} est de donner 
les moyens de ramener à des règles générales la résolution 
de toutes les questions qu'on peut proposer sur les quantités. 
Ces règles, pour être générales, ne doivent pas dépendre des 
valeurs particulières des quantités que Ton considère, mais 
bien de la nature de chaque question ; et doivent être toujours 
les mêmes pour toutes les questions d'une même espèce. Il 
suit de là que l'Algèbre ne doit point se borner à employer, 
pour représenter les quantités, les mêmes caractères ou les 
mêmes signes que l'Arithmétique. En effets lorsque, par les 
règles de celle-ci, on est parvenu à un résultat, rien ne retrace 
plus à l'esprit la route qui y a conduit. Qu'une ou plusieurs 
opérations arithmétiques m'aient donné 12 pour résultat, je 
ne vois rien dans 12 qui m'indique si ce nombre est venu de 
la multiplication de 3 par 4 > ou de 2 par 6, ou de l'addition 
de 5 avec 7, ou de 2 avec 10, ou, en général, de toute autre 
combinaison d'opérations. L'Arithmétique donne des règles 
pour trouver certains résultats ; mais ces résultats ne peuvent pas 
fournir des règles. L'Algèbre doit remplir ces deux objets; et 
pour y parvenir, elle représente les quantités par des signes 
généraux ( ce sont les lettres de l'alphabet ), qui, n'ayant 
aucune relation plus particulière ayec un nombre qu'avec tout 

Algèbre, T . III, 1 



autre, ne représentent que ce qu'on veut, ou ce" que Ton con

vient de leur faire représenter. Ces signes, toujours présens 

aux yeux dans toute la suite d'un calcul, conservent, pour ainsi 

dire, l'empreinte des opérations par lesquelles ils passent; ou 

du moins ils offrent dans les résultats de ces opérations, des 

traces de la route qu'on doit tenir pour arriver au même but 

par les moyens les plus simples. Nous ne nous attachons point 

ici à développer davantage cette légère idée que nous donnons 

de l'Algèbre*, la suite de cet Ouvrage y est destinée. 

Non-seulement on représente, en Algèbre, les quantités par 

des signes généraux, on y représente aussi leur manière d'être 

les unes à l'égard des autres, et les différentes opérations qu'on 

a dessein de faire sur elles : en un mot, tout e5t représentation; 

et lorsqu'on dit qu'on fait une opération, c'est une nouvelle 

forme qu'on donne à une quantité. A mesure que nous avance

rons , nous ferons connaître ces différentes manières de repré

senter ce qui a rapport aux quantités. 

Des opérations fondamentales sur les Quantités considérées 

généralement. 

2. On fait en Algèbre, sur les quantités représentées par de» 

lettres, des opérations analogues à celles qu'on fait en Arithmé

tique sur les nombres; c'est-à-dire, qu'on les ajoute, on les 

soustrait, on les multiplie, on les divise, etc. ; mais ces opéra

tions diffèrent de celles de l'Arithmétique, en ce que leurs r é 

sultats ne sont souvent que des indications d'opérations arith

métiques. 

De l'Addition et de la Soustraction. 

3. L'addition des quantités semblables n'a besoin d'aucune 

règle; il est évident que pour ajouter une quantité représentée 

par a, avec la même quantité a , il faut écrire 2 a. Pour ajou

ter 2 a avec 3 a, il faut écrire 5 a, et ainsi de suite. 

Quant aux quantités dissemblables, et qu'on représente tou

jours par des lettres différentes y on ne fait qu'indiquer cette 

addition\ et cela s'indique par le moyen de ce signe + > qui 



se prononce plus. Ainsi, si Ton veut ajouter une quantité re

présentée par a, avec une autre représentée par b, on ne peut 

faire autre chose qu'écrire a-f -ô ; ensorte qu on ne connaît vé

ritablement le résultat que quand on connaît les valeurs parti

culières des quantités représentées par a et par si a vaut 5 , 

et si b vaut 12, a + b vaudra 17. 

Pareillement, pour ajouter 5a~\-3b, avec 9a -j- 2c et $b -f- 3dy 

on écrira 5a+ 3b-\-§azc + §b-\-3d-, e t rassemblant les 

quantités semblables, on aura i 4 r t + + 2c-f-3o\ 

4. Il y a les mêmes choses à dire sur la soustraction que sur 

l'addition. Si les quantités sont semblables, on n'a besoin d'au

cune règle : il est évident que si de 5a on veut retrancher 2a, 

il reste 3a. 

Mais si les quantités sont dissemblables, on ne peut qu'indi

quer la soustraction ; cela s'indique à l'aide de ce signe—, qu'on 

prononce en disant moins. Ainsi si l'on a b à retrancher de a9 

on écrira a— b. Pour retrancher 36 de 5a , on écrira 5a—3b. 

Pour retrancher 5a + 4^ > de oa-f-66, on écrira 

qa-f-6& — 5a—4b > e t faisant déduction des quantités sembla

bles ( ce qu'on appelle faire la réduction ), on a pour reste 

4a -f-26. Enfin pour retrancher 5a-f3&-f-4c de 6a+4b+4d, 
on écrira 6a-f-46+ 4a7— 5a— 3b—4c, et en réduisant, on 

aura a + b + 4^ — 4 e* 

5- Un nombre qui précède une lettre, s'appelle le coefficient 

de cette lettre ; ainsi dans 3b, 3 est le coefficient de Lors

qu'une lettre doit avoir 1 pour coefficient, on ne met point ce 

coefficient : ainsi lorsque de 3a on retranche 2a , il reste la , on 

écrit seulement a. Il faut donc bien se garder de croire que le 

coefficient d'une lettre, lorsqu'il ne paraît point, soit zéro ; il 

est alors l'unité ou 1. 

6. Il importe peu dans quel ordre on écrive les quantités 

qu'on ajoute ou qu'on retranche; si l'on a a à ajouter avec b , 

on peut indifféremment écrire a-f-Z>ou6 + a;et pour retran

cher b de a, on peut écrire également a — b ou — 6 + a. Mais 

comme on prononce plus aisément les lettres, dans l'ordre 



alphabétique que dans tout autre, nous suivrons cet ordre au-

tnat que nous le pourrons. 

7. Remarquons encore que lorsqu'une quantité n'a point de 

signe, elle est censée avoir le signe -f- ; a est la même chose que 

-|-a. On est dans l'usage de supprimer le signe dans la quantité 

qu'on écrit la première,lorsque cette quantité doitavoirle signe-}-, 

mais si elle devait avoir le signe — , il ne faudrait pas l'omettre. 

8. Lorsqu'après une opération on procède à la réduction 

il peut arriver que l'on ait une quantité à retrancher d'une autre 

plus petite : alors on retranche la plus petite de la plus 

grande, et on donne au reste le signe de la plus grande. 

Par exemple, si après avoir ajouté 2a + 33, avec Sa— jb, on 

veut réduire le résultat 2a + 33 -f- 5a — yb, on écrira ja—4b > 

en retranchant 3b de jb, et donnant au reste 4b y I e signe 

qu'avait *jb. En effet le signe — de jb dans la quantité 5a—jb , 

indique que jb doit être retranché ; mais si l'on vient à aug

menter 5a—7 3 de la quantité 2a + 33, il est visible que les 3b 

qu'on ajoute, diminuent d'autant la soustraction qu'on avait à 

faire ; il ne doit donc plus y avoir que 4b à retrancher *, il faut 

donc qu'il y ait —4b dans te résultat. De là nous conclurons 

cette règle générale. L'addition des quantités algébriques se 

fait en écrivant leurs parties, à la suite les unes des autres, 

avec leurs signes tels quils sont : on réduit ensuite les quantkés 

semblables à une seule, en rassemblant d'une part, toutes celles 

qui ont le signe + ; et d*une autre part, toutes celles qui ont le 

signe — ; enfin on retranche le plus petit résultat du plus grand, 

et on donne au reste, le signe qu'avait le plus grand. 

Exemple. On veut ajouter les quatre quantités : 

5a + 33— 4 E 

za — 5b + 6c -f - id 

a — 4b —

 2 C + 3e 
7 a + 43—3c—6e 

Somme l 5a + 33 — 4c + o.a—5b + 6c + zd + a — 4b 
4 " { — 2c + 3e -f- ja + 4b — 3c — 6e. 

Faisant la réduction, j'ai pour les a> i5a\ pour les b, j'ai 



-f - 7& d'une part, et — 96 de l'autre, et par conséquent — 

pour reste ; pour les c, j'ai—9c d'une part, et-f-Gc de l'autre, 

et par conséquent—3c pour reste; réduisant les autres de 

même, on trouve enfin i5a— 2b — 3c + 2c?—3e. 

9. Les quantités séparées par les signes + et—, s'appellent 

les termes des quantités dont elles font parties. 

10. Une quantité est appelée monôme, binôme, trinôme, etc. , 

selon qu'elle est composée de 1, ou de 2, ou de 3 , etc. termes, 

et une quantité composée de plusieurs termes, dont on ne 

définit pas le nombre, s'appelle en général un Polynôme. 

11. A l'égard de la soustraction des quantités algébriques , 

voici la règle générale : Changez les signes des termes de la 

quantité que vous devez soustraire, c'est-à-dire, changez+ en 

—, et—erc-J-; ajoutez ensuite cette quantité, ainsi changée , 

avec celle dont on doit soustraire, et réduisez. 

Exemple. De 6a—3b -\~4C> o n v e u t retrancher la quantité 

5a — 5&-f-6c. A la suite de 6a—33+4C> j'écris—5a-f-5&—Se, 

qui est la seconde quantité, dans laquelle on a changé les signes ; 

et j'ai 6a—3b-\-4c—5a-J-53—6c, et en réduisant, a-f-2Ô—2c 
pour reste. Pour rendre raison de cette règle, prenons un exemple 

plus simple. Supposonsquedeaonveuille retranchera, il est évi

dent qu'on doit écrire a — b; mais si de a on voulait retrancher 

b—c, je dis qu'il faut écrire a—ô + c; en effet, il est clair 

qu'ici ce n'est pas b tout entier qu'il s'agit de retrancher, 

mais seulement b diminué de si donc on retranche d'abord b 

tout entier en écrivant a— b, il faut ensuite, pour compenser, 

ajouter ce qu'on a ôté de trop; il faut donc ajouter c; i l 

faut donc écrire a—3-f- c, c'est-à-dire , qu'il faut changer les 

signes de tous les termes de la quantité qu'on doit soustraire. 

Dans les nombres , cette attention n'est pas nécessaire t 

parce que si l'on avait 8—3, par exemple, à retrancher de 12, 

on commencerait par diminuer 8 de 3, ce qui donnerait 5 qu'on 

retrancherait de 12, et on aurait 7 pour reste; mais on voit 

aussi qu'on pourrait retrancher d'abord 8 de 12 , et au reste 4, 

ajouter 3, ce qui donnerait également 7; or, c'est ce dernier 

parti qu'on prend et qu'il faut prendre nécessairement eaj 



Algèbre , parce qu'on ne peut faire la réduction préliminaire 

comme sur les nombres. 

12. Les quantités précédées du signe + , se nomment quan

tités positives; et celles qui sont précédées du signe—, se 

nomment quantités négatives. Nous entrerons, par la suite, 

dans quelque détail sur la nature et les usages de ces quantités, 

considérées séparément l'une de l'autre. 

De la Multiplication. 

13. La multiplication algébrique exige quelques considéra

tions qui lui sont particulières , et qui n'ont pas lieu dans la 

multiplication arithmétique. Indépendamment des quantités, 

il y a-encore les signes à considérer. Au reste, à ne considérer 

que les valeurs numériques des quantités représentées par les 

lettres , on doit se former de la multiplication algébrique , la 

même idée que de la multiplication arithmétique ( Arith. 40. ) ; 

ainsi, multiplier c par b , c'est prendre la quantité représentée 

par a , autant de fois qu'il y a d'unités dans la quantité repré

sentée par b. 

14. Mais comme l'objet est ici de faire ou de représenter 

ïa multiplication indépendamment des valeurs numériques des 

quantités, il faut convenir des signes par lesquels nous indique

rons cette multiplication. On fait souvent usage de ce signe X , 

qui signifie multiplié par; ensorte que a X b signifie a multiplié 

par b, ou que l'on doit multiplier a par b. On fait aussi usage 

du point, que l'on interpose entre les deux quantités qu'on 

doit multiplier; ensorte que c i e t a X i signifient la même 

chose. Enfin on indique encore la multiplication (du moins 

entre les quantités monômes) , en ne mettant aucun signe entre 

le multiplicande et le multiplicateur, ainsi a X b, a.b.ab sont 

trois expressions dont chacune désigne qu'on doit multiplier a 

par b. Cette dernière est la plus usitée. 

15. Pour multiplier ab par c, on écrira donc abc. Pour 

multiplier ab par cd, on écrira abcd , et ainsi de suite : il im

porte peu d'ailleurs dan? quel ordre ces lettres soient écrites, 



parce que {Àrith. 44) I e produit est toujours le même dans 
quelque ordre qu'on multiplie. 

16. Lors donc qu'à l'avenir nous rencontrerons une quantité 

comme ab, ou abc, ou abcd, etc., dans laquelle plusieurs 

lettres se trouveront écrites de suite sans aucun signe, nous 

en conclurons que cette quantité représente le produit de la 

multiplication successive de chacune des lettres qui la com

posent. 

17. Nous avons nommé {Arith. 42) facteur d'un produit, 
tout nombre qui, par la multiplication, a concouru à former 
ce produit ; ainsi dansai , a et b sont les facteurs ; dans abc, 

les facteurs sont a, b , c, et ainsi de suite. 

18. Il suit de la règle que nous venons de donner (i5), que 

le produit de la multiplication de plusieurs quantités algébriques 

monômes, doit renfermer toutes les lettres qui se trouvent tant 

dans le multiplicande que dans le multiplicateur. Cela posé , 

si les quantités qu'on doit multiplier étaient composées de la 

même lettre, cette lettre se trouverait donc écrite dans le 

produit autant de fois qu'elle l'est dans tous les facteurs en

semble , quel que soit le nombre des quantités qu'on ait à 

multiplier : ainsi a multiplié par a donnerait aa) aa multiplié 

par aaa, donnerait aaaaa; aa multiplié par aaa et multiplié 

encore par a donnerait aaaaaa. 

19. Dans ce cas, on est convenu de n'écrire cette lettre 

qu'une seule fois, maïs de marquer, par un chiffre qu'on 

appelle Exposant, et qu'on place sur la droite et un peu au-

dessus de la lettre, combien de fois cette lettre est facteur, 

ou combien de fois elle doit être écrite. Au lieu de aa, on 

écrira donc a a ; au lieu de aaa, on écrira a3; au lieu de aaaaa, 

on écrira a 5 , et ainsi des autres. Souvenons-nous donc à l'ave-

wr, que l'exposant d'une lettre, marque combien de fois cette 

lettre est facteur dans un produit. Dans a? bac il y a trois fac

teurs de valeur différente, savoir a, b , c : mais de ces lettres, 

la première est facteur trois fois; la seconde, deux fois; et 

la troisième une fois : en effet a3b*c équivaut à aaabbc, 



Il faut donc bien se garder de confondre l'exposant avec le 

coefficient; de confondre, par exemple, a? avec 2a, a3 avec 5a : 

dans 2a, le coefficient 2 marque que a est ajouté avec a, c'est-

à-dire, que 2a équivaut à a-f-a; mais dans a 2 , l'exposant 2 

marque que la lettre a devrait être écrite deux fois de suite 

sans aucun signe; qu'elle est multipliée par elle-même, ou 

enfin qu'elle est facteur deux fois ; c'est-à-dire, queaa équivaut 

à c X n ; ensorte que si a vaut 5, par exemple, 2a vaut 10 ; 

mais a 2 vaut 25, 

20. On voit donc que pour multiplier deux quantités T H O -

nomes qui auraient des lettres communes, on peut abréger 

l'opération, en ajoutant tout de suite les exposans des lettres 

semblables du multiplicande et du multiplicateur. Ainsi pour 

multiplier a 5 par a3, j'écris a 8, c'est-à-dire, que j'écris lalettrea 

en lui donnant pour exposant les deux exposans 5 et 5 réunis. 

De même pour multiplier a33ac par a*b3cd, j'écris a7bbc*d, en 

écrivant d'abord toutes les lettres différentes abcd , et donnant 

ensuite à la première pour exposant 7 qui est la somme des 

exposans 3 et 4 ; à la seconde , 5 qui est la somme des deux 

exposans 2 et 3 ; et à la troisième, 2 qui est la somme des deux 

exposans 1 et 1 ; car quoique l'exposant de cne soit pas marqué, 

on doit néanmoins sous-entendre qu'il est 1 , puisque c est fac

teur une fois; donc toutelettre dont l'exposant n'est point écrit, 

est censée avoir 1 pour exposant; et réciproquement toutes les 

fois qu'une lettre devra avoir 1 pour exposant, on peut se dispen

ser d'écrire cet exposant. Telle est la règle pour les lettres dana 

les quantités monômes,, 

21. Quand les quantités monômes sont précédées d'un chiffre, 

c'est-à-dire d'un coefficient, il faut commencer la multiplication 

parce coefficient, et cette multiplication se fait suivant les 

règles de l'arithmétique ; ainsi pour multiplier 5a par 33 , je 

multiplie d'abord 5 par 3, puis a par 3, et je trouve i5a3 pour 

produit. Pareillement, si j'ai i2a 33 2 à multiplier par Qa*b3

$ 

j'aurai ic8a 7 3 5 . 

Nous avons dit, en Arithmétique^ qu'une quantité était 



élevée à la première, seconde, troisième, etc. puissance, ou 

au premier, second, troisième , etc. degré , selon qu'elle était 
facteur 1 , 2 , 0 , etc., fois - donc une lettre qui a pour expo
sant 1 , ou 2, ou 3, ou 4> e t c - est censée élevée à la première 
ou àia seconde, ou à la troisième, etc. puissance; ainsi a 2 est la se
conde puissance ou le quarré de a; a 3 est le cube ou la troisième 
puissance de a, ainsi de suite. 

22. Ces principes posés, venons à la multiplication des quan
tités* complexes. Il faut, pour cette multiplication, suivre le 
même procédé qu'on suit en Arithmétique pour les nombres qui 
ont plusieurs chiffres., c'est-à-dire, qu'il faut multiplier succes
sivement chacun des termes du multiplicande , par chacun des 
termes du multiplicateur, et cela en observant les règles que 
nous venons de donner pour les monômes. On n'est point 
assujetti, comme en Arithmétique, à opérer en allant de droite à 
gauche plutôt que de gauche à droite ; cela est indifférent ; 
nous prendrons même ce dernier parti qui est le plus en usage, 

Ier Exemple. On propose de multiplier a-\-b 

P a r _f 

Produit ac-\~bc. 

1°. Je multiplie a par c, ce qui (i5) m e donne ac. Je mul
tiplie b par c, ce qui me donne bc ; j'ajoute ce second produit 
au premier en les unissant par le signe , et j'ai ac + bc pour 
produit total. S'il y avait un second terme au multiplicateur} 

je multiplierais actuellement par ce second terme , et j'ajoute
rais ce second produit au premier. 

IIe Exemple. »Si j 'avais . . . . . . . . a-^-b 

à multiplier par c + d 

Produit ac-\- bc-\-ad-{-bd. 

Après avoir multiplié a et b par c, ce qui donne ac-^-bc; 

je multiplierais aussi aetb par d , ce qui me donnerait ad + bd% 

qui, joint au premier produit, donne ac-f-&c -J- aJ-f- bd. En 
effet, multiplier «-f-b parc-\-d, c'est prendre non-seule
ment a, mais encore b, autant de fois qu'il y a d'unités dans 



la totalité de c-{~d, c'est-à-dire autant de fois qu'il y a 
d'unités dans c, plus autant de fois qu'il y a d'unités dans d. 

JIIe
 Exemple. On propose de multiplier a — b 

par c 

Produit ac— bc. 

Après avoir multiplié a par c, ce qui donne ac, je multiplie 

b par c, ce qui donne bc ; mais au lieu d'ajouter ce dernier 

produit au premier, je l'en retranche, parce qu'ici ce n'est 

point la somme des deux quantités a et b qu'il s'agit de mul

tiplier , mais seulement leur différence, puisque a—b signifie 

qu'on doit retrancher b de a\ or si Ton multiplie a tout entier, 

ainsi qu'on le fait par la première opération , il est visible qu'on 

y multiplie de trop la quantité b dont a devait être diminué; 

il faut donc ôter de ce produit la quantité b multiplié par c 9 

c'est-à-dire ôter bc. 

Dans les nombres cette attention n'est pas nécessaire, parce 

qu'avant de faire la multiplication, on ferait la soustraction qui 

est indiquée ici dans le multiplicande. Si Ton avait, par exemple, 

8 — 3 à multiplier par 4 , on réduirait tout de suite le multipli

cande 8—3 à 5 que l'on multiplierait ensuite par 4. Mais on 

voit aussi qu'on viendrait également au même résultat en mul

tipliant d'abord 8 par 4 , ce qui donnerait 32 , puis 3 par 4> ce 

qui donnerait 12; et retranchant ce dernier produit du pre

mier , on aurait 20 comme par la première voie ; or cette 

seconde manière , qu'il serait peut-être ridicule d'employer 

pour les nombres , devient indispensable pour les quantités 

littérales, puisque dans celles-ci la soustraction préliminaire 

ne peut avoir lieu. 

IVe Exemple. On propose de multiplier a— b 

par . c—d 

Produit ac—bc—ad+bd 

On multipliera d'abord a—b par c, ce qui donnera ac — bc; 

on multipliera ensuite a — b par d , ce qui donnera ad~~bd; 

enfin on retranchera ce second produit ad—bd du premier, 



et (i 1) on aura ac— bc—ad-\-bd pour produit total. En effet, 

puisque le multiplicateur est moindre que c , de la quantité dy 

il marque qu'il ne faut prendre le multiplicande qu'autant de 

ibis qu'il y a d'unités dans c diminué de d -? or comme on 

ne peut faire cette diminution avant la multiplication, on peut 

prendre d'abord a—b autant de fois qu'il y a d'unités dans c, 

c'est-à-dire, multiplier a — b par c, puis en retrancher a — b 

pris autant de fois qu'il y a d'unités danseZ, c'est-à-dire, en 

retrancher le produit de a — b par d. 

s3. Si l'on fait attention aux signes des termes qui compo

sent le produit total ac—bc—ad -f- bd , et qu'on les compare 

avec les signes des termes du multiplicande et du multiplica

teur qui les ont donnés, on observera , i° que le terme a qui 

est censé avoir le signe -f-, étant multiplié par le terme c qui 

est censé aussi avoir le signe a donné pour produit ac qui 

est censé avoir le signe -f-; 2° que le terme b qui a le signe—, 

étant multiplié par le terme c qui est censé avoir le signe -f-, 

a donné pour produit bc avec le signe—; 3° que îe terme a 

qui a le signe -f-, multiplié par le terme d qui a le signe — , a 

donné pour produit ad avec îe signe — ; 4° enfin que le terme b 

qui aie signe — , étant multiplié parle terme d qui a aussi îe 

signe — , a donné pour produit le terme bd qui a îe signe -f~* 

Donc à l'avenir nous pourrons reconnaître facilement dans 
les multiplications partielles, si les produits particuliers doivent 
être ajoutés ou retranchés; il suffira pour cela d'observer les 
deux règles suivantes que nous fournissent les observations que 
nous venons de faire. 

24. Si les deux termes que Von doit multiplier l'un par 

Tautre, ont tous deux le même signe, cest-à-dire ou tous 

deuxou tous deux —, leur produit aura toujours le signe-j-. 

Si y au contraire, ils ont dijférens signes, cest-à-dire fun-{* 

et l autre —, ou l'un— et l'autre -4-, leur produit aura toujours 

le signe A l'aide de ces règles et de celles que nous avons 

données (i5,«20, 21 et 2 2 ) , on est en état de faire toute 

multiplication algébrique. Mais pow procéder avec méthode. 



on observera d'abord la règle des signes, puis celles des lettres 

et des exposans. 

Terminons par un exemple où toutes ces règles soient appli

quées. 

VeEx. On propose de multiplier l 

Par 

i 

2< 
-f- i< 

Produit 5a7— 22a66-J- i2a5Z>2— ( 

Je multiplie successivement les trois termes 

5a*, — o.a?b, + 4« 2^ a, par le premier terme a3 du multiplica

teur. Les deux termes Sa* et a3 ayant le même signe, le produit 

doit (24) avoir le signe -j- ; mais (7) j'omets ce signe, parce 

qu'il appartient au premier terme du produit. Je multiplie 

ensuite le coefficient 5 de a*, par îe coefficient 1 de a3 (21) , 

ce qui me donne 5; enfin multipliant a* par a3 selon la règle 

donnée (20) , c'est-à-dire ajoutant les deux exposans 4 et 3 , 

j'ai a7, et par conséquent 5a 7 pour produit. Je passe au terme 

— sa^b, et, pour le multiplier par a}, je vois que les signes 

de ces deux quantités étant différens , îe produit doit avoir le 

signe — ; je multiplie ensuite le coefficient 2 de a3b par le 

coefficient 1 de a3, et enfin a?b par a 3 , et j'ai—2a6& pour pro

duit. Par un procédé semblable, le terme + 4 A 2 ^ A multiplié 

pdr adonnera -\-/ha
hb%. Après avoir multiplié tous les termes 

du multiplicande par « 3 , il faut les multiplier par le second 

terme — ^ b du multiplicateur. Le terme 5a 4 multiplié par 

~—4a*b de signe différent donnera—2oa6&, le terme—10.% 

multiplié par—4a*b de même signe, donnera-f-8a°Z>2 ; et le 

terme -j-4<r^2 multiplié par—4a?b de signe différent, donnerr. 

— iGa*b3. Enfin on passera à la multiplication parle terme 

~[~2&3, et en suivant les mêmes règles, on trouvera 

-f- icaW,—4 a 3 b*+%a~b h $om les trois produits partiels. Faisant 

attention que parmi tous les différens produits partiels qu'on 



Exemples de la Multiplication* 

Exemples de Division. 



vient de trouver , il y a des ternies semblables, c'est-à-dire 
composés des mêmes lettres avec les mêmes exposans, on fera 
la réduction en réunissant ceux qui ont le même signe et dé
duisant ceux qui ont des signes contraires, ce qui donnera enfin 
ba7—22a6Z>-f-i2a562—6a463—^aïb^Sa'b* pour produit total. 

25. Comme il importe de se familiariser avec la pratique de 
cette règle , nous joignons ici, pour exercer les commençans, 
une table qui renferme plusieurs exemples. Nous ajouterons 
en même temps quelques remarques sur quelques-uns de ces 
exemples. 

Dans le premier, on a multiplié a -f- b qui représente généra

lement la somme de deux quantités, par a— b qui représente 

généralement leur différence , et l'on trouve pour produit 

a*—qUi est la différence du quarré de la première au quarré 

de la" seconde , ou la différence des quarrés de ces deux quan

tités. On peut donc dire généralement que la somme de 

deux quantités, multipliée par leur différence, donna toujours, 

pour produit, la différence des quarrés de ces mêmes quantités. 

Que Ton prenne deux nombres quelconques, 5 et 3, par 

exemple; leur somme est 8 et leur différence 2, lesquelles 

multipliées l'une par l'autre, donnent 16 , qui est en effet la 

différence du quarré de 5 au quarré de 3 , c'est-à-dire de 25 

à 3, Et réciproquement, la différence des quarrés de deux 

quantités peut toujours être considérée comme formée par la 

multiplication de la somme de ces deux quantités par leur 

différence. Ainsi la quantité b* — ca, qui est la différence du 

quarré de b au quarré de c, vient de la multiplication de 

h-±-c par b—c. Ces deux propositions nous seront utiles par 

la suite. On peut déjà remarquer, en passant, un des usages» 

de l'Algèbre pour découvrir des vérités générales. 

Le second exemple fait voir, d'une manière générale et simple, 

ce que nous avons dit en arithmétique sur la composition du 

quarré , savoir, que le quarré de la somme a~f-b de deux quan

tités > est composé du quarré a2 de la première, du doublé aab 

de la premier* multipliée par la seconde à et du quuné d& ^a 

seconde* 



Le troisième exemple confirme ce que nous avons dit aussi 

en Arithmétique sur la formation du cube. On y voit, 

a*-{-2ab -f-£2, quarré d e « + Z > , (Iui> après avoir été multi

plié par a-\-b> donne a3-f"3«aô-f-c5a&2 + b3, dont le premier 

terme est le cube de a,le second qui est le même que 3a 2 X b, 

est le triple du quarré de at multiplié par h : on voit de 

même que oab* est le triple de a multiplié par le quarré de b ; 

et enfin b3 est le cube de b. 

26. Pour indiquer la multiplication entre deux quantités 

complexes, on est dans l'usage de renfermer chacune de ces 

deux quantités entre deux crochets, et d'interposer entre 

elles l'un des signes de multiplication dont nous avons parlé 

plus haut (i4)> quelquefois même on n'interpose aucun signe; 

ainsi pour marquer que la totalité de la quantité a2-f-3a&+Z>2 

doit être multipliée par la totalité de 2 a + 3 ô , on écrit 

(a a 4-3a& + i a ) X ( 2 « + 5 £ ) ou (a 2+3aè-f-Z> 2). ( a a + 3 à ) 

ou simplement ( « 2 + 3 a & + £ 2 ) (2a + 3 i ) . 

27. H y a beaucoup de cas où il est plus avantageux d'in

diquer la multiplication que de l'exécuter. On ne peut donner 

de règles générales sur ce sujet, parce que cela dépend des 

circonstances qui donnent lieu à ces opérations :' nous verrons 

par la suite plusieurs de ces cas. C'est principalement par 

l'usage qu'on apprend à les distinguer. On peut cependant 

dire assez généralement, qu'il convient de se contenter d'in

diquer les multiplications, lorsque celles-ci doivent être suivies 

de la division ; parce que cette dernière opération s'exécu-

tant souvent, ainsi qu'on va le voir, par la seule suppression 

des facteurs communs au dividende et au diviseur, on dis

tingue plus facilement ces facteurs communs, lorsqu'on n'a 

fait qu'indiquer la multiplication. 

De la Division. 

28. La manière de faire cette opération en Algèbre , dépend 

beaucoup des signes que nous sommes convenus d'employer 

pour la multiplication. L'objet en est d'ailleurs le même qu'en 

Arithmétique. 



29. Lorsque la quantité qu'on proposera à diviser n'aura 

aucune lettre commune avec le diviseur, alors il n'est pas 

possible d'exécuter l'opération; on ne peut que l'indiquer, et 

cela se fait en écrivant le diviseur au-dessous du dividende, en 

forme de fraction, et séparant l'un de l'autre par un trait j 

CL 

ainsi pour marquer qu'on doit diviser a par b, on écrit g, 

et l'on prononce a divisé par b ; pour marquer qu'on doit di
viser ! on écrit -

30. Lorsque le dividende et le diviseur sont monômes, si toutes 

les lettres qui se trouvent dans le diviseur, se trouvent aussi dans 

le dividende, la division peut être faite exactement, et on l'exé

cutera en suivant cette règle . . . Supprimez dans le dividende, 

toutes les lettres qui lui sont communes avec le diviseur; les 

lettres qui resteront composeront le quotient. Ainsi pour diviser 

ab par a, je «upprime a dans le dividende ab> et j'ai b pour quo

tient. Pour diviser abc parai, je supprime a i dans le dividende, 

et j'ai c pour quotient. En effet, puisque (15) les lettres écrites 

sans aucun signe interposé , sont les facteurs de la quantité dans 

laquelle elles entrent, les lettres du diviseur, qui sont communes 

au dividende, sont donc facteurs de ce dividende; or nous 

avons vu (Arith. 69 ) que lorsqu'on divise-un produit par un 

de ses facteurs, on doit trouver pour quotient l'autre facteur; 

donc le quotient doit être composé des lettres du dividende, 

qui ne sont point communes entre celui-ci et le diviseur. 

31. Il suit delà que lorsqu'il y aura des exposans, la règle 

qu'on doit suivre est de retrancher l'exposant de chaque lettre 

du diviseur, de l'exposant de pareille lettre du dividende m

y 

amsi pour diviser a 3 par a%, je retranche 2 de 3, il me reste 1 / 

et par conséquent j'ai a1 ou a pour quotient. De même, ayant 

a} 
à diviser u^b3c2 par a 2 bc, j'aurai a*l2c . En effet — est la 

a* 

même chose que qui, selon la règle donnée ( 0 0 ) , se réduit 

à a , en ôtant les lettres communes au dividende et au divi-



seur. En général, puisque le quotient ne doit avoir que les 

lettres qui ne sont point communes au dividende et au divi

seur , l'exposant de chaque lettre du quotient ne doit donc 

être que la différence entre les exposans de cette lettre dans 

le dividende et dans le diviseur. 

3G. Donc si une lettre a le même exposant dans le divi

dende et dans le diviseur, elle aura zéro pour exposant dans 

le quotient; ainsi a 3 divisé par a3 donnera a°; a3 bc* divisé par 

cr b& , donne a1 b° c9 ou ab° c°. Dans ce cas, on peut se dis

penser d'écrire les lettres qui ont o pour exposant; car chacune 

d'elles n'est autre chose que l'unité. En effet, lorsqu'on di

vise a 3 par a3, on cherche combien de fois a3 contient a 3, or il 

le contient évidemment 1 fois ; le quotient doit donc être 1 : d'un 

autre côté a3 divisé par a3 donne pour quotient a°$ donc a° vaut 1. 

En général, toute quantité qui àzéro pour exposant, vaut i . 

33. Si quelques lettres du diviseur ne sont pas communes 
au dividende, ou si quelques-uns des exposans du diviseur sont 
plus grands que ceux de pareilles lettres du dividende , alors 
la division ne peut être faite exactement : on ne peut que 
l'indiquer comme il a été dit ci-dessus (29). Mais on peut 
simplifier le quotient ou la quantité fractionnaire qui le re
présente alors. La règle qu'il faut suivre pour cela est de 
supprimer dans le dividende et dans le diviseur, les lettres 
qui leur sont communes; ensorte que s'il y a des exposans, 
on efface la lettre qui a le plus petit exposant, et Ton diminue 
de pareille quantité le plus grand exposant de la même lettre. 
Par exemple , si l'on propose de diviser abbc3 par a*b3<4, on 

a?bc3 

écrira —nr~ que l'on réduira en cette manière ; on effacera a* 
cfb'c* 

dans le diviseur, et Ton écrira seulement a3 dans le dividende ; 

on eIf¿lcera b dans le dividende, et l'on écrira seulement b'2, 

dans le diviseur ; enfin on effacera c3 dans le dividende, et l'on 

a3 

écrira seulement c dans le diviseur; ensorte qu'on aura -—> 
a*bbc3 

Qa trouver̂  de même, que ^sg^j" se réduit à 
Si 



Si, par ces opérations , il ne restait plus aucune lettre dans 

a% 1 
le dividende, il faudrait écrire l'unité; ainsi -r, se réduira à 

a/ a 

La raison de ces règles est facile à saisir après tout ce qui 

a été dit ci-dessus ; car supprimer, ainsi qu'on le prescrit, 

le même nombre de lettres dans le dividende et dans le diviseur. 

c'est diviser, par une même quantité, chacun des deux termes 

de la fraction qui exprime le quotient : or cette opération 

(Arith. 89) n'en change point la valeur et simplifie la fraction. 

54. Jusqu'ici nous n'avons pas eu égard au coefficient que 

peuvent avoir le dividende , ou le diviseur, ou tous les deux. 

La règle qu'on doit suivre à leur égard est de les diviser comme 

en Arithmétique , et si la division nepeut pas être faite exacte

ment , on les laisse sous la forme de fraction, que l'on réduit 

à sa plus simple expression (Arith, 92), lorsque cela est possible, 

Par exemple , ayant à diviser 8a 3 6 par $aab , je divise 8 par 4 , 

et j'ai pour quotients; divisant ensuite a3b par a2b, j'ai pour 

quotient a, et par conséquent m pour quotient total. Ayant 

à diviser Sa3ba par Gab, j'écris que je réduis à 

35. La règle que nous venons de donner (33) est générale , soit 
que le dividende et le diviseur soit monômes , soit qu'ils soient 
complexes ou polynômes, pourvu que dans ce dernier cas les 
lettres communes au dividende et au diviseur soient en même 
temps communes à tous les termes séparés par les signes -f-et—. 
C'est ainsi qu'ayant a5+4^4i—5a*b3 à diviser par a3—5a2b, on 

réduira le quotient- a laquantite -

en supprimant a 2 qui est facteur commun de tous les termes du 

dividende et du diviseur. 

36. Si le dividende et le diviseur sont complexes, on ne peut 

donner de règles générales pour connaître , par l'inspection 

seule , si la division peut ou ne peut pas être faite exactement» 

Il faut, pour s'en assurer et trouver en même temps le quotient, 

faire l'opération que nous allons enseigner. i ° . Disposer, sur 

une même ligne , le dividende et le diviseur, et ordonner leurs 

Mgèbrç, T . III, a 



termes par rapport à une môme lettre commune à l'un et à 

l'autre ; c'est-à-dire, écrire, par ordre de grandeur, les termes 

où cette lettre a des exposans consécutivement plus petits. 

•2°. Cette disposition faite, on sépare le dividende du diviseur 

par un trait, et on procède à la division m prenant seulement 

le premier terme du dividende que l'on divise, suivant les règles 

données ci-dessus (oo, 3 i et 34 ) , par le premier terme du 

diviseur , et Ton écrit le quotient sous le diviseur. 3°. On mul

tiplie successivement tous les termes du diviseur parle quotient 

qu'on vient de trouver, et on porte les produits sous le divi

dende , en observant de changer leur signe. 4°» On souligne le 

tout, et après avoir fait la réduction des termes semblables, 

on écrit le reste au-dessous pour commencer une seconde di

vision de la même manière , en prenant pour premier terme 

celui des termes restans qui aie plus fort exposant. 

Sur quoi il faut remarquer qu'ici, comme dans la multiplia 

cation, on doit avoir égard aux signes du terme du dividende 

et du terme du diviseur qne l'on emploie : la règle est la même 

que pour la multiplication , c'est-à-dire, que si le dividende 

et le diviseur ont le même signe, le quotient aura 1°, signe-}-} 

si, au contraire, ils ont différenssignes, le quotient aura le 

signe — . Cette règle, pour les signes, est fondée sur ce que 

(Arith. 74) le quotient multiplié par le diviseur, doit repro

duire le dividende. Il faut donc que le quotient ait des signes 

tels, qu'en le multipliant parle diviseur, on reproduise le 

dividende avec les mêmes signes; or cette condition entraîne 

nécessairement la règle que nous venons de donner. Pour pro

céder avec ordre , on commencera par les signes, puis on di

visera le coefficient, enfin les lettres. 

Exemple. On propose de diviser aa—bb par è + a . 

J'ordonne le dividende et le diviseur par rapport à l'une ou 

à l'autre des deux lettres a et b, par rapport à a, par exemple; 

et je les écris comme on le voit ici : 



Divid... aa— bb 

— aa— ab 

a-\-b Diviseur. 

a—b Quotient. 

Reste — a i — bb 
-\-ab~\-bb 

Reste o 

Le signe du premier terme aa du dividende , étant le même 

que celui de a premier terme du diviseur, je dois mettre-f-

au quotient ; mais comme c'est le premier terme, je puis 

omettre le signe -{-. Je divise aa par a, j'ai pour quotient a 

que j'écris sous le diviseur. Je multiplie successivement les 

deux termes a et b du diviseur, par le premier ternie a du 

quotient, et j'écris les produits aa et ab sous le dividende, 

avec le signe — , contraire à celui qu'a donné la multiplication , 

parce que ces produits doivent être retranchés du dividende. 

Je fais la réduction en effaçant les deux termes aa et—-aa qui 

se détruisent; il me reste — ab qui, avec la partie restante—bb 

du dividende, compose ce qui me reste à diviser. Je continue 

la division en prenant —ab pour premier terme de mon nou-* 

veau dividende. Divisant—ab par a , j 'écris— au quotient , 

parce que les signes du dividende et du diviseur sont différens. 

Quant aux lettres , je trouve b pour quotient, et je l'écris 

à la suite du premier quotient. Je multiplie les deux termes a 

et b du diviseur par le terme —b du quotient; les deux pro

duits sont — a b et —• bb ; je change leurs signes et j'écris 

+ ab , -{-bb sous les parties restantes du dividende. Je fais la 

réduction en effaçant les parties semblables et de signe con

traire : comme il ne reste rien, j'en conclus que le quotien.t 

est a—~b. 

On aurait pu également ordonner le dividende et le diviseur 

par rapport à la lettre b , et alors on aurait eu —•bb-j-aa à 

diviser par b-\~at ce qui, en opérant de la même manière, 

aurait donné —b -f- a pour quotient, quantité qui est la même 

que a—b. Avant que de passer à l'exemple qui suit, il est à 

propos que les commençans s'exercent sur les exemples de 

la table ci-jointe. 

file://-/-ab~/-bb


3y. Si après avoir ordonné le dividende et le diviseur par 

rapport à une même lettre, il se trouvait plusieurs termes 

dans lesquels cette lettre eût le même exposant, on dispose

rait ceux-ci dans une même colonne verticale, comme on 

le voit dans l'exemple suivant; et dans cette disposition on 

observerait d'ordonner tous les termes de chaque colonne par 

rapport à une même lettre. 

Exemple. On propose de diviser 

îycfb* -f- i 3 a 3 è — 2 o a 4 _ ioa3c — 6a?bc-{-2,ab2c—5ab3 , par 

— 3ab — 5a2 -^bb. J'ordonne le dividende et le diviseur par? 

rapport à la lettre a, ce qui me donne. 

—20a*— i 5 a 3 è — ica3c+ip,aaia—$a*bc-\-2abac—5ab3 à diviser 

par —5a2—3ab + è£ ; mais comme il y a deux termes affectés 

de a 3 -, deux termes affectés de a 2, et deux termes affectés de a, 

)e les dispose comme on le voit ici, en ordonnant à chaque cor 

ïonne , par rapport à la lettre b. 

Div 
Div. 

: Q u o t 

Reste... 

Reste... 

Reste . 

Je procède ensuite à l'opération , en divisant — sou* pre

mier terme du dividende, par—5a2 premier terme du diviseur. 

Cette opération faite suivant les règles ci-dessus, me donne 

pour quotient -f" o u simplement 4 « 2 , parce que c'est le 

premier terme ; je l'écris au quotient. 

Je multiplie les trois termes du diviseur successivement par 

4a a , et changeant les signes à mesure que je trouve ces produits, 

je les écris sous le dividende, ce qui me donne *. . . 

eoa4 + i2a 3£—/{afb 2 dont je fais la nductioa avec les terme» 



du dividende, et j'ai pour reste et pour nouveau dividende 

•f- 2,5a3b—ioa3c-f-i 5a262—6a2ic—5a£2-f-2aZ>3c. Je continue 

la division en prenant + 25a 3è pour dividende, et je trouve 

pour quotient — oab ) j'écris ce quotient; je multiplie , par 

cette même quantité, les trois termes du diviseur *, et changeant 

les signes à mesure que je les trouve, j'écris les produits sous 

mon nouveau dividende ; j'ai—2,5a sb — 15a 2£ 2 + 5a6 3

} dont 

faisant la réduction avec les termes de ce même nouveau divi

dende, j'ai pour reste et pour troisième dividende 

— ioa3c— Ga?bc-t-Qab*c. Je passe à une troisième division en 

prenant — \ o a 3 c pour dividende : je trouve + 2 a c pour quo

tient ; je fais la multiplication , le changement de signes et la 

réduction, comme ci-devant, et il ne me reste plus rien? ainsi 

le quotient est4#a—5ab-\~Q,ac. 

58. Il arrive souvent qu'une quantité résultante de plusieurs 

opérations différentes , peut être mise sous la forme d'un 

produit ou résultat de multiplication ; lorsque cela arrive, il 

est très souvent utile de lui donner cette forme, en indiquant 

la multiplication entre ses facteurs. Quoique la méthode gé

nérale pour découvrir ces facteurs dépende de connaissances 

que nous ne donnerons que par la suite , néanmoins nous 

observerons que lorsqu'on s'est un peu familiarisé avec la 

multiplication et la division, on les apperçoit, dans beaucoup 

de cas, avec facilité. Par exemple, si on avait à ajouter. . . . 

§ab—36c-f-aa, avec Zab-\-Zbc — 2a 2 , on aurait Sab—a2, qui, 
à cause de la lettre a qui est facteur commun des deux termes 

8aè et a 2 , peut être considéré comme étant venu de la multi

plication de 8è — a par a , et peut être représenté par 

(8i—a) X a- Il est très-utile de s'exercer à ces sortes de 

décompositions. 

De la manière de trouver le plus grand commun diviseur 

de deux quantités littérales. 

39. La méthode p o u r t rouver le p lu s grand c o m m u n diviseur de deux 

quantités littérales , est analogue à celle que nous avons donnée p o u r les 

nombres (Arith. 9 5 ) . I l fau t , après avoir ordonné les deux quantités par 

rapport à une même le t t r e , diviser celle o u cette lettre a le plus grand 



exposant, par la seconde, et con t inuer la d i v i s i o n jusqu 'à ce que cet expo

sant y soit devenu mo ind re que dans l a seconde , o u tout au plus égal . O n 

divise ensuite la seconde par le reste de cette d i v i s i o n , et avec les mêmes 

cond i t ions . O n d i v i s e , après c e l a , le p remier reste pur le s e c o n d , et T o n 

con t inue de diviser le reste précédent par le n o u v e a u , jusqu 'à ce q u ' o n soi t 

arrivé à une d i v i s i o n exacte : alors le de rn ie r d iv iseur q u ' o n aura e m p l o y é 

est le p lus grand c o m m u n d iv iseur cherché. L a démonstrat ion est fondée 

sur les mêmes pr inc ipes que celle que nous avons donnée en A r i t h m é t i q u e , 

yage 92. 

A v a n t de mettre cette règle en p r a t i q u e , nous ferons une observat ion q u i 

peut en faci l i ter l ' u sage ; cette observat ion est q u ' o n ne change r ien au p lu s 

g rand c o m m u n d iv iseur des deux quant i tés , l o r s q u ' o n m u l t i p l i e ou l o r s q u ' o n 

div ise Tune des deux par une quantité q u i n'est po in t d iviseur de l 'autre 

et q u i n ' a aucun c o m m u n diviseur avec cette autr*. P a r exemple , abeiac 

ont p o u r c o m m u n diviseur a ; s- je mu l t i p l i e ab par d, i l deviendra abdy 

q u i n ' a , avec ac, d'autre c o m m u n d iv iseur que a, c'est-à-dire le mémo 

q u i était entre ab et ac. 

I I n ' en serait pas de même si je mu l t i p l i a i s ftb pa r u n nombre q u i fût 

d iv i seu r de ac , o u q u i eÛL u n facteur c o m m u n avec ac ; par e x e m p l e , s i 

je m u l t i p l i a i s ab par c , i l deviendrai t abc, dont le d iv iseur c o m m u n avec 

ac est ac l u i -même . P a r e i l l e m e n t , s i je m u l t i p l i a i s ab par cd q u i a u n 

facteur c o m m u n avec a c , j ' au ra i s abcd, dont le d iv iseur c o m m u n avec ac 

«st ac. 

4o . C o n c l u o n s de l à , i ° que s i en c h e r c h a i t le plus g rand c o m m u n d i v i 

seur de deux quan t i t é s , o n s 'apperçoit dans le cours des di" i r ions que l ' o n 

fera success ivement , que le d iv idende o n le d iv iseur ait un facteur o u u n 

d iv i seur q u i ne soit po in t facteur de l 'autre* on pou r r a s u p p i i m e r c e facteur $ 

2 ° . Q u ' o n pou r r a m u l t i p l i e r l 'une des deux quanti lés par tel nombre q u ' o n 

v o u d r a , p o u r v u que ce nombre ne soit po in t d iv i seur de l 'autre q u a n t i t é , 

et n 'a i t aucun facteur c o m m u n avec el le . 

A p p l i q u o n s maintenant la règle et les remarques q u e nous venons de faire. 

Supposons q u ' o n demande le p lus grand c o m m u n div iseur de , 

lia—3ab-\~2bb et aa—ob — nbb. J e divise la première par la seconde , j ' a i I 

p o u r q u o t i e n t , et— iob~+-\bb p o u r re*te. Je vais donc diviser aa—ab—ibb 

p a r l e reste — i a b - \ - ( \ b b \ mais c o m m e c e l u i - c i a pou r facteur 26 q u i n 'est 

p o i n t facteur d u nouveau d iv idende , je supp r ime ce facteur ib , et je m e 

contente de chercher le c o m m u n div iseur de aa — ab — ibb et — <7-f-2&, 

c'est à-dire de di*. iser aa — ab — 2&&par — a*+-ib\ la d iv i s ion se fa i texae te -

ment . J ' en conclus que —a «+• ib est le plus g rand c o m m u n d iv iseur des deux 

quantités proposées. 

P roposons -nous p o u r second e x e m p l e , de t rouver le p lus grand c o m m u n 

div iseur des deux quantités 5a'' — « iSn~b - + - i\ab2—6b* et 7 « ' — tâab -hGb11, 

J l faudrait donc diviser la première de ces deux quantités par la seconde 5 

n u \ U c o m m e 5 ne peut être divise exactement par 7 , je m u l t i p l i e r a i la pre* 



Kïière par 7, qui n'étant point facteur de tous les termes de la seconde , 

ne peut rien changerai! commun diviseur. J'aurai donc « ,. 

35a*—ii6a2b-4-rj']ab*—\ib^ à diviser par 7 a 2 — 2 3 a b - ^ G b 2 . En faisant la 

division, j'aurai 5a pour quotient, et pour reste — i ia 2 £-f- foab*—42^Î% 

Comme l'exposant de a dans celui-ci est encore égal a celui de a dans le 

diviseur, je puis continuer la division ; mais j'observe qu'il faudra encore , 

par la même raison que ci-dessus, multiplier par 7 ; d'ailleurs je remarque 

que je puis ôter b dans tous les termes de —1 la^b^^ab2 —42^3> parce qu'il 

n'est point facteur commun de tous les termes du diviseur 7^2—'ji3ab-\-6b* ; 

j'aurai donc, d'après ces observations, —77a" ~f-32Ç)tf6—294^2 , à diviser 

par 7a 2 —<z3ab- l -6b 2 ] faisant la division , j'ai —11 pour quotient, et 

j6ab — 22S& 2 pour reste. Je vais donc diviser ja2 — i5ab-+-6b* qui m'a servi 

de diviseur jusqu'ici, par le reste "fîab — 2 2 8 i 2 , ou plutôt par 76« — 2 2 8 ^ . 

Pour que la division pût se faire, il faudrait multiplier la première de ces 

deux quantités par 76; mais avant de faire cette multiplication , il faut 

savoir si 76 n'est pas facteur de toute la quantité ^6a—228Z», ou s'il n'a 

pas quelqu'un de ses facteurs qui en soit facteur commun. Or je remarque 

que 76 est 3 fois dans 228 j et comme il n'est pas facteur de 7#2— 23ab^6b2

f 

je supprime dans le diviseur 76a—228^,le facteur 76, et j'ai 7# 2 — i3ab-±Gb x 

à diviser par a — 3b seulement ; la division faite, il .ne reste rien; d'où je 

conclus que le commun diviseur des deux quantités proposées, est #— 3b. 

Des Fractions littérales. 

41. Les fractions littérales se calculent suivant les mêmes 

règles que les fractions numériques, mais en appliquant en 

même temps les règles que nous avons données ci-dessus con

cernant l'addition , la soustraction, la multiplication et la 

division. Gomme cette application est facile, nous la ferons 

très-sommairement. 

42. La fraction ^ peut être transformée, sans changer de va-

, ac aa aa-4-ab . . _ • 
leur en y—, ou — , ou , , , > » et ainsi de suite. En effet, ces 

oc ab ab-\-bb 

dernières ne sont autre chose que la première dont on a multi
plié les deux termes, par c dans le premier cas, par a dans 
le second , et par a -f b dans le troisième, ce qui (Jrith. 88) 
n'en change pas la valeur. 

43» La fraction est la même chose que ~ ; la fraction 
auç 1} 



2 a \ ~ b c 
3ST la même que - — C e l a est évident (Arith.8a)> 

en divisant les deux ternies de la première , par acy et les deux 

termes de la seconde, par 3a2. Au reste cette réduction des 

fractions à leur plus simple expression, est comprise dans ce 

qui a été dit (33). 

44- La règle générale et la plus sûre pour réduire une fraction quelconque 

à ses moindres termes, est de diviser les deux termes par leur plus grand 

commun diviseur que l'on trouve par ce qui a étç dit (39 et 4°)-

45. Pour réduire à une seule fraction une quantité com
posée d'un entier et d'une fraction, il faut, comme en Arithmé
tique , multiplier l'entier par le dénominateur de la fraction 

bd 
qui l'accompagne. Par exemple, a ^ , peut être changé en 

c 
T\ A , cd—ab ( 
De même, a-f» —; r se réduit a -

b—ci 
en multipliant l'entier a parle dénominateur b — d. 

Lorsqu'à la suite de ces opérations il se trouve des termes 

semblables, il ne faut pas oublier de les réduire ̂  ainsi dans le 

dernier exemple, la quantité a — ^ - a été changée en 

, , . , —ad+cd cd—ad 
qui se réduit a — 5 =—ou -7—•=-: en 

b—d b—d 
effaçant les deux termes ab et —ab qui se détruisent. 

46. Pour tirer les entiers qu'une fraction littérale peut ren

fermer, cela se réduit , comme en Arithmétique, à diviser 

le numérateur par le dénominateur, autant qu'il est possible, 

et en suivant les règles données ci-dessus pour la division ; ainsi 
. , Zab-\-ac cd . 

la quantité , peut être réduite a 

.11 x i 4.-*' a2+4ab + 4bb + ce , 
pareillement la quantité a-j-zb * S e 

en faisant la division par a + 2&. 

4 7 . Four réduire plusieurs fractions littérales au même dé

nominateur , la règle est la même qu'en Arithmétique : ainsi 

pour réduire à un même dénominateur les trois fractions 



^» %> I e multiplie les deux termes a et b de la première „ 
b d j 

par df qui est le produit des dénominateurs des deux autres 

fractions, et j'ai Je multiplie de même les deux termes c 

et d de la seconde, par bf produit des deux autres dénomina-

bcf 

teurs, et j'ai enfin je multiplie les deux termes e ztfde 

la dernière, par bd produit des dénominateurs des deux autres, 

et j'ai r~fe> ensorte que les trois fractions, réduites au même 
dénominateur, deviennent 

On se conduirait de la même manière si les numérateurs ou 
dénominateurs, ou tous les deux étaient complexes, mais en 
observant les règles delà multiplication des quantités complexes. 

C'est ainsi qu'on trouvera que les deux fractions 

réduites au même dénominateur, deviennenl 

et en multipliant les deux termes de la 

première par a—b , et les deux termes de la seconde a-+-è. 

48. Quand les dénominateurs ont un diviseur ou facteur 
commun , on peut réduire les fractions à un même dénomina
teur plus simplement que par la règle générale : par exemple, 

si j'avais les deux fractions-^- , : je vois que les deux déno
te bj 

rainateurs seraient les mêmes à y était facteur du premier , et c 

facteur du second ; je multiplie donc les deux termes de la 

première fraction par/*, et les deux termes de la seconda 

^ 0 • -i af cd , . . abf bed 
par c\ ce qui me donne ~ ? e t 7 -7 ; plus simples que . ? • et 77—? 

bcj bef r r -1 hbcf bbcj 

que] aurais eues en suivant la règle générale. Si j'avais les trois 

fractions ^ , ~ y j e vois que si fg était facteur du déno-



minateur de la première , cg de celui de la seconde, et bf de 

celui de la troisième, les trois fractions auraient le même déno

minateur ; je multiplie donc les deux termes de la première 

par fg; les deux termes de la seconde, par cg; et les deux 

termes de la troisième, par bf> et j'ai 

On peut appliquer cela aux nombres , en les décomposant 

en leurs facteurs. Par exemple ,e t -—-sont la même chose que 

je multiplie donc les deux termes de la première 

par 4 , et les deux termes delà seconde par 3 , et j'ai ~ et 

4$. A l'égard de l'addition et de la soustraction , lorsqu'on 

a réduit les fractions au même dénominateur, il ne s'agit plus 

que de faire l'addition ou la soustraction des numérateurs. 

5o. Remarquons, en passant, que pour retrancher la seconde 

fraction, nous avons changé les signes du numérateur seule

ment : si Ton changeait les signes du numérateur et du déno

minateur en même temps , on ne changerait point la fraction, 

et par conséquent, au lieu de la retrancher, on l'ajouterait; 

en effet ^ est la même chose que — ^ selon la règle qui a 

été donnée (3o). 

Ainsi les deux fractions réduites au même 

dénominateur, ont donné ci-dessus • 

si donc on veut ajouter , on aura 

et 

qui se réduit à 

Au contraire, si l'on veut retrancher 

la seconde de la première, on aura 

qui se réduit à , . 



Cl C CLC 

5i. Pour multiplier ^ P a r^> on écrira , en multipliant 

numérateur par numérateur, et dénominateur par dénomina

teur , conformément aux règles de VArithmétique ; de même 

l a X { b donnera \ ab. 

Si Ton avait j à multiplier par c , on pourrait considérer c 

C-

comme étant - , ce qui ramène cette multiplication au cas pré

cédent , et donne ^ ; mais on voit que cela se réduit à multi-

b 

plier le numérateur par l'entier c ; nous prendrons donc pour 

règle dorénavant, celle-ci, pour multiplier une fraction par un 

entier, ou un entier par une fraction , il faut multiplier le 

numérateur par Ventierì et conserver le même dénominateur. 

Si le numérateur et le dénominateur étaient complexes, on 

leur appliquerait la règle de la multiplication des nombres 

complexes. 

52. Pour divise] l'opération QArith. 109) se réduit 

à multiplier ̂  par - , ce qui s'exécute par la règle précédente, et 

donne j Et pour diviser par cela se réduit ï 

multiplier ce qui donne 
1 

• ou 

, ou en faisant la multiplication indiquée dans 

le numérateur 

Enfin, si l'on avait à diviser par c, on pourrait consi

dérer c comme étant ce qui ramènerait au cas précédent, 

et réduirait à multiplier ? pai ce qui donne d'où Ton 



voit que pour diviser une fraction par un entier, il faut multi

plier le dénominateur par lentier, et conserver le numérateur» 

Des Equations. 

53. Pour marquer que deux quantités sont égales, on les 

sépare l'une de l'autre par ce signe = , qui se prononce par 

ïe mot égale, ou par les mots est égal à ; ainsi cette expression 

b se prononcerait en disant a égale b , ou a est égala b. 

L'assemblage de deux ou de plusieurs quantités séparées ainsi 

par le signe = , est ce qu'on appellejjme Equation. La totalité 

des quantités qui sont à la gauche du signe = , forme ce qu'on 

appelle le premier membre de l'équation; et la totalité de 

celles qui sont à la droite de ce même signe, forme le second 

membre. Dans l'équation 4X—Z—sx-^y^x—3 forme le 

premier membre, et qx-\-j forme le second. Les équations 

sont d'un très-grand usage pour la résolution des questions 

qu'on peut proposer sur les quantités. 

Toute question qui peut être résolue par l'Algèbre, renferme 

toujours dans son énoncé, soit explicitement, soit implicite

ment , un certain nombre de conditions qui sont autant de 

moyens de saisir les rapports des quantités inconnues, aux 

quantités connues dont celles-là dépendent. Ces rapports peu

vent toujours, ainsi qu'on le verra par la suite, être exprimés 

jpar des équations dans lesquelles les quantités inconnues et 

les quantités connues se trouvent combinées les unes avec 

les autres, et cela d'une manière plus ou moins composée, 

selon que la question est plus ou moins difficile. 

Ainsi pour résoudre , par l'Algèbre, les questions qu'on 

peut proposer sur les quantités, il faut trois choses : i° . Saisir 

dans l'énoncé ou dans la nature de la question, les rapports 

Qu'il y a entre les quantités connues et les quantités inconnues. 

C'est une faculté que l'esprit acquiert, comme beaucoup 

d'autres, par l'usage; mais il n'y a point de règles générales 

à donner là-dessus. 2°. Exprimer chacun de ces rapports par 

line équation. Cette condition peut être réduite à une seule 

règle , que nous exposerons par la suite j mais l'application en 



«st plus ou moins facile selon la nature des questions, la capa* 

cité et l'exercice que peut avoir celui qui entreprend de les 

résoudre. 3 ° . Résoudre cette équation, ou ces équations, 

c'est-à-dire, en déduire la valeur des quantités inconnues. Ce 

dernier point est susceptible d'un nombre déterminé de règles; 

c'est par lui que nous allons commencer. 

Comme les questions qu'on peut avoir à résoudre peuvent 

conduire à des équations plus ou moins composées, on a 

partagé celles-ci en plusieurs classes ou degrés que l'on dis

tingue par l'exposant de la quantité ou des quantités inconnues, 

qui s'y trouvent : nous ferons connaître ces équations à mesure 

que nous avancerons : celles dont nous allons nous occuper 

d'abord sont les équations du premier degré. On nomme ainsi 

les équations dans lesquelles les inconnues ne sont multipliées 

ni par elles-mêmes, ni entr'elles. 

Des Équations du premier degré à une seule inconnue. 

54. Résoudre une équation, c'est la réduire à une autre, dans 

laquelle r inconnue, ou la lettre qui la représente, se trouve-, 

seule dans un membre , et oit il n'y ait plus que des quantités: 

connues dans l'autre membre. 

Par exemple, si l'on proposait cette question : Trouver un 

nombre dont le quadruple ajouté à 3 , donne autant que son 

triple ajouté à 12. En représentant ce nombre par x t son 

quadruple serait 4X > lequel ajouté à 3 fait 4^ + 3 *, d'un autre 

côté , le triple de ce même nombre x est 3 x , lequel ajouté, 

à 12 fait Zx -f- 12 ; puis donc que 4 ^ + 3 doit donner autant 

que 3o:-f- 12 , il faut que le nombre x soit tel que l'on ait 

4x + 3 r = 3 x + 12 ; c'est là l'équation qu'il s'agit de résoudre 

pour trouver le nombre demandé. Or il est évident que puisque 

les deux quantités séparées par le signe = sont égales, elles 

le seront encore si l'on retranche de chacune 3:r, ce qui réduit 

l'équation à x - r - 3 ~ i 2 *, enfin ces deux-ci seront encore égales, 

si de chacune on retranche le même nombre 5 , ce qui donne 

x 9 , et résout la question -, car il est évident que x est connu > 

puisqu'il est égal à une quantité comme 9. 



L'objet que nous nous proposons ici, est de donner des 

règles pour ramener l'équation, dans tous les cas, à avoir ainsi 

l'inconnue seule dans un membre, et n'avoir que des quantités 

connues dans l'autre membre. Pour une question aussi simple 

que celle que nous venons de prendre pour exemple, l'usage 

des équations serait sans doute superflu; mais toutes les ques

tions ne sont pas de cette-~facihté, et il ne s'agit encore que de 

faire entendre comment la question est résolue, lorsque l'in

connue est seule dans un membre, et qu'il n'y a plus que des 

quantités dans l'autre. 

Les règles pour résoudre les équations dont il s'agit ici , 

c'est-à-dire pour les réduire à avoir l'inconnue seule dans un 

membre , se réduisent à trois, qui sont relatives aux trois diffé

rentes manières dont l'inconnue peut se trouver mêlée ou 

engagée avec des quantités connues. Dorénavant nous repré

senterons les quantités inconnues par quelques-unes des der

nières lettres x , y , z de l'alphabet, pour les distinguer des 

quantités connues que nous représenterons, ou par des nombres, 

ou par les premières lettres de l'alphabet. 

55. L'inconnue peut se trouver mêlée avec des quantités 

connues en trois manières : i° par addition ou soustraction, 

comme dans l'équation x-f-3 — 5 — x ; 2° par addition , 

soustraction et multiplication, comme dans l'équation 

4x—6= 2x4-10 ; 3° enfin par addition, soustraction , multipli

cation et division , comme dans l'équation | x — 4~ t x-\-ij, 

ou par ces deux dernières opérations seulement, ou par la 

dernière seulement. Voici les règles qu'il faut suivre pour 

dégager l'inconnue dans ces différens cas. 

56. Pour faire passer un terme quelconque d'une équation, 

d'un membre de cette équation dans l'autre , il faut effacer 

ce terme et l'écrire dans l'autre membre avec le signe contraire 

à celui qu'il a dans le membre ou il est. Sur quoi il faut se 

rappeler qu'un terme qui n'a pas de signe, est censé avoir le 

signe + . Par exemple , dans l'équation 4 ^ + 3 = 3 x + i 2 , si 

je veux faire passer le terme -f-3 dans le second membre , 

j'écris ^x"^3x -f-12— 3, où l'on voit que le terme 3 n'est 



plus dans le premier membre, mais qu'il est dans le second 

avec le signe — , contraire au signe -f- qu'il avait dans le 

premier. Cette équation réduite, revient à 3 a ? + 9 ; si l'on 

veut maintenant faire passer le terme 3a: dans le premier mem

bre , on écrira 4X—3x'= o, , qui, en réduisant, devient a ? = t ) . 

Pareillement, si dans l'équation 5a; — 7 = 2 1 —4 X > j e veux 

faire passer le terme—7 dans le second membre, j'écrirai 

5 o ? ~ 2 i — 4 ^ + 7 ) Q1^ s e réduit à 5a?=28—4 X>
 Sl)e

 veux 

ensuite faire passer 4X > j'écrirai 5o; + 4 > r = 2 o > > 0 1 1 y e n rédui

sant, 9 0 7 = 2 8 . Nous verrons dans quelques mômens comment 

s'achève la résolution de cette équation. La raison de cette 

règle est bien facile à saisir. Puisque les quantités qui com

posent le premier membre sont, ensemble, égales à la totalité 

de celles qui composent le second , il est évident qu'on ne 

trouble point cette égalité, si ayant ajouté ou ôté à l'un des 

membres un terme quelconque, on ajoute, ou l'on ôte à l'autre, 

ce même terme; or, lorsqu'on efface un terme qui a le signe -f-, 

c'est diminuer le membre où il se trouve ; il faut donc dimi

nuer l'autre de pareille quantité, c'est-à-dire y écrire ce terme 

avec le signe — . Au contraire, lorsqu'on efface un terme qui 

a le signe — , il est évident qu'on augmente le membre ou 

il se trouve, il faut donc augmenter l'autre de pareille quantité, 

c'est-à-dire , écrire ce terme avec le signe -f-. 

5 7 . On voit donc que par cette règle on peut faire passer 

à la fois , dans un même membre, tous les termes affectés 

de l'inconnue, et toutes les quantités connues dans l'autre. 

On choisira d'abord dans quel membre on veut avoir les termes 

affectés de l'inconnue ; cela est indifférent : je suppose que ce 

«oit dans le premier. On écrira de nouveau l'équation , en 

observant de conserver aux termes affectés de l'inconnue, et 

qui étaient dans le premier membre, les signes qu'ils avaient; 

on écrira, à la suite de ceux-là, les termes affectés de l'in

connue qui se trouvent dans l'autre membre , mais en obser

vant de changer leur signe. A la suite de tous ces termes, on 

écrira le signe = } et l'on formera le second membre, en écrivant 

les quantités connues qui composaient d'abord le second membre, 



en les écrivant, dis-je, avec les mêmes signes qu'elles avaient, 

et ensuite les quantités connues qui étaient dans le premier 

membre, mais en leur donnant des signes contraires à ceux 

qu'elles avaient. C'est ainsi que l'équation jx—8=i4~4JD 

devient jx-\~4X~l4~i~&> o u 11^ = 22. Pareillement l'équa

tion ax-\-bc—cx—ac—bxt devient ax—cx + bx=ac—bc. 

58. Il peut arriver, par cette transposition, que ce qui reste 

des x , après la réduction, se trouve avoir le signe — ; par 

exemple, si l'on avait 5 x — S = 4 X — 1 2 > e n passant tous les a: 

dans le premier membre, on aurait 3 x — 4 X ~ — 1 2 + 8 , qui 

se réduit à — x = — 4 ? alors il n'y a qu'à changer les signes de 

l'un et de l'autre membre , ce qui, dans le cas présent, donne 

-j- ,r==+4> ou x = 4- En effet, on était également maître de 

transposer les x dans le second membre , ce qui aurait donné 

— 8 + 12=43: — 3x , qui se réduit à 4 = x> qui est la même 

chose que x~4-

69. On peut souvent abréger la réduction de l'équation, 

lorsqu'elle est numérique , ou, lorsqu'étant littérale, elle ren

ferme des quantités semblables. Si ces quantités ont le même 

signe dans différens membres, on efface l'une et on diminue 

l'autre de pareille quantité; au contraire , on les ajoute lors

qu'elles ont différens signes. Par exemple, dans l'équation 

6b— 4a-h%x = Sq+Zx, j'efface 2X dans le premier membre, 

et j'écris seulement x dans le second ; j'efface ha dans le second, 

et j'augmente 4a de $ a > c e qui m e donne tout de suite 

6b—$a=x. On voit donc que s'il se trouvait départ et d'autre 

des termes parfaitement égaux, et de même signe, on pourrait 

les supprimer tout de suite; c'est ainsi que l'équation 

5a-f- zb~ba~\-x, se réduit tout de suiteà 2b—x. 

Go. Lorsqu'on a passé dans un membre, tous les termes 

affectés de l'inconnue, et toutes les quantités connues dans 

l'autre membre, s'il n'y a point de fractions dans l'équation, 

il ne s'agit plus que d'exécuter la règle suivante pour avoir la 

valeur de l'inconnue. Ecrivez l'inconnue seule dans un membre, 

et donnez pour diviseur au second membre, la quantité qui 

multipliait l'inconnue dans le premier. Par exemple , dans 

l'équation 



l'équation jx—8 = i4—4 X Ç 1 1 6 n o u s avons traitée ci-dessus, 
nous avons eu , par la transposition et la réduction, i i a :=22 ; 
pour avoir a:, je n'ai autre chose à faire qu'à écrire x~~^, qui 
se réduit à x = 2 ; c'est-à-dire, écrire x seul dans le premier 
membre , et faire servir son multiplicateur 11, de diviseur au 
second membre 22. En effet, lorsqu'au lieu de n x , j'écris 
seulement x, je n'écris que la onzième partie du premier 
membre ; il faut donc , pour conserver l'égalité , n'écrire 
que la onzième partie du second membre, c'est-à-dire, diviser 
le second membre par 11. 

Pareillement, si l'on proposait l'équation 12a;—i5=4« r + 2 5; 
après avoir passé (56) tous les x d'un côté, et toutes les quantités 
connues de l'autre, on aura 1 2 a ; — 4 X ~ ^ + 1 5 , ou, en 
réduisant, 8xz=4°'> maintenant pour avoir x, j'écris x^z^—, 

qui se réduit àx = 5. Car, lorsqu'au lieu de 8a: j'écris x seule
ment, je n'écris que la huitième partie du premier membre; 
je dois donc, pour maintenir l'égalité, n'écrire que la huitième 
partie du second membre , c'est-à-dire, n'écrire que 

Si les quantités connues qui multiplient x, au lieu d'être 
des nombres, étaient représentées par des lettres, la règle 
ne serait pas différente pour cela : ainsi , dans l'équation 
ux-==.bc, il n'y a autre chose à faire, pour avoir a:, que d'écrire 

bc 
X =z <—. 

a 

Si, après la transposition faite, il y a plusieurs termes affectés 

de l'inconnue, la règle est encore la même ; ainsi, dans l'équa

tion ax-\-bc—ex = ac—bx, que nous avons eue ci-dessus , 

on a, après la transposition, ax—cx+bx~ac— bc, pour 

avoir x y il ne s'agit plus que d'écrire x — ^° ^ ̂ , c'est-àdire, 

écrire x seul dans un membre , et donner pour diviseur au se
cond , la quantité qui multipliait x dans le premier, laquelle 
est ici a — c -f- b, puisque la quantité ax—ex -f- bx, est x mul
tiplié par la totalité des trois quantités a—c+b. 

61. On voit donc que, lorsqu'après la transposition, il y a 
plusieurs termes affectés de x, on doit, pour avoir la valeur 
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de x, diviser le second membre par la totalité des quantités-

qui affectent x dans le premier , en prenant ces quantités avec 

leurs signes tels qu'ils sont. Par exemple , dans l'équation 

ax~bc—2X, on a, par la transposition, ax -f- o,x = bc ; et 

en appliquant la règle actuelle ou la division , on aura 

bc 
x— . De même , l'équation x — ab = bc—ax, donne par 

a-J-2 r 

. . . . 7 . 7 t bc-4-ab 
la transposition x-f-ax—bc+ab, et par conséquent x=z—~—; 

car il ne faut pas oublier ici (5) que le multiplicateur de x 

dans le premier terme, de x + ax est i ; ensorte que dans 
x-\-axt x est multiplié par î - f - a ; en effet, dansx-j-ax, x 

se trouve une fois de plus que dans ax. 

62. S'il se trouvait quelque quantité qui fût facteur commun 

<îe tous les termes de l'équation , on pourrait simplifier , en 

divisant tous les termes par ce facteur commun : par exemple, 

dans l'équation ibbb = Qjab -f- 6bx, je diviserais par 3b , qui 

est facteur commun de tous les termes, et j'aurais 56=o,a+2x, 

qui, par la transposition , devient bb—9a—2jc, et enfin par la 

, . . . j 5b—qa 5b—qa 
division , donne — — x ou x = --. 

2 2 

63. Les règles que nous venons de donner ont toujours lieu , 

lors même que les différens termes de l'équation ont des déno

minateurs , pourvu que ces dénominateurs ne contiennent pas 

l'inconnue ; mais comme l'application de ces règles est plus 

facile pour les commençans , lorsqu'il n'y a pas de fractions 

dans l'équation, nous allons ajouter ici une règle pour faire 

disparaître les dénominateurs. 

64. Pour changer une équation dans laquelle il y a des d é 

nominateurs , en une autre dans laquelle il n'y en ait plus , 

il faut multiplier chaque terme qui n'a pas de dénominateur, 

par le produit de tous les dénominateurs ; et multiplier le numé

rateur de chaque fraction par le produit des dénominateurs 

des autres fractions seulement. Par exemple, si j'avais l'équa-
Q,X , , Ax , bx . 1 . 1 . 1 

tion-7=r -f" 4 — + 12 — — , je multiplierais le numérateur 2X 
o 7 



de la fraction-^-, par 35, produit des dénominateurs 5 et 7 , 

ce qui me donnerait 7037. Je multiplierais le terme 4 , qui n'a 

point de dénominateur , par io5 , produit des trois dénomi

nateurs 3, 5, 7 ; ce qui me donnerait 4 2 0* ^ e multiplierais 

nominateurs 3 et 5, ce qui medpnne 75̂ 7 ; ensorte quel équation 

proposée est changée en celle-ci, 7ox'+4 2°—84^+1260—jSx, 

dans laquelle , pour avoir x , il ne s'agit plus que d'aopliquer 

les deux règles précédentes. Par la première (56) on changera 

cette équation en 70X — 84^+7Sx = 1260 — 4 2 0 ; o u > e r l 

réduisant 6ix = 84o, et par la seconde ( 6 0 ) , a? = - ^ - , qui > 

en faisant la division , se réduit à x — i3 £7. 

La raison de cette règle est facile à appercevoir, si l'on se 

rappelle ce qui a été dit ( Arith. 91 ) pour réduire plusieurs 

fractions au même dénominateur. En effet, si dans l'équation 

proposée on voulait réduire au 

même dénominateur, les trois fractions il fau

drait multiplier leurs numérateurs par les mêmes nombres par 

lesquels notre règle actuelle prescrit de les multiplier, et don

ner à ces nouveaux numérateurs, pour dénominateur com

mun , le produit de tous les dénominateurs; ensorte que l'équa

tion proposée serait changée en cette autre 

qui est la même dans le fonds, puisque ( Arith. 8̂  ) les nou
velles fractions sont les mêmes que les premières. Maintenant, 

le numérateur 4X de ^ a fraction par 21, produit des deux 

dénominateurs 3 et 7 , et j'aurais 84̂ . Je multiplierais 12 , qui 

n'a pas de dénominateur, par îe produit io5 des trois déno

minateurs, et j'aurais 1260. Enfin je multiplierais le numéra-

5.x 
teur 5x de la fraction — par i5, produit des deux autres d é -



si nous youlons aussi réduire les entiers en fraction, il faut 

( Arith. 86 ) multiplier ces entiers par le dénominateur de la 

fraction qui les accompagne, c'est-à-dire, ici par io5 qui a 

été formé du produit de tous les dénominateurs qui se trouvent 

dans l'équation ; alors on aura 

mais il est évident qu'on peut, sans troubler l'égalité , suppri

mer de part et d'autre le dénominateur commun, puisque si 

ces deux quantités sont égales étant divisées par un même 

nombre, elles doivent l'être aussi sans cette division ; on a 

donc alors jox-j- 42,0 = 84^-f-1260—jhx, comme ci-dessus. 

65. Si les différens termes qui composent l'équation, sont 

tous des quantités littérales, la règle ne sera pas, pour cela, 

différente. Il faut seulement observer les règles de la multi

plication des quantités littérales: ainsi dans l 'équat ion . . . . 

je multiplie le numérateur ax par le 

produit cd des deux autres dénominateurs, ce qui donne acdx. 

Je multiplie le terme ~f-è , par le produit bcdde tous les d é 

nominateurs, et j'ai + b2cd. Je multiplie ex par bc, et j'ai 

bcax%y enfin je multiplie ab par bd, et j'ai ab*d\ ensorte que 

l'équation devient acdx -f - b*cd = bc*x + ab2d, laquelle, par 

transposition, donne acdx — bc*xr=.ah*d—bucd , et ( 61 ) 

par division 

66. Lorsque les dénominateurs sont complexes, on peut, 

pour soulager l'esprit, commencer par indiquer seulement les 

opérations, pour les exécuter ensuite; ce qui est plus facile 

en le3 voyant ainsi indiquées : par exemple, si j'avais 

; j'écrirais 

alors faisant les opérations indiquées, j'aurais 

3a f lr + abx+ i aa s i—8a£ a —4b 3 ï=zacx— bcx) transposant. 



et enfin , ( Gi ) en divisant 

Application des principes précèdens à la résolution de quelques 

questions simples. 

67 . Quoique nous nous soyons proposé de ne traiter, avec 

quelque détail, des usages de l'Algèbre , que dans la seconde 

section , nous croyons néanmoins à propos de préparer à ces 

usages , en appliquant dès à présent les principes précèdens, 

à quelques questions assez faciles. Cela nous donnera lieu , 

d'ailleurs, de faire quelques remarques utiles pour la suite, 

Les règles que nous venons de donner, sont suffisantes pour 

résoudre toute question du premier degré, lorsqu'une fois 

elle est exprimée par une équation. Pour mettre une question 

en équation, on peut faire usage de la règle suivante : Repré

sentez la quantité ou les quantités cherchées, chacune par une 

lettre ; et ayant examiné avec attention Vétat de la ques

tion , faites y à l'aide des signes algébriques , sur ces quantités 

et sur les quantités connues, les mêmes opérations et les mêmes 

raisonnemens que vous feriez , si, connaissant les valeurs des 

inconnues , vous vouliez les vérifier. Cette règle est générale , 

et conduira toujours à trouver les équations que la question 

peut fournir. Mais il est bon d'en diriger l'application par 

quelques exemples. Question première : Un père et un fils ont 

cent ans à eux deux ; le père a 4® plus que le fils : on 

demande quel est l'âge de chacun ? Avec une attention mé

diocre, on voit que la question se réduit à celle-ci : Trou

ver deux quantités qui réunies fassent 100 , et dont l'une sur

passe l'autre de 4°- Or il est facile de voir que dès que l'un* 

de ces quantités sera connue, la seconde le sera aussi, puis

que, si la plus grande, par exemple, était connue, il ne 

s agirait que d'en ôter 40 pour avoir la plus petite. Je repré

sente donc la plus grande par x. Maintenant, si connaissant la 

valeur de a?, je voulais la vérifier, j'en retrancherais 4° P o u r 



«voir le plus petit nombre ; je réunirais ensuite le plus grand 

et le plus petit, pour voir s'ils composent 100. Imitons donc 
ce procédé. 

Le plus grand nombre est.. . x 

Le plus petit sera donc x—4° 

Ces deux nombres réunis font %x—4° 

O r , par les conditions de la question, ils 

doivent faire 100 

Dorîc , 2.x—4°—100 

line s'agit plus pour avoir x , que d'appliquer les règles 

données (56 et6o). La première donne â x = i o o + 4° o u 

*2x — i4o, et la seconde x =̂ = 70 ; ayant trouvé le plus 

grand nombre x , j'en retranche 4o pour avoir le plus petit; 

et j'ai 5o pour celui-ci. Ainsi les deux âges demandés sont 

70 et 3o. 

En réfléchissant sur la manière dont nous nous sommes con

duits pour résoudre cette question, on peut voir que les rai-

aonnemens que nous avons employés, ne sont point dépen-

dans des valeurs particulières des nombres 100 et 4° qui e n ~ 

trent dans cette question, et que si, au lieu de ces nombres, 

on en eût proposé d'autres, il eût fallu se conduire de même. 

Ainsi si l'on proposait la question de cette manière générale : 

Deux nombres réunis font une somme connue et représentée 

par a; ces deux nombres diffèrent entre eux d'un nombre 

connu représenté par b ; comment trouverais -je ces deux 

nombres ? 

Ayant représenté le plus grand par x 

Le plus petit sera donc x—è. 
Ces deux nombres réunis font QX—b. 

Or selon la question, ils doivent composer le nombre a ; 

î] faut donc que sx—b~a. Transposant, on a 2 ^ = c + ^ ; 

et divisant, x~~a-j-~b. 

C'est-à-dire, que pour avoir le plus grand, il faut prendre 

la moitié de a , et y ajouter la moitié de b : ce qui m'apprend 

que, lorsque je connaîtrai la somme a de deux nombres in

connus, et leur différence b, j'aurai le plus grand de ces deux 



nombres inconnus, en prenant la moitié de la somme, et y 

ajoutant la moitié de la différence. 

Puisque le plus petit des deux nombres est x — b} il sera 

donc l a + \ b — b, ou } a — { b ; donc pour avoir le plus 

petit, il faut ôter la moitié de b, de la moitié de a; c'est-à-

dire , retrancher la moitié de la différence, de la moitié de la 

somme. 

On voit par l à , comment, en représentant d'une manière 

générale, c'est-à-dire, par des lettres, les quantités connues 

qui entrent dans ces questions, on parvient à trouver des 

règles générales pour la résolution de toutes les questions de 

même' espèce. Cette règle que nous venons de trouver, est 

celle que nous avons donnée ( Géom. 3oi ). 

Souvent des questions paraissent différentes au premier 

coup-d'œil, et cependant après un léger examen, on trouve 

qu'elles ne diffèrent que par l'énoncé. Par exemple, si l'on 

proposait cette question : Partager un nombre connu et repré

senté par a, en deux parties, dont l'une soit moindre ou plus 

grande que l'autre, d'une quantité connue et représentée par 

b. Il est facile de voir que cette question revient au même 

que la précédente. 

Question seconde : Partager le nombre 720 en trois parties, 

dont la plus grande surpasse la plus petite de 80, et dont la 

moyenne surpasse la plus petite de 4o. Si l'on me disait quelle 

est la plus petite partie; pour la vérifier, j'y ajouterais 4° 

d'une part, ce qui me donnerait la seconde; et 80 d'une 

autre part, ce qui me donnerait la plus grande; alors réunissant 

ces trois parties, il faudrait que leur somme formât 720. Nom

mons donc cette plus petite partie, x, et en procédant de la 

même manière, nous dirons : 

La plus petite partie est x 

Donc la moyenne est x -f- 4° 

Et la plus grande 07+80 

Or, ces 3 parties réunies font 3 o ? + i 2 o ; 

D'ailleurs la question exige qu'elles fassent 720. 

Il faut donc que • 3 a : + 120 = 720. 



Appliquant les règles ci-dessus, on aura 

Zx =c 720 — 120 ou Zx — 600, 

et par conséquent x = 200 ; donc la seconde partie est 2^0 ; 

et la plus grande, 280 ; ces trois parties réunies font en effet 

720. 
Il est encore évident, dans cet exemple, que quand les 

nombres proposés, au lieu d'être 720, 4° e t 8° , eussent été 

différens, la question aurait toujours pu se résoudre de la 

même manière; ainsi, pour résoudre toutes les questions dans 

lesquelles il s'agit de partager un nombre connu a en trois par

ties , telles que l'excès de la plus grande sur la plus petite 

soit un nombre connu et représenté par b, et que l'excès 

de la moyenne sur la plus petite soit c; en raisonnant de 

même, on dira : 

Représentons la plus petite par x 

La moyenne sera «. x-\*c 

Et la plus grande o: -f- b 

Ces trois parts réunies sont 5x- f -è - { -c 

Or elles doivent faire a 

Il faut donc que 3x -f- b -f- c — a 

Donc transposant, 

, et divisant, 

C'est-à-dire, que pour avoir la plus petite, il faut retran

cher du nombre qu'il s'agit de partager, les deux excès, et 

prendre le tiers du reste : alors les deux autres" sont faciles à 

trouver. Ainsi, si l'on demande de partager 642 en trois par

ties, dont la moyenne surpasse la plus petite de 75, et dont 

la plus grande surpasse la plus petite de 87, j'ajouterais les 

deux différences jS et 87, ce qui me donnerait 162; retran

chant 162 de 642, il reste 480, dont le tiers 160 est la plus 

petite part. Les deux autres sont donc 160 + 75 ou 235, et 

Ï 6 O -f- 87 ou 247. 
Au reste y les deux questions que nous venons de donner 



pour exemples, n'ont pas besoin du secours de l'Algèbre ; 

mais leur simplicité est propre à faire voir clairement la ma

nière dont on doit faire usage du principe que nous avons 

donné pour mettre une question en équation. 

Question troisième : Partager un nombre connu, par exemple 

l4s5o , en trois pai'ties qui soient entre elles comme les nombres 

3 , 5 et 11 ; c'est-à-dire, dont la première soit à la seconde 

II 3 l 5 , et dont la première soit à la troisième II 3 l n . Si 

je connaissais l'une des parties, la première, par exemple, 

voici comment je la vérifierais. Je chercherais par une règle 

de trois {Arith. ig4* ) u n nombre qui fut à cette i r e partie 

II Si 3 ; ce serait la 2 e partie. Je chercherais de même 

un autre nombre qui fût à cette i r e partie : : n : 3 ; ce serait 

la 3* partie; réunissant ces trois parties, elles devraient for

mer I 4 Q 5 O . Imitons donc ce procédé. 

Soit la première part. x 

Pour trouver la seconde , je calcule le quatrième terra» 

de cette proportion 3 : 5 II xi 
Sx 

Ce quatrième terme, ou la seconde partie sera donc -g-. 

Pour trouver la troisième , je calcule le quatrième terme 
de cette proportion 3 : n :: x; 

Ce quatrième terme, ou la troisième partie , sera donc. 

B x 11 x* 

Ces trois parts réunies font x + -g- -J—g- » ou ^ 

mais la question exige qu'elles fassent 14260 *, il faut donc 
que 

Pour avoir la valeur de x, je fais ( 6 4 ) disparoître le déno

minateur 3 , et j'ai 3x + i 6 x = 4^7^° > ou 19X =4Q7^° > 

donc ( 6 0 ) en divisant par jq , x = 4a7^° = 2s5o. La se-

conde part qui est , sera donc ~ , on , on 



ojDO ) et Ja troisième qui est —— , sera ——g , ou 

ou 8 â 5 o ; ces trois parts réunies forment en effet 1^250; d'ail-

leurs les trois nombres 2s5o, Zjbo, 825o, sont entre eux 

comme les trois nombres 3 , 5 et 11, ce qu'il est facile de voir 

en divisant les trois premiers par le même nombre 75o, ce 

qui {Arith. 170) ne change point leur rapport. 

•Si le nombre qu'on propose de partager, au lieu d'être 

1/y2bo y était tout autre; s'il était en général représenté par 

a, et que les nombres proportionnels aux parties dans les

quelles on veut le partager, au lieu d'être 3, 5, 11 , fussent 

en général trois nombres connus et représentés par les lettres 

m, n, p-y il est visible qu'il ne faudrait qu'imiter ce que nous 

venons de faire. 

Ainsi, la première part étant représentée par x ; pour avoir 

la seconde, je calculerais le 4 E terme de cette proportion 

m l n lt x : 

Ce quatrième terme, ou la seconde part, serait donc.. 

Et pour avoir la troisième, je calculerais le 4 E terme de 

cette proportion m\p II x l 

Ce quatrième terme, ou la troisième part, serait donc.. 

r . f • . 0* . . j , nx . px 
Les trois parts reunies feraient* donc x-\ f- — , ou 

r m m 

or elles doivent faire a ; il faut donc que 

Chassant le dénominateur, on a mx -f- nx px' = ma , 

t , r* N j • • ma 
et par conséquent f 01 ) en divisant, x = •— : ce qui 

* m + n-}-p A 

nous donne lieu de faire remarquer l'utilité de l'Algèbre, pour 

découvrir des règles de calcul. 

Si l'on voulait calculer le quatrième terme d'une proportion 



dont les trois premiers seraient m -f- n -J- p \ m ! ! a ! ; il est 

visible {Arith. 179 ) que ce quatrième terme serait 

et puisque nous trouvons que x est exprimé par la même quan
tité, concluons-en que pour avoir x> il faut calculer le qua
trième terme d'une proportion, dont le premier est la somme 
des parties proportionnelles * le second, la première de ces 
parties; et le troisième est le nombre même qu'il s'agit de 
partager; ce qui est précisément la règle que nous avons 
donnée (Arith. 197). 

Question quatrième : On a fait partir de Dreux, pour Brest, 

un courier qui fait 2 lieues par heure. Huit heures après son 

départ y on en fait partir un autre de Paris, pour Brest, et 

celui-ci fait 3 lieues par heure. On demande où il rencontrera 

le premier, sachant d'ailleurs qu'il y a 17 lieues de Paris à 

Dreux. Si Ton me disait combien le second courier doit faire 
de lieues pour attraper le premier, je vérifierais ce nombre 
en cette manière. Je chercherais combien le premier a dû faire 
de chemin pendant que le second a été en marche ; et comme 
ils en doivent faire, en même temps , à proportion de leur vi
tesse , c'est-à-dire, à proportion du nombre de lieues qu'ils 
font par heure, je trouverais combien le premier a dû faire, 

en calculant le quatrième terme de cette proportion 
3 \ 2 le nombre de lieues faites par le second est au nombre 
de lieues que le premier aura faites dans le même temps. Ayant 
trouvé ce quatrième terme , j'y ajouterais le nombre de lieues 
que le premier courier a dû faire pendant les 8 heures qu'il 
avait d'avance, et enfin les 17 lieues de Paris à Dreux, qu'il 
avait aussi d'avance, et le tout devrait former le nombre de 
lieues que le second a faites. Conduisons-nous donc de la même 
manière en représentant par x, le nombre de lieues que fera 
le second courier. Pour trouver le nombre de lieues que le 
premier fait pendant que le second fait x , je calcule le qua
trième terme de cette proportion. . 3 : 2 : : x \ , ce 4e terme 

2.x , 
est or pendant 8 heures , ce même premier courier a dû 



faire î S lieues, à raison de 2 lieues par heure; et puisqu'il 

y a 17 lieues de Paris à Dreux, si Ton réunit ces trois quan-
ç>x Q,X 

thés, on aura + 16 + 17, o u — H 33 , pour le chemin 

qu'aura dû faire le second courier, lorsqu'il attrapera le pre

mier. Puis donc qu'on a supposé qu'alors il aurait fait x 

lieues, il faut que 

D'où 

C'est-à-dire que les deux couriers se rencontreront, lorsque 

îe second courier aura fait 99 lieues, ou qu'ils se rencontre

ront à 99 lieues de Paris. 

En effet, pendant que le second fera 99 lieues, le premier 

fera 66 lieues, puisqu'il fait deux lieues pendant que le second 

en fait trois; or il a 16 lieues d'avance, par les 8 heures dont 

son départ précède celui du second, et il a de plus 17 lieues 

d'avance comme partant de Dreux ; il sera donc alors à 99 

lieues de Paris, c'est-à-dire au même endroit que le second. 

Avec un peu d'attention, on voit que quand on changerait 

les nombres qui entrent dans cette question, la manière de 

raisonner et d'opérer n'en serait pas, pour cela, différente. 

Représentons donc, en général, par a, la distance des deux 

lieux de départ , qui était 17 lieues dans la question précé

dente : représentons par b, le nombre d'heures dont le départ 

du premier courier précède celui du second ; par c le nombre 

de lieues que le premier fait par heure, et par d le nombre 

de lieues que fait le second par heure. Si nous représentons 

toujours par x le nombre de lieues que le second courier doit 

faire pour rencontrer le premier, x sera encore composé de 

l'intervalle des deux lieux de départ, du chemin que le pre

mier peut faire pendant le nombre b d'heures, et enfin du 

chemin que le premier fera pendant tout le temps que le second 

sera en marche. Pour déterminer ce dernier chemin, j'observe 

que les deux couriers marchant alors pendant le même temps, 

doivent faire du chemin à proportion de leurs vitesses ; 



ainsi or étant le chemin que le second est supposé faire, j'aurai 

celui que fait le premier pendant ce temps, en calculant le qua

trième terme d'une proportion qui commencerait par ces 

trois-ci d l c II x l , ce quatrième terme sera donc {Arith. 

ex 
179 ) —j-. Or, puisque ce premier courier est supposé faire 

le nombre c de lieues par heure, il a dû dans le nombre b 

d'heures, en faire b de fois autant, c'est-à-dire, 8 fois si b 

vaut huit, 3o fois si b vaut trente ; en général, il en doit faire 

autant qu'il y a d'unités dans c X b ou bc; il en a donc fait 
une quantité exprimée par bc. 

• . ex 
Réunissons donc maintenant le nombre de lieues —r avep 

a 

le nombre de lieues bc y et avec le nombre de lieues a, et le 

tout ^ + bc ay sera ce que le premier a dû faire; or on 

a supposé que x était ce qu'il a dû faire ; donc 

Chassant le dénominateur, on a dx ex -f- bed -f- ad ; 

transposant, dx — cx = bcd-\-ady divisant enfin ( 6 1 ) on 

a x = q U i donne la solution de toutes les ques-
d — c 

tions de cette espèce, au moins tant qu'on suppose que les 

deux couriers vont du même côté, et que le départ du cou

rier qui va le moins vite, précède celui du second. 

Pour montrer l'usage de cette formule, reprenons l'exemple 

précédent, et rappelons-nous que dans ce cas, a représente 

17 lieues; c'est-à-dire, a= 17 1, & = 8 h , c^czs}, d = 5 l . Alors 

la valeur générale de x devient 

Tel est donc l'usage de ces solutions générales, qu'en y sub

stituant à la place des lettres, les nombres qu'elles sont des

tinées à représenter, et faisant les opérations que la disposa 



tion et les signes de ces lettres indiquent, on trouve la réso

lution de toutes les questions particulières de même espèce. 

Par exemple , si l'on proposait cette autre question : JJai

guille des heures d'une montre répond à ij minutes, et celle 

des minutes répond à 24 minutes, c est-à-dire, qu'il est 3 h 24 ' ; 

on demande à quel nombre d'heures et de minutes ces deux 

aiguilles seront l'une sur l'autre. Puisque l'aiguille des heures 

et celle des minutes marchent en même temps, la quantité b 

par laquelle nous avons représenté ce dont le départ d'un des 

couriers précède celui du second, est ici zéro. L'intervalle des 

deux lieux de départ est ici le chemin que l'aiguille des mi

nutes a à faire pour venir de la vingt-quatrième division du 

cadran, à la dix-septième , c'est-à-dire, que a — 53 divisions : 

or, pendant que l'aiguille des minutes parcourt les Go divisions, 

celle des heures n'en parcourt que 5; on a donc e=5, dz=z$o. 

Puisque bz=zo, je rejette de la formule le terme bcdf parce 

que zéro multiplié par tout ce qu'on voudra, fait toujours 

, , ad 
zéro. J aurai donc, pour le cas présent, x = ^ ; et en 

substituant pour a, d, c, leurs valeurs, x ==57 + —; c'est-

à-dire , qu'il faudra que l'aiguille des minutes parcoure en

core 57 divisions et ainsi, puisqu'elle répondait à la vingt-

quatrième division, elle répondra à 81 division et ~ \ ou, 

puisque Go divisions font un tour, les deux aiguilles seront 

lune sur l'autre à 21' ~ de l'heure suivante, c'est-à-dire, à 

L'avantage des solutions littérales sur les solutions numéri

ques, ne consiste pas seulement en ce que , pour chaque ques

tion particulière , il ne s'agit plus que de substituer des nom

bres : souvent, par certaines préparations, on rend ces solu

tions susceptibles d'un énoncé simple et facile à retenir. Par 
1 ad+bcd 

exemple, la formule x ~ — — — que nous venons de trouver, 

est dans ce cas : la quantité d étant facteur commun des 

termes du numérateur, on peut écrire la valeur de x en 



(a+bc)xd c 

cette manière, x—~—-,— ; or, sous cette forme on peut 

reconnaître que la valeur de x est le quatrième terme d'une 

proportion dont les trois premiers seraient d—cld'.la-{~bcl ; 

mais de ces trois termes , le premier, d — c, marque la diffé

rence des vitesses des deux couriers; le second, dy marque 

la vitesse du second courier ; et le troisième , a -f- èc, est com

posé de l'intervalle a des deux lieux de départ , et de la quan

tité bc ou c X & qui exprime combien le premier courier fait 

de lieues pendant le nombre d'heures qu'il a d'avance ; ensorte 

que a + bc marque toute l'avance que le premier a sur le se

cond ; la résolution de la question peut donc se réduire à cet 

énoncé : Multipliez le chemin que le premier fait par heure , 

par le nombre d'heures qu'il a d'avance , et l'ayant ajouté à 

l'intervalle des deux lieux de départ, faites cette règle de trois : 

la différence des vitesses des deux couriers est à la vitesse du 

steond, comme la somme des deux nombres que vous venez 

d'ajouter est à un quatrième terme : ce sera le nombre de 

lieues que le second courier doit faire pour rencontrer le 

premier. Ainsi, dans le premier exemple ci-dessus, le premier 

courier ayant 8 heures d'avance, et faisant 2 lieues par heure , 

on a 16 lieues à ajouter à 17 lieues, intervalle des deux lieux 

de départ, ce qui donne 33. Je calcule donc le quatrième 

terme de cette proportion 3 — 2 : 3 :: 35 : , ou 1 : 3 :: 33 : ; 

ce quatrième terme est 99 , comme ci-dessus. 

Au reste , qu'il y ait des fractions ou qu'il n'y en ait 

point, c'est toujours la même règle. Par exemple , si le 

premier courier faisait 7 lieues en 4 heures; le second, i3 

lieues en 5 heures : si le premier courier avait i5 heures 

d'avance, et qu'enfin l'intervalle des deux lieux de départ fût 

de 42 lieues , je dirais : puisque le premier courier fait 7 lieues 

en 4 heures, c'est \ de lieue par heure ; pareillement, pour 

la second, c'est de lieue par heure; donc, pendant les 

i5 heures que le premier a d'avance , il doit, à raison de { de 

lieue par heure, faire i5 fois \ de lieue ou ^ de lieue; 

lesquels ajoutés à 42 lieues, font 42 + ' i ~ r o u ~2T? I e c a ^ c u ^ e 



donc le quatrième terme de cette proportion , 

^ — ce quatrième terme sera^ff^, ou 2087V-
C'est le nombre de lieues que le second oourier serait obligé 

de faire. 

Réflexions sur les Quantités positives et les Quantités 

négatives. 

68. Lorsqu'on a ainsi résolu, d'une manière générale, toutes 

les questions d'une même espèce, on peut souvent faire usage 

de ces formules générales pour la résolution d'autres ques

tions, dont les conditions seraient tout opposées à celles qu'on 

a eu en vue de remplir : un simple changement de -|-en — , 

o u (Je — en + , dans les signes des quantités, suffit souvent. 

Mais avant de faire connaître ce nouvel usage des signes, il 

faut les considérer sous un nouvel aspect. Les lettres ne repré

sentent que la valeur absolue des quantités. Les signes-f-et — 

n'ont représenté jusqu'ici que les opérations de l'addition et 

de la soustraction , mais ils peuvent aussi représenter, dans 

plusieurs cas , la manière d'être des quantités les unes à l'égard 

des autres. Une même quantité peut être considérée sous deux 

points de vue opposés , ou comme capable d'augmenter une 

quantité, ou comme capable de la diminuer. Tant qu'on ne 

représentera cette quantité que par une lettre ou par un nombre, 

rien ne désignera quel est celui de ces deux aspects sous lequel 

on la considère. Par exemple, dans l'état d'un homme qui 

aurait autant de biens que de dettes, le même nombre peut 

servir à exprimer la quantité numérique des unes et des autres; 

mais ce nombre , tel qu'il soit, ne ferait point connaître la 

différence des unes et des autres. Le moyen le plus naturel 

de faire sentir cette différence , c'est de les désigner par un 

signe qui indique l'effet qu'elles peuvent avoir l'une sur l'autre; 

or l'effet des dettes étant de retrancher sur les possessions, 

il est naturel de désigner celles-là en leur appliquant le 

signe — . 

Pareillement, si l'on regarde une ligne droite (fig. 1) comme 

engendrée par le moutement d'un point A mû perpendicu

lairement 



laireinent à la ligne BC , on voit que ce point pouvant aller 

ou de A vers D, ou de A vers E , si l'on représente par a 

le chemin AD ou AE qu'il a fait, on ne détermine pas encore 

absolument la direction de ce point. Le moyen de la fixer 

est d'indiquer, par quelque signe, si la quantité a doit être 

considérée à droite ou à gauche : or les signes -f- et — sont 

propres à cet effet; car si l'on estime le mouvement du point A 

à l'égard du point L connu et regardé comme ternie fixe, 

lorsque le point A se meut vers Z>, ce qu'il décrit tend à 

augmenter LA\ et lorsqu'il se meut vers E, ce qu'il décrit 

tend au contraire à diminuer LA-, il est donc naturel de re

présenter AD par -{-a ou simplement par a, et, au contraire, 

de représenter AE par —a. Ce serait tout le contraire, si 

au lieu de rapporter le mouvement du point A au point L , 

on l'avait rapporté au point O. 

Les quantités négatives ont donc une existence aussi réelle 

que les positives, et elles n'en diîfèrent qu'en ce qu'elles ont 

une acception toute contraire dans le calcul. 

Les quantités positives et les quantités négatives peuvent se 
trouver et se trouvent souvent mêlées ensemble dans un calcul, 
non - seulement parce que certaines opérations ont conduit, 
comme nous l'avons vu jusqu'ici, à retrancher certaines quan
tités d'autres quantités, mais encore parce que l'on a besoin 
d'exprimer, dans le calcul, les différens aspects sous lesquels 
on considère les quantités. 

69. Si donc après avoir résolu une question , il arrivait que 

la valeur de l'inconnue trouvée parles méthodes ci-dessus, 

fût négative; par exemple, si l'on arrivait à un résultat tel 

que celui-ci, xz=z — 3 , il faudrait en conclure que la quantité 

qu'on a désignée par x> n'a point les propriétés qVon lui a 
supposées en faisaot le calcul, mais des propriétés toutes 

contraires. Par exemple, si l'on proposait cette question : 

Trouver un nombre qui, étant ajouté à i 5 , donne 10; cette 

question est évidemment impossible ; si Ton représente le 

nombre cherché par on aura cette équation a; + i 5 = 10, 

Algèbre. T . III. 4 



et par conséquent, en vertu des règles ci-dessus, x= 10—15 

ou x =— 5. 

Cette dernière conclusion me fait donc voir que x que j'avais 

considéré comme devant être ajouté à i5 pour former 10, en 

doit au contraire être retranché. Ainsi toute solution négative 

indique quelque fausse supposition dans l'énoncé de la ques

tion, mais en même temps elle en indique la correction, en ce 

qu'elle marque que la quantité cherchée doit être prise dans 

un sens tout contraire. 

70. Concluons donc de l à , que si après avoir résolu une 

question dans laquelle quelques-unes des quantités étaient 

prises dans un certain sens; si, dis-je, on veut résoudre cette 

même question , en prenant ces mêmes quantités dans un sens 

tout opposé, il suffira de changer les signes qu'ont actuelle

ment ces quantités. Par exemple, dans la question quatrième, 

résolue généralement pour le cas où les deux couriers allaient 

vers un même côté, si je veux avoir la résolution de toutes 

les questions qu'on peut proposer dans le cas où ils viennent 

au-devant l'un de l'autre, j'y satisferai, en changeant dans la 

, , , ad -f- bcd , 
valeur de x que nous avons trouvée x — — ^ — - — , le signe 

de c. En effet, puisque le premier courier vient au-devant du 

second, au lieu de s'en éloigner, il diminue le chemin que 

celui-ci doit faire ; il le diminue à raison du chemin c qu'il 

fait par heure ; il faut donc exprimer que c, au lieu d'ajouter, 

retranche 5 il faut donc , au lieu de + c, mettre —• c. Ce 
ad—bcd 

changement donnera x = c^m(f" > c a r e n changeant le signe 

de c y dans le terme *+*bcd qui n'est autre chose que 

+ M X + c, il faudrait é c r i r e - f - ¿ c ¿ X — c , qui (24) revient 

à — bcd. 

Confirmons tout cela par un exemple : supposons deux 

couriers venant en sens contraires , et partis de deux endroits 

éloignés de cent lieues. Le premier part sept heures avant le 

second , et fait deux lieues par heure; le second en fait trois 



par heure. En nommante le chemin que fera le second jusqu'à 

îa rencontre , je vois que x sera égal à la différence entre la 

distance totale et le chemin qu'aura fait le premier courier : 

or le chemin qu'aura fait celui-ci est composé du chemin qu'il 

peut faire pendant sept heures, et du chemin qu'il fera pen

dant que le second sera en marche : à l'égard de ce dernier 

chemin, on le déterminera en calculant le quatrième terme de 

cette proportion 3 ! -2 x : ; ce quatrième sera ^ \ et puis

que le chemin que fait le premier courier pendant les sept 

heures qu'il a d'avance, doit être de 14 lieues, à raison de 

QtX 

â lieues par heure, il aura donc fait entout i4 + -gS donc il 

ne reste à faire pour le second courier, que la quantité 
2X 

100—14—^ou 85 — fa:: puis donc qu'on a représenté para; 

ce qu'il avait à faire, il faut que 

Or si l'on substitue dans la formule x a \ • que nous 
a-f- c A 

prétendons convenir à ce cas; si l'on substitue, dis-je, 100 

pour a, 7 pour b, 3 pour d, et 2 pour c , on aura 

ce qui est absolument la même chose. A mesure que nous 

avancerons, nous aurons soin de fixer de plus en plus l'idée 

qu'on doit se faire des quantités négatives. 

71. Comme il importe beaucoup d'acquérir la facilité de mettre 

les problèmes en équation, nous joignons ici les questions sim

ples pour exercer les commençans , nous contentant d'en 

donner le résultat pour servir à confirmer leurs essais. Après 

avoir résolu ces questions en nombres, ainsi qu'elles sont 

proposées, on fera très-bien de s'exercer à les résoudre, en 

substituant des lettres aux nombres ; ©'est en imitant ainsi le* 



solutions particulières , que l'on acquiert la facilité de généra

liser et d'étendre ses idées. 

Trouver un nombre qui étant successivement ajouté à 5 et 

à 12, donne deux sommes qui soient l'une à Vautre, comme 3 

est à 4« Rép. 16. 

Trouver un nombre dont la moitié, le tiers, et les f réunis, 

surpassent ce nombre de 7. Rép. 3o. 

On emploie trois ouvriers dont le premier fait 5 toises 

douvrage par jour, le second 7, et le troisième 8; on demande 

en quel temps ces trois ouvriers, travaillant ensemble, feront 

100 toisés? Rép. 5 jours. 

On a loué un ouvrier paresseux, à raison de 24 sous Pa* 

chaque jour qu il travaillerait, mais à condition de lui retenir, 

sur ce qui lui serait dû, G sous par chaque jour qu'il ne 

travaillerait pas. On lui fait son compte au bout de 3o jours, 

et il se trouve qu'il na rien à recevoir -? on demande combien 

de jours il a travaillé? Rép. 6 jours. 

Un homme achète un cheval quil vend ensuite 100 livres 

de plus quil ne Va acheté. A ce marché il se trouve gagner 

10 pour 100 du prix quil le vend ; on demande combien il 

l'a acheté? Rép. 900 liv. 

On a payé une certaine somme en i5 paiemens qui ont été 

en augmentant toujours de la même quantité ; le premier 

paiement a été de 7 livres, le dernier de 37 livres; on de-

mande de combien chaque paiement augmentait? Rép. 2 ). 

On a de Veau de mer qui , sur 32 livres, contient une 

livre de sel ; on demande combien il faudrait y mêler d'eau 

douce pour que sur 32 livres du mélange, il ny eût plus que 

2 onces de sel?. .. • Rép. 224 livres. 

Des Équations du premier degré, à plusieurs inconnues. 

72. Soit qu'il y ait plusieurs inconnues , soit qu'il n'y en 

ait qu'une , la méthode qu'on doit suivre pour mettre en 

équation est toujours la même. Mais, en général, il faut 

former autant d'équations que peuvent en donner les condi-



lions de la question. Si ces conditions sont toutes distinctes 
et indépendantes les unes des autres, et si, en même temps, 
chacune peut être exprimée par une équation, la question 
ne peut avoir plus d'une solution lorsque toutes ces équations 
sont du premier degré, et qu'en même temps il y en a autant 
que d'inconnues. Mais si quelqu'une des conditions se trouve 
ou explicitement ou implicitement comprise dans quelqu'une 
des autres, ou si le nombre des conditions est moindre que 
le nombre des inconnues, alors on aura moins d'équations que 
d'inconnues, et la question peut avoir une infinité de solutions, 
à moins que quelque condition particulière , mais qui ne peut 
être exprimée par une équation, n'en limite le nombre. Nous 
éclaircirons tout cela par des exemples. 

Nous supposerons d'abord deux équations et deux inconnues. 

Les règles que nous avons établies concernant les équations 

à une inconnue, ont également lieu pour les équations à 

plusieurs inconnues, mais il faut y ajouter la règle suivante 

pour les équations à deux inconnues. 

73. Prenez dans chaque équation la valeur d'une même 

inconnue, en opérant comme si tout le reste était connu: 

égalez ces deux valeurs, et vous aurez une équation qui ne 

renfermera plus que la seconde inconnue , que vous déter

minerez par les règles précédentes. Cette seconde inconnue 

étant trouvée y substituez sa valeur dans l'une ou l'autre des 

deux valeurs que vous avez prises par la première opération , 

et vous aurez la seconde inconnue. Par exemple , si j'avais 

les deux équations 

de la première, je tirerais , en transposant, 2,x—s4—y> et 

en divisant , x = 2 /^~X. De la seconde , je tire , en transpo
sa 

sant, 5# = 65 —3y, et en divisant, 



J'égale les deux valeurs de x, en écrivant 

Équation qui ne renferme plus que la seconde inconnue y* 

Pour avoir la valeur de y, je chasse (64) les dénominateurs 

2 et 5 , et )'ai 

Pour avoir x, je substitue, au lieu de y, sa valeur I O dans 

la première valeur de x trouvée ci-dessus (On pourrait égale

ment substituer dans la seconde.}. Cette substitution me donne 

74- Prenons pour second exemple les deux équations 

Je commence par chasser les dénominateurs (64) dans 

chacune de ces équations, ce qui les change en ces deux 

autres, 

De la première de ces deux-ci, je tire 

De la seconde, 

J'égale ces deux valeurs de x, en écrivant 

équation qui ne renferme plus que y. Pour avoir la valeur de 

cette inconnue, je chasse les dénominateurs, et j'ai 

Pour avoir x , je mets, au lieu dejy, sa valeur 12 dans l'une ou 



l'autre des deux valeurs de x , dans la première , par exemple 9 

et je trouve 

75. Prenons pour troisième exemple les deux équations 

Je commence par faire disparaître les dénominateurs (64) .J'ai 

De la première, je tire 

La seconde me donne 

Egalant ces deux valeurs de xy j'ai 

Pour avoir la valeur de x, je substitue, au Heu de y , sa 

valeur 28 , dans 1 équation x— 7 trouvée ci-dessus, 

ce qui donne 

7 6 . Si les équations étaient littérales, on opérerait de la 

même manière. Ainsi, si l'on avait les deux équations 

dans lesquelles a, by c, ci, ey f marquent des quantités con

nues , positives ou négatives ; la première donnerait, par trans

position , ax=e— byy et par division, x~C—^-\ la seconde 

donnerait de même, par transposition, dx — e—fy > et par 



division , x-=s.—-M-, Egalant ces deux valeurs de x , on 

aurait 

chassant les fractions, on a 

transposant afy—bdy = ae— ca, 

enfin divisant (61), on â  

Pour avoir la valeur de x , il faut substituer, au lieu dej% 

sa valeur — n . dans l'une des deux valeurs de x, dans 
aj—bd 

par exemple. 

Cette substitution donnera 

7 7 . Nous avons supposé jusqu'ici que les deux inconnues 

se trouvaient toutes deux dans chaque équation. Lorsque cela 

n'arrive point, le calcul ne diffère des précèdens qu'en co 

qu'il est plus simple. Par exemple, si l'on avait 

la première donnerait 3T la seconde, 

Egalant ces deux valeurs , on aurait 

d'oùj 

Des Equations du premier degré , cl trois, et ci un plus grand 

nombre d'inconnues. 

7 8 . Ce que nous venons de dire étant une fois bien conçu , 

il est facile de voir comment on doit se conduire lorsque le 

nombre des inconnues et des équations est plus considé rable. 

Nous supposerons toujours qu'on ait autant d'équations que 



d'inconnues. Si l'on en a trois , on prendra, dans chacune, 

la valeur d'une même inconnue , comme si tout le reste éiait 

connu. On égalera ensuite la première valeur à la seconde, 

et la première à la troisième; ou bien l'on égalera la pre

mière à la seconde, et la seconde à la troisième. On aura, 

par ce procédé , deux équations à deux inconnues seulement, 

et on les traitera par la règle précédente ( 73 ) . 

Soient, par exemple, les trois équations : 

r. 

De la première, je tire 

De la seconde, 

> et 

De la troisième , 

et : 

Egalant la première valeur de x à la seconde, et la première 

à la troisième, j'ai 

Comme il n'y a plus que deux inconnues , je traite ces deux 

dernières équations suivant la règle donnée (73) pour les équa

tions à deux inconnues. Je chasse donc les dénominateurs, 

ce qui me donne les deux équations suivantes : 

\fî<x —/toy — oGz== 190,— cjy -|~ £z, 

et 895 — 25y — SSz—ztô + 3 y — 92,. 

Je prends, dans chacune de ces équations, la valeur de y : 

la première me donne, en transposant et réduisant, 

/ r v 12.A.O Gp,î T 7 

12/jc—bzz—Jiy, et en divisant,y~— La seconde 



me donne, en transposant et réduisant, 61 

en divisant, > 

J'égale ces deux valeurs de^ , et j'ai 

Pour avoir y, je mets , au lieu de z , sa valeur i5 , dans 

l'équation - que nous venons de trouver ci-

dessus , ce qui me donne 

Enfin, pour avoir x , je mets, au lieu dey , sa valeur 1 0 , 

et au lieu de z , sa valeur i5 , dans Tune des trois valeurs 

de x trouvées ci-dessus -7 par exemple, dans la première qui 

devient par-là 

79. Si toutes les inconnues n'entraient pas à la fois dans 

chaque équation , le calcul serait plus simple, mais se ferait 

toujours d'une manière analogue. Par exemple, si l'on avait 

les trois équations 

La première donnerait Û la seconde ne donnerait 

point de valeur de x ; la troisième donnerait il n'v 

aurait donc que oes deux valeurs de x a égaler, elles donnent 

équation qui ne renferme plus d'x, et qui étant traitée avec 

la seconde équation $y—z = n , selon les règles des équations 

à deux inconnues , donnera les valeurs dey et des. En achevant 

le calcul, on trouvera 5 ^ 9 , ) ' = to, x = j . 



80. On toit par là que s'il y avait un plus grand nombre 

d'équations, la règle générale serait : Prenez, dans chaque 

équation, la valeur d'une même inconnue; égalez l'une de 

ces valeurs à chacune des autres, et vous aurez une équation 

et une inconnue de moins. Traitez ces nouvelles équations 

comme vous venez de faire pour les premières, et vous aurez 

encore une équation et une inconnue de moins. Continuez 

ainsi jusque ce qu'enfin vous parveniez à n avoir plus quune 

inconnue. 

8 1 . Il ne sera peut-être pas inutile de placer ici , une règle générale pour 

déterminer les valeurs des inconnues dans les équations du premier degré. 

Lorsque le nombre des inconnues est un peu considérable , et que les équa

tions renferment tous les teymes qu'elles peuvent renfermer, on est conduit, 

par la première méthode, si elles sont littérales, à des valeurs plus compo

sées qu'il ne convient; à la vér i té , on peut les réduire, mais c'est un tra

vail qui devient d'autant plus long que le nombre des inconnues est plus 

considérable. D'ailleurs nous réduirons , par la snitc, l'art de chasser les 

inconnues dans les équations qui passent le premier degré , à celui d& 

les chasser dans celles du premier degré. Les méthodes que l'on a eues 

jusqu'ici pour éliminer ou chasser les inconnues, dans les équations qui 

passent le premier d e g r é , ont toutes (si l'on en excepte seulement celles 

qu'ont données M M . Euler et Cramer) l'inconvénient de conduire à des 

équations beaucoup plus composées qu'il ne faut. Ces dernières même n«* 

sont point à l'abri de cet inconvénient, lorsqu'on a plus de deux inconnues. 

II peut donc être utile de donner ici des moyens faciles pour avoir les valeur» 

des inconnues dans les équations du premier degré. C'est ce que nous allons 

faire après avoir exposé une seconde méthode qui peut avoir son utilité 

dans plusieurs rencontres. Soient les deux équations 

3x - 4 - 4 / = 8 1 , et 3 x — 4 j T — 9* 

Si l'on retranche la seconde de là première, on aura 8 / = 7 2 , et par consé

quent, y = 9. A u contraire, si l'on ajoute la première équation à la seconde, 

011 aura 6 ^ = 9 0 , et par conséquent, x = i 5 . On vn i t donc que lorsque les deux 

équations sont telles, que le coefficient de l'une des inconnues est le meule 

dans chacune, il est très-facile, par une simple addition ou une simple 

soustraction, de réduire les deux équations à n'avoir qu'une inconnue. 

82. Mais ne peut-on pas ramener les équations à cet état ? On le peut 

toujours ; i l suffit pour cela de multiplier l'une des deux équations par un 

nombre convenable. Voici comment on doit s'y prendre pour trouver ce 

nombre. Soient les <ïcux équations 

4 * + 3y = 65, et 5x -f-Sy = 111. 

Je représente par m le nombre dont il s'agit, et je multiplie Tune des 



«Jeux équations, Ja seconde, par exemple, pnr m, ce qui me donne.. , . . 

5mx -t-Smy— inm. Je l'ajoute avec la première, et j'ai 

4-r -f* 5 m x -f- 3y Smj = 65 -+• ni/re, 

qu'on peut écrire ainsi 

(4-4- 5m ) x 4- ( 3 -f- Sm ) — 65 m m . 

Si je veux maintenant faire disparaître les x , je n'ai qu'à supposer que 

le nombre m est tel qne ^-+~5m = o , ce qui me donne m = — ^. Cette 

supposition réduit l'équation à (3-4-8m) y = ï>5-J-111 m , qui donne 

, équation qui , en mettant pour m sa valeur - don rte 

Si au contraire j'avais voulu faire disparaître Iesy, j'aurais supposé m 

tel que 3-f-8;re = o, c'est-à-dire, que j'aurais égalé à zéro le coefficient ou 

multiplicateur d e y , ce qui m'aurait donné n 

duit l'équation à 

Cette supposition ré-

qui donne 

équation qui , en mettant pour m sa valeur actuelle donne # = 11. 

83. Si l'on avait trois équations et trois inconnues, on multiplierait la 

seconde par un nombre m, et la troisième par un nombre n ; et les ajoutant, 

ainsi multipliées, à la première , on supposerait égal à zéro le coefficient de 

chacune de deux des trois inconnues x 7 y et z. On aurait, pour déterminer m 

«t n , deux équations que l'on traiterait comme dans le cas précédent. 

Par exemple, prenons les trois équations 

que nous avons déjà traitées. En multipliant la seconde par m, la troisième 

par 7i, et les ajoutant h la première, on aura 

3r-¥-8mx-h5iix-*-5f-{-3rnj-—ny-^'jz—2m2-f-.3/22r=i79-+-64?«+75/i 

qu'on peut écrire ainsi : 

(3-4-8ra-*-5w) x-h (54-3m—n)y~±- (7— ïm+5n) z—i^+S^m+fîn. 

Si c'est z que je veux avoir, je supposerai 

( 1 ) 3-+-8w.-f- 5n — o et 5 -J -3m— n = o j 

ce qui réduit l'équation à 

qui donne : 



Mali les equations (i) donnent 

substituant ces valeurs de m et de n, dans la valeur de z, on trouvera z = i5. 

On voit par là comment on s'y serait pris si , au iieu de z . on avait 

voulu avoir ou x ; mais, lorsque l'une des inconnues est trouvée, il serait 

Miperflu de recommencer un calcul semblable pour chacune des autres, il 

faut substituer la valeur de cette inconnue dans les équations proposées, et 

employant une équation de moins , on détermine les autres valeurs, comme, 

pour le cas où il y a une équation de moins. 

84. En suivant cette méthode, ou la première , on peut trouver des 

formules générales qui représentent les valeurs des inconnues dans tous les 

cas imaginables. C'est ainsi qu'on trouvera qne si l'on représente générale

ment deux équations du premier degré à deux inconnues par 

ax -f- by c = o, et a'x -f- b'y H- cf = o, 

ce qu'on peut toujours faire en passant tous les termes dans un même membre, 

et représentant par une seule lettre la totalité des quantités connues qui 

multiplient chaque inconnue, et la totalité des termes entièrement connus, 

on trouvera, dis-je, que les valeurs de x et de y sont exprimées en cette 

manière : 

Pareillement, si l'on représente trois équations du premier degré à trois 

inconnues, par 

ax+by+cz+d—o, a' x+bfy~\-c'z+-df~o, a"x+b"y-*-c"z-±-d"=z o, 

©n trouvera que les valeurs de x , y et z sont exprimées en cette manière ; 

Pour 4 équations et 4 inconnues , on aurait quatre fractions dont le 

numérateur et le dénominateur auraient chacun 24 termes. Ils auraient 120 

termes pour 5 inconnues j 720 pour 6 , et ainsi de suite, selon le produit 

des nombres 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , etc. (1). 

(1) Si l'on veut s'instruire plus à fond de la manière de déterminer les 

valeurs des inconnues dans les équations du premier degré, on peut con

sulter l'ouvrage que nous avons publié en 1779, sous le titre: Théorie 

générale des Equations algébriques. Paris, in^*. On y trouvera uns 



Application des règles précédentes à la résolution de quelques 

questions qui renferment plus d'une inconnue. 

85. Question première : Un homme a deux espèces de 

monnaie : sept pièces de la plus forte espèce, avec douze pièces 

de la seconde, font 288 livres; et 12 pièces de la première 

espèce, avec sept de la seconde, font 358 lis/.. On demande 

combien vaut chaque espèce de monnaie ? Si Ton savait 

combien vaut chaque espèce de pièce, en multipliant la va

leur d'une pièce de la première espèce , par 7, et celle d'une 

pièce de la seconde espèce, par 12, et ajoutant les deux 

produits, on trouverait 288 livres ; pareillement, en multi

pliant la valeur d'une pièce de la première espèce, par 1 2 , 

celle de la seconde par 7 , et ajoutant les deux produits, on 

trouverait 358 livres ; cela étant, si je représente par x le 

nombre de livres ou la valeur d'une pièce de la première espèce, 

et y celle d'une pièce de la seconde espèce, je pourrai raisonner 

ainsi : Chaque pièce de la première espèce valant x , les 9ept 

pièces vaudront 7 fois x, ou 7 par la même raison, 12 pièces 

de la seconde espèce vaudront I2y ; il faut donc que 

7 0 : + ioy = 288. 

Un raisonnement semblable à l'égard de la seconde condi

tion , fera voir qu'il faut que 

12.x -(-7^ = 358. 

Ces deux équations donnent X = Q4> y — 1 0 ' Donc, la plus 

forte pièce était de 24 livres et la plus petite de 10 livres. 

En elFet, 7 pièces de 24 livres font 168 livres , qui, avec 12 

pièces de 10 livres ou 120 livres, font 288 livres. De plus, 

la pièces de 24 livres, qui font 288 livres , avec sept pièces 

de 10 livres qui font 70 livres , donnent 358 livres. 

Question seconde : On a mêlé ensemble une certaine quan-

méthode tiès-généralc et très-expéditive pour déterminer toutes à la fois ou 

•éparément , les valeurs çtes inconnues daus les équations, soit nonuéi kjRes, 

«vit littérales. 



thé dor et une certaine quantité d'argent. Tout le mélange 

fait un volume de 12 pouces cubes , et pèse 100 onces .* un 

pouce cube d'or pèse 1 2 onces §, et un pouce cube d'argent pèse 

6 onces •§. On demande quelle est la quantité d'or et quelle 

est la quantité d'argent qui ont été alliées? Si Ton connaissait 

Je nombre de pouces cubes de chaque espèce de matière , en 

ajoutant ces deux nombres, ils donneraient 12 pour leur 

somme. De plus , en prenant 12 onces f autant de fois qu'il 

7 a de pouces cubes d'or, c'est-à-dire, en multipliant 12 | par 

le nombre des pouces cubes d'or, on aurait le poids de l'or 

qui entre dans le mélange, et en multipliant de même 6 onces f 

par le nombre de pouces cubes d'argent, on aurait le poids de 

l'argent, et en ajoutant ces produits ils formeraient 100 onces. 

Raisonnons donc de la même manière en représentant par x 

le nombre des pouces cubes d'argent : il faut donc que 

D'un autre côté, chaque pouce cube d'or pesant 12 onces| 

ou 2& d'once, un nombre x de pouces d'or pèsera 4p X x 

38x 

ou -g - . Par la même raison chaque pouce cube d'argent pe

sant 6 onces § o u d ' o n c e , un nombre y de pouces cubes, 

pèsera ^-y$ donc l'or et l'argent réunis pèseront ~-x + ; 

or ils doivent peser 100 onces, donc 

Ces deux équations donnent x = 3 e t^= 9, c'est-à-dire, qu'on 

a mêlé 3 pouces d'or avec 9 pouces d'argent. En effet, le tout 

fait 12 pouces cubes. D'ailleurs 3 pouces cubes pesant chacun 

12 onces |- font 38 onces, et 9 pouces cubes pesant chacun 

6 oncesj-font 62 onces, lesquelles avec les 38 font 100 onces. 

Si les deux matières qu'on a mêlées avaient des pesanteurs 

spécifiques (1) différentes, et si le volume, ainsi que le poids 

( 1 ) On appelle pesanteur spécifique, la pesanteur d'un corps dont le 

volume est connu. Quand on dit: un tel corps pèse 1 2 livres , on ne dé

termine que le poids de ce corps et non pas celui de l'espèce de matière 

dont il est composé 5 mai* quand oa dit, par exemple, 1 2 pouces cube» 



total du mélange , étaient différens de ce qu'on vient de 

supposer, la méthode , pour trouver les quantités de chaque 

espèce de matière , n'en serait pas moin3 la même 3 ainsi pour 

renfermer dans une seule , toutes les solutions des questions de 

cette espèce, supposons généralement que le nombre total des 

pouces cubes des deux espèces de matière soit a ; que le poids 

total du mélange, exprimé énonces, soit h ; que le poids d'un 

pouce cube de la première matière soit c ; et celui d'un pouce 

cube de la seconde, soit d, (c et d étant exprimés en onces). 

Alors si nous représentons par x le nombre de pouces cubes 

de la première matière , et par^/ le nombre de pouces cubes 

de la seconde, nous aurons pour première équation 

D'ailleurs chaque, pouce de la première matière pesant c 

d'onces, dès qu'il y a o; de pouces cubes, la quantité de la 

première matière pèsera c X ^ ou ex. Par la même raison, 

la quantité de la seconde matière pèsera dy, ensorte que le 

total pèsera ex ~\-dy \ et comme il est supposé peser b , i l 

faut que 

Ces deux équations donnent 

Ces formules peuvent fournir une règle susceptible d'un 

énoncé assez simple , pour la résolution générale de toutes 

les questions de cette espèce. Pour trouver cette règle, il faut 

faire attention, i° que b marque îe poids total du mélange; 

s° que a marquant le nombre total des parties du mélange., 

et d le poids d'une des parties de la seconde espèce, ad 

marque ce que pèserait îe volume du mélange , s'il était com

posé seulement de la matière de la seconde espèce. En effet, 

d'eau pèsent 7 onces 6 gros , alors on détermine la pesanteur de cette espèce 

d ' e a u ; on met en état de déterminer combien pè»c tout auuv vo lume 

4e ecltç tticme eau. 

si 



si tout le volume était d'argent, par exemple, on trouverait 

son poids total, en multipliant la pesanteur ¿2 d'un pouce cuba 

d'argent, par le nombre total a des pouces cubes* Enfin le 

dénominateur c *—d est la différence des pesanteurs spécifiques 

de chaque espèce de matière. Si l'on analyse, de même, la 

valeur de y , on verra que ac est ce que pèserait îe volume 

du mélange , s'il était uniquement composé de la première 

matière. De là on pourra conclure cette règle. 

Calculez ce que pèserait le volume du mélange , s'il était 

composé seulement de la seconde matière ; retranchez ce poids 

du poids total actuel du mélange, et divisez le reste par la 

différence des pesanteurs spécifiques des deux matières : le 

quotient sera le nombre des parties de la première qui entre 

dans le mixte. Pour avoir le nombre des parties de la seconde 

matière , calculez ce que pèserait le volume du mélange , s'il 

était tout entier de la première matière; retranchez-en le poids 

total actuel du mélange, et divisez le reste par la même 

quantité que ci-dessus. Cette règle est précisément ce qu'on 

appelle en Arithmétique, la règle d'alliage, et qu'en Arithmé

tique nous avons renvoyée à cette troisième partie. 

On peut , à cette même question , en ramener une infinité 

d'autres qui, au premier coup-d'œil, ne semblent pas de même 

espèce : par exemple celle-ci : Faire 522 livres en 42 pièces, 

les unes de 24 livres, et les autres de G livres ; car avec un 

peu d'attention , on voit que cette question est la même que> 

cette autre ; un mixte composé de 42 pouces cubes de matière > 

pèse 522 onces : des deux matières qui y entrent, l'une pèse 

24 onces par pouce cube, et l'autre 6 onces. En suivant la 

règle précédente, on trouvera qu'il faut i5 pièces de 24 livres 

et 27 pièces de 6 livres. 

La même règle servirait encore à résoudre cette autre ques

tion : Un pied cube d'eau de mer pèse j4 livres , un pied cuba 

d'eau de pluie pèse 7 0 livres ; combien faudrait-il mêler 

ensemble d'eau de mer et d'eau de pluie pour faire de l'eau 

qui pesât livres le pied cube ? 

On voit par là combien il peut être utile de s'accoutumer 
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de bonne heure à représenter, d'une manière générale, les 

quantités connues qui entrent dans les questions, et à inter

préter ou traduire les résultats algébriques des solutions de* 

problèmes. 

Question troisième : On a trois lingots, dans chacun des

quels il entre de For, de l'argent et du cuivre. L'alliage dans 

le premier est tel} que sur 16 onces, il y en aj d'or, 8 d'ar

gent et 1 de cuivre. Dans le second, sur 16 onces , il y en 

a 5 d'or, 7 d'argent et 4 de cuivre. Dans le troisième, sur 

16 onces , U y en a a d'or, 9 d'argent et 5 de cuivre. On veut, 

en prenant différentes parties de ces trois alliages, composer 

un quatrième lingot, tel, que sur 16 onces, il s'en trouve 4 onces 

etj% en or, 7 T Ï Ï 6 7 1 argent> et 3 en cuivre. Représentons 

par x le nombre d'onces qu'il faut prendre du premier lingot ; 

par y, le nombre d'onces qu'il faut prendre du second, et 

enfin par z, le nombre d'onces qu'il faut prendre du troisième. 

Puisque 16 onces du premier contiennent 7 onces d'or, on 

trouvera ce que x d'onces de ce premier lingot peuvent con

tenir d'or, en calculant le quatrième terme de cette pro

Pour satisfaire à la seconde condition , on remarquera, de 

même, qu'en prenant x d'onces sur le premier lingot, on 

prend nécessairement | ~ d'onces en argent, sur le second ̂ ~ , 

et enfin sur le troisième, on prend nécessairement — : ces 
10 

portion 16 : 7 : : x : : ce quatrième sera par un raisonne

ment semblable, on trouvera qu'en prenant^ onces du second 

lingot, on prend en or, et sur le troisième Ces trois 

quantités réunies font or, on veut qu'elles fassent 

Ione 



trois quantités reunies tont — — , et comme on veut 

qu elles fassent 7 ~ | ou ~ > o n a u r a 

En procédant de la même manière, on aura, pour satis

faire à la troisième condition , l'équation 

Comme le nombre 1S est diviseur commun des deux membres 

de chacune des trois équations qu'on vient de trouver, on peut 

îe supprimer , et alors on aura les trois équations suivantes : 

r 
J 

Tirant de chacune la valeur de x, on aura 

égalant la première valeur de x, à laseconde et àlatroisième(78), 
on aura 

équations qui ne renferment plus que deux inconnues , et qu'il 

faut, par conséquent, traiter selon ce qui a été dit (73) Pour 

cet eifet, je commence par faire disparaître les diviseurs, et j'ai 

632 — 4°y — 16z =̂ 854 — 4.qy — 61z, 

et 79— Sy — 2z = 385—28y — 3 5 « , 

«u , en passant tous les y d'un côté et réduisant, 

<jy = 222—472, et 23y=3oG—33z; 

ces équations donnent 

2 



égalant ces deux valeurs de y , j'ai 

chassant les diviseurs, 

5106— 10812 = 2754— 2 97z; 

transposant, 5106 — 2754 = 1081z — 2972 ; 

réduisant, 2352 = 784^ \ et enfin, en divisant, 

Pour avoir la valeur de y , je substitue dans Tune des deux 

valeurs qu'on a trouvées ci-dessus pour y, j'y substitue, dis-je, 

au lieu de z, sa valeur 3 , qu'on vient de trouver, par exemple , 

en substituant dans 

Enfin pour avoir x, je substitue , au lieu de^ et de z, leur^ 

valeurs 9 et 3 dans l'une des trois valeurs qu'on a trouvées 

ci-dessus pour x ; par exemple , dans la dernière , savoir > 

x = 55 — 4y — 5s , et cette valeur devient 

* = 55—36 — i 5 = 55 — 5 i = 4 ; 

c'est-à-dire, puisqu'on trouve x = 4> y~9 e t 2 = 3 , qu'il 

faut prendre 4 onces du premier lingot, 9 du second, et 3 du 

troisième , et alors le nouveau lingot contiendra en or, 4 onces 

et T | 3 en argent, 7 onces 4 ^ ; et en cuivre, 3 onces ~ . 

En effet, puisque le premier lingot contient sur 16 onces , 

7 onces d'or, 8 d'argent et une de cuivre, il est évident que 

si l'on prend 4 onces seulemeut de ce lingot, on aura 

d'once en or , ~ en argent et - ~ 9 en cuivre. Par une raison 

semblable , en prenant 9 onces du second lingot, on aura ~ 

en or, 7- en argent, et f | en cuivre; et en prenant 3 onces 

du troisième lingot, on aura 7^ en or, ~~ en argent, et 7^ en 

cuivre. Réunissant les trois quantités de chaque espèce de 

matière, provenantes des trois lingotsx on aura -ff> -77?> 



pour les quantités d'or, d'argent et de cuivre qui entreront 

dans le quatrième lingot. 

Des cas où les questions proposées restent indéterminées , 

quoiqu'on ait autant d'équations que d'inconnues, et des 

cas où les questions sont impossibles. 

86. Il arrive quelquefois que quoiqu'on ait autant d'équa

tions que d'inconnues, la question qui a conduit à ces équa

tions reste néanmoins indéterminée, c'est-à-dire qu'elle est 

alors susceptible d'un nombre indéfini de solutions. Ce cas 

a- lieu lorsque quelques-unes des conditions, quoique diffé

rentes en apparence , se trouvent être les mêmes dans le 

fond. Alors les équations qui expriment ces conditions sont 

ou des multiples les unes des autres , ou, en général, quelques-

unes d'eatr'elles sont composées d'une ou de plusieurs des 

autres, ajoutées ou soustraites , multipliées ou divisées par cer

tains nombres. Par exemple, une question qui conduirait à 

ces trois équations 

5.r-f-3y+ 22=17, 8.r + 2 y + 42=20, i o \ r+8y+ 8z = 54, 

serait susceptible d'un nombre indéfini de solutions, quoiqu'il 
semble, d'après ce que nous avons vu plus haut, que x > y et 2 
no peuvent avoir chacun qu'une seule valeur. De ces trois 
équations, la dernière est composée de la seconde ajoutée avec 
le double de la première. Or il est évident que les deux pre
mières étant une fois supposées avoir lieu , la troisième s'ensuit 
nécessairement; que, par conséquent, elle n'exprime aucune 
nouvelle condition : on est donc dans le même cas que si l'on 
avait seulement les deux premières équations : or nous verrons 
dans peu que, lorsqu'on n'a que deux équations pour trois 
inconnues, chaque inconnue est susceptible d'un nombre indé
fini de valeurs. 

87. Le calcul fait toujours connaître les cas dont il s'agit ici: 

voici comment. Il n'y a qu'à procéder à la recherche des in

connues, selon les règles données ci-dessus : alors si quelqu'une 

des équations est comprise dans les autres, on arrivera, dans 



le cours du calcul , à une équation identique, c'est-à-dire à 
une équation dans laquelle les deux membres seront non-
seulement égaux , mais encore composés de termes semblables 
et égaux : autant on trouvera d'équations identiques , autant 
il y aura d'équations inutiles parmi celles qui auront été pro
posées. Par exemple , si de chacune des deux équations 

6x + 8y = IQ et x -\-y f = 2 

je tire la valeur de x, j'aurai, en égalant ces valeurs , 

équation identique , et qui ne peut faire connaître la valeur 
de y , parce qu'après la transposition et la réduction, on est 

conduit à cette équation , 0 = 0. 

Pare illement, des trois équations ci-dessus on tire 

égalant la première de ces valeurs , à la seconde et à la 

troisième, on aura 

chassant les dénominateurs , transposant , 

réduisant et divisant, on aura 

taleurs qui, étant égalées, donnent l'équation identique 

il n'y a donc , dans ce cas, que deux équations réellement 

distinctes. 

Mais si l'on avait les trois équations suivantes : 

, O U i 

E T 



«Iles donneraient 

Egalant la première de ces valeurs à la seconde et à la troisième y 

on aurait 

€t en chassant les dénominateurs, 

600 — 75y — 5oz — 600 — j5y boz > 

3Go — tpy — 3oz = 36o — 45y — 3oz, 

équations identiques, et dont on ne peut tirer ni ̂ y ni z, parce 

qu'elles se réduisent chacune à 0 = 0. Il n'y a donc ici, à 

proprement parler, qu'une seule équation. 

Les questions qui conduisent à de pareils résultats, sont 

indéterminées, mais ne sont pas impossibles. Nous verrons , 

dans peu, comment on doit les traiter. 

88. Dans les cas dont nous venons de parler, le numérateur et le dénomi

nateur de chacune des valeurs des inconnues x, y, z7 etc. que nous avons 

données (84) deviennent o, ce qui doit ê tre , ainsi qu'on peut le conclure 

facilement de ce que nons venons de dire. On peut donc , par le moyen 

de ces mêmes formules générales, reconnaître les cas où quelques-unes 

des équations seront comprises dans les autres. 

89. Lorsqu'une question qui ne conduit qu'à des équations 

du premier degré est impossible, on s'en apperçoit à ce que 

la suite du calcul conduit à une absurdité ; par exemple , 

conduit à dire 4=5. Si l'on avait, par exemple, les deux 

équat ions . . . . 

5# + 3 y = 3 o et 200:+ isy = i35 . 

Elles donneraient 

qui conduit à 600 = 675 ; ce qui est absurde ; donc la question 

qui fournirait les deux équations proposées est impossible. 



90. Les solutions négatives indiquent aussi une sorte dim-* 

possibilité dans la question; mais cette impossibilité n'est pas 

absolue, elle est relative au sens dans lequel les quantités ont 

été prises ; ensorte qu'il y a un sens dans lequel ces solutions 

sont naturelles ou admissibles. {Voyez ce qui a été dit (69).) 

Des Problèmes indéterminés. 

91. On appelle Problème indéterminé toute question à 

laquelle on peut satisfaire en plusieurs manières, sans pouvoir 

déterminer parmi toutes ces manières, quelle est celle qui 

donne lieu à la question. Ces sortes de problèmes ont toujours 

moins de conditions que d'inconnues, et envisagés générale

ment, ils sont susceptibles d'une infinité de solutions; mais 

il arrive souvent aussi que le nombre de cea solutions est 

limité par quelques conditions qui, r.o pouvant pas être r é 

duites en équations, ne permettent pas de déterminer d'une 

manière directe le nombre des solutions que la question peut 

avoir. Si l'on proposait cette question : Trouver deux nombres 

quiy pris ensemble , fassent 24/ en nommant a? l'un de ces 

nombres, et y l'autre, on aurait x +y = 24, équation de 

laquelle on tire 07=24—y- Or cette question est susceptible 

d'une infinité de solutions , si par x et y on entend indiffé

remment des nombres entiers, ou des nombres fractionnaires, 

et des nombres positifs ou négatifs : il suffit, pour y satisfaire, 

de prendre pour^y tel nombre qu'on voudra, et de conclure 

la valeur de 07 de l'équation x = 24—y, en y substituant 

pour y le nombre qu'on aura pris arbitrairement ; ainsi si l'on 

suppose successivement 

y = 1, y = 1 i,y = 2, y—Q~ etc., on aura 

o; = 23, x— 22 -£, 07 = 22 , 07 = 21 etc. 

Mais si l'on ne veut que des nombres entiers et positifs , alors 

le nombre des solutions est limité; car pour que x soit positif, 

il faut que y ne soit pas plus grand que 24. Et puisqu'on ne 

veut que des nombres entiers, il est évident que l'équation 



ne peut avoir en tout que 20 solutions en y comprenant o : 
ensorte que supposant successivement 

y z=i o,yz=z i}y — 2,y =z3, etc., on aura 

x — 2.4 > oo = 23, x — 0,2 y x •=! 21, etc. 

Q Q . Mais lorsqu'on impose la condition que les nombres deman
dés soient des nombres entiers et positifs, on ne voitpas toujours 
aussi facilement que dans l'exemple précédent, comment on 
peut satisfaire à cette condition : les questions suivantes sont 
propres à le faire connaître. 

Question première. On demande en combien de manières 

on peut payer 54^ livres, en donnant des pièces de 17 livres et 

recevant en échange des pièces de 11 livres. Représentons 

par x le nombre des pièces de 17 liv. et par y celui des pièces 

de 11 liv. ; en donnant x pièces de 17 liv., on paierai fois 

17 liv. ou ijx : en recevant y pièces de 11 liv., on recevra 

11 y ; par conséquent, on aura payé 17 x— 1 î^y; et puisqu'on 

veut payer 642 h'v, , on aura 17 x—n^y = 54?- Tirons la 

valeur de y, c'est-à-dire de l'inconnue qui a le moindre coefli-

cient, et nous aurons 

Comme on n'a que cette équation, on voit qu'en mettant 

arbitrairement pour x tel nombre qu'on voudra, on aura poury 

une valeur qui satisfera sûrement à l'équation; mais comme 

la question exige que x et y soient des nombres entiers, voici 

comment il faut s'y prendre pour y parvenir directement. 

La valeur de y se réduit, en faisant la division autant qu'il 
est possible, à 

il faut donc que soit un nombre entier : soit u c« 
1 11 

nombre entier; on aura 
• l - T « 1 - » 



ii faut donc que fasse un nombre entier : soit t ce 

nombre entier, on aura 

il faut donc que - fasse un nombre entier : soit ^ ce nombre 

entier, on aura 

l'opération est terminée, parce qu'il est évident qu'en prenant 

pour s tel nombre entier qu'on voudra, on aura toujours pour t 

un nombre entier tel que l'exige la question, puisqu'il n'y a 

plus de dénominateur. 

Remontons maintenant aux valeurs de a: et y : puisqu'on a 

trouvé u = l (6f — 3 ) , en mettant pour t sa valeur 5$ + 3 , 

on aura 

et puisqu'on a trouvé 

en mettant pour u sa valeur, on aura 

enfin puisqu'on a trouvé 

en substituant pour x sa valeur ; on aura 

ainsi les valeurs correspondantes de x et de y sont 

Par la première , on est libre de prendre pour s tel nombre 

entier qu'on voudra; mais la seconde ne permet pas de prendrez 



plus petit que 3 : en effê y devant être positif, il faut que 17s 

soit, plus grand que 4° > o u <î u e s soit plus grand que ~f , 

c'est-à-dire plus grand que 2. On peut donc satisfaire à cette, 

question d'une infinité de manières différentes, qu'on aura toutes 

en mettant dans les valeurs de x et de y, au lieu de s, tous les 

nombres entiers positifs imaginables depuis 3 jusqu'à l'infini} 

ainsi posant successivement 

s rz= 3 , s = 4 > s = 5, s = S} s — 7, etc., 

les valeurs correspondantes de x et de y seront 

x = 3 9 et^ = 11 ; x=5o ety=z<2$; x=Si ety=:4^> etc., 

dont chacune est telle, qu'en donnant le nombre de pièces de 

17 liv. désigné para;, et recevant le nombre correspondant 

de pièces de 11 liv. désigné par^, on paiera 642 livres. 

Question seconde. Faire j4l ^lVt e n 4 1 pièces de trois es

pèces; savoir, de 24 ¿ V . , de 19 liv., et de 10 livres. Soient x ,y 

et z les nombres de pièces de chacune de ces trois espèces *, 

1° puisqu'on veut en tout 4L pièces, on aura 

ac+y + z = 4i ; 

2* chaque pièce de la première espèce valant 24 liv., le 
nombre x des pièces vaudra x fois 24 Hv. ou 24 oc \ par la 
même raison pièces de la seconde espèce vaudront i 9 y , et 
z pièces de la troisième espèce vaudront 10 z ; ainsi les valeurs 
réunies des trois nombres de pièces différentes, monteront à 
24^: + îjjy + 1 0 z ; et comme elles doivent monter à 741 ÜV., 
on aura 

Je prends , dans chacune de ces équations, la valeur d'une 
même inconnue, peu importe laquelle , de x , par exemple, 
et j'ai 

et 

j'égale ces deux valeurs , et j'ai 



ou chassant le dénominateur 

transposant et réduisant, on a 

Je prends maintenant la valeur dey qui a le plus petit 

coefïieient, et j'ai 

or y et z devant être des nombres entiers, il faut que 

soit un nombre entier : soit donc t ce nombre entier, on aura 

il faut donc que 

• on aura 

soit un nombre entier : soit u ce nombre 9 

Remontons maintenant aux valeurs de y, z et x. Puisqu'on 

vient de trouver z on aura, en mettant pour t sa 

valeur 

et puisqu'on a trouvé 

valeur, on aura 

en mettant pour z sa 

Enfin, puisqu'on a trouvé x — 4l—y—z> o n aura 



En sorte que Jes valeurs correspondantes de x, y et Z sont 

xz=zyii — i 3 , y = bj—14", et z~hu— 3 , 

dans lesquelles on peut mettre pour u tel nombre entier qu'on 

voudra , pourvu qu'il en résulte des nombres positifs pour x} y 

et z : or cette condition emporte ces trois autres : i° que 9 ^ 

soit plus grand que i 3 , ou que u soit plus grand que 

ou 1 | ; 2 0 que 5j soit plus grand que i4"o ou que u soit 

plus petit que f£ , c'est-à-dire plus petit que 4 3° enfin, 

que 5u soit plus grand que 3 , ou u plus grand que | , ce qui ne 

peut manquer d'arriver, dès qu'on observera la première condi

tion ; ainsi le nombre des* solutions est donc très-limité , et se 

réduit à trois que l'on trouve, en donnant à u pour valeurs les 

nombres 2 , 3 et 4> qui sont les seuls que l'état de la question 

admette. On ne peut donc faire J^Ï liv. en 41 pièces des trois 

espèces proposées, qu'en prenant les nombres de pièces m a r 

quées ci-dessous, et qu'on trouve, en mettant pour u , les 

nombres 2 , 3 et 4> successivement dans chacune des valeurs 

de x y y et z. 

12= 2 , donne x— 5 , r= 29 et 2 — 7 

w = 3 , donne x — i4 ; y = 1 5 et zz=z 12 

i / = 4> donne o :=23 , y ~ 1 et z = : 17. 

Dans le cours des divisions que l'on fait pour réduire la 

Valeur de l'indéterminée à un nombre entier, rien n'oblige à 

prendre le quotient plutôt au-dessous de sa véritable valeur 

qu'au-dessus. Il est même quelquefois plus expéditif de le 

prendre de cette dernière manière. Par exemple , si j'avais 

Véquation 19^ =52o; + i 3 9 , au lieu d'en conclure 

en prenant %x pour valeur du quotient de 5ix divisé par 19, 

;en nombres entiers : je conclurais 

en prenant plutôt, Zx pour quotient, parce que ce quotient 



est plus approchant, et que l'excédant 5x dont je tiens compte 

en lui donnant le signe — , a un coefficient plus petit, ce qui 

ne peut manquer d'abréger le calcul. Je fais ensuite 

d ou x = • ; et. 

Faisant i - i - - = t. j'ai enfin u = 5t— 1 ; 

ce qui achève la solution plus promptement que si j'avais pris 
chaque quotient au-dessous de sa véritable valeur. Si on re
monte , comme ci-dessus , aux valeurs de x et de y, on 
trouvera 

qui, en donnant à t pour valeurs tous les nombres négatifs 

depuis zéro, donneront toutes les solutions positives de l 'é

quation. 

Des Equations du second degré d une seule inconnue. 

g3. On appelle Equations du second degré, celles dans 
lesquelles la plus haute puissance de l'inconnue est cette même 
inconnue multipliée par elle-même, ou élevée à son quarré. 
Ainsi, l'équation 5 x 2 = i a 5 , est une équation du second degré, 
parce que dans le terme 5a: a, la quantité x est multipliée par 
elle-même. 

g4« Lorsque l'équation ne renferme d'autre puissance de 

l'inconnue que le quarré , elle est toujours facile à résoudre : 

il suffit de dégager le quarré de l'inconnue, de tout ce qui 

peut le multiplier, ou le diviser, ou des quantités qui peu

vent se trouver jointes avec lui, par les signes-f-ou—, ce 

qui se fait par les règles données (56, 60 et 64) ; après quoi 

il n'y a plus qu'à tirer la racine quarrée de chaque membre. 

Par exemple , de l'équation 5 x a = 125, je conclus, en divisant 

par 5, a?a =:-14â = 25, en tirant la racine quarrée de chaque 

membre , a: = 5 : car il est évident que si deux quantités sont 

égales, leurs racines quarrées seront aussi égales, et il est 

également clair que x est la racine quarrée de x*. 

, et. 



Pareillement si j'ai l'équation 

je chasse les fractions, et j'ai 

donc 

ce signe j / , marque qu'on doit tirer la racine quarrée. Lorsqu'on 

doit tirer la racine quarrée d'une fraction, comme dans le cas 

présent, on fait descendre les jambes du signe \ / (qu'on 

appelle signe radical ) au-dessous de la barre qui sépare les 

deux termes de la fraction. Mais si Ton n'avait à représenter 

que la racine quarrée de l'un ou de l'autre des deux termes 

de la fraction, le radical serait tout entier au-dessus ou au-

dessous de la barre de la division ; ainsi pour marquer qu'on 

veut diviser par 3 , la racine quarrée de 4o, on écrirait 

Si la quantité dont on doit tirer la racine quarrée était 

complexe, on donnerait au radical une queue qui recouvri

rait toute la quantité ) par exemple, pour marquer la racine 

quarrée de Sab+b2, on écrirait y/dab-^-b2-. Quelquefois aussi, 

sans donner une queue au radical, on renferme la quantité 

complexe entre deux crochets, qu'on fait précéder du signe \ / , 

en cette manière \/ ( 3 a è - f - ô 2 ) . 

g5. Nous avons vu (24) <Pe lorsque le multiplicande et le 

multiplicateur avaient tous deux le même signe , le produit 

avait toujours le signe -{-. Cela étant, lorsqu'on a à tirer la ra* 

cine quarrée d'une quantité qui a le signe + , on doit indiffé

remment donner à cette racine quarrée le signe -f- ou le 

signe — * ainsi dans l'équation précédente x a = : 2 5 , on peut, 

lorsqu'on tire la racine quarrée, dire également qu'elle est+ 5, 

et qu'elle est—5, parce que chacun de ces nombres multiplié 

par lui-même , reproduit toujours + 2 5 ; ensorte que la réso

lution de l'équation a:2 = 25 s'écrit ainsi x = :± 5 (1) , ce qui 

(1) On pourrait demander ici pourquoi nous ne donnons pas le double 

signe au premier membre? La réponse est qu'on le peut, mais cela ue 



se prononce en disant x égale plus ou moins 5, et qui équivaut 
à ces deux équations a:=-f -5 et x=—5. 

Pareillement pour la seconde équation ci-dessus, on écri

rait X=z± V'-ïï-
96'. Lorsqu'on a à tirer la racine quarrée d'une quantité 

précédée du signe — , on couvre le tout du radical , que l'on 
fait aussi précéder du double signe zh -7 ainsi si l'on avait 

:r 2 = — 4, on écrirait xz=± —4^ et quoiqu'on puisse tirer 

la racine quarrée de 4 > qui est 2 , il ne faudrait pas écrire 

x = r b 2 : il est essentiel ici de faire attention au signe — de 

la quantité qui est sous le radical. 

97. Lorsqu'une équation conduit ainsi à tirer la racine 

quarrée d'une quantité négative , on peut conclure que le 

problème qui a conduit à cette équation est impossible : en 

effet, une quantité négative ne peut avoir de racine quarrée , 

ni exactement, ni par approximation ; car il n'y a aucune 

quantité, soit positive, soit négative, qu i , étant multipliée 

par elle-même , puisse produire une quantité négative : il est 

bien vrai que —4> P a r exemple , peut être considéré comme 

venant de -f-2 multiplié par — 2 ; mais ces deux quantités 

ayant un signe différent ne sont point égales , et par conséquent 

leur produit n'est pas un quarré. A ins i , lorsqu'on propose de 

tirer la racine quarrée d'une quantité négative, on propose 

une chose absurde ; donc tout problème qui se réduira à une 

pareille opération, sera un problème impossible. C'est à ce 

mène h rien de nouveau. En effet, si l'on écrit . r=i t :5 , on en tire ce* 

quatre équations 

H- x=z 4- 5 , -f* oc~ — 5, — x ~ - \ ~ S y —x — —5. 

La dernière , en changeant les signes, revient à la première. IL en est DTF 

même de la troisième relativement à la seconde. 

11 faut se garder de considérer ia valeur de x dans la première, équation 

rr = 5 t comme étant la même que dans la seconde x-=¿— 5, quoique ces 

deux valeurs soient exprimées par le même caractère ou la même lettre x. 

Cette lettre x est un signe par lequel on represente la quantité que l'on 

cherche ; il peut designer des quantités différentes CQiXime le mot ccu de-

SIGNE lie* quantités DISIENTES dan* diffcïens pays. 

caractère 



caractère qu'omdistingue l'impossibilité des questions du second 

degré. Au reste, il ne faut pas pour cela regarder comme 

inutile la considération des racines quarrées des quantités néga^ 

fives : il arrive assez souvent qu'une question , quoique possi

ble, n'admet de solution que par le concours de pareilles 

quantités , dans lesquelles à la fin , ce qu'il y a d'absurde 

disparaît. On appelle ces sortes de quantités, quantités ima

ginaires. Ainsi \/' '—a, et a + l / — b sont des quantités ima

ginaires. 

9 8 . Ce que nous venons de dire suffît pour la résolution 

des équations du second degré, lorsqu'il n'y a pas d'autres 

puissances de x que le quarré. Mais outre le quarré de l'in

connue , il peut encore y avoir (et cela arrive le plus souvent) 

la première puissance de l'inconnue multipliée ou divisée 

par quelque quantité connue , comme dans cette équation 

x*—4X~ 1 2 * Alors l'artifice qu'on doit employer pour r é 

soudre l'équation, consiste à préparer le premier membre, de 

manière à en faire un quarré parfait : cette préparation suppose 

avant tout trois choses : i°. qu'on ait passé dans un seul membre 

tous les termes affectés de x} et les quantités connues dans 

l'autre, cela s'exécute par ce qui a été dit (56); Û°. que le 

terme qui renferme x2 soit positif, s'il avait le signe — , on 

changerait tous les signes de l'équation, ce qui ne troublerait 

point l'égalité • 3 ° . que le terme qui renferme x2- soit libre de 

tout multiplicateur ou de tout diviseur : s'il n'était point dans 

cet état, on l'y amènerait, en multipliant tous les autres 

termes de l'équation par ce diviseur, et en les divisant par le 

multiplicateur. Par exemple , si j'avais à résoudre l'équation 

i° . je passerais tous les # dans le premier membre , en écrivant 
le terme x"2 îe premier, et j'aurais 

je changerais les signes pour rendre xa positif, et j'aurai» 

Algèbre. T . III. G 



5°. je multiplierais par 5 > ce qui me donnerait 

enfin je diviserais par 3 , et j'aurais 

Comme on peut toujours ramener à cet état toute équation 

du second degré, nous ne nous occuperons actuellement que 

d'une équation préparée de cette manière. 

^ q . Cela posé , pour résoudre une équation du second degré f 

il faut suivre cette règle : 

Prenez la moitié de la quantité connue qui multiplie x dans 

le second terme élevez cette moitié au quarré, et ajoutez ce 

quarré à chaque membre de l'équation, ce qui ne changera 

rien à l'égalité. Le premier membre sera alors un quarré 

parfait. Tirez la racine quarrée de chaque membre, et faites 

précéder celle du second membre, du double signe dt, l'équa

tion sera réduite au premier degré. Quant à la manière de tirer 

la racine quarrée du premier membre, on tirera la racine 

quarrée du quarré de l'inconnue, et celle du quarré qu'on 

a ajouté : on joindra cette seconde à la première , par le signe 

qu'aura le second terme de l'équation. Par exemple, ayant 

l'équation 

x9' -f- 6x = î G , 

je prends la moitié de la quantité connue 6, qui multiplie x 

dans le second terme : je quarre cette moitié, et j'ajoute à 

chaque membre le quarré 9 , j'ai 

x* -f- Gx -f- 9 r = a5 : 

il ne s'agit plus que de tirer la racine quarrée, ce que je fais 

en prenant la racine quarrée de xa qui est x, puis celle de 9 

qui est 3 ; et comme le second terme Sx de l'équation a le 

signe -f- , j'en conclus que x + o est la racine quarrée du 

premier membre. Quant à celle du second , elle est 5 ou 

plutôt (90) ± : 5; par conséquent x + 3 = zt 5. Pour avoir xû 



JÎC s*agît plus que de transposer , et l'on aura x = ± . 5 —3 ; 

c'est-à-dire, que a: a deux valeurs, savoir: 

x — -\-5 — 3 = 2 , et x = — 5 — 3 = —8. 

Nous verrons ci-après ce que signifie cette seconde valeur* 

Pour entendre la raison de cette règle , il faut se rappeler ce 

que nous avons remarqué ( 2 5 ) , savoir, que le quarré d'une 

quantité composée de deux termes, contient toujours le quarré 

du premier terme, le double du premier terme multiplié pat 

le second, et le quarré du second. Cela posé, lorsqu'il s'agit 

d'ajouter à une quantité telle que x% + Gx, ce qu'il est néces

saire pour en faire un quarré parfait, il faut remarquer, i° . que 

cette quantité contient déjà un quarré x* , qu'on peut con

sidérer comme le quarré du premier terme x d'un binôme ; 

2° . qu'on peut toujours considérer le terme suivant Sx, comme 

étant le double de x multiplié par une autre quantité; 5°. que 

cette autre quantité est nécessairement la moitié de S multi

plicateur de x. Il ne manque donc plus que le quarré de cette 

seconde quantité , c'est-à-dire , le quarré de la moitié du mul

tiplicateur de x dans le second ternie. On voit que ce raison

nement est général, quel que soit le multiplicateur de x. Quant 

à la règle que nous donnons en même temps pour extraire la 

racine quarrée du premier membre, elle est également une 

suite de la formation du quarré; puisque les deux quarrés 

extrêmes qui se trouvent dans le quarré d'un binôme étant les 

quarrés des deux termes de la racine, il est évident qu'il ne 

s'agit que de tirer séparément les racines de ces deux quarrés 

pour avoir ces deux termes. Mais on doit donner au second 

terme de la racine, le même signe qu'a le second terme de 

l'équa'tion, parce que de même que le calcul fait voir quô 

le quarré de a -f- b est a1 -j- <j.ab -f. b3-, de même il fait voir 

que le quarré de a — b est a1 — 2aô + è 2 . Appliquons la règle 

du n° 99 à des exemples : 

ioo. De quelque degré que doive être l'équation, il faut 
toujours, pour mettre la question en équation, faire usâ e 
de la règle que nous avons donnée ( 6 7 ) . 



Question première. Trouver un nombre tel, que si à son 

quarré on ajoute S fois ce même nombre, le tout fasse 55 ? 

Si je connaissais ce nombre, que j'appelle x , il est évident 

que j'en prendrais le quarré xa ; qu'à ce quarré j'ajouterais 

8 fois ce nombre, c'est-à-dire 8x, et que le tout x* -f- 8a; 

formerait 35 ; il faut donc que 

x* + Sx = 33. 

Pour résoudre cette équation , j'ajoute à chaque membre le 

nombre 16, qui est le quarré de la moitié du nombre 8 qui 

multiplie x dans le second terme, et j'ai 

x2, + 8a: + 16 == 4 9 , 

équation dont le premier membre est un quarré parfait. Je 

tire la racine quarrée de chaque membre , en observant la 

règle donnée ( 99 ) et j'ai 

a7 + 4 = r f c 7 ; x = ±.7 — 4, 

qui donne ces deux valeurs de a:, 

a; = + 7 — 4 = 3 et sc-=.—7— 4~— I ! -

De ces deux valeurs, la première satisfait à la question , 
puisque 9 , qui est le quarré de 3 , étant ajouté à 8 fois 3 

ou 24 > 33. A l'égard de la seconde, comme elle est né
gative , elle indique qu'il y a une autre question dans laquelle 
prenant x dans un sens tout contraire , la solution serait 11 ; 

c'est-à-dire, que la seconde valeur de x doit satisfaire à cette 
autre question : Trouver un nombre tel, que si de son quarré 

on retranche 8 fois ce même nombre, le reste soit 33 : ce qui 
est en effet; car le quarré de 11 est 121 , et 8 fois 11 fait 
88, lequel retranché de 121 , il reste 33. 

Pour confirmer ce que nous avons dit sur les quantités n é 
gatives ( 6 9 ) , remarquons que cette seconde question mise 
en équation , donne x1—8o:r=35, laquelle, étant résolue selon 
la règle, donne o;:= d± 7 + 4 "> c'est-à-dire, ces deux valeurs, 
x z = i i et x = — 3 , qui sont précisément le coatraire de 
celles de la première question. 



loi . On voit par là qu'une équation du second degré k 

une seule inconnue, a toujours deux solutions. Car les deux 
valeurs 11 et — 3 substituées, au lieu de x , dans l'équation 
x2, — 8a: = 33 , la résolvent également, c'est-à-dire, réduisent 
également le premier membre à 33. On vient de le voir pour 
i l . A l'égard de — 3 , son quarré est + 9 ; et 8 fois —3 > 
font —524 , qui, retranchés de -f- 9 , donnent + 9 -f- 24 , selon 
ce qui a été enseigné (: 1). Mais on voit en même temps que si 
toute équation du second degré a deux solutions, il n'en est 
pas toujours de même de la question qui a conduit à cette 
équation; car, dans le cas présent, la seconde valeur—3, 
ne résout que la question contraire. Au reste, il arrive souvent 
que les deux solutions de l'équation sont aussi, toutes deux, 
solutions de la question. Nous en verrons un exemple dans la 
troisième question. 

Question seconde. On devait partager 175 livres entre un 

certain nombre de personnes; mais il y en a deux d'absentes 

et qui y par cette raison, ne doivent pas avoir part. Cette cir

constance augmente de 10 livres la part de chaque présent ; 

on demande combien il devait d abord y avoir de partageons ? 

Si je savais quel est ce nombre, je diviserais 175 par ce nom
bre , pour connaître combien chacun aurait eu, si toutes les 
personnes eussent été présentes. Je diviserais ensuite par ce 
même nombre diminué de 2 , pour connaître combien chaque 
partageant aura réellement ; enfin je verrais si , en ôtant 
10 livres de ce second quotient, le reste est égal au premier. 
Imitons ces opérations, en représentant par x le nombre 

cherché. Si tous étaient présens, chacun aurait donc 

mais s'il manque deux personnes, chaque partageant aura 

; puis donc que ce dernier nombre doit être plus gr&nd 

de îc que le premier, il faut que 

d'où 



équation à laquelle il ne s'agit plus que d'appliquer la règle 

donnée ( 100). Je prends donc la moitié — 1 du multiplica

teur — 2 de x. Je quarre cette moitié, ce qui me donne + 1 , 

que j'ajoute à chaque membre, et j'ai 

tirant la racine quarrée, j'ai 

d'où 

qui donne x = y et x = — 5 . 

La première est le nombre cherché ; car 175 divisé par 7 , 

lionne 25; et 175 divisé par 7 — a ou 5 , donne 3 5 , qui 

excède 25 de 10. Quant à la seconde, elle résout la question 

où l'on supposerait qu'il s'agit de partager 175 livres avec 

deux nouveaux survenus, et que cette circonstance diminue 

de dix livres la part que chacun aui*ait eue sans cela. 

Question troisième. Un homme achète un cheval, qu'il 

'vend, au bout de quelque temps, pour 24 pistoles. A cette 

vente, il perd autant, pour cent pis'oles, que le cheval lui 

avait coûté. On demande combien il l'avait acheté ? Si l'on 
me disait ce que le cheval a coûté , je vérifierais ce nombre 
en cette manière. Je le retrancherais de 100, et je ferais 
cette règle de trois : Si 100 se réduisent au nombre que vient 
de me donner la soustraction , à combien le nombre prétendu 
doit-il se réduire ? Ayant trouvé ce quatrième terme, il de
vrait être égal à 24. Nommons donc x le nombre cherché , 
c'est-à-dire le nombre de pistoles que le cheval a coûtées. 
Alors puisque 100 sont supposés se réduire à 100 — x , je 
trouverai à combien x doit être réduit, en faisant cette règle 
de trois . 100 ! ico — x II x ! ; le quatrième terme sera. . • 

(Arith. 179 ) ou puis donc qu'on 

suppose que le prix du cheval a été réduit à 24 pistoles, il faut 

que 



Pour résoudre cette équation, je chasse le dénominateur, 

«t j'ai 

1 oox — xx = â oo , ou xx — 1 oox = — 2400. 

Je prends donc (99) la moitié de — 100 qui est—5o ; je 
l'élève au quarré, ce qui me donne + QDOO à ajouter à chaque 
membre. L'équation devient 

xx— 1000: + 2600 = 25oo — 2 4 0 0 r=r 100 ; 

tirant la racine quarrée , j'ai 

x — 5o==-±: 10, a r : = 5 o r h i o , ou 07=60 et x^Ao ; 

chacune de ces valeurs de x résout la question ; ensorte que 

le prix du cheval peut également avoir été de 60 ou de 4 ° 

pistoles : l'énoncé de la question n'est pas suffisant pour dé

terminer lequel de ces deux prix a eu lieu. Si l'on veut véri 

fier ces deux solutions , on verra qu'en supposant que le che

val a été acheté 60 pistoles, puîsqu'alors 100 se réduisent à 

4o , 60 se réduiront à 24. Et dans le second cas, on verra de 

même, que 100 se réduisant à 60, 4 ° s e réduiront à 24. 

102. Dans les questions précédentes, l'équation a eu deux 

solutions, l'une positive, l'autre négative. Dans la dernière, 

elle en a deux positives. Elle peut en avoir aussi deux néga

tives. Mais cela n'arrive que lorsque l'énoncé de la question 

est vicieux; car alors chacune de ces deux solutions négatives 

indique (69) que l'inconnue doit être prise dans un sens tout 

opposé à celui de l'énoncé. Par exemple, si l'on proposait 

cette question : Trouver un nombre tel, que si à son quarré on 

ajoute neuf fois ce même nombre, et encore le nombre 5o, le 

tout fasse 3o ; cette question, mise en équation, donnerait 

x2 + gx -f- 5o = 3o, 

qui, en suivant les règles données plus haut, deviendrait suc

cessivement 

tirant la racine quarrée 



, qui donne 

et 

Ce qui indique que la question doit être changée en cette 

autre : Trouver un nombre tel, que si après avoir ajouté 5o à 

son quarré , on retranche du tout 9 fois le nombre demandé > 

il reste 3o. 

io3. L'Algèbre a donc cet avantage, que non-seulement 
elle résout les questions, mais elle fait encore distinguer si 
elles sont bien ou niai proposées; et si elles sont impossibles^ 
elle le fait connaître aussi : nous en avons déjà donné le carac
tère (97)- Si l'on en veut un exemple, il n'y a qu'à résoudre 
la question troisième, en y supposant vingt-six pistoles au lieu 
de vingt-quatre. L'équation sera 

ou 

oui. selon la règle devient 

tirant la racine quarrée 

et enfin 
or nous avons vu (97) que la racine quarrée d'une quantité 

négative est impossible. 

Question quatrième. Deux personnes se sont réunies dans 

un commerce : l'une a mis 3o louis qui ont resté 17 mois dans 

la société. La seconde n'a fourni ses fonds qu'au bout de 

5 mois; c est-à-dire, quils nont été que 12 mois dans la 

société. Ces fonds que Von ne connaît point, font, avec le 

gain qui lui revient, 26 louis. Le gain total a été de 18 louis 

et f ; on demande ce que le second avait mis, et combien cha

cun a gagné ? La question se réduit à trouver la mise du 

second, car il est évident que le gain de chacun sera facile 

à trouver ensuite. Représentons cette mise, ou le nombre de 

louis de cette mise par x. Puisque les 3o louis du premier ont 

fcté 17 mois dans la société, ils doivent lui avoir produit 



autant que produiraient 17 fois 3o louis ou 5io louis pendant 
un mois. Pareillement, puisque la mise x du second a été la 
mois dans la société, elle doit lui avoir produit autant que 
12fois x de louis ou 12a: produiraient pendant un mois; ainsi, 
on peut regarder la société comme n'ayant duré qu'un mois, 
mais en supposant que les mises aient été 510 et 12.x; cela 
étant, pour savoir ce que le second doit gagner, il faut {Arith. 

37 ) calculer le quatrième terme de cette proportion 

5 i o + 12a: : 18~ : : 12X : 

Ce quatrième terme sera 

qui revient à 

or il est dit dans là question que le gain du second et sa mise & 
font 26 louis ; donc 

D'où 

Prenant donc la moitié de élevant cette moitié au quarré, 

et l'ajoutant à chaque membre, on aura 

Tirant donc la racine quarrée, on aura 

qui donne pour la seule valeur, qui satisfasse à la question, 

la mise du second était donc de 20 louis; par conséquent son 
£ain était de 6, et celui du premier de i 2 | . 

104. A l'égard des équations littérales, la règle est absolu
ment la même. Si Ton avait à résoudre l'équation 

donc 



conformément à ce qui a été dit ( 9 8 et 9 9 ) , je changerai» 
cette équation en 

j'ajouterais à chaque membre le quarré de — \ b, et j'aurais 

puis en 

tirant la racine quarrée , j'ai 

io5. Lorsque l'équation est littérale, elle peut se présenter 

sous une forme plus composée que nous ne l'avons vue jus

qu'ici , mais on peut toujours la ramener à trois termes en 

cette manière. Soit l'équation 

ax* -f- bcx — a 2ô = bx1 — ab2 —- acx. 

Je passe dans un seul membre tous les termes affectés de x , 

en observant d'écrire de suite tous ceux qui ont les mêmes 

puissances de x, et j'ai 

ax* — bx* + bcx + acx = a^b — ab2. 

Je remarque, à présent, que ax%— bx* n'est autre chose que 

( a — b ) xa: pareillement bcx ± acx est {bc-\-ac) x} ensorte 

que l'équation peut s'écrire ainsi 

( a — b ) -f- ( bc + ac ) x = a*b — ab* ; 

©r les quantités a, b, c étant des quantités connues , on doit 

regardera — è , bc-\-acy et a?b — ab2 comme des quantités 

toutes connues : on peut donc, pour abréger, représenter cha

cune de ces quantités par une seule lettre, et supposer 

a—b = m, bc-\-ac= n, a*b — ab2 = p> 

et alors l'équation est réduite à 

et 



qui est dans le cas des précédentes, et qui étant résolue sui

vant les mêmes règles, deviendra successivement 

a 

106. Au reste, on ne fait ces sortes de transformations que 

lorsque le calcul qu'on aurait à faire sans elles , serait très-

composé; car dans ce même exemple , après avoir mis l'équa

tion proposée sous la forme 

enfin. 

on peut la traiter, sans trop de calcul, comme les précédentes, 

en divisant d'abord par a—b, ce qui donne 

maintenant il faut ajouter de part et d'autre le quarré de la 

moitié de - c'est-à-dire, le quarré de • mais 

on peut se contenter de l'indiquer en cette manière^ 

ainsi on aura 

tirant la racine quarrée, on aura 

et e afin 

107. Quoiqu'on puisse , lorsqu'on a conclu la valeur de x % 

'laisser le radical dans l'état où il est, jusqu'à ce qu'on vienne 



aux applications numériques; néanmoins, il peut être sou

vent utile de lui donner une forme plus simple , en réduisant 

au même dénominateur les deux parties qui se trouvent sous 

ce radical. Sur quoi il faut observer qu'on peut souvent les 

réduire au même dénominateur d'une manière plus simple que 

par la règle générale donnée ( 4 7 ) ; e t c e * a e n s e conformant 

aux observations que nous avons faites (4°* ) > prenons, pour 

exemple, \l ^— -4- — : pour réduire à un même dénomina-
V 4 / N- 2 M 

teur les deux quantités -—- et —, j'observe que leurs déno

minateurs actuels ont un facteur commun m, et que par con

séquent, si je multipliais les deux termes de la fraction —, par 

4m, qui est le second facteur du premier dénominateur, 
alors elle aurait le même dénominateur que cette première 

fraction ; c'est pourquoi je change 1 

or comme le radical marque qu'il faut tirer la racine quarrée 

de la fraction, c'est-à-dire , ( Arith. i4% ) du numérateur et 

du dénominateur; je tire celle du dénominateur qui est un 

quarre, et j ai — ; ainsi 1 équation ( î ) , devient... 

ou . 

De l'Extraction de la racine quarrée des quantités littérales. 

108. La résolution des équations du second degré conduit 

donc, comme nous venons de le voir, à extraire la racine 

quarrée des quantités, soit numériques, soit littérales. Nous 

n'avons rien à ajouter à ce que nous avons dit des premières en 

Arithmétique. Nous allons parler des dernières. 

Lorsqu'il a été question de la multiplication des quantités 

m viornes ( 1 8 ) , nous avons dit que le produit renfermait 



toutes les lettres du multiplicande et toutes celles du mul t i 
plicateur : o r , lorsqu'on élève une quantité au quarré , le mul
tiplicande et le multiplicateur sont les mêmes ^ donc , dans un 
quarré monôme, chacune des lettres de la racine doit être 
deux fois facteur ; donc l'exposant de chacune des lettres d 'un 
quarré monôme doit être double de celui des mêmes lettre» 
dans la racine ; donc pour avoir la racine quarrée d'une quan
tité monôme, il faut donner à chacune des lettres de cette 
quantité} un exposant moitié moindre; suivant cette règ le , 
la racine quarrée de a* est a, celle de a 6 est a 3 , celle de> 
a*Z>2c2 est abc, celle de a 4 6 6 c 8 est a 2 i 3 c* . 

109. S'il se trouvait un exposant impair , ce serait donc 
un signe que la quantité proposée n'est point un quarré pa r 
fait y alors, en suivant la règ le , il resterait un exposant f rac
tionnaire qui désignerait qu'il reste à tirer la racine quarrée 
de la quantité qui aurait cet exposant. Ainsi la racine quarrée 

de a*b2rf est ab a c a ou abb* c2 : car on peut considérer a û 6 3 c* 
comme a*b*bc$. 

L'exposant fractionnaire a donc ici le même usage que le 

iigne ainsi ou ( ce qui est la même chose ) 

abc*b équivaut à abc* Donc réciproquement, si une 

quantité monôme est affectée du signe on pourra suppri
mer ce radica l , pourvu qu'on prenne la moitié de chacun des 

exposans. 
110. Cette remarque sert à simplifier les quantités affectées 

du signe lorsque cela est possible. Par exemple, la quantité 

a a 6 3 c étant la même chose que a se réduit à 

abb o u , en remettant le radical au lieu des exposans 
fractionnaires, à ab be. De même a 5 à 4 c 3 se réduit à 

en considérant a5b*c2 comme a*№c*ac, et prenant 
la moitié des exposans 4, 4 e t 2 - On trouvera de même que 

se réduit à ou bien . si l'en multiplie le numé-



rateur et le dénominateur par f, cette expression se réduit à a 

ou enfin à 

111. On voit donc que pour faire sortir hors du radical les 
facteurs qui sont des quarrés parfaits , il faut prendre la moitié 
des exposans de ces facteurs. Au contraire, pour faire entrer 
sous le radical un facteur qui serait au dehors, il faudra dou
bler l'exposant de ce facteur, c'est-à-dire, élever ce facteur 

au quarré. Ainsi a peut être change en 

peut être changé en qui se réduit à De même 

+ peut être changé en 

112. Jusqu'ici nous n'avons pas eu égard au coefficient. S'il 
y en avait u n , et qu'il fut un quarré parfait, on en tirerait 
la racine quarrée selon les règles de l'Arithmétique : ainsi 

devient 3ab De même 1024 a?b3c devient 

n 3 . Mais si le coefficient n'était point un quarré parfait, 
il faudrait voir s'il ne peut pas être décomposé en deux fac
teurs , dont l'un soit un quarré parfait dont on tirerait la ra
cine , et on laisserait l'autre sous le radical ; c'est ainsi que 

se réduit à parce que étant égal à 

On trouvera de même que se réduit à 

114. Si la quantité affectée du signe radical, est complexe 
et n'est point un quarré parfait, il faut examiner si elle ne 
peut pas être décomposée en deux facteurs, dont l'un serait 
un quarré parfait; alors on tirerait la racine de celui-ci, 
<tt on laisserait l'autre sous le radical. Lorsque le facteur 



quarre, s il y en a, est monôme , il est toujours facile à ap-
perceyoir. Par exemple, dans la quantité 

je vois que b* est facteur de tous les termes, ensorte que cettô 
quantité équivaut à cette autre 

je tire donc la racine quarrée de ba, et j'ai 

115. Mais lorsque ce racteur quarre ctoit être complexe a 

ou lorsque la quantité complexe qui est sous le radical est 
elle-même un quarré , il faut bien se garder, pour en avoir 
la racine, de tirer séparément la racine quarrée de chacun 
des termes qui la composent. Par exemple, si l'on avait a2-f-&2 ; 
on se tromperait beaucoup si l'on prenait a + 3 pour cette 
racine, puisque le quarré de a + b n'est pas a a + & 2, mais 
a 2 + 2a6-f" fr* a 2 + ^ a n ' a point de racine exacte en 
lettres. Voici la méthode qu'il faut suivre, lorsque la quan
tité complexe proposée est susceptible d'une racine exacte. 

116. Soit donc la quantité £oab -f- 36a 2 + 256 2 . Pour en 
avoir la racine quarrée, j'ordonne les termes de cette quan
tité par rapport à l'une de ses lettres : par rapport à a, par 
exemple , 

Je prends la racine quarrée du premier terme 36a*, la 
quelle est 6a que j'écris à côté de la quantité proposée. Je 
quarre cette racine et j'écris le quarré 36« 2 sous le premier 
terme, avec le signe — , pour le retrancher. La réduction 
faite, il reste + 6 o a è - j - a 5 6 2 . Sous la racine 6a j'écris son 



double 12a que j'emploie pour diviser îe premier terme Soab 
de ]a quantité restante Soab -f- 2 5 6 2 . Je trouve pour quotient 
~f- 5b que j'écris à la suite de la racine 6a, et j'ai 6a-4-56 
pour la racine cherchée -? mais pour confirmer cette opéra
tion, j'écris aussi le quotient 5b que je viens de trouver, à 
côté de 1 2 a , et je multiplie le total i 2 a + 56 par ce même 
quotient 5b ; je porte, à mesure , les produits sous la quantité 
Soab -(- 2 5 6 a , en observant de changer les signes de ces pro
duits; faisant ensuite la réduction, il ne reste rien ; j'en con
clus que la racine trouvée 6 a + 56 est la racine quarrée 
exacte de 36a 2 + Goab + 2 5 6 2 . 

^Prenons pour second exemple la quantité 

o, 6 2 — î zab + 16c 2 -f- + 1 &ac — 2-^bc 

J'ordonne cette quantité par rapport à la lettre a, et j'ai 

Dernier reste o 

Je tire la racine quarrée de 4^a > elle est s a , que j'écris à 
côté. Je quarre 2 a , et je l'écris avec le signe — , sous 4«2 ; 
faisant la réduction, il reste—I2a6-Hi6ac+Q,6 2—z^bc-{-iÇ>c>\ 
Au-dessous de la racine 2 a , j'écris son double ^a, que j'em
ploie pour diviser le premier t e r m e — \ i a b du reste : je trouve 
pour quotient — 3 6 , que j'écris à la suite du premier terme 
s a de la racine: je l'écris aussi à côté du double 4«, et je 
multiplie le tout 4« — 36 , par le même quotient — 3 6 : écri
vant les produits, après avoir changé leurs signes, sous le 

r e s t e — 1206 + i6ac , etc. ; et faisant la réduction , j'ai pour 
le second reste, + i 6 a c — 246^ + 16c 2 . Je considère à pré
senties deux termes de la racine 2a — 36, comme ne faisant 
qu'une seule quantité; je double cette quantité, et je l'écris 
au-dessous pour servir de diviseur au second reste ; mais pour 

faire 



faire cette division , je me contente , selon ce qui a été dit (36) , 
de diviser le premier terme IGGC , par le premier terme 
•4- 4a de m o n diviseur; je trouve pour quotient + 4<?> que 
j'écris à la suite de la racine 2a— 3b , et à la suite du double 
4«—6b : je multiplie cette dernière somme 4a— 6Z>-j~4c> 
par le nouveau terme -f- 4 e ^ e ^ a racine ; et changeant, à 
mesure, les signes des produits, j'écris ces mêmes produits 
sous le second reste ; faisant la soustraction, il ne reste rien. 
D'où je conclus que la racine quarrée est exacte. 

Tout cela est fondé sur ce principe , que le quarré d'une 
quantité composée de deux parties, contient le quarré de la 
première, le double de la première multipliée par la seconde , 
et le quarré de la seconde ; car il suit de là , que pour avoir 
la première partie , il faudra tirer la racine quarrée du premier 
quarré; que pour avoir la seconde , il faudra diviser le second 
terme par le double de la racine trouvée ; et qu'enfin pour 
vérifier, il faudra multiplier le double de la première par la 
s e c o n d e e t la seconde par elle-même : or c'est ce que pres
crit la méthode que nous venons d'exposer. Nous invitons les 
commençans à s'exercer encore sur les trois quantités suivantes ; 

i6a4 + 4oa3Z> + 2 5 a a 6 2 ; 

56Z>4 _ çoap + 2 5 a »¿a _ 3 6 è V + Zoabc1 + gc* ; 

a 6 — 4a V + 8a V + 4c6 — i 6c3e3 + 16e s , 

dont ils trouveront que les racines quarrées sont 

4a* + 5ab; 6b* — 5a2> — 3c*; a3 — 2c3 + 4e3. 

Du calcul des quantités affectées du signe 

117. Un rait sur les quantités radicales dont nous venons 
de parler, les mêmes opérations que sur les autres quantités. 
Lorsque les deux quantités radicales ne sont pas semblables\ 
on se contente , pour les ajouter ou les soustraire, de ies 
unir par le signe -f- ou le signe —. Ainsi 3a y b ajouté avec 
46 \/ c , donne 3a [/b -f- 4¿ Ve? ^ e m ê m e 3a [/b rétranché 
de ^b V c j donne 4b l / c — 3a|/'Z>. Mais si les quantités ra
dicales sont semblables et ne diffèrent que par le coeiïicient 
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numérique hors du radical, alors on ajoute ou l'on retranche 
les coefïiciens > selon qu'il s'agit d'addition ou de soustraction. 
Par exemple, 4ab\/c, ajouté avec 5ab\/c, donne $ab\/c. 

Nous supposons ici qu'on a réduit les radicaux selon ce 
q u i a été enseigné ( m ) ; car si l'on avait ^by/œ'c à ajouter 
avec 6a[/abzcP je commencerais par réduire le premier ra
dical à éphy/ac, et le second à Gab\Zac, lesquels ajoutés> 
donnent \oab\/ac. 

Pour multiplier deux quantités radicales, il faut multiplier 
comme s'il n'y avait point de radicaux , et affecter ensuite le 
•produit du signe radical. Par exemple , pour multiplier [/a 
par v/c , je multiplierais a par c, et donnant au produit ac, le 

signe \ / , j'aurais \/ac. Pour multiplier par \/ac y 

j'aurai De même 

On voit donc que pour quarrer une quantité affectée du signe 
l /> il n'y a autre chose à faire qu'à ôter ce signe ; ainsi pour 

quarrer j'aurai a a 6 - f - 6 3 . 

(i) 11 ne faut pas confondre avec le premier est 

et le second est Nous ferons, à cette occasion, 

Une remarque que nous croyons très-à-propos. P u i s q u e — a x — a donne 
- f - a a dont (g5) la racine est ± a , y/ — a x >/—a devrait donc donner 
rfc a ; cependant nous ne donnons ici que — a. La raison en est simple. 
Quand on demande quelle est la racine de + tfa> on a raison d'assigner 
également -f-a et — a, parce que r ien , dans cette quest ion, ne détermine 
6i l'on considère -f- a*, comme venu de + « x -f- a , ou d e — a X — a ; 

mais quand on demande quelle est la valeur de quoique 
cette quantité, selon les règles, se réduise à v-f- t f 3 , on ne doit prendre 
que — a parce que la question elle-même fixe ici par quelle opera tiou est venu 

*4- a3. C'est en faisant cette attention qu'on remarquera que 

doit donner et non pas parce que étant la même 

la même chose que donc 

sera ou qui revient h —y/ab9 

jmiscjue 



i l 8 . Cette remarque peut servir à dégager une équation 

des signes [/ , qu'elle peut renfermer. Par exemple, si j'avais 

l'équation 

je laisserais \/ ax seul dans un membre, et j'aurais 

x — za — b-=z \/ax '7 

quarrant chaque membre , j'aurais 

x* — 4°^ — Qbx "*f~ 4 a a + 4ab "j-bb — ax, ou 
x* — 5ax — sbx = — 4 a a — 4ab — bb. 

119. Pour diviser une quantité radicale, par une autre 
quantité radicale, on divisera comme s'il n'y avait pas de 
signe \ / , et on donnera au quotient ou à la fraction le signe 
radical; ainsi, pour diviser \/a par y / è , on divisera a par b, 

ce qui donnera auquel appliquant le radical, on aura 

Pour diviser \/ab par [/a, on divisera ab par a , ce 

qui donnera b, et on aura \/b pour quotient. Pour diviser 

par on divisera aa—xx par a - f - j c f 

ce qui donnera a — x % et on aura pour le quotient 
demandé. De même ab\/bc divisé par a\/b, donnera b\/c, 
en divisant ab par a, et \/bc par {/b. 

120. Si le dividende ou le diviseur était rationnel, on sépa
rerait l'un de l'autre par une barre assez longue pour faire 
connaître que l'un des deux n'est pas affecté du radical. Par 

exemple , pour diviser a par t/Z>, on écrirait Pour di

viser a par \/a, on écrirait mais lorsqu'il y a parité 

dans les lettres du dividende et du diviseur, il est souvent 
à propos de donner à la quantité rationnelle une forme de 
radical, parce qu'elle donne lieu à des simplifications ; ainsi, 
«Uns le dernier exemple, je^chanserais a en y/a*, et alors 

7 -



au lieu de j'aurais et par conséquent {/a. De 

même, si j'avais à diviser par a-f-or, j'écrirais 

ou ou et comme le 

numérateur et le dénominateur peuvent être divisés chacun 

par a-j-x, j'aurais enfin 

De la formation des puissances des quantités monômes , de 
l'extraction de leurs racines, du calcul des radicaux et 
des expo sans. 

121. Nous avons déjà dit qu'on appelle puissance d'une 
quantité, le produit de cette quantité multipliée par elle-même 
plusieurs fois de suite, a3 est la troisième puissance ou le cube 
de a\ parce que a3 résulte de Û X ^ X ^ - La quantité qu'on 
a multipliée est autant de fois facteur dans la puissance, qu'il 
y a d'unités dans l'exposant de cette même puissance : ainsi 
dans a 5 , a est cinq fois facteur; dans ( a + ^ ) 6 > a-^b est 
6 fois facteur. 

122. Puisque pour multiplier les quantités littérales monô
mes qui ont des exposans, il suffit (20) d'ajouter l'exposant 
de chaque lettre du multiplicande, avec l'exposant de la lettre 
semblable du multiplicateur, il s'ensuit donc que pour élever 
à une puissance proposée une quantité monôme, il suffira de 
multiplier 1*exposant actuel de chacune de ses lettres, par le 
nombre qui marque à quelle puissance on veut élever cette, 
quantité. Nous appellerons ce nombre l'exposant de la puis
sance. Ainsi, pour élever a* b3 c à la quatrième puissance, 
j'écrirai a 8 bl* c4, en multipliant les exposans 2 , 3 et 1 de a, 
b}cy par l'exposant 4 de ^ a puissance à laquelle on veut 
élever a*b3c. En effet, pour élever a*b3c à la quatrième 
puissance, il faudrait multiplier a* b3 c par a*b3c, puis te 
produit par aab3cf et ce dernier produit par a*Pc ;*ort pour 
faire ces multiplications, il faut ( 2 0 ) ajouter les exposans, 



puis donc qu'ils sont les mêmes dans chaque facteur, il faut 
ajouter chaque exposant à lui-même 4 fois , c'est-à-dire, le 
multiplier par 4. Le raisonnement est le même à quelqu'autre 
puissance qu'on veuille élever un monôme, et quels que soient 
les exposans actuels des lettres de ce monôme. 

Lorsqu'on a à faire sur les exposans des quantités, des rai-
sonnemens ou des opérations qui ne dépendent point de cer
taines valeurs particulières de ces exposans, mais qui sont 
également applicables à toutes sortes d'exposans , on repré
sente ces exposans par des lettres. Ainsi, pour en faire l 'ap
plication à la règle que nous venons de donner, si l'on veut 
élever la quantité quelconque am bn c? à une puissance quel
conque désignée par r, on écrira amrbnrcPr. 

126. Si la quantité qu'on veut élever aune puissance pro
posée, était une fraction, on élèverait à cette puissance, le 

numérateur et le dénominateur-, ainsi élevé à la c in

quième puissance, devient pareillement élevé à 

la puissance r devient 

124. Si la quantité proposée avait un coefficient, on relè
verait à la puissance proposée, en le multipliant par lui-même, 
selon les règles de l'Arithmétique ; ainsi 4«3&û élevé à la cin
quième puissance, donnerait îoifa^b1*. Quelquefois on se 
contente d'indiquer cette élévation, comme pour les lettres, 
ainsi on peut écrire 4 5 ô l 5 è 1 0 . 

125. A l'égard des signes, si l'exposant de la puissance à 
laquelle il s'agit d'élever, est pair, le résultat aura toujours 
îe signe + *> m a i s s'il est impair, il aura le signe -(- ou le 
signe — f selon que la quantité proposée aura elle-même le 
signe -f- ou le signe — ; c'est une suite immédiate de la règle 
donnée pour les signes (24). 

126. Il suit de tout ce que nous venons de dire que, dans 
une puissance quelconque, l'exposant actuel de chaque lettre 



contient l'exposant de sa racine, autant qu'il y a d'unités dans 
l'exposant de la puissance que l'on considère ; par exemple , 
dans la quatrième puissance, l'exposant de chaque lettre est 
quadruple de ce qu'il était dans la quantité primitive qui en 
est la racine. 

127. Donc pour revenir d'une puissance quelconque à sa 
racine, c'est-à-dire, pour extraire une racine d'un degré pro
posé , d'une quantité monôme quelconque ; il faut diviser Vex
posant actuel de chacune de ses lettres, par le nombre qui marque 
le degré de la racine qu'on veut extraire. On appelle ce 
nombre Vexposant de la racine. Ainsi, pour tirer la racine 
troisième ou cubique de al2bQc3, je diviserais chacun des expo
sans par 3 , et j'aurais atb*c. Pareillement pour tirer la racine 
cinquième de a*°bl5c5, je diviserais chacun des exposans par 
5 , et j'aurais a^b3c. En général pour tirer la racine du degré 

r de la quantité ambn, j'écrirais 

128. Si la quantité proposée était une fraction , on tirerait 
séparément la racine du numérateur et celle du dénominateur. 

129. S'il y avait des coefticiens, on en tirerait la racine 
quarrée ou cubique par les méthodes données en Arithmétique ; 
et par celle qu'on verra par la suite, lorsque cette racine 
est plus élevée. 

130. Lorsque l'exposant de la racine qu'on veut extraire, 
ne divise pas exactement chacun des exposans de la quantité 
proposée, c'est une preuve que cette quantité n'est point une 
puissance parfaite du degré dont il s'agit. Alors l'exposant 
est fractionnaire et marque une racine qui reste à extraire. 
Ainsi, si l'on demande la racine cubique de a$b3c^, on aura 

a'be* ou a3bcc'i dans laquelle l'exposant ^ désigne qu'il faut 
encore extraire la racine cubique de c. 

131. On indique aussi les extractions de racines supérieures 
au second degré, en employant le signe \ / m a i s on place 
dans l'ouverture de ce signe, le nombre qui marque le degré 



de la racine dont il s'agit. Ainsi marque la racine cu 

bique de a : marque la racine septième de a. Il faut donc 

regarder ces deux expressions et comme signifiant la 

même chose : il en est de même de et 

I3Q. Lorsque la quantité est complexe , il ne faut pas d i 
viser chacun de ses exposans ; mais il faut considérer la t o 
talité de ses parties comme ne faisant qu'une seule quantité 
«dont l'exposant est naturellement 1 , que Ton divise par l'expo
sant de la racine qu'il s'agit d'extraire, ce qui n'est, à pro
prement parler, qu'une indication de cette racine ; par exemple, 

au lieu de qui est la même chose que 

on écrit Si la quantité totale qui est sous le ra
dical, avait déjà un exposant, on diviserait de même cet 
exposant, par celui de la racine qu'on a dessein d'extraire. 

Ainsi, au lieu de on peut écrire 

i55 . Les règles que nous avons données ( 117 et suiv. ) pour 
l'addition , la soustraction , la multiplication et la division 
des quantités radicales du second degré, s'appliquent égale
ment aux quantités radicales des degrés supérieurs, pourvu 
que les radicaux sur lesquels on a à opérer, soient de même 
degré entre eux. Ainsi 

134. S'il s'agit d'élever un radical quelconque à une puis
sance dont l'exposant soit le même que celui du radical, il 

suffira d'ôter ce radical ; ainsi ce qui est évident 
en général, si Ton fait attention que l'objet est alors de ra
mener la quantité à son premier état. 



Pour élever une quantité radicale monôme à une puissance 
quelconque, il faut élever chacun de ses facteurs à cette 

puissance, selon la règle donnée ( 1 2 2 ) . Ainsi élevé 

à la puissance quatrième , donne qui se réduit à 

ce qu'on peut voir encore en cette autre manière : 

étant la même chose ( i 3 i ) que pour élever 
celui-ci à la quatrième puissance, je multiplie sas exposans 

par 4 > c e qui m e donne 

i 35 . Pour diviser par on divisera ah par a3, et 

l'on donnera au quotient a 2 le signe ce qui donne 
de même 

car la racine cinquième de 1 est 1. En général toute puis
sance, ou toute racine de l'unité, est l'unité. 

i36 . Pour extraire une racine quelconque d'une quantité 
radicale, il faut multiplier l'exposant actuel du radical ; par 
l'exposant de cette nouvelle racine; ainsi, pour extraire la 

racine troisième de on écrira en multipliant 5 

par 3 . En effet or (127) pour extraire la racine 
de celui-ci, il faut diviser son exposant par 3 , ce qui donne 

qui est la même chose que 

137. Lorsque les quantités radicales proposées ne sont pas 
toutes du même degré, il faut , pour pratiquer sur elles les 
opérations de l'addition, soustraction, multiplication et divi-



sîon, les ramener au même degré , ce qui est facile par cette 
règle. S'il ny a que deux radicaux, multipliez Vexposant de 
Vun, par l'exposant de Vautre; le produit sera l'exposant 
commun que doivent avoir les deux radicaux : élevez en même 
temps la quantité qui est sous chaque radical, à la puissance 
marquée par l'exposant de l'autre radical. Par exemple , pour 

réduire à un même radical les deux quantités et 
je multiplie 5 par 7 , et j'ai 3 5 pour l'exposant du nouveau 

radical, qui sera j'élève a 3 à la septième puissance et 
a* à la cinquième, ce qui me donne a21 et <zao ; ensorte que 

les quantités proposées sont changées en et 

S'il y a plus de deux quantités radicales , multipliez entre 
eux les exposans de tous les radicaux; le produit commun 
sera l'exposant que doivent avoir tous ces radicaux. Elevez, 
en même temps, la quantité qui est sous chaque radical, à une 
puissance d'un degré marqué par le produit des exposans de 
tous les radicaux autres que celui dont il s'agit. Par exempte, 

si j'avais les trois radicaux et je multiplierais 
les trois exposans 5 , 7 et 8 , ce qui me donnerait 2 8 0 pour 
l'exposant commun des nouveaux radicaux *, j'élèverais a6 à 
la puissance 7 X 8 ou 5G -, a1 à la puissance 5 x 8 ou 4° ? 
et a7 à la puissance 5 X 7 ™i 3 5 , ce qui me donnerait 

La raison de cette règle est facile à 
appercevoir , en observant sur le premier exemple , que lors
qu'on élève, selon la règle, a3 à la septième puissance, on 
rend a 7 fois aussi souvent facteur qu'il l'était 3 mais en ren
dant l'exposant de son radical 7 fois aussi grand qu'il l'était, 
on rend a 7 fois moins souvent facteur ; il y a donc compensa
tion , et il n'y a que la forme de changée. 

i58 . On peut conclure de ce raisonnement, que lorsque 
l'exposant de la quantité qui est sous le radical, et celui du 
radical même, ont un diviseur commun, on peut en sim
plifier l'expression, en divisant par ce diviseur commun l'un et 



l'autre de ces deux exposans : par exemple , peut s« 

réduire à en divisant 12 et 8 par 4» Pareillement 

peut se réduire à se réduit à v'a. 

i3o . Concluons encore que lorsque l'exposant de la racine 
qu'on veut extraire est un nombre composé du produit de 
deux ou plusieurs autres nombres, on peut faire cette extrac
tion successivement en cette manière : supposons qu'on d e -
rnande la racine sixième de , je puis tirer d'abord la ra
cine quarrée, puis la racine cubique , et j'aurai la racine 

sixième. En eifet, se réduit ( i 3 8 ) à puis à 

ou a}, ce qui est la même chose que si l'on avait pris 
tout de suite la racine sixième de , en divisant l'exposant 
$4 P a r 6, ( 127 ) . 

Au reste, comme les exposans fractionnaires tiennent lieu 
des radicaux, et que les premiers sont plus commodes à em
ployer dans le calcul que les derniers, nous dirons encore un 

mot sur le calcul des exposans. Si j'avais à multiplier 

par , je changerais cette opération en celle-ci: qui 

{ 2 c ) donne ou qui se réduit à Si j'avais a 

multiplier par j'écrirais ou ou en 

réduisant les deux fractions au même dénominateur ) , a 

ou qui revient à ou enfin à 

En général, se change en qui 

revient à ou ( en réduisant au même déno

minateur ) à ou enfin ( t 3 i ) à 



Il en est de même de la division ; 

i4o. Dans ce dernier exemple, nous avons retranché l'ex
posant de chaque lettre du dénominateur, de l'exposant de 
la lettre correspondante dans le numérateur. La règle que 
nous avons donnée ( 3 i ) pour la division, ne semble le per
mettre que lorsque l'exposant du dénominateur est plus petit 
que celui du numérateur ; mais cela se peut en général, en 
donnant à l'excédant le signe —, après la réduction faite ; 
ensorte qu'on peut, en général, mettre toute fraction algé
brique sous la forme d'un entier. Par exemple, au lieu de 

on peut écrire a?b~~2. En effet, suivant l'idée que nous 

avons donnée de la division, l'effet d'un diviseur est de dé
truire dans le dividende, tous les facteurs qui se trouvent 

dans le diviseur ; dans qui se réduit à a3, ce diviseur 

a a détruit dans a 5 deux facteurs égaux à a. Pareillement dans 

la quantité l'effet de 62 doit être de détruire dans a 3 deux 

facteurs égaux à b.Or, quoique ces facteurs n'y soient pas 
explicitement, on peut toujours se les représenter; car on 
conçoit que a contient b un certain nombre de fois , soit 
entier, soit fractionnaire : soit m ce nombre de fois, alors a 

vaut donc m fois b , ou mb , la quantité sera donc 

qui-se réduit à m3b; or, la quantité a3Zr"a devient, en pareil 

cas, m3b-b % ou ( 2 0 ) m 3è 3"" a; c'est-à-dire, m3b-, donc 

revient au même que «36"-s; donc, en général, on peut faire. 



passer une quantité du dénominateur au numérateur, enïécri
vant dans celui-ci comme facteur, mais avec un exposant de 
signe contraire à celui quelle avait dans le dénominateur. 

Ainsi, au lieu de on peut écrire iX«"" 3 , ou simplement 

a 3 ; au lieu de on peut écrire a ~ m ; au lieu de on 

peut écrire ambnc~~Pd~i. Au lieu de on peut écrire 

( a 3 + £ 3 ) X (^ 2 + ^2)"~1i e t , eu égard à tout ce qui précède , 

141. Et réciproquement, si une quantité est composée de 
parties qui aient des exposans négatifs, on pourra faire passer 
ces parties au dénominateur, en rendant leurs exposans positifs» 

Ainsi, au lieu de a36~~4 > 0 n pourra écrire au lieu de a m ~ 3 , 

qui est la même chose que a m X&"" 3 , on pourra écrire et 

ainsi de suite. 

De la formation des puissances des quantités complexes , 
et de l'extraction de leurs racines. 

142. Suivant l'idée que nous avons donnée des puissances, 
il ne s'agit , lorsqu'on veut élever une quantité complexe à 
une puissance composée, que de multiplier cette quantité par 
elle-même, autant de fois moins une qu'il y a d'unités dans 
l'exposant de cette puissance; mais, en se bornant à ce moyen, 
on tomberait souvent dans des calculs très-longs, pour par
venir à des résultats qu'on peut avoir ;i bien moins de frais, 
en réfléchissant un peu sur les propriétés des produits de 
quelques-unes de ces multiplications. Nous allons nous occuper 
des puissances des quantités binômes, parce que celles-ci 
conduisent à la formation des puissances des quantités plus 



composées ; mais pour mieux faire sentir l'étendue de ce que 
nous avons à dire, nous reprendrons les choses d'un peu plus 
haut; nous examinerons quelle est la nature des produits que 
l'on trouve en multipliant successivement plusieurs facteurs 
binômes qui auraient tous un terme commun : cette recherche, 
qui nous conduira directement à notre objet, nous fournira 
en même temps plusieurs propositions qui nous seront très-
utiles par la suite. 

i43. Soient donc x + a , x x - f - c , x-\-dy etc . , plusieurs 
quantités binômes qui ont toutes le terme x commun, et qu'on 
veut multiplier les unes par les autres. En effectuant les mul
tiplications on trouvera 

( x + a ) (x+b) —x*+ ( a + i ) x+ab 

{x -f à) (x+b) (x+c)=x3+(a+b+^+Cab+ac+b^x+abc) 

et ainsi de suite; ce qui nous fournit les observations suivantes: 
i°. Le premier terme de chaque produit est toujours le premier 
terme x de chaque binôme, élevé à une puissance marquée 
par le nombre des binômes ; ensorte que si le nombr^ des b i 
nômes était m , le premier terme de chaque produit serait x"\ 
s°. Les puissances de x vont ensuite en diminuant continuelle
ment d'une unité jusqu'au dernier terme qui ne renferme plus 
d'x. 3°. Les multiplicateurs de chaque puissance de x (que 
nous nommerons , à l'avenir, multiplicateurs du terme où se 
trouvent ces puissances) sont, pour le second terme , la somme 
des seconds termes « , b, c , etc. des binômes ; pour le troisième 
terme, la somme des produits de ces quantités a ,b , c , etc. 
multipliées deux à deux; pour le quatrième, la somme des 
produit? de ces quantités a, b , c, etc. multipliées trois à trois; 
et ainsi de suite jusqu'au dernier qui est le produit de toutes 
ces quantités. Ces conséquences sont évidentes, quel que soit 
le nombre des quantités x + a} x-^b, etc. qu'on a multi
pliées. 

144- ^ l'on suppose maintenant que toutes les quantités 
a, b, c, etc. soient égales, auquel cas tous les binômes qu'on 
a multiplies seront égaux, les produits trouvés ci-dessus seront 



donc les puissances successives de l'un quelconque de ces 
binômes, de x -\- a 9 par exemple ^ si Ton suppose que les 
quantités b, c , d, etc. sont chacune égales à a. Si l'on met 
donc a dans ces produits, au lieu de chacune des lettres 
b , c, d, e tc . , on aura 

(x+à)*=x*+ zax+a*; (x+a)3=x3+5ax*+'5a*x+a3, etc. 

Où l'on voit que si m est l'exposant de la puissance à 
laquelle on veut élever le binôme, les puissances successives 
de x seront a?"1, xm~~\ xm~a, xm""3, xm~~^, etc. Mais on ne voit 
pas aussi facilement comment les coefficiens des différens 
termes de chaque puissance dérivent les uns des autres, ni 
quelle est leur dépendance de l'exposant m > car il en existe 
une, comme on va le voir. 

i45. Pour trouver la loi de ces coefficiens, il faut retourner 
à nos premiers produits , et remarquer que puisque le multi
plicateur du second terme est la somme de toutes les quantités 
ay by c, e t c . , il faudra, lorsque toutes ces quantités seront 
égales à a, qu'il soit composé de a , pris autant de fois qu'il 
y a de ces quantités ; donc si leur nombre est m, ce multiplica
teur sera m fois a , ou ma, c'est-à-dire que son coefficient m 
sera égal à l'exposant du premier terme de cette puissance. 
C'est ce que l'on voit aussi dans les puissances particulières 
que nous avons exposées ci-dessus. Voyons maintenant quels 
doivent être les multiplicateurs des autres termes. Il est évident 
que tous les produits ab , ac , ad, bc, bd% etc. deviennent 
chacun égal à a*, dans la supposition présente; pareillement 
tous les produits abc , abdy etc. deviennent chacun égal à a? 
et ainsi de suite. Donc le multiplicateur du troisième terme 
de chacun de nos premiers produits se réduit alors à a 3 pris 
autant de fois que les lettres a , b, c , etc. peuvent donner de 
produits deux à deux. Pareillement celui du quatrième se réduit 
à a3 pris autant de fois que les lettres a t è , c , etc. peuvent 
donner de produits trois à trois et ainsi de suite ; donc, pour 
avoir le coefficient numérique des troisième , quatrième, etc. 
termes de la puissance m du binôme x -}- a} la question se 



réduit à déterminer combien un nombre m de lettres a,b}c> etc. 
peut donner de produits deux ¿1 deux, trois à trois, etc. 

146'. Or je remarque que si l'on a un nombre quelconque m 
de lettres, et qu'on les combine de toutes les manières ima-* 
ginables deux à deux, trois à trois, quatre à quatre, etc. , 
sans répéter une même lettre dans une même combinaison, je 
remarque, dis-je , i ° . que le nombre des combinaisons deux 
à deux, sera double du nombre des produits, réellement difïe-
rens de deux lettres. En effet, deux lettres peuvent être com
binées l'une avec l'autre de deux manières différentes ; par 
exemple, a et b donnent ces deux combinaisons ab et ba-7 mais 
ces deux combinaisons ne font pas deux produits différens-
2°. que le nombre des combinaisons de plusieurs lettres trois 
à trois, sera sextuple du nombre des produits de trois lettres, 
réellement distincts : en effet, pour avoir les combinaisons 
de trois quantités a, b, c, il faut, après en avoir combiné deux,, 
a et by par exemple, ce qui donne ab et ba9 combiner la 
troisième c avec chacune des deux premières combinaisons, 
c 'es t -à-dire lui donner toutes les dispositions possibles à 
l'égard des lettres a et b qui entrent dans ab et ba-} or cela 
donne 6 combinaisons de trois lettres, comme il est évident 
par les dispositions suivantes, abc , acb , cab, bac, bcat cba$ 
mais ces six combinaisons ne font chacune que le même produit. 
Un raisonnement semblable prouvera que quatre quantités sont 
susceptibles de 524 combinaisons, dont chacune cependant ne* 
fait que le même produit ; donc le nombre des produits distincts 
qu'on peut avoir en.combinant plusieurs lettres quatre à quatre > 
est la 24e partie du nombre total de ces combinaisons. Pareille
ment, le nombre des produits distincts qu'on peut avoir en 
combinant plusieurs lettres 5 à 5 , 6 à 6 , 7 à 7 , e tc . , est la 
120 e , 720 e , la 5c4oe, etc. partie du nombre total de ces com
binaisons, c'est-à-dire est, en général, exprimé par une fraction 
qui a pour numérateur le nombre total des combinaisons, et 
pour dénominateur le produit de tous les nombres 1 ,2,3,4, etc, 
jusqu'à celui qui marque de combien de lettres chaque produit 
est composé. 



147* Voyons donc quel est le nombre total des combinaisons 
que peut donner un nombre m de lettres a , b , c, etc. , prises 
deux à deux, trois à trois, etc. Il est évident, pour les combi
naisons deux à deux , que puisqu'une même lettre ne doit pas 
être combinée avec elle-même, elle ne peut l'être qu'avec les 
m — 1 autres, et par conséquent elle doit donner m—1 combi
naisons ; donc puisqu'il y a m de lettres en tout , elles donne
raient m fois (jn—1), ou m (jn — î ) combinaisons. Donc , sui
vant ce qui vient d'être dit 0 4 6 ) , le nombre des produits de 
deux lettres , réellement différens, sera \m(m—i ) . 

A l'égard des combinaisons trois à trois, pour les avoir, il 
faut que chacune des combinaisons deux à deux, soit combinée 
avec chacune des lettres qu'elle ne renferme point, c'est-à-dire 
avec un nombre de lettres marqué par m—2 ; donc chacune de 
ces combinaisons donnera (m—a) combinaisons de trois lettres; 
donc, puisqu'il y a m ( /n— i ) combinaisons de deux lettres; 
donc chacune doit donner (m—2) combinaisons de trois lettres, 
il y aura, en tout, m( m — 1 ) ( m — 2 ) combinaisons de trois 
lettres ; donc puisque 0 4 ^ ) le nombre des produits réellement 
distincts, est la sixième partie de ce nombre total de combi

naisons , il sera 

Le même raisonnement prouvera que le nombre des produits 
distincts qu'on peut former en multipliant un nombre m de lettres 

4 à 4> 5 à 5 , e tc . , sera exprimé par 

par et ainsi de suite. 

148. Concluons donc de là , et de ce qui a été dit (14G), que 
les ternies successifs du binôme ( x + a) élevé à la puissance m , 
ou de (tf + a)'", sont : 

C'est-à-dire, que le premier terme de la suite ou série qui 
exprime cette puissance, est le premier terme du binôme, 

élevé 



élevé à là puissance m-, qu'ensuite les exposans de x vont en 
diminuant d'une unité , et ceux de a en augmentant d'une 
unité , à partir 'du second terme où il commence à entrer* 
A l'égard des coefïiciens m,\m (m—1), etc . , il faut remarquer 
que celui du second terme est égal à l'exposant du premier ; que 
celui du troisième, est le coefficient m du précédent multiplié 

par c'est-à-dire par la moitié de l'exposant de x dans 

ce terme précédent. Pareillement, le coefficient du quatrième 
terme, est le coefficient du terme précédent, multiplié par 

c'est-à-dire par le tiers de l'exposant de x dans ce 

même terme précédent, et ainsi de suite. Toutes ces consé
quences, que l'inspection seule fournit , nous conduisent à 
cette règle générale : Le coefficient de l'un quelconque des 
termes se trouve en multipliant le coefficient du précédent par 
l'exposant de x dans ce même terme précèdent, et divisant 
par le nombre des termes qui précèdent celui dont il s7agit. 
Formons , d'après cette règle , la septième puissance de x-f- a 
pour servir d'exemple. Nous aurons 

( X + Û ) ^ x 7-f-jax* + 21 a*x5 + 35a3x* + 35a*x 3 

-f- 21 аъх% -f- ja?x -f-a 7 

En écrivant d'abord x7 ; puis multipliant celui-ci par j , dimi
nuant l'exposant d'une unité et multipliant par a, ce qui donne 
jax6. Je multiplie celui-ci par f , je diminue l'exposant d'une 
unité, et j'augmente celui de a d'une unité, et j'ai 2 i a 2 x 5 p o u r 
le troisième terme. Je multiplie ce troisième par | , je diminue 
l'exposant de x d'une unité, ce qui me donne 35a 3x^ pour le 
quatrième terme : il est aisé d'achever. 

Si au lieu de x-f-a on avait x — a, alors les termes auraient 
alternativement les signes + et — , à commencer du premier; 
car si dans a*, par exemple , on substitue —» au lieu de -f- a, 
ïe signe ne changera point ( i 2 5 ) ; mais il changerait si Год 
substituait — a dans une puissance impaire de a, 

La même formule que nous venons de donner peut servir à 
Mzèbn. T . Ш. 8 



élever à une puissance proposée , non-seulement un binôme 
simple comme x-\-a3 mais encore un binôme composé, tel que 
x^+a* ou x 2 + a 0 1 1 ^ 3 + a 3 > etc . , et même à élever non-seule
ment à une puissance dont l'exposant serait un nombre entier 
positif , mais encore à une puissance dont l'exposant serait 
positif ou négatif, entier ou fractionnaire. Mais ces usages 
exigent, pour plus de commodité, que nous lui donnions une 
autre forme. 

i 4 q . Reprenons donc la formule 

Suivant ce que nous avons dit ( i 4 0 > o n peut, au lieu dex771"' 

écrire au lieu de :cm"~"2, écrire et ainsi de suite. Confor

mément à ce principe, nous pourrons donc changer notre 
formule en cette autre 

Si Ton fait attention maintenant que tous les termes ont pour 
facteur communxm> on pourra donner à la formule cette autre 
forme, dans laquelle xm est censé multiplier tout ce qui est 
entre deux crochets. De là nous concluons la règle suivante 
pour former d'une manière commode la suite ou série des 
ternies qui doivent composer la puissance m du binôme ( j t - J -a) : 

i5o . Ecrivez sur une première ligne, comme il suit , les 
quantités 



Et £:}-ant écrit l'unité au-dessous et à une place plus avant 
sur la gauche, formez la suite inférieure par cette loi. Multi
pliez cette unité par le premier terme de la suite supérieure 

et pai- et vous aurez le second terme de la série inférieure. 

Multipliez ce second terme par le second terme de la suite 

supérieure , et encore par et vous aurez le troisième terme 

de la série inférieure, et ainsi de suite. Réunissez tous ces 
termes de la série inférieure, et multipliez la totalité par xm

9 

vous aurez la valeur de ( x + a ) r n . 

i 5 i . Si au lieu de x-^-a on avait x^-^-a?, ou x3^-a3, ou , etc. , 

au lieu de multiplier successivement par on multiplierait 

par dans le premier cas, par dans le second, e t , en gé

néral, parle second terme du binôme divisé par le premier : et 
on multiplierait la totalité, dans le premier cas, par x9- élevé 
à la puissance m ; et dans le second cas, par x3 élevé à la 
puissance m, c'est-à-dire , en général, par le premier terme 
du binôme, élevé à la puissance proposée. 

Enfin , si le second terme du binôme , au lieu d'avoir le 
siçme - j - , avait le signe — , au lieu de multiplier successivement 

par lorsqu'on a x + c , ou par lorsqu'on a x 2 - f - a a , on 

multiplierait successivement par ou par- et ainsi de 

suite. 

i52. Si au lieu d'un binôme on avait un trinôme h élever h une puissance 
proposée; si Ton avait, par exemple, a-h b c à élever à la troisième puis
sance , on ferait b-{~ c — m , et l'on aurait rt-f- m à élever a la troisième puis
sance qui, selon les règles qu'on vient de donner, serait ni-j-3a2jji~\-^u77iy,~{-//ii, 
Remettant maintenant au liru de m sa valeur b-\~c , on aurait 
*H-3rt* ib+c)-{-3a 'b-hc)'>- -4- (b + c)K Or les puissances {b + c), (b+c)% (b-hc)* 
étant toutes des puissances de binômes, se trouveront également par les règles 
jm'ccdente* ' d ne s'agira plus que d« les multiplier respectivement par 

8-, 



3r t 3 , 3a et t . En achevant le calcul, on trouvera 

dh -f- 3a a &-/-3« 2 c-4- 3rti a-f-6tf6c~f-3tfe 2 -hZ>5 3Z»2c-f- 3£c 2 4- c7', 

i53. Mais en réfléchissant un peu sur la règle de l'élévation des binômes, 
on verra qu'on peut former la puissance d'un polynôme quelconque, d'une 
manière plus commode, en observant la règle suivante. 

Supposons qu'on vent élever le trinôme a-hb-hc à la troisième puis
sance. Faites b -h c =p, et alors il s'agit d'élever a -h p à la puissance 3 , ce 
qui donnera 

J'écris sous chaque terme de celte quantité l'exposant de p ; je niuliiplic 
chaque terme par Je nombre qui lui répond, et je change un p en b, ce 
qui donne 

J'écris sous cette quantité la moitié de chaque exposant de/;, et je multiplie 
chaque terme par le nombre correspondant, changeant encore un p en b, j 'ai 

J'écris sous chaque terme de celle-ci le tiers de l'exposant de p ; je multiplie 
comme ci-devant , et je change un p en b, j'ai b>. 

Enfin je réunis toutes ces quatre lignes en changeant p en с , et j 'ai 
tf^-f- За9 с -f- Зле 2 -hc^ +ЪалЬ -h 6abc -h 36c 2 -h 3ab* -+- 3b> с -h b^ 

de même que ci-dessus. Ainsi on multipliera chaque terme de la première 
ligne par l'exposant de p j chaque terme de la seconde par la moitié de 
i'exposant de p dans cette seconde j chaque terme de la troisième par le liei* 
de l'exposant de p dans celte troisième, et ainsi de suite, observant à chaque 
ligne, à commencer de la seconde , de changer p en b, et à la fin on chan
gera tous les /.• resians en c. Cette règle s'applique de même aux quatrinomes, 
quinlinomes , etc. 

De l'extraction des Racines des quantités complexes. 

154- Lorsqu une fois on est en état de trouver tous les 
termes dont une puissance proposée d'un binôme doit être 
composée, il est aisé d'en conclure la méthode d'extraire une 
racine d'un degré proposé , soit que la quantité dont il s'agit 
soit littérale , soit qu'elle toit numérique : ce que nous allons 
dire sur la racine cinquième suflira pour faire comprendre 
comment on doit se conduire dans les autres degrés. On a 

De ces six termes les deux premiers suffisent pour établir la 



règle que nous cherchons. Le premier est la cinquième puis
sance du premier terme du binôme , et le second est le quin
tuple de la quatrième puissance de ce même premier terme, 
multipliée par le second terme} donc pour avoir le premier 
terme de la racine, il faut , après avoir ordonné tous les 
termes de la puissance donnée , extraire la racine cinquième 
du premier terme de cette puissance ; et pour avoir le second 
terme de la racine , il faut diviser le second ternie de la quan
tité proposée , par le quintuple de la quatrième puissance de 
la racine qu'on vient de trouver par la première opération. 
En eifet, il est évident que la racine cinquième de ab est a, 

qui est le premier terme du binôme , dont la quantité 
aï-^ba^b + , etc. est la cinquième puissance ; et il est égale

ment évident que donne b qui est le second terme de ce 

binôme. Mais comme il pourrait se faire que la quantité pro
posée ne fût pas une puissance parfaite du cinquième degré, 
après avoir ainsi trouvé le second terme de la racine , il 
faudra vérifier cette racine en l'élevant au cinquième degré 
et retranchant le résultat de la quantité proposée -, voici un 
exemple. On demande la racine cinquième de 

Je tire la racine cinquième de 32a 5 , elle est 2a que j'écris 
à la racine. J'élève na à la cinquième puissance , et j'écris le 
produit 02a5 , avec un signe contraire , sous le premier terme 
02a 5 de la quantité proposée, ce qui le détruit. J'élève la 
racine 2a à la quatrième puissance, ce qui me donne 1 Calque 
je quintuple, et j'ai 8oa4 que j'écris sous la racine 2a \ je m'en 
sers pour diviser le premier terme zAp&b du reste ; la division 
faite, j'ai pour quotient Zb que j'écris à la racine; ensorte 
que j'ai za + ob pour la racine cherchée-, mais pour m'en 
assurer, j'élève aa-f-36 à la cinquième puissance , je retrouve 
les mêmes termes que dans la quantité proposée 5 faisant la 



soustraction, iî né reste rien ; d'où je conclus que la racine 
Cbt exactement 2<z + 3Â. 

S'il devait v avoir encore un autre terme à la racine , alors 
il y aurait un reste après cette première opération : je regar
derais 2<z-f-3/? comme une seule quantité, avec laquelle j'opé
rerais pour trouver le troisième terme, comme j'ai opéré avec 
sa pour trouver le second, 

i55 . A Tégard des quantités numériques, la règle est absolu
ment Ja même , la seule chose qu'il faille éclaircir, est à quel 
caractère on reconnaîtra ce qui repond au premier terme a°, 
et ce qui répond au terme 5a^h. 

Pour se conduire dans cette recherche, il n'y a qu'à ima
giner que dans le binôme a + /?, a marque les dixaines, et 
b les unités; alors il est évident que as sera des centaines de 
mille , parce que la cinquième puissance de 10 est icccoo ; 
donc le premier terme ab

y ou la quantité dont il faudra tirer 
la racine 5 e , pour avoir le premier chiffre de la racine, ne 
peut faire partie des cinq derniers chiffres sur la droite ; on 
séparera donc les cinq derniers chiffres, et supposé qu'il en 
reste cinq seulement ou moins de cinq sur la gauche, on en 
cherchera la racine cinquième , qui sera facile à trouver, ne 
pouvant avoir qu'un seul chiffre. Quand on aura trouvé le pre-
anier chiffre de la racine, et qu'on aura retranché sa cin
quième puissance de la quantité qui a servi à trouver cette 
racine, on abaissera, à côté du reste, les cinq chiffres s é 
parés : et pour avoir la partie qu'il faut diviser par 5#f, c'est-
à-dire , par le quintuple de la quatrième puissance des dixaines 
trouvées, il faudra séparer quatre chiffres sur la droite, et ne 
diviser que la partie restante, à gauche: car Scv'b> qui est 
la partie qu'on doit diviser par 5tf:f, pour avoir b, ne peut 
faire partie des quatre derniers chiffres, puisqu'etant le pro
duit de 5<2* par b, elle doit être au moins des dixaines d« 
mille , puisque aï est des dixaines de mille. Ces éclaircissement 
posés, le procédé est le même que pour l'extraction littérale : 
voici un exemple, 



On demande la racine cinquième de 

Je sépare les cinq derniers chiffres o4o32, et je cherche 
la racine cinquième de 38o2 qui, ayant moins de cinq chiffres , 
ne peut donner qu'un chiffre pour cette racine ; elle est 5 que 
j'écris à côté. J'élève 5 à la cinquième puissance, et j'écris le 
produit sous 38o2 pour l'en retrancher, il reste 6 7 7 , à côté 
duquel j'abaisse les cinq chiffres séparés d'abord; du total, je 
sépare quatre chiffres sur la droite , et je divise la partie res
tante 6770 , par le quintuple de la quatrième, puissance de la 
racine trouvée 5 , c'est-à-dire, par 5 fois 6a5 , ou 3 i 2 5 . Je 
trouve pour quotient 2 , que j'écris à côté du premier chiffre 
trouvé 5. Pour vérifier cette racine 62 , je l'élève à la cinquième 
puissance, et je trouve le nombre même proposé, d'où je 
conclus que 52 est exactement la racine. S'il y avait un reste, 
et qu'on voulût approcher plus près de la racine , on mettrait 
5 zéros , et on continuerait pour avoir le troisième chiffre, qui 
serait une décimale , comme on a fait pour avoir le second. 

En général , pour tirer une racine de degré quelconque m f 

il faut séparer en allant de droite à gauche, en tranches de m 
chiffres chacune , dont la plus à gauche peut en avoir moins. 
Tirer la racine du degré m de cette dernière tranche, cette 
racine n'aura jamais qu'un seul chiffre : à côté du reste, descen
dre la tranche suivante , en séparer m—1 chiffres sur la droite, 
et diviser la partie restante, à gauche, par 771 fois la racine 
qu'on vient de trouver, élevée à la puissance m — 1 , et ainsi 
de suite. Cela est fondé sur ce que les deux premiers termes 
d'un binôme a-\-b élevé à la puissance quelconque m sont 
G' ; I- |- ma"l~lb, et sur ce que si a marque des dixaines et b des 



unités, am ne peut faire partie des m derniers chiffres, et 
mam~~1b ne peut faire partie des m—1 derniers. 

De la manière d'approcher de la racine des puissances 
imparfaites des quantités littérales. 

i56. Lorsque la quantité complexe proposée n'est point une 
puissance parfaite du degré dont on demande la racine, alors 
il n'y a point de racine exacte à espérer : il faut se borner 
à en approcher aussi près que peut exiger la question pour 
laquelle cette extraction est nécessaire. On pourrait y parvenir 
en suivant la méthode que nous venons d'exposer pour les 
puissances parfaites : elle donnerait une suite de termes frac
tionnaires dont la valeur décroissant continuellement, permet 
de se borner à un nombre limité de termes et de négliger les 
autres : mais l'opération serait longue et pénible. On peut 
parvenir au même résultat par une voie beaucoup plus courte, 
en employant la règle que nous avons donnée ci-dessus ( i 5o ) 
pour élever un binôme à une puissance proposée. Pour cet 
effet, il faut se rappeler ( i 5 s ) que toute racine peut être 
représentée par une puissance fractionnaire. Ainsi, demander 

la racine quarrée de a + b, ou évaluer c'est d e 
mander d'élever a-\-b à la puissance \ > puisque ( i 3 s ) . . . 

D o n c , suivant la règle donnée ( îôo )^ 
j'écris la suite. 

etc. 

qui se réduit à etc. 

Et posant 1 pour premier terme de la seconde suite , je forma 
la suivante : 

etc. 

En multipliant le premier terme 1 , par le premier terme £ 

de la première suite, et par c'est-à-dire, par le second 



terme du binôme a + divisé par le premier, j'ai poul

ie second terme. Je forme de même le troisième, en multi
pliant ce second par le second terme — £ de la première 

suite , et par ce qui me donne pour le troisième 

terme , et ainsi de suite. Enfin je multiplie la totalité de ces 
termes, par le premier terme du binôme, élevé à la puissance ~ s 

et j'ai 

157. Nous verrons , par la suite , l'usage de ces sortes d'ap
proximations. Pour le présent, nous nous contenterons de faire 
voir par un exemple , en nombres, comment on peut les 
employer pour approcher des racines des quantités numéri
ques. Supposons qu'on veut avoir la racine quarrée de 101. 
Je partagerai 101 en deux parties dont l'une soit un quarré, 
le plus grand qu'il sera possible ; par exemple , je le partage 
en ces deux parties 100 et 1 5 je prends la première pour a , 
et la seconde pour 6, ensorte que je suppose a = 100, et b— 1 • 
par conséquent 

donc la série qui exprime c'est-à-dire, ici 

deviendra, en mettant pour et leurs valeurs, 

Supposons qu'on veut avoir cette racine jusqu'à un dix-
millième près seulement, alors il suffit de prendre les trois 

premiers termes ; car le quatrième qui est revient à 



c'est-à-dire , à o,ooocoooS25 ; et quoiqu'il doive 

être multiplié par 10 qui doit multiplier tous les termes de la 
série, il ne produira que 0,000000825 qui est bien au-dessou3 
d'un dix-millième. Les termes suivans sont, à plus forte raison , 
beaucoup au-dessous, puisqu'étant continuellement multipliés 
par 0,01 qui est une fraction, ils doivent diminuer continuelle
ment ; car en multipliant par une fraction, on ne prend 

{Arith. 120) qu'une partie du multiplicande. La valeur de 

se réduit donc à ou 

10 ( i - f -o ,oo5—o ,ooooi25) , ou 1 0 X 1,00^5)875, ou 10,049870, 
c'est-à-dire, 10,0499 en se bornant aux dix-millièmes. 

Cette méthode peut s'appliquer à toutes sortes de racines 
et à toutes sortes de quantités * nous en donnerons encore un 

exemple sur Je change donc cette quantité en 

et procédant comme ci-dessus, j'écris 

etc. 

etc. 

Et posant 1 pour premier terme de la seconde suite , je 
forme la suivante : 

etc. 

En multipliant le premier terme 1 par le premier terme 

de la suite supérieure , et par c'est-à-dire, par le second 

ternie du binôme , divisé par le premier, ce qui donne 

pour second terme de la sene. Four avoir le troisième , 
je multiplie celui-ci par le second terme — de la suite 



supérieure, et par ce qui me donne En calcu

lant de même les suivans jusqu'au sixième , et multipliant le 
tout par le premier terme a J du binôme , élevé à la puis-

sance 3 , c'est-à-dire (122), para ou par a, j'ai pour valeur 

approchée de la quantité 

158. Observons à l'égard de ces séries et de toutes les autres 
qu'on peut former de la même manière, qu'on doit toujours 
prendre pour premier terme de la quantité proposée le plus 

grand terme-, par exemple, dans nous avons pris 
ci-dessus a pour premier terme ; mais si b était plus grand 
que a , il aurait fallu prendre b pour premier terme. Lu 
raison en est que lorsque b est plus grand que a, la premiere 

série etc. est trompeuse ; car étant 

alors plus grand que l'unité, les termes suivans qui sont conti

nuellement multipliés par vont toujours en augmentant; en-

sorte qu'on n'a aucune raison Je s'arrêter après un certain 
nombre de termes. Mais si , dans ce même cas , on forme 
la série en prenant b pour premier terme, on aura 

dans laquelle les termes vont en 

décroissant. 

Les séries dont les termes vont en augmentant de valeur à 
mesure qu'ils s'éloignent de l'origine , s'appellent séries diver
gentes; et au contraire on aooelle je'/ves convergentes celle? dont 
les ternies diminuent de valeur à mesure qu'ils s'éloignent de 
l'origine. 

i5g. Nous avons vu ( i4o) que toute fraction algébrique 
pouvait être mise sous lu forme d'un entier, tn faisant pa^cr. 



«on dénominateur au numérateur avec un exposant négatif. 

Cette observation nous fournit le moyen de réduire en série 
toute fraction dont le dénominateur serait complexe , ce qui 

sera utile par la suite. Par exemple, si j'avais au lieu 

de cette quantité, j'écrirais az X ( « 2 — > e t alors j'élève
rais a 2 — x2 à la puissance — 1 selon la règle donnée ( i5o) ; 
c'est-à-dire , que je poserais d'abord la série 

etc. 

ou — î , — i , — î , — 1. 

Et je formerais la série suivante : 

etc. 

En multipliant le premier terme î de cette seconde par le 

premier terme — î de la série supérieure , et par ce 

qui donnerait multipliant celui-ci parle second terme 

— i de la série supérieure, et par et ainsi de suite. Après 

quoi je multiplierais la totalité par le premier terme a 2 élevé 

à la puissance — î , c'est-à-dire ( 1 2 2 ) , par a x ~~ I ou a 2 , ce 

qui me donnerait a""2 etc. pour va

leur de ( a 2 — x*)~~*'j donc pour avoir a 2 (a 2 —x 2 )~~* , il ne 
s'agit plus que de multiplier par a* -? or a - 2 X a? donnant 
a*~2 ( 20 ) , o u a ° , qui se réduit à 1 , on aura donc 

etc. 

On s'y prendrait de même pour réduire en série 

on considérerait cette quantité comme a 2 ( a 2 + o ; 2 ) \ 



160. Nous avons supposé que la même formule qui servait pour former 
les puissances parfaites d'un binôme, pouvait aussi servir pour en former 
les puissances imparfaites. Comme les principes sur lesquels cette formule 
est fondée, supposent que l'exposant est un nombre entier positif, on pourrait 
douter qu'on put l'appliquer légitimement au cas où cet exposant est frac
tionnaire positif ou négatif. Voici comment on peut se convaincre que la 

même formule peut servir dans tous ces cas. Si l'on considère la puissance 

de (a-\-b), la fraction étant positive, on aura (ioo) 

Soit 

Il viendra 

Elevant chaque membre à la puissance n, on aura 

Si donc am(i-\-p)n revient a ce sera une preuve , 

la dernière équation ayant lieu, que toutes celles dont elle est déduite ont 
lieu, et que par conséquent la formule (i) est exacte. Voyons donc si aOT(i~f-/?;* 
revient à (a-hb)m. Or 

Substituant la valeur de p dans le second membre de Féqnation (3), et ns 
tenant compte que des puissances inférieures à la quatrième, on trouvera 

La formule (3) deviendra 

et Ton trouvera, toutes réductions faites, 

etc. D'±* 



Mais (i5o).. « ' » - f - m a m - J b -f~etc. = (a-{-b)m. Donc «« ( i+p )» = {a^-b)m. 

La formule (i) est donc vraie. Donc , la f annule qui sert a élever a une 
puissance dont, l'exposant est un nombre entier positif] peut servir aussi 
h élever a une puissance dont l'exposant est un nombre fractionnait e 
posi/if. 

Pour drmontrer <jnc ' la même formule peut ctre employée lorsque 
Vexposant est négatif, on remarquera qu'en représentant par T la totalité 

«les termes crue donnerait (a-hb) en le développant suivant la même 
règle, on aura 

Mais 

D'où 

Il suffit donc de vérifier l'exactitude de cette dernière égalité. Or on a 
démontre l'exactitude de la formule (1/. Multipliant donc les équations (i) 
et (4) , membre h membre , et se bornant aux deux premières puissances de 

on trouvera 

etc. 

etc. 

etc. 

Si Ton calcule les coefficiens des diverses puissances de on verra que 

tous ces coefficiens se réduisent identiquement à zero. Ce qui demontre 
l'exactitude de la formule (5). La formule du binôme peut donc servir dans 
tous les cas. 

Des Equations à deux inconnues , lorsqu'elles passent 
le premier degré. 

1G1. Une équation à une seule inconnue est dite du troisième , 
du quatrième, du cinquième , etc. degré , lorsque la plus haut 



puissance de l'inconnue est îa troisième, la quatrième, la 
cinquième, etc. ; mais outre cette puissance , une équation peut 
encore renfermer toutes les puissances inférieures; a ins i . . . 
x 3 = : 8 , x3-\-Sx* ~ 4 , 3 ? 3 + 6 \ r a — g.r = 7 , sont toutes des 
équations du troisième degré. Une équation à deux ou à un 
plus grand nombre d'inconnues est dite passer le premier 
degré, non-seulement lorsque l'une de ces inconnues passe 
le premier degré, mais encore lorsque quelques-unes de ces 
mêmes inconnues sont multipliées entr'ellesj e t , en général, 
le degré s'estime par la plus forte somme que puissent faire 
les exposans dans un même terme : l'équation x3 -\-y3 = a*b 
est du troisième degré; l'équation Z>x2 + x°-y-f-ay^—ab* est 
aussi du troisième degré, parce que les exposans de x et de y 
dans le terme x*y font 3 j dans les autres termes , les exposans 
sont moindres. 

162. Pour résoudre les questions qui conduisent à des équa
tions à plusieurs inconnues, et au-delà du premier degré ; il 
faut , comme pour celles du premier degré, réduire ces 
équations à une seule qui ne renferme plus qu'une inconnue. 

Si l'on a deux équations et deux inconnues, et que, dans 
l'une de ces équations, Tune des inconnues ne passe pas le 
premier degré , prenez la valeur de cette inconnue , comme 
si tout le reste était connu : substituez cette valeur dans Vautre, 
équation, et vous aurez une nouvelle équation qui ne renfer
mera plus qu'une inconnue. Par exemple , si l'on proposait 
cette question, trouver deux nombres dont la somme soit 1 2 , 
et dont le produit soit 35. En représentant ces deux nombres, 
par x ety} j'aurais 

x yz=z 12* et xy = 35. 

De la première, je tire . r = i 2 — y ; substituant dans la 
econde équation, cette valeur de x, j'aurai 

( 1 2 y ) y — 35 OU 1 2 y VV zzrz 35 , 

équation du second degré , qui, étant résolue suivant les règles 
établies ( 8 9 et suiv. ) , donnera 

y r=z 8 rh 1 > c'est-à-dire , y 7 011 y -~ 5 ; 



et puisque x = 12—y , on aura x-r=r 5 ou # = 7 ; c'est-à-dire> 

que les deux nombres cherchés sont 5 et 7 ou 7 et 5. 
Pareillement, si j'avais les équations 

a:+3y = 6 e t j c a + y = i 2 . 

D e la première, je tirerais a: = 6 — Zy5 substituant dans 
la seconde, j'aurais 

( 6 — 3 y ) a + y = i 2 . D'où ioy 2 —3Gy + 2 4 = 0 . 

équation du second degré, qu'on peut résoudre. 
Prenons, pour troisième exemple , les deux équations 

xy - f - y * z = 5 et x3 -f- x*y-=ny* + 7 . 

La première donne substituant dans la seconde , 

on a 

ou 

Pour chasser les fractions, il suffit ici de multiplier le second 
terme par y et le second membre par y3 , ce qui donne 

( 5 — y ) s + ( 5 - y ) 2 y = y 5 + 7 . y 3 -
Faisant les opérations indiquées , on a 

125 — 75y f t + 15y* — y 6 + a5y a — 1 o y 4 + y 6 = y 5 -f- 7y 3 ; 

passant tout dans le premier membre et réduisant, on a 

y3 — ^y* ~r" Zy3 — 1 2 5 = 0 , 

équation qui ne renferme plusque^, mais qui est du cinquième 

desré. 

160. A l'occasion de cet exemple nous ferons remarquer 
que lorsque quelques-uns des dénominateurs de l'équation ont 
quelques facteurs communs entre eux, on peut faire disparaître 
ces dénominateurs plus simplement que par la règle générale, 
en examinant par quelle quantité il faudrait multiplier ces 

dénominateurs 



dénominateurs pour qu'ils devinssent égaux. Cette remarque 
est analogue à celle que nous avons faite (48) au sujet des 

fractions. Par exemple, si j'avais l'équation je la 

changerais en en multipliant les deux termes 

de la première traction par c , et les deux termes de la 
deuxième par b ; alors chassant le dénominateur, j'aurais 
c\r -J- bdx — abce. 

iG4* Si dans l'une des équations, l'une des deux inconnues 
ne passe pas le second degré : prenez dans celle-ci la valeur 
du quarré de l'inconnue la moins élevée, et substituez-la dans 
l'autre, d la place du quarré de cette même inconnue et de 
ses puissances, et continuez de substituer jusqu'à ce que cette 
inconnue ne se trouve plus qu'au premier degré. Alors tirez 
de cette dernière équation la valeur de cette même inconnue M 

et substituez-la dans la première. Par exemple, si j'avais 

(i) x*+3y* = 6x et a x 3 — 3 y a = 8 , 

je prendrais, dans la première, la valeur de x%) la substituant 
dans la seconde, j'aurais 

2 (6a: — Zy*)x — 3 y = 8 , ou i2x a — 6xy a — 3y a = 8 ; 

comme il y a encore x2 dans cel le-ci , j'y substitue de n o u 
veau la même valeur de x a que ci-dessus, et j'ai 

72X — 36y a — 6xy a — 3y 2 = 8 , 

équation dans laquelle x n'est plus qu'au premier degré. J'en 
tire la valeur de x, je substitue cette valeur dans l'équation 
a ? a + 3 y 2 = 6 x : il vient 

ou 

+ 3 y * ( 7 a _ 6 y a ) * = (234y 2 +48) ( 7 2 - Ç y 2 ) , 

équation dans laquelle il n'y a plus à faire que des multiplica
tions et les réductions ordinaires. 

Algèbre. T . III. 9 



165. Lorsque les équations sont de degrés pins e'Ieve's, on peut , en suivant 
une méthode analogue à celle que nous venons d 'exposer, arriver aussi à 
l'équation qui ne renferme plus qu'une inconnue ; mais il est difficile 
d'éviter un inconvénient qui accompagne alors cette méthode : cet inconvé* 
nient est de faire monter l'équation à un degré plus élevé qu'elle ne doit 
être. Nous allons exposer un procédé qui n'est pas sujet à cette difficulté. 

166. Toute équation à deux inconnues peut être toujours mise sous cette 
forme 

Axm + Bxm-* -hCxm-* -+-T = o , 

m marquant le degré auquel x est éJevé. En effet, on peut toujours faire 
une totalité des différens termes composés de y et des quantités connues 
qui multiplient chaque puissance de x, et représenter cette -totalité par uns 
Seule lettrej par exemple, dans l'équation 

ax2 -f- bxy-j- cy* -f- dx -f ey - + - j f = o , 

qui peut généralement représenter toutes les équations du second degré & 
deux inconnues [car il ne peut s'y trouver d'autres puissances de ces in* 
connues] j on peut rassembler les termes en cette manière : 

ax3 -J- (¿7-4- by) x -4> cy* -+-ey -{-f—o, 

et pour abréger, l'écrire ainsi : 

A a;2 -4~ Bx -4- C = O , 

sauf à remettre, au lieu de A , B , C , ce que ces lettres représentent, après 
qu'on aura fait de l'équation l'usage pour lequel on lui donne cette forme. 
Cela posé, soient donc 

Ajtm -+- Bxm~l Cxm~* -f- Dx™- 3 -4-.. . T = o 

et A ' a ^ + B ^ - ' -f- C'xm~* -f- D 'à :»- 3 -f-.. . T ' = o 

les deux équations proposées dont il s'agit de chasser ou éliminer x. Je 
les suppose d'abord du même degré- nous verrons ensuite ce qu'il faut 
faire quand elles sont de différens degrés. On multipliera la première par A', 
la seconde par A , et l'on retranchera le second produit du premier, ce qui 
donnera une équation du degré m— i. On multipliera la première par 
A'x -4- B ' , la seconde par A.r-f- B , et l'on retranchera le second produit du 
premier, ce qui donnera une seconde équation du degré (m—i). On mult i
pliera la première par A'.z 2 ~f> B'z-f- C , la seconde par A * 2 - f - B . r - f - C , 
o n retranchera le second produit du premier, ce qui donnera une troisième 
tiquation du degré (m—i). On continuera de même jusqu'à ce que le multi
plicateur soit devenu du degré m—i. Cela posé, on aura m équations, 
chacune du degré m — t. On considérera dans chacune les différentes puis
sances xm-1 , zm-~* t xm~', etc. comme si elles étaient autant d'inconnues 
au premier degré. P a r l e moyen des m — i premières équations ou , en 
général, par le moyen d'un nombre m — i de ces équations, on déterminera 



($4) valeurs de ces inconnues que l'on substituera dans la dernière. Cette 
opération donnera une équation sans x , dans laquelle mettant pour A , B , C , 
A', B', C , etc., les quantités que ers lettres représentent, et qui peuvent 
d'ailleurs renfermer telles puissances de y qu'on voudra , on aura l'équa
tion en y. Par exemple, si j'avais les deux équations 

Ax* + ^ + C = o , A ' x * - f - B ' . r - f . C ' = o 

qui peuvent représenter toutes les équations à deux inconnues , dans les
quelles l'une seulement des deux incoiinues ne passe pas le second degré 5 
en multipliant la première par A ' , la seconde par A , retranchant le second 
produit du premier et réduisant, j 'aurais 

(ï).. (A 'B~-AB' )*4- ( A ' C — A C ) = 0 . 

Multipliant la première équation par A'x -f- B ' , la seconde p a r A x - f - B j 
retranchant le second produit du premier, et réduisant, j'aurais 

(2)... ( A ' C — A C ) * - f - B ' C — B C ' = o . 

Prenant donc , dans l'équation (1) , la valeur de x, et la substituant dans 
l'équation ( 2 ) , j 'aurai 

— ( A'C — A C ) * -f- ( A'B — AB') (B'C - B C ) = o. 

Si l'on avait les deux équations 

Ax* -f- Bx* -f- C r 4- D — o , A'x* + Wx* - f C r 4- D ' = o , 

Multipliant la première par A ' , la seconde par A , retranchant et rédui
sant , on aurait 

(A'B — AB' ) x* -f- (A'C — A C ) * - H A'D — A D ' ) = o. 

Multipliant la première par A 'x + B ' , la seconde par A x - J - B , retran
chant et réduisant, ou aurait 

(A'C - A C ) i » + ( A 'D - A D ' B'C — B'C ) x -f- B'D — BD' = a. 

Enfin , multipliant la première par A'x* -f- B'x -f- C , la seconde par 
Ax2 - f - B x - f - C , retranchant et réduisant, on aurait 

( A 'D — AD' ) x"1 h- ( B'D — BD') * -f* C D — C D ' = o. 

Il ne s'agit plus maintenant, en considérant a 2 , x comme des inconnues 
au premier degré , que de déterminer leurs valeurs à l'aide de deux quel-* 
conques de ces trois équations du second degré et de substituer ces valeurs 
dans la troisième. 

167. Si les deux équations proposées n'étaient pas au même degré pour x , 
alors 011 opérerait comme il *uit. Soient m et n les deux exposans , et m 



Je plus grand. On multipliera l'équation du degré' n par xm~* , ce qui les 
mettra toutes deux au même degré. Alors on opéreia, comme dans le cas 
précédent, en continuant les multiplications jusqu'à ce que le multiplicateur 
soit devenu du degré n—i, ce qui donnera n équations, chacune du degré 
m— i. On substituera dans chacune et dans toutes les puissances supé
rieures à xn , la valeur de xn tirée de l'équation du degré n , et on conti* 
nuera de substituer, jusqu'à ce que la plus haute puissance restante soit 
a:"—1, ce qui sera toujours possible, alors on aura n équations, chacune 
du degré n — i. En employant n — i de ces équations, on déterminera les 
valeurs de xn~xn~2, x71—*, etc., considérées comme autant d'inconnues au 
premier degré, et on les substituera dans la dernière. 

Cette méthode est générale. Elle peut être simplifiée dans beaucoup de 
cas que nous ne nous arrêterons pas à détailler. Nous nous contenterons 
de remarquer que dans les multiplications successives par A' et A , A'.r-f-B'" 
et A ^ - f - B , etc . , on peut se dispenser de multiplier le premier, le* deux 
premiers , etc. , termes des deux équations proposées , et, en général , autant 
des premiers termes qu'il entre de termes dans le multiplicateur, parce que 
Je produit qu'ils donneront, s'anéantira par la soustraction. 

i6'8. Si l'on détermine les valeurs des différentes puissances de x d'après 
la règle que nous avons donnée pour les équations du premier degré à 
plusieurs inconnues, l'équation finale en y ne montera jamais à un degré 
plus haut que mn , en supposant que le plus haut exposant de x, ainsi 
que celui d e y , soit m dans l'une des équations et n dans l'autre. Mais 
si les exposaus de x et de y sont inégaux dans chaque équation, ensorte 
que ceux de x dans la première et dans la seconde étant toujours m et n , 
ceux de y soient m-{~p et n-hq , l'équation finale en y ne passera jamais 
le degré mn 4 - mq -\-np. (P^oy., pour la démonstration, les Mémoires 
de /'Ava demie des Sciences, ann. i^G^.) { f^oy. aussi les 3Iem.de 
Vu4cad. de Berlin , ann. 17/J8, et l ' A n a l y s e des lignes courbes de 
C rainer. 

Des Equations à plus de deux inconnues, lorsqu'elles passent 
le premier degré. 

îfig. Lorsqu'on a plus de deux équations et plus de deux inconnues, trois, 
par fXfmrple, on peut s'y (.rendre de la même manière, en éliminant d'abord 
une des inconnues par le moyen de la première et de la seconde équation , 
traitées selon la met!iode précédente, et en éliminant encore la même in
connue par le moyen de la première et de la troisième on de la seconde 
et la troisième. On aura, par ce moyen, deux équations qui ne renfer-
meiont plus que deux inconnues que l'on trait» ra selon la méthode précé
dente. Mais nous ne devons pas dissimuler que cette méthode qui conduit 
sûrement , lorsqu'on n'a que deux équations et deux inconnues , tombe 
néanmoins dans l'inconvénient de mener à des équations plus élevées qu'il 
ne faut , lorsque le nombre des équations proposées est plus grand que 2 . 
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Le moyen d'éviter cet inconvénient est d'éliminer en combinant les équa
tions, non pas deux à deux, mais trois h trois, lorsqu'il y en a trois; quatre-
à quatre, lorsqu'il y en a quatre, etc. Mais ce dernier procédé exige encore 
un choix particulier, dont le détail nous mènerait trop loin. On le trouvera 
«Tans les Mém. de VAcad. des Sciences pour [''année 1764. Ou y trouvera 

aussi plusieurs recherches sur le degré où doit monter l'équation finale ré
sultante de l'élimination de plusieurs inconnues. Au reste , quoique ces 
méthodes auxquelles nous renvoyons , abaissent considérablement le degré 
auquel conduiraient celles qu'on a eues jusqu'ici, et autant qu'il est possible 
en n'éliminant qu'une inconnue à la fois, i 1 y a lieu de croire cependant 
qu'il peut être diminué; mais probablement on n'y parviendra que quand 
on aura trouvé une méthode pour éliminer, à la fois, toutes les inconnues 
hors u n e , ce que je ne sache pas qu'on puisse encore pratiquer générale
ment sur d'autres équations que sur celles du premier degré 

Des Equations à deux termes. 

170. On appelle équations à deux termes , celles dans l e s 
quelles il n'entre qu'une seule puissance de l'inconnue, parce 
qu'elles peuvent toujours être réduites à deux termes. Par 
exemple , l'équation a x 5 bjp — alb* — a3b3 est une équation 
à deux termes,, parce qu'en la mettant sous cette forme 
( a + £ ) x^ — a^b2-—a3b3

 } on voit que a et b étant des quan
tités connues , on pourra toujours réduire a-+-b à une seule 
quantité, et a*>bz — a?b3 pareillement à une seule quantité; 
ensorte que cette- équation peut être représentée par cette 
autre px5 — q. Ces équations sont très-faciles à résoudre^ 
car il est évident qu'après avoir dégagé la puissance de l' in
connue, par les mêmes règles que dans les autres équations 3 

il ne reste plus qu'à tirer la racine du degré marqué par 
l'exposant de l'inconnue. Par exemple, l'équation px° = q 

deviendrait et tirant la racine cinquième 

(*) Cette méthode, nous l'avons trouvée depuis; si on consulte l'ouvrage 
que nous avons publié, en 1779, sous le titre Théorie générale des équa
tions algébriques y Paris , i/z-»4°, on y trouvera tout ce que Ton peut désirer 
de savoir sur le degré de l'équation finale résultante de tant d'équations 
qu'on voudra, CL sur les moyens de l'obtenir la plus simple qu'il soit 
possible. 



171. Lorsque 1 exposant est impair, il n y a jamais qu'un-© 
seule valeur réelle. Par exemple, si l'on avait cette équation 

a:5 = 1 C 2 4 , on aurait or il est évident qu'il 
n'y a qu'un seul nombre réel qui ; élevé à la cinquième puis
sance , puisse produire 1 0 ^ 4 . 

Si le second membre de l'équation avait le signe — , la 
valeur de x aurait le signe — , parce que —» combiné par 
multiplication , avec — , un nombre impair de fois, donne — ; 
mais lorsque l'exposant est pair, l'inconnue a deux valeurs, 
l'une positive, et l'autre négative, et qui peuvent être, ou 
toutes deux réelles , ou toutes deux imaginaires. Ce dernier 
cas aura lieu si le second membre a le signe —. Si l'on avait 

l'équation x^ — SzS, on en conclurait mais 
puisque — multiplie par — , un nombre pair de fois, donne la 
même chose que -f- multiplié par -f-, -—5 peut satisfaire aussi 

bien que + 5 *, ainsi il faut écrire comme 
dans les équations du second degré. S i , au contraire, on avait 

eu = — 6*25 , on aurait conclu mais ces 
deux valeurs sont imaginaires , parce qu'il n'y a aucun nombre 
positif ou négatif qui, multiplié par lui-même un nombre pair 
de fois , puisse produire une quantité négative. Appliquons 
ces équations à une question. Supposons qu'on demande de, 
trouver deux moyennes vrovortionnelles entre 5 et Gs5. En 
nommant a: et y ces inconnues , on aur,a qui. 
donne ces deux proportions 

D'où l'on déduit ces deux équations 

5y := x2 et 6 2 3 x r z r j / s . 

jf-a première donne substituant dans la seconde^ oq 



a b2D divisant par x et multipliant par 2 5 , on a 

donc 

Des Equations qui peuvent se résoudre à la manière 
de celles du second degré. 

172. Ces équations ne doivent renfermer que deux puis
sances différentes de x , mais dont l'une ait un exposant double 
de celui de l'autre. Par exemple, 

xi + bx* — S et x 6 + 5 x 3 = 8 

sont dans ce cas. Ces équations se résolvent comme celle du 
second degré : après avoir rendu la plus haute puissance posi
tive , si elle ne l'est pas , et après avoir dégagé cette même 
puissance des quantités qui la multiplient ou la divisent, on 
prend la moitié de ce qui multiplie la puissance inférieure de 
l'inconnue, e t on ajoute à chaque membre le quarré de cette 
moitié , ce qui rend le premier membre un quarré parfait. 
Alors on tire la racine quarrée de chaque membre, en donnant 
à celle du second le double signe zb. L'équation est réduite à 
une équation à deux termes. Par exemple , si l'on demandait' 
de trouver deux nombres dont la somme des cubes fût 35 , 
et dont le produit fût tT, on aurait ces deux équations. 

a ^ - f - j 3 = 35 et-xy 6. 

Cette dernière donnerait y = - , valeur qui, substituée dans 
x 

la première, donne 

d'où x 6 — 35a;3 = — 2 1 6 . 

Je prends donc la moitié de 35 , j'en ajoute le quarré è 
chaque membre , et j'ai 



tirant la racine quarrée de chaque membre 

Cette dernière donne х = Ъ et x = a . Mais dono 

y = 2 et y = 3 . 

Lorsque le plus haut exposant est 4 o u u n multiple de 4 > îl 
peut y avoir jusqu'à quatre racines réelles. 

De la composition des Equations* 

Т7З. Nous venons de voir que les équations à deux termes ne donnaient 
pour l 'inconnue, qu'une ,Ле valeur réelle lorsqu'elles sont de degré impair» 
et deux, lorsqu'elles sor;: <ie degré pair : elles en donnent , outre cela , 
plusieurs autre:; qui sont imaginaires, mais qui ne sont pas moins utiles > 
ainsi que nous le verrons lors de ia résolution des équations , et ailleurs. 
E n général une équation quelconque donne toujours autant de valeurs 

pour P inconnue qu'il y a d9 unité s dans le plus haut exposant de cette 
équation. De ces valeurs, qu'on nomme aussi racine* de l 'équation, les 
unes peuvent être positives, les autres négatives; les unes réelles, les autres 
imaginaires. 

174. Pour rendre toutes ces vérités sensibles, il faut observer que lorsque 
dans une équation on fait passer tous les termes dans un seul membre, eç 
que l'on a ordonné toutes les. puissances de x ou de l'inconnue ? on peut 
toujours considérer ce membre comme le résultat de la multiplication de 
plusieurs facteurs binômes simples, qui auraient; tous pour terme communдг-
Par exemple, lorsque l'équation 

x3 -h '-x — Sx2 -f- 9 

a été mise sous la forme suivante , 

(1) x* — Sx2 -f- yx —9 = о,. 

on conçoit que x^—- Sx* -4- jx—9, peut résulter de la multiplication de 
trois facteurs binômes simples (x — a)P (x — b), (x—c). En effet, si Год 
^multiplie ces trois facteurs , on aura 

хъ —• {a -f* b -+- c) x2 -f- (ab + ac -f- bc) x — abc = o. 

O r , pour que ces deux équations soient les mêmes, il ne s'agit que dí? 
prouver pour a, b, с, des valeurs telles que 

û + î + c = 8 , ab + «c + ¿ c s y , et abc —g. 

Ponr trouver chacune de ces quantités, a, par exemple, il faut, apr<$ 
^voiy multipÜQ ta première équation par я 3 , et la seconde para, il faut,» 



dis-je j retrancher la seconde de la première, et y ajouter la troisième, ct> 
qui donne 

« 3 — 8 a * — 7 « 9 , ou a 3 — 8 a 2 - f - 7 a — 9 = 0 . 

On trouvera de la même manière, que les équations qui donneraient b et « 
seraient 

è î - . 8 J i 4 . ^ - g - o , c 3 — S e 2 r4-7c — 9 = 0. 

Ce qui nous fournit les propositions suivantes. 

175. i ° . Puisque l'équation qui doit donner a est la même que celle qui 
doit donner b, et la même que celle qui doit donner c, et que d'ailleurs 
51 est facile de voir que les valeurs de a, b , c ne peuvent être égales , il 
faut donc que l'une quelconque de ces trois équations puisse donner les 
Valeurs de a, de b et de c : donc chacune de ces équations doit avoir trois 
racines, dont l'une sera la valeur d e # ; la seconde, la valeur de b ; et la 
troisième, la valeur de c. i°. Chacune de ces équations est la même que 
l'équation (1) proposée, à la seule différence près que a, ou b, ou c , es! 
changé en x. Donc celle-ci doit avoir trois racines , et ces trois racines 
doivent être les trois valeurs de a , b, c. Donc les quantités qu'il faut mettrt 
pour a y b, c, dans (x—a), (x—b)t (x—c), pour produire l 'équation (1), 
par la multiplication de ces facteurs simples, sont les racines mêmes de cette 
cquation. 

176. Si les coefficiens des différentes puissances de ar, au lieu d'être 8, 7, etc., 
étaient d'autres nombres, et si l 'équation, au lieu d'être du troisième degré % 

était du quatrième, du cinquième, etc. , les conséquences que nous venons 
de tirer seraient encore de même nature. Ainsi , si l'on avait en général, 

( 2 ) . . . Tpx2
 -hqx—r = o , 

P> <f 7 T> e'tant des nombres connus. On pourrait de même considérer cette 
«quation comme formée du produit des trois binômes (x—a), (x—b), (x—c), 
car ce produit étant 

(3).,. x^ — (a-hb-hc) X* -4- {ab + ac -±*bc) x — abc~o. 

Pour que les équations (2) et (3) soient les mêmes , il suffit que a, b, s 
soient tels que l'on ait 

(4)-.. a-J~b~i~c=zp, ab -h ac -hbc = q, abc=.r. 

On en déduit a 3 — p a * - \ - * q a — r = o , 

bî-—pb2~\*qb — r = o , et c* — p c 2 -hqc — r == o. 

Ainsi l'équation qui donnera a, doit aussi donner b et c j elle doit donc 
avoir trois racines qui seront les valeurs des quantités a, b, c. Et comme 
chacune de ces équations est la même que l'équation (2), les quantités a, b, c* 
qu'il faut prendre pour produire cette dernière par la multiplication des 
facteurs simples (x—a), (x—b), (x—~c) p sont donc les..racines mêmes de cet;* 
^nation,. 



177* Donc en gc'ne'ral, I °. une équation de degré quelconque peut toujours 
être considérée comme formée du produit d'autant de facteurs binômes 
simples, qui ont tous pour terme commun la lettre qui représente Vin-
connue, qu'il y ci d'unités dans le plus haut exposant de Vinconnue ; 2°. les 
seconds termes de ces binômes sont les racines de cette équation, chacune 
étant prise avec un signe contraire. 

178. Si l'équation , au lieu d'avoir ses termes alternativement positif ou 
négatif, comme nous l'avons supposé, avait toute autre succession de signes , 
par exemple, si elle était 

x3 -4- px3 — qx -f- r = 0», 

on n'en démontrerait pas moins , et de la même manière , qu'elle peut 
toujours être représentée par (x-~a) x (x—bj X (x—c) ; a, b, c étant les 
racines de cette dernière équation. 

179. Puisque <7, b, c, etc. sont les racines de l'équation (2) , il suit des 
équations (4), i°« fJ"c dans toute équation le coefficient — p du second 
terme, pris avec un signe contraire, c'est-à-dire, -f- p , est égal a la 
somme de toutes les racines ; 2°. que le coefficient q du troisième terme 
est égala la somme des produits de ces racines multipliées deux à deux; 
3°. que celui du quatrième, pris avec un signe contraire , est égal à la 
somme des racities multipliées trois à trois , et ainsi de suite, et cp?enfui 
le dernier ternie est le produit de toutes les racines. Cela est général, 

quels que soient les différens signes des termes de l'équation , prenant 
toujours avec un signe contraire, le coefficient de chaque terme de numéro 
pair. 

180. D'où il suit que , dans une équation qui nra pas dé second terme, 
il y et sûrement des racines positives et des racines négatives, et que Ici 
somme des unes est égale à la somme des autres. Ainsi, dans l'équation 

(5). . . a:3 -f- 2X* — 23.r — 60 == o , 

la somme des trois racines est — 2 ; la somme de leurs produits, multipliés 
deux à deux, es t— 2 3 j la somne de leurs produits, trois à trois, ou le 
produit des trois racines, est -f-60. En effet, les trois racines sont S, — 4) — 3, 
ainsi qu'on peut le voir en mettant chacun de ces nombres , au lieu de x, dans 
l'équation , car chacun réduit le premier membre à zéro. O r , il est évident 
que la somme de ces trois nombres , c'est-î'-dire, -+» 5 — 4 — 3 , est — 2 ; qua 
ïa somme de leurs produits deux à deux, ou — 2 0 — i 5 - f - i 2 , est-— 235 et 
(£\\c le pioduit des trois , est 5 X — 4 x — 3 ? c'est-à-dire, 60. 

Pareillement, dans l'équation 

x 3 — iqx -4- 3o = o , 

comme le second terme manque , je conclus qu'il y a des racines positives 
et des racines négatives , et que la somme des unes est égale à la somme d-'* 
autres j en effet, les trois racines sont + 2 , - f -3 , et — 5. 



foi considérant une équation , comme formée du produis de plusieurs 
facteurs binômes simples, on se rend aisément raison comment ü peut sa 
faire qu'il y ait plusieurs nombres différens qui satisfissent à une équation. 
Par exemple, si l'on proposait cette question: Trouver un nombre tel, que 
si on en retranche 5 , et qiûà ce même nombre on ajoute successivement 
íes nombres 4 et 3 , les deux sommes multíplices entr'elles , et par le 
reste, fassent zéro, on aura, en nommant x ce nombre, x — 5 pour Iç 
reste, et rr-f*4> pour les deux sommes ; il faut donc que 

(x-f-4) X (.r + 3) x (x — 5) = o , c'est-à-dire, que 

x* + o.x* — 2 3 x —6o = o ; 

or, on voit que ce produit ou son égal (x + Ç) x (.r-f-3} X (x—5) peut 
devenir zéro dans trois cas différens , savoir, si x — \ , si x — — 3 , et si 
rr — 5. Or, quand on propose une équation telle que l'équation (5), rien ne 
détermine à prendre •— 4 plutôt ° i u e — 3 , ou plutôt que + 5 , puisque 
chacun réduisant également le premier membre à zéro, satisfait également 
à l'équation. 

181. Nous placerons encore ici une remarque qui peut avoir son utilité. 
Les équations (4) du n° 176, nous ont toutes conduits à la mèm* équation, 
soit pour avoir « , soit pour avoir b , soit pour avoir c. La raison en ess 
que a, b, e, étant toutes ^disposées de la même manière dans chaque équa
t ion, il n'y a pas de raison pour que l'une soit déterminée par aucune 
opération différente de celles qui détermineraient l'autre ; donc, en général, 
si dans la recherche de plusieurs quantités inconnues , an est obligé 
d"1 employer pour chacune les mêmes raisonnemens, les mêmes opéra" 
lions, et les mêmes quantités connues., toutes ces quantités seront né
cessairement racines d'une même équation, et par conséquent cette 
question conduira à une équation composée. 

182. Puisqu'on peut considérer une équation comme formée du produit 
de plusieurs facteurs simples, on peut aussi la considérer comme formée du 
produit de plusieurs facteurs composés ; ainsi une équation du troisième 
degré peut être considérée comme formée du produit d'un facteur du second 
degré, tel que x2 ax b , par un facteur du premier, tel quex- f -e • en 
effet, x2 -\-ax-\~b , peut toujours- représenter le produit des deux autres 
facteurs simples. De même , une équation du cinquième degré peut être 
considérée comme formée, ou du produit de cinq facteurs simples, ou de 
deux facteurs du second degré, et d'un facteur du premier, ou d'un facteur 
du troisième et d'un facteur du second, ou eniin d'un facteur du quatrième , 
et d'un facteur du, premier. 

183. Nous avons vu qu'une équation du second degré pouvait avoir des 
Racines imaginaires : puis donc qu'une équation de degré quelconque peut 
savoir été farinée par le concours d'un, ou de plusieurs facteurs du second 
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degré , elle peut aussi avoir des racines imaginaires. Mais il peut y en avoir 
de formes bien différentes de celles du second degré'. 

184« Quand on considère une equation comme forme'e du produit de 
plusieurs facteurs simples, on voit qu'elle ne peut avoir que m diviseurs du 
premier degré, m marquant le degré'. 

î85. Et en considérant une équation comme formée du produit de fac
teurs du second degré, le nombre des diviseurs du second degré qu'elle 

peut avoir , est exprimé par m marquant le degré' de cette 

équation. En effet , chaque facteur du second degré' étant le produit de 
deux facteurs simples, dont chacun peut diviser l'équation , doit aussi 

pouvoir diviser l'équation. Or , nous avons vu (1^7) qu*il y a 

manières différentes de multiplier, deux à deux , un nombre m de quantités^ 

il y aura donc différens diviseurs du second degré. Par 

exemple, l'équation (3 )dun« 176 , admet ces trois diviseurs du.second degré' y 

(x—a) {x—b),(x—a) (x-~-c), {x—b) (x—c)r 

Ainsi , nne équation du troisième degré peut avoir trois différens divi
seurs du second, efc en général, une equatiou du degré m, peut avoir 

différens diviseurs du second degré. 

Concluons donc de la , que si Pbn demande quelles devraient être le» 
valeurs de g et de h7 pour que x2 -l-gx H- h fût diviseur d'une équation 
proposée du degré m, on peut être assuré que g et h ne peuvent être dé -

termine's chacun que par une équation du degré Car x*-+-gx-\-k 

est aussi propre à représenter l'un des diviseurs du second degré que tout 

autre j donc h doit être susceptible de valeurs: il en est de 

même de g qui est la somme des deux racines de l'équation. Chacune 

de ces quantités doit donc être donnée par une équation du degré 

On prouvera , de même , qu'en considérant une e'quation comme formée 
du produit de facteurs du troisième degré', chaque facteur du troisième 

degré est susceptible de valeurs différentes : en sorte 

que si x3 gx* -h hx -f- k représente l'un de ces facteurs, k ne pourra. 

ctre determine que par une équation du degré Ou 



Toit assez les conséquences analogues qu'il y a à tirer pour les facteurs de 
tous les degrés. 

186. Concluons de tout ce qui précède que lorsqu'on a tronvé une racine 
d'une équation, on peut , pour avoir les autres, diviser l'équation para? 
moins cette racine, c'est-à-dire par x— a , en représentant cette racine par 
<t\ la division se fera exactement, et donnera pour quotient une quantité 
où x sera moins élevé d'un degré ; cette quantité étant égalée à zéro, sera 
l'équation qu'il faut résoudre pour avoir les autres racines. On vo i t , 
de même, que si l'on connaît deux racines, que je représente p a r a e t £ , 
il n'y a qu'à diviser l'équation par (x — a) x (x — £) , et ainsi de suite. 

Des transformations quon peut faire subir aux Equations. 

187. On peut faire subir aux équations différentes transformations, dont 
il est à propos que nous parlions avant de passer à la résolution de ces 
mêmes équations. 

188. Si Von change dans une équation les signes des termes qui ren>-
ferment des puissances impaires de x , les racines positives de cette 
équation seront changées en négatives , et les négatives en positives. 
En effet, pour changer les signes des racines de l 'équation, il suffit de 
mettre — x au lieu de + x j or , cetle substitution ne change point les 
signes des termes qui renferment des puissances paires de x, et change, 
au contraire, les signes de ceux qui renferment des puissances impaires. 

189. Pour changer une équation dans laquelle il y a dis dénomi
nateurs y en une autre dans laquelle il n'y en ait plus, et ce/a sans 
donner un coefficient au premier terme, il faut substituer, au lien de 
l ' inconnue, une nouvelle inconnue divisée par le produit de tous les dé
nominateurs, et multiplier ensuite toute l'équation par le dénominateur 
qu'aura alors le premier terme. Par exemple, si j 'ai 

je ferai d'où 

multipliant par m^ii^p1, et réduisant, j 'ai 

190. Si m y n et p étaient égaux, il suffirait de faire D'où il 

suit que pour changer une équation dont tous les coefficiens sont des nombre» 
enticis, mais dont le premier terme a un coefficient, en une autre dans la
quelle celui-ci n'en ait p ius , et où les autres uieut néanmoins de* entiers 



pour coefficicns, il faut faire m marquant ce coefficient du pre-* 

ïnier terme. En effet; si j 'ai l'équation mx* •+• ax* -+- bx -h c = o : en di 

visant par m , j'aurai où tous les dénoroi* 

Dateurs sont égaux. 

îç)T. Pour faire disparaître le second terme d'une équation, il faut 
substituer j au lieu de Vinconnue, une nouvelle inconnue augmentée 
du coefficient du second terme de Véquation , pris avec un signe con
traire , et divisé par l'exposant du premier. En effet, représentons, en 
général, cette équation par 

xm -f- axm~~l H- bxm~* -f» . . . -h k = o. 

Si on suppose xr=zy 5, on aura deux équations et trois inconnues; 
on sera donc maître de déterminer l'une d'entre elles, par telle condition 
que l'on voudra. O r , si l'on substitue, dans chaque terme, au lieu de la 
puissance de x qu'il renferme, une puissance semblable de y-hs} on aura 
(i48j une suite de termes, telle que celle-ci: 

ym -h (»is -+- a)ym-J -+- . . . -f- k = o. 

Si donc nous regardons y comme l'inconnue, il est évident que cette 
equation sera sans second terme, si s est telle, que l'on ait ms -f- a = o , 

c'est-à-dire , si Ton prend Or , nous venons de voir que nous 

pouvions prendre pour s, telle valeur que nous jugerions à propos; puis 

donc que est la valeur qu'il lui faut donner pour que l'équation en y 

soit sans second terme, il s'ensuit que pour changer l'équation proposée en une 

autre qui n'ait point de second terme, il faut faire Ce qui 

démontre la règle que nous venons de donner. Par exemple, pour faire dis
paraître le second terme de l'équation 

substituant cette valeur de x , et réduisant, il vient y 1 — 1 ^ + 2 6 = 0 ; 
équation qui n'a point le second terme y 2 . 

De la résolution des Equations composées. 

192. Nous supposerons, dans tout ce que nous allons d i re , qu'on ait 
fait passer dans un «seul membre, tous les urmes de l'équation. INoc» 



:àvr>ns déjà dit (54) ce qu'on doit entendre pnr ces mots résoudre une équa
tion , mais il faut fixer plus particulièrement ce que Ton entend par réso~ 
lution générale d?unc équation. Résoudre généralement une équation d'un 
degré quelconque, telle que 

( i ) . . . x w - h pxm~l -4- qx™-* -f- . . . -f-A = o , 

c'est trouver pour l'inconnue autant de valeurs qu'il y a d'unités dans le 
plus haut exposant de cette inconnue, et dont chacune soit exprimée par 
les lettres p f q, etc. À, combinées entre elles de quelque manière que ce 
soi t , telle cependant que chacune de ces valeurs substituées au lieu de x 
dans l'équation, réduise le premier membre à zéro, indépendamment de 
toute valeur particulière de p , qf etc. Par exemple, la règle que nous 
avons donnée (99) pour les équations du second degré , résout générale* 
ment ces équations. En effet j 

( 2 ) . . . x9 px H- q — 0 , 

peut représenter toute équation du second degré, parce que par p et q on 
peut entendre toutes sortes de nombres, positifs ou négatifs j or, cette équa
tion résolue suivant cette même règle, donne 

Que Ton substitue maintenant l'une de ces deux valeurs, la première, par 
exemple, au lieu de x dans le premier membre de l'équation (2) , on aura 

qui se réduit à zéro. Il en serait de même, si l'on substituait la 2 e valeur, 
de x. 

Cette expression générale des différentes valeurs de x dans une équation , 
est d'autant plus difficile à trouver, que le degré de l'équation est plus élevé , 
-et il est aisé de sentir que cela doit être , si l'on fait les réflexions suivantes. 

Quelle que puisse être la forme des valeurs de l'inconnue dans une équation 
de degré quelconque, it est certain que la résolution générale d'une équation 
d'un degré déterminé doit renfermer la résolution des équations générales de 
tous les degrés inférieurs. En effet, la résolution générale d'une équation du 
cinquième degré, par exemple, telle que 

x* -j-px.t-j-qx't -f- rxa -f- sx-f- t = o 

doit donner pour x cinq valeurs, dont chacune doit nécessairement renfermer 
toutes les lettres p,q,r,s 7 t. O r , lorsque t est zéro , cette équation se réduit à 

x*-+~pxt-)-qx'i-f- rx7-1-sxzz.o 

qni étant le produit de ces deux facteurs x* -hpx^ -f-</x 5-h/\r-f-s , e t x , donne 

jo. a-—oj 20. .r);.. . xk H_ px*>+~qx*+rx -h s — o, 



Donc des cinq valenrs de x que donnera la resolution générale, l'une doit 
alors se réduire à zéro, et les quatre autres doivent être les racines de l'équation 
(3) . Or , celle-ci n'étant que du quatrième degré , ses racines ne peuvent avoir 
que la forme de celles du quatrième degré : donc puisqu'elles sont , en même 
temps , comprises dans celles du cinquième degré, il faut que la résolution de 
celle-ci comprenne la résolution du quatrième. On prouvera de même que la 
résolution du quatrième doit comprendre celle du troisième, ainsi de suite. 
Donc la résolution d'une équation de degré quelconque, doit comprendre la 
resolution de tous les degrés inférieurs. 

De là on peut conclure que l'expression de Tune quelconque des racines, 
doit renfermer toutes les espèces de radicaux depuis son degré jusqu'au, 
premier (*). En effet, il est facile de voir que dans quelque degré que ce soi t , 
il doit y avoir des radicaux de ce degré, puisque dans le cas particulier oii 
tous les termes , excepté le premier et le dernier, manqueraient, l'expression 
des valeurs de x renfermerait un pareil radical : car l'équation étant alors 

xm-+~k — o, on aurait donc puisque la forme générale des 
racines doit comprendre la forme de celles de tous les degrés inférieurs, 
elle doit renfermer tous les radicaux depuis son degré jusqu'au premier. 

iç)3. Après ces réflexions sur la forme des racines , voyons la me'thode 
qu'on peut employer pour les trouver. Celle que nous allons exposer, con
siste à considérer l'équation qu'il s'agit de résoudre, comme le résultat de 
deux équations à deux inconnues. Nous avons vu ci-dessus (1G6), commen t 

on parvenait à réduire ces deux-ci à une seule, qui ne renferme plus qu'une 
inconnue. Il s'agit donc de les choisir telles, que l'élimination produise une 
équation que l'on puisse supposer la même que l'équation proposée. Nous 
allons voir quelles elles doivent être pour cet effet. Quoique cette méthode 
n'exige pas qu'on fasse disparaître le second terme de l'équation proposée, 
cependant les calculs étant plus simples, lorsqu'il n'y a pas de second 
te rme, nous supposerons qu'on a fait évanouir celui-ci, par la méthode 
donnée (191). Ainsi , nous supposerons que 

(4) . . . xm H-p xm~* ~h g -f. . , . -f-^ar-f. t = o, 

est en général l'équation a résoudre On prendra les deux équations 

(5). , Ym I = 0 , (6). . . . -f-n:=0, 

(*) Lorsque l'exposant de l'équation est un nombre compose du produit 
de deux ou plusieurs autres, il peut arriver, selon la me'thode qu'on em
ploiera pour résoudre, que l'expression générale des racines, ne renferme 
pas explicitement les radicaux de ce degré; mais ils n'y sont pas moins im-

^licitement. Par exemple, dans le quatrième degré, an lieu des on trouve 

Dar certaines méthodes, des quantités telles que mais on voit 

que celles-ci comprennent les première*. 

a, 



<g, b, c, etc., étant des quantités inconnues que Ton déterminera comme 
ii va être dit. Par le moyen de ces deux dernières, on éliminera y j ce qui 
conduira à une équation en x qui sera du degré m, et n'aura point de 
second terme. Les coefficiens (*) des différentes puissances de x, seront 
composés de a, b, c, etc., et leurs puissances. On égalera chaque coefficient 
au coefficient de pareille puissance de x dans l'équation (4) ; ce qui don
nera autant d'équations pour déterminer a, b, c, etc. , qu'il y a Je ces 
quantités. Lorsqne a, b, c, e tc . , auront été déterminés, on aura toutes 
les racines ou valeurs de x, en substituant dans l'équation (6) , ces valeurs 
de a, b, c, etc. , et mettant successivement pour y, chacune des racines 
de l'équation (5), qui sont faciles à déterminer, comme nous le verrons pai 
la suite. 

Application au troisième degré. 

ï94- Soit donc ( 7 ) . . x* -\-px «+• q = о , l'équation à résoudre. 
Je prends . . . (8). .y* — i v = о , ауя + Ъу x = o. 
Pour chasser y , je multiplie cette dernière par y , et mettant pour r 5 

sa valeur 1 , tirée de l'équation (8), j 'ai Ь/я -hxy-f-a — o. Je multiplie, 
de même, celle-ci par y , et mettant encore pour y* sa valeur 1 , j ' a i 
xy2 •+• ay «+• b = o. J 'ai donc 

аУ* -i-by-hx — o, by%^rxy-\*a — o\ xy* ^ay-^b — o. 

Par le moyen des deux premières, je prends la valeur de y% , et celle 
de j* , selon la méthode des équations du premier degré à deux inconnues ; j 'ai 

Je substitue ces valeurs dans la troisième équation, ce qui me donne 

Pour que les équations (7) et (9) soient les mêmes, il faut que 

—3ab — p et a* -f- Ьъ z=zq 

te sont là les deux équations qui donneront a et b (**). La première donne 

(*) Le mot coefficient est pris ici dans un sens plus étendu que par 
le passé. Il signifie, en général, la totalité des quantités soit numériques, 
soit littérales, qui multiplient l'une quelconque des puissances de 
Ainsi , dans p x m _ a , p est le coefficient de x"1""2. 

(**) On pourrait peut-être demander s'il est nécessaire, pour que les deux: 
équations deviennent les mêmes , de les égaler terme à terme ; et s'il ne suffirait 
pas d'écrire -+- px q = x^ — 3 abx -f a^-f b* ? Voici la réponse. 

Il est indispensable d'égaler t ome à terme, parce que pour que les deux 
Algèbre T , III, 10 



substituant dans la seconde, on a 

d'où 

Cette dernière équation , résolue comme une équatiou du second degn?, 
donne (172) 

d'où' 

cette valeur de et, substituée dans a^ + b^ — q, donne 

Or l'équation ay* -f- by -f- x = o, donne x-=. — ay% — by\ on a d o n c . , , 

qui renferme les trois racines. Il ne s'agit donc plus que de connaître les 
valeurs de y. O r , l'équation y3 — 1 = 0 , donne y —t. Pour avoir les 
deux antres racines, je divise ( i86)j* 3 — 1 par y—1, et j 'ai y2 ~*-y -f- 1 , 
qui étant égalé à zéro, donne l'équation qui renferme les deux autres 

racines. Cette équation résolue (99) , donne Subs

tituant successivement ces trois valeurs de y, dans la formule (10) , on 
trouvera, toutes réductions faites , 

équations soient les mêmes , il faut que les trois racines soient les même» 
dans chacune: o r , cette condition exige que la somme des racines soit la 
m ê m e ; ce qui a lieu. i ° . Que la somme — 3 ab des produits de ces 
racines deux à deux, dans l 'une, soit la même que la somme p des mêmes 
produits dans l'autre. i°. Que le produit az -f-̂ * des trois racines de l 'une t 

soit le même que le produit q des trois racines de l'autre. 

(*) Je ne .donne ici qu'un seul signe au second radical, parce que je n'ai 

besoin que d'aune valeur de a ; il importe peu laquelle, chacune satisfai-

*«int également, comme nous le verrons ci-après. 



Si Ton suppose , clans l'équation x* -f- px -f- q — o , que q — o , l'e'qua— 
tion se réduit alors à x$ -+- px = o, ou (x7- -+-/?) x 3:=:o ; donc l'une des 
racines est x — o , et les deux autres se trouvent en résolvant l'équation 

.r2-f-^? = o , qui donne et c'est aussi co 
que donne la formule générale des racines. 

195. Comme l'équation d'où nous avons déduit Ia\ 

valeur de a , a six racines, on pourrait peut-être demander si chacune peut 
être également employée; et s i , dans le cas où elles seraient toutes égale
ment admissibles, il n'en résulterait pas 18 valeurs différentes pour x, puisque 
chacune en donnerait trois. Chacune des six valeurs de a est également 
bonne ; mais l'une quelconque donne pour x les mêmes valeurs que tout« 
autre. En voici la preuve : faisons, pour simplifier le calcul; 

et 

alors l'équation ( 1 1 ) , se changera en ces deux autres tf3=:m3 et az = n* ^ 
la première donne < z = m , et en divisant a 3 — w 3 , par a — m , on aura 
« 2 -4- ma -h m2, qui étant égalé à zé ro , donnera les deux autres valeurs 

de a , que l'on trouvera être On verra de mémo 

que l'équation « 5 = re3, donne a = n et Or p u i s 

qu'on a rt3 -f-£>3—<7, on aura m^ -\-b> ~q et n^~\-№~q, et en mettant 
pour / 7 1 3 et « 3 leurs valeurs , 

et 

«"est-h-dire, &3 = rc3 et £»3 = 7tj3; donc les valeurs de b sont telles que ab~mn; 
ensorte que les valeurs de a et è , qui doivent aller l'une avec l'autre, sont 
les suivantes : 

et 

et 

I O . . 



Substituez maintenant l'une quelconque de ces si* combinaisons dan* 
sr = — oy* — by, en mettant successivement pour y ses trois valeurs, et vout 
aurez touiours ces trois racines 

196. En considérant les trois valeurs de x que nous avons trouvées ci-

dessus, on voit que tant que p sera positif, la quantité sera tou

jours positive, parce que qui est le quarré de sera toujours po

sitif, quand même q serait négatif. Cette même quantité sera encore positive, 

tant que sera plus grand que , p étant négatif. Dans ces deux cas , 

les deux dernières valeurs de x sont imaginaires : car les deux radicaux 
cubes étant alors des quantités réelles et inégales, leur produit par les quan

tités et de signes contraires, ne se détruiront pas mutuelle

ment 5 ainsi il restera de l'imaginaire dans chacune de ces denx valeurs 
de x. Il n'y a donc alors que la première valeur de x, qui soit réelle. 

197. Mais si p étant negali f se trouvait plus grand que 

alors serait une quantité négative , et la quantité -

serait imaginaire : néanmoins les trois valeurs de x sont 

alors réelles. Pour s'en convaincre, il faut d'abord observer que 

qu'on a alors au lieu de est la même 

chose que ou que 

ainsi pour abréger, je suppose 

et 

la quantité deviendra et U 

quantité deviendra or ces 



•ftaatuités étant la même chose (i32) que 
si on les réduit en série, par la méthode donnée ( i5o) , on aura pour 
la première 

et pour la seconde 

• r , les trois valeurs de x se changent alors er* 

Substituant, au lieu des deux radicaux cubes, les se'ries qui en sout les 
valeurs, on trouvera) toutes réductions faites, 

quantités dans lesquelles il n'y a plus d'imaginaires. On n a pu trouver, 
jusqu'à présent, que cette manière de donner, dans ce cas, une valeur 
algébrique réelle aux trois racines; ainsi on ne peut les avoir alors, sou s. 
une forme réelle, que par approximation. Ce cas singulier a fort exauce 
les Algébristcs, et on lui a donné le noua de cas irréductible. 

Donnons maintenant quelques exemples. Supposons qu'on demande les 
racines de l'équation -h 6y*2 — 3 j * - + - 4 = o ; je fais disparaître 
(TO,Ï ) son second terme; en faisant f =x — 2 ; cela réduit l'équation a 
x*—i5.* «+• 26 = 0 ; o r , nous avons représenté toute équation du trui-



sième degré, sans second terme, par a 3 - f -P-* + <7 = oj nous avons donc 
pz=z — 1 5 , 7 = 2 6 , donc 

les trois valeurs de x seront donc 

C'est-à-dire, que la première est négative, et les deux autres imaginaires, 

Prenons, pour second exemple , l'équation x 3 —9 .Z—10 = 0. Dans ce 

cas, on a p = — q , q = — 1 0 ; par conséquent, et 

donc cette équation est donc dans le cas irréductible. 

Ains i , si l'on veut avoir les valeurs de x , il faut faire usage des séries 

ci-dessus. Pour cet effet, on remarquera qu'on a supposé et 

donc m = — 5 et n = Pour faire les substi

tutions , on commencera par évaluer y i qu'on trouvera être i , 4 i 4 2 i donc 

on évaluera aussi ou ou 

et l'on aura alors il n'y a plus qu'à substituer : nous nous 
bornerons à substituer dans la première qui deviendra 

quantité dans laquelle il ne s'ngit plus que de faire les multiplications 
indiquées. IVïais il est bon d'observer, en finissant , que ces séries ne sont 
d'un usage utile, qu'autant que m est plus grand que n ; s'il était pluv 
pet i t , on en formerait d'analogues pour ce cas, eu observant ce qui a été 
dit (i58). Au reste, lorsque m et u diffèrent peu , on est dans la iu -
cessité de calculer un grand n'ombre de termes. IVous verrons par la suilt* 
toïJiiueiU on peut approcher uuticmcm des valeurs de j , * 



Concluons de ce qui précède, que toute équation de cette forme 
yï* _f, pyin qyn ^ r — o est résoluble; puisqu'en faisant yn = x , 
on a x^ -4- p x 2 -f* qx •+* r = o , c'est-à-dire, une équation du troisième 
degré. 

application au quatrième degré. 

t q q . Représentons toute équation du quatrième degré, sans second terme, 
par 

xi -4- px* -f- <7-r -4- r = o. 

Selon la règle donnée ci-dessus , je prends les deux équations 

yt — i ™ o et ay3 -f- by2 -r- cy x — o. 

Pour éliminer, je multiplie celle-ci trois fois de suite par y, et je subs
titue à mesure, au lieu de y*, sa valeur i tirée de l'expiation — i — o f 

ce procédé me donne ( en comprenant la seconde équation ) les quatre 
équations suivantes : 

# r 3 H- by* -h cy -f- x = o ; i r 3 -f- cy*2 -+- xy- + a ~ o 

c y 3 -f- x y 2 -h ay -f« b = o ; a-y3 -f- « y 2 -f- &y -f- c = o. 

S i , à l'aide des trois premières, on tire les valeurs d e y 3 , y2 et y f 

et si Ton substitue ces valeurs, dans la dernière, on trouvera une équa
tion en x du quatrième degré. Egalant les coefficiens de celte équation à 
c e i M t éc la proposée x* -f- px* -f- qx -4- r ~ o , il viendra.. . 

— 4 « c — 2 i 2 = p ; 4 f l 2 ^ " + " 4 ^ c a = = r / î — — c 4 - f - £ 4 - f - 2 t f 2 e 2 — [ \ a b 2 c ~ r i 

ce sont ces trois équations qui doivent faire connaître a, b et c. Pour 
avoir l'équation qui donnera je prends dans la seconde, la valeur de 

«2 c 2 , et j'ai a 2 H- c 3 je quarre cette équation , ce qui me donni 

ou 

je substitue celte valeur de -4- c* dans la troisième équation, et j 'ai 

De la première équation je tire la valeur de ac , substituant dans fc'quation (i] 
on trouve 

(i). . . 6 { ^ + 33/;Z>4 -f-4 ( / j 2 — 4' ) b2— q* — o , 

Equation du sixième degré, mais qui n'a que la difficulté de celles du 
aoisième, eu regardant bz comme l'inconnue : ou appelle celte équaUorr-



la réduite, parce que c'est à sa résolution que se réduit celle des équation» 
du quatrième degré. 

200. Si l'on fait attention que le dernier terme q2 de cette équation a 
le s igne—, on verra que b2 doit avoir au moins une valeur positive,* car 
dans ce cas l'équation ne peut avoir été produite que par la multiplication 
de trois facteurs tels que (b2—/) (b2 — m) (b2 — n), ou de trois facteurs 
tels que(& 2 - f - / J ( 6 a - f - w ) (b2—n) ; il n'y a que ces deux combinaisons 
qui puissent donner le signe — au dernier terme ; il y aura donc au moins 
un facteur de cette forme b2—n • donc (177) b2 — n•, c'est-à-dire que b* 
aura au moins une valeur positive. Donc puisque cette équation donne 
b — zk:>/n, b aura au moins deux valeurs réelles. 

201 . Déterminons maintenant a et c. Les deux équations 

— 4 r t C — i b 2 = p j et ^a2b -h ^hc7~q , 

trouvées ci-dessus, donnent 

Ajoutant la première à la seconde , et la retranchant aussi de la seconde, 
on aura les deux équations suivantes : 

tirant la racine quarrée de chacune, on aura 

Les deux signes de chaque équation pouvant être pris dans tel ordre que 
Ton voudra. De là il est aisé de déduire a et mais nous allons voir qu'on 
n 'a besoin que de a — c. Développons auparavant les quatre valeurs de x. 
L'équation 

ayZ Jjyi -f. cy-f- a: = o , ' donne x = — ay^— by2*— cy $ 

îl s'agit donc d'avoir les quatre valeurs de y que donne l'équation 
yh—1—o, ou f* — 1 . Or en tirant la racine quatrième, on a j ~ ± 1. Ayam 
trouvé ces deux valeurs de y , il faut (i8(>) pour avoir les deux autres, diviser 

— 1 , par le produit y2 — 1 des deux facteurs y— 1 et y-f. 1 , ce qui 
donne pour quotient; égalant ce quotient à zéro (18S), on aura 
y» 1 = 0 , pour l'équation qui doit donner les deux autres racines , que 

4'on trouvera être Les quatre valeurs dt x seront donc 



Substituant pour ( a - f - c ) et (a — c ) , leurs valeurs trouvées ci-dessus , ou 
aura 

Equations dans lesquelles il est facile de voir que des deux signes -4- et — , 
soit qu'on prenne le signe supérieur, soit qu'on prenne le signe inférieur, 
on aura toujours les quatre mêmes valeurs de x , l'une quelconque d'enlr'elies 
ne faisant alors que se changer en l'une des autres. Ainsi , pour une même 
valeur de b, on n'aura jamais que quatre valeurs de x$ savoir: 

202. Puisque l'équation du sixième degré qui doit donner b, donne trois 
valeurs de b2, on aura donc trois valeurs de b, qui auront le signe -f>, et 
trois qui auront le signe — ; or il est facile devoir que soit qu'on mette 
4 - 6 , soit qu'on mette — b dans les quatre dernières valeurs de x , il en 
résulte toujours les quatre mêmes valeurs. Il ne s'agit donc plus que de 
faire voir que chacune des trois valeurs de b qui auront le signe -f-, ne 
donnera jamais aussi que les mêmes quatre valeurs de x* Pour le démontrer, 
reprenons les équations 

— 4 a c — z b 2 = p , fa*b -f>4£c a =< / ? 

et — #4 — c'4 -f- ¿4 -f- 2 a 2 c 3 — ^ a b 2 c = r . 

Quarrons la 2 e de ces équations, nous aurons 16b* (a2-+-c2)2 = qq J mettons 9 

au lieu de Z>a , sa valeur tirée de la première ; il viendra 

— 8 (p~h$ac) (a2-hc2)2 ~qq. 

Substituons de même, au lieu de b2, sa valeur dans la troisième équation 
et nous aurons, après les réductions faites, 

Substituant ces valeurs de q2 et de r , dans l'équation (1) du n° 199, il 
viendra 



O r , puisqu'on a trouvé 2b2 ~—p— f\ac, il s'ensuit (i8fi) crue 
ib2 -+-p -t- 4«c doit diviser l'équation (2) ; ce qui a lieu en effet. Si Ton fait 
la division , et qu'on égale ensuite à zéro le quotient, pour avoir les deux 
autres valeurs de b2, on aura 

— Sacb2 -f a1* -f-c4-f- 2rt 2 c 2 = 0 . 

Cette équation étant résolue comme une équation du second degré' 
donne 

Or le dernier membre est (*) le quarré de (a •+> c) dtz (a—c) y/ — i j don* 

d'où 

ainsi puisqu'on a trouvé ci-dessus les trois valeurs po

sitives de b sont 

Représentons la seconde de ces valeurs,, p a r é ' , et la troisième par b"y 

alors en ajoutant et retranchant , on aura 

a + c = ¿ ' + A " et (a—c) v/ —1 = — b". 

Si l'on smbstituc les valeurs de a-\- c et (a — c) y/ — 1 dans les quatre pre
mières valeuis trouvées ci-dessus, elles se réduiront à 

x = = : _ ¿ _ ¿ ' _ //' x— + b + b'+b" — 2 6 , 

x=z + b-hb' + b" — 2 ¿ / , *=-&-+- Z>'-+-¿" — ib". 

O ù l'on voit qu'il ne peut y avoir que quatre valeurs de x \ car si Fort 
change, par exemple, b en b', il faut changer en même temps b' en b , 
puisqu'on voit que les trois racines b7 //, b" entrent toutes à-Ia-fois dans 
chacune de ces valeurs de x. Or ce changement donne les quatre mêmes-
valeurs pour x. 

2o3. Revenons maintenant à la première expression des valeurs de x , 
c 'est-à-dire, aux valeurs 

(*) Il ne faut autre chose, pour s'en assurer, que quarrei la quantité 

Mais si Ton demande comment on a tiouvé cela, 
on le verra dans la suite. 

(*+) Nous ne prenons ici que le signe -f. pour la racine du second memb».» f 

parce que, nous avons vu, ci-dessus, que h valeur, négative de 6 mèujiai: 
aux mêmes concluions. 



Elles nous offrent trois cas, O U Û + c et (a — c) v / —' 1 s o n t ton tes deux 
rc'elles, ou elles sont toutes deux imaginaires, ou enfin Tune des deux est 
réelle, et l'autre imaginaire. Or j'observe d'abord , que lorsqu'elles sont 
imaginaires, elles peuvent toujours être réduites à des imaginaires de cette 

forme, m étant une quantité réelle ; car puisqu'on a 

et 

b ayant toujours (200) au moins une valeur réelle epic l'on peut toujours 
employer , elles ne peuvent devenir imaginaires que lorsque la quantité qui 
est sous le radical actuel, sera négative. 

204. Cela posé, si a-hc et (a—c) %/—1 sont toutes deux réelles, auquel 
cas, les quatre valeurs de x seront réelles, puisque b a toujours une valent: 
réelle, il est évident que les deux autres valeurs de ^b2 , savoir : 
£ (a-hc) zh (a—c) y 7 — i ] 2 seront réelles et positives. 

205. Si au contraire fl-J-c et (a — c) s/— ï sont toutes deux imaginaires, 
auquel cas les quatre valeurs de x seront imaginaires , alors si l'on repré

sente a -f-c par et (a—c) >J— i par l yJ— 1, к et l seront dex 
quantités réelles (20З) j on aura donc 

c'est-à-dire , que les deux autres valeurs de b2 seront réelles, mais négatives. 

206. Enfin, si des deux quantités a-4>c et (a—с) у/— l) l'une seulement est 
réelle , il est évident que des quatre valeurs de x , deux seront réelles , et 
deux imaginaires ; or , dans ce cas , on voit aussi que les deux valeurs 
de b3 exprimées par £(a-f-t;):±:(«—с) уЛ — ] 2 seront imaginaires. 

207. Donc; si la réduite considérée comme équation du troisième degré, 
a ses trois racines réelles et positives , l'équation du quatrième degré 
aura ses quatre racines réelles; si la réduite, ayant ses trois racines 
réelles , n'en a qu'une positive , Véquation du quatrième degré aura, 
ses quatre racines imaginaires ; enfin, de ces quatre racines, deux seront 
réelles et deux seront imaginaires, si la réduite n\i qu'une racine 
réelle. 

208. Puisque la formule des racines d'une équation du troisième depe 
ne donne ces, racines sous une forme réelle que lorsqu'il n'y a qu'une racine 
réelle (io/>), il faut couclure qu'on n'aura les racines du 4* degic , sou* tint; 



forme réelle, que lorsqu'il n 'y aura que deux de ces racines qui soient 
réelles. 

209. Voyons quelques exemples. Supposons qu'on demande les racine» 
de l'équation 

x* -+- 3 x 2 — 52x -f- 48 = o. Nous aurons 

p=-3} q =— 52 , r = 48 , qq = 2704. 

La réduite sera donc 

64& 6 -f- çftb* — yZib* — 2 7 0 4 = o, 

ou (en faisant, pour simplifier, 4 6 a = w) , 

u 5 4 - 6 u 2 — i 8 3 w — 2704 = 0. 

Pour faire disparaître le second terme , je fais u z=zz — 2 , ce qui me donne 

— 1952 — 2322 = o. 

Selon ce qui a été dit (n°s 19} , 197) sur les équations du troisième degré , 
•n trouvera que z n'a qu'une valeur réelle qui est 

Donc u — z—'2 = 1 6 , 4 & 2 ~ u — 16, Z> = 2. 

Substituant cette valeur de b, et celles de /?, q et r , dans les valeurs de 
a 4 - c et de (a—-c) s/—1 trouvées ci-dessus, on aura 

De sorte que les quatre valeurs de x seront 

Dans cet exemple , les nombres se sont trouvés tels, qu'il a été possible 
d'évaluer exactement chaque radical. Mais ces cas sont fort rares. Le plus 
souvent, lorsqu'on veut avoir la valeur numérique dégagée de radicaux 
¿1 faut évaluer chaque radical par approximation. 

Prenons , pour second exemple , l'équation 

Je commence par faire disparaître le second terme, en faisant (192) . . . . >. 
•y z=.x— 1 : j 'ai pour nouvelle équation 

a:* -f- 3 x 2 -h 2x — 3 — o . D o n c p = 3 , < 7 ~ 2 , r = — 3 , 

la réduite devient 

64b*-*~çfib<-f-S4&2 — 4 = ° r 0 1 1 j c n faisant 4&*—u, « ' ' ^ « ï + j i m ^ 4 — 0 



fais disparaître Je second terme, en posant u = s — 2 , ce qui donne. 

2î-4-0,2; — 3o = o, équation qui (196) n'a qu'une racine réelle, et qui annonce , 
par conséquent (206) , que J'équation du quatrième degré n'en aura que deux 
réelles. Appliquant donc les formules données d o i ) , on trouvera 

Substituant cette valeur de b , et celles de p et de q , dans les formules d e g 

quatre valeurs générales de x j on trouvera deux racines réelles et deux 
imaginaires. 

Réflexions sur la méthode précédente, et sur son application 
aux équations des degrés supérieurs au quatrième. 

210. L'équation qui nous a donné la valeur de b pour le quatrième degré', 
n'a monté qu'au sixième degré $ mais si nous avions cherché directement 
l'équation qui doit donner a,} ou celle qui doit donner c , nous serions 
parvenus à une équation du 2 4 e degré , ains ; qu'on peut s'en convaincre 
de la manière suivante. INous avons trouvé ci-dessus ( 202) , 

Si l'on multiplie cette dernière équation par 8 (p -J- ̂ ac), et que du produij 
• n retranche la première, on aura , après les réductions faites, 

( 3 ) . . 5 i2a 3 c 3 - f - 256 /?a 2 c 2 8 {5pz — 4 r ) ac-+-2p*-~8pr «f q2 = 0 , 

Equation q u i , étant combinée avec l'équation (2) , pour éliminer c 
-donnera (168) une équation du 2 4 e degré. Mais sans se donner la peine de 
faire ce calcul, on peut s'en assurer encore de cette autre manière. L'équa
tion (1) donne 

et par conséquent 

O r , si Ton résout l'équation (3), q u i , en considérant ac comme l'inconnue, 
est du troisième degré, on auia mne valeur de ac, q u i , étant substituée 



dans le second membre de l'équation (5), en fera une quantité toute connue 
que j'appelle A ; si Ton représente maintenant par B , cette valeur de ac 9 

on aura donc l'équation a^^-c^— A , deviendra a 8 — Aa*=—B^, 

qui , ayant huit racines, donnera huit valeurs de a. Or ac a trois valeurs5 
on aura donc trois équations du huitième degré , et par conséquent 24 valeur» 
pour a : donc l'équation en a sera du 24e degré. 

21 t . Mais on voit , en même temps, que les exposans ae toutes les 
puissances de a, que cette équation renfermera, seront des multiples de 4, 
puisque (182) elle sera le produit de trois quantités de la forme de 

(ls — Aa* devant renfermer les 24 racines que ces trois-ci fournissent» 
Donc si l'on y fait a^ = u, on aura en u une équation du sixième degré. 
Or je dis que cette équation ne peut renfermer que des radicaux quarrés 
et des radicaux cubes, ce qui est évident en résolvant l'équation 
« 8 — A a * = — comme une équation du second degré - car alors on aura. 

quantité dans laquelle A et B ne peuvent être 

composés que de radicaux quarres et de radicaux cubes, puisqu us ne dé
pendent que d'une équation du troisième degré. 

212. Si l'on se rappelle maintenant ce que nous avons vu sur le troisième 

degré , où la réduite était il est clair que a 5 ne peut 

renfermer que des radicaux quarrés. Enfin , il est évident que dans l'équation 
du second degré , sans second terme, x2 -+-p = o, en faisant, comme ci-
dessus , y2 — 1 = 0 et ay -^-x ~ o ; la réduite sera a2 -+- p =:o qui ne donne 
qu'une valeur pour a' ; ainsi la réduite du second degré ne donne pour a2 

qu'un radical du premier degré, c'est-à-dire, une quantité sans radical. Donc , 
en remontant, on conclura par analogie, que si la réduite du cinquième 
degré ne renferme d'autres puissances de a que celles qui sont des multiples 
de 5 , la valeur de <z5 ne renfermera que des radicaux quatrièmes , des 
radicaux cubes et des radicaux quarrés • donc si l'on démontre que par la 
méthode actuelle , cette réduite ne peut renfermer que des puissances de a7 

dont les exposans soient des multiples de 5 , il s'ensuivra que cette même 
méthode réduit la difficulté des équations du cinquième degré, à celle des 
degrés inférieurs. Or, voici comment on peut s'assurer que la réduite n'aura 
pas d'autres puissances de 

2 i 3 . Supposant que x5 -4- px^ -f-pa: 9 + rx-hs = 0 , représente générale
ment toute équation du cinquième degré. En prenaut , selon la méthode. 
les deux équations 

— 1 = o, et ayi by^ + 9 - ^ + ^ 4 - ^ = 0 , 



• n atira, après avoir chassé y de la même manière qu'on l'a pratiqué dans 
les troisième et quatrième degrés, on aura, dis-je, 

Ayant donc e'galé le coefficient de xz h p , celui de a:3 à q, celui d« 
se à r , et enfin la totalité des termes sans x à s, on aura quatre équations, 
lesquelles, en supposant b — ga2, c=.ha'i, d=ka^ ce qui est très-permis, 
se changeront en quatre autres qui r e n f e r m e r o n t h , k et a ; mais il n 'y 
aura d'autres puissances de a que a5 , a19; donc si l'on conçoit qu'on ait 
éliminé gy h et k, l'équation finale ne renfermera pas d'autres puissances 
de a que celles dont les exposans seront des multiples de 5. 

ai4- On voit donc, d'après tout ce qui précède, qu'à l'égard de a ? 

c'est-à-dire, à l'égard du premier coefficient dans l'équation 

aym—i bym-i -f^etc. -4- x — o , la réduire est du second degré ou du degré 
1 . 2 , pour le second degré. Dans le troisième ,* elle est du sixième degré 
ou du degré i . 2 . 3 . Dans le quatrième, elle est du vingt-quatrième, ou dit 
degré 1 .2 .3 .4 - ^ / a donc bien lieu de croire que, dans la cinquième 
elle sera du degré 1 . 2 . 3 . 4 - 5 , c'est-à-dire, du 1 2 0 e ; et ainsi de suite. E t 
quoique, dans le quatrième degré, on trouve une réduite qui n'est que du 
sixième degré, c'est une simplification accidentelle q u i , probablement, aura 
lieu d'une manière analogue dans les équations dont l'exposant est un 
nombre composé, mais non dans celles dont l'exposant est un nombre pre
mier. En effet, il est facile de voir, pour le quatrième degré, que cette 
simplification est due à ce que b , dans chacune des équations où il entre , a 
des relations semblables à l'égard de a et à l'égard de c ; au lieu qu> a n'es 
pas disposé de la même manière à l'égard de b qu'à Pégard de c. Mais 
dans le cinquième degré, il n'y a aucune des quantités a ,b , c , d, dont on 
puisse dire ce que nous venons de dire de b, dans le quatrième j ce qui c§^ 
facile à voir par les coefficiens de l'équation (1) , du n° 2 i 3 . 

215. Quoi qu'il en soit, puisque la réduite du cinqwfc'me degré ne peut 
renfermer d'autres puissance de a que celles dont les exposans sont des 



multiples de 5 , il paraît donc qu'en y faisant a'^zu, l'équation du 24* 

degré qu'on aura alors , ne peut plus renfermer que des des et 

des \/> puisque l'équation a 5 = m , donnant met en évidence les 

radicaux cinquièmes que doit rentermer 1 équation proposée. 
On voit par là , ce qu'il y a à dire sur les degrés plus élevés. Ceux qui 

désireront plus de détails sur cette matière , peuvent consulter les Mém, 
de l'Acad. des Sciences, ann. 1762 et 1765, où l'on trouvera, en même 
temps, plusieurs classes d'équations qui admettent une résolution algébrique 
facile , ainsi qu'une autre méthode déduite de celle que nous venons d'expo-i 
ser, laquelle simplifie le travail dans les équations dont l'exposant n'est pas 
un nombre premier. 

216. Itfotre méthode suppose, comme on le voi t , qu'on puisse toujours 
avoir toutes les racines de l'équation à deux termes y * — 1 = 0 . O r , c'est 
ce qui ne souffre aucune difficulté , puisqu'en ayant toujours au moins 
u n e , par une simple extraction de la racine du degré n, c'est-à-dire, ayant 
toujours y = 1 , lorsque n est impair, et y = 1 , y —— 1 , lorsque n est 
pai r ; la difficulté d'avoir les autres , est tout au plus de résoudre une équa
tion du degré n — 1 ; ce qu'on est censé savoir déjà lorsqu'on passe à la 
résolution d'une équation générale du degré n. Mais la difficulté n'est pas 

même de ce degré ; elle n'est en général que dn degré lorsque 

n est impair, et du degré lorsque n est pair, parce qu'après avoir 

divisé l'équation yn — 1 par sa racine y — 1 lorsque n est impair, ou par 
fjr — 1) (y-h 1 ) , c'est-à-dire, par y 2 — 1 lorsque n est pair , le quotient > 
ou l'équation qui doit donner les autres racines, sera toujours de cette, 
f o r m e y k - f - y * - 1 ~j-yk~2 Hr y*"~3 H- etc. -f» 1 = 0 , k étant un nombre pair» 

Or cette équation est decomposable en 'un nombre de facteurs du se

cond degré, tels que y 2 -f- &y-f- 1 ; et l'équation qui donnera h, ne montera 

jamais qu'au degré Je ne m'arrête pas à démontrer en détail cette der

nière proposition; on s'en assurera en prenant, par exemple, pour « 
y8 yi -±.y6+y5 + yi+yi y'i - f - 1 , une quantité telle q u e . . . . „ 
^,6 ayS byi -f- c y 3 -H dya -f- ey -+- 1 , la multipliant par y 2 -f. hy -f> 1 a 

et égalant le produit, terme à terme , à y 8 H- yi, etc., on aura des équations 
dont il sera facile de tirer a , b , c , d, e ; et l'équation en h sera du quatrième 
degré. {Voy., pour la démonstration générale, le tom. VIdes Mém. de 
Pétersbourg. 

Des Diviseurs commensurable s des Equations. 

217. On voit , par ce qui precede , que 1 expression générale des racines 
des équations étant un composé de radicaux de différens degrés et diffé
remment itttfléa entr'eux . il peut tics-bien arriver que quoique la valeur 



cPiJïie ou de plusieurs racines soit un nombre commensurabîe, néanmoins 
F.ile se présente sous une forme incommensurable ; et c'est ce qui arrive en 
effet dans le troisième et le quatrième degré, e t , plus probablement encore , 
dans les degrés supérieurs. Il est donc utile d'avoir une méthode pour 
trouver ces diviseurs commensurables , lorsqu'il y en a. Comme le dernier 
terme d'une équation est le produit de toutes les racines (179) , aucun 
nombre ne peut donc être la valeur commensurabîe de x dans une équation, 
qu'autant qu'il sera diviseur exact du dernier terme. On pourrait donc 
prendre successivement tous les diviseurs du dernier terme, et les substituer 
successivement tant en -f- qu'en — (car x peut avoir aussi bien des valeurs 
négatives que des positives ) , au lieu de x dans l'équation .---alors le diviseur 
q u i , substitué ainsi, réduirait toute l'équation à zéro , serait la valeur de x ; 
bien entendu que nous supposons ici qu'on a fait passer tous les termes 
de l'équation dans un seul membre. Mais cette opération serait souvent très-
longue; nous allons faire voir à quel caractère on distingue ceux qu'on doit? 
admettre et ceux qu'on doit rejeter* mais auparavant, il faut exposer comment 
on trouve tous les diviseurs d'un nombre. 

218. Pour trouver tous les diviseurs d'un nombre, il faut le diviser succes
sivement par les nombres premiers par lesquels il pourra êire divisé , en 
commençant par les plus simples, et continuer de diviser par le même 
nombre tant que cela se pourra. Alors on écrit à par t , et sur une même 
ligne, tous ces nombres premiers, et chacun autant de fois qu'il a pu d i 
viser. On les multiplie ensuite, deux à deux, trois à trois, quatre ù quatre, etc. j 
ces produits, les nombres premiers qu'on a trouvés et l 'unité, forment tous 
les diviseurs cherchés. Par exemple, veut-on avoir tous les diviseurs de Go. 
Je divise 60 par 2 , ce qui me donne 3o ; je divise 3o par 2 , ce qui me 
donne J5* je divise î5 par 3 , ce qui me donne 5 ; enfin je divise 5 par 5 , 
ce qui me donne -i. Ainsi les diviseurs premiers sont 2 , 2 , 3 , 5 ; je les 
multiplie deux h deux, ce qui me donne 4> 6 , 1 0 , 6 , 1 0 , i5 . Je les 
multiplie trois à trois, et j 'ai 12 , 2 0 , 3 o , 3o; infinies multipliant quatre 
à quatre, j'ai 60. Rassemblant tous ces diviseurs, en rejetant cependant 
ceux qui se trouvent répétés, j ' a i , en y comprenant l'unité qui est divi
seur de tout nombre , 

1,2,3,4> 5 , 6 , 1 0 , 1 2 , i 5 , 2 o : 3o ,6o . 

219. Supposons maintenant qu'on veuille avoir les diviseurs cemmensn-
rables d'une équation , lorsqu'elle en a * par exemple, d'une équation du 
quatrième degré , représenté généralement par „ 
( î ) . .x^-L-px* -4- qx'1 -f- /\r-f- s — o . Soit ce diviseur — x - f -«; alors l'équation, 
proposée peut donc (182) être considérée comme ayant été formée de la 
multiplication de (x-h a) par un facteur du troisième degré, tel q u e . . . 
xi+kx- + / / î i + /2j multiplions donc ces deux facteurs l'un par l'autre , nous 
-suions 

(1 ) , . x < -f~ (a H~ l) x* + (m -f- ah) x2 -f- (am -f- «) x -f- an = o, 

.Jhrùbre. T I I I . 11. 
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Les équations ( 1 ) et (2) devant être les mêmes, on a 

Supposons donc maintenant qu'ayant pris pour a un des diviseurs dit 
dernier terme , je veux savoir s'il peut être admis ; les équations (3) me. 
disent : Divisez le dernier terme de l'équation par ce diviseur; retranchez 
le quotient du coefficient de x* et divisez le reste par ce même diviseur • 
retranchez ce second quotient du coefficient de x et divisez le reste, encore» 
par le même diviseur ; et continuez toujours de même jusqu'à ce que vous 
soyiez arrivé au coefficient du second terme de l'équation , pour lequel vous 
devez trouver 1 pour quotient. Si le diviseur que vous avez pris satisfait 
à toutes ces divisions , il peut sûrement être pris pour a ; mais si l'une 
seulement de ces divisions ne peut être faite exactement, le nombre que 
vous avez choisi doit être rejeté. 

Comme l'unité est toujours diviseur de tout nombre, il est visible qu'il 
faudra aussi tenter l'unité , tant en -f- qu'en — ; mais on aura plutôt fait 
pour celle ci de rexamineren substituant successivement-f- 1 et — 1 au lieu 
de x, dans l 'équation; substitution qui est très-facile, puisque toute puis
sance de -4- 1 est -4- 1 , et que toute puissance paire de —• 1 est -f- 1 , et 
toute puissance impaire, — 1. Si ni l'une ni l'autre de ces deux substitutions 
ne donne o pour résultat, alors a ne peut être ni -F- 1 , ni — 1. 

Cela posé, voici comment on procédera à l'examen de tous les diviseurs 
du dernier ternie, autres que l'unité. Supposons qu'on demande si l'équation 

( j ) . . • — gxz -f> 2 3 x 2 — 20a:-f- i 5 = o . 

a quelque diviseur commensurable ; je cherche les diviseurs du dernier ternie 
i 5 , autres que l 'uni té ; les ayant trouvés, je les écris par ordre de gran
deur (en les prenant tant en -f- qu'en — ) , comme on le voit ici à la 
première ligne des nombres. 

Diviseurs de i 5 . . . . -f-i5,-+- 5,-f- 3 , — 3 , — 5 ,—15 
-f. i,-f- 3,-f> 5 , — 5 , — 3 , — r 
—21 ; — 2 3 , — a 5 , — 1 5 , — 1 7 , — 1 9 

'-+- 5 

— 6 
— 3 

-4- 1 

Je divise le dernier terme -f* i5 par chacun des nombres de la première 
ligne , et j'écris les quotiens pour seconde ligue. Je retranche chaque ternie 
de la seconde ligne du coefficient dea-, c'est-a-diie, de — 20, et j'écris le 
rtr«tò pour troisième ligne. Je divise chaque ternie de celle-ci par le tcnu« 



"correspondant de la première ligne, et h mesure que je trouve un quotient 
exact, je récris. Ici je n'en trouve qu 'un , savoir-f- 5* ainsi je suis sûr qu'il 
ne peut y avoir qu'un diviseur commensurabîe. Mais soit qu'il n 'y ait 
qu'un quotient exact, soit qu'il y en ait plusieurs, on continuera en cette 
manière. Je retranche chaque quotient du coefficient 23 de x2, et j'écris les 
restes pour cinquième ligne • c'est ici 18. Je divise, de même que ci-devant, 
chacun de ces restes par le ternie correspondant de la première ligne , et 
j'écris chaque quotient au-dessous* c'est i c i — 6 . Je retranche chacun de 
ces nouveaux quotiens du coefficient — 9 de x* • j'écris les restes au-dessous -
c'est ici — 3. Enfin je divise ceux-ci, encore, par le terme correspondant do 
la première suite. Je trouve pour quotient -4- 1 • d'où je conclus que le terme 
correspondant — 3 , dans la première ligne, est a, et que par conséquent 
le diviseur x -4- a est x — 3 ; c'est-à-dire, que x — 3 divise l'équation: donc 
x — 3 est la valeur commensurabîe de x dans l'équation proposée. 

Non-seulement, par cette méthode, on trouve le diviseur de l 'équation, 
mais on trouve encore le quotient. Il n'y a qu'à prendre dans la colonne 
qui a satisfait, les nombres qui se trouvent sur les lignes de numéro pair 
à compter de la première • ces nombres formeront le dernier terme , et les 
coefficiens successifs de x, x2, x*7 etc. dans le second facteur de i'écruation. 
Ic i , par exemple, on trouve — 5 , -f- 5 , — 6 -f-1 • j'en conclus que le second 
facteur est ix^ — ( ix 2 -+- 5x— 5 , ou x* — 6 x 2 -f- 5x— 5 - ensorte que l'équa
tion proposée, est le produit d e a : — 3 p a r a : 3 — 6 x 2 - { - 5 x — 5. 

Nous prendrons pour second exemple , l'équation suivante : 
a - 3 + 2 x a — 33x-f->i4 — °- E 1 1 opérant, comme dans l'exemple précédent 
on ne trouve que les diviseuis 7 et 2 , qui soutiennent l'épreuve jusqu'à 
la dernière ligne • mais le second, c'est-à-dire, 2 , ne peut satisfaire, parce 
que le dernier quotient qu'il donne est 11 , au lieu qu'il doit être 1. Ainsi il 
n'y a qu'un diviseur commensurabîe, x -f- 7. 

220. Cette méthode s'applique également aux équations littérales : si elle* 
ont le même nombie de dimensions dans chaque terme, alors on n'écrira y 

en première ligne, que ceux des diviseurs du dernier terme de l'équation 
qui ne sont que d'une dimension. Si le nombre des dimensions de chaque 
terme n'est pas le même, on le rendra tel, en introduisant une lettre dont 
les puissances complètent ce nombre de dimensions. Quand le nombre d(* 
dimensions est le même dans chaque terme d'une équation, on dit alors 
que l'équation est homogène. 

221. Nous avons supposé que le premier terme n'avait aucun coefficient, 
s'il en avait u n , le diviseur, au lieu d'être simplement x -f- a , serait en. 
général mx-^a, et m serait<{uelqu'un des facteurs du coefficient du premier 
terme. Alors , si Ton voulait faire usage de la méthode précédente , il 
faudrait, pour chaque facteur, au lieu delà seconde ligne, employer cette 
seconde ligne multipliée par m ' au lieu de la quatrième, employer cette 
quatrième muii-plitc par m 9 et ainsi de suite : et a 'admettre, pour a , que 

11 , . 



les termes tic la première qui auront pour correspondais, dans la dernière, 
3c second facteur du premier terme de l'équation proposée; mais il suffira, 
de prendre en -+- les nombres que Ton essaiera pour m. Au reste, on peut 
ramener ce cas au précédent, en faisant évanouir ce coefficient par la mé
thode donnée (190). 

222. Lorsqu'une équation n'a pas de diviseurs commcnsurables du pre
mier degré, elle peut néanmoins en avoir du second. On peut trouver ceux-ci 
par une méthode analogue à celle que nous venons d'exposer; mais les calculs 
•deviennent très-longs. On aura aussitôt fait en cette manière : représentez 
ce facteur par x--f» mx -f- n ; multipliez-le par un autre facteur convenable 
pour produire une quantité du degré de l'équation proposée, c'est-à-dire, 
par un facteur du troisième degré , tel que x3 -^-ûx2 -f- bx-\~ c, si l'équation 
proposée est du cinquième; égalez le produit , terme à terme, avec l 'équa
t ion, vous aurez autant d'équations particulières que d'inconnues 
a, b, c, ?n, n, etc. De ces équations vous tirerez aisément les valeurs de 
a, b, c, que vous substituerez dans les équations restantes; alors vous 
aurez deux équations qui ne renfermciont plus d'inconnues que 771 et 71. 
Chassez 771 par les règles données (iGii), et cherchez les diviseurs commcn
surables de l'équation en n. Vous aurez la valeur de n, par le moyen de 
laquelle et de la valeur de m en /z , qui résulte de l'élimination , vous 
déterminerez 111- et par conséquent le facteur x -4 -4- 77ix -4-;i. On voit par la 
comment on doit s'y prendre pour trouver les facteurs commcnsurables des 
troisième, quatrième, etc. degrés. 

De l'extraction des Rtfcines des Quantités en partie 
commensurables, et en partie incommensurables. 

223. Les équations qui se résolvent à la manière de celles du second 

degré (172) conduisent à des expressions de cette forme ou 

ou etc. Ces quantités peuvent souvent être ramenées à ne 
renfermer que des quantités rationnelles et de simples radicaux quarrés; ou , 
seulement des radicaux quarrés; ou , encore, des radicaux quarrés multipliés 
ou divisés par un radical simple de même degré que le radical supérieur. 
Voyons comment on doit s'y prendre pour les quantités de la forme 

je représente cette quantité par s/ m -f- y/71, m et n étant 
deux inconnues. J'aurai donc 

en quarrant, il vient 

Comme j'ai deux inconnues et une seule équation , je suis maître de dé-

'temiineï l'iuve de ces inconnues par telle condition que je voudrai ; je puis 



donc supposer et alors l'équation se réduit à C — m-hn j 

je quarre ces deux équations, et j 'ai 

4mrc = D et 7?i2 -f- 2«zrc + rc2 = C 2 ; 

je retranche la première de ces deux équations de la seconde, et j ' a i . . . 
m2 — 2 n m + n 2 - = C J — D : d'où l'on voit que pour que m et n soient 
eonimensurables, il faut que la valeur de C 2 — D soit un quarré. Tirant 

donc la racine quarrée, on aura o r , nous avions , 

ci-dessus, #?i-t>re = C* ajoutant et retranchant ces deux équations et divisant 
par 2 , on aura 

donc 

or quoique chacun des deux ternies de ce second membre renferme deux 
radicaux, cependant chacun n'en aura véritablement qu'un seul , lorsque 

sera réductible , puisqu'alors G 2 — D sera un quarré , ainsi 

que nous venons de le voir. Prenons pour exemple la quantité 

ici , C = 7 , et par conséquent D ~ 4§ j donc O — D = i , . 

et on aura donc , en substituant dans la formule que nous 
venons de trouver, 

Si l'on avait en faisant passer 6 sous le second radical (i 13/ 

on aurait que l'on trouvera de même se réduire à . . . . . 
3-f- y / 2 . Pour second exemple, nous prendrons 

que nous avons dit ci-dessus (202) valoir 
(«-F-C) -H (a — c) y/— 1. Si l'on fait passer 2 (a -4- c) (a—c) sous le radical 

y/ —• 1 , la quantité devient. 

donc 

ou 

donc 

donc 



donc la formule devient alors 

c'est-à-dire, qui se réduit à. 

Si au lieu de on avait au lieu de 

on aurait. 

2^4' Voyons maintenant les quantités de la forme Si l'on 

peut tirer exactement la racine cubique de la quantité representee p a r . . . 
C .4 - \ / D , cette racine ne peut être qu'une quantité de cette forme 

car si l'on supposait qu'elle peut renfermer deux radi

caux quarrés, Je cube en renfermerait deux aussi, ainsi qu on peut le voir 
en cubant s/g •+• >/h. Mais on voit, par le même moyen, qu'elle peui 

renfermer un radical cube, tel que Gela posé, faisons donc 

nous aurons, en cubant, 

C-+- s/ D=w 3/î-+-3m 2À y/' n-+~3mkn~>\-kn \/n~m3k-l-3mkn-i-(3m2k-+-kn) s/n ; 

égalant la partie irrationnelle à la partie irrationnelle , nous aurons 

— (3m*A -f- hi) s/n, C = m*k + 3mkn ; 

quarrant la première équation et la seconde, ou aura 

D =gm^k2n 6m* fan* -h fan3, et C 2 —m^fa -t-Gm^k'-n -h gm 5A 2/z 35 

retranchant la première de ces deux équations de la seconde, on a 

C 2 — D = mùfa*~3m*fan -{-3m2 fan2— fan0 j 

o n , multipliant par A, 

O A — T)k=mGfa — 3m* fan-h 3m2 fan* — fan3 $ 

tirant la racine cubique , il vient 

d'où. 

donc pour que m2 —n soit rationnel, et , par conséquent, pour que G -+- y T ) 
jiit une racine cubique, il faut que (C 2 — D) A soit un cube exact, ce que 
Ton peut toujours obtenir en prenant pour A un nombre convenable ; car A 
?.st absolument arbitraire* cnsovte que si C 2 — I) est uu cube parfait, oix 



fera k=i. Faisons donc , pour abréger, nous aurons 

m2 — n — p , et par conséquent n — m'—p ; substituant cette valeur dans 
l'équation C — m^k-^3mkn , il viendra , après les réductions faites, . . . . . . 
4&/«3 — 3pkm — C = o. Afin donc que m et n soient rationnels , il faut que 
la valeur de m tirée de cette dernière équation, soit rationnelle • il faudra 
donc chercher les diviseurs corumensurables de cette équation (21g), qui ne 
peut manquer d'en avoir, si m et « peuvent être rationnels, c'est-à-dire, 
si la quantité proposée est susceptible d'une racine cubique de la forme 

Prenons pour exemple, îa quantité nous. 

avons donc ici C ~ 20 , et par consequent C 2 —u = b , 
«'est-à-dirc , un cube : je puis donc faire A = 1. Cela posé, j 'aurai donc 

«t par conséquent aussi p — 2. L'équation <\km^ — 3pkm— C = o , deviendra 
donc — Cm — 20 = o , ou , en divisant par 2 , 2 m 3 — 3m — 10 = o * 

je fais maintenant, m pour faire disparaître (190) le coefficient du 

premier terme , et j ' a i , toute réduction faite, —%y — 4°— °> f{ui ( 2 I 9 ) 
a pour diviseur commensurable^— 4i donc y = 4* c t P a r conséquent m~2; 
or l'équation n-=.m2—p donne n~4—2 = 2 ; donc * 

De la manière d'approcher des Racines des Equations 
composées. 

La méthode que nous allons exposer pour approcher de la valeur 
de l'inconnue dans les équations , suppose qu'on ait déjà une valeur de 
cette racine, approchée seulement jusqu'à sa dixième partie près. Voyons 
donc comment on peut se procurer cette première valeur. Prenons, pour 
exemple, l'équation 

( i ) , . . . t 3 — 5x~f-G*=o. 

Je substitue dans cette équation, au lieu de x, plusieurs nombres, tant 
positifs que négatifs, jusqu'à ce que deux substitutions consécutives me donnent 
deux résultats de signes contraires. Lorsque j'en ai rencontré deux qui sont 
tels , je conclus que la valeur de x est entre les deux nombres qui , substi
tués au lieu d e . r , ont donné ces deux résultats, ensorte que si ces deux, 
«ombres ne diffèrent l'un de l'autre que de la dixième partie de l'un d'entre 
«ux, j 'ai la valeur approchée que je cherche, eu prenant l'un ou l'autre M 



ou un milieu enlve eux. Mais s'ils diffèieiu davantage , alors j'opère conm* 
on va le voir. Je substitue dans l'équation (1) les nombres о , i , 2 , 3 , etc. ; 
mais je m'appercois bientôt qu'ils donnent tous des résultats positifs, et 
que cela irait toujours de même à l'infini. C'est pourquoi je substitue les 
nombres o , — i , — 2 , — 3 , etc.* ce qui me donne les résultats 
H~ 6 , + 10, -f-8 , —6. Je m'arrête donc à ces deux derniers , et je conclus 
que l'une des racines est entre — 2 et — 3 . Mais comme ces nombres 
diffèrent de 1 , qui est plus grand que la dixième partie de chacun, je prends 
un milieu entre les deux nombres, c'est-à dire, que je prends la moitié 
-r- 2 , 5 de leur somme — 5. Je substitue — 2 , 5, an lieu de x dans l'équa
t ion , et je trouve pour résultat -+- 2 , 8 7 6 , c'est-à-dire, une quantité posi
tive • je conclus donc que la racine est entre — 2 , 5 et — 3. Je prends un 
milieu entre — 2 , 5 et — 3 , c'est — 2 , 7 , en négligeant au-delà des 
dixièmes. Je substitue — 2 , 7 dans l'équation, au lieu d e x ; je trouve pour 
résu l ta t—o, i83 , c'est-à-dire, une quantité négative. Donc puisque — 2 , a 
donné un résultat positif, et que — 2 , 7 en donne un négatif, la valeur 
de x est entre — 2 , 5 et — 2 , 7* or , ces deux nombres ne diffèrent que 
de о , 2 qui est plus petit que le dixième de chacun d'eux* donc la valeur 
de x est (en prenant un milieu entre deux) — 2 , G à moins d'un dixième 
près. Ayant ainsi trouvé un nombre qui ne diffère pas de x d'un dixième 
de la valeur de cette même quantité, je supposer égal à ce nombre plus 
une nouvelle inconnue z\ c'est à-dire, ici, je suppose x = — 2 , 6 - | - z , et 
je substitue cette quantité, au lieu de x, dans l 'équation; mais comme z 
est tout au plus un dixième de la quantité 2 , 6 , que par conséquent son 
quarré sera tout au plus la centième partie du quarré de celui-ci* son cube 
tout au plus la millième partie du cube de celui-ci, et ainsi de suite , je 
•néglige dans cette substitution toutes les puissances de z au-dessus de la. 
première; et afin de ne pas faire de calculs inutiles, je n'admets dans la 
formation du cube de — 2 , 6-f-с (et des autres puissances s'il y en avait) 
que les deux premiers termes que doit donner la règle donnée (14^)* Pou* 
substituer avec ordre, j 'écris, comme on le voit ic i , 

^ = ( — 2 , G-f-s) 3 — (— 2 , -h 3 (—2 , G)a z ; — 5 x = —5(— 

= — 5 ( — 2 , 6 ) —5-s; + G = - b G . 

L e résultat de la substitution est 

G; 3 + 3 ( — 2 , G) 2 2 — 5. ( — 2 , 6) — 5c + 6 = 0., 

o u , en faisant les opérations indiquées et les réductions, 

fruantité dans laquelle je ne pousse la division que jusqu'à un chiffre signifi
catif seulement. En général, il ne faut la pousser que jusqu'à autant d^ 
chifncs significatifs (y compris le premier qu'où t rouve) , qu'il y a de 



places entre celui-ci et le premier chiffre de la première valeur approchée 
de x. : ici , entre 9 ( qui est le premier chiffre significatif du quotient 
0,09) et 2 (qui est le premier chiffre de 2 , G), première valeur approchée 
de x, il n'y a qu'une place; c'est pourquoi je m'arrête au premier chiffre 
significatif 9. La valeur de x, savoir x~ — 2 , 6 4 - c , devient donc 

x — — 2 , 6 — 0 , 0 9 = —2.G9. 

Pour avoir cette valeur de x plus exactement, je suppose actuellement 
."»" = — - 2 , 6 9 4 - / 5 substituant dans l'équation (1), on tiouvc 4 = 0,000904» 
La valeur de x, savoir x — — 2 ,694- l, devient donc 

y — — 2,69 4 - 0,000904 = — 2,689096. 

Si l'on veut pousser plus lo in , on fera x = — 2,689096 -f- u, et on se 
«onduira de la même manière. 

Prenons, pour second exemple, l'équation 

(2). . x^ —l[X3 — 3x 4 - 2 7 = 0. 

En s'y prenant comme ci-dessus, on trouvera que la valeur de x , appro
chée à moins d'un dixième prés , est 2 , 3 . Je fais donc x — 2 , 3 4 -
Substituant et négligeant z2, z'*, on trouve z= — o ,o3. Je me borne aux 
centièmes, par la même raison que ci-dessus. La valeur de x est donc 

a: — 2 , 3 — o,o3 = 2,27. 

Pour approcher davantage, je fais 37 = 2,27 4 - t, et substituant, j 'aurai , 
toutes réductions faites, 1^=- — o,oo25. D'où x~ 2,2675. 

Réflexions sur la méthode précédente. 

226. La méthode que nous venons d'exposer, et qui est due à JVewto/r. . 
exige, comme on vient de le voir, que l'on trouve deux nombres qui , 
substitués dans l'équation , donnent deux résultats , dont l'un soit positil' 
et l'autre négatif. IVous avons dit qu'il y aurait toujours une racine de 
l'équation qui serait comprise entre les deux nombres qui ont donné ces 
deux résultats ; et cela est facile à voir. Car si l'on suppose que la plus petite 
valeur de ;r soit représentée par a , et que celle qui est immédiatement plut 
giande, soit b, ensorte que x — a et x — b soient deux facteurs de l'équa
tion, ii est visible que si au lieu de x on substitue un nombre positif plus 
petit que a, x — a devient négatif, et si l'on substitue un nombre positif 
plus grand que a, mais plus petit que b, x — a deviendra positif, et le. 
produit des autres facteurs sera de même signe que dans le premier cas \ 
donc, puisqu'il n'y a que le facteur x — a qui a changé de signe, alors le 
produit total changera sûrement de signe. On démontrerait la même chose 
m le plus petit facteur , au lieu d'être x — a, était x-\-a , mais en substi
tuant des nombres négatifs. Mais ne peut-il pas arriver qu'il n'y ait aucune 
valeur rédlc > soit positive, soit négative, q u i , substituée pour x, doiiuw 



deux résultats du signe contraire. Cela peut arriver dans trois cas : i ° . lorsque 
les racines sont égales deux à deux, quatre à quatre, etc. ; 2°. lorsque toutes-
les racines sont imaginaires; 3°. lorsqu'elles sont en partie imaginaires et 
en partie égales deux à deux. Par exemple, une équation qui serait formée 
de ces quatre facteurs x — a , x — a , x — b, x — b, c'est-à-dire, l'équa
tion (x — a)2 x (x—b)2 = o, ne change jamais de signe , quelque valeur 
qu'on mette pour x, soit positive, soit négative. En effet, soit que x — a 
toit positif, soit qu'il soit négatif, son quarré est toujours positif. l i e n 
est de mémo de x—-b. Quant au cas ou. toutes les racines sont imaginaires , 
il est évident qu'il n'y a aucuns nombres réels à substituer pour x, qui 
puissent donner deux résultats de signe contraire; car, si cela arrivait, la 
valeur de x serait donc entre ces deux nombres réels; elle serait donc réelle, 
ce qui est contre la supposition. Enfin le troisième cas suit immédiatement 
des deux que nous venons d'examiner. Que doit-on faire alors pour avoir 
les racines .J C'est ce que nous allons examiner. 

De la manière d'avoir les racines égales des équations. 

227. Pour avoir les racines égales qu'une équation peut renfermer f. 
multipliez chaque terme par Vexposant de x dans ce même terme , et 
diminuez cet exposant d'une unité, vous aurez une nouvelle équation 2 

cherchez le plus grand commun diviseur entre cette dernière et l'équa
tion proposée ; il sera composé des racines égales de celle-ci, jnais 
élevées à une puissance moindre d'une unité. Voici la démonstration de 

cette règle. Nous avons vu que 

Concevons que , dans le second membre , on multiplie chaque terme pui 
l'exposiint de x , et qu'on diminue cet exposant d'une unité, on aura 

Or cette quantité n'est autre chose que 

c'est-à-dire (i49), qu'elle est précisément m (x — b)m~r. 

Concluons donc que lorsqu'on multiplie les termes qui composent la 
puissance m du binôme x -f- b, chacun par l'exposant de x, dans ce 
terme, et qu'on diminue cet exposant d'une unité , le nouveau produit csi 
précisément la puissance immédiatement inférieure, multipliée par l'expo
sant de la puissance actuelle. La règle est donc démontrée pour le cas olx 
toutes les racines sont égales. 



Supposons actuel] cm ont que Ton ait (x -+- b)m x (x'-\-cT)n '• api es avoir 
développé ( . r - f -¿) m , (x-f-ri ;" et fait le produit des deux résultats l'un par 
l 'autre, si vous multipliez chaque terme par l'exposant de x, et qu'ensuit* 
vous retranchiez l'unité de cet exposant, vous trouverez de même, p a r l e 
calcul, que le résultat n'est autre chose que • 
m (x-f-¿/»-T x (x -4- d)n X n (¿r-f-b) m X (x -t- d)n-x

} dont le commun divi
seur avec {x-¿rb)m x (x-±~d)n est (x -\-b)m~l X ( .r-f-ci)"- 1 et ainsi de suite, 
quel que soit le nombre des facteurs x-\-b , x-\-d, etc. 

Recherche des Racines imaginaires des équations. 

22S. Quoique les racines imaginaires des équations soient susceptibles de 
bien des formes différentes selon le degré de l'équation, néanmoins on peut 

les ramener toutes à cette forme a et b étant des quan
tités réelles positives ou négatives. La démonstration rigoureuse de cette 
proposition nous mènerait trop loin : on la trouvera dans les Mém. de 
VAcad. de Berlin, an 1746, o u d'Alembert, auteur de cette démons
tration , fait voir qu'en même temps qu'une des valeurs de x peut être 
représentée par a -f- b \J—1, il y en a une autre qui doit être exprimée 
par a — b •/— 1 ; d'où, il suit , i°. qu'il n'y a que les équations de degrés 
pairs qui puissent avoir toutes leurs racines imaginaires 5 2 0 . qu'une équation 
qui a toutes ses racines imaginaires, est decomposable en facteurs du second 
degré de cette forme (x~-~a — b y/ — 1) x (x — a-\-b s / — 1) : c'est-à-dire , 
en facteurs réels du second degré, puisqu'en faisant la multiplication , on a 
x"1 — iax-\- aa -4- bb , quantité où il n'y a plus d'imaginaires. Donc , 
lorsqu'une équation a toutes ses racines imaginaires, si l'on cherche à la 
décomposer en facteurs du second degré , tels que x2 -f-gx-f-h [ce que 
l'on fera de la manière qui a été indiquée (222) ] , l'équation en h aura 
sûrement quelques racines réelles ; donc on pourra toujours avoir ces racines 
au moins par approximation. Donc , dans quelque équation que ce soit, 
on peut toujours avoir les racines soit réelles , soit imaginaires , au moms 
par approximation. 



S E C O N D E S E C T I O N , 

Dans laquelle on applique VAlgèbre a VArithmétique 

et a la Géométrie. 

NTs le petit nombre d'applications que nous avons 
données dans la section précédente , on a dû remarquer que 
lorsqu'une fois une question a été mise en équation, ce qui 
reste à faire pour parvenir à la résolution, est uniforme pour 
toutes les questions du même degré. Tout se réduit à dégager 
l'inconnue ou les inconnues ; et cela se fait par des règles qui 
sont toujours les mêmes, quelque différentes que puissent être 
d'ailleurs les quantités que Ton a à considérer dans chaque 
question , et quelque différentes que soient elles-mêmes ces 
questions, pourvu qu'elles soient du même degré. Ces règles 
dispensent de beaucoup de raisonnemens qu'on aurait à faire , 
ei l'on voulait se passer du secours des équations; raisonne
mens qui, indépendamment de leur nombre , seraient encore 
souvent, par leur nature, au-dessus des efforts ordinaires 
de l'esprit. Nous avons fait pressentir aussi, par quelques 
exemples , combien il est avantageux de représenter , par des 
signes généraux, chacune des quantités qui entrent dans une 
question, ainsi que les opérations que l'on a à faire sur elles; 
mais indépendamment des avantages que nous avons vu devoir 
résulter de cette méthode, il en est encore un grand nombre 
d'autres que nous allons faire connaître , en présentant les 
équations sous un point de vue plus étendu que nous ne rayon» 
fait jusqu'ici. 

Lorsque l'on a représenté d'nn'e manière générale chacune 
des quantités soit connues, soit inconnues , qui entrent dan.* 
une question, et que l'on a exprimé, par des équations, toutes 



les conditions qu'elle renferme , on peut alors abandonner 
totalement de vue la question, pour s'occuper uniquement 
de ces équations et de l'application des règles qui leur con
viennent. Alors î l'on a bien présent à l'esprit ce que l'on est 
convenu d'entendre, soit par les signes, soit par la disposition 
des lettres, chaque équation devient, comme un livre, ou 
l'on peut lire, avec plus de facilité, les différens rapports qui 
lient les quantités les unes aux autres. On peut, par différentes 
applications des règles exposées dans la première section , 
donner à ces équations de nouvelles formes qui rendent encore 
ces rapports plus faciles à saisir. En un mot, on peut les consi
dérer comme le dépôt des propriétés de ces quantités, et des 
solutions générales d'un grand nombre de questions qu'on 
n'avait point en vue , qu'on ne soupçonnait pas même tenir 
de si près à la question principale. En effet, puisque les règles 
qui servent à trouver les valeurs des inconnues, ont toutes 
pour objet de ramener chaque quantité inconnue à former 
seule le premier membre d'une équation dont le second serait 
composé de toutes les autres quantités, et que ces règles sont 
évidemment applicables à chacune des quantités qui entrent 
dans ces équations, il est visible qu'on peut toujours, par ces 
mêmes règles , parvenir à avoir seule , dans un membre , l'une 
quelconque des quantités qui entrent dans une équation, et 
n'avoir que les autres dans le second membre. Alors on est 
dans le même cas que si Ton avait eu à résoudre la question 
où toutes ces dernières seraient connues, et ceile-là, seule , 
inconnue. On voit donc qu'une même équation résout autant 
de questions différentes qu'elle renferme de quantités diffé
rentes. Rendons cela sensible par des exemples. 

Propriétés générales des Progressions arithmétiques. 

2 0 0 . Nous avons vu (Arith. 2 0 6 ) qu un terme quelconque 
d'une progression arithmétique croissante était composé du 
premier , plus autant de fois la différence commune, qu'il y a 
de termes avant celui que Von considère. Si donc on représente 
par a la valeur numérique du premier tenue; par u celle du 



terme dont il s'agit : par d la différence commune , ou ta 
raison de la progression ; et enfin par n le nombre total des 
termes : alors le nombre des termes qui précèdent le terme u , 
sera exprimé par n—1 ; et la proposition que nous venons de 
citer pourra se traduire en langage algébrique , par cette 
équation, 

( 1 ) . . u — a-\-(ii — i)d, 

qui résout la question où connaissant la raison d d'une pro* 
gression , le nombre n des termes et la valeur a du premier, 
on demanderait quelle doit être la valeur du dernier u. Mais 
puisqu'il entre quatre quantités dans cette équation, je dis 
qu'elle résout quatre questions générales. En effet, i°. si l'on 
regarde a comme l'inconnue, et que Ton en cherche la valeur, 
suivant les règles de la première section, on aura 

a = u— (n — i ) d, 

qui nous apprend que le premier terme d'une progression 
arithmétique croissante se trouve en retranchant du dernier u 
la différence d prise n — 1 de fois, c'est-à-dire , la différence 
prise autant de fois, moins une, qu'il y a de termes en tout, 

2°. Si Ton regarde n comme l'inconnue > 1 équation ( i ) donne 

qui m apprend que connaissant le premier 

terme a, le dernier u et la raison a d'une progression arithmé
tique , je saurai combien il y a de termes , en retranchant le 
premier du dernier, divisant le reste par la raison df et ajoutant 
une unité au quotient. Par exemple, si je sais que le premier 
terme d'une progression est 5, le dernier ojt et la différence 2 ; 
de 3j je retranche 5 , ce qui me donne 3a , qui, étant divisé 
par la différence 2 , donne îG , auquel ajoutant i , j'ai 17 
pour le nombre des termes de cette progression. 

5°. Enfin si je regarde d comme l'inconnue dans l'équation ( 1 ) , 

j'aurai qui m'apprend que pour connaître la diffé

rence oui doit régner dans une progression arithmétique , dont 



îe premier terme, le dernier et le nombre des termes sont 
connus, il faut retrancher le premier du dernier , et diviser 
le reste par le nombre des termes moins un. Cette règle revient 
à celle que nous avons donnée (Afilli. 2 0 g ) pour trouver un 
nombre déterminé de moyennes proportionnelles entre deux 
quantités données : nous avons dit qu'il fallait retrancher la 
plus petite de la plus grande, et diviser le reste par le nombre 
des moyennes, augmenté d'une unité , ce qui est évidemment 
la même chose, puisque le nombre des moyennes est moindre 
de deux unités que le nombre total des termes de la pro
gression. 

La seule équation ( 1 ) nous donne donc la résolution do 
quatre questions générales, c'est-à-dire, nous met en état de 
résoudre celle-ci qui les comprend toutes quatre : de ces quatre 
choses , le premier terme , le dernier, le nombre des termes , 
et la différence d'une progression arithmétique, trois quel
conques étant connues > trouver la quatrième. 

Û 3 I . Toute autre propriété générale, énoncée aussi d'une 
manière générale, nous conduira, par les mêmes moyens, à 
la résolution d'autant de questions différentes qu'il entrera de 
quantités dans l'énoncé de cette propriété. 

Par exemple, c'est encore une propriété des progressions 
arithmétiques , que pour avoir la somme de tous les termes de 
quelque progression arithmétique que ce soit, il faut ajouter 
le premier terme avec le dernier, et multiplier le résultat par 
la moitié du nombre des termes. Ainsi, pour avoir la somme 
des cent premiers termes de la progression £1 . 3 .5 .7 . e t c - ( l ° n t 

le centième est 1 9 9 : au dernier 1 9 9 j'ajouterais le premier 
terme 1 , et je multiplierais le résultat 2 0 0 par 5o, qui est la 
moitié de 1 0 0 , nombre des termes, ce qui me donne icooo 
pour la somme des 1 0 0 premiers nombres impairs. PSous allons 
démontrer cette propriété dans un instant ; mais pour ne point 
perdre de vue notre objet, si en conservant les mêmes déno
minations que ci-devant, nous nommons, de plus, s la somme 



de tous les termes, nous aurons pour la traduction algeonqu* 
cle cette propriété , 

Cette équation nous met en état de résoudre cette question 
générale qui en comprend quatre. De ces quatre choses, le 
premier terme, le dernier, le nombre des termes et la somme 
de tous les termes d'une progression arithmétique, trois étant 
connues , trouver la quatrième. En effet, i°. si Ton connaît 
a y u et 7 i , l'équation donne immédiatement la valeur de s ; 

si l'on connaît a , u et s, l'équation ( 2 ) donnera 

équation où n est connu, puisqu'on suppose que l'on connaît 
les quantités a, u et s qui entrent dans sa valeur; 3°. et 4°- si 
l'on connaît a , s et n, ou u , 5 et 7 i , et que l'on veuille avoir 

il ou a , on reprendra l'équation ( 2 ) qui donnera 

qui satisfait à la première question , et qui sa

tisfait à la seconde. 

Démontrons maintenant la propriété que nous venons de 
supposer. Il est évident que si nous continuons de représenter 
îe premier ternie par a et la différence par d , nous pouvons 
représenter toute progression arithmétique croissante par la 
suivante : 

~a.a + d.a + 2d.a~}-5d.a - f-4d.a-\-bd.a-{-6d, etc. 

Concevons que, sous cette progression arithmétique, on fasse 
répondre, terme pour terme, la même progression , mais dans 
un ordre renversé, on aura 

Comme ces deux progressions sont égales , il est évident que 
la somme des termes de Tune des deux est la moitié des deux 

réunies : 
• 



réunies ; or si Ton y fait attention, on voit que les deux termes 
correspondans font et doivent toujours faire une même somme, 
et que cette somme est celle du premier et du dernier terme 
de la première progression, réunis; donc la totalité des deux 
progressions se trouvera en ajoutant le premier et le dernier 
terme de l'une, et prenant ce résultat autant de fois qu'il y a 
de termes; donc pour l'une seulement de ces deux progressions, 
il faudra ajouter le premier et le dernier, prendre ce résultat 
seulement moitié autant de fois qu'il y a de termes, c'est-à-dire, 
le multiplier par la moitié du nombre des termes. 

s 3 s . Les huit questions générales que nous venons de résou
dre , tiennent donc à deux principes seulement, savoir, celui que 
nous avons énoncé (23o) et celui que nous avons énoncé ( s 3 i ) ; 
et puisque leur résolution se tire immédiatement desdeux équa
tions qui sont la traduction algébrique de ces deux énoncés, 
on voit comment, à l'aide de l'Algèbre , on peut faire découler 
d'une même source toutes les vérités qui en dépendent. Quoique 
ces propriétés ne soient pas toutes également utiles, cependant, 
par leur simplicité, elles sont très-propres à bien faire sentir 
l'usage des équations : c'est pourquoi nous les ferons encore 
servir à la recherche de quelques autres propriétés semblables. 

Dans ce que nous venons d'exposer, nous n'avons considéré 
qu'une seule équation à la fois. Mais si deux ou un plus grand 
nombre d'équations qui expriment des propriétés différentes 
de quelques quantités, se trouvent avoir quelques-unes de ces 
quantités qui leur soient communes, alors on peut encore en 
déduire un très-grand nombre d'autres propriétés, et cela avec 
une très-grande facilité. Par exemple ; les deux équations fon
damentales des progressions arithmétiques, savoir, 

ont trois quantités communes entr'elles , qui sont a}u ein. 
Si Ton prend successivement dans chacune de ces deux équa
tions la valeur de l'une quelconque de ces trois quantités, et 
*i l'on égale ensuite ces deux valeurs, on aura une nouvelle 

Alpine, t . m . i» 



équation , dans laquelle cette quantité ne sera plus, et qui 
exprimera le rapport que les quatre autres ont entr'elles , 
indépendamment de celle-là. Par exemple, si je prends dan» 
chaque équation la valeur de a , j'aurai ces deux valeurs 

Donc 

équation de laquelle , en considérant sucessivement u, n , d 
et s comme inconnues, je tirerai, comme ci-dessus, quatre 
nouvelles propriétés générales des progressions arithmétiques. 
Par exemple, en regardant s comme inconnue, je tirerai. . . 

qui me donne le moyen de connaître 
la somme d'une progression arithmétique par le moyen du 
dernier terme, de la différence et du nombre des termes , 
puisqu'il n'entre que ces trois quantités et des nombres connus, 
dans le second membre. 

Si au lieu de chasser ou d'éliminer a, nous eussions éliminé u , 
ou ny nous aurions eu, de même, pour chaque élimination, 
une nouvelle équation qui aurait renfermé quatre des cinq 
quantités a, u, n, d,s : et en considérant successivement 
chacune de ces quatre quantités, comme inconnues, on tire
rait de chaque nouvelle équation quatre nouvelles formules, 
qui sont autant d'expressions différentes des quantités. . . . 
atu, 71 y dy s, expressions dont chacune a son utilité parti
culière , selon que, dans la question qu'on proposera relative
ment aux progressions arithmétiques , on connaîtra telles ou 
telles de ces quantités. Par exemple, si Ton me demandait 
la somme de tous les termes d'une progression arithmétique 
dont on me ferait connaître le premier , la différence et le 
nombre des termes -, alors, comme le dernier ternie m'est 
inconnu, j'éliminerais u et j'aurais une équation qui , n» 
renfermant plus que a y 72, d et sy me ferait aisément con
naître 5 . Concluons de là que les deux équations (3) donnent 
la résolution de toutes les questions qu'on peut proposer sur 



les progressions arithmétiques, lorsqu'on y connaît, immé
diatement, trois des cinq quantités a, u , n, d, s. Donnons 
ici quelques applications des progressions arithmétiques. 

235. Supposons qu'on demande combien la base d'une pile 
triangulaire de boulets, dont le côté serait de 6, contiendrait 
de ces boulets. Il est facile de voir que le nombre des boulets 
de chaque bande parallèle au côté 6 (jFVg. 2 ) , v*l en dimi
nuant continuellement de 1 , et se réduit enfin à 1 ; 2? que le 
nombre des bandes est 6. Donc il s'agit de trouver la somme 
des termes d'une progression arithmétique dont le premier 
est 1, le dernier 6, et le nombre des termes 6. J'ajoute donc 
le premier 1 avec le dernier 6 , et je multiplie le résultat 7 
par 3 , moitié du nombre des termes, ce qui me donne 21 
pour le nombre des boulets de la base de la pile. 

234- Nous avons vu en Géométrie, que pour avoir la surface 
d'un trapèze, il fallait ajouter les deux côtés parallèles, e t 
multiplier la moitié de leur somme par la hauteur de ce trapèze c 
On peut démontrer cette même proposition par le principe que 
nous venons de donner pour sommer une progression arithmé
tique : en eifet, on peut se représenter le trapèze ABDC 
(Fig. 5 ) comme composé d'un nombre infini de trapèzes 
infiniment petits , tels que bcih , cdki. Or il est facile de voir 
qu'en supposant tous ces petits trapèzes de même hauteur , 
chacun diffère de son voisin , toujours d'une même quantité, 
savoir , du petit parallélogramme ce/g*, en tirant ce et bf 
parallèles à hh ; car gfki est égal à bgih, et cde est égal à bcg} 

ensorte que le trapèze cdki a de plus que le trapèze bcih 
le petit parallélogramme cefg > qui sera toujours de même 
grandeur, tant qu'on supposera ces trapèzes de même hau
teur. Cela étant, tous ces trapèzes forment donc une pro
gression arithmétique dont le premier terme est le trapèze 
contigu à AB , et le dernier est le trapèze conligu à CD ; 
donc pour avoir ia totalité de ces trapèzes, ou la surface du 
trapèze ABDC , il faut prendre les deux petits trapèzes 
extrêmes et les multiplier par la moitié du nombre de tous 
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les trapèzes ; mais comme on les suppose infiniment petits , 
on peut prendre , à la place des deux trapèzes extrêmes, les 
deux lignes AB et CD\ tandis que la hauteur IH représentela 
le nombre total des trapèzes ; il faut donc multiplier la somme 
des deux lignes AB et CD par la moitié de la hauteur IH, 
ou la moitié de la somme des deux lignes AB et CD par la 
hauteur / / / . D'où l'on voit que si AB est zéro, auquel cas 
3e trapèze dégénère en triangle , il faudra multiplier la base 
de ce triangle par la moitié de sa hauteur, ce qui s'accorde 
parfaitement avec ce que nous avons démontré en Géométrie. 

De Ici sommation des Puissances des termes cVune Progression 
arithmétique quelconque. 

st55. On vient de voir que le principe de la sommation des 
termes d'une progression arithmétique peut avoir quelques 
applications en Géométrie. U en a encore dans plusieurs autres 
rencontres. Il est, par exemple , la base de la sommation des 
quarrés , des cubes , etc. des termes d'une progression arithmé
tique, et la sommation de ces puissances a aussi son utilité. 
Nous allons nous en occuper un moment; mais, auparavant, 
il est à propos de faire observer que, quand on se propose de 
sommer une suite de quantités qui croissent ou qui décrois
sent suivant une loi connue , l'objet est de déterminer la somme 
de ces quantités par la connaissance de quelques-unes d'entre 
elles, de leur nombre et de la quantité qui marque la loi de 
leur augmentation ou de leur diminution. Pour résoudre cette 
question , on peut toujours, comme pour toute autre , faire 
usage du principe que nous avons donné (67). Mais comme 
ce principe suppose que si l'on connaissait la quantité cher
chée , on serait en état de la vérifier , ce qui ne peut se 
faire sans connaître au moins quelques-unes de ces propriétés, 
essayons donc de trouver les propriétés des suites des quarrés, 
des cubes , etc. des nombres en progression arithmétique. 
Soient donc a, b, c, d> etc. plusieurs nombres, en progression 
arithmétique, dont la différence soit r, on aura, 

( 1 ) . . . i = a-f- r, c = ¿ -f- r 5 d = c -f-r^ etc. 



On en déduira 

( a ) . . . 6 a = a a + s r t r + r * j c F T 3 = i f t + 2 i r + r*, etc.; 

(3) . . 6 3 = a 3 4 . 3 a V + 3ûr*+r 3 ; c 3 = Z>'4- 3 irM- r 3, etc. 

Ajoutant les équations entr'elles, on trouvera 

Et Ton voit qu'en général si le nombre des quantités • 
a, b , c, d } etc. était marqué par n, que la dernière fut mar
quée par u , et la somme de toutes ces mêmes quantités par / , 
on aurait 

u a = a 2 4 â>- ( / — u) 4 O — 1 ) r* , 

car 2r est multiplié par toutes les quantités a, b, cy etc. ; 
excepté la dernière, et r2 est ajouté à lui-même autant de fois 
qu'il y a d'équations, c'est-à-dire, autant de fois moins une 
qu'il y a de quantités a, b,c , etc. Or cette équation renfer
mant s', il est aisé d'en tirer la valeur de cette quantité, et 
par conséquent l'expression de la somme de tous les termes 
d'une progression arithmétique. Cette valeur de s' est 

Si Ton ajoute de même les équations (3) , on trouvera 

(P—a? 4 3r (a2 4 b>) 4 or 2 (a 4 - ¿0 4 - ar 3 . 

où l'on voit que la quantité qui multiplie 3r , est la somme de 
tous les quarrés, excepté le dernier ; que la quantité qui mul
tiplie 3r 2 est la somme de toutes les quantités , excepté la der
nière , et qu'enfin le cube r3 a été ajouté à lui-même autant de 
fois qu'il y avait d'équations c'est-à-dire autant de fois moins 
une qu'il y a de quantités; par conséquent, en général, et en 
nommant s", la somme des quarrés , u le dernier terme , on 
aura 

u3 = a? 4 3r (s" — ir) 4 or (V— u) 4 - f n — 1 ) r 3 

D o n c , connaissant le premier tonne , le dernier, la diffé
rence r et le nombre des ternies on pourra avoir , par le 



moj^en de cette équation, la valeur de .s , c est-a-dire , de 
la somme des quarrés ; car la quantité / a été déterminée ci-
dessus. Si donc on substitue pour s' sa valeur, on trouvera 

Si l'on élève successivement à la quatrième puissance les 
équations (1), qu'on les ajoute et qu'on les traite d'une m a 
nière analogue , on trouvera de même la somme des cubes. 
On suivra le même procédé pour obtenir la somme des puis
sances plus élevées. 

256. Donnons maintenant quelques applications delà somme 
des quarrés. Si l'on suppose que la progression arithmétique 
dont îi s'agit, soit la Fuite naturelle des nombres, à c o m 
mencer par l'unité, c'est-à-dire, soit 1 , 2 , 5 , etc. Alors on 
aura a—\ , r—i et uz=zn-? car u=a-\- (ji—i)r. La valeur 
de s" deviendra donc 

Supposons maintenant qu'on veut savoir combien il y a de 
boulets dans une pile quarrée dont on connaît le nombre des 
boulets d'un des côtés de la base. Il est évident que cette pile 
est composée de rangs parallèles à la base qui sont tous des 
quarrés dont le côté va continuellement en diminuant de 1 à 
compter de la base, ou en augmentant de 1 à compter du sommet. 
La totalité est donc la somme des quarrés de la suite naturelle 
des nombres , prise jusqu'au nombre n qui marque le nombre 
des boulets d'un des côtés de la base : cette totalité est donc 
exprimée par 172 ( 7 1 + 1 ) ( 2 7 2 + 1 ) , c'est-à-dire, que pour 
l'avoir , il faut suivre cette règle. Au nombre des boulets d'un 
des côtés de la base et à son double ajoutez un ; multipliez 
les deux résultats Vun par l'autre et leur produit par le nombre 
même des boulets, et prenei le sixième de ce dernierproduiL 
Par exemple, si la pile quadrangulaire a 6 boulets de cô té , 
à 6 et à son double 12 , j'ajoute 1 , ce qui me donne 7 et i 3 9 



qui, multipliés Tun par l'autre, font 91 ; je multiplie celui-ci 
par G , ce qui fait 5 4 ^ > dont le sixième gi est le nombre des 
boulets de la pile. 

Lorsque la pile n'a point pour base un quarré , mais un 
parallélogramme , il faut la concevoir partagée en deux parties 
{Fig. 4 ) , dont l'une est la pile quadrangulaire dont nous 
venons de parler , et dont l'autre est un prisme dont on éva
luera la totalité des boulets en multipliant le nombre des 
boulets contenus dans le triangle FBG par le nombre des 
boulets de l'arrête BC. Quant au nombre des boulets contenus 
dans le triangle BGFy on l'aura en multipliant la moitié du 
nombre des boulets du côté F G par ce nombre augmenté de 1. 

237. Nous avons vu en Géométrie, que pour avoir la soli
dité d'une p3>Tamide ou d'un cône quelconque, il fallait mult i
plier la surface de la base par le tiers de la hauteur. On peut 
le démontrer aussi par la formule de la somme des quarrés. 
Mais, auparavant, il faut remarquer que si dans la formule ( 1 ) 
du n° 236 , on suppose que le nombre n des termes est infini, 
cette formule se réduit à car zi. Eu 
effet, supposer que 11 est infini, c'est supposer qu'il ne peut 
plus être augmenté par aucune quantité finie : ainsi pour que 
îe calcul exprime la supposition que l'on fait que n est infini, 
il faut nécessairement regarder n + 1 et 72, comme étant la 
même chose, et 2/2-f-1 et 2/2, comme étant aussi égaux 
entr'eux : alors la formule 

devient 

Cela posé, nous avons démontré (Gcom. 202) qu'en conce
vant une pyramide comme composée de tranches parallèles à 
la base , ces tranches étaient entr'elles comme les quarrés de 
leurs distances St au sommet (Fig. 5 ) ; donc en concevant 
la hauteur partagée en une infinité de parties égales, les 
distances suivront la progression naturelle des nombres, et le» 
tranches suivront celle de leurs quarrés : donc la somme des 
tranches îe trouvera de la même manière que celle des quarré5 ; 



or la formule fait voir qu'il faut multiplier le 
dernier des quarrés parle tiers de leur nombre ; il faut donc, 
pour avoir la somme des tranches, multiplier la dernière, 
c'est-à-dire , la base par le tiers du nombre des tranches, 
c'est-à-dire , par le tiers de la hauteur. 

^38. Si l'on veut avoir la formule générale pour la sommation des puis
sances des termes d'une progression arithmétique quelconque , on aura 

e t , par conse'quent, en ajoutant, rédnisant et représentant par 
stm—*, slm—2, stm—*} etc. la somme des puissances m—i, m—2, m—3, etc. 
de tous les termes, et par u le dernier terme, on aura, en général, 

d 'où l'on voit qu'en supposant successivement m—j, m = 2 , 7 7 7 = 3 , ??г=.}, etc., 
o n aura les formules de la sommation de toutes les puissances. Car , en 
supposait 77z = i , on a uz=za-t- r (sl°—u°) ; or st9 — SX 1 , с 'est-à-dire , la 
somme doutant d'unités qu'il y a de termes, et u° =• 1. Ensorte qu'au lieu 
de s i 0 — u°9 on peut prendre n— 1 . En supposant 77* = 2 , on a 

u2 = a2 -+• 2r (st — u) 4 . r2 (st9 — u°), 

qui donne st, puisqu'on connaît la valeur de st°. Supposons m = 3 , on aura 

w 3 z=ai-{-3r (st2 — w 2 ) + 3r 2 (st — • m o ) , 

qui donnera st2, puisqu'on connaît st et st°. Et ainsi de suite à l'infini.] 

2З9. Lorsqu'une fois on sait trouver la somme des puissances de plusieurs 
nombres en progression arithmétique, il est fort aisé de trouver celle d'une 
infinité d'autres espèces de progressions. Par exemple, si ayant une progres
sion arithmétique, telle que ~ 3 . 7 . 1 1 . i 5 . 1 9 . e tc . , on conçoit qu'on ajoute 
successivement les termes, on formera la suite 3 , 1 0 , 2 1 , 3 6 , 5 5 , etc. que Ton 
peut sommer. Et si l'on ajoute de même les termes de celle-ci, on aura 
la suite 3 , i 3 , 3 4 ; 7 0 , 125 , etc., qu'on peut pareillement sommer ; il en sera 
de même des ternies de celle-ci, ajoutés delà même manière, et ainsi h 
l'infini. En effet, la somme des termes de la progression arithmétique e§t 

ou,• en mettant pour и sa valeur 



Cette valeur de 5 exprime donc un terme quelconque de la seconde 
suite. Donc pour avoir la somme des termes de la secondé suite , il faut 

sommer la suite des quantités que donnerait CRI 

mettant successivement pour n tous les nombres de la progression natu

relle 1, 2 , 3 , etc. O r . cette quantité revient à dans 

laquelle a et r restant toujours les mêmes, quelque valeur qu'on donne 
à n, il est clair que pour sommer toutes les quantités représentées par 
an, il suffit de sommer les quantités représentées par n, et multiplier 
celle somme par a; or , la somme des quantités représentées par n , est I* 
somme de la progression arithmétique des nombres naturels. Le raisonne

ment est le même pour A l'égard de puisque r reste le même , 

quelque nombre que l'on substitue pour n, on sommera donc toutes les 
quantités représentées par n-, c'est-à-dire, qu'on prendra la somme tics 

quarrés des nombres naturels, et on la multipliera par Ainsi , pour 

la somme des quantités an, on aura pour celle des quavi-

t i tés on aura et enfin pour celle des quantités 

on aura ensorte que la somme des quantités 

ou bien celle des termos de la seconde suite, sera 

qui se réduit à 

Et puisque chaque terme de la troisième suite est la somme des termes 
de la seconde , on sommera cette troisième en sommant les différentes parties 
de ce dernier résultat; ce qui n'exigera encore que des sommations des 
puissances de la suite naturelle des nombres, et ainsi à l'infini. Si l'on sup
pose a ~ 1 et r — 1 7 c'est-à-dire, si la progression primitive est la suite: 
des nombres naturels, les progressions dont il s'agit actuellement , deviennent 
alors ce qu'on appelle les nombres figurés. C'est par cette dernière formul* 
qu'on peut trouver le nombre des boulets d'une pile triangulaire : connu» 

on a , dans ce cas, a = i c t r - - i 9 elle se réduit à 

On peut de même sommer les suites que Ton formerait, en ajoutant 
la suite des quarrés, ou lu suite d e s cube*, etc. de celle même manière, 



En un m o t , on peut sommer par ces mêmes moyens toute suite Je quan
tités dont un terme quelconque sera exprimé par tant de puissances par
faites que Ton voudra d'un même nombre ces puissances étant d'ail
leurs multipliées par tels nombres connus qu'on voudra. 

Propriétés cl usages des Progressions géométriques. 

2^0. On peut aussi trouver la somme des termes d'une 
progression géométrique par une méthode analogue à celle 
que nous avons employée pour sommer les puissances des 
termes d'une progression arithmétique. Supposons q u e . . . . 
a, b , c, d, e , e tc . , soient les termes consécutifs d'une pro
gression géométrique croissante dont la raison soit q. Puisque 
chaque terme contient q de fois celui qui le précède , on 
aura les équations suivantes : 

b ~ aq , c = bq, d=cq, e~dq f etc. 

donc ajoutant ces équations , on aura 

b -f- c + d + e = ( t t 4 ~ L > ~ f " c ~ f - ^ ) < / > 

d'où l'on voit qu'en général, le premier membre sera toujours 
la somme de tous les termes excepté le premier , et le second 
sera toujours la raison q multipliée par la somme de tous les 
termes, excepté le dernier. Donc si l'on appelle s la somme 
de tous les termes et u le dernier, cette équation se changera en 

formule par laquelle , connaissant le premier terme ay le der
nier u et la raison q , on aura la somme s de tousles termes. 
Cette même formule peut servir aussi pour les progressions 
décroissantes , puisque la progression décroissante , prise dans 
un ordre renversé , est une progression croissante ; il n'y aura 
de changement à faire que celui de dernier terme au lieu du 
premier, et du premier au lieu du dernier. Si la progression d é 
croissante s'étendait à l'infini y la somme se réduirait alors à 

a marquant le premier terme. En effet, pour 



exprimer que la progression s'étend à l'infini, il faut intro
duire dans le calcul ce que cette proposition renferme , savoir, 
que le dernier terme est infiniment petit ; or le moyen d'ex
primer cette dernière condition', c'est de le supposer nul à 
l'égard du terme qu \ car si on le faisait subsister, ce serait 
supposer qu'il peut encore diminuer qu } ce qui est contre la 
première supposition. On voit donc que pour avoir la somme 
de tous les termes d'une progression géométrique, il faut multi
plier le plus grand terme par la raison (1) de la progression, 
et ayant retranché du produit le premier terme de cette même 
progression, diviser le reste par la raison diminuée cVuneunitè; 
ensorte que, lorsque la progression est décroissante à l'infini, 
cela se réduit à multiplier le plus grand terme par la raison, 
et diviser ensuite par la raison diminuée d'une unité. Ainsi 
la somme des termes de cette progression continuée à l'infini 

En général , toute progression géométrique décroissante à 
l'infini , dont chaque terme a pour numérateur constant un 
nombre moindre d'une unité que le dénominateur du premier 
terme, vaut 1. Car cette progression est ên général 

dont la somme est c'est-à-dire i . 

Si cette conclusion paraît surprenante à quelques lecteurs, 
ils doivent faire attention que si après avoir pris, par exemple , 
les ~ de la ligne AB {Fig- 6 ) que je suppose de 1 pied, ou 

H Par la raison, nous entendons en général le nombre de fois qifnri 
terme de la progression contient celui qui est immédiatement plus petit ; 
ensorte que cet énoncé convient à la progression décroissante comme à. 
la progression croissante. 



prend ensuite Cd, c'est-à-dire, les deux tiers de la partie 
restante CE} puis les deux tiers de la partie restante dB, 
puis les deux tiers de la partie restante eB, et ainsi à l'infini, 
on n'aura jamais absorbé plus que la ligne AB. La même 
chose aura lieu si l'on prend d'abord les trois quarts de AB, 
puis les de ce qui reste, et ainsi à l'infini. Or c'est ce 
qu'exprime la progression puisque est les de 
est les de et ainsi de suite. 

241. ISous avons vu (Arith. 212) qu'un terme quelconque 
d'une progression géométrique, était composé du premier mul
tiplié par la raison élevée à une puissance d'un degré égal 
au nombre des termes qui précèdent celui dont il s'agit. Donc 
si l'on nomme a le premier terme , u un terme quelconque , 
q la raison et n le nombre des termes, on auraurraç"" 1 : et 
comme il entre quatre quantités dans cette équation, on peut 
en tirer quatre formules , qui serviront à résoudre cette ques
tion générale. Trois de ces quatre choses étant données , le 
premier terme, le dernier, la raison et le nombre des termes 
d'une progression géométrique, trouver la quatrième. Car, 
1°. réeruation donne immédiatement la valeur de u. 2 0 . On 

trouve facilement que celle de a est à l'égard 

de celle de q, on trouvera, par ce qui a été dit (170) , 

Sur quoi nous remarquerons que cette dernière 

équation renferme la règle que nous avons donnée en arithmé
tique pour insérer plusieurs moyens proportionnels entre deux 
quantités données. Ces quantités sont ici a et u ; mais pour 
avoir la raison q qui doit régner dans la progression, on voit 
ici qu'il faut diviser la plus grande u par la plus petite a, 

et tirer la racine du degré n — 1 du quotient or n étant le 

nombre total dés termes, n— 1 est plus grand d une unite que 

le nombre des moyens ; ce qui s'accorde avec la règle citée. 

Quant à la manière d'avoir n , dans l'équation u~aqn~l, 



l'Algèbre ne fournit pas de moyens directs ) mais on peut la 
résoudre facilement , quoiqu'indirectement, en employant les 
logarithmes. Nous avons vu (Arith. 229) que pour élever à 
une puissance par le moyen des logarithmes , il fallait multi
plier le logarithme de la quantité par Vexposant de cette 
puissance. Ainsi en représentant par L , les mots logarithme 
de , on pourra, au lieu de La a , prendre 2 La ; au lieu de La3, 
prendre 5 La ; au lieu de Lan, prendre n La. D o n c , en se 
rappelant que pour multiplier par le moyen des logarithmes, 
il faut ajouter les logarithmes, et qu'au contraire pour diviser, 
il faut retrancher le logarithme du diviseur du logarithme du 
dividende , on aura dans l'équation u~aqn~~l ; 

Lu = La + Lqn~l z=La-j-(n — 1 ) Lq ; d'où 

Pour donner des applications de ceci , supposons qu'on 
ait placé au denier 20 une somme de 6ooco livres , à condi
tion que les intérêts que c«tte somme produira, chaque année, 
soient traités comme un nouveau fonds , qui produira égale
ment intérêt, et ainsi d'année en année, jusqu'à ce que le 
fonds soit monté à IOOOOCO de liv. On demande combien 011 

doit attendre pour toucher cette dernière somme. Puisque 
l'intérêt est ici ^ du fonds de l'année précédente, au bout 
d'une année quelconque le fonds sera égal au fonds de l'année 
précédente plus la vingtième partie de ce même dernier fonds; 
ainsi, si l'on représente par a, /3, c, d , etc. les fonds succes
sifs d'année en année , on aura 

ou 

on voit donc que chaque fonds contient toujours celui quils 
précède, le même nombre de fois marqué par ou 

La suite de ces fonds forme donc une progression géométrique 
dont le premier terme a est 60000 livres : le dernier u est 
IOQOOOO livres*, la raison q est et le nombre des termes 



est inconnu. On le trouvera donc en substituant dans la for
mule ( 2 ) , au lieu de a, u et q , leurs valeurs , ce qui donnera 

à peu près; c'est-à-dire , que le fonds de 60000 sera monté 
à 1000000 livres au bout de 58 ans 8 mois \ , à peu près. 

Puisque (Arlth. 2 2 9 ) pour extraire, par le moyen des loga
rithmes y une racine d'un degré proposé, il faut diviser le, 
logarithme de la quantité par l'exposant; on peut , par le 
moyen des logarithmes , résoudre facilement en nombres 
P équation 

car on en déduit 

Si Ton veut appliquer ceci à un exemple , il n'y a qu'à chercher 
quel devrait être, dans le précédent, l'intérêt pour qu'en 58 
ans et ™r, le fonds de 60000 livres montât à 1000000 livres. 
On a ici a = 6ooco , u — 1000000, 71 = 5 8 , 7 : en employant 
les logarithmes des tables, on trouvera 

ce logarithme répond dans les tables à i ,o5oo à très-peu près ; 
et ce dernier nombre réduit en vingtièmes, donne 21 . d'où 
l'on conclura que l'intérêt est à très-peu près 

On voit aussi par la comment on peut facilement insérer 
par le moyen des logarithmes, plusieurs moyens proportionnels 
géométriques entre deux nombres donnés. 

2 4 - . L'équation donnera aussi quatre équations 

qui serviront à résoudre ce problème général. Trois de ces 
quatre choses, la somme, la raison, h premier et le dernier 



terme d'une progression géométrique, étant données, trouver 
la quatrième. Cela est trop facile à présent, pour nous y 
arrêter. 

Enfin si de Tune des deux équations 

et ut^=iaqn~'1 j on tire la valeur dune même 

quantités, ou q, ou u, e tc . , et qu'on la substitue dans l'autre, 
on aura les autres équations qui peuvent servir à résoudre 
la question suivante, encore plus générale ; de ces cinq choses, 
le premier terme, le dernier, la raison, la somme et le nombre 
des termes d'une progression géométrique, trois étant données, 
trouver chacune des deux autres. 

De la sommation des suites récurrentes. 

2^3. On appelle suites récurrentes, celles dont un terme quelconque se 
forme de l'addition d'un certain nombre de termes precédens , multiplié* 
ou divisés par des nombres déterminés, positifs ou négatifs. Par exemple, 
la suite 2 , 3 , 19, 101 , 543, etc. est une suite récurrente, parce que chaque 
terme est formé des deux precédens, en multipliant le premier par 2 , le 
second par 5 , et ajoutant les deux produits ; 543 est égal à 19 x 2-4- TOI X 5 ; de 
même 101 est 3 X 2 -f-19 -f- 5. On peut sommer -ces suites d'une manière 
analogue à celle que nous avons employée ci-dessus ; il suffira d'en donner 
un exemple sur les suites récurrentes dont la loi ne dépend que de deux 
quantités, comme celle que nous venons d'apporter pour exemple. 

Soient donc a , b0c, d7eyf, etc. plusieurs termes formés par cette loi, 
que chacun soit composé des deux precédens, dont le premier est rauhipJi t 
par un nombre connu m, et le second par un nombre connu p 5 on ama 
donc 

c = ma -4- pb , d~ mb -{~pc, enzmc - f-pd, f—~ md -h pe, etc, 

Donc en ajoutant cette suite d'équations , on aura 

c -f. d -h e -+-f H- etc. = m (a -f- c -h d) -f- p (b -f- c -4- d-\- e) ] 

or le premier membre est la somme de tous l'es termes, excepté les deux 
premiers : le multiplicateur de m , dans le second membre, est la somme 
de tous les termes, excepté les deux derniers • et enfin le multiplicateur de n. 
est la somme de tous les termes , excepté le premier et le dernier , donc *-:\ 
appelant * cette somme, on aura 

d'au l'on tire 



qui donnera la s o m m e , lorsqu'on connaîtra les deux premiers germes, les 
deux derniers , et de plus les quantités m et p . On peut y faire entrer 
h\ nombre des termes ; il faut , pour cela , chercher l'expression générale 
d 'un terme quelconque , par le moyen des quantités a , b , m , p et du 
nombre n des termes • mais cette recherche , pour toutes les espèces d«s 
séries récurrentes , nous mènerait trop loin. 

De la construction géométrique des quantités algébriques. 

%44* Les lignes, les surfaces et les solides étant des quan
tités , on peut faire sur chacune de ces trois espèces d'étendue 
les mêmes opérations qu'on a faites sur les nombres et sur les 
quantités algébriques. Mais les résultats de ces opérations peu
vent être évalués de deux manières principales, ou en nom
bres, ou en lignes. La première manière supposant que cha
cune des quantités données est exprimée en nombres, ne peut 
avoir à présent aucune difficulté : il ne s'agit que de substituer, 
à la place des lettres, les quantités numériques qu'elles repré
sentent, et de faire les opérations que la disposition des signes 
et des lettres indique. Quant à la manière d'évaluer en lignes 
les résultats des solutions que l'Algèbre a fournies , elle est 
fondée sur la connaissance de ce que signifient certaines expres
sions fondamentales , auxquelles on rapporte ensuite toutes les 
autres. Nous allons faire connaître les premières, et nous ferons 
voir ensuite comment on y rapporte les autres : c'est là ce qu'on 
appelle construire les quantités algébriques , ou les problèmes 
qui ont conduit à ces quantités. 

c?45- Si Ton avait à construire une quantité telle que 

dans laquelle a,b , c marquent des lignes connues , on tirerait 
(.r*V>, 7 ) deux lignes indéfinies AZ, AX, faisant entr'elles 
xm angle quelconque. Sur l'une AX de ces lignes , on pren
drait une partie AB égale à la ligue qu'on a représentée par c , 
puis une autre AD égale à l'une ou à l'autre des deux lignes 
a et b, à a, par exemple; ensuite sur la seconde AZ, on 
prendrait une partie AC égale à la ligne b. Ayant joint le* 
extrémités B et C de la première et de la troisième , par la 



On voit donc que si 1 on avait a construire — , ce cas ren-

trerait dans le précédent, puisqu'alors la ligne b est égaleàtfo 

^ . . x ob +bd 
Si 1 on avait a construire -—j- , on remarquerait que 

, (a + d)Xb 
cette quantité est la même que - — c _ ^ ^ \ regardant donc 

a-{-d comme une seule ligne, représentée par m, et c-f-d aussi 

comme une seule ligne n, on aurait a construire, ce qui 

se rapporte au cas précédent. 

Que Ton ait — — — , on se rappellera que aa — bb es t(s5) 

la même chose que X ( 0 — £ ) ; ainsi se représen-

aa — bb P (a-Ub) Ca—b) , 
tera , sous cette rorme - — - — — , et 1 on cher-

c c 
chera une quatrième proportionnelle à c , a+b et a — 

S ' 1 . , s . abc 

1 la quantité a construire est , on mettra cette quan

tité sous cette forme ^ x et ayant construit , comme 

•n vient de l'enseigner, on nommera m la ligne qu'aura donné* 
Algèbre. T . III, *3 

ligne BC, on mènerait par l'extrémité D de la seconde , la 

ligne DE parallèle kBC\ elle déterminerait sur AZ la partie 

cib 
AE pour la valeur d e — ; car (Géom. 102) les parallèles DE 

et BC donnent cette proportion , AB l AD \l AC l AE , 

oh 
c'est-à-dire , cl ail b l AE\ donc (Arith. 179) AE = —J 

C'est-à-dire , qu'il faut trouver une quatrième proportionnelle 

aux trois lignes données c} a t b. Et puisque (Géom. 1 2 0 ) 

nous avons donné deux manières de trouver cette quatrième 

proportionnelle } on peut employer indifféremment l'une ou 

1 . . ab 
i autre pour construire —* 



i al) c , . me 
cette construction; alors - 7 - X - , devient — . qui se construit 

d e e ^ 
comme ci-dessus. 

Un voit donc que pour construire — - , on se le represen-

terait c o m m e - - X 7 ; on construirait —, et en ayant repre-

, 1 , . . mb 
sente la valeur par m , on construirait — . 

c 

Ainsi tout l'art consiste à décomposer la quantité en por-* 
1 1 . % , r ab a 2 

tions , dont chacune revienne a la torme — ou — ; et quoique 

cela puisse paraître difficile en quelques occasions, on.en vient 

cependant facilement à bout, en employant les transformations, 

a 3 + i 3 

Par exemple , si j'avais à construire — , je suppose

r a - 4 - b3 

rais arbitrairement b3=a*m. et c a = a/i ; alors : — se 
. . a3 + a^m . , , . , cf-^-am 

changerait en qui se réduit a : , ou 
a*-\-aii a-\-n 

(a -4- m) X a . , P ., , x , r 

- - , quantité facile a construire (après ce qui a ett* 

dit ci-dessus) , dès qu'on connaîtra m et n. Or pour connaître 

m et n , les équations b3z=^a~mi et c'1~an> donnent . . . 

7n=z— et 72 — — qui se construisent par ce qui précède, 

Ainsi tant que la quantité sera rationnelle, c'est-à-dire sans 

radicaux, si le nombre des dimensions du numérateur na 

surpasse que d'une unité celui des dimensions du dénomina

teur, on ramènera toujours sa construction à chercher une 

Quatrième proportionnelle à trois lignes données. 

Il arrive quelquefois que les quantités se présentent sous 

une forme qui semble rendre inutile le secours des transfor

mations : c'est lorsque la quantité n'est pas homogène , 
ç'est-à-dire , lorsque chacun des termes du numérateur ou du 

dénominateur n'est pas composé du même nombre de fac-



têursj par exemple, lorsque la quantité est telle que 

Mais il faut observer que l'on n'arrive jamais à un pareil 

résultat que lorsque dans la vue d'introduire des simplifica

tions dans le calcul } on a supposé quelqu'une des quantités 

égale à l'unité. Par exemple , si dans je suppose 

b égal à î , alors j'aurai Mais comme on ne peut 

jamais entreprendre de construire , sans connaître les élémens 

qu'on emploie pour cette construction , on sait toujours dans 

chaque cas quelle est cette quantité qu'on a supposée égale 

à l'unité ; on pourra donc toujours la restituer ; et il ne peut 

y avoir d'embarras là-dessus , parce que le nombre des d i 

mensions devant toujours être le même dans chaque terme 

du numérateur et du dénominateur (quoiqu'il puisse être diffé

rent des termes de l'un aux termes de l'autre ) , on restituera 

dans chaque terme une puissance de la ligne qu'on a prise 

pour unité , suffisamment élevée pour compléter le nombre 

des dimensions; ainsi , si j'avais à construire , sup

posant que d soit la ligne qui a été prise pour unité, j'écri

rais que je construirais en faisant , . 

b* = dmic* = dn et a3z=d2p , ce qui la changerait e n . . . . 

d*p'-\-bd*+d*n dp + bd + nd {p+b+7i)d 
• R ' Î , ou — : , ou ^ , quantité 

ad-^-dm a + ?7i a-j-ni 

facile à construire dès qu'on aura construit les valeurs de m, n 

Z?a
 C2, 

et p , savoir 771 > 11 — -j> P = ^ 1 > e n s e conformant aux 

règles données ci-dessus. 

Dans tout ce que nous venons de dire , nous avons supposé 

que le nombre des facteurs , ou le nombre des dimensions de 

chaque terme du numérateur, ne surpassait que d'une unité 

celui des dimensions du dénominateur. Il peut le surpasser 

de deux et même de trois, mais jamais de plus, à moins que 
i-7 

10 . . 



quelque ligne n'ait été supposée égale à l'unité, ou que quel

ques-uns des facteurs ne représentent des nombres. 

nfë. Lorsque le nombre des dimensions du numérateur de 

la quantité proposée surpasse celui des dimensions du déno

minateur , de deux unités ; alors la quantité exprime une 

surface dont on peut toujours ramener la construction à celle 

d'un parallélogramme, et même d'un quarré. Par exemple, 

a 3 -4- aab 
si j'ayais à construire la quantité -, je la considérerais 

comme a or se construit aisément par ce 

qui a été dit ci-dessus, en le considérant comme 

supposons donc que m soit la valeur de la ligne qu'aura donnée 

cette construction; alors deviendra or si 

l'on fait de a la hauteur, et de m la base d'un parallélogramme , 

on aura aXm pour la surface de ce parallélogramme : donc 

réciproquement cette surface représentera c X w o u 

On ramènera de même à une pareille construction la quan

tité en faisant bc — am et fczzzaii) car alors 

elle deviendra qui est la même chose que 

a Or le facteur se rapporte 

aux constructions précédentes, ainsi que les valeurs de m et 

de 7i. Ayant trouvé la valeur de ce facteur, si je la repré

sente par p , il ne s'agira plus que de construire aXp , 

c'est-à-dire , faire un parallélogramme dont la hauteur soit a, 

et la base p . 

247. Enfin si le nombre des dimensions du numérateur sur

passe de 5 celui|des dimensions du dénominateur, alors la 



quantité exprime un solide dont on peut toujours ramener la 

construction à celle d'un parallélipipède. Par exemple , si 

j'avais à construire je considérerais cette quantité 

comme étant la même que ab et ayant construit 

selon ce qui a été dit ci-dessus, si je représente par m 

îa ligne qu'aura donnée cette construction , la question sera 

réduite à construire ab X m ; or ab représente , ainsi que nous 

venons de le voir , un parallélogramme • si donc on conçoit 

un parallélipipède qui ait pour base ce parallélogramme, et 

qui ait pour hauteur la ligne 771, la solidité de ce parallélipi

pède représentera ab X ni, c'est-à-dire 

248. Ce que nous venons de dire suffit pour construire toute 

quantité rationnelle. Voyons maintenant les quantités radicales 

du second degré. Pour construire {/ab, il faut (Fig. 8 ) tirer 

une ligne indéfinie AB , sur laquelle on prendra de suite la 

partie AC, égale à la ligne a , et «la partie CB , égale à la 

ligne b : sur la totalité AB , comme diamètre , on décrira un 

demi-cercle qui coupe en D la perpendiculaire CD élevée sur 

AB au point C \ alors CD sera la valeur de \/ab. c'est-à-dire 

(Géom. 12G) que pour avoir la valeur de \/ab, il faut prendre 

une moyenne proportionnelle entre les deux quantités repré

sentées par a et b'7 en elfet, on sait ( Géom. IQ5) que 

AC l CD :: CD : CB , ou a : CD :\CD\b\ donc , en multi-
— . 2 

pliant les extrêmes et les moyens, on a CD=ab , et pat 

conséquent CD~]/ab. 

On voit par là comment on doit s'y prendre pour trans

former en un quarré , une surface quelconque : s'il s'agit d'un 

parallélogramme dont a soit la hauteur et b la base , en 

nommant x le côté du quarré cherché, on aura oc^ — ab, et 

par conséquent x=.\/ ab , on prendra donc une moyenne pro

portionnelle entre la base et la hauteur. S'il s*aintd*u:i triamrja 



Pour construire \/a- - j - on pourrait aussi faire b* ~am 

et construire \/au-\-am selon ce qui vient d'être dit. Mais la 

propriété du triangle rectangle (Gé-mi. 164) n o w s fournit un 

moyen plus simple ) le voici : Tirez une ligne AB {Fig. .9) 

égale à la ligne a \ à son extrémité A, élevez une perpendi

culaire AC égale à la ligne b ; alors si vous tirez BC, cette 

ligne sera la valeur de [/ a~-L-b'A : en effet, puisque le triangle 

CAB est rectangle, on a (Gêom. 1 6 4 ) , 

BC~AB+AC=a* + b*\ donc BC = y/aT^ÇT\ 

que l'on sait (Géom. i/p) être la moitié d'un parallélogramme 

de même base et de même hauteur , on prendra une moyenne 

proportionnelle entre la base et la moitié de la hauteur, on 

entre la hauteur et la moitié de la base. S'il s'agit d'un cercle, 

on prendra une moyenne proportionnelle entre le rayon et la 

demi-circonférence ; et s'il s'agit d'une figure rectiligne quel

conque , comme on sait (Géotn. i4 '3) qu'elle est réductible 

en un triangle, on la réduira aisément en un quarré, en pre

nant une moyenne proportionnelle entre la base et la moitié 

de la hauteur de ce triangle. Mais si la ligure n'était point 

construite, et que l'on eiit seulement l'expression algébrique 

de sa surface, par le moyen de quelques-unes de ses dimen

sions, alors on construirait comme pour les quantités que 

nous allons parcourir. 

Si l'on avait \/oab-\-b^) on considérerait cette quantité 

comme étant la même que \/Joa -f-£) X b ; on prendrait donc 

une moyenne proportionnelle entre oa-y-b etb. Pareillement, 

?i Von a[/aa—bb, on considérera cette quantité comme étant 

la même que {/(a-j-b) >< (a—b) ( 2 0 ) ; ainsi l'on prendra une 

moyenne proportionnelle » entre a-\-b et a—b. Si l'on a 

\/a*-\-bc, on fera bc ~am, et alors on aura^/a'-\~am ou 

V/(a-f-77i) X # *> on prendra donc une moyenne propor
tionnelle entre a-{-m et ay après avoir construit la valeur de 

7?i = —-, en suivant les règles données ci-dessus. 
a 



On peut aussi, par le moyen du triangle rectangle , construire 

\/a2—b2 autrement que nous ne l'avons fait ci-dessus. Pour 

cet effet, on tirera (Fig. n ) une ligne AB égale à a, et 

ayant décrit sur AB, comme diamètre , le demi-cercle ACB 9 

on tirera du point A une corde AC—b\ alors si l'on mène BCy 

cette ligne sera la valeur àe\/V—b* ; ca r ie triangle ABC 

étant rectangle (Geo/n. i 6 5 ) , on a AB ~AC + Z ? C ; donc 

JW=ÂB—ACz=:aQ—b* ; donc BC=\/~tf^¥. 

On peut donc construire aussi {/a?-{-bc autrement que nous 

ne l'avons fait ci-dessus, en s'y prenant comme il suit : Faire 

Z>c = m a , et construire y/a1-^- ?7i 2 , d'après ce qui vient d'être 

dit ; et pour cet effet, on commencera par déterminer m en 

prenant une moyenne proportionnelle entre b et c , ainsi que 

l'indique l'équation bc = m*, qui donne m~\/bc. 

S'il y avait plus de deux termes sous le radical, on ramè

nerait toujours la construction à quelques-unes des méthodes 

précédentes, par le moyen de transformations. Par exemple, 

si j'avais \/-\-bc-\-ef, je ferais bc — am, ef—any et j'aurais 

\/ c? -\~am-\-an , ou \/(a-\- m -f- n) X ci, que je construirais 

en prenant une moyenne proportionnelle entre a et a - f - m 4~ 7 1 » 

après avoir construit les valeurs de m et de zi, savoir 

bc &f 
77 i= — , 7 1 = — . Je pourrais encore faire k ^ m 1 , ef=jvi

% 

a a r ^ 
et alors j'aurais à construire \^cr-\~ m%-\- n*. Or lorsque le ra

dical renferme ainsi une suite de quarrés positifs, par exemple 

V a * - f - + ft2 + P2 + etc. , on fera \Zau-J- 771'2 = A, 

\/}û^nz—i^\/ïJ--\-pJ-~hy et ainsi de suite j et comme 

chacune de ces quantités se trouve déterminée par la pré

cédente , la dernière donnera la valeur de 

l/a2- + m 2 -f- 7i2 -f- p- -f- etc. Pour construire ces quantités de 

la manière la plus simple, on regardera successivement chaque 

hypoténuse comme un côté ; par exemple ( F / g . 1 0 ) , ayant 

pris AB—a, élevé la perpendiculaire AC — my et tiré BC 

file://-/~am-/-an


qui sera h , on élèvera au point C, sur BC, la perpendicu-4 

laire CD= n, et ayant tiré BD qui sera i , à son extrémité Z>, 

on élèvera sur BD la perpendiculaire DE—p , et BE sera 

k = \/ a* + mu+ n*+p*. 
Si quelques-uns de ces quarrés sont négatifs, alors on 

réunira à ce que nous venons de dire , ce qui a été dit pour 

construire \/a*— b*. 

Enfin , si l'on avait à construire une quantité de cette forme 

~ i _ _ , on la changerait en —^-^—l—— — , en multi-
\/d+& d + e 

pliant haut et bas p a r l / ^ + e; alors cherchant une moyenne 
proportionnelle entre b -{- c et d -f- e et la nommant m , on 

aurait a construire - — , ce qui est racile. 
d+e " 

Au reste, il s'agit icide règles générales; on peut souvent cons

truire d'une manière beaucoup plus simple , en partant toujours 

des mêmes principes ; mais ces simplifications se tirent de quel

ques considérations particulières et propres à chaque question, 

çt ne peuvent , par conséquent, être exposées qu'à mesure 

que les questions en amènent l'occasion. Nous remarquerons 

seulement, en terminant cette matière , que quoique la cons

truction des quantités radicales, dont il vient d'être question , 

se réduise à prendre des quatrièmes proportionnelles, des 

moyennes proportionnelles, et à construire des triangles rec 

tangles*, cependant on peut quelquefois avoir des constructions 

plus ou moins simples ou élégantes, selon la méthode qu'on 

cmploiepour trouver ces moyens proportionnels; c'est pourquoi 

nous enseignerons ici deux autres manières de trouver une 

moyenne proportionnelle entre deux lignes données. La pre

mière consiste à décrire sur la plus grande AB des deux lignes 

données (Fig. n ) un demi-cercle ACB, et ayant pris une 

partie AD égale à la seconde, d'élever la perpendiculaire CD. 
et de tirer la corde AC qui sera moyenne proportionnelle entre 

AB et AD ; car en tirant CB , le triangle ACB (Géom. 65) 

t*st rectangle 3 et par conséquent {Gçom* 1 1 ' 0 ^ C e s t moyenne 



proportionnelle entre l'hypoténuse AB et le segment AD, 

La seconde manière consiste (Fig. 12) à tirer une ligne AB 

égale à la plus grande ligne donnée, et ayant pris sur elle 

une partie AC égale à la plus petite , décrire sur le reste BC 

un demi-cercle CDB , auquel on mène la tangente AD qui 

(Géom. 1 2 9 ) est moyenne proportionnelle entre AB et AC. 

On voit donc que les quantités rationnelles peuvent toujours 

être construites par le moyen des lignes droites , et que les 

quantités radicales du second degré peuvent être construites 

par le cercle et la ligne droite réunis. Quant aux quantités 

radicales de degrés supérieurs, leur construction dépend de 

la combinaison de différentes lignes courbes;nous en parlerons 

par la suite. Nous allons nous occuper, pour le présent, des 

questions dont la solution dépend de quantités ou rationnelles, 

ou radicales du second degré. 

Diverses Questions de Géométrie, et Réflexions tant sur la 

manière de les mettre en équation, que sur les diverses 

solutions que donnent ces équations* 

249. Le principe que nous avons donné (67) pour mettre 

les questions en équation , s'applique également aux questions 

de Géométrie. Il faut de même représenter ce que l'on cherche 

par un signe particulier, et raisonner ensuite à l'aide de ce 

signe et de ceux qui représentent les autres quantités, comme 

si tout était connu et que l'on voulût vérifier. Cette méthode, 

ou manière de procéder , est ce qu'on appelle Y Analyse. Pour 

être en état de faire les raisonnemens qu'exige cette vérifica

tion , il faut connaître au moins quelques propriétés de la 

quantité que l'on cherche. Il est donc clair que, pour être en 

état de mettre les questions de Géométrie en équation, il faut 

avoir présentes à l'esprit les connaissances que nous avons 

données dans la seconde partie de ce Cours. Dans la plupart 

des questions numériques, ou de la nature de celles que nous 

avons parcourues dans la première Section, il suffit le plu? 

souvent 3 pour appliquer le principe , de traduire eu langage 



algébrique l'énoncé de la question; mais dans l'application de 

l'Algèbre à la Géométrie , il faut souvent employer encore 

d'autres moyens : nous tâcherons de les faire connaître à 
mesure que nous avancerons; mais ce que nous pouvons dire 

en général, pour le présent, c'est qu'il n'est pas toujours né

cessaire , pour vérifier une quantité , d'examiner si elle satisfait 

immédiatement aux conditions de la question : cette vérifica

tion se fait souvent avec plus de facilité , en examinant si 

cette quantité a certaines propriétés qui sont essentiellement 

liées avec les conditions delà question. Après cette réflexion, 

dont nous aurons occasion de faire usage, nous passons aux 

exemples qui, dans cette matière, sont toujours plus faciles 

à saisir que les préceptes généraux. 

200. Proposons-nous donc pour première question, de dé

crire un qnarré ABCD (Fig. 1 0 ) dans un triangle donné, EHL 

Par ces mots, un triangle donné, nous entendons un triangle 

dans lequel tout est connu, les côtés, les angles , la hau

teur, etc. Avec un peu d'attention on voit que cette question 

se réduit à trouver sur la hauteur EF un point G par lequel 

menant AB parallèle à HI, cette ligne AB soit égale à GF; 

ainsi l'équation se présente tout naturellement; il n'y a qu'à 

déterminer l'expression algébrique de AB et celle de GF} et 

ensuite les égaler. Nommons donc a la hauteur connue EF; 

b la base connue HI, et x la ligne inconnue GF] alors EG 

vaudra a — x. Or puisque AB est parallèle à III, on doit 

( Géom. 1 1 5 ) avoir EF': EG y. FI l GB : : /// : AB , c'est-

à-dire , EF : EG : : HI \ AB y ou al a—x : : b : AB ; donc 

ab ——bx 
(Ai'ith. 170) AB = ~ ; puis donc que AB doit être égal 

, ab — bx v ab 
a GF. on aura — x; d ou Ion tire x =——F% 

a a-{-b 

Pour construire cette quantité , il faut, conformément à 

ce que nous avons dit ( 2 ^ 5 ) , trouver une quatrième propor

tionnelle à a + b} b et a , ce que Ton exécutera en cette ma

nière. On portera de F en O une ligne FO égale ka~\-b > 



c'est-à-dire , égale à EF-{~11I, et l'on tirera EO\ puis ayant 

pris FM égale k HI-=.b , on mènera, parallèlement à EO, 
la ligne M G qui, par sa rencontre avec FF, déterminera G F 
pour la valeur de x : car les triangles semblables EFO, G F M 
donnent FO : FM :: FE FG , ou a + b : i : : a : FG qui 

vaudra donc 

Q 5 I . Proposons-nous pour seconde question c e l l e - c i . . . 

connaissant la longueur de la li^ne BC (Fig. i 4 ) e^ les angles 

B et C que forment avec elle les deux lignes BA et CA , 

déterminer la hauteur A D à laquelle ces deux dernières lignes 

se rencontrent. On fait entrer les angles dans le calcul algé

brique à l'aide des mêmes lignes qu'on emploie dans la Tr i 

gonométrie, c'est-à-dire, à l'aide des sinus, tangentes, etc. 

Ainsi quand on dit qu'on donne un angle, l'angle C , par 

exemple, on entend que l'on donne la valeur de son sinus ou 

de sa tangente ; cela posé , nommons BC = a , AD^=zy. Dans 

le triangle rectangle ADC% nous aurons (fiéom.296) CD\DA 

comme le rayon est à la tangente de l'angle ACD ; ou 

CD\y\\r\m\ en appellant rie rayon et m la tangente de l'angle 

ACD ; donc (Arith. 1 7 0 ) Par un raisonnement sem-
m 

blable, on trouvera en nommant n la tangente de ABD, 

BDlyy.rln, donc BD~™' or BD + DC=BC= a\donc 

D'où Ton tire 

On peut rendre cette expression plus simple , en introdui

sant au lieu des tangentes m et n des deux angles C et B, 

leurs cotangentes que nous nommerons p et q. Pour cet effet, 

il faut se rappeler (Geom. 280) que tang \ r \ \r\ cot;7 en vertu 

de cette proposition, on aura m \ r \ \r \ p et n \ r \ \ r q ; d'où 

l'on tire 7 ? i = — et n ^z — • substituant. au lieu de m et n. et? 
F <7 

valeurs dans celle de y en trouvera v 



s52 . On voit par là , que lorsque parmi les quantités qu'on 

peut regarder comme données, celles qu'on a employées ne 

conduisent pas à un résultat aussi simple qu'on le désire, il 

n'est pas nécessaire de recommencer un nouveau calcul pour 

s'assurer si , en employant les autres données, on ne pourrait 

pas arriver à un résultat plus simple. Il suffit d'exprimer par 

des équations les rapports des données qu'on a employées 

d'abord avec celles qu'on veut introduire; c'est ainsi que nous 

venons d'exprimer m et n par les équations m 

s53. Nous choisirons pour troisième exemple une question 

qui nous donne lieu tout à la fois de faire voir la manière de 

mettre en équation les questions de Géométrie, et comment, 

par différentes préparations de ces équations, on peut décou

vrir de nouvelles propositions. Connaissant les trois côtés d'un 

triangle ABC (Fig. i 5 ) , trouver les segniens A D et D C 

formés par la perpendiculaire B D , et la perpendiculaire BD 

elle-même. Si je connaissais chacune de ces lignes , voici 

comme je les vérifierais. J'ajouterais le quarré de BD avec 

Je quarré de CD, et je verrais si la somme est égale au 

quarré de BC : ce qui doit être, puisque le triangle BCD 

est rectangle (Géom. IÉ>4)« J'ajouterais de même le quarré 

de AD au quarré de BD, et je verrais si la somme est égale 

au quarré de AB. Imitons donc ce procédé, et pour cet effet 

soit BD—y; CD=x; BC—a; AB — b; AC—c; alors 

AD qui est —AC—CD sera = c — x . Nous aurons donc 

xx~\-yy = aa , et ce—2cx+ xx+yy — bb. 

Comme xx et yy n'ont, dans chaque équation , d'autre 

coefficient que l'unité, je retranche la seconde équation de 

la première , ce qui me donne 

( i ) , . . 2 c x — ç 2 — — / 3 2 ; d'où 

O r , sous cette forme , on voit, d'après ce qui a été dit (24b), 

que pour avoir x il faut chercher une quatrième propor-



tionnellè à c , a + b , et a— & -, et l'ayant trouvée, en prendre 

la moitié que l'on ajoutera avec \ c , c'est-à-dire, avec la 

moitié du côté AC ; ce qui est absolument conforme à ce 

que nous avons dit (Geom. 383) . Mais on peut tirer plusieurs 

antres conclusions de ces mêmes équations ; nous allons en 

exposer quelques-unes pour accoutumer les commençans à 

lire dans une équation ce qu'elle renferme. 

254. i ° . L'équation ( 1 ) est la même chose que 

c (p,x— c) — (a-{~b) (a — b). Or puisque le produit des deux 

premiers facteurs est égal au produit des deux derniers, on 

peut (*) considérer les deux premiers comme les extrêmes, 

et les deux derniers comme les moyens d'une proportion, et 

l'on aura par conséquent 

c ; a -f- b t! a—b l QX—c -7 or 2.x— c = x—c - f -x ; 

donc en remettant à la place de ces lettres les signes qu'elles 

représentent, on aura 

AC:BC+AB:: BC—AB: CD—AD, 

ce qui est précisément ce que nous avons démontré (Géom. Z02). 

a55. 2°, Si du point C, comme centre, et d'un rayon égal 

à BC on décrit l'arc BO , et si l'on tire la corde BO , on aura 

£D2+D02z=zBÔ\ or DO — CO~CD—BC—CD=a—x<, 

donc BO z=zyy~\-aa—aarc-f-xx; 

mais nous avons trouvé ci-dessus, 

a 

yy + xx—aa; donc BO = 2aa— zax — la (a—a), 

(*) Dorénavant , lorsque nous aurons ainsi partagé chaque membre d'une 

équation en deux facteurs, nous conclurons tout de suite la proportion. Il 

suffit d'être averti, une fois pour toutes, que dès que deux produits sont 

-égaux , les facteurs de l'un peuvent être considérés comme les extrêmes 

d'une proportion dont les facteurs de l'autre seraientles moyens. {Arith, 180•) 



aa——bb —f- ce 
Mettant donc pour x, sa valeur •— . on aura 

or (20) en considérant a — c comme une seule quantité,' 

on a 

b"— (a—Oa = (6 + a — c ) ( f t _ a + c ) ; 

donc J ? 0 = - ( & + a — c) (& — a + c) 

qu'on peut mettre sous cette autre forme 
a ci 

BO — -(a + b-\-c—2c) ( a + ^ - f - c — sa-, 

donc si on nomme 2s la somme des trois côtés, on aura 

a d Aci 
BO — ~ (25 — 2c) (r>,s — 2a) = — (5 — c) (5 — à), 

c c 

Or si du point C, on abaisse sur OZ> la perpendiculaire CI 9 

on aura (Géom. 2$5) dans le triangle rectangle CIO, cette 

proportion 

co : 0/ :: /î : oci, o u a - . ^ o : / ? : : *m pc/; 

3 zasinOCl — a 4a*sin*OCT 
donc BO~ - : et/j(J = - — ; 

égalant ces deux valeurs de BO*, on aura 

— su? OCJ———c) (à- — a ) , 

d'où Ton tire cette proportion 

ac : ( 5 — c ) (5—a) : : # 2 : oci 
qui est la règle que nous avons donnée (Géom. 3o4) pour 

trouver les angles d'un triangle par le moyen des trois côtés, 

mais dont nous avons renvoyé la démonstration à cette troisième 

partie. En effet, ac est le produit des deux côtés qui conv-



prennent l'angle BCA\ s— c et s— a sont les deux reste* 

que Ton a en retranchant ces deux mêmes côtés successive

ment de la demi-somme , R est le rayon et OCJ est la moitié 

de l'angle BCAy puisque CI est une perpendiculaire menée 

du centre C sur la corde BO* 

Û56\ 5°. L'équation yy-j-xx~ aa donne 

yy — aa — xx = (a -f- x) (a—x) ; 
donc en mettant pour x, sa valeur, on aura 

Nommant donc QS , la somme des trois côtés a , b , c , on aura 

D'où 

Mais ~ c y , mesure la surface du triangle ABC) donc pouf 
avoir la surface d'un triangle au moyen des trois côtés, il 
faut de la demi-somme retrancher successivement chacun des 
trois côtés ; multiplier les trois restes entre eux et par la demi-
somme , et eifin tirer la racine quarrée de ce produit. 

zbj. 4°» L'équation icx—cc^=aa—bb , donne 

bb?=zaa-\-cc — 2cx ; mais si la perpendiculaire tombait hors 

du triangle, on aurait, en conservant les mêmes dénominations 

yy -f- xx ~aa , et yy -f- ce + zcx -f- xx = bb, 

parce que AD qui était c—x, est ici c - f - x . Donc retranchant 

la première équation de la seconde , on aurait 

cc-$-2çxzzzbb — aa , ou c (c + A X ) = - f c ) X ( i — a) , 

qui donne c : Z> + « *. : b — a l c + 2 X ; 



Or c + ax étant x-\-c-\- x est CD + AD ; donc 

AC: (AB + BC) : : {AB—BC) : ^CD+AD), 

ce qui est la seconde partie de la proposition que nous avons 

démontrée (Géom. '002). 

258. 5°. La même équation ce -f- icx — bb — aa, donne 

bb = aa-±-cc-)~vxx; comparant donc à l'équation. 

bb = aa + ce — 2ca: qui convient à la figure i 5 , on voit que 

le quarré bb du côté .^2? , opposé à l'angle aigu C, vaut 

moins que la somme aa-\-cc des quarrés des deux autres côtés, 

puisqu'il vaut cette somme diminuée de QCX. Au contraire, 

le quarré bb du côté AB, opposé à l'angle obtus (Fig. 1 6 ) , 

vaut aa + ce -f- 2c;r , c'est-à-dire , plus que la somme des 

quarrés des deux autres côtés. On peut donc , par ces deux 

remarques , lorsqu'on a à calculer les angles d'un triangle par 

le moyen des côtés, reconnaître si l'angle que l'on cherche 

doit être aigu ou obtus. 

a5g. 6°. Les deux équations 

b*~a* + c* — zcx, b2=zd1' + C* + 2CX 

confirment ce que nous avons dit sur les quantités négatives» 

Car on voit que selon que la perpendiculaire BD (Fig. i5 et 16) 

tombe dans le triangle ou au-dehors, le segment CD est de 

différens côtés. Or dans ces équations le terme 2cx a en effet 

des signes contraires. Donc réciproquement, quels que soient 

les calculs que l'on aura faits pour l'un de ces triangles , on 

aura ceux qui conviennent pour les cas analogues du second, 

en donnant des signes contraires aux parties qui seront situées 

de différens côtés , sur une même ligne : or dans ce que nous 

avons dit ci-dessus, tant sur le calcul de l'un des angles, 

que sur celui de la surface, le segment CD n'y entre plus ; 

donc ces deux proportions appartiennent indifféremment à 

toute espèce de triangle rectiligne. On pourrait tirer encore 

de ces mêmes équations, plusieurs autres propositions * mais 

nous avons d'autres objets à envisager. 



200. Quoiqu'en général on ait d'autant plus de ressources 

et de facilité pour mettre les questions de Géométrie en 

équation, que l'on connaît un plus grand nombre de p r o 

priétés des lignes, cependant, comme l'Algèbre elle-même 

fournit les moyens de trouver ces propriétés, le nombre des 

propositions vraiment nécessaires, est assez limité. Ces deux 

propositions, que les triangles semblables ont leurs côtés homo

logues proportionnels, et que dans un triangle rectangle, la 

somme des quarrés des deux côtés de Vangle droit est égala 

au quarré de Vhypoténusey ces deux propositions, dis- je , 

sont la base de l'application de l'Algèbre à la Géométrie. Mais 

selon ïa nature des questions, il peut y avoir bien des manières 

de faire usage de ces deux propositions. Cet usage n'était point 

difficile à appercevoir dans la question que nous venons de 

traiter. Mais dans les conséquences que nous avons tirées de 

îa résolution pour le calcul de l'angle, par le moyen des trois 

côtés, l'idée de décrire lare BO (Fig. i 5 ) pour calculer la 

corde BO, et par sa moitié OIy calculer le sinus de l'angle OCIy 

cette idée ne se présente pas d'abord. Il en est de même dans 

beaucoup d'autres questions. Tantôt ce sont des lignes qu'il 

faut prolonger jusqu'à ce qu'elles en rencontrent d'autres; 

tantôt des lignes qu'il faut mener parallèles à quelqu'autre, 

ou faisant un angle donné avec quelqu'autre. En un m o t , 

l'application de l'Algèbre à la Géométrie ainsi qu'à toute 

fiutre matière, exige, de la part de l'Analyste, un certain 

discernement dans le choix et l'emploi des moyens. Mais 

comme ce discernement s'acquiert en grande partie par l'usage, 

nous allons appliquer ces observations à divers exemples. 

a6i . Proposons-nous d'abord cette question : D'un point A 
{Fig. 1 7 ) dont la situation est connue à Végard des deux 
lignes H D et DI qui font entr* elles un angle connu H D I , 

tirer une ligne droite A E G de manière que le triangle inter
cepté EDG ait une surface donnée, c est-à-dire , une surface 
égale à celle d'un quarré connu c 2 . Du point A menons la 

ligne AB parallèle à DU, et la ligne AC perpendiculaire 

Algèbre, T . III, 14 



sur DG prolongée : du point E où la ligne AEG doit couper 

DH} concevons la perpendiculaire EF. Si nous connaissions EF 

etDG, en les multipliant Tune par l'autre, et prenant la moitié 

du produit, nous aurions la surface du triangle EDG> laquelle 

devrait être égale à ce. Supposons donc DG — X'y à l'égard 

de EF, voyons si nous ne pouvons pas en déterminer la 

valeur , tant par le moyen de x, que de ce qu'il y a de 

connu dans la question. Puisqu'on suppose que la situation du 

point A est connue , on doit regarder comme connue la dis

tance BD à laquelle passe la parallèle ABy et la distance AC 

du point A à la ligne DG prolongée. Nommons donc BD , a, 

et AC, alors les triangles semblables ABG et EDG nous 

donnent BG\DG\\AG\EG\ et les triangles semblables 

ACG, EFG nous donnent 

AG : EG :: AC : EF\ donc BG : DG :: AC \ EF; 

c'est-à-dire , a-\-x : x t: b : EF', donc EF 

puis donc que la surface du triangle EDG doit être égale au 

quarré ce , il faut que 

ou 

On en déduit 

De ces deux valeurs de x, celle qui a le signe — est inutile 

à la question présente. Pour construire la première, je la 

mets sous la forme suivante : 

cela posé, ayant tiré une ligne indéfinie PQ (Fig. 1 8 ) , sur 

un point quelconque C de cette ligne, j'élève la perpendicu

laire AC= b, et je prends sur CA et CP les lignes CO , CM 

égales chacune au côté c du quarré donné 3 ayant tiré AM, 



je lui mène par le point O la parallèle ON qui me détermine 

ce . » 
CN pour la valeur de , puisque les triangles semblables 

ACM, OCN donnent AC\OC\\ CM: CN, c'est-à-dire ; 
ce 

£ : c : : c : CN; donc CN=-£ •> cela étant, la valeur de x 

devient donc 

or l / ( C 7 V + 2 « ) X CN exprime (248) une moyenne propor

tionnelle entre CN et CN-{-2,a; il ne s'agit donc plus que 

de déterminer cette moyenne proportionnelle et de l'ajouter 

à CN. Pour cet effet, sur NC prolongée, je prends CQz=z2a,' 

et sur la totalité NQ je décris le demi-cercle NVQ rencontré 

en /^par CA : je porte la corde NV de N en P, et j'ai CP 

pour la valeur de x ; car NV (Géom. 1 1 2 ) est moyenne pro

portionnelle entre NC et NQ , c'est-à-dire, entre CN et 

CN + QŒ} donc NV ou PN—\/(CN-\-<2d) x CN; donc 

on portera donc CP de D en G (Fig. 1 7 ) et l'on aura le 

point G par lequel et par le point A tirant AG, on aura le 

triangle EDG égal au quarré ce. 

262. Si l'on veut savoir ce que signifie la seconde valeur de x, 

on remarquera que rien , dans la question, ne déterminant 

s'il s'agit plutôt de l'angle EDG (Fig. 1 7 ) que de son égal 

E'DG\ formé par le prolongement des lignes GD, ED, et 

les quantités données étant les mêmes pour celui-ci que 

pour l'autre, cette seconde solution doit être celle de la ques

tion où il s'agirait de faire dans l'angle E'DG' la même chose que 

nous avons faite dans l'angle EDG. En effet, ennommantZ>G',x, 

et conservant les autres dénominations, les triangles ABG\ 

E'DG\ semblables à cause des parallèles AB et DE', donnent 

BG'\ DG' \\AG'\G'E\ et en abaissant la perpendiculaire E'F'y 

les triangles semblables ACG'} E'F'G' donnent 

i 4 . . 



AG'\ GE\\AC\F'E'\ donc BG \ DG':: AC\ FrE'c'est-

à-dire, a — x \ x : : £ : F'Ef\ donc F ' / ? ' = ; puis donc 
a — x 

que la surface du triangle G'E'D doit être égale au quarré ce, 

il faut que 

D'où 

valeurs de x qui sont précisément les mêmes que celles du 

cas précédent, avec cette différence qu'elles ont des signes 

contraires , ainsi que cela doit être , puisqu'ici la quantité x 
est prise du côté opposé à celui où on la prenait d'abord : 

nouvelle confirmation de ce que nous avons déjà dit plus d'une 

fois, que les valeurs négatives devaient être prises dans un sens 

opposé à celui où l'on a pris les positives. 

La construction que nous avons donnée pour le cas précé

dent, sert aussi pour celui-ci , avec ce seul changement, de 

porter (Fig. 1 8 ) NV de N en K vers Q ; alors la valeur 

de x qui, dans le cas précédent, était CP, sera CK dans 

celui-ci. En effet, la valeur de x , qui convient au cas pré

sent , est 

c'est-à-dire, 

puis donc que 

Ainsi on portera CK de D en Gr {Fïg. 1 7 ) , et Ton aura le 

point G par lequel et par le point A tirant AG'E' , on aura 

le triangle G DE' égal au quarré c e , c'est-à-dire, la seconde 

solution de la question. 

263. Nous avons supposé que le point A (Flg. 1 7 ) était 

«au-dessus de la ligne BG? s'il était au-dessous (F /g . 1 9 ) , la 



quantité b , ou la ligne AC serait négative, et les deux pre

mières valeurs de x seraient par conséquent 

ou 

où Ton voit que le problème n'est possible alors, que lorsque 
ce 

2a est plus petit que , puisque, lorsqu'il est plus grand, la 

quantité , sous le radical, est négative, et par conséquent (98) 

les valeurs de x sont imaginaires ou absurdes. Lorsque 

ce 
sa est plus petit que les deux valeurs de x sont négatives p 

c'est-à-dire, qu'alors le problème est impossible à l'égard de 

l'angle HDI\ mais il a deux solutions à l'égard de son égal 

E'DG'. Pour avoir ces deux solutions, il faut construire les 

deux valeurs 

ce que l'on fera de la manière suivante. Ayant déterminé, 

ce 
comme ci-dessus , la valeur CN de (Flg. 20) , on prendra 

JYQ = G a , et ayant décrit sur NQ, comme diamètre, le 

demi-cercle NVQ , on lui mènera la tangente CV\ on portera 

ensuite CV de C en P vers N et de C en K à l 'opposé; 

alors NP et NK seront les deux valeurs de x , on les portera 

(Fig. 1 9 ) de D en G et de D en G ' , et tirant par le point A 

et par les points.G et G' les deux droites EG, E'G', chacun 

des deux triangles EDG, E'DG' sera égal au quarré ce. Quant 

à ce que nous disons que NP et NK (Fig. 20 ) seront les 

deux valeurs de x} cela se tire de ce que ( Géom. 129) CV 

étant moyenne proportionnelle entre CN et CQ 3 est. . . ... 



ou (en mettant pour ces lignes leurs valeurs) > 

CV ou CP ou CK donc 

NP=CN—CP — et 

NK=CN+CK'= 

or ces deux quantités sont les mêmes que les valeurs de x% 

en changeant les signes ; donc ces mêmes quantités portées 

de D vers G (Fig. 1 9 ) seront les valeurs de x. 

264. Si le point A (Fig. 2 1 ) était dans l'angle même HDT, 

alors BD tombant du côté opposé à celui où il tombait d'abord» 

€i sera négatif, et les deux valeurs primitives de x devien

draient 

qui sont les mêmes (en changeant les signes) que celles que 

nous venons de construire. On voit donc qu'alors on doit cons

truire , comme on l'a fait (Fig. 20 ) , mais porteries valeurs 

JYP et NK de x> les porter, dis—je (Fig. 2 1 ) , de D vers / ; 

et l'on aura les deux triangles DEG, DE'G' qui satisferont 

de même à la question.. 

266. Enfin le point A (Fig. 22) pourrait être situé au-dessous 

de BD, mais dans l'angle E'DE Alors a et b seraient tous deux 

négatifs, ce qui donnerait 

qui sont précisément de signes contraires aux premières valeurs, 

que nous avons trouvées pour x. On construira donc , comme 

on Ta fait (Fig. 1 8 ) , Alors CK sera la valeur positive de x_>t 



et CP sa valeur négative; on portera la première (Fig. 22) 

de Z> en Ivers I? et l'autre àl 'opposite, c'est-à-dire, de D 

en G' . 

Nous avons insisté sur les différens cas de cette solution ; 

pour faire voir comment une seule équation les comprend tous ; 

comment on les déduit par le seul changement des signes ; 

comment les positions contraires des lignes sont désignées par 

3a contrariété des signes, et réciproquement. Il nous reste 

encore à indiquer quelques usages de cette même solution. 

266. D'un point donné A (Fig. 23) hors d'un triangle ou 

dans un triangle donné D H I , mener une ligne AF qui divise 

ce triangle en deux parties D E F , EFIH qui soient entre 

elles dans le rapport connu de m à n. La solution de cette 

question est comprise dans la précédente ; car puisque le 

triangle DHI est donné , et que Ton sait quelle partie le 

triangle DEF doit être du triangle DHI , si l'on cherche 

le quatrième de cette proportion m-{-n\m \\ la surface du 

triangle DHI est à un quatrième terme ; ce quatrième terme 

sera la surface que doit avoir le triangle DEF. Or on peut 

toujours trouver un quarré ce égal à cette surface (248); la 

question est donc réduite à mener par le point A, une ligne 

EAF qui comprenne avec les deux côtés DH, DI, un 

triangle DEF égal au quarré ce , c'est-à-dire , est réduite à la 

question précédente» 

267. On voit encore qu'on ramènerait à la même question, 

celle de partager une figure rectiligne quelconque (Fig. 2 4 ) 

par une ligne tirée d'un point quelconque A, en deux parties 

BCFE, EFDHK, qui fussent entre elles dans un rapport 

donné. En effet, la figure BCDHK étant supposée connue, 

on connaît tous ses angles et tous ses côtés; on connaîtra 

donc facilement le triangle BLC formé par les deux côtés 

KB et DC prolongés, puisqu'on connaît dans ce triangle le 

côté BC et les deux angles LBC, LCB, supplémens des angles 

connus CBK et BCD\ ainsi on doit regarder la surface du 

triangle LBC comme connue ; et puisque celle de EBCF doit 



être une portion déterminée de la surface totale , elle est don£ 

connue aussi ; la question est donc réduite à mener une ligne 

EAF qui forme, dans l'angle KLD , un triangle égala un 

quarré connu. Enfin, on voit par là comment on partagerait 

cette figure en un plus grand nombre de parties dont les 

rapports seraient donnés, 

268. Une remarque qu'il est encore à propos de faire, et 

que nous allons confirmer par d'autres exemples, c'est que, 

si quelques-unes des quantités données qui entrent dans l 'é 

quation qui sert à résoudre une question , sont telles qu'en 

changeant leurs signes en signes contraires, l'équation ne 

change point5 ou si un changement de position dans la liguo-

ou les lignes cherchées de la figure , n'entraîne aucun change

ment de position ni de grandeur dans les lignes données, alors, 

parmi les différentes valeurs de x} lorsqu'il y en a plusieurs 

dans l'équation, on en trouvera toujours une qui sera la solu

tion propre pour le cas qu'indique ce changement. Par 

exemple, dans la question que nous venons de traiter, on a vu 

que l'une des valeurs de x donnait directement la solution pour 

le cas où la ligne AEG {Fig. 17) devait traverser l'angle HDJy 

ainsi qu'on l'a supposé en faisant le calcul; mais on a vu en 

même temps que la seconde valeur de x donnait la solution 

pour le cas où il s'agirait, non pas de l'angle HDI, mais de 

son opposé au sommet. La raison en est qu'ayant, dans chaque 

cas, les mêmes quantités données à employer, et les mêmes 

raisonnemens à faire, on ne peut être conduit qu'à la même 

équation ; donc la même équation doit donner les deux solu

tions. Nous allons en voir encore des exemples, en parcou

rant d'autres questions. 

269. Proposons-nous cette question : D'un.point donné A. 

hors d'un cercle BDC (Fig. 2 5 ) tirer une ligne droite A E , de 

nianitre que sa partie DE interceptée dans le cercle soit égale 

à une ligne donnée. Puisque le cercle BDEC est donné , 

son diamètre est censé connu , et puisque le point -^est donné , 

si l'on tire par le centre O la droite AOC? on connaîtra la 



distance AB, et par conséquent la ligne AC. Pour savoir 

comment on doit tirer la ligne AE, il ne s'agit que de trouver 

une valeur de AD telle, que son prolongement DE soit égal 

à la ligne donnée. Je nomme donc AD , a; ; la ligne connue 

AB, a\ la ligne connue AC, b ; enfin je nomme c la ligne 

donnée à laquelle DE doit être égale. Cela posé , puisque la 

ligure BDEC est un cercle, les sécantes AC, AE doivent 

(Géom. 1 2 7 ) être réciproquement proportionnelles à leurs, 

parties extérieures ; on doit donc avoir AC : AE \ \ AD \ AB > 

c'est-à-dire , en vertu des dénominations précédentes , 

bl ( x + c ) \\x\a. D 'où x— — \c±\/{c'1+ab. 

De ces deux valeurs, la première satisfait seule à la question 

actuelle. Pour achever la solution, il faut construire cette quan

tité , ce qu'on peut faire sans employer les transformations 

enseignées (pjfi). Pour cet effet, on tirera du point A la 

tangente AT qu i , étant moyenne proportionnelle entre AB 

et AC (Géom. 1 2 9 ) , donnera AT = AB\AC \ la valeur 

de x deviendra donc^ 

x = — ic+ s/{ ce +ÂT'] 

tirons le rayon TO, il sera perpendiculaire à AT (Gêom. 48) *, 

s>i donc on prend TI=\ c , alors en tirant AI, on aura. . . 

AI—\J \ cc + AT • donc pour avoir x y il ne s'agit plus que 

de porter TI de / en R et de décrire du point A, comme 

centre , et du rayon AR , l'arc RD qui déterminera le point 

cherché D \ car AD ou AR sera égal à 

AI—IR — AI— TI=\/\ c*+Â7*— hc — x. 

Pour connaître maintenant ce que signifie la seconde valeur 

de x , il faut remarquer que puisqu'elle est toute négative , 

elle ne peut tomber que du côté opposé à celui vers lequel 

•̂ end AD. Voyons donc s'il y a quelque question dépendante 

des mêmes quantités et des mêmes raisonnemens, et qui ait 

rapport à ce côté. O r , je remarque que si l'on suppose a et& 
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négatifs, l'équation xx+cx = ab ne change en aucune ma* 

nière; doncpuisqu'alors le cercle BDEC deviendrait B'D'E'C 

situé vers la gauche de la même manière que le premier l'est 

vers la droite, il s'ensuit que cette même équation renferme 

aussi la solution qui appartiendrait à ce cas; la seconde valeur 

de x appartient donc à ce même cas, et satisfait à la même 

condition ; c'est pourquoi si dans la construction précédente 

on porte ÏT de / en Rf, sur AI prolongé , et qu'ensuite du 

point Ay comme centre, et d'un rayon égal à ARr

} on d é 

crive un arc qui coupe, en Er, la circonférence B'D'E'C, 

le point E' sera tel , que la partie interceptée E'Dr sera égale 

à c. En effet, AEr étant égal à AK — AI+lK, vaudra 

\/ic*-\-AT-{-ic, c'est-à-dire, sera égal à la seconde va

leur de x en y changeant les signes ; or puisqu'on porte cette 

quantité du côté opposé à celui vers lequel on a supposé que 

tendait x, il s'ensuit que AEr est véritablement la seconde 

valeur de x. Au reste , comme les deux cercles sont égaux 

et situés de la même manière , les deux solutions peuvent ap

partenir toutes deux au même cercle, ensorte que si Ton décrit 

du point A, comme centre , et du rayon AR', l'arc R'E, la 

ligne AE résoudra aussi la question; en effet, il est aisé de 

voir que le point E, déterminé de cette manière, est sur le pro

longement de la ligne AD déterminée par la première construc

tion. Mais des deux solutions distinctes que fournit l 'Algèbre, 

la première tombe à la droite du point A y et appartient au 

point D de la circonférence convexe ; la seconde tombe à la 

gauche, et appartient au point Ef de la circonférence concave. 

On voit par là se confirmer de plus en plus que les quantités 

négatives doivent être portées de côtés opposés, et réciproque

ment. 

270. Supposons maintenait qu'il s'agisse de trouver sur la 

direction de la ligne donnée AB (Fig. 2G) un point C tel 

que sa distance au point A , soit moyenne proportionnelle 

entre sa distance au point B et la ligne entière AB. Je nommerai 

c la ligne donnée AB. et x, la distance cherchée AC] alors 



BC sera a — x ; et puisqu'on veut que AB ; AC \\ AC \ CB, 

ou que alxllxl a—x, il faut que 

x* = a(a—x)y d'où x~—\a±\/\dJ+a/'. 

Pour construire la première valeur de x , il faut, selon ce 

qui a été enseigné (249)* élever au point B la perpendiculaire 

BD — \ a , et ayant tiré AD , on aura 

îl ne s'agit donc plus que de retrancher de cette ligne la 

quantité \ a ; ce qui se fera en portant DB de D en O -p alors 

AOvaudra\/\aa-\~aa— -a, c'est-à-dire, sera égale à x\ on 

portera donc AO de A en C vers B , et le point C où elle 

aboutira sera le point cherché. 

Quant à la seconde valeur de x, si l'on porte BD de D 

en O ' , sur le prolongement de ADy alors AO' vaudra 

~a -f- aa-p-tftf 3 puis donc que la valeur de x est cette même 

quantité, prise négativement, on portera AO' de A en C sur 

prolongée du côté opposé à celui vers lequel on a supposé, 

dans la solution , que x tendait, et l'on aura un second point 

C qui jouira aussi de cette propriété que sa distance au point 

A sera moyenne proportionnelle entre sa distance au point B 

et la ligne entière AB. 

Remarquons, en passant, que cette question renferme celle 

de couper une ligne donnée AB en moyenne et extrême raison.* 

aussi la construction que nous venons d'en donner est-elle la 

même que celle que nous avons prescrite (Géom. i 3 o ) . Mais 

on voit que l'Algèbre nous conduit à trouver cette construction, 

au lieu qu'en Géométrie nous la supposions déjà découverte > 

et nous en démontrions seulement la légitimité. 

2 7 1 . Si l'on fait un peu d'attention sur la marche que nous 

avons suivie dans les questions précédentes , on verra que nous 

avons toujours pris, pour l'inconnue , une ligne qui, étant 

une fois connue, servirait à déterminer toutes les autres, en 

se conformant aux conditions de la question. C'est ce qu'on 

doit toujours observer-, mais il y a encore un choix à faire poux 



se déterminer sur cette ligne : il y en a souvent plusieurs dont 

chacune aurait également la propriété de déterminer toutes les 

autres si une fois elle était connue; or parmi celles-là il en est qui 

conduiraient à des équations plus composées les unes que les 

autres. Pour aider à se déterminer dans ces cas , nous placerons 

ici la règle suivante. 

272 . Si parmi les lignes ou les quantités qui, étant prises 

chacune pour l'inconnue, pourraient servir à déterminer toutes 

les autres quantités, il s'en trouve deux qui y servent delà 

même manière., ensorte qu'on prévoie que l'une ou Vautre 

conduirait à la même équation (aux signes -f- ou—près}; 

alors on fera bien de n'employer ni l'une ni l'autre, mais de 

prendre pour inconnue une autre quantité qui dépende égale-

ment de l'une ou de l'autre de ces deux-là y- par exemple , 

de prendre pour inconnue leur demi-somme, ou leur demi-

différence , ou un moyen proportionnel entre elles, ou etc. 

On arrivera toujours à une équation plus simple qu'en cher

chant l'une ou l'autre. La question que nous avons résolue (269) 

peut nous en fournir ua exemple. Rien dans cette question 

ne déterminait à prendre AD {Fig. 2 5 ) pour inconnue plutôt 

que AE\ en prenant AD pour l'inconnue x , on avait x + c 

pour AE', et en regardant AE comme l'inconnue x, on aurait 

eu x— c pour AD, et du reste le calcul est le même dans 

chaque cas, ensorte que l'équation ne différera que par les 

signes. C'est pourquoi si, au lieu de prendre aucune des deux 

pour l'inconnue , je prends leur demi-somme , et que je la 

nomme zx ; comme leur différence DE est donnée par les 

conditions de la question, et e s t = c , on aura (Géom. i o 3 ) 

AE ~ x -f- \ c, et AD — x — \ c : et en. employant le même 

principe que celui dont nous avons fait usage dans la première 

solution , nous aurons 

d'où 

comme ci-dessus (2-6-9), 

Il est aîsé d'en conclure 



La question suivante nous fournira plusieurs exemples de 

l'application du même principe. 

273. D'un point D (Fig. 27 ) situé clans Vangle droit IKK 
et également éloigné des deux cotés IA et A E , mener une 
ligne droite DB t de manière que la partie CB comprise dans 
l'angle droit, EAB, soit égale à une ligne donnée. Ayant 

abaissé les perpendiculaires DE, DI, je puis indifféremment 

prendre pour inconnue CE ou AB , AC ou IB y CD ou DB. 
Si je prends, par exemple , CE pour l'inconnue, alors faisant 

CE = x , et désignant pa ra chacune des deux lignes égales 

DE, DI, qui sont censées connues ; nommant de plus c la 

ligne donnée à laquelle BC doit être égale, j'aurai 

AC=AE— CE = a — x ; et les triangles semblables DEC, 
CAB me donneront AB par cette proportion, 

CE:DE::AC:AB} ou x\a\\a—x\AB. VoncABz^?—^. 
x 

Or par la propriété du triangle rectangle (Géom. 1 6 4 ) o n a 

• a a a 

AC-\- AB—BC : substituant, au lieu de ces lignes , leurs va

leurs algébriques , on trouvera 

cci — Qax3 + 2.aaxx — ccxx — Q.a?x + = o ; 

équation du quatrième degré, mais qui n'est pas, à beaucoup 

près, la plus simple qu'on puisse employer pour résoudre cette 

question. En effet, si au lieu de prendre CE pour inconnue, 

nous prenions IB , alors faisant IB—x, et imitant la solution 

précédente , on aurait une équation qui ne différerait de celle 

qu'on vient de trouver, qu'en ce qu'au lieu de a — x on 

aurait x—a \ c'est-à-dire, qui serait absolument la même, 

puisque ces quantités y sont au quarré. Celle où l'on pren

drait AB pour inconnue , ne différerait que par les signes de 

celle qui résulterait de AC=zx. De même, à l'égard de DB 

et de DCy l'équation où l'une sera prise pour inconnue, ne 

différera que par les signes de celle où l'inconnue serait 

Vautre ligne : il faut donc les rejeter toutes. Mais si nous 

prenons , pour inconnue , la somme des deux lignes DB et 

DC, et si nous représentons cette somme par ax , alor* 



(Géom. 3 o i ) nous aurons DB — x c , et DC~x—le; 

or les parallèles DI et CA nous donnent, pour trouver AB 

et AC, les deux proportions suivantes : 

DC: CB :: JA ou z>£ : ^z? , et DB: CB :: ni: AC-, 

c'est-à-dire , 

x~~c:c::a:AB, e t x + \ c :c::a:AC; 

donc et AC 

d o n c , puisque le triangle rectangle CAB donne -

on aura 

d'où 

( 0 - • • 

équation du quatrième degré } à la vérité, mais plus facile à 

résoudre que la précédente, puisque (172) on la traite à la 

manière de celle du second degré. Elle donne 

Des quatre valeurs de x que donne la double combinaison 

des deux signes d t , il n'y en a qu'une qui appartienne à lu 

question telle qu'elle a été proposée, et cette valeur est 

La valeur 

résout la question pour le cas où l'on demanderait que la 

ligne CB fût dans l'angle CAB, à gauche ( Fig. 28 ) -, et 

alors x représente , non pas la demi - somme , mais la demi-

différence des deux lignes BD et DC; c'est ce dont il est 

facile de se convaincre en nommant Qx cette différence, et 

résolvant le problème de la manière que ci-dessus ; car on 

«mra DB = { c-f"*"* CD^iQrrx ; et les parallèles DIîX 



CA donneron tDB\CB\ \DI \CA , et DC\CB\\AI\AB > ou 

^ c - j - x : c : : a : C ^ , et £ c — x : c : : a : .^2? 5 donc 

et 

donc à cause du triangle rectangle CAB9 on aura 

o u , 

équation qui est absolument la même que celle que nous v e 

nons de trouver pour la somme des deux lignes BD et DC 

(Fig. 2 7 ) . D o n c la même équation satisfaisant aux deux: 

cas , Tune des racines doit donner la somme, et une autre 

doit donner la différence ; or il est facile de voir que les 

deux que l'on doit prendre , sont celles que nous venons 

d'indiquer , puisque les deux autres racines étant négatives p 

ne peuvent appartenir qu'à des cas tout opposés à ceux qu'on 

a considérés dans chaque résolution. 

Quant à ces deux autres racines, pour trouver à quels cas 

elles appartiennent, il faut observer que rien ne détermine 

dans la question présente , o u , du moins dans l'équation ^ 

si le point D ( Fig. 27 ) est, comme on l'a supposé d'abord , 

au-dessous de AI et à gauche de AE , ou s'il est , au c o n 

traire, au-dessus de la première et à droite de la seconde ^ 

comme on le voit ici à l'égard de A' ï et de Ar E' : o r , dans 

ce cas, la quantité a, tombant de côtés opposés à ceux où. 

elle tombait d'abord , est négative ; donc on aura la solu

tion qui convient à ce cas , si l'on met — a, au lieu de 

+ a , dans l'équation ( 1 ) ; mais comme cette équation ne 

change pas alors, il s'ensuit que cette même équation doit 

aussi résoudre ces deux nouveaux cas ; donc les deux autres 

valeurs de x sont, l'une la demi-somme des deux lignes DBf 

et DC {Fig. 27) , et l'autre leur demi-différence (Fig. 28). 

On voit en effet que dans cette nouvelle position les points 

B et C tombent de côtés opposés à ceux où ils tombaient 



d'abord, et que par conséquent la somme et la différence des 

deux lignes DB' etDC doivent être négatives, comme l'é

quation les donne en effet. Pour construire la solution qu'on 

vient de trouver, on prendra sur EA prolongée, (.Fig. 27 

et 2 8 ) , la partie AN=c, et ayant tiré IN, on portera cette 

dernière sur DI prolongée de / en K : sur DK , comme 

diamètre, on décrira le demi-cercle KLD rencontré en L par 

AI prolongée. Du milieu H de AN on tirera IH que l'on 

portera de I en M (Fig. 2 7 ) , et on aura LM pour la pre

mière valeur de x ; mais , dans la figure 2 8 , on décrira du 

point L, comme centre , et d'un rayon égal à IH, un petit 

arc qui coupe IK en M, et IM sera la seconde valeur de x} 
et puisqu'on a BD —x + \ c, on aura 

BD—LM^-AH (Ffof.27), et BD±zIM+AH(Fig. 28) ; 

ainsi il n'y aura plus qu'à décrire du point D, comme centre , 

et du rayon BD qu'on vient de déterminer, un arc qui coupe 

JA prolongée en quelque point B, la droite DB sera telle 

qu'on la demande. En effet, le triangle rectangle IAN (Fig. 27 

et 28) dorme 

INouIK = 

et puisque LI est moyenne proportionnelle entre DI et IK , 
on a 

er le triangle rectangle IAII donne 

/ / / ou MI — 

et le triangle rectangle LIM donne 

(Fig. 2 7 ) 

( F / f f 2 8 ) . 

Il faut remarquer, au sujet de cette dernière valeur, que la 

construction que nous venons d'en donner, suppose que III 

( Fi g. 28) est plus grand que LI, ou tout au plus égal. S'il 

était 



était plus petit, la question serait impossible pour ce dernier 

cas ; c'est ce que fait voir aussi l'Algèbre : car dans la va

leur 

si aâ-\- jcc qui est 1H, est plus petit que a \/ aa ce qui 

est IL, la quantité que couvre le radical supérieur sera né

gative , et par conséquent la valeur de x aera imaginaire. 

En prenant, pour inconnue, la somme des deux lignes Z?Z? 

et DC (Fig. 2 7 ) ou leur différence ( Fig. 28 ) , nous sommes 

arrivés à une équation plus simple qu'en prenant CE avec 

u4C, ou AB avec IB , parce que la relation des lignes DB et 

DCaux lignes IB et AB est semblable à celles que les mêmes 

lignes BDet CD ont avec les lignes AC et CE , c'est-à-dire , 

qu'elles peuvent être déterminées par des opérations semblables , 

en employant IB etAB, ou AC et €E. En général, comme 

l'équation doit renfermer tous les différens rapports que la quan

tité cherchée peut avoir avec celles dont elle dépend, cette 

équation sera toujours d'autant plus simple , que la quantité 

qu'on choisira pour inconnue, aura moins de rapports différens 

avec les autres; en voici un exemple bien sensible dans cette 

solution de la même question. 

274. Puisque l'angle CAB ( Fig. 29 ) est droit , si Ton con

çoit que sur CB , comme diamètre , on décrive un cercle , 

il passera par le point A : tirons la ligne DA qui , prolongée , 

rencontre la circonférence en M ; alors il est aisé devoir que 

puisque les lignes DI et DE sont égales , l'angle DAIy ou son 

égal BAM, sera de 4^ degrés; et puisque ce dernier a pour 

mesure la moitié de l'arc MB ( Géom. 6 3 ) , cet arc BM sera 

donc de go° ; donc si Ton tire le rayon LM, le triangle.... 

DLM sera rectangle, et par conséquent , en abaissant sur 

DM la perpendiculaire 'LN > le côté LM ( Géom. 1 1 2 ) seça 

moyen proportionnel entre DM et MIS1, ou entre DM et AN, 

puisque la perpendiculaire LN rend AN'z=zNM(Géom. 52)-

De là il est aisé d'avoir une solution très - simple , en pre-

AUïbu- T . III. i5 



nant AN pour inconnue. Représentons par;e cette ligne AN, 

et nommons d la ligne DA qui est censée connue ; alors DM 

sera d-{-Qx, et puisqu'on a , selon ce qui vient d'être re 

marqué, DM\LM\:LM\MN, on aura d + 2x::± c : : ±c:x, 

et par conséquent 

D 'où 

Pour construire cette quantité , je l'écris ainsi , 

Je prends sur les côtés Ao , Âï de l'angle droit IAo, les 

partie» Am, An égales chacune à j c, et achevant le 

quarré Ampn , je tire la diagonale Ap qui sera perpendicu

laire à DA, et égale à \ / t 6 c c + T 6 ce; je prends, sur AD ,1a 

partie Ar égale à | d ou , et tirant pr, j 'ai 

Il ne s'agit donc plus, pour avoir la première valeur de x , 
que de retrancher de pr la quantité \ d, ce qui se fera ea 

décrivant du point r, comme centre , et du rayon rp un arc 

qui coupe DM en N, ce qui donne ^ A r p o u r la première va

leur de rr; ensorte qu'élevant au point N la perpendiculaire 

2V£ que l'on coupera en L par un arc décrit du point A, 
comme centre , et du rayon £ c , on aura le point L par le

quel et par le point D tirant DCB , on aura la solution. 

Quant à la seconde valeur de x, savoir 

on l'aura en portant rp de r en N', car alors AN' étant égale 

à Ar + rN' vaudra V / t t ^ + t t ^ * + ^ c a , c'est-à-

dire, sera égale à la seconde valeur de x , en changeant les 

signes ; et comme elle tombe du côté opposé à la première , 

elle sera, eu égard à tout, la véritable valeur de x dans ce 

second cas. On élèvera donc aussi au point N' la perpendi

culaire N' L! que l'on coupera eu 11 par un arc décrit pa~ 



reillement du point A, comme centre , et du rayon égal à j e ; 

alors tirant par le point Ll et par le point D la droite . . . . 

Bf U Z>, on aura la seconde solution dont la question peut 

être susceptible : c'est ce dont il est aisé de se convaincre en 

jetant les yeux sur la figure 3o et y appliquant , mot à mot, 

ce que nous avons dit de la figure 5 9 au commencement de 

cette solution : on verra qu'en nommant AN ou MN, ce et 

conservant les autres dénominations, on aura 

DM\ML\\ML\MN\ ou QX — d : i c:; l clx; 

d'où l'on tire 

dont une. des valeurs est précisément la même que celle dont 

il s'agit ; les signes seulement sont différens , ainsi que cela 

doit être. Mais il se présente ici une remarque importante à 

faire. Il peut arriver que l'arc que Ton voudra décrire du 

point A (Fig. 2 9 ) , comme centre , et du rayon j c ne ren

contre pas la perpendiculaire N'L\ parce o^ue la quantité \c 

peut être plus petite q u e ^ A 7 ' . Or nous avons dit que lorsque 

les questions du second degré étaient impossibles , l 'Algèbre 

le faisait connaître : cependant, dans l'équation ; 

rien ne manifeste dans quel cas cette impossibilité a lieu ; 

car tout est nécessairement positif sous le radical. Voici la 

solution de cette difficulté. Il est incontestable que lorsqu'une 

question , exprimée algébriquement, sera [impossible , l ' A l 

gèbre manifestera cette impossibilité $ mais il faut bien faire 

attention que ce sera lorsqu'on aura exprimé , par cette même 

Algèbre , tout ce que la question suppose , soit explicite

ment , soit implicitement ; c'est précisément ce qui n'a pas 

lieu ici. En effet, la question suppose tacitement que les 

trois points D, A , L ne sont pas sur une même ligne droite, 

et c'est ce que nous n'avons point exprimé algébriquement ; 

nous avons exprimé que LM était moyenne proportionnelle 

entre DM et NM, propriété qui appartient à la vérité au 



triangle rectangle, mais qui peut avoir lieu aussi lorsque les 

trois points D , A, Lsont supposés en ligne droite. En effet, 

il est évident qu'on peut se proposer cette question : trouver 

sur la direction D L ( Fig. 3 i ) quel intervalle il faudrait laisser 

entre les deux droites D A et M L , de grandeurs connues , 

pour que M L soit moyenne proportionnelle entre D M et M N , 

le point N étant le milieu de A M . Or cette question con

duit ( comme il est facile de s'en assurer ) précisément à la 

même équation que ci-dessus , et cette équation donne deux 

solutions, l'une pour le cas où les deux points A et M sont 

entre D et L \ l'autre pour le cas contraire. 11 n'est donc 

pas étonnant que lorsque la première question devient im

possible ( du moins daus un de ses cas ) , l'Algèbre n'en dise 

rien, puisqu'elle doit donner la solution de cette seconde 

question qui est toujours possible. 

275 . Cette réflexion nous porte donc à distinguer deux 

sortes de questions , savoir, les questions concrètes et les ques

tions abstraites. Par les premières on doit entendre les ques

tions de la nature de i'avant-dernière , où ce que l'on cherche 

est spécifié ou particularisé par quelque condition , quelque 

propriété , ou quelque construction particulière que l'équa

tion n'exprime point. Les questions abstraites, au contraire , 

seront celles où les quantités sont considérées uniquement 

tomme quantités , et où l'équation exprime tout ce que la 

question renferme, comme dans la dernière question. Celles-

ci peuvent toujours avoir autant de solutions, soit positives , 

soit négatives, que l'équation a de solutions réelles ; au lieu 

que le nombre des solutions d'une question concrète est sou

vent moindre que le nombre des solutions , même positives 

de l'équation; la question-suivante , qui est de cette dernière 

espèce, nous en fournira un exemple. 

276. Supposons que ABED {Fig. 3 s ) représente une 

sphère engendrée par la rotation du demi-cercle ABE au

tour du diamètre AE. Le secteur ABC, dans ce mouvement, 

engendre un secteur sphérique qni est coinposé d'un seg-



ment sphérïque engendré par la rotation du demi-segment 

A BP. Supposons qu'on demande en quel endroit le seg

ment sphérique et le cône seront égaux entre eux. Pour ré

soudre cette question , il faut se rappeler ( Géom. 2^7) ^ u e 

le secteur sphérique est égal au produit de la surface de la 

calotte BAD par le tiers du rayon AC. Or la surface de la 

calotte ( Géom. 2a5 ) se trouve en multipliant la circonférence 

ABED par la hauteur AP de cette calotte. Donc si on re

présente par le rapport de ~ , celui du rayon d'un cercle 

à sa circonférence, et si l'on nomme AC, a\ AP, x-y on 

aura la circonférence ABDE par cette proportion 

cet 
rl c il al AB DE qui sera donc — ; donc la surface de la c a -

r 
cax 

lotte se ra -^ - , et, par conséquent la solidité du secteur sera 
ou Pour avoir la solidité du cône , il faut 

multiplier la surface du cercle qui lui sert de base , c'est^ 

à-dire , la surface du cercle qui a pour rayon BP, par le 

tiers delà hauteur CP : or puisque 

CP = CA — AP=a—x; et que CB ~a , 

on aura dans le triangle rectangle BPC, 

Mais pour avoir la surface du cercle qui a pour rayon BP, 

il faut multiplier sa circonférence par la moitié du rayon; et 

pour avoir cette circonférence, il faut calculer le quatrième 

terme de cette proportion rlcll V'zax — xx est à un qua-

c \/ dax — xx 
trième terme qui sera— multipliant donc par 

, ../ , / c (9MX—xx) 
la moitié du rayon y zax — xx , on aura — pour 

la surface de la base du cône ; en multipliant cette surface 
a — x 

par le tiers de la hauteur CP ; c'est-à-dire, par — g — on 



aura pour la solidité du cône; ou pour 

que le cône soit égal au segment, il faut que le secteur , qui 
est la somme des deux, soit double de l'un ou de l'autre, 
il faut donc que 

On en déduit 

or de ces deux solutions, il n'y a que x—^a—\/p

Aaa qui 

puisse satisfaire, puisque x~ •§ a -f- \ / \ aa valant plus que 

aa9 c'est-à-dire, plus que le diamètre, la solution qu'elle 

indique ne peut convenir à la sphère. Si Ton veut construire 

la so lu t ionx—\a — \/\aa , on lui donnera cette forme 

x = f t t — \/'\aa — aa \ et ayant pris AM—\ a on d é 

crira sur AM, comme diamètre, le demi - cercle AOM, 
et ayant inscrit la corde AO égale à a; on tirera OM que 

l'on portera de M en P vers A \ le point P , où elle abou

tira, déterminera la hauteur AP ou x. En eifet, à cause du 

triangle rectangk AOMy on a 

OM ou PM = 

Donc AP— AM— PM 

Quant à la seconde solution x — \a -f- \/\aa y elle n'ap
partient point , ainsi que nous venons de le dire , à la ques
tion présente ; mais elle appartient, ainsi que la première, 
à cette autre question abstraite que fournit la lecture de 
l'équation 

xx—Zax= — aa, ou 3ax—xx = aa. 

La ligne connue AN (Fig. 35 ) étant partagée en trois parties 

égales aux points B et D , trouver sur la direction de cette 

ligne un point P , tel que la partie A D soit moyenne propor

tionnelle entre les distances du point P aux extrémités A et 

N . En effet, si Ton nomme a le tiers AD de la ligne connue 



AN y et AP 9 x\ on aura PN=Za—x ; et les conditions de 

la question donnent 

xla'.lalSa—x d'où 

comme ci-dessus; on les aura toutes deux aussi parla même 

construction, excepté que, pour la seconde, c'est-à-dire, 

pour x '= | a + \ / \ aa, on portera MO de M en P' vers 

N, et alors -^P et APr seront les deux valeurs de x. 

Autres applications de l'Algèbre à divers objets. 

277. Pour résoudre la dernière question , nous avons été 

obligés de calculer l'expression algébrique d'un secteur sphé

rique et du cône qui en fait partie. Les corps que nous avons 

considérés en Géométrie , reviennent souvent dans plusieurs 

questions , et principalement dans les questions physico-ma

thématiques, parce qu'ils sont les élémens de tous les autres. 

Il est donc à propos de se familiariser avec les expressions 

algébriques , soit de leur totalité, soit de leurs parties. Outre 

que cela sera utile dans la quatrième partie de ce Cours , 

cela nous fournira encore l'occasion de faire voir l'utilité de 

l'Algèbre pour la comparaison des corps et pour la mesure 

de ceux qu'on peut y rapporter. Si l'on représente en général 

par - le rapport du rayon à la circonférence d'un cercle t 

[rapport que l'on connaît avec une exactitude plus que suffi

sante ( Géom. I5Û ) pour la pratique] : alors la circonférence 

ca 
de tout autre cercle dont le rayon serait a , sera — , et sa 

surface ou On voit par là que les surfaces des 

cercles croissent comme les quarrés de leurs rayons -? car 

ca* 

étant toujours de même valeur, la quantité ne croît 

qu'à proportion de ce que croît a2. 
Si h est la hauteur d'un cylindre dont le rayon de la base 



est a, on aura ( Géom. X 1i pour la solidité; par la 

même raison , on aura X h', pour la solidité d'un autre 

cylindre dont la hauteur serait h', et dont le rayon de la 

base serait d 5 ensorte que les solidités de ces deux cylindres 

seront entre elles \ \ ou en 

supprimante facteur commun c'est-à-dire, que les soli

dités des cylindres sont comme les produits de leurs hauteurs 

par les quarrés des rayons de leurs bases. Si les hauteurs sont 

proportionnelles aux rayons des bases , alors on a h\h! \\a\d, 

et par conséquent et le rapport a?hl d*H devient 

a2h : ou en supprimant le facteur commun h , multi

pliant par a les deux termes du rapport, il devient a3ld3

} 

c'est-à-dire , qu'alors les solidités sont comme les cubes des 

rayons des bases. 

En général les surfaces , comme nous l'avons vu en Géo

métrie , dépendent du produit de deux dimensions, et les 

volumes du produit de trois dimensions ; ainsi si chaque dw 

mension de l'un des deux solides ou de deux surfaces que 

l'on compare, est à chaque dimension de l'autre, dans le 

même rapport, ces deux surfaces seront entre elles comme 

les quarrés, et ces deux solides seront comme les cubes de 

deux dimensions homologues ; et plus généralement encore , si 

deux quantités quelconques de même nature sont exprimées 

par le produit de tarit de facteurs qu'on voudra , et si chaque 

facteur de l'une est à chaque facteur de l'autre, dans un même 

rapport , ces deux quantités seront entre elles comme un 

facteur homologue de chacune , élevé à une puissance d'un 

degré égal au nombre de ces facteurs. Par exemple , si une 

quantité est exprimée par abcd et une autre par db'cfd\ 

auquel cas ces deux quantités sont l'unç à 1 autre 

file:////a/d


y. abcd : db'cd ; alors si on a a : d \\ b : U \\c\c':\d :d\ 

on tirera des proportions que donnent ces rapports 

rf db . de 7, dd , ^ , 
b = , c = — , d — — - et par conséquent le rap-

a a a 
port abcd : db'c'd! deviendra abcd : a ^.f^ o u c A , ou 

cfi : a' 4. La même chose aurait l ieu , quand même ces quan

tités ne seraient pas exprimées par des monômes ; s i , par 

exemple , elles étaient exprimées , Tune ^>ar ab + cd, et 

l'autre par db'-\-cdy dans le cas ou les dimensions de la p re 

mière seront proportionnelles aux dimensions de la seconde , 

ces quantités seront l'une à l'autre : : a a : a ' a ; en effet, puis

qu'on suppose que 

a : d : : b : b' : : c : c : : d : d', on aura 

et par conséquent le rapport ab -f- cd : db' + cd' deviendra 

ab + cd : ou ab -f̂  cd 

ou a 2 ( ab -(- cd ) : d1 ( ab -f- cd ) , ou a û ! a V 

Cette dernière observation démontre d'une manière géné

rale , que les surfaces des figures semblables sont comme les 

quarrés de deux de leurs dimensions homologues, et les so

lidités des solides semblables, comme les cubes : car quelles 

que soient ces figures ou ces solides , les premières peuvent 

toujours être considérées comme composées de triangles sem

blables dont les hauteurs et les bases sont proportionnelles 

dans chaque figure; et les derniers peuvent être considérés 

comme composés de pyramides semblables dont les trois di

mensions sont aussi proportionnelles. On voit par là c o m 

ment on peut comparer facilement les quantités , lorsqu'on 

en a l'expression algébrique , et cela , soit que ces quantité» 

soient de même espèce ou d'espèce différente comme un 

cône et une sphère, un prisme et un cylindre , pourvu seu-



lement qu'elles soient de même nature ; c'est - à r dire , ou 

toutes deux des solides, ou toutes deux des surfaces. 

278. Nous avons dît ( Géom. 24^) comment on devoit s'y 

prendre pour avoir la solidité d'une pyramide tronquée ou 

d'un cône tronqué. Si donc on nomme h la hauteur de la 

pyramide entière , b! la hauteur de la pyramide retranchée, 

s la surface de la base inférieure et / celle de la base 

supérieure ; on aura ( Géom. 202 ) s : / : : h& : h'2, et par 

conséquent 

ou mais si on nomme k la hau

teur du tronc , on aura k — h — H \ et par la substitution 

ou d'où 

Or la solidité de la pyramide totale est s X et celle de 

3a pyramide retranchée est s' X ou en mettant pour h1 

la valeur qu'on vient de trouver , / X donc la soli

dité du tronc sera 

ou ou 

mettons donc pour A la valeur que nous venons de trouver, 

et nous aurons qui se ré 

duit à ou , en faisant la division par 

\/s — \/s , se réduit A qui nous apprend 

que toute pyramide ou tout cône tronqué, est composée 

de trois pyramides de même hauteur, dont l'une a pour 

hase la base inférieure s du tronc, Vautre la base supérieure 

s , et la troisième, une moyenne proportionnelle j / s s ' entre 

la base supérieure s' et la base inférieure s -y car pour avoir 

la solidité de ces trois pyramides , il suffirait, puisqu'elles 



sont de même hauteur, de réunir les trois bases, ce qui 

donnerait s + \/ss' + / , et de multiplier la totalité par le 

k 

tiers g de la hauteur commune , ce qui donne la même quan

tité qu'on vient de trouver. 
279. Si a représente le rayon d'une sphère, sera la sur

face de son grand cercle j ou sera la surface de cette 

même sphère, et par conséquent a, ou sera 

sa solidité (Geom. 222 et 244)- Si l'on nomme x la hauteur 

d'un segment quelconque, on aura, comme nous lavons vu 

dans la solution de la dernière question, - = — pour la solidité du 
or 

secteur, et (jzax—xx) pour celle du cône qui en 

fait partie ; donc celle du segment ( Géom. 248 ) sera 

qui fait voir que la solidité du segment est égale au cercle 

qui aurait pour rayon la hauteur de ce segment, multiplié 

par le rayon moins le tiers de cette hauteur. 

Quand on a les expressions algébriques des quantités , il 

est facile de résoudre plusieurs questions qu'on peut faire sur 

ces mêmes quantités. Par exemple, si l'on demandait quelle 

doit être la hauteur d'un cône qui serait égal en solidité à 

une sphère donnée , et qui aurait pour rayon de sa base le 

rayon de la sphère : en nommant h cette hauteur et a le 

rayon de la base, on aura pour la solidité de ce 



cône ; et puisqu'il doit être égal à la sphère qui a aussi pour 

rayon a, on aura 

d'où Ton tire A ~ 4 a * 

Cette valeur de h nous fait connaître que la hauteur est 

égale au double du diamètre de la sphère, ce qui doit être 

en effet; car la sphère étant (Ge'om. 5 2 ^ ) * e s f du cylindre 

circonscrit, doit être le double d'un cône de même base et de 

même hauteur que ce cylindre; c'est-à-dire, égale à un cône 

de même base et d'une hauteur double. 

280. Pour donner encore un exemple, proposons-nous cette 

question : Connaissant le poids d'une sphère dans l'air, et son 

poids dans l'eau, connaître le rayon de cette sphère. Pour 

résoudre cette question , nous supposerons un principe d'hy

drostatique que nous démontrerons dans la quatrième partie 

de ce Cours. Ce principe est que ce qu'un corps perd de son 

poids dans l'eau ou dans tout autre liquide, est égal au poids 

du volume de liquide qu'il déplace. Cela posé, supposons 

que p est le poids d'un pouce cube d'eau , et x le rayon in

connu de la sphère dont il s'agit, c'est-à-dire, le nombre de 

pouces de ce rayon. La solidité de cette sphère sera donc 

et pour avoir le poids d'un pareil volume d'eau, il 

faudra multiplier cette quantité par p, puisqu'un pouce cube 

d'eau pesant p, un nombre de pouces cubes d'eau exprimé par 

doit peser p de fois autant ; c'est-à-dife, qu'il doit peser 

supposons donc que P est le poids qu'a, dans l'air, 

la sphère en question; alors, selon le principe que nous venons 

de poser, elle ne doit peser dans l'eau que P — ; puis 

donc qu'on suppose connu ce qu'elle pèse dans l'eau , si l'on 

représente ce poids par P', on aura 

d'où x 



Supposons , pour en donner une application , que la sphère 

dont il s'agit pèse 5 onces dans l'air et 2 onces dans l'eau 5 

et qu'un pied cube d'eau pèse 72 liv., ce qui donne (en divisant 

par 1728 qui est le nombre des pouces cubes contenus dans 

un pied cube) ^Li^ ou — de livre , c'est-à-dire , ~ ou § d'once 

pour un pouce cube ; prenons d'ailleurs le rapport de 1 1 3 à 

355 pour celui du diamètre à la circonférence, et par consé

quent, celui de ±j£ à 355 pour celui de r à c7 nous aurons 

donc p = f , P = 5 , P ' = 2 , r = 1 i 1 , c = 3 5 5 , et par consé

quent, 

prenant les logarithmes, pour plus de facilité, 

qui répond à 1,0242 à très-peu près : ce globe a donc un 

pouce et 0,0242 , ou un pouce et 242 dix-millièmes de pouce 

pour rayon. 

Nous avons supposé tacitement que le globe entrait entière

ment dans l'eau, par son poids; si au contraire il fallait lui 

ajouter un certain poids pour le faire plonger entièrement, 

alors ce serait cette quantité qu'il faudrait prendre pour Pr

9 

mais, en même temps, il faudrait traiter P' comme négatif j 

c'est-à-dire, qu'alors on aurait x = En 

effet, étant, ainsi que nous l'avons vu dans la solution 

précédente , le poids d'un volume d'eau égal à ce globe, et 

P le poids de ce globe dans l'air, — ~ P sera la quan

tité dont il pèse moins qu'un pareil volume d'eau , et par 

conséquent, ce qu'il faut ajouter pour le faire plonger entière-

ment ; on aura donc P=Pf, qui donne la valeur 
3 

de x qtte nous venons d'assigner pour ce cas. 



Des Lignes courbes en général, et, en particulier, 

des Sections coniques. 

2 8 1 . La considération des lignes courbes n'est point un 

objet de pure spéculation. Tant que les questions qu'on a à 

résoudre ne passent pas le second degré , on n'a pas besoin du 

secours de ces lignes; mais au-delà elles deviennent néces

saires. Nous allons donc donner une idée générale des lignes 

courbes, et des usages qu'elles peuvent avoir pour la cons

truction des équations auxquelles on arrive dans la résolution 

des questions. Parmi les lignes courbes que l'on considère 

en Géométrie , les unes sont telles que chacun de leurs points 

peut être déterminé par une même lo i , c'est-à-dire, par des 

calculs et des opérations semblables ; dans d'autres , chaque 

poi«t se détermine par une loi différente, c'est-à-dire, par 

des calculs ou des opérations différentes ; mais cette différence 

elle-même est assujétie à une loi. Quant aux lignes tracées 

au hasard , telles que seraient, par exemple, les traits qu'im

prime sur le papier la plume d'un écrivain, ils ne peuvent 

être l'objet d'une Géométrie rigoureuse. Néanmoins les re 

cherches dont celle-ci s'occupe conduisent même à imiter, 

par des procédés directs et certains , des contours qui ne 

semblent assujétis à aucune loi : et l'art de lier ainsi, par 

des rapports approchés, des quantités dont la loi véritable 

serait ou inconnue ou trop composée, n'est pas une des appli

cations les moins utiles de la Géométrie et de l'Algèbre ; nous 

aurons quelques occasions de le voir par la suite. 

Pour pouvoir tracer les lignes courbes qui font l'objet de 

la Géométrie, il faut donc connaître la loi à laquelle sont 

assujétis les différens points de leur contour. Or cette loi 

peut être donnée de plusieurs manières ; ou en indiquant un 

procédé par lequel ces courbes peuvent être décrites d'un 

mouvement continu ; tel est le cercle qui se décrit en faisant 

tourner , dans un plan, une ligne donnée , et autour d'un 

point donné; ou bien en faisant connaître quelque propriété 

qui appartiens» constamment à chacun des points de cette 



courbe ; c'est ainsi que sachant que tout angle quia son sommet 

à la circonférence du cercle, et qui s'appuie sur un diamètre, 

est droit, je puis trouver successivement chacun des points 

d'un cercle dont je connais le diamètre, en tirant d'une des 

extrémités A de ce diamètre {Fig. 34) une infinité de lignes 

droites AC, AD, AE, AFy et menant de l'autre extrémité 

B, les perpendiculaires BC, BD , BE, BF\ les difFérens 

points , C , D y E , F , etc. , déterminés de cette manière , 

appartiendront tous à la circonférence qui a AB pour dia

mètre. 

Enfin cette loi peut être donnée par une équation, et on 
peut toujours supposer qu'elle le soit par ce dernier moyen, 

parce que les deux autres dont nous venons de faire mention 

servent à trouver l'équation qui exprime cette loi. C'est sousl 

ce dernier point de vue que nous allons principalement consi

dérer les courbes , parce qu'il est, tout à la fois, le plus simple 

et le plus fécond pour en connaître les propriétés, les singu

larités et les usages. Voyons donc comment une équation 

peut exprimer la nature d'une courbe, et puisque, jusqu'ici, 

rious ne connaissons encore que la circonférence du cerc le , 

commençons par celle-ci. 

282. Supposons donc que A MB {Fig. 35 ) est une courbe 

à laquelle nous ne connaîtrions encore d'autre propriété que 

celle-ci; que la perpendiculaire PM, abaissée d'un point 

quelconque M de cette courbe sur la ligne AB , est moyenne 

proportionnelle entre les deux parties AP et PB. Voyons 

comment l'Algèbre peut nous aider à trouver chacun des 

points de cette courbe , et ses différentes propriétés. Si je 

nomme a la ligne AB ; la partie AP, x , et la perpendicu

laire PM, y; alors PB sera a—x\ et puisque nous suppo

sons PM moyenne proportionnelle entre AP et PB, nous 

aurons 

oc\y\\y\a — x\ d'où y2=ax—x2. 

Concevons maintenant que AB soit partagé < n un certain 

aombre de parties égales, en 1 0 , par exemple, et que par 



chaque point de division on élève des perpendiculaires pm, 

pm, pm, etc. ; il est visible que si, dans l'équation qu'on 

vient de trouver, l'on suppose x successivement égal à cha

cune des lignes Ap, Ap, e tc . , y deviendra égal à chaque 

ligne correspondante pmtpm, e tc . , puisque l'équation 

yyz=zax — xx exprime que y est toujours moyenne propor

tionnelle entre x et a—x, quel que soit d'ailleurs x , ce qui 

est la propriété que nous supposons à chaque perpendiculaire 

pm. Donc on peut trouver successivement chacun des points 

de cette courbe , en donnant successivement à x plusieurs 

valeurs , et calculant les valeurs correspondantes de y : en 

voici un exemple. Dans la supposition que nous venons de 

faire, que a est divisé en 10 parties, ou qu'il est composé 

de 10 parties, nous aurons a = 1 0 , et par conséquent l'équa

tion devient yy = IOX — XX. Si donc nous supposons successi

vement 

x — i9 x~2, :r = 3 , x — 4, # r r 5 , etc. 

Les valeurs correspondantes de y , seront 

y= V1>y— V~^>y— V*î>y= V~4>y— V^>>y= V~4\ etc. 
Ou bien 

y=^> y — 4> y—tô) y=4>r>y — $î y—4&\ etc. 

Ainsi, si l'on porte ces valeurs de y successivement sur les 

perpendiculaires correspondantes aux valeurs 1 , Û, 3 , 4 , etc„ 

de x> les points m , m , etc. déterminés de cette manière, 

appartiendront tous à une courbe qui aura cette propriété que 

chaque perpendiculaire pm sera moyenne proportionnelle entre 

les deux parties Ap et pB de la droite AB , courbe que nous 

allons voir , dans un moment, être la circonférence même 

du cercle. 

Nous avons vu que toute racine paire avait deux valeurs, 

Tune positive, l'autre négative. Ainsi outre les valeurs de y, 
que nous venons de trouver, on a encore ces autres-ci, 

y=--3^~*~4>y—-~4> 5 • v——4,9 ; y——5>y=<--4>$ \ etc. 

Pour 



Pour avoir les points de la courbe qu'annoncent ces nouvelles 

valeurs dey, il faut, conformément à ce que nous avons déjà 

dit plusieurs fois sur les quantités négatives , prolonger les 

perpendiculaires pm, pm> e t c . , et porter à l'opposite, c'est-

à-dire, de p en m ' , les quantités pm', pm!, etc. égales cha

cune à sa correspondante pm. Si l'on veut avoir un plus grand 

nombre de points de la courbe, il n'y a autre chose à faire 

qu'à supposer AB divisé en un plus grand nombre de parties, 

par exemple , en 100 , c'est-à-dire, supposer a = 1 0 0 ; ou 

bien, en conservant à a la même valeur 1 0 , que ci-dessus, 

supposer à x des valeurs intermédiaires entre celles qu'on lui 

a données ci-dessus , on trouvera de même les valeurs inter

médiaires de y, et par conséquent de nouveaux points de la 

courbe. La valeur ^ = 0 , que donne o ; = i o , fait voir que 

la courbe rencontre la ligne AB au point B, ou . r :=a = 1 0 , 

puisque la perpendiculaire pm ayant alors pour valeur zé ro , 

la distance du point m à la droite AB est nulle. On peut 

voir aussi, avec facilité , qu'elle doit rencontrer la ligne AB 
au point A : en effet, puisqu'aux endroits où la courbe ren

contre cette ligne , la valeur de y doit être o ; pour savoir 

quels sont ces points , il n'y a qu'à supposer que y est zé ro , 

dans 1 équationyyz=iax—xx 9 ce qui la réduit à c—ax—xx>\ 
or ax—xx étant —x (a—x), ce produit est zéro , dans 

deux cas, lorsque a : — o , et lorsque x=a. Donc réciproque

ment^ sera aussi zéro dans ces deux cas ; or x est évidemment 

= 0 au point Ay et il est = a, au point B -? donc la courbe 

rencontre en effet la ligne AB , aux points A et B. 

D'après cet exemple , on peut commencer à appercevoir 

comment une équation sert à déterminer les différens points 

d'une courbe. Nous en verrons d'autres exemples *, mais aupa

ravant expliquons certains mots dont nous ferons usage par 

la suite. 

283. Lorsqu'on veut exprimer, par une équation , la nature 

d'une ligne courbe , on rapporte. ou l'on conçoit qu'on rap

porte chacun des points m , m% etc. à deux lignes fixes AB et 
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OAO , qui font entr* elles un angle déterminé, aigu, droit oû 
obtus , et en imaginant que de chaque point m on mène le» 

lignes mp et mp', parallèles aux lignes OAO et AB, il est 

évident qu'on connaîtra la situation de ce point, si l'on connaît 

les valeurs des lignes mp' ou Ap et pm, ou , ce qui revient 

au même, si l'on connaît Tune de ces lignes , et son rapport 

avec l'autre. Or ce que l'on entend , lorsqu'on dit qu'une 

équation exprime la nature d'une ligne courbe, c'est que cette 

équation donne le rapport qu'il y a, pour chaque point m , 

entre la ligne Ap et la ligne pm, ensorte que l'une étant 

connue , f équation fait connaître l'autre ; et selon que ce 

rapport est plus ou moins composé, la courbe est elle-même 

d'un genre plus ou moins élevé. Les lignes Ap, ou mp' ̂  qui 

mesurent la distance de chaque point m à l'une OAO des 

deux lignes de comparaison, s'appellent les abscisses; et les 

lignes mp oup'A, qui mesurent la distance à l'autre ligne ABde 
comoaraison , s'appellent les ordonnées-, la ligne AB s'appelle 

tare des abscisses, et la ligne OAO se nomme Vaxe des or
données. Le point A d'où l'on commence à compter les abs

cisses, s'appelle V'origine des abscisses; on appelle de même 

origine des ordonnées. celui d'où l'on commence à comoter 

les ordonnées Ap' ou pm : dans la Figure 3 5 , ces deux points 

sont un seul et même point, savoir, le point A\ rien n'assujétit 

à compter les abscisses depuis le même point d'où l'on compte 

les ordonnées; mais quand aucune circonstance ne détermine 

à faire autrement , il est toujours plus simple de les compter 

du même point. Les lignes Ap , pm se nomment d'un nom 

commun, les coordonnées de la courbe; et considérées comme 

appartenant indifféremment à un point quelconque de la 

courbe, on les appelle des indéterminées ; on donne le même 

nom aux lettres ou signes algébriques x et y par lesquelles 

on représente ces fignes Ap et pm. 

284- Revenons maintenant à notre équation , et voyons 

comment on peut en tirer les propriétés de la courbe. 

i ° . Du milieu C de AB, tirons à un point quelconque M 



de la courbe la droite CM \ en quelque endroit que ce soit, 
le triangle CMP sera rectangle ; on aura donc 

Or PC=AC—-JP = 1/2 à~*x. Donc 

Or puisque la droite MP , ou y , est partout moyenne pro
portionnelle entre AP et PB, on à yy~ax— xx\ donc 

c'est-à-dire> \ aa— MC, qui donne MC={ a*7 chaque point 
M ou m est donc également éloigné du point C ) la courbe 
est donc une circonférence de cercle. 

a°-, D'un point quelconque M ou m de la courbe, menons 
aux deux extrémités A et B les droites M^f et MB * le* 
triangles rectangles MPA, MPB nous donneront 

et 

ou , en mettant les valeurs algébriques > 

et 

donc en ajoutant ces deux équations et mettant pouryy sa 
Valeur ax—xxy on aura 

c'est-à-dire, 

propriété du triangle rectangle , et qui , par conséquent, nous 
fait connaître que l'angle AMB est toujours droit en quelque 
endroit que soit le point M sur la courbe (Geom. 6 5 ) . 

——a 
3°. Si dans l'équation xx-\-yy ~ AM, on met pouryy sa 

valeur ax — xx, on aura AM~axt qui donne cette pro
portion 

a\AM\\AM\x% ou AB : AM AM: AP; 



c'est-à-dire, que la corde AM est moyenne proportionnelle 
entre le diamètre AB et le segment ou l'abscisse AP 
(Géom, l i a ) . 

On trouverait de même toutes les autres propriétés du 
cercle que nous avons démontrées en Géométrie, et cela en 
partant toujours de cette supposition, que l'ordonnée PM ou 
pm est moyenne proportionnelle entre AP et PB, ou Ap 
et pB. 

Nous avons compté les abscisses depuis le point A^ origine 
du diamètre, et nous avons eu l'équation yy=.ax—xx. Si 
nous voulions compter les abscisses depuis le centre, c'est-
à-dire , prendre pour abscisses les lignes Cp , Cp , etc. ; alors 
représentant chacune de ces lignes par z, nous aurions 
CP — AC — APy c'est-à-dire, z—\a~x, et par consé
quent x~\a—z. Mettant donc pour x cette valeur dans 
l'équation yy — ax—xx, on aura 

y*=a(^a — z) — z)*, qui se réduit à y y = j aa — zz , 

c'est là l'équation du cercle en supposant les coordonnées per
pendiculaires , et leur origine au centre. 

Au reste , toute propriété qui appartiendra essentiellement 
à chaque point de la courbe , donnera toujours , en la tra
duisant algébriquement, la même équation pour la courbe, 
avec la condition cependant qu'on prenne les mêmes abscisses 
et les mêmes ordonnées ; mais quand on changera l'origine 
ou la direction des coordonnées , ou toutes les deux , on 
pourra avoir une équation différente ; néanmoins elle sera 
toujours du même degré. Nous venons de voir la vérité de 
la dernière partie de cette proposition, dans le changement 
que nous venons de faire pour les abscisses ; au lieu de l'équa
tion yy—ax—xx, nous avons euyy = ^aa — zz, qui, étant 
déduite de la première, a pour base la même propriété; mais 
si nous partions de cette autre propriété que chaque distance 
MC est toujours la même et -=-\a, alors, nommant CPf z, 
et PM, y, nous aurions, à cause du triangle rectangle MPC, 
yy+zz~laa, qui donne yy~\aa — zz , équation déjà 



trouvée plus haut, quoiqu'ici nous soyons partis d'une pro
priété différente. 

De VEllipse. 

s85 . Proposons-nous maintenant d'examiner quelle serait la 
courbe qui jouirait de cette propriété que la somme des deux 
distances MF-J-Mf (Fig. 36) de chacun de ses points à deux 
points fixes F et î, serait toujours égale à une ligne donnée a. 
Pour trouver les propriétés de cette courbe qu'on appelle une 
Ellipse, il faut chercher une équation qui exprime quelle rela
tion il y a, en vertu de cette propriété connue, entre les 
perpendiculaires P M menées de chaque point M sur une ligne 
déterminée telle que Ff, par exemple, et leurs distances FP 
ou AP à quelque point F ou A pris arbitrairement. Dans 
cette vue, je prends pour origine des abscisses le point A, 
déterminé en prenant, à compter du milieu C de Ff, la 
ligne CA — \a\ et ayant fait CB — CA, je nomme AP,x; 
PM, y, la ligne AF qui est censée connue, c; enfin la ligne 
FM, z ; alors 

Cela posé , les triangles rectangles FPM, fPM, donnent 

et 

ou ( i ) zz-=.yy -f - xx—2cx + ce, 

et aa—zaz-\-zz—yy + a a — 9,ax-\-xx—2ac-f-2cr-f- c*. 
Retranchant la seconde de ces deux dernières équations de la 
première , et effaçant aa qui se trouvera de part et d'autre , 
j'ai 

aaz = aax + sac—4CX > d'où 

(*) Si le point M avait été pris de manière que la perpendiculaire MP 
tombât entre A et F, alors FP serait c — x, mais cela n'apporterait aucttit 
changement à l'équation finale, parce q u e , dans la formation de cette équa
t ion , on n'emploie que le quarré de FP, qui est toujours xx — icx H- ce, 
soit qu'il vienne de x — - c ? soit qu'il t ienne d e c — x. 



mettant donc pour z cette valeur dans l'équation (1), on en 
déduira 

(2) 

Telle ê st I équation de la courbe dont chaque point a 1$ 
propriété qtie nous avons supposée, 

5286. Cette équation peut servir à décrire la courbe par 
points, endonnant successivement à x plusieurs valeurs , comme 
nous l'avons fait ci-dessus à l'occasion du cercle, et calculant 
«n même temps les valeurs dey. Comme le procédé est abso
lument le même , nous n'en ferons point le calcul. 

1287. On peut encore décrire Yel/ipse par points, en cette 
tnanière; après avoir fait CE — CA — { a, on prend un inter
valle quelconque Br, et l'on décrit au-dessus et au-dessous 
de AB, du point / ' comme centre , avec Br pour rayon, un 
ôrc que l'on coupe en M et Mf par un autre décrit du point F, 
comme centre, et du raj^on Ar. Tous les points M et M\ 
trouvés de cette manière, sont à l'ellipse. 

Û88. La propriété fondamentale, d'après laquelle nous 
venons de trouver l'équation, donne elle-même un moyen 
fort simple de décrire cette courbe par un mouvement continu. 
En effet, ayant choisi les deux points F et f tels qu'on les 
veut , on placera deux pointes ou piquets aux deux points F 
et f, et y ayant fixé les deux extrémités d'un fil plus grand 
que la distance Ff9 si l'on tend ce fil par le moyen d'un 
style M que l'on fera marcher en tenant toujours ce fil 
tendu , ce style M tracera la courbe en question, puisque la 
somme des deux points F et f sera, toujours égale à la lon
gueur totale du fil. 

289. De la il est aisé de voir que si la longueur du fil a 
été prise égale à AB, la courbe passera par les deux points 



A et B :car puisque Cf — CF y on aura AF^=zBf, ot par 
conséquent 

et 

C'est ce que l'équation fait voir aussi ; car pour savoir où la 
courbe rencontre la droite Ff prolongée , il faut faire yz=zo: 
or cette supposition donne x (a — x) = o , ce qui a lieu dan» 
deux cas ; savoir, lorsque x = o , c'est-à-dire > au point A e% 
lorsque x =a , c'est-à-dire au point/?. 

290. L'équation (s) fait voir aussi que la courbe s'étend 
au-dessous comme au-dessus de la ligne AB, et qu'elle est 
absolument la même de part et d'autre de l'axe AB. En effet, 
cette équation donne 

(3) 

qui fait voir que , pour chaque valeur de x ou de AP , il y 
a deux valeurs de y ou de PM parfaitement égales , mais qui 
étant de signes contraires, doivent être portées de côtés op
posés. 

Il est encore évident que si sur le milieu C de AB on 
élève la perpendiculaire DDr, la courbe sera partagée en deux 
parties parfaitement égales et semblables : c'est une suite i m 
médiate de la description ; c'est aussi une suite de l'équa
tion; mais cette conclusion deviendra plus facile quand nous 
aurons fait sur cette équation les autres remarques qui nous 
restent à faire. 

291. La ligne AB s'appelle le grand axe de l'ellipse , et 
la ligne DDf le petit axe. Les deux points F e£/s'appellent 
les foyers. Les points A, B, D , D' sont les sommets de* 
axes • et le point C le centre. 

292. Si Von veut avoir la valeur de l'ordonnée Fm" qui 
passe par le foyer, il faut supposer dans l'équation (3) AP 
ou x — AF = c y alors on aura 

Donc 



cette ligne m"m"' est ce qu'on appelle le paramètre de l'el
lipse. Le paramètre est donc moindre que le quadruple de 
la distance c du sommet au foyer, puisque sa valeur qui est 

la même chose que , est évidemment moindre que 

4 c Si l'on nomme p cette valeur du paramètre , on aura 

Donc 

on pourra donc changer l'équation de l'ellipse , en cette 
autre 

20,5. Si l'on veut savoir quelle est la valeur de la ligne CD 3 

il n'y a qu'à supposer dans l'équation (2) , que AP o u , . . . 
x~AC—\ a-7 on aura 

On voit donc que CD , ou le demi-petit axe, est une 
moyenne proportionnelle entre les deux distances d'un même 
fover aux deux sommets A et B. 

Comme la ligne DDf est une des lignes les plus remar
quables de l'ellipse, on l'introduit dans l'équation de préfé
rence à la ligne AF ou c. Pour nous conformer à cet usage , 
nous nommerons b cette ligne DDr %

? nous aurons donc 

et puisque nous venons de trouver 
nous aurons bb ~^ac — 4CC'> l'équation à l'ellipse pourra donc 
être changée en (4)• • • 

(4). 

Puisque nous avons pa —^ac — 4 C C \ e * bb-=z Z^ac — 4CC '•> 
de ces deux équations nous conclurons pa = bb, et par con
séquent, en réduisant cette équation en proportion albllblpj 



le paramètre est donc une troisième proportionnelle au grand 
axe et au petit axe. 

294. L'équation (4) donno yy : ax — xx : : bb : aa ; fai
sant donc attention que ax — xx=x( a—x) , et mettant au 
lieu des quantités algébriques , les lignes de la figure qu'elles 

représentent, on aura c'est-
à-dire , que le quarré d'une ordonnée quelconque au grand 
axe de Tellipse y est au produit des deux abscisses ÀPeiPB.-
comme le quarré du petit axe est au quarré du grand. Et 
puisque cette propriété a lieu pour tous les points de l 'el
lipse , il s'ensuit que les quarrés des ordonnées sont entre 
eux comme les produits des abscisses correspondantes. 

295. L'équation (4) ne diffère de celle du cercle (282) qui 
serait décrit sur AB comme diamètre ( Fig. Zn ) qu'en ce* 

que, dans la première ^x—xx, est multipliée par 
bb 
aa 

c'est-

à-dire , par le rapport du quarré du petit axe au quarré du 
grand ; ensorte que si l'on nomme z une ordonnée quelconque 
PN du cercle , on aura zz = ax — xx \ mettant donc pour 
ax — xx, cette valeur zz dans l'équation à l'ellipse , OR 

auray et tirant la racine quarrée o u . . . 

ay ~bz, qui donne 

y:z: :b:a, ou PM .PN:: DD'.AB , ou : : CD : AC ou CE : 

on voit donc que les ordonnée* à l'ellipse ne sont autre chose 
que les ordonnées du cercle décrit sur le grand axe y diminuées 
proportionnellement, c'est-à-dire, dans le rapport du grand axe 
au petit axe. De là il est aisé de décrire une ellipse par le 
moyen du cercle. On voit en même temps que le cercle est 
une ellipse dont les deux axes a et b sont égaux, ou dont 
la distance du sommet au foyer est égale au demi-grand axe , 
ou encore dont le paramètre est égal au diamètre. Car en 
supposant dans les équations ci - dessus, è r = c , o u C = | Û , 
ou p — a ; on a yy = : ax — xx, équation au cercle. 



2gb\ Par les équations que nous avons trouvées jusqu'ici,' 
M parait donc qu'il n'en est pas de l'ellipse comme du cercle : 
une seule ligne détermine celui-ci, c'est son diamètre; au 
lieu que le grand axe AB (F/g*. 3 6 ) ne suffit pas pour dé
terminer l'ellipse; il faut encore connaître ou le petit axe b 
ou son paramètre p ou la distance c du sommet au foyer. 
Quand on connaît le grand axe et la distance c , l'ellipse 
est facile à décrire , comme on l'a vu ci-dessus. Mais si l'on 
donnait le grand axe et le petit axe , il faudrait pour décrire 
l'ellipse par un mouvement continu , déterminer les foyers ; 
c'est une chose facile, en prenant le demi-grand axe pour 
rayon, et traçant de l'extrémité D (Fig. 36 ) du petit axe , 
comme centre, deux petits arcs qui coupent le grand axe aux 
deux points F et f qui seront les foyers : car la somme des 
deux distances FD -f- Df devant être égale à a , il faut, lors
que ces deux lignes sont égales, que chacune soit égale à | a . 
Si l'on donnait le grand axe et le paramètre , on détermi
nerait le petit axe en prenant une moyenne proportionnelle 
entre ces deux lignes ; c'est ce qu'enseigne la proportion . . 
a\b\\b :p, trouvée ci-dessus (20,3). Le petit axe étant trouvé, 
on achèverait comme il-vient d'être dit. 

297. Si pour quelque point "M. que ce soit de V ellipse (Fig. 36) 
on prdonge la ligne f M tirée d'un des foyers , jusqu'à ce 
que àon prolongement M G soit (gai à l'autre distance MF; 
et qu ayant tiré GF , on lui mène du point M la perpendi
culaire M O T , cette dernière sera tangente à Vellipse , c'est-
à-dire , ne la rencontrera qu'au seul point M. En effet, à 
cause des lignes égales MF et MG , la ligne M71 est per
pendiculaire sur le milieu GF. Donc si de tel autre point N 
que ce soit, pris sur cette l igne, on mène les deux droite* 
NG etNF, elles sont égales. Supposerons donc que MF pût 
rencontrer l'ellipse en quelqu'autre point A r ; alors, en t i 
rant Nfy il faudrait que FN+ Nf pût être égal à MF + Mf} 

ou G M - f - M f , c'est-à-dire, à Gf-3 mais Gf est plus petit que 



GN+Nf\ e t , par conséquent plus petit que FN+Nfi 
donc le point N est hors de l'ellipse. 

298. Les angles FMO , OMG sont égaux, d'après la cons
truction qu'on vient de donner ; or OMG est égal à son 
opposé fMNt donc FMO est égal à fMN. Donc les deux 
lignes qui vont d'un même point de l'ellipse aux deux foyers , 
font des angles égaux avec la tangente. L'expérience ap
prend qu'un rayon de lumière qui tombe sur une surface , 
se réfléchit en faisant l'angle de réflexion égal à l'angle d'in
cidence; donc si F est un point lumineux , tous les rayons 
qui, partis du point F, tomberont sur la concavité MAMK 

iront se rassembler en f, et réciproquement. Si du pointM, 
on élève sur M T la perpendiculaire MI, qui sera en même 
temps perpendiculaire à la courbe, cette ligne divisera l'angle 
FMf en deux parties égales; car si des angles droits IMT, 
JMN on retranche les angles égaux FMT et fMN, les angles 
restans FMI et / ^ s e r o n t égaux. 

299. De là, on peut calculer la valeur de la distancç PI 
depuis l'ordonnée jusqu'à l'endroit où la perpendiculaire MI 
rencontre l'axe. Cette ligne PI s'appelle sou-normale , et la. 
ligne MI, Normale. Pour calculer PI, nous allons d'abord 
calculer FI. Puisque l'angle FMf est divisé en deux parties 
égales, on a Mf\MF\\fI\FI ( Géom. i o 4 ) ; et par çonsé-* 
qnent ( Géom. 98 ) 

fM + FM: Mf— FM : :fl + FI\fI—FL 

Or Mf-\~FM=a$ et en faisant MF—zy comme ci-dessus 
(a85) , Mf—a — s , par conséquent Mf— MF= a —22,; 
d'ailleurs 

ff+ FI— Ff— AB — 2.JF— a—zc, 

et fi —FI~ Ff—sFI—a— 2c-Q.FI-, donc 

a\a—Q,z\\a — 2cta— 2 c — iFl\ donc 

W —- 2ac — aa X F J = aa — zac — %az -J- 4CZ< 
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D'où Ton tire o u , en mettant pour z sa va 

leur 1 
a 

[ax-\-ac—2az) trouvée (285), on a 

mais 

donc 

3oo. D e là , il est aisé d'avoir la valeur de la distance 
PT depuis l'ordonnée jusqu'à la rencontre de la tangente, 
ce qu'on appelle la sou-tangente. Car le triangle IMT étant 
rectangle, et PM une perpendiculaire abaissée de l'angle 
droit, on a ( Géom. 112) PI\PM\\PM\PT, c'est-à-dire 

donc ou , en 

mettant pour yy sa valeur 

Les expressions algébriques des deux l ignesP/et PTpeuvent 
servir à mener une perpendiculaire et une tangente à l'ellipse , 
en quelque point M que ce soit. Car lorsque le point M est 
donné , en abaissant la perpendiculaire MP, on a la valeur 
de AP = oc\ et comme on est supposé connaître a et b , on 
connaît donc tout ce qui entre dans la valeur de P et dans 
celle de PT. 

001. De l'expression de PT, on peut conclure que si l'on 
mené une tangente au cercle décrit sur le grand axe AB(Fig.oy)y 

«111 point N où ce cercle est rencontré par l'ordonnée PM à 
l'ellipse , les tangentes A r T e t MT aboutiront au même point 
T sur l'axe. Car puisque le second axe b n'entre point dan» 
l'expressioa de PT, cette ligne PT sera donc toujours la 



même tant que a sera le même et x le même. Ainsi toutes 
les tangentes aux points correspondans de toutes les ellipses 
décrites sur AB , comme grand a x e , se rencontrent au même 
point T. 

Si à PT ( Fig. 3 6 ) , on ajoute CP qui e s t ^ a — x> on 

aura qui , en réduisant tout en 

fraction, se réduit à c'est-à-dire, que ,d'où 

l'on tire cette proportion CP\AC\\AC\ CT. 

3o2. Si l'on veut avoir l'expression de TM > cela sera fa
cile par le moyen du triangle rectangle TPM qui donne 

3o3. Si de quelque point M que ce soit de l'ellipse, on 
mène sur le petit axe DD' la perpendiculaire ou l'ordonnée 
MP', et qu'on pose DPfs=.x'; MP'=z y' : on aura 

ou et 
On aura de même 

ou et 

Si l'on substitue ces valeurs de x et de y dans l'équation 

on trouvera 

équation semblable à celle qu'on a eue pour le grand axe, 
et dont on tirera par conséquent des conclusions semblables, 
«avoir, que le quarré d'une ordonnée P'M au petit axe, est 
au produit des deux abscisses DP' X P'D' , comme le quarré 
du grand axe est au quarré du petit. On en conclura aussi 
que les quarrés des ordonnées au petit axe, sont entre eux 
comme les produits des abscisses correspondantes; et que 1'*'/-



lipse peut être décrite par le moyen du cercle construit sut sofi 
petit axe, en alongeant les ordonnées de ce cercle dans le 
rapport du petit axe au grand {Fig* ^7) . 

3o4- On peut voir facilement par là , que la courbure dô 
la surface extérieure des mâts est celle d'une portion d'el
lipsoïde, c'est-à-dire, d'un solide engendré par la révolu
tion d'une demi ellipse DRO ( Fig. 3g ) tournant autour de 
son grand axe. En effet, pour terminer les diamètres moyen* 
entre le plus grand et le plus petit , on tire une ligne CD 
pour représenter le plus grand diamètre, et décrivant des ex-* 
trémités C et D , comme centres, avec le rayon CD, les deux 
arcs DA et CA qui se coupent en A , on abaisse la per
pendiculaire AB y et ayant mené , parallèlement à CD une 
ligne EF égale au plus petit diamètre du mât, on regarde 
la partie interceptée BL comme représentant la hauteur du 
mât depuis le premier pont, ou se trouve le plus grand dia
mètre , jusqu'au chouquet. On divise BL en un certain nombre 
de parties égales, et menant par les points de division des pa~ 
rallèles Ig'JS à la ligne CD , on prend ces parallèles pour 
les diamètres moyens que doit avoir le mât à des hauteur» 
représentées par la ligne correspondante Bg-7 or si l'on con
çoit que BM soit la hauteur réelle qui a été représentée par 
BL , et si Ton prend ^ T t e l l e q u e l'on ait BT\BM\\Bg\BL> 
alors BT sera la hauteur à laquelle on doit placer le demi-
diamètre gN \ tirant donc 7R parallèle et égale à gJV, 
le point R sera un point de la surface du mât ; mais si 
par le point R et par le point IV, on mène RIV qui ren
contre BD en V, cette ligne sera parallèle à BM, et puis
qu'on a BT\BM\\Bg\BL ou BT\Bg\\BM\ BL} on aura, à 
cause de BT=RV et Bg = VN\ RV\VN\\BM\BL) c'est-
à-dire que les ordonnées RVdelà courbe du mât sont aux or
données VNdu cercle AJSD, toujours dans un même rapport; 
donc cette courbe est une ellipse. Si l'on voulait la décrire par 
un mouvement continu, il faudrait en déterminer les axes , 
ce qui est facile en menant CO parallèle à BM, et telle qu« 



CO : CDy. BM: BL ; CO et CD seront les deux demi-axes , 
avec lesquels il sera facile de déterminer les foyers , et par 
conséquent de décrire la courbe, par quelqu'une des mé
thodes que nous avons données (286 , 87 et 88 ) . Mais tout 
ceci suppose qu'on sait déterminer le point L , tel que m e 
nant ELF parallèle à CD , ELF soit égal au plus petit dia
mètre du mât ; c'est ce que l'on fera facilement en cette ma
nière : on prolongera CD vers H d'une quantité CH égale à. 
la moitié du petit diamètre : du point H, comme centre % 

avec un rayon égal à CD, on décrira un petit arc qui cou
pera AB au point cherché L . Car si l'on imagine la ligne 
EF prolongée jusqu'à ce qu'elle rencontre CO en T, et que 
l'on tire le rayon CF ,\Q triangle rectangle CTFdonnera 

puisqu'on prescrit de faire HL — CD — CF, et HC=:à. la 
valeur de LF, ce qui rend BH — TF. 

3o5. Par ce qui précède , on voit donc que les propriétés 
à l'égard du second axe sont semblables à celles qu'on a 
trouvées à l'égard du premier, du moins en ce qui ne dé
pend point des foyers. Si l'on veut avoir sur le second axe 
les lignes analogues à celles que nous venons de calculer sur 
le premier axe , c'est-à-dire, Pf V , Pf T , CT et MT 
( Fig. 3 6 ) , on les trouvera aisément par le moyen de leurs 
correspondantes qu'on vient d'avoir , et des triangles sem
blables qu'il est aisé de reconnaître dans la figure. Si on 
exprime ces lignes par le moyen des abscisses DP' ou xf , 
on trouvera leurs expressions toutes semblables à celles qu'on 
a eues, en x, pour les lignes analogues sur le premier axe. 
On donne aussi un paramètre au second axe; mais ce que 
l'on entend alors par cette ligne , ce n'est pas une ligne qui 
passe par le foyer de ce seco.id axe ( car il n'a point de 
foyers) , mais une troisième proportionnelle à ce second axe 
et au premier. 

3o6\ Jusqu'ici nous n'avons compté les abscisses que d e 
puis le sommet; si nous voulions les compter depuis le centre 



C, alors nommant l'abscisse CP, z, nous aurions AP ou 
substituant cette valeur de x dans l'équation 

et dans les valeurs de PI. PT, CI et 

on aura 

L'équation donne 

qui fait voir que pour une même valeur de CP ou z , on 
a deux ordonnées PM et PMr. Comme les valeurs de z com-» 
xuencent en C et finissent en A, il semble d'abord que cette 
équation ne donne que la moitié DADr de l'ellipse; mais 
rien ne détermine à donner à z des valeurs positives plutôt 
que des valeurs négatives ; en donnant à z de ces dernières 
valeurs , on aura les ordonnées pm qui déterminent la se 
conde moitié , et comme en mettant — z , au lieu de -f- z , 

dans cette quantité ne change pas , il s'en

suit que la moitié DBDr est parfaitement égale et semblable 
à la moitié DAD'. 

307. Si d'un point quelconque M de l'ellipse (Fig.38), 
on mène au milieu C de l'axe AB, c'est-à-dire, au centre 
une droite MCM' terminée de l'autre part à l'ellipse , on 
appelle cette droite un diamètre. Si par le sommet M on 
mène la tangente MT, et par le centre C le diamètre NN' 
parallèle à MT, celui-ci s'appellera diamètre conjugué du 
premier. Une ligne mOmenée d'un point m de l'ellipse pa
rallèlement à MT, et terminée au diamètre MM', s'appelle 
une ordonnée à ce diamètre , et MO en est l'abscisse. Le 

paramètre 



paramètre du diamètre MM! est une troisième proportionnelle 
à MM et NN'. 

3o8. Nous allons démontrer que les ordonnées mû , pour 
un diamètre quelconque , ont des propriétés semblables à 
celles des ordonnées aux axes. A cet effet, j'abaisse des 
points m et O les perpendiculaires mp , OQ sur l'axe AB \ 
puis je mène la ligne mS parallèle au même axe. Je fais 

j'aurai 

Les triangles semblables TPM, mSO donnent 

TPlMPllmS ou pQ:SO; 

c'est-à-dire, 

Les triangles semblables CMP, CÔQ donnent 

ou 

donc 

Or puisque le point m appartient à l'ellipse, il faut ( 2 g 4 ) 
que 

c'est-à-dire 

Algèbre. T Uh 17 



ou multipliant les extrêmes entr'eux et les moyens aussi, et 
réduisant, on trouvera 

(O 

équation qui nous est nécessaire pour notre objet ; mais avant 
d'en faire usage , tirons-en une connaissance dont nous avons 
besoin. SI l'on suppose que le point O , qui jusqu'ici était 
quelconque, descende en Cy c'est-à-dire, que la ligne mO 
passe par le centre , ou devienne CN, alors CQ , ou k d e 
vient zéro , et la ligne Qp ou g devient CR. Or si dans 
l'équation qu'on vient de trouver, on f a i t & = o , on trou
vera 

c'est-à-dire, 

Après cette remarque , revenons à notre objet et faison» 

Les triangles semblables CPM, CQO donnent 

ou 

Les triangles CNR , mSO, semblables à cause des côtés pa
rallèles, donnent 

ou 

donc 

mais 

donc 

d'où l'on tire 



Reprenons maintenant l'équation et substituons pour gg et 
kk les valeurs que nous venons de trouver ; nous aurons. . . . 

On en déduit (2). . Donc 

ou 

Ainsi l'équation par rapport à deux diamètres conjugués 
quelconques, est semblable à celle qu'on a eue à l'égard 
des deux axes. 

309.. Si Ton f a i t y ^ o , on trouve 

La courbe rencontre donc la ligne MM en deux points M 
et M! également éloignés du centre C\ ainsi tous les dia
mètres de l'ellipse se coupent en deux parties égales au centre. 

310. L'équation (2) donnant 

fait voir que si l'onprolonge mO de manière que Om' — Om , 
le point m! appartiendra à la courbe ; donc chaque diamètre 
de l'ellipse coupe en deux parties égales les parallèles à la 
tangente qui passe par son origine M. 

3 n . De là on peut conclure"; i°. que la tangente à l'ex
trémité N du diamètre NN' est parallèle au diamètre MM. 
2 0 . que les ordonnées Om au diamètre MM sont celles du 
cercle qui auroit MM pour diamètre, mais diminuées ou 
augmentées dans le rapport de a! à b', et inclinées sous un 
angle égal à celui des diamètres conjugués. Si d — V , ces 
ordonnées sont précisément égales à celles de ce même cercle. 
Enfin si l'on Yeut savoir à quel endroit de l'ellipse les deux 

i 7 . 



diamètres conjugués peuvent être égaux, il n'y a qu'à cher-

cher à quel endroit on a CP = CR, ou CP = CR ; c'est-
à-dire, s.z— jcia — zz ; or cette équation donne z = { a\S\ , 
que l'on construira ainsi : ayant décrit sur le grand axe AB, 
comme diamètre ( Fig. 3y ) , le demi-cercle ANEB coupé 
en E par le petit axe CD, on divisera Parc AE en deux 
parties égales en A r", et ayant abaissé NUP qui coupe l'el
lipse en ilf' et i l / ' , CM" et 671/' seront les deux demi-dia
mètres conjugués égaux. Car si l'on nomme CP , z comme 
le triangle CPN" est rectangle et isoscèle , à cause de l'angle 
ACN" de 45°, on aura 

donc 

3i2. Si du centre C (Fig. 38) on mène la perpendiculaire 
CF sur la tangente TM y les triangles semblables TPM3 

TCF donneront 

d'où 

Pareillement les triangles TPM et CNR , semblables à cause 
des côtés parallèles , donneront 

donc 

Donc 

d'où 

or nous avons trouvé (3c8) que 

et 



substituant ces quantités , on aura, après les réductions faites, 

et par conséquent 
or en menant la tangente NT" qui rencontre TM en I y 
CN X CF exprime la surface du parallélogramme CMIN'7 

et \ ab expiime celle du rectangle formé sur les deux demi-
axes 5 donc les parallélogrammes formés par les tangentes aux 
extrémités des diamètres conjugués , sont égaux entreux} et 
au- rectangle formé sur les deux axes. 

o i 3 . Les mêmes triangles semblables TPMet CRN donnent, 
PT: PM :: CR : i y y . donc 

mais les triangles rectangles CRN et CPM donnent 

donc 

substituant dans le premier membre, au lieu des lignes qui 
y entrent, leurs valeurs algébriques, on aura , toute réduction 
faite, 

donc la somme des quarrés de deux demi-diamètres conjugués 
quelconque de Vellipse, est égale à la somme des quarrés 
des deux demi-axes. 

014. Si dans CN*= CRL-\- RN\ on substitue pour CR 

et RN leurs valeurs , on aura 

or nous avons trouvé 



Par conséquent 

mais les triangles semblables TPM, MP'T' donnent, en 
quarrant, 

ou 

donc 

donc 

oie 

mais si Ion nomme pr le paramètre du diamètre MMf, on 
aura QCM : 

zCM lo.CN:: zCN:p (307) ; d'où 

Donc 

donc 

Si sur TTf, comme diamètre (Fig. 4°) > o n décrit un 
demi-cercle, il passera sur le point C, puisque l'angle TCT' 
est droit ; .or si l'on prolonge CM jusqu'à ce qu'il rencontre 
la circonférence en 7^, on aura, par la nature du cercle 
( Géom. 1 2 7 ) , 

donc 

5 i 5 . De là on peut tirer une méthode simple pour avoir 
les axes d'une ellipse , et par conséquent pour la décrire , 
lorsqu'on ne connaît que deux diamètres conjugués MM' et 
NN', avec l'angle qu'ils font entre eux. On prolongera CM 
d'une quantité M"Végale à son demi-paramètre, du mil ieuX 
de CV on élèvera une perpendiculaire XZ, qui reneontre en 
Z la ligne indéfinie TT' menée par le point M , parallèle
ment à NN'f puis du point Z, comme centre, avec la distance 
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ZCcomme rayon, on décrira un cercle qui rencontrera TTf 

en deux points T et T'', par lesquels et le point C tirant 
TC et T'C, ce seront les directions des deux axes. On déter
minera ensuite la grandeur de ces axes , en abaissant les 
perpendiculaires MP et MPr, et prenant CA égal à la 
moyenne proportionnelle entre CT et CP , et CD égal à 
la moyenne proportionnelle entre CT' et CP' ; car on a 
vu ci-dessus (3o i ) que CP l CA il CA : CT ; il est aisé de 
prouver, parle moyen des triangles semblables TPM et TCT', 

et des valeurs connues de TP, PM et CTy que CT 

c'est-à-dire, que CP' : CD II CD l CT'. 

3 i 6 . Remarquons, en finissant ce qui regarde l'ellipse, qu'on 
emploie souvent cette courbe dans l'architecture navale. On 
s'en sert pour déterminer les diamètres moyens des vergues, 
comme nous avons vu , ci-dessus, qu'on s'en servait pour les 
diamètres moyens des mâts. On l'emploie encore pour d é 
terminer les projections des lisses, etc. Dans tous ces cas 
on part, pour décrire l'ellipse, de la propriété qu'a cette 
courbe, savoir que ses ordonnées sont proportionnelles à celles 
du cercle décrit sur l'un de ces axes. C'est encore sur ce 
principe qu'est fondée la règle suivante que l'on donne pour 
construire le maître couple d'un navire auquel on veut donner 
beaucoup de capacité. Supposant (Fig. 4 0 que AE est égal 
à la ligne du creux-, EM perpendiculaire à AE, la demi-
largeur du vaisseau ; MF le demi-plat de la varangue ; FB—EI 
l'acculeraient; on décrit à part un quarré opqr dont on fait le 
côté op — EF- Ayant divisé op en un certain nombre de 

parties égales, et AI en un pareil nombre de parties , on 
mène , par les points de division , des perpendiculaires à op 
et AI, puis décrivant du point r, comme centre, et du rayon 
ro, le quart de cercle onq, on porte la partie mjide chaque 
parallèle à pq , en mnf sur la parallèle à IB, correspondante 
à pareille division; la courbe An'B, qui passe par tous les 
points n ainsi déterminés, forme une partie du maître couple 
qu'on achève ensuite, pour la partie inférieure , en menant du 



point B au point C bord de la quille, la ligne BCy élevant 
sur son milieu / , la perpendiculaire Ih qui coupe en k la ligne 
Bk parallèle à AE ; alors du point/*, comme centre, avec 
ie rayon kB , oh décrit l'arc de cercle BC qui touche la 
courbe An B au point B, parce que son centre k est sur la 
perpendiculaire à la courbe An'B , au point B. L'autre moitié 
se construit de même. 

Il est facile de voir maintenant que la courbe dont il s'agit 
est une ellipse dont le demi-grand axe est BT= AI ; et le 
demi-petit axe = AT—pq =EF-7 en effet si par le point (*) 
n' et par le point n on mène n'n , cette ligne sera parallèle 
à AE ; et puisque les points m et m sont deux points de 
division correspondans , on aura om l Ain Il op l AI; c'est-
à-dire , en supposant que nnr rencontre or en s et AT en u , 
sn : un' :: or ou AT:TB\ donc les ordonnées un' d e l à 
courbe An'B sont aux ordonnées $11 du quart de cercle , 
toujours dans le rapport de BTà AT; donc cette courbe est 
une ellipse : d'ailleurs il est facile de voir que BT et AT sont 
demi-axes. Or comme l'ellipse rencontre perpendiculairement 
ses axes, il est visible que pour joindre le point B et le point C 
par un arc qui touche la courbe en B, il faut que le centre k 
de cet arc soit sur la ligne TB prolongée. 

De lHyperbole. 

517. Considérons maintenant la courbe ( Fig. 42) qui aurait, 
en chacun de ses points M, cette propriété, que la différence 
Mf—MF des distances Mf et MF à deux points fixes F etf, 
fût toujours la même , et égale à une ligne donnée a. Nous 
allons chercher, comme nous l'avons fait pour -l'ellipse, une 
équation qui exprime la relation entre les perpendiculaires 
PM, menées sur la ligne Ff, et leurs distances FP ou AP 
à qrelque point fixe F ou A, pris arbitrairement sur la ligne 
Ff Je prends donc, pour origine des abscisses, le point A 
déterminé en prenant depuis le milieu C de Ff, la ligne 

(*) Noi's supposons i c i , pour "faciliter la d t w m s t r a t i o n , qu'on a place le 
calé op bur le prolongement de 1A* 



CA-=:\ay et je fais CB — CA. Cela posé, je nomme 
x\ PM, y \ la ligne AF, qui est censée connue, c $ et la 
ligne FM, z ; alors 

Mais 

donc 

Les triangles rectangles FPM, fPM donnent 

c'est-à-dire, 

et c 2 -f - CLCIC -f- Û û -f - 2cr -f- zax + jca-f- y2- — a*-f- zaz + 

Retranchant la première de ces deux équations de la seconde, 
on a 

d'où 

mettant donc, pour z, cette valeur dans la première équa
tion , nous aurons ce —2cx-+- xx-\-y* 

d'où 

( 0 -

3i8. Cette équation peut servir à décrire la courbe, par 
des points trouvés successivement, en donnant à a: plusieurs 
valeurs. On peut encore décrire la courbe , par points, en 
prenant arbitrairement une partie Br plus grande que BF, 
et décrivant du point f, comme centre , et du rayon hr, 
un arc que l'on coupera en quelque point M par un autre 
arc décrit du point F, comme centre , avec le rayon Ai\ 

(*) Si le point P était au-rffla de F par rapport à A \ FP serait c j 

mais cela ne changerait ricu à JV^uuUon finale. 



Enfin on peut décrire cette même courbe, par un mouvement 
continu, de la manière suivante. On fixera au point f une 
règle indéfinie qui puisse tourner autour de ce point. Au 
point F et à l'un des points Q de cette règle , on attachera 
les extrémités d'un fil FMQ, moins long q u e / Ç , et dont la 
différence avecjfÇ soit égale à AB \ alors, par le moyen d'une 
pointe , ou stile Mf on appliquera une partie MQ du fil , 
«uivant la règle : faisant alors mouvoir le stile, de M vers A, 
en tenant toujours le fil tendu , la règle s'abaissera, la partie 
FM diminuera et le stile M décrira la courbe MA dont il 
s'agit, et qu'on appelle une hyperbole. En effet, il est évident 
que la totalité fQ ou fM-j-MQ étant toujours de même 
grandeur , et la longueur FM+ MQ étant' toujours la même, 
leur différence/;!/-f MQ—FM — MQ , ou fM—FM, sera 
toujours constante et — BA~ci. 

S i g . L'équation (1) donnant 

(2) 

fait voir que, pour une même abscisse AP—x , on a toujours 
deux ordonnées égales PM, PM\ qui tombent de part et 
d'autre du prolongement de AB qu'on appelle le premier axe? 
ainsi la courbe a une seconde branche AMr parfaitement 
égale à la première • l'une et l'autre s'étendent à l'infini, 
puisqu'il est évident que plus on augmentera x, plus les deux 
valeurs de y augmenteront. 

3so . Si l'on fait x négatif dans la formule (2), il viendra 

or xx — ax , ou x (x — a) , étant négatif tant que x est plus 
petit que ay les valeurs dey sont, alors imaginaires e t , par 
conséquent, y n'a aucune valeur réelle depuis A jusqu'à B ; 
mais sitôt que x surpasse a,xx—ax redevenant positif, les 
valeurs de y redeviennent réelles; il part donc du point B 



une nouvelle portion de courbe mBm' qui, comme la première> 

s'étend à l'infini de chaque côté du prolongement de AB, et 
qui est parfaitement égale à celle-là; parce que si l'on prend 
Bpr=.AP} alors xx—axoxiAPy^pB devient égal à APy^PB} 
donc aussi pm est égala à PM. 

321. Si dans l'équation (2) on fait3^ = 0, on trouvera que 
ax-\-xx ou x ( o + k r ) = o , qui donne x — o} et x~ — a • 
donc la courbe rencontre l'axe AB aux deux points AetB* 

322. Si l'on suppose AP = AF, c'est-à-dire, x = c , pour 
avoir la valeur de l'ordonnée Fm" qui passe par le point F 
(qu'on appelle le foyer, ainsi que le point f) , la formule (2) 
donnera 

Donc la double ordonnée 

cette ligne est ce qu'on appelle le paramètre de l'hyperbole : 
ainsi, en représentant cette ligne par p, on aura 

et par conséquent 

substituant dans l'équation de la courbe , on la changera en 
cette autre plus simple , 

De la valeur de p, on peut conclure que le paramètre du 
premier axe de l'hyperbole est plus grand que le quadruple de 
la distance du sommet A au foyer F ; car cette valeur se 

réduit à qui est évidemment plus grande que 4c. 

323. Si sur le milieu C de ABy on élève une perpendiculaire 
DD , dont la moitié CD soit moyenne proportionnelle entrée 
et a - f c , c est-à-dire, entre AF et fA, cette perpendiculaire 



est ce qu'on appelle le second axe de l'hyperbole; ainsi, en 
la nommant b, on aura 

e t , introduisant cette valeur de bb dans l'équation ( i ) du 
n° 3ij , celle-ci se changera en 

(3) 

On voit donc que ces trois équations de l'hyperbole ne difFèrent 
des trois équations correspondantes de l'ellipse , que par le 
signe du quarré ce et du quarré xx. 

Inéquation (3) nous fournit aussi une propriété analogue à 
celle que nous avons remarquée dans l'ellipse : en effet, si l'on 
chasse le dénominateur aa , on aura 

aayy ~bb ( Û ^ + xx) , qui donne cette proportion 

ou 

le quarré d'une ordonnée au premier axe de l'hyperbole, est 
donc au produit AP X B P des deux abscisses, comme le quarré 
(lu second axe f est au quarre du premier ; et par conséquent, 
les quarrés des ordonnées sont entr7eux comme les produits des 
abscisses correspondantes. 

Lorsque les deux axes a et b sont égaux, l'équation est 
yy~ax-\- xx qui ne diffère de celle du cercle que par le 
si^ne du quarré xx. L'hyperbole s'appelle alors hyperbole 
équilaière. 

De l'équation on tire 4ac + 4cc = aP > e t 

puisqu'on a aussi 4ac + 4cc = bb , on a donc ap — bb, qui 
donne al b :: b lp ; donc le paramètre du premier axe est une 
troisième proportionnelle à ce premier axe et au second. 

09,4- Si du point D au point A, on tire la droite DA, le 
triangle rectangle DCA donnera 



e u , mettant pour bb sa valeur 4«c-T"4 c c> 

Donc , pour avoir les foyers quand on a les axes , il faut 
porter DA de C en F ; et au contraire, pour avoir le second 
axe quand on a \e premier et les foyers, il faut décrire du 
point A, comme centre avec ie rayon CF, un arc qui coupe 
la perpendiculaire DDf, en quelque point D. 

325. On voit aussi que la description de l'hyperbole dépend 
de deux quantités, savoir, le grand axe et le petit axe; ou 
le grand axe et les foyers; ou le grand axe et le paramètre. 
D'après ce que nous venons de dire , on ramènera toujours 
aisément la description de l'hyperbole à l'une des méthodes 
que nous venons d'indiquer. Car si l'on donnait, par exemple, 
le grand axe et le paramètre, alors prenant une moyenna 
proportionnelle entre ces deux lignes, on aurait le second axe 
qui servirait à trouver les foyers. 

326. Si l'on prend sur Mf la partie MG = MF, et qu'ayant 
tiré FG on lui mène du point M la perpendiculaire MOT, 
cette ligne sera tangente à l'hyperbole, c'est-à-dire , ne ren
contrera la courbe qu'au seul point M. En eifet, d'un autre 
point quelconque N, pris sur TM, menons aux deux foyers 
les droites Nf et NF, et au point G la droite NG ; il est 
évident, par la construction, que NF et NG seront égales ; 
or Nf est plus petit que NG -(- Gfy et par conséquent, plus 
petit que NF-f Gf \ donc Nf—NF est plus petit que Gf, 
c'est-à-dire, que Mf—MF\ donc le point N est hors de 
l'hyperbole : on démontrera la même chose de tout point de 
TM, autre que le point M. 

Les angles FMO et OMG sont égaux, d'après la construc
tion précédente; or OMG est égal à son opposé NMQi 
donc FMO est égal à NMQ ; donc la ligne MF, menée au 
foyer F , fait, avec la taugente , le même angle que fait, 
avec cette même tangente, le prolongement MQ de la ligne 
fM qui va à l'autre foyer. Donc si le point F est un point 



lumineux t tous les rayons qui, partis du point F , tomberont 
sur la concavité M A M ' , se réfléchiront comme s'ils partaient 
du point f. 

327. Déterminons maintenant la soutangente PT. Puisque 
l'angle FMf est divisé en deux parties égales par la tangente 
MT, on aura (Géom 104) fM ; MF::fT:FT , or en 
nommant, comme ci-dessus, MF, z, on a fM—z-\-> a ; 
d'ailleurs Ff on Bf+AB + AF valant a - f - 2 c , la ligne fT 
ou Ff—FT, vaudra a2c— FT\ on aura donc 

D'où 

D o n c , substituant cette valeur de z, dans celle de FT} on 
trouvera 

Ayant trouvé FT, il est aisé d'avoir la soutangente PT\ car 

d'où l'on voit que l'expression de la soutangente , pour l'hyper
bole , ne diffère que par les signes de celle qu'on a eue pour 
l'ellipse. 

3Û8 . Si de PT on retranche AP, on aura AT ou la dis
tance du sommet au point où la tangente rencontre l'axe. Cette 

distance se réduit à 

3ac). Cette expression d e ^ T n o u s donne lieu de faire quel
ques remarques sur la courbure de l'hyperbole. Nous avons 
vu ci-dessus que chacune des deux branches AMf

 t A M, s'éten
dait à l'infini. Cependant leur courbure est telle, que toute» 



les tangentes, que l'on peut mener à chacun des points de ces 
branches infinies , ne rencontrent jamais l'axe que dans l'in
tervalle compris entre A et C. En effet, si dans la valeur de 
AT on substitue, pour x, toutes les quantités imaginables 
depuis o jusqu'à l'infini, la valeur de AT ne croît que depuis o 
jusqu'à \ a-y car q xand x est infini, le dénominateur -J a -\-x 
doit essentiellement être regardé comme la même chose que a:, 
puisque si l'on conservait alors \ a , ce serait supposer qu'il 
peut augmenter x , et détruire , par conséquent, la supposi
tion qu'on fait que x est infini : or , dans ce cas, la quantité 

AT se réduit à c'est-à-dire , à i 

a" a ) donc la tangente 

à l'extrémité infinie de chaque branche AM et AM\. passe 
par le centre C. Or les branches opposées Bm et Bmf sont 
parfaitement égales à celles-là -, d'ailleurs les points A et B 
sont également distans de C; donc ces mêmes tangentes le 
sont aussi aux extrémités infinies des branches Bm et Bm!. On 
les voit ( F / g . 4 ^ ) représentées par les lignes CX, CY+ 

33o. Ces tangentes s'appellent les Asymptotes de l'hyper
bole : ce sont, comme on le voit , des lignes qui partent du 
centre , s'approchent sans cesse de l'hyperbole, sans pouvoir 
l'atteindre qu'à une distance infinie. Si par le sommet A 
(F/g . 42) , on mène la droite At parallèle à PM,les triangles 
semblables TAt, TPM, donnent 

TPIPM:: TA : At; 
c'est-à-dire, 

ou, en mettant pour y sa valeur 

qui, lorsque x est infini, devient i b ou CD , parce que o r 
doit être supprimé vis-à-yis de xx, et a vis-à-vis de x. Voici 



donc comment on déterminera les asymptotes : on élèvera au 
point A {.Fig. 43) une perpendiculaire AL , que Ton prolon
gera de part et d'autre du point A d'une quantité égale à CD ; 
alors tirant par le centre C et par les deux extrémités L et JJ 
deux lignes droites , elles seront les asymptotes. 

331. Pour avoir l'expression de CT (Fig. 4^) il faut de CA 
retrancher AT, et l'on aura 

qui donne CP : CA :: CA : CT 

332. Si l'on veut avoir l'expression de TM, le triangle 
rectangle TPM donne 

533. Pour avoir l'expression de PI ou de la sous-normale i 

les triangles TPM> MPI, semblables parce que l'angle TMI 
est droit, et que PM est une perpendiculaire abaissée de 
l'angle droit, donneront 

TPiPM:: PM:Pir 

ou 

ou , à cause de 

334. Cherchons maintenant l'équation par rapport au second 
axe DD' ; et pour cet effet, menons la perpendiculaire MPf 

sur ce second axe , et faisant 

MP'-zy': DPf~x'ï 

ou 



on aura 

et par conséquent x — ici', substituant donc , pour x et v> 
ces valeurs dans l'équation (3) du n° 5 s 3 , on aura 

(4) 

d'où l'on, voit qu'il n'en est pas de l'hyperbole comme de 
l'ellipse -, l'équation, à l'égard du second axe , n'est pas sem~ 
blable à celle qu'on a à l'égard du. premier. 

335. Enfin, si l'on veut l'équation par rapport à l'axe AB > 
en prenant les abscisses depuis le centre C , on fera 
CPzzzz-, d'où z—CA-\~APz=.\a-\-x\ donc x = —\a* 
substituant dans l'équation (3) du n° 3 s 3 , on aura 

pour l'équation par rapport au premier axe, les abscisses étant 
comptées du centre. 

Et à l'égard du second axe DD\ si l'on nomme CP\ zr, 

on aura donc 
substituant dans l'équation (4), on aura 

336. Si l'on veut rapporter au centre C % les expressions de 
PT, CT, PI et TM, trouvées ci-dessus, il n'y a qu'à substi
tuer, dans ces expressions, z — {a au lieu de x, et Ton 
trouvera 

Et si Ton prolonge MT jusqu'à ce qu'elle rencontre le 
Als-tbre. T . III. 18 



second axe en T 7', les triangles semblables TPM, 7 7C7T' 
donneront 

ou 

niais 

donc 

Donc CP'lCDi: CDlCT. 

33y. Si par le centre C de l'hyperbole (Fig. 43) on mène 
une droite quelconque MCM'y terminée de part et d'autre à 
l'hyperbole, cette droite s'appelle un diamètre. Toute droite 
mO menée d'un point m de la courbe, parallèlement à la 
tangente en My et terminée au diamètre MM' prolongé, 
s'appelle une ordonnée à ce diamètre, MO et OM' en sont 
les abscisses. Nous allons démontrer que les propriétés des 
ordonnées mO y à l'égard des diamètres terminés à la courbe, 
sont les mêmes que celles des ordonnées PM à l'égard du 
premier axe. Menons des points m et O les perpendiculaires 
mp et OQ sur l'axe AB y et du point m menons mS parallèle 
à AP\ m\tPM—yy CP—z, Qp=zg, CQz=ky nous aurons 

Les triangles semblables CPM, CQO donnent 

c'est-à-dire , 

Les triangles semblables TPM, mSO donnent PT'.PMl ImS 
ou QplSO) c'est-à-dire ( 3 3 6 ) , 

Donc 

or puisque le point m appartient à l'hyperbole t il faut (3a3) 



que Cette proportion 
donne 

( 0 

équation qui va nous servir à démontrer la propriété dont 
il s'agit. Mais auparavant nous ferons observer que si de part 
ou d'autre du centre C , on prend sur l'axe AB la partie CR 
qui soit moyenne proportionnelle entre BP etAP, c'est-à-dire, 

telle que et qu'ayant élevé la 
perpendiculaire RN', terminée en N' par la ligne NN', menée 
par le centre C parallèlement à TM, on fasse CN~ CN', 
alors NN' est ce qu'on appelle un diamètre conjugué au 
diamètre MM'', et le paramètre du diamètre MM' est une 
troisième proportionnelle à MM' et NN'. Revenons mainte
nant à notre objet ; soit 

et 

Les triangles semblables CPM, CQO donnent 

c'est-à-dire , 

Les triangles mSO et CN'R, semblables à cause des côtés 
parallèles , donnent 

ou 

Donc 

Donc 

Mettant ces valeurs de g-2 et k*, dans l'équation (1), on 

trouvera ( 2 ) équation semblable à 

celle qu'on a eue pour le premier axe. 

338. y' — o , donne z' — ±1 £ a' \ la courbe rencontre donc 
la ligne MM', en deux points opposés M et M', éloignés du 



centre, chacun de la quantité \d', ou CM) ainsi tous les dia
mètres sont coupés en deux parties égales au centre. 

339. L'équation ( 2 ) donnant deux valeurs égales et à& 
signe contraire, pour y', fait voir que si l'on prolonge mO de 
manière que Omf— Om, le point m appartiendra à la courbe ; 
chaque diamètre MM' coupe donc en deux parties égales les 
parallèles à la tangente qui passe par son origine M. 

340. La même équation d o n n e y r y ' \ z z ! — \ a ' a r \ \ W \ a ' a r

y 

ou c'est-à-dire que, le quarré 
d'une ordonnée quelconque mO à un diamètre, est au produit 
MO X OM' de ses deux abscisses, comme le quarré du dia~ 
mètre conjugué, est au quarré de ce premier diamètre. 

34 i . Si du centre C on abaisse sur TM la perpendiculaire 
CF, les triangles semblables CFT, TPM, donneront. . . . > 

TM:PM::CTlCF, et par conséquent Les 

triangles semblables CRN', TPM donneront 

PT : TM y.CR: CNr ou CN- donc donc 

donc or 

(557), (356) 

substituant ces valeurs , on 

t r o u v e , CFxCN'—\ab ; or si l'on prolonge MT jusqu'à 
l 'asymptote, en / , MI sera égal à CN, comme nous le verrons 
ci-dessous, et CIMN sera , par conséquent , un parallélo
gramme, dont la surface sera = C F x MTzzzz CFX. CN, donc 
quelque part où soit le point M, le parallélogramme CIMN 
géra toujours égal en surface au rectangle des deux demi-
axes , c 'es t -à-di re , à £ f l X i £ ou ~ab. 



342. Les triangles semblables TPM et CRN' donnent 

TP : PM : : CR : RN' ; donc et 

après avoir substitué les valeurs algé

briques et fait les réductions 3 or les triangles rectangles CPM 

et CRN, donnent CM — CP*+ PM\ et CÏV^ou 

CN — CR + RN] ; donc ~CM — C Ï v W CP + PM 

— CR — RN' -, substituant dans le second membre, au lieu 
des lignes qui y entrent, leurs valeurs algébriques trouvées 

ci-dessus , on aura , après les réductions faites, CM — CN 
z=zjaa — \bb\ c'est-à-dire, que la différence des quarrés de 
deux demi-diamètres conjugués quelconques, est toujours la 
même, et est égale à la différence des quarrés des deux demi~ 
axes. Ainsi, dans l'hyperbole équilatère, chaque diamètre 
est égal à son conjugué. 

343. Si dans CN = CR + RN', on substitue pour CR 
—a 

et RN leurs valeurs algébriques, on aura 

or nous avons trouvé ( 336 ) , 

donc 

mais les triangles semblables MPT et MP'T 

donnent , donc 

donc ou mais 
si 1 on nomme p le paramètre du diamètre MM'} on aura 

zCM : zCN : : o,CN : p', et par conséquent CN — x~p' x CM% 

donc TM x T'M~{pf

 X CM, d'où CM: TM::T'MVzp' 

344. De là on peut conclure la méthode suivante peur avoir 
les axes de l'hyperbole, et par conséquent pour décrire cette 



courbe, lorsqu'on ne connaît que deux diamètres conjugués 5 

et l'angle qu'ils font entr'eux. On prendra sur MC (Fig. 44) 
une ligne MH — \p'y et sur le milieu J de CH on élèvera 
une perpendiculaire JK, qui coupera en quelque point K la 
ligne MT', menée par le point M parallèlement au conjugué 
JVN'. De ce point K, comme centre, avec un rayon égal 
à la distance de K à C , on décrira un cercle qui rencontrera 
MT' aux deux points T et T't par lesquels et par le centre 
C tirant TC et CT'> ces lignes seront les directions des 
axes ; car il est clair, i°. que l'angle TCT' sera droit, puisque 
3a circonférence passe par le point C , et qu'elle a TT' 
pour diamètre j par la nature du cercle, on a (Géom. 127) 
CM : TM\\ MTr : MH ; donc puisqu'on a fait MH= \p\ 
on a CM: TM\ \ T'M \ \p. Ayant ainsi déterminé les direc
tions des axes, on en déterminera la grandeur en abaissant 
du point M les perpendiculaires MPy MP', et prenant CA 
moyenne proportionnelle entre CP et CT, et CD' moyenne 
proportionnelle entre CP' et CT'; c'est une suite des expres
sions que no*s avons trouvées (336) pour CT et CT'. Quand 
Jes deux diamètres conjugués que l'on connaît sont égaux , 
alors le paramètre leur est égal aussi, ce qui rend MH— MC. 
Les deux points de section H et C se confondant alors, MC 
est une tangente au cercle; ainsi il faut tout simplement, 
pour avoir le centre K, élever sur CM une perpendiculaire 
au point C. 

De VHyperbole .entre ses asymptotes. 

345. L'hyperbole considérée , par rapport entre ses asymp
totes , a quelques propriétés d o n t la connaissance peut être 
utile ; nous allons les exposer. Il faut se rappeler ici comment 
on détermine les asymptotes. (Voy. 33o.) Nous allons rap
porter chaque point E de l'hyperbole (Fig. 4 5 ) aux deux 
asymptotes; CLO, CL'o, en menant la ligne EQ parallèle 
a l'une d'entr'elles, et nous chercherons la relation qu'ont entre 
elles les lignes EQ et CQ. Pour trouver cette relation , nous 
mènerons par le point quelconque E, la ligne OEo parallèle 



au second axe DD', et la ligne ES parallèle à CLO\ par le 
sommet A ndus tirerons AG , parallèle à CL'o. Soit 

Les triangles semblables CPO , CAL, donnent CAlALlZ 

d'où donc et Eo 

donc en mettant 

pour sa valeur donc, 

propriété qui appartient à tout point de l'hyperbole , puisque 
le point E a été pris arbitrairement. 

346*. Les triangles QEO, ESo et AGL, semblables entre 
eux , donnent AL: AG:: EO:EQ, et AL \GL\\ EolES : 
donc multipliant ces deux proportions par ordre , afin d'y 
introduire EO X Eo dont on a la valeur , on aura 

AL: AG X GL : : EO X Eo \ EQ X ES , c ' e s t - à - d i r e , 
~ bb : mn \ \ \ bb \ ut ; donc ut — mn -, équation à l'hyperbole 
entre ses asymptotes. Ainsi en quelque point E que ce soit 
de l'hyperbole , on a toujours EQ XES, ou plutôt 
J E Ç X CQ — AG X GL. Or si l'on suppose que le point E 
tombe en A, CQ devient CG t et QE devient AG ; on a donc 
CG X AG = AG X GL-y donc CG — GL. Mais le point G 
se trouvant, par là , être le milieu de CL, on doit avoir 
CG — AG— GL) car le cercle décrit sur GL comme diamètre, 
lequel aurait par conséquent CG pour rayon, passerait par le 
point A, à cause de l'angle droit A\ on a donc m—n, et 

— - a 
par conséquent û  = m 2 = CG. Ce quarré constant m a ou 

CG , auquel le produit ut ou CQxQE est toujours égal , 
s'appelle la puissance de l'hyperbole. 

347. D e l à propriété que nous venons de démontrer, on 
peut déduire cette autre : d'un point quelconque E de l'hyper-



bole y si l'on tire, de quelque manière que ce soit, une droite 
REr terminée aux asymptotes, les parties R.E , mr, intercep
tées entre la courbe et les asymptotes , seront égales. Car si 
par le point m on mène JimH parallèle à OEo, les triangles 
semblables REO et Rmiï donnent ERlRml \EO l H m -7 et les 
triangles semblables rhm et roE donnent Er l mr : : Eo mh ; 
multipliant ces deux proportions par ordre, on aura 

or les deux produits EO X Eo et IIm X mh sont égaux chacun 

à CD'(345); donc ER X Er—Rm X mr'•, ou 
£ 7 i X (JS'ffi + mr)—(ER-\-Em) X ror ; fai'-ant les multiplica
tions indiquées, et supprimant, de part et d'antre, ERXmr, 
on aura £72 X Em -=zEm X donc £7x = 7727*. 

348. De là on conclura que toute tangente Tt à l'hyper
bole , terminée aux asymptotes, est divisée en deux parties 
égales au point de contact M. 

349. Si , par le point M, on tire IM parallèle à DD- , 
et si par un point quelconque E , on tire REr parallèle à 
la tangente 7Y , les triangles semblables TMI et REO donne
ront TM l IM 11 RE : EO ; et: les triangles semblables Mit, 
Eor donneront Mt ou TM\Mi\\Er\Eo\ multipliant ces 
deux proportions par ordre, on aura 

W : MIX Mi : : RE X £/* : £ 0 X Eo ; or les deux pro

duits MIxMi et EO XEo sont chacun égal à CD ; donc 

7 ^ 7 = £ X Er. 

35o. Si du centre C on mène le diamètre CMF", il 
divisera en deux parties égales la ligne Rr parallèle à Tt , 
puisque (348) il passe par le milieu M de 7'£ ; nommant donc 
CM, \ a'; TM, CV, z ; l'ordonnée VE,y\ les triangles 
semblables CMT, CFR, donneront CM\MT\CV\VR, 

ç'est--à-3ire ; \a! ou ç 7 : q : : a' : donc 



et donc , puisque . 

on aura or 

substituant, on aura . 

d'où c'est-à-dire, 

MT— CN, CN étant le demi-diamètre conjugué de CM , 
c'est ce que nous avons promis (340 de démontrer. On a 
donc {Fig. 43)MI = CN. 

351. On a donc aussi, pour toute droite REr parallèle au 

conjugué CN ( Fig. 45), RE X Er = CN. 

352. On voit donc que, connaissant deux demi-diamètres 
conjugués CM, CN (Fig. 46) , et l'angle qu'ils font entre 
eux, il est très-facile de décrire l'hyperbole par des points 
trouvés successivement. En effet, ce qui a été dit (348et35o) 
fait voir qu'en menant par l'origine M du demi-diamètre CM 
la ligne TMt parallèle à CN, et prenant de part et d'autre 
du point M les parties MT, Mt égales chacune à CN, si 
par le centre C on tire les lignes CT et Ct, elles seront les 

asymptotes. Et ce qui a été démontré (347) ^ a i t v 0 * r c l u e s* » 
par le point M, on tire arbitrairement tarit de droites PMQ, 
MPQ qu'on voudra, et qu'on fasse sur chacune P0 = MQ, 
les points O , trouvés de cette manière , appartiendront tous 
à l'hyperbole cherchée. On peut ensuite faire servir chaque 
point O à en trouver d'autres tels que V, V, etc. , en tirant 
les droites ROS, ROS , etc. et faisant SV = RO. 

353. On voit aussi par là comment, entre deuxlignes donnée* 
pour asymptotes , on peut décrire une hyperbole qui passe par 
un point donné entre ces lignes. 

354. Enlin, en divisant l'angle des asymptotes et son supplé
ment, chacun en deux parties égales, on aura les direction» 
des deux axes, dont on déterminera la grandeur comme il a 



été dit (p44) 5 c e qui donne un second moyen de résoudre la 
question dont il s'agissait au même endroit. 

De la Parabole. 

355. Il s'agit maintenant de trouver les propriétés de la 
courbe dont chaque point serait aussi éloigné d'un point fixe /** 
{Fig. 47) que d'une droite XZ dont la position est connue, 
c'est-à-dire, d'une courbe tel le , que pour chaque point MIT 

abaissant la perpendiculaire MH, on ait toujours MF=zMil. D u 
point F menons F/^perpendiculaire sur XZ, et partageons 
FF'en deux parties égales en A , A sera un point de la courbe, 
puisque AV—AF; ce point est le sommet. Pour trouver les 
propriétés de cette courbe qu'on appelle une parabole, nous 
allons chercher une équation qui exprime la relation entre les 
perpendiculaires MP , abaissées sur FF', et leurs distances* 
AP au point A. Nous nommerons donc AV ou AF, c ;; 

-AP t ce; PM, y ; alors nous aurons 
VP~AV+AP—c+x—MH\ et puisque MF=MH,nou& 
aurons aussi MF=c + x; d'ailleurs FP z=zAP—AF=x—c; 

or le triangle rectangle FPM donne FP+ITM — FM; donc 
xx—Qcx-±-cc-\-yy = cesex + xx ; donc transposant et: 
réduisant, yy=:4cx; c'est là l'équation de la courbe, et: 
voici ce qu'elle nous apprend. 1°. Cette équation donne 

donc, pour une même valeur de x~AP, on a 
deux valeurs égales àey ou PM; mais comme Tune est posi
tive, et l'autre négative, elles s'étendent à droite et à gauche 
de la ligne indéfinie API quon appelle Y axe , c'est-à-dire , 
qu'elles sont PM et PM'-? la courbe a donc deux branches 
AM, AM', parfaitement égales et qui s'étendent à l'infini, 

puisqu'il est clair que plus x augmentera , plus et , 
par conséquent ,y augmentera. 2°. Si 1 on fait x négatif, on 

aura c'est-à-dire , imaginaire ; la courbe ne 
s'étend donc point au-dessus du point A. 3°. Si l'on fait x~c , 
pour avoir l'ordonnée qui passe par le point F qu'on appelle 

le foyer, on a c'est-à-dire, que Fm"=z2c; 



donc m"mw = 4c" Cette ligne m"m'" qui passe par le foyer, 
est ce qu'on appelle le paramètre de l'axe de la parabole. 
Ainsi le paramètre de taxe de la parabole est quadruple de la 
distance AF du sommet au foyer. 

4°. Donc si l'on nomme p ce paramètre, on aura 4 c = p , 
et l'équation de la parabole deviendra par conséquent yy = px. 

356. Ayant l'équation d'une parabole , il est aisé de décrire 
cette courbe par des points trouvés successivement, en donnant 
successivement à x plusieurs valeurs, et calculant les valeurs 
correspondantes de y. 

357. On peut encore la décrire par points de cette autre 
manière : ayant choisi le point A que l'on veut prendre pour 
sommet, et la ligne indéfinie TTTqui doit être la direction de 
l'axe , on prendra les parties AV, AF égales chacune à \ p r 

îe point F sera le foyer, alors on élèvera sur chaque point 
de Taxe des perpendiculaires indéfinies MM', et traçant du 
point F, comme centre, et de la distance FP comme rayon , 
deux petits arcs qui coupent chaque perpendiculaire en deux 
points M e t M', ces points seront à la parabole, puisque FM7 

qu'on fait par là égal à VP , sera égal à MH, en imaginant la 
droite /^perpendiculaire à l'axe. Cette droite XVH s'appelle 
la directrice. 

358. Enfin on peut décrire la parabole par un mouvement 
continu , en employant une équerre FIJf ; on attache sur un 
point quelconque f d'une des branches de cette équerre , 
l'extrémité d'un fil de longueur égale à fH ; et ayant fixé 
l'autre extrémité au point F, on applique par le moyen d'un 
style M, une partie du fil contre fH\ et tenant toujours le 
lil tendu , on fait glisser l'autre côté de 1*équerre le long de 
ZX\ le style M> dans ce mouvement, trace la parabole MA. 

359. L'équation yy — px , nous apprend que, pour chaque 
point My le quarré de l'ordonnée MP est égal au produit de 
Vabscisse correspondante par le paramètre. On voit dans cette 
même équation , que les quarré s yy des ordonnées sont entre 



eux comme les abscisses x , c'est-à-dire que 

car et 

donc 

L'équation de l'ellipse trouvée (235), e s t . . 

si l'on y suppose que le grand axa 

a est infini, alors xx doit être supprimé comme incapable de 
diminuer ax; il en est de même de 4CC à l'égard de 4 a c > 

l'équation se réduit donc à yy c'est-

à-dire , yy z=z 4cx} qui est l'équation à la parabole. La para
bole n'est donc qu'une ellipse dont le grand axe est infini. 

3$o. Si , après avoir joint les points F et II par la ligne Fff, 
on mène du point M, sur cette ligne, la perpendiculaire MOT, 
cette dernière sera tangente à la parabole , c 'est-à-dire, ne la 
rencontrera qu'au seul point M. En effet, d'un autre point 
quelconque iVde cette ligne, menons NF y NHet la ligne NZ 
perpendiculaire sur XZ-y si quelqu'autre point tel que N de 
cette ligne pouvait appartenir à la parabole , il faudrait que 
NF = I\Z' -, or NZ est plus petit que NH qui , en vertu de 
la construction , est égale à NF. 

361 . L'angle FMO é t an t , par cette construction, égal à. 
OMH, lequel est égal kfMN, il s'ensuit que FMO est égal à 

fMN-? donc les rayons de lumière partis du point F et tombant 
sur la concavité MAMf se réfléchissent tous parallèlement à 
l ' axe ; et réciproquement les rayons qui arrivent parallèlement, 
à l'axe , vont tous se rassembler au foyer F. 

362. La ligne Mil étant parallèle à VP, les triangles HMOt 

7'O F sont semblables , et de plus égaux, puisque 110 est égal 
à OF-, donc FT = MII = PF — x -f- c ; par conséquent , 
PT— FT-j-FP —x -f- c-\-x — c — o,x\ donc la soutangente 
1?T de la parabole est double de l'abscisse AP. (Voyez la note). 

Si du point I f , o n mène la perpendiculaire MI s u r 363 



la tangente TM, les triangles semblables %PM, PMI donne

ront TP\PM\\PM\PI, c'est-à-dire, 

o u , parce que y* = px, La sous-normale de 

la parabole , est donc la même pour chaque point, et est égale 
à la moitié du paramètre. 

564- On emploie la parabole pour tracer le maître couple 
des vaisseaux auxquels on veut donner beaucoup de façons. 
On décrit un rectangle ABCD (Fig. 4 8 ) dont la longueur 
AB est celle du Bau, et la hauteur est le creux du navire : 
de part et d'autre du milieu E de DC, on prend EQ, EH 
égales chacune au demi-plat de la varangue , et ayant mené GM 
etHL , perpendiculairesà DC et égales chacune à l'acculement, 
on décrit deux paraboles égales AM, BL qui aient leurs som
mets en A et en B , pour axe commun la ligne AB, et dont la 
première passe par M et la seconde par L. Pour pouvoir tracer 
ces paraboles, il faut connaître leur paramètre; or si l'on pro
longe GM jusqu'à ce qu'elle rencontre AB en P , alors MP 
sera une ordonnée, et AP l'abscisse correspondante; mais l 'é
quation yy = p x , faisant voir que l'ordonnée est moyenne pro
portionnelle entre l'abscisse et le paramètre , nous indique que 
pour trouver le paramètre , on peut tirer AM et à son extrémité 
My élev«r une perpendiculaire MK qui rencontrera AB au 
point K , et déterminera KP pour ce paramètre; car à cause 
de l'angle droit AMK , la perpendiculaire PM est moyenne 
proportionnelle entre AP et PK. Ayant déterminé ainsi le 
paramètre , il sera facile d'avoir tant de points de la parabole 
que l'on voudra par la méthode donnée (357). Lorsque ces 
paraboles sont tracées, on achève le plat de la varangue , en 
employant deux arcs de cercle dont l'un MO tourne sa con
vexité en bas, et l'autre OS la tourne en haut; mais il faut , 
non-seulement , que les deux arcs MO et OS se touchent, ce 
qui est aisé d'après ce qui a été dit en Géométrie (4G) ; il faut 
encore que MO touche la parabole en M\ c'est ce qui aura lieu 



si le centre de l'arc MO est en quelque point R de la perpendi
culaire MI à la parabole; or nous venons de voir (363) que 
pour déterminer cette perpendiculaire , il fallait prendre la sous 
normale PI égale à la moitié du paramètre ; il n'y aura donc 
qu'à tirer du point M, au milieu I de PK, la ligne MI, et 
prendre le centre de l'arc MO sur cette droite MI. On prend 
ordinairement ce centre de manière que le point O où l'arc MO 
rencontre la ligne MS tirée au bord S de la quille, soit Te 
milieu de MS ; c'est pourquoi ayant pris MF et FO égales 
chacune au quart de MS, on élèvera du point F sur MS la 
perpendiculaire RFqui déterminera le centre R de l'arc M O , 
puis par le point R et le point O , l'on tirera RO que l'on pro
longera de la quantité OT égale à RO ; et le point F sera le 
centre de l'arc OS; ensorte que les deux arcs MO et OS se 
toucheront en O , et le premier touchera la parabole en M. 
L'autre moitié s'achève de même. 

365. Toute ligne MX (Fig. 4q ) tirée d'un point M de la L 
parabole , parallèlement à l'axe AQ, s'appelle un diamètre; 
chaque diamètre a son paramètre, qui est en général le quadru
ple de la distance MF de l'origine de ce diamètre au foyer. 
Toute droite m O menée d'un point m de la parabole, parallèle
ment à la tangente TM qui passe par l'origine ou le sommet M 
de ce diamètre , s'appelle une ordonnée à ce diamètre. Nous 
allons voir que les ordonnées à un diamètre quelconque, ont 
la même propriété que les ordonnées à l'axe. Menons l'or
donnée MP à l'axe, et des points m et O menons-lui les pa
rallèles mp, O Ç ; enfin du point m menons mS parallèle à l'axe. 
Nommons AP , x ; PM, y ; Qp , g\ AQ, k. Nous aurons 
Ap~k—g-. Les triangles semblables TPM, mSO donnent 

c'est-à-dire, donc 

or puisque le 

point m appartient à la parabole, il faut (35$) que 



c'est-à-dire, 

d'où 

Soit et Nous aurons 
donc et par 

conséquent ou mais le triangle rectangle 

donne ou 

Mettant pour gg sa valeur ^xxf, et pour yy sa valeur px, on 
trouvera (i\x-\-p>)xf ~yy'. Mais si on appelle// le paramètre 
du diamètre MX, on aura pf /^FM — ^x-^-4C~ 4X"^P : 

donc enfin prx' —y'yr. L'équation à l'égard d'un diamètre quel
conque , est donc la même qu'à l'égard de l'axe. Le quarré 
de lyordonnée mO à un diamètre quelconque M X , est donc 
égal au produit de l'abscisse par le paramètre de ce diamètre ; 
et les quarrés des ordonnées à un diamètre quelconque de la 
parabole sont entreux comme les abscisses correspondantes. 

366. Il suit de tout ce qui précède , que si l'on veut décrire 
une parabole qui ait une ligne indéfinie MX pour diamètre, une 
ligne donnée pf pour paramètre de ce diamètre, et dont les or
données fassent un angle donné avec ce même diamètre, on 
tirera par l'origine M une ligne NMTy dont l'angle NMXawec 
la ligne MX soit égal à l'angle donné. Par le même point M, 
on mènera MF faisant de l'autre part avec MT l'angle FMT 
égal à NMX, et ayant fait MF—±p', le point F sera le foyer 
de la parabole (36i et 365) ; tirant donc par le point F la ligne, 
indéfinie TFQ parallèle à MX, et qui rencontre MT en T, 
ce sera la direction de l'axe, dont on déterminera le sommet^ 
en abaissant la perpendiculaire MP, et partageant PT en 
deux parties égales en A (362). Alors ayant le foyer et le 
sommet, il sera facile de décrire la parabole (35/ et 358). 

367. Les trois courbes que nous venons de considérer succes
sivement, ont été nommées sections coniques, parce qu'on les 
obtient en coupant un cône par un plan. Par exemple; on a 



l'ellipse AMmBA (Fig. 5o) si l'on coupe le cône CHI par 
un plan AMBA, de manière que ce plan étant oblique à la 
la base du cône, rencontre d'ailleurs les deux côtés CHy CI9 

au-dessous du sommet C : il faut seulement en excepter le cas 
où ce plan ferait avec le côté CI, l'angle CAB igal à celui 
que fait l'autre côté CH avec la base ; dans ce cas la section 
serait un cercle. Si le plan coupant ne rencontre l'un des côtés 
CH y qu'autant que celui-ci sera prolongé au-dessus du sommet 
C, on a l'hyperbole AMm (Fig. 5 i ) . Enfin on a la parabole, 
si le plan coupant est parallèle à l'un CH des côtés du cône 
{Fig. 5 Q ) . En voici la démonstration. Concevons que par l'axe 
d'un cône (droit ou oblique) CHI, on fasse passer un plan per
pendiculaire à la base du cône, la section sera un triangle. 
Coupons maintenant le cône par trois plans A Mm, FMGt Hml 
perpendiculaires à ce triangle -, les deux derniers seront pa
rallèles à la base et les sections FMG , Hml seront des cercles 
{Géom. 199) qui rencontreront la section AMm en M et en m. 
Les intersections FG, HI des plans de ces cercles, avec le triangle 
par Taxe, seront les diamètres de ces mêmes cercles. Les inter
sections PMy pm, de ces cercles, avec le plan AMm seront 
{Géom. 188) perpendiculaires au plan du triangle par l 'axe, 
et seront en même temps orcfonnées de ces cercles et de la sec
tion AMm. Cela posé, les triangles semblables APG, Api, 
donnent AP l Ap \ \ PG ! pi et les triangles semblables BFP, 
BHp donnent PB IpB y.FP : Hp ; d'où 

or par la nature 

du cercle et donc 

donc les quarrés des or-» 
données de la section AMm sont entr'eux comme les produits 
des abscisses; or ces abscisses tombent de différens côtés de 
l'ordonnée {Fig 5o) et d'un même côté (Fig. 5i ) ; dono 
AMm {Fig. 5o) est une ellipse et (Fig. 5i ) une hyperbole. 
Quant à la figure 5a , en supposant les mêmes choses que c i -

dessus , on a ou à cause des 
parallèle* 



parallèles Pp , FH, et FP, Hp qui donnent 

donc 

FPXPG'.FPXpP. IPG:pi\\AP\ AP) à cause 
des triangles semblables APG, Api \ donc les quarrés des 
ordonnées sont entre eux comme les abscisses; donc la courbe 
est une parabole. 

Réflexions sur les Equations aux Sections coniques. 

368. 11 suit de ce que nous avons démontré (3o8), que si dans l'ellipse on 
représente par x l'abscisse CO (Fig' 3 8 ) , comptée du centre sur le diamètre 

MM', y l'ordonnée m O parallèle au diamètre conjugué 

on aura pour l'équation à ce diamètre, 

quelque angle que fassent d'ailleurs ces deux diamètres conjugués. Et s i , par 
le point m, on mène mO', parallèle à MM', et qui sera alors une ordonnée 
au diamètre JYJV' alors nommant CO', a y ; et mO',y', on aura yz=x', et 

et l'équation deviendra d'où 

C'est-à-dire , qu'en prenant les abscisses du centre, 

l'équation, par rapport à quelque diamètre que ce soit , est toujours de même 
forme, tant qu'on prend les ordonnées parallèles au diamètre conjugué. 

S i b est égal à a, l'équation devient que nous avons 

vu (284) appartenir au cercle. Mais il faut bien faire attention que c'est en. 
supposant les ordonnées perpendiculaires au diamètre ; car lorsqu'elles font 

tout autre angle qu'un angle droit', l'équation appartient 

à l'ellipse rapportée aux diamètres conjugués égaux. 

Pour l'hyperbole , si l'on nomme x l'abscisse CO (Fig. 4 3 ) , prise depuis 
le centre sur le diamètre MM' terminé à la courbe, et y l'ordonnée mOp 

parallèle au diamètre conjugué . CN ou CN' on 

aura (337) yy pour l'équation à ce diamètre, quel que 

soit d'ailleurs l'angle compris -entre les deux diamètres conjugués. Mais si 
menant , par le point m', la ligne m'O', parallèle au diamètre CM, on 
n o m m e , / la ligne ?nO', qui est alors une ordonnée au diamètre NJS', et 
si l'on fait l'abscisse CO' = x', on aura x' = y-, ety'=zx, ce qui changera 

T équation en d'où l'on voit que l'équation, par 

Algèbre. T . III. 19 



rapport an diamètre conjugué 2VJV', n'est pas semblable à celle qne Von 

trouve pour le diamètre MM' termine à la courbe. 

A l'égard de la parabole, nous avons vu (365) qu'en prenant les abscisses 
sur un diamètre quelconque, depuis l'origine de ce diamètre, et menant les 
ordonnées parallèles à la tangente au sommet de ce diamètre, l'équation était 
toujours yy—px, y étant l'ordonnée, x l'abscisse, et p le paramètre de 
ce diamètre. 

Enf in , à l'égard de l'hyperbole considérée par rapport à ses asymptotes, 
en prenant les abscisses depuis Je centre, sur une des asymptotes, et les or
données parallèles h l'autre asymptote, nommant les premières x, les se
condes y, et aa la puissance de l'hyperbole,' l'équation de l'hyperbole sous 
ce dernier aspect est xy=aa. 

36g. Mais il faut bien remarquer que pour que ces équations se rapportent 
aux deux lignes ou axes dont on est convenu, il est essentiel que l'une des 
indéterminées , y, par exemple, se compte depuis la ligne même sur laquelle 
on prend les x , car on pourrait avoir une équation de quelqu'une des 
formes que nous venons de parcourir, et qui cependant ne se rapporterait 
point aux diamètres conjugués, si cette équation est à l'ellipse ou à l'hyper
bole , ou qu i , lorsqu'elle appartient à une parabole , n'exprimerait point la 
relation entre les abscisses et ce que nous avons appelé jusqu'ici les ordonnées ; 
par exemple (Fig. 53) si CM', CJVsont deux diamètres conjugués de l'el

lipse , à l'égard desquels on ait l'équation 

<:tant :±a; CJV, \ b , CQ,x,et QM,y si par le centre C on tire une droite 

indéfinie FCE qui rencontre les ordonnées QM en E, si l'on nomme les 
lignes CE, z \ qu'enfin par un point B pris à une distance connue BC=in 
o n mène BF parallèle à QM, et qu'on nomme CF, n ; alors les triangles 

femblables CBF> CQE donnent m : n : : x l z ; donc si on subs

titue cette valeur de a: dans l'éqaaiion ci-dessus , elle donnera 

équation de même forme, mais que Ton aurait 

tort , comme on le vo i t , de regarder comme appartenant aux diamètres 
conjugués; car les abscisses z étant prises sur CE, les ordonnées y ou QM 
*>e comptent du point Q, où la ligne EM, parallèle à CJV, rencontre CM'. 

3^0. O n voit donc , en général, i ° . que si Fou a une équation du second 
degré à deux indéterminées x et y , et si l'une des indéterminées se compte 
depuis la ligne sur laquelle on prend l'autre , cette équation appartiendra à 
l'ellipse rapportée à ses diamètres conjugués, ou au cercle, si ne renfermant 
d'autres puissances de x et de j que les quarrés, ces deux quarrés se trou
vent avec différens signes dans différens membres, et si en même temps la 
quantité toute connue qui se trouve dans mi mémo membre avec le quant: 



*]tti aura le signe —> a elle-même le signe -f- ; car si l'on avait, par exemple, 

cette équation n'exprimerait aucune ligne possi

ble, puisqu'elle donne quantité absurde (97), 

37t . 2 ° . Si les deux quarrés yy et xx, passés dans différons membres , 
ont le même s igne , et s'il n'y a d'autres puissances de x et de y que ces 
quarrés, l'équation appartiendra toujours à une hyperbole , laquelle sera 
rapportée à un diamètre terminé à la courbe ou à son conjugué, selon que 
le terme tout connu aura le même signe que les quarrés xx et yy, ou des 
signes différens. 

372. 3°. Si réqnation ne renferme que l'un des quarrés et n'a que deux 
termes , dont le second soit le produit de l'autre indéterminée par une quan
tité connue , elle appartiendra à une parabole rapportée à l'un de ces dia
mètres , si ces deux termes placés dans différens membres ont le même s igne; 
mais s'ils ont différens s ignes, l'équation n'exprime aucune ligne possible. 

373. 4°- Enfin si l'équation n'ayant que deux termes, l'un est le produit 
des deux indéterminées x et y, et l'autre une quantité toute connue, elle 
exprime une hyperbole rapportée à ses asymptotes. 

374. Telles sont les équations aux sections coniques rapportées aux diffé
rentes lignes avec la condition exprimée (370). ! \ous en verrons l'usage dans 
peu ; mais il n'est pas inutile de dire d'avance que toutes les fois qu'on aura 
une équation à deux indéterminées x et r» qui aura les conditions que nous 
venons d'exposer, il sera toujours facile de construire la section conique 
a laquelle elle appartiendra , et cela en se conduisant comme dans cet 
exemple. 

Supposons qu'on ait l'équation ncd—^qyy—gxx, je récrirais a ins i , 

; o r , sous cette forme, je vois ( 5o8 et 370) que cette 

équation appartient à une ellipse dont le rapport des quarrés des deux dia

mètres conjugués est 
g9 

et dont le quarré de celui de ces diamètres sur: 

lequel les x sont comptés , est J'ai donc et Ce 

qui détermine les deux diamètres conjugués a et Q u a n t a l'angle qu'ils 
font, c'est celui des lignes x et y, angle qui est censé connu par la question-
Or nous avons vu (3i5) comment , connaissant ces trois choses , on peuC 
décrire l'ellipse. On se conduira de même pour les équations aux autres 
sections, lorsqu'elles se rapporteront a quelques-unes de celles que nous avons 
exposées ci-dessus. Nous allons voir qu'en général toute équation du second, 
degré, à deux indéterminées, exprime toujours une section couique , ou 



n'exprime aucune ligne possible (*) ; et cela se démontre en faisant voir qns 
tonte équation pareille peut toujours être ramenée à quelqu'une de celle3 
que nous avons données ci-dessus. Mais pour répandre plus de jour sur la 
méthode dont nous allons faire usage et sur les constructions auxquelles elle 
conduit , il est h propos de placer ici les réflexions suivantes. 

3;5 . Puisque toute question qui peut être résolue par l'Algèbre, conduit 
toujours à une ou à plusieurs équations, toute équation à deux indétermi
nées , u et t , peut toujours être considérée comme venant d'une question 
où ces deux indéterminées u et t représentaient les deux inconnues. Quelle 
qu'ait été cette quest ion, on peut toujours considérer l'équation comme 
exprimant la nature d'une courbe, et cela est bien facile à concevoir; car 
si l'on donne arbitrairement et successivement à l'une des deux inconnues , 
à u , par exemple, plusieurs valeurs, et qu'à l'aide de l'équation et des 
règles de l'Algèbre on calcule à chaque fois la valeur de t, il est évident 
que rien n'empêche de marquer sur une ligne indéfinie AR (Fig 5 3 , 5-f 
et 55 ) les valeurs AP, AP, etc. , qu'on a données à u, de mener par les 
points P, P, etc. des lignes PM, PM, etc. , parallèles entre elles et sous 
tin angle déterminé, et de faire ces dernières égales aux valeurs correspon
dantes qu'on a trouvées pour t : la suite des points M, M, etc. déterminés 
de celte manière , formera une courbe dont la nature dépendra du rapport 
des lignes AP et PM', et puisque ce rapport est exprimé par l'équation 
dont ces lignes ont été déduites , cette équation exprime donc la nature de 
cette courbe. Cela posé, concevons que la courbe soit une section conique : 
11 est clair q u e , comme dans la question qui a donné cette équation, on 
ignorait , ou l'on pouvait ignorer totalement si un pareil usage de cette 
équation donnerait une section conique, on n'a pas cherché à disposer les 
lignes AP et PM, de manière que l'une ayant sa direction sur un diamètre, 
l'autre fût parallèle à la tangente menée par le sommet de ce diamètre, ce 
qui est d'abord nécessaire pour que l'équation ait l'une des formes ci-dessus. 
O n voit donc par là comment il peut se faire qu'une équation , quoique 
n'ayant pas l'une de ces formes, appartienne néanmoins à une section 
conique. 

376. Voyons donc maintenant comment on peut ramener toute équation 
du second degré , et qui renferme deux indéterminées , à avoir l'une des 
formes sous lesquelles se présentent les équations des sections coniques , 
rapportées aux lignes que nous avons fixées (368). 

377. La méthode que nous allons exposer, suppose qu'on sache faire 

(*) Il faut seulement en excepter les cas où elle serait le produit de deux 
facteurs du premier degré, tels que ax-^by^-c et dx -h-J'y-h g J mais alors 
elle n'est pas réellement du second degré. ] \ous n'examinerons pas ici cette 
espèce d'équation, 



disparaître le second terme dans une équation du second degré a une in
connue. La règle pour cette opération est simple : il faut , après avoir dé
gagé le quarré de l'inconnue , faire la somme de cette inconnue plus la 
moitié du coefficient du 2 e terme , pris avec son signe, et égaler cette 
somme à une nouvelle inconnue. Par exemple , pour faire disparaître le 

second terme de l'équation je fais d'où 

substituant cette valeur de x dans l'équation proposée, j'ai équa

tion qui n'a plus de second terme. 

378. On peut même , si on le v e u t , égaler l'inconnue augmentée de la 
moitié du coefficient du second terme, non à une inconnue simple, mais 
à une inconnue multipliée ou divisée par une quantité arbitraire; et cette 
remarque nous servira dans quelques momens. Par exemple , dans Téqua* 

lion je puis faire j'aurai, en opérant toujours 

de la même manière, on n'en aura pas moins la même valeur 

pour x , quelque valeur qu'on donne à k et a n ; en effet, cette équation 

donne et puisque on a i — 2 — ^113 précisément 

comme par le premier procédé. En un m o t , cela ne change rien à ce que 
l'on cherche 3 ruais en introduisant ainsi une quantité arbitraire, on se mé
nage les moyens de remplir certaines vues auxquelles on ne satisferait quel
quefois que d'une manière indirecte , ou moins s imple , en s'y prenant 
autrement. 

Moyens de ramener aux Sections coniques toute Equation 
du second degré à deux indéterminées, lorsqu'elle exprime 
une chose possible. 

3"Q. Supposons qu'on ait l'équation 

( 1 ) . . dt* + cut -heu* ~\-fdt -+-geu-\- lid* — o, 

qui renferme toutes les équations complètes du second degré à deux indé
terminées u et t. Concevons que cette équation appartienne à une courbe 
MM ( Fig. 53 et 54 ) dont AP et PM sont les coordonnées. Voici comment 
on s'assurera que cette courbe est toujours une section conique, et comment 
on déterminera cette section. Il faut , lorsqu'il ne manque aucun des deux 
quarrés t2 et u2, faire disparaître successivement le second terme de cette 
équation par rapport à t , et le second terme par rapport à u \ ce que l'on 
fera de la manière suivante. L'équation (1) donne 

(2) 



Je fais donc L'équation (2) devient 

(3). 

Comme d, c, e,f, etc. désignent des quantités connues , on peut sup
poser ffdd—^fid1 = r , icfd—\ged— q et ce— [\de~m ; l'équation (3) 
deviendra 

(4) 

L'équation (4) donne 

Pour faire disparaître le second terme par rapport à u , on supposera 

n étant une indéterminée , que l'on déterminera dans 

peu (*). L'équation (4) donnera 

(5). 

équation qui appartient à l'ellipse ou à l'hyperbole, tant qu'aucune des 
quantités d, m , q, r, etc. n'est zéro; excepté le cas où nous allons voir 
qu'elle n'exprimerait aucune ligne possible. 

Examinons maintenant dans quel cas la courbe est une ellipse, dans quel 
cas une hyperbole , et enfin dans quels cas il n'y a pas de courbe. Pour 
cet effet, d é g a g e o n s ^ 2 , et nous aurons 

(6). 

équation dans laquelle <7 ^ n et d étant au quarré, les signes ne peuvent 
changer que lorsque m ou /*, au lieu d'être positifs , seront négatifs ; mais 
le changement du signe de r n'en apportant aucun h ceux des quarrés yy 
et xx , la courbe ne change point par le changement du signe de /'. A l'égard 
de ni, s'il est négatif, l'équation (6) donne 

(7) 

On voit donc ( 3 ^ 0 et 371) que tant que ni sera positif, la courbe sera une 
hyperbole; et qu'au contraire, elle scia une ellipse, quand m sera négatif; 
or la quantité m a représenté ci-dessus ce—\de ; e t , dans cette dernière, 
la quantité*; étant au quarré, ce est toujours positif; donc m ou ce — /jde 
ne peut devenir négatif qu'autant que !\de surpassera ce , et cela , soit que d 
et e soient tous deux positifs, soit qu'ils soient tous deux négatifs. 

(*) Cette quantité n est intioduite pour pouvoir ramener directement 
féquation aux diamètres conjugués. Si l'on égalait simplement à .r , l'équa
tion i'uude acquerrait la forme de l'équation à l'ellipse ou à l'hyperbole : 
mais elle serait dans le cas que nous avons examiné (369). 
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38o. Donc si l'on veut savoir dans quels cas une équation du second 
degré, à deux indéterminées u et t , telle que 
dt 2 - f - e u t e u 3 -+- fdt - f -geu- f -hd a = o , appartient à V ellipse ou à T hyper' 
bole, il ny a qu'à examiner si le quarré ce du coefficient du terme u t , 
moins le quadruple du produit d e des coejficiens de t a et de u a , fait 
une quantité positive ou négative : dans le premier cas , la courbe sera 
une hyperbole ; et dans le second cas, une ellipse, h moins que d net 
soit — c; alors la courbe peut être un cercle, ainsi qu'on le verra plus 
bas. Il faut seulement excepter de cette règle le cas où r étant négatif, serait 

plus grand que pour l'ellipse $ car alors la quantité deve

nant est négative si est plus grand que i , ou , ce qu i 

revient au m ê m e , si*r est plus grand que ce qui rend la valeur de y 

imaginaire , et alors il n'existe pas de courbe. Il reste à faire voir comment 
on peut décrire l'ellipse et l'hyperbole que nous venons de reconnaître j 
considérons l'ellipse. 

38 i . Des deux équations et crue nous 

avons eues pour faire disparaître les seconds termes , la seconde, par la 

supposition actuelle que m est négative \ se change en 

mais comme n est une indéterminée, on peut la supposer indifféremment 

positive ou négative; en la supposant négative, on a u 

construisons ces iquations pour avoir la position des diamètres conjugués. 

La première, savoir, fait voir que pour o b t e n i r ^ , il 

faut augmenter chaque t de on mènera donc par le point A, ori

gine des u et des t (Fig. 53) la ligne parallèle à la ligne PM 

ou t. Par le point B, on mènera BKIparallèle à la ligne AR sur laquelle 
se comptent les M , et ayant pris arbitrairement la ligne BK, on mènera, 

parallèlement à AB ? la ligne KL qui soit à BK\ \ -c\d\%\ l'on tire par 

les points B et L la ligne indéfinie BLQ , alors les lignes QM , 

comptées des points Q où cette ligne coupe les lignes PM, seront les va

leurs d e r . En effet, on a QM=PM+PQ—PM+PI-¥lQ—t+--f+lQi 

or les triangles semblables BKL et BIQy donnent B K : K L : : B I ou AP:IQ, 

i:\sl-l-d\ve, d ; ~ c : : u l IQ ^ - j donc QMz=t-h~f <+- ^ ~ ) " ' . Puisque 
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les y se comptent depuis la ligne LQ, il s'ensuit (36g) que pour que l'équa
tion à l'ellipse, trouvée ci-dessus, appartienne aux diamètres conjugués, 
les x doivent être comptés sur la ligne BLQ, et que le point d'où elles 
seront prises, sera le centre; ensorte que QLB est la direction d'un des 
diamètres. Voyons à déterminer ce centre. La seconde équation 

fait voir que s i , sur on prend la 

quantité GP qui vaut AP—AG, sera et par conséquent 

on a donc or si par le point G on mène GJVC, parallèle 

aux lignes PM, le point C où elle rencontrera LQ, sera l'origine des x , 
et par conséquent le centre ; en effet , nous venons de voir que les x doi

vent être comptés sur LQ ; or lorsque GP est z é r o ' sa valeur doit 

être zéro; x doit donc être zéro alors, ce qui ne peut avoir lieu que lorsque 
les x commenceront au point C • ainsi les lignes QM étant y , les lignes 
CQ sont x. D e là il est facile d'avoir la valeur de n ; car on a 

o u , en mettant pour x sa valeur CQ, et pour sa valeur 

donc mais les parallèles QP, 

CG et AB, donnent GP l A G :: CQ : BC donc n~BC\ 

c'est-à-dire, que pour que l'équation à l'ellipse, trouvée cwles sus , appar
tienne aux diamètres conjugués dont les directions sont QB et CN, il faut 
mettre pour n la valeur de BC , qui est déterminée par les constructions 
précédentes. 

Il ne reste donc plus , pour être en état de décrire cette ellipse , q u ' \ 
déterminer la grandeur des diamètres conjugués ; car l'angle B CIV qu'ils font 
entr'eux, se trouve déterminé par les opérations précédentes. Or cela est facile, 
en imitant ce que nous avons fait (374). H ne s'agit que de comparer l'équa

tion (7) du n° 379, à l'équation yy Cette compas-

raison donne 

et puisque m , n , q , r , d sont connues , on a les valeurs des diamètres 
conjugués a et b, avec lesquelles, et connaissant d'ailleurs l'angle BCN 
qu'ils doivent faire, on décrira l'ellipse de la manière qui a été enseignée 
( 315 ). 

M 8:2. Remarquons que si les valeurs de a et b sont égales, et qu'en même 
ïenir.s l'angle BCN soit droit, la combe est alors un eei.de. Si l'on veut 
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déterminer dans quels cas cela aura lieu : il n'y a qu'à supposer dans notre 

équation à l'ellipse que ce qui donne Si de 

— 2 a .—.—.2. -a 
plus l'angle BCD est dro i t , on doit avoir BC -f- CD = BD = AG \ 
oxBC^zn, et les triangles semblables BCD, BLK donnent 

BK\KL\\BD ouAGlCD, c'est-à-dire; d'où l'on 

tire donc ou 

mais puisque m est négatif ; on a (379) ce —• ^de = — m, ou m = 4 ^ e "~" C 6 > > 
il faudra donc que d =. e. 

383. On voit donc que pour savoir si la courbe est un cercle, 
une ellipse ou une hyperbole, il est inutile d'avoir égard aux trois der
niers termes fdl, geu et hd* de l'équation (1) du n° 379 , cela dépend seu
lement des trois premiers, ensorte que si d , c et e sont tels que ce — [\de 
soit positif, la courbe sera une hyperbole; elle sera une ellipse , si au c o n 
traire ce—ide est négatif, excepté le cas où l'on aura en même temps 
d =e , c'est-à-dire, où les deux quarrés u2 et t* auront le même coef
ficient; alors elle sera un cercle si de plus l'angle des nouvelles coordonnées 
est droit. 

384« Tout ce que nous venons de dire, à l'exception de ce que renferme 
le n° 3 8 2 , s'applique également à l'hyperbole, c'est-à-dire , à l'équation 
( 6 ) du n° 379 , à la différence des signes près. Ainsi en relisant tout ce 
qui précède et l'appliquant à la figure 54 , il n'y a d'autre changement 
à faire que de porter A G à l'oppositc de AP, ce qui est indiqué pai l 'é

quation que l'on a eue d'abord ( 3 7 9 ) . D u reste , tout 

est le même en changeant le mot ellipse en celui {["'hyperbole. 

385. Il nous reste deux cas à examiner : ce sont i ° . celui où Ton au-
rait ce—fyle—o; 2 0 . celui où l'on aurait tout à la fois d = o et c — o. Dans 
le premier cas , c'est-à-dire , lorsque c e — [\de = o ou ce = ^de , la courbe 
est une parabole. Comme la quantité m est alors zéro, la construction pré
cédente devient inutile, parce qu'après avoir fait évanouir le second terme 
par rapport à t , le terme u2 ne s'y trouve plus (379). Ce cas se reconnaît 
facilement en examinant si dans l 'équation, on a ec = ^de , c'est-à-dire, 
si dt2 -H eut , est un quarré. Dans ce cas on fera disparaître le se

cond terme par rapport ht, et l'équation se réduira à f^ddyy zzl r -f- qu ; 
pour ramener cette dernière à la forme yy~ px , qui (368) est celle de 
la parabole rapportée à un diamètre dont les ordonnées sont parallèles à 

la tangente au sommet de ce diamètre , on fera nx ; ( n étant 

une indéterminée ). On aura ry — nx. II ne s'agira donc plus que de cons-



truirc l'équation qui a servi à faire disparaître le se 

cond terme par rapport à t , et l 'équation qui aura servi à 

la seconde réduction. La première de ces deux équations étant précisément 
la même que celle que nous avons construite (38 i ) , se construira de même 

ici j ainsi il n'y a qu'à appliquer à la figure55, mot à mot , ce qui a été dit (38i) 

pour la figure 5 3 , relativement à la construction de l e s / 

seront les lignes QM (Fig 55),et l'on aura BLQ pour la direction du diamètre 
sur lequel les x doivent être comptés. Pour déterminer l'origine des x , et par 

conséquent le sommet de ce diamètre, on emploiera l'équation 

qui, donnant , fait voir que si l'on prend à l'opposite de AP 

la quantité on aura j donc si par le point G, on mène 

GCD parallèle aux lignes PM, et qui rencontre QLB en C, le point C 

sera l'origine des x, puisque l'équation - fait voir que quand 

GP est zéro , x doit être zéro, et que d'ailleurs les x doivent être c o m p 
tes sur la ligne de laquelle partent les y, c'est-à-dire, sur BQ. U n e s'agit 
plus que de déterminer le paramètre n. Or on vient de voir que 

maïs les parallèles CD et QIdonnent BC\BD ou 

AGy.CQlDI on GP ; c'est-à-dire, donc 

donc or r et d sont donnés dans l'équa* 

t i o n , et BC est déterminé par la construction j on connaît donc n ou le 
paramètre j d'ailleurs cette même construction détermine, en même temps 
l'angle des coordonnées CQ et QM o u x e t y j il est donc aisé de cons
truire la parabole selon qu'il a été enseigné ( 366 ). 

386. Puisque l'équation générale appartient à la parabole lorsqu'on a 
cc—/\de, il s'ensuit que lorsque le produit ut des deux indéterminées 
ne se trouve point dans cette équation , il faut pour qu'elle appartienne à 
);i parabole ,qu'il y manque aussi un des di-ux quarrés Za ou il* 3 car c étant 
alors zéro , l'équation ce =^de ou o = \dc , fait voir que d ou e = o. 

087. Si les deux quarrés sont tous deux dans l'équation , et que le pro
duit ut ne s'y trouve point , alors la construction donnée (38i) , et qui 
convient aux figures 53 et 54 ? devient plus simple , parce que c étant zéro 
la ligne KL est zéro , et BL tombe sur BK, qui devient alors un diamètre • 
les lignes des x et des y sont donc parallèles à celles des u et des t. Dans 



ce même cas , l'évanouissement du second terme par rapport à M se fera 
sans employer l'inconnue n , parce que BC qi i est n (38i) étant alors égal 

à BD o n A G, on a ce qui réduit l'équation 

qu'on a eue pour faire disparaître le second terme , par rapport à u , à 

Il suit de là , qu'outre les conditions mentionnées ( 3 8 3 ) , 

il faut dans le eas présent, pour que la courbe soit un cerc le ,que l'angle 
des coordonnées u et t soit droit. 

388. Lorsque le produit ut se trouve dans l'équation, si après avoir fait 
évanouir le second terme par rapport à l'une des deux indéterminées, par 
exemple, par rapporta t 9 il ne se trouvait plus d'autre puissance de l'in
déterminée u que le quarré, alors , quoiqu'il n'y ait plus de second terme 
à faire disparaître, il n'en faudrait pas moins faire une transformation 

qui consisterait à faire étant une fraction inconnue, niais que 

l'on déterminerait lors de la construction, d'une manière semblable à ce 
que nous venons de faire (38i) . N o u s en donnerons un exemple plus bas. 

38Q. Si des trois termes t2 , ut et u2 , il ne manque que l'un des deux 
quarrés, l'équation appartient toujours à une hyperbole, ou n'exprime au
cune courbe; parce que si d ou e est zéro , la quantité ce— ^de se ré
duisant à ce , est essentiellement positive (383). 

3qo. Enfin , si les deux quarrés t2 et u 2 manquent en même temps , auquel 
cas on a une équation de cette forme , gut -f- ht — ku— / = o ; g , A, k, L 
pouvant être indifféremment positifs ou négatifs , on peut encore faire 
usage de la construction donnée (381). L'équation appartient à l'hyperbole 
rapportée à ses asymptotes; mais comme les abscisses et les ordonnées ne 
sont point comptées du centre , ou les y ramènera de la manière sui
vante. L'équation proposée donne 

( 8 ) . 

Suit D'où L'équation (8) deviendra 

Posant on trouvera l'équation 

( 1 0 ) , 

•fui appartient U l'hyperbole enire ses a symptotes , les abscisses x étant 



comptées depuis le centre sur une des asymptotes , et les ordonnées y 
étant comptées depuis cette asymptote parallèlement à l'autre ; enfin la 

puissance de cette hyperbole est (346). 

Avant de procéder à la construction de cette hyperbole , on exécutera 

celle des deux équations m qui ont servi à réduire. 

La première fait voir qu'il fant diminuer chaque t de la quantité 
k 

pour 

avoir y. On mènera donc par le point A ( Fig. 56 ) origine des u et des 

£ , une ligne AB parallèle aux lignes PM ou t, et égale à k 

g' 
tirant ensuite 

par le point B la ligne CBQ parallèle à AP, les lignes QM seront les 

y , puisque Pour avoir 

les x , l'équation fait voir qu'il faut augmenter les u, c'est-

à dire , les lignes AP de la quantité 
h 

on portera donc , h l'opposite de 

AP 9 la ligne en tirant GS , parallèle aux lignes PM, l a 

quelle rencontre BQ en C, CQ sera x , et C sera le centre de l'hyper
bole dont CQet Caseront les asymptotes : ayant les asymptotes et l'équation 
(10) , on décrira l'hyperbole de la manière qui a été enseignée (353). 

Si les trois premiers termes V , ut et n* manquaient dans l'équation , 
alors elle n'exprimerait plus qu'une ligne droite dont la construction est 
facile, après ce que nous avons dit sur celle des équations qui ont servi 
aux réductions précédentes. 

391. Ains i , i ° . toute équation du second degré , a deux indéterminées , 
#/ qui ri'est point décompnsable en deux facteurs du premier degré, 
tels que mx - f - n y - f - q , exprime toujours une section conique , ou n'ex
prime aucune courbe. i°. Cette courbe est ellipse, ou hyperbole, ou pa
rabole , selon que le quarré du coefficient du produit ut des deux in
déterminées , moins le quadruple du produit des coefficiens des deux 
quarrés t 2 et u 2 est négatif, ou positif, ou zéro j et, en particulier, 
elle peut être un cercle, lorsque ce même résultat étant négatif, les 
coefficiens de u 2 et de t 2 sont égaux. 3°. Et pour ramener toute équa
tion , appartenante à une section conique, aux équations que nous 
avons données en traitant de ces courbes , il faut se conformer à ce 
qui a été enseigné (879 7 385 , 387 , 388 et 3 9 0 ) . 



Application de ce qui précède, à la résolution de quelques 

questions indéterminées. 

3cp. Pour faire connaître l'usage des transformations que nous venons 
d'enseigner, proposons-nous cette question : trouver quelle est la courbe 
( Fig. £>7 ) dont les distances de chaque point M h deux points fixes 
A et B seraient toujours dans le rapport constant de g a h. Imagi-
ginons que de chaque point M, on ait abaissé une perpendiculaire MP 
sur la ligne AB ; cherchons la relation de ces perpendiculaires , avec leurs 
distances AP au point A , et pour cet effet nommons AP, PM, ty 

et la ligne connue AB = c. Cela posé ; les triangles rectangles APM, BP M, 
donnent 

or donc ; o r . . . 

AM:BM::g;h: donc on en 
déduit 

( 88 ~~ M ) '«* " M gg — hh ) tt — iggcu -H ggee = o , 

équation qui (383) appartient au cercle. Pour ramener cette équation à la 

forme (368), je vois que comme elle ne contient pas 

de second terme par rapport à t il suffit à l'égard de cette indéterminée 9 

de supposer t —y , ce qui donne 

il faut donc faire disparaître le second terme par rapport à u ; et comme 
le produit ul ne se trouve point dans l'équation, il suffit (387) d'employer la 

règle donnée (377). Je fais ; et je trouve 

équation qui , étant comparée à 

donne le rayon Il ne s'agit donc plus 

que de déterminer le centre qui doit être sur ABP ; puisque / — y. Or 

pour avoir x , il faut diminuer 1 on prendra donc 

et alors CP sera x , ainsi du point C , comme centre 

et du rayon on décrira un cercle; chaque point M de ce 

cercle aura la propriété dont il s'agit. 

3q3. JXons prendrons pour seconde question, cel le-ci : Trouvtr hon d* 



la ligne donnée AR ( Fig. 58 ) tous les différens points M , tels qiCen 
tirant aux deux points A et R les lignes M A , M R , Vangle A M R soit 
toujours égal a un même angle donné. Représentons par r le rayon des 
tables, et par m la tangente de l'angle donné , auquel AMR doit cire égal • 
abaissons la perpendiculaire MPj faisons AP = u , PM~t; AR — b ; a\o\s 
PR—b— u. Rappelons-nous ces trois propositions démontrées (Géom. 
:*84, 285 et 278 ) 

1°. sin (A + B) 

2°. COS ( A + B ) 

3°. tang ( A + B) 

Cela posé , les triangles rectangles APM, RPM donnent (Géom. 295 ) 
AM\AP\\r\sin AMP ; AM\PM\\r\sin MAP ou cos AMP ; . . . . . . 

RM\RP\\r\sinRMP ;RM\PM\\r\sin MRP ou cos RMP ; d'où l'on 

tire 

donc , puisque AMR = AMP PMR, on aura 

et cos donc o u . . . 

o u , en mettant les valeurs algé

briques et réduisant, mtt -\-muu— mbu — rbt = o, équation au cercle 

(383), ainsi qu'on devait bien s'y attendre. Pour déterminer le centre et 

le rayon, il faut ramener cette équation à la forme 

Pour cet -effet , je dégage tt ce qui donne je 

fais ( 3 7 7 ) opérant comme a. l'article c i té , l'équation trouvée 

devient . Reste donc à faire disparaître le se

cond terme par rapport à u ; je fais ( 387 ) ; l'équation devient 

laquelle , comparée < à 
? d o n n e 

le rayon Pour trouver le centre et déterminer , en 

même temps, ee rayen , lVqnation m'apprend que si je mène 

file:///r/sin
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AB parallèle à PM, c'est-à-dire, si j'élève au point A la perpendiculaire 

et si je tire BCQ parallèle à AB , les lignes QM seront y , 

mais l'équation me fait voir que si je prends 'se

ra x ; donc si par le point G je mène GC parallèle à PM, le point C 
sera le centre. D'ai l leurs , si l'on tire AC , on aura, à cause de l'angle 

droit G , AC sera donc le rayon 

comme nous l'avons déjà trouvé plus haut. Cette construction se réduit donc 

à élever sur le milieu de AB la perpendiculaire et à décrire 

un cercle du point C, comme centre, avec CA pour rayon: tout angle 
MAR qui aura son sommet à la circonférence de ce cercle, et qui 
passera par les points A et B sera égal à l'angle donné. Or pour cons

truire la quantité il n'y aura autre chose à faire qu'à mener un* 

droite AO qui fasse avec AB l'angle BAO égal à l'angle d o n n é : elle 
coupera G C au point cherché G ; car dans le triangle rectangle ABC, on 

a r : tang BAC :i AB : BC ou AG j c'est-à-dire, 

donc AB ou GC Tout se réduit à mener par le point A , la lign« 

AO qui fasse avec AR l'angle BAO égal au complément de l'angle donné: 
cette ligne coupera en G la perpendiculaire élevée sur le milieu de AR j 
ensorte que G sera le centre , et CA le rayon. 

3()^. D e là il est facile de résoudre la question suivante : Connaissant 
la position des trois points, R , A , R' ( F i g . 5 9 ) et les angles sous 
lesquels on voit les lignes R A , A R ' d?un certain point M , trouver 
ce point M. Sur les milieux G et Gf des deux lignes BA et R' A , on 
élèvera les perpendiculaires G G et G'C \ par le point A, on mènera 
les lignes AC et AO faisant avec ARetAR', chacune avec chacune , les 
angles RA G, R'AC égaux chacun au complément de l'angle RM A „ 
KMA sous lequel la ligne correspondante est vue. Des points G et C'\ 
comme centres, et des rayons CA et C'A, on décrira deux cercles qui 
se couperont en A et en RI j le point M sera le point cherché. C'est une 
suite évidente de la solution précédente. Ce problème peut servir à mar
quer , sur la carte d'un p a y s , la position d'un point d'où Ton a relevé 
trois objets connus. Si les angles observés RMA , R!MA étaient égaux aux 
angles RR /i et RRA, alors le problème ne serait plus déterminé, les 
deux cercles se confondraient, et chaque point de leur circonférence satis
ferait à la question. 

3j)5. Pour troisième question , il s'agira de trouver la courbe ou les courbe» 



qui auraient la propriété suivante: AZ , AT (Fig 6 0 ) sont deux lignes 
qui font entr*elles un angle quelconque donné ; il s'agit de trouver les 
courbes dont la distance de chaque point M à un point fixe F , pris 
sur A Z , soit toujours dans un même rapport avec la distance M T 
du même point M h la droite A T , cette distance étant mesurée pa
rallèlement à A Z . D 'un point quelconque M de cette courbe , imagi
nons la ligne M i 5 parallèle à AT, et la perpendiculaire MS sur AZ ; 

l'tngle MPS est donné; c'estpourquoi son sinus et son cosinus sont censés 
connus ; nous les nommerons p et q , en représentant par r le rayon des 
tables. Nommons AP, u, et PM, £; la ligne connue y^F, c. 

Cela posé , dans le triangle rectangle MPS , nous aurons ( Géom. 2q5) 

r:sin MPSr.MP'.MSet r'.sin PMS ou cos MPS\\PM\PS\c'est-à-dire, 

et D o n c 

or le triangle rectangle 

MSF donne 

donc 

ou , parce que ( Géom. 281 ) p* q* = r- , on aura, 

puis donc que MF doit 

être à MT ou AP dans un rapport donné , si l'on représente ce rapport 
par celui de g à h , 011 trouvera 

équation qui renferme les sectionsconiques ( 3 ^ 9 ) et qui ( 3 9 1 ) appartiendra 

h l'ellipse, si est négatif; ou parce que 

est négatif: au contraire, elle appar

tiendra à l'hyperbole , si est positif. Elle sera à la pa

rabole si ou si rg — ph ; enfin la courbe sera un 

cercle, lorsqu'on aura h2 = h2 —g- , ce qui ne peut jamais avoir lieu 
qu'autant que g sera zéro , ou que h sera infinie , parce q u e , dans ce der
nier cas , on doit négliger g* vis-à-vis de h". 

Si Ton veut maintenant construire la courbe dans chacun de ces cas *; 

il n'y a qu'à imiter ce qui a été fait ( 3 ;9 et suiv. ) ; comme nous avons 
alors, opéré sur l'ellipse, pour voir la similitude des opérations et des 
constructions à IVgard de ces deux courbes , nous allons ici appliquer à 
Wivporboïc ce qui a été fait au même endroit cité, c'est-à-dire, cherche*' U 
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Je dégage donc t2 dans l'équation trouvée ci-des

sus , et pour faire disparaître le second terme, par r a p p o r t a * , je fa i s . . 

observant que r2 — q* =zp2, et posant ensuite 

je trouve 

Soit 

on trouvera mais puisqu'il s'agit do 

l 'hyperbole, la quantité r*kk, qui n'est autre chose que p2h2—r*g2, est 
négative , puisque , selon la remarque que nous venons de faire ci-dessus , 

ou doit être positif pour que la courbe 

soit une hyperbole. Ainsi il faut rendre A 2 négatif, en observant, lorsqu'on 
voudra substituer sa valeur dans l'équation, de remettre, pour cette valeur, 
la quantité r'g* — paha , au lieu de p2h2+—g2r2 ; l'équation devient d o n c 

Comparant cette équation avec 

on aura 

d'où l'on tirera les deux diamètres conjugués a et b , que nous allons voir 
être les deux axes mêmes de l'hyperbole. Déterminons donc la direction des 
diamètres conjugues , auxquels notre équation réduite se rapporte. Confor

mément à ce qui a été fait (38 i ) , il faut construire et 

mais comme A 2 est négatif, il faut changer cette 

dernière en ( i ) . . je ne change point le signe du terme 

affecté de x, quoique A* y entre, parce que la quantité n peut être prise 
arbitrairement positive ou négative. Il faut donc , en continuant d'imiter ce 
qui a été fait au même endroit cité, mener par le point A, parallèlement 

à PM, la ligue et tirant par le point B la ligne BI parallèle 

à AZ, prendre arbitrairement sur le prolongement de cette ligne, la partie 
BK, puis mener KL parallèle à PM, et telle que l'on ait BK\KL\\r\q : 
alors si, par le point B et le point Z , vous tirez LBQ qui rencontre les 
lignes PM en Q , les lignes 'QM seront y% Car 
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or les triangles semblables BKL et BQI donnent BK\KL\\BI onAPl Ql^ 

c'est-à-dire, r\q\\u\ donc 

Mais on peut abréger cette construction, en menant tout de suite du 
point F la ligne FB perpendiculaire sur TA ; car il est évident que l'angle 
FAB est égal à APM, et que , par conséquent, dans le triangle rectangle 

ABF, on a r : q \ : ainsi, puisque QM est parallèle à AB, 

Jes y sont perpendiculaires sur BQ, et par conséquent BQ est la direction 
d'un des axes, dont l'autre par conséquent est parallèle à QM. 

Il ne s'agit donc plus que de déterminer le centre. Or l'équation ( i) fait voir 

qu'il faut prendre, à l'opposite des u, la quantité . et tirer 

CC parallèle à PM on perpendiculaire à BQ, qui déterminera le point C 
pour l'origine des x. et par conséquent pour le centre. En effet, les x 
doivent être pris sur CQ, puisque les y se comptent depuis cette l i g n e ; 

or l'équation (i) donne les lignes x commencent donc en 

même temps que les lignes GP ; donc les lignes x doivent commencer au 
point C, et sont par conséquent CQ ; donc le point C est le centre. O n 
s'y prendra d'une manière semblable pour l'ellipse. A l'égard de la parabole, 
puisqu'on a , dans ce cas, rg=.ph, l'équation que l'on a eue en y et u ,, 
après l'évanouissement du second terme par rapport ht, et après avoir 
introduit pour r 2 — q 2 sa valeur p a , devient, en mettant dans la valeur de A 3 

au lieu de g, sa valeur tirée de rg—ph , devient, dis-je, 

pour la réduire à la forme ordinaire de l'équation à la parabole, on fera (385) 

ce qui donnera yyz=.nx\ et ayant construit de la 

même manière que dans le cas précédent, l'équation 

qu'on a eue pour l'évanouissement du second terme par rapporta t, on 

construira l'équation d'une manière analogue à ce qiu 

a été fait (385). 

3Q6. Qu'il soit question maintenant de trouver (F ig . 62) la courbe que 
décrirait un point donné M de la ligne donnée O H , ou de son prolonge 
ment, si Von faisait glisser les extrémités O et H le long des deux 
côtés C O , CH de l'angle donné O C H . D'un point quelconque M de 
cette courbe , menons MP parallèle à CH, puis MIVperpendiculaire à CO : 
faisons CP — u, PM=.t\ et puisque l'angle OCH ou son égal OPM est 
d o n n é , son supplément MPN est donné aussi : nommons donc p le sinus 
et q le cosinus de ce dernier, en supposant le rayon r; enfin désignons 
par g et fi ki ligne* données C W c t MH. La triangle rectangle PjyMnoxxs 



donne r : p t ! t : MN , et r : q \ t : P i V j donc , et 

Les parallèles CH et PM nous donnent MH : PC:: MOI PO ; c'est-

à-dire , A • : : ̂  : donc or le triangle rectangle 

MNO donne c'est-à-dire, 

donc, puisque p 3 -+- g - = on aura 

équation à l'ellipse (38o)« 

Pour ramener cette équation à la forme yy , il faut 

d'abord faire disparaître le second terme par rapport à r. Je fais donc 

, et observant que r 3 — q*=p* , je trouve 

o r , quoique dans cette équation il n'y ait pas de second terme par rapport 
à u , néanmoins (388) comme le terme ut s'est trouvé dans l'équation primi

tive, je fais une transformation pour u, en faisant et j'ai 

Mais comme on n'a besoin que d'une seule 

indéterminée n , je supposerai ; l = r, ce qui réduira l'équation à 

Pour déterminer l'ellipse, j'en cherche d'abord 

les diamètres conjugués, en comparant à l'équation 

cette comparaison donne et b = 2g. Voyons maintenant quelles en. 

sont les directions, et quelle est la valeur de w. Les deux équations à 

construire sont et Pour la première , si Ton 

prend arbitrairement CK , et que l'on mène ensuite KL parallèle à PM9 

et telle que CK l KL :l rh\ gq , alors les lignes QM, comptées depuis la 
rencontre des lignes PM avec CL, seront y\ en effet, les triangles sem„ 
Mables CKL et CPQ donnent CK\KL\\CP\CQ\ c'est à-dire , 

donc 

Les lignes QM étant y, il faut maintenant que les x soient comptés sur 

CQ j or l'équation fait voir que les x commencent en même temps 

que les u] donc le point Cest l'origine des x ; donc C est. le centre, et CQet 

Cfl sont les directions des deux diamètres conjugués. Quant à la valeur de rr 

l'équation ; donne mais , 



CP : CQ:: CK: CL, donc i donc mais puisque 

CK est arbitraire, on peut le supposer — r , ce qui donne « = C X j on a 
donc tout ce qu'il faut pour construire l'ellipse (3i5) . 

Application des mêmes principes à quelques questions 
déterminées. 

897. Après avoir résolu la seconde question indéterminée que nous nous 
sommes proposée (3g3), nous en avons fait usage (aQ'j) pour résoudre une 
question déterminée. Nous avons tacitement considéré cette dernière comme 
eu renfermant deux autres , toutes deux indéterminées, et qui étant chacune 
de même espèce que la première, ont été résolues chacune de la même 
manière. L'intersection des deux courbes ou cercles qui étaient le lieu de 
chacune de ces deux questions partielles, a donné la résolution de la question 
déterminée. Lorsque l'équation finale qui exprime les conditions d'une 
question passe le second degré, on s'y prend d'une manière semblable 
pour la résoudre. Dans le cas où l'on pourrait n'employer qu'une inconnue, 
©n en emploie d e u x , et l'on cherche à former par les conditions de la 
question deux équations qu i , étant construites séparément, donnent chacune 
une courbe dont chaque point satisfait h l'équation qui lui appartient : si 
Je problème est possible, les deux courbes se rencontrent en un ou plusieurs 
points , selon que la question est susceptible d'une ou de plusieurs solutions , 
selon qu'elle renferme plusieurs cas dépendans des mêmes données et dc*s 
mêmes raisonnemens. Ces intersections fournissent les différentes solutions 
de la question. Tant que les deux équations à deux indéterminées ne passe
ront pas le second degré , on voit donc que la résolution ne dépendra 
jamais que de l'intersection de deux sections coniques tout au plus ; an 
lieu q u e , dans ces mêmes cas , si on n'employait qu'une seule inconnue, 
ou s i , par le moyen des deux équations trouvées, on éliminait ou chassait 
une des deux inconnues, l'équation monterait au troisième et plus souvent 
au quatrième degré. Mais si l'une des équations on toutes les deux passent 
le second degré, alors la résolution dépend de l'intersection de courbes plus 
élevées que les sections coniques. Voyons d'abord quelques exemples des 
questions qui ne passeraient pas le quatrième degré. 

098. Proposons-nous pour première question de trouver deux moyennes 
proportionnelles entre les deux lignes données a et b. Si je nomme t 
et u ces deux moyennes proportionnelles, j'aurai la progression 
~a'.t:u:b, qui me donne ces deux proportions a'J'.lf.u et t;u: ;u:b, et , 
par conséquent, ces deux équations au — t2 et bt = u2, qui toutes deux se 
rapportent directement à la parabole. C'est pourquoi si l'on tire (Fig. 63) 
deux lignes indéfinies AZ, AX qui fassent entre elles un angle quelconque 
q u e , pour plus de simplicité, on supposera droit , et si sur l'une AZ, 
comme diamètre, et du point A > comme sommet de ce diamètre, on 



construit (365) une parabole dont le paramètre du diamètre AZ soit a , 
et dont l'angle des coordonnées soit XAZ, cette parabole sera le lieu de 
l'équation au=t2, ensorte que les lignes AP étant u, les lignes PM seront t, 
Pareillement si sur AX, comme diamètre, et du p o i n t a , comme sommet , 
on construit une parabole dont le paramètre du diamètre AX soit b , et 
dont l'angle des coordonnées soit XAZ , cette parabole sera le lieu de Vé* 
quation bl—u2, ensorte que les lignes AP' étant t, les lignes P'M' seront*/. 
Mais pour que la question soit résolue, il faut que les deux équations 
au—l2 et bt~u* aient lieu en même temps , e'est-à-dire, que la valeur 
de u dans l'une soit la même que la valeur de u dans l'autre, et qu'il en 
soit de même de t ; or c'est ce qui arrive évidemment au point M où se 
rencontrent les deux paraboles ; car les u étant comptes sur AZ, et les t 
sur AX ou parallèlement à AX, il est visible que si l'on tire AP et PM 
parallèlement h AX et AZ , la valeur MP de u dans la parabole AMM' 
est la même que la valeur AP de u dans la parabole AMM\ pareille
ment la valeur AP de t, dans la parabole A MM' e^t la même que la 
vaieur PM de t dans la parabole AMM\ on appercoit aisément que le 
point M est le seul pour lequel à une même valeur de w, dans les deux 
courbes, correspondent deux valeurs égales de t : il faut cependant • ea 
excepter le point A, autre intersection des deux courbes; mais comme IÙ 

et t y sont zéro, il est évident que ce point ne satisfait point à la question. 
Les valeurs de u et t sont donc AP et PM, le point M étant le puiiU 
de rencontre. 

3f)Ç). A u reste, quoiqu'on puisse toujours parvenir h la solution en cons
truisant séparément les équatious que l'on trouve, quelquefois en préparant 
ces équations , on peut trouver des constructions plus simples; par exemple, 
si l'on ajoute les deux équations au—t2 et btz=zu2 , on aura au-r-bt~:.i"--\-l*9 

équation au cercle , en supposant que les u et les t seront pris sur des lignes 
perpendiculaires entre elles. O r , quoique la parabole soit facile à construire, 
le cercle l'est encore davantage : ainsi dans le cas présent, je préférerais 
de construire d'abord l'équation au-=zl2 seulement, comme ci-dessus; après 
quoi je construirais l'équation au cercle au 4- bt~u2 -f* t2, en la changeant 

en cette autre par l'évanouissement des seconds 

termes par rapport à Z et au, en faisant et 

Alors prenant et tirant BQ parallèle à AP, j'aurais les li-gnes 

QM pour les valeurs d e j \ Prenant ensuite et menant OC pa

rallèle à AX, j'aurais les lignes CQ pour valeurs de x ; c'est pourquoi du 

point C, comme centre, avec un rayon je dé-



dirais un cercle qui , coupant la parabole AM au point MY me donne
rait PM et AP pour les valeurs de l et de u. 

4oo. On peut varier beaucoup ces constructions : par exemple , si l'on 
ajoute l'une des deux équations avec l'autre multipliée par une quantité 

arbitraire 
l 
n 

positive ou négative, on aura au équation 

qui peut appartenir à l'ellipse ou à l'hyperbole, selon la quantité qu'on 

prendra pour 
l_ ensorte qu'on peut construire avec l'une ou l'autre de ces 

deux courbes , comme on vient de le faire avec le cercle. On peut même 
construire avec Tune et avec l'autre, ou avec l'une seulement combinée avec 

xin cercle, et cela en donnant à des valeurs.convenables., et qui sont faciles 

à déterminer d'après ce qui a été dit (391). 

4oT. Proposons-nous pour seconde question de diviser un angle ou un 

donné, en trois parties égales. Soit EO(Fig. 64) Parc qu'il s'agit de diviser, 

A son centre : après avoir supposé et mené les rayons AM, 

AE, si on abaisse les perpendiculaires OR et MP y les lignes OR et AR, 
qui sont les sinus et cosinus de l'arc donné , seront censées connues, et 
i l s'agira de déterminer AP et PM. Faisons donc OR = d; AR = c\ 
AE—r-, AP — u et PM—t. Cela p o s é , le triangle rectangle APM 
donne u a - M 3 = rr. Or les triangles semblables APM, ARS donnent 

AP\PM\\ AR'.RS ; c'est-à-dire, u'.t-c'.RS Mais si Ton pro

longe la perpendiculaire MP jusqu'à ce qu'elle rencontre la circonférence 
en E\ Parc MV sera égal à l'arc MO, comme étant chacun double 
de ME; donc l'angle OMS = AMV= ASR = OS M. Donc le 
triangle SOM est isoscèle , et par conséquent OS = OM = MF= it ; 

d o n c , puisque OR— OS-+-SR , on aura ou tu du. 

Les deux équations à construire sont donc , et tu du. 

La première est toute construite, puisque c'est l'équation du cercle E3lO. 
Quant à la seconde, elle appartient à l'hyperbole (3 9 o) ; et comme les deux 
quarrés manquent , il faut, conformément à ce qui a été dit au même endroit 
cité , passer dans un même membre tous les termes affectésde u, ce qui donne 

et ; faisant on a •d. Je fais ensuite 

et j'ai équation àl'hvperbole entre les asymptotes, 

nue l'on déterminera de la manière suivante. L'équation FAIT 

VOIR nue si r»ar le point A, origine des u et des t, ou mène AB, pa-



wdlèle à PM et égale à 
i 
2 

d, et que l'on tire QBC parallèle à AP, les 

lignes QMy compiées dans un sens opposé aux PM, s e r o n t y \ en effet 

QM=PQ — PM=zAB--PM = 
r 
2 

i—t—y, donc CQ est la direction 

d'une des asymptotes. La seconde équation , fait voir que si 

l'on prolonge AP vers G de la quantité les lignes GP 

ou leurs égales CQ , en tirant G C parallèle à PM, seront x ; donc C est 
le centre, et les lignes CQ et GC sont les asymptotes. On décrira donc , 
par la méthode donnée (353) , une hyperbole entre ces asymptotes, laquelle 
passe par le point A, ainsi que l'indique l'équation 

cette hyperbole coupera le 

cercle au point cherché M. 

Si l'arc EO était de plus de 90&, son cosinus RA tombant alors du 
côté opposé, serait négatif; il faudrait, dans les équations ci-dessus, supposer 
c négatif. Et si l'arc EO était de plus de 180 0 , et de moins que 2 7 0 0 , comme 
l'arc EOE'O',*son sinus et son cosinus seraient négatifs; il faudrait donc 
changer les signes de c et de d dans les équations trouvées ci-dessus. 

Si l'on prolonge GC de la quantité CG' = CG , et CB de la 
quantité CB'—CB, et qu'ayant mené BfA et G'Af parallèles à CG' 
et CB', on décrive entre les lignes CG' et CB', comme asymptotes , 
une hyperbole qui passe par Je point A', cette hyperbole rencontrera 
le cercle en deux points A', M', comme la première le rencontre 
aux deux points M et M". Or de ces quatre points , trois m é 
ritent d'être remarqués : savoir, les points M, M' et M". Le premier 
donne l'arc £ 7 1 / p o u r le tiers de l'arc donné EO* Le second, M', donne 
Tare E'M' pour le tiers de EfO, supplément de EO. Enfin le troisième, 
M", donne E'M" pour le tiers de EOE'O, c'est-à-dire, de Tare OE 
augmenté de la demi-circonférence. En effet , l'arc E'O a pour sinus et 
cosinus les lignes RO et AR , ainsi que l'arc EO, avec cette seule diffé
rence que AR, considéré comme cosinus de l'arc E'O , plus grand que 9 0 0 , 
est négatif; donc pour avoir la solution, dans ce second cas , il n'y a autre 
chose à faire qu'à supposer dans celle qui précède, que c est négatif; or 
ce changement n'affecte que la seconde équation , et change sa réduite 

en équation qui appartient à l'hyperbole A'M\ 

et qui fait donc voir que la solution de ce cas sera fournie par l'inter
section M' de cette branche d'hvperbole avec le cercle; nous verrons, dans 
un moment , pourquoi ce n'est pas le point A'. P'M' est donc le sinus du 
l'arc cherché, dans ce second cas. Cet arc est donc E'M'; c'est-à-dire, que 
E'M' est le tiers de E'O, 

A l'égard de la troisième solution, si l'on augmente Tare EO de 180 0 , 
ce qui se fera en prenant E'O' ^=-EO , alors Tare EOE'O' a pour siniis 



et cosinus les lignes R'O' et AR', qui sont nécessairement égales aux lignes" 
RO et AR, avec cette différence seulement que , tombant toutes deux de 
côtés opposés à ces dernières , elles sont négatives ; donc pour avoir la so
lution qui convient à ce cas , il n'y a autre chose à faire qu'a supposer c 
et d négatifs. Or ce changement n'en produit aucun dans l'équation où 

entrent c et d, c'est-à dire , dans l'équation donc la première hy

perbole doit donner, par son intersection M", la solution de ce troisième 
c a s ; donc P" M" est le sinus de Tare cherché dans ce troisième cas; cet 
arc est donc E'Mn, c'est-à-dire, que E'M" est le tiers de EOE'O'. Ainsi 
la même construction qui sert à trouver le tiers d'un arc donné A , sert 
aussi à trouver le tiers de 180 0 — A , et le tiers de iSo°-f- A. 

On peut appliquer ici ce que nous avons dit (399) sur les différentes 
sections coniques qu'on peut employer pour construire, en combinant à 
volonté les deux équations en u et t. A l'égard de la quatrième intersec
tion , nous avons dit qu'elle se faisait au point A , ce qui est évident , 
puisque l'hyperbole est assujétie à passer par le point A' qui est déterminé 
en faisant B''A'—AB, et CB'=CB, ce qui fait voir que AR'— AR 
et R'A'' — RO ; donc le point A' appartient à la circonférence. Mais il ne 
donne point une nouvelle solution, puisqu'il est connu et déterminé par 
des opérations indépendantes des équations qui ont donné la solution. 

4o2. Si de l'équation 2tu + = ct = du, trouvée ci-dessus, on tire la valeur 
de pour la substituer dans l'équation u2 -f- Z2 = r2, et si l'on observe que 
c 2 d7 — r2, et si l'on divise ensuite par u -h c , on trouvera (ï) 
4 " 5 — 3r*u — cr2 = 0 , équation qui doit renfermer les trois cas que nous 
venons d'examiner : elle doit donc avoir trois racines; or la construction 
fait voir que u a en effet trois valeurs, savoir, AP, AP', AP", et ces 
deux dernières tombant de côtés opposés à la première, on voit que cette 
équation a trois racines ou valeurs de u, dont deux sont négatives; savoir , 
u==—AP', u^=. — A P " , et la troisième positive, savoir, u—AP. 

4o3. L'équation (1) est dans le cas irréductible ; et ses racines étant les 

cosinus de on peut , par le moyen 

des tables d-'s s inus, trouver les trois racines d'une équation du troisième 
demé , dans le cas irréductible , avec une approximation suffisante; voici 
la méthode. Représentons toute équation du troisième degré, dans le cas 
irréductible, par u * — / ? u - t - < / = : o ; en comparant à l'équation ^ 

nous aurons d'où. ... 

Représentons par R le rayon des tables ; alors 

nous aurons le cosinus de l'arc EO , rapporté aux tables, en calculant le 

Quatrième terme de cette proportion r ; c , o u . . . . * 



ce quatrième terme e'tant cherché dans les tables, 

donnera Je sinus du complément de l'arc EO : c'est pourquoi , ajoutant 
900 au nombre de degrés que l'on trouvera , o u , au contraire, retranchant 
ce nombre de 90°, selon que q sera positif ou négatif dans l'équation , la 
somme ou la différence sera EO que je représente par A ; on» cherchera 

donc , dans les mêmes tables , les cosinus des trois arcs 

et mais pour les réduire au rayon r , on multipliera chacun par 

c'est-à-dire, par les trois valeurs de u seront donc ^ 

et 

telle est l'expression des valeurs absolues de n ; mais ce qui a été dit (402) 
fait voir q u e , eu égard à leurs signes, les valeurs de u sont 

et 

valeurs où il faudra observer de changer le signe de celles dans lesquelles l'arc 

ou ou passera 9 0 0 . On peut faciliter ces opérations 

par le moyen des logarithmes. 

404. Proposons-nous maintenant cette question plus générale que celle 
que nous avons résolue (273). D^un point D (Fig . (>5) donné de position, 
a V égard des deux lignes A R , A P , qui font entre elles un angle connu , 
mener la ligne P D de manière que sa partie interceptée RP soit égale 
à une ligne donnée. D u point D menons la ligne DS perpendiculaire 
à AP prolongé, et la ligne DO parallèle à AB, menons aiissi du point R 
la ligne RJV perpendiculaire à AP. Les lignes DO ? DS, OS et AO sont 
censées connues, tant parce que la position du point D est supposée connue , 
que parce que l'angle RAP, ou son supplément RAN égal à DOS, est 
donné; c'est pourquoi nous ferons DO~r; DS = p\ OS~<y, AO~d, 
et la ligne donnée RP = c. Enfin nous nommerons u et t les inconnues 
AP et AR. Cela posé , les triangles semblables DSO , RIVA donneront 

DO:DS::AR:riy7 e t DO: OS::AR:A2V-, ou r:p::t-.j 

et r:q :: donc or subsli-



tuant les valeurs alge'briques de RIV, JYP, RP, et observant cjne.. 

q*z=r2, on trouve Mais comme on a deux in

connues , il faut deux équations : or les triangles semblables DOP, RAP, 
donnent DO : RA\\ OP : AP ; o u , r : t \: c/~f-u : u, et par conséquent , 
ru — td-h ut. Ce sont là les deux équations qu'il faut construire pour ré
soudre la question. La première (38o) appartient à l'ellipse, et la seconde 

à l'hyperbole. Pour construire la première , je fais d'où. . . . 

Je fais (388), et j'ai je pose 

d'où Comparant à y y 

on trouvera les diamètres conjugués et b — ic. Déterminons leur 

position et la valeur de n \ mais pour mieux sentir l'usage de cette cons
truction , concevons auparavant q u e , donnant successivement à u ou AP 
plusieurs valeurs, on m è n e , parallèlement à AR, les lignes PM égales 
aux valeurs correspondantes de t, ce qui produira la courbe dont l'équation 
nous occupe actuellement. Cela posé , ayant pris arbitrairement AK sui APy 

et mené KL parallèle à PM et qui soit à AK \ \q \r, on aura 

, à cause des triangles semblables AKL et APQ; 

donc QM = y; AQ est donc la direction d'un des diamètres, et les x doi

vent être comptés sur ce diamètre ; or l'équation fait voir 

que les x commencent en même temps que les u • donc les x sont AQ. 

Cela étant, l'équation devient donc qui donne. . . 

ou AP : AQ : ; r : n ; c'est-à dire, AK \ AL \ \ r ; n ; comme 

AK est arbitraire , on peut le aupposer = r , et l'on aura, par conséquent, 
fi~AL. U ne s'agit donc plus que de construire (3 i5) une ellipse dont les 
diamètres conjugués fassent entr'eux un angle égal à AQM, et dont celui 

qui a AQ pour direction , soit et l'autre qui a AR pour direction, 

s o i t = < 2 c . Cette ellipse sera le lieu de la première équation. Mais on peut 
remarquer, en passant, que celte ellipse est précisément celle que décri
rait le milieu d'une ligne égale à 2RP, glissant le long des côtés AP, AR; 
c'est ce dont il est aisé de se convaincre , en comparant avec la solution 
donnée (3Q6) et y supposant gr=.h — c. Quand l'angle RAP est dro i t , 
l'ellipse devient un cercle dont le rayon est c. 

Il ne reste plus qu'à construire ru = dt-+~ut , je fais r—t—yr,et 
ensuite u-hd — x', ce qui donne xy'z=zrd, équation à l'hyperbole entre 
ses asymptotes. On prendra d o n c , en vertu de l'équaiioa r — t ~ y ' } sur 



AR, la quantité AT— r = OD, c'est-à-dire , que par le point D on tirera 
DTK parallèle À AP \ alors les lignes VM. seront y en les comptant de V vers 
M, c'est-à-dire, dans un sens opposé à PM ; car VM—PV—PM—r—t , 
donc y M—y'. Ensu i te , en vertu de l'équation U-H d—x*', on prendra 
OA —d} c'est-à-dire , qu'on mènera par le point D la ligne DO parallèle À 
ATj alors les lignes DK seront x', puisque DF=^OP—OA-\-AP—d-\-u. 
On construira donc (353) entre les lignes DO vkDK, comme asymptotes * 
une hyperbole qui passe par le point A, puisqu'on a x/y/=rd=AOx AT\ 
cette hyperbole rencontrera l'ellipse aux deux points M et Mf par lesquels 
menant MR et M'R\ parallèles à AP7 on aura deux points R et R' tels 
que tirant les droites DRP, D'R', les parties PR et P'R', interceptées 
dans les angles égaux RAP, R'AP', seront égales à la ligne c. Si en pro
longeant les asymptotes, on décrit l'hyperbole opposée {Fig. 66) M"A'M'"y 

dans le cas où elle rencontrera l'ellipse , elle déterminera deux nouveaux 
points M", Mm par lesquels menant des parallèles à AP, on aura sur AT 
deux nouveaux points R"', R'"^ si maintenant on mène les lignes R"D\ 
RWD, les parties comprises dans l'angle TAS seront aussi égales à la ligne 
donnée c. Telle es t , en général, la manière dout on doit s'y prendre pour 
résoudre les questions déterminées qui n'excéderont pas le quatrième degré. 

4o5. Si Ton avait résolu la question sans employer deux inconnues, on 
pourrait néanmoins faire usage de la même méthode , en introduisant une 
nouvelle inconnue. Par exemple , si l'on proposait de trouver un cube qui 
soit à un cube connu a 3 dans un rapport do fine, exprimé par celui 
de m à n. En nommant u le côté de ce cube, on aurait u 3 ; a1 \\ m \ n, 
et par conséquent m* 3 = m<73. Pour construire cette équation, je suppose

rais u*~atj alors l'équation se changerait en natu — m a 3 , ou tu 

Je construirais donc la parabole qui a pour équation u2 — at, et l'hyper

bole qui a pour équation L'intersection de ces deux courbes me 

donnerait la valeur de u et t. Si l'on multiplie par u l'équation 

et qu'on y substitue de nouveau pour u2 sa valeur at on aura 

ou autre équation à la parabole, que l'on peut 

construire conjointement avec l'équation u2^zr-at. On peut remarquer, en 
passant , que ces équations sonl celles qu'on aurait en cherchant deux 

ma. . , . , 
moyennes propoitionnelles entre a et ainsi on peut construire précisé
ment de la même manière qu'on l'a fait (3v)8;. 

4o6. L'équation nit* — ma"' , donne la construction des 

radicaux cubet dût donc par le moyen des sections conique*. Il en est 



de même des radicaux quatrièmes, loi squ'ils renferment des radicaux cubes J 
car s'ils ne couvraient que des radicaux quarrés, ou des quantités ra
tionnelles, leur construction se ramènerait toujours au cercle 5 en effet, en 

4 

prenant une moyenne proportionnelle m entre a et b , on aurait \/a^m'y 

4-

prenant une moyenne proportionnelle n entre a et m, on aurait y'a2/!* 

ou V an, qui exprime une moyenne proportionnelle entre a et n. 

407. Quand l'équation déterminée aurait un plus grandnombre de termes , 
on la construirait toujours d'une manière analogue. 

4o8. Mais en introduisant ainsi arbitrairement une nouvelle équation , 
il peut arriver que les deux courbes ne se rencontrent point , quoique la 
question qui aura donné l'équation ait une ou plusieurs solutions ; c'est 
pourquoi , pour éviter tout embarras, nous allons exposer un procédé quP 
*i lieu également pour tons les degrés. Supposons que l'équation s o i t . . . . 
«3 — au'1 -f- pau — <7#2 = 0 ; on f e r a . . . m 3 — au"2 -4- pau — qa2 — a* t, 
t marquant une indéterminée, et a , p, q des nombres ou des lignes con
nues 5 alors si l'on conçoit qu'on donne à u successivement plusieurs va
leurs AP, AP, etc. (Fig.6j) et que l'on porte (*) les valeurs corres
pondantes de t (qui seront faciles à avoir, puisque t ne monte qu'au pre
mier degré) en PM, PM, etc. sous un angle quelconque que , pour plus 
de simplicité, on peut supposer dro i t , il en naîtra une courbe. Or pour 
savoir où cette courbe rencontre l'axe AP, il faut supposer t = o ; ce 
qui donne l'équation proposée 5 donc les distances AO , AO', AO", etc. 
auxquelles la courbe rencontre l 'axe , seront les différentes valeurs de u. 
Mais si l'on veut une construction , cela sera aisé , en donnant à l'équa

tion celte forme or la construction de chacun 

des termes pour chaque valeur de u donnée en lignes , est 

facile et s'exécute p a r c e qui a été dit (^45). 

409. Quand il entrera plus d'une inconnue dans la question, on pourra 
ramener la construction à celle que nous venons de donner , en réduisant 
2outes les inconnues à une seule , par lu méthode donnée ( 161 et suiv.) 

f\io. La question étant indéterminée , si u ou t , dans l'équation qui en 
résulte, ne monte pas au-delà du a e degré , on pourra toujours construire 
cette équation, à quelque degré que monte l'autre indéterminée, en don
nant à celle-ci des valeurs arbitraires qui seront les abscisses - et calculant 
les valeurs correspondantes de la première dont on fera les ordonnées. 

(*) En observant de porter de côtés opposés de l'axe AP, celles qui se 
uouveraient avoir des signes contraires, 



Maïs sî les deux indéterminées passent le second degré, alors il faudra , 
pour chaque valeur que l'on donnera à l'une d'elle*, trouver les valeurs 
de l'autre, par la méthode qu'on vient de donner. ÎNous n'entrerons pas 
dans un plus grand détail sur les constructions de cette dernière espèce qu'oui 
rencontre d'ailleurs assez rarement. 

4ir. Avant de terminer cette troisième Part ie , nous ferons encore re
marquer quelques usage» de l'application des équations aux courbes. Puis
que toute équation à une section conique est toujours du second degré, 
et que l'équation la plus générale de ce degré peut toujours être réduite 
à celte forme dt2 -+- eut -f- ew 2 -h fi -f* gu -f- & = o , il s'ensuit 
qu'on peut toujours faire passer une section conique par cinq points 
donnés , pourvu que ces points , pris trois à trois, ne soient pas en ligne 
droite , parce qu'une section conique ne peut rencontrer une ligne droite 

en plus de deux points. En effet, concevons que A , B, C, D, E 

( Fig. 68 ) soient cinq points donnés et qui aient cette condition : si l'on 
rapporte ces cinq points à la ligne AD qui joint deux d'enir'cux, en me
nant les * lignes BF, CH, EG, sous un angle d o n n é , ou perpendiculaires 
h AD, alors les distances AF, BF ; AG, GE.AH, HC; AD, qui 
sont censées connues , peuvent être regardées comme les abscisses et les 
ordonnées d'une ligne courbe. Or je dis qu'on peut toujours supposer que 
cette ligne courbe a pour équation dt2 -f- eut -J- eu3 + ft -4- gu h = o ; 
en effet, soit AF=z n ; BF—m, AG = ri; GE = m') AH—ri', CH=z m"., 

AD = ri"' ; il est visible q u e , i ° . pour le point A , on aura u = o , et 
t — o, ce qui réduit l'équation à h—o. 2 ° . Pour le point B, on aura. . 
u — n et t — rn j ce qui change l'équation en dm2 -\-cmn -f- en2 •+• fin.. « 

*î*gn = o , parce que h = o. 3°. Pour le point E , on aura u =. ri, t = m\ 

et par conséquent, dut 2 -\-cniri -h en'2-\- fmf-\-gri — o. 4°. Pour le point 
C, on trouvera de même dm"2 + cm"ri' -f- en"2 -hfm" -f- gn" — o. 5°, En
fin, pour le point D , ou t = o et u = n',r, on aura en'"2 -4- gn!,f = o , 
ou en'" -f- g = o. Or ces quatres équations renfermant toutes les quan
tités c, e,f, g, au premier degré, il sera facile d'en avoir les valeurs, 
alors, en les substituant dansféqualion di2 -f- eut -+- eu2 -{-fi - r gu 4 - h— o% 

ou plutôt dans l'équation dt2 -f- eut -f- eu2 -\-jï - f - g n 0 , puisque /J — o t 

on aura c , e,f, g eu quantités toutes connues, et l'équation se divisera 
par d. 11 sera donc alors facile de construire la courbe , et de déterminer 
si elle est ellipse, hyperbole , parabole ou cercle. S i Ton ne donnait que 
quatre points , alors un des coefficiens serait arbitraire; ce qui donne lieu 
d'imposer, h volonté, une condition, et d e u x , si l'on ne donne que trois 
points , et ainsi de suite. 

On distingue les lignes parle degré de leur équation. Ainsi la ligne droite, 
dont l'équation n'est que du premier degré, est ligne du premier ordre. 
Les sections coniques sont les lignes du second ordre. On voit donc qu'on 
peut, par la même méthode, déterminer 1 équation d u n e ligne du troi
sième ordre, qu'on assuj étirait à passer par autant de points moins un 
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que l'équation générale de cet ordre, à denx indéterminées, peut avoir dû 
termes différens : il an est de même dans les ordres supérieurs. 

4 i 2 . Cette même méthode peut servir à lier par une loi approchée at 
s imple, plusieurs quantités connues , dont la loi serait ou trop composée , 
ou inconnue. Supposons , par exemple, que l'on connaisse trois quantités 
que je représente par les lignes CB , ED , GF, (Fig. 6 9 ) , et que ces 
quantités dépendent de trois autres AB, AD, AF. Il s'agit de trouver 
une quantité HI, intermédiaire aux premières, ou qui en soit voisine, et 
qui dérive de AH de la même manière que CB, ED , etc. dérivent de 
AB, AD, etc. On peut satisfaire à cette question d'une infinité de m a 
nières différentes, ert prenant une équation à deux indéterminées n et C 
qui ait au moins autant de termes différens qu'il y a de quantités telles 
que CB,ED, GF. Mais , entre tous ces différens m o y e n s , celui q u i 
donne plus de facilité pour les différens usages qu'on peut faire de cette 
méthode , est de regarder la ligne IH comme l'ordonuée , et la ligne Alt 
comme l'abscisse d'une courbe qui passerait parles points donnés C, E , 
G, e tc . , et qui aurait pour équation celle-ci , t — a-f- bu -f- e n 2 -f? etc. en 
prenant autant de termes que l'on a de quantités ou de points C, E,G\ 
alors supposant , comme ci-dessus, que u valant AB, t vaut CB } que u 
valant AD , t vaut DE ; que u valant AF, t vaut GF, et ainsi de sui te , 
o n aura autant d'équations pour déterminer a, b , c , etc. qu'on a de points. 
Ayant déterminé les valeurs de a , b, c, e tc . , si on les substitue dans 
l'équation t = : a -f- bu -h e n 2 , e tc . , on aura une équation dans laquelle 
tout sera connu , excepté u et t. Si donc on met pour u la distance 
connne AH, qui convient à la quantité HI que l'on cherche, alors on 
aura la valeur correspondante de t, c'est-à-dire, HI. On voit par là , la 
confirmation de ce que nous avons dit (281 ). En effet, si l'on vou
lait imiter le contour ABCDEF ( Fig. 7 0 ) , on abaisserait d'un certain 
nombre de points de ce contour, des perpendiculaires sur une ligne dé
terminée XZ , puis , par la méthode qu'on vient de voir , on détermine
rait l'équation d'une courbe qui passerait par tous ces points , et dans la
quelle t étant au premier degré, u montât au degré marqué parle nombre 
de ces points moins un ; alors cette équation servirait à déterminer des 
perpendiculaires intermédiaires qui approcheraient d'autant plus des véritables, 
qu'on aura pris d'abord un plus grand nombre de points A , B, C , Z > , e t c . 

Appendice. 

4i3 . Nous nous étions proposés de faire entrer dans ce 
volume plusieurs autres matières ; mais pour ne point passer 
de justes bornes , nous sommes obligés de les renvoyer au 
suivant. Cependant , nous placerons encore ici quelques pro
positions dont nous aurons occasion de faire usage par la 
suite, et dont quelques-unes nous serviront à démontrer Tune 



des règles que nous avons données (Geom. 3Si , Quest. VI ) 
pour trouver les angles d'un triangle sphérique lorsqu'on ea 
connaît les trois côtés. 

4*4- Quand le rayon r = 1 , on a ( Géom. 284 > û85 et 
278 ) 

1°. sin. ( a± b) — sin.a cos.bdzsin.b cos.a. 

2°. cos. ( aztlb) — cos.a cos .b 7+: sin. a sin.b. 

3°. tang a 

4i5. Cela posé, si l'on divise la valeur de sin ( a dh b ) 
par celle de cos. ( a ± : b, on aura 

divisant haut et bas , par cos a cos b ; on trouvera 

Si l'on divise la valeur de cos (a zh. b) par celle d e . . . . ^ 
sin ( a ±: b ) , on trouvera 

416. Ces valeurs de sin ( a + b ) , cos{a+b) 9 

tang ( a + b1) peuvent servir à trouver les sinus t cosinus et 
tangentes des arcs multiples d'un arc donné , et par con
séquent les équations qui serviraient à diviser un angle en plu
sieurs parties égale?. Il n'y a qu'à supposer successivement 
b — a , z=r:2a, = 3a% et ainsi de suite. Par exemple . 
b ~a, donne sin aa = zsin a cou a% et 
cos 2a = cos a cos a— sin a sin a = cos2 a— sin2 a = i 
— 2 sin* a, ( e n mettant pour cos 2 a sa valeur i — ( sin* a ) . 
Eu supposant b = sa , on aura 



sin 3a = sin a cos 2a -f- sin 2a cos a , e t . . . . . . . . . . . . . c * • 
cos 3a = cos 2a cos a — sin 2a sin a. Or les deux équations 
précédentes donnent les valeurs de sin 2a et de cos 2a; si 
donc on les substitue dans celles-ci, on aura les valeurs de sin 3a 
cos 3a , exprimées au moyen des sinus et cosinus de l'arc 
simple a, et ainsi de suite. On obtiendra de la même m a 
nière tang 2a, tang 3a, etc. en employant la formule qui 
donne tang ( a -f- b ) et supposant successivement » 
b — a , = 2a = etc. 

417. Si l'on ajoute la valeur de sin ( a + & ) , à celle de 
sin (a — b ) , on aura sin ( a+b)-{-sin(a—b)z=z2 sin acosb, 
et par conséquent 

En ajoutant pareillement la valeur de cos ( a + b ) à celle 
de cos ( a — è ) , on trouvera • 

ou 

Retranchant cos (a 4 - de cos (a — è ) . on trouvera 

d'où 

418. Si l'on fait a + b = m et a — b = n , efc:qu'après avoir 
ajouté et retranché, on divise les deux membres par 2 , on 
aura a =z ^m-\-^ n et b — ^ m — \n, d'où l'on conclura 

1° . 

2°. 

3°. 

Ces propositions seront très-utiles; on voit avec quelle facilité 
elles se trouvent et se démontrent par le calcul. Nous nous 

bornerons, 



bornerons , pour le présent à faire voir l'usage pour la d é 
monstration de la règle donnée {Géom. 361 , Quest. V I ) . 

419. Soit donc ABC { Fig. 71) un triangle sphérique, AD 
un arc de cercle, abaissé de l'angle A perpendiculairement 
fur le côté opposé BC ; prenons sur ce même coté BE = BA 
et ayant imaginé l'arc de grand cercle AE, par son milieu 
O et par le point B , imaginons aussi l'arc de grand c e n l e 
Bu, qui divisera l'angle ABC en deux parties égales. Cela 
posé, dans le triangle EBO , on aura {Géom. 349), en sup
posant le rayon = 1 , 1 IsinBE ou sinAB II sur OBE ou 
sin\ABC\sinOE\ donc sinOE ous in~AE=s\nABx$\nlABC' ? 

or (4*6 ) cos ia = 1 — Qsirfa , ou , ' en faisant 2a = , 
cos m = i — 2 s m 2 1 m ; donc si7* 2 ^ m = * — £ cos m, et par con
séquent on peut, au lieu de sin* ~ AE, mettre \ — -cnsAE; 
donc £ — £ cos 1 = sin 2 ^ # X sin* \ ABC \ or {Gècm. 357) 
dans le triangle ABC, on a . . . . . . 

c'est-à-dire , 
cosBD : cosZ>C cosBD + sinBCsinBD :: cos AB ; cosAC, 

et par conséquent 
cos cos AC—cosAB cos BC cos BD+cosAB sinBCsinBD ; 
d'où 

Par le même principe, on aura dans le triangle BAE.... * 

cos BD : cos DE ou cos {AB — BD) : : cos AB : cos AE • 

c'est-à-dire, -

c o s £ D : cos AB cos BD -f- s irc AB sin BD II cosAB l cosAE ; 

donc , 

cosBDcosAE=cos ABcosAB cos BD+cosAB sinABsinBD-, 

d'où l'on tire 
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égalant ces deux valeurs de sin BD , on aura 

substituant cette valeur dans l'équation , et observant que 

i —sin zAB^=z cos^AB, on trouvera 

or (4i4) cosABcosBC + sinBCsinAB—cos(BC—AE)\ 

donc 

cos C — AB) — cosAC= hsin AB sin B C sin* \ABC) 

mais (418) co%(BC— AB) — cos AC est la même chose que 

o u , en nommant S la somme des trois côtés , la même chose 

que donc , 

d'où, après avoir divisé par 2 , on tire ... 

ou r a ; sin*^ABC; ce qui donne, en employant les loga
rithmes, la règle qu'il s'agissoit de démontrer. 

FIN. 
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P R E M I È R E S E C T I O N , 
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algébriques. 
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N O T E S 

SUR L'ALGÈBRE, 

P a r A - A . - L . R E Y N A U D . 

I . ISo v s avons vu, dans l'Arithmétique, comment on pouvait 
résoudre un grand nombre de problèmes à l'aide des seules 
combinaisons des quatre règles. Mais ces solutions ont des 
inconvéniens, car souvent on n'arrive au résultat que par des 
tâtonnemens, et quelquefois même, les valeurs que l'on trouve 
pour les inconnues ne satisfont point à la question proposée; 
enfin, on ne parvient jamais à des résultats généraux. On a 
remédié à ces inconvéniens, en représentant les quantités 
connues et inconnues, par des caractères indépendansde toute 
valeur particulière. Ces caractères sont les lettres de l'Alphabet. 
On prend les premières lettres, a, b, c, etc . , pour désigner les 
quantités connues et les dernières lettres, x,yy z, t, u> v, e tc . , 
représentent les inconnues. 

2 . Par exemple ; si l'on veut résoudre cette question : la 
somme de deux nombres est 1 2 , leur différence est G; quels 
sont ces nombres ? En désignant par x le plus petit des deux 
nombres; le plus grand sera a;-+-6 (*) et la somme de ces 
deux nombres devant être égale à 12 , on aura, a? + x + 6 = i 2 . 

Pour trouver x, on observera que x -f x , exprime 2 fois x, 

(*) Kous avons fait connaître (A, n° a5) les signes, 

-4- x > 
ils signifient respectivement 

plus moins multiplié par égal plus grand que. 

3. 



ou xX 2. De sorte que o: X 2 + 6 — 12 ; 12 étant la somme 
des deux quantités 6 et x X 2 > si l'on ôte 6 de 12, le reste G 
sera égal à x X 2 *, et par conséquent, le plus petit nombre x , 
sera la moitié de 6 , ou 3 ; le plus grand nombre sera donc 
3 -f 6 , ou 9. Les nombres 3 et 9 satisfont aux deux conditions 
du problème, car leur somme est 12 et leur différence est 6\ 

3. Si l'on prenait d'autres nombres pour la somme et la 
différence , le résultat changerait; mais les raisonnemens et les 
opérations à faire, pour déduire le plus petit nombre et le plus 
grand, de la somme et de la différence, resteraient les mêmes. 
Par conséquent, pour découvrir comment les valeurs des i n 
connues se déduisent des quantités connues, il suîlit de repré
senter ces dernières par des caractères généraux. On désignera 
donc la somme des deux nombres inconnus par a et leur diffé
rence par b ; le plus petit nombre étant x, le plus grand sera 
x-\- b et la somme de ces deux nombres devant être égale k a, 
on a u r a . . . . . x-^x+b = a ; ou xX%+b = a. 

a étant la somme des deux quantités b et x X 2 , si de a 
on ôte by le reste a — b, sera égal à x X 2. Donc a:X — b . 
Le double de x étant a—>b , le plus petit nombre x sera la 
moitié de a— b , ou l a — \b. Le plus grand nombre x+b, 
sera donc ±\a—zb + b, ou ^ a - f £ è ; car b — ^b — ^b. Ainsi, 

x = la — \b et x-^b = la + ~b. 

Ces résultats nous apprennent, que le plus petit nombre est 
toujours égal à la demi-somme moins la demi-différence et 
que le plus grand est égal à la demi-somme plus la demi-
différence. Ce qui s'accorde avec le résultat du n° 145 de 
mon Arithmétique. 

L'égalité x=z^a—^b, est une formule algébrique, qui 
donne le tableau des opérations arithmétiques à effectuer sur 
les quantités connues, a et b, pour en déduire l'inconnue x. 

4. Les égalités écrites à l'aide des signes algébriques, ont 

reçu le nom tY Equations. Les deux quantités séparées par le 



signe = , sont les deux membres de l'équation ; la quantité 
placée à gauche du signe = est le premier membre, et celle 
qui est à droite est le second membre. Les quantités séparées 
par les signes -f- et — , sont les termes de l'équation. Ainsi, 
x + & = ^ < z + 1 b , est une équation, le i e r membre est x^b, 
le 2 e membre est ^a-\-\b\ les termes du i e r membre sont 
x et b-} les termes du 2 e membre sont | a et^ 

5. Quand on déduit d'une équation la valeur de l'inconnue 
qu'elle renferme , on dit qu'on résout cette équation. Par 
conséquent, résoudre une équation, c'est lui faire subir des 
transformations qui ne troublent pas l'égalité et après lesquelles 
l'inconnue se trouve seule dans un membre ; alors, l'autre 
membre , représente la valeur de Vinconnue. Quand on dit 
quune égalité n'est pas troublée, on entend que l'inconnue ne 
change pas de valeur. 

G. Les exemples précédens suffisent pour faire voir que la 
solution d'un problème est composée de trois parties essentielle-
ment différentes. La première consiste à mettre le problème en 
équation} en traduisant les conditions quil exprime en langage 
algébrique; ce qui se réduit toujours à indiquer, au moyen 
des signes algébriques, sur les quantités connues et inconnues, 
les mêmes opérations, qu il faudrait effectuer, si connaissant 
les valeurs des inconnues, on voulait s'assurer quelles satis
font à toutes les conditions du problème. De sorte que pour 
mettre un problème en équation, il suffit d'indiquer la P R E U V E . 

Dans la seconde partie, on cherche à résoudre l'équation du 
problème, en dégageant l'inconnue des quantités avec lesquelles 
elle se trouve combinée. Eniin. dans la troisième partie, on fait 
la P R E U V E , en vérifiant si les valeurs obtenues pour les incon-* 
nues, satisfont à toutes les conditions du problème. On pourrait 
appliquer cette règle à des exemples, mais la résolution des 
équations qui en résulteraient, exigeant la connaissance des 
opérations de l'Algèbre, nous commencerons par ces opérations. 



Calcul des Quantités algébriques. 

7. Noua ferons d'abord connaître la notation qui a été 
adoptée. Les signes -f- et — indiquant l'addition et la sous
traction y les expressions a-\-b et a—*b, désigneront la somme 
et la différence des quantités représentées par les lettres a et bv 

Pour indiquer le produit des quantités a, b, c , on pourrait, 
écrire a X ^ X c , mais on est convenu de sous-entendre le 
signe X > de sorte que abc représente le produit des quan
tités a, b y c. 

8. En général, pour indiquer le produit de plusieurs quan
tités , on écrit ces quantités les unes à la suite des autres, sans 
les séparer par aucuns signes. 

9 . Quand les quantités que Ton doit ajouter ou multiplier, 
sont égales, on simplifie le résultat. Ainsi, b-\~b-\-b , indi
quant la somme de 3 quantités égales à b, ou bx 3 , ou 3 X b, 
on écrit 3b (n° 8 ) ; et bbb indiquant le produit de 3 facteurs 
égaux à b, on écrit b3. Dans l'expression 5Z>, on dit que 3 
est le coefficient de b, et dans b3 on dit que Y exposant de b 
est 3. D'après ces conventions 

b-j-b~ab', ab-^-ab-j-ab—Sab; abc-^-abc—^abc. 

4 3 = iW; b*=bbbb; 2 3 = 2 X 2 X 2 = 8 ; 3 a = 3 x 3 = 9 . 

10. On est convenu d'omettre le coefficient + 1 et Vexpo
sant 1, Ainsi, b est la même chose que - j - ibl et ab est la 
même chose que -f- ialbl. 

1 1 . Les quantités, b3, b4, etc. , étant respectivement égales à 
îXbxbXb , îXb Xbxbxb , etc. (n° 9) , on peut dire 
que Y exposant d'une lettre indique combien de fois Vuniiè 
e±t multipliée par cette lettre. De sorte que, pour obtenir la 
valeur du produit indiqué par une lettre affectée d'un expo
sant , il suffit d'écrire F unité et de mettre à sa suite la lettre 
mitant de fois facteur, quil y ad* unités dans V exposant. 

îa . Les produits de facteurs égaux, ont reçu le nom d« 
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puissances*. On désigne une puissance , par le nombre de 
facteurs égaux dont elle est formée et l'un des facteurs égaux, 
se nomme la Racine. La quatrième puissance de b est donc 
M et la racine quatrième de b* est b ; la 3ème puissance de a 
est 2 X 2 X 2 , ou 8 , et la racine 3ême de 8 est 2. En général ; 
la mlèmg puissance d'une quantité, est le produit de m facteurs 
égaux à cette quantité et la racine mieme d'une puissance est 
la quantité qui prise m fois facteur, reproduit cette puissance» 
Ainsi, 2 est la racine quatrième de 16, parce que 2 pris 4 fois 
facteur, donne 2 X 2 X 2 X 2 , ou 16. Pour indiquer la racine 
du degré m d'une quantité, on couvre cette quantité du 

signe nommé Radical, entre les branches duquel on met 

le nombre qui marque le degré ou Yindice de la racine 
indique donc la racine 3éme de a3 ; la valeur de cette racine 
est a. La deuxième puissance a reçu le nom de quarré et la 
troisième puissance a reçu le nom de cube ; de sorte que les 
expressions, racine quarrée et racine cubique, sont synonimes 
avec racine deuxième et racine troisième. Le quarré de 3 est 
3 x 3 ou 9 et la racine quarrée de 9 est 3 ; le cube de 2 est 
2 X 2 X 2 , ou 8, et la racine cubique de 8 est 2. 

i3 . Les termes de l'expression 2a+^—s , sont 2a, + £ , e t—s. 
Chacun de ces termes est un monôme. Lesquantités composées 
de 2 termes , ou de 3 termes, ou e tc . , sont des binômes, ou 
des trinômes , ou etc. En général, une quantité composée de 
plusieurs termes est un polynôme. 

i4« Les termes qui ne sont pas précédés du signe + ou du. 
signe —, sont censés affectés du signe -f-. Ainsi, dans le p o 
lynôme , a — b-\~c , le premier terme a est censé affecté du 
signe -f-. Les quantités affectées du signe -f-, sont dites posi
tives, et les quantités affectées du signe — , sont des quantités 
négatives. Les nombres -f- 3 et -f- 5 sont positifs j — 3 e t — 5 
sont des nombres négatifs. 

i5. La soustraction conduit aux quantités négatives. En 
effet > si l'on voulait ôter 7 de 5, le reste serait — 2 , car 



pour retrancher 7 , il suffit d'ôter successivement 5 et 2 ; mais 
quand on a ôté 5 de 5 , le reste est zéro ; on devrait donc 
ôter 2 de o ; le reste demandé est donc o — 2 , ou — 2 . Par 
la même raison, quand on retranche a -f- b , de a , le reste 
e s t a — a — b, ou o — b, ou — b. En général, la quantité 
négative — b, indique le reste d'une soustraction dans laquelle 
la quantité à soustraire surpasse de b, la quantité dont on veut 
la soustraire. De sorte qu'ozi peut considérer une quantité né
gative , comme exprimant le reste d'une soustraction qui na 
pu s'effectuer entièrement. 

16. Le nombre des facteurs simples contenus dans un produit, 
en constitue le degré. Les coefficiens numériques ne comptent 
pas dans T estimation du degré des quantités algébriques. 

17. Un polynôme est dit H O M O G È N E , quand tous les termes 
sont du même degré. Ainsi, a 3 - f - 5 a 2 è — b 3 , est un polynôme 
homogène du troisième degré. 

18. On est convenu de déterminer les grandeurs des quan
tités algébriques , par les grandeurs des exposans. De sorte 
que sous le rapport de l'Algèbre , a3 est plus grand que a 2 ; 
mais il ne s'agit pas des valeurs numériques, car lorsque a est 
moindre que l'unité , la valeur numérique de a 3 est moindre 
que celle de a 2 ; par exemple, a — \:> donne a 3 = £ et a 2 ~ ^ . 

13. Quand les termes d'un polynôme, sont disposés suivant 
l'ordre indiqué par les grandeurs des exposans d'une même 
lettre, prise arbitrairement, on dit que le polynôme est O R D O N N É 

par rapport à cette lettre. Le polynôme a5-f- 56a*-f-Z>2a3, est 
donc ordonné, suivant les puissances décroissantes de a et ce 
polynôme , ordonné suivant les puissances croissantes de a, est 
b*as + 5ba*+a5. 

2 0 . Pour indiquer des opérations à effectuer sur des quan
tités , on renferme ces quantités entre parenthèses et l'on met 
hors des parenthèses , les signes des opérations à effectuer. 
Ainsi, pour indiquer, la somme, ou la différence, ou le pro-



cluit, ou le quotient, des deux binômes a—b, c — d, on 
écrit {A, n° 2 1 7 ) . . . . 

(«—b) + (c—d)y ou ( a — ( c — < / ) , ou (a—£)x(c—d), ou (a—&):(c— 

Les expressions, 

désignent également le quotient de la division de (a—b) par 

Les conventions des n 0 5 8 et 9 , s'appliquent aux polynômes, 
en renfermant chaque polynôme entre deux parenthèses. Ainsi, 
(a—b) (c—d), indique le produit des binômes (a—b) et (c—d) \ 
(a—b)3 désigne le produit de trois facteurs égaux à (a—b), 

c'est-à-dire la 3 e puissance de (a—b) et désigne la 
racine 3 e de (a-f-Z>). 

21. Les polynômes algébriques, peuvent quelquefois se r é 
duire à une forme plus simple. Par exemple, s ip désigne une 
quantité quelconque, on aura 

p-f-3-f-5=p-+-8; p—3—5=/>—8; p-f-5—3=/>-f-2 j p-h3— 

En effet; p-f-3-f-5, exprime que Ton doit ajouter successi
vement 3 et 5 , à p ; ce qui revient à ajouter 8 à — 3 — 5 , 
indique que l'on doit soustraire 3 et 5 de p, ce qui se réduit 
à retrancher 8 d e p ; p - f - 5 — 3 , exprime que Ton doit ajouter 
5 à p, pour retrancher ensuite 3 ; ce qui revient à ajouter 2 à p; 
enfin , on obtient la valeur de p -f- 3 — 5, en ajoutant 3 à p et 
retranchant ensuite 5 ; ce qui revient à retrancher 2 de p. Oa 
a donc 

+ 3 + 5 = + 8 ; — 3 — 5 = - 8 j + 5 — 3 = + 2 ; + 3 — 5 = — a . 

2 2 . L'ordre dans lequel on écrit les termes d'un polynôme, 
est indifférent, cardans tous les cas, le résultat exprime la 
somme des quantités additives, diminuée de la somme des 
quantités soustractives. Ainsi, 2 + 7 — 5 = j—5+2=4-

23. En général, pour réduire une expression composée de 
plusieurs nombres affectés des signes + et—, il suffit de 



calculer' deux sommes; l'une des nombres affectés du signe +, 
l'autre des nombres affectés du signe — ; on retranche la plus 
petite somme de la plus grande; le reste, affecté du signe des 
nombres qui ont donné la plus grande somme , exprime le ré
sultat demandé. S'il s'agit de l'expression 5 — 6 + 3 — 7 + 1 0 , 
on calculera deux sommes; l'une 18, des nombres positifs 
5 , 3 , Î O J et l'autre i3 , des nombres 6 , 7 , précédés du 
signe — ; la différence entre ces deux sommes étant 18— i3 , 
ou 5 , et la plus forte somme correspondant aux nombres 
affectés du signe + , l'expression proposée se réduit à + 5 . 
On verrait de même que — 5 + 6 — 3 + 7 — 1 0 , se réduit 
à — 5 . 

24. Par conséquent , si l'on considère la quantité b comme 
une certaine unité, on aura 

3b+5b~8b; —36—5/>~—86; 5 6 - 3 6 = - â 6 ; 3 6 - - 5 6 = — 2 6 ; 

5 i _ 6 6 + 3 6 — 7 6 + i o 6 = + 5 6 ; —56+66—36+76— \ob=.—5b. 

Q5. En général, pour réduire un polynôme à sa plus simple 
expression, il suffit de réunir tous les T E R M E S S E M B L A B L E S ( * ) 

enunseul, en opérant sur les coefficiens de ces termes, d'aptes 
la règle du nQ 23. Par exemple, s'il s'agit du polynôme. . . 

5a — jb*c— 3a + ffic — 2a + 1 îa — b , 

on écrira les termes semblables, les uns à côté des autres, de 
cette manière 

5a + lia — 3a—sa — jb*c+4b2c — b. 

Le coefficient de a, sera 5 + 11 — 3 — 2 , ou + 11; le coeffi
cient de 6 2c sera —7 + 4 , ou — 3 ; le polynôme se réduira 
donc à , 1 ta — 36 a c— b. On dit que ce dernier polynôme est 
réduit à sa plus simple expression, parce que tant qu'on ne 
donnera pas des valeurs particulières aux lettres , a, 6 , c, on 

(*) On entend par termes semblables, ceux qui sont les mêmes , abs
traction laite des coefîkiens numériques. Ainsi , 3a2b et ^a^b sont des 
termes semblables. Les termes 2ab et 2ab* ne sont pas semblables, 



ne pourra pas le réduire à un plus petit nombre de termes. 
Si Ton supposait, a = 100, b = 2, c m 3 , on trouverait, en effec
tuant les opérations indiquées, 

5a——"Sa-h^frc— ia~\- wa—b 

= 5 x ioo — 7 x 2 2 x 3 — 3x ioo-f-4*2* x 3 — îx 100-f -n x ioo — st 

= 5 o o — 84 — 3oo + 4^ — 200-h iioo — 2 = 1 6 4 8 — 5 S 6 = ; i o 6 2 . 

11a — 3& 3c—b = 11 x 100 — 3 x 2 * x 3 — 2 — 1100 —-36 — 2 = 1062. 

26. Cet exemple suffit , pour faire voir combien il est im
portant de réduire les polynômes, avant d'y substituer les va
leurs numériques des lettres. Un polynôme, réduit à sa plus-
simple expression, offre le tableau des opérations à faire, sur 
les valeurs numériques des lettres, pour obtenir le plus prompte-
ment possible, la valeur numérique de ce polynôme. Le prin
cipal but du calcul des quantités algébriques^ est de réduire 
ainsi les expressions littérales aux formes les plus simples. Il 
s'agira toujours de trouver quelle est la forme la plus simple 
dont un résultat est susceptible, quand on n assigne aucune 
valeur numérique aux lettres. La solution de ce problème nous 
conduit aux quatre règles de VAlgèbre. 

27. Le but de / 'ADDITION" algébrique est de réunir plusieurs 
quantités en une seule ; de sorte que les opérations indiquées 
par la somme de plusieurs quantités, doivent produire le même 
effet que Vensemble des opérations indiquées par ces quantités. 
Il résulte de cette définition, que la somme de plusieurs quan
tités, doit être composée de la somme de toutes les parties 
additivcs , diminuée de la somme des parties soustractives 
{A, n° i35). On obtiendra donc la somme de plusieurs quan
tités , en écrivant les termes de ces quantités , les uns d la 
suite des autres et avec leurs signes (*). Les termes qui ne 

(*) Quand nous parlerons dos signes de plusieurs quantités, nous sous-
entendions toujours qu'il s'agira des signes -h et •— qui affectent ces 
quantités. 



sont précédés d'aucuns signes, sont censés avoir le signe +. 
Ainsi, 

ra+h)+(c-~d)—a+h+c—d ; (4 -5)+(+3)= :+5+3=: - f -8=8 ; 

(_5)+(—3)==—5—3==--8; ( + 5 ) + ( - 3 ) = 5 — 3 = a ; (+3)+(—5)==i--5= - - 2 . 

On peut parvenir directement aux mêmes résultats. En effet ; 
pour ajouter (c—rt") à (a-f-ô), on dira; si Ton ajoutait c, à (a-f-Z>), 
la somme serait a-f-6-f-c ; mais on ne devait ajouter que c—d; 
on a donc ajouté d de trop; la somme a-j-b-j-c est donc 
trop forte de d-, la somme demandée est donc c + 6 + c — d. 
La somme des nombres + 5 et + 3 est -f- 8 , car ajouter 
successivement 5 et 3 , revient à ajouter 8 ; la somme des 
nombres — 5 e t — 3 e s t — 8 , car soustraire successivement, 5 
et 3 , revient à soustraire 8 ; la somme des nombres + 5 et —3 
est - f - 2 , car ajouter 5 et retrancher 3 , se réduit à ajouter 2 ; 
enfin, la somme des nombres + 3 et — 5 est — 2 , car ajouter 3 
pour soustraire ensuite 5, revient à soustraire 2 . La somme des po
lynômes 5a—2b—c, 6b—8a-f-c, sera 5a—2b—c-f-G6—8a-j-c; 
cette somme se réduit à —3a+4^* 

28. La S O U S T R A C T I O N algébrique a pour but, connaissant 
la somme de deux quantités, et l'une de ces quantités , de 
trouver Vautre quantité {A , n° 16). Ainsi, lorsque de A, on 
ô t e J 5 , le reste R doit être t e l , que B -\~R~A. Le reste 
sera donc la quantité qu'il faudrait ajouterai?, pour obtenir A ; 
niais, si l'on ajoutait à B , tous les termes de B pris avec des 
signes contraires, le résultat serait zéro , car tous les termes 
seraient deux à deux égaux et de signes contraires ; la quan
tité R , que l'on doit ajouter à B, pour trouver A , est donc 
composée de la quantité A, et de tous les termes de B, pris 
avec des signes contraires. Par conséquent, pour obtenir le 
reste d'une soustraction, il suffit d'écrire les termes de la 
quantité à soustraire, d la suite de la quantité dont on sous
trait , en ayant soin de changer les signes de tous les termes 
de la quantité à soustraire. De sorte que pour soustraire une 
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quantité, il suffit de changer les signes des termes de cette 
quantité. On aura donc 

(a—b)—(c—d)—a—b—c-f-J j a—(b—c^-d)~a—b+c—d\ 

a—(-\-b)—a—b; a-—{—b)—a-\~b j a—(—b—c—d)~a+b-{-<c-i-d. 

Pour faire la preuve, on observera que dans chaque opéra
tion , le reste ajouté à la quantité à soustraire, donne une 
somme égale à la quantité dont on soustrait. Par exemple , 
lorsqu'on retranche (c—d) de (a—b) , le reste est a—b—c-j-d, 
car ce reste ajouté à (c—d) , donne une somme 
c—d-\-a—b—c-{-d, qui se réduit à a—b. 

Les principes de l'Arithmétique {A, n° i 4 0 , conduisent 
aux mêmes résultats. En effet ; pour ôter (c—d) de (a—b) , 
on dira : si l'on voulait soustraire c, de a—b , le reste serait 
a—b—c ; mais on ne devait soustraire que c—d ; on a donc 
ôté d de trop; le reste a—b—c est donc trop faible de d; le 
reste demandé est donc a—b—c-f-d. La quantité a étant équi
valente à (a+Z>—b), suivant que l'on ôtera -f-& ou — b , de a, 
le reste sera évidemment, a—b ou a+Z>. Si de ( — 3 a + 4 & ) , 
on ôte (Sa—oh—c) , le reste—Za+^b—5a + 2&-f-c, se 
réduira à 6b—8a-f-c 

29. On peut comparer les grandeurs de plusieurs quantités, 
en faisant abstraction des signes + et — on en ayant égard à 
ces signes. Dans le premier cas, on compare les grandeurs 
absolues des quantités, dans le second, on compare 1 es gran
deurs relatives de ces quantités. Nous avons vu en Arithmé
tique , comment on pouvait comparer les grandeurs absolues 
des nombres. Pour comparer les valeurs relatives desnombres, on 
observera que dans la suite, — 3 , —2, — 1 , o, -f-i , + 2 , -f-3, etc. , 
chaque nombre est égal au précédent augmenté de l'unité; la 
valeur relative d'un nombre négatif est donc d'autant plus 
grande que ce nombre renferme moins d'unités. En généra! ; 
les quantités négatives les plus grandes en valeur relative, 
sont celles dont les valeurs absolues sont les plus petites. Pour 
démontrer cette propriété, il suffit de faire voir que l'inégalité 



— a^>— (a-f-&)> est exacte; or en ajoutant a-f-6-f-c à chaque 
membre de cette inégalité , on ne trouble pas l'inégalité, et l'on 
trouve c-)-b^> c ; cette dernière inégalité étant vraie {a,b, c , 
sont supposés positifs) , la première inégalité est exacte. On en 
déduit que les valeurs relatives des quantités négatives, sont 
moindres que zéro ; mais en valeur absolue, il n'existe pas 
de quantité plus petite que zéro. 

3o. Pour prévenir les erreurs , nous distinguerons deux sortes 
d'opérations. Les opérations seront arithmétiques, quand nous 
n'aurons égard qu'aux valeurs absolues des quantités et les 
opérations seront algébriques, quand nous aurons égard aux 
signes de l'Algèbre. Ainsi, la somme arithmétique des nombres 
+ 7 et — 5 sera 7 + 5 , ou 12, et la somme algébrique des 
mêmes nombres, sera 7 — 5 , ou 2. 

5 i . Le but de la M U L T I P L I C A T I O N algébrique, est de prendre 
une quantité, nommée multiplicande, autant de fois quilest 
indiqué par une autre quantité nommée multiplicateur. Le 
résultat se nomme produit. De sorte que le produit est toujours 
composé avec le multiplicande, comme le multiplicateur est 
composé avec l'unité {A, n° 194)- Nous allons successivement 
démontrer les règles relatives aux lettres, aux exposans, aux 
coefficiens et aux signes. 

32. La règle des lettres se réduit à la convention du n° 8. 
Ainsi, abc, indique le produit des quantités a, b} c. Les 
expressions c X ^ X c , a.b.c, indiquent le même produit. 

33. Pour démontrer larèg7e des exposans, il suffit d'observer 
que le produir de deux quantités étant formé du produit de 
tous les facteurs du multiplicande et du multiplicateur, le 
produit des puissances d'une même quantité a pour exposant 
la somme des exposans des facteurs. Ainsi, b2 X b3 = ô 5 , car b, 
étant q fois facteur dans b2 et 3 fois facteur dans b3, doit être 
5 fois facteur dans le produit. On parvient au même résultat 
eu remarquant que 6 2 X 6 3 ^ 6 £ X bbb—bbbbb = b$. 



34. Lorsqu'un produit contient plusieurs puissances d'um 
même lettre, on peut n'écrire cette lettre quune seule fois , 
en lui donnant pour exposant la somme des nombres qui 
marquent combien de fois elle est facteur. En effet ; un pro
duit ne change pas, dans quelque ordre qu'on effectue les 
multiplications (A, n° 3 3 ) ; on a donc 

a}b*c^albsd — a}a* X b*b5 xc*d — a 3 + 5 x & a+ 5 X c*dr=za*bic*d. 

35. Le coefficient du produit de plusieurs monômes est égal 
au produit des coefficiens des facteurs, car le produit des 
facteurs 2a, 3b, 5c, est 2a X 3b X 5c , ou 2.3.5 Xabc, ou 
3o abc. 

36. Dans la multiplication de deux monômes, le produit-a 
le signe + , quand les facteurs ont le même signe et le produit 
a le signe —, quand les facteurs ont des signes différens. La 
démonstration de cette règle se déduit de ce que le produit 
est composé avec le multiplicande, comme le multiplicateur est 
composé avec l'unité (n° 3 i ) . En effet; le signe d'un produit 
ne dépendant que des signes des facteurs, il suffit de consi
dérer le cas où le multiplicande est un nombre entier, positif 
ou négatif, + b ou — b. Cela posé; i*. Quand le multiplica
teur a le signe +, le produit a le signe du multiplicande, car 
le multiplicateur positif + b, étant formé de l'addition de b 
unités, le produit sera la somme de b quantités égales au 
multiplicande. Or pour ajouter plusieurs quantités, il suffit 
d'écrire ces quantités avec leurs signes (n*27) ; les produits 
de + a et de — a, par -f- b, sont donc -{-ab et — ab. 
2°. Quand le multiplicateur a le signe —, le produit a un 
signe contraire au multiplicande, car le multiplicateur négatif 
— b, étant formé de la soustraction de b unités, on obtiendra 
le produit en retranchant b fois le multiplicande ; mais pour 
soustraire le multiplicande, il suffit d'en changer le signe (n°a8). 
Les produits de + a et d e — a , par — b , sont donc — ab 
et + ab. On en déduit la règle énoncée. On peut observer 
que le multiplicateur positif + b, indiquant l'addition de b 



quantités égales au multiplicande, le multiplicateur négatif 
— b , indique la soustraction de b quantités égales au multi
plicande. 

37. La règle du n° 3S, conduit aux propriétés suivantes ; 
i°. Un produit a le signe + , quand tous ses facteurs sont 
positifs; 2 0 . le produit d'un nombre pair de facteurs négatifs, 
est positif, car ces facteurs, pris deux à deux, donnent des 
produits positifs ; 3°. le produit d'un nombre impair de facteurs 
négatifs, est négatif, car le produit de tous les facteurs , 
excepté le dernier facteur, a le signe + (2 0 ) ; 4°- ^e produit 
de deux facteurs ne change pas de signe, quand on change 
les signes de ses facteurs , car en vertu de ce changement, 
deux signes semblables restent semblables et deux signes diffé
rens restent différens ; 5°. le produit de deux facteurs change 
de signe, quand on change le signe d'un seul facteur, car 
par ce changement, deux signes semblables deviennent diffé
rens et deux signes différens deviennent semblables ; 6°. le pro
duit de plusieurs facteurs ne change pas de signe, quand on 
change les signes d'un nombre pair de facteurs, car les pro
duits deux à deux des facteurs ne changent pas de signes (4°) ; 
7 0 . le produit change de signe, quand on change les signes d'un 
nombre impair 2n-\- 1 , de facteurs, car lorsqu'on aura changé 
les signes de 211 facteurs , le produit n'aura pas changé de 
signe (6°) -, le changement de signe du dernier facteur , fait 
donc changer le signe du produit (5°) ; 8°. pour soustraire un 
produit, il suffit de changer les signes d'un nombre impair de 
facteurs, car le produit, qui change de signe (7 0) , se trouve 
soustrait (n° 28) 9 0. un produit ne change pas de signe, quand 
on change en même temps le signe qui le précède et les signes 
d'un nombre impair de facteurs y car le produit change deux 
fois de signe. 

38. La multiplication des polynômes, se déduit de ce prin
cipe , que lorsque dans le produit de deux facteurs , l'un des 
facteurs augmente ou diminue, le produit augmente ou diminue 
de l'autre facteur multiplié par r augmentation ou la diminu-



tion du facteur qui a varié {A,n° 147)* En effet; pour 
former le produit de a-f-6, par c, on dira : le produit de a 
par c serait ac ; mais ce n'est pas a qu'il faut répéter c fois, 
c'est a augmenté de b ; le multiplicande a est donc trop petit 
de b'7 le produit ac est donc trop petit de c fois b ; le produit 
de a-j-6 par c est donc ac-^-bc. Par la même raison, le produit 
de a-f-6 par a?, sera ad-\~bd. On en déduit facilement les 
produits de a + 6 , par c + a 7 et par c—c?. En effet 7 

pour multiplier a -f- b par c + ô*, on dira : si l'on multi
pliait a + 6 par c , le produit serait ac-^bc; or le multi
plicateur c est trop petit de d) le produit a c + 6 c est donc 
trop petit de a7 fois ( a + 6 ) , ou de ad-\-bd; le produit de ( a + 6 ) 
par (c-J-o7) est donc aof-6c+aa 7-f-6a\ On voit que le produit 
total est la somme des produits partiels de chaque terme du 
multiplicande y par chaque terme du multiplicateur. Le produit 
de a-f-6 par c, étant ac-j-bc, si le multiplicateur c diminue 
de d et devient c — d, le produit diminuera de d fois (a-f-6) 

ou de ad-\-bd\ le produit de a-f-6 par c—a* est donc 
ac-{-bc—ad—bd. Le produit de a—b par c , est ac—6c, car la 
produit de a par c étant ce , si le multiplicande diminue de 6 , 
le produit ac diminuera de c fois b ou de c6. Le produit de 
a—b par est donc ad—bd. Le produit de a—b par c-f-o7, sera 
ce—bc-^ad—bd , car le produit de a—b par c étant ac—bc, 
si le multiplicateur augmente de o?, le produit augmentera de a! 
fois (a — b) ou de aa 7—bd. Enfin, le produit de Û — b parc , 
étant ac — bc, si le multiplicateur c diminue de d et devient 
c—d , le produit diminuera de Jfois a — b ou de aa 7 —bd, le 
produit de «.— b par c — a* est donc ( a c — 6c) — (ad — bd) , 
ou ac—6c — ad-j-bd. On a donc 

{a-»rb) {c-\-d)=ac->rbc-±>ad-+-hd; (a+b)(c—d) z=ac-t-bc ~ad — bd. 

(a—b)(c-*-d) — ac—bc+ad—bdj (a—b) (c—d) = ac — bc—ad-h bd. 

On verra de même que le produit de a 2 6—za , par Zab—6a, 
est 3 a 3 6 a — • 6 V 6 — a2b3+Qab2. 

39. En comparant, dans chaque multiplication, les facteur* 
avec le produit, on voit que l'on parviendrait directement au 



résultat, en multipliant successivement chaque terme du multi
plicande , par chaque terme du multiplicateur, d'après les règles 
données pour la multiplication des monômes. On pourra donc 
éviter de répéter continuellement les mêmes raisonnemens, au 
moyen de cette règle abrégée : 

40. Pour former le produit de deux polynômes ; multipliez 
successivement chaque terme du multiplicande, par chaque terme 
du multiplicateur, d'après les règles données pour la multiplica
tion des monômes. La somme algébrique des produits partiels, 
ainsi formés, sera le produit total. 

41. Pour mettre plus d'ordre dans la formation du produit 
de deux polynômes et faciliter les réductions dont ce produit 
est susceptible y on O R D O N N E 19) les facteurs par rapport 
à une même lettre et F on dispose les produits partiels de manière 
que les termes semblables se trouvent les uns sous les autres. 
S'il s'agit, par exemple, de multiplier (b*-{-a2b - f -a 3 -f-ab 2 ) 
par (4&2 + 3a 2 —3ab) , on ordonnera ces facteurs par rapport 
à la lettre a , et l'on sera conduit au calcul suivant 

Multiplicande a^-^-ba"1 -{-b^a -f-Z>3 

Multiplicateur 3a12—3ba - H j ^ 2 

Produits 

partiels 

(\cr produit). 

(ic produit). 

( 3 E produit ) . 

Produit total... 3a5-t-4^2 f l 3+4^3«*-+-& 4« -Hf̂ 5* 

La multiplication du multiplicande, par le premier terme 
3a2 du multiplicateur , a donné le i e r produit partiel; on a 
obtenu le 2 e produit partiel , en multipliant le multiplicande 
par le 2 e terme — 3ba , du multiplicateur et Ton a formé le 
5 e produit partiel en multipliant le multiplicande , par le o e 

terme +4b2, du multiplicateur. On a disposé les termes sem
blables les uns sous les autres et la somme des produits partiels, 
a donné le produit total. 

42. Quand les facteurs et le produit sont ordonnes, par 
rapport à une même lettre, le premier terme du produit est le 

produit 



produit du premier terme du multiplicande, par le premier 
terme du multiplicateur et le dernier terme du produit résulte 
de la multiplication du dernier terme du multiplicande , par 
le dernier terme du multiplicateur. Ainsi, dans l'exemple pré
cédent , 3a 5 est le produit de a3 par 3a 2 et ^b5~b3 X 4 ^ 

43. Lorsqu'un polynôme renferme plusieurs termes affectés 
des mêmes puissances de la lettre par rapport à laquelle on 
veut ordonner, on réunit tous ces termes en un seul et l'on 
ordonne les coefficiens de cette lettre par rapport à une autre 
lettre. Ainsi, pour ordonner le polynôme 
û 5 + 2& a a 4 —5a 3 — 3ba*—a* — 2b*a3, par rapport aux puis
sances décroissantes de a et b , on écrira 
a5-|-(2&*—3b — 1) a 4 — (26*-f-5) a* ; ce polynôme, ordonné 
suivant les puissances croissantes de a et b, deviendrait. . . . 
-— (5 + 2&2) a3 — (1 -f- 3b — 2&a) a 4 -f- a5. Ce dernier polynôme 
est composé des trois termes—(5-f-2& 2)a 3, —(i-f-3Z>—26*) a*, 
et -f-a 5. En général , un polynôme ordonné, suivant les puis— 
sances décroissantes de a , est de la forme 
p a m + qam~~l -J- ram~2 + etc.; les coefficiens p, q, r,etc, des 
diverses puissances de a, sont indépendans de a; le premier 
terme est pam, le 2e est qam~l; etc. 

44« La D I V I S I O N algébrique a pour but, connaissant le 
produit de deux facteurs, nommé dividende et V un deux, nommé 
diviseur, de trouver Vautre facteur, appelé quotient (A, n° 27). 
Toutes les règles relatives à la division se déduiront donc de 
celles qui ont été données pour la multiplication , car le quo
tient sera la quantité par laquelle il faudra multiplier le divi
seur, pour obtenir le dividende. On trouvera donc les facteurs 
du quotient, en supprimant dans le dividende, tous les facteurs 
du diviseur. 

45. La R È G L E D E S L E T T R E S est de supprimer dans le divi
dende , toutes les lettres du diviseur ; le résultat exprime les 
lettres du quotient, carie dividende contenant toutes les lettres 
du diviseur et du quotient, si l'on supprime celles du divi-

2 



seur, il restera celles du quotient. A i n s i . . . . . 

46 • Dans la division de deux puissances d'une même quan
tité , la R È G L E D E S E X P O S A N S est de retrancher l'exposant du 
diviseur de celui du dividende ; le reste est l'exposant du quo
tient y car l'exposant du dividende est la somme des exposans 
du diviseur et du quotient (n°33) . Le quotient de la division 
de bb par b3 est donc b5"3, ou b%. On peut d'ailleurs le dé
montrer directement, en observant q u e . . . . 

47. La démonstration de la règle précédente, suppose que 
l'exposant du dividende surpasse celui du diviseur. Voyons s'il 
est possible d'appliquer la même règle quand l'exposant du 
dividende n'est pas plus grand que celui du diviseur. Pour 
que la règle du n* 4^> soi* générale, il faut q u e , . . . 

et que 

(p et q sont des nombres entiers positifs). Or 

et 

Il suffit donc d'examiner si la nature des signes -f- et — et 
des exposans, permet de supposer que b° = 1 et que 

Mais b? indique un produit composé du facteur 1 et 

de p facteurs égaux à b (n° 11); ce produit deviendra donc 
égal à l'unité, quand l'exposant de b sera zéro. L'égalité b° = 1, 
résulte donc de la définition des exposans (n° n ) Ainsi, toute 
quantité élevée à la puissance zéro, est égale d l'unité. 

48. Pour que il faut que dans b-1, l'exposant né-



gatif — q , indique que l'unité est divisée par q facteurs égaux 

à b ; or dans b*~*y l'exposant positif exprime que l'unité est 

multipliée par q facteurs égaux à b\ par conséquent, pour 

que la règle du n° 46 > soit générale , il faut supposer que 

Yexposaiit positif indiquant des multiplications, l'exposant 

négatif indique des divisions ; ce qui n'est pas contraire à la 

nature des exposans et des signes -f- et — . On verra que pour 

que les règles de VAlgèbre soient générales, il faut supposer 

que les signes -f- et — indiquent des manières d'être directe

ment opposées, des quantités. D'après cette convention, la 

règle du n° 46 sera générale. A i n s i . . . . . 

4,9- Les exposans négatifs indiquent donc des divisions qui 

tiont pu se faire exactement, . 

5o. Les règles des nos 33 et 46, conviennent aux exposans 

entiers, positifs et négatifs ; le produit des puissances d*une 

même quantité a pour exposant la somme algébrique des expo

sans des facteurs. Pour diviser deux puissances d'une même 

quantité l'une par Vautre, il suffit de retrancher Vexposant dit 

diviseur de celui du dividende, en ayant és;ard aux signes des 

exposans ; le reste est l'exposant du quotient. En effet; lorsque 

p et q, sont des nombres entiers positifs, on a (n°* 33 , 4$ et 48), 

On en dédui t , 

d'où 



Ce qui démontre le principe énoncé. 

5 i . La RÈGLE DES COEFFICIENS est de diviser le coefficient 

du dividende, par celui du diviseur; le résultat est le coefficient 

du quotient , car le coefficient du dividende est le produit du 
coefficient du diviseur, p a r l e coefficient du quotient ( n ° 3 5 ) . 

Ainsi, 3b, et 

5 2 . La RÈGLE DES SIGNES est la même que dans la multi

plication; le quotient a le1 signe -f-, quand le dividende et la 

diviseur ont le même signe, et le quotient a le signe —, quana\ 

le dividende et le diviseur ont des signes différens. En effet ; 
le dividende étant le produit du diviseur par le quotient (n° 44)> 
il résulte du principe du n° 36 , que lorsque le dividende a le 
signe + , le quotient a le même signe que le diviseur, et que 
lorsque le dividende a le signe — , le quotient a un signa 
contraire au signe du diviseur. On a d o n c . . . . . 

^3. Les règles relatives à la division des monômes, donnent 

54» La division des monômes ne pouvant plus offrir de diffi

culté , occupons-nous de la division des polynômes. Le divi

dende devant toujours être considéré comme un produit dont 

le diviseur et le quotient sont les facteurs (n° 44) , il est 

naturel d'examiner comment on forme un produit, afin d'en 



Multiplication, ou for

mation d'un produit* 
Division, ou décomposition d'un produit. 

i« t reste.. 

2 * reste... 

3« reste o 

Comparant le produit avec ses facteurs, on voit ; i° que les 

facteurs étant ordonnés par rapport à une lettre a, le produit 

est ordonné par rapport à cette lettre; 2 0 que le i e r terme du 

produit total est le produit du 1 e r terme du multiplicande , par 

le 1 e r terme du multiplicateur (n°4û) } 3° que les autres termes 

du produit, résultent de la réduction de plusieurs termes des 

produits partiels. Par conséquent ; la division du I e r terme a5 

du dividende, par le i e r terme a3 du diviseur, donnera le I e * 

terme a 2 du quotient, tandis que la division d'un autre terme 

du dividende , par un terme du diviseur, peut ne pas donner 

un terme du quotient. Les autres termes du quotient sont faciles 

à obtenir , car le dividende exprimant la somme des produits 

partiels du diviseur par chaque terme du quotient, si Von 

retranche du dividende, le produit du diviseur par le i e r terme 

du quotient, le reste 2bcfi~{-jb*a3 + 3 ^ 3 a a , sera le produit du 

diviseur , par les autres termes du quotient; la division du 1 e r 

terme o,bai de ce reste ; par le 1 e r terme c 3 du diviseur , 

donnera donc le 2 e terme 2,ba du quotient. Enfin , si Ton r e 

tranche du ier reste y le produit du diviseur par le 2 e ternie 

du quotient, le 2 e reste b2a3 - f - 3 6 3 a a , sera le produit du divi

seur, par le 3 e terme du quotient; de sorte que la division du 

1 e r terme b*a3 de ce 3 e reste, par le i e r terme a 3 du diviseur, 

donnera le dernier terme b% du diviseur; retranchant du 2 e reste > 

le produit du diviseur par Z>% le reste zéro indique, que le quotie t 

û 2 + aèa + è a est exact. 

déduire comment on peut décomposer ce produit. En voici 

un exemple 



55. En général, le dividende étant le produit du diviseur 

par le quotient, si Ton ordonne le dividende et le diviseur par 

rapport à une lettre et si Ton conçoit le quotient ordonné par 

rapport à cette lettre , le i e r terme du dividende sera le pro

duit du i e r terme du diviseur, par le i e r terme du quotient 

( n 0 ^ ) ; 1°- division du Ier terme du dividende, par le 

1er terme du diviseur, donnera donc toujours le ier terme du 

quotient. Or le dividende est la somme des produits partiels 

du diviseur par tous les termes du quotient; par conséquent, 

si l'on retranche du dividende , le produit du diviseur par Je 

1 e r terme du quotient, le reste sera le produit du diviseur 

par tous les autres termes du quotient; la division du i e r terme 

de ce reste , par le i e r terme du diviseur, donnera donc le 2Ç 

terme du quotient (n° 42); et ainsi de suite. Lorsqu onpar viendra 

eu reste zéro, le quotient obtenu sera exact, car ayant successi

vement retranché du dividende, les produits partiels du diviseur 

parles termes du quotient, c'est comme si l'on eût retranché an 

dividende, le produit du diviseur par le quotient obtenu ; 

or le reste de cette soustraction est zéro ; le dividende est 

donc égal au produit du diviseur par le quotient obtenu; ce 

quotient est donc exact. On en déduit cette règle générale : 

Pour diviser deux polynômes Vwi par Vautre; disposez les 

calculs comme en Arithmétique, Ordonnez le dividende et le 

diviseur par rapport à une même lettre. Divisez le i<r terme du 

dividende, par le \ e r terme du diviseur ; le résultat sera le ieY 

terme du quotient. Retranchez du dividende, leproduit du divi

seur par le 1er terme du quotient; vous obtiendrez un \ e r reste. 

Divisez le ieT terme du ier reste, par le 1er terme du diviseur ; 

le résultat sera le 2* terme du quotient. Continuez à opérer 

de la même manière ; vous obtiendrez successivement tous les 

termes du quotient, en divisant chaque fois le ier terme du 

dernier reste obtenu, par le 1er terme du diviseur. Lorsque 

vous parviendrez au reste zéro, le quotient obtenu sera exact; 

et si vous n'avez pas commis de faute de calcul, le diviseur 

multiplié par ce quotient, donnera un produit qui sera égal 

•au dividende. Pour sousWaire les produits partiels du diviseur, 



Dividende, 

ï9r reste... 

2 e r e s t e . . . 

3e reste..., 

Div. 

Quoi. 

Ier terme 

du quot. 

—3ba 5 ie terme. 

= + 4 b : 3 e terme. 

•(*) Lorsqu'on ordonne les dividendes partiels et le diviseur, par rapport 

à une même lettre a, la division du 1 " terme de chaque dividende , par 

le i«r terme du diviseur, donne un terme du véritable quot ient; ce quotient 

est réduit à sa plus simple expression et les exposans de a diminuent dans 

les restes successifs. Si le dividende étant exactement divisible par le 

diviseur, on ri*ordonnait pas les dividendes partiels et le diviseur, la 

division d'un terme quelconque de chaque dividende, par un terme du 

diviseur, pourrait ne pas donner un terme du véritable quotient; mais 

si parvenu a un reste quelconque, on ordonnait ce resle et le diviseur 

et si Von continuait la division d'après la règle du n° 5 5 , l'opération 

se terminerait et le quotient total, réduit a sa plus simple ervression, 

donnerait le véritable quotient. En effet ; supposons que le quotient exact 

de la division du polynôme A, par le polynôme B , soit q. On aura 

A=. Bq et q sera réduit à sa plus simple expression. Si Ton divise A par B, 

sans ordonner, on trouvera un quotient </' et un reste H. De sorte que 

( n ° 5 7 ) , R=iA—Bq'=:Bq — Bq'=B(q—>q'). S i Ton ordonne R et B, 

la division de R par B , effectuée d'après la règle du n° 5 5 , donnera le 

quotient exact q—q'^ le quotient total sera donc q'+q-—q'. Ce quotient 

se réduira donc à q. Ce qui démontre le principe énoncé. On voit donc 

que Von ordonne le dividende et le diviseur, afin de parvenir directement 

à la plus simple expression du q noient. 

parles termes du quotient, on écrit les termes de ces produits > 

en changeant les signes -f- en — et les signes — en + (n° 2 8 ) » 

On effectue ensuite les réductions, et Von ordonne le reste* 

Les coefficient de la lettre par rapport à laquelle on a ordonné 9 

pouvant être des polynômes ; on les ordonne alors par rapport 

aune autre lettre (*). Appliquons cette règle à la décomposi

tion du produit formé dans le n° 4l > e t proposons - nous, 

connaissant le produit et le multiplicande, de trouver le multi

plicateur. Voici le calcul 



56. Si l'on ordonnait le dividende et le diviseur, par rapport 

aux puissances croissantes de a, on obtiendrait un quotient 

4 & 2 — 3 6 a + 3 a 2 , qui serait ordonné suivant les puissances 

croissantes de a. En général, quand le dividende est ordonné 

suivant lès puissances croissantes ou décroissantes d'une lettre, 

le quotient est aussi ordonné suivant les puissances croissantes 

ou décroissantes de la même lettre. Nous supposerons (d . i 

n° 58 au n° 6 i ) , que le dividende et le diviseur seront ordonnes 

suivant les puissances décroissantes d'une même lettre. On 

serait conduit à des résultats analogues, si le dividende et le 

diviseur étaient ordonnés suivant les puissances croissantes 

d'une lettre. 

5j. Dans le cours des opérations relatives à la division, le 

dividende est toujours égal au produit du diviseur, par le 

quotient obtenu, plus le dernier reste. Et par conséquent, 

lorsqu'on parvient à un reste nul, le quotieiit obtenu est exact. 

En effet; on a trouvé le reste, en retranchant successivement 

du dividende, les produits du diviseur par les termes du quo

tient ; ce qui revient à retrancher du dividende, le produit du 

diviseur par le quotient obtenu ; le reste exprime donc l'excès 

du dividende, sur le produit du diviseur par le quotient obtenu; 

le reste ajouté au produit du diviseur par le quotient , doit 

donc donner une somme égale au dividende. Ce qui démontre 

le principe énoncé. 

58. Pour que les erposans de la lettre par rapport à laquelle 

on a ordonné, diminuent dans les restes successifs , il faut or

donner le dividende et le diviseur, suivant les puissances dé^-

croissantes d'une même lettre, et réunir en un seul terme tous 

les monômes affectés de la même puissance de la lettre par 

rapport à laquelle on a ordonné (n° 4^)- P a r exemple , si 

dans la division de ^-{-zba, P a r 2a2-f-Z>a2 — 5a + 7> on 

regardait 2 a a comme le premier terme du diviseur; les restes 

successifs contiendraient toujours a 5 ; de sorte qu'on ne par

viendrait pas à un reste moindre que le diviseur (n° 1 8 ) . 



Mais en ordonnant le dividende et le diviseur, suivant les puis

sances décroissantes de a, le i e r ternie du diviseur sera (b -f- ; 

les entiers du quotient seront - et le reste, 

moindre que le diviseur , sera 

5 .̂ Lorsque les coefHciens de la lettre par rapport à laquelle 

on a ordonné, sont des polynômes ; la recherche de chaque 

terme du quotient, peut conduire à une division complexe. 

Ainsi , pour diviser. 

(& 3 — 1 ) a s _ ( £ 3 + Ô * _ 2 ) A * + + 3 I + 2 ) A _ 3 rjy + j ) ^ 

par {b — 1) a a — (6 — 1 ) a -f- 3 , on sera conduit à diviser b3— 1 

par b— 1 ; le quotient sera £2-f-£ + 1 ; le quotient total sera 

(b*-j-. b - j . 1 ) a—(6-f~ On trouvera de même que le quotient 

de Ja division de 

( ¿ 4 - 1 ) a 5 — (2, — 1 ) (6 + 0 i ) è 3 a , par 

( 6 — O a 3 — ( f t — e s t ^ | ± i ^ ) a a — fo. 

Go. Quand on ne veut admettre au quotient que des expo~ 

sans positifs de la lettre par rapport à laquelle on a ordonné, 

on doit arrêter la division lorsque F exposant de cette lettre 

dans le \eT terme du reste, est moindre que dans le ifr terme 

du diviseur. Par exemple, si Ton ne veut admettre au quotient 

que des exposans positifs de a, la division dg 

a * - f - ( c — 6 a ) a 2 - f - ( ^ — bc) a — bd, par a3 — 6a 2 , donnera le 

quotient a + 6 et le reste, c a 2 + ( c / — bc) a — bd. Mais, si l'on 

admet au quotient des exposans négatifs de a, on continuera 

la division ; on parviendra au reste zéro , et le quotient exact 

sera a + b + ca~l daT*. Enfin, si l'on divisait a a + 2 6 a , par 

+ on ne parviendrait jamais au reste zéro ; le quotient 

indéfini, serait a - f -6 —-b aa~ l -f Z>3ûT*2 — -f-etc. 

Si. En général : le dividende} le diviseur et le quotient étant 

ordonnés par rapport aux puissances décroissantes d'une même 



lettre ; lorsqtion parvient à un terme du quotient, dans lequel 

l'exposant de la lettre par rapport à laquelle on m ordonné est 

moindre , que le plus petit exposant de celte lettre dans le divi

dende, diminué du plus petit exposant de cette lettre dans le 

diviseur, on est certain que la division ne se termine pas {on 

admet au quotient des exposans négatifs de la lettre par rapport 

à laquelle on a ordonné), car le produit du dernier terme du 

diviseur, par le dernier terme du quotient, devant donner le 

dernier terme du dividende ( n° ¿p. ) , si Ton conçoit que le 

dividende, le diviseur et le quotient étant ordonnés par rapport 

aux puissances décroissantes d'une même lettre a, les derniers 

termes du dividende, du diviseur et du quotient, sont respec

tivement a?, a* et ar; on a u r a p = ( / + r ; d'où r~p—q-

6 2 . Lorsqu'un polynôme a un diviseur indépendant de la 

lettre par rapport à laquelle on a ordonné; ce diviseur divise 

exactement chacun des coefficiens de la lettre par rapport à 

laquelle on a ordonné. En effet ; si un diviseur <T, indépendant 

de x, divise le polynôme A-+-Bx-+-Cx2 -f- Ox3+ etc. ; le 

quotient q de cette division, sera nécessairement de la forme 

+ + car*-f- i£r 3 +etc. ¿ car ̂  ne contenant pas x, il n'y 

a qu'une quantité de la forme a-f-Z>x+ etc . , qui multipliée 

par S , puisse reproduire le dividende A-{-Bx-{-etc. Ainsi, 

A -h Bx -f- Cx2 -f- etc. — d (a -i- bx cx*-\- etc.) —ad-h bdx -+- cdx* + ctc-

Mais les polynômes A -f- Bx + e tc . , ad+ bdx +etc., doi

vent être les mêmes; on a donc A=.ad; B — bd-, etc. ; les 

coefficiens A y B y C 9 e tc . , de x, sont donc divisibles par le 

diviseur ^ , indépendant de x. 

63. Pour diviser un polynôme , par une quantité indé* 

pendante de la lettre par rapport à laquelle ce polynôme est 

ordonné, il suffit de diviser chacun des coefficiens de cette 

lettrey par le diviseur £ (n° 62). Si Ton veut diviser 

(Z> 2—0+(£ 3—i).r + ( 6 s — 2¿>-f-i)x% par ¿ — 1 , on divi* 

sera successivement è a — 1 , b*— 1 , 6:î — 26 + 1 , par b— 1 ; 

les quotiens seront b + 1 , b* - f b -f- 1 , 2>2 + b— 1 ; le quotient 

tptal sera (& + ] ) - j , ( 6 a - f - ¿ -f- 1 ) x + (b*-f b—i)x\ 



Fractions algébriques. 

$4- Quand les deux termes d'une fraction sont des nombres 

entiers, la valeur de cette fraction s'obtient également, ou 

en divisant le numérateur par le dénominateur, ou en divi

sant l'unité en un nombre de parties égales marqué par le 

dénominateur et prenant autant de ces parties qu'il y a d'unités 

dans le numérateur {A, n° 3j)f Mais , les deux termes d'une 

fraction algébrique n'étant pas toujours des nombres entiers, 

une fraction algébrique doit être considérée comme indiquant 

le quotient de la division du numérateur par le dénominateur. 

]Les propriétés des fractions arithmétiques > conviennent aux 

fractions algébriques. Ainsi ; i°. une fraction ne change pas 

de valeur, quand on multiplie ou quand on divise ses deux 

termes par un même nombre. De sorte que , pour réduire plu

sieurs fractions au même dénominateur, il suffit de multiplier 

successivement les deux termes de chaque fraction, par le pro

duit des dénominateurs différens de toutes les autres fractions 

{Ay n° ^o). On simplifie les calculs en réduisant toutes les 

fractions à leur plus petit dénominateur commun (A, n° i 8 3 ) ; 

2 ° . pour ajouter ou pour soustraire des fractions qui ont le même 

dénominateur, il suffit de former la somme ou la différence 

des numérateurs et d'affecter le résultat du dénominateur 

commun (A, n° 3 8 ) ; 3°. pour multiplier une fraction par une 

quantité, il suffit de multiplier le numérateur ou de diviser le 

dénominateur, par cette quantité ( A , n° 4 0 4°- pour diviser 

une fraction par une quantité, il suffit de multiplier le dénomi

nateur ou de diviser le numérateur, par cette quantité {A, n°40 J. 

5°. pour multiplier plusieurs fractions entr elles, il suffit de di

viser le produit des numérateurs, par celui des dénominateurs 

{A, n° 4F2)'7 6°. pour diviser par une fraction , il suffît de multi

plier le dividende, par la fraction diviseur renversée (A, n° 45 ) . 

Ainsi, pour diviser 1* une par l'autre deux fractions de même déno

minateur, il suffit de diviser le numérateur de la première , par 

celui de la seconde ; pour diviser deux fractions de même nu

mérateur, on divise le dénominateur de la seconde, par celui 



on aura... b = aq, b' aq' ; b" = a"<7*. 

Toutes les propriétés des fractions algébriques, se déduisent 

de ces égalités et de ces deux principes , qu'i/7i produit ne 

change pas dans quelque ordre quon effectue les multiplica-* 

fions, et que lorsqu'on effectue les mêmes opérations sur deux 

quantités égales, les résultats sont égaux. Le premier principe 

a été démontré en Arithmétique (n° 3 3 i ) ; le second prin

cipe est évident. 

i ° . L'égalité b~aq, donne bm—aqm—amy^q \ q = 

2° . Les égalités b^=zaq, b'=aq'9 donnent 

b-\-bf = aq + aq'—a(q-i-qf); d'où (7 + 9' = 

b—br =.aq—aq—a^q—9') ; d'où, q — qr— 

3°. bm=zaqm, donne qm= (1°) 

4°. <?= i ( 3 ° ) ; donc (1°) 

de la première. Quand on divise Vunité par une fraction ; le 

quotient est égal à cette fraction renversée {À, n°4^)* Nous 

avons fait voir , en Arithmétique, que les fractions n u 

mériques jouissent de ces propriétés ; mais les raisonnemens 

q"ue nous avons employés étant fondés sur ce que les numé

rateurs et les dénominateurs étaient des nombres entiers, ce 

qui n'a pas toujours lieu pour les fractions algébriques, il est 

indispensable de démontrer ces propriétés, quand le numé

rateur et le dénominateur sont quelconques. Cela posé ; si 

q y qr et q", désignent les valeurs des fractions algébriques, 



5°. b — aq et b"z=:a"q", donnent 

bb"=:aqXa"q" =aa" Xqq"; d'où <7</ = 

Q°.b-=zaq, donne Donc 

Ce qui démontre les principes énoncés. Ces principes donnent 

65. Une fraction est positive, quand ses deux termes ont des 

signes semblables et elle est négative quand ses deux termes 

ont des signes différens (n° 5 2 ) . Par conséquent, une fraction 

ne change pas de signe, quand on change les signes du numé

rateur et du dénominateur ; elle change de signe, quand on ne 

change le signe que de l'un de ces deux termes. Pour sous

traire une fraction, il suffit de changer les signes des monômes 

qui composent son numérateur ou son dénominateur» Quand 



le numérateur et le dénominateur a" une fraction sont fornïés 

d'un produit indiqué , de facteurs monômes ou polynômes , on 

peut changer les signes d'un nombre quelconque de facteurs > 

sans changer la valeur numérique de la fraction; il faut seule

ment observer que si le nombre total des facteurs qui changent 

de signe, tant dans le numérateur que dans le dénominateur, 

est pair, la fraction ne change pas de signe , et que s'il est 

impair, elle change de signe. Ces propriétés résultent de la 

combinaison des principes établis dans les n°* 2 8 , 3 / et 5 2 . 

Équations du premier degré 79) à une seule inconnue» 

66. Lorsque les conditions d'un problème sont exprimées par 

une équation du premier degré à une seule inconnue , cette 

inconnue ne peut être combinée avec les quantités connues que 

par voie d'addition, de soustraction , de multiplication et de 

division; il est donc naturel, pour graduer les difficultés , de 

commencer par les équations les plus simples , celles où l'in

connue n'est combinée avec les quantités connues , que d'une 

seule manière. Il sera ensuite facile d'en déduire la résolution 

des équations plus composées, car cela se réduira à leur appli

quer successivement les règles données pour chacune des quatre 

manières dont les quantités connues peuvent être combinées 

a\ec l'inconnue. 

67. Les transformations qu'exige la résolution des équations, 

sont fondées, sur ce principe évident : Lorsqu'on fait les mêmes 

opérations sur des quantités égales , les résultats sont égaux; 

Par conséquent ; i°. lorsque deux quantités égales , 011 

ajoute une même quantité, les sommes sont égales; 12°. quand 

de deux quantités égales, on retranche une même quantité, les 

restes sont égaux; 3°. en multipliant deux quantités égales, par 

une même quantité, les produits sont égaux ; 4 0 . lorsqu'on di

vise deux quantités égalesypar une même quantité, les quotiens 

sont égaux. Comme les deuxmembres d'une équation sont deux 

quantités égale?, les principes précédens s'y appliquent et les 

transformations qui en résultent, n'altèrent pas la valeur 



de l'inconnue. Ces principes suffisent pour résoudre les équa

tions. 

68. En effet; soit l 'équation.. . o>f-3=5. Si des deux quan

tités égales Cr-f-3) et 5, on ôte le même nombre 3, les restesa? 

et (5 — 3) seront égaux; on aura d o n c . . . . x=5—3. 

69. Soit l'équation, x—3 = 5. Si Ton ajoute 3 à chaque 

membre, il viendra x — 3 - f - 3 = 5 + 3 ; o u . . . a : = 5 - f - 3 . 

L'équation o;-f-3 = 5 , a donné x = 5 — 3 . 

L'équation x — 3 = 5 , a donné x = 5 + 3. 

On voit donc que pour faire passer un terme aVun membre 

d'une équation dans un autre, // suffit d'effacer ce terme dans 

le membre où il se trouve , et de l'écrire dans l'autre avec un 

signe contraire ; c est-à-dire avec le signe — s*il avait le signe 

+ , et avec le signe + s'il avait le signe —. 

70. Soit l'équation, 20:2=6. En divisant les deux quantités 

égales 0.x et 6 , par un même nombre 2 , les quotiens x et 

seront égaux. Donc x = | . Ainsi , lorsque V'inconnue x est 

seule dans le premier membre , pour la dégager du coefficient 

qui la multiplie , il faut le supprimer dans le premier membre* 

et diviser l'autre membre par ce coefficient: Il en résulte que 

l'inconnue x est égale au second membre de l'équation pri~ 

mitive, divisé par le coefficient de x dans cette équation. 

71. Soit l'équation, ~ = 4« En multipliant par 3 , les deux, 

quantités égales ~ et 4# les produits - X 3 , ou x, et 4 X 3 , 

seront égaux; on aura donc, x = 4 X 3. Par conséquent, lorsque-

l'inconnue x est seule dans le premier membre, pour la dégager 

de son diviseur, il faut le supprimer dans le premier membre 

et multiplier le second membre par ce diviseur. L'inconnue x 

est donc égale au second membre de l'équation primitive 

multiplié par le diviseur de x dans cette équation. 

7 2 . Les règles précédentes donnent le moyen de dégager 

lmconnue de* quantités avec lesquelles elle est combinée par 



voie d'addition , de soustraction, de multiplication et de divi

sion. Il est facile d'en déduire la résolution d'une équation quel

conque. En voici des exemples : 

i e r Exemple, Résoudre l'équation.. . Zx—4 — 2 X + 7 -

Je fais passer 2x, du 2 E membre dans le i c r , et—^du i e r dans 

le 2 E , en changeant les signes de ces termes (n° 69); ce qui 

me d o n n e . . . 3 x — 2 x = 7 -J- 4 > ou x = 1 1 . 

Cette valeur de x satisfait à l'équation proposée, car l'hypo

thèse 0 7 = 1 1 , donne 3x—4 — 2 9 et 2 X "f"7 — 2 9 * 

7 3 . En général, pour reconnaître si une valeur de l'inconnue 

satisfait à une équation, il faut voir si cette valeur mise à la 

place de l'inconnue , rend le premier membre identiquement 

égal au second. Lorsque cette condition est remplie, la valeur 

de Vinconnue satisfait à l'équation proposée ; et elle ne peut 

y satisfaire que dans ce cas. Cela est évident, car une équation 

étant l'expression algébrique de certaines conditions auxquelles 

le nombre représenté par x doit satisfaire ; si ce nombre était 

connu, en effectuait sur lui toutes les opérations indiquées 

sur xy chaque membre devrait prendre la même valeur numé

rique ) et si cette condition n'était pas remplie, le nombre mis 

pour Xy ne serait pas admissible. 

7 4 . L'équation 3 J C — 4 — 2 X + 7 > peut être considérée comme 

la traduction algébrique de ce problème, trouver un nombre 

x , tel que son triple , diminué de 4 > soit égal à son double , 

augmenté de 7 . En général, toute équation algébrique , peut 

être considérée comme l'expression des conditions d'un pro

blème. Pour trouver l'énoncé de ce problème , il suffit de tra

duire l'équation proposée en langage ordinaire. 

7 5 . Les deux membres d'une équation étant égaux, on peut 

prendre l'un pour l'autre. Les équations 

3x — 4~2.x + 7> 2 X + 7 — 3 x — 4» 

Doiven t 



Doivent donc conduire à la même valeur de x. O r , la i r e 

adonné x-= xi. La 2 e doit donc conduire au même résultat; 

et en eîFet, elle donne successivement... 

2X-\~y~ 3x — 4 > %x — Zx — — 4 — 7 > — — i l . 

Multipliant chaque membre de cette dernière équation pal' 

— - i , on trouve x—ii. 

76". En général, on peut changer les signes de tous les termes 

d'une équation, sans troubler l'égalité des deux membres, car 

cela revient à multiplier les deux membres par —î , 

7 7 . 2 e Exemple.Résoudre l'équation, ( 1 ) . 

On fera d'abord disparaître tous les dénominateurs , en 

multipliant les deux membres par le produit adp de ces déno

minateurs ; car cette multiplication donne 

fct en effectuant les divisions indiquées, il v ient . . . . 

( 2 ) . . . b X dp + ex X ap = m X adp — nx X ad. 

Cette dernière équation dònne successivement. . . . . 

78. Si l'on compare les équations (1) et ( 2 ) , on en déduira 

que pouf faire disparaître les dénominateurs qui affectent le¿ 

termes d'une équation, il suffit de multiplier chaque numéra

teur, par l? produit des dénominateurs des autres fractions , et 

chaque entier, par le produit de tous les dénominateurs. Le seuL 

but de la multiplication des deux membres de l'équation pro

posée , par le produit des dénominateurs , étant de rendre les 

nouveaux numérateurs, divisibles parles dénominateurs, on 

simplifiera les calculs en multipliant les deux membres, par le 

plus petit dénominateur commun des termes fractionnaires d* 
3 



¿\cjualion proposée {A% nos i83 et 1 8 4 ) . Ainsi, pour chasser 

les dénominateurs des équations 

il suffira de multiplier les deux membres de la i r e , par abcâ 

et ceux de la seconde, par 90. Ce qui donnera 

pcd—-bdqx—ar— mdx et j5x—12 ~yox + 4 8 . 

On déduira de ces équations, xzz - et x = 1 2 . 

7 9 , Pour déterminer le degré d'une équation, on fait dis

paraître les dénominateurs qui peuvent renfermer les inconnues 

(n° 7 8 ) . La plus forte somme des exposans des inconnues, 

dans les différens termes du résultat, exprime le degré de 

Véquation proposée. S'il s'agit des équations • 

on fera disparaître les dénominateurs -, ce qui donnera sx — 1 

et 1 ~+-xy*=:Qx. Par conséquent, la i r e équation est du i e c 

degré et la 2 e équation est du 3 e degré. 

80. La méthode exposée dans les exemples précédens, con

duit à cette règle générale. Pour résoudre une équation du 

premier degré à une seule inconnue; chassez les dénominateurs, 

d'après la règle du n° 78 ; faites passer, tous les termes qui 

renferment rinconnue dans le premier membre et les termes 

tous connus dans le second membre (n° 6 9 ) . La valeur de 

l'inconnue sera égale au second membre de cette dernière équa

tion , divisé par la somme algébrique des quantités qui multi

plient Vinconnuey dans le premier membre 7 0 ) . 

Equations du 1 e r degré entre plusieurs inconnues. 

8 1 . Une seule équation entre deux inconnues , ne suffit pas 

pour déterminer ces inconnues , car en donnant une valeur 

arbitraire à l'une des inconnues, il reste une équation , qui sert 

à déterminer l'autre inconnue. Une équation entre deux in-
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connues admet donc une infinité de solutions ; le problème qui 

conduirait à une équation de cette espèce , serait donc indé

terminé. Par exemple, si Ton demandait deux nombres dont 

la somme fût 1 2 , en désignant ces nombres par ce et y, Von 

aurait x-\-y~ 1 2 . Or il est évident que le problème admet 

une infinité de solutions ; les inconnues x et y doivent donc 

être susceptibles d'une infinité de valeurs. Et en effet, l'équa

tion x-\-y= 12 , donnant y =12—x, la valeur de y ne sera 

déterminée que lorsqu'on connaîtra x. Substituant donc pour 

x des nombres quelconques, les valeurs correspondantes de^y 

se déduiront de l'équation, y = 12 — x. 

82. Deux équations, entre deux inconnues, suffisent pour dé* 

terminer les valeurs de ces inconnues. En effet ; soient les 

équations 

—x—S; ( 2 ) . . (x+y) = \2. 

Chaque équation en particulier admet une infinité de solu

tions (n° 8 1 ) , mais il n'existe qu'une solution commune à ces 

équations. Pour le démontrer, on tirera de la i r e équation, 

y = 6 - j - x . Si dans la 2 e équation on met pour y sa valeur 

(G -f- x), a l o r s . . . 

x -{-y = 1 2 , deviendra ( 3 ) . . . x + (6 + x) = 1 2 . 

Cette dernière équation donne x—3; la valeur 6 + x t 

dey, devient donc 6 + 3 , ou 9. 11 est facile de prouver que 

ces valeurs de x et y , sont les seules qui puissent satisfaira 

en même temps aux équations proposées. En effet; si l'équa

tion ( 1 ) existait seule , on pourrait prendre pour x un nombre 

arbitraire ; mais comme en vertu de cette équation, y doit être 

égal à (x- f -6) , la valeur de x augmentée de 6 , donnerai t^ 

Or d'après l'équation (2) , la valeur de x augmentée dejy ou 

de (6 + x ) , doit donner 1 2 . Le système des équations ( 1 ) i 

(2) , n'admet donc que les valeurs de x qui satisfont à l'équa

tion (3) ; mais cette équation n'admet que la valeur x = 3; 

l'inconnue y , assujétie à être égale à x + 6 , n'a donc que la 

valeur y — 3 -f- 6 3 9 ; donc enfin, les équations proposées 



n'admettent que les valeurs x = 5 , y = o. Ces valeur» satis** 

font aux équations (1 ) et ( 2 ) , car elles donnent . . . 

(y — x) ~ g — 3 = 6 et x -j-y = 3 + () = 1 2 . 

83 . La méthode que nous avons suivie pour résoudre les 

équations ( 1 ) et (2) , pouvant s'appliquer à deux équations 

quelconques du premier degré entre deux inconnues , nous 

établirons cette règle générale : Pour résoudre deux équations 

du premier degré entre deux inconnues ; tirez d'une équation 

la valeur d'une inconnue , comme si l'autre inconnue était dé

terminée ; substituez cette valeur de l'inconnue dans l'autre 

équation. Le résultat sera une équation du premier degré à 

une seule inconnue , que vous pourrez résoudre au moyen de 

la règle du n° 80. L'une des inconnues étant ainsi déterminée. 

on substituera sa valeur dans l'expression de l'autre inconnue, 

ce qui conduira à la valeur de cette seconde inconnue. Par 

exemple , étant donné les équations 

ox -j-jyz=zQj-? fox+6oy = 2 4 0 ; 

on tirera la valeur de y de la i r e équation , comme si x était 

Connu; ce qui donnera. . . 

jy — 27 — 3x et y ~ j (27 —3.r). 

Mettant cette valeur de y t dans la 2 e équation , le résultat 

sera l'équation à une seule inconnue, . . 

Cette équation donne, x = 2 . Substituant la valeur de x3 dans 

celle de y , on aura 

Ces valeurs de x e t j , satisfont aux équations proposée.-, 

car elles donnent 

et 



84. Deux inconnues ne peuvent pas satisfaire à plus de deux 

équations ; de sorte qu'un problème à deux inconnues devient 

impossible, lorsqu'il conduit à plus de deux équations , car 

deux équations déterminant les valeurs des deux inconnues 

(n° 8 2 ) , ces valeurs ne peuvent pas satisfaire à d'autres 

équations. Par exemple, si l'on demandait deux nombres, dont 

la différence fût 6 , la somme 12 et le quotient 4 *> en désignant 

ces nombres par x et y, on serait conduit aux trois équations, 

y — x = G; x + ^ = i 2 ; * ! = 4 . 

Les deux premières donnent x — 3 et y — §. Ces valeurs 

de x et y ne satisfaisant pas à la 5 e équation, la question p r o 

posée est impossible. 

85. Pour résoudre trois équations du premier degré à trois 

inconnues; tirez d'une équation la valeur d'une inconnue, 

comme si les deux autres inconnues étaient déterminées, Substi

tuez cette valeur de l'inconnue dans les deux autres équations. 

Vous n'aurez plus que deux équations du ier degré entre deux 

inconnues. La règle du n° 8 3 , conduira aux valeurs de ces deux 

inconnues. Ces valeurs, substituées dans l'expression de la 3 e 

inconnue, détermineront cette inconnue. Par exemple, étant 

donné les équations 

( 1 ) • . . 3 x + 2 y - f - z = 1G ; 2 x - f 2 y + 2 3 = 18 ; 2x-\-zy-\-z~\4. 

On tirera de la 1 r e équation , . . . z = 1G — 3 x — Qy. 

La substitution de cette valeur de z dans les deux autres 

équations, donnera 

2 . r - J - 2 y + 2 ( l S — Zx <2y)~l8 } 2 X + 2 y + ( l G 3 x 2y)~l/{. 

Ces deux dernières équations donneront, x^ni e t j = 3 (n° 83). 

La valeur de z deviendra donc 

Z~l6 3 x oy=lS 3 . 2 — 2 . 3 = 16 1 2 = 4 -

Les valeurs de , x, y, z, sont donc, x = z, y = 3 et z — ^ 

Ces valeurs sent exactes, car en les substituant dans les équa^ 



tions proposées , on trouvera que les deux membres prennent 

Ja même valeur numérique. 

La forme des équations ( 1 ) permet de simplifier les calculs 

précédens. En effet -? si Ton retranche la 3 e équation de la 

i r e , on aura 

(3a; + 2y - f -z) —- ( 2 x - f - û y - f - z ) = ( 1 6 — 14) \ d'où. . X ~ 2 . 

Retranchant la 3 e de la 2 e , il v i e n t . . . 

(p.X-f-2y -f- 2Z) (2;T + 2 y - f - s ) = ( l 8 l/Qy d'où 2) = 4» 

La substitution de ces valeurs de x et s , dans la x r e équation, 

d o n n e . . . 

l 6 = 3 ^ - f - 2 y + 2 i = 6 + 2y + 4 J ^OÙ 2y = : 6 ety~3. 

86. En général, étant donné un nombre quelconque d'équa

tions du ier degré entre le même nombre d'inconnues, on pourra 

toujours trouver la valeur déterminée de chaque inconnue. Pour 

y parvenir, on prendra dans une équation la valeur d'une in

connue, comme si tout le reste était connu. La substitution de 

cette valeur dans les autres équations, conduira à des équa

tions , qui ne contiendront plus cette inconnue. Le nombre des 

équations et celui des inconnues, sera ainsi diminué d'un. 

Opérant sur ces nouvelles équations , comme sur les proposées, 

en aura deux équations de moins et deux inconnues de moins. 

Continuant ce procédé, on parviendra à une seule équation 

du premier degré à une seule inconnue. Cette dernière équa

tion donnera la valeur de l'inconnue quelle renferme (n° 80); 

et remontant aux équations précédentes } on parviendra aux 

^valeurs des autres inconnues. 

87. L'application de cette règle peut offrir quelque difficulté, 

quand toutes les inconnues n'entrent pas à la fois dans chaque 

équation. Il faut alors examiner avec soin la forme des équa

tions proposées. On en déduit les valeurs des inconnues. En 

voici des exemples : 

ier Exemple. ( 2 ^ - f - i ) = 5-, y — x = 2, jc-f- s y J

r z = iy. 

La t l ' e équation donne x~2. La substitution de cette valeur 



de x, dans la 2 e équation, conduit à y = x - j - 2 = 4 « La 5* 
équation d o n n e . . . 

z — i y — x — 2 ^ = 1 7 — 2 — 2 . 4 = 7. Donc, x=2ty=4> z™7* 

2e Exemple. a:+y=5 ; 2z-}-fc=4 \ x — z = 2 - ; ^—z—-y=o. 

La même inconnue n'entrant pas dans les deux premières 

équations , ces équations n'établissent aucune liaison entre 

x ,y et ty z. On ne tirerait donc aucun parti de leur combi

naison. Mais avec un peu d'attention , on voit que les deux 

dernières équations, conduisent à la valeur deyt car en retran

chant la 4 e équation de la 3 e , il vient .y.. 

{x—z) — ( r — z — y ) ~ % — o. D'où y— 2. A l o r s . . . } 

La i r e équation donne . . . x — 5 —y = 5 — 2 = 3 ; 

La 3 e équation d o n n e . . . z~x—2 = 3 — 2 = 1 ; 

La 2 e équation d o n n e . . . £ = 4 — 2 2 = 4 — 2 = 2 . 

3* Exemple, x-\-y ~ 12 \ x—y = 6 ; x + 2y~ ij ; 

x -f- 2 + £ = 10 . 

Comme 0« a quatre équations, pour déterminer quatre in

connues, le problème paraît possible ; mais les inconnues x et y 

entrant seules dans les trois premières équations, il est impos

sible de satisfaire à ces équations (n°84). 

Problèmes qui conduisent à un nombre d7 Equations égal 

à celui des inconnues. 

88. Les règles précédentes donnant le moyen de résoudre les 

équations du premier degré, nous allons traiter les problèmes 

qui conduisent à ces équations ; et pour montrer l'avantage des 

signes algébriques, nous les appliquerons d'abord aux solutions 

de plusieurs problèmes de Y Introduction à l'Algèbre. 

89. Avec des pièces de Gs et de i5s

y faire i8os en 18pièces 

(A, n° 3 o 3 ) . S i , le nombre des pièces de i5s étant connu , 

on voulait vérifier s'il satisfait aux conditions du problème, ou 

le retrancherait de 1 8 ; le reste expr imera i t le nombre des 

pièces de Gs \ on multiplierait ensuite i 5 J ' , par l e nombre des 



pièces de 1 5 J " , et 6 ^ par le nombre des pièces de 6S; la somme da 

ces produits devrait être égale à 1 8 0 ^ . Désignons donc par x le 

îiombre des pièces de et effectuons sur a:les opérations que 

nous venons d'indiquer (n° 6 ) . Le nombre des pièces de Gs se-

ra ( 1 8 — a ? ) , O r lesxpièces de \5S valent xfois 15^ ,ou i 5 xs et 

les ( 1 8 — x ) pièces de Gs valent ( 1 8 — x ) , fois 6s

y ou ( 1 8 — x ) 6 s . 

Les 1 8 pièces , ainsi choisies, valent donc ibxs + ( 1 8 — x ) 6S> 

mais ces 1 8 pièces doivent former 1 8 0 ^ -, donc 

i5xs+^iS—x)G^=i8o ou i 5 x + ( i 8 — x ) 6 = i 8 o . D ' o ù x - 8 . 

On doit donc prendre 8 pièces de 1 5 ^ et 1 0 de 6S. En effet; 

les 8 pièces de i 5 ^ valent 1 2 0 ^ , les 1 0 pièces de Gs valent 6 0 ^ 5 

ces 1 8 pièces valent donc 1 8 0 ^ . 

qo. Partager 3 5 en deux parties qui soient dans le rapport 

de 3 à 4 (A3 n° 2 2 7 ) . Comme 4 est les -| de 0 , la 2 e partie sera 

les | de la i r e - , de sorte que si la i r e partie est x , la 2 e sera les 

g de x , ou ^ x. Mais la somme des parties doit être égale à 3 5 0 

Ax 
D o n c , x + ~ = 3 5 . On en déduit x = i 5 . La i r e partie est 

o 

donc }5) la 2 e est les § de i 5 , ou 2 0 . Si l'on veut éviter les 

fractions, on désignera la i r e partie p a r 3 x , la 2 e sera les § de 

S x , ou 4X '} e t ^ a somme 7X de ces parties, devant être 3 5 , 

on a u r a 7 x = 3 5 ; D ' o ù x = 5 . D o n c . . . 

L a i r e partie 3 x = 3 . 5 = i 5 ; la 2 e partie /^x — io. 

g i . Partager 45 en trois parties proportionnelles aux nombres 

3 , 5 , 7 {Ay n° 2 2 8 ) . D'après les rapports établis entre les 

parties, la 2 e partie est les ~ de la i r e et la 3 e est les^ de la 

i r e ; conséquemment, si la i r e partie est 3 x , la 2 e sera les -| de 

o x , ou 5 x et la 3 e sera 7X. Or la somme i 5 x de ces parties, 

doit être 45- D o n c x = 3 . Les parties demandées sont donc 

g , i 5 et 2 1 . 

0 2 . Dans la question du n° 3or>, de l'Arithmétique, on dé 

signera la part d'une fille par xf \ celle d'un fils sera 2 ^ et 

celle de ïa mère serâ  ^xf, Les 3 filles prendront 3 x ^ , les 2 fils 



'4xf et la mère J^x?; ce qui fait nxf en tout. Mais cette 

somme doit composer l'héritage 1 ] оосЛ Donc 1 ix — 1 icoo -7 

d'où д 7 = ю о о . Ainsi , la part d'une fille est 1 0 0 0 ^ , celle 
d'un fils est 2 0 0 c / et la mère doit prendre 4 0 0 0 francs. 

$ 3 . Dans la question du n° 2 8 7 ( Arith. ) , on désignera l'âge 

de Diophante, par 84^ années, afin de pouvoir en prendre le 6 e , 

le 12 e et le 7 e . D'après l'énoncé du problème , Diophante a 

passé ; dans l'enfance, le Ge de sa v ie , ou i^x années; dans 

l'adolescence, le 1 2 e de sa vie, ou jx années; dans le mariage, 

avant d'avoir un fils, le 7 e de sa vie , plus 5 ans, ou ( i 2 x + 5 ) 

ans ; avec son fils , la moitié de sa v ie , ou ^ix ans 5 et 4 ans 

après la mort de son fils. Mais Diophante a passé la totalité 

de sa vie dans ces diiférens états ; la somme de ces temps doit 

donc être égale à 84.2: années. On doit donc avoir. . . 

3 4x -4- jx -f- ( 1 QX + 5) -f- fax -f- 4 — 84# ; d'où x — 1, 

Diophante a donc vécu 84 ans. 

()4- Dans la question du n° 288 (Arith.) , on désignera le 

butin total par xf ) le capitaine en prélève les \ y ou \xf\ il 

reste \ x?\ les deux lieutenans prennent les | de ce reste ; ils ne 

x^" oc^ 
laissent donc que le 5 e du reste -7^- , ou — . Les quatre sous-

lieutenans prennent les de ils ne laissent donc que les 

de ou ou Mais ce dernier reste doit composer 

les i 2 0 o c ^ laissés aux soldats ; donc, = 1 2 0 0 0 ; d ' o ù . . . . 

. r = : 3 o o o c o . Le butin total est donc 3oooco<^. On en déduit 

facilement la part de chaque officier. 

c)5. Dans la question du n° 2 8 9 (Arith.), on supposera 

que le dévot entre dans l'église avec x écus de 3 ^ , ou 3 ^ ; 

i} en donne le 5 e ; il ne lui reste donc que les f de 3 x * , ou 



— , ou écus de 3 * ; mais chaque écu devient une pièce 

de o*'; donc, après ce changement, le dévot aura -g- pièces 

de 5*", ou 4 ^ ^ il en donne le i o e ; il ne lui reste donc que 

les de Ax*, ou , ou — pièces de îoF. Or chaque 
^ 3 10 10 r 

pièce de 1 2 ^ devient une pièce de 2 1 ^ ; donc , après ce chan-

gement, le dévot aura — pièces de 2 i f r , ou ^ 5 il dépense 

3^; il rentre donc chez lui avec (—^ ^ J . Mais il doit 

rentrer avec x écus de 6*, ou Gx^. Donc 

• 3 = 6 x *, d'où x=io* 

Ainsi, le dévot avait 1 0 écus de 3* , ou 3o^. 

96. Si Ton compare les solutions précédentes à celles de 

Y Introduction , on verra qu'un des grands avantages de 

l'Algèbre sur l'Arithmétique est de conduire plus directement 

au résultat. 

97 . Un père, interrogé sur l'âge de sonJlls, répond: mon 

âge est le triple de celui de mon fils et il y a dix ans qu'il 

en était le quintuple. Il faut découvrir l'âge du père et celui 

du fils. Si l'âge actuel du fils est x ans, celui du père, qui en 

est le tr ip le , sera ans ; dix ans auparavant, l'âge du fils 

était (x—-10) ans et celui du père était (3x — 1 0 ) ans. Mais 

alors , l'âge du père était égal à cinq fois l'âge du fils. Donc... 

ox— i o = 5 (o;— 10 ) . D'où o ;= :20 . Le fils a donc 20 ans et 

le père 60 ans. Il y a dix ans, le fils avait 10 ans et le père 

0 0 ans \ l'âge du père était donc en effet quintuple de celui 

du fils. 

98 . ïTne- personne: charitable veut distribuer une somme d'argent 'V 

des panures ; si elle donnait à chat/ne panure , il lui resterait 

ci il lai fendrait / j d e plus, peur donner y~ à çh*::;::c pauvre, O's 



demande combien il y avait de pauvres et quelle était la somme d'ar

gent. Désignons le nombre des pauvres par x " si chacun recevait 2*", les x 

pauvres recevraient x fois 2*~, ou ix^\ mais après cette distribution, il res

terait "/*"; la somme d'argent est donc (2x*~-+--;*"). S i chaque pauvre rece

vait 3*", les x pauvres recevraient 3x*"; or il manque pour faire cette 

distribution; la somme d'argent est donc (3x*" r— Egalant ces deux: 

expressions de la même somme d'argent, on aura 3x — 4 — 2 x ~ f ~ 7 j d 'où , 

. r — 1 1 et 2x-f- 7 — 29. D o n c , le nombre des pauvres est 11 et la somme 

d'argent est 29*". Eu effet 5 pour donner 2*" à chacun des 11 pauvres,, il 

faut 22*"; la personne a 29*" ; il lui restera donc 7*"; pour donner 3*" à 

chacun des 11 pauvres , il faudrait 33** j la somme d'argent n'est que 29*", 

il manque donc f^r. Toutes les conditions du problème sont donc remplies, 

99 . Un père dit a son jils, il y a 90*" dans ces quatre bourses. Si je 

•mettais 5*" dans la i'e , sifôtais 4*" de la i«, si je triplais Vargent 

de la 3<* et si j otais la moitié de Vargent de la 4°? chaque boursa 

contiendrait alors la même somme. Combien y avait-il d?argent dans 

chaque bourse ? S i après avoir effectue les opérations indiquées , chaque 

bourse contient 3xf~ j alors, 3x*" exprimera l'argent de la i r e bourse augmente 

de 5*"; la i r e bourse contenait donc 3a*" — 5*. L'argent d e l à 2 e bourse , 

diminue de 4^~7 sera 3x*"; la 2 e bourse contenait donc 3a.-*"-f-4^~* Le triple 

de l'argent de la 3 e bourse étant 3a*", la 3 e bourse contenait X*". Enf in , 

la moitié de l'argent de la 4 e bourse étant 3 a * , la 4 e bourse contenait 6 x * \ 

Les quatre bourses contenaient donc (3a*"—5*") -h (3x*"-fV|*) x~ft->t- 6x*", 

ou i 3 x * — 1*". Mais ces quatre bourses devaient contenir 90*". Donc 

ï 3 x — 1 = 9 0 . D'où x—'j. On en déduit que les quatre bourses contenaient 

36*-, 25*", ;*" et 42*-. 
100. Un nombre est composé de deux chiffres ; le chiffre des unités 

est double de celui des dixaines et lorsqu'on ajoute 36 a ce nombre, 

la somme est égale au nombre r e n v e r s é (*). On demande quel est le 

nombre qui jouit de ces propriétés. Le chiffre des dixaines étant x, celui 

des unités sera 2x ; le nombre cherche sera, r dixaines -+• 'ix unités. Ce 

nombre renversé sera donc , 2x dixaines -+- x unités. Mais le nombre cherche; 

augmenté de 36} doit être égal au nombre renversé. Donc 

(x dixaines -f- ix unités 4 - 3 6 ) = {-ix dixaines - f - x unités). 

Une dixainc valant 1 0 unités, cette équation d e v i e n t . . . 

1 ox -h ix -f- 36 = 20x-4- x. D'où a - = 4 e t 2 : r = 8 . 

Le nombre cherché est donc 48. Ce nombre satisfait à toutes les condi

tions du problème , car le chiffre des unités est double de celui des dixaines 

et si l'on ajoute 36 à 43, Ton obtient 84, qui est le nombre renversé. 

(*) On dit qu'un nombre est renversé , lorsque les chiffres sont écrUj diiiiw 

*n ordre inverse. A i n s i , le nombre i'^3\5 renversé devient 5 ; 3 ^ i . 



юг. Un nombre est composé de 3 chiffres; leur somme est n ; le 
chiffre des unités est double de celui des centaines, et quand on ajoute 
297 a ce nombre, on obtient une somme qui est le nombre renversé. 
Quel est le nombre qui jouit de ces propriétés? Si Ton raisonne comme 
dans le n° 100 , on trouvera que le nombre cherche' est З26. 

T 0 2 . Deux lettres de change, l'une de Gooo/ payable dans 25 mois, 
l'autre de 2 7 0 0 0 / payable dans 4 mois, ont supporté le тете escompte ; 
c'est-à-dire , que les perles éprouvées sur chacune , pour les toucher 
sur-le-champ, sont égales. On demande le taux de Г argent. On n'a 
égard qu'aux intérêts simples. Soit . г / l'escompte, ou l'intérêt de 1 0 0 / 

par mois. L'intérêt de 1 0 0 / pendant 2:) mois sera 2 0 . r / ; 1 0 0 / comptant valent 

donc i o o / - f - a 5 . r / après 25 mois; 1 0 0 / - Ь 2 5 о г / , payables dans 26 mois, valent 
donc тоо / comptant. L'escompte de i o o / - f - 2 5 x / , est donc de 2 5 x / , pour 
Î2J mois. Puisque pour 25 m o i s . . . 

L'escompte de ( г о о - 4 - 2 5 х ) / ; est 2 5 J C / 

L'escompte de 1 / , s e r a . . . ou 

L'escompte des 6 0 0 0 / sera donc 6 0 0 0 fois ou 

On trouvera de la même manière que l'escompte des 2 7 0 0 0 / est de 

pour 4 mois. Mais , les escomptes des deux lettres de change sont 

égaux. D o n c . . . 

D'où x ~ i . 

L'argent était donc à 2 pour 100 par mois. On ferait la preuve comme 

dans le n° 206 (Arith.). 

5 
io3 . Un particulier a acheté 9 6 aunes de drap de Louviers h*-,, pour 

une certaine somme a"argent. Quelque temps après, le prix du drap 

a y ant diminué, il retourne chez son marchand, qui lui donne, pour la me me 

somme, 100 aunes de drap de Sedan ci On suppose que le drap de 

Louviers a ^ est diminue de 1 0 / par aune, et qu'a dimensions égales, 

Iç drap de Sedan a éprouvé une diminution de prix proportionnelle 

h sa qualité, qui est les - de celle du drap de Louviers. Il s^agit de 

^ , 5 
trouver le prix de l'aime de drap de louviers a ~, avant la diminu-

o 
l*on du prix des draps, Désignons ce prix par ox - f - 1 0 francs.. Les 96 aunes. 



de drap de Louviers auront coûte (5-r-f- io/x 96. Mais , apiès la diminution 

du prix des draps , l'aune de drap de Louviers à - ne coûte que 5xf • 

l'aune de drap de Louviers à ~ coûte donc 7 ^ / ; et comme la qualité du 

Sedan est les - de celle du Louviers , l'aune de drap de Sedan à ~ ne coûtera 

que les - de nx-f, ou 6xf. Les 100 aunes de Sedan ont donc coûté 

6oox francs. Mais renoncé dit que les 100 aunes de Sedan ont coûté le 

même prix que les 9 6 aunes de Louviers. Donc 6oox— (5x-h 1 0 ) 96 ; on 

en déduit x = 8 et 5 j c - f - i o = 5 o . Le prix cherché est donc 5o francs. On 

peut vérifier ce résultat de la manière suivante. Avant la diminution du prix 

0 
des draps , l'aune de Louviers à - coûtait 5 o / ; les 9 6 aunes de Louviers 

ont donc coûté 9 6 fois 5 o / , ou 4 8 0 0 / . Mais après la diminution du prix 
5 

des draps , l'aune de Louviers h ~ ne coûte que l±ç>f l'aune de Louviers 

a ne coûte donc que 5 6 / j la qualité du drap de Sedan étant les - de 
7 

celle du Louviers , une aune de drap de Sedan à ^ ne coûte que les - de 

n 

5 6 / , ou 4 ^ i l c s 1 0 0 aunes de Sedan à - , ont donc coûté 4800 francs : ré-

sultat conforme a l'énoncé. 

îo4- Nous sommes parvenus à résoudre des qac xms compliquées, avec 

une seule inconnue. On va voir que des problèmes dont les énoncés sont 

très-simples, peuvent exiger remploi de plusieurs inconnues. 

io5 . Un marchand a des vins de liqueur de deux qualités ; S bouteilles 

de la première qualité, plus 10 de la '2e, valent 1 S 0 / et 3 bouteilles 

de la première qualité, plus 7 de la 2 e , coûtent 8 7 / . On demande le 

prix de la bouteille de vin de chaque espèce. La solution de ce problème 

exige l'emploi de deux inconnues. Désignons par xf le prix d'une bouteille 

de i r e qualité et par yf le prix d'une bouteille de 2 e qualité. A l o r s , 8 

bouteilles de i r e qualité , plus T O de 2 e qualité, coûteront 8xf -f- ioyf ; et; .'> 

bouteilles de la î r e qualité, plus 7 de li 2 e , coûteront $xf -+- 77-/ . Mais 

ces deux sommes doivent être 1 8 0 / et 87 / . Donc 

8x -h iof= 180 et 3x H- 7 ^ = 8 7 . 

Ces équations donnent x ~ i 5 ct y7=6. La bouteille de vin de i r e qualité 

OOÛte donc i 5 / et celle de 2 e qualité coûte 6 francs. En effet, 8 boutei l le 

à i 5 / plus 10 à 6 / , valent 1 8 0 / , et 3 bouteilles à i 5 / plus 7 à 6 / , valent 

87 francs. 

loG, Doux Gouricrs; qui marchant l'un vers l'autre, sont partis a:i 



me nie temps de deux endroits distans de to;j lieues. Chaque jour, té 

premier courier parcourait 2 lieues de plus que le jour précédent, et 

le second parcourait 3 lieues de plus que la veille. Ces couriers se 

sont rencontrés après 6 jours de marche , et le second a parcouru g 

lieues de plus que le premier. Combien chaque courier a-t-il parcouru 

de lieues le premier jour? S i Ton désigne ces chemins par x et y lieues, 

on trouvera , x — 3 et y = 2. 

107. Dans les questions précédentes, la valeur de V inconnue, tirée d'une 

équation, a toujours satisfait au problème qui avait fourni celte équa

tion; mais quelquefois, la valeur de P inconnue, qui satisfait à une équa

tion, ne satisfait pas au problème. Pour sentir à quoi tient cette circons

tance , il faut observer qu'il existe des problèmes dans lesquels l'inconnue 

doit satisfaire a certaines conditions particulières qui ne sont pas susceptibles 

d'être exprimées dans F équation; alors, la valeur de l'inconnue, ne satisfaisant 

qu'aux conditions du problème, exprimées par l'équation, peut ne pas sa

tisfaire aux autres conditions. En voici un exemple : Un curé veut distri

buer une somme d'argent aux pauvres de sa paroisse. S'il donnait if 

h chaque pauvre, il lui resterait 7 / ; il lui manque 6 / , pour donner 

4 fr. à chaque pauvre. On propose de découvrir le nombre des pauvres 

et la somme d'argent. S i le nombre des pauvres est x, on t r o u v e r a . . . , 

ix 7 = âx — 6: d'où x — —. 

Cette valeur fractionnaire de x satisfait a l 'équation, mais elle indique Pi m-» 

possibilité du problème , car Je nombre des pauvres ne peut être une 

frac lion. 

10S. Un père de famille ordonne, par so?i testament, que Vaine de 

ses fils prendra IOQS sur la totalité des biens , plus le dixième de ce 

aui restera ; le second ioof, et le dixième de ce qui restera ; le troisième 

[\oof, plus le dixième de ce qui restera ; et ainsi de suite jusqu'au der

nier , en augmentant toujours de 100 francs. Les en fans sont également 

partagés. Il faut trouver, la valeur de V héritage, le nombre des en fans 

et la part de chaque enfant. Si l'on désigne l'héritage par x francs et si l'on 

égale la part du fils aîné à celle du second fils , on trouvera x = 8 1 0 0 . L a 

part du fils aîné sera x-f -f- 9 0 / , ou 9 0 0 A Mais toutes les parts doivent 

être égales. H y a donc neuf enfans. S i l'on effectue le partage, suivant les 

volontés du testateur, on trouvera que ces nombres satisfont à tomes les 

conditions du problème. 

109 . Cette solution conduit h des remarques importantes; c a r , pour dé

terminer la valeur de x, ou n'a exprimé qu'une des conditions du problème 



et répondant les antres conditions se sont trouvées remplies. Il est rare QUE 

cela arrive ainsi. Les Videurs des inconnues ne satisjont ordinairement 

qu'aux conditions du problème exprimées par les equations qui les 

déterminent ; les seuls cas qui fassent exception, sont ceux oit les con

ditions , non exprimées, sont des conséquences des conditions exprimées. 

La question actuelle est de cette espèce. En effet, si l'on calcule les diffé

rences entre les parts des enfans, on trouvera que toutes ces différences con

tiennent le facteur x — 8 1 0 0 ; la valeur 07 = 8 1 0 0 , réduisant ce facteur à 

zéro , les différences entre les parts deviennent nulles ; de sorte que les r e 

lations qui lient l'inconnue x , avec les quantités connues, sont telles, 

que la valeur x = 8 1 0 0 , rend toutes les parts égaies , comme l'exige 

renoncé . 

1 1 0 . Soit proposé de résoudre les équations 

5x -H 1 = ix -f- 1 ; 3 (4* -f- 1 2 ) =z 4 ( 3 x -f- 9 ) ; 5 -h x = 2 - f x. 

L a i r e donne x = o ; la 2 e conduit à l'égalité 12X—f- 36 = i 2 x -f- 36, 

qui est v r a i e , quel que s o i t x , et la 3 e conduit à cette absurdité, 5 = 2. 

A ins i , dans la i r e équation , la valeur de l'inconnue est zéro ; la 2 e équa 

tion est indéterminée, car on jpeut donner à x une valeur arbitraire - la 

3me equation est impossible, c'est-à-dire qu'aucune valeur finie de .r ne peut 

satisfaire à cette équation. 

i n . Passons à l'examen des solutions négatives. Soi t proposé de trouver 

le nombre qu'il faut ajoutera 7 , pour obtenir 5. Le nombre inconnu 

e'tant x, on aura 7 -f- x = 5 * d'oii x = — 2. Sous le rapport de l'algèbre , 

cette valeur négative de x satisfait , car en ajoutant à 7, le nombre néga

tif— 2 , la somme algébrique est 7 — 2 , ou 5. Mais s'il s'agit d'une addition 

arithmétique, la question est absurde • la valeur négative de x indique 

comment on doit changer l'énoncé pour rendre la question possible, sous 

le rapport de l'arithmétique ; en effet , pour que l'équation x — — 2 , de 

vienne arithmétiquement possible , il surfit de changer le signe de x ; l 'équa

tion primitive 7 -f- x — 5 , deviendra donc possible, si l'on change le signe 

de x ; l'équation 7 — x = : 5 , q u i en ré su l t e , donne x = 2 j or l'équation 

7 — x = 5 , correspond à cet énoncé : quel nombre x, doit-on soustraire 

de 7 , pour obtenir 5. 

112 . L,a valeur négative de x, indique donc le changement a faire 

dans l'énoncé , pour que la question devienne arithmétiquement }>ns-

sible. Cette propriété est générale. Par exemple, si l'on demande quel est 

le nombre dont le triple, diminué de 1000, est égal a son quadruple 

augmenté de 2 0 0 0 , on désignera ce nombre par x, et l'on a u r a . . . 

(1) 3 x —• 1000 = 4.T -f- 2000 ; d'où x = — 3ooo. 

Cette valeur négative de x , exprime que l'équation (1) conduirait à une 



valeur positive de x, si Ton changeait le signe de x. Mais quand on change 
le signe de x , l'équation (i) devient 

— 3x — iooo = — 4-r 2 0 0 0 j d'où 3x -f- iooo 3 = âx — 2 0 0 0 . 

Cette dernière équation répond à cet énoncé ; quel est le nombre x , dont 

le triple augmenté de iooo est égal au quadruple, diminué de 2 0 0 0 . Ce 

problème, donne x = 3ooo. De sorte que le nombre cherché est 3ooo. 

n 3 . En général, 1 0 . lorsque toutes les conditions d'un problème sont 

exprimées dans une équation , la valeur positive de Vinconnue satisfait 

toujours au problème ; 2 ° . quand la nature d'un problème impose et 

Vinconnue quelques conditions particulières , non exprimées dans Vé-

quation>, la valeur positive de Vinconnue peut ne pas convenir h là 

question; elle n'y convient que dans le cas où elle satisfait aux condi

tions particulières qui lui sont imposées ; 3° . la valeur négative de 

l'inconnue indique toujours comment on doit changer l'énoncé du pro

blème , pour le rendre possible. Ces diverses propriétés résultent de ce 

que la valeur de P inconnue, tirée cVune équation, ne peut et ne doit 

satisfaire qit'aux conditions du problème exprimées par cette équation, 

114« Deux couriers partent au même instant et marchent dans le 

même sens. En une heure, le premier courier parcourt v lieues , et le 

second v" lieues ; la distance entre les points de départ est d lieues. 

Dans combien de temps les couriers se joindront-ils, et quelles seront 

les distances des points de départ au point de rencontre ? Comme les 

couriers marchent dans le même sens , ils ne peuvent se rencontrer qufc 

lorsque celui qui est en arrière marche le plus \He. "Nous supposerons donc 

que le second courier est en arr ière , et que sa vîiesse v" est plus grande 

que la vitesse v' du premier courier. Cela posé, si les couriers se rencontrent 

après x heures de marche, et si les distances des points de départ du pre

mier et du second courier, au point de rencontre, sont dr et d" l ieues, on 

trouvera 

On en déduira 

(1) 

n 5 . Les conséquences tirées de l'examen de ces formulas , s'accordent 

avec celles qui se déduisent immédiatement de l'énoncé du problème. 

1 1 6 . Par exemple; lorsque d et v" restant les mêmes, v' augmente, sium 

dépasser v", x est positif et augmente $ de sorte que la valeur de x exprime 

que tout étant d'ailleurs égal , plus le premier couricr (qui est en a v a n t ) , 

maiche v i te , plus il faut de temps au second courier pour le joindre. Celle 

conclusion est celle que l'on déduirait de l'énoncé du problème, dans l 'hy

pothèse actuelle. 



ïï .̂ Quand cl et v" — sont nuls , la valeur de x, se présente sou5? 

\a forme Cette valeur est indéterminée, car elle dépend de l'équation 

<v"—v')xz=.d, qui est vraie , quel que soit x. L'algèbre indique donc 

que lorsque les couriers, qui marchent également vite , partent en 

même temps du même point pour suivre la même route , le nombre 

d'heures après lequel ils se rencontrent est indéterminé ; de sorte fjue 

les couriers se rencontrent h chaque instant, et sont toujours ensemble. 

L'analyse de la question actuelle conduit au même résultat , car les c o u 

riers marchent dans le même gens et partent au même instant du même 

feadroit. 

118. Lorsque d nVtant pas nul, v* — v', la valeur de x devient 

Interprétons ce résultat. L'expression - , -indiquant le quotient de la divi

sion de d par b, ( n° 64 ), on voit que le dividende d ne changent pas , le quo

tient — augmente à mesure que le diviseur b diminue. Par exemple 9 si les va-

leurs suceessives de b sont , t , — , , etc . , les valeurs correspondantes de 

~ , s e r o n t , * / , iod, ïoocZ, etc. Lorsque b sera extrêmement p e t i t , - s e r a 
0 

très-grand et enfin, quand d n'étant pas n u l , b sera zéro , le q u o t i e n t - , 

sera plus grand que toute quantité assignable ; ce qu'on exprime eh disant 

que le quotient ^ est infiniment grand. Le signe 00 , a été adopté pour 

désigner Y infiniment grand. La valeur infinie de .r , exprime que les couriers 

se recentreront après avoir marché pendant un temps infiniment grand. Co 

temps ne pouvant jamais finir, l'algèbre indique ainsi que les couriers ne se 

rencontreront jamais. Ce qui est exact , puisque les couriers marchant dans la 

même sens et avec la même vitesse, restent toujours éloignés de la distance 

d lieues, qui les séparait à l'instant du départ. On peut encore observer que 

lorsque v" S diminue et s'approche de z é r o , la vuleur de x augmente et 

tend vers l'infini j de sorte que zéro et l'infini sont des limites dont v" — v* ct .x, 

approchent indéfiniment ; la valeur , ^ r ~ ~ j 7 > de x , indique donc que si 

les vitesses des couriers diffèrent très-peu, ces couriers ne se rencontreront 

qu'après avoir marché pendant un temps très-grand. Mais , quand les vitesses 

sont égales, les couriers ne se rencontrent plus , et les formules (1) donnant 

des valeurs-infinies p o u r , x , d! et d", l'algèbre indique ainsi que le point 

de rencontre a disparu en s'êloignant a Pinjini. 

119 . S i Ton veut apercevoir, comment la valeur infinie de x, satisfait, 

k l'équation ( v" — v! ) x = d , quand y" =s? Y ; ou observera que cette é q w 

4 



lion donnant ^ ==» vu — v = o , on ne pourra jamais satisfaire a cette équa

tion en mettant pour x des quantités finies; mais cependant, plus x sera 

grand , plus - sera près de zéro j de sorte qu'en supposant x infini , — sera 

nul . 

120. S i tout restant d'ailleurs égal dans la question du n° 114 » o n S U P " 

pose que le 1 e r courier au lieu de marcher dans le sens du second, 

marche en sens contraire, a lors , les quantités vf et*/ ' , qui exprimaient des

espaces parcourus par le 1er courier marchant dans le sens du iQ , pren 

dront des acceptions opposées, car elles exprimeront des espaces parcourus 

par le I e r courier marchant en sens contraire du second. On t r o u v e r a . . . 

( a ) . . . 

Comparant les formules (2) , avec les formules (1) du no I I £ , on voit 

que les quantités d' et vr , qui ont pris des acceptions opposées , ont change' 

de signe. 

121. En général : lorsqu après avoir résolu un problème en prenant 

des quantités dans une certaine acception , on veut résoudre ce pro

blème en prenant ces quantités dans une acception opposée , il suffit 

de changer les signes des quantités qui reçoivent des acceptions op

posées. Réciproquement , lorsque des formules ne diffèrent que par les 

signes de certaines quantités , ces formules appartiennent à des ques

tions qui ne diffèrent qiCen ce que les quantités affectées de signe» 

différens, ont des acceptions opposées. On pourra vérifier l'exactitude 

de cette règle , en résolvant des problèmes. 

Formules générales pour la résolution des équations 

du premier degré. 

722. On distingue deux sortes d'équations; les équations numériques 7 

et les équations litLcrales. Les équations NUMÉRIQUES sofit celles dans 

lesquelles les coefficiens des inconnues sont des nombres ? et l'on dit 

qu'uneéquatioJi est LITTÉRALE, lorsque les coefficiens des inconnues con

tiennent des lettres. Ainsi, 5 x - f - 12, "ne équation numérique , 

et ax-hby = c, est une équation littérale. 

I2J. La règle du n° 8t>, donne le moyen de résoudre m équations du 

premier degré entre m inconnues ; mais lorsque les équations sont l i t térales , 

on simplifie les calculs et l'on rend les résultats symétriques, en représen

tant les coefficiens d'une même inconnue p a r l a même le t tre , affectée de 

plusieurs accens , selon le nombre des équations. On verra même (n° I J I ) , 

que cette notation a l'avantage de réduire la recherche tic toutes les incon

nues à celle d'une seule inconnue. 



t v j . 7ou te équation dn premier degré, à une sente inconnue, peut être 

ramenée à la forme (i) . . . ax ~b; et a n'étant pas nul, il n'existe qu une-

seul r. valeur de x qui puisse satisfaire h l'équation ( i ) , car après avoir fait 

passer les termes en x dans le I e r membre, el les termes tout connus dans Je 2 e 

membre, on peut designer par a la somme des coefficiens de x, et par b le se

cond membre. L'équation (i) , donne x = ^ ; cette valeur de x est la 

seule qui puisse satisfaire à l'équation (i). En effet; si une autre va

leur x —: ^ - -f- q^ , pouvait satisfaire, on aurait « ^ ~ *7 ̂  d'où 

aq= o ; ce qui est absurde , puisque ni a , ni , ne sont nuls. 

120. Foute équation du premier degré, entre deux inconnues , peut 

être mise sous la forme, ax by = c , car après avoir fait passer les termes 

affectés des inconnues dans le I E R membre et les termes tout connus dans le 

2 e membre , on peut désigner par a et b les sommes des termes qui m u l 

tiplient x et r, et par c la somme des termes tout connus. Cette équation 

admet une infinité de valeurs de x et y , ( n° 8 i ). Par exemple , si l'on 

donne des valeurs arbitraires à x , les valeurs correspondantes d e y , seront 

données par la formule , j" = — ^ » 

126. Deux équations du premier degré entre deux inconnues, peuvent 

toujours être mistes sous cette forme 

(1) ax + by — c; (2) a'x -hb'y = c'. 

Les coefficiens, a, b, c, a', b', c , désignent des quantités connues; x et y 

ont les mêmes valeurs dans ces deux équations ; de sorte que résoudre les 

équations (1) et (2) , c'est trouver des quantités connues, qui, substituées 

pour x et y , rendent identiques les deux membres de chaque équation. 

Les diffère n s procédés que l'on petit-employer pour résoudre ces équations, 

conduisent aux mêmes résultats , parce qu'ils sont fondés sur ce principe 

unique , que x et y ont les mêmes valeurs dans chaque équation. 

I E R Procédé. L'équation ( 1 ) , donne x = 

Subst i tuant cette valeur de x dans l'équation ( 2 ) , on trouve 

(3 ) . . . . a' -f- b'y—c'. On en déduit 

Mettant cette valeur de y dans l'équation ( i ) , il vient 

— v j d'où x — 

La substitution de la valeur de y, dans l'équation (2), conduit à la nicme 

valeur de x. Cela devait nécessairement arriver , car ayant mis dans l'é

quation [i)t la valeur de x tirée de l'équation ' i / , l'équation (?>), qui en est 



résultée, exprime que x a la même valeur dans les équations (r) et (2); îti 

V a l e u r de y , tirée de l'équation (3) , doit donc jouir de la propriété de don-» 

lier la même valeur de x, lorsqu'on la substitue dans les équations (1) e t 

(2). Cette remarque est générale5 on n'obtient les valeurs des inconnues , 

qiûen exprimant qu'elles sont les mêmes dans les équations proposées. 

127 . Lorsqu'en combinant plusieurs équations , on fait disparaître une 

inconnue, on dit qu'on élimine cette inconnue. A ins i , l'équation (3) , est le 

résultat de Y élimination de or, entre les équations (1) et (2), L'équation (3) 

est Y équation finale en y . 

328. Le6 valeurs de x et y, tirées des équations (1) et (2) , sont d o n c . . . 

(4)- (5). , 

Ces valeurs satisfont aux équations (1) et (a) , car elles rendent ces équation» 

identiques. Voic i le calcul pour l'équation (1) 

2 e Procédé. Pour résoudre les équations (1) et (2 ) , on multipliera les 

deux membres de la i r e par b'7 et ceux de la 2 e par b, retranchant le se

cond produit du premier , il viendra 

( abf — ba! ) x = cbr — bcf j d'où x = 

On trouvera y de la même manière , en multipliant les deux membres de 

l'équation (1) "par af, ceux de l'équation (2) par a, et retranchant ensuite 

les nouvelles équations l'une de l'autre. 

129. Trois équations du premier degré entre trois inconnues , peuvent 

être mises sous la forme 

{1)... ax + b y + c z = d ^ i ) . . . a'x+b'y+cLz—d' ( 3 ) . . . a" x-\-b"y-\-c" z—d". 

idt Procédé. Pour résoudre ces équations, on tirera de la i r e , 

L a substitution de cette valeur de z, dans les équations (2) et (3 ) , donne . . . 

Ces deux dernières équations donnent ( n° . 1 2 6 ) 

(4)... * = 

( 5 ) . . . r = 

L a substitution de ces valeurs de x ci y , dans Tune quelconque des 



équations proposées, donnera une équation qui ne contiendra que l ' in

connue z. On en déduira 

( 6 ) . . . 

2 e Procédé. On fera , d — cz = y, et d'-~c'z =y' ; les équations (i) et 

{2) deviendront, ax -f- by = y, a'x -h bry s r y* ; d 'où , x- et 

(n° 1 2 8 ) . Substituant ces valeurs de a: et y , dans Téqua-

tion (3 ) , chassant le dénominateur abf — baf, et mettant ensuite les valeurs 

de y ety' , on parviendra à la formule (6). 

i 3o . En général, pour résoudre m équations du premier degré entre 

m inconnues ; on prendra dans une équation la valeur d'une inconnue ; 

la substitution de cette valeur dans les autres équations, donnera: 

{m — 1) équations, entre ( m —- 1 ) inconnues. Opérant sur ces nou

velles équations , comme sur les précédentes, on en déduira (m — 2 ) 

équations , entre (m — 2 ) inconnues ; et continuant à opérer de la meme 

manière, on parviendra à une équation du premier degré à une seule 

inconnue. Cette dernière équation donnera la valeur de l'inconnu» 

quelle renferme; et remontant aux équations précédente^ , on en dé

duira les valeurs des autres inconnues. 

* i 3 r . Lorsqu'on a trouvé la valeur générale de Vune des inconnues » 

on peut toujours en déduire les valeurs des autres inconnues, sans 

effectuer aucun calcul. En effet; 

i ° . Les équations (1). . . ax -f- by = c ; ( 2 ) . . . a'x -f- b'y = c*\ 

ayant donné (3) (no 1 2 6 ) , 

on peut déduire y de x ; car les équations (1) et (2) ne changeant pas 

lorsqu'on change, a , a', x , en b, bf, y, et réciproquement, Z>, b', y, en 

a , af

y x ; toutes les formules déduites de ces équalions|, jouissent de la même 

propriété. Effectuant donc ce changement dans la formule (3) , on trouvera. . . 

2° . Les équations (1) , (2) , (3), du n° 1 2 9 , jouissent de la même propriété. 

Par exemple, s i , après avoir calculé la valeur de x, exprimée par la for

mule (4) du n° 1 2 9 , on veut en déduire y ; on dira : les équations ( 1 ) , (2) 

(3), ne changeant pas quand on change a, a', a", x, en b, b', b", y , et 

réciproquement b, b', b", y , en a , a', a", X, toutes les formules qu'on 

en déduit , jouissent de la même propriété. Effectuant donc ce changement 

dans la formule (4) du 11° 1 2 9 , on doit trouver la valeur de y . Et eu effet, 

le résultat est la formule (f>) du n° 12g. Par une raison semblable, si l'on 

change, dans la formule (4), a, a', a", x, en c , c ' , cn

t z\ on obtiendra 

«a valeur de s» 



* i32 . En comparant les valeurs générales (les inconnues, avec les équa

tions cTcù elles sont déduites, on peut découvrir une règle générale, pour 

former ces v a l e u r s , sans effectuer aucun calcul. En effet; 

i ° . L'équation ax — b, donne x = — ; on voit donc que le dénomina

teur est le coefficient de x et que le numérateur s'en déduit en changeant 

ce coefficient dans le terme tout connu b. 

2° . S i l'on compare les formules (4) et (5) du n° 1 2 8 , avec les équa

tions (1) et (2) du n° 1 2 6 , on verra que le dénominateur ( ab' — ba') est 

composé des coefficiens des inconnues x et y. Pour obtenir ce dénomina

t e u r , il suffit de former les permutations, ab , ba, du produit ab ; d'af

fecter la i r e du signe -+-, la 2 e du signe — et de mettre un accent à la 

seconde lettre de chaque pcrmutation;\e résultat est le dénominateur {ab'—ba'), 

Les numérateurs, des valeurs de x et y, se déduisent de ce dénomina

teur, en y changeant le coefficient de L'inconnue qu'on cherche, dans 

le terme tout connu et conservant les accens. Ains i , pour former \i 

numérateur de x, on changera a eu c, dans ( ab' — ba')j ce qui donnera 

( cbf—bcf ) . Changeant b en c , dans le dénominateur, ab'—ba' , le r é 

sultat ( ac' — ca'), tera le numérateur de y. 

3° . Dans le n° 1 2 9 , si l'on compare les valeurs de x , y , z, données 

par les formules (4), (5), (6), avec les équations ( 1 ) , (2), (3) , on verra que 

les valeurs des inconnues, dans trois équations entre trois inconnues , 

jouissent des mêmes propriétés. Le dénominateur commun n'est encore 

composé que des coefficiens des inconnues. Pour obtenir ce dénomina

teur, il suffit de former les six permutation s ,abc ,acb , cab, bac, bca, cbn, 

du produit abc; on les affecte alternativement des signes -{-et —, en 

incitant un accent à la 2 e lettre et deux accens ¿1 la 3 e lettre \ le ré

sultat , ab'c"— ac'b"-h ca'b"—ba'c" -f- bca"— cl/a", est le d< nominaieur 

commun des valeurs de x-, y, r . Les numérateurs se dédtiisent de ce 

dénominateur, en changeant le coefficient de l'inconnue qu'on cherche , 

dans le terme tout connu et conservant le* accens. P a r exemple , si dans 

le dénominateur commun, on change le coefficient a, de x, dans Je terme 

tout connu d, le résultat , dl/c"—de'b"' + cd'L"—bd'c"-\-bcd!' — cb'd'', 

sera le numérateur de la fraction qui exprime x. 

133. Remarque. Pour que la règle précédente convienne a m équations 

entre m inconnues, il est indispensable de former les permutations des 

coefficiens des m inconnues , dans l'ordre que nous allons indiquer. On 

prend d'abord les arrangemens - J - ab , et — ba ; dans chacun de ces 

arrangemens , on place la lettre c successivement il la 3 e place, à la 

2 e et à la i r e , eu ayant soin de donnera chaque première permutation 

de trois lettres, le signe delà permutation de deux lettres qui Va fourni, 

tl de changer alternativement les signes des autres permutations. Alors 

-f- ab donne , -f- abc , — acb, -f- cab ^ 

— ba donne, — bac . bca , — cùu> 

file://-/-bcd!'


Hennissant ces permutations, on trouve . . . . 

-f- abc — acb -f- cab — bac «-f- bca — cba, 

On en déduit le dénominateur commun , en affectant la 2 e lettre de 

chaque permutation d'un accent, et la 3 e de deux accens. 

* i 3 4 . Lorsque Véquation littérale du I E R degré a une seule inconnue, 

est possible, impossible ou indéterminée, la 'valeur générale de Uin

connue est finie, infinie, ou indéterminée de la forme - ; la réciproque 

a lieu.En effet; toute équation du I E R degré a u n e seule inconnue, peut 

être ramenée à la f o r m e . . . . 

( i ) . . . ax = d^ou ( a ) . . . x=. - et ( 3 ) . . . - = a» 

i ° . Quand l'équation ( î ) , est possible, il existe un nombrep , q u i , mis 

-au lieu de x, la rend identique. Donc, ap = b ; d'où ^- —p. La formule (2) 

donne donc pour x, la valeur finie p. 

Réciproquement, lorsque la formule (2) donne une valeur finie de x, - est 

un n o m b r e , et la substitution de ^ , pour x, dans l'équation (1) , conduit 

h l'identité b — bj Véquation est donc possible. 

2 0 . Quand l'équation est impossible , le produit ax , ne peut jamais 

devenir égal à b ; il faut donc que a soit zéro et que b ne soit pas n u l , 

car dans toute autre hypothèse , l'équation (1) serait possible. La valeur 

de x, donnée par la formule (2) , est donc infinie (n° 1 1 8 ) . 

Réciproquement, lorsque la formule (1) donne une valeur infinie de x; 

a=.o et b est un nombre. Véquation ( 1 ) , qui devient o x x —b, est 

donc impossible. 

La valeur infinie de x indique que Verreur sera d"1 autant moindre , 

que x sera plus grand. En effet ; quand a = o , l'équation (3) donne 

- = o ; or b n'est pas nul ; donc , tant que x sera f in i , - ne sera pas 

éi^al h z éro , et Perreur sera - : mais cette errreur sera d'autant moindre 

que x sera plus grand ; et il sera toujours possible d'assigner une valeur 

de x assez grande , pour que l'erreur - , soit aussi petite que l'on voudra. 

3° . Quand P équation (1) est indéterminée, des valeurs arbitraires de x 

doivent y satisfaire; or x = o , donne b ~ o ; b doit donc être nul. L'é 

quation (1) se réduit donc à , ax = o ; mais cette dernière équation doit 

être vraie que lque soit x ; il faut donc que a = o. Et en effet, quand a 

et b sont nuls ; l'équation (1) donne Y identité, o x a - = o , ou o == o, dans 



laquelle x reste indéterminé ( n ° 3 u ) . La valeur indéterminée de x* 

donnée par la formule (2), est 

Réciproquement, lorsque la valeur de x , donnée par la formule ( 2 ) , 

est ^ , l'équation (1) est indéterminée, car a cl b étant nuls , on peut 

donner des valeuis arbitraires à x. 

* i35. L a résolution des équations déterminées du premier degré entre 

plusieurs inconnues, conduisant à une équation à une seule inconnue, les 

propriétés énoncées dans le n° i 3 4 , doivent convenir h m équations du 

premier degré entre m inconnues. On pourra s'en convaincre dans Jss 

n o s i 3 6 , 137 et i38 . 

* i 3 5 . Quand deux équations littérales du premier degré entre deux 

inconnues, sont possibles, impossibles ou indéterminées, les formules 

générales donnent, pour les inconnues, des valeurs finies', infinies , ou 

indéterminées de la forme - ; et réciproquement, lorsque les formules 

générales donnent, pour les inconnues, des valeurs finies, infinies, ou 

indéterminées de la forme — j les équations sont possibles , impossibles ou 

indéterminées. En voici la preuve. Les é q u a t i o n s . . . . . . 

( 1 ) . . . ax -f- bjr =z c, ( 2 ) . . . a'x -+- b'y = c', ont donné (n° 126} 

( 3 ) . . . x — 

ï ° . Quand le système des équations (t) et (2) est possible, il existe des 

nombres p et qui substitués pour ;r et y, rendent ces équations iden

tiques. On a donc ap -¥~ bq =- c el ap -f- ¿/<y = c'. D'où 

Z,es formules (3) e£ (4 ) , donnent donc des valeurs finies de x et y . 

Réciproquement, si les valeurs de x ety, données par les formules (3) 

et (4 ) , sont finies , le système des équations ( 1 ) et (2) sera possible , c'est-

à-dire que ces équations admettront une solution commune, car la substi

tution de ces valeurs dans ces équations , conduit aux identités, v — c, c —c'„ 

2°. Lorsque les équations (1) et (2) sont incompatibles , les formules 

(3) et (4 ) , conduisent a des valeurs infinies de x et y. En effet 5 ce» 

equations donnent yz=. aucune valeur de x 

ne peut donc satisfaire a l'équation, Or cette dernière 

ffquation donne ( ab'—ba')x—(cbf—/></). Il faut donc qucrt&'—ba f ~ o 

et que cb' — bc' ne soit pas nul ( no 1 3 4 . 2° ). Par la même raison , les v a 

leurs de x , déduites des équations (1) et (2 ) , ne pouvant pas être égales > 

on verra que ( ac/ — ca?) n'est pas nul. Les formules (3) et (4J donnent 

donc des valeurs infinies d« x et y, 



íes valeurs infinies de x et y , indiquent qu'aucuns nombres ne peu

vent satisfaire aux équations (i) et (2) , mais que Verreur sera d'au

tant moindre y que x et y seront plus grands. En effet ; ces équations 

donnent 

L e second membre de chaque e'quation étant z é r o , le I E R membre doit 

être nul. Or les numérateurs (cb'— bc'), (ac'—ca' ), ne sont pas nuls; au

cunes valeurs finies de x et y ne pourront donc satisfaite à ces équations* 

Mais plus x et y seront grands, plus les premiers membres approcheront 

de z é r o , plus l'erreur sera petite. Les formules (3) et (4) , ont donc le 

double avantage d'indiquer l'erreur, et de faire connaître comment on 

peut la rendre aussi petite que l'on veut. 

Réciproquement, lorsque les formules générales (3) et (Q, donnent des 

"valeurs infinies pour x et y , les équations ( i ) et (i) sont incompatibles. 

En effet ; quand les valeurs de x et y sont infinies , le dénominateur com

mun ( ab'—ba' ) est zéro, et les numérateurs ( cb' — bc' ), (ac'—ca' ) , ne 

sont pas nuls. On a donc , ab' — ba'r=zo, cb' —»bc' ~ n y ac'—ca' =«'; n et 

n' désignent des quantités positives on négatives , qui ne sont pas nulles, L'é-

quation ab' — b a = o , donne a = — , b — — • Mettant successive* 

ment les valeurs de a et b, dans l'équation ( i) , on trouve b (a'x^- b'y)~cb>' 

et a (a'x -f-b'y) = ca'. Mais, en vertu de l'équation (2), il faut q u e . . . . . 

a'x-}- b'y — c', on aurait donc, bc' = cb' et ac' — ca'\ d'où n —o et 

n'~ o. Çe qui est contraire à l'hypothèse actuelle. Les équations (1) e t 

(2) sont donc contradictoires. 

3° . Quand les équations (ï) et (2) sont indéterminées, les formules (3) 

•t (4) donnent des valeurs indéterminées de x cl y de la forme^ En ef

fet; les équations (1) et (2), admettant une infinité de solutions, la valeur 

de x doit être indéterminée; mais on a vu (no i 3 6 . 20), que cette valeur 

dépendait de l'équation ( ab' — ba) x — l' cb' — bc' ). Donc , ab' — ba'—O > 

et cb' — bc' — o (n° ] 3 4 . 3 0 ) . On en déduit, ac' — ca'—o.Les formules (3) 

et (4) donnent donc des valeurs indéterminées de x et r , de la forme 

Réciproquement, lorsque les formules (?>) et (4), donnent pour x et 

y des valeurs indéterminées de la forme -» les équations (1) et (?) 

sont indéterminées. En effet; dans l'hypothèse actuelle, ab' — ba'—'O et 

cb'— bc = o ; d'où , ac' — ca' ==•- o , a et c — j ; - . La substitution de 
à' b 

ces valeurs de a et c , dans l'équation (1) , donne, ( 2 ) . . . a'x-\-b'y — <'. 

L'équation (2) n'est donc qu'une conséquence de l'équation (i):; les vaîeui^ 

de o; et j " ne sont donc assujctiçs qu'à taiisfairc à l'équation ( 1 } : d lcs^on: 



donc indéterminées ( n© 81 ) ; les équations (i) et (2) sont donc indéter

minées. 

* 1 3 7 . Si Ton avait , c = r o e t c ' = o , les équations (1) et (2) deviendraient 

(5) ax -f- by = o , ( 6 ) . . . . a'x -h = o et les formules ( 3 ) , (4)> don

neraient. . . ( 7 ) . . . . x = 

Dans ce cas; t ° . lorsque (ab'— bar ) rc'es* p«s n u / , les formules (7) 

donnent x = o ef jy* = o ; ces valeurs sont les seules qui satisfassent 

aux équations (5) et (6)} et le rapport*— ,qui se présente sous la forme 

-, est indéterminé; 2°. quand (ab'—ba!')= o , lesformules (7) donnent 

x — ~ ety - Ï ces valeurs de x et y sont indéterminées, m a i s / e 

rapport , a pour valeur déterminée — —. En effet; l'équation (5) , donne 

5 on satisfera h cette condition, en posant, 

(8) y = — rt£ et x =z bt. Les équations (5) et (6) deviendront 

(O) . . . ( — a b ) t — o , (ab' — ¿ ¿ 2 ' ) « = o ; s o i t = z ; les équations (5) 

et ( 6 ) , donneront (io). . . ( a -*~bz) x = o ; ( i l ) . . . (a' -f- ) o. 

Cela posé; 1*. quand (ab'— baf ) n'est pas zéro, la seule manière de 

satisfaire aux équations (9) , est de prendre t = o ; les équations (8) donnent 

alors , x z=z o et y = o ; les équations (10) et (11} sont donc satisfaites quel que 

s o i t z; la valeur de reste donc tndéterminée ; x et y sont nuls. 

2 ° . Lorsque ab' — ba' = 0, les équations (9) sont satisfaites , quel que 

«oit £; les valeurs de x et^y , fournies par les équations (8), sont donc 

indéterminées. Les équations {10) et (11) devant exister, quel que soit or, 

il faut que , a -f- bz ~ o , a' -f- b'z = o 5 d'où z = — et z — — Ces 

valeurs de z doivent donc être égales; et en effet, dans l'hypothèse actuelle, 

*io =z ba' ; d'où T = 7 - , ; la valeur déterminée de — est donc—7. Pour 
1 b b x o 

concevoir comment x et y peuvent être indéterminés dans les équations (5) 

et ( 6 ) , quand ( ab' — ba'} = o , il suffit d'observer que cette condition 

donnant a •= , l'équation (5) devient a'x b'y = o 5 l'équation (G) n'est 

doue qu'une conséquence de l'équation (5) ; les valeurs de x et y ne sont 

clone assujéties qu'à satisfaire à l'équation (5); elles sont donc indéterminées 

< n° 81 ) ; et leur rapport , tiré de l'équation (5 ) , est • 

"* 138. L'anal) se des racines (n° 202 )5 des équations du premier degré entre 



deux inconnues , convient a m équations du premier degré entre m in
connues, car ces équations conduisant à deux équations du I E * degré entre 
deux inconnues, on peut leur appliquer les principes des n o s 1З6 et 137 Les 
élèves devront s'exercer sur trois équations entre trois inconnues. Nous nous 

bornerons à discuter les équations 

(10) . . .ax+by-i-cz—o] ( 1 1 ) . . . a'x+b'y+c'z=oî(iï).. .a''x-t-b"y-hc"z=o. 

Dans les formules (4), (5), (6), du n° 1 2 9 , d, d', ¿2", étant nu l s , les nu

mérateurs de x,y, z, sont zéro. Le dénominateur commun, que nous dé

signerons p a r / ) , est ab'c'' ~~ac'b''+ca'b'' — ba'c1' + bc'a' cb'a'' — D. 

Cela posé; i ° . lorsque D n'est pas zéro , les formules (4), (5), (6) , don

nent, x = о , y — о y z — o. Ces valeurs de, x, y , z, sont les seules qui 

puissent satisfaire aux équations proposées, et les rapports, —, qui 

se présentent sous la forme - , sont indéterminés ; 2° . quand D est nul, 

les formules (4), (5), (6), donnent, x=:-, y = ^, z = - ; les valeurs 

de, x ,y, z, sont indéterminées ; mais les rapports, —, - , sont déterminés; 

les valeurs de ces rapports se déduisent des équations (10) et (11). Eu 

effet ; soit ( i3) . . . — = x' et— = y ' ; l e s équations, (10) , ( n ) , (12) , de-

v i e n d r o n t . . . 

( t4 ) . . (û* '+^4-c )a==o; ( i5 ) . . (^ 

On satisfait h ces équations en p o s a n t . . . . 

;«;).. .ax'+by'+c—O^ ( 1 8 ) . . . а'х'+ъу+с'=х)\ (19). • . . a 'V- f^ '> / -bc"=:o . 

Les équations (17) et {18) ; d o n n e n t . . . . 

Les valeurs de, x, y , z , qui satisferont aux équations (20), et par con

séquent aux équations (10) et (11) , seront . . 

( 2 1 ) . . . x = (bc' — cbf) t;y — (ca' — ac') t,z = (ab'-~ba')t. 

M ais ces valeurs doivent aussi satisfaire à l'équation (12). Il faut donc que 

t, satisfasse à l'équation 

a" ( bc' — cb') t + b" (ca' — ac' ) * + c " (ab' — ba')t = o. 

O r , cette dernière équation se réduit à Dt = o. La possibilité des équa

tions , (10), (11), (12) , ne dépend dvnr que de l'équation Dt = о. Сект 
pose' : 

(20). 



i ° . Lorsque D n'est pas zéro, la seule manière de satisfaire à l'équation 

J)t — o , est de prendre t = o; les équations (21) donnent, x = o , y — o , 

« = o ; et dans les équations, (îty, ( i5 ) , (16) , z étant zéro , x' et restent 

indéterminées. Les rapports, — > — > sont donc indéterminés et, x ,y, z, 

sont nuls. 

2 ° . Quand D est nul, l'équation Dt = Q, est vra i e , quel que soit t; 

les valeurs de,x,y, z, fournies par les équations (21) , sont donc indéter

minées. Les équations ( i l \ ) , («5), ( 1 G ) , devant subsister, quel que soit z, il 

faut que xf et y1 satisfassent aux équations (17 ) , (18) , (19). Les formules 

(20) expriment les valeurs de x' et yf, tirées des deux premières équations. 

L a substitution de ces valeurs dans l'équation ( 1 9 ) , donne D = o; équation 

qui est vraie p a r hypothèse. Les valeurs de x* et y'', qui satisfont aux équations 

proposées, sont donc données par les équations (20) ; de sorte que les rap-

x y 

yorts — et —, sont déterminés (*). 

On peut démontrer directement q u e , lorsque D — o , les valeurs de 

x, y , z, qui satisfont aux équations (10) , ( 1 1 ) , ( 1 2 ) , doivent être indé

terminées* En effet; l'équation D — o , donne 

( 2 2 ) . . 

Mais les équations (10) et (11) donnent 

( 2 3 ) . . . 

(*) Pourjen donner un exemple , nous résoudrons ce problème : Connais

sant les trois angles, a, b,c, d'un triangle rectiligne, déterminer les 

cotés opposés, x, y, z (Trigonométrie analytique, n° 8 0 ) . Tous les 

triangles semblables ayant leurs angles respectivement égaux et leurs cotés 

homologues proportionnels , le problème est indéterminé; les côtés, x ,y, z, 

du triangle demandé, sont indéterminés , mais les rapports de ces côtés sont 

déterminés. Et en effet, x, y, z , dépendent des équations (Trig, no 1 2 4 ) , 

—x-j-y cos c-\-z cos b~o ; x cos c—y-\-z cos a=o ; x cos b+y cos a— z = 0 . 

S i l'on compare ces équations avec les équations, (10) , ( n ) , (12), la va

leur de D deviendra, D zzz. cos9 a -+- cosx b —f— cos2 c—1 - f -2 cos a cos b cos c» 

Il s'agit donc de prouver que cette valeur de D est nulle. M a i s . . . 

# H- b -f- c — 180 0. D ' o ù , cos a — —• cos (b -+- c) -=z sin b sin c — cos b cos c. 

Substituant cette valeur de cos a, dans celle de D, on trouvera 

D — sin2 b sin3 c — ( 1 — cos2 b) ( 1 — cos2 c ). 

Qt% 1 — cos 2 bz=sini b et i - ^ ç o s * ç la valeur de D «c rc-

tiUut don.c à zcio, 



tVquation (2a) dévient donc 

•f- c" — o , ou a"x -f- b"f -f- c"z — o. 

L'équation (12) n'est donc qu'une conséquence des «epiations (10) et ( i ï ) | 

les valeurs de, x, y , z, ne sont donc assujéties qu'à satisfaire aux équa

tions (10) et ( n ) j ces valeurs sont donc indéterminées (n° 8 1 ) . Les rap-* 

ports, '• sont alors déterminés par les équations (23). 

i3o,. Ce qui précède conduit à cette règle générale : i ° . LôrsqiSon a, m. 

équations du premier degré entre m inconnues, on en déduit les valeurs 

de ces inconnues; chaque inconnue n'a qu'une seule valeur. ( INous 

avons analysé les exceptions dont cette règle est susceptible). Etant donné 

m équations du premier degré entre (m-+- n) inconnues, on peut assigner 

des valeurs arbitraires à n inconnues, car il reste m inconnues, avec 

lesquelles on satisfait aux m équations; 3°. enfin, étant donné (m-^-n) 

équations entre m inconnues, on satisfera à m équations avec les mu 

inconnues, et les valeurs de ces inconnues, substituées dans les n autres 

équations , donneront n équations de condition , entre les données. La. 

possibilité des équations proposées, dépendra de l'existence de ces n équa* 

tions de condition. 

* 140. Problème. Déterminer les relations qui doivent exister entre les 

eoeffeiens des inconnues et les termes tout connus, pour que des équa

tions admettent des valeurs données des inconnues? Si l'on substitue 

les valeurs des inconnues, les équations qui en résulteront exprimeront les 

relations demandées. Par exemple, pour que x = 2 et y — 3 , satisfassent aux 

e'quations ( 1 ) . . ax-\-by = c, a!x -h bf y = c', il faut que (2) . . M + 3 i = c , 

2a' -f- 3b' = c'. On peut donc donner des valeurs arbitraires aux coefficiens 

a, b, a!b'; soit a == 3 , b =; 7 , a' = 3o , h* = Go; les équations (2) don

neront , c — 2 7 , c ' = 240. / / existe donc une infinité d'équations qui 

admettent les mêmes valeurs des inconnues. 

Théorie des inégalités. 

** i 4 r . Quand on n'a égard qiCaux valeurs absolues des quantités , 

On peut traiter les inégalités diaprés les principes établis pour les équa

tions ; car en effectuant les mêmes opérations sur des quantités iné

gales , le plus grand résultat doit correspondre h la plus grande quantité* 

Mais on commettrait souvent des erreurs, en appliquant ce principe aux 

valeurs relatives des deux membres d^une inégalité. Si l'on combine 

les principes des n ° * 2 g , 3 6 et 5 2 , on démontrera facilement que les inégalités 

jouissent des propriétés suivantes: i ° . Une inégalité n'est pas troublée, 

lorsqu'on ajoute à ses deux membres ou qu'on en retranche, une 

fcrçriç qHmliiiy D e «<M« q u e , pQwfrir* passer wi terme d'un membre 



dans un autre, il suffit d'en changer le signe. Par conséquent, lorsqu'on 

change les signes des deux membres d'une inégalité , on doit renverser 

le signe d'inégalité ; i°. on peut multiplier ou diviser les deux membres 

d'une inégalité , par une quantité positive, et quand la quantité par 

laquelle on multiplie ou l'on divise est négative , il faut renverser le 

signe d'inégalité ; 3° . lorsqu'on divise une quantité positive, par chaque 

membre d'une inégalité, si les deux membres ont des signes semblables , 

il faut renverser le signe d'inégalité, et s'ils ont des signes dijférens, 

il faut conserverie signe d'inégalité ; V inverse a lieu quand le dividende 

est négatif; 4°- ayant plusieurs inégalités, si l'on ajoute les plus petits 

membres entr'eux, ainsi que les plus grands, la plus petite somme 

correspondra aux plus petits membres ; 5° . lorsque les membres de plu

sieurs inégalités sont positifs, si l'on multiplie les plus petits membres 

entr'eux, ainsi que les plus grands, le premier produit sera plus petit 

que le second ; 6° . quand les deux membres d'une inégalité sont positifs , 

on peut les élèvera une puissance positive quelconque, sans troublerViné

galité. La manière de résoudre les inégalités, se déduit de ces propiiélés. 

Par exemple, l'inégalité 

^x > - x -f- 5 , donne i\x — 23 > 2 x -f- 15 ; TQT ] > 33 ; x > i. 

* 142. A i n s i , une inégalité en x,donne une LIMTTE de l'inconnue x, 

tandis qu'une équation en x, donne la valeur de cette inconnue. 

* ï43 . Le système de deux inégalités en x, donne deux limites de x , 

et le problème, qui conduit à ces inégalités , peut être indéterminé, dé

terminé ou impossible. En voici des exemples, (x désignera toujours Tin-

connue ). 

* 144* £*e double d'un nombre, diminué de 5 , est plus grand que 2 5 

et le triple du même nombre , diminué de 7 , est plus petit que son 

double, augmenté de i 3 . Quel est ce nombre? Les deux conditions 

du problême donnent 

ix — 5 > 25 et 3 x — 7 < 2 x + 13. On en déduit, x >̂ 15 et x < 20. 
On peut donc prendre pour x tous les nombres, entiers et fractionnaires, 

compris entre i 5 et 20. 

* ï 4 5 . Un berger, interrogé sur le nombre de ses moulons, répond: 

ce, nombre est tel, que son double diminué de 5 , est plus grand que 

2 5 , et que son triple, diminué de 7 , est plus petit que son double 

augmenté de i 3 . Quel est le nombre des moutons? On trouvera, x > i 5 

et x < 20. Ces inégalités admettent une infinité de solutions ; mais comme 

la nature du problème impose à l'inconnue x, la condition d'être un nombre 

entier positif, le nombre des moutons ne peut être que, iG, 1 7 , 18 ou 1 9 . 

(**) Par limite de x, nous entendons ici une quantité plus grande ou 
plus petite que x. 



* 1^6. Une femme porte des oranges au marché. Le nombre des 

oranges est tel, que son triple augmenté de i, est plus grand que son 

double augmenté de 61 , et son cjidntuj.de diminué de 7 0 , est plus petit 

que son quadruple diminué de 9. Quel était le nombre des oranges? 

On trouvera, x 5Q et x <C 6 1 . L a femme portait donc 60 oranges. 
+ 147. Le double d'un nombre, diminué de 5 , est jilus petit que ?S 

et son triple > diminue de 7 , est ])lus grand que son double augmenté 

de i3 . Quel est ce nombre? Ce problème n'admet aucune solution, car 

il donne, x <C i 5 et x ^> 20 . 

* 148- Lorsqu'on ne peut pas déterminer directement la valeur d'une 

inconnue x, on a quelquefois recours aux inégalités , pour démontrer 

que x ne peut être ni plus grand , ni plus petit , qu'une quantité 

connue C ; on en déduit x = C. Par exemple , si le double d'un nombre, 

augmenté de 7 , ne peut surpasser 1 9 , et si le triple du même nombre, 

diminué de 5, ne peut être moindre cjue i 3 , on en conclura que ce 

nombre est 6. En efFet; si l'on prend le signe pour indiquer qu'une 

quantité ne peut pas être plus grande qu'une autre quantité; on a u r a . . . 

ix -f- 7 3> 19 et 3x — 5 i 3 . On en déduira x ^> 6 et x 6. Donc , .r = 6 . 

analyse indéterminée. 

l49- Toute équation numérique du premier degré entre deux incon-

nues, peut être ramenée a la forme , a'x -f- b'y — cf ; a', 1/, cf, dési

gnant des nombres entiers , positifs ou négatifs ( n ° 78 ). Cette équa

tion admet une infinité de solutions ( n ° 8 i ) . Il s'agit de découvrir les 

solutions en nombres entiers. De sorte que, a', 1/, cr, x et y , seront des 

nombres entiers, positifs ou négatifs. S i l'on divise, a', b' e t c r , p a r l e u r 

plus grand commun diviseur ( A , n° Gi ) , les quotiens , a , b, c, seront 

premiers entr'eux , et la question sera réduite à trouver les solutions en

tières de l'équation 

( 1 ) . . . ax -f- by •=. c. (a , b, c, sont premiers entr'eux ). 

150. Lorsque a et b auront un facteur commun d ; x et y ne pourront 

pas être des nombres entiers. En effet; si x et y étaient des nombres 

entiers , la division de ax -f- by, par d, donnerait pour quotient un nombre 

c 
entier, qui serait égal à la fraction irréductible — ( A , n° 3 G 8 ) ; ce qui est 

absurde. Nous supposerons donc toujours q u e , a, b, c, étant premiers 

«ntr'eux , a et b n'ont aucuns facteurs communs. 

1 5 1 . Pour trouver les solutions entières de l'équation ( 1 ) , on observera 

que le problème serait résolu, si fun des coefficiens des inconnues était 

(**) Par solutions entières, il faut entendre les nombres entiers qui mis 

au lien de x et y , satisfont à l'équation (i% 
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P unité. P a r e x e m p l e , b = i , donne y = c — tf.r, et chaqne valeur entière 

de x , de'termine une valeur entière de y. On ne peut plus suivre Je même* 

^procédé , quand a et b sont plus grands que l'unité ; mais il est toujours 

possible de faire dépendre la résolution de Véquation proposée, de celle 

tPune équation dans laquelle te coefficient de Vune des uiconnues est 

Vunité. En effet; b et a étant premiers entr'êux (n* i 5 o ) , b est nécessai

rement plus petit ou plus grand que a. 

i 5 a . 1 e r Cas. Quand b est moindre que a , ori tire de l'équation ( i ) . .*» 

(i) by — c — ax et y = 

On pourrait extraire de cette fraction, tous les entiers qu'elle renferme* 

en divisant c et a par bj mais comme le seul but de ces divisions est de 

réduire le coefficient d'une inconnue à l 'unité, on abrège le calcul en n'effec-1 

tuant la division que sur le terme ax. Divisant donc a par 5 , on obtient 

U n quotient q et un reste r ; on a , a = bq -f- r et r <^b. Donc **, 

O r , x est un nombre entier. Par conséquent, pour que y soit ent ier , 

li suffit et il faut que ,soit un nombre entier e. Donc . ..* 

d'oii. . . y— — 

Lorsque r =s= t , le problème est re'solu ; car en donnant à e des valeurs 

entières, les équations, x — c — be, y = — qx -f- e , donnent des nombres 

entiers pour x et y . Quand r n'est pas l 'unité, on opère sur l'équation (5) 

comme sur l'équation (2), et la difficulté est diminuée, car on veut p a r 

venir à un coefficient égal à l'unité , et dans les équations (3) et (2), le 

coefficient de x, est moindre que le coefficient b, de y . L a division de b 

par r , donne un quotient q et un reste r ' ; on a , b=zrq' -f* r ' c t . . . « * 

Pour que :r soit entier, il suffit et il faut que soit un entier e\ 

car q'e est un nombre entier. Donc 

d'où. . . x = — q'e -f- e': (4). . . r'e== c— re ' 

Quand = 1 , le problème est résolu; car en donnant à er des valeurs 
entières, les équations 

(5) 

donnent des valeurs entières de , e , * et y . L o w y i c r ' n'est pas l 'unité, on 



opère sur l'équation ( $ ) , comme sur les équations (2), (3) , et Ton divise r 

par / . Mais , sans pousser plus loin les calculs, on peut observer qu'ils se 

réduisent a chercher le plus grand commun diviseur entre a et b ( A , ti° 58). 

O r , a et b sont premiers entr'eux ( no i5o); on parviendra donc à un reste 

égal à l'unité. Mais , les restes successifs, r , r ' , e tc . , sont les coefficiens des 

inconnues dans les équations (3) , (4)> etc. On parviendra donc toujours à 

une équation dans laquelle le coefficient d'une inconnue sera l'unité. Le 

problème est donc résolu. Par exemple , soit r ' = 1 ; on aura , b =5 r g ' 4 * 1 , 

e = c — re', et les équations (5) donneront, 

x = e' — q'e — e' — q' ( c — re') = ( rq' 4 - t ) e' — c</' = fce' — c</. 

y = e — qx = (c — ref ) — 9 (£e' — cg') = ( 1 -f- 9 7 ' ) c — (r-\-bq)ef. 

Supposant , 1 -f- qq' = p , et observant que r -h bq =; a , on aura 

( 6 ) . . . x ~ b e r — cqf j yr=. — ae' 4 - cp\ p = 1 -f- </</'. 

e r es£ une indéterminée, car dans l'équation (2), la valeur de jy* dépend 

de la valeur arbitraire de x ; dans l'équation (3 ) , x dépend de la valeur 

arbitraire de e ; et dans l'équation (4), e dépend de la valeur arbitraire 

que l'on donne à e'. On peut d'ailleurs démontrer directement qne e' 

étant quelconque, les valeurs de x et y , données par les formules (6) , sa

tisferont toujours à l'équation ( i ) j car en substituant ces valeurs dans Pé-

quation (1 ) et observant que Pon a 

p = i + <77' > & = rclf -f* 17 & — bq 4 - r = ( r</' -f- 1 ) -f- r , 

on sera conduit à l 'équation, o x e ' = o , qui est vraie, quel que soit e'. 

i 53 . Toutes les valeurs entières de x et y , qui satisfont a l'équa-

tion ( 1 ) , se déduisent des formules (6 ) , en donnant successivement a 

l'indéterminée ef, les valeurs, o , 1 , 2 , 3 , e£c., — 1 , — 2 , -»*-3, etc. 

Cela se réduit à prouver que lorsque e' est entier, x et y sont entiers, et 

que lorsque, x ,y, sont entiers, e? est entier. Or les équations (5) démontrent 

que ef étant un nombre entier, e, x et y sont des nombres entiers. Ces 

équations d o n n a n t . . . e — y 4 - qx, er — .r 4 - <7'e, on voit que lorsque 

a: et y sont entiers , e et c' sont entiers. Le principe est donc démontré. 

i54- Quand on connaît une solution de l'équation ( 1 ) , on peut 

déduire toutes les autres solutions, car les formules (6) démontrent que? 

si ef augmente de Punité , x et y augmenteront respectivement de 4 - b et 

de — a . Par conséquent, si x = cl et y satisfont à l'équation ( i ) , . 

x — a. b et = £ — a, satisferont à la même équation, et n dési

gnant un nombre entier quelconque, positif ou négatif, 

( 7 ) . . . x=:et~\-nbety=z€— na, sera une solution de l'équation ( 1 ) . 

Connaissant donc la solution, x~ct, y = C, toutes les solutions de 

l'équation (1) 5e déduiront des formules (7), en donnant a n les valeurs 

o , 1 , 2 , e f c . , — 1 , — 2 , <?/c On peut démontrer directement celte 

5 



propriété. En effet; si x = A et y = C , satisfont à Inequation, 

( i ) . . . a x -f- ^ = c , on aura act -+- bC =. c. Egalant ces deux valeurs 

de c , on trouvera, y — C = • g . . O r , b et a sont premiers 

entr'eux, et y — C est entier; ——y~— doit donc être un nombre entier n 

( A , n° 36ç)). Donc , x — ct=zbn et y — C = — a/î. On en déduit, . . . 

x — ct-\-bn et = Q — an. 

Ce qui démontre le principe énoncé. 

155 . 2 e C a s . Lorsque Z> sera plus grand que a , on tirera la valeur de x 

de Féquation ( i ) , et Ton opérera comme dans le premier cas ; ce qui con

duira à des résultats de même forme. 

156. D'après ce qui précède, Féquation (i) admet une infinité de solu

tions entières, quand a , b, c, n'ayant aucuns facteurs communs, a et b 

sont premiers entr'eux. Mais , lorsque x et y doivent être des nombres 

entiers positifs, le nombre des solutions dépend des grandeurs et digs 

signes de, a, b , c. En effet; on peut toujours supposera positif (*) ; il 

suffit donc de considérer les équations, . . . 

ax -f- by — c , ax — by = c, ax — by = —• c , ax -F- by = — C. 

i 57 - En n'admettant pour x et y que des nombres entiers positifs, 

on voit que la i r e équation n'est susceptible que tVun nombre déter

miné de solutions, car la somme des nombres positifs ax et by, devant 

être égale à c , les parties de cette somme ne peuvent pas croître indéfini

ment. La 2 e équation et la 3 e , peuvent admettre une infinité de solu

tions , car les nombres ax et by croissant indéfiniment , leur différence 

peut conserver la même valeur c. Enfin, la dernière équation est absurde, 

car la somme des nombres positifs, ax, by , ne peut être égale au nombre 

négatif — c. 

* i 58 . Les formules (6) démontrent les mêmes propriétés. En effet; 

1 ° . quand b et c sont positifs, les équations (6) font voir que doit être 

un nombre entier positif, plus grand que C—— et moindre que Donc , 

—j~ <C -^'y d'où aqf <^ bp. Cette inégalité a toujours lieu, car en y 

substituant les valeurs de , p, b , a, (n° 102, page 6 5 ) , elle se réduit h , o < 1. 

On obtiendra donc toutes les solutions entières positives de l'équa

tion ( 1 ) , en donnant à l'indéterminée ef, les valeurs entières positives 

comprises entre — et — . A i n s i , le problème sera toujours possible, 

quand il tombera un ou plusieurs nombres entiers entre C~- et — \ 
b a 

(*) S i a était négatif ; ou changerait les signes de tous les termes. 



le problème sera impossible , quand il ne tombera pas de nombre entier 

entre -~ et — j 2 0 . lorsque b est négatif et c positif, o n a, 

Tant que ef sera positif, x sera négatif; on doit donc supposer, ef — — e", 

e" > o. D'où x = be" — cql et y •= ae" -f- cp. Donnant a c" des valeurs 

entières, plus grandes que ~ - » les valeurs correspondantes de x et y seront 

entières et positives ; de sorte que l'équation, ax—by — c, admet tou

jours une infinité de solutions entières positives ; 3 o . on prouverait , 

par des raisonnemens analogues, que Yéquatton ax—• by = — c, jouit 

de la même propriété ; 4°* enf in , si b étant positif, c était négatif, 

l'équation (1) deviendrait ax -f- by — — c, et aucunes valeurs positives 

de x et y ne pourraient satisfaire a cette dernière équation. Les for

mules (6 ) indiquent cette impossibilité, car elles donnent. . . x = Z»e' -f-

et 7 " — — ae' •— cp. Or y doit être positif ; donc er = — e", e" ]> o , 

x •=. cqf—ôe" , y r=z ae"—• cp. Pour que x et j r soient positifs, il fanÇ 

que e'' soit moindre que ^ - e t p l u s grand que ~ ; ce qui est impossible (io), 

109. V équation ( 1 ) . . . ctx-h £y— y , jouit donc des propriétés sui-

vantes. Lorsqu'on ne veut admettre pour x et y que des nombres en

tiers, il faut que, et, C, y, n'ayant plus de facteur commun , et et Ç, 

soient premiers entr'eux. Quand cHte condition est remplie, Véqua^ 

tion (1) admet une infinité de solutions entières. Les formules qui 

donnent ces solutions ne dépendent que de la recherche du plus grand 

commun diviseur entre A et C. Les valeurs de x et y , déduites de ces for

mules , sont les seules qui satisfassent, a Céquation (1), et connaissant une 

solution y on peut en déduire toutes les autres. Lorsqii'on ne veut ad

mettre pour x et y , que des nombres entiers positifs, le nombre des 

solutions dépend des signes de, A , C, y; l'équation six -f- Çy =z y, 

n'admet qu'un nombre déterminé de solutions entières positives , quel

quefois il n'en existe aucune ; les équations, «tx—Cy=y, ctx — = y9 

admettent toujours une infinité de solutions; enfin, l'équation.... 

tLX -f- Qy = — y, n'en admet aucune. 

160. Payer foU*, avec des pièces de 5#" et de 3 * . S i l'on prend x pièces 

de 5#" et y pièces de 3^", on aura 5x -+- 3 r = 4 9 ? e t * 0 1 1 n e pourra a d 

mettre que les valeurs entières positives de x et y . Comparant celte équa

tion avec, ax -hby = c, on aura a = 5 , b = 3 , c — 49- La division de a 

par b, donnera le quotient q = 1 et le reste r ~ 2 ; divisant b par r, on 

trouvera le quotient qf •==. 1 et le reste ; y = i ; l e s formules (G), du n° 1 0 2 , 

donneront, x~3e' — fa, y~çfi— ze • On ne pourra donc donner à ef 

4f) 0< S 

que les valeurs ? 1 7 , 1 0 , 1 9 , comprises entre — et 98. 



On parviendra plus directement au même résultat, en appliquant la mé

thode du n° i 5 2 , à l 'équation, 5x -+> 3 y = 49 . Voici le calcul: 

d'où , x = e' — e = 3e' — 49 et ^* = e — x — 9 8 — 5e'. 

Enfin, on peut abréger le calcul , en opérant de la manière suivante: 

soit 4 9 •+ x = 3e ; on a u r a . . , 

* 161. Les neuf Muses, portant chacune le même nombre de cou~ 

ronnes de fleurs, rencontrèrent le* trois Grâces, et leur offrirent des 

couronnes. La distribution faite, les Grâces et les Muses avaient cha

cune le même nombre de couronnes. On demande combien les Muses 

portaient de couronnes et combien elles en donnèrent. S i chaque Muse 

porte x couronnes et donne y couronnes; les neuf Muses , qui avaient 93: 

couronnes, auront donné ĝ " couronnes, aux trois Grâces. La distribution 

f a i t e , chaqne Musc n'aura plus que ( ;r — y) couronnes; les trois Grâces 

auront reçu gy couronnes; chacune portera donc 3y couronnes. Mais a lors , 

chaque Muse et chaque Grâce , doit avoir le même nombre de couronnes, 

donc 

x —y = 3y ; d'où QX = S6y == le nombre total des couronnes. 

Cette dernière équation démontre que tout multiple de 36 peut être pris 

pour le nombre des couronnes ( A , n° 3 0 9 ) . 

* 162. Les élèves qui auront bien saisi l'esprit des méthodes précédentes, 

en déduiront facilement le moyen de trouver les valeurs entières des incon

nues , lorsque le nombre des inconnues sera plus grand que celui des équa

tions. Par exemple, étant donné deux équations du premier degré entre 

trois inconnues, x, y , z, on peut toujours les ramener à la forme... 

(1)... ax -f- by -f- cz — d ; a'x -f. bry -f c'z = dr ; 

a, b, c , d, désignant des nombres entiers premiers entr'êux , ainsi que 

a' , U, c , d'. Pour que ces équations admettent des valeurs entières de 

se, y , z, il faut que, a , b , c, soient premiers entr^eux, ainsi que a', 

V, c' ( n° i 5 o ) . Ces conditions étant remplies, on peut facilement trouver 

les valeurs entières des inconnues. A cet effet, on éliminez, entre les 

équations (1) ; ce qui conduit à un résultat de la forme Ax -f- By = C, 

A , B et C, désignant des nombres entiers premiers entr'êux. Pour que 

cette équation admette des valeurs entières de x et y , il faut que A et B 

soient premiers cuir'eux ( n° i 5 o ) . Lorsque cette condition est remplie , 



les valeurs de x cl y sont données par les formules (os)... x = at -f- Be, 

y =. C —~ Ae , dans lesquelles e est indéterminé. Mais , comme toutes les 

valeurs entières de x et y ne donnent pas des valeurs entières de 2 , on 

substitue les valeurs de x et y , dans l'une quelconque des équations (r) $ 

ce qui conduit à un résultat de la forme A!z -f- B'e — O ; les nombres 

entiers, A', J 5 ' , O , n'ont aucun facteur commun , et pour que z et e 

puissent être des nombres entiers, il faut que A' et Bf soient premiers 

entr'êux. Les valeurs entières positives de z et e, qui satisfont à cette équa

t ion , sont de la forme, z •=• p" •+- q"e' ; e = C -f- A'e' ; (e' est une indé

terminée ). L a substitution de cette valeur de e, dans les formules (2), 

conduit à des résultats de cette forme , x = : p + qer, y = pr -f- <7'e'. De 

sorte que les valeurs d e , or, y et 2, qui satisfont aux équations (1) , sont . . 

( 3 ) . . . x=zp + qer, y=zp' + q'e', z^p"^qnef. 

Dans ces formules , p, q, p*, cf, p", q", sont des nombres entiers, p o 

sitifs ou négatifs; et Ton obtient toutes les solutions entières des équa

tions ( 1 ) , en donnant à rindétermine'e e', les valeurs o , 1 , 2 , e t c . , 

— I , - — 2 , etc. S i l'on applique cette méthode générale aux équations. . 

4r — 2y -f- 5z = i 3 , — 3x -f* 5z -f- jy = 10 ; on t r o u v e r a . . . 

ar = 3 ( i 5 e ' - f . 1 ) , y = 3 5 / -f* 2 ; z = 1 — 22e'. 

Les équations proposées n'admettent donc qu'une solution entière posi

tive , X = 3 , y = 2 , 2 = I . 

* i 63 . Trois mobiles partent en même temps d'un même point de la 

circonférence, avec des vitesses, v\ v', v"'. La longueur de la circon-

jérence est c. Il s'agit de trouver les rencontres de ces mobiles, deux 

à deux et trois à trois. On suppose, v"^>v' et v'" > v". S i la i^e ren

contre du 2« mobile avec le i * ^ a lien dans m heures; ces mobiles auront 

«lors parcouru v"met vfm unités d'espace, et l'on a u r a . v"m-=. v'in -f- c ; 

d'où, m — la niem* rencontre des deux mobiles aura donc lieu dans 

: heures. Le 3$ mobile aura donc rencontré ri fc is le i*r mobile , après 

heures. Par conséquent, si les trois mobiles se rencontrent après 

x heures, on aura 

( 1 ) . . . * = d'où 

Les indéterminées n et n'9 devant être des nombres entiers, on réduira 

la fraction , à sa plus simple expression • et p désignant un nombre 

«ntier indéterminé, on aura 

Iî z=pU, ri =zpÇ(A, n° 366 ) ; d'où x = 

et x • 



A i n s i , après —f, 7 heures, le a e mobile aura rencontré pu, fois le 

iev mobile, le 3 e mobile aura rencontré pC fois le i e r mobile, et les 

mobiles se seront rencontrés p fois, trois à trois. Pour trouver le nombre 

des rencontres du 2 e mobile avec le 3 e , on observera que les équations (1) 

donnent 

v"x — vr x — en et vwx — vfx := cnf ; d'où x =: 

Le nombre des rencontres du 2 e mobile avec le 3 e , sera donc nr — n, 

cm p (C —et). Donnant à p les valeurs, i, i, 3 , etc . , on obtiendra toutes 

les rencontres des mobiles. A i n s i , la VE rencontre des trois mobiles aura 

cet-
lieu dans —t. r heures; le ie mobile aura rencontré et fois le Ier 

mobile , le 3 e mobile aura rencontré C fois le 1er mobile, et le 2 e mo

bile aura rencontré ( C — et) fois le 3* mobile. 

* ï6/\. Une montre indique les heures , les minutes et les secondes. 

Les lî'ois aiguilles sont sur la 1 2 e heure. Il s'agit de trouver les ren

contres de ces aiguilles, deux à deux et trois h trois. Le cadran con

tient 60 divisions; pendant une heure , les aiguilles parcourent respective

m e n t , 5 , 60 et 36oo divisions. Comparant donc les énoncés des problèmes 

des nos iG3 et 1 6 4 , on aura 

t/=z5, v" — 6o, v"'—36oo; c = 6 o . D'où. 

Ainsi , la ire rencontre des trois aiguilles n'aura lieu que dans 

11 heures; l'aiguille des minutes aura rencontré 11 fois celle des heures, 

Paiguille des secondes aura rencontré 719 fois celle des heures , et 

Vaiguille des minutes aura rencontré 708 fois celle des secondes. 

Equations du second degré. 

ïC5. Toute équation du second degré a une seule inconnue, peut se rn-

incncr à la forme, x> -f- ip x — q — o. (n°. 79) (*). Pour graduer les difficultés , 

nous rescindions d'abord l'équation x0- — a. Il s'ocit de trouver une quan

tité qui multipliée par elle-même , donne un produit égal à et. Cette quan-

tite, est la racine quarrée de et • on l'indique de cette manière \/ a , (n° 12). 

(*) Par exemple, l'équation 2.r- d o n n e . . . 

: 0 ; dans ce cas , 2 p =; —- et q — — 



De sorte que le produit de \/ et par \/et, est égal a et (*). Nous sommes 

donc conduits à examiner comment on peut extraire la racine quarrée de la 

quantité connue et. Cette r quantité, étant numérique ou littérale, nous allons 

successivement nous occuper de Yexlraclion de la racine quarrée des nom

bres et de celle des quantités littérales. On verra que ces opérations r e 

posent sur les mêmes principes. 

166, Nous examinerons d'abord , comment on peut revenir du quarré 

d'un nombre entier, a sa racine. Les quarrés des nombres , i , 1 0 , 1 0 0 , etc., 

étant i , IOO, ioooOjCtc. , les nombres compris entre i , 1 0 0 , i o o o o , e t c 

ont des racines qui sont comprises entre, 1 , 1 0 , ioo , etc., et par conséquent: 

les nombres de i ou i chiffres , ont pour racine un nombre d'un seul 

chiffre ; les nombres de 3 ou 4 chiffres, ont deux chiffres à leurs ra

cines. Et en général, les nombres composés de, 2 n — i , chiffres ou de 

in chiffres, ont n chiffres h leur racine. Par exemple, 4°9^ <-;tant com

pris entre ioo et i o o o o , la racine de l\oofi, est comprise entre les racines 

de ioo et de ioooo , c'est-à-dire entre 10 et ioo ; la racine de 4°9^ a donc a 

chiffres. Cette racine est 64 , car 64 x 64 = 4°9^* 
167. Les nombres moindres que 1 0 0 , n'ayant qu'un seul chiffre à leur 

racine , les racines de ces nombres se déduiront de la table s u i v a n t e . . . . 

Racines, 1 , 2 , 3 , 4? 5 , 6 , 7 , 8 , 9. 

Quarrés, 1 , 4) 9, 16 25> 36 , 49> 64, 8 1 . 

î68. Pour appercevoir comment on peut revenir du quarré d'un nombre 

de deux chiffres , a sa racine , il est nécessaire d'étudier la composition de 

ce quarré. S i a désigne le nombre des dixaines de la racine, et b les unités , 

la racine sera 10 a-hb, et nommant p le quarré , on aura 

p = ( 10 # - f -¿ ) 2 — ( 10 a -f- b) x ( 10 « -h¿>) = 100 a 2 - f-2 ab X i o - f i J . 

D o n c , le quarré p — a% centaines -f- 2 ab dixaines + ¿ a unités. 

1G9. Le quarré, d'un nombre composé de dixaines et d'unités, contient 

donc trois parties ; savoir : le quarré des dixaines , le double des 

dixaines multiplié par les unités et le quarré des unités. Ces trois pro

duits expriment respectivement, des centaines , des dixaines et des uni

tés. Par exemple , si la racine était 64, on aurait 

a — 6, b = 4 J a* = 6 x 6 = 36 ; b2 = t\ x 4 = 1 6 ; 2 ab = /¡S j 

( 64 ) 2 = ( 60 -f- 4 ) 2 = 36 centaines -f- 48 dixaines, -f- 16 unités = 4°9^* 

(*) Lorsque nous parlerons d'une racine, sans en désigner le degré, nous 

s u p p o s i o n s toujours qu'il s'agira de la racine quarrée. A i n s i , les expres-

s i o n s , l A ) > \/\), indiqueront également la racine quarrée de 9. L a valeur 

arithmétique de la racine de 9 , sera 3. 



170 . Voyons comment on peut revenir du quarré 4^9^, a sa racine 64. 

Les 6 dixaines de la racine , sont faciles a obtenir , car le quarré des dixaines 

étant des centaines , ne p»ut se trouver que dans les centaines de 4°9^> 

et le p'us grand quarré contenu dans 4°, étant le quarré 36 des 6 dixaines 

de la racine, la racine 6 de 3 6 , sera les dixaines de la racine. D'ailleurs , 

4 0 9 6 tombant entre les quarrés de 60 et de 7 0 , la racine de 4°9^ tombe 

entre 60 et 70 ; le chiffre des dixaines de cette racine est donc 6. 

* 1 7 1 . En général, la racine du plus grand quarré contenu dans les 

centaines d'un nombre quelconque n, donne les dixaines de la racine 

du nombre n. En effet ; si e*.2 désigne le plus grand quarré contenu dans 

les centaines de n, on aura 

n*> et* centaines et n < ( ct-hi ) a centaines ; ou n ]> 100 a 2 etn < 100 («t-f-i). 

D o n c , ^/n^>ioetct\/n<iJo(et.-^ï). Ou , \ / / z> i td ixa inesc t j / / ï< (* - f - i )d ixa ines . 

L a racine quarrée du nombre n , contiendra donc et dixaines. Ce qui dé

montre le principe énoncé. 

172. Cela posé ; pour trouver le chiffre des unités de la racine de 4°9^, on 

observera que 4°9^ eontenant , le quarré 36 centaines des 6 dixaines de la 

racine, le double des 6 dixaines multiplié par le chiffre inconnu b des uni

tés et le quarré Z»a des unités ( no 169 ) , si l'on ôte 36 centaines de /{oefi, ^e 

reste 49^? ne renfermera plus que le double des dixaines multiplié par les 

unités et le quarré des unités. Or le double produit des dixaines par les 

unités, étant des dixaines, ne peut faire partie que des 49 dixaines du reste 

4y6 et ces 49 dixaines sont composées du double des dixaines de la racine 

multiplié par les unités , plus des dixaines contenues dans le quarré des 

unités. Par conséquent, si Pon divise 49 dixaines, par le double des 6 

dixaines de la rac ine , les 4 unités du quotient exprimeront, ou le nombre 

des unités de la racine, ou un nombre plus grand. Pour découvrir si le 

quotient 4 , est le chiffre des unités , on formera le quarré de 6'4 ; ce quarré 

étant égal au nombre proposé, la racine 64 est exacte. Le reste 496 , peut 

servir à reconnaître si la racine 64 est exacte; car ce reste étant composé du 

double des dixaines multiplié par les unités et du quarré des unités , en 

multipliant le double des dixaines, qui est 1 2 0 , par les 4 unités , et ajou

tant au produit 48°> le quarré 1 6 , des 4 unités, la somme 40̂  doit être 

égale au reste ^cfè. On peut obtenir les deux parties du reste, en écrivant 

sur la droite des 12 dixaines, le chiffre 4 des unités ; le nom! re 1 2 4 , qui 

en résulte, multiplié par les 4 unités , doit donner un produit égal au reste 

4 9 6 , car ce produit est composé du quarré 16 des 4 unités et du produit 

du double des 6 dixaines de la racine, par les 4 unités. Et en effet; l or s 

qu'on retranche, 4 fois 1 2 4 , de 4 9 6 , le reste est zéro. On dispose ces cal

culs comme on le voit ici 



Quarré ^ogG 

36 

je* reste 4g6 

4 9 6 

Dernier reste o 

64 Racine. 

I 2 Ì ; 

4 

double des dixaines, augmenté des uni

tés, ou 20 a -f- b. 

49« 
double des dixaines, multiplié par les 
unités , augmenté du quarré des unités , 
ou '20 a b b2 

173. Lorsqu'après avoir retranché du nombre proposé, le quarré des 

dixaines de la racine, on obtient un reste , les dixaines de ce reste contien

nent , le double des dixaines de la racine, multiplié par les unités , plus les 

dixaines qui peuvent se trouver dans le quarré des unités; la division des 

dixaines du reste , par le double des dixaines de la racine, peut donc 

donner pour quotient le chiffre des unités de la racine , ou un chiffre 

plus grand. Dans ce dernier cas , le produit formé d'après la règle précé

dente , est plus grand que le reste, et l'on diminue le chiffre des unités 

d'assez de fois un , pour que le produit du double des dixaines plus les uni

tés, par les unités, ne surpasse pas le reste. On trouvera de cette manière 

que la racine de 289 est 17 . 

174* La composition assig?iée ( n° 1 6 9 ) , au quarré d'un nombre de 

deux chiffres , convient au quarré d'un nombre de trois chiffres. En 

effet; pour former le quarré de 6 4 9 , il suffit de décomposer ce nombre 

en 6 4 dixaines, plus 9 unités. Ce qui donne ( 11° 1 6 9 ) , 

( 6 4 9 ) * = ( 6 4 0 + 9 ) * = ( 6 4 0 ) * - f - 2 ( 6 4 0 ) x 9 - f - 9 2 . D o n c . . . 

( 6 4 9 ) a = 4 ° 9 ^ eentaines H- n 5 2 dixaines -f- 81 unités — 4 2 1 2 0 1 . 

(*) Pour revenir du quarré à la racine , il est indispensable de com

mencer par la recherche des plus hautes unités de la racine. En effet; 

le double des dixaines de la racine, multiplié par les unités, contenant les 

deux chiffres inconnus de la racine, on ne doit pas espérer de déduire de 

ce produi t , l'un des chiffres de la racine; mais si l'on connaissait le quarté 

des dixaines ou celui des unités , il serait facile d'en déduire les dixaines 

ou les unités de la racine. On doit donc chercher à découvrir l'un de 

ces quarrés. L e quarré du chiffre des unités de la racine pouvaut con

tenir, ou des unités simples, ou des unités et des dixaines, et ces dixaines 

étant confondues avec les dixaines, qui résultent de la multiplication du 

double des dixaines de îa racine par les unités; il est difficile de recon

naître quel est le quarré du chiffre des unités de la racine. Il n'en est 

pas de même du quarré du chiffre des dixaines de la racine, car ce quané 

est le plus grand quarré contenu dans les centaines du nombre proposé 

(n° 1 7 1 ) . On doit donc commencer par la recherche des dixaines de 

la racine. 



Il est actuellement facile de revenir du quarré /\21201, h sa racine 649. 
En effet; le quarré des G\ dixaines de la rac ine , c'tant des centaines, ce 
quarré ne peut faire partie que des 1\ч\ч centaines, du nombre proposé; 
niais la racine du plus grand quarré contenu dans 4 2 1 2 , sera les dixaines de 
la racine ( n° 1 7 1 ) ; on obtiendra donc ces dixaines, en opérant comme si 
l'on voulait extraire la racine de 4^12; ce qui donnera Щ dixaines, avec 
un reste 116 centaines. Ce reste exprime les centaines qui sont comprises 
dans la somme des deux autres parties du quarré. Retranchant donc de 
4 2 1 2 0 1 , le quarré 4°9^ centaines, des 64 dixaines de la rac ine , le reste 
1 1 6 0 1 sera égal au double des 6\ dixaines de la rac ine , multiplié par le 
chiffre des unités, plus le quarré des unités. ( O n obtient ce reste en ajou
tant anx 116 certaines , les dixaines et les unités de 4^1201 ). Raisonnant 
donc comme dans le n° 1 7 2 , on divisera les и б о dixaines du reste, par 
le double 1 2 8 , de G4 ; le quotient 91 sera le chiffre des unités, ou un chiffre 

plus fort. Mettant sur la droite de 128 , le chiffre 9 que l'on veut essayer, et 

retranchant 9 fois 1 2 8 9 , I ] [ O O Ï > I e reste zéro exprime que 9 est le chiffre 

des unités. De sorte que 6^9 est la racine exacte de 4 2 1 2 0 1 . On disposera 

l'opération comme dans le n° 172. 

170. En général: pour extraire la racine quarrée aVun nombre quel

conque , il suffit d'employer des raisonnemens analogues aux précé

dais. Par exemple, si Ton vent extraire la racine du nombre 4 2 2 1 1 0 0 9 , 

on concevra ectt? racine décomposée en dixaines et en unités, comme dans 

les n o s 172 et 17} . Lé quarré des dixaines ne pourra faire partie que des 

4 2 2 1 1 0 centaines du nombre proposé , et la racine du plus grand quarré 

contenu dans ces centaines, sera les dixaines de la racine cherchée ( n° 171 ). 

Opérant comme dans le n° 174» ou trouvera que la racine demandée con

tient 64'9 dixaines. Le reste sera 909 centaines; retranchant de f^.i \ ooç), 

le quarré des (>4э dixaines, le reste 9 0 9 0 9 , sera composé du double des 
(Ц() (Lxaines, multiplié par les unités de la racine et du quarré des unités. 

Divisant les 9090 dixaines, du reste, par le double 1298 des dixaines de 

la racine, le quotient 7 , sera le chiffre des unités, ou un chiffre plus for t . 

Mettant sur h» droite de 1298 , le chiffre 7 que l'on essaie , et retranchant 

7 fois 12987 , de 90909 , le reste zéro exprime que 7 est le chiffre des unités. 

De sorte que 6497 est la racine exacte de 4 2 2 1 1 0 0 9 . On voit que ces r a i 

sonnemens conduisent a diviser le nombre propose en tranches de deux 

chiffres, à partir de la dro i te ; le nombre des tranches indique Je nombre 

des chilfres de la racine. Ce qui s'accorde avec la règle du n° 166. 

17G. Lorsqifnprès avoir abaissé une tranche de deux chiffres, sur la droite 

d'un reste quelconque, les dixaines <hi résultat sont moindres que le double 

de la racine déjà obtenue, on doit mettre un zéro sur la dioiic des chiffres 

de la racine déjà obtenus, car le chiffre correspondant de la racine est zéro. 

On abaisse ensuite la tranche suivante, pour continuer le calcul comme à 
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l'ordinaire. D'après cette remarque , on trouvera que la racine quarrée de 

94^49 c s t ^07. 
177 . Ce qui précède donnant le moyen de revenir du quarré d'un nombre 

entier à sa racine; voyons comment on peut résoudre le même problème 

pour les quarrés des fractions. Le quarré de - , étant - x - » ou — j le 

quarré d'une fraction est égal au quarré du numérateur, divisé parle 

quarré du dénominateur. On obtiendra donc la racine d'une fraction, 

en divisant la racine du numérateur, par celle du dénominateur. A i n s i , 

la racine de est 

178 . Pour obtenir la racine d'un nombre décimal, il suffit d'extraire 

la racine de la fraction ordinaire qui exprime ce nombre décimal. On en 

déduit cette règle abrégée : Calculez la racine du nombre entier qui ré

sulte de la suppression de la virgule dans le nombre proposé ; séparez 

autant de décimales sur la droite de cette racine, qu'il y a d'unités 

dans la moitié du nombre des décimales du quarré; le résultat sera, 

la racine demandée. En effet; désignez le nombre décimal proposé p a r i ; 

l e nombre de ses chiffres décimaux sera un nombre pair in ( A , nQ 7 0 ) ; 

et si la valeur de b, abstraction faite de la virgule, est C, vous aurez . . . . 

(A-, «o 6 6 ) . D'où \/b = 

O r , pour diviser \/C, par 1 0 " , il suffit de séparer n décimales sur la droite 

de \/Q ( A , n° 72) . La règle est donc démontrée. A i n s i , la racine de i44 

étant 1 2 , celle de 1144 est i | 2 , et celle de o jo i44 est 0112. 

179. Dans les exemples précédens , les nombres proposés étant des quarrés, 

on a trouvé les valeurs exactes des racines. Mais , il existe des nombres 

dont les racines ne peuvent pas être exprimées exactement en nombres. 

Par exemple, lorsque la racine d'un nombre entier tombe entre deux 

nombres entiers consécutifs , on doit en conclure que cette racine existe > 

et qiCelle ne peut être exprimée exactement par aucun nombre, car 

cette racine n'est pas un nombre entier, et le quarré d'une fraction i r r é 

ductible étant une fraction irréductible ( A , n° 3 7 2 ) , la racine ne peut être 

line fraction. A i n s i , la racine de 5 , tombant entre 2 et 3 , cette racine 

existe, mais elle ne peut être exprimée exactement par aucun nombre. 

* 180. On conçoit quVZ doit exister des quantités qui tic sont pas sus

ceptibles d'être exprimées en nombres. En effet; les aec oissemens suc

cessifs d'un nombre quelconque, peuvent toujours être exprimes par une 

fraction ~ , dans laquelle a et b désignent des nombres entiers; or quclquo 

grand que soit a, l'accroissement - , a une valeur numérique déterminée; 
a 



les nombres ne peuvent donc pas croître d'une manière contïnne ; tous les 

états de grandeur cV une quantité, ne peuvent donc pas être exprimés 

exactement par des nombres. L a racine quarrée de 5 est de cette es

pèce (*). 

* I S Ï . Les nombres entiers et les fractions, ayant une commune mesure, 

ou un rapport, on une raison, avec l ' u n i t é , on dit qne ces quantités 

sont commensurables ou rationnelles; e t , par opposit ion, les quantités 

qui n'ont aucune commune mesure, avec l 'unité , sont dites incommen

surables ou irrationnelles. La racine quarrée de 5 est incommensurable 

ou irrationnelle, parce que ne pouvant être exprimée exactement par 

aucun nombre , entier ou fractionnaire, il en résulte que si Ton divise l'unité 

€n un nombre quelconque de parties égales, l'une de ces parties ne sera 

jamais assez petite pour être contenue un nombre exact de fo i s , dans l'unité 

et dans la racine quarrée de 5 . 

182. Lorsqu'on propose d'extraire la racine quarrée d'un nombre 

entier, on ignore si cette racine est exacte ; on opère donc comme si le 

nombre était un quarré. Quand le dernier reste est zéro , la racine de

mandée est exacte; lorsqu'il n'est pas zéro, la racine cherchée est 

INCOMMENSURABLE , et la racine obtenue exprime la racine du plus grand 

quarré contenu dans le nombre proposé ( n°* 172 . . . 176 ). A i n s i , l'ex

traction de la racine quarrée de 4 ° 9 9 ? donnant 64 à la racine, et 3 de 

reste; le plus grand quarré conlenu dans 4099 est celui de 64 ; et en effet, 

4099 tombe entre les quarrés des nombres 64 et 6 5 . 

183. La valeur d'une quantité, à moins d'une unité près , est la valeur en

tière approchée de cette quantité. Ainsi, - ~ étant compris entre 5 et 6 , les 

valeurs entières approchées de ~ , sont 5 et 6. En général , si une 

quantité et, est plus grande que le nombre entier p et moindre que 

7? -f- 1 ; les valeurs entières approchées de et, seront p et p -f- 1 . La 

plus petite valeur entière approchée de et, sera donc p. 

184. Pour obtenir la racine d'un nombre et, a moins d'une unité dé

cimale d'un ordre déterminé ; on prépare ce nombre de manière qu'il 

contienne le double du nombre des décimales qu'on veut trouver a la 

racine. La racine de et, exprime le résultat demandé. S'il s'agit de calculer 

la racine de 2 , à moins d'un centième d'unité p r è s , on écrira atjoooo; la 

-

(*) Une ligne pouvant croître d'une manière continue , tous les états 

de grandeur d'une quantité, sont susceptibles d'être exprimés exacte

ment par des lignes. A i n s i , dans le cercle dont le diamètre est 6 , le 

quarré de l'ordonnée correspondante aux segmens 5 et î , étant 5 X i> 

on 5 ; la longueur de l'ordonnée , exprime la racine quarrée de 5«; 



racine de 20000, à moins d'une nnite' p r è s , étant 1 4 1 , la racine demandée 

sera 1 r4r ; et en effet, le nombre 2 , tombe entre les quarrés de I ^ I et de 

if4 2 « Pour trouver la racine quarrée de 0 | 0 2 , à moins d'un millième d'unité 

p r è s , on écrira 01020000; supprimant la v irgule , la racine de 0 0 2 0 0 0 0 , ou 

de 2 0 0 0 0 , sera i 4 J > à moins d'une unité près 5 la racine demandée sera 

donc oji4ï« Pour déterminer la racine de - , à moins d'un centième d'unité 

près , on observera que cette racine doit contenir 2 décimales; on réduira 

2 

donc - en décimales, et l'on s'arrêtera à la quatrième décimale ; ce qui don-

nera Oj6666 ; supprimant la virgule , la raeine de 6 6 6 6 , sera 8 1 , à moins d'une 

unité près. L a raeine demandée sera donc 0|8i. 

* i 8 5 . Lorsqu'on veut approcher le plus possible de la valeur d'une 

racine, avec un nombre déterminé de décimales, on calcule une décimale 

de plus, et Von supprime ensuite cette décimale, d'après la règle connue 

( A , n° 94)- A i n s i , la racine de - , étant i f58 etc. j la valeur la plus ap

prochée de cette rac ine , quand on ne conserve qu'une décimale, est 1 ,6 . 

Cette valeur est trop forte 9 mais l'erreur est moindre qu'un demi-dixième. 

* 186. Dans le cours des opérations relatives a l'extraction de la ra

cine quarrée, pour reconnaître si un chiffre et!, mis a la racine, est trop 

faible, il suffit d'ajouter l'unité au doubla de la partie de la racine 

déjà obtenue; quand le résultat n'est pas plus grand que le reste (*), 

le chiffre et' est trop faible ; dans le cas contraire , le chiffre et' est 

exact. En effet ; désignez le nombre donné par n, la partie de la racine 

déjà obtenue par et, et le reste n — et2, par r. Lorsque 2 * - f - i , ne sera pas 

plus grand que r , on a u r a . . . . 

2 d -f- I — n — fit2 — b-, d'oii 72 = (et -I- i ) a -f- b -, b <£ o, ( n « i 43 ). 

72 contiendra donc au moins le quarré de ( et -f- 1 ) ; le premier chiffre h 

dro i te , de et, pourra donc être augmenté d'un. Quand 2ct -f- 1 , sera plus 

grand que r , on a u r a . . . . 

2ct + 1 = (n — et*) -f- b; d'où n = (* -f- I ) A — b ; Z / > o . 

w sera donc moindre que ( « t - f - 1 ) a ,* le dernier ch'ffre à droite de et, 

ne pourra donc pas être augmenté d'un. Ce qui démontre le principe 

énoncé. 

187. L.orsqu'après avoir trouvé le chiffre des unités de la racine quarrée 

d'un nombre entier, le dernier reste n'est pas nul et est moindre que 

(*) Le reste est égal au nombre propos*, diminué du quarré de la partie 

de la racine déjà obtenue. 



le double de la racine obtenue , augmenté d'un ; cette racine exprime 

la racine du plus grand c/uarré contenu da?is le nombre proposé (n° 186) . 

A ins i , l'extraction de la racine quarrée de i5o,, donnant 12 unités à la racine, 

avec le reste i 5 , et ce reste étant moindre que 12 x 2 -f- 1 , le nombre 12 

exprime la racine du plus grand quarré contenu dans 109. Et en effet, 159 

tombe entre les quarrés de 12 et de i 3 . 

* 188. Lorsqu'on a trouvé plus de la moitié des chiffres de la racine 

d'un nombre JY, on obtient la valeur entière approchée de la se

conde partie de la racine, en divisant le reste, par le double de la partie 

de la racine qu'on a déjà obtenue. En effet ; si 11 désigne le nombre des 

unités de \/ ' JY', les valeurs entières approchées de \/IV, seront « e t n + i ; 

on aura , \ / i V " = n -f- <f ; <f sera une quantité positive moindre que l'unité; 

et cT sera zéro , quand JY sera le quarré d'un nombre entier. On calculera 

plus de la moitié* des chiffres de n , par la méthode du n° 1 ^ 5 ; ce qui don

nera la première partie et de la racine; le reste correspondant sera, r = JY— CL7-. 

Posant n — CL •=- d, il s'agit de prouver que la division de r , par 2 * , don

nera o ou C -f- 1 unités, au quotient. Cela posé; l'égalité. . . . 

V / 2 V = * + C + ^ , donne = 4 . f + £ l ± 2 Ç L ± £ \ 

Or eT est positif et moindre que 1 ; le quotient de la division du reste 
JY—ita, par 2^., est donc toujours plus grand que £ et moindre que 

( £ -+. i ) 2 

C-f- 1 H • Il suffit donc de prouver que ( C - f - i ) 2 est moindre 

que ict. Supposons donc et Je plus petit possible et C le plus grand pos

sible. Dans ce cas; i ° . si n contient 2/7 chiffres; et renfermera ip chiffres 

et £ contiendra p— 1 chiffres. On aura ( * ) . . . . 

2 * > i o 2 ? - 1 et C = i o ? - 1 — 1 ; donc ( Q -f- 1 ) 2 — i o 5 P ~ a . 

2°. Lorsque n renfermera ip -f- 1 chiffres ; CL sera un nombre de zp -f- 1 

chiffres et £ contiendra p chiffres; on aura d o n c . . . 

24. > îo2? ; £ = 10P — 1 ; donc (C + = io9P. 

( C - h ï ) a est donc toujours moindre que 2 * ; ce qui démontre le prin

cipe énoncé. Par exemple, si, après avoir calculé les deux premiers chiffres 

1 , 9 , de , oa divise le reste 35oo , par le double 3 8 o , de la 

racine obtenue , on trouvera 9 unités au quotient ; de sorte que l'une 

des valeurs entières approchées de ^/^c/ioo, est 1 9 9 ; et en effet, cette ra

cine tombe entre 198 et 199. 

(*) Lorsqu'un nombre entier contient x chiffres, sa plus petite valeur 

til i o * - 1 et sa plus grande valeur est i o r — 1 ; ( A , n 0 3 3 1 4 e L 



or — est moindre que i j la division de iV—• a 2 , 

par 2ît , donne donc alors la seconde partie £ de la racine a. -f- C. 

* 190. Tout nombre terminé vers la droite, par l'un des chiffres, 

2 , 3 , 7 , 8 , ozt un 5 qui ifcst pas précédé du chiffre 2 , ou par un 

nombre impair de zéros ou de décimales, nest pas un quarré; sa ra

cine est donc incommensurable. Il en est de même d'une fraction dont 

le produit des deux termes n'est pas un quarré* En effet; i ° . les quarrés 

des nombres d'un seul chiffre étant terminés par l'un des chiffres, 1 , 4, 5, 

6 , g , les nombres terminés par l'un des chiffres, 2 , 3 , 7 , 8 , ne sont pas 

des quarrés; 2° . Quand le premier chiffiti à droite d'un quarré b2, est 5 , le 

premier chiffre h droite de b est nécessairement 5 ; b contieot a dixaines et 

5 unités ; donc 

¿2 — (îoa + 5 ) 2 = 100a 2 - f -2 x 10a x 5 + 25 = a(a-j- 1)centaines -f- 25 unités. 

Les deux premiers chiffres à droite de b"*, valent donc 2 5 ; il est donc im

possible que le premier chiffre à droite d^uu quarré étant 5 , le second ne soit 

pas 2 ; 3o. le nombre des zéros ou des décimales d'un quarré , est nécessaire

ment pair ( A , n° 7 5 ) ; 4°« s°it la fraction — J on aura 

\ / ~ ~ \ / — • = — — • • La racine de - » sera donc commensurable ou 
• a r aa a a 

incommensurable, selon que le produit ha, sera un quarré ou n'en sera 

pas un. 

* 191 . Les règles précédentes suffisent pour calculer les racines exactes 

ou approchées des nombres. Occupons-nous de la solution du même pro

blème sur les quantités littérales. L'extraction de la racine des polynômes, 

dépendant de celle des monômes , nous commencerons par cette dernière. 

ig2. Le quarré du monôme naPb'i, étant naPbi X navb'i, ou n*a*}}b*'i ; on 

voit que pour obtenir le quarré d'un monôme , il suffit d^élever chaque 

facteur de ce monôme au quarré. Ce qui revient a former le quarré du 

coefficient numérique n et à doubler les exposans des autres facteurs. 

Par conséquent, pour revenir du quarré à la racine, il suffit d'extraire 

la racine de chaque facteur; ce qui revient ci extraire la racine du coeffi

cient numérique , et h diviser par 2 les exposans des autres facteurs. 

A i n s i , = V?) V«* Vb* = 3 " 4 ^ -

193. Quand tous les facteurs cVun monôme ne sont pas des quarrésT 

ce monôme n'est pas un quarré. On indiqua aJors l'extraction de la 

racine et l'on réduit ensuite le radical a sa plus simple expression , en. 

faisant sortir de dessous le nulieal , les facteurs qui ont des racines 

exactes. Par exemple. . . . 

* iSg. Quand JY est le quarré cVun nombre entier ; on a <T — o ; d'où 



Ï94« L'extract ion de la rac ine q u a r r é e des m o n ô m e s n e p o u v a n t plus 

o f f r i r de diff icultés , occupons -nous des p o l y n ô m e s . L e q u a r r é d u b i n ô m e 

p-hq , é tant p2 -f- 2pq -f- q* , o n v o i t q u e le quarré de la somme de deux 

quantités , se compose du quarré de la première quantité, du double de 

la première quantité multiplié par la seconde et du quarré de la se

conde quantité. O n en d é d u i t le m o y e n d'extraire la racine quarrée d'un 

polynôme quelconque. P a r e x e m p l e , s o i t . . . . 

p = 4 x6 - f - 2 8 x5 -+-49 x * + 1 2 ^ + l\ix* -f- g. 

L e p o l y n ô m e p et sa r a c i n e r , é tant o r d o n n é s p a r r a p p o r t a u x p u i s 

sances décroissantes de x , le I E R t e r m e du q u a r r é est le q u a r r é d u 1 e r t erme 

de la rac ine ( n ° 4 2 ) ; le I E R t e rme de r , sera donc \/^xG, o u 2 x 3 . D é 

s ignant p a r r t , la s o m m e des autres termes de la r a c i n e , on a u r a 

p — ( a i 3 - f - r , Y = 4 x 6 + ('2- 2 x 5 + f , ) r v = = 4 * 6 "+* 2 8 e t c . 

R e t r a n c h a n t ^x6, de p , le p r e m i e r reste s e r a . . . . 

R\ = p — 4 x 6 8 = 3 ( 4 X ' 3 ~ h ry) ri = 2 0 > x* -f- 4 9 x * • + * e t c * 

2 8 ' x 5 , est donc le p r o d u i t du p r e m i e r t erme de i\, p a r le i * r t e r m e 4 * 5 » du 

p o l y n ô m e 4 ^ 3 -f- t'j t ( n ° 4 2 )• D i v i s a n t donc le p r e m i e r t erme 2 8 x6 d u 

reste , p a r le doub le 4 ^ 3 d u p r e m i e r t erme de l a r a c i n e , le q u o t i e n t 7 a 2 

sera le p r e m i e r terme d e r,, c 'est-à-dire le d e u x i è m e t erme de la r a c i n e . R e 

t r a n c h a n t de p, le q u a r r é ( 2 . r 3 - f - 7 x 2 ) 2 , de la s o m m e des d e u x premiers 

t e r m e s de la rac ine , o u ce qui rev ient au m ê m e , r e t r a n c h a n t d u reste R\ t 

l e p r o d u i t de 4 x 3 "+* lx<1 > p a i ^ x 2 , on obt i endra u n d e u x i è m e reste 

2i/f=\ix3 -f- 4 2 X 2 "+• 9- N o m m a n t rn la s o m m e des autres t ermes d e l à r a 

c i n e , et regardant 2 x 3 - r - 7 * 2 c o m m e la p r e m i è r e p a r t i e de la r a c i n e , ou 

a u r a ( n ° i g 4 ) 

p s= ( ix* -+7X 2 -+- rny = (2X* •+• 7 * 2 ) 2 - f - 2 ( 2 . T 3 -f- 7X 2 ) r „ + r \ . O r , 

li^p—(2x3+7^2)3* D o n c , [2(2Z 5 -+ 7 x a ) - + r H ] r y / — i 2 ; c 3 - f - 4 2 : r 2 - f - 9 , 

1 2 x 3 est donc le p r o d u i t de a x u J , p a r le p r e m i e r t erme de r r t . D i 

v isant donc le p r e m i e r t erme 12^ 5 d u d e u x i è m e reste, p a r le d o u b l e 4 x * 

d u p r e m i e r t erme de la r a c i n e , le quot i ent 3 sera le p r e m i e r t e r m e de r / # , 

c 'est -à-dire le trois ième t erme de la rac ine r . R e t r a n c h a n t d u p o l y n ô m e p , 

l e q u a r r é ( 2 . r 3 - f - 7 ^ a - f - 3 ) 2 , des trois premiers termes de la r a c i n e , o u ce qu i 

r e v i e n t au m ê m e , ô i a n t du deux ième reste R n , le p r o d u i t de 

1 ( 2 a 3 •+ 7 ) -f- 3 , p a r 3 , le trois ième reste sera z é r o . L a rac ine d e m a n 

dée est donc , 2 x3 -+ 7^"a ~+ 3 . 

1 9 5 . O u en dédui t cette règle générale : pour extraire la racine quarré," 

d'un polynôme p; ordonnez ce polynôme par rapport aux puissances de-

croissantes d'une lettre. Concevez la racine ordonnée de la même ma

nière; disposez les calculs comme dans le n ° 1 7 2 . La racine quarrée 

du premier terme de p , sera le premier ternie et, de la racine cherchée. 

Otez et*, de p; le premier terme du reste R/9 divisé par 1 et, donnera 

le deuxième terme ctn0 de la racine. Retranchez de R\ le produit.,, 



fjLTt/ ati ) ct(j ; vous obtiendrez un reste R/t. La division âu premier 

terme de Rai par i&, donnera le troisième terme de la racine; et ainsi 

de suite. Lorsque vous parviendrez à un reste nul, la racine obtenue 

soit exacte. Quand vous trouverez à la racine, un terme a> tel que a a 

sera moindre que le dernier terme de p, la racine cherchee ne sera 

pas exacte, car le dernier terme d'un quarré est nécessairement le quarté 

du dernier terme de la racine ( n° 4 2 )• A i n s i . . . . . 

— ¿¡¿,0 = 6 — 2 <* cb"* — 2 «t 3c*b-* — 4* î c 3£- 5 e t c 

1 9 6 . Ce qui pre'cède donne le moyen de résoudre toutes les équations 

du second degré a une seule inconnue , qui ne renferment que le quarré de 

Vinconnue, car on peut toujours ramener ces équations h la forme, x = V ^ * » 

et nous savons extraire la racine quarrée d'une quantité quelconque A . 

197. Lès propriétés des signes et — conduisent à des remarques impor

tantes. En effet; le cruarré d e - f - c et celui de — c , étant - f -e 2 > lorsqu'on 

donne le quarré c 2 , la racine a deux valeurs - f -c et — c. De sorte que l'équa

tion . r a =3 6 ' 2 , est également satisfaite, en substituant -+- c ou — c pour & 

L>a racine quarrée d'une quantité doit donc être affectée du double signe. 

H- et — . A i n s i , ar 2 = c 2 , donne x ==«+• c et a - = —- c ; ce qu'on indique en 

posant x = :±r c. L a racine de a 2 étant dfc x ; on pourrait écrire ± i = s ± c , 

mais le double signe donné à x, ne conduirait à aucune nouvelle va

leur de x , car>—x-=zzizc, donne -+- x — — c , et-f- = s - h c 

198. L'équation rr a = c a , devait admettre deux valeurs de x, car cette 

équation revient à x2 — c 2 = 0, et x2 •—c a étant le produit de (x — c ) par 

( x-f- c ) , ce produit sera zéro quand un des facteurs , (x-^-c),(x-+*c)9 

iera zéro ; ce qui donne x = -4- c et x == — c. Aucune autre valeur de :r , ne 

pouvant réduire ce produit à zéro, l'équation proposée n'a que deux racines* 

199. Pour obtenir toutes les solutions d'une équation du second de

gré , il suffit, lorsqu'on extrait la racine quarrée de chaque membre > 

de mettre -h et — devant la racine de l'un des membres (n° if)7). 

200. Dans l'équation x 2 ~ C , les deux valeurs de x seront réelles 

lorsque C sera positif, car on pourra toujours trouver la racine exacte 

ou approchée de la quantité positive C. Mais quand Ç sera négatif, comme 

une quantité positive ou négative, élevée au quarré , ne donne jamais un 

résultat négatif, la valeur de x, n'existera pas. On dit alors que x est ima

ginaire. A i n s i , \/—4 e s t une expression imaginaire, car aucune quantité 

élevée au q u a r r é , ne peut donner — 4- L'équation : r 2 = — 4 > <IU'adonne 

a : = d r \/—4» est donc absurde. On pourra cependant faire usage des 

imaginaires, pourvu que l'on se rappelle que d'après leur origine, le 

quarré de \ / — a , est — a ( n° i 6 5 ). 

*aoi. L'emploi des imaginaires est de la plus grande utilité , car 

6 



en ne peut quelquefois parvenir a des résultats réels, qu'en introduis 

sant des imaginaires. Dans ce cas, les imaginaires disparaissent du der

nier résultat. Par exemple, si et, représentant l'imaginaire \/—4> la so

lution d'un problème conduisait à, xz == — et2 ; ce problème serait possible, 

car et = \ / — 4 > donne A 2 = — 4 j d 'où, x a ^= 4 e t :r = ±: 2. 

202 . Dans l'équation xa«==»C, les valeurs de x étant fournies par l'ex

traction de la racine quarrée de € ; ces valeurs de x se nomment les 

racines de l'équation. On a donné le même nom aux valeurs des incon

nues qui satisfont à des équations quelconques. A ins i , les hypothèses, 

27 = 2 , ar = 3 , réduisant x* — 5x -f- 6 , à zéro , les nombres 2 et 3 , sont 

les racines de l'équation x* —- 5o:-+-6 = o. Désormais , /es valeurs des in

connues qui rendront les deux membres d'une équation identiques, se

ront les RACINES de cette équation. 

203 . Ces notions établies, occupons-nous de la résolution des équa

tions complètes du second degré. Toute équation du second degré a 

une seule inconnue , peut être ramenée a Informe ( I ) . . . .r a - f - ipx — </ = o 9 

( n° 7 9 ) . L a marche la plus naturelle à suivre, pour résoudre l'équation (I ) , 

est de ramener cette équation au premier degré; cela serait facile , si le pre

mier membre était un quarré, car il suffirait d'extraire la racine de chaque 

membre. Par exemple, x2 -f- ^px-h/>2 , étant le quarré de ( x -f- p ), l 'é

quation ( 2 ) . . . x*-\-2 px-i-p- = r 2 , donne ( x - f - p ) 2 = = r a . On en déduit 

( n° 1 9 9 ) , a: + /) = ± r ; d'où x ~ — p •=£. r. On doit donc chercher à 

ramener l'équation (1) h la forme de l'équation (2). Pour y parvenir , on 

fera passer — q dans le 2 e membre; ce qui donnera, x2 -f- ipx=-=^q. Or 

3L%-\-'ipx peut être considéré comme les deux premiers termes du quarré 

d'un b inôme, dont le i e r terme serait x. , et dont le double du I E R terme 

par le 2 e , serait ipx. Le 2 e terme de ce binôme serait donc - ^ X - , ou p, 
ix 

Ajoutant donc p2 , a chaque membre de l'équation x 2 -h ipx =--q , on aura 

x 2 - f - zpx -f- p2 «= q -hp2 ; d'où ( x -f- p Y z=q -f-/;2. 

Extrayant la racine du I E R membre , indiquant l'extraction de la racine 

du 2 e membre , on trouvera ( n ° 1 9 9 ) , 

x + p—zh \/q -F- p~j d'où x - ™ / ; ± Vq -\~ f1. (*) 

2o4- Désignant ces deux racines par x et x", on aura , 

( 3 ) . . . . a / = - p + l / ^ + 7 5 = — l / F + t f . 

Ces valeurs de x rendent l'équation (1) identique, 

(*) S i l'équation proposée était x2—8\r-f-i2 — o ; on aurait 

^ = • — 8 ; p——4 ; — 7=12; d'où V / < 7 - r - ^ ' = V / ~ 1 2 "*H 16= 1/4:= .̂*=4-*; 
de sorte que les racines seraient 6 et 2. 



205 . La comparaison des équations ( i ) et (3) , conduit à cette règle gêné" 

r a i e : Dans toute équation du second degré, ramenée a la forme..,,. 

x* -f- ipx — q , l'inconnue x est égale à la moitié du coefficient du 

second terme, pris avec un signe contraire, plus ou moins la racine, 

quarrée, du second membre augmenté du quarté de la moitié du coeffi

cient de x. 

206. Toute équation du second degré a deux racines, et ne peut 

en avoir un plus grand nombre. En effet; l'équation (1) donne 

(x+p)2 = p2 -h*/, (n° 20З) ; d'où (x-\-pY—(p* - f . g ) r = o . 

Or p% + q est le quarré de \/p2 •+- q , et a2 — b2~(a-\-b)(a—b). 

Donc, (х+рУ—( \/p*+q)*=o, ou \/p3-+-q)(x+-p-- \/p*+q)z=:o. 

Le premier membre , x2-+-apx—q , de l'équation (1 ) , est donc le produit 

des deux facteurs du premier degré, (x-f-p-f- \/p2-\-q) , (x-t-p—\/p*-+.q}a 

Mais un produit est n u l , quand un de ses facteurs est zéro , et il ne peut 

être nul que dans ce cas, ( n 0 « 3 i 3 et 290). L e principe est donc démontré» 

207. Chaque facteur étant x, moins une racine , on voit que pour dé

composer x2-+-lpx—q, en deux facteurs du premier degré, il suffit de 

chercher les racines x/, x", de Г équation х2-\-ърх—q—o. Les facteurs 
demandés sont x — x' et x—x". On trouvera ainsi que x2—5x-f-6, est 
le produit de a- — 2 , pur л* — 3. 

208. Les formules (3), du n° 204, démontrent que, dans toute équation 

du second degré, ramenée à la forme x2 -f- ipx—q~o, la somme des ra

cines est égale au coefficient de la première puissance de x, pris en 

signe contraire, le produit de ces racines est égal au dernier terme t 

et la différence des racines est égale au double du radical. 

209. Ces relations donnent le moyen de déterminer les signes des racines 

des équations du second degré, sans résoudre ces équations. En effet; 

l'équation du second degré est susceptible des quatre formes 

( 5 ) . . . X я -f- 2/?x — q — о ; ( 6 ) . . . x2 — 2/7 x — 7 = o ; 

(7) . . . x2 -f- ipx -f- q — о ; (8) . . . x* — чрх -f- q = о ; 

p et q désignent des nombres positifs. Dans l'équation (5), le produit des 

deux racines étant le nombre négatif — q, les racines ont des signes con

traires ; mais la somme de ces racines est une quantité négative —ip^ la racine 

négative est donc la plus grande. Dans l'équation (6), les racines ont des 

signes contraires, et la plus grande est positive. Dans l'équation (7), le p r o 

duit des racines étant positif, ces racines sont de même signe, mais leur 

somme est. négative; elles sont donc négatives. Enfin, dans l'équation (8 ) , le 

produit des racines étant positif, les racines sont de même signe; or leur 

somme est positive ; elles sont donc positives. L'inspection des racines des 

équations (5) , (6), ( 7 ) , (8) , conduirait aux mêmes résultats, car ces ra

cines sont (n° 2o5) , . 



( 9 ) . . . x = — p ± 

( n ) . . x = — p-± 

et la racine de p* étant p, on a V^pa "h<l^>P » V V a — q^P' 

a ïo . Le radical \/p*-+-q étant toujours réel , quand q est positif; les 

racines des équations (5) et (6), sont réelles. Ains i , toute équation du 

second degré f dont le dernier terme est négatif, a ses racines réelles. 

a n . Dans les équations (7) et (8) , quand p* est plus grand que q, les 

racines sont réelles et inégales ; lorsque p* z=zq f les racines sont réelles 

et égales (n° ao8) , et le premier membre de chaque équation est le pro

duit de deux facteurs égaux. Lorsque p"1 est moindre que q, le radical 

y/'p%—q , devenant imaginaire (n° 206), les racines sont imaginaires ; 

cela exprime que les équations sont alors impossibles, car q étant plus 

grand que p 2 , on a q =p2 -|- * 2 , st*>o; les équations, (7), (8), deviennent 

(x-\^py~\~cL% = 0 , (x—pY -f- * a = 0 ; et Ton voit qu'aucunes valeurs 

réelles de x ne peuvent satisfaire à ces équations. 

2 1 2 . Par conséquent, lorsque les racines des équations (7) et (8) , sont 

imaginaires f ces équations expriment que la somme de deux quarrés 

est zéro ; ce qui est absurde , puisque l'un des quarrés n'est pas zéro, 

aucunes valeurs réelles de x ne peuvent donc satisfaire aux équations 

(7) et (8). Dans ce cas , les formules (11) et (12) sont des symboles algé* 

briques , qui rendent les équations (7) et (S) identiques ; mais ces symboles 

ne sont pas des quantités. 

* 2 i 3 . Il est essentiel de remarquer la différence qui existe entre les 

quantités incommensurables et les expressions imaginaires ; les unes et 

les autres ne peuvent être exprimées exactement en nombres , mais on ap

proche autant que l'on veut des incommensurables , on peut même les expri

m e r exactement par des lignes (note du n° 1 8 0 , page 76) , tandis qu'aucun» 

quantité ne peut approcher des valeurs des imaginaires. 

* 214« Problème. Résoudre Inéquation ( 1 ) . . <tx* •+• bx -h c = o , sans di

viser par et. On fera passer c dans le 2 e membre (n° 2o3) j ce qui d o n n e r a . . . 

(2). .. e t i 5
 -f-bx = — c. Or, ctx2 -f* bx exprime les deux premiers termes du 

qoarré d'un binôme ; ctx2 est le quarré du 1er terme de ce binôme; ce i er 

terme est donc x mais , bx est le double du i** terme, multiplié 

par le 2 e . Divisant donc bx, par 2x\Za,} le quotient — ~ , sera le 2 e terme. 

du binôme. Ajoutant donc à chaque membre le quarré de çe 2« terme, 

l'équation (2) deviendra 



L e I e r membre sera le quarre' de x V * -f. extrayant donc la 

racine quarrée de chaque membre , on trouvera (n° 199) 

d 'où , x = 

Désignant ces deux racines par x' et x", on aura . 

Lorsque b*— ^etc sera positif, les deux racines seront réelles et iné

gales; quand b^—^xc sera zéro, les deux racines seront égales et 

réelles; enfin, lorsque b* ~—fac sera négatif, les deux racines seront 

inégales et imaginaires. La réciprocité est vraie. 

* 2 i 5 . Nous avons, supposé que l'équation (1) était du second DEGRÉ, de 

sorte que et n'était pas zéro- M a i s , en faisant <x = o, l'équation (1) donne 

ar = — jy la généralité des formules algébriques exige donc q u e , dans 

celte hypothèse, l'une des racines, x\ x", devienne — y O r , et = o, rend 

ar" infini : la valeur de xf, qui se présente sous la forme - , doit donc se 

réduire h <— Et en effet ; si l'on substitue la valeur de y b*—4*c ( n ° I9^) > 

on trouvera, DC' = cb-1 — c^b—^ct — 2 c 3 6 ~ 5 a a —• etc.; faisant et = o , la va

leur de xf se réduit à — 

Réciproquement, lorsque, et, b, c, sont des quantités finies , pour que 

l'une des racines de Véquation ax3 bx -f- c =* o , devienne infinie, il 

faut que et soit zéro. 

* 216 . En général; pour exprimer que les racines de Véquation... * 

«tx* -f- bx -f- c = o , sont réelles et égales , on pose b2 — l\ctc =» o; lors

qu'une des racines étant une quantité finie, l'autre racine doit être 

infiniment grande, on égale le coefficient de x* à zéro. 

* 217. Problème Décomposer etx7 -f- bx -f- c, en deux facteurs du 

premier degré. On mettra ce trinôme sou» la forme et 

Cherchant les facteurs de 1 on trouvera ( n° 507 ) * 

«.... 



Multipliant le I e r membre par et, et chaque facteur du 2 e membre pa? 

\^ et , il viendra 

Lorsque b2 — ^etc sera zéro, les deux facteurs seront égaux, et.*. 

etx* -f- bx -f- c sera /e quarré de Pour de'montrer la 

réciproque , on résoudra le problème suivant : 

* 2 1 8 . Déterminer la relation qui doit exister entre, et, b etc, pour 

que etxa -f- bx -f- c, soit un quarré. Quand le trinôme etx2 -f- bx -f- c, est 

un quarré , sa racine est un binôme ; etx* exprime le quarré du premier 

t erme , ce premier terme est donc X\/CL; mais bx doit être le produit du, 

double du premier terme de la racine, p a r l e second; ce second terme est 

donc son cmarré devant être égal à c, la relation demandée est 

= c ; d'où b3 — 4*c — °* Et en effet, quand cette condition est 

rempl ie , etx2 -f- bx -f- c, est le quarré d e . . . 

* 2 1 9 . Diviser le nombre connu et, en deux parties telles, que le rap

port de leurs quarrés soit m 2 . S i la 2 ? partie esta?, la i r e sera et — x, 

et l'on aura ( i ) . . . 

On pourrait résoudre cette équation par la méthode générale du n° 2 o 3 , 

mais on abrégera les calculs en prenant la racine quarrée de chaque membrç j 

car il en résultera (n° 1 9 9 ) . . .< 

: m: d'où x = et at — x — 

Les signes supérieurs se correspondent, ainsi que les signes inférieurs, 

De sorte que le problème admet ces deux s o l u t i o n s . . . . 

i , e Solution. ire partie == - « B E E 

2 e Solution, i r e partie = 2 e partie = 

Ces parties satisfont aux deux conditions du problème, cardans chaque 

solution, la somme des deux parties se réduit à-f- et et le quarré de la 

ire par t i e , divisé par le quarré de la 2 e , donne m2 pour quotient. 

* 220, Lorsque m=z 1 , la ire solution donne et pour la valeur de chaque 



partie , ce qui satisfait évidemment au problème. Mais l'a 2 e solution con

duit à des valeurs infinies. Pour interpréter ce résultat , on observera que 

dans l'hypothèse actuelle , l'équation (i) donne. . . . 

= i ; d'où ( 2 ) . . . 

On satisfait à cette équation en posant 2 — ~ r=o;d 'où r : : : = ^ «t; ce qui 

conduit à la i r e solution. S i l'on met pour x des nombres plus grands ou 

plus petits que - oa ne satisfera jamais à l'équation (2) , mais cepen

d a n t , plus x sera grand, plus - sera pet i t ; de sorte qu'en supposant or in

finiment grand, - sera n u l ; le i e r membre de l'équation (2) se réduira donc 

à zéro ; la valeur infinie de x satisfait donc à l'équation (2 ) , dans ce sens, 

qu'en mettant pour x un nombre très-grand , l'erreur est d'autant moindre 

que le nombre substitué est plus grand. 

* 2 2 r . Un particulier doit, 7 2 0 0 / payables dans un an et 7 2 0 0 ^ 

payables dans deux ans. Il s"1 acquitte avec 1 1 0 0 0 francs argent comp

tant. On demande le taux de Vargent. On a égard aux intérêts des 

intérêts. Désignant par x francs l'intérêt annuel de 1 0 0 / et posant. • . -, 

i -f- = z, d'où x = 100 (z — 1 ) ; l'intérêt annuel de 1 / sera — : 

donc, 1 franc comptant vaudra , après un a n , ou z francs, et après 

deux ans , z2 francs ( A , n° 248 )• Par conséquent ( A , n° 2 5 2 ) , les 7 2 0 0 / 

payables dans un a n , valent comptant y 2 ° ° • et les 7 2 0 0 / payables dans 

deux a n s , valent comptant > 2 ° ° . M a i s , on acquitte cette dette totale 

avec 1 1 0 0 0 / argent comptant; d o n c . . . 

ou i 

L a nature de la question , exigeant que z soit positif , on ne calculera 

que la racine positive de cette dernière équation ; ce qui donnera, z = ~ 

et x == 20. L'argent était donc à 20 pour 100 par an. Et en effet; k 

20 pour 100 par a n , les 7 2 0 0 / , payables dans un a n , valent 6 0 0 0 / argent 

comptant et les 7 2 0 0 / payables dans deux a n s , valent 5ooo / comptant 

( A , n° 2 5 2 ) . Ces deux dettes représentent donc une dette totale de n o o e ^ 

argent comptant. 



Formation des puissances et^ extraction des racines: 

Puissances et racines des monômes. 

3 2 2 . La P U I S S A N C E m d'une quantité est le produit de m facteurs 
égaux à cette quantité ( n° 1 2 ) . A i n s i , la puissance m de bP est le ргси 
dui t de m facteurs égaux à bP. Pour indiquer ce produit , on e'crit (bP)m. 

223 . Pour élever une quantité a une puissance, il suffit de multiplier 
Vexposant de cette quantité , par le nombre qui indique a quelle puis
sance on veut élever la quantité proposée, c a r ( n ° 2 2 2 ) , 

(а*)^а*а*а*^ал+*+*^а*-,(аР)т==*аРхаРхаР...хаР=:аР+Р+Р+--+Р=:аР>»* 

224. Pour élever un produit à une puissance , il suffit d'élever séparé-* 
vient chaque facteur a celte puissance. En effet; un produit ne changeant 
pas quand on change l'ordre des facteurs ( A , n° 33i ) , on a . . , . 
(abc)»h=z(abc) (abc)(abc) etc. = (aaa...) (bbb...) ( e t c . . ) = а ( я ) ж x (b)m X (c)m

% 

225. Pour élever une fraction a une puissance, il suffit d'élever sépa-> 

rément le numérateur et le dénominateur h cette puissance, car= . . 

226 . Toute puissance de degré pair, d'une quantité positive ou néga~ 

iive, est positive, et toute puissance impaire d'une quantité, a le signe 

de cette quantité. Cela résulte des principes du n° 3^. On peut aussi le dér 

montrer de la manière suivante : 

(±a)7m~[(DTRT)A]'"== (rt 3)m=+a*met(z±a)*m+'*=*(zka)*mx (zka)^±(a*m+*). 

227 . Dans l'égalité (aP)m =z avm, la quantité aPm est la puissance m de a? 

et aP est la racine dn degré m de aPm (n° 12) . De sorte que si et désigne (a 

m 

racine arithmétique (*) du degré m , de C, on aura \/Q-=z et et Ct=: etm. Par 

«onséquent, pour revenir d'une puissance à sa racine , il suffît de renverser 

(*) Dans toute cette théorie , nous ne considérerons que les valeurs 

arithmétiques ( n° 3o) des radicaux. De sorte que les radicaux seront po-* 

sitifs, ainsi que les quantités qui seront sous les radicaux. Par exemple, la 

valeur arithmétique de y S est la même que celle de lA>4 ( n ° 2 3 8 ) , maïs 

les valeurs algébriques de ces radicaux ne sont pas les mêmes, car le 

premier radical n'a qu'une seule valeur réelle, -f- 2 , et le second radical a 

deux valeurs réelles, -f. 2 , «— 2. ÏNous verrons , par la suite, comment on-

doit opérer sur les valeurs algébriques dejs radicaux» 



ïes règles des n c * 2 2 3 , 224 et 225. A ins i , on extrait la racine du degré m 

d'une quantité, en divisant Vexposant de cette quantité par m. On ob~ 

tient la racine d?un produit, en prenant la racine de chaque facteur* 

La racine d'une fraction est égale a la. racine du numérateur, divisé» 

par la racine du dénominateur. On pent démontrer directement ces pro* 

priétes. En effet ; il s'agit de prouver que l'on a . . . . 

Ces égalités sont exactes, car en élevant les deux membres de chacune à 

la puissance m, d'après les principes des n » s 12 , 2 2 3 , 224 et 2 2 5 , on trou-

v e r a , aPm » atm, abc = a x b X c et - «= —. 

228. Lorsque p est divisible par m , le radical \/AP est égal à a m . Pour 

que cette formule convienne au cas où p n'est pas divisible par m , il faut 

généraliser la définition du n° 222 , en supposant que la puissance ~ de <t, 

indique la racine du degré m de la puissance p de et. D'après cette conven

tion , etm et \/etP, expriment également la racine du degré m de etf, 

De sorte que chacune de ces quantités élevée a la puissance m,. 

donne et?. 

229 Pour faire sortir un facteur de dessous un radical du degré m , 

il suffit d'extraire la racine du degré m de ce facteur, caries principes 

du n° 227 d o n n e n t . . . . 

s3o. Réciproquement, pour faire passer sous un radical du degré m. 

un facteur placé hors de ce radical, il suffit d'élever le facteur a la 

puissance m , car on a ( n ° 2 2 9 ) . . . . 

2 3 r . Lorsque les exposans des quantités qui sont sous u n radical, ne sont 

pas divisibles par l'indice de ce radical , l'extraction indiquée ne peut pas 

s'effectuer exactement ; on cherche alors à réduire le radical à sa plus simple 

expression ; ce qui revient à extraire de dessous le radical, tous les facteurs 

qui ont des racines exactes ( n° 229) . Par exemple . . . 



232. La plupart des extractions de racines ne pouvant pas s'effectuer 

exactement, et le calcul des valeurs approche'es des racines incommensurables 

étant très-long, on a cherche' à effectuer, sur les quantités soumises aux signes 

des radicaux, les opérations indiquées sur les racines de ces quantités; on a 

réduit les expressions aux formes les plus simples , afin de n'effectuer les 

extractions de racines que sur les quantités ainsi réduites. 

233. L'addition et la soustraction des radicaux semblables (*) s^effectue 

sur les coefficiens de ces radicaux. A i n s i , a ^ / a -f- B^a^s 5\/a et 

5\/a — i\/a = 3\/â. 

23.F- Quand des radicaux sont diffèrens , on ne peut qiCindiquer Vad-
3 _ 

dition et la soustractioJi. A i n s i , la somme des radicaux \/a, \^b, est 
3 _ 3 _ 

\/a -f- \/ b, et leur différence est 

235 . Des radicaux qui paraissent diffèrens , peuvent quelquefois de-

venir semblables ; les radicaux, 5a\/2a7b'A, \/54«5&2 , deviennent sembla

bles, lorsqu'on les réduit <à leur plus simple expression, car le second ra-

dîcal se réduit à 3a\/za>b9 ( n° 23i ). 

?3(>- Pour multiplier plusieurs radicaux du même degré, il suf

fit de former le produit des quantités qui sont sous les radicaux, et 

de mettre ce produit sous un radical du même degré. En effet ; soit 

x = V/a x \^b X lcs principes des *os 224 et 228 d o n n e r o n t . . . . . 

.{m — a X b X c ; donc x = V'abc j donc , {/ a X )/b X \/c = \/abc. 

237. Pour diviser deux radicaux du même degré Vun par l'autre, 

on indique la division des quantités placées sous les radicaux, et Von 

met le quotient sous un radical du même degré, car en faisant 

il vient ( n° 225 ) , xm = d'où , x — 

s38 . Un radical ne change pas de valeur, lorsqu'on multiplie ou 

(*) Des radicaux sont semblables , lorsqu'étant du même degré , les 

quantités placées sous ces radicaux sont les mêmes. Quand ces quantités 
3 3 _ 

sont différentes, les radicaux sont différens. A ins i , 2\/ab, et <zc\/ab, sont 

des radicaux semblables; les radicaux 2\/a, cl '$Vb, sont différens.. 



qu'on divise, par une même quantité , l'indice du radical et les ex^ 

posans des quantités qui sont sous le radical. En effet; soit 

e t / = ; \/aVrbv\ On aura ( n 0* 2 2 8 , 223 et 224) * 

D o n c . . . et 

2 3 9 . Pour réduire plusieurs radicaux au même indice, il suffit de 

multiplier l'indice de chaque radical et les exposans des quantités qui 

sont sous ce radical, par le produit des indices des autres radicaux ; 

les radicaux ne changent pas de valeur ( n° 2 3 8 ) et chaque radical a 

pour indice le produit des indices des radicaux proposés. On est con

duit au même résultat en transformant les radicaux , en exposans* 

fractionnaires, et réduisant les fractions qui en résultent au même dé

nominateur. Dans cette réduction , on peut faire usage des simplifi

cations de calcul indiquées dans l'arithmétique, ( A , n° i 8 3 ) . A ins i , les 

radicaux, \Ziab1, réduits au même indice , deviennent 

240. Pour multiplier ou pour diviser' des radicaux* de degrés différer s 9 

on les réduit d'abord au même indice (n° 2 3 9 ) , et on leur appliqua 

ensuite les règles des n o s 236 et 237. Ainsi 

241. On élève un radical a une puissance , en élevant la quantité 

€jui est sous le radical a cette puissance, ou en divisant l'indice du 

radical par l'exposant de la puissance à laquelle on veut élever ce 

radical, car en faisant s=s x , on en déduit ( n o s 2 2 3 , 228 et 2 3 8 ^ 

aPbr~xm(i=(x^)i, Donc, xm=> 

242. On obtient la racine du dei>rè m d'un radical , en extrayant 

la racine du degré m de la quantité soumise au radical, ou en mul? 

tipltant l'indice du radical par m. En effet; s o i t . . . . . 

file:///Ziab1


On aura, 

Donc, .x— 

Ce qui démontre le principe énonce', car aVbl est la racine du degré m , 

de aF^bt™. 

243. Quand l'indice d'un radical esftfe produit de plusieurs nombres 

premiers, p, r, etc. ; on peut obtenir la valeur de ce radi

cal en extrayant successivement des racines des degrés, p, q, r, etc., 

car en désignant \/b, par x , et faisant, L/& = c , y c = d, y d = e ) il 

vient. . . er = d ; eir =» dl =a c ; E F F S C ^ ^ A W ; d'où x = e. 

^244« La théorie des exposa?is incommensurables, repose sur les prin* 

cipes suivans ; i ° . Quand et et C sont positifs ^ la valeur de et est plus 

grande ou plus petite que l'unité, selon que et est plus grand ou plus pe

tit que l'unité ; la réciproque est vraie; 2'\ Les valeurs des puissances 

positives des quantités plus grandes que l'unité, so?it d'autant plus 

grandes, que les exposans de ces puissances sont plus- grands , et les 

valeurs des puissances positives des quantités moindres que l'unité, sont 

d'autant moindres que les exposans des puissances sont plus grands. 

JLa réciproque est vraie. En effet; 

i ° . Quand £ est commensurable , on A, C =2 — ; ( m et n sont dos nom

bres entiers positifs). Soit et > 1. Il s'agit de prouver que Ton a . . . . . 

1 , ou ce I , ou * * I» , OU etm^> 1 , OU et > j / l . OU A>ï , 

Ce qui est exact. On verrait de même que et •< 1 , donne et < i . L e i « ' 

principe est donc démontré, quand C est commensurable. Lorsque C est 

incommensurable, on peut supposer C = C - f - < J ' , C étant commensura

ble et étant susceptible de devenir moindre que toute quantité donnée. 

Soit et > 1 ; et sera plus grand que l 'unité; donc = 1 -+• y. S i l'on 

avait a" < i , on en déduirait ct° ' " = 1 — m ; donc et" —et~ ' ' mais 

*F' pouvant devenir aussi petit que l'on veut , il est bien évident que LA va* 

leur de et peut approcher indéfiniment de et ; la différence y m , 

entre ces deux quantités , devrait donc devenir plus petite que toute quan

tité donnée; ce qui est impossible puisque y et m sont des quantités po-

suives et finies, CL ne peut donc pas être plus petit que l'unité. Supposant 

jn =;: O * on voit q u e ne peut être égal à l'unité. Donc * 1. On dé-



montrerait de même que * < i, donne a <i. La réciproque se déduit de iapro-

position directe, c a r , par exemple, si x e'tant plus grand que i , et e'tait moindre 

que i , l'inégalité a. < i , donnerait a. < i j ce qui est contre l'hypothèse. 

Le i e p principe est donc démontré. 

3 ° . Lorsque les quantités a., C et a , sont positives, il est évident quo 

a exprime le produit de a * , par une quantité <J? , dans laquelle y 

est positif. Par conséquent, a — a = a ( a — i) . Ur, selon que « est 

plus grand ou plus petit que l 'uni té , a? — i est positif ou négatif, et la 

réciproque est vraie (1°) le second principe est donc démontré. 

" f 245. si mesure que les exposans des puissances croissent, les puissances 

des quantités plus grandes que Punite croissent très-rapidement, tandis 

que les puissances des quantités moindres que Vunité , s'approchent rapi

dement de zéro. Par exemple , les huit premières puissances des quantités 

8 et r, » s o n t , . . . 

8 , 6 4 , 5 i 2 , 4 ° 9 6 » 3 2 7 6 8 , 262144» 2 0 9 7 1 5 2 , 1677721G, et 

246. Les règles qui ont été démontrées pour les exposans entiers, 

conviennent h des exposans quelconques. Il s'agit de prouver que Pon a 

toujours, 

(1°) 

i ° . On déduit facilement des principes d e s n o s 33 , 46, 5o, 223, 225, que ces 

formules sont exactes quand CL et Q sont des nombres entiers, positifs, 

ou négatifs. 

2 0 . Les mêmes formules sont vraies, lorsque CL et C sont des nombres 

fractionnaires, positifs ou négatifs, car m, n,p,q, étant des nombres 

entiers positifs, on a (nos 240 et 241 )> 

S i l'on transforme ces radicaux en exposans fractionnaires, il v i e n d r a . . . 

Soit On a u r a , . ; 

ET 

d'où 



Les formules , ( i ) , (2), (3 ) , (4), sont donc vraies quand CL et Q sont dcâ 

nombres fractionnaires positifs. On en déduit que ces formules sont vraies 

pour des exposans fractionnaires négatifs, car la formule (4), donnant , . * 

et 
CL 

: a , on peut toujours transformer les exposans 

négatifs en exposans positifs. Par exemple . . . 

247. Les formules (1 ) , (2), ( 3 ) , (4), sont donc vraies lorsque les ex

posans sont commensurables. Mais on peut toujours trouver des quanti

tés commensurables qui diffèrent d'aussi peu que l'on veut des exposans in

commensurables. Les mêmes formules doivent donc convenir aux exposans 

incommensurables. On peut d'ailleurs le démontrer de la manière suivante : 
+ 248. 3 ° . Les formules du n° 246, conviennent aux exposans incom

mensurables. Nous démontrerons cette propriété pour la formule ( 1 ) . La 

même démonstration pourra s'appliquer aux autres formules. Lorsque a et C 

sont incommensurables et positifs, il existe toujours des quantités com

mensurables , c L f , C , qui diffèrent de CL et de C , d'aussi peu que Ton veut. 

Posant donc , 6t = e t ' - W e t C = £'-f-cf"; <T' et «T" seront des quantités in

commensurables, que l'on pourra supposer positives ou négatives et moindres 

que des quantités données. Les exposans , CL , C , étant commensurables , 

on a u r a , a ( n 8 247 )• Cela posé ; si r désignant une quan

tité finie et positive , on pouvait avoir ( 5 ) . . . il en 

résulterait, < 

S o i t a > 1 . On aura et a 

Donc, a , ou 

Donc, ( no 24\ , 20. ), a'-f- £ ' O ' - f - C + cT'-f- <f "— r. D 'où , r < <f '-f- è". 

On parvient au même résultat quand a est moindre que l'unité. Mais on 

peut toujours rendre <T et <f" assez petits pour que S' -f- £" soit moindre 

que la quantité donnée r. L'inégalité, r <C^/"+* •> n e peut donc pas subsister. 
Q 

L'équation (5) est donc fausse. Pour démontrer que le produit de a par a 

ne peut être a il suffit de supposer dans les raisonnemens précé-

dens q u e , r , èr et ef", deviennent négatifs. Le produit de a , p a r a est 

donc a 



Théorie des combinaisons. 

249. L a théorie des combinaisons , est dû la plus grande utilité dans 

toutes les parties des mathématiques. Nous nous bornerons à résoudre trois 

problèmes, qui serviront dan» la recherche de la jormule du binôme. Le» 

diverses formes que prend un produi t , lorsqu'on change l'ordre des facteurs, 

sont les permutations de ce produi t ; ainsi, le pro luit abc, donne six per

mutations, abc, acb, bac, bca, cab , cba. Chacune de ces permutations 

a la même valeur ( A , n° 33 i ). Tous les produits que l'on peut former en 

multipliant des lettres, 2 à 2 , on 3 à 3 , ou etc. , sont les combinaisons 

2 h 2 , ou 3 «à 3 , ou , etc. , de ces lettres; les combinaisons 2 h 2 , des lettres 9 

a , b , c , sont donc , ab, ba, ac, ca, bc et cb ; ces lettres ne donnent que 

trois produits différens , ab, ac, bc. On devra donc distinguer , les permu

tations , les combinaisons et les produits. Les quatre lettres, a, b, c, d 

prises 2 h 2 , donnent les 12 combinaisons , ab, ac, ad ; ba , bc , bd; ca , 

cb, cd ; da, db, de. Pour trouver ces combinaisons, on a mis successive

ment à la suite de chaque let tre , chacune des trois autres lettres. En général 5 

pour former toutes les combinaisons 2 à 2 de m lettres, on peut mettre suc

cessivement à la suite de chaque lettre , les (m—1) autres lettres ; chaque lettre 

occupant la première p lace , donne donc (m — 1 ) combinaisons de deux 

lettres; les m lettres, prises deux à deux, donnent donc m fois {m— 1 ) 

ou m {m— 1 ) , combinaisons. Connaissant les combinaisons 2 à 2 de m 

lettres , on en déduit les combinaisons 3 à 3 , en mettant successivement à la 

fin de chaque combinaison de deux lettres, chacune des (m — 2) autres lettres ; 

chaque combinaison de deux lettres, donnant {m — 2 ) combinaisons de trois 

lettres, les m (m — 1) combinaisons 2 à 2 , donneront m (m — 1) fois (m — 2) 

combinaisons 3 à 3. De sorte , que m lettres, prises trois à trois, donnent 

m (m— 1 ) (m — 2) combinaisons. Et l'analogie porte à croire que le 

nombre des combinaisons de m lettres prises n a n, est 

m ( m — 1 ) {m — 2) \_m — ( n — 1 ) ] . On peut s'en convaincre en 

résolvant ce problème : 

25o. Déterminer le nombre des COMBINAISONS de m lettres , prises n a n-

Le problème serait résolu si l'on pouvait faire dépendre le nombre des com

binaisons de m lettres, n h n, du nombre des combinaisons de m l e t tres , 

n — 1 à n — 1 , car ces dernières dépendraient successivement des combi

naisons de m lettres, n — 2 à n — 2 , n — 3 à n — 3 , . . . . , 2 à 2 ; et 

( n° 2 4 9 ) , le nombre des combinaisons de m lettres , 2 à a . est m (m — r ). 

Désignant donc par c„ , le nombre des combinaisons de m lettres ,n a n, et 

par cn _ î , le nombre des combinaisons de m lettres , n — 1 h n — 1 , la 

question sera réduite à trouver la relation qui existe entre cn <:t cH _ Cel.i 

posé; pour déduire toutes les combinaisons de m lettres // à n , des combi

naisons (n — 1) h (n — \ ) , il suffit de mettre successivement à la suite de 

«haque combinaison de (n — 1 ) lettres , chacune des m —» ( n —• 1) letîïe* 



qui n'entrent pas dans cette combinaison ( n° 249). U n e quelconque dea 

combinaisons (n — 1) à (n — i ) , donnera donc m— (n— T ) O U (m — n-f-1) 

combinaisons qui renfermeront n lettres ; les cn — 1 combinaisons, dont m 

lettres prises ( / z - £ - i ) à ( « — 1) sont susceptibles, donneront donc cn—i fois 

(m — / z - f - i ) , combinaisons de m lettres n kn. Mais, c* designe ce nombre 

de combinaisons. D o n c . . . cn '== ( m — n -f- 1 ) cn—i* 

Cette formule étant vraie quel que soit n, on peut mettre successivement 

( /z — 1 ) , (n — 2 ) , . . . . , 4 et 3 , au lieu de n ; ce qui d o n n e . . . . 

Egalant le produit des premiers membres , c « , cn-\ , c » - , , . ..fc¿, c^, de 

ces équations, au produit des seconds membres, supprimant le facteur commun, 

c n - \ X c„— 2 x . . . x C3, et observant que c a Î = (m—- 1 )m , on t rouvera . . « 

( 1 ) . . . cn = m (m— 1) ( T U — 2) ( w — 3 ) . . .(m — «•+•3) ( w — - / 1 + 2 ) ( /ra—/1+1) . 

Cette formule exprime le nombre des combinaisons de m lettres prises 

n à n. Donnant successivement à n les va leurs , a , 3 , 4 > etc. , on trouvera.. . . . 

c2=zm(m — 1) '•,c^z=zm(m— 1) (m—2) j c±—m(m—1) (m—2) (771—3). 

a 5 i . Déterminer le nombre des P E R M U T A T I O N S d'un produit de n lettres, 

S i pn désigne le nombre cherche', la valeur de pn sera égale au nombre des 

combinaisons de n lettres prises n à n. Supposant donc m=zsn9 dans la 

formule (1), on a u r a . . . . 

( 2 ) . . . pn = n(n — 1 ) (n — 2 ) . . . 2 . 1 = 1 . 2 . 3 . . . (n— 1 ) « . 

252. Déterminer le nombre des produits réellement différens de m 

lettres prises n à n. On désignera le nombre cherché par bn. Chaque pro

duit de n lettres donnant pn permutations ( n° 2 5 i ) , les bn produits de n 

lettres, donneront bn fois pn , combinaisons de m lettres n h n. Mais, (nP 25o), 

«e nombre est représenté par c». Donc pn x ¿>» = c». D o n c . . . 

( 3 ) . . . 

Donnant à n les valeurs , 2 , 3 , 4> e t c « » on trouvera . . 

etc. 

Puissances des polynômes. 

253. Lorsque m est un nombre entier positif, on peut obtenir la 

puissance m, du binôme (x -f- « ) , en formant le produit de m facteurs égaux 

à (x a ). Par cette méthode , la puissance m, dépend des puissances , 1 , 

2 , 3 , . . . , (m — 1 ) De sorte que les calculs sont d'autant plu* longs, qu? 



^exposant m est plus grand. On a cherché une formule générale pour cal

culer directement la puissance m de ( x -f- et ) , sans passer par toutes 

les puissances précédentes. Le moyen qui paraît le plus nature l , est de 

former les premières puissances de (x -f- et), au moyen de la multiplication; 

cn ope'rant de cette manière, on apperçoit facilement la loi des exposans de et 

et de x, mais on ne peut pas découvrir la loi des coefficiens numériques, 

parce que ces coefficiens résultent des réductions qu'entraîne l'égalité des 

facteurs. Or , ces réductions n'auraient pas lieu , si les seconds termes des 

binômes étaient différens. On est donc conduit à chercher la forme géné

rale du produit de m binômes différens, (x -f- a), ( x ~f- b), ( x -f- c ) , . . . 

( x - f - À ) ; quand ce produit sera connu, on supposera les seconds termes , 

a, b, c, . . . , h, égaux à et ; ce qui donnera la puissance m de (x-f-st). En mul 

tipliant successivement ces facteurs, on t r o u v e . . . . 

( x - f - t f ) ( x - f -£>)=sx*- f - ( t f - f -&) x -f- ab, 

( x - f - a ) (x + b) ( x - f - c ) = x*-f-(«-f-&-f- c ) x a - h ( a b - + - a c -j-bc) x.-f-abc. 

a5/f. Sans pousser plus loin les calculs, on voit que dans le produit de 

plusieurs binômes, [x a), ( x -f- b), etc., V exposant de x dans le pre

mier terme est égal au nombre des facteurs binômes , et les exposans 

de x dans les termes suivans diminuent successivement d'une unité, jus

qu'au dernier terme, qui ne renferme pas x. On peut concevoir que l'ex

posant de x dans le dernier terme est zéro, car x ° = r. La loi des coefficiens 

de x est évidente ; le coefficient du premier terme est l'unité ; le coefficient 

du second terme est la somme des seconds termes, a, b, c, etc., des 

binômes ; le coefficient du troisième terme est la somme de tous les pro

duits deux à deux de ces seconds termes. Et ainsi de suite, jusqu'au 

dernier terme qui est le produit de tous les seconds termes. Pour dé

montrer que cette loi est générale , il surfit de faire voir que si elle est vraie 

pour m binômes, elle sera encore vraie pour m -f- i binômes. Si la loi assi

gnée confient au produit Pm ,des m binômes. (x-f-«) , (x-f- b), {x-f- c), , 

( x -f. k ) ; on a u r a . . . . 

( l ) . , . Pm — x'» + pi*m-I-r-p*zm-a + - • .-hpn-xX™-n+*-\-pnx
m-»-i-. .+pm. 

p x , sera la somme des m seconds termes, a, b, c,... A; pa sera la somme 

des produits 2 à 2 de ces seconds termes; en général, /;„ sera la somme de 

tous les produits n à n des m seconds termes, et d'après cette l o i , le der

nier ternie pm, sera le produit, abc.. .A, des m seconds termes. S i l'on m u l 

tiplie les deux membres de la formule par ( x - f - / ) ; le produit des (m-hi) 

fucteurs, (x-r-a), ( x -f- b),.. . , ( x - f - A ) , + sera. . . 

ac*+i -L-(pl+l)X'»-\-(p*-i-pil) xm~l - f - . . - f . ( pn-f-Ipn-1 ) x» ' -*+ r - f - • . -h lpm• 

L,a loi des exposans de x n'a pas changé, car l'exposant de x dans le 

premier terme est égal au nombre ( m -f- 1 ) des facteurs et les exposans de x 

éms les termes suiyaus, diminuent successivement d'une uni té , jusqu'au 

7 



dernier terme, dans lequel l'exposant de x est zéro. La loi des coejfitiiens 
ri a pas changé. En effet; p t est la somme des m seconds t e r m e s , a, bf 

<;,... h] le coefficient (pl-\~l), du 2 e terme, est donc égal à la somme 
des 77г -f- i seconds termes, a, b, c, . . . , k, l. Dans le produit des m b i 
nômes , le coefficient p», du 3 e terme , exprime la somme des produits a à i 

des m seconds ternies ; dans le produit des m -f- î binômes, le coefficient 

JPA -f- pil, du 3 e terme, exprime la somme des produits a à i des m-f- i 

seconds termes, car p% est la somme de tous les produits 2 à a dans lesquels 

/ n'entre pas, et pzl, ou ( « -f-&-f- c - f - • • donne tous les produits 

3 à a qui renferment / . En général, dans le produit des m binômes, (x + a), 

(x -j- b), . . , (x -\- k) , le coefficient pn du terme du rang n -f- i , c'tant la 

somme des produits à « des m seconds ternies, a, b, c, . . , À ; dans le 

produit des m -f-1 binômes, a ) , (a: -f- /3) , . . . , (s:-f-Â ) , (:r -+•/ ) , le 

coefficient (^/» -f lpn—i), du terme du même rang, est la somme des produits 

n a n des m -f- i seconds termes, a, b, c , . . . , 7c, / ; car pn exprime la 

somme des produits n à n, dans lesquels Z n'entre p a s , et pu—i étant la 

somme de tous les produits n — i à n — i des m seconds termes, a, b, 

4-, . . , A ; le produit de pn-i par / , donne tous les produits n h n dans 

lesquels / entre; de sorte que pn -f- lpn— i , est la somme des produits n à n f 

des m -f- i seconds termes, a, b, c , , . , A , / . Enfin; pm désignant le p r o 

duit des m seconds termes, a > b, c , . . , A ; le dernier terme lpm est le pro 

duit des m-f- i seconds termes, a , b, c, . . . , k, l. Par conséquent, si la 

loi énoncée ( n° 254 )> convient au produit de m binômes , e//e C O / Î -

%>iendra au produit de m -f- i binômes. Mais , cette loi est vraie pour trois 

binômes, elle est donc vraie pour quatre; convenant à quatre binômes , elle 

conviendra à cinq binômes, et ainsi de suite. 

255. Cela pose ; si les m seconds termes , a , b, c, . . . , k, deviennent 

égaux à a., le premier membre de la formule (î) du n° 254; deviendra 

(x -h C L ) " 1 . Dans le second m e m b r e , pi qui exprimait la somme des m 

seconds termes , deviendra et -f- * 4 - A -f- <-'lc., ou a. répète m fois, ou ctm. 

Le nombre des produits a à 2 des m seconds termes, étant - m (m — i ) , 

lu somme p?. , de ces produits , deviendra ~ 7/z (m — i ) fois « 3 , ou 

~ m (m — I ) a*. Et en général; le nombre des produits différons de m 
a 
lettres n à n , étant bn ; la somme pn , de ces produits, deviendra ctn x bn-

Enfin, le dernier terme pm, qui exprimait le produit des m seconds termes, 

deviendra * m . De sorte que la formule (i; du n° a 5 4 , donnera . . . . 

(2) 

Cette formule , co.ruiue. sous nom de formule du binôme de N e w t o n 



sert a déterminer directement toutes les puissances entières et positives d'un, 

fcïuôme. Si Tn+t, désigne le terme du rang («-f-i), on aura, ( n© a5a ) 9 

( 3 ) . . . . 

Tn+i est le ter/ne général de la suite , x^-i-rmtx™^1-^- etc. ; parce qu'eu 

supposant successivement, /7=1, « = 2 , / 2 = 3 , etc. , on en déduit les termes 

de cette sïtite. La formule (3) démontre les propriétés suivantes : 

256. La puissance m, dit binôme ( x -f- * ) , contient m -f- r termes ; le. 

dernier terme est etm. En effet ; l'hypothèse /2 = m, donne Tm+i = et 

ce terme est le dernier, car en donnant à n des valeurs plus grandes que m} u a 

des facteurs de Tn+t devient zéro. 

257 . Chaque terme se déduit du précédent, diaprés une loi constante. 

En effet,; lorsqu'on change n, en n -f- 1 , la formule (3), d o n n e . . . . 

(4) 

La comparaison des formules (3) et (4) , conduit à cette règle générale : Pour 

déduire un terme quelconque du précédent ; multipliez le terme précé

dent par Vexposant de x dans ce terme ; diminuez l'exposant de x d'une 

unité, augmentez celui de et d'une unité, et divisez par Vexposant de et 

ainsi augmente d'une unité. Le résultat sera le terme demandé. Tous les 

termes de la puissance m de ( x - f - a ) , peuvent donc se déduite du premier 

terme xm. Lorsque m ==5, on t r o u v e . . . 

(x-j- *)5 == x5 -f- SeLX* -f- ïOtc2xi -f- I O * 3 * 2 -f- 5&4x-r- c i 5 . 

258. Dans ce développement, les coejficiens des termes pris à égale dis

tance du Ier terme et du dernier sont égaux. Cette propriété est générale. 

En effet; la formule (3) donnant le terme qui en a n avant lui , il suffit de 

chercher le rang du terme qui est suivi de n termes ; or le nombre total des 

termes est m-f-i ; le terme qu; en a « après l u i , est donc précédé de m — ru 

termes ; mais la formule (3) donne le terme qui est précédé de n termes ; ou 

obtiendra donc le terme qui csf suivi de n termes, en changeant n en m-—n> 

dans la formule (3) ; ce qui donnera 

(5;.. 

Or , on peut toujours supposer que 7"«-* est plus éloigné du premier 

terme que Tn ; dans ce cas , m—n étant plus grand que n, la valeur de 

Tm—n+i est de la f o r m e . . . . 

D o n c . . . 



Ce qui démontre le principe énoncé. 

259. P o u r obtenir le développement de (x— et }"*, on changera le signe 

de et, dans la formule (2) du n° 255, ce qui donnera 

260. Toutes les puissances des polynômes se déduisent de la formule 

du binôme. En effet 5 si l'on change a en «t-f-C, la formule (2) du n° 255 > 

donnera 

Calculant les puissances, 2, 3 , . . . , m, du binôme («t-f-C), on obtiendra 

le développement de la puissance m du trinôme ( ar-j-ôt-f-C )• Changeant dans 

cette dernière formule , C en et développant les puissances, 2,3, . . . , m , 

du binôme C-\~y, on obtiendra le développement de la puissance m du qua-

trinôme (ar-f-ct-f-C-f-^); et ainsi de suite. D'après cette règle, le quarré 

du po lynôme, a -^-bx-^cx^-^dx^-^ex^ - f-etc. , sera 

Extraction des racines des Polynômes. 

2t6i. L a composition de la puissance m d'un polynôme étant connue (n°26o), 

i l est facile de revenir de cette puissance à sa racine. Par exemple, soit p r o 

posé d'extraire la racine cubique du polynôme 

O n a f n ° 255) , (a^)^a*+3a*b+3ab*+b*—ai.+.(3a*+3ab-hb>)b. 

L e plus fort exposant de x dans le cube, étant 6 , le plus haut exposant 

de x dans la racine cubique , sera 2. On aura d o n c . . . . 

Or , le plus fort exposant de x dans r , , est moindre que 2 ; les exposans 
de dans (Za*xb-+-5ax*r/-\-r/ ) r / , sont donc moindres que 6. Le 1 " terme 

du cube est donc le cube du 1 e r terme de la racine; le i^r terme de r est 

<lonc '8a;6 , ou 2 X 2 . On a donc 

Retranchant 8a:6 , de p, le i«r reste sera 

Les exposans de x dans r n étant moindres que 2 , on voit que le terme 

<jui sera affecté de la plus forte puissance de x9 dans le polynôme 

3(aa: a ) a -f-3(2;e 8 } r , - f - r / # sera. 3 (2a? a ) a . Le 1 « terme — 36a:5 de M/7 est 



«tone le produit de 3 ( a * * ) 1 , par le i*r terme de r, (n« 4*) > divisant donc 
—36x*, par 3 ( 2 x * ) 2 , le quotient — 3 x , sera le I E R terme de• rf, c'est à-dire 
le 2 e terme de r . Retranchant de p , le cube de la somme des deux pre
miers termes de la racine, on obtiendra un 2 e reste.. . . 

R„=p— ( 2 x a — 3 x ) 3 = 1 2 x 4 — Збх 3 - Ь 3 3 х а - — Ç ) X - f . I , 

Faisant r — ( 2x* — 3 x ) = r„, on a u r a . . . . . . 

p = (2x>—3x-f-r„ = (ax 2 —3x) 3 -f. 3 ( 2 x 2 —-3x ) 2 r „ - b 3 (2x* — 3x ) r „ 2 - f r „ » 

Donc. . . .ñ„ = 1 2 x 4 — 3 6 x 3 - f » e t c . = » [ 3 ( 2 x 2 — 3 x ) 2 - f -3 (2x 2 —3x) / ^ - f - r , , 2 ] r „ o 

L e plus fort exposant de x , dans ru étant moindre que t , on voit que 

I 2 x 4 ^ s t le produit de 3 ( 2 x 2 ) 2 , par le I E R terme de r,,} divisant donc i 2 x < , 

par 3 ( 2 x 2 ) 2 , le quotient i , sera le I E R terme de r „ , c'est-à-dire le 3® 

terme de la racine. Retranchant de pt le cube de 2 x a — 3 x - f - i , le reste 

fera zéro. La racine cherchée est donc 2 x 2 —-Зх-f- i = 

262. Des raisonnement analogues pouvant s'appliquer aux racines de tous 
les degrés , on en déduira cette règle générale : Pour extraire la racine 

du degré m, d'un polynôme P; ordonnez ce polynôme par rapport aux 

puissances décroissantes d'une lettre. Concevez la racine ordonnée de 

la même manière et disposez les calculs comme dans le n° 172. La 

racine du degré m du i'r terme de P, sera le 1er terme ett de la racine 

cherchée. Otez et™, de P. Le i*r terme du reste R n divisé par ma/*—* 

donnera le 2 e terme &„ de la racine. Retranchez ( &„ )m

f de P; vous 

obtiendrez un reste R„; la division du \*r terme de Rn, par m*.™—1

 p 

donnera le 3 e terme лт de la racine ; et ainsi de suite. Lorsque vous-
parviendrez à un reste nul , la racine obtenue sera exacte. Quand 

vous trouverez un terme a , de la racine, tel que um sera moindre 

que le dernier terme de P ; vous serez certain de ne jamais parvenir au 

reste zéro ; de sorte que la racine demandée ne sera pas exacte, car le d e r 

nier terme de la puissance m d'un po lynôme, est nécessairement la puis

sance m du dernier terme de ce polynôme ( n° l\i). D'après cette règle, l a 

racine cinquième de. . . . 

x1 °4-£r 9 —3ox 7—15x 6-f-81 x 5-f-3ox 4 — 1 2 0 X 3 -t*8ox—*32,es t x 1 4 - x—su 

Extraction des racines des nombres. 

263. Les diffiérentes parties qui composent la puissance m d'un polynôme,. , 

pouvant se déduire de cette puissance ( n Q 262), il est toujours facile de 

revenir de la puissance d'une quantité littérale h sa racine. Le calcul 

des racines des nombres, présente plus de difficulté ; parce que les parties, 

qui composent la puissance d'un nombre , sont confondues dans cette puis-

«aace. On peut toujours trouver directement le premier chiffre de l& 



racine ; mais la recherche des autres chiffres exige des tdtonnemens dfau~ 
tant plus nombreux que le degré de la racine a extraire est plus grand' 
3Nous allons faire voir comment on peut extraire la racine cubique. Il sera 
facile d'en déduire le moyen d'extraire la racine d'un degré quelconque. 

264. Les cubes des nombres, 1, 10, 100, etc., étant 1, 1000,1 000 000, etc. ; les 
nombres compris entre, 1 ,1000, 1 000000, etc. , ont des racines cubiques qui 
sont comprises entre , 1 , 1 0 , 1 0 0 , etc. Et par conséquent, les nombres de, 
1, 2 , ou 3 chiffres, n'ont qu'un seul chiffre a leur racine cubique ; les 
nombres de 4, 5 , ou 6 chiffres, ont deux chiffres à leur racine cubique; et 
ainsi de suite. 

265. Les nombres moindres que 1000, n'ayant qu^un seul chiffre à leur 
racine cubique, les racines cubiques de ces nombres se déduiront de l&^able 
s u i v a n t e . . . . 

Racines...... 1 , 2 , 3 , 4 » 6 , 7 , 8, 9 . 
Cubes 1 , 8 , 2 7 , 6 4 , 1 2 5 , 2 1 6 , 3 4 3 , 5 i 2 , 729. 

266 . Pour revenir du cube d'un nombre de deux chiffres à sa racine % 

©11 examinera la composition de ce cube., S i a désigne les dixaines de la r a 
cine et b les unités ; la racine sera ( гоа -Ь&) et le cube sera donné par la 
formule (n° 261 ) , 

( 1 ) . . . (10я-Ь#) 3 ==я 3 mil le- f -3<3 a x /^centaines-f-Зя/} 2dixaines - f-£ 3 unités. 

2 6 7 . Le cube, d'un nombre composé de dixaines et d'unités, contient 

donc, le cube des dixaines, trois fois le quarré des dixaines multiplié 

par les unités, trois fns les dixaines multipliées par le quarre dés unités 

et le cube des unités. Ces quatre produits expriment respectivement, des 

mille, des centaines, des dixaines et des unités. Par exemple, si la racine 

était 6 4 , on aurait 

( 6 o - r ~ 4 ) 3 = = = 2 I 6 mille -f- 4З2 centaines -f- 288 dixaines if- 64 =» 262 i44« 
268. Voyons comment on peut revenir du cube 262 i44, a sa racine 64 

Xie cube des dixaines étant des mil le , ne peut se trouver que dans les 262 milje 
de 262 i44 e t f ° n démontrerait, comme dans le n° 1 7 1 , que la racine cubique 
du plus grand cube contenu danb 2 6 2 , doit exprimer les dixaines de la r a 
cine cherchée. Mais, ce plus grand cube est 2 1 6 , ou 6^. Le chiffre des dixaines 
de la racine est donc a •=• 6. Le nombre 262 144 » diminué du cube de 
6 dixaines, donne le reste 46 i44 î ce reste contient 3a*b centaines -+-3д а £ 

dixaines -f- b'1 unités. Les 461 centaines du reste, renferment donc le terme 

3a*b, plus la retenue de centaines fournie par les deux dernières parties du 

cube; divisant donc 4^1, par 108, qui est égal h 3a*, les quatre unités du 

quotient exprimeront ou le chiffre b des unités de la racine, ou un chiffre 

plus grand. Le cobe de 64 étant 262 144 , la racine cherchée est 64. 

369. U n procédé analogue conduit à la racine cubique d'un nombre quel" 

conque* Par exemple д si l'on reut extraire la racine cubique de 27З 359 4fo ? 



on observera que cette racine a trois chiffres (n° 2 6 4 ) . Pour déterminer ce« 

trois chiffres, on concevra la racine décomposée cn dixaines et cn unités ; 

le cube des dixaines ne pouvant se trouver que dans ies mille du nombre 

proposé , la racine du plus grand cube contenu dans 273 35c), sera les dixaines 

de la racine demandée. Opérant comme dans le n° 2 6 8 , on trouvera que la 

racine cubique du nombre proposé contient 64 dixaines. Pour trouver les 

uni tés , on retranchera du nombre proposé, le cube des 64 dixaines} le 

reste r , sera 11 2 ï 5 449* Désignant le nombre 64 des dixaines de la racine , 

par a , et nommant b le chiffre des unités , la racine cherchée sera {\oa-\-b)t 

et le reste r contiendra les trois dernières parties du cube de ( \oa -h b), ou 

3a*b centaines -f- 3ab* dixaines -|- unités. Les ni i 54 centaines du reste} 

renferment donc le terme 3<22b, plus les centaines contenues dans la somme 

des deux dernières parties du cube. Divisant donc 112 i 5 4 , par 3 a 2 , ou 

par 12 2 8 8 , les 9 unités du quotient exprimeront le chiffre b des unités, ou 

« n chiffre plus grand. L e cube de 649 étant égal au nombre proposé, la 

racine demandée est 649 . Ces exemples suffisent pour mettre en état d'ex

traire la racine cubique d'un nombre entier quelconque. Occupons-nous des 

fractions. 

270 . Le cube de la fraction étant ou la racine 

cubique d'une fraction est égale a la racine cubique du numérateur, 

divisée parla racine cubique du dénominateur. A i n s i , la racine cubique 

de — , est 

2 7 1 . Raisonnant comme dans le n° 1 8 4 , on sera conduit à cette règle gé

nérale : Pour extraire la racine cubique dyun nombre, à moins d'une 

unité décimale d'un ordre déterminé ; préparez le nombre de manière 

qiCil contienne le triple du nombre des décimales que vous voulez ob

tenir a la racine ; faites abstraction de la virgule décimale, et calculez 

la valeur entière approchée de la racine cubique du nombre ainsi pré

paré ; séparez autant de décimales sur la droite de cette racine que 

l'exige r approximation demandée. Le résultat sera la racine cherchée. 

A i n s i , pour obtenir la racine cubique de 217, à moins d'un centième d'unité 

p r è s , on écrira 21700 000 ; supprimant la virgule et calculant la plus petite 

valeur entière approchée de la racine cubique de 2 700 000 , on trouvera 139 ; 

la racine demandée est donc 1 f3p ; et en effet, 2j7 tombe entre les cubes de 

Ji39 et de i j f o . Pour se rendre compte de ce procédé, on observera q u e . . . * 

Or, I / 2 700 000 , tombe entre i 3 9 et Ï 4 O ; , tombe donc entre 
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et L a racine cubique de 217 , à moins d'un centième d'unité près, 

est donc if3g. 

272. P R O B L È M E . Calculer la racine du degré m <Tun nombre h moins 

de d'unité près. Pour y parvenir , on fera ( 1 ) . . . Calculant 

la plus petite valeur entière approchée de x et désignant cette valeur par c$ 

la racine demandée sera car la valeur exacte de x, tombant entre c et 

( c ~f- 1 ) , la valeur de tombera entre et - ( c - f - 1 ) ; l'erreur com

mise en prenant pour la racine, sera donc moindre que S i l'on veut 

obtenir la racine cubique de 12, à moins de d'unité p r è s , on posera. 

d'où x = 4° i5 ; x = 3 3f etc. 

L a pr*s petite -valeur entière approchée de x étant 3 , la racine demandée 

est les de 3 , ou 2 ; et en effet, 12 tombe entre 2 3 et 

273. Le principe du n° 2 4 3 , donne le moyen -de simplifier les calculs 

relatifs aux extractions de racines. Par exemple, 6 étant le produit de 

3 par 3 , on trouvera la racine sixième de 148 o35 8 8 9 , en prenant la racine 

cubique de la racine quarrée de ce nombre. O r . . . . 

1 / 1 4 8 0 3 5 8 8 9 ^ 1 2 1 6 7 6 1 1 / 1 2 1 6 7 = 2 3 . 

L a racine cherchée est donc 23. 

Fractions continues, 

274- Nous avons fait connaître plusieurs propriétés des fractions con

tinues ( A , n°» 1 8 6 . . . T92). Nous allons d'abord démontrer que ces propriétés 

«ont générales. Nous établirons ensuite quelques principes qui serviront dans 

la résolution des équations numériques-. 

275. Pour convertir une fraction irréductible ( moindre que Vu-

ïtité), en fraction continue, il suffit de chercher le plus grand commun 



diviseur entre n et m. Si les quotiens successifs sont, p'9 p", p", etc. 7 

on aura... 

etc. 

En effet 5 la division de n par m , donnera un quotient p' et un reste r ' ; 

divisant m par r' , le quotient sera / / ' et le reste r". Et ainsi de suite. 

On a u r a . . . 

n = m p ' - f - / ; m — r'p"-+.r" ; / = r > w - { - r ' " ; etc. D'où ( A , n ° i 8 7 ) . . . 

etc. 

O r , en continuant ces divisions , on parviendra toujours à un reste égal h 

l 'unité, ( A , n° 58). Le principe est donc démontré. 

276. L a conversion des fractions continues en fractions ordinales , 

s'exécute d'après la règle qui a été donnée en arithmétique (n° 189). A ins i , 

pour réduire la fraction continue • , en fraction ordinaire, on effec

tuera le calcul s u i v a n t . . . 

277. Pour éviter des répétitions inutiles, nous supposerons toujours . . . . 

d'où, x ~ 



Les fractions eo?zvergentas, etc . , seront les réduites sueccs* 

si ves ; etc., seront des réduites d'un rang quelconque $ 

seront les réduites de rang impair , et celles de rang pair seront 

etc. C'). Les derniers quotiens contenus dans , 

etc . , seront p', p",.. ., */,'</', q", etc. Pour déduire de 

il suffira de mettre, q" -f- - au lieu de q". dans la valeur de 

et pour obtenir x, il suffira de changer qrn en y, dans La valeur 

de y sera toujours positive et plus grande que l'unité. L a règle du 

n° 276, donnera. . . 

(1°) etc. (**). D'où, 

( a ) . . . £ w « & y " 4 - & ' ; am=*a"pm+a'i a"V—a'b"=+i ; amb"-~a"bm=~ — i. 

278 . Toutes les réduites peuvent se déduire des deux premières, au 

moyen de la formule générale... 

(3).... 

En effet j les égalités (2), du n° 2 7 7 , démontrent que la loi exprimée par 

les formules (3) , convient aux premières réduites, .11 suffit doue 

de prouver que si la loi énoncée convient aux réduites, la même 

loi conviendra aux réduites , Supposant d o n c . . . 

(4)-

(*) En arithmétique, la réduite était la 2 e fraction convergente. 

On devra donc se rappeler, quand on comparera les règles que nous allons 

donner , avec celles qui ont été données en arithmétique, que l'ordre des 

réduites changera \ Les réduites de rang impair deviendront de rang pair 

et réciproquement. 

(**) On peut déduire de en mettant p" -\- , au lieu de p'\ dans 

3a valeur de 



Ce qui démontre le principe énoncé. Les formules (3) sont donc générales. 

On en déduit cette règle abrégée: Pour calculer les réduites successives ; 

écrivez les quotiens , p", p'", etc., par ordre et sur une même ligne. Cal-

culez les deux premières réduites., - 7 - , -j-ir^y l posez ces réduites sous 

p" et p'". Pour en déduire la 3 e réduite ; multipliez les deux termes de 

la Ie réduite ,. par le quotient pw qui se trouve au-dessus; les produits , 

augmentés des deux termes de la iere réduite, donneront le numéra

teur et le dénominateur de la 3* réduite; la 4 t f réduite se déduira de 

la 3 e et de la 2*, comme la 3 e s'est déduite des deux précédentes. Et 

ainsi de suite. On peut simplifier le calcul en posant ~ et --j, sous les 

quotiens, pf, p". La 2« réduite se déduit des fractions. - , -7- , d'après 

la loi énoncée , (A, n° 192). 

279. Les fractions continues , qui expriment des fractions ordinaires, 

sont toujours composées d'un nombre limité de termes, pf, p", etc.; et 

la règle précédente conduit à une dernière réduite qui est' égale à la f r a c 

tion continue totale. Mais , il existe des quantités incommensurables dont 

les valeurs sont exprimées par des fractions continues qui se prolongent 

à l'infini. Dans ce cas, on ne parvient jamais à la valeur exacte de 

la fraction continue, mais nous ferons voir (n<> 286) , qu'rm peut toujours: 

obtenir une réduite qui aj?prnche autant que l'on veut de Infraction 

continue totale. Cette propriété repose sur des principes que nous allons 

d'abord établir. 

280. Les formules (4) et (3) du 1 1 0 2 7 8 , démontrent que les dénomina

teurs et", eé", etc., des réduites, croissent très-rapidement. Par consé

quent; lorsque la fraction continue ne sera pas terminée, on pourra 

toujours parvenir a une réduite dont le dénominateur sera plus grand 

qu'une quantité donnée. 

201. eu et — , désignent deux réduites consécutives quelconques ; 

l'expression A ' B — A B ' ; sera égale à -f-1 ou à — 1 , selon que sera 

il faut en déduire les formules (3). O r , se déduit de —Tl , en mettant 

q"-\—âj, au lieu de q", dans (n° 277). D o n c . . . 



de rang impair ou de rang pair. En effet; les formules (2) du n° 277,* 

démontrent que cette propriété' convient aux trois premières réduites , 

Il suffit donc de faire voir que pour trois réduites consécutives 

quelconques , on a . . . ( V C — * C ' ) = — («"£'—*'£")• Cela n offre 

aucune difficulté, car les formules (4), du n° 278, donnent 

, On a donc. . . < 

282. Ces formules démontrent, que les fractions convergentes, 

Sont irréductibles et que les réduites de rang impair r sont plus grandes 
que celles de rang pair. 

283 . Les réduite», , etc., sont alternativement plus grandes et 

plus petites que la fraction continue totale x. En effet; la valeur de x , se 

déduit de en changeant q'" en y , dans ( n ° 277 ). M a i s , , . . 

(n° 27S). Donc , x: 

On en déduit, ( 1 ) . . . x 

O r , est positif; la valeur de x est donc comprise entre et Mais, 

la première réduite est plus grande que x, car son dénominateur p' est 

moindre que le dénominateur p' de x. Par conséquent; les ré

duites de rang impair sont plus grandes que x et celles de rang pair 
sont moindres que x. 

284. Les réduites approchent de plus en plus de la valeur de la frac* 

tion continue totale. En effet; les inégalités, 1 , *">> * ' (n°» 277 et 2 8 0 ) , 

démontrent que est moindre que l'unité. Mais , les deux membres de 

l'équation (1) sont positifs (n° 2 8 3 ) ; x - est donc moindre que — x» 

Ce qui démontre le principe e'noncé. 

REMARQUE. Les propriétés des n°* 283 et 284 , prouvent que les réduites 

de rang impair vont en diminuant et que celles de rang pair vont en 

augmentant. On peut le démontrer directement, car les formules (3) et (4} 

du n° 2 7 8 , combinées avec le principe du a ° 2 8 1 , donnent^ 



a85. Lorsqu'on prend une réduite au lieu de la fraction continue 

totale x ; Verreur est moindre que En effet ; le principe du n° 28 r , 

d o n n e . . . . 

O r , (n° 280) Donc, 

Maïs, la valeur de a? est comprise entre et (n° 2 8 3 ) . Le principe est 

donc démontré. 

286 . Quand la valeur incommensurable, cVune inconnue x, est donnée 

par une fraction continue , on peut toujours obtenir une valeur de xf 

assez approchée, pour que l'erreur soit moindre qu'une quantité don

née -. Il suffit de continuer les calculs du n° 2 7 8 , jusqu'à ce qu'on 

parvienne à une réduite , telle que a. soit plus grand que Cette 

réduite jouit de la propriété demandée. En effet ; l'erreur commise en 

prenant au lieu de la fraction continue totale x, étant moindre que 

( n° 285 ) , il s'agit de satisfaire à la condition : or cette inégalité 

donne et > et l'on peut toujours obtenir une réduite , dont le dé

nominateur soit plus grand que (n° 2 8 0 ) . Le principe est donc dé

montré. 

287 . Pour appliquer cette théorie générale à des exemples, nous consi

dérerons les fractions c o n t i n u e s . . . . 

etc. 

etc. 

S i l'on forme les valeurs approchées de la fraction continue qui exprime 2, 

la règle du n° 2 7 8 , conduira au calcul suivant 

Quotiens, 2 , 2 , i , 1 9 , etc. 

Réduites, etc, 



Prenant , = ©f4275 e tc . , cette valear de x sera trop petite , maïs 
1 3o 

Terreur sera moindre que (^J"5g^ > ou *ïue °!o00°5 etc.On trouvera de même, 

t = 0^76808 etc. 

Théorie du plus grand commun diviseur. 

388. U n monôme ou un polynôme est premier, quand il n'est divisible que 

par lui-même et par l'unité (*). Le trinôme x* — 5 x - f - 6 , étant le produit 

<|e x — 2 , par x — 3 , et chacun de ces binômes n'étant divisible que par 

lui-même et par l'unité, les facteurs ou diviseurs premiers de x9 — 5:r-f-6», 

sont x — 2 et x — 3. Des quantités sont premières entr'elles , quand elles 

n'ont pas de facteur commun. A i n s i , les produits , a^b, c*dl, sont pre

miers entr'eux. Les trinômes, x9 — Sx -f- 6 , x* — 5x -f- 4 , sont premiers 

entr'eux, car les facteurs premiers de x* — Sx - f - 6 , sont x— 2 , x — 3 , et 

ceux de x 2 — 5x -f- 4 , sont x — 1 et x — 4* 

* 28g. La théorie du plus grand commun diviseur, repose sur des prin

cipes que nous allons établir. Les propriétés des facteurs premiers, qui 

ont été démontrées en arithmétique ( nos 366 . . . 3 7 2 ) , conviennent aux 

quantités algébriques qui ne renferment que des exposans entiers posi

tifs. Pour le démontrer, on répétera les raisonnemens qui ont été employés 

en arithmétique, on n'admettra que des exposans entiers positifs, au q n o -

tient ( n° 60 ) , et l'on se rappellera que les grandeurs des quantités algé

briques ne dépendent que des exposans (n° 1 8 ) . Ce qui conduira aux prin-

cipcs suivans ; i ° Lorsqu'une fraction — est égale a une fraction irré-

ductible - , on peut en conclure , B = Cn et A = an (A , n° 3 6 6 J j 

2Q. Les seules opérations qui n'altèrent pas la valeur d'une fraction , 

sont la multiplication et la division de ses deux termes , par une même 

quantité (A,n° 367) ; 3° . Une fraction est irréductible, quand ses deux 

termes n'ont aucun facteur commun (A, n° 3 6 8 ) j 4°« ^e produit etC étant 

(*) Dans toute cette théorie (du n° 288 au n° З 0 6 ) , nous supposerons que 
les quantités proposées ne renferment que des exposans entiers positifs et 
que les coeffieiens sont des nombres entiers. Sous ce point de v u e , a et b 
sont les facteurs premiers de a*b. Cela ne serait plus vrai si l'on admet
tait des radicaux, car on pourrait considérer a, comme le produit de j / л 
par \ А г . Lorsque a et b désignent dts polynômes, a et b peuvent ne pas 
• ne premiers; par exemple, quand a = a 2 — 1 , a n'est plus un facteur 
premier, car x2 — 1 est divisible par x—1 et par x -f- 1. Tout ce que 
nous dirons, ne sera donc relatif qu'à la forme actuelle de chaque quantité. 



divisible par y, et y n'ayant pas de facteur commun avec C ; y divise 

nécessairement et ( A , n° 36g ) ; 5°. Quand un facteur premier p, divise 

Cr ; p divise nécessairement C (A , n° 3^o) ; 6° . Lorsque la fraction - est 

irréductible, la fraction ~ est également irréductible ( A , n ° 3 7 i ) ; et 

par conséquent, 70 lorsque et et € sont premiers entr'eux, <ts et Cr sont 

aussi premiers entr'eux. 

* 2 9 0 . Quand un facteurpremier p, divise un produit ; p divise nécessai' 

rement un des facteurs du produit. En effet ; supposons que p , divisant le 

produit et C y, p ne divise ni et ni C ; p sera premier avec et et avec C. Mais, p 

divise « i x Cy, p divise donc C y, (n° 289. 4°); P ^lSii donc y, (n° 289. 4°)* 

L a même démonstration s'applique à un nombre quelconque de facteurs. 

* 291 . Lorsque les quantités, p , pn ptl, pnn n'ont aucuns facteurs 

communs ; pff et pr p/, sont premiers entr'eux ; pmu et pr p* p/fl sont 

premiers entr'eux. Et ainsi de suite. En effet ; si plt* et pr x p* , avaient un 

facteur premier commun et; et diviserait p*u ; et diviserait donc pn (n° 289. 5°); 

or , et ne peut diviser pé ; et et p/ seraient donc premiers entr'eux ; mais et di-

y\sepr X p/ ; et diviserait donc pr (n° 289. 4°^ A diviserait donc p, (n° 289. 5°) ; 

p et plt auraient donc un facteur commun et ; ce qui est contre l'hypothèse. 

p'tf clprps/, sont donc premiers entr'eux. On démontrerait de même que 

pMu et pr p/ p,,', sont premiers entr'eux , car en supposant qu'un facteur 

premier et pût diviser ces deux quantités ; et diviserait pm ; mais et ne divise

rait ni p ni Pj ; et serait donc premier avec pr et p*/ ; et diviserait pr X p/ p,/ ; 

tt diviserait donc p* t p*H ; et diviserait donc ptn ( n° 289. 4° ) j * diviserait donc 

pn (n° 289, 5° ) ; plt et pm auraient donc un facteur commun et. Ce qui est 

contre l'hypothèse. Et ainsi de suite. Le principe est donc démontré. 

* 292. L,orsque, p , p , pn , pul, etc., n'ayant aucuns facteurs com

muns ; pr , p/ , p/ff , etc. y divisent Av° on peut en conclure que A est 

divisible par le produit, pr p/p,,* etc. En effet; pr divise A ; donc, A—pr x et. 

Or, p * etpr sont premiers entr'eux (n° 289. 70 ) et p/ divise pr et ;pf divise 

donc * (n° 289. 4°)- A i n s i , et — Cp/ ; d'ohA = Cprp/. Mais , ptl* et pr p* 

sont premiers entr'eux (n° 2 9 1 ) , et p J divise le produit C x ( pr p/ ) ; 

ptl* divise donc C ( n° 289. 4° )• Donc ,C=zypt/j donc A —ypr pf p,/. 

Et ainsi de suite. 

293. L,e plus grand commun diviseur entre des quantités , est le plus 

grand de tous les diviseurs communs à ces quantités. Or, les quantités 

algébriques les plus grandes sont celles dont les degrés sont les plus élevés 

( nos 16 , 17 et 18 ). Xe plus grand commun diviseur entre des quantités 

algébriques , est donc le diviseur du degré le plus élevé ( n° 16 ) qui 

divise en même temps ces quantités. Le plus grand commun diviseur entre 

«a b% c et a* bq , est donc a% b. Soit 

A = (* — ! ) (* -+- 2) ( * - H a ) ; B = 0 — 0 ( * + — 2 ) ( * - f - 3 ) 



Si Ton cffectae les multiplications, on t r o u v e r a . . . . 

A = x* — 5 x 2 -h 4 7 B —x* -f- x 3 — 7 x a — x G. 

A ' =± ( x 2 — / — 2 ) x 3 -f- ( 3 / - a — 3 j r — 6 ) — ( y 2 -"-y—2) x — 3 / 2 + 3 ^ - f - 6 j 

B' = ( f 3 — i y — 3 ) x 3 - f - ( 4 / a — - 8 y — 1 2 ) X 2 — (y*—2J*—3)x—47"3"r-8/-+-i2a 

Les diviseurs premiers communs h A el B, seront x—1, x-{-\ et 

x— 2 ;les diviseurs communs à AelB > seront donc ( n° 2 9 2 ) , x — 1, x-f- i , 

x — 2 , ( x — 1 ) ( x-f- 1 ) , ou x 2 — 1 ; ( x — 1 ) ( x — 2 ) , o u i 2 — 3 x + 2 ; 

(x-{- 1) (a: — 2 ) , o u x 3 — x — 2 ; ( x — 1) ( x - f - 1 ) ( x — 2 ) , ou 

x 3 — 2 X 2 — x - f - 2 . Ainsi , AelB o n t , 3 diviseurs du premier degré eux, 3 di

viseurs du a e degré, et un seul plus grand commun diviseur x*—2xa—xH-2. 

Les diviseurs communs entre A' et Br s eront , x — 1 , x -f- 1 , y -f* 1 , 

i ) 0 - f - i ) , ( x — i ) ( y - r - i ) , ( x - f - O ( r - h i ) ; et 

(x — 1) ( x - H ) ( _y-H) ? ou x 2 j * - f - x 2 —y — 1 . L e plus grand commun divi

seur, entre A' et B', est donc le polynôme du 3 e degré , x*y - f - x 2 —y — r. 

* 294« Deux quantités quelconques , B et A, ne peuvent avoir qu'un seul 

plus grand commun diviseur. En effet, si B et A avaient deux plus grands 

communs diviseurs , D , d, du degré w ; il existerait nécessairement un fac

teur premier et, qui ne serait pas élevé à la même puissance dans D ctd. On 

aurait donc , D — ?n etr et d = n * r +* (*) ; B et A seraient donc divisibles 

par m et par etr+s ; o r , m et et sont premiers entr'eux; m et etr-^s, n'ont donc 

pas de facteurs communs (289. 7°);2? et u s e r a i e n t donc divisibles par met*"*"* 

( n ° 292) , c'est-à-dire par D et* B et A auraient donc un commun diviseur 

D ets , d'un degré plus élevé que leur plus grand commun diviseur. Ce qui 

est impossible. Le principe est donc démontré. 

295 . Le plus grand commun diviseur entre des monômes , est facile il 

découvrir , car il suffit de multiplier le plus grand commun diviseur des 

coefficient numériques de ces monômes , par le plus grand commun divi

seur algébrique des monômes. Ce dernier est en évidence et l'on a vu 

( A , n° 61 ) , comment on peut trouver le plus grand commun diviseur nu

mérique. Par exemple , le plus grand commun diviseur entre les trois m o 

nômes , ^Sa^b* , i8a^b* , i5aab*c , sera le produit 3a*b2 , du plus 

grand commun diviseur 3 , entre 4 8 , 18 et i 5 , par le plus grand commun 

diviseur a*b2, entre a2Z>3 , «3Z>4 et a2b*c. S i l'on divise les monômes 

proposés , par leur plus grand commun diviseur 3 a 2 b3 , les quotiens iGb , 

Gab* , 5c , seront premiers entr'eux. 

296. Pour trouver le plus grand commun diviseur entre des polynômes 

A , B, C, etc.; on cherchera d'abord le plus grand commun diviseur 

monôme cT , entre les termes de ces polynômes (n° 295) . Pour obtenir cT , 

en déterminera le plus grand commun diviseur monôme entre les termes 

(*) r et s sont des nombres entiers positifs ; r peut être zéro. 



de chaque polynôme. Si, et, £ , etc., désignent ces communs diviseurs, 

on divisera, Apar et, B par ¡1, etc^ ce qui donnera des quoliens, A', B', etc. ; 

on aura donc, A — *> A' , B~CBf , etc. Aucun monôme ne pourra di

viser Ar, ou Bf, ou etc. Le plus grand commun diviseur entre les mo

nômes , et, £, etc. , exprimera <T. L,e plus grand commun diviseur entre 

A!, B', C , etc., sera un polynôme D' et le plus grand commun diviseur 

entre, A, B , C, etc., sera S X L)r. Or , on sait trouver cT ( n° 295) . L a 

question est donc réduite à chercher le plus grand commun diviseur D' , 

entre des polynômes t A', Br, C, etc., qui ne renferment plus de divi

seurs monômes, 

297. La règle qui a été donnée {A , n° 58 ) , pour trouver le plus grand 

commun diviseur entre deux nombres entiers , convient aux polynômes» 

En effet; si jy désigne le plus grand commun diviseur entre deux polynômes 

A', B' ; D' ne pourra pas être plus grand que la plus petite des quantités 

Af, B' ; car Df doit diviser Af et Bf. Quand Ar ne sera pas moindre que Bf', 

on sera conduit h diviser Ar par Br, car dans le cas oii la division réussirait, ia 

plus grand commun diviseur entre Af et Bf , serait Bf. Divisant donc A' , 

p a r / j ' , on obtiendra un quotient Q' et un reste K , moindre que Bf (n °6o ) . 

On aura, Ar~ B' Qf -h B'. Lorsque /{'scia nu l , le plus grand commun di

viseur entre A' et Br , sera B''. Quand B' ne sera pas nul , le plus grand 

commun diviseur D' , entre A' et B' , sera le même que le plus grand 

commun diviseur d! , entre B' et B''. En effet; D' divise A' e\Br ; Dr divise 

donc Ar—B'Q'; Df divise donc B' et Rf ; Df ne peut donc pas être plus grand 

que le plus grand commun diviseur d! , entre B' et Rf. M a i s , / / divise B' et A"; 

àr divise donc B' Q'-\-Rf , ou Af ; df divise donc Ar et P/ ; d'ne peut donc 

pas être plus grand que le plus grand commun diviseur/) ' , entre Ar et B''. Les 

diviseurs D', df, ne peuvent donc pas être plus grands l'un que l'autre; ces 

diviseurs sont donc égaux. 

298. Le plus grand commun diviseur entre deux quantités , est donc le 

même que le plus grand commun diviseur entre la plus petite de ces quart* 

tités et le reste <7e la division de la plus grande quantité par la plus petite. 

La question est donc réduite à trouver le pins grand commun diviseur entre 

deux quantités, Bret If , respectivement moindres que A' e.tBf. On divisera 

donc P/, par Rf ; ce qui donnera un quotient Q" et un reste B". On aura i 

Br ~RfQ'' -f- R" ; lorsque R" sera nu l , le plus grand commun diviseur Dr

 y 

entre B' et B!, sera IV. Quand R" ne sera pas n u l , le plus grand commun 

diviseur / ) ' , entre A/ et Bf, sera le même que celui des quantités , R',R7. Et 

ainsi de suite. Les équations, A'= B' Q'-f- Br', Bf Q"+R", etc., dé

montrent que D divise tous les restes, Rr, R" , etc. , et que le plus grand 

enjumun diviseur entre deux restes quelconques , est le même que le plus 

grand commun diviseur des quantités proposées. Mais, lorsqu'un reste r f 

divise exactement le re^fe p r é c é d e n t / , le plus grand commun diviseur entre 

r' et r, est r. Deux polynôrjies ne peuvent donc avoir qu'un seul plus 

qratul commun, diviseur* Ou en déduit cette règle générale: 

8 



^99- Pour trouver le plus grand co mm. un diviseur /)'entre deux quan

tités , A! , TJ , telles que A' n'est pas inoindre que BR ; divisez Af par J¥~ 

Lorsque le reste R' sera nul} B' sera égal h Df ; quand R' ne sera pas 

zéro , divisez B' par Rr ; lorsque le reste R" , de cette nouvelle division , 

sera zéro , le diviseur R! exprimera D' ; quand R" ne sera pas nul, divi

sez Rf par R" ; et ainsi de suite. Le reste qui divisera le reste précédent, 

sera le plus grand commun diviseur demandé. Le plus grand commun 

diviseur, divise tous les restes. 

300 . Lorsqii'on sait trouver le plus grand commun diviseur entre 

deux quantités , on peut toujours en déduire le plus grand commun 

diviseur entre un nombre quelconque de quantités. Par exemple, pour 

trouver le pins grand commun diviseur de trois quantités, A , B, C ; on cher

chera , le plus grand commun diviseur d, entre A et B; le plus grand 

commun diviseur D , entre et C , sera, le plus grand commun diviseur 

demandé. En effet; si l'on divise A et B, par leur plus grand commun divi

seur rf, les quotiens, p , q , n'auront pas de facteurs communs ; et si l'on 

divise C et d, par leur plus grand commun diviseur D, les quotiens p' , qf
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seront premiers entr'eux. On a u r a . . . . 

A=pd;B=qd] C=.p'D, d—q'D. D ' o ù , A—pq'D, B=qq'D, C^p'D. 

Il suffit donc de prouver que si l'on d i v i s e , ^ / , B , C, par leur commun 

diviseur D, les trois quotiens, pqf, qq', pr, n'auront pas de facteurs communs, 

Si un facteur premier pouvait diviser ces trois quantités ; et d iv iserai t / / 

et et ne diviserait pas q' , c a r / / et qr sont premiers entr'eux; et et qf seraient 

donc premiers entr'eux. Mais , et diviserait les produits , p<f, qqf ; et diviserait 

donc p et 7 , ( n° 289. 4° ) 7 c c qui c s t impossible , puisque p et q n'ont pas 

de facteurs communs.D cstdoncle plus grand commun diviseur entre, A,B, C. 

L a même démonstration pouvant s'appliquer à un nombre quelconque de 

quantités , on en déduit cette règle générale : 

3 0 1 . Pour trouver le plus grand commun diviseur entre des quantités, 

A , B , C, etc.; Il suffit de chercher successivement ; le plus grand com

mun diviseur £ , entre A et B ; le plus grand commun diviseur <T' , entre 

<T et C ; et ainsi de suite, jusqiia la dernière des quantités proposées. 

Le plus grand commun diviseur obtenu dans la dernière opération, est 

aelui des quantités , A , B , C, etc. 

302. Pour trouver le plus grand commun diviseur Df, entre deux 

polynômes , A', Br ; on ordonnera ces polynômes par rapport aux puis

sances décroissantes d'une letti e x ; ce qui donnera. . . . 

A'—Pfzm-\-Qr-rm~t -+S'x-\-T'ctiï'=p'xn-\-q'x"-* + . . . - f - / x - r - r ' . 

Si m n'est pas moindre que n, on divisera A', par B'; on obtiendra 

un reste R' — a xn~l -f- etc. La division de Bf par R', donnera un reste 

R" = a"xn-- -f- etc. ; continuant a diviser les restes les uns par les 

mitres* on parviendra, après n divisions tout au plus, a un reste R z 



dans lequel Vexposant de x sera zéro. Ce reste sera donc indépendant 

de x. Quand R sera, nul, le reste précédent exprimera T)f. Quand le 

teste R, indépendant de x , ne sera pas nul, on en conclura que le plus 

grand commun diviseur D', est indépendant de x, car Dr doit diviser R 

(n° 299). jy devra donc diviser les coefïïciens, P', Q'', S', T'', //,, qf,.. .,s', t't 

des po lynômes Af, Br ; F/ sera donc le plus g rand c o m m u n diviseur ent re 

ces coefîicicns ; or ces coeflieiens ne renferment pas x ; la quest ion sera d o n c 

rédui te à trouver le p lu s grand c o m m u n diviseur entre des quant i tés q u i 

renferment une lettre de moins que A' et />'. P a r une raison s e m b l a b l e , ou 

obt iendra d i rec tement le pins grand c o m m u n div iseur 1*)', entre P', Q', etc. , 

ou Dr dépendra de la recherche du plus grand c o m m u n diviseur entre des 

quan t i t é s qui cont iendront deux let tres de moins q u e A' et B'. Con t inuan t h 

opérer de la m ê m e m a n i è r e , on obt . 'nvha d i rec tement D', ou ï)' sera le p l u s 

friand c o m m u n div iseur entre des nombres et 1 on sait trouver ce c o m m u n 

div iseur ( A , n o s 58 et 6 1 } . L e p rob lème est donc résolu. P a r exemple ; s o i t . . 

A' =* x* — 5x* - j - 4 et Bf = X* -h x* — 7 a 2 — x -f- 6. 

L a divis ion de A', par B', donnera un reste R' = — .r 3 -f» n.r2 -f* x — 2-» 

Divisant Bf, pa r .A", le w f e s c i a zéro. L e plus grand commun div iseur ent re 

A' et .Z?', est donc — . r 3 -f- 2 x 2 + .r — 2 , ou .x 3 — rjt.r2 — a- -f- 2. C e qu i s ' ac 

corde avec le n° 29 ' j . 

303- L e procédé du n° 3o2 , a l ' inconvénient d ' in t rodui re des fractions 

d a n s les quot iens et dans les restes, car le coefficient du p remie r terme d e 

c h a q u e dividende p a r t i e l , n'est pas toujours divis ible par Je coefficient d u 

p remie r ternie du div iseur . On évitera les fractions , au m o y e n du pr inc ipe 

suivant : On ne change pas le plus grand commun diviseur entre deux 

quantités A et B, en multipliant ou divisant l'une d'elles, par une-

quantité qui n'a aucuns facteurs communs avec Poutre quantité. K i l 

effet; si le p lus g rand c o m m u n diviseur entre A et B, est D, on a u r a ; 

A — Af D, B = B'D ; A' et / / s e r o n t p remiers e n t r e u x . Mul t i p l i an t A* 

pa r une quan t i t é « t , première avec / ? ; a sera p remie r avec B' et avec D ; i l 

s 'agi t de prouver que le p lus grand c o m m u n div iseur entre A cl et B es t 

encore D. Or , Aa— DA'ol et B—jfl); il suffit donc de faire voir q u e 

A'a et Bf sont premiers en t r ' eux . Si un facteur p remie r p, divisai t Br e t 

A'ct'^ p et cl seraient premiers e n t r V u x , car p divise JV, et Br est p r e m i e r 

avec a; m a i s p diviserai t A'a; p diviserai t donc A'; si' et B' aura ien t donc 

un facteur c o m m u n / ; ; ce q u i est contre l 'hypothèse . On prouverai t de m ê m e 

que le plus grand c o m m u n diviseur ne change pas , en divisant A, p a r p. L e 

pr incipe est donc démont ré . 

304- Nous a l lons en dédui re le m o y e n d'éviter les fractions. Nous s u p -

poserons que les p o l y n ô m e s , A' et P/, renferment ^ / - f - i lettres et que l ' on 

sache trouver le plus g r and c o m m u n diviseur entre des po lynômes qni c o n 

tiennent >' lettres. Les coefficieus de .r , dan» A' et />', ne renfer incia . i t q u e 
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y' lettres 5 ou saura donc trouver le plus grand commun diviseur entre ces 

coeflieiens. Soit ( n° 3 o 2 ) , 

S i Ton divisait Pexm -f- etc., par pfxn ~f- eZc., le premier terme du quo-

tient serait -7- xm~n. Pour éviter les fractions, il faudra généralement mul

tiplier par (*). Or, cette multiplication peut altérer le plus grand com

mun diviseur, car p' et B' peuvent avoir un facteur commun ; mais <P 

est indépendant de x; <f' divisera donc tous les coeflieiens, p', q' .. , sf, t', 

de B' (n° 6 2 ) . Quand ces coemeiens n'auront pas de facteur commun ; p' et 

seront premiers entr'eux ; on pourra donc multiplier A' par / / et diviser 

A' par le plus grand commun diviseur et', entre P \ Q'... , t5v, 7"'. On est 

donc conduit à chercher deux plus grands communs diviseurs , a.', C ; l'un 

entre, 7J/, ()'', . . , * $ " , 7 ^ l'autre entre, ; / , q', ..,sf, f. On aura, A'^A'A" 

et B' =G'B". Les polynômes, 2?", seront de celle forme, . 

A"^P"xm-h Q"x™-* - f e t c , B"e=*p"xn-T'(iltxn-1 -h etc. ; . 4 " et n'au

ront pas de commun diviseur indépendant de x, car ce diviseur commun 

devrait diviser les coemeiens, P", Q", etc., ce qui est impossible, puisque 

ces coeflieiens sont premiers entr'eux. Le plus grand commun diviseur D', 

entre A' et B', sera le produit du plus grand commun diviseur S'} entre 

tt! et C , par le plus grand commun diviseur é", entre A" et B". O r , par 

hypothèse, on sait trouver Jy. Il ne s;agit donc plus que de calculer cf". Le 

diviseur 2?" n'ayantpas de facteur indépendant de x, on n'altérera pas le plus 

grand commun diviseur <f", e n t r é e " et B", en multipliant ou en divisant chaque 

dividende part ie l , par des quantités indépendantes de x (n° oo.'J). Consé-

quemment ; dans la division de A" par B"7 on évitera les fractions , en 

multipliant chaque dividende partiel, par le coefficient / / ' , du premier terme 

du diviseur, et Von simplifiera les calculs, en supprimant les facteurs i n -

dépendans de x qui pourront se trouver dans ces dividendes. On parviendra 

ainsi à un reste Ji = afxn~l -f- etc., dans lequel les coeflieiens de x seront 

premiers entr'eux. Divisant donc B"par №, on multipliera chaque divi
dende par a' et l'on supprimera les facteurs iudépendans de x qui pourront 

se trouver dans ces dividendes. Continuant à opérer de la même manière , 

on parviendra au reste R indépendant de x. Lorsque R sera nul, le [reste 

précédent exprimera ef". Quand R ne sera pas n u l , les polynômes, A"} B", 

n'auront pas de commun diviseur, car ils n'ont pas de commun diviseur in

dépendant de x, et s'ils avaient un facteur commun en x, ce facteur divi

serait le reste R, (n° 2 9 9 ) ; ce qui est impossible, puisque R ne contient 

pas x. 

(*) Lorsque i ° ' e t p' auront un facteur commun p , on en déduira, P' ^ap 

et / / = bp. Il suffira donc de multiplier A'\ par b. 



305, Par conséquent, lorsqu'on sait trouver le plus grand commun 

diviseur entre des polynômes qui contiennent un certain nombre de 

lettres , on peut toujours obtenir le plus grand commun diviseur entre 

des polynômes qui contiennent une lettre de plus. Or, on sait trouver le 

plus grand commun diviseur entre des nombres ( A , n o s 58 et 61 ). On 

pourra donc calculer le plus grand commun diviseur entre des polynômes 

qui ne renfermeront qu'une seule lettre. On en déduira le plus grand com

mun diviseur entre des polynômes qui auront deux lettres; et ainsi de suite. 

O n est donc en état de calculer le plus grand commun diviseur entre des 

polynômes qui renferment un nombre quelconque de lettres. 

306 . On en déduit cette règle générale. Pour trouver le plus grand com

mun diviseur D, entre deux polynômes A et B; ordonnez ces polynômes 

par rapport aux puissances décroissantes d^une même lettre x. Cher

chez le plus grand commun diviseur monôme et des termes de A , et le 

plus grand commun diviseur monôme £ des termes de В ( n° 20,5) ; vous 
trouverez, A ~ e t A r etB=^£B'. Calculez deux plus grands communs 

diviseurs , etr, £f ; l'un entre les coeficiens de x dans A', l'autre entre 

les coeficiens de x dans B' ; il en résultera, A ' = et' A" et B' = £'B'r. 

Déterminez le plus grand commun diviseur £", entre A' et B" (n° 3 o 4 ) . 

Vous aurez , A" =* Г A* et B" = ГВ". D'où , A = ал'Г A " et 
JB =s ££'£'* Bm. Calculez, le plus grand commun diviseur «Г, entre A et С 
( n° 295 ) , le plus grand commun diviseur <У, entre A' et £f ; le plus 

grand commun diviseur cherché sera, D=3cV X <f' x S" (*). Par exemple, 

soit A^{Qy5 — 6 / 7 ) x* — (6/4— i 2 j r 6 - b 6 / 8 ) x 7 - f . ( 6 / 6 _ q^4) x 5 ; 

B=z ( gy9 ) X 5 — (ç)y*° -f- 9j"7 )хъ. 

Les plus grands communs diviseurs monômes de A et В, seront «¿=6ybx* 

et C—9^7x3. Le plus grand commun diviseur monôme , entre A et В y 
sera donc, сГ = ЪуЬхъ. Divisant, A par A et 2? par £ , les quotiens seront. . . . 

(*) En effet; A et B sont de cette forme, A « ff'f'M, B f f f" JST *7 

£ est le plus grand commun diviseur monôme de A et de B ; Sr est le 

plus grand commun diviseur polynôme, indépendant de x, entre A et B $ 

enfin, <T" est le plus grand commun diviseur po lynôme, dépendant de x , 

entre A et B. Il s'agit de prouver que M et IV sont premiers entr'eux; 

si un monôme p, divisait M et IV, A et B auraient un commun diviseur 

p<T monôme, plus grand que leur plus grand commun diviseur monôme e f ; 

ce qui est absurde. Par une raison semblable, c f ' et e f " , étant les plus 

grands communs diviseurs polynômes, indépendans de x et dépendans d e . r , 

entre A et B, ou en conclura qu'un polynôme, indépendant de x ou dé

pendant de x, ne peut diviser M et IV] M et TV n'ont donc aucuns facteurs 

communs. Le plus grand commun diviseur entre A et B, est donc S S'S'' , 



Pour obtenir le plus grand commun diviseur or indépendant de x 
с P . ire A' et B'', on oberebera le plus grand commun diviseur et! entre les 
cv.efr-c.ons, ( r < — r 3 { i — 2 v * H - r 4 ) , ( .r*— О ; de ^ dans - ^ ' j on aura soin 
d'oidormei ces coefficions par rapport aux puissances décroissantes àey, 
ci nipprimanl dans y—уъ , le f.u leur y* qui cbt premier avec les autres coef-
iicier, 1 , л ' sera le plus grand commun diviseur entre les trois quantités , 
^— r -f- i ) , : y - — 2 r 9 - f - i ) , ( y a — i ) . On trouvera f n ° З п ) , A ' = — - r a - f - i . 
L e pins errand commun diviseur entre jv^-b/" 2 et ^"3-+-г , sera С'~уъ -\~\ , car 
^ , - 5 _ j _ j . r L ^ : : - f - i Le plus grand commun diviseur entre л ' et С , sera 
(f' ~y-}~ i . Divisant , ^ par л ' cl B' par C , les quotiens seront 

Lu/in , pour r r o , - . ; " I ' > pins grand commun diviseur dépendant de x 

entre A." C L />' , ou i / u i u e r a le calcul d'après la règle du n° 3o4- L e 

coefficient j; du 1 e r terme du dividende A", n'étant pas divisible par Je 

coefficient y'' du 1 e r terme du diviseur, on multipliera A" par y, et d i -

•visavl УЧ р<«г В , le i e r terme du quotient sera .r et le reste s e r a . . . . 
y: y* — \)хл-г-х—y 'y on multipliera ce reste par y et l'on divisera le 
produit par /.''y ce qui donnera le reste IV — y'x—i. L a division Ли B", 
par Ii y donnant un reste nul , le plus errand commun diviseur entre A'1 

et В" y es i J"—yx-—т. l e plus grand commun diviseur entre A et В , 
est donc , D = J <f' J " ~ 3 j 4 x 3 (r"-f-1 ) ( r . r — i )• 

^Зо1;. 7 3 mr trouver le phis grand commun diviseur entre deux po
lynômes Pet Q, qui renferment des coercions numériques fraction
naires et des exposans négatifs , on multipliera P et Q par une quantité 
MN, telle que les produits y PM]\r , QMN, ne contiennent que des 
cocjfciens numériques entiers et des exposans positifs. IV désignera le 
fjlus petit nombre divisible par tous les dénominateurs numériques 
(A . no 18-i), et pour former M, on prendra les lettres, a, h, с , etc. , 
qui seront affectées d'exposans négatifs, — se} —С, —y, etc. ; la valeur 

deЛ/sera, a b**с etc. On cherchera le plus grand, commun divi
seur d, entre PM I\r et QllIJY (n° З06). Le plus grand commun diviseur 

d T T 

entre P et Q, sera / ^j~y- l > a r exemple, soit , P— -y-1 х-}- ~ (1 — J " ~ ' 2 ) — 

~y~2x~* et Q—z ^- — ~ у—йх~3 'y on multipliera P et Q par ny'x* ; eo 

qui donnera les polynômes, A", B'', du n p 3oC ; le plus grand commun 

diviseur demande sera donc c'est-à-dire 

З08. Pour réduire une fraction algébrique à sa pins simple expres
sion} il suffit de diviser les deux termes de cette fraction, par leur 



plus grand commun diviseur. La fraction qui en résulte est irrcduc-

lible , (uo 2 8 9 , 3 U ) . 

Théorie generale des équations. 

3OQ. D a n s l a théorie générale des équations, 011 se p r o p o s e d e r é s o u d r e 

les é q u a t i o n s d e t o u s les d e g r e s , et d e f a i r e c o n n a î t r e les p r o p r i é t é s de ces 

é q u a t i o n s . P o u r r é s o u d r e p l u s i e u r s é q u a t i o n s e n t r e p l u s i e u r s i n c o n n u e s , o n 

c h e r c h e d ' a b o r d à f a i r e d i s p a r a î t r e le p l u s g r a n d n o m b i e d ' i r . c f nr, n.^'j p ^ s h M e . 

T e l est l e b u t d e VElimination. I l reste e n s u i t e à l é s o u d r e les é q u a i n / n s a u x 

q u e l l e s o n p a r v i e n t . L a t h é o r i e des é q u a t i o n s se d i v i s e d o n c n a t u r i i e n u - n r e a 

t r o i s p a r t i e s \ Y'élimination , les propriétés des équations , et la rc;-du lion, 

des équations. N o u s f e r o n s d ' a b o r d c o n n a î t r e u n e notation q u i j e t t e r a n u 

g r a n d j o u r s u r c e l t e t h é o r i e . 

3 i o . Pour exprimer que la valeur d?une quantité dépend de celle d^unc 

autre quantité, on dit que la première quantité est FONCTION de b: semt.'de. 

A i n s i , d a n s l ' é q u a t i o n , y — x ~\- 1 , l a v a l e u r de y d é p e n d a n t d e c e l i e d e . r , 

o n d i t q u e y eut Jonction d e x et l ' o n é c r i t ,y—F (x). Lorsqu'on 7 tut con

sidérer, dans un même calcul , des fonctions différentes , on les distingue 

par la firme de la lettre F et quand des fonctions sont compesées de 

la manie manière, on conserve le même signe de fonction. A i n s i , F (x) 

etf(x) , d é s i g n e n t des f o n c t i o n s d i f f é r e n t e s d e x , t a n d i s q u e f (x) etf(z) 

s o n t des f o n c t i o n s c o m p o s é e s d e l a m ê m e m a n i è r e , l ' u n e en x, l ' a u t r e e n z ; d e 

s o r t e que f (z) est ce q u e devient f (x) , q u a n d o n c h a n g e x e n z. P a r e x e m -

V{*>fW—x%> d o n n e / ( s ) == s » , f (a) = a\ / ( i — j r ) = ( 1 — x)>. 

31 î . I N o u s d i s t i n g u e r o n s d e u x sortes d ' é g a l i te s ; s a v o i r : les équations et les 

identités. Une ÉQUATION en x sera une égalité qui rfaura lieu que pour 

des valeurs particulières de x. Une IDENTITÉ en x, sera une égalité qui 

sera vraie , quel que soit x. N o u s c o n s e r v e r o n s l e signe ~ p o u r les é q u a 

t i o n s et l e signe-riz, p l a c é e n t r e d e u x q u a n t i t é s , i n d i q u e r a q u e ces q u a n t i t é s 

s o n t identiques. A i n s i , x -f- 2 — 5 , s e r a u n e équation , c t x -f- 2 ^ x 2 y 

s e r a u n e identité , c a r l a p r e m i è r e é g a l i t é n ' e s t v i a i e q u e p o u r x — 3 , t a n d i s 

q u e l a s e c o n d e s u b s i s t e q u e l q u e s o i t x. 

3 i 2 . Dans l'identité (T)... a -f- bx -+- c x* -+- etc. ^2 A+Bx-^Cx'1 -+-etc.r 

on a toujours , a — A, b — B, c =• C, etc. E n e f f e t ; cet te i d e n t i t é é t a n t 

v r a i e q u e l q u e s o i t x et les c o e f ï i e i e n s , a, b, c , e t c . , A, B, C, e t c . , é t a n t i n d é -

p e n d a n s de x ; s i l ' o n f ; u t x — o , les c o e l ï ï c i e n s ne c h a n g e r o n t p a s et T o n a u r a , 

a = A ; l ' i d e n t i t é (1) d e v i e n d r a , bx -f- c x ' - ^ - e t c . rfc Bx-\- Cx* etc. , o u 

b + ex -f- etc . r^p B -+• C x -f- e t c . D o n c , p a r l a m ê m e r a i s o n , b=. B. E t 

a i n s i de s u i t e . L e p r i n c i p e est d o n c d é m o n t r e (f). 

(*) O n p e u t d é m o n t r e r ce p r i n c i p e d e l a n a n i è r e s u i v a n t e . L ' i d e n t i t é ( i ) 

d o n n e , ( a ) . . . . a — B — b) x -f- [C — V ) x2 -h e tc . S i les c o e í í k i c n s , A, a > 



3i3. Quand Phypothcsc x ~~ et , réduit le polynôme ...... 

a w + p n , _ I + . . . - f " M ' + ^ o zéro, ce polynôme est exactement divisible par 

(x—et ), et lorsque x •= a, ne le réduit pas à zéro , il n'est pets divisible 

par x—ut. La réciproque est vraie (**).. En effet ; la division du polynôme, 
par x—a., conduira à un reste R indépendant de x ( n ° 6 o ) . Nommant Q 

Je quotient obtenu , on aura 

(i) . . . xm -r-pxm~l -\-qxm~* + . . . H - ^ x - f l^z (x — et) Q-f-7?, (n° 5;). 

Or, cette identité est vraie quel que soit x , et Q ne contient que des puis
sances positives de x. Supposant donc x — et ; deviendra un nombre , 
le reste R ne changera pas, etTidentité (i) deviendra;.... 

( 2 ) . . . . -f- p * m ~ 1 -h q *-m - 2-h..-hs*-t-trfcR. 

Cela posé : lorsque .r— et, réduira xm -f- etc. , à zéro, le premier membre 
de l'identité (2) sera zéro ; le reste R sera donc zéro ; le polynôme sera donc 
divisible par x — et.Quand x => et, ne réduira pas le polynôme à zéro, la valeur 
de R ne sera pas nulle ; le polynôme ne sera donc pas divisible par x — et, 
î^ans ce cas, on obtient le reste de la division du polynôme xm-\~pxni~~l-{-clc.9 

par x—et, eu faisant x=ct dans ce polynôme. Réciproquement; si xm -f- etc. , 
est divisible par .r •—• et ; R sera nul ; ctm -f- p etm —1 -f-etc., sera donc nul ; 
x = et, réduira donc le polynôme à zéro. Quand xm -f- etc., ne sera pas di
visible par x — et , R ne sera pas nul ; etm -f- pet m ~ * -f- etc., ne sera donc 
pas nul; x = et ne réduira donc pas le polynôme à zéro. Ce qui démontre 
le principe énoncé. 

31 -f» Lorsque, et, C , y• , etc. , désignant des quantités différentes , les 

hypothèses, x=et,x—£, a~y,ctc, réduisent le polynôme,xm-t-j>xm—I-t-ele.y 

h zéro ; ce polynôme est divisible par le produit (x—et)[x—C)(x—y) etc. , 

( n o s 313 et 2 9 2 ) . La réciproque est vraie. 

3i5. Le principe du n° 3 i 3 , donne le moyen de reconnaître dans quel cas 

n'étaient pas égaux, la différence a — A serait une quantité finie eT.Or,;r=: o 
réduit le 2 e membre de l'identité (2) à zéro ; on pourrait donc donner à x une 
valeur assez petite pour que le 2 e membre de cette identité fût moindre que <f. 
L'identité (2) ne serait donc pas vraie , quel que fût ; ce qui est contre l'hy-
pothèse ; il ne peut donc pas exister de différence entre A et a. Donc , A = a. 
L'identité fi) donne alors , b -f- c x -f- etc.-^J5-f- Cr-f-ctc. ; donc, par la même 
raison , 11 — b; et ainsi de suite. 

C*) m designerà toujours un nombre entier positif. Le principe énoncé 
ne serait plus vrai si le polynôme contenait des radicaux. Par exemple, x=z et 

réduit le polynôme x— et -f- \/x — et, àzèro, et cependant ce polynôme n'est 
pas divisible par.r — et. Il est divisible par \^ x —> et, car , 



xm dt etm, est divisible par, x zïz et ; ( «t est positif). On en déduit cette règle 
générale. Quand m est pair ; xm — ctm est divisible par x — et et par x-{-ety 

car x — etet x =i —. et, réduisent xm—etm à zéro ; xm-\-ctm , n'est divisible 

par aucuns des binômes , x -f- et, x— et. Quandm est impair ; xm — <*TO 

est divisible par x — e t ; xm — etm n'est pas divisible par x + <*; xm + °-m 

est divisible par x^- et etx™ - f -<t m n'est pas divisible par x — <*. Le quo
tient de la division de xm — etm , par x — e t , est 

a - m - i 4 . a i » i - î *>f-> et*jLH*—-3 - f , - f . etm~*X - f - « t w " " 1 > 

car ce quotient, multiplié par x*— et, donne xm — ctm. 

Th eorie de l'élimination. 

3i6. L'équation générale du degré m, entre deux inconnues x et y , est.. « 

( i ) . .xm-\-{a-\-by) x^-J-i- (c-\-dy+ey*) x»1-* + ...-f- {p+qy-h • . - K / 7 * ) — o , 

car la plus forte somme des exposans de ar et y, dans chaque terme , 
est m ( n° 79). L'équation générale du degré n , entre x et y , sera.... 

( 2 ) . . ¿r«-f. (¿i, -\-bif) *«-*-f- . . . + ( p I - f - í 7 l j + . . + í i : r » ) = o (*). 

Soit proposé éliminer x entre ces équations. Lorsqu'on pourra résoudre 
l'une des équations (1), (a), par rapport h x, la substitution de la valeur de x , 
dans l'autre équation , conduira à Véquationjfinale en y. Mais, cette opéra
tion n'étant pas toujours possible , nous allons voir comment on peut parvenir 
à l'équation finale, sans résoudre les équations proposées. Nous désignerons 
les premiers membres de ces équations, par F (x, y) etf { x 9 y) i c e cin^ 
donnera, ( 3 ) . . . F ( x , y)*=o, (4)-• ~,f ) = o. 

Les valeurs de x , ^ , qui satisfont à ces équations , devant rendre les pre
miers membres identiquement nuls ; si x =5 et et y — C, est une solution des 
équations (3) et (4), on a n r a / r ( c t , C ) =f=o ctf(et, C ) 4=0. Mais, au lieu de 
substituer simultanément les valeurs de x et y , on peut mettre d'abord la 
valeur de y et ensuite celle de x ; le dernier résultat sera le même. Faisant 
doncj^ *= C , les fonctions JP1 ( ;r , y) ,f ( ;r , y ), deviendront F ( x , C ) 
etf(x , C ). Ces deux fonctions dea:, seront divisibles par (x — et) , car 
l 'hypothèse ;r = et , doit les réduire h zéro (n° 3i3). Les valeurs â c y , qui 
satisfont aux équations (3) et (4), jouissent donc de la propriété, quand on 
les substitue dans F (x, y) clf(x,y), d'introduire un commun diviseur 
x — et, entre les résultats , F ( x , C ) , /( x , C ) . Réciproquement, lorsque 
l'hypothèse y — Ç' , introduit un commun diviseur x -— et' ' , entre F{ x, C ) 

(*) Nous ne considérerons que les équations dans lesquelles les cocïïkiens 
des inconnues seront des nombres entiers ou fractionnaires, et nous rejette-
tons les valeurs intimes des inconnue*. 
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c t / ( j r , C ) , o n a . f / ^ C ; zh P ( x — * ' ) , et f(x, C ) 4= Q (x — *' ) ; 

L v«,j<Mir d e >* , s a t i s f a i t d o n c a u x e q u a t i o n s p r o p o s é e s , c a r c o m b i n é e 

av< c = , élit; ÏV<\WI F { x , y) etf(x, y), à z e r o . P a r c o n s e q u e n t , s i 

aj;rt\-. a v o i r o r d o n n e Jes p i e m i e r s m e m b r e s d r s e q u a t i o n s ptopose 'es p a r r a p 

p o r t a u x p u i s s a n c e s d é c r o i s s a n t e s d e x, o n c h e r c h e Je p l i , s g r a n d c o m m u n 

cl;vis» ni- e n t r e ces p r e m i e r s m c u i ! res ; l o r s q u ' o n sera p a r v e n u h u n reste R , 

md< p e n d a n t .!e r , t o u t e s Jes v a l e u r s d e y, q u i s a t i s f o n t a u x e q u a t i o n s p r o 

p o s é e s , r é d u i r o n t ce reste h z e r o . L ' é q u a t i o n fl =*o , d o n n e r a d o n c t o u t e s 

K-s v a l e u r s d e y q u i s a t i s f o n t a u x e q u a t i o n s p r o p o s é e s . 

3 1 7 . O n p e u t e n c o t e le d é m o n t r e r d e c e l t e a u t r e m a n i è r e . S i A et B des ! -

g n e n / l:>s p r e m i e r s m e m b r e s d^s e q u a t i o n s ' \ ) et (•>.) , la d i ' - i s i o n de A p a r B , 

d o n n e r ; * u n q u o t i e n t q/ et u n reste ry • ce re.sZe sera, de l a f o î m e 

" / " " ' - r ' ; ' - f - e t c . D a n s l a d i v i s i o n d e /? p a r rf, o n ne p a r v i e n d r a h u n re.s7<; 

d u d e p r e > , — , q u \ ' i , rès a v o i r c a l c u l e d e r x t e r m e s a u q u o t i e n t . M a i s , p o u r 

q n e c e q - i o ' i e n t n e c o n t i e n n e q u e dos p u i s s a n c e s p o s i t i v e s d e y , i l f a u t , à 

c h a q u e d o i s ; o n , m u l t i p l i e r le d i v i d e n d e B , p a r n • ce q u i r e t i e n t à m u l t i 

p l i e r i ? , |)aiv7 /
5 > . O n d i v i s e r a d o n c Ba ? , p a r r y 5 o n o b t i e n d r a u n q u o t i e n t qn 

et u n reste rn—,•:/r~/ w ~ 2 - f - e t c . C e s d i v i s i o n s s u c c e s s i v e s c o n d u i r o n t t o u j o u r s 

à u n reste R , i n d é p e n d a n t d e . r ( n ° 6 o ) . S u p p o s o n s d o n c , q u e l a d i v i s i o n 

' / r t / / 2 i > a r r//? d o n n e l e q u o t i e n t et le reste R i n d é p e n d a n t d e x. O u 

a u r a 

(S)... u4 .5(7, -f- ; ( 6 ) . . . Baê» — r / / , , + r „ ; ( 7 ) . . . r / V = r y / ^ -f-

C e l a p o s e : les e q u a t i o n s , ( 5 ) , ( f i) , (7) , d é m o n t r e n t q u e s i . r = tf.et y=zÇ7 

s a t i s f o n t a u x e q u a t i o n s , A = 0 , /> = 0 , ces v a l e u r s de x et y r é d u i r o n t les 

restes, r , , /•„, A , à z e r o , c a r 1rs q u o t i e n s , q r qtl et qm , n e c o n t e n a n t q u e des 

p u i s s a n c e s p o s i t i v e s dey, l ' h y p o t h è s e y — Ç n e p e u t r e n d r e a u c u n s d e ces 

q u o t i e n s i n f i n i s . 

3 1 8 . Les t'a leurs de x et y, qui satisfont aux équations proposées , 

réduisent doue deux restes consécutifs quelconques, et par conséquent 

tous les restes, à zero. Des valei&s de x et y qui ne réduiraient pas deux 

restes ¡1 zero , ne satisferaient donc pas aux équations proposées ; on 

devra d^nc > e e.'e r ces valeurs. 

3 i g . Des valeurs de x et y, qui réduisent deux restes consécutifs à 

zéro, peuvent ne pas satisfaire aux équations proposées. E n effet j s i 

x~x et > — o , d o n n e n t / , — o et r/f~o : T e q u a l i o n ((>) p r o m e q u e ces v a l e u r s 

r é d u i r o n t Bay- h z e r o ; B p o u r r a d o n c n e p a s ê t re r é d u i t h z e r o , c a r y ~Q 

p e u t r é d u i r e at, h z e r o . D e s v a l e u r s d e x et r , q u i r é d u i s e n t R et r" à z e r o , 

p e u v e n t n e p a s r é d u i r e A et B h z é r o , c a r ces v a l e u r s p e u v e n t r é d u i r e alt à 

z e r o . L ' c q u a t i o n R — o, n'e^t d o n c pc;s t o u j o u r s V equation finale. 

3 2 0 . Quand le reste R , indépendant de x , n\t aucuns facteurs com-

w.uns avec les coefficiens , n, •> n „» d c s premiers termes des diviseurs; 

il=s o est ^equation finale. Et les valeurs de x et y, qui réduisent deux 



restes consécutifs a zéro , satisfont aux équations proposées. E n effet ; 

s i x = et et y = C y r é d u i s e n t R et r / ; à z é r o , les é q u a t i o n s , (7} , (6) et ( 5 ) , 

d é m o n t r e n t q u e r , B cl ¿4 , s e r o n t r é d u i t s à z é r o , c a r y = £ n e p e u t r é d u i r e 

a u e n n d e s c o c f î i e i e n s , , « , , à z é r o . L e s s o l u t i o n s des é q u a t i o n s , yl. => o , 

J$ = o} s o n t d o n c a l o r s les m ê m e s q u e c e l l e s des é q u a t i o n s p l u s s i m p l e s 

Jt = o j o. f7/ze valeur de y , Zire'e <ie Véquation. H =• o , se/v* donc 

bonne, lorsqu'elle ne réduira à zéro , aucuns des coejficiens, a n aJt, des 

premiers termes des restes. 

3 2 i . T o u t e s les v a l e u r s d e y, q u i s a t i s f o n t a u x é q u a t i o n s p r o p o s é e s , 

( 3 ) . . . F(x}y)=o, (4)«* / ( ^ > J " ) — o , r é d u i s e n t le reste li i n d é p e n d a n t 

d e x, a z é r o 5 m a i s l ' é q u a t i o n R — o, p e u t d o n n e ç des v a l e u r s d e y q u i n e 

s a t i s f o n t pas a u x é q u a t i o n s p r o p o s é e s (n° 3 i ( ) \ P o u r r c c o n n a ï t i e s i u n e v a l e u r 

y •=• Q , t i rée d e R—o, s a t i s f a i t a u x é q u a t i o n s (3) et (4) j o n s u p p o s e y=»C, 

d a n s F(x,y) clf(x,y). Q u a n d les r é s u l t a t s , F(x, C), f(x, C ) , o n t 

u n c o m m u n d i v i s e u r o [x), l a v a l e u r y = « est b o n n e , c a r c o m b i n é e a v e c 

l ' u n e q u e l c o n q u e des r a c i n e s d e l ' é q u a t i o n <j>(.r) = o , e l l e r é d u i t F (x, y) et 

f{x, y), à z é r o . L o r s q u e F (x, C) et f (x, £ ) 0 n ' o n t p a s d e c o m m u n d i v i 

s e u r e n x, l a v a l e u r j ' ^ C n e c o n v i e n t p a s a u x é q u a t i o n s p r o p o s é e s . 

3-22. O n e n d é d u i t ce t te r è g l e g é n é r a l e : Pour éliminer x entre les èqua-

lions , F(x,y) = o,f(x,y)—o; ordonnez les polynômes F ( x , y)9 

f{xiy)> suivant les puissances décroissantes de x, et opérez comme 

si vous cherchiez le plus grand commun diviseur entre ces polynômes, 

JVe supprimez aucun facteur algébrique et multipliez las dividendes par 

des fonctions de y telles que les quotiens ne renferment que des puis

sances positives de y. Continuez les divisions jusqu'au reste R, indé

pendant de x. L'équation R~o, donnera toutes les valeurs de y qui 

satisfont aux équations proposées. Cette équation pourra donner des 

valeurs étrangères de y. Pour reconnaître si une racine y = C ,de jfê = o > 

satisfait aux équations proposées , on fera yz=z£ dans ces équations ; 

et suivant que les résultats, F(x, Ç),f(x, C), auront un commun 

diviseur en x, ou n'en auront pas; la valeur y = C} conviendra ou ne 

conviendra pas, aux éqnations proposées. Quand y = C donne un com

mun diviseur <$>(x); les valeurs de x qui répondent a y—Ç , sont les 

racines de l'équation 9 (x) = o , (*) . P a r c o n s é q u e n t , lorsqu'on saura ré

soudre Içs équations à une seule inconnue, R = o, <?> (.r) =•= o ; on en 

déduira toutes les solutions des équations proposées. 

3 2 3 . Si les n couples , x = a l , y^=.Cx ; x — <*.a, y ~ £2 ; . . • ; x =• a« t 

(f) P o u r t r o u v e r l e s v a l e u r s d e x , q u i r é p o n d e n t h y = C , i l suff it d e f a i r e 

y = C , d a n s les restes s u c c e s s i f s , à p a r t i r d u d e r n i e r ; s i le p r e m i e r reste 

q u i n ' e s t p a s r é d u i t à z é r o est /• ; o n c h e r c h e r a les r a c i n e s , ett , et* , e t c . , 

d e l ' é q u a t i o n r s = o . P a i n i i ces v a l e u r s d e x, ce l les q u i r é d u h o n t ; F{x, C ) 

e t f(x, C ) , à z é r o , s e r o n t les v a l e u r s d e m a n d é e s . 



y = Cn , satisfont aux équations , F (x , y) =0 , f (x , y) = O] c£ si 

aucunes autres valeurs de x et y ne peuvent satisfaire a ces équations ; 

Inéquation finale en y sera (y —- Ci ) ( y — C 2 ) . . . {y — C« ) = 0 et Iné

quation finale en x sera (x — al ) ( x — et.*) ... (x — ctn ) = o . Q u a n d 

Ci — C,, l ' é q u a t i o n f i n a l e c n y c o n t i e n t le f a c t e u r (y — C , ) a et les v a l e u r s 

( le x, c o r r e s p o n d a n t e s à y = s o n t ati et ct2. E n g é n é r a l , lorsque p 

'valeurs de x, correspondent à y = C, Véquation finale en. y contient 

le facteur {y — C )P. De sorte que les équations finales en x et en y, 

sont toujours du même degré. 

* 3 2 4 . Quand r valeurs de x, répondent à y = C; le plus grand 

eommun diviseur entre F(x, C) et f ( x, C), est un polynôme du 

degré r, de la forme xr -f- pxr~~l -f- etc. Les racines de Véquation 

a r -f- pxr~1 -f- etc. = o , sojit les r valeurs de x qui correspondent a 

y =s C. Réciproquement , lorsque y = C introduit un plus grand com

mun diviseur du degré r, entre F(x, C) etf(x, C ) ; on doit en con

clure que r valeurs de x correspondent à y — Ç; le plus grand com-

ynun diviseur égalé a zéro, détermine ces valeurs de x. E n e f fe t ; s i 

1rs r v a l e u r s d e x, q u i r é p o n d e n t à y = C , s o n t ctt , a2, . . . , ctr, les h y p o 

t h è s e s , x~ et. , x = a 2 , . . , x = ctr , r é d u i r o n t F (x, , et f(x, C) à z é r o ; et 

ces v a l e u r s d e x s e r o n t les s e u l e s q u i r é d u i r o n t ces f o n c t i o n s d e x à z é r o . L e 

p l u s g r a n d c o m m u n d i v i s e u r e n t r e F(x, C) et f(x, C ) , s e r a d o n c l e 

p o l y n ô m e d u d e g r é r , (x— * i ) ( x — tt2 ) . . . (x • — c t r ) . C e p o l y n ô m e , 

«•'gale à z é r o , d o n n e r a , .r — <*i , = fita , . . x — et,-. R é c i p r o q u e m e n t , 

l o r s q u e y—Ç, i n t r o d u i t u n p l u s g r a n d c o m m u n d i v i s e u r : r» ' - f -px r — 1 -f- e t c . , 

e n t r e F(x , C) et f{x, C ), les r r a c i n e s , d e l ' é q u a t i o n xr-\~pxr—1 -f- e t c . = 0, 

r é d u i s e n t F(x, C) et f(x , C ) à z é r o . C e s r a c i n e s s o n t d o n c les v a l e u r s 

d e x q u i r é p o n d e n t à 7- = £\ D a n s ce c a s , l ' é q u a t i o n f i n a l e en y , c o n t i e n t l e 

f a c t e u r (y — C ) r , ( n ° 3 2 3 ) . 

3 i 5 . Lorsque dans la recherche du plus grand commun diviseur entre 

les premiers membres F(x, y), f(x, y), des équations ( 1 ) , ( 2 ) , du 

n ° 3 i G , on est parvenu au reste R, indépendant de x, il peut arriver 

trois cas ; i ° . Quand R n^est pas identiquement nul, les fonctions 

F (x, y), f(x , y), rtont pas de commun diviseur. E n ef fet ; sMl e x i s 

t a i t n n c o m m u n d i v i s e u r d e n t r e ces f o n c t i o n s ; d d i v i s e r a i t R; d s e r a i t d o n c 

i n d é p e n d a n t d e x, c a r / ? n e c o n t i e n t p a s a ; les p r e m i e r s m e m b r e s d e s é q u a 

t i o n s (1) et (2) d u n ° 3 ï ( ) , a u r a i e n t d o n c u n d i v i s e u r i n d é p e n d a n t d e x ; c e 

q u i est i m p o s s i b l e ( n ° 6 * 2 ) ; 2» . Quand R est un nombre, les équations 

proposées so?it contradictoires , c ' e s t - à - d i r e , q u ' a u c u n e s v a l e u r s r é e l l e s o u . 

i m a g i n a i r e s de x et y, n e p e u v e n t s a t i s f a i r e c n m ê m e t e m s à ces é q u a t i o n s , 

c a r i e s s e u l e s v a l e u r s d e y , q u i p u i s s e n t c o n v e n i r a u x é q u a t i o n s p r o p o s é e s , 

s o n t c e l h s q u i r é d u i s e n t R à z é r o , ( n ° 3 ï 8 ) ; 3 ° . L,orsque R est identique

ment nul, les équations admettent une infinité de solutions communes. 

E n e f f e t ; l e reste é t a n t nul, F (x, y) ctf(x9y), o n t u n p l u s g r a n d 



c o m m u n d i v i s e u r D. O n a d o n c F(x ,y) = M / ) = o etf(x, y) ==7VZ) = O o 

O n s a t i s f a i t à ces é q u a t i o n s e n é g a k t n t M et W à z é r o , o u e n s u p p o s a n t 

D =3 o. L e s é q u a t i o n s , M=so , i \ r = î o , f o u r n i r o n t d e s s o l u t i o n s des é q u a 

t i o n s p r o p o s é e s . L ' é q u a t i o n D~o, d o n n e r a u n e i n f i n i t é d e s o l u t i o n s des 

m ê m e s é q u a t i o n s ; q u a n d D c o n t i e n d r a x. et y , o n d o n n e r a d e s v a l e u r s a r 

b i t r a i r e s h x , et D = » o d é t e r m i n e r a l e s v a l e u r s c o r r e s p o n d a n t e s dey$ l o r s 

q u e D s e r a i n d é p e n d a n t d e y , les v a l e u r s d e x} t i rées d e D = o, s a t i s f e r o n t 

a u x é q u a t i o n s p r o p o s é e s , q u e l q u e s o i t y ; d e s o r t e q u e y s e r a i n d é t e r m i n é , 

n e p e u t être i n d é p e n d a n t d e x ( i 0 . ) . 

3 i 6 , Lorsque p et q désignant des fonctions de y, les équations pro

posées sont ^pxm -\- etc. = o , et qxn -f- etc. =s o ; /es premiers membres 

de ces équations peuvent avoir un commun diviseur D, fonction de y. 

D i v i s a n t pxm -f- e t c . , et qxn -{- e t c . , p a r D, o n o b t i e n d r a des q u o t i e n s M 

et JV' L e s v a l e u r s d e j ^ , d é d u i t e s d e D == o, s a t i s f e r o n t a u x é q u a t i o n s p r o 

p o s é e s , q u e l q u e s o i t a ; d e s o r t e q u e x s e r a i n d é t e r m i n é . L e s a u t r e s s o l u 

t i o n s des é q u a t i o n s p r o p o s é e s , s e r o n t f o u r n i e s p a r les é q u a t i o n s , / ) i s » o , 

i V ^ o . A p p l i q u o n s c e t t e t h é o r i e g é n é r a l e a d e s e x e m p l e s . 

I e r Exemple. P o u r é l i m i n e r x e n t r e les é q u a t i o n s . . 

a 3 — — — Ï r=o , X2 — 2 ( / - f -I ) ^ - f ( j K 2 + 2 / — 3 ) =; Q , 

o n c h e r c h e r a le p l u s g r a n d c o m m u n d i v i s e u r e n t r e les p r e m i e r s m e m b r e s 

d e ces é q u a t i o n s . L e d i v i s e u r d u p r e m i e r d e g r é e n x, s e r a „ 

( y-+-i)x—(y^-h^y— i ) , et le reste i n d é p e n d a n t d e x sera y'*-{-iy ; ce reste 

n ' a y a n t p a s d e f a c t e u r s c o m m u n s a v e c les c o e f l i c i e i i s , i et y-hi , des p r e 

m i e r s t e r m e s d e s d i v i s e u r s , y* + %y =PS o , s e r a V équation finale ( n ° 3 2 o ) . 

L e s v a l e u r s d e s i n c o n n u e s d é p e n d r o n t des é q u a t i o n s , y"1 - f . iy = o , 

(y-\-ï)x—(j^2-f-2y—-i)=o. L a i r e d o n n e , v = o e t y = — 2 ; les v a l e u r s c o r r e s p o n 

d a n t e s d e x, f o u r n i e s p a r l a 2 e é q u a t i o n , s o n t ' — 1 et - f - i . D e s o r t e q u e l ' é q u a 

t i o n f i n a l e e n x e s t , ( x - f - 1 ) ( x — 1 ) = o. 

2 e Exemple. L ' é l i m i n a t i o n d e x e n t r e les é q u a t i o n s . . . . 

( 1 ) . . . ( y — I ) x 3 4 - ( j T a + (ty2 - f - J " — 2 ) :r-f~ 2 j = o, 

( a ) . . . ( j — 1 ) * 2 + O a + . r ) * G V 2 — * 1 ) = 0 > 

c o n d u i t a u d i v i s e u r (y — 1 ) x -f- iy et l e rcsZe i n d é p e n d a n t d e .r c s ï 

y2 — r . ç ; e r e s t e a y a n t u n f a c t e u r c o m m u n y — • 1 , avec l e c o e f f i c i e n t d u 

p r e m i e r t e r m e d e c h a q u e d i v i s e u r , l ' é q u a t i o n y* — 1 — o , p e u t c o n t e n i r d e s 

valeurs étrangères de y (n° 3 1 9 ) . E t e n effet ( n ° 3 i 8 ) , les s o l u t i o n s d e s 

é q u a t i o n s (i) et ( 2 ) , d o i v e n t s a t i s f a i r e a u x é q u a t i o n s ( 3 ) . . . y* — 1 = o, 

( 4 ) . . • (y — 1 ) x - f 2v" = o . L ' é q u a t i o n (3) , d o n n e y = -f- 1 et y — — . 1 -

l a v a l e u r j " = 1 d o i t être r e j e t é e , c a r e l l e r é d u i t l ' é q u a t i o n (4) à 2 t = o. L a 

v a l e u r y = — 1 est b o n n e , c a r e l le n e r é d u i t à z é r o a u c u n s des c o e f n c i e n s 

des p r e m i e r s t e r n i e s d e s d i v i s e u r s ( n ° 3 2 o ) ; f a i s a n t y ~ — r , d a n s l ' é q u a -

l i o n (4; , l a v a l e u r c o n e s p o u d u m e d e x, - c r u —= 1. D e * o u e q u e les équ.»-



t i o n s ( i ) , ( 2 ) , n ' a d m e t t e n t q u e l a s o l u t i o n c o m m u n e , y = — ï , xr=i—15 

1 é q u a t i o n f i n a l e e n y est d o n c y-h 1 = 0 . 

3 e Exemple. S o i e n t . . . . 

( 5 ) . . . x 2 — 4 r - r "+- 4.y' 2 — 1 — o , et . r * — 4 >- r 4>~" -f- I =3 o . 

L ' é l i m i n a t i o n d e a: e n t r e ces é q u a t i o n s , c o n d u i t à u n reste n u m é r i q u e . Les 

équations (5) sont donc contradictoires , c a r les v a l e u r s d e f q u i s a t i s f o n t 

a u x p r o p o s é e s , d e v r a i e n t r é d u i r e ce reste à z é r o . E t cri e f f e t , les é q u a t i o n s (5) 

e x p r i m e n t ces c o n d i t i o n s i n c o m p a t i b l e s , (x — iy ) 2 — - 1 , ( x — iy ) 2 = — 1. 

4 e Exemple. S i les é q u a t i o n s p r o p o s é e s s o n t . . . . 

(6)... x^-{-yx'}—-{y2-^i)x—[y3—y)—o, x3—yx2—C^^+fy'-r-Q) (x—y)—o f 

le reste, indépendant de x, sera identiquement nul; d e s o r t e q u e la 

valeur de y sera indéterminée. E t e n effet , les p r e m i e r s m e m b r e s d e » 

é q u a t i o n s ( G ) , a y a n t l e f a c t e u r c o m m u n x — y, o n s a t i s f a i t à ces é q u a t i o n s 

e n d o n n a n t des v a l e u r s a r b i t r a i r e s a y et p r e n a n t x—y. O n t r o u v e r a a i n s i 

u n e i n f i n i t é d e s o l u t i o n s d e s é q u a t i o n s {G) ; m a i s c e p e n d a n t , i l e x i s t c i a 

d ' a n t r e s s o l u t i o n s . P o u r les d é c o u v r i r , o n s u p p r i m e r a le f a c t e u r c o m m u n 

x — y y et les é q u a t i o n s (6) d e v i e n d r o n t . . . . 

x2 -f- lyx ~hy2 — 1 = 0 , x 2 — (y2 -f- 6 y -f- 9 ) = o . 

E l i m i n a n t x e n t r e ces é q u a t i o n s , les d e u x d e r n i e r s restes s e r o n t 9 

yx -f- (y'2 -h- oy -+- 4 ) c t y 1 3 / 2 * E g a l a n t ces d e u x restes à z é r o , o n 

t r o u v e r a , y = — 2 et y — — 1 ; les v a l e u r s c o r r e s p o n d a n t e s d e x s e r o n t 

-f- 1 et -4-2. D e s o r t e q u e les é q u a t i o n s (5) a d m e t t e n t e n c o r e ces d e u x n o u 

v e l l e s s o l u t i o n s . 

Lorsque dans le cours des divisions, on. appercoit un facteur p, com

mun a taus les termes de l'un des restes, on peut simplifier les calculs 

relatifs h P éliminât ion. E n e f f e t ; s i d e u x restes c o n s é c u t i f s , rt et r//} s o n t 

tels q u e /'„ — pR/f, les v a l e u r s d e x et y, q u i s a t i s f e r o n t a u x é q u a t i o n s p r o 

p o s é e s , r é d u i r o n t rt et rn a z é r o ( n ° 3 i 8 ) . O n p o u r r a d o n c c o m b i n e r , rt — o 

a v e c p^=zo, et = o avec Rr = o. P a r m i les s o l u t i o n s des é q u a t i o n s , r, — o, 

p = o , o n c h o i s i r a c e l l e s q u i s a t i s f o n t a u x é q u a t i o n s p r o p o s é e s , et les a u t r e s 

s o l u t i o n s d é p e n d r o n t des é q u a t i o n s p l u s s i m p l e s , /*, r = o , Rit—o. O n d i v i 

s e r a d o n c r p a r Rn ; c i a i n s i d e s u i t e . P a r e x e m p l e , p o u r o b t e n i r les s o l u 

t i o n s des é q u a t i o n s . . . . 

{ï)... - r 3 -f- iyx 2 -f- (yr 2 — 4> -) .r - f - r 2 — - \ = o , a 2 -f- 2 ; 'x -f- ( 2 j 2 — 5 / - f - 2 ) = 0 , 

o n d é s i g n e r a les p r e m i e r s m e m b r e s p a r si et B. et T o n d i v i s e r a ^/ p a r # 9 

l e reste r„— (y — 2 ) x -f- ( r 2 — 4 ) ; c o n t e n a n t le f a c t e u r r — 2 , o n e s s a i e r a 

les v a l e u r s d e x et y q u i s a t i s f o n t àVwc é q u a t i o n s , r — 2 = 0 , B — o . L a 

v a l e u r y = 2 , d o n n e r a , r = o et x — — 4- ^ e s d e u x s o l u t i o n s c o n v i e n n e n t 

a u x é q u a t i o n s (7). P o u r t r o u v e r les a u t r e s s o l u t i o n s , o n d i v i s e r a rtt p a r 



v — - 2 ; le q u o t i e n t s e r a x -f- f y -f- 2 ) . D i v i s a n t 7 ? , p a r .r -f- ( y -f- 2 ) , le 

reste s e r a — 5y -f- 6 . L e s é q u a t i o n s y9 — 5 y - f - 6 ~ o , .r -f- ( y -f- 2 ) = of 

d o n n e r o n t , y =2, . r = - — 4 e t 7* ^ 3 , . r = — ' 5 . C e s d e u x couples s a t i s 

f o n t a u x é q u a t i o n s (7) . L e s v a l e u r s d e r s o n t d o n c , -f- 2 , -f- 2 , -f- 2 , -f- 3 , 

et les v a l e u r s c o r r e s p o n d a n t e s d e x s o n t , o , — 4 > — 4 ? — ^ ' L ' é q u a t i o n 

f i n a l e e n r est d o n c ( y — 2)^ ( y — 3 ) — o , o n — t ) y ' , - t - 3 o y 7 — 4 l ' > r ~ t ' ' 2 i — ° * 

* 3 2 7 . P o u r d é t e r m i n e r les v a l e u r s d e , x, y , s , q u i s a t i s f o n t a u x é q u a 

t i o n s , F(x, y, z ) — o , / ( x , j y , z ) = o , <p ( . r , y , z ) = o , o n e l i m i n e i a 

s u c c e s s i v e m e n t z, e n t r e les d e u x p r e m i è r e s é q u a t i o n s , et e n t r e les d e x 

d e r n i è r e s . C e q u i d o n n e r a d e u x é q u a t i o n s e n x et y, q u e l ' o n t r a i t e r a 

d ' a p r è s les m é t h o d e s p r é c é d e n t e s . O n o p é r e r a d ' u n e m a n i è r e s e m b l a b l e - f 

p o u r résoudre ni équations entre ni inconnues. O n p a r v i e n d r a h u n e 

é q u a t i o n a u n e s e u l e inconnue. C e t t e é q u a t i o n sera q u e l q u e f o i s c o m p l i q u é e 

d e f a c t e u r s é t r a n g e r s ( n ° 3 1 9 ) , m a i s e l l e d o n n e r a t o u t e s les v a l e u r s d e 

Y inconnue* 

Résolution des équations numériques , à une seule inconnue. 

3 2 S . C e q u i p r é c è d e d o n n a n t l e m o y e n d e c a l c u l e r Véquation finale q u i 

r é s u l t e d e l ' é l i m i n a t i o n d ' u n e i n c o n n u e e n t r e d e u x é q u a t i o n s et d e u x i n 

c o n n u e s , n o u s s o m m e s c o n d u i t s a résoudre une équation a une seule in

connue. TSous a v o n s o b t e n u des f o r m u l e s g é n é r a l e s p o u r r é s o u d r e les é q u a 

t i o n s d u p r e m i e r et d u s e c o n d d e g r é ; i l e x i s i c des f o r m u l e s a n a l o g u e s p o u r 

les é q u a t i o n s d u t r o i s i è m e et d u q u a t r i è m e d e g r é ; m a i s q u a n d les é q u a t i o n s 

p a s s e n t le q u a t r i è m e d e g r é ; o n n e c o n n a î t p a s d e m é t h o d e g é n é r a l e p o u r 

l e s r é s o u d r e . C ' e s t - à - d i r e q u V v ? ne sait pas trouver les racines en fonction 

îles coefficiens. O n est c e p e n d a n t c e r t a i n q u e les racines sont des fonctions 

des coefîciens, c a r u n des e o e f u c i e n s v a r i a n t , l ' i n c o n n u e c h a n g e d e v a l e u r . E n 

t'ITet ; s i x—ct, p o u v a i t s a t i s f a i r e a u x é q n a l i o n s x5-{-j)x-{-q—o, x5-hp x-j~q=or 

o n a u r a i t etr> -f- pet -f- q rr= o et et5 -f-/>/t-f-^/ = o ; r e t r a n c h a n t ces d e u x é q u a -

t i o : s l ' u n e de l ' a n t r e , o n t r o u v e r a i t et • p— py)=zo: ce q u i est i m p o s s i b l e , 

p u i s q u ' a u c u n des faetcr . rs et, et, p—pJ, n ' e s t z é r o . IVo'us r i i o n s v o i r qnil 

existe une méthode g-'ni. raie, pour calculer les racines réelles fies équa

tions numériques de tous les degrés. JNOHS c o m m e n c e r o n s p a r les r a c i n e s 

« o m m e n s u r a b i e s , p a r c e q u e ces r a c i n e s s o n t les p i n s f a c i l e s à o b t e n i r . 

Rn ci nés comm e ns 11 ta b les. 

32Ç). T^a recherclie des racines c tmmensnrabfes . r e p o s e s u r des p r i n c i p e s 

q u e n o u s a l l o n s d ' a b o r d é t a b l i r . 7 o u i e équation numérique du degré m, 

ii une seule inconnue , peut être ramenée a la forme... 

( ï ) . . . x™ -f- pxm - I -f- qzm—2 -f- . . . -ï-sx -f-1 — o. 

Les coefîciens p , q . . .., s, f , étant des nombres entiers, positifs 



OM négatifs. En effet; la règle du n« 7 8 , donnant le moyen de faire dis
paraître les dénominateurs contenus dans une équation, toute équation en 
y, pourraêtre ramenée à la forme ( 2 } . . . aym-r-bym—z -\-cym-*-{-.. .-f-Aj/"H-/=oj 

OC 
a,b, c , . , . , A , / , étant des nombres entiers. Soit y = - ; z sera une in-

z 

déterminée et l'on aura... 

x 

Posant z — a, d'où y = —• , l'équation en x sera de la forme de l'equa-
5 n 5 

tion (1). Si l'équation était, —y* / + Ï6~ ~ ° ' ° n m u ^ ' P n c r a ^ 

los deux membres par 48, (n° 78) j ce qui donnerait, ioy* — i 4 j r - f - i 5 = o; 
x 

l'hypothèse y = — , conduirait à l'équation x2 — i 4 x - f - 3 o o =* o. Les ra
cines de cette dernière équation, divisées par 2 0 , donneraient les racines 
de l'équation en r . JYous supposerons toujours que l'équation proposée 

sera ramenée h la forme de l'équation (1). 

33o. Quand le coefficient du premier terme d'une équation étant 

l'unité, les coefficiens des autres termes sont des nombres entiers, aucune 

fraction ne peut être racine de cette équation. En effet 5 si une fraction 

irréductible \ était racine de l'équation ( 1 ) , du n° 3 2 g , on aurait . . . . 

d'où , 

•J d o u , • 

bm 

L a fraction irréductible — ( A , n° 371 ) , serait donc égale à un 
nombre entier. Ce qui est absurde. Les racines commensurables de l'é

quation (1) du n° 3iç), sont donc des nombres entiers. 

3 3 1 , L.es racines commensurables de Véquation (1) , divisent le der~ 

nier terme de cette équation. En effet ; si a. désigne une racine commen
surable de l'équation ( 1 ) , CL sera un nombre entier ( no 3 3 o ) , et l'on aura. . . 

d'où 

— sera donc égal à on nombre entier. Ce qui démontre le principe énoncé. 

3 3 2 . Les racines commensurables de l'équation ' 1 ) , ne pouvant se trou
ver que parmi les diviseurs du dernier terme tt on découvrira toutes e«5 



racines en essayant ces diviseurs en plus et en moins. Par exemple , si l 'on 
donne successivement à x les valeurs, dr 2 , — 3 , zh 6, on verra que 
les racines commensurables de l'équation , x 3 — 7X H- 6 = o, sont - f -1 , -f- 2 
et—3.Mais, les diviseurs du dernier terme pouvant être nombreux [A, n° 36o), 
on a cherché une méthode plus abrégée pour distinguer les diviseurs qui 

sont racines. Soit l 'équation, (2). . . x 3 -f- px 2 -f- qx-\- r = oj (p,q9r> 

sont des nombres entiers ). Si et est une racine commensurable de cette 
é q u a t i o n ^ sera un nombre entier (,n° 33o), et l'on aura, ct3-fw^«,2-f-^ra-f-r=o. 

r On en déduira, (3). Cette équation démontre 

que - doit être un nombre entier On ne doit donc essayer que les 

L'équatioi^(4) exprime que le quotient qt, augmenté du coefficient q 

de la \re puissance de x , doit donner une somme divisible par a,, et. 

l'équation (5) dit que ce dernier quotient, augmenté du coefficient p> 

de x 2 , doit donner une somme égale a — et. On devra donc rejeter 

les diviseurs qui ne satisferont pas à ces conditions. Les diviseurs qui 

satisferont à ces conditions , seront racines , car l'équation (5) ayant alors 
l ieu, on en déduira, «t 3-f-p«, 2-f-^ct-f- r = oj ce qui exprime que et est racine 
de l'équation (2). 

Quand et est racine de l'équation (2) , À 3 -r-p«t2 -\-qet -f-r est zéro et la 
division de x 3 -f-px 2-f.<yx-f-r, par x — e t , donne le quotient exact 
x 2 - b - f - ( c t 2 - f - p a t - f q). Mais, en vertu des formules (3) et (4), ce 

quotient devient x 2 — ( ? i l t ? j x — qf. Les quotiens q, et pris 
\_ et y et 

avec des signes contraires, expriment donc les coefficiens de x° et de x 1 , 
dans le quotient de la division de x 3 -f-px a -f- qx - f - r , par x — e t . Des 
raisonnemens analogues étant applicables à une équation d'un degré quel
conque, et les résultats étant de même forme, on peut établir cette règle 
générale : 

333. Pour reconnaître si un diviseur et du dernier terme d'une équa

tion, xm pxm~x -f- etc. — o, est racine de cette équation; divisez te 

dernier terme par ci ; ajoutez au quotient qy, le coefficient de la première 

puissance dé x; divisez la somme par x; le quotient doit être un nombre 

entier qlt; ajoutez à q„ le coefficient de x* et divisez la somme par &; 

le quotient doit être un nombre entier q/|;; continuez a opérer de la même, 

manière; lorsque vous serez parvenu à ajouter le coefficient p , de xm~J > 

la somme devra être égale au nombre et, que vous essayez, pris avec un, 

signe contraire. Tout diviseur qui satisfait à ces m conditions, est racine y 

et les diviseurs qui ne satisfont pas à ces conditions, doivent être rejetés* 

diviseurs du dernier terme r. L'équation (3), donne... « 

et 

file://-/-qet


Quand un terme manque dans Inéquation, on restitue ce terme avec le 

coefficient zéro. On ne soumet pas à ces essais les diviseurs 4 - i et—i , du 

dernier terme, parce qu'il est plus simple de faire x = 4 - i et x —— i , 

dans V équation f proposée. Lorsque et est une racine, le quotient de la 

division de xm-\-pxm—L-\-etc. ,par x—et, est—qt—q nx— q„,x*—.. . 4 - x w - ' , 
On dispose les calculs de manière h essayer tous les diviseurs en même 

temps. Par exemple ; pour trouver les racines commensurables de l'équation 
x 3 —>]x - f - 6 = o ; on mettra cette équation sous la forme 
x 3 4 - o x x 2 — 7 x 4 - 6 — o. S i l'on essaie les diviseurs de 6 , on sera con
duit au calcul suivant : 

Dividendes 4 - 6 - f - G 4 - 6 - f - 6 4 - 6 -f- C . 

Diviseurs — 6 — 3 — 2 4 - 2 + 3 - f - 6 . 

Quotiens ,q. — 1 — 2 — 3 -f- 3 - f - 2 - f - 1. 

Dividendes — 8 — 9 — 10 — 4 — 5 — 6 . 

Quotiens, qti —f- 3 —f- 5 — 2 — 1. 

Dans ce tableau ; la première ligne contient le dernier terme 6 ; la seconde 
ligne renferme les diviseurs du dernier terme. Divisant le premier terme, 
par ces diviseurs , on a placé dessous les quotiens ; ce qui a donné la 3 * 
ligne. Ajoutant, à ces quotiens, le coefficient—7, dex , on a écrit les sommes 
correspondantes, dans la quatrième ligne. Ces sommes, divisées par les di 
viseurs du dernier ternie, ont donné les quotiens contenus dans la cinquième 
ligne. Les sommes — 8 et— 5 , n'étant pas divisibles par — 6 et par 4 - 3 , 
on cn a conclu, que ces diviseurs n'étaient pas racines. Ajoutant aux 
quotiens placés dans la cinquième ligne, le coefficient de x a , qui est zéro, 
les sommes sont, «4- 3 , -f- 5 , — 2 , — 1 ; les sommes - f - 3 et — 2 , étant res
pectivement égales aux diviseurs du dernier terme pris avec des signes 
contraires, on en a conclu, que — 3 et -f- 2 , étaient des racines de Téquation 
proposée. Faisant x = 4 - 1 , on verra que la troisième racine est égale à 
l'unité. Pour former le quotient de la division de x 3 — 7 x 4 - 6 , par (x-f-3), 

on prendra les valeurs de qy et q/t dans la seconde colonne verticale du ta-
Heau 5 ce qui donnera, qy = — 2 et q „ — 3 . Le quotient demandé sera donc 
H—3x4-x2. On trouvera , de la même manière, que les racines commensu-
ïables de l'équation, x 5 — 2 x • » — 1 7 X 3 4 ~ 4 Ü J : 2 4 - 3 o x — 7 2 = 0 , sont 4 - 3 et—4-
Pour déterminer combien de fois les facteurs, ( . , — 3 ) , ( x - H f ) , entrent dans 
l 'équation proposée, on divisera le premier membre par le produit x 2 4 - x — 1 2 
de ces facteurs; le quotient égalé à zéro, donnera x 3 — 3 x 2 — 2 x - f - 6 = o, 
Les racines commensurables de cette équation ne pouvant être que 4 - 3 e t—4; 
on essaiera ces deux nombres; x = 3 satisfera et x~ — 4 ne satisfera pas, 
O n divisera donc x 3 — Zx2—2x4-6, par x — 3 ; le quotient x a — 2 , égatë 



& zéro, donnera x = ^ : Le 1er membre de l'équation proposée est donc 
le produit des facteurs, 

334. Ce qui précède donnant le moyen de supprimer tous les facteurs 
qui correspondent aux racines commensurables; on sera conduit à résoudre 

une équation qui n'aura plus de racines commensurables. L a résolution 
de cette équation, repose sur les principes suivans: 

335. Si toute équation a une racine (*), l'équation du degré m aura 

m racines et ne pourra en avoir un plus grand nombre. E n effet ; soit 
l 'équat ion. . . ( 1 ) . . . xm - f - p x m ~ l - f - . . . -f- sx -f- t = o. 

S i x — ax satisfait à cette équation, le i e r membre 5 e r a divisible par 
x — ai, (n° 3i 3). Donc. . . xm-hetc. 4= ( x — aé) (x'"- 1 -f-etc.). tiï x—a% 

satisfait à l'équation xm~i-helc.—0, on aura a-"*- J+etc.=j=:(A-—a2)(.xm~'2-hetc.). 

Donc xm~r~pxm-l-i~..-jsx+ t =jb (x—aé) (x—aa) ( x w - 2 + ;. ,

/ Jxm- a-f-etc.^« 
Continuant ces décompositions , on trouvera... 

(2) . . . Xm-hpxm~ï -f- - • «-f - SX -f- Z =f= "«0 ( X « 3 ) tfw)-' 

L'équation (1) aura donc les m racines, ax , a3,..., am, car son i e r 
membre étant le produit des m facteurs, (x—ai), (x—a9),..., (x-—am) * 

chacun de ces facteurs égalé à zéro, donnera une racine, sluci.ne autre: 

valeur de x ne pourra satisfaire à l'équation ( 1 ) , car u n produit ne peut 
être nul que lorsqu'un de ses facteurs premiers est zéro. On peut encore dire, 
que si et était racine ,x — et diviserait le produit (x-—ai)(x—a?).. \x—am). 

U n des fadeurs premiers, (x—ai), (x—a3), . .. , (x—a m), serait donc d i 
visible par (x—et), (n° 2 9 0 ) ; ce qui exigerait que et fût une des m racines/ 
G. \, a2 ? • •. ; am-

336. Remarque. Quand, Ut = a* , on dit que l'équation (1) contient deux 
racines égales à ax\ en général, lorsqu'un polynôme xrn-j- etc., est di

visible par (x—C)A, si le quotient ne renferme plus le facteur (x—C) , 

on dit que ce polynôme contient CL facteurs égaux à (x—C) t et l'équa

tion xm-\-etc.~o, renferme et racines égales ¿1 C. A ins i , x'i~i-'SxJ—gx—27, 

étant, le produit de (.r + 3; 2, par (x—3), l'équation x 3 -f-3x 2 —9^—271=20.» 

contient deux racines égales à — 3 . 

(*) Les propriétés, qui seront fondées sur la décomposition des équations 
en facteurs, reposeront sur cette hypothèse, que toute équation a une 

racine. L a légitimité de cette hypothèse sera vérifiée, car on en déduira des 
méthodes générales pour calculer les racines des équations. Afin d'abréger, 
nous n'écrirons quelquefois que le i e r terme d'un polynôme. A i n s i f 

a"» -f-etc.-, désignera le 1er membie de JVquation (1). 



337» Lorsque le premier membre de Véquation... 

( i ) . . .A+A*x+A*x*+.. .+Anxn-+-An+jX*+* + .. .-hxm<=o, 

est divisible par xn, Véquation{\) renferme n racines égales a zéro; et quand 

cette équation a n racines égales a zéro, le premier membre. est divi

sible par xn. E n effet; si le premier membre de l'équation ( i ) est divisible 
par (x — o)w, cette équation aura n racines égales à zéro (n° 336). Pour d é 
montrer la réciproque, on désignera les racines de l'équation ( i ), par 
ai, a.2, • • , a**\ ce qui donnera, (no 335)... 

( 2 ) . . . A + Axx + Azx* -f-. . - f -x^sjs (x—a*)(x—a*)...{x—am). 

Lorsque ai sera nul, le 2 e membre de cette identité sera divisible par 
le i e r membre sera donc divisible par XJ A sera donc nul. Quand deux 
racines, ai , a2, seront z é r o , les deux membres de l'identité (2) devront 
être divisibles par r t 2 ; A et Ai seront donc nuls ; et ainsi de suite. 

338. Dans toute équation , ramenée a la forme ^ 

xm^pX"*—I-f-<jrxm-2-f- -4- sx -f-1 c = o ; le coefficient p dusecond terme, 

pris avec un signe contraire, est égal à la somme des racines ; le coefficient 

q du 3 e terme, est égal a la somme des produits 2 a 2 des racines; et ainsi 

de suite. Enfin, selon que m est pair ou impair, le dernier terme, pris avec 

son signe ou avec un signe contraire , est le produit de toutes les racines. 

E n effet ; si après avoir effectué les multiplications indiquées dans le second 
membre de l'identité (2) du no 335, on égale les coefficiens des mêmes puis
sances de x , on trouvera, ( n ° 254). 

— j P = s ( a x - f - A a - f - " + f f m ) ; H-7=fli íZa-f-tfi¿Í3-f-etC.; — r ^ t f i t f a t f H - i Z ï t f a ^ - f - e t C . ; 

ce qui démontre le principe énoncé. Par conséquent, dans une équation 

qui manque de second terme, la somme des racines positives est égale 

à la somme des racines négatives, et quand le dernier terme est zéro > 

une des racines est zéro ; la réciproque est vraie. 

3 3 9 . Les relations qui existent entre les racines et les coefficiens d'une 

équation (n° 338), ne peuvent pas servir à déterminer les expressions 

générales des racines de cette équation. En effet; soit l ' é q u a t i o n . . . . 
( 1 ) . . . x* -f- px* -f- q x ~f- r s=» o. Si les racines de cette équation sont, a, b, 

c, on aura , ( n° 338)... 

( 2 ) . . . p = — . (a -f- b -f- c) ; q = ab -f» ac -f- be j r 

Ces trois relations ne peuvent pas donner les valeurs des inconnues, a9 l9 

c, car on en d é d u i t . . . 

(3)... a3H-/m2+7a-Rfc=ao ; b*-j-pb2-hqb+rz=moj c34-pc»-f-/7c+r=*o (*), 

(+) Les formules (2) donnent.. . 
pa2 » — a 3 — ba%—ca2 ; qa~ba2-f-ea*-f-a£c ; r » — a i e ; d'oii, 

pa2 - H qa -f» r = — ui. D o n c , a 3 -r-pa2 -f- qu-\- r 



L a difficulté de trouver a, ou b, ou c , est donc la m k e que pour 
obtenir x. Cela devait nécessairement arriver, car a, by c, entrant de la 
même manière dans les équations ( 2 ) , ces équations ne changent pas quand 
on change a , en b ou en c ; l'équation en a, que Ton déduira des for
mules ( 2 ) , ne devra donc pas changer quand on changera a, en b ou en cj 
ses racines seront donc , a, b, c; cette équation aura donc les mêmes coeffi
ciens que l'équation (1). Ces remarques conviennent à une équation d'un 
degré quelconque. E n général, lorsque des inconnues entrent de la même 

manière dans des équations. ces inconnues sont racines de la même 

équation. 

3 4 o . Quand on connaît les sommes . py q y . s , t, de tous les pro

duits que P on peut former avec m inconnues, ax, a*y..,am, en com

binant ces inconnues, 1 a 1, 2 à 2 ; . m — 1 a m—1, m a m; l'équation 

qui détermine ces inconnues est xm—pxm—J -\-qxm—*.. .^zsxzh t = o . 

on prend les signes supérieurs ou inférieurs, selon que m est un nombre 

pair ou impair (n°338). 

3 4 i - Pour, transformer V^équation f(x)=*o, en une autre équation, 

de manière que les racines de la nouvelle équation soient égales a 

celles de la proposée prises avec des signes contraires ; on fait x=-—z^ 

dansf(x)=so; le résultat f(—z)c=o, est l'équation demandée. Pour 

obtenir l'équation en z, il suffit de changer les signes du 2* terme 

du 4 e terme, etc. y et de mettre z au lieu de x. E n effet ; soit l'équa
tion , ( ï ) . . . xm - f -px m — J -f- qxm~* -f- rxm~* -f- etc. = o. Quand m est pair, 
l'hypothèse x~—z, donne zm—pzm~l-\~qzTn~'1—rzm~3 -f- etc. = 0 ; et lorsque 
m est impair, l'équation (1) devient, — z m - + > p z m - 1 — q z m ~ * -f. etc. = o ; d'où 
zm—pzm~l -f- qzm—* — rzm~s -f- etc. = o. Ce qui démontre la règle énoncée. 

3 4 2 . PROBLÈME. Déterminer la limite supérieure et la limite inférieure 

des racines de l'équation.... ( 1 ) . . . xm-{~ pxm—1 -f- . . . ,-f- sx -f- o (*). 

343. Pour calculer la limite supérieure des racines positives de l'équa

tion ( 1 ) , on cherchera d'abord quelle est la valeur de x qui, substituée 

dans le polynôme xm -f- etc., donne nécessairement un résultat positif. 

L e cas le plus défavorable est celui où tous les coefficiens sont négatifs et égaux 
au plus grand, car alors la partie négative est la plus grande possible, et la 
partie positive est la plus petite possible. Désignant donc par n , le plus grand 
coefficient négatif, pris positivement, i l suffira de trouver une valeur de x qui 
rende le polynôme (xm—nx'*"1—...—nx—n), positif. Cette valeur est facile 
à déterminer, car on a. . . . 

(*) Par limite supérieure des racines positives d'une équation , on en
tend un nombre plus grand que la plus grande racine positive de cette équa
tion; et la limite inférieure est un nombre plus petit que la plus petite 
racine positive. 



ct l'hypothèse x = n -f- i , réduit la valeur de ce polynôme à -f- r. 
3 4 f - grand coefficient négatif, pris positivement et augmenté 

de C unité, substitué pour x dans le polynôme xm -\-etc., donne donc 

nécessairement un résultat positif. I l est facile de prouver que toute va

leur de x, plus grande que + donne un résultat positif d'autant 

plus grand que x est plus grand, car l ' ident i té . . , . 

démontre que x augmentant, au-dela de n + i , la valeur de 
xm — nx"1-' ... —nx — n , augmente. L'hypothèse x~n -j- i , rendant né
cessairement le polynôme x" l-f-etc. , positif, ct les valeurs de x plus grandes 
que n -f- ï , donnant des résultats positifs d'autant plus grands que x est 
plus grand, aucune valeur positive de x, plus grande que n -f. i , ne peut 
réduire ce polynôme à zéro; toutes les racines de l'équation (\) sont donc 
moindres que (/*-f- i ). L a limite supérieure des racines positives de celte 
équation est donc n -f- J . 

345- A i n s i , la limite supérieure des racines positives d'une équation, 

est égale au plus grand coefficient négatif, pris positivement et aug

menté d'un. 

3j6. La limite inférieure des racines positives d'une équation, est égale 

au dernier terme, divisé par ce dernier terme augmenté du plus grand coeffi

cient de signe contraire au dernier terme. (L,e dernier terme et le plus grand 

coefficient positif ou négatif, doivent être pris positivement). En effet; 

eoit x = - ; x sera d'autant plus petit que y sera plus grand. Il suffit donc 

de calculer la limite supérieure des racines positives de l'équation eny. Pour 
y parvenir, désignez, le dernier terme par zt t, le plus grand coefficient 
négatif par n ct le plus grand coefficient positif par P ; l'équation pro
posée sera.. . . 

Faisant l'équation (1) donnera.. . 

Quand le dernier terme de l'équation (1) sera -f- t, îe pins grand coefiv-
n 

cieat négatif de IVquaticn (-2) sera -} on aurei donc ( nQ 3 j 5 ) . . . . 
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m i . Donc, 

Lorsque le dernier ternie sera — t, la fraction * , sera moindre que 

-h x. Le principe est donc démontré. 
347« Pour calculer les limites des racines négatives de Véquation ( 1 ) , 

on fera x — — s; les racines positives de la transformée en z, étant égales 
aux racines négatives de l'équation en a; ( n° 3 4 0 , les linrites des racines 

positives de l'équation en z, seront les limites demandées. 

3 4 8 . PROBLÈME. Etant donné le polynôme xm -f* etc., déterminer una 

valeur de x qui rende nécessairement le premier terme plus grand que 

la somme de tous les autres. Le cas le plus défavorable est celai oh tous 
les termes qui suivent xm, sont affectés du plus grand des coefticiens, abs
traction faite des signes. Désignant donc ce plus grand coefficient par c, iï 
suffit de trouver la valeur de x qui donne 

d'où • 

Or , x = c + i , satisfait h cette dernière inégalité ; la valeur de x, qui 

rend nécessairement le premier terme d'un polynôme, plus grand que 

la somme de tous les autres , est donc le plus grand de tous les coeffi

ciens (abstraction faite des signes), augmenté d'un. Si le coefficient du 
premier terme était plus grand que l 'unité, la même substitution rendrait ai 
plus forte raison le premier terme plus grand que la somme de tous les 
autres. D'après les règles piécédentes, la limite supérieure des racines posi
tives de l'équation . r 3 — 5x2 -f- jx -f- 1 = o, est 6; la limite inférieure de 

ces racines est - ; toutes les racines négatives sont comprises entre — 3 et 

— -« L a valeur de x, qui rend nécessairement le premier terme plus grand 

que la somme de tous les autres, est 8 . 

* 3 ^ 9 . Quand les deux premiers termes d'une équation sont positifs, 

on peut obtenir des limites plus approchées que celles des n°* 3 4 5 , 3 4 ^ 

et 347« E n effet; soit l ' équat ion. . . , 

( 1 ) . . . xm -f- pxm~l -f- . . . + qx"1-11**— rxm-n-\~. . .-f. sx -f- t =* o , 

dans laquelle le premier des termes affectés du signe — est rxm—n. Si l'on 
veut déterminer un nombre qui mis au lieu de x , donne nécessairement 

un résultat positif, on supprimera les termes compris entre xm et rxm~ ", et 
affectant tous les autres termes du plus grand coefficient négat if—IY, W 
suffira de satisfaire à l ' inégalité. . . . 

On en déduira (n° 3 i 5 ; , . . , 

donc 



Cette dernière inégalité sera vraie, si x étant plus grand que î , 

on a xm > — : > d'où ( x — i)xn~1 > TV. Soit, i -f-z : 
x —— i 

la dernière inégalité deviendra, z ( z -f. T ) 1 > TVj or on satisfait à cette 
n n 

inégalité en prenant « ( z ) " - 1 = i V ; d'où z =* \/JV et a = i + l / i V -
Donc , /e plus grand coefficient négatif du polynôme xm-t~ctc.} étant I\r, 

et l'exposant de x dans le premier des termes affectés du signe— étant 

m — n, la valeur de x qui rend nécessairement ce polynôme positif, 

n n 

est i -f- On prouverait, comme dans le n° 344 y f l n c 1 ~f- \/JV e^t 
plus grand que la plus grande racine positive de l'équation (i). On peut 

n 

donc prendre i^j- \/JY, pour la limite supérieure des racines positives 

de l'équation (î). On obtiendra la limite inférieure de ces racines, en 

faisant x=~ et déterminant la limite supérieure des racines positives de 

l'équation en y, d'après la règle précédente. Posant x = —> z , les limites 
des racines positives de la transformée en z, seront les limites des racines 
négatives de l'équation en x. D'après cette règle, les limites des racines 
positives de l'équation , x8 -f- -f- 8\r3 — x2 — 6/^x — î = o , seront 3 

et r ; toutes les racines négatives seront comprises entre — 3 et — ~ * 
3 1 65 
35o. Lorsque deux nombres , mis dans une équation a la place de 

l'inconnue, donnent deux résultats de signes contraires, une des racines 

de cette équation est comprise entre les nombres qui ont donné des 

résultats de signes contraires. Cette racine est donc réelle. En effet ; 
i ° . Quand les deux nombres substitués seront positifs, on désignera la 
somme des termes positifs par p , et la somme des termes affectés du signe—•, 
par n ; l'équation sera p — n — o , et la valeur de l'inconnue x , qui don
nera p == n , sera une racine de l'équation. O r , p et n ne contiennent que 
des puissances positives de x. Concevant donc que x croît d'une manière 
continue, p et n croîtront également d'une manière continue. Cela posé; 
si x = et, donne un résultat positif, cette valeur de x rendra p plus grand 
que n, et si x — C donne un résultat négatif, cette valeur de x rendra p 
moindre que /?. Soit et < C ; si x croît d'une manière continue, depuis * 
jusqu'à C ; n et p croîtront d'une manière continue , et ces accroissemens 
seront tels, que n qui était plus petit que p , pour x~et, deviendra plus 
grand , lorsque x sera égal à C. II y aura donc une valeur de x , comprise 
entre * et ^ qui donnera p = n. I l existera donc une racine réelle entre 
et et C. 

i°. Si et et C désignant des iiombres , positifs ou négatifs, les hypo-

•fhèses x = et. , x = C , donnent des résultats de signes contraires, dans 

t équation (T) , . ./*( a- ) = o J on designerà par /• une quantité positive quel-



conque, plus grande que les valeurs absolues de et et fi ; r-—«, et r C , 
seront positifs. Soit r — x—y, d'où a r—r—>5 l'e'quation. (1) deviendra 
( 2 ) . . . / ( r — ^ ) = o . Mais , faire x—etet x=C, dans l'équation ( 1 ) , re
vient à supposer y => r — A et ^==r — C , dans l'équation (2) . Ces deux 
valeurs positives de y, substituées dans l'équation ( 2 ) , donneraient donc 
deux résultats de signes contraires; i l existe donc une valeur de y, entre 
( r — et) et ( r — C ) ; soit * > C , on aura, y>r—et et j - < r — C ; d'où 
7-—J"<* et r — y ^ > Ç . O r , r — >ys=x. 11 tombe donc une valeur de a:, 
entre et et C. Ce qui démontre le principe énoncé. 

3 5 1 . Lorsque et et C désignant des nombres positifs, les hypothèses x — et, 
x =s — Q , donnent deux résultats de signes contraires , on peut toujours 
déterminer le signe de la racine qui est comprise entre -f- ci et — C ; car 
en faisant x==o, on obtiendra un résultat de signe contraire à l'un des pré-
cédens, et la racine sera comprise entre zéro et celui des nombres -r~ett 

— C, gui aura donné un résultat de signe contraire à celui que Von 

obtient en supposant x = o. Par exemple, dans l'équation x 2 — x — 6 = 0 , 

les hypothèses x =3 2 , x —— 3 , donnant les résultats — 4 c t -f- 6 , i l tombe 
une racine entre - f -2 et — 3 ; or, x = o, donne le résultat — 6 et x — — 3 
a donné - f - 6 ; la racine est donc comprise entre o et — 3 ; cette racine est 
donc négative. 

3 5 2 . Toute équation de degré impair, a nécessairement une racine 

réelle de signe contraire a celui de son dernier terme. Les équations de 

degré pair, dont le dernier terme est négatif, ont toujours deux racines 

réelles de signes contraires. Et les équations de degré pair, dont le der

nier terme est positif, peuvent n'avoir aucune racine réelle. E n effet ; 
soient les équations 

S i et désigne le plus grand des coefficiens de l'une quelconque de ces équa
tions, (on fait abstraction des signes des coefficiens ), l'hypothèse ar= et -f- 1 , 
rendra le premier terme de chaque équation plus grand que la somme de tous 
les autres ( n° 3 4 8 ) ; de sorte que le signe du résultat ne dépendra que du 
signe du premier terme. Cela posé ; dans la première équation, x — o 
ct x = et -f- 1 , donnent deux résultats de signes contraires ; cette équation a 
donc une racine comprise entre o état 1 ; cette racine est donc réelle et po
sitive. Dans la seconde équation; x — oet x — — ( ct-f-i ), donnent deux 
résultats de signes contraires; cette équation a donc une racine réelle négative. 
Dans la troisième équation ; x = o e t a - = û t - f - i , donnent deux résultats de 
signes contraires , et les hypothèses x = o , x —— ( ct-f- 1 ), donnent aussi 
des résultats de signes contraires ; cette équation a donc toujours deux racines 
réelles de signes contraires. Enfin, toutes les racines de la dernière équation 
peuvent être imaginaires, car une équation du second degré , dont le dernier 
terme est positif, peut avoir ses racines imaginaires, ( u ° 2 i i ) . 



3 5 3 . Quand deux nombres, p', p", comprennent un nombre impair de 

racines de l'équation xm etc. — o t ces nombres , substitués dans l'é

quation , donnent deux résultats de signes contraires ; lorsque p' et p" 

comprennent un nombre pair de racines , les résultats sont de mêmes 

signes. Réciproquement , selon que x = p' et x=p", donnent deux résul

tats de signes contraires ou de mêmes signes, il tombe un nombre impair 

ou un nombre pair, de racines, entre p' et p" ; zéro est dans la classe 

des nombres pairs, (A, n° 1 6 8 . ; En effet ; i ° . si trois racines, a, b, c , 

tombent entre / / et p", on aura 

xm + etc. 4= ( x—-a) (x — b) {x — c ) x P . 

Les hypothèses , x — p ' , x=z p" , donneront deux résultats. . . . 

R = ( p' - a ) ( // - b ) ( // - c ) P', R" = {p" - a) {p" - b) (p" - c) P". 

(P'cl P", désignent les valeurs de P, correspondantes à x—p' et à x —p"). 
Mais, a , b , c, tombent entre / / et p" ; par conséquent, si est plus grand 
que />" , les trois facteurs, p' — a , p ' — b , p' — c, seront positifs, et les 
trois facteurs, p"—a , p" — b , p" — c, seront négatifs. Or, Pf et P" sont de 
mêmes signes, car autrement l'équation P — o, aurait une racine d, qui 
serait comprise entre p' et p" (n° 35o) ; l'équation proposée aurait donc quatre 
racines, a , b, c, d, comprises entre / / ct jy"; ce qui est contre l'hypo-
tlvèse. Les résultats, R', R", sont donc de signes contraires. On prouverait 
de même , que si pf et p" comprenaient un nombre pair de racines, les hy
pothèses, x ~ p ' , x — p", donneraient deux résultats de mêmes signes. 
2 ° . la réciproque se déduit de la proposition directe; par exemple , si x—pr 

et x ~ p", donnant deux résultats de signes contraires , i l tombaitun nombre 
pair de racines entre p' et p" ; x = / / et x —p ', donneraient deux résultats 
de mêmes signes ( i ° ) ; ce qui est contre l'hypothèse. Le principe est dons 
démontré. 

3 5 4 . Quand deux nombres p et q, substitués dans une équation, 

f (o : )=o , donnent deux résultats de signes contraires, ces nombres 

comprennent au moins une racine ( n° 3 5 o ) , et Von peut toujours ap

procher autant que l'on veut de l'une des racines comprises entre p 

et q. En effet; soit l'équation x^ — 700 .x -f- 7 0 0 0 = o; les hypothèses, 
x — i 3 , x = i 4 , donnent deux résultats de signes contraires ; il tombe 
donc au moins une racine entre i 3 ct 14. Pour approcher de Tune des ra
cines , comprises entre i 3 et 1 4 , on f e r a * = i 3 f 5 ; x = i 3 , 5 et x=j^f 

donnant deux résultats de signes contraires, une valeur de .r tomhe entre 
ces deux nombres ; essayant x = i 3 , 6 , on verra qu'une racine est comprise 
entre i 3 , 5 et i 3 f 6 . Une valeur de x , h moins d'un dixième d'unité près , 
est donc i 3 , 5 . Essayant des nombres compris entre i 3 f 5 et i 3 , f i , on trou
vera qu'une valeur de x , à moins d'un centième d'unité près, est i3,5(>. 



Et ainsi de suite. Le procédé le plus naturel, pour trouver les racines in
commensurables de l'équation, xm-{- etc. = o, est donc d'essayer les nombres 
entiers qui sont compris entre les limites des racines. Quand les résultats 
présentent m changemens de signes, on peut approcher autant que Ton 
veut des m racines. Mais , quand en n'obtient pas m changemens de signes, 
on ignore combien i l y a de racines réelles, car deux résultats de mêmes 
signes peuvent comprendre un nombre pair de racines ( n° 3 5 3 ). I l est donc 
alo rs nécessaire de chercher quelle est la différence qui doit régner entre 

les nombres que Von substitue , pour obtenir autant de changemens 

de signes qu'il y a de racines réelles. INous supposerons d'abord, que 
Véquation ne renferme que des racines inégales. INfous verrons ensuite 
comment on peut résoudre les équations qui contiennent des racines égales. 

355. Quand deux nombres p et q, diffèrent d'une quantité <T moindre 

que la valeur absolue de la plus petite différence entre deux racines quel

conques de l'équation, (i). .f{x)=.o- il ne peut tomber qu'une seule ra

cine entre pet q. Lorsqu'il en tombe une , les hypothèses , x~p,x~q , 

donnent deux résultats, f (p), f (q), de signes contraires ; quand p et q 

ne comprennent pas de racine , les résultats sont de mêmes signes. Réci
proquement, lorsque x — p et x = q , donnent deux résultats de signes 

contraires, il tombe une seule racine entre p et q; quand les résultats 

sont de mêmes signes, p et q ne comprennent pas de racine. En effet ; 
i ° . si deux racines a et b} tombaient entre p et q , on aurait 

a = p-f- r, b = p-f- r + s, q = p-r- r -+ s-\-t ; b — a —s',q —p=zs -+- r-+- t. 

L a différence <T, entre p et q, serait donc plus grande que b — a ^ ce qui 
est contre l'hypothèse. Il ne peut donc pas tomber plus d'une racine entre 
J) et q ; 1 ° . lorsque p et q comprennent une racine , les résultats sont de 
signes contraires et quand p et q ne comprennent pas de racine, les résul
tats sont de mêmes signes (n° 3 5 3 ) ; 3 ° . quand x — p et x = q , donnent deux 
résultats de signes contraires, p et q comprennent une seule racine , car i l 
y a un nombre impair de racines entre p ct q ( n° 3 5 3 ) , ct i l ne peut pas 
en tomber plus d'une lorsque x — p et x—q, donnent deux résul
tats de mêmes signes, p et q ne comprennent pas de racine, car il ne peut 
tomber qu'un nombre pair de racines entre pet q, ( n ° 3 5 3 ) , et il ne peut 
pas en tomber plus d'une ( i° ). Le principe est donc démontré. Par consé
quent, si l et L désignant les limites des racines positives de l'équation (T) , 
on donne successivement à x les valeurs, l, / + eT , / - f - c T , etc. , jusqu'à ce 
qu'on parvienne à une substitution l-^no, telle ({ne / -4-nJ ne soit pas 
moindre que L , on obtiendra autant de change meus désignes que l'équa
tion renferme de racines réelles positives. On pourra donc approcher autant 
que l'on voudra de ces racines ( n° 354 )- INous tommes dune conduits à 
résoudre ce problème : 



356. Déterminer une quantité eT, moindre que la valeur absolue de 

la plus petite différence entre deux racines quelconques de Véquation 

( i ) . . ,xm -f- pxm-ï-\-qxm~'1 - f - . . . . - f - r x 3 -+- sx2 -r-tx -+• u = O, 

Désignant le I e r membre de cette équation , par f (x), on voit que le 
problème n'est possible que lorsque toutes les racines, a, b, c , . . . , / , 
de l'équation ( i ) . . .f (x) — o, sont inégales. Dan§ ce cas, si l'on connaissait 
l'équation ( 2 ^ . . .<p (y)~o, dont les racines seraient les différences, a—b, a—c, 
etc., entre a, b, c l j la limite inférieure des racines positives de l'é
quation ( 2 ) , exprimerait «T, car les différences , a—b, b—a, a — c, c—a, etc., 

sont deux a deux égales et de signes contraires. L'équation (2) a reçu 
\c nom d'équation aux différences. Pour former cette équation, on dési
gnera d'abord par y, Ja différence b — a , entre deux racines particulières 
b et a ; on aura,y {b) = o, b—a~y et l'élimination de b entre ces deux 
équations , donnera une équation finale (3)... f(a-+-y) = o, qui sera satisfaite 
en supposant^- = b — a , car elle est une conséquence des équations 
f (b) = o, b — a-\-y. Mais, l'équation (3) , étant indépendante de b , sera en
core le résultat de l'élimination de a, entre f(a )=o et a — a~y, de c 
entre /'( c ) — o et c—a —y ; ct ainsi de suite. Les racines de l'équation 
(3) seront donc les m différences, a — a, b—a, c — a,...,l—a, entre la 
racine a et les m racines, a, b, c, ... , l. Or , l'équation (3) donne... 

.a^J")m+p(a+y)m~t+q(a+y)m~3+-'+r(a+y)3+s(a+y — o. 

Elevant le binôme (a-^-y) aux puissances indiquées, (no 2^5), ct ordon
nant par rapport aux puissances ascendantes de y, on trouvera un résul
tat de celte forme 

^...A^A'y-Jr \ A"y*+ ^ Amy* -f- . . . +ym = o. On aura. . . 

(J). . .A— am-\-pam-1 -{-qa™-2-\-. . - f - 3 - f - s a 2 + ta + u—f(a) — o , 

(6) .. .A'—ma™-1-*-^—i)pam-a-\-(m—2)<7#'n-3-r-.. . - f -3ra 2 - f - 2 .$#-K, 

(7) . . .A"=m(m—})am-*-h(_m—2)(m—i)pam-*-h -f-2.3.ra+2s; etc. 

Les m racines de l'équation (/J), sont a — a, b — a, c — a, .,/—a. 

Mais, A est identiquement nul , car a est une racine de l'équation (1)5 

l'équation (4) se réduit donc à , A'y -f- ~ A " y y -f- • • • • +ym = 0 ; divi
sant tous les termes par y—o, ouj", on supprimera la racine a — a\ de 
sorte que dans l'équation 



qui en résultera, les (m — i ) valeurs de y, seront les m—-T différences, 
b — a, c — a , d — a , . . . , / — a , entre la racine a et les m— r autres 
racines. Par conséquent, si l'on désigne le i^r membre de l'équation (8), 
par F {a, y), l'élimination de a entre les équations, f(a)=so, F (a, ^) = o f 

donnera une équation finale f/(y)z=io, qui sera satisfaite, en mettant 
pour y} l'une quelconque des différences, b — a, c — a, /—a, 
entre la racine a et les m— i autres racines. Or , l'élimination de b entre 
les équations , f ( b ) — o, F( b , y) = o , conduirait évidemment à la même 
équation finale fJ (y ) = o , et Ton satisferait h cette dernière équation, en 
mettant pour y les différences, a — b , c — b, . . . ,1 — b , entre la racine 
b et les m—-i autres racines. Le même raisonnement pouvant s'appliquer 
successivement à toutes les racines , on voit que le résultat de l'élimination 
de a entre les équations f (a) = o , F ( a , y) — o, donnera une équation 
finale en y , dont les racines seront toutes les différences entre les racines 
de l'équation (i). Cette équation finale sera donc l'équation aux différences. 
O r , on parviendrait au même résultat en éliminant a entre les équations, 
/ Y * ) « o , F(x,y)^o (*); 

357. On obtiendra donc l'équation aux différences de l'équation (1), 

en éliminant x entre les équations.... 

JXT', X", X", etc., désignent ce que deviennent les fonctions, A% A'\ 

A,ir, etc., quand on y change a en x. De sorte, que.... 

Par exemple, si l'équation proposée est a:5 — 73:-f-7 = 0, l'équation (9) 
deviendra (3x 2 — 7 ) -f- - (6x)y -f- y* =» o. Eliminant x entre ces deux 
équations, le résultat; y6—lyiy * -h 441

 y"1 •—49— sera l'équation aux, 
différences. 

358. Lorsqu'on change les signes des racines d'une équation, l'équa

tion aux différences ne change pas , car la différence entre deux racines 
quelconques a et b , ayant deux valeurs , a —b, b— a , la différence entre 
— a ct —b, a les mêmes valeurs. 

(*) En général, lorsqu'on élimine une quantité et entre deux équa

tions, on conçoit que et a une même valeur particulière dans chaque 

équation, et l'équation qui en résulte, conviant à toutes les valeur? 

Joat * est susceptible. 



Remarque. Le calcul de la quantité <T étant nécessaire à la résolution de 
lVquation ( i ) , i l faut obtenir S' par une méthode indépendante de la réso
lution des équations. Cela posé; si <p (y ) = o est l'équation aux différences , 
le procédé du n° 3 2 2 , conduira quelquefois à l'équation <ç(y)x F(y)^o, 

( n° 3 1 9 ) . De sorte que l'élimination de x, entre les équations (1) et (9) , 
ne donnera pas toujours l'équation aux différences. Mais , on pourra 

prendre pour «T la limite inférieure des racines positives de Véquation 

<p ( y') X F ( y ) = o, car cette limite sera nécessairement moindre que la 
plus petite racine positive de l'équation aux différences, q (y) = 0. 

3 5 9 . L'équation aux différences, ( 2 ) . . <p (y)z=zo, est du degré, m (m—1) ; 

elle ne renferme que des puissances paires de y. En effet; i ° . les m ra
cines , a , b , donnent 7?? (m — 1) différences , a — b , a — c, etc. 
(n° 2 5 o ) ; mais, ces différences sont les racines de l'équation (2) ; cette équa
tion est donc du degré m (m— 1) ; 2 0 . toutes les valeurs de y étant deux à 
deux égales et de signes contraires, l'équation (2) ne doit pas changerquand 
on change-f-/* en — y \ cette équation est donc de la forme. . . . 

(10) . . . (y2 ) " -f- P(fa ) W _ I •+-• • . - f - ?y a -h U—o. Soitj" 2 => , on aura, 
( 1 1 ) yn^pyn-x+ -f. rJy 4 . £/" — Q. 

L'équation ( I Î ) se nomme, Yéqnation au quarré des différences , parce 
que ses racines sont les quarrés des différences entre les racines de l'équation 
en x. Les nombres à substituer, pour trouver les racines incommensurables, 
«levant différer de £ , il est avantageux de chercher la plus grande valeur 

possible de cT. Désignant donc par - , la limite inférieure des racines posi

tives de l'équation ( n ) , (n° 349) > a s c r a P ' u s g r*nd que l'unité et l'on aura 

y^>~ "j (Voliy2 y> - ; donc,j^> ——- Or , la racine quarrée de et sera 
A \/' CL 

un nombre entier C , ou cette racine tombera entre deux nombres entiers , 
r 

C—i , C ; dans ces deux cas, on prendra «T =c Cette valeur de cP sera 
moindre que la valeur absolue de la plus petite différence des racines posi
tives et négatives de l'équation en x. 

3 ( ) 0 . A i n s i , pour obtenir une quantité £, moindre que la valeur absolue 

de la plus petite différence entre deux racines quelconques d'une équa

tion ; on calcule l'équation au quarré des différences (n° 3 5 9 ) ; on prend 

la limite inférieure - des racines positives de cette dernière équation 

( n o 349) ; l<* valeur de \/ et est un nombre entier C , ou cette racine tombe 

entre deux nombres entiers , C— 1 , C. Dans ces deux cas «T = - , f). 

Q u a n d J Y I h r i i n a l i cm de x , e r n t e les e q u a t i o n s ( i ) et (g) d u n 3 J j n , 



3 6 1 . Pour n'avoir à essayer que des nombres entiers, on résoudra ce pro
blème : Transformer une équation , ( i ) . . . f (x) — o, de manière que la 

valeur absolue de la plus petite différence entre les racines de la. trans

formée y soit plus grande que Vunité. On calculera (n° 36o) , une quan
tité p moindre que la plus petite différence entre les racines de l'équation (r) j 

on fera x x C = z, et mettant pour x , sa valeur ^ , la transformée 

( 2 ) . * / ( j ^ ) ~ 0 ? jouira de la propriété demandée, car z étant égala xxC, leu 

différences des racines de l'équation ( 2 ) , sont égales aux différences entre les 
racines de l'équation ( 1 ) , multipliées par C ; la quantité plus petite que la 
plus petite différence entre les racines de l'équation (2) , sera donc égale à 
l'unité. Mais, quand on change les signes des racines d'une équation , 

r équation aux différences ne change pas , (n° 358). On appercevra donc 
toutes les racines réelles de l'équation {1) , en substituant des nombres qui 
diffèrent de l'unité (no 3 5 5 ) . 

3 6 2 . Lorsqu'une équation ne contient qu'une seule racine plus grande 

que Vunité, il suffit, pour trouver la plus petite valeur entière approchée 

de cette racine , de donner à Vinconnue x , les valeurs , 1 , 2 , etc , jus

qu'à la limite supérieure des racines positives (n° 3 4 9 ) , car deux substi
tutions consécutives ne pouvant comprendre qu'une seule racine , lorsque 
les résultats seront de mêmes signes , i l ne tombera aucune racine réelle 
entre les deux nombres substitués , et quand les deux nombres substitues 
comprendront une racine , on en sera averti par deux résultats de signes 
contraires (n° 3 5 5 ) . 

363. Connaissant la plus petite valeur entière approchée d'une racine 

incommensurable positive, calculer la valeur de cette racine avec un 

degré d'approximation donné ? Soit l'équation f (x) — o ; si une valeur 
de x tombe entre deux nombres entiers et , et -f- 1 ; la plus petite valeur 

entière approchée de x sera et ; on fera x = et -f- - ; on obtiendra une trans
formée, <$(y) = 0 , et cette transformée devant contenir une racine pins 
grande que l'unité , si l'on cherche la plus petite valeur entière approchée £ , 

de y , on aura yzzz C -f- ~ * L a substitution delà valeur de y, dans <^(y)= 0 > 

conduira h une équation qui renfermera des puissances impaires de y, ou qui 
.'•era d'un degré plus élevé que m {m.— 1 ) , cette équation ne sera pas l'é
quation aux différences , ( n ° 35Q) , mais on pourra cependant , prendre 
pour cT la limite inférieure des racines positives de l 'équation en r» On déduit 
<T de l'équation au quarré des différences , parce que la limite inférieure des 
lacines positives de l'équation aux différence!» , donnerait nue plus petite 
valeur de <T> 



donnera une transformée en y,, sur laquelle on opérera comme sur íes équa-
tions , f( x) = o , cp (y ) e= o ; et ainsi de suite. L a valeur de x sera alors 
exprimée par une fraction continue et la méthode du n ° 2 8 6 , donnera cette 
racine avec autant d'exactitude que l'on voudra. 

364« Qnand la valeur absolue de la plus petite différence entre les racines 
de l'équation proposée, sera plus grande que l'unité (n° 36i ) , il ne tombera 
qu'une seule racine entre et et et 1 ; l'inconnue y n'aura donc qu'une seule 
valeur plus grande que l'unité. On obtiendra donc la plus petite valeur en
tière approchée dey, en donnant successivement l\y les valeurs, 1, 2 , 3, etc., 
jusqu'à la limite supérieure des racines positives de l'équation eny, ( n ° 3 6 2 ) . 

On opérera de même sur les autres transformées , car chacune n'aura qu'une 
seule racine plus grande que l'unité. 

365. Lorsque la valeur absolue de la plus petite différence entre les racines 
de l'équation proposée , sera moindre que l'unité; plusieurs valeurs de x pour
ront tomber entre et et et -f* 1 ; l'équation en y pourra donc contenir plu-
sieurs racines plus grandes que l 'unité; on sera donc forcé , pour trouvera, 
de calculer l'équation aux différences de l'équation en y. Il en sera de même 
des antres transformées. Quand y aura plusieurs valeurs plus grandes que 
l 'unité ; chacune d'elles donnera une valeur de x, comprise entre * et et -f- 1 j 
on devra opérer séparément sur chaque valeur de y. On abrégera donc les 

calculs , en préparant d'abord l'équation proposée de manière que la 

valeur absolue de la plus petite différence de ses racines, soit plus grande 

que l'unité (n° 36i). 

366. Pour trouver les racines incommensurables d'une équation qui ne 
renferme que des racines incommensurables et imaginaires, inégales; 011 
prépare l'équation de manière que la plus petite différence entre les racines 
de cette équation soit moindre que Funité ( n° 36i ). S i la transformée 
est (T). . . . <p (x) r=r.o, on cherche la limite supérieure / des racines positives 
de cette équation ( n° 349 ) c t ^ o n d ° n n e successivement h x les valeurs^ 
o, 1 , 2 , 3 , . . . . , / ; on obtient autant de changemens de signes qu'il y a 
de racines réelles positives dans l'équation (1). Ce qui détermine les plus pe-
riles valeurs entières approchées des racines positives de l'équation (1) ; la 
règle du n° 363 , donne le moyen d'approcher autant que l'on veut de 
ces racines. Pour trouver les racines négatives, on fait x — — z , ( n° 3 4 1 )> 
et l'on calcule les racines positives de l'équation en z. Par exemple, si l'é
quation proposée est (i)...x^—7x-f-y = o; on calculera une quantité ¿ , 
moindre que la plus petite différence entre les racines de cette équation. On 

trouvera ^ = 7 , ( n° 36o ). Posant x x 4 = 2, la transformée sera 
4 

( 3 ) . . . £ 3 — 1 1 2 z-i-4't8 = o. La limite supérieure des racines de cette équa
tion étant 12, ( n ° 3{9 ), il suffira d'essayer les nombres , o, r, 2 , 3 , . . , n , 12. 
On verra que l'équation (3) a deux racines positives ; l'une tombe entre 



5 et 6, l'autre entre 6 ct 7. Pour approcher de îa ire racine, on fera. . . 

z = 5 -f- p ; la transformée sera, i3y 3—37^ 2-f-i5y*4- 1 = 0 ; or r n'a qu'une 

seule valeur plus grande que l 'unité, (n° 364) ; on obtiendra donc la valeur 
entière approchée de Y, en essavant les nombres, 1 , 2 , 3, etc., ( n° 364); 
Y~i et YZ=.3, donnent des résultats de signes contraires; la plus petite 

valeur entière approchée de Y est donc 2. Posant Y = 2 -f- la plus petite 
y / 

valeur entière approchée de yJ, sera 2 . Continuant ces calculs , ou trou
vera 

; etc. 

Remontant à la valeur de z, on verra (n° 2 8 7 ) que z tombe entre 5 , ' p 7 5 3 etc., 

et 5»42':58 etc. Or , x = 7 z , la valeur de x tombe donc entre 1,35688 ct 

1 1 3 5 6 8 9 . On verra de même ( 1 1 0 2 8 7 ) , que la seconde racine positive, est 
1 , 6 9 2 0 2 etc. Enfin, pour calculer la valeur négative de x, on feras==— 
dans l'équation ( 3 ) ; la transformée sera (4) . . . * 3—- 112? — 448 = 0; la 
limite supérieure des racines positives de cette équation sera 2 3 , (no 34g) 
et la quantité moindre que la plus petite différence des racines de l'équa
tion (4), sera 1 , ( n° 36i ). On donnera donc successivement à t les valeurs, 
0 1, 2 , 3 , . . . , 2 3 ; £ = I 2 et î — i 3 , donneront deux résultats de signes 
contraires; la plus petite valeur entière approchée de t, est donc 1 2 ; et 
continuant les calculs, on trouvera x — — 3,04891 etc. On pouvait éviter 
de calculer cette dernière racine ; car la somme des trois racines de l'équa
tion (2) étant zéro, ( n° 338), et la somme des deux racines positives étant 
3,04890 etc.; la racine négative est 3,0489 etc. 

3 6 7 . L a comparaison des valeurs des fonctions, A, A'', A", etc., (n° 356), 
conduit à des remarques importantes. E n effet; la valeur de A ' peut se 
déduire de celle de A, en multipliant chaque terme de A, par l'exposant 
de a dans ce terme et diminuant l'exposant de a d'une unité , car d'après 
cette règle; le 1 e r ternie am , de A, donne mam~l pour le I « T terme de 
Ar ; le 2 e terme pam~l, donne (m-—i)pam-2 ; . . . ; le terme ta1, donne 
1 x ta0, ou 1 , pour le terme correspondant de A' ; ct le dernier terme 
u , de At ne donne pas de terme correspondant pour A ' , parce que u 
étant égal à uxa° ,1e terme correspondant de A' est o x a a » - 1 , ou zéro. 
A" se déduit de A' d'après la même loi ; et ainsi de suite. De sorte que 
les fonctions, Af, A", etc., se déduisent de A, d'après une loi constante. 
Cette propriété a fait donner à ces fonctions le nom de fonctions tlérl~ 
i>ées. A f est la fonction dérivée de A\ A" est. la fonction dérivée de A' j 
mais Ar était la fonction dérivée de A, A" est donc la seconde fonction 
dérivée de A \ et ainsi de suite. Or , dans le n Q 356, les équations (3) et (4) 

io 



peuvent se déduire de l'équation (5), en changeant, dans cette dernière.^ 
a en a-\-y. Par conséquent: 

368. Lorsque dans un polynôme A, de la forme am-4-pam—r-r-etc.1, 

on change a , en a-r~y , le résultat (a -\-y)m-hp (a-{-'y )m~] -f- etc., or

donné suivant les puissances décroissantes de y, est 

{i)...A-\-A'y+ ^A"y* "+"~3 A",yï-\~...-r'fm> Le terme A, indépendant 

de y, est le polynôme primitif; le coefficient A', de la première puissance 

dey, est la fonction dérivée de A; A" est la. fonction dérivée de A' ; 

et ainsi de suite. Pour obtenir la fonction dérivée d'un polynôme, 

am -\-pam—1 -hetc., il suffît de multiplier chaque terme de ce polynôme, 

par l'exposant de a , dans ce terme et de diminuer cet exposant d'une 

unité ; les termes indépendans de a, étant censés multipliés par a0 , 

les fonctions dérivées de ces termes se réduisent a zéro. Par exemple, 
A — a^ — ^a-^-j , donne A'= 3a> — 7 ; A"z=6aj A'n—&^A""—o; etc. ; 
la formule (ï) devient, (# 3 —7rt4-7 ) - f - (3# 9 —7) jK - r -3ay z -f-j 3 ; et en effet, 
on obtiendrait ce dernier polynôme, en changeant a en a-\-y, dans. . . . 
<z3— 7<7-f-7. Désormais , les accens placés en haut des lettres, indiqueront 
des fonctions dérivées et les accens placés en bas des lettres n'indiqueront 
pas des fonctions dérivées. Ains i , D' désignera Ja fonction dérivée de D 
et Dt ne sera pas la fonction dérivée de D. 

36()< Quand on connaît la valeur d'une racine incommensurable, h moins 
d'un dixième d'unité près , on peut quelquefois approcher de cette racine, 
par une méthode plus simple que celle du n° 366. En effet; soit l 'équa
tion , (1) xm -f- pxm~ï -f- -f- sx* -f- tx - f - u =3 o. On désignera 
le premier membre par^'f x), ct f'{x) représentera la fonction dérivée de 
f{x). Si la valeur de x, a moins d'un dixième d'unité près , est et; on 
fera .r s; z sera moindre qu'un dixième. L 'équation (1) deviendra^ 
( n ° 368} 

, et l'on aura.. . 

Pour obtenir une première approximation , on observera que les quantiu\s 
. , T 1 

a* , s 3 , etc., étant respectivement moindres que , —̂̂  > î o ô o ' e l c * > 0 1 1 P ' n î 

négliger les puissances de z supérieures à la première ; ce qui donnera, . . , 

d'où. , 

Substituant pour et , la valeur approchée de x , on déduira de la for
mule (2), une valeur approchée d* z et l'on s'arrêtera aux centièmes. Ajoutant 



cette valecir approchée de z à et, on obtiendra une nouvelle valeur appro-

chée C, de x: et faisant x = C -f- z , on trouvera , z = — Divisant 

f(C), p a r / / ( C ) , on s'arrêtera aux millièmes; ce qui fournira une nou
velle valeur approchée de .r. Et ainsi de suite. Or, on obtiendrait les même» 
valeurs approchées de z , cn posant. . . . 

ct donnant successivement à x les valeurs, et, C, etc. On en déduit cette 
règle: Si la valeur de x, a moins d'un dixième d'unité près, est et; 

faites x == et dans la formule (3) et calculez z avec deux décimales. 

Ajoutez cette valeur de z a et ; la somme sera une nouvelle valeur 

approchée, Q, de x. Faites x = C , dans la formule (3), et calculez z 

avec trois décimales. Et ainsi de suite. Le numérateur de la valeur de z 

étant le premier membre f(x) de l'équation proposée, et la valeur de x 
devant réduire/( .r) à zéro, lorsque les valeurs successives ,f (et), f(C), etc., 

du numérateur f(x)> vont en diminuant , on approche de plus en plus 

de la valeur de x ct la méthode réussit. Quand les valeurs successives 

de f{x) , augmentent, on s'éloigne de plus en plus de la valeur de x; de 

sorte que la méthode est en défaut ; on doit alors avoir recours au pro

cédé du n° 363. Soit l'équation (4)-«.« * 3 — ^x -f- 7 = o , (no 366). En 
substituant pour x les nombres i,3 et i|4, on verra que l'une des racines 
de cette équation tombe entre ces deux nombres. L a formule (3) deviendra, 

Supposant donc x = et = i f 3 , la for

mule (5) donnera, z la seconde valeur approchée 

de x sera, C=it3-f-0 |o5=îî35.Faisant, C=i,35, dans la formule (5), ct cal
culant trois décimales , on trouvera . L a troisième 

valeur approchée de x sera donc, x=*i ,356.Les valeurs successives de a:3—7-r-f-7> 
allant en diminuant, on approche de plus en plus de la valeur de x. S i 
Ton continue ces calculs, on trouvera x• = 1 , 3 5 6 8 9 etc. Ce qui s'accorde 
avec le résultat du n° 366. 

Racines égales y ( n ° 3 3 S ) . 

3 7 0 . Ce qui précède, donnant le moyen de résoudre les équations qui ne 
renferment que des racines inégales , nous allons faire voir que la resolu

tion des équations qui ont des racines égales , dépend de la résolution 

des équations qui ne contiennent que des racines inégales. 

* 3 7 t . Les équations (5) ct (8). du n° 356, donnent le moyen de reçon* 



naître si une équation (i).. . X=f(x)~ot contient des racines com

mensurables égales. En effet ; ces équations sont. . . . 

et les valeurs de y qui satisfont à l'équation (8), sont b — a, c — a ,. .. 3 

/ — a, (n°356). Quand toutes les racines , a, b, c, ..., /, de Véqua-

lion (i) , sont inégales , aucune des valeurs de y n'est zéro; A! n'est donc 
pas nul ; l'hypothèse x^=a, qui donne X ~ o , ne réduit donc pas^ î 7 à zéro ; 
X' n'est donc pas divisible par x — a ; on prouverait de même que X'n'est 
divisible par aucun des facteurs, x — b, x — c , .. , x— / , de X. De sorte 
que X et X' sont premiers entr'eux. Réciproquement , lorsque X et X', 

n'ont aucun facteur commun, l'équation (i) n'a pas de racines égales , 

car alors, X' n'étant pas divisible par x — a , x=za ne réduit pas X' à 
zéro; A ! n'est donc pas nul ; y = o ne satisfait donc pas à l'équation (8)9 
aucune des différences, b — a, c—a, etc., n'est donc nulle; les racines, 
a , b ,c,. . , l, sont donc inégales. 

* 3 7 2 . Quand l'équation (1) contient des racines égales , X et Xr ont 

un facteur commun, et réciproquement, quand X et X' ont un com

mun diviseur, l'équation (1) contient des racines égales. Cela résulte du 
principe du n° 3 7 1 . On peut d'ailleurs le démontrer directement. E n effet5 
lorsque a~b, la valeur b — a, de y, est nulle; x ==> a réduit donc X ct 
X' a zéro ; X et Xf ont doue un commun diviseur x — a, (n° 3 i 3 ) . R é 
ciproquement, lorsque X et X' ont un commun diviseur, ce commun di
viseur ne peutêtre divisible que par des facteurs premiers, x—a, x—b,.., x—l, 

de X, ( n° 2 9 0 ) . Supposons donc que x — a divise X et X' ; x = a ré
duira X et Xf à zéro ; A et A seront donc nuls ; une des racines , b —a, 

c — , a 7 etc. , de l'équation (8) , sera donc nulle ; l'équation (1) contiendra 
donc des racines égales. 

3 7 3 . Les principes des n o s
 371 et 3 7 2 , donnent le moyen de reconnaître 

si une équation a des racines commensurables égales. Les racines in
commensurables, jouissent des mêmes propriétés. Pour trouver les racines 
égales, (commensurables ou incommensurables), i l suffit d'examiner la forme 
du plus grand commun diviseur entre X ct X'. Soit. . . . 

L a fonction dérivée Xf, de X, étant le coefficient de la première puissance 
de y, dans le développement de / ( x-hy)-9 (n° 368), on changera x en x+y3 

l'identité (1) deviendra 

$i après avoir effectua les développemens indiqae'f, on ordonne les deux 



membres suivant les puissances croissantes de y, le coefficient Xr de la pre
mière puissance de y, dans le premier membre, sera ( n° 368) . . . . 

Dans le second membre j le coefficient de la première puissance de y 
sera (**), 

Or , le polynôme A (x—b) (x—c)~hC(x~a) —c)-\-y(x—a) (x — h), 

n'est divisible. par aucun des facteurs , x —• a , x — b , x — c , de X. L e 
plus grand commun diviseur entre X et X' , est donc.. . 

374« Par conséquent; lorsqu'un polynôme xm-f-pxm—x -f- ...•+• tx-f-u, 
A C 

est le produit des facteurs, (x—a) , (x — b) , etc.; le plus grand com

mun diviseur entre ce polynôme et sa fonction dérivée 

mxm~'i-\->(m—i)pxm--'i-\-. ...-ht, est le produit,(x—1 (x—b)^ Ietc> 

des facteurs de ce polynôme élevés à une puissajice moindre d'una 

unité. De sorte que tous les facteurs d'un polynôme, entrent une fois 

de moiiTS dans sa fonction dérivée. On voit que la fonction dérivée de 

la somme de plusieurs monômes, est égale à la somme des fonctions 

dérivées de ces monômes. 

* Remarque. On peut obtenir la fonction dérivée d'un produit, sans 

effectuer les multiplications indiquées. En effet; soit C = o et y — oj les 

formules (1) et (3), deviendront X ~ ( x — a) , Xr — et(x — a) . La 
fonction dérivée d'une puissance d'un binôme x — a, s'obtient donc en 

multipliant cette puissance par l'exposant du binôme et diminuant cet 

(**) Pour obtenir ce coefficient, on regardera, x — a -f- y, x — b-r-yy 

oc~—c-hy, comme des binômes, dont les premiers termes seraient, 
x — a. x — b, x—» c ; on effectuera les développemens, au moyen d e l à 
formule (2) du n° 2 5 5 , ct Ton n'écrira que les deux premiers termes de 
chaque développement, parce que les autres termes renferment des puissances 
de y supérieures à la première. Le produit deviendra... 

On trouvera le terme affecté de la première puissance de y, dans ce pro
duit, cn multipliant successivement le te*rme où y entre à ia première puis
sance dans un facteur, par tous les termes indépendant de y, dans les 
autres facteurs. Ce qui conduira à la formule (3). 



exposant d'une unité. Or, les formules (J) et (3) démontrent que îa fonc

tion dérivée de, (x — a)* (x — b)^ (x — c ) ̂  , est... 

Par conséquent, pour calculer la fonction dérivée du produit de plu-

sieurs binômes, (x~~a) , (x — b) , etc., il suffit de multiplier successi

vement la fonction dérivée de chaque fadeur, par le produit des autres 

fadeurs ; la somme de ces produits est le résultat demandé. 

3 5̂. Quand on connaît un facteur commensurable x>—A, d'un po

lynôme X ; il est facile de trouver combien de fois ce fadeur entre 

dans X. En effet; si le facteur x — et, entre trois fois dans X, on aura 
X— (x~ct y M. On en déduira (n" 3;4), X' = (x — A)*JV, X" — (x—et)P, 

X"'=z Q. Les polynômes, M , IV,' P, Q, ne contiendront pas le facteur 
. r — e t ; l 'hypothèse, x = et ne réduira donc aucun de ces polynômes h 

zéro. Ils ne pourront pas devenir infinis, car M , _ZV", P, Q , ne renferment 
que des puissances positivcs.de x. Faisant donc x = et, les fonctions dé
rivées, X', X"y seront réduites à zéro, et la troisième fonction dérivée X", 
ne deviendra pas zéro. Le rang de la première fonction dérivée qui n'est 

pas réduite a zéro, par l'hypothèse x = et, indique donc combien de 

fois le facteur x — ct, entre dans X. Par exemple, soit X^=x^ — 2 7 ^ -f- 54 ; 
on a X' = 3x2 —• 2 7 , X" == 6x , etc. L'hypothèse x =• 3 donne , X— o , 
Xf = 0 et X" = 18. Le facteur x — 3 entre donc deux fois dans X. L 'hy
pothèse x = — 6 , donnant X= o et J 5 f ' = 8 i , le facteur x-h-6 n'entre 
qu'une seule fois dans X. De sorte que xJ 27a : - f - 5 4 , est le produit 
de (x~-3)% par ( r r - f . 6 ) . 

3 7 6 . Le principe du n° 3 7 4 , donne le moyen de décomposer un poly

nôme X, en deux facteurs, dont l'un ne renferme que les facteurs égaux 

de X a la première puissance et dont Vautre ne contienne que les facteurs 

et C 

inégaux deX. En effet; soit X = ( : r — a ) (x b) (x-~.c)(x—d). Le 
et I ' Q I 

plus grand commun diviseur entre J5f et X, sera D—(x—a) X (x—b) ; 

divisant Xpar D, on obtiendra un quotient ,Q=z(x—a) (x—b)(x—c) (x—d); 
le plus grand commun diviseur entre Q et Z>, sera d = (x—a) (x—b)^ 

et la division de Q par d, donnera un quotient, qr= (x — c ) (x~—d). 

Les polynômes det q sont les facteurs demandés. De sorte que la résolu

tion de l'équation X ^ o , ne dépend que des équations , drzs.0 , q—o , 

qui ne renferment que des racines inégales. Ce qui démontre le principe 
du n° 3 7 0 . Par exemple , soit J T = x* — 2 7 x 4 - 5 4 . Le plus grand commun 
diviseur entre X et Xf, sera D = (x — 3) ; la division de X par D, donnera 
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Un quotient Q — x2 -f- 3 x — 18 ; le plus grand commun diviseur entre Q et 
D, sera d = x — 3 ; le quotient de la division de Q par d, sera q=x-+-6. 

Et en effet; X=(x — 3 ) * ( x + 6 ) . 
3 7 7 . Remarque. Lorsque X et Xe n'ont pas de commun diviseur enx f 

on doit en conclure que X n'a pas de facteurs égaux et quand q est in

dépendant de x, le polynôme X ne renferme que des facteurs égaux, 

( n° 3 7 6 ) . Par exemple; les polynômes x2 — 5 x -f-6 , ix— 5, n'ayant pas 
de commun diviseur en x ; X ne contient pas de facteurs égaux; et i'hypo-
t h è s e X = : x 2 — 2 x - h 1, donnant/) = jr — 1, Ç) = x —• 1, d — x — 1, 7 = 1, 

les facteurs de x 2 — i x -f-1 , sont égaux. 
* 3 7 8 . Quand tous les Jacteurs premiers, (x — et), (x — C), etc. , 

d'un polynôme X, ne sont pas affectés du même ea posant , on peut 

trouver ces facteurs par une méthode plus simple que celle du n° 3 ,6* 

E n effet ; soit 

X—( x — *y (x — C ) 3 ( x ~ yY{x— a) (x—b). 

Le plus grand commun diviseur entremet X'est D—(x—et)*(x—>Cf *(x—y)^ 

le plus grand commun diviseur entre D et D' est d = ( x — * ) (x — C ). 
Les polynômes , c/, d', n'avant pas de commun diviseur en x , les faercurs 
de d sont inégaux , (n° 3 7 7 ) . LYquation d~o, donne x=ct et x ~ £ . Les fac
teurs, x — et, x — C, n'entrant qu 'une fois dans d ; D' contient une seule fois 
ces facteurs ; D contient donc { x—~ et)3 (x — C) 9 . Egalante zéro le quotient 
de la division de D, par (x — et)2 (x—C ) a , on trouvera x-=.y. donc 
D =r= [x — d)3 (x — C) 2 (x-— y). Le polynôme Jt" contient donc les facteurs, 
( x — ct)~>, (x — C ) 3 , (x— y)*. Divisant X, par (x — «t)3

 (x —C )i(x — y)2, 
le quotient égalé à zéro donnera x~a ct x — "b. Appliquons cette méthode 
au cas ou. les facteurs de X , ne sont pas en évidence. Soit. . , 

X—x1 °-f-4^9—8a:8—%$x7 — ' 1 8 x 6 4 * 1 2 0 a : 5 -J- 9 2 a : 4 — 1 1 2 a : 3 — l o3x2-f-36x-f-36. 

Le plus grand commun diviseur, entre X et X, sera 

D — a:5 -f- 2a:* — 2 a . 3 — f\x2 -f- x -f-2. 

Le plus grand commun diviseur entre D et Z)', sera d—x^—i ; d etd' n'ayant 
pas de commun diviseur, les facteurs de d sont inégaux, (n° Posant 
x'2 — 1 = 0 , on aura x = — 1 , x — -\- I ; donc d = ( x ~ f - i ) ( ar—.1 ) ; ï)' con
tenant une seule fois les facteurs , x - f - 1 , x — 1 , D contient deux fois ces 
facteurs. Divisant D , par (x -f- 1 ) 2 (a> 1 ) 2 , le quotient x -f- 2 , égalé à 
zéro, donnera a: = — 2. Donc, D == (x -f- * ) 2 (•*"— O 2 ( x - f - 2 ) ; X con
tient donc le facteur (x -f- 1 ) 3 ( ar— 1 ) 3 ( x -f- 2 )*. Divisant X par ce fac
teur , le quotient sera x a — 9 ; posant a : 2 — 9 = o , on trouvera , x = -f- 5 

et x = — 3 . Donc enfin 

X = ( J C - M ) 3 ( x ~ i ) 3 ( x - f - 2 ) 2 ( x — 3 ) ( x - f - 3 ) . 

Ains i , l'équation X=: o , a trois racines égales à — 1 , trois racines égales 
-f. 1 , deux racines égalas à — 2 ; et deux racines inégales, -f- 3 , — 3 . SI 



le polynôme proposé est, Af = x 5 — 3x4—?,x 3 -f- 6x* - H 5 x -f- i ; le plm 
grand commun diviseur entre AT et Xf sera D = x?- — 2 x — 1 ; / ) et D' 
n'ayant pas de commun diviseur, les facteurs de D sont inégaux ; posunl 
donc x a — 2 x — 1 = 0 , on trouvera , x = ï r t y / 2 ; / ) contenant une seule 
fois le facteur x 2 —• 2 x—• 1 , A"" contient deux fois ce facteur ; divisant X , 
par ( x 2 — 2 x — 1 ) 2 , le quotient sera x -f- 1. D o n c . . . . 

i ) ( X 2 — 2 X — i ) 2 — ( X + I ) ( x — I — V / 2 ) 2 ( X — I - f - l A ) 2 -

* 3 7 9 . Lorsqu'un polynôme X, contient et facteurs (x—(x—(>„)•. etc., 

affectes de Pexposant p ; C facteurs ( x — bt), (x — b n ), etc., affectés de 

l'exposant q ; etc. ; les facteurs , x — t / , , x — tf„ , e Z c . , dépendent d'une 

équation du degré et; les facteurs x —bn x— b/r, etc,, dépendent d une 

équation du degré C ; etc. Par conséquent, lorsque tous les facteurs du 

premier degré de X, sont affectés d'exposans différens, ces facteurs sont 

donnés par des équations du premier degré ; toutes les racines de l'équa

tion AT=o , sont donc réelles et commensurables. 

38o. En général : Pour résoudre une équation numérique a une seule 

inconnue ; ramenez d'abord cette équation à la forme 

(1)... x^-j-px'*—* qxm-3-r- -f- -sx -f-1 = o ; 

p,q ,. .. ,s,t, désignant des nombres entiers, ( no 3 2 9 ). Les racines com

mensurables de l'équation (1) seront des nombres entiers , etnC'/7 . 

( n° 3 3 o ) . Calculez ces racines par la méthode du n° 333 et n'essayez 

que les diviseurs du dernier terme qui tomberont entre les limites des 

racines , ( n° 3 4 9 ) • Déterminez ( n° 3 7 5 ) les exposans , et, C, ,.., a> , des 

facteurs , ( x —• «t, ) , ( x — Cj) , . . , (x — Divisez xm -f- pxm~l -h etc. , 

Ct C 
/?tfr ( x — «t y ) ( x — Cy ) . . (X—~G>J) . Le quotient, égalé a zéro, don

ner'a une équation (2). .x71 -f- p,xn~1 -f-».-f-s,x-f-ty ~o,quine contiendra 

plus de racines commensurables. Décomposez l'équation (2) e« d'autres 

équations qui ne renferment que des racines inégales, ( n° 3 7 8 }. Ces 

racines seront celles de l'équation (2), et vous connaîtrez toujours leur 

degré de multiplicité, (n° 3 7 8 ) . La question sera ainsi réduite a résoudre 

des équations qui ne contiendront que des racines inégales. Si X—o, 

est l'une de ces équations ; calculez une quantité ^ y moindre que la 

valeur absolue de la plus petite différence entre deux racines quelconques 

de l'équation X = o, (n° 36o ). Posant, Cx=y, vous obtiendrez une 

transformée (3)...f (y)==o9 dans laquelle les différences entre les racines 

seront plus grandes que l'unité, (n° 36i ). Pour trouver les racines in

commensurables positives de l'équation ( 3 ) , déterminez la limite supé

rieure l des racines positives de cette équation , ( n° 349 )/ donnez suc

cessivement a y, les valeurs , o, 1 , 2, . . , I; vous obtiendrez autant de 

changeuiens de signes, dans les résultats , que l'équation (3), contient 

de racines réelles posiûyes, (u° 3 5 5 ). Connaissant alors les plus petites 



valeurs entières approchées de ces racines . le procédé du n° 363 , dé

terminera chaque racine positive avec autant d'exactitude que vous 

voudrez. Pour obtenir les racines incommensurables négatives , posez 

y = —z;-les racines positives de V équation en z, seront les racines de

mandées. Si l, désigne la limite supérieure des racines positives de 

l équation en z, ( n° 3 4 9 )> vous obtiendrez les valeurs entières appro

chées de z , en donnant successivement à z, les valeurs , o , I , 2 , . . , lt; 

vous approcherez ensuite autant que vous voudrez de ces racines, (n° 363). 

L a méthode que nous venons d'indiquer, pour trouver les racines incom
mensurables inégales d'une équation , est la plus générale , mais le calcul de 
1 équation aux différences étant très-long , on ne devra avoir recours à cett» 
méthode , que lorsque le procédé du n° 3 6 9 , ne réussira pas. 

*38r. Lorsque x désignant une racine quelconque d'une équation, ^ est 

racine de la même équation , on dit que cette équation est réciproque. 

Une équation réciproque, xm -f- etc. — o, ne doit donc pas changer, quand 

on change x en ^ L a forme générale des équations réciproques, se déduit 

de cette définition. E n effet ; soient les équations 

(1) . . .x^-hpx^-hqx^-hrx-hs — o^ ( 2 ) . . .x^+px* + r /x + r = o . 

Pour que ces équations soient réciproques, i l faut qu'elles ne changent 

pas , quand on change x en — : donc. . . 
T 

Ces deux équations donnent... , 

Les équations (i) et (3) devant être les mêmes, on a 

p = - , q =• - , r = s — L a dernière équation donne , , s= i 1 J 
s s s s 

mais la 2e équation fait voir que l'on ne peut admettre que la valeur 
s = 1 , on en déduit, r~p. L'équation réciproque, du 4 e degré, est donc 
(5).. .xt+px* -f- qx*-\~ px -f- 1 = o. 

Les équations (2) et (4) devant être les mêmes , on a 

p — ^~ , q ~ ^ , r =. Cette dernière équation donne r~~àz 1. Ces deux 

valeurs de r satisfont également; r = 1 , donne q = p \ et r = — r , donne 
q~ — p. De sorte que l'équation réciproque du 3 e degré, est susceptible 
de ces deux formes 



* 38a. En général -, lorsqu'une équation de degré pair est réciproque, 

les coefficiens des termes pris a égale distance du premier terme et du 

dernier terme, sont égaux. Quand l'équation réciproque est de degré 

impair; les coefficiens pris à égale distance du premier terme et du 

dernier, sont égaux deux à deux et de mêmes signes , ou égaux et 

de signes contraires. De sorte qu'une équation réciproque de degré 

pair est toujours de la forme 

tandis qu'une équation réciproque de degré impair est susceptible de 

ces deux formes 

* 383. Toute équation de la forme des équations, (8), ( 9 ) , (10), est 

réciproque , car ces équations ne changent pas quand on change x , en 

Par exemple, lorsqu'on change a: en ~ , l'équation (10) ne change pas, car 

elle devient 

Multipliant tous les termes de cette dernière équation par ar2**"*-1 et chan
geant les signes de ces termes, on trouvera l'équation (10). 

* 384. Une équation réciproque de degré impair, a toujours une ra

tine réelle égale a -+- fow à — 1, car x = — 1 , réduit le I e r membre 
de l'équation (9) à zéro et x = 1 , satisfait à l'équation (10). Les premiers 

membres des équations (9) et (10), sont donc respectivement divisibles 

par x -f-1 et par x— 1, ( n<> 3i3 ). 

* 385. L,es équations réciproques du degré pair im, et celles du de

gré impair im-\-i , sont toujours réductibles au degré m. E n effet; 

i ° . Les 277̂  racines de l'équation (8) étant de la forme, a, ^, b, ~ , etc. ; la 

fonction a n'a que m valeurs , car x = a et réduisent éga

lement ; Les m valeurs de : seront donc,. 

etc. Posant donc, l'équation en z sera du 



degré m . Chacune des m racines, de l'équation en z, substituée dans,l 'é

quation, x — donnera les deux valeurs correspondantes de x. Ce qui 

conduira aux i m valeurs de x. 

2°. Le premier membre de l'équation (9) est divisible par (x-hi), (n° 384). 
Pour obtenir le quotient, on observera que l'équation (9J, donne 

Chacun des binômes , (x*m+l -f- 1 ), ( j î n t - ' -4-1 ) , etc., étant divisible par 
¿r-f-i , (n° 3i5) y si l'on effectue ces divisions, et si l'on égale le quotient 
total à zéro, on trouvera Péquation réciproque 

Cette équation est réductible au degré m , . On verrait de même que 
la division du icr membre de l'équation (10), par (.r—1). donnerait une 
équation réciproque du degré im ; cette dernière équation serait réductible 
au degré m ( i ° ) . Le principe est donc démontré. 

* 386. Occupons-nous de la recherche des racines des équations récipro
ques. Soit l'équation r éc ip roque , . . . . 

On fera. 

L'équation en z sera du troisième degré, (n° 385). Pour calculer cette 
dernière équation, on pourrait éliminer x entre les équations (12) et (i3); 
mais on parviendra plus facilement au résultat, h l'aide des artifices de 
calcul que nous allons indiquer. On divisera le I e r membre de l'équation 
(12), par x 3 , et réunissant ensuite les termes qui seront à égale distance 
des extrêmes , i l viendra, 

L'équation (i3) donnera successivement 

d'où. 

L'équation (14) deviendra , (s 5—3s)-f-/>(z 2—aj-f-tfs-f-r=o. S i l'équa
tion proposée était ( i5) . . .x G —6x 5 -f- i jx4—iSa.-3-f-i4a'2—6.r-f-i=o. L'équa^ 
lion cn z donnerait, z = 1 ; 2 = 2 , r = 3, ct les valeurs correspondantes 

d'où) 



de .vf déduites de l'équation ( i3) , seraient 

et ; 

Soit l'équation réciproque de degré impair, 

L e ï e r membre est divisible par x -f- i , ( n ° 38{ ). Le quotient égalé à 
zéro , donnera l'équation réciproque , 

Cette dernière équation est réductible au troisième degré , fn° 385). Si l'é
quation proposée était, x7 — 5 a 6 - f 8a 5 —4- r 4 — 4- a f 3 - f - 8 a : 2 — 5 a : - f - i=o ; Pe
er uation ( 1 7 ) deviendrait, ar6 — 6 x 5 - f - i 4 - ^ 4 — ï 8 a 3 - f - i^x 2 — 6x -h 1 = 0 , 

et l 'on a trouvé les racines de cette dernière équation. 
3 8 7 . L a résolution des équations numériques ne pouvant plus offrir de 

difficultés, on doit chercher à transformer les équations littérales en équa

tions numériques. Cette transformation n'est possible que dans des cas 
particuliers que nous allons faire connaître. 

388. Les équations homogènes , qui ne renferment que deux lettres, 

•peuvent toujours se transformer en équations numériques, En effet; la 
forme générale des équations homogènes qui ne renferment que deux lettres 
tt et y, est.. .y'n + pcty™—J-+-q¿t^-í ^ , # mm ̂  ^m-iy la/n — 0 , 

m, p , qy , k , I, désignent des nombres connus. Posantjy*= etar, 
tous les termes de l'équation deviendront divisibles par CL™, et l'on parviendra 
à l'équation numérique , xm ~f-/7a.m~ I-f-<7aw ,~" 2 - f - . . . -f-Aa:-f-/ = o. 

3 8 9 . Les équations binômes , sont celles qu'on peut ramener à la forme 
( 1 ) . . .ym zf: b — o. Ces équations ne doivent donc renfermer que les mêmes 
puissances de l'inconnue y, combinées avec des quantités connues. Les 
équations binômes peuvent toujours se transformer en équations numé

riques. En effet; l'équation (1) donnant, il suffit de 

(f) Pour indiquer la racine arithmétique (n° 3o ) , d'une quantité, 
nous renfermerons toujours celte quantité entre deux parenthèses. A i n s i , 

désignera le nombre que l'on obtient en extrayant la racine deb, 

d'après les règles des n o s 262 et 269, Les deux valeurs de seront 

ou : 



rendre cette équation homogène, ( n© 388). Pour y parvenir, on extraira 
la racine arithmétique du degré m de la quantité positive b. Désignant 
cette racine par a, on aura b = am ; d'où, y ^ s - i am. Afin de rendre cette 
équation numérique, on fera, (n° 388 ). . . 

L a multiplication de la quantité a, par les m valeurs de x , donnera 
les m valeurs de y. On opérera de la même manière, lorsque b sera un 
nombre positif, parce que la forme de l'équation (2) est plus simple que 
celle de l'équation (1). 

3 9 0 . Pour résoudre l'équation (3) xm= 1 5 on observera qu'elle donne 
a r = i , de sorte que xm—1, est divisible par (x — 1 ) , ( n° 3 i 3 ) . Effec
tuant la division , on verra que 

Toutes les solutions de l'équation ( 3 ) , seront donc fournies par les équa
tions 

, donne { 
, donne a 

Ces deux dernières équations donnent, 

Désignant les deux valeurs imaginaires de x, par et et C , les trois racines 
de l'équation x 3 — 1 =5 o, seront, 1 , et et C. On aura... 

3 9 1 . Le principe du n° 338 , donnera 1 -f-et -f- C—o e t iXetxQ— 1. Donc , 
C c t 3 = c t 2 , ou C = s t 2 . Donc , 1 -f- et -f-et 2 = o . Les racines de V équation 

y^T=.n*, sont donc7n, net et net3. Les racines de l'équation y3—2 , sont 

3 9 2 . L'équation x 3 - f - ï — o , donne x = — ï ; d'où # 3 +i=f=(x- | - i)(x a —ar-f-i) ; 
l'équation x 2 — x + i — o , détermine les deux autres racines. Le binôme x G — 
étant le produit de x 3 — 1 , par x 3 + i , les racines de l'équation x 6 — i r ^ o , se 
déduisent des équations , x 3 — 1 = 0 , x 3 + J — o. 

L'égalité x * =5=5 1 , donne 

L'équation x*——1 , donne x2. 

E n général, lorsque m sera de la forme 2 " , on trouvera toutes les racine» 
des équations zv>^-3zi3 en extrayant successivement des racines quarrées. 

Ainsi : 

et.. d 'où , 

donc, 



* 3c)3. L a théorie des équations réciproques, conduit h une méthode-
élégante pour résoudre les équations binômes des six premiers degrés* 

E n effet ; xm — i étant le produit de x— i , par xm~l - f - xm~* 4 . . . . -f-x 4 - i ; 
les racines de l'équation x w l —. i=cw, dépendent de l'équation réciproque, 

Lorsque m ne surpassera pas 6, l'équation (i) sera réductible au pre
mier ou au second degré, ( n° 385). Par exemple, l'équation xs=zj , donne 
x = I ; et les autres valeurs de x sont les racines de l'équation réciproque. « 

L a résolntion de Péquation x*m+J 4» i = o , dépend aussi des équations 
reciproques, car on a 

* 394. L'équation xmzç.b~o, n'a pas déracines égales, car b n'étant pas 
zéro, i l n'existe pas de plus grand commun diviseur entre le binôme xmz+.b, 

et sa fonction dérivée mxm-1, ( n° 3 7 7 ) . 

* 3g5. Lorsque A n'est pas égal à C, les équations, xm = A , xm~C, 

n'ont pas de solutions communes, car Ja division de x m — A , par xm — Qf 

donnant un reste C — A, qui n'est pas nu l , il n'existe pas de commun d i 
viseur entre xm — A ct x m — C ; une même valeur de x ne peut donc pas 
satisfaire aux équations proposées, (n° 3 i 3 ) . 

* 3 9 6 . Lorsque m est un nombre impair, la seule racine réelle de 

l'équation (r).. . xm = 1 , est x — 1, et quand m est un nombre pair, 

les seules racines réelles de l'équation (1), sont 4 - 1 et — 1. E n effet j 
on a , ( n° 3 i 5 ) , 

O r , aucune valeur positive de x, ne peut réduire 
a-m— 1 -f, xm~2 4 - -f--^~f" 1 > a zéro ; l'équation (1) na donc pas 

d'autre racine positive que l'unité. Cela posé ; ï ° . quand m est impair, 
une valeur négative de x ne peut pas réduire xm— 1 h zéro; la seule ra
cine réelle de l'équation (1) est donc l 'unité; 2 0 . lorsque m est un nombre 
pair ik, l'équation (1) devient x*k — 1 = 0 ; faisant x* ~ z, on trouve 
z1'—1 = 0 ct I = : ± | / Î . Toutes les valeurs réelles de x, sont donc données 
parles valeurs positives de z. Mais, l'équation zk—i=o, n'a pas d'autre 
racine réelle positive que -f- 1 ; les seules valeurs réelles de x sont donc 
4 - 1 et — 1. 

+ 3 9 7 . Les propriétés des lignes trigonométriques, conduisent à l'ex

pression générale des racines des équations binômes. En effet; le produit 



par | é t a n t . . . 

Multipliant les deux membres par ( c o s ^ r t \ / — i s i n ' } ' ) , et observant 

que d'après la formule (i), le 2 e produit estcos (ct-f-^-f-?)— \ / — i sin (*+£•+•>); 
i l viendra.. . . 

on a. . 

Continuant à multiplier les deux membres de chaque identité par des facteurs 
de même forme, supposant les arcs, ce, C, y, etc., égaux et en nombre m ; on aura 

Soit m CL —zi l'identité (2) donnera.. 

L'identité (1) démontre que 

* 398. Pour résoudre Véquation (5)... x m = i , on observera que n étant un 
nombre entier quelconque , l'expression cosin7r± \/— 1 sin mir, est égale 
a l 'unité, {*). On aura donc 

[ formule (3), du n» 397), 

Dans la formule (6), chaque valeur de l'indéterminée"'», fournira à une on 
deux racines de l'équation (5); nous allons faire voir qu'on obtiendra m va

leurs de x, et qu'on ne pourra pas en trouver un plus grand nombre. 

1° . Quand m sera un nombre pair ip , on donnera successivement à n les 
valeurs , 0 , 1, 2 , . ., p ; ce qui déterminera m valeurs de x ; car , n = o, donne 
a:= ï ; n. = p , donne x •==. — 1, et chacune .les ( p — 1 ) autres valeurs de n , 
fournissant deux racines imaginaires , x à deux valeurs réelles et ip—2 valeuis 

(*) Le rayon est égal k l 'unité; *v désigne la circonférence 

D'où, 



imaginaires inégales (*). I l s'agit donc de démontrer, qu'eu substituant d'autres 
nombres pour u, on retomberait sur des valeurs de x déjà obtenues. O r , 
n-=p — r et n = /?-f- r , donnent les mêmes valeurs de x ; car la somme des 

(P — r) wr (p-hr)'iTr . 
deux arcs differens, — , — , qui résultent de ces hypo-

2p ip J 

thèses, étant égale à nr, ces arcs ont des cosinus égaux et des sinus égaux 
et de signes contraires. Le principe énoncé est donc exact. 

2 ° . Quand m sera un nombre impair, 2 p -f- 1 , on donnera successivement 
à u les valeurs, o, 1 , 2 . . , p ; ce qui fournira une racine réelle 1 = 1 , et ip 
racines imaginaires ; on démontrerait, comme que toutes ces racines 
sont inégales. On aura donc déjà obtenu 2/7 -h r ou m racines. Si l'on donnait 
d'autres valeurs à n , on retomberait sur les mêmes racines ; car n=-p — r et 
n=zp — r-f- 1, donnent denx arcs dont la somme est 2?r. 

* 3 9 9 . Là résolution de l'équation ( 7 ) . . xm = — 1 , se déduit également 
de la formule (3) ; on observe que les sinus des multiples impairs de 7r étant 
nuls et les cosinus égaux à — 1 , on a . . . . 

D 'où , 

On démontrera, comme dans le n° 3 9 8 , qu'en donnant successivement h n 
les valeurs, o, 1, 2 , etc., la formule ( 8 ) , déterminera les m racines inégales de 
l'équation xm — — 1 . Lorsque m = 2p, les Irvpothcses n — p— r — 1 , n~p-h r, 
donnent les mêmes racines, de sorte que l'on obtient les m racines en donnant 
à n les valeurs, o, T , 2 , . . . , p— 1 ; ( toutes ces racines sont imaginaires). 
Quand m = 2 ^ + 1 , les hypothèses n — p — r, n = p -f- r, conduisent aux 
mêmes racines; donnant à n les valeurs, o, T , . . . , p — r, on trouve les ip 

racines imaginaires de l'équation proposée, et Ji=zp donne la racine réelle, 
a = — 1. 

* 4 o o . En général : toutes les racines des équations xm — d b 1, se déduisent 

des formules (6) et'(S), en donnant successivement h Vindéterminée /z, les 

valeurs, o, 1 , 2 , etc. On arrête les substitutions , lorsqu'on a trouvé m 

videurs de x. On obtient les mêmes racines, en donnant successivement 

a n les valeurs, o, — 1 , — 2 , etc. ; caria formule (6) ne change pas, quand on 

(*) Ces ip — 2 racines imaginaires sont inégales, car n étant moindre 
iri7r 

que m , 1 arc —— est moindre que Q-T J les aies qui entrent dans les expressions 
tics ip — 2 racines imaginaires, sont donc inégaux et moindres que la circon
férence 5 aucun de ces arcs ne peut donc avoir h la fois le même sinus et la 
même cosinus que l'un quelconque dos autres ; tomes ces raciues sont donc 
in égajes. 



c h a n g e n e n —>n , et d a n s l a f o r m u l e ( 8 ) , les h y p o t h è s e s , n~— i , n — — 'j 

n — — 3 , e t c . , d o n n e n t les m ê m e s r é s u l t a t s q u e , / z = o , n—\ , n~ 2 , e tc . 

* 4 ° i « -Lorsque dans les formules (6) o w ( 8 ) , on prend \ / — i avec le 
signe - f - , on obtient les m racines des équations (5) ou ( 7 ) , en donnant 
successivement à n les valeurs, o , 1, 2 , . . . , m—T. On trouverait les 
mêmes racines en donnant h n les valeurs, o , — 1 , — 2 , — 3 , . . . , — (m—1). 

De sorte que l'on pourra toujours supposer que n désigne un nombre 
entier (positif ou négatif), moindre que m. E n effet ; l e s i n u s et le c o s i n u s 

d ' u n a r c n e c h a n g e a n t p a s , q u a n d cet a r c a u g m e n t e o u d i m i n u e d ' u n m u l t i p l e 

d e 25T5 s i l ' o n ef fectue l a d i v i s i o n d e zh n , p a r m, d e m a n i è r e q u e le reste s o i t 

u n n o m b r e e n t i e r p o s i t i f r , le q u o t i e n t s e r a d t q, et les f o r m u l e s , ( 6 ) , ( 8 ) , 

d e v i e n d r o n t 

P a r c o n s é q u e n t , l o r s q u ' o n s u b s t i t u e p o u r n l es n o m b r e s , o , r h 1, dd 2 , 

zh 3 , e t c . , o n o b t i e n t les m ê m e s v a l e u r s d e x q u e s i l ' o n s u b s t i t u a i t p o u r r 

les n o m b r e s , 0 , 1 , 2 , . . . , ? » — 1. C e q u i d é m o n t r e l e p r i n c i p e é n o n c é . 

* 402. L,es équations binômes sont décomposables en facteurs réels du 
second degré. E n e f f e t ; i ° s o i t l ' é q u a t i o n xm

 = 1; l o r s q u e l a v a l e u r d e 11 

2/Z 

s e r a t e l l e q u e - — n e s e r a p a s u n n o m b r e e n t i e r , l a f o r m u l e (G) d o n n e r a d e u x . 

racines imaginaires conjuguées, xn x / ; ; o n e n d é d u i r a le facteur réel die 
"2117? '277 7T second degré , x2 — ix c o s f- 1 : c a r x. -f- x.. =z 2 cos — — et . r x ~ 1 m m 

O u v e r r a d e m ê m e , q u e les f a c t e u r s rée ls d u s e c o n d d e g r é , d e l ' é q u a t i o n 

, ,, . , , P . ('27i -f- i ) ; r 
•*'» -f- 1 = 0 . se d é d u i s e n t d e l a l o i m u l e , x2 — 2 x c o s — - f . 1 e n m 7 

**fi —|— x 
d o n n a n t à 71 les v a l e u r s p o u ^ l e s q u e l l e s — — — • , n ' e s t p a s u n n o m b r e e n t i e r . 

4<.)3. D a n s l a t h é o r i e des r a d i c a u x ( n o s 2 2 7 . . . 2 f 3 ) , n o u s n ' a v o n s e u ét>ard 

q u ' a u x v a l e u r s aritlunetujues des r a d i c a u x ; d e s o r t e q u e c h a q u e r a d i c a l n ' a v a i t 

q u ' u n e s e u l e v a l e u r . M a i s , un radical du degré m , a m valeurs algébriques 
différentes, c a r les m r a c i n e s d e l ' é q u a t i o n x w t ~ a , s o n t les m v a l e u r s d u 

m 

r a d i c a l \/ a. I l f a u t d o n c e x a m i n e r s i les r è g l e s q u e n o u s a v o n s d o n n é e s s o n t 

g é n é r a l e s . O r , o n o b t i e n t les m v a l e u r s d e \/-\- a o u d e \/—*a.> e n m u l t i p l i a n t 

(f+) P a r e x e m p l e , l a d i v i s i o n d e p a r 3, d o n n e le q u o t i e n t —3 et l e reste 

~- j ; ' A , n ° 3 c \ 
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m 

la racine arithmétique du degré' m de a, par les m valeurs de \/-f- i ou dé 
m 

y/—, i . Il suffit donc d'opérer sur les racines algébriques de -f- i et de — r. 

L'équation, ( i). .xm~i, donne ( 2 ) . . 

et l'équation, (3).. xm = — 1 , donne.... 

On obtiendra les m valeurs de \/ 1, ou de V / — 1 1 en donnant successi
vement à n les valeurs, o, 1, a, 7 » — f, ( n ° 4 o i ) . Les propriétés des 
racines des équations binômes et le calcul des radicaux , se déduisent des 
formules (2) et (4). Pour lever toutes les difficultés relatives aux radicaux f 

on déterminera les valeurs de chaque radical, et l'on opérera successi

vement sur ces diverses valeurs ; ce qui donnera toutes les valeurs du 

résultat demandé. Si Ton veut déterminer toutes les valeurs de la somme 

M p 

ou de la différence, ou du produit, ou du quotient, des radicaux, \/ 1, ^ \ • 

on calculera les m valeurs,a, h,... I, dn i « r radical, et les p valeurs, et, C , . . , t» 

du 2* radical ; combinant ces valeurs, 1 à 1, on obtiendra les mp valeurs 

du résultat demandé. La somme algébrique des radicaux, \/ 1, \/19 sera 
TH. p m p 

encore indiquée par ] / i -j- y 1 , leur différence sera \ / i — La somme 

des radicaux , \/i t aura m a valeurs ; de sorte que cette somme ne sera 
m m m 

pas 2 Par la même raison, le produit de \/i par \/i, ne sera pas le 
m 

quarré de \/i ; et ainsi de suite. 

4o4- E n général, lorsque, p , q ,d, étant des nombres entiers positifs > 

p et q sont premiers entr'eux 9 on a.*.... 



* 4o5. Toutes ces propriétés se déduisent des formules, (6), (8), des n o s 3r)tf 
et 3 g g . En effet; ces formules donnent.... 

Les indéterminées, n, n", sont des nombres entiers. Pour démontrer 

la formule (i), on multipliera la valeur de par celle de y i j ce 
qui donnera, ( n° 3 9 7 ) . . 

Comparant les formules (u) et ( i 3 ) , on voit qu'il s'agit de prouver que 
Pon peut toujours satisfaire à la condition ( i4)--« qn -{-pnf — n". O r , 
quand on substituera pour n et n des nombres entiers quelconques, la 
formule (i4) donnera une valeur entière de n" et en mettant un nombre 
entier pour n", l'équation (ij) déterminera toujours des valeurs entières 
des indéterminées,/*, n', car les coefficiens, p , q7 de ces indéterminées, 
sont premiers entr'eux , (n° 159). L a formule (1) est donc exacte. Des rai-
sonnemens analogues, conduiraient aux autres formules. Par exemple, si 
l'on veut obtenir la formule ( 3 ) , on déduira de la formule ( 7 ) . . . . 

Mais , toutes les valeurs de x, se déduiront de cette dernière formule, 
en donnant successivement à n les valeurs, o, 1 , 2 , . . . , p—1, (n° 4 ° 0 > 
et les nombres*,^, q, étant supposés premiers entre eux, la division des 
nombres, o x q, q , iq , 3<y, . . -, (p — 1 ) 7 > P a r P , donnera les restes 

o, 1, 2 , . . . , p — 1 , ( A , n° 3 7 3 ) , (*). Toutes les valeurs de x , se déduiraient 

donc de la formule, en donnant à r les valeurs, 

(*) La démonstration du n° 3 7 3 de l'arithmétique, convient au cas oh n 

serait plus grand que à, 



o, i , 2 , . . . , p — T. O r , cette formule détermine les 7?? valeurs de ] / J 
Le principe est donc démontré. Pour vérifier l'exactitude de la formule (4) , 
on multipliera les équations, ( 9 ) , ( 1 0 ) , membre à membre ct faisant, 
*mq-\-rm'p -+- /?-f- q — et, on trouvera ( n° 8 9 7 ) , 

Quand p ct q seront des nombres impairs, et sera un nombre pair i n ' ct l'on 
pourra toujours supposer inq -f- *nfp -\-p -f- q = 2/2", ( n° i $ 9 } 5 les seconds 
membres des formules ( 1 1 ) et (i5) seront donc identiques; on aura donc, 

Lorsque /> étant pair, q sera 
impair, mq-^rinp -f--f-<7 , sera un nombre impair 2 » " - f - r, ct les se
conds membres des formules (12) ct (i5) seront identiques, ( n° 1 0 9 ) ; on 
aura donc 

L a formule (4 ) est donc vraie. 
*4°6. Toutes les propriétés des racines des équations binômes , peuvent 

se déduire des formules du n° 4°5. Par exemple , lorsque p et q sont. 

7 rentiers entr'eux, les équations xV — 1 = 0 , — i r = o , n'ont pa* 

d'autre solution commune que x = i . E n effet; si ces équations admettent 
une solution commune, on -aura. . . . . 

2/?T 2??/?r . 
La différence entre les arcs, ? « > sera donc un multiple a/iVr 

p q 
de la circonférence ; donc. . . 

O r , p et q sont premiers entr'eux; q divisera donc nf , et p divisera 
/ J , (n° 289.4°)- Mais, les indéterminées, / / , / / , sont respectivement moindre* 
«pie q dp, ( n° 4 0 1 ) « ^ * ' A U T L ^ O N C C L U C

 n e t / 2 ' soient nuls. Ce qui dé-
montre le principe énoncé. 

* 4°7* désigne une racine imaginaire de l'équation (i). . x ™ ~ T 
i ° . tontes les puissances entières, ( positives ou négatives ) , <7e , seront 
des racines de cette équation. 2 0 . Ces puissances n'auront que les m va
leurs, et°, ct\ et*, . . . , et™-1 ; 3°. quand m sera un nombre premier, les 
m racines de L'équation seront, a 0

} a ' , a*,. . E n effet; 1°. soit. . 

'd 'où. 



n sera un nombre entier positif, inoindre que m, (n" 4 0 1 ) - Divisant :± 
/>ar m, de manièro que le reste soit un nombre entier positif r9 la fur-
mule (2) donnera 

Donc, 

et est donc racine de l'équation (1). 
2 ° . L a quantité r est un nombre entier positif moindre que m ; toutes 

les valeurs de ctr, ou de et—P, seront donc, et0, e t 1 , et2,..., et™-1. 
3 ° . Lorsque m est un nombre premier, m et n sont premiers entr'eux, car 

n est moindre que 7?*, (n° 4 0 1 ) } la division des nombres 
o x /7, /?, 2?2,3/z,. . . , ( m—1 ) n, par m , donne donc les m restes diffère n s » 
o, i , 2, 3 , . . .,m—1. Toutes les valeurs de et~F se déduiraient donc *ie Pcx" 

2/77T / • . 1117? 
pression , cos — f- \/— 1 sin •> en donnant h n les valeurs . . . . . . . . 

77* 772. 

o, 1, 2 , . . . , 772—1 . Les valeurs , et°, e t 1 , et2,..., et"*- 1, de et ~~?, sont donc les 
m racines de l'équation ( 1 ) , ( n° 4 0 1 )• 

4 0 8 . La règle du n° 2 6 2 , conduit aux m valeurs de la racine du 
degré m, d'un polynôme ; car la racine mieme du 1 e r terme de ce po
lynôme a 7/2 valeurs, chacune de ces valeurs est le premier terme d'une 
des 772 racines du polynôme et la division fournit les autres termes de chaque 
racine. Par exemple, la racine cubique de a^, ayant trois valeurs . . . . . . . 

a, act, aet2,(n° 3QT), les trois valeurs de X/a^-h'jba •:-f- 3b* a -f-£ 5 , sont 
T T 

: or, — — et ct - — et 5 , car et3*=* r , 
7 ' et* et ' 

(n° 3go). Les trois valeurs du radical sontdonc, {a-hb), (a + b)*, (a + b)**. 

4 0 9 . Les équations réductibles au second degré, sont celles dans les
quelles l'inconnue n'est affectée que de deux exposans , dont l'un est double 
de l'autre. De sorte qu'on peut toujours ramener ces équations à la forme. ... 

(1). . .x*m-{~ipxm-\-q — o. Posant xm~y, on trouve.... 

Désignant ces deux valeurs de y , par a et b , la question sera réduite 
a résoudre les équations binômes, x"l—a., x,n=h , et nous avons vu comment 
on peut résoudre ces équations. Soit Véquation trinôme. ... 

xG — 35.r5 -f- 216 = o; on fera -=zy, d'où y* — 3 5 r -f- 2 1 6 — o. 
Cette dernière équation donne v — 8 et y — 2 7 . II s'agit donc de résoudre 

les équations, x 3 = 8 , z 3 ~ or. I j C S racines cubiques arithmétiques, de 8 
et de 27 , étant 2 et 3 , les six valeurs de x , sont ( n° 391) , 2, 2st, 2 * % 3, 
3x et 3* 2. 

dVu. 



4 i o . L'équation (i)...xim-^-'ipxm-\-q~o, ne peut jamais avoir plus de 

quatre racines réelles, car les racines de ces équations, sont données par 
les équations binômes, xm=>a9 xm=-b, ct chaque équation binôme ne peut 
avoir pl is de deux racines réelles, ( n° 3 9 6 ) . 

4 i i - L'équation (1) n'a des racines égales, que lorsque le premier 

membre est un quarré, c'est-à-dire quand q=p*, car la fonction dérivée 
de x * m m - \ - q , étant 2 w i m " ' -\-r2pmxm~l, ou imxm~l(xm-j-p) , la 
méthode du n° 3^6, conduira à diviser x*m-\-ipxn-\-q , par xm-\~p\ ce 
qui donnera le reste q—p* ; l'équation (1) ne contiendra donc des racines 
égales, que lorsque p—p2 sera nul. 

Rapports et proportions. 

412. L'Lntroduction à l'algèbre renferme quelques notions relatives aux 
rapports et proportions. Nous allons complelter cette théorie. Le résultat 

de la comparaison des grandeurs de deux quantités, se nomme leur 

RAFTORÎ OU leur RAISON. 

413. L.jorsqiCen comparant deux quantités , on veut connaître de com

bien l'une surpasse l'autre ; le résultat de cette comparaison , qui ex

prime la différence de ces deux quantités, est leur rapport par diffé

rence. Ainsi , le rapport par différence entre d et b', est (a'-~b') ; on 
l'indique aussi de cette manière af . b' 

414- Lorsqu'en comparant deux quantités , on veut connaître com

bien de fois l'une contient l'autre ; le résultat de cette comparaison 7 

qui exprime le quotient des deux quantités divisées l'une par l'autre, 

est leur rapport par quotient, ( A , n° 2i5 ). Ainsi , le rapport par quo

tient entre a et b, est a divisé par b ; on l'indique des deux manières sui-

vantes, - et a , b. 
b 

415. Des deux quantités que l'on compare , celle qu'on énonce ou qu'on 
écrit la première, se nomme antécédent, ct la seconde conséquent ; l 'an
técédent et le conséquent, forment les deux termes du rapport. 3Nous éva
luerons toujours ce rapport, en retranchant Je conséquent de l'antécédent 
( n° 4 I 3 ) ? ou e n divisant l'antécédent par le conséquent, ( n° 4 I 4)- ^es 
ptîqmetéô des différences et des quotiens, ayant été démontrées en arithmé
tique , i l suffira de les rappeler. 

416. L,e rapport par différence ne change pas, quand on ajoute à 

chacun de ses termes, ou quand on en retranche une même quantité 

( A , n° i 4 a )• En effet; le rapport par différence entre ar ct h', étant 
( a — / / ) , celui qui existe entre (a''zt: d) ct (bf±d) est encore (af—b') 

417. Un rapport par quotient ne change pas, quand on multiplie ses 

deux termes , ou quand on les divise, par une mûne quantité, (n° V.\. 



car le rapport par quotient de a à b, étant ^ , celui de ma à mb et de 

« b a — a —, se réduisent à T« m m b 

418. Les propriétés énoncées dans les n o s 416 et 4*7? servent h simplifier les 

rapports. A i n s i , le rapport par différence de ( p — i - f - c ) à (x—/3-f-c), 
est le même que celui de p hx, ou (p—x) et le rapport par quotient, 

de abcd à pbcd, est le même que celui de a à p , ou ^» 

419. L'égalité de deux rapports se nomme P R O P O R T I O N ; et cette pro

portion est dite par différence, ou par quotient, selon que les rapports 

qu'on y considère sont par différence ou par quotient. Ainsi, a'—b'=-c'—d' 

est une proportion par différence ; cette proportion s'indique aussi de cette 
manière ar . bf \ cf . d'. L a ire expression est considérée comme une équa
tion , et se prononce ar moins b' égale c* moins d*'; tandis que la 2 E est 
considérée comme une proportion par différence, qui se prononce , af est 
à bf, comme c' est h cf. 

a c . 

4^0. L'égalité ^ = - , est une proportion par quotient, car elle ex
prime que les quatre quantités, c i , b , c, d, sont telles, que le rapport 
par quotient des deux premières est égal h celui des deux dernières; cette 
proportion s'écrit plus communément de cette man iè re , . . . a\b\\c\d 

Quand elle est ainsi écrite, on la prononce, a est à b, comme c est à J . 
a c 

A i n s i , £ = — et a \ b\ \c \ d, sont deux expressions équivalentes, qui 

indiquent que le quotient de a par b est égal à celui de c par d. 

421. Dans toute proportion, par différence ou par quotient, ainsi écrites 
a .b l c .d, ou a ; b * * c d ; le premier terme a et le dernier d, occupant 

les extrémités , sont les extrêmes; le second terme b et le troisième c» 
qui occupent le mili eu, se nomment les moyens ; a et b sont ^antécédent 

et le conséquent du I E R rapport, c et d sont Vantécédent ct le conséquent 

du 2 e rapport. L a quantité d, est une quatrième proportionnelle aux trois 
quantités, a, b, c. 

422. Quand les moyens sont égaux-, la proportion est dite C O N T I N U E . 

Ains i , a . b\b . c et a \ b \ \ b • c, sont des proportions continues ; la ire 
par différence , la 2 e par quotient. On les écrit ainsi ; -1- a . b . c et H u l b l c. 
Les signes -j et ~ : , indiquent que dans l'énoncé on doit répéter deux fois 
le ternie moyen ; de sorte que ces deux proportions se prononcent, a est h b 

comme b est à c. On dit que c est une troisième proportionnelle aux deux 
quantités a et b. 

423. Les rapports, par différence et par quotient, se nommaient an
ciennement, rapport arithmétique, et rapport géométrique, et les égalités 



de ces rapports, que nous avons énoncées , proportion par différence, pro

portion ]>ar quotient , se nommaient, proportion arithmétique, propor

tion géométrique. L a proportion par différence a reçu le n j>m aVéqin

différence, et Ton a consacré le nom de proportion, aux proportions par 
quotient. Ainsi , toutes les j'ois qu'on parlera d'une proportion , on sous-

entendra qu'elle est par quotient ; de même, lorsqu'on parlera d'un rap
port , sans désigner son espèce, i l faudra sous-entendre qu'il est par quo
tient. D'après ces conventions, les expressions, rapport arithmétique , 

rapport par différence , différence, reste ou excès , indiquent également 
la différence entre deux quantités. Les expressions , proportion arithmé

tique, proportion par différence, équi-différence, indiquent l'égalité de 
deux différences. Les expressions, rapport géométrique, rapport par 

quotient, et rapport , indiquent toutes trois un quotient. Enfin , les ex
pressions, proportion géométrique , proportion par quotient, proportion> 

sont synonymes et indiquent l'égalité de deux quotiens. 

4 2 4 . Dans toute ÉQUI-DIFFÉREXCE , la somme des extrêmes est égale 

h celle des moyens , car 1 cqui-difîVience a,b:c.d, exprime que a—b—c—d, 

cl cette équation donne a-±- d-==.b-\-c. 

4 ^ 5 . Réciproquement , lorsque la somme a-\-d, de deux quantités est 

égale a la sontme b-j-c , de deux autres quantités , ces quatre quan

tités forment P équi-différence a ,b\c . d; car l'égalité a-\~d — b-\-c, 

donne a — b — c — d. 

4 ^ 6 . Dans toute équi-différence , il suffit de connaître trois termes, 

pour obtenir le quatrième ; quand le terme inconnu est un extrême , on 

trouve sa valeur, en retranchant de la somme des moyens, l'extrême 

connu; lorsque le terme inconnu est un moyen, on obtient sa valeur, 

en retranchant de la somme des extrêmes, le moyen connu, car F équi-
différence, a.b\c. d , exprime que a—b—c—d, et celte équation 
donne. d — (b-\-c)— a et c=-(a-+-d)—b, 

4 2 7 . Dans une équi-différence continue , la somme des extrêmes est 

égale au double du terme moyen, car l'équi-difference continue 

a . b : b . c , donne a-hc — 2b, d'où b = (a-\-c). 

Le terme moyen b est le milieu, ou in moyenne proportionnelle arith

métique entre a. et c- Par conséquent, pour trouver une moyenne pro~ 

po> iionnelle arithmétique entre deux quantités, il faut prendre la moi-

lie de leur somme. 

4 2 8 . Pour que lYqui-différence existe, il suffit que la somme des ex-
îrernes soit égale à c<i!c des moyens (no On peut donc faire suh/r 

h une équi-différence , toutes les transformations qui n'altèrent pas 

légalité entre la somme des extrêmes et celle des moyens. LVquati>jn 
a—£ = c—d , fournit donc les huit éqtïi-jiffércncc*. . . « 



car cette équation donnant ( « - f - d) — ( b -f- c ) , dans chaque équi diffé-
rcnce , la somme des extrêmes est égale à celle des moyens. Passons aux 
propriétés des proportio/is par quotient. 

42') . Dans toute proportion , le produit des extrêmes est égal h ce ui 
a c 

des moyens ; car la proportion, a\b\ \ c \ d, exprime que — = - , (n° ¿{20) 
et cette équation donne, ad — bc. 

43o. Réciproquement, lorsque le produit, ad, de deux quantités est. égal 
au produit, bc, de deux autres quantités; ces quatre quantités forment 

a c 
la proportion , a\ \ b\ \ c \ d, car l'égalité ad — bc, donne — = — • 

4-3i. Quand la proportion , a ; b\\c \ d, n'existe pas, le produit, ad. 
des extrêmes n'est pas égal au produit, bc, des moyens. En effet;'si Je» 
produits , ad , bc, étaient égaux , on aurait, a ; b : : c *. d , ( n° 43o ) ; ce 
qui est contre l'hypothèse. 

43>.. Lorsque le produit ad, de deux quantités, ii'cst pas égal au 
produit bc , de deux autres quantités , ces quatre quantités ne forment 
pas la proportion, a \ b\l c \ d. En effet; si cette proportion pouvait 
exister, ad. serait égal à bc, ( n° 4 - 9 ) ; c c qui est contre l'hypothèse. 

4 3 3 . Toutes les propriétés des proportions se déduisent des principes 
précédent ; voici les plus utiles. 

4 3 4 . Dans toute proportion , il suffit de connaître trois termes, pour 
obtenir le quatrième. Quand le ternie inconnu est un extrême , on 
en trouve la râleur, en divisant le produit des moyens par Vextrcnie 
connu; lorsque le terme inconnu est un moyen, on en obtient la va
leur, en divisant le produit des extrêmes, par le moyen connu; car la 

7 , a c , proportion, a * b * * c \ d, exprime que — — , et cette équation donne 

435. Les règles des n o s '¡16, 4>4 , démontrent que si dans deux propor
tions , ( par différence ou par quotient ), trois termes correspondons sont 
égaux, les quatrièmes termes seront cg<iux. 

436. Dans une proportion continue, le produit, des extrêmes est égal 
au quarré du terme moyen; car la proportion continue 

a '. b 11 b ; c , donne ac ~ b'! ; b — \/ac. 

Le terme moyen b est la moyenne proportionnelle géométrique en n i 
ez et c. A i n s i , pour trouver une moyenne proporiionnelle géométrique 



entre deux quantités, il faut extraire la racine quarrée de leur pro

duit. 

437. Pour qu'une proportion existe, i l suffit que le produit des ex
trêmes soit égal à celui des moyens ( n° 4^0). On peut donc faire subir 

h une proportion, toutes les transformations qui n'altèrent pas l'éga

lité entre le produit des extrêmes et celui des moyens* L 'égal i té . . . . 

= ^ , fournit donc les huit proportions 

car cette égalité donnant, ad — bc, i l en résulte que dans chaque pro
portion, le produit des extrêmes est égal à celui des moyens; ces propor
tions sont donc exactes, ( n° 43o). 

438. De la proportion, a\b\\c\d, onpeut déduire une infinité d'autres 

proportions. Voic i les plus utiles 

Toutes ces proportions sont exactes, car dans chacune, en vertu de l'é
galité ad= bc, qui résulte de la proportion primitive, a:b'.'c:d9 les 
parties qui composent le produit des extrêmes, sont égales à celles qui 
composent le produit des moyens; ces produits sont donc égaux; chaque 
proportion existe donc, (n° 43o). Par exemple, l'égalité ad — bc, démon
trant que les produits, (a-hc)b, (b -f- d)a , sont égaux; la proportion 
« + c : b-\-d II a : b, est vraie. Ces proportions démontrent les propriétés 
suivantes. 

43g. Dans toute proportion; \°.la somme des antécèdens est a la somme 

des conséquent, comme un antécédent est a son conséquent ; i°. la diffé

rence des antécèdens, est à la différence des conséquent, comme un 

antécédent est a son conséquent ; 3°. la somme des antécèdens, est h la 

ïomme des conséquens, comme la différence des antécèdens est h la diffé

rence des conséquens; 4°- le icr antécédent, plus ou moins un certain 

nombre de fois le 2 e antécédent, est au i c r conséquent, plus ou moins 



le même nombre de fois le 2e conséquent, comme un antécédent est a 

son conséquent ; 5 ° . le i e r antécédent, plus ou moins un certain nombre 

de fois son conséquent, est au 2 f f antécédent, plus ou moins le même 

nombre de fois son conséquent, comme le i c r antécédent est au 2 E an

técédent, ou comme le i e r conséquent est au i c conséquent; 6°. une 

proportion n'est pas troublée, quand on multiplie ou quand on divise 

un. extrême et un moyen par la même quantité ; une proportion n'est 

pas troublée , quand on élève chacun de ses termes a une même puis

sance, ou quand on extrait une racine du même degré de chacun de ses 

termes. 

44°- Dans une suite de rapports égaux, la somme d'un nombre quel

conque d'antécêdens, est a la somme d'un pareil nombre de conséquens, 

comme un antécédent est à son conséquent. Il s'agit de prouver que les 
rapports égaux 

; ou a ; b l\ a! \ bf \ \ a" \ b" \ \ etc., donnent... 

a af a" 

L'égalité des rapports, — , -y, y;, etc., donnant a'b — ab',d'b — ab",e\.z., 

le produit, (ab -f- a'b -+- a"b -f- etc.) , des extrêmes, est égal au produit 
(ab+ab'-\-ab"-\~e\.c.), des moyens;la proportion (i j , est donc exacte (n° 43o). 

441* Lorsqu'on multiplie plusieurs proportions par ordre, les quatre 

produits, qui en résultent, forment une nouvelle proportion. I l faut 
démontrer que les proportions 

donnent la proportion, aa'â" \ bb'b" :: ce'c" \ dd'd". 

Cette dernière proportion est exacte (n° 4 3 o ) , car les trois autres propor
tions donnant ad = bc , ad' =r b' c , a"d" — b" c", on en déduit 
ad x a'd' x a"d" = bc x brc' x b"c", ou aa'a" x dd'd" = bb'b" X ce'c" 

442. Les proportions, a \ b\\c \ d, b\ a'\\d \ c', donnent a : a'\\c ; c', 

car les équations, ad =bc, bc' = a'd, donnent. . . . 

ad X bc' = bc X a'd, ou ac' = a'c. 

443. Lorsque, dans deux proportions , les antécèdens sont égaux 

chacun à chacun, les conséquens sont en proportion et quand les con

séquens sont égaux, les antécèdens sont en proportion. En effet j les 
proportions.. . . 



donnent... «.. 

n 1 

Donc, -
On en déduit, 

Ce qui démontre le principe énoncé. 

444- Telles sont les principales propriétés des proportions. On voit qu'elles 
se déduisent des équations qui expriment l'égalité des rapports ; de sorte que 
tout l'échafaudage des proportions deviendrait inutile, si l'on y substituait 
les équations correspondantes; ce qui jetterait plus de jour sur les démons
trations. 

P R O G R E S S I O N S E T L O G A R I T H M E S . 

Progressions par différences (*). 

44̂* fja progression par différence est formée d'une suite de termes 
tels, qu'en retranchant chaque terme de celui qui le précède, on obtient 
une différence constante. Cette différence est ce qu'on nomme la raison de 
la progression. A i n s i , cn désignant par a le premier terme de la progression 
et par d la raison , le 2 e terme sera a -f- d, le 3 e sera a -f- id.,. . , et si la 
progression est composée de n termes, le dernier sera a -+- (n — i)d. L 'en
semble de ces termes , s'écrit ainsi. . . . 

et l'on prononce, a est h (a -f- d), comme ( a -f- d ), est à (a -h id) , 
comme (a ~h id) est à (a -f- 3d) , etc. L a progression équivaut donc aux 
proportions continues par différence, 

a 

44̂ - On considère ordinairement dans une progression , le premier terme, 
la raison, le nombre des termes, le dernier terme, et la somme de tous 
les termes. Désignant ces quantités par, a, d, n , co et s; on aura.. . . 

V. J 

Quand on connaîtra, a , d et n, la i r e équation donnera « , sans qu'il soit 
nécessaire de calculer tous les termes. Cherchons une valeur de s qui jouisse 
de la même propriété. L a valeur de s peut être mise sous les deux formes 
suivantes.... 

(+) Ces progressions étaient connues sous le nom de progressions arithmè-
ti.q ues 



Ajoutant ces équations membre à membre, et réunissant les termes qui 
se trouvent les uns sur les autres; la somme des premiers membres sera 2 6 ; 
la somme des seconds membres sera n fois (a -f- »)• On a donc.. . . 

4Î7- Les équations (i) et(2) , donnent la solution de ce problème général .*. 
Connaissant trois des cinq quantités, a,d, n, a>, s, qui entrent dans 

une progression, par différence ; déterminer les deux antres quantités. 

Cette question fournit dix problèmes particuliers, dont les solutions n'offrent 
aucunes difficultés; car on a toujours les deux équations (1) et (2), pour déter
miner les deux parties inconnues, ct les équations à résoudre sont du premier 
ou du second degré. Le nombre des ternies étant essentiellement entier positif, 
oti ne peut admettre que les -valeurs entières positives de n. 

4 j 8 . Entre deux nombres donnés, et et a>, insérer b termes , de manière 

que P ensemble des ¿»-1-2 termes, forme une progression par différence, 

(c'est ce qu'on nomme w^crer i moyens proportionnels arithmétiques, 

entre deux nombres donnés, et et a> )• On connaît , le premier terme et, 

le dernier a>, et le nombre Z>-f- 2 des termes. Il s'agit de calculer la raison d~ 

ce — a 

L a formule ( 1 ) donnera, d — -—-—. A i n s i , pour insérer plusieurs 

o —f- 1 

moyens proportionnels arithmétiques entre deux nombres donnés ; il suffit 

de diviser la différence entre ces deux nombres, parle nombre des moyens 

proportionnels augmenté d'un; le quotient, exprime la raison de la 

progression demandée. 

Progressions par quotient (*). 

449- La progression par quotient est formée d'une suite de termes 

tels, qu'en divisant chaque tfirme par celui qui le précède, le quotient 

est constant. Ce quotient est la raison de la progression. Désignant donc 
par a le premier terme de la progression , et par q la raison ; le 2 e terme 
sera aq ; le 3 e sera aq2,. . , et le terme du rang n sera aq1l~~

 x . L'ensemble 
de ces termes s'écrit ainsi, ^ a \ aq \ aq2 * aq'*,. .. , * aqn ~ 1. 

Cette progression équivaut aux proportions continues (n° 4 2 2 ) . . . 

a \ aq \ \ aq \ aq2 ; aq \ aq* :.* aq2 ; aq* ; etc. 

(*} C e s p r o g r e s s i o n s étaient connues sous le nom de progressions géomé-

tt ><jues 



Lorsque la raison q est plus grande que l'unité*, les termes vont en augmen
tant, et la progression est croissante. Quand la raison q est moindre que 
l 'unité, les.termes diminuent a mesure que l'on s'éloigne du premier, et la 
progression est décroissante. Si l'on représente, le nombre des termes par n, 

le dernier terme par co, ct la somme de tous les termes par 5 3 on aura. . . . 

< 

On pent simplifier la seconde équation , car on a . . . . 

45o. Les formules, ( 1 ) . . . uzsaq*-*: (2). . ,s = a ~ - y , expriment 

les relations qui existent entre les cinq quantités, a, ce, q, n et s. On pourra 
donc toujours en déduire deux quelconques de ces quantités, lorsque les trois 
autres seront données. Quand n sera connu, les équations (1) et (2) con

duiront aux valeurs des inconnues. Par exemple, s i ; connaissant a, co ci nf 

n—1 

on voulait trouver s et q, l'équation (1) donnerait (3).. q = y/—» et cette 

valeur de q , substituée dans l'équation (2), déterminerait s. Mais , on peut 
abréger ce calcul ; car l'équation (1) donnant coq — aqn, la formule (2) devient 
s(q — > 1) == coq — a \ mettant la valeur de q dans cette dernière équation , 

et multipliant ensuite les deux membres par \/a, on trouve, , 

j ce qui conduit à la valeur de s. 

45T. Entre deux nombres donnés, et et co, insérer C termes, de manière 

que Vensemble de ces C -f- 2 termes, forme une progression géométrique ; 

(c'est ce qu'on nomme insérer C moyens proportionnels géométriques, 

C-f-i 
entre deux nombres donnés, et et a>). La. formule (3) donne, q — 1/00 * a ; 

ainsi, pour insérer C moyens proportionnels géométriques , entre deux 

nombres donnés, U suffit de diviser ces nombres l'un par Vautre, et 

L a multiplication des deux membres de l'équation (et), par (q — x), 
donne s(q — 1) = a(qn — 1} , et cette dernière conduit b la formule (2). Mais, 
la multiplication par (<j — 1), a introduit la valeur q = 1 , qui était étrangère 
à la question. On devra donc se rappeler, que les formules que l'on dé

duira des équations (1) et (1), contiendront une valeur <7 = i , étrangère 

à la question-



d'extraire la racine du degré C - f - i , du quotient. Le résultat exprime 

la R A I S O N de la progression demandée. 

452. Déterminer la somme de tous les termes d'une progression 

géométrique décroissante, prolongée à Vinjini. L a formule (2) du n° 45o , 
donnera. 

L a progression propose'e étant décroissante, la raison q est moindre que-
l 'unité, et par conséquent , à mesure que Ton prend plus de termes , n 

augmente , qn diminue , (n° 245), et la valeur de s approche de —• On 

peut toujours prendre assez de termes, pour que la somme de ces termes, 

diffère de — - — , d'une quantité moindre que toute grandeur donnée. Enfin , 

lorsque la progression est prolongée à l 'infini, n est infiniment grand, — 

est zéro, et la somme de tous les termes est rigoureusement égale à — - — . 

A i n s i , dans une progression géométrique décroissante, prolongée a 

P infini, la somme de tous les termes est égale au premier terme, divisé 

par l'unité moins la raison. L a fraction décimale périodique 0127 27 27 etc., 
étant égale à la somme des termes de la progression géométrique 

2 7 

• etc. : si l'on divise le i«r terme —- , par 
100 r 

le quotient — , exprimera la somme de tous les termes de cette progression. 

Et en effet, la fraction périodique 0127 27 etc., est égale à — , ( A , n° 86). 
99 

Cet exemple doit fixer l'attention des élèves ; on voit que la considération 

de l'infini, conduit a des résultats qui sont rigoureusement exacts. 

Théorie des logarithmes, ( n ° 460). 

453. Lorsque n est inconnue, on est conduit h résoudre une équation 

dans laquelle l'inconnue entre comme exposant. I l s'agit donc de calcu
ler a:, dans une équation de la forme 

( 1 ) . . ctx = C j ( et et C sont donnés ; x est l'inconnue). 

454' L'inconnue x ne peut jamais avoir plus d'une valeur réelle, 

car etx varie en même temps que x, (n° 244)- La valeur de x peut être réelle 

ou imaginaire, commensurable ou incommensurable, positive ou nêga* 

tive. En effet \ soient les équations, . . . . 



Une méthode analogue à colle, du n° 366, détermine la valeur de x. La 
ire équation donne x ~ i ] dans la 2 e équation, x==—• 2. Pour résoudre 
Péqualion ( 2 ) , on donnera successivement à aies valeurs, o, 1 , 2 , etc., 

et Ton verra que x tombe entre 1 et 2. Faisant donc, . r = i + ~ » la quan-
r 

t i t é j - sera plus grande que l 'unité, et l'équation (2)deviendra (n° i\6).. < -

Cette dernière équation étant de même forme que la proposée , on fera 

y d r z i , et l'on verra quej^ tombe entre 1 et 2. Posant y = 1 - j — , 2 sera 

plus grand que 1 , et l'équation 8 t = 4 y > conduira à 2* = 4 ; d'où 2 = 2 . 
3 5 

On cn déduira, y = - et x = 5. Cette valeur de a: satisfait à l'équation (2) ; 
2 o 

car i l en résu l te . . . . 

Dans l'équation (3) ; jr — o, donne 8 r = 1 ; or, 8 augmente quand x 
augmente, (n° 2 4 5 ) ; x est donc négatif. Soit x ——z3 il viendra 

5 5 8 3 = 32 ; d'où r. == et x ~ — -, 

4 5 5 . Dans l'équation (4), x est incommensurable fn° 4'7 : I> Pour appro
cher de la valeur de x , au moyen des fractions continues, on opérera comme 
dans le n° 454; et l'on trouve* a. . . .. . 

r>. . . . . . I 2 8 ,„ 

Si 1 on néglige - , on aura u = g , : c — 2 -f- ----- = 2130107 etc : cette 
valeur de x est trop forte, niais l'erreur est moindre que — ^ — , ou que 

O ( 0 0 0 i etc. , (n° 2 8 5 ) ; et en effet, lorsqu'on pousse pins loin les calculs , on 
trouve x = 2 f 3 o i o 3 o etc. L'équation (:.)) donne x -~~ —2f3oio ; > o etc. Enfin , 
dans l'équation i o x = — 1 0 0 , x est imaginaire; car toutes les puissances 
de 1 0 , sont positives. 

* 456*. En général, lorsque clans l'équation ( ( ) . . ax = C, x est plus 
grand que P unité, il est toujours -facile de calculer x pur les fractions 
continues. En e fie t : on donnera sucwsjivcnieM i> :* Ici. >aleiiis, 1 .2. 3 ; etc. , 

D 'où , 



jusqu'à ce qu'on parvienne à deux valeurs de etx, l'une moindre que C, 
l'autre plus grande. S i la plus petite valeur entière approchée de x est p, on 

fera x — p ~r"~:? y s e r a P m s grand que l 'unité, et l'équation (i) donnera, 

(no 246), 
1 T 

D V u , 

Cette dernière équation étant de même forme que la proposée, on trou
vera de même la plus petite valeur entière approchée q, dey. On fera, 

y=<7- f - - j et continuant ces calculs, on obtiendra la valeur de x en z 
fraction continue. On pourra donc calculer x, avec autant d'exactitude que 
l'on voudra, ( n ° 2 8 6 ) . 

* 4^7« Lorsque dans Véquation (1), a, et C sont des nombres positifs, 

se est réel, et la méthode du n° ^56, conduit toujours a la valeur de 

x en fraction continue. E n effet ; ce principe est démontré quand x est 
plus grand que l'unité ( n° i\56 ) ; i l suffit donc de faire voir que l'on peut 

toujours transformer l'équation (1) en une autre, ar—b, dans laquelle y 

est plus grand que P unité. Les principes des n°* 244 et 2 J 5 , conduisent à la 

solution de ce problème. Par exemple, soit * < i , C > 1 , e t ^ > 5 t ; p o u r 
résoudre l'équation ( 1 ) . . . xx=.C , on observera que x=s=o , donne AX=I ;ce 
résultat est trop petit; «tx doit donc augmenter; or doit donc diminuer, 
( n° 244 ) î x est donc négatif. Soit x = — 2; z sera positif et l'équation (1) 

donnera a.* = ; les hypothèses, 2 = 0 , z = i, fournissent deux résul

tats , 1 et et, l 'un plus grand que ~ , l'autre moindre que ; z tombe donc 

«ntre o et ï. Posant, z == — , y sera plus grand que l'unité et l'équation 

ë. = , donnera ( ^ J ==*« Dans cette dernière équation, l'inconnue^* 

étant plus grande que l 'unité, on pourra calculer y, (no 456), et l'on en déduira 

la valeur de x-, car , r = 5 — • —. Des raisonnemens analogues conduiront aux 
X 

résultats suivans 

12 

ou 

; ou 

ou a 



; ou i 

* 458. Lorsque dans l'équation ( 1 ) . . ctx = C, les nombres, et, C, sont 

entiers et positifs , x est réel, (n° 4^7 ) . Pour découvrir si la valeur réelle 

de x est commensurable ou incommensurable ; on décompose et et € en 

leurs facteurs premiers. Quand les facteurs premiers de C ne sont pas 

les mêmes que ceux de et, x est incommensurable. Lorsque ces fac

teurs sont les mêmes , on a, et=pmqn, Ç~prqs, selon que les rap-

r s , . , , , 
ports, — f — , sont esaux ou inégaux , x est commensurable ou incom-
' m n 

mensurable. En effet: quand x a une valeur commensurable—\b eta 

a 

sont des nombres entiers et l'équation (1) donne etù = £ a . Si p désigne un 
facteur premier de et ; ctù sera divisible par p ; Ca sera donc divisible par 
p ; p divisera donc C, ( A , n° 8 7 0 ) ; les facteurs premiers de et, sont donc 

les mêmes que ceux de C. Supposant donc que les facteurs premiers de 
et, soient p ex. q ; on aura et—pmqn et C=^prqs. L'équation etb = Qa , devien
dra, pbmqbnz=zparqas. Les facteurs premiers, p, q, devant se trouver le même 
nombre de fois, dans chaque membre, i l viendra, bm—ar et bn=.as^ 

b r s r s~ 
d 'où? — = — = —. L^es rapports, —, —, sont donc égaux, quand x est 

a m n m n 0 7 / 

commensurable. Réciproquement, lorsque ces rapports sont égaux, x 

est commensurable , et chacun d'eux exprime x, car en supposant 

~̂ = 5 — et prenant x = —9 la valeur de etx devient.,.. 

* 4 ^ 9 * V w < 7 " rapports ,—y — , sont inégaux, x est incommen

surable, car d'après ce qui a été démontré, ( n° 4 ^ 8 ) , si x était com
mensurable, ces rapports seraient égaux. 

4 6 0 . La méthode du n° 4 ^ 5 , conduisant a des calculs assez longs , nous 
allons faire voir comment on peut simplifier ces calculs. Dans l'équation a 
deux inconnues, etx=zy • jr est arbitraire et quand et est positif, chaque 
valeur positive de y, donne une valeur réelle de x, ( n° 4^7 )• L'ensemble 
des valeurs de x et y , correspondantes à une seule valeur de et , forme 
un système de logarithmes ; le nombre invariable et est la base et l'ex
posant x , est le logarithme du nombre y. De sorte que les LOGARITHMES 

(*) On suppose que et ne renferme que deux facteurs premiers p et «y. 
L a démonstration serait la même, si tt contenait un nombre quelconque de 
facteurs. 



des nombres, sont les exposans des puissances auxquelles il faut élever 

la base invariable et, pour obtenir successivement tous ces nombres, 

JNous allons prouver qu'ira donnant a x , line infinité de valeurs po

sitives et négatives , on obtient pour y tous les nombres positifs, en

tiers et fractionnaires, depuis zéro jusqu'à Vinfiniment grand , (*'). En 
effet ; i°. soit et > i . L'hypothèse x~o, d o n n e i ; et si Ton conçoit 
que x augmente d'une manière continue, depuis zéro, jusqu'à l 'infini, etv 

oay, augmentera d'une manière continue, depuis l'unité jusqu'à l'infini 

( n° a-{5). Faisant x——z, on aura et z augmentant depuis zéro, 

jusqu'à l'infini , ^ diminuera depuis l'unité jusqu'à zéro. Mais, x ou — c , 
est le logarithme de y. Par conséquent : 

46 r. Dans tout système dont la base est plus grande que l'unité, les loga 

rithmes des nombres plus grands que l'unité, sont positifs et ci autant plus 

grands que les nombres auxquels ils appartiennent sont plus grands. 

Jjes logarithmes des nombres positifs moindres que l'unité, sont négatifs 

et d'autant plus grands négativement que ces nombres sont plus petits. 

C'est dans ce sens que l'on dit que le logarithme de zéro est l'infini néga

tif En supposant et <d 1, on verra que, dans tout système où la base 

positive est moindre que l'unité , les logarithmes des nombres positifs 

plus petits que l'unité, sont positifs et d'autant plus grands que les 

nombres sont plus petits; les logarithmes des nombres positifs plus 

grands que Vunité, sont îiégalifs et d"1 autant plus grands négativement 

qiiils appartiennent à des nombres plus grands. Ce qui deniunlre le 
principe énoncé, (n° 4^°)* 

462. Quand la base est positive, les logarithmes des nombres né

gatifs sont imaginaires , car et étant positif, etx ne peut être négatif. 
4G3. Dans tous les systèmes , le logarithme de la base est égal a P unité 

et le logartithme de P unité est zéro, car dans l'équation etT=zz.y, l<-s hypo
thèses , x = 1, .z — o, donnent et et y—\. On désigne le logarithme d'un 
nombre quelconque/? , par In, et / -+-r-+-ete. ), indique Je logarithme 
du polynôme ( p -f- q -f- r-f- etc. ). Examinons les propriétés générales des 
logarithmes. 

4<34- Les logarithmes étant des exposans, (n° fôo ), doivent jouir des 

mêmes propriétés. On peut d'ailleurs le démontrer directement, au moyen 
de l'équation fondamentale, ( 1 ) . . . y=xx. En effet; si dans le système dont 
la base est et, les logarithmes des nombres,y , Y, sont x et X ' ; on aura 
( n° 4 (̂) ) . . . . . 

(*) Lorsque la base est négative , la discussion d<; l'équation y,~etx, pré
sente des difficultés qui sont étrangères aux démens. On ne peut pas prendre 

Punite pour base d\m système de logarithmes , car toutes les puissance-» 
de l'unite étant égales à l'unite , les nombres plus grands ou plus pet lu 
que l'uni Lé , n'auraient pas de logarithmes. 



D ' o ù , 

Donc j 

465. On en déduit cette règle générale : Le logarithme d'un produit, 

est égal à la somme des logarithmes des facteurs. Le logarithme du. 

quotient, est égal au logarithme du dividende, moins le logarithme 

du diviseur. Le logarithme d'une puissance quelconque d'une quantité, 

est égal au logarithme de la quantité , multiplié par l'exposant de 

p r 
la puissance. Supposant — = 5 — , on verra que le logarithme de la, 

racine du degré m d'une quantité, est égal au logarithme de cette 

quantité, divisé par m. 

466. Connaissant les logarithmes de tous les nombres , dans un sys

tème particulier, on peut toujours en déduire les logarithmes des mêmes 

nombres, dans un système quelconque dont la base est donnée. En effet; 
si l'on désigne , par ctJ la base du système dans lequel on a calculé les lo
garithmes, par lf les logarithmes pris dans ce système, par b un n ombra 
dont on demande le logarithme dans le système dont la base est «t j par 
les logarithmes pris dans ce dernier système et par x le logarithme in
connu du nombre d o n n é e ; on aura( u° $0), (0• • oc =ztb. 

Pour calculer x, on prendra les logarithmes des deux membres de 
l'équation (1), dans le système dont la base est <tjt ce qui donnera, (n° 465) 

467. Le logarithme d'un nombre quelconque b, pris dans un système 

dont la base est et, est donc égal au logarithme de ce nombre, 

pris dans le système connu , divisé par le logarithme de la base et , 

pris dans le système connu. Et par conséquent, lorsqu'on a calculé 

les logarithmes de tous les nombres dans un système ~j pour en 

déduire les logarithmes des mêmes nombres dans un autre système „ 

il suffit de diviser chacun des logarithmes connus , par le logarithme 

de la nouvelle base, pris dans le système connu. Le nombre constant 

a reçu le nom de module j désignant ce module par M, on aura 

d'où 



468. Dans toute proportion , par quotient, le logarithme du qua

trième terme, est égal a la somme des logarithmes des moyens, moins-* 

le logarithme de l'extrême connu , car la proportion , et l C * l y \ <T, donne 

L et Ton en déduit, (n° 465 ), W~lC+ly~U. 
et 

46g. Remarque. S i p désigne un nombre positif quelconque , la valeur 
de/«T pourra prendrecette forme , ( 1 ) . . ./<T = IC -h ly-h(p — let) — p. 

(p—let) est ce qu'on nomme le complément arithmétique du logarithme 

de et. On suppose ordinairement p = a i o ; et dans ce cas, le complément 

de let, est le reste que l'on trouve, en retranchant let, du nombre 10. L a 
formule (1) démontre que pour obtenir le quatrième terme d'une pro

portion , il suffit d'ajouter a la somme des logaritlunes des moyens, 

le complément (p — /et) , du logarithme de l'extrême connu; la 

somme , diminuée de p, exprime le logarithme du quatrième terme. 

4>o. Ce qui précède, offre la théorie générale des logarithmes; occu
pons-nous de la formation d'une table de logarithmes. L a valeur de la 
base étant arbitraire, on a pris 10, pour la base du système des loga

rithmes tabulaires. La relation entre un nombre et son logarithme 

tabulaire y est donc exprimée par l'équation iox==y, dans laquelle 

sr = ly. Nous ne parlerons plus désormais que de ces logarithmes ; de 
sorte que le logarithme d'un nombre , sera l'exposant de la puissance 

h laquelle il faudra élever la base 10 , pour obtenir ce nombre. D 'a
près le principe du n & 46 1 5 ^es logarithmes des nombres positifs plus 

grands que l'unité, seront positifs et d'autant plus grands que les nom

bres seront plus grands ; les logarithmes des fractions plus petites que 

l'unité, seront négatifs , et d'autant plus grands, abstraction faite des 

signes , que les fractions seront plus petites ; le logarithme de zéro sera 

l'infini négatif; et les logarithmes des nombres négatifs seront imagi

naires. I^e logarithme de la base 10 sera l'unité , et le logarithme de 

l'unité sera zéro. 

4 7 T . Le logarithme, de l'unité suivie de n zéros vers la droite, est 

égal à n, car le logarithme de io* est n X Z (10)T ou n x 1 , ou n, 

472. Les logarithmes de tous les nombres entiers compris entre, 

ï , 10, 100, 1000, etc., sont incommensurables. Cela résulte du principe 
du n° 459- On peut le démontrer directement de la manière suivante. S i 
ce désigne le logarithme tabulaire du nombre entier positif n , on aura, 
(1). . . 1 0 * = « , ( n° 460). II s'agit de faire roir que les valeurs commen-

surables de x sont nécessairement des nombres entiers. Cela posé ; quand 

x est commensurable, on a, x = - : b et a sont des nombres entiers. 
a 1 

et l'équation ( 1 ) donne, (2) ih X 5b~na. Les facteurs premiers de na, 

sont donc 1 et 5 ; le nombre n est donc de la forme 2'' x 5* ; ( r et 5 dé
signant des nombres entiers). L'équation (2) devient %h X 5b = iar x ons. 



Donc, b = ar^=as. O r , x = - = r. L a valeur de x est donc un nombre 
a 

entier. Ce qui démontre le principe énoncé. 
4 7 3 . Nous supposeions toujours que les valeurs des logarithmes seront 

réduites en décimales; de sorte qu'un logarithme sera composé des unités 
placées à gauche delà virgule décimale etdes chiffres décimaux qui se trouvent 
a droite. L a première partie sera la plus petite valeur entière approchée 

du logarithme, la seconde sera, lu partie décimale de ce logarithme. A i n s i , 
le logarithme de 2 0 0 étant, ( n° ^55), 2 » 3 o i o 3 etc. ; la plus petite valeur 
entière approchée de ce logaiithmc est 2 , ctla partie décimale est Oj3oio3 etc. 

4 7 4 - La plus petite valeur entière approchée du logarithme d'un nom

bre entier, contient toujours autant d'unités moins une, qu'il y a de 

chiffres dans ce nombre , car un nombre entier JY, composé do «chiffres, 
tombant toujours entre i o w — I et 1 0 * , et les logarithmes de ces deux der
niers nombres étant n— 1 et n ; le logarithme de A r tombe entre n— ï 
et n ; la plus petite valeur entière approchée de IJY est donc n— 1. 

4 7 0 . La plus petite valeur entière approchée du logarithme d'un nombie 
entier, faisant connaîtie combien le nombre a de chiffres, cette valeur a 
reçu le nom de caractéristique du logarithme. De sorte que la CARAC

TÉRISTIQUE du logarithme d'un nombre entier, contient autant d'unités 

moins une, qu'il y a de chiffres dans ce nombre. 

476'. Quand on ajoute n unités h la caractéristique du logarithme 

d'un nombre , on obtient un nouveau logarithme qui appartient au 

nombre proposé multiplié par ion, et lorsqu'on retranche n unités de 

la caractéristique du logarithme d'un nombre , le nouveau logarithme 

appartient au nombre proposé divisé par 1 0 " , car on a , (n° 4 ^ 5 ) , 

477. Pour f o r m e r les logarithmes tabulaires, on a d'abord calcúleles 
logarithmes de tous les nombres premiers compris entre 1 ct 1 0 0 0 0 , (n° i\or¡ f 
On en a déduit les logarithmes de tous les nombres entiers moindres que 
1 0 0 0 0 , carie logarithme d'un nombre est égal à la somme des logarithmes 
des facteurs premiers du ce nombre ( n° 4^5). Les tables contiennent les 
logarithmes de tous les nombres entiers, 1 , 2 , 3 , . . . . , 999g. On verra , 
( n° 479 ), comment on en déduit les logarithmes des nombres entiers plus 
grands que 1 0 0 0 0 . Connaissant les logarithmes de tous les nombres entiers, 
on peut obtenir les logarithmes des fractions , car le logarithme d'une frac
tion est égal au logarithme du numérateur, moins le logarithme du déno
minateur , (n° 4^5 ). 

4 7 8 . Quand on considère deux nombres entiers n et n -f-1 , plus 

grands que 1 0 0 0 , et un nombre u -\- d , compris entre n et n -f- 1 ; les 

différences entra cea nombres; sont à peu près proportionnelles aiix dijft-



rences entre les logarithmes de ces nombres ; de sorte que Von a , pair 

approximation ,. .. . 

4 7 9 . Pour être en état d'opérer avec les logarithmes, i l suffit de savoir 
résoudre les deux problèmes suivans : I E R PROBLÈME. Un ?iombre étant 

donné , trouver son logarithme; i ° . Les logarithmes des nombres entiers 9 

moindres que 1 0 0 0 0 , sont dans la table; i°.S'il s'agit de déterminer 

le logarithme d'un nombre plus grand que 1 0 0 0 0 , du nombre 2 1 0 9 8 ? 

par exemple ; on fera dépendre ce logarithme de celui d'un nombre 

compris entre 1 0 0 0 et 1 0 0 0 0 , en observant que, ( n° 4 6 5 ) . . . . 

Pour trouver le logarithme d e 2 i 5 9 [ 8 , o n observera que le logarithme de 
2 i 5 g étant 3 f 3 3 4 ^ 5 , i ! suffit de calculer ce qu 'on doit ajouter a ce dernier 
logarithme, pour obtenir celui d'un nombre plus grand de O j 8 . Or, la différence 
des logarithmes de 2 1 0 9 et de 2 1 6 0 , est 0 ( 0 0 0 2 0 ; o n peut donc dire , ( n ° 4 7 8 ) ; 

s i , pour une unité ajoutée au nombre 2 i 5 9 , i l faut ajouter 0 ^ 0 0 0 2 0 à son 

logarithme; combien pour Oj8 ajoutés à ce nombre, doit-on ajouter à ce 
même logarithme ; o n a donc, 1 ; 0^00020 il Of8 l x; d'où, x — O f O O O i G ; 

ajoutant O f O o o i G , au logarithme de 2 i 5 9 ; la somme 3^33441 > sera le loga
rithme de 2 i 5 g t 8 . Le logarithme de 2 1 5 9 8 , est donc 4 i 3 3 4 4 ! j 3°. Pour 

calculer le logarithme d'un nombre décimal ; on cherche le logarithme 

de ce nombre, abstraction faite de la virgule ; et l'on diminue ce loga

rithme d'autant d'unités que le nombre proposé contient de décimalesy 

(no 4 7 6 ) . Si l'on veut obtenir le logarithme de 2 ^ 5 9 8 , o n cherchera le loga
rithme 4 ( 3 3 4 4 ^ y de 2 1 5 9 8 ; et retranchant trois unités de ce logarithme, le 
résultat 1 T 3 3 4 4 1 > s c r a ^ e logarithme de 21 »598. Le logarithme de 2 1 0 9 1 8 , sera 
3 f 3 3 4 4 1 7

 c t I e logarithme de 0 | 0 0 2 i 5 g 8 , sera 4 | 3 3 4 4 1 — 7> 0 1 1 4 — 7 - + - o t 3 3 4 4 r > 

ou — 3 -f- 0 ( 3 3 4 4 r ? ou 3 ( 3 3 4 4 ! • Le signe — placé au-dessus de la carac

téristique, indiquera toujours que cette caractéristique doit être affectée 

du signe —, et que la partie décimale est positive; 4 ° • enfin, le loga

rithme d'une fraction est égal au logarithme du numérateur, moins 

le logarithme du dénominateur, (n° 4 6 5 ) . 

(*) Je ferai toujours usage des tables de logarithmes placées à la fin de 
ma Trigonométrie analytique. Ces tables, renferment les logarithmes de tous 
les nombres entiers moindres que 1 0 0 0 0 . Ces logarithmes ont cinq décimales. 
On verra, par la suite, que la proportion énoncée (no 4 y § ) , peut être 

employée pour les nombres compris entre 1 0 0 0 et 1 0 0 0 0 ; elle^ne peut 

pas donner les logarithmes des nombres qui ont plus de cinq chiffres* 



48r>. P p o T i L K M E . Un logarithme étant donné, trouver le nombre 

auquel il appartient. Ce problème étant l'inverse du précédent, il suffit 
d'effectuer les calculs du n° 4 7 9 ; dans un ordre inverse. A ins i ; i ° . quand le 

logarithme donné est dans la table, le nombre auquel il appartient se 

trouve dans la table; 2 ° . Lorsque le logarithme proposé, n'est pas dans 

la table, on opère de la manière suivante : Pour trouver h quel nombre 
appartient le logarithme 4 f ^ ^ 4 4 1 ? o n suppose 1» caractéristique égaleà 3 ; ce 
qui donne 3 f 3 3 4 4 T j °u cherche les deux logarithmes tabulaires qui comprennent 
ce dernier logarithme; on voit qu'il tombe entre les logarithmes de a i 5 9 et 
2 1 6 0 , qui sont 3 | 3 3 4 2 o et 3 ( 3 3 4 4 5 . Le logarithme 3 f 3 3 4 4 * > appartient donc 
au nombre 2 1 5 9 augmenté d'une fraction que nous désignerons par x. Pour 
obtenir cette fraction, on prendra la différence o f o o o 2 0 , entre les logarithmes 
des nombres 2 i 5 g et 2 1 6 0 ; on calculera la différence OfOOOiG, entre le loga
rithme 3 t 3 3 4 4 I

 e t I e logarithme tabulaire immédiatement plus petit ; et l'on 
dira : Si pour o j o o 0 2 o ajoutés au logarithme de 2 1 5 g , i l faut ajouter ï 
à 2if>9; combien pour Ojoooi6 ajoutés au logarithme de 2 i 5 g , doit-on ajouter 
à ce nombre? On aura donc, O f 0 o o 2 o I 1 : : o f o o o i 6 : x ; d'où x = o ( 8. 

Le logarithme 3 | 3 3 4 4 r >
 c s t donc celui du nombre 2 i D 9 f S ; le logarithme 

4 t 3 3 4 4 T > appartient donc au nombre, dix fois plus grand, 2 1 5 9 8 , (n° 47^)« 

Si le logarihtme proposé est 1 1 3 3 4 4 1 5
 o n supposera la caractéristique égale 

à 3 , et Ton trouvera que le logarithme 3 | 3 3 4 4 r ? appartient au nombre 2 i 5 9 » 8 . 

Le logarithme i | 3 3 4 4 T ; répond au nombre 1 0 0 fois plus petit 2 i f 5 g 8 , ( n ° 4 7 6 ) . 

Enfin, si le logarithme était 3 ^ 3 3 4 4 1 > 0 1 1 ajouterait assez d'unités à ce loga
rithme, pour que la caractéristique du résultat fût égale à-+-3; ajoutant donc 
6 unités h 3 , 3 3 4 4 i j I e résultat 3 r 3 3 4 4 T t serait le logarithme de 2 i 5 g f 8 . 

Or , en ajoutant 6 unités au logarithme , on a multiplié le nombre auquel 
répond ce logarithme, par 1 0 6 , ( 110476 ); le logarithme proposé, appar
tient donc au nombre 2 i 5 9 ( 8 , divisé par i o G , ou a 0 1 0 0 2 1 0 9 8 , (A, n° 7 2 ) . 

4 8 1 . Les deux problèmes précédens donnent le moyen de résoudre les 

équations, .r = /ct, (̂r*) = £, dans lesquelles et et C désignent des nombres 

connus quelconques , car le logarithme du nombre connu et, (n° 4 7 9 ) , sera 
la valeur de l'inconnue x , et en cherchant à quel nombre appartient le 
logarithme donné C, (n° 4 8 0 ), ce nombre exprimera y. A ins i , l'équation 
x — l ( 2 1 5 9 8 ) , donne x = 4 1 3 3 4 4 * 5

 e t l'équation ly = 4 J 3 3 4 4 1 ? donne 
y — 2 1 5 9 8 . 

4 8 2 . Lorsque dans Péquation ( 1 ) . . . . et* — €, et et C sent positifs, 

on peut trouver x au moyen des fractions continues , ( n° 4 5 7 ). Mais, 

l'emploi des logarithmes abrège considérablement les calculs, car, en 

prenant les logarithmes tabulaires des deux membres de l'équation ( 1 ) , on 

trouve (n° 4 ^ 5 ) , IC =: = x x d'où x = —» On obtiendra donc 

la valeur de x, en divisant le logarithme de C, par le logarithme de et. 

(> principe donne le moj-en de résoudre les équations (1) et (2) dn n° 4 ^ ° ^ 



lorsque n est inconnu. Par exemple, pour trouver n, quand on connaît 

a, co et q, on observera que l'équation a> = aq" — 1 , donne qn — 1z=z~«» 

Donc , (n°s 4^2 ct 4 ^ 5 ) , 

Donc, 

483. On peut toujours résoudre les équations a une seule inconnue , 

quand Vinconnue x n'entre que dans les exposans d'une même quan

tité connue. E n voici des exemples. L'équation, i x — 2 a r - ~ I = 2 , donne 

d'où 2 * = 4 ; et ar = 3 . Pour résoudre l'équation 

2* 

5 = 3go625, (l'exposant de 5 est 2*), on fera 2* = r ; d'où 5* = 3go625. 

L a règle du n° 4 8 2 , donnera 

* 4^4* -H n'existe aucune méthode générale pour résoudre les équa

tions dans lesquelles des quantités différentes sont affectées d'exposans 

inconnus. La difficulté de résoudre les équations est encore plus grande 

quand les inconnues entrent dans les exposans et dans les coefficiens. 

4 8 5 . L'emploi des logarithmes n'est indispensable que lorsque les 

inconnues font partie des exposans. Cependant, comme cet emploi change 
les multiplications, les divisions, l'élévation aux puissances, et l'extraction 
des racines, en additions, en soustractions, en multiplications, et en d i 
visions très-simples (n° 4 6 5 ) , on fait souvent usage des logarithmes dans 

les calculs numériques. A i n s i , pour obtenir, la valeur de x, dans l'équa

tion on prendra les logarithmes des deux mem

bres : ce qui donnera, cherchant les 
logarithmes de ces nombres, on trouvera Ix = 0 1 0 2 0 0 2 ; d ou x=6(60720 etc. 
Ma i s , la valeur exacte de x est 6^60723 etc. L'erreur, due à l'emploi 
des logarithmes, est donc moindre que OfOOOo6. 

486. Pour calculer se, dans la formule : on prendra les 

logarithmes des deux membres ; ce qui donnera (n° 4^5), lx = — (qlb—rla). 

Quand q l b . sera plus grand que r l a , la valeur de Ix sera positive, et l 'on 
en déduira une valeur de x plus grande que l'unité. Lorsque q l b , sera 
moindre que rla , la valeur de Ix sera négative , et a: sera plus petit qile 
l 'unité, ( n ° 4 7 ° ; - &l ^ o n v e u t

 éviter les logarithmes négatifs, on écrira, 



, et l'on substituera pour l'indéterminée nr 

un nombre entier tel que le second, membre soit un nombre posi tif A. 
Cherchant à quel nombre JV, appartient le logarithme et, le quotient de l'A 
division de JY, par 1 0 * , sera la valeur de x, ( n° ^6). Par exemple 

donnera : 

O r , 0 | 8 o n 5 = » ¿ ( 6 » 3 2 6 2 etc.). Donc, x — o t o632()2 etc. 

L a racine cubique de est donc o 1063262 etc. 

Questions relatives à l'intérêt de l'argent. 

* 4 8 7 . L'emploi des logarithmes présente de grands avantages, lors-" 

qu'il s'agit de résoudre les questions relatives aux intérêts des intérêts. 

En voici des exemples, dans lesquels rf (*) désignera toujours l'intérêt annuel 
de 1 / ; et b sera égal à 1 + r. On aura égard aux intérêts des intérêts , et l 'on 
devra se rappeler, que pour comparer des sommes payables a des époques 

différentes , il faut calculer combien toutes ces sommes valent à une 

même époque y (A , n° 2 7 4 ) -

* 4 8 8 - Déterminer la valeur de af, après n années? L'intérêt annuel 
de 1/ étant r / , celui de af est arf. De sorte que af argent comptant, 
valent af -f- arf, ou af X ( r-f-1 ) , ou af x b , à la fin de la i r e année 
Ains i , pour trouver ce qu'une somme placée au commencement d'une 

année, vaut à la fin de cette année, il suffit de la multiplier par b. 

Donc , le capital af vaudra , à la fin de la i r e année af x b , à la fin de 
Ja 2 e année afxbxb ou af X b7,.... ; et après n années, le capital af 

vaudra af x bn. Désignant donc cette valeur de af, par etf, on aura. . . 

«t^=zab11; d'où , lsi^=la -\-nlb. Soit , a =* i 5 o o , r = ~, « = 3 j o n trou-

vera, <*== 2 5 9 2 . 

* 4^9- Un particulier place, af au commencement de la i r e année 9 

ai francs h la fin de la \ r e année, a3 francs a la. fin de la 2 e année,. . . 

et a,t francs à la fin de la n i e m e année; combien sera-t-il dd a ce 

particulier, après n années ? S i l'on cherche les valeurs des capitaux 
«1 j a3,...t an-ij an, francs , à la fin de la « ' ^ ' e année, la somme de 

ces valeurs exprimera ce qui sera dû au particulier après u années. Désignant 
eette somme par et francs, on trouvera, ( n° 4 8 8 ) , 

{*) Le signe / indique le mot franc. Ainsi, yf désigne r francs. 

file://-/-nlb


Celte formule donne la solution d'un grand nombre de questions re
latives à l'intérêt de l'argent. En voici des exemples. Un particulier place 

af au commencement de la première année ct af à la fin de chaque, 

année. Combien sera~l~il du a ce particulier après n années ? Si <*> 

désigne l'inconnue , on obtiendra la valeur de et , cn supposant dans l a 
formule ( i ) , que toutes les sommes , ax , a2 ,. .. ., an , sont égales à a ; ce 
qui donnera, ( n ° 3 i 5 ) , 

Un particulier place af au commencement de la première année 

ct prélève Çf à la jin de chaque année. Combien restera - t-il à ce 

particulier, après n années? Pour déduire la solution de ce problème, 
de la formule (i) , i l suffit de remplacer les quantités , ax , a?., , aa, 
p a r — C ; la valeur correspondante de et, exprimera la fortune du parti
culier à la fin dé la n i e m e année. On trouvera de cette manière que. . . . . . 

Selon que cette valeur de et, sera positive , nulle ou négative , le 

particulier possédera et francs, ou ne possédera rien, ou devra et francs. 

Un particulier, qui doit af, voudrait s'acquitter en n paiemens 

égaux effectués , h la fin de chaque année. On demande la valeur de 

chaque paiement* Si dans la formule (a), on suppose ¿¿=0, la valeur 
correspondante de C, exprimera l'inconnue du problème actuel. On trouvera 
de cette manière que 

d'où , ' 

L a formule (3) donne la solution des problèmes relatifs aux annuités. Par 
exemple, lorsqu'on fait, « = 3 3 i o , n = 3, b~ 1 f 1 ; on trouve, C = I 3 3 I . 
Ce qui s'accorde avec le résultat du n° 264 de l'Arithmétique. 

* 4f)0- Un particulier, âgé de m ans ? place af en rente viagère. On 

demande la valeur de cette rente, dans l'hypothèse, oit le particulier a 

encore n années à vivre. Il s'agit de rembourser a francs , en n paiemens 
égaux effectués à la fin de chaque année ; chaque paiement sera la valeur de 
la rente viagère. Désignant donc cette rente par C francs , la formule (3) don
nera la valeur de C. Pour déterminer n , on fera usage de la table suivante.. . 

dges ,0, 5 , 10,15,20,25,30,35,40,45,50,55,60,65,70,75,80,85, ans, 

I l reste a vivre, 15 ,43, 4 J;37,35,3i,29,27,24/20,18, t '\,\'2,\o, 8 , 5 , 4, 3,ans, 

dans laquelle on a mis sous chaque Age , le tems qui reste a vivre , d'après les 
probabilités. Cette table est applicable à l'ensemble d'un grand nombre d'indi
vidus. Les sociétés , qui forment des tontines, pourroni cn faire usage, pouv-

D ' o ù , 



déterminer le taux des rentes viagères. Les rentiers , pris isolément, penven? 
perdre ou gagner, mais le bénéfice de la société , qui ne frappe que sur 
Ja masse des actionnaires, est certain. On voit que l'enfant qui naît, peut 
espérer de vivre i 5 ans ; un homme de 4 5 ans , a encore l'espoir de vivre 
pendant 2 0 ans. Si Ton suppose l'argent à 5 pour 1 0 0 , on aura 6 = i<o5. 

Calculant les rentes viagères relatives au capital 1 0 0 / , et mettant sous 
chaque âge la valeur correspondante de la rente viagère, la formule ( 3 ) , 
conduira aux résultats suivans 

yfges... o , 5 , 10, 1 0 , 2 0 , 2 5 , 3 o , 4°> 4 5 * 5 o , a n s . 

Rentes, g / | 6 ; 5 / , 7 ; 5 / f 8 j 6 / 5 6 / f i ; ( j / t f ; 6/fi ; 7 ^ 2 ; S / ; 8 / , 5 . (*) 

Cette tab?e détermine le taux des rentes viagères , d'après Vâge du 

rentier. Ains i , à 2 0 ans, le taux de la rente viagère est 6\i pour * i 0 0 ; à 
4 5 ans , le taux est de 8 pour 1 0 0 . 

4 9 1 . Lorsque m est un nombre entier positif, on a , ( n ° 2 5 5 ) 

La formule (i) convient au cas oh l'exposant m est commensurable* 

En effet ; 1 °. si Ton divise successivement l'unité par chaque membre de l'iden
tité (1), on trouvera.... 

IVfais, pour obtenir la formule ( 2 ) , i l suffit de changer -4- m en — m, dans 
la formule (1) . L a formule (1) convient donc au cas où l'exposant m est un 
nombre entier négatif. 2 0 . Lorsqu'on extrait la racine du degré n de chaque 
membre de l'identité ( 1 ) , on trouve ( n° 2 6 2 ) . . , . 

O r , cette dernière identité se déduit de la formule ( 1 ) , en mettant — au 
n 

lieu de m. L a formule (1) est donc vraie quand l'exposant m est un nombre 
fractionnaire positif. 3 ° . Pour s'assurer de l'exactitude de la formule (1), 
quand l'exDosant est un nombre fractionnaire négatif, i l suffit de diviser 

(*) Par exemple, pour déterminer la rente viagère relative au capital 1 0 0 / , 
lorsque l'âge est 4 5 ans, on observera que la personne âgée de 4 5 ans, a 
encore 2 0 ans à vivre. On fera donc, a s=a 1 0 0 , « = 2 0 , & = i f o 5 ; ct la for
mule (3) donnera C = 8 . 



Vunilé par chaque membre de l'identité ( 3 ) , ou d'extraire la racine du de
gré n, de chaque membre de l'identité (2). 

* 492. L'exactitude de la formule (1) se trouve ainsi vérifiée quand l'ex
posant est commensurable. Mais, cette vérification n'étant qu'un fait de 
calcul, fondé sur l'analogie, i l est nécessaire de démontrer rigoureusement 
que la formule (\) est vraie quand l'exposant est commensurable. Pour 
y parvenir, on divisera les deux membies de la formule (1), par xm et 

11 suffit donc de prouver que la formule (4) est vraie quand m est 

commensurable. La somme de tous les termes de la série, 1 -+- mz -f- etc., 
est une fonction de m, que l'on désignera par y (m) ; et changeant m en n, 
¿1 viendra... . 

faisant on trouvera.. . . 

Quand m est un nombre entier positif « , la forme de f(m) est connue, 

car f(c*>) — (1 -f-z)*. Démontrons que cette forme de fonction convient 

au cas oit m est un nombre fractionnaire positif. La forme du produit 
des séries (5) et (6) devant être indépendante des valeurs particulières de 
m et n, si l'on détermine la forme de ce produit lorsque m et n sont des 
nombres entiers positifs , la même forme conviendra quand m et n seront 
quelconques. Mais, m et n étant des nombres entiers positifs, la série (5) est 
le développement de (1 -f- z)m et la série (6) est le développement de (i-f-s;*; 
le produit de ces deux séries sera donc le développement de (1 -h z)m x (1 -f-s)"» 
ou de (r -f- z)m n j on obtiendra donc ce produit en changeant ??i en m -f- n 
dans la formule (5). Ainsi , quand m ct n sont des nombres entiers positifs, 
on a, (7). . .ffni) X f(n)~f(m -h")- L a formule (7) sera donc vraie quand 
m ct n seront quelconques. Cela posé : si l'on change n en n - f - p , et si l'on 
observe que la formule (7) donne f(n -f- p) = f{n) xfjf, on trouvera, 

f(m) X / ( " ) X f(p) r=zf(m -f- n -f- p). Et en gênerai, 

Supposant les quantités, /w, rc, /;>, 7 , etc., égales à 771 et en nombre a , on 

aura , (8).. et désignera un nombre entier positif, ct m 

«era quelconque. Lorsque m sera un nombre fractionnaire positif, on 



pourra prendre pour ct un nombre entier positif, tel que met soit un nombre 

entier positif ; dans ce cas, on aura, f(jnct) = (i -f- z) — \f{m)( . D 'où , 
f(m)-=.(i-+-z)m. La formule (4) est donc démontrée, quand m est un 

nombre fractionnaire positif. Supposant n ~ — m , dans la formule (7) et 
observant que dans la série (5), m—o, donne f(o) =1, on trouvera, 

f(m) x f( — m) = 1 ; d'oïif(— m) = -~—Mais, quand m est un nombre 
J \ m j 

positif, entier ou fractionnaire, f(m) est égal h (1 -f- z)"1 ; on a donc. 

f{—m) = ^ ^ w = ( 1 - f - c ) - m . Z« formule (4) e.s£ J o « c vraie quand 

?n est un nombre négatif, entier ou fractionnaire. C Aie formule est 

donc vraie quand l'exposant est commensurable. Raisonnant comme dans 
le n° 24S , on en déduirait que cette formule est vraie lorsque m est 

incommensurable ; et la généralité de P algèbre conduit a faire usage 

de la même formule , quand l'exposant est imaginaire. 

4 Q 3 . Déterminer les relations qui doivent exister entre, a, h, cy 

pour qu'en donnant des valeurs réelles quelconques h x, le trinôme 

a x * -f. JJX -f- c, ne change jamais de signe. Ce trinôme ne devant pas 
changer de signe, les racines de l'équation, ax2 - j - bx -f- c = o , doivent 
être imaginaires ou égales , car dans le cas où les racines seraient réelles et 
inégales , le trinôme changerait deux fois de signe (n° 355). La quantité 
¿ 2 .— ^ac (]0it donc être négative ou nulle, (n° 2 1 4 ) - Dans ces deux cas, 
le trinôme conserve toujours le signe du coefficient a, de x2, car ce tri
nôme est identiquement égal à , a Çx2 -f- ^ x -f- - ^> et l'on peut tou
jours rendre x2 plus grand que - x -f- - j ( n° 3 4 8 ) . 

4 9 4 - Quand deux termes consécutifs d'un polynôme , sont affectés du même 
signe, ou de signes contraires, on dit que ces termes donnent une perma

nence ou une variation. Ainsi , le polynôme x3 — ix'2 -4- x -f- 1, contient 
line permanence et deux varialio/is. Cela posé ; lorsqu'une équation ne 

renferme que des permanences, toutes les racines réelles sont négatives, 

et quand il n'y a que des variations, toutes les racines réelles sont po

sitives. E n effet; i ° . lorsque tous les termes de l'équation f \x) = o, sont 
de mêmes signes, une valeur positive de x ne peut jamais r é d u i r e ^ x ) à zéro; 
3 ° , quand i l ivy a que des variations . l'équation a l'une de ces formes... 

Supposant x — — z , les transformées en z n'auront que des permanences , 

les valcuis réelles de z seront donc négatives ( i°. ) ; les valeurs réelles de x 
seront donc positives. 



4Q5. Il tant donné des équations , P=o, Q =s o, I i ~ o , etc., qui ne 

renferment que la seule inconnue x ; calculer les valeurs de x qui sa

tisfont en même temps h ces équations. S i , et , C, y, .. , a>, sont les racines 
communes aux équations proposées, les polynômes,/*, Q, R, etc., seront 
divisibles par, ( x—x ) (x — C) . . (x — ce) 3 cherchant donc le plus grand 
commun diviseur D, entre P, Q, II, etc., l'équation D ~ o , donnera 
les solutions communes aux équations proposées. 

* 4i/** On demande les relations qui doivent exister entre les coeffi

ciens de Véquation , ( i ) . . . xr-\-Bx'—l-Jr~Cxr-2 -f-Z?;t r- 3-f-. . .-¡-$x-±-T~o, 

pour que les r racines de cette équation soient égales. Si toutes les 
racines sont égales, le polynôme x'*-f>etc., sera la puissance r d'un bi-

H 

nome ; le i e l " ternie de ce binôme sera x et le 2 e terme sera — ,(n° 2G2) ¿ 

formant la puissance r de Çx -f- — ^ , on obtiendra un polynôme, _ 
xr-4-Bxr-1 -f- C,xr~2 -f- 7 ) / . r r - 3 -f-etc. , qui devra être identique avec le i«r 
membre de l'équation (1). Les relations demandées seront dune 
Ci==- C, D/^=. D, etc. Le nombre de ces relations est r— 1. 

* 497- Déterminer les relations qui doivent exister entre les coeffi

ciens des équations , P = 0 , Q = o, pour que ces équations admettent r 

solutions communes ? Si les racines communes sont, a, b, c I ; les po
lynômes/ 'e t Q auront un plus grand commun diviseur (x—a) (x—b). .(.r—l) f 

qui sera du degré ;*. Cherchant donc le plus grand commun diviseur entre 
P et Q, on parviendra a un diviseur pxr-\-qxr-1 -f- etc. , et Je reste cor
respondant sera pjX7—1 -f- q ^ - 2 -f-etc. ; ce reste devant être nul , quel que 
soit x, les relations demandées seront, Pj=o, </,—o, etc. Quand les r 

solutions communes devront être égales, les r racines de l'équation 

xr -f- —' xr~1 -f- etc. = o, seront égales: ce qui fournira r—1 autres re-
PJ 

lations entre les coefficiens des équations proposées, (no 49^). 

498. Transformer P équation 9 (1).. . xm-j-pxm~J -f- etc. => o , de ma

nière que la nouvelle équatioti ne contienne pas une puissance donnée 

de l'inconnue. On fera x^=y-{-z; l'équation (1) donnera 
( 2 ) . . . . ym -f-(p-f- niz ) ym~l -f- etc. = 0 , et l'on pourra toujours dis
poser de l'indéterminée z de manière à faire disparaîtra une puissance 
donnée de y. Pour faire disparaître le second terme , on posera 

p p 

p -f> mz = o ; d'où z = — —-et .r»= — — . Par conséquent , pour 

faire disparaître le second terme d"une équation, il suffit d'égaler P incon

nue h une nouvelle inconnue, augmentée du coefficient du second terme 

pris avec un signe contraire et divise par l'exposant du PREMIER ¡CR-AE. S i 

Poa voulait faire disparaître le terme indépendant de y, on serait conduit 



à l'équation , zm -\-pzm-x -f-etc. = 0 , de sorte que les valeurs de z seraient 
les racines de l'équation (1). 

499. Transformer l'équation (1)... f (x)~o, de manière que toutes 

les racines réelles de la nouvelle équation , soient positives. On cher
chera la limite supérieure Z des racines négatives de l'équation ( 2 ) , et l'on 
fera x-hl = y; d'où x = y—l; l'équation f (y — /) = o , jouira de la 
propriété demandée. Si toutes les racines réelles de la transformée devaient 
être négatives, on p o s e r a i t y ^ x — l n ( lé désignant la limite supérieure 
des racines positives ). 

5 0 0 . Pour transformer Vèquationf (x)== o , en une équation F (y) = « 0 , 

de manière que x et y satisfassent a une relation donnée ^{x,y) = 0 , 

i l suffit d'éliminer .r, entre f (x) = o et <p (x, y)^=iO. 

* 5oi. PROBLÈME. Déterminer les sommes des puissances entières des 

racines d'une équation, au moyen des coefficiens de cette équation. S i , 

a, b, c,...} l, désignent les m racines de l'équation, 
xm ~^pixm~l -+- p?xm-2-t- •. • H - p « _ i X - f p » = o j on aura, ( n ° 335) , 
(1). .xm-r-pixm~~l+puxm~*-+-- .+^«- . I x-f-^7»4 3 ( x — a )\ x —b)(x—c) . . .{x—/). 

Soit, s^a+b+. 5 a = a a-f-£ a-f-.. . H - / a ^ . . i $ » = a H - £ M - e M - . 
Lorsqu'on change x eu x-f-z, l'identité (1) devient 

(2)...(x-f-z)w-f-/p I(x-+-z)w~ I-f- etc. dp{x—a-\-z)(x—b-\-z)...(x—/-f-z). 

Désignant le I e r membre de l'identité (1) par X, calculant le coeffi
cient de la première puissance de z dans chaque membre de l'identité (2) 
et observant que ces coefficiens doivent être identiques, on trouvera (n*373). . . 

Y Y Y 

(3) 

Effectuant la division de l'unité, par chacun des binômes, x—a, x—b,...x—/, 

et réunissant les puissances semblables d e x , l'identité (3) deviendra 

(4)--
Remplaçant X par sa valeur, xm-+-p iX'"-1-)- etc., effectuant les multipli

cations indiquées dans le second membre , ordonnant par rapport aux puis
sances décroissantes de x , et égalant dans les deux membres, les coefficiens 
des mêmes puissances de x , on trouvera 

D ' o ù . . 

(**) Lorsqu'on suppose, = 1 j les formules (1) et (3), du n* 2 7 3 , 

donnent -



Les formules (5) et (G) serviront a calculer successivement les sommes 
sr , s2 , . . . , Sm-i } et donnant successivement à n , les valeurs, o , i , i, etc. > 
la formule (7) déterminera, sm, V > > e l c « On en déduira . . . . * 

Faisant x = - , dans l'équation x^-f-etc. = 0 , on obtiendra une trans-
z 

formée zw-f-etc. = 0 . Les sommes des puissances entières positives des ra
cines de cette transformée , exprimeront les sommes des puissances en

tières négatives des ^racines de Véquation en x. 

*" 5o2. Toutes les sommes des puissances entières des racines d'une équa* 

lion , peuvent donc s'exprimer en fonction rationnelle des coefficiens d a 

cette équation. 

5o3. Une fonction symétrique de plusieurs quantités est une fonction qui 
ne change pas, lorsqu'on change l'une quelconque de ces quantités en. 
une autre, et réciproquement. A i n s i , « 3 - f - i 3 , est une fonction symé

trique des lettres a cl b. 

* 5o\. Toute fonction algébrique rationnelle et symétrique des ra

cines d'une équation, peut toujours s'exprimer rationnellement au moyen 

des coefficiens de cette équation. En effet ; une fonction algébrique ra
tionnelle et symétrique des racines, a , b , c , . . . , l , d'une équation , étant 

et C 

composée de termes de la forme a b etc. ; i l suffit de démontrer qu'une 
telle fonction peut toujours être exprimée rationnellement au moven des 
coefficiens de l'équation. INous désignerons la somme des termes de la forme 

Ç et Q 
a* b c^etc. , par T {a* b etc.). De sorte que pour les trois racines, a,b,c9 

d'une équation du 3 e degré, on aurait 

et 

T (ab) = ab-i-ac -+~bc ; etc. Cela posé; si l'on veut évaluer T (a b* ), 

on multipliera s^ par s^ \ ce qui donnera. . . . . . 

i3 



Donc, 

Pour calculer on multipliera s par ' ce qui 

donnera... 

Effectuant le prodrfrt indiqué dans le second membre , on trouvera des 

termes de ces trois formes, Donc . . . 

Substituant pour, T (a b ) , T (a b ), T(a * b*), leurs va
leurs, déduites de la formule (9), on trouvera (*)... 

L a multiplication de par conduirait a la valeur de 

21 ( a.A b° c^ df), en fonction algébrique et rationnelle des sommes des 
puissances entièies positives des racines, Et ainsi de suite. M o i s , toutes 
ces sommes sont exprimées par des fonctions algébriques et rationnelles des 

coefficiens de l'équation ( n° 5o2 ). Le principe est donc démontré. Par 
exemple, si a,b, c, désignent les racines de l'équation , . 
3̂ _ | _ ^ I < T a - J - ^ 2 x - | - p 3 « o , la formule (9) donnera, T (a'b) = s% $X— 53. 
Substituant les valeurs de, Sj , s2, s$ , données par les formules (8), on 
trouvera T( a2b )=* 3̂ 3— p^p». 

* 5o5. Les racines de l'équation (1) . . . a:3 - h <xx-4-C== o, étant, a, b, c ? 

on demande quelle sera P équation en y, qui aura pour racines, a-\-b*\-pab, 

a -+- c -f- pac, b 4 - c -f- pbc. Cette équation sera (n° 335) 

fy*—(a-{-b-{-pab)~\ X — (a-f-c-f-^c] x [y — (b-\-c pbc)] o. 

(*) Les formules (g) et (10), rce so/z£ exactes que lorsque les expo

sans, «t, C , y , so//£ inégaux. En répétant les calculs qui ont conduit 
à ces formules, on verra que, lorsque deux des exposans , et, C, y , sont 

égaux, on doit diviser les seconds membres des formules (9) et (10) , 

par 2. Quand, et => C =» y , iZ/àu* c/tV*s«r Ze *eco«cZ membre de laformuU 

(10), par 2 x 3 . Et ainsi de suite. 



Effectuant les multiplications indiquées , les coefficiens de y seront des 
fonctions symétriques de, a, b, c, que l'on évaluera au moyen des coerïï> 
ciens , et, et Ton trouvera 

* 5o6\ Former l'équation en y, qui a pour racines les quarrés des 

différences entre les racines de l'équation ( i) , du n° 5o5. L'équation de
mandée sera.. . . 

Effectuant les multiplications indiquées, les coefficiens de y seront des 
fonctions symétriques de, a, b, c, que l'on évaluera au moyen des nombres 
connus, et, C, et l'on trouvera que l'équation demandée est 

* 507. Les puissances paires de sont égales à - f - 1 ou à — r , 

et les puissances impaires sont égales ou car 
donne et un nombre 

entier m n'étant susceptible que des quatre formes, /\p, 4/*H-*l7 4jy~r*2> 4/H-3, 
(p est un nombre entier), les valeurs de xm seront 

* FoS. Toute fonction algébrique de est de la forme 

. E n effet j on a . . . 

Ce développement est de la forme, ; A et B sont des quan-

{*) Les coefficiens de \/—1, seront toujours des quantités réelles, qn 
pourront être nulles. 



tités réelles qui ne renferment que des puissances paires de C, de sorte que 

Donc, 

* 5 o g . Quand est racine d'une équation . 

3st racine de la même équation , 

car en donnant successivement à x, les valeurs, < 

le premier membre de 1 équation (i) prendra ces deux formes, ^ 

or, le premier résultat est zero; A et B sont donc nuls; 

est donc nul ; est donc racine de l'équation (i). 
5 i o . Toute équation qui a une racine imaginaire de la forme 

a un facteur réel du second de eré, car est 

racine delà même équation , et ces deux racines imaginaires conjuguées, 

donnent le facteur réel du second degré, x2 — iu.x -f- ( et2 -f- C 2 ). 

"* 5i i . La racine quarrée de < est de la forme 

E n effet ; soit 

On aura, Les équations (i) 

donneront, la valeur 
de 4s 2 s c r a donc une quantité positive ^a2 et t±d2 sera égal à une quantité 
négative — Ifb2. Donc 

* 5 i 2 . Les racines de l'équation, x 2 - f - ( s t - f -£ \ /— i ) x - r - ^ - f - C , \/—i)=o 

sont de la forme àL/tdz Qtl\/—i, car celte équation donne des valeurs de x, 

de la forme, p -hq\/—i =t V < 7 / V—1> e È c c s valeurs de x sont de 
la forme, C„\/—i, (n°s 5o8 et 5 n ) . 

+ 5i3. Si toute équation a une racine , (n° 538}, (*), réelle ouimaginaire, 

cette racine sera de la forme ]/ — i . En effet; quand l'équation proposés 
sera de degré impair, elle aura une racine réelle A , (u° 35a). Il suffit donc de 
considérer une équation de degré pair, (i). . . .r-"'-f-etc. = o . Cette équation 
aura im racines (n° 335). Désignez deux racines quelconques par z et zy ; 
et faites, z->r z^pzz ^y. L'équation ( 2 ) . . . y n - h q , y n ~ l -f-7 / /7'n-a-+-etc.=-o, 

(*) M . JVronsU, ayant donné le moyen de résoudre les équations litté
rales de tous les degrés, on est certain que toute équation a une racine. Il s'agit 
de prouver que cette racine est nécessairement de la forme «t H- C 

et ( 



qui donnerait toutes les valeurs de y correspondantes à une même valeur 
réelle de p , serait du degré, n—m (im—i), (n 0 $

 2 5 2 , 3 3 5 ) , et les coefficiens , 
qf, qn, etc., seraient réels ( n ° 5 o 5 ) . Le degré de l'équation (i) étant divi
sible un certain nombre de fois par 2 , le degré n, de l'équation ( 2 ) , est 
divisible une fois de moins par 2 , car i m — 1 étant impair, n et m sont d i 
visibles le même nombre de fois par 2 . Cela posé : 

* 5 i / f . Lorsque p désignant un nombre quelconque, Inéquation (2) a 

une racine de la forme ct-t-C\/—1, l'équation (\) a nécessairement une 

racine de la même forme. En effet ; on a , y = et -f- C \/—1 = z -f- pzzt 

et pour chaque valeur réelle de l'indéterminée p , l'équation (2) donne une 
valeur de y de la forme et -4- Q \/—1. Ces valeurs de y peuvent contenir 
successivement les m valeurs des racines, z, z¿, mais la fonction z z, •+• pzzt 

n'ayant que n valeurs différentes, après avoir donné n -4- 1 valeurs à p , on 
aura formé n -+• 1 équations en y, qui contiendront chacune une racine de 

la forme <x-f- Q l / — 1 ; de sorte que l'on aura trouvé au moins deux valeurs 
de y, de la forme et -4- £ \/—1 , qui seront composées des mêmes valeurs 
aetb, de z et z y et de valeurs différentes, p4, pn, de p. Désignant ces valeurs 
de y, par ct,+- Q, et ct/t -f- 1, on aura 

et . 

Ces équations donneront des valeurs de a •+• b et de ab, de la forme 
* 4 - Q Or, x 2 — (a -+- b) x -4- afc, est un facteur de l'équation ( 1 ) , 

et ce facteur égalé à zéro, donne une racine de l'équation (1) de la forme 
tt H - C \/~\ , (n° 5 1 2 ) . Le principe est donc démontré. 

* 5 i 5 . Cela posé; i ° . lorsque 2 w sera une seule fois divisible par 2 ; n 

sera impair ; l'équation (2) aura donc une racine de la forme ûty-f-Cy , 
(C sera zéro ); l'équation (1) aura donc une racine * - f - C [/— 1, ( n ° 5 i 4 ) ; 

2 ° . quand i m ne sera divisible que deux fois par 2 ; n sera divisible une 
seule fois par 2 ; l'équation (2) aura donc une racine de la forme 
n-f-C , l'équation (1) aura donc une racine de même forme. 
Et ainsi de suite. Le principe du n° 5 i 3 est donc démontré. 

* 5 i G . L''équation (1) du n° 5 i 3 , a un facteur réel du second degré , 

( n 0 6
 5 i 3 ct 5 i o . ) 

+ 5 1 7 . Toute équation de degré pair est décomposable en facteurs 

réels du second degré. En effet; soit l'équation ( 1 ) . . . x*m-+- etc. = 0 ; cette 
équation a un facteur réel, x2 -\-apc. + b,, (n° 5i6). On a donc 
.^m + etc. = = ( > * - * - + (x*m-> -f-n/c*" 1- 3-f-etc. ). Or , l'équation de 
degré pair x*m~*-h etc. = 0 , a un facteur réel x 2 ; donc 

file://-/-apc


Ces décompositions pouvant se continuer jusqu'à ce que le dernier facteur 
soit du second degré, le principe est démontré. 

5i8 ' our découvrir les diviseurs du degré n, du polynôme...... 

ccm-*t~p3m—1 -f-etc. On désignera Tun de ces diviseurs par. 
xn -{-axn~I-hbxn~2 -f-etc. ; la dnision du i^r polynôme, parle 2 e , con
duira à un reste, eta I - f -C . r ' * _ 2 - f - etc. Les valeuisdes» inconnues, b, etc., 
seront données par les n.équations , et — o , C = o, etc., carie reste doit 
ctre nu l , quel que soit x. Le polynôme, am-f-ctc. , ayant m facteurs pre

miers, x-—an x — b n etc., ( n° 335); le nombre des diviseurs du de

gré n de ce polynôme, sera 

5ï9. Le polynôme x3m -4- etc., étant toujours décomposable e.rt m facteurs 
réels du second degré (n° 5 i 7 ) , si l'on divise ce polynôme par x2-\-ax~\-b , on 
parviendra au reste ax-\-€ ; les équations, at = o, £ = 0 , admettront donc 
au moins m solutions réelles. On pourra donc trouver ces solutions ( n ° 38o), 
Chaque facteur réel du second degré, égalé à zéro, donnera deux racines de 
l'équation (1).. .x a w ,-f*etc. = 0 . On obtiendra donc les racines imaginaires 

de Viquaticn ( 1 ) . Si l'équation proposée est, (2). . .x4-f-:r2-f-2X-4-6 = o, 
la division du 1 E R membre, par x°--t-az , conduira au reste „ 

(2 - f-2«Z>—a— a3)x-+-b2—{a7-f- 1 )b-f-6; le quotient sera, x2—ax-\-i-\~a9—b. 

L'élimination de b, entre les équations . , 
(3) . . . 2 - f - 2 t f £ — a — a3 = = 0 , (4). • . & a - — ( « a + 1 ) Z » - f - 6 = o, donnera 
« 6 - f - 2 t f ' i — 2 3 « 2 — 4 = ° - Les racines commensurables de cette équation, 
sont - f - 2 e t—2. Faisant a = 2 , l'équation (3) donnera b = 2. Substituant 
ces valeurs de a et de b, dans le diviseur et dans le quotient, on trouvera 
que le I e r mcmbie de l'équation (2) est le produit de, x9 - f - 2 x - f - 2 , par 
x a — 2 x - f - 3 . Ces facteurs égalés à zéro, détermineront les quatre racines 
de l'équation (2) . 

* 5 2 0 . Pour résoudre l'équation (r).. a 3-4-3/.?X"<—2*7 = 0 , on fera x=~j--f-z., 
L'équation ( 1 ) donnera , (y3 -h z3 — iq ) -f- 3 ( y -4- s ) ( ̂ z -4- />) = o , et i l 
existera des valeurs de l'indéterminée 2 , qui feront dépendre la résolution de 
l'équation ( 1 ) , de celle d'une équation du second degré. E n effet; on peut 
supposer, ( 2 ) . . , y^ -f- z 3 = 2/7 ; d'où (3).. . yz = — p. 

On ne devra prendre que les valeurs de y et de z, qui satisferont à ces deux 
équations. Or , l'équation (2) donne la somme des quantités, y3, z3 ; il est 
donc naturel de chercher le produit de ces quantités , car pour trouver deux 
quantités, lorsqu'on en connaît la somme ct le produit, i l suffit de ré
soudre une équation du second degré ( n° 3jo ). Or , l'équation (3) donne., 
(4) . •. y3 X z3 —— p*. Regardant/*3 et z 3 comme les racines de l'équation t 

on aura \ ' et 

L'équation cn t deviendra , d 'où, 
P o n c . . 



et 
On en déduira (n° 3gi) 

y =. A, y = A et, yzzzA*2 ; z = B, z~Bct , z — B et9. 

Ces équations déterminent neuf valeurs de y-+-z, ce qui paraît conduire h 
neuf valeurs de x; mais y et z devant satisfaire à l'équation (3), on ne doit 
prendre que les valeurs de y et de z, dont le produit est réel. Ce qui donne.. „ 

(6) x=A-hB=zza, x=zA*-{-Bet2ï=bt x=z:Aet2 + B& = c, (*). 

Substituant pour A et B, leurs valeurs tirées des formules (5), o n obtiendra 
les trois racines , a, b, c , de l'équation ( i ) . Pour discuter ces racines, o n 
remplacera et et et2, par leurs valeurs (n° 390) , ce qui donnera 

On 

* 5 2 1 . i°. Lorsque q2 -f- p^ sera positif, A et B seront réels et inégaux £ 

(*) A et B désigneront toujours les racines cubiques arithmétiques de 
de De sorte que 

Si Ton veut expliquer pourquoi l'algèbre conduit à des valeurs étrangères 
de y et de 2 , on observera que les valeurs de y et de z qui conviennent h 
l'équation ( 1 ) , doivent satisfaire aux équations (2) et (3). Mais, on a t i r é e t z 
des équations (a) et (4), et l'équation (4) donne,. yz^= — p, yz~— pety 

yz*= — p<t2. On a donc introduit les valeurs dej-et de 2 qui satisfont aux 
combinaisons de ces deux dernières équations, avec l'équation (2) . On ne doit 
donc admettre que les valeurs de y et de 2 , dont le produit est réel. Les va
leurs de y et de 2 , dont le produit est — p e t , ou—ptt 2 , donnent les racines de 
l'équation ( 7 ) . . x3-r-3petx—27—0, ou de l'équation ( 8 j . . x3-+-3p&7x—2*7=0. 

Les quantités A et B, ne contenant que le cube de p , les racines de l'équa
tion ( 1 ) ne renfermeront que p3. O r , les cubes de p, de pet et de pet2, sont les 
mêmes 5 on ne peut donc pas résoudre l'équation ( 1 ) , sans résoudre cn mémo 
tems les équations (7) et (8). Toutes les méthodes conduiront donc aux ncu£ 
racines de ces trois équations. 



a sera réel, b ct c seront.imaginaires ; 2° . quand q* - f -P 5 sera zéro ; a, b, e> 
seront rc'els, et Jes racines, b, c, seront égales. 

3 ° . Lorsque, q2 -f- pi, sera négatif, /;> sera un nombre négat i f—p r 

Soit, pï-—qz— m sera réel, on aura A^==q~\-m \ / — i , B^—q—m \ / — i ; 

¿4. et JJ seront imaginaires. Dans ce cas, les trois racines seront réelles 

E n effet ; soit 

On aurc , q — n cos 3 . ' , m = n sin 3 f , et cette transformation sera pos
sible , si les deux dernières éouations donnent des valeurs réelles de n ct t. 
Supposant le rayon égal à l 'unité, on trouve, q2-{-m9-— n^—p?. O r , p. 

est positif: n est donc réel. Mais, ct l'inégalité r/a 

démontre que cette valeur réelle de cos 3t, est moindre que le rayon i ; l'angle t 

est donc réel. L a formule (ï i), donne (n° 3 9 7 ) , 

car L a valeur de B ne différant de celle de A , que par le signe 

d e on a. De sorte que les formules (9) 

de\ iennent.. 

(*) Ce cas ;•>. reçu le nom de cas irréductible, parce qu'on n'est pas encore 
parvenu à exprimer les racines , par un nombre fini de termes algébriques 
réels. On peut déterminer la nature des racines de l'équation 

(i)...x3-t~3px—2*7=0, sans résoudre cette équation. En effet; si a désigne 
Ja racine réelle de l'équation (1), on aura ¿7.3 -f- 3pa — iq = o ; d 'où , 
(x3— «3}-f- 3p {x— « ) = ; o . Divisant par x—a, et égalant le quotient à zéro, 
les deux autres racines b et c, dépendront de l'équation, x--\-ax-*-a:i-\-3pt=ïO. 

Ces racines seront, : Or , cn effectuant le pro

duit de (a*-\-l\p), par (a2-f-/;)2, ct observant que l'équation, <73-f-3/;<2 = 2*7, 

donne a^-r-opa^-r-^p^u^—^q", on trouvera (a^-j-'ip)- Substi tuant 

cette valeur de a^-r-^P•> dans l'expression des racines b ct c, on trouvera 

Ces formules démontrent les propriétés du n° 521. En effet; la racine a 
étant toujours réelle; lorsque q2-h P3 est positif, b ct c sont imaginaires; 
quand q2 ps — o, les racines, b, c, sont réelles et égales ; lorsque qA-\-p* 

est négatif, b et c sont réels. 



Les trois racines, a, b,c, seront donc effectivement réelles. Observant que 

sin 3oo s=s ~ et que cos 3o° = ~ ] / 3 , ( l a circonférence est divisée en 36o 

degrés ), on trouvera 

Quand le rayon est r , on a 

Lorsque q sera un nombre positif, la valeur de cos Zt sera positive ct les 

tables donneront le plus petit des angles qui ont pour cosinus. Dési

gnant cet angle par 3t,, on aura, Zt = 3^db36o° x n. D'où, l = t, d= 1 2 0 0 x rc. 
L a division du nombre entier n , par 3 , ne pouvant donner que l'un des 
restes, o, 1 , 2 , on en déduira que 7 étant positif, les trois racines de l'équa

tion sont -

L'équation (i3).. x 3 — 3/^x-f- iq — o , se déduisant de l'équation ( 1 ) , en 
changeant le signe de x; lorsque q sera un nombre négatif — f / y , les racines 

«le l'équation ( 1 ) , seront-

L'angle ty sera donné par la formule , 

u n pourrait résoudre l'équation, ( 1 ) . . . x* -f- px* - f - 72* -f- r — °? 
par une méthode analogue à celle du n° 6 2 0 , cn faisant x = y -f- s -f- t 
mais on parviendra plus facilement au résultat en décomposant l'équa
tion ( 1 ) en deux équations du second degré. L'équation proposée donne, 
x* -±- px> =• — qx — r. On rendrait le i*r membre un quarre en ajoutant 

- p*, mais le 2 e membre ne pouvant devenir un quarré que lorsqu'il renferme 

a" , on ajoutera zx~ à chaque membre, et complétant ensuite le quarré du 
1 e r membre, i l viendra 

Le 2 e membre sera, un quarré, si l'indéterminée z satisfait à la condi
tion , (no 2l6J, 

) et • 

, ct -

ct -



D'où, 

ct l'équation (2) donnera, 

Résolvant les deux équations qui résultent du double signe, on trouvera.., 

L'équation (4) ayant.toujours une racine réelle positive zt, (n° 35a), on fera 
z=*z , dans les formules (6) ; ce qui donnera les racines, a, b, c, d, de l'équa
tion (1 . Par exemple, pour résoudre l'équationy*—4y 5~f"Q.y*—62^-4-104=0^ 
on fera y = x - f -1 , f n° 498) ; ce qui donnera, x^ -f- 3.? 2 — 52x -f- 48 == o ; 
donc, p=3, q——52, r = 4 8 , l'équation (4) deviendra, z^-t-Gz'*—i83z—2704=0^ 

la racine réelle positivedc cette dernière équation sera z-= 16. Les formules (6), 

donneront, x—3, x=i9 oc—i{—izt [/—3).Donc, y=.^y=-A3y=^— \du2 \ / — 3 . 

* 5 2 3 . La valeur de z devait dépendre d'une équation du troisième 

degré, car les racines de l'équation (5; étant , a, b, c, d, le cofïieient zt \/z 
de x, désigne la somme de deux quelconques de ces racines; z a donc six 
valeurs, (a -f- b)*, ( c -+-d)*, 1 a -4- c )% ( Z> - f - J ) 2 , ( « -4- J) 2 , ( & -4- c j* . 
O r , #-4-£-f-c-f-<:Z = o, (n° 338) ; s n'a donc que trois valeurs différentes ^ 
(a -h 2>) a, (rt -4 -c ) 2 , '{a-\-dy. Ces trois valeurs sont les racines de l 'équa
tion (4). Cette dernière équation a reçu le nom de réduite. 

* 524 Pour déterminer la nature des racines, a, b, c , d, on intro
duira les trois racines, zy, ztl, z(ll, de la réduite, dans les foi mules (6). 

Or, (n° 338), z ^ z ^ z ^ — ip, zjzuzm—q*', d'où , —~{zt-f-ip) =zz/;-4- z t f < , 

Faisant z = z y , dans les formules ( 6 ) , substituans 

les valeurs de (z, -f- ip) ct de 2 et extrayant la racine qui est précédé© 

du double signe, on trouvera.. 

Les formules (7) démontrent que les valeurs de x ne changent pas lors

qu'on change l'une quelconque des racines, z y , zin zltn en une autre, 

L a racine z y , étant réelle et positive, le produit z t l zm est réel et positif; 
car z/zitzm = q9-. Par conséquent; i° . lorsque les racines, zu, zw, seront 
réelles, elles ne pourront être que toutes deux positives, ou toutes dejix néga~ 

ct : 



tives et inégales, ou négatives et égales. Dans le 1** cas, les quatre valeurs 
de x seront réelles; dans le 2 e cas, ces valeurs seront imaginaires, et dans 
ic 3 e cas, les deux premières valeurs de x seront réelles et égales, tandis 
que les deux autres seront imaginaires. 2 ° . Quand z/r et zm seront imaginaires , 

on aura, ( n ° s 5 i 3 , 5 o 9 e t 5 i i ) , \/zit = et - j - C \/—i et Vz/ti~ et — C]/—î 
(et et C sont réels). De sorte que les deux premières valeurs de x seront imagi
naires et les deux autres réelles. On en déduit cctle règle générale : Lotsquc 

les trois racines de la réduite sont réelles et positives, les quatre racines 

de l'équation du quatrième degré sont réelles; lorsque les trois racines 

île la réduite étant réelles, l'une est positive et les deux autres négatives 

et inégales, les quatre racines sont imaginaires ; enjin , lorsque deux 

racines de la réduite sont égales et négatives, ou imaginaires, l'équa

tion du quatrième ¿legré a deux racines réelles et deux imaginaires. 

Si Ton fait z=:z,, les formules (5) donneront les deux facteurs réels du second 
degré de l'équation (i) du n° 5 2 2 . 

* 5 2 5 . LJ équation générale du degré m, entre deux inconnues x et y, 

est delà forme ( i ) xm-j- (a-\-by )am~l -f-etc. = o; ( n° 3 i G ) . Quand 

les coefficiens, a, b, etc., sont des nombres donnés, cette équation 

admet une infinité de solutions , car chaque valeur arbitraire de y , donne 
m valeurs de x correspondantes (n° 3 3 5 ) . Lorsque les coefficiens, a, b, etc., 

sont indéterminés, on peut les déterminer en se donnant — m (m-f>3) solu

tions arbitraires de l'équation ( î ) , car le nombre total des coefheiens, 

a, b, etc., est 2-f-3-f-4~f- ' . .-f-(77¿-f-i), ou ^- T?i(m-^o), (n° '\\(y), et chaque 

solution donne une équation entre ces coefiieiens. 

Remarque. Les équations qui déterminent les coeiTiciens, a, b, etc., 
sont du premier degré. Quand ces équations sont indéterminées x i l resto 
des coefheiens indéterminés dans l'équation (i), et lorsque des équations son i 
incompatibles, on ne peut admettre les solutions qui conduisent à ces équa
tions. 

5 2 6 . Pour composer deux équations générales en x et y, l'une <•'••-. 

degré m, l'autre du degré n , de sorte que ces équations admettent le plu > 

grand nombre possible de solutions communes, il suffit de regarder 

tous les coefficiens de x et y, comme des indéterminées (n°5^.) Quand 

m est plus grand que n, on peut prendre arbitrairement - / / ( / z - r 3 l 

solutions communes, car ces solutions devant satisfaire à l'équation du 

degré n , détermineront les - n ( n -f- 3 ) cocfïicion.s de cette équation _ 

( n° 0 2 5 ) . Les ~ m (m - f-3 ) coefiieiens de l'autre équation, devant -a!»-



faire qu'à — n(/z-f-3) conditions, il restera ~ m (7?* + 3 ) — ~ « ( w - f - 3 ) 

coefficiens indéterminés dans Inéquation du degré m. Lorsque m—n, 

en prend arbitrairement ~ n(?i~l-3)—i, solutions communes; i l reste 

un coefficient inde'termine' dans chaque équation; et donnant des valeurs dif
férentes à ces deux coefliciens, on obtient deux équations différentes qui 
admettent les solutions données. L a remarque du n° 5 2 5 s'applique à cette 
règle. 

* 5 2 7 . Le principe du n° 5 o 4 donne le moyen de parvenir directement 

h Véquation finale qui résulte de l'élim'uiation d'une inconnue , entre 

deux équations a deux inconnues. En effet ; soit proposé d'éliminer x 

entre les équations 

(1 ) . . .x2-j-px-j~q — o , ( 2 ) . . . xz -f-p^r-f- q,"=• o. 

( p, q, pyJ qd, sont des fonctions dej^ ). 

On désignera les racines de l'équation (i), par a et b, et les racines de 
l'équation ( 2 ) , par A et C; on aura ( n° 335) 

(3). . .xt-hpx + q^ztx—a){x—b); (4).. - f q ̂  ( x— A) (X—C ). 

Les valeurs de y, qui satisfont aux équations (1) et (2) , doivent intro
duire un commun diviseur , fonction de x , entre les premiers membres de 
ces équations; et réciproquement, les valeurs de y qui introduisent un 
commun diviseur fonction de x , sont bonnes. Une valeur de y, qui convient 
aux équations proposées, doit donc satisfaire à l'une des équations 

( 5 ) . . . . tf. = , A = b, Ç ~ a , £ — b. 

Réciproquement, toute valeur de y qui satisfera à l'une des équations ( 5 ) , 
conviendra aux équations (1) et (2), car en vertu des équations (3) et (4) , 
cette valeur de y introduira un commun diviseur, fonction de x, entre les 
premiers membres des équations (1) et (2). L'équation finale en y sera donc. . . 

( 6 ) . . . ( * — a ) X ( * — & ) X ( e — « 0 X (C — ô ) = o . 

Si l'on fait successivement, XT=A et x=C, dans l'identité (3), on trouvera... 

dL>.+p&+q^z(e,. — a)(ct—b) ; Ç*-\-pC + q^{Ç — a){C—-b). 

L''équation finale en y est donc ( 7 ) . . . (* 2 «+• / '* -+-q)(£ 2 -hp£-hq) — o. 

Cette équation ne changeant pas, lorsqu'on change A en C et C en A , 
si Ton effectue les multiplications indiquées, les termes du produit, qui mul
tiplieront 1rs diverses fonctions de p et. r/, svront nécessairement des fonc
tions algébriques rationnelles et symétriques des racines, A, C ,de Féqua-



tïon ( 2 ) ; on pourra donc exprimer ces fonctions an moyen des coefneieus, 
Vj> H n ^G f équation ( 2 ) , (n° So^). Et cn effet, l'équation (7) donne... . 

Mais. 

Substituant ces valeurs dans l'équation (8) , on obtiendra l'équation finale... 

* 5 2 8 . Lorsqu'on élimine une inconnue, entre deux équations et deux 

inconnues ; le degré de l'équation finale ne peut jamais être plus élevé 

que le produit des degrés des équations entre lesquelles on élimine. 

En effet; pour éliminer x entre les équations, 

on désignera les m racines de l'équation (1), par a, b, c...l} et l 'équa
tion finale en y sera ( n° 6 2 7 ) , 

L'équation (1) étant du degré m et l'équation (2) du degré n , les plus forts 
exposans de r , dans p s , p9.,, .. , p r , sont respectivement, T , 2 , . . .,r, (n°3i6). 
Si l'on effectue les multiplications indiquées ; un terme quelconque du 
produit sera , 

O U ( 

Le produit étant une fonction symétrique des racines, a,b9...lm
y le coef

ficient de (p p ...p ) , sera la somme de tous les termes de la forme 
et C m 

c'est-à-dire Le terme géné

ral du produit, sera donc, Or, les 

formules, (8) , (9), (10) , des n o s 5oi et 5o{, démontrent que les plus forts expo-
et C y 

sans de y , dans sr et dans T ( a b c etc.), sont r ct (it-f-C-f-y-f-etc. ). 
Le plus fort exposant de y dans P, sera donc 

on n x m , car le nombre des facteur* 
cipe est donc démontré. 

ou 

etc., est m. Le prin-



* 529- Problème. On propose de transformer et 

y a -f- bx -4 - c.x2 

y / a .^.^jr-i-cx 2 , en des fonctions rationnelles de z; ( X désigne une 

fonction rationnelle de x). Il suffit fCégaler le radical a une fonction ration

nelle de x et de z telle qu'on en déduise une valeur de x, rationnelle en z, 

On y parvient en posant, \Za=nt et \/a-j-bx-i-cx2 = xz-\-£t , car on 

en déduit, x= et V a -f- bx -4- ex2 = - • Lorsque 
; Z2—c z2—-c 

a sera positif, «.sera réel. Quand a sera un nombre négatif -—a,, «.sera 
imaginaire et l'on pourra souvent éviter les imaginaires. En effet; lorsque c 
sera positif, on fera \/cx2zt.lx— a/=z — x \/ c , ct l'on en déduira x 

en fonction rationnelle de s; quand c sera un nombre négatif—c / , on cher
chera les racines, C, y , de l ' é q u a t i o n — c r r 2 z h b x — a^ — o, ce qui don
nera, — c/x2zhbx — /7y = /? / (x—£)(y — x)$ lorsque C ct y seront réels, 
on posera, X/c,{x — C) {y — x) = (x — C ) z ; on cn déduira une valeur 
de x rationnelle cn z (f); quand et et C seront imaginaires, i l sera im
possible d'éviter les imaginaires, de sorte que l'on fera » 

]/—céx2 z£ bx — ay=xz -f- V — a 

* 5 3 o . Pour résoudre les équations dans lesquelles les inconnues en

trent sous des radicaux, on commence par faire disparaître les radicaux 
en égalant chaque radical à une nouvelle inconnue. S'il s'agit de l'équa-

3 3 

tion , ( i ) . . . — x ~ \ — • \/x—i ; on fera, I / 2 — x = = y e t \ / x — 1 =z ; 

d'où (i).. .y3—1—x,z2~x—\,y—\—z. Eliminant x et y entre les 
équations (2) , on trouvera, s 3 —$z 2 - f - 3 z = o . Cette équation donnera, c = o, 

z=3. Or , . T = i - f - z 2 ; les valeurs de x sont donc, - H , -f-2 et -f-10 (**). Ces 
trois valeurs de a déterminent trois solutions arithmétiques de l'équation (i)* 

3 

L'équation ( 3 ) . . l / 2 — x=i -r-y^x—1 , conduirait aux mêmes valeurs de x, 

(*) Si le radical proposé était bx dz ex2 , on ferait donc 
\/dzbx dzex2 — zx. 

(**) L'équation finale en x est donc, (x—t) (x—2; (x — 1 0 ) = 0 , o u . . . 
(4)...*3

 — i 3 x 7 - j - 3 2 x — 2 0 = 0 . On parvient directement au même résul
tat, en faisant successivement disparaître les radicaux contenus dans l'équa
tion (1). A cet effet, on élèvera les deux membres de cette équation au 
cube; i l viendra, 2 — x — Zx—2—(2-f-r) \*x—1. Pour faire dispa
raître y / x — 1 , on laissera ce radical seul dans un membre, ce qui don-



«ar en posant, \/ i—x=y c t— ] / x — i = £ , on parviendrait aux équa
tions (2). L'équaîion (3) n'admet donc aucunes solutions arithmétiques. 
L'équation \/x-r- \/x—5=5 , donnera x = 9 ; l'équation ]/a— \/x—5—5, 

n'admettrait donc pas de solutions arithmétiques. L'équation 

(4)... V /x-f-i=2x—4> c*onne,T-f-i== s(2.r—4)% O U J (5). -4* 2 —i7^-f-i5=o. 
5 

On en déduit, x = 3 et x=* j ; la i r e valeur de x, fournit une solution 

arithmétique de l'équation (4); la 2« valeur de x, serait une solution arith

métique de l'équation, (6). . . — \/x-+~ 1 = ( ix<r— 4). Et en effet, le quarré 

de j / ^ - f - j } étant le même que celui de — \/x -f- 1, les équations (4) et 

( G ) , doivent conduire à la même équation rationnelle en x. Les racines, 

5 
3 et ^ , de cette dernière équation, doivent donc donner les solutions des 
équations (4) et (6). En général : Lorsqu'on fait disparaître les radicajpx 

contenus dans une équation, l'équation qui en résulte convient ci toutes 

les valeurs dont ces radicaux sont susceptibles. 

* 53i. Les mêmes procédés s'appliquent à deux équations entre deux 
inconnues. Si les équations proposées sont 

©n fera, d'où 

Él iminant , x,y et z, entre les équations (3), on trouvera 
t 6 — 2 Z 5 - f - 2 i £ * — 7 3 * 3 - l - T 5 2 Z 9 — 52i ^+682 = 0 ; t = i satisfait àcetle équa
tion; or , x = Z 3 — 1 et ^ = 5 — t ; donc .r = 7 et y = 3. Ces valeurs de 
x et'/', donnent une solution arithmétique des équations (1) et (2}. Dans 
cet exemple, on peut éviter d'introduire des nouvelles inconnues, car en 
«levant les deux membres de l'équation (1), au quarré, et ceux de l'équa
tion (2) au cube, on trouve les équations rationnelles v 

L'élimination de x entre ces deux dernières équations, conduit à l'équation 
jaale 

nera(2-for) \/x — 1 = 4 ( x — 1 ) ; élevant ensuite les deux membres au 
quarré, on trouvera, ( 2-f-x ) a (^gr- l ) s» 16 (x— i ; a ; cette dernière équa
tion conduit à l'équation (4/. 



y = 3 , satisfait à cette équation et l'équation (5) donne xzzzy. 

Pour résoudre les équations 

©n fera , zzzzx3 et t=z\y*. Les equations (7) deviendront.... 

Les équations (S) donneront les deux couples ,y=*i,x — \^y— \1 x = 2; 
or J ' 2 «t z = x3 ; les équations (7) admettent donc ces deux solutions, 

* 5 3 2 . Quand l'hypothèse x=za, réduit f{x) a zéro; cette fonction 

de x est divisible par (x—*)m ; (l'exposant ni est un nombre positif). 

E n effet; si l'on suppose x = ct+h, dans/(x) , on obtiendra une fonction 
f\ct-r-h), qui se réduira à zéro, lorsque h sera nul. Développant donc 
f'(ct-r-h) en une série qui procède suivant les puissances ascendantes de 
h (*), tous les exposans de h seront plus grands que zéro, car les termes indé-
pendans de h , et ceux qui contiendraient des puissances négatives de h, ne 
disparaîtraient pas quand h serait nul. On aura donc . . . . 

Mettant pour h sa valeur (x — c i ) , i l viendra.. . . 

f(x) est donc exactement divisible par (x—a)1»; et pour x = ctt le quo
tient Q se réduit à une quantité q, qui ne peut jamais être nulle ni infinie* 
Lorsque yXa:) ne contient que des puissances entières positives de x , l'expo
sant m est un nombre entier (n° 3 i 3 ) . 

* 5 3 3 . Nous avons vu (n o s 137 et 2 1 5 ) , qu'une fraction quise présente sous la 

forme - , peut être déterminée ou indéterminée. INous allons donner la théorie 
o 

générale des fractions qui deviennent Lorsque l'hypothèse x = a,, réduit 

les deux termes delà fraction a zéro ; on a 

(*) On suppose que la fonction f(x -f- h), puisse se développer eu una 
série qui procède suivant les puissances de h. INous démontrerons cette pro
priété dans le Calcul différentiel. 



y(x) z= R(x—et)n, et pour x = et, les fonctions Q et R, prennent des va

leurs, q et r, qui ne sont ni nulles ni infinies, (n° 532). On demande quelle 

serait la valeur de cette fraction, si après avoir supprimé le plus grand 

commun diviseur (x — et) , entre (x — ct)m et (x-—et)n, on faisait x = ct 

dans le résultat. On peut avoir, m=^n , ou m^n, ou ?n<^nj les valeurs 

correspondantes de la fraction proposée , sont, 

Faisant x — et. cette fraction deviendra - , ou o, ou l'infini. Pour mettre 
r 

en évidence les facteurs , (x — et)m, {x — et)", il suffit de transformer le binôme 
{x — et), en un monôme. On supposera donc, x — et —h, d'où x — ct-\- lu 
Mettant et-j- h au lieu de x, dansy(.r) et <b(x) ; développant les fonctions , 

f{et - f - h ) , <f(et-\-h), suivant les puissances positives et croissantes de h> 

on trouvera 
i (\ . . 

j 

Divisant les deux termes de la fraction^~-~r\ ? par la plus haute nuis-
cp{x-\-/i) r * 

sance possible de h, et supposant ensuite h=o, le résultat sera la valeur 
de l à fraction demandée. Cette valeur sera finie, ou nulle, ou infiniment 
grande, selon que l'on aura, m~n, ou m^>n} ou m <^n. A i n s i , r — i? 

réduisant les fractions 

à ^ ; on fera :r = 2-f-/i; on extraira la racine quarrée et la racine cubique 

de 2 -f- li ; on élèvera (2-f-/z) au quar ré ; on supprimera les facteurs com
muns aux deux termes de chaque fraction, et supposant ensuite h = o, on 

3 ° -
trouvera que pour x ~ i , les valeurs des fractions proposées sont, - \/1, o , 

et l'infini. 

Remarque. Quand ct = o , on déve loppeur) et <${x), suivant les puis-
f(x} 

sanees croissantes de x. Le numérateur et le dénominateur de la fraction , 

deviennent divisibles par une même puissance de x, et la division effectuée 

donne une fraction que l'hypothèse x = o, ne réduit plus à L'exemple du 

n° 2i 5 est de cette espèce. 
+ 534- Lorsque dans l'équation , ( i ) . . . 2 X <?(ar)=/(j'), Vhypothèse x*=*ctf 

réduit f(x) et <f\x), à zéro, on a ;f(x)=Q(x—ct)m et q(x^R{x—(n° 533). 
i 4 



Si le plus grand commun diviseur entre {x— &)m et (x—-a)« est (x — &) ^ 

Véquation («), donnera ( 2 ) . . . (zRy— Q,) (x—*) = 0 ; Ry et Q , désignent 

les quotiens des divisions de q(x) et de f(x), par (x — $c)°. On demande la 

valeur de z, correspondante a x~ct (**). Quand le facteur (x—et)S ne sera 
pas étranger au problème qui aura conduit à l'équation ( 1 ) , l'hypothèse X=-A 
satisfera aux équations, ( 1 ) , ( 2 ) , quel que soit z ; de sorte que la valeur cor
respondante de z, sera indéterminée. Cette valeur, déduite de l'équation (1) , 

o s 
se présenterait sous la forme Quand le facteur {x — et) sera étranger à 

la question, on devra le supprimer, et faisant x = s e t , dans Qy et R/t 

l'équation zR,— Q/z=zo , donnera la valeur de s ; cette valeur, sera toujouis 
f(x) 

déterminée. On pourra calculer z, en cherchant la valeur de --— , corres-

pondante h x = et ; (n° 533). 

* 535. Remarque. Lorsque x — et, ou h, n'est pas zéro, la seule valeur 
de z qui puisse satisfaire aux équations (1) et ( 2 ) , est Quand h est très-

Q ' 
petit et approche indéfiniment de zéro, ~ - ou z, approche indéfiniment 

ii/ 

d'une certaine limite — » et l'on obtient cette limite en calculant ht valeur 
'*/, 

f(x) de J : » qui répond à x-zzzet, ( n° 533 ). Cette limite de z peut servir A 
<p {x) 

mener les tangentes aux courbes. En effet; soit y* — x, l'équation d'une 
parabole ; si les coordonnées de deux points, m', m", de cette courbe, sont 
xj-> fn e t

 x u > f» 5 0 1 1 a u r a J'* ~ x " f»* ~ xi> > e l P^i^ation de la droite s, 

menée par ces deux points, sera y — " / A (x—xy). Soit, -~—- '-s=r/. 

O n en déduira, (j- - , , 1—y/) (a * J—o. Pour déterminer la position 

de la tangente t, au point m', on supposera que ce point étant fixe, m1' s'ap
proche indéfiniment de m' ; alors, ylt—yt approchera indéfiniment de zéro, 

a approchera indéfiniment de la limite —, eth sécante, s, approchera in-
°yj 

définiment de la tangente t; la valeur de a, qui détermine la tangente, est 

donc —— Inéquation de la tangente est doncj-—y t — ——(x—-x). Pour 
V"/ '2JJ " 

obtenir la limite de et, i l suffit de chercher la valeur de 2JL^2M9 «m 

v< y,/—j/ 

(++) Lorsqu'on fera x = et, les fonctions Qy et R/ prendront des valeur* 
particulières, qu, rtl: l'une des quantités, qt, r/f, pourra être nulle, mai* 
.flics ne poiUTOnt pas être nulle* cn même tenu. 



répond h ynr=Lyn (n° 533). L a normale, menée par le point m ' , aura 
pour équation, y — y,——2>-y(.r — xj)\ de sorte que X désignant Vabscisse 

du point commun à la normale et à Taxe des x, on aura.. . .* 

Tant que y4 ne sera pas nul , A'sera égal à xt -f- -• 

Lorsque le point mf approchera indéfiniment du sommet de la parabole, 
J, et xf approcheront indéfiniment de zéro, A" approchera indéfiniment 

de I. Mais, au sommet, yt et ary seront nuls 5 AT sera donc indéterminé 

dans l'équation (1) ; cela devait arriver, car la normale se confondant alors 
avec l'axe des x, Y abscisse X du point commun à ces deux droites, est 
indéterminée. 

* 536\ / / existe des fractions qui ne se présentent pas sous la forme -, 

et qui peuvent cependant s'y ramener. En effet ; lorsque, P, Q , R, dé
signant des fonctions quelconques de x , l'hypothèse x = et, réduit R à 

P 

zéro ct rend P ct Q infinis, la fraction ~Q et le produit P R , ont des valeurs, 
que l'on peut déterminer par la méthode du n° 533, car en divisant successi
vement l'unité, par P et par Q , et désignant les quotiens par p et q, on aura 

, réduira, p , q et R, à zéro ; de sorte qu'il 

s'agira de calculer les valeurs des fractions, - , — , que l'hypothèse xz=z a9 

p p 

réduit à ° . Quand le facteur (x — et)s, sera étranger à la question, les frac-
q R . 

tions, - , — ; seront déterminées, ct la méthode du n° 533, donnera ces va-

a /* 
leurs. Quand ce facteur ne sera pas étranger, les fractions, seront 

1 ° P' P 
_, r cotan^ x 

indéterminées. Par exemple , les deux termes de la fraction J — , deve-
1 cosec x 

1 /. 1 sin x 1 
nant infinis quand x= o, on fera p = = ; q = = s i n x , 

cot x cos x ' coséc x 
1 V , cot x q - m i . 1 cot x 
i) ou , ; — - ssr: cosin x ; lhypothcse x = o , donnera = 1. cosec x p cosec x 

* 537. Je terminerai ces notes , en faisant connaître le degré d'exactitude 
que donne l'emploi des tables de logarithmes à n décimales (**). 

i ° . Pour trouver le plus grand nombre entier IV, que l'on doive mettre 

dans une table de logarithmes a n décimales ; il suffit de prendre la plus 

(**) Les démonstrations du n° 537, sont dues à M . Loupot, professons 
à Y Ecole Polymathique* 



petite valeur entière approchée du produit que Von obtient en multipliant 

le module M, par \on ; 2 ° . la plus petite valeur entière approchée de 

\/N, exprime le plus petit nombre entier de la table oh Von puisse 

commencer a regarder les différences entre les logarithmes , comme pro

portionnelles aux différences entre les nombres correspondans. En effet; 
i ° . i) est é v i d e n t que l'on ne doit mettre dans la table que les nombres 

entiers dont les logarithmes, a n décimales, sont différens. La différence 
entre deux ;ogarit!.mes consécutifs ne doit donc pas être moindre qu'une 
unité 'lu n i c m e ordre décimal, ou que i o _ n . Soit, / ( r + i ) — l { y ) — io~n~ «T. 
On aura 

et (: D'où , 

(ì a base CL est plus grande que l'unite'). O r , (Algèbre, 2 E section, n o s 719 

et 7 2 5 ) , 

Pone , 

/•as, î o fraction précédée du signe—, est moindre que Puni té, car chaque terme 
;> îiicrateur est plus petit que le terme correspondant du dénominateur; la 

'v.-.L •<•• do y est donc comprise entre 

>. : ; •.•:):• • . ¡0 :1 2) démontre que selon que y- diminue ou augmente, £ 
r >n diminue v n° it\\. 2 0 ) . La différence entre les logarithmes de 

i . . :.:;'ues entiers moindres que Mx 10", est donc plus grande qu'une 
iviv .,•-••>•.'-• ordie décimal ; le premier principe est donc démontré. 

i" / qu'on puisse regarder les différences entre des logarithmes 

c<>- c"iv>i>e proportionnelles aux différences entre les nombres 

c--- ..- inmis , /' f? nt que les différences entré'les logarithmes, diffèrent 

' / s (V••>• 'r imite décimale du n i e m e ordre. En effet; soient, 
y ; s • --<- x , t r o i v 1 .ruines entiers consécutifs de la table j x, x', x", 

•'eu .•> •. Utf-b. O . ) aura 

Or, 

O ••• ;•<••; -.«ion , 3 ; . . . . ' r + 2 ) ~ { r - f - i ' : ( r - f - O — y : x , 
.) " — . ' , — (>. On ne pourra donc supposer les différences 

0; ;: , ' < . . pui lionnel.es aux différences entre les logarithmes de 
ce, • ,<. - ( . \ ;--isque ( • / — r ) — ( a ' ' — x r ) , ne sera pas plus grand que 
! 0 ~ " , v;:. t u t . i s of la proportion donnera une valeur de xr—x} qui ne 

D'où, 



différera de la valeur exacte de xf—x, que d'une quantité moindre que 1 0 "* 
Supposant donc , ix'—x)—{x"—x') —S = i o~ w , on aura 

Mais, l'équation (2) a donné, y—M x 1 0 * — ( 1 — S ' ) \ (<f' est une quantité 
positive moindre que l 'unité). L'équation (4) donnera donc 

O r , la formule (4) démontre que y augmentant, cT diminue. La propor
tion (3) sera donc d'autant plus exacte, que y sera plus grand. L'équation (5) 
démontre donc le 2 e principe. 

Remarque. Lorsqu'on fera usage de nos tables de logarithmes à cinq déci
males, on aura n — 5, a, = 1 0 , M = 0 4 3 4 2 9 , etc. ; la plus petite valeur 
entière approchée de M x i o w , sera 4 ^ 4 2 9

 e t ^ a P ' L l s P c t i t e valeur entière 
approchée de \ / M X ion) sera 2 0 8 . De sorte que dans cette table, les 
nombres, r , 2 , 3 , . . . , 4 3 4 ^ 9 , auront des logarithmes différens , et la pro
portion du n° 4 7 8 sera vraie pour tous les nombres plus grands que 2 0 8 ; 
c'est-à-dire que cette proportion donnera une erreur qui sera moindre que 
o»00001 (*). Par conséquent , dans une table de logarithmes à cinq déci
males, il suffit de mettre les logarithmes des nombres entiers, 2 0 8 , 2 0 9 , .. . , 
2 0 7 9 , 2 0 8 0 . On en déduit facilement les logarithmes des nombres, 1 , 2 , . .,4^429> 

( " ° 4 : 9 )• 

5 3 S . Toute équation a une racine. En effet; soit l'équation. . . . 
(1). . ,xm + pxm~l -f- -\-sx-\-t = y, 

dans laquelle m est un nombre entier positif ct les coefficiens, p , . . . , s, t, des 
quantités finies indépendantes de x et de r ; x sera nécessairement une fonc

tion de y et des coefficiens, p,.. . , s, t, car dans le cas où x ne serait pas 
fonction de r , cn désignant par C une valeur de x qui ne dépendrait pas dey, 
le polynôme déterminé, C'»-f .^C m _ I

 -4-. . . -j-s£-h1, serait égal à la fois, à toutes 
les valeurs arbitraires de y\ ce qui est absurde. On a donc, x—f,y, p,..., s, t). 
Soi l j -=o; la valeur correspondante de x, sera une racine et, de l 'équation... 

( 2 ) . . .am-\-pxm-l-h -f- sx - f - t — o ; 

de sorte que Ton aura, et™-±-petm-1 -f- -f-set -f-1 = o ; et ne sera pas nul , 
car t n'est pas zéro ; et ne sera pas infini f n<> 3 4 9 ) . Le principe est donc dé
montré. ( Celte démonstration est due a M. Du no U R G C E T ; Professeur au 

Lycée Impérial ). 

(*) L a proportion du n° 4 7 8 est ainsi démontrée pour trois nombres entiers 
consécutifs. L'erreur sera moindre, lorsque l'on prendra deux nombres entiers 
consécutifs, y, J " - f - i , et un nombre compris entre y et > - f - i . 

E I N . 

d'où < 
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7 5 , 1 0 , en remontant; lisez monteront à. 
7 9 , 1 2 , mettez un 3 à la place du 5 . 

. , (m—2) (m — 2) aï 
n 4 , 1 , en remontant ; au lieu de 5 — , lisez —• —. 

5 5 xi 

1 2 0 , 9 , en remontant ; au lieu de \/-\-b , lisez \/a-\-b. 

121, 4? a L l ^ c u ^ e bz, lisez b2. 

ERRATA relatif aux Notes. 
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2 6 , 1 0 , i r , 1 2 , du n° 6 2 , changez cl en cT. 
2 9 , TO et 1 1 , mettez = devant la barre qui se'pare les deux 

termes de chaque fraction. 

Ibid. 12, au lieu de •> ^ s e z Çj^' 

4 9 , 3, d u n ° 1 1 8 , au lieu de changent, lisez changeant. 
5 3 , 2 , en remontant; au lieu de obtiendr, lisez obtiendra. 

5 9 , 1 0 , en remontant; lisez—— au lieu de = . 

7 2 , 1 2 , au lieu de i o o ( A - f 1 ) , lisez ioo(<x -f» i ) 2 . 
74, i4> a u n e u f ^ e 9} 7 Usez 9 . 

8 0 , 1 4 7 en remontant ; mettez 12.x 3 au lieu de 120:=*. 

8 1 , 1, au lieu de ictJ-J

rx/l)cin, lisez (ict^ctju^ 
IbicL 4? Usez sera, au lieu de soit. 

c,i , 4? c n remontant; an lieu de \/aïb'", lisez \/aiJbr. 

1 0 0 , 4^ e t l remontant; au lieu de / ? ,—, lisez Ry=. 

1 0 0 , 1 7 , au lieu de premier terme, lisez dernier terme. 
344? 4 ( I U n ° 366, au lieu de moindre, lisez plus grande. 
1 5 9 , 6 du n° 3 9 8 , au heu de h une, //.ses une. 
1 6 0 , 1 2 , mettez p + r - f - i , au lieu de p — r - f - i . 

tj-d <\ d 

i63 , 3 , //ses ] / 1 , au lieu ]/ . 
1 6 6 , 1 0 , au lieu de /; — p* , /wes r/ — f>a. 
1 6 7 , 1 du n° 4 2 t 3 mettez écrite, au lieu de écrite3^ 
2 0 7 , 4 •> 0 1 1 remontant ? au lieu de naie, //ses (male.. 
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