"W THESES

PRESENTEES

A LA FACULTE DES SCIENCES DE PARIS

POUR OBTENIR

LE GRADE DE DOCTEUR ES SCIENCES MATHEMATIQUES

PAR

M. S. MAILLARD,

ANCIEN ELEVE DE L’ECOLE NORMALE SUPERIRURE, AGREGE DES SCIENCES MATHEMATIQUES.

4re THESE. — RECHERCHE DES CARACTERISTIOUES DES SYSTEMES BLEMENTAIRES
DE COURBES PLANES DU TROISIEME ORDRE.
9¢ THESE. — PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.
-~
Soutenues le v Décembre 1871, devant ia Commission d’Examen.
MM. SERRET, Président.
BRIOT, Exominateurs.

OSSIAN BONNET,

PARIS

IMPRIMERIE CUSSET ET C°'

26, RUE RAGINE, 286

1871

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



ACADEMIE DE PARIS.

/DELAFOSSE. . . . ........
/ CHASLES.. . ... ........
| LEVERRIER. . . . ... .....
DELAUNAY.. . . . . oot
P.DESAINS. « » oo ve o
LIOUVILLE . .
HEBERT. « - v v v voe e v ov .
PUISEUX. « = v v e v e
DUCHARTRE. . » . o v o o v . . .
JAMIN.
SERRET. © « v e oo v e e,

Professears. ., |, ... .. ﬂ

BERTRAND.. . . . .. .. ....
~{J. VIEILLE. . . ... .. e
PELIGOT. . . . . ... v v ...

Zoologie, Anatomie, Physio-
logie.

Minéralogie.

Géométrie supérieure.

Astronomie

Mécanique physique.

Physique.

Meécanique rationnelle.

Géologie,

Astronomie.

Botanique.

Physique.

Calcul différentiel et intégral.

Chimie.

Chimie.

Arnatomie, Physiologie com-
parée,. Zoologie.

Physiologie générale.

Algébre supérieure.

Caleul des probabilités, Phy-
sique mathématique.

} Sciences mathématiques.

Sciences physiques.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



MONSIEUR CH. BRIOT

RESPECTUEUX HOMMAGE DE SON ELEVE RECONNAISSANT

S. MAILLARD.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



PREMIFERE THESE.

e r——

RECHERCHE

DES CARACTERISTIQUES

DES SYSTEMES ELEMENTAIRES

DE COURBES PLANES DU TROISIEME ORDRE.

n(n-+3)

L’ensemble des courbes du degré =, qui satisfont a — 1 con-

ditions communes forme un systéme. En imposant exclusivement a ces
courbes les conditions élémentaires de passer par des points ou de
toucher des droites, on obtient les systémes élémentaires.

Les travaux de M. Chasles sur la théorie des coniques ont montré
que les propriétés d’un systéme s’expriment a I'aide de deux nombres
caractéristiques indiquant combien de courbes passent en un point et
combien touchent une droite. Les caractéristiques d’un systeme quel-
conque sont des fonctions linéaires de celles des systemes élémentaires,
et s’en déduisent par une méthode générale de substitution. Ces résultats
nesont point particuliers aux systemes de coniques, et. d’apres M. Chasles,
« ce qui manque principalement pour que la théorie des courbes d’ordre
supérieur soit aussi complete, ou du moins aussi avancée que celle des
coniques, c’est de connaitre les caractéristiques des systémes élémentaires
de chaque ordre de courbes. »

‘La détermination de ces caractéristiques ne présenterait pas de diffi-
cultés, s’il n’existait, presque dans tousles systémes, des courbes excep-
tionnelles généralement de deux sortes, des courbes & branches multiples

que toute droite rencontre en deux ou plusieurs points confondus sans
1
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étre tangente; des courbes & points multiples auxquelles on peut mener
par un point plusieurs tangentes coincidentes lors méme que ce point
n’est pas pris sur la courbe. C'est ainsi que.dans la théorie des coniques,
on trouve : des courbes infiniment aplaties représentées chacune par une
droite double limitée en deux points par I'un ou I’autre desquels doivent
passer les tangentes, et des systemes de deux droites dont il suffit de
joindre le point de concours & un autre point quelconque pour obtenir
une tangente double.

Dans les systemes de courbes du troisieme ordre, les courbes excep-
tionnelles offrent plus de variété. Non-seulement il existe des courbes
a point double ou a branche double, mais aussi des courbes & deux
points doubles ou a point triple, et des courbes & branche triple. Une
différence d’ailleurs mérite d’étre signalée : tandis que les coniquesinfi-
niment aplaties et les systémes de deux droites se correspondent par voie
de dualité, il n’en est plus ainsi dans le cas des courbes du tfroisitme
ordre. Aux courbes a point double, par exemple, correspondent des
courbes du quatrieme ordre, de la troisieme classe, a trois points de
rebroussement et n’ayant pas, en général, de branches multiples.

Toutefois, en considérant des systémes de courbes a la fois du troisieme
ordreet de la troisieéme classe, on retrouvel’avantage d’avoir a considérer
des figures qui sont elles-mémes leurs corrélatives. Les théoréemes sont
doubles, les déterminations réduites de moitié, ousil’on préfereles effec-
tuer directement, on obtient des vérifications qu’il ne faut nullement
négliger.

D’un autre coté, la présence comme courbes limites des courbes a
point double, dans tousles systémes définis par huit conditions élémen-
taires, conduit & former d’autres systtmes élémentaires ou toutes les
courbes seraient douées de points doubles, et la considération de ces
derniers conduit encore 4 en former d’autres ol toutes les courbes
seront douées de points de rebroussement.

11 parait donc convenable de diviser les courbes du troisieme ordre en
trois catégories, savoir : courbes de la troisiéme classe ou & rebroussement,
courbes de la quatriéme classe ou a point double, courbes de la sixieme
classe sans point multiple. Nous examinerons successivement sept groupes
de systémes :
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1> Courbes dont le point de rebroussement est donné;

2° Courbes dont le point de rebroussement doit étre sur une droite
donnée;

3° Courbes devant avoir un point de rebroussement;

4° Courbes dont le point double est donné;

5° Courbes dontle point double doit étre sur une droite donnée;

6° Courbes devant avoir un point double;

7° Courbes de la sixiéme classe.

Dans chacun de ces groupes, on obtient les systémes en conservant la
condition énoncée, et en variant de toutes les manieres possibles les
conditions élémentaires en nombre tel que les courbes se trouvent en
définitive assujetties a huit conditions.

Les démonstrations qui sunivent sont pour la plupart basées sur le
principe de correspondance ainsi énoneé par M. Chasles (Comptes rendus,
tome LVIII, page 1175).

« Lorsqu’on a sur une droite L deux séries de points X et U, telles qu'au
« point X correspondent « points U, et & un point U § points X, le nombre
« des points X qui coincident avec des points correspondants U est o + f3.

« Lorsque deux séries de droites X et U passent par un méme point I,
« sia une droite X correspondent « droites U, et & une droite U droites X,
« il existera a -+ 3 droites X qui coincideront avec des droites correspon-
« duntes U. »

La seconde partie de cet énoncé est une conséquence immédiate de la
premiére, car on peutsupposer que les droites X et U soient déterminées
par deux séries de points X et U situés sur une méme droite L.

Pour avoir une représentation géométrique del: loi de correspondance
entre les points X et U, on peut, en désignant par « et » les distances
des points des deux séries & une origine fixe prise sur la droite L, consi-
dérer la courbe C engendrée parle point M dont les coordonnées relatives
a deux axes quelconques Ax et Au seraient exprimées par les quantités
x et u, Sur toute droite x=a se trouveront « points de la courbe C
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déterminés par les valeurs de u correspondantes ; pour que I'un de ces
pointss’éloigne & I'infini, ¢’est-a-dire pour que lacourbeait une asymptote
paralléle & I’axe Aw, il faut que la valeur de  devienne infinie, ce qui a
lieu pour B valeurs de x, puisque & chaque valeur de w correspondent §
valeurs de 2. La courbe C possédant & l'infini dans la direction Au, un
point multiple d’ordre 3, le nombre total des points ol elle coupe la
droite = a est o 4- B; tel est donc le degré de la courbe, et par suite
lenombre de points communs & la courbe C et & la droite x—=u, hissec-
trice de 'angle des axes; c’est-a-dire que le nombre des points X qui, sur
la droite L, coincident avec des points correspondants U est o [3.

Dans les cas particuliers, on reconnait presque toujours aisément les
points de la droite L, qui étant regardés comme de Ja premiere série,
coincident avec des points correspondants de la seconde et vice versd;
mais il est moins facile de trouver combien de fois chacun d’eux doit étre
compté dans le nombre « + 8. Soit, par exemple (fig. 1), X un point de
la droite L coincidant avec un point U, X’ un point infiniment voisin
auquel correspondent « points de la seconde série parmi lesquels un au
moins, U, est infiniment voisin de X’; il en résulte pour la courbe C un
point M situé sur la bissectrice AB, et un point M’ dont ’ordonnée ren-
contre la bissectrice en N. Les distances, AP, MP, OX, OU sont égales
entre elles, PP’ égale XX’, AP’ et NP’ égalent OX’, et M'N égale UX'.
Supposons que 'on puisse déterminer le nombre des infiniment petits
XU, etV’ordre de chacun d’enx relativement 4 XX'; dans chaque triangle
MNM' on connait 'angle N qui est constant, le rapport de M'N a MN qui
ne différe que par un facteur constant du rapport de U'X’ a XX’, le nombre
des triangles est connu, donc on a tous les éléments nécessaires pour
déterminer le nombre des branches de courbe qui passent en M et
décider si elles onl avec ia bissecirice un contact d’ordre plus ou
moins élevé; en un mot, on saura combien la courbe C et la bissectrice
ont de points communs confondus en M, c’est-a-dire le degré de multi-
plicité de la coincidence reconnue sur la droite L.

Des considérations analogues sur 'emploi du principe de correspon-
dance ont été développées et appliquées a la démonstration des équations
pluckériennes par M. Zeuthen (Nouvelles annales de mathémutiques,
tome VI, 2° série, année 1867).
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Un systéme peut étre regardé comme produit par le déplacement de
certaines courbes particulieres, qui en méme temps se déforment d’une
maniere continue, sans cesser de satisfaire & toutes les conditions par
lesquelles est défini le systeme. Ces génératrices, parvenues a des posi-
tions et & des formes limites, constituent des courbes exceptionnelles;
mais si 'on envisage les courbes infiniment voisines, on reconnait tou-
jours qu’elles jouissent des propriétés essentielles & I'espece considérée.
Quand on se sert du principe ‘de correspondance, il est indispensable
de tenir compte de ces courbes limites, a cause des propriétés spéciales
qu’elles présentent; et avant d’aller plus loin, il est bon de nous faire
une idée exacte des variétés que nous pouvons rencontrer dans 1'é-
tude des courbes appartenant aux trois catégories mentionnées plus
haut.

Une courbe du troisiéme degré & point double, étant déterminée par
huit conditions, peut faire partie d'un systtme de courbes du troisieéme
degré et de la sixieme classe, également défini par huit conditions. La
courbe infiniment voisine présente deux branches trés-rapprochées, entre
lesquelles passent deux des six tangentes que I'on peut mener par un
point donné quelconque; en sorte que ces branches venant a se réunir
pour donner la courbe limite, les deux tangentes se confondent avec la
droite qui joint le point donné au point de réunion. Et puisque toute
droite passant par ce dernier point se trouve étre tangente, si I’on sup-
pose, par exemple, que les courbes du systéme doivent contenir cing
points et toucher trois droites, pour qu’une courbe & point double fasse
partie du systeme, il suffit qu'elle passe par les cinq points et touche
deux des droites, le point double étant sur la troisitme, ou encore, elle
peut ne toucher qu’une seule droite, le point double étant & I'intersec-
tion des deux autres.
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Si, dans un systeme, toutes les courbes sont douées de points doubles,
elles sont seulement de la quatriéme classe, et il ne suffit plus qu'une
droite passe en un point double pour étre tangente. Ce systtme est
défini par sept conditions, et par conséquent une courbe & point de
rebroussement peut en faire partie, puisqu’elle-méme est déterminée
par sept conditions. Elle est Ia limite d’'une courbe présentant, a partir
du point double, une portion en forme de houcle qui va en diminuant
de plus en plus, et I'nne des quatre tangentes issues d’'un point quel-
conque s’appuyant constamment sur cette boucle, passe enfin par le
point de rebroussement. Dés lors, la courbe doit étre considérée comme
tangente a toute droite sur laquelle se trouve son point de rebrousse-
ment.

Une courbe du troisieme degré & deux points doubles se compose
d’une conique et d’une droite, et par conséquent satisfait & sept condi-
tions. Nous pouvons la regarder comme la limite dont s’approche une
courbe & un seul point double, quand deux branches tendent 2 se réunir
pour en former un second, par lequel passeront deux tangentes issues
d’un point queleonque, et comme on peut mener deux autres tangenles
& la conique, nous avons bien une courbe de la quatriéme classe, fai-
sant partie d’un systéme de courbes & point double.

L’ensemble d’une conique et d’une tangente & cette conique satisfait
a six conditions et constitue une courbe du troisitme degré et de la
troisieme classe. C’est, en effet, la limite vers laquelle tend une courbe
a point de rebroussement dont une branche vient se rapprocher de plus
en plus du point de rebroussement; I'une destrois tangentes issues d’un
point quelconque s’appuyant sur cette branche, vient passer par le point
de réunion, c’est-a-dire par le point de contact de la conique et de la
droite, les deux autres touchent la conique; nous avons donc bien une
courbe de la troisitme classe. La figure corrélative est de méme espéce, et
nous en concluons que la droite est & la fois tangente d’inflexion et de
rebroussement,

Considérons actuellement une courbe quelconque du troisieme degré,
rapportée 3 deux axes fixes Oz et Oy, et n’ayant aucun point a V'infini
dans la direction Oy. A un point du plan de ceite courbe, faisons cor-
respondre le point qui a méme abscisse et dont ’ordonnée s’obtient en
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multipliant celle du premier par un certain nombre £. A la courbe pro-
posée correspondra une nouvelle courbe du troisieme degré, et les tan-
gentes qu'on peut lui mener par un point @' passeront par les points
ot 'axe Ox rencontre les tangentes menées a la premiére courbe par le
point a auquel correspond @'. En faisant varier £ nous aurons un systénie
de courbes, et si & tend vers zéro, elles iront en s’aplatissant de plus en
plus; la courbe limite ayant touies ses ordonnées nulles se réduit & une
droite triple confondue avec Ox. Quel que soit d’ailleurs, en dehors de O,
le point @’ que 'on choisisse pour mener des tangentes a la courbe limite,
il correspond & un point situé a 'infini dans la direction Oy, et 'on est
conduit, dans tous les cas, & joindre le point &' aux intersections de I'axe
Ox et des tangentes paralleles a Oy, lesquelles sont communes & toutes
les courbes du systeme. Nous avons donec une courbe du troisieme degré
formée d’une droite triple renfermant un certain nombre de sommets
par lesquels passent les tangentes, ce nombre étant d’ailleurs égal & la
classe des courbes dont nous considérons la limite.

Supposons en second lieu que I'axe Oy soit parallele & une asymptote
de la courbe donnée. Sur chaque paralléle 4 Oy nous aurons en général
deux ordonnées finies qui deviendront nulies pour la courbe limite; celle-
ci aura seulement une branche double. Sil’on examine en particulier ce
qui se passe pour I'ordonnée infinie comptée sur 'asymptote, on voit
qu’elle reste infinie tant que £ est différent de zéro, et qu’elle devient indé-
terminée pour & égal & zéro. D’ott 'on conclut que toutes les courbes du
systéme ont pour asymptote une droite qui fait tout entitre partie de la
courbe limite. Ce que nous avons dit précédemment des tangentes peut
étre répété dans le casactuel ; on doit seulement observer que 'asymptote
compte pour deux dans le nombre des tangentes que 'on peut mener a
la courbe donnée par le point situé a l'infini dans la directicn Oy. Et
finalement on trouve une courbe représentée par une droite simple et
une droite double, cette derniere renfermant autant de sommets que
I'indique la classe des courbes du systéme, pourvu que 'on compte pour
deux le point de rencontre de la droite simple et de la droite double,
¢’est-a-dire le point triple.

Quand les courbes ne sont point de la sixiéme classe, le point double
ou le point de rebroussement de la courbe limite se trouve sur la branche
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multiple, en général distinct des sommets. Quant aux points d’inflexion,
ils sont également sur la droite multiple et les tangentes d’'inflexion se
confondent avec cette méme droite.

Ainsi, au moyen d’un exemple particulier, nous sommes parvenus a
nous rendre compte de la nature de deux espéces de courbes infiniment
aplaties; c’est maintenant une question bien déterminée et ne renfer-
mant plus rien d’arbitraire, que de rechercher si elles existent dans
un systéme donné, puisque I'on connait, d'une part, les conditions défi-
nissant le systtme, et, d’autre part, les conditions auxquelles peuvent
satisfaire les courbes esceptionnelles considérées. Nous examinerons
plus loin ce qui alieu dans chaque systéme.

Nous représenterons par :

w le nombre des courbes d’un systéme qui passent en un point donné,

v le nombre des courbes qui touchent une droite donnée,

1 le degré du lieu des points d’inflexion,

t la classe de 'enveloppe des tangentes d’inflexion,

« le nombre des courbes & branches doubles qui font partie du systéme,

B le nombre des courbes a branche triple,

A le nombre des courbes & point double qui font partie d’un systéme de courbes
de la sixieme classe.

En outre, s’il s’agit d’un systéme de courbes de la quatrieme classe,
nous appelons :

3 le degré du lieu des poiats doubles,

6 la classe de Penveloppe des tangentes aux points doubles,
R le nombre des courbes & rebroussement,

N le nombre des courbes & deux points doubles.

Et s'il s’agit d'un systdme de courbes de la troisitme classe :

¢ le degré du lieu des points de rebroussement,
< la classe de P’enveloppe des tangentes de rebroussement,

n le nombre des courbes décomposables en une conique et une tangente a cette
coenique.

Enfin, pourabréger, nous dirons quelquefois, par exemple, la courbe &,
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au lieu de la courbe lieu des points doubles dont le degré est &; ou bien
encore la courbe N, pour une des N courbes a deux points doubles fai-
sant partie du systeme.

I1.

A. Formule 4p=v + 20+ 63 + 23 + 3p.

Démonstration. — Par un point X pris sur une droite L, passent
courbes qui coupent L en 2u autres points U; & un point U correspon-
dent de méme 2p. points X ; le nombre des coincidences est 4p. Elles
proviennent de causes diverses.

f° — 1] existe v courbes du systéme tangentes & la droite L, ce qui fait
v points de contact, fournissant v coincidences simples.

2° — fig. 2. — Dans le systtme, « courbes sont formées de droites
doubles et de droites simples. Les intersections des droites doubles et
de la droite L. donnent des coincidences. En suivant le déplacement de
la courbe aplatie, dont la limite est 'ensemble de deux droites, on
reconnait que deux courbes viennent successivement passer par un
point X’ infiniment voisin de celui ol la coincidence a lieu. Elles cou-
pent L en deux points U' et U” infiniment voisins de X’. Les distances
XU, X'U" étant de I’ordre de XX', en nous reportant a la courbe C, nous
trouverons qu’elle posséde un point double sur la bissectrice. Donc les
courbes & branche double produisent 2a coincidences.

3° — B courbes du systéme se réduisent & des droites triples. Par un
point X’ infiniment voisin du point (X,U) ou une droite triple coupe L,
passent trois courbes infiniment aplaties, ou bien les trois branches de
la courbe mobile et variable de forme dont la limite est la droite triple,
on aura 6 points U, infiniment voisins de X', ce qui correspond pour la
courbe C & un point sextuple sur la bissectrice. Donc 68 coincidences.

4 — fig. 3. — Si toutes les courbes du systéme sont douées de

points doubles ou de rébroussement, le lieu géométrique de ces points
2
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rencontre L en un certain nombre de points 8 ou p. Soit X ou U l'une
des intersections; si 'on regarde le déplacement des courbes généra—
trices du systéme comme déterminé par le déplacement du point mul-
tiple sur la courbe MN, on voit que deux courbes viendront successive-
ment passer par un point X’ infiniment voisin de X, et par suite, il existe
deux points U’ et U” tels que les distances X'U', X'U” sont du premier

3 . . . .
ordre ou de 1’0rdre§ suivant qu’il s’agit de points doubles ou de re-

broussement, PX’ et P'X’ étant du premier ordre, si l’on prend XX’ pour
infiniment petit principal. Dans le cas des courbes a rebroussement, si
d’un coté de X, U et U” sont réels, de I'autre ils sont imaginaires. La
courbe C a donc un point double on un point de rebroussement sur la
bissectrice ; elle est d’ailleurs symétrique par rapport & cette bissectrice,
donc elles ont deux ou trois points communs confondus. Ainsi 2¢ ou 3p
coincidences sont dues aux rencontres de L et du lieu des points mul-
tiples.

La formule, telle que nous 'avons écrite, correspond & un systéme
idéal possédant des particularités qui, en général, ne se trouvent pas
ensemble. Dans les applications, il suffira de faire, suivanl les cas,
8=0,0u p==0, ou a=0, ou B=0, etc.

B. Formule 2 (¢—1)v =p+ 31+ a-+A+2N.

Démonstration. — A une droite OX sont tangentes v courbes, aux-
quelles on peut mener par le point O, c—1 autres tangentes OU, ¢ étant
Ia classe des courbes du systéme. Au rayon OU correspondent de méme
(¢—1)v rayons OX; donc2 (c—1)v rayons OX coincident avec des rayons
correspondants OU.

1> — . courbes passent en O; elles ont w tangenles en ce point,
u coincidences simples.

2° — fig. 4. — Par le point O passent ¢ tangentes d’inflexion. Soit
OX ou OU 'une d’elles, a une droite OX' infinimeni voisine sont tan-
gentes deux courbes dont les tangentes d’inflexion sont infiniment voi-
sines de OX'; & chacune de ces deux courbes on peut mener une autre
tangente, et 'on a deux rayons OU', OU” de part et d’autre de OX' réels
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ou imaginaires suivant que OX’ est d’un coté ou de l'antre par rapport
a OX, les angles UOX', U"OX” étant infiniment petits par rapport a X'OX,
la courbe C a pour tangente la bissectrice et le nombre des coinci-
dences est 3t. — En considérant particulierement des courbes de la
troisitme classe, la formule A s’écrit 4 =v -+ 3p +...; la formule B
doit donc étre 4v =p -+ 3t +-... Ce terme 37 doit exister dans tous les
cas, puisque le raisonnement direct se doit faire sans tenir compte de
la classe.

3> — Si I'on joint au point O, le point triple d’une courbe a branche
double, on aura deux tangentes confondues. Le nombre des coinci-
dences de cette espece est a.

4 — S’1] s’agit de courbes de la sixitme classe, en joignant le point
Oa 'un des points doubles des courbes exceptionnelles on obtiendra
deux tangentes confondues. D’oll A coincidences.

5° — Considérons mainlenant une courbe a deux points doubles, faisant
partie d'un systeme de courbes de la quatrieme classe. Le lieu des points
doubles est une courbe ¢, et le déplacement du point double sur cette
courbe entraine le déplacement de la courbe variable de forme qui en-
gendre le systtme. Ov quand on approche d’un peint ¢ de la courbe ¢,
la génératrice tend & acquérir un second point double &, qui disparait
quand on dépasse le point @. En continuant a parcourir ¢ on arrive en b,
et la génératrice tend a acquérir un deuxiéme point double @ qui est
alors accidentel ; donc-la courbe décomposée doit étre considérée comme
la limite de deux courbes distinctes, ayant I'une @ pour point double
et 0 pour singularité, ’autre 6 pour point double et & pour singularité.
Joignant alors le point O aux points singuliers @ et b, on obtient deux
coincidences, et pour toutes les courbes décomposées 2N.

11 est & noter que si les conditions sont telles que 'on sache quel est
le point double vrai, ce qui arrive par exemple quand toutes les courbes
ont un méme point double donné, le nombre de coincidences est sim-
plement N.

C. Formule gy + 3t=37 4+ n + 2gx + 3gB.

Démonstration. — Par un point X pris sur une droite L passent u
courbes dont les tangentes d’inflexion coupentla courbe en gu peints U,
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g étant le nombre des points d'inflexion de chaque courbe. Par un
point U passent 7 tangentes d'inflexion appartenant & ¢ courbes, qui cou-
pent la droite L en 3¢ points X. Donc gu + 3¢ points coincidents.

fe— fig. 5. — Le lieu des points d’inflexion coupe L en ¢ points;
soit X ou U I'un de ces points de part et d’autre duquel nous prendrons
les points I et I' qui sont les points d’inflexion de deux courbes coupant
la droite L en X'et X” tandis que les tangentes d’inflexion coupent la
droite en U’ et U”. Les distances X'U’, X"U” sont de signes contraires et
du 3¢ ordre par rapport & IX’, I'X” ou XX’ et XX”. La courbe C possede
un point d’inflexion dont la tangente est la hissectrice; cela fait trois
points communs, et en tout 37 coincidences.

2 —Les courbes#n sont formées chacune d’une conique et d’une droite
qui est tangente d’inflexion. Les n points oli ces droites renconfrent L
sont n points X coincidant avec des points U.

3° — Dans le casdes courbes a branche double, g tangentes d’inflexion
sont confondues avec la droite double, ce qui donne évidemment des
points coincidents. Par un point U’ infiniment voisin de I'un d’eux pas-
sent les tangentes d'inflexion & des courbes aplaties qui rencontrent L en
2g poinis X/, et par un point X’ passent deux courbes donnant 2¢ tan-
gentes d’inflexion, c’est-a-dire 2¢ points U’; la courbe C posséde un
point multiple d’ordre 2¢g sur la bissectrice. S'il était question d’une
droite triple, le point multiple serait d’ordre 3¢ ; nous avons done 2g«
coincidences dues aux courbes & branche doubleet 393 dues aux courbes
a branche triple.

D. Formule 4p+2v=—17+ 5a¢ + 9 + 2N+ 3n+ 25 + 28.

Démonstration. — Prenons deux droites fixes L et L’; par un point X
pris sur L passent @ courbes, coupant L’ en 3p. points 4, et les 3p tan-
gentes en ces points déterminent sur L 3y points U. On sait que si par
un point on meére des tangentes aux courbes du systéme, le lieu des
points de contaci est d’ordre g+ v. Donc a un point U correspondent
sur L', w4 v points @ appartenant & des courbes qui coupent L en
3 (u +v) points X ; on aura 6y + 3v coincidences.

1° — fig. 6.— ucourbes passentau point X ou secoupentL etl’; surL’
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prenons de part et d’autre de X les points @ et 4’ par lesquels passent
deux courbes infiniment voisines; elles coupent Len X’ et X”, tandis que
les tangentes coupent L en U et U”; les distances X'U’, X"U” de méme
signe sont du second ordre, donc la courbe C a pour tangente la bis-
sectrice, cela fait 2p. coincidences.

2" — Une courbe & branche double fournit 5 coincidences. En effet,
la droite simple rencontre L’ en un point ¢ et L en un point X ou U, ce
qui fait une coincidence. Prenons sur L un point infiniment voisin de
la droite double, il y passe deux courbes aplaties coupant L’ en quatre points
infiniment voisinsdela droite double, ce qui donne quatre tangentes et
par suite quatre points U’ infiniment voisins de X’. La courbe C pos~
sede un point multiple sur la bissectrice. On voit que les courbes a
branche double donneront 5« coincidences et les courbes 3 branche

riple 98.

3> — Une courbe a deux points doubles contient une droite qui ren-
contre L' en un point @ et L en un point X ou U. La courbe exception-
nelle est, comme on I’a déja remarqué, la limite de deux courbes dis-
tinctes; par le point X’ passeront deux courbes, etl’on aura deux pointsU’;
2N coincifences.

4 — Soit une courbe formée d’une conique et d’une tangente A cette
conique, la droite coupe I/ en un point @, L en un point X ou U. Si l'on
passe a la courbe infiniment voisine on trouve que la distance X'U’ est
du 3° ordre, la courbe C a pour tangente d’inflexion la bissectrice, ce qui
correspond & 3n coincidences.

5° — Les autres coincidences proviennent de droites touchant une
courbe du systéme en un point situé sur L’ et coupant la méme courbe
sur L.

Soit O un point fixe et H une droite fixe, par un point x pris sur H
passent p. courbes auxquelles on peut mener en ce point p tangentes
qui coupent de nouveau les courbes en p. points &, ct les droites 06 dé -
terminent sur Iy points u. Ou étant pris arbitrairement, il existe £ droites
coupant les courhes en des points & sur Ou, et touchant les mémes
courbes en des points  situés sur H. On a donc £ points & pour un
point u, k -+ p coincidences, parmi lesquelles p -+ v sont dues aux
droites issues du point O, et touchant les courbes sur H; ¢ s’obtiennent
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en prenant pour x des points d’inflexion situés sur H; 25 ou 28 en pre-
nant pour u des points de rebroussement ou des points doubles. Dans
ces deux cas, en effet, an point 2’ correspondent deux points #; les
distances 2t/ sont du premier ordre, il en est de méme de 2w/, la
courbe C présente des points doubles. Ceci étant, nous avons

E+p=pt+v4i+2 423,
6u -+ 3v = 20+ Ba -+ 98 L ON L 30 4 k;

et en éliminant £,

4+ 2 = 24 Ba 4 98 + 2N | 3n 4 2p - 26.

E. Formule
20— 1)v4+2u =24+ 14+2(c—1)a + 2¢B + 3n 4+ 2A + 4n +2R.

Démonstration.— Soient O et ' deux points fixes. A une droite OX
sont tangentes v courbes auxquelles on peut mener ¢v tangentes par le
point O', on a ¢v points de contact @, ¢v rayons Oa ou OU. Sur une
droite OU se trouvent p —+ v contacts de tangentes issues de O’; aux
i -+ v courbes corrrespondantes on peut mener ¢(p + v) tangentes par
le point O ; ce sont desrayons OX, on aura ¢(2v + ) coincidences.

1°— On trouvera 2v coincidences provenent de v courbes tangentes
a 00'.

2° — OX étant le rayon qui passe au point triple d’une courbe
a branche double, les deux tangentes O'«¢ se confondent; deux
rayons Ou sont confondus avec OX et vice versa. De plus, en prenant
pour OX le rayon qui passe en un sommet situé sur la droite double, on
auia un point @ en ce sommet. Passant & la courbe infiniment voisine,
on trouve I'angle ¢/ OX’ du second ordre, ce qui fait une double coinci-
dence. On aura donc 2+ 2(c —2) coincidences pour chaque courbe
exceplionnelle, une coupe a branche triple en donnera 2¢; en ({out
2 (¢ — 1) + 2¢B.

3° — Les courbes » donnent 3z coincidences.

4> — Une courbe a point double fournit 2 coincidences, puisque du
point O, on lire deux droites O'a passant en ce point double; donc 2A
coincidences.
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5°— Les courbes & deux points doubles donnent deux coincidences
pour chaque point accidentel, en tout 4N.

6° — Dans un systéme de la 4° classe se trouvent des courbes a re-
broussement; prenons pour OX, le rayon passant par un point de re-
broussement, nous aurons 2 coincidences, en tout 2R.

7°— Les autres coincidences sont dues & ce qu’il existe A tangentes
issues dn point O et conienant les contacts de tangentes issues de 0'.

G étantun point fixe et H une droite fixe, &4 G sont tangentes v courbes,
en v points b, par chacun desquels on peut mener ¢ — 2 tangentes, cou-
pant H en v(c — 2) points . Or A droites G touchent des courbes du
systeme et renferment les contacls des tangentes correspondantes issues
d’un point u, arbitrairement choisi sur H; le nombre d%s rayons G,
qui coincident avec des rayons correspondants Gu est v(c—2) 4+ A,
< s’obliennent en prenant les tangenles de rebroussement qui passent
en G, 2¢ en considérant les tangentes d’inflexion, et (¢ — 2) (i + v) sont
dues aux tangentes issues de G et touchant les courbes sur H; donc :

A ve—2) =+ 2%+ (n4v) (c—2),
¢+ p)=2v+2(c—1)at 2B + 3n -+ 22 4 4N 4 2R -+ ).

EliminantA:

(e — 1)y 4 2 =<+ 2%+ 2(c — 1) & -+ 28 + 3n 4 28 + 4N + 2R.

F.— Formule 2¢{-+ gu=1+ ga+ 293 + 2A 4+ 2N + 3R + 2n.

Démonstration, — Considérons une série de droites Y toutes paralléles
et coupées par un axe ww'; sur toute droite Y sont ¢ points d’inflexion
appartenant & ¢ courbes qui coupent cette droite en 2¢ nouveaux poiuts,
ce qui produit 2¢ segments ayant chacun pour origine un point d’in-
flexion et pour extrémité un point de la méme courbe. 1l existe . courbes
ayant une asymptote parallele & la droite Y, les paralleles qui passent
par les gp. points d’inflexion correspondants contiennent gp. segments
infinis. Faisons glisser tous les segments sur les droites qui les contien-
nent de maniére que les origines viennent sur ow’, les extrémités seront
sur une courbe P ayant & ['infini dans la direction Y un point mul-
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tiple d’ordre gy et rencontrée par une ordonnée quelconque en 2i
points & distance finie, cette courbe est donc de'ordre 2¢ 4+ gp., I'axe wo/’
la coupe en 27+ gu points, lesquels proviennent de ce que certains seg-
ments sont nuls.

1° — Si I'une des droites Y est tangente d’inflexion, la droite infini-
ment voisine passant par le point d’inflexion d’une courbe voisine, con-
tient deux segments de signes contraires, réels d’un coté de Y, mais
imaginaires de I'autre coté. La courbe P est tangente a Y et coupe ww'’
en un seul point. On a ainsi 7 intersections.

2" — Faisons passer Y parles points d’inflexion d’une courbe & branche
double, nous obtiendrons g segments nuls, et s'il s’agit d’'une droite
triple, nous en aurons 2g, ce qui fera ga -+ 298 points de rencontre de
P’axe et de 1a courbe P.

3> — Sila droite Y passe par le point double d’une courbe A, elle ren-
ferme deux segments nuls, ce qui donne deux intersections, en tout 2A.

4° — La droite Y passant par le pointaccidentel d’une courbe N, ren-
ferme le point d’inflexion, contient un segment nul. On aura 2N inter-
sections.

5° — La droite Y passant par le point de rebroussement d'une
courbe R, on reconnait que la courbe P a pour tangente de rebrous-
sement 1’axe ww’, ce qui fait 3R intersections.

6° — Menons la droite Y par le point de rebroussement d’une conrbe n,
la courbe P sera tangente 4 ww', nous aurons 27 points de rencontre.

G. —Formule v+ ({—1)p=0+41427+a+cf.

Démonstration. — Considérons toujours les paralleles Y et I'axe ww'.
A toute droite Y sont tangentes v courbes, qui les rencontrent de nou-
veau en v points extrémités de v segments dont les contacls sont les ori-
gines. p. courbes ont des asymptotes paralleles & la direction considérée,
ces asymptotes renferment p. segments dont I'origine est a l'infini, et en
menant & chaque courbe ¢ — 2 tangentes paralléles 4Y on a des segments
dont les extrémités sont 3 I'infini, ce qui fait en tout p. + (¢— 2)i ou
(¢c—1)p.segments infinis ; 1a courbe P coupera ww' en v+ (¢— 1) points.

1° — Les tangentes aux points doubles dans le cas des courbes de la
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quatritme classe sont en nombre 6 paralleles a Y, elles donnent 6 seg~
ments nuls et § intersections.

2° — Les tangentes d’inflexion donnent ¢ points d’intersection.

3° — Les droites Y passant par les points triples des courbes «, con-
tiennent des segments nuls et donnent « intersections. Les droites Y pas—~
sant par les sommets d’'une dvoite triple donnent ¢ intersections, en
tout ¢f.

4° — fig. 7. — Les tangentes de rebroussement donnent évidemment
des segments nuls. Soient Y et’Y’ deux ordonnées voisines, touchant les
courbes en O et M, Z' la tangente de rebroussement & la seconde courbe.
MM’ est du second ordre; I'ang’e YOZ' étant du premier, la courbe P
touche 1'axe ww’ et nous avons 27 intersections.

H. —Formule g + 37=3p + n + 2a + 30. Systemes de la 3° classe.

Démonstration. — Par un point X pris sur la droite L passent
courhes dont les tangentes de rebroussement déterminent sur L, p
points U. Par un point U passent t tangentes de rebroussement appar-
tenant & < courbes qui coupent L en 37 points X. Le nombre des coinci-
dences est p. 4 37.

1° — fig. 8. — Les points de rencontre de la droite L et du lieu des
points de rebroussement donnent des coincidences. Soit X ou U I'un de
ces points, par le point X' infiniment voisin, passeront deux courbes dont
les tangentes de rebroussement détermineront sur L deux points U’ tels
que les distances X'U’ sont de signes contraires et de I'ordre g, ce qui fait
3p coincidences.

2° — Les courbes n donnent n coincidences, la droite qui fait partie
de la courbe exceptionnelle étant tangente de rebroussement.

3° — Une courbe aplatie  branche double coupe L en un point X ou
U situé sur la droite double, et par le point infiniment voisin X' pas-
sent deux courbes, qui donnent deux tangentes de rebroussement, deux
points U’, cela fait 2acoincidences; on trouverait 3 pour les droites triples.
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H. — Formule 2p + 39 =63 + 2N -+ 4« -+ 603. Systemes de la
4° classe.

Démonstration. — On établit une correspondance entre les points X
ol la droite L coupe les courbes, et les points U oul elle coupe les tan-
gentes aux points doubles. 2¢ -+ 39 coincidences.

1°— fig. 8. — X ou U étant I'intersection de L et du lieu &, par le
point X’ passent deux courbes ayant 4 tangentes, ce qui donne 4 distances
U'X’ dont deux sont du 17 ordre et deux autres du second ordre. La
courbe C a donc deux branches coupant la bissectrice et deux branches
touchant cette bissectrice; cela donne six points communs. 68 coinci-
dences.

2° — Les droites faisant partie des courbes & deux points doubles cou-
pent L en N points, par suite de ce que chaque courbe est limite de
deux courbes distinctes; on a 2N coincidences.

3> — Les courbes aplaties donnent évidemment 683 + 4a points coin-
cidents.

I. — Formule 20 =R + 2¢ + 2a + 28. Systémes de la 4° classe.

Démonstration. — On fait correspondre les points X ol la droite L
renconire I'une des tangentes au point double avec les points U oi1 elle
rencontre I’'autre tangente d’'une méme courbe. 26 coincidences.

1° — Pour chaque tangente de rebroussement, deux tangentes en un
point double sont confondues, donc R coincidences.

2°— Pour les points situés surle lieu & ou sur les branches multiples,
on considere les points voisins par lesquels passent deux tangentes et
deux courbes distinctes, et les deux autres tangentes donnent deux
points U'; donc 28 + 2a -+ 2B coincidences.

J. — Formule v + 3¢= 3¢+ n. Systémes de la 3¢ classe.

Démonstration. — A un rayon OX sont tangentes v courbes ayant
v points d’inflexion qui, joints au point O, donnent v rayons OU. Sur un
rayon OU sont ¢ points d’inflexion de i courbes auxquelles on peut
mener par le point O 3¢ tangentes OX. v -+ 3¢ coincidences.
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1° — fig. 4. — Prenons pour OX l'une des tangentes d’inflexion qui
passent en O, deux courbes seront tangentes au rayon OX'infiniment
voisin en des points infiniment voisins du contact qui se trouve sur OX.
Joignons au point O les deux points d’inflexion, nous aurons deux rayons
OV’, OV” de part et d’autre de OX’ faisant des angles VOX’, V'OX” infi-
niment petits par rapport & X’0OX; ces deux rayons deviennent imagi-
naires de I'autre coté de OX; la courbe C possede un point de rebrous-
sement, et nous avons 3¢ coincidences.

2° — Les courbes n, donnent n rayons coincidents, car la droite qui
passe par le point multiple d’une de ces courbes, passe au point d’in-
flexion et, de plus, est tangente.

K. — Formaule v+ 3p =37+ n. Systemes de la 3° classe.
K. —Formuls v+ 48 =20+ R. Systemes de la 4° classe.

Démonstration. -— Au rayon OX sont tangentes v courbes, ce qui
donne v points multiples, v droites OU. Sur OU sont p points de rebrous-
sement ou S points doubles, et 'on méne 3p ou 4¢ tangentes OX aux
courbes possédant ces points multiples, donc v + 3o ou v -+ 42 coinci-
dences.

1° — fig. 9. — Soit une tangente en un point multiple passant en O.
Menons des rayons infiniment voisins de part et d’autre de OX, les
angles X'OU’ seront de signes contraires et infiniment petits par rapport
a X'OX dans le premier cas, de méme signe et infiniment petits par rap-
port 2 X'OX dansle second ; la courbe C aura pour langente d’inflexion ou
pour tangente simple la bissectrice, ce qui fait 3t ou 20 coincidences.

2° — La droite qui joint au point O le point multiple d’'une courbe
exceptionnellen, ou R, est tangentea la courbe ; donc n ou R coincidences :

L —Formule p+g=2t+ 3. Systémes de la 3° classe.
I/—Formule p+¢= 0-+§. Systemes de la 4° classe.

Démonstration. — Considérons une série de paralltles et un axe ww'.
Sur chaque ordonnée sont p et ¢ points multiples, appartenant a des
courbes qui coupent de nouveau l'ordonnée en autant de points extré_
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mités de p ou de ¢ segments dont les points multiples sont origines.
. courbes ayant des asymptotes paralléles 3 Y, nous avons p segments
infinis ; }a courbe P est de 'ordre .+ p ou g+ &,

1° — Faisant passer Y par le point multiple d’une courbe & branche
triple, nous avons un segment nul; donc de cette maniere 3 intersections
de T'axe et de la courbe P.

2 — fig. 10. — Soit Y une tangente en un point multiple, Y et Y’
étant deux droites infiniment voisines contenant les points multiples O et
0, Y et Z' les tangentes aux points multiples, 'angle Z’0'Y’ est du pre-
mier ordre, et la distance O'M est du second ordre s’il s’agit de re-
broussement, du premier ordre s’il s’agit de point double ordinaire; la
courbe P dans le premier cas esi tangente a I'axe; dans le second cas,
elle le coupe en un seul point. Donc 2t ou 6 intersections.

Toutes ces formules ne sont pas distinctes, ce qui permet de vérifier
plusieurs d’entre elles, en admettant les autres démontrées.

Supposons, par exemple, que I'on cherche & déterminer les coeffi~
cients de » dans les formules D et F. On peut procéder ainsi : toutes les
formules étant supposées s’appliquer & un systtme de courbes de la
3¢ classe, dans lequel il n’existerait pas de courbes aplaties, nous écri-
rons :

A 4p=v+3p ou 3p = dp—v

B dv=v -} 3¢ It =dv—1p

C p+3sU=3i+n Y=dv —n

J v+ HI=3t+n

D dpf-2=i+taznt2 12p | 6v=3t43zn 5 6p,
F 204p=t¢t+yn 6¢ -+ 3p = 3¢ 4 3ny.

Remplacons dans les deux derniéres formules, 7, ¢ et p par leurs
valeurs :
12p. + 6v = 4v —n'+ 3zn -+ 8p.— v,
8 — 2n 4 3p= dv— -+ 3ny,
c'est-a~dire
by 4 4y = (Bx— 1,
dp 4+ 4y = By -+ 2n.
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D’autre part, en ajoutant membre & membre les formules C et'J, il
vient :
p+v=2n,

done
3r—1=8, =3, 3y+2=8 y=2;

ce qui s’accorde avec les résultats trouvés plus haut.

Nous allons, du reste, transformer nos formules de maniere 3 metire
en évidence ce fait que plusieurs sont les conséquences des autres.

e — Systeme de la 3° classe. Les formules sont :

dp= v4-2«4634-3p G +v-4+2p= a}+38-+2}¢
b= p+3t+ H p+3r = n4+2a435+3
w3t =3+ nt+22+33 J v4-3i =3+ n
Ipt 2= i+3a+98+3+2% K v+3 =3+ n
W42 =2+ 7+ 4268+ 3n L pd p =248

2%+ p= t4 a-t+2842n

T O we

Au moyen des formules A, B, C et K nous avons successivement :

3p = 4p — v — 2« — 68
Bt =4v — p— =

3 v — 32— 33 —n
3t 4p — 20 — 68 — n.

1l

Substituant les valeurs dep, ¢, ¢, et © dans les autres formules, il vient
toujours, apres réduction :

by =20+ 2+ 35,

et nous avons seulement cinq relations entre les neuf quantités w, v, etc.
2° — Systemes de la 4° classe. Les formules sont:

bp= v+ 2+ 654 2 G v+3p= 0 ¢4 at4p
6v = g3t L 9N B 2u 4 36= 634 2N 4a - 68
3p 4+ 3= 3/ 4+ 62 - 98 I 2 =R + 28+ 2a | 28

dp + v = i+ B2 98+ONF2 K v 443=96 LR
6v +2u =24 6a+83-+4N+2R T p+ 3= 648
2 + 3p= t}+3u}68--2N+3R

TET O W

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



_— 29

Des formules A, B, C, I et K’ on tire suzcessivement :

W = 4p — v — 2 — 68
¥ =6v — p— o — 2N
3t = 6v — Ta — 9 — 2N 4 2w
20 = 6p— v — 2z — 8B

R = 2 — 20 — 48.

Substituant dans les autres formules, on trouve toujours, aprés réduc-
tion :
3v — 2 = 2a -+ 4N.

Il faut excepter cependant la formule I, laquelle devient une identité.
Cette fois nous obtenons 6 relations entre 10 quantités.
3° — Systemes de la 6° classe. Les formules sont :

A dp= v+ 2 68 E 10v + 2p =2¢ | 10z |+ 128 4~ 24
B 10v= p+ 34 a4 F 24 9%p= t4+ 924 183-}-2a
C 9p- 36=30H18x-4 278 G vy Bp= t4 a-- 6B.

D 4p+2v=17+4+ Ba} 98

Des formules G, D, B ont tire successivement :

t
i
A

v+ Bp— x— 68
dp 4+ 2v — Ba — 9B
Tv — 16p 4+ 2« | 188;

|1

et en substituant dans les autres, on trouve :
dyp = v 4 2« 4 68,

en sorte qu’il existe quatre relations distinctes entre sept quantités.

On voit que pour arriver a la détermination des diverses inconnues,
qui se rapportent & un systéme, il faut en connaitre directement un
certain nombre, desquelles on déduit les autres par le moyen des rela-
tions précédentes.
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IT1.

COURBES A REBROUSSEMENT DONNE.

Dans les systemes que nous allons d’abord examiner, chaque courbe
doit avoir pour point de rebroussement un point donné P; nous dési-
gnerons cette condition par R et nous écrirons :

(R4p), (R.3pAd), (R.2p.2d), (Rdp.3d), (R.4d),

pour exprimer les cing systemes définis par la condition quadruple R et
par quatre conditions élémentaire. Par exemple, (R. 3 p. 1 ) signifiele
systtme des courbes ayant pour rebroussement le point P, passant par
trois points donnés et touchant une droite donnée.

Les quantités qui se rapportent & ces systémes se réduisent a huit, ., v,
i,t, a, B, 7, n, puisque g est nul. Sur une droite quelconque ne se trouve
en effet aucun point de rebroussement.

Nous déterminons directement les valeurs de %, et pour certains sys-
temes celles de « et de B.

Valeurs de n. — Soient S et T une conique et une droite dont I'en—
semble constitue une courbe exceptionnelle; nous avons deux cas a
considérer.

1c —La conique 3 passe en P et satisfait aux quatre condifions é]é-
mentaires données, la droite T est la tangente en P, ce qui donne suc-~
cessivement pour les cinq systémes :

1, 2, 4, 4, 2, solutions.

2 — La droite T joint le point P & 1'un des points donnés, la conique
la touche en P et satisfait aux trois conditions restantes; on peut mener
la droite T de

4, 3, 2, 1, 0 manieres,
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et chaqne droite fournit

1, 2, 2, 1, » coniques;
done
%, 6, 4, 1, 0 solutions nouvelles.

Les valeurs de n sont
5,8, 8,5, 2.

Valeursde o etde 3. — Par le premier systeme « =0, par cing points
on ne peut faire passer deux droites. Et dans le dernier systéme, on a en-
core « = 0; car une courbe aplatie & branche double ayant seulement
deux points de tangence, ne peut passer par un point et toucher quatre
droites.

Dans les trois premiers systémes 8= 0. Dans le 4°, on trouve une
droite triple effective, et dans le 57, on a six maniéres de mener la droite
triple par le point P et I'un des sommets du quadrilatere complet formé
par les droites données. B sera multiple de 6.

Détermination des caractéristiques. — Nous avons les formules

a{p+v:2n+2a+3ﬁ, et puisque =0,
dp= v 2« -} 68.

Systeme (R.4p). — a==0, B=0, n=35, donc
ptv=10, dp=v;

d’ol

Ces deux nombres sont ceux donnés par le caleul ou la construction
géométrique directe.

Systéme (R.3p.1d). — =0, u=8, n=_8, donc

8 4-v=164 2«
2 =v 4 2;

y=20, =6&.
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Systeme (R.2p.2d). — p=0, u=20, n=38,

20 +v =164 2=
80 == v + 2a;
d’'ou
v=38, a=21.
Systémes (R.1p.3d) et (R.4d). Soient 38 et 2, x et y les caractéris—

tiques, o et 5 les nombres des courbes aplaties pour le 1¢ systéme, O et
@' pour le second, les formules a deviennent :

+2z=104+22+ 38, (n = 5)
438 = z 4 2468
oty = 4+3p (n =2
bz = y - 6§.

Multiplions ces équations par —5, 5, 2 et 2 et ajoutons, il vient:
612 = 158 4 18p".

Or { et §’ sont des nombres entiers, g’ est multiple de 6, donc

g = 12, B = 24

puis
br = 4 4+ 9§, r = 44
y = 4dxr — 6f, y = 32
2 = 38 + =z — 10 — 34, o = 18.

Les nombres w, v, a, B, # connus, on obtient ¢, 7, T par les tormules
de la page 21, et on peut dresser le tableau suivant :

Systémes :

@ v n a B t L
(R 4p) 2 8 35 0 0 10 1 9
(R3p2) 8 20 8 6 0 22 4 18
(R2p2d) 20 38 & 20 0 37 10 2T
Rp3d 38 44 3 18 42 40 13 27
(R 4d) 4 32 2 0 2 98 10 18

4
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COURBES A REBROUSSEMENT SUR UNE DROITE DONNEE.

Soit A une droite donnée, nous écrirons :
R(ASp), R(Adp.d), R(A3p.2d), R(A2p.3d) R(Apdd), R(A.3d)

pour exprimer les six systeémes définis par cinq conditions élémentaires
et par la condition triple imposée & chaque courbe d’avoir un point de
rebroussement sur la droite A.

Les formules de la page 21 établissent cing relations entre neuf
quantités, mais nous pouvons déterminer directement les valeurs de »;
nous connaissons celles de o, et en partie celles de « et de £.

Valeurs de p. — o désigne le nombre des courbes d’un systéme dont
le rebroussement est sur une droite donnée L. Dans le cas actuel, ces
courbes ont leur rebroussement & l'intersection de L et A ; p exprime le
nombre des courbes ayant un rebroussement donné et satisfaisant &
cing conditions élémentaires. Nous aurons pour les divers systémes :

2, 8, 20, 38, 44, 32.

Valeurs de n. — Soit S la conique, T la droite dont I’ensemble con-
stitue une courbe exceptionnelle.

{* — La conique S satisfail aux cinq conditions élémentaires, coupe A
en deux points, par I'un ou 'autre desquels on meéne la tangente T. On
a successivement :

1, 2, 4, 4, 2, 1 coniques;
et par suite
2, 4, 8, 8, 4, 2 solutions.

2° — La droite T contient I'un des points donnés; la conique S satis~
fait aux quatre conditions restantes et touche la droite T en un point situé
sur A. Les coniques satisfaisant a quatre conditions élémentaires forment
des systémes de coniques ayant pour caractéristiques

(1,2), (2,4), (44), (42, (210, s,
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On sait que par un point on peut mener u. -+ v tangentes dont les cou-
tacts scient sur une droite donnée A, nous aurons par ce point :

3, 6, 8, 6, 3, » droitesT,
et comme le point donné peut étre choisi de

5, 4, 3, 2, 4, O maniéres,

cela fait
15, 2%, 24, 12, 3, O solutions,

3°—La droite T passe par deux des points donnés; la conique S satisfait
aux trois conditions restantes et touche T au point od celle-ci coupe A.
On peut mener la droite T de

10, 6, 3, 1, 0, 0 manieres;
cette droite T fournit

1, 2,2, 1, », » coniques;
donc
10, 12, 6, 1. 0, 0 solutions.

4° — L'une des droites données coupe A en un point @, la conique S
satisfait aux quatre conditions restantes et passe en @, la droite T est la
tangente en @; on obtient :

», 1, 2, 4, 4, 2 coniques
pour chaque droite donnée, et ’on prend celle-ci de

0,1,2, 3, 4, B maniéres;
d’ou

0, 1, 4, 12, 16, 10 solutions.

5° — L’une des droiles données coupe A en a, la droite T joint ce
point & I'un des points donnés ; la conique satisfait aux trois conditions et
touche T en ; on prend la droite donnée de

0, 1, 2, 3, 4, 35 manitres;
le point donné de

5 4, 3, 2, 1, 0 maniéres,
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chaque combinaison donne

», 1, 2, 2, 1, » coniques;

done
0, 4, 12, 12, 4, O solutions nouvelles.

Additionnons les nombres trouvés pour chaque systeme :

9 4 8, 8 4 2
15, 24, 24, 12, 3, 0
10, 12, 6, 1, 0, 0
0, 1, 4,12, 16, 10
0, 4,12, 12, 4, 0

il vient pour n les valeurs

27, 45, 54, 45, 27, 12

Courbes & branches multiples. — Dans le premier et le dernier sys-
téme «a=0; car par cinq points on ne peut mener deux droites, et deux
points de tangence ne peuvent se trouver sur cinq droites.

Dans les trois premiers systémes 3—=0, puisque 'on a plus de deux
points donnés. Dansle 4, on mene une droite par les deux points donnés;
elle rencontre A en un point qui est le rebroussement et les trois droites
en des points qui sont les sommets. Dans le cinquiéme systéme on peut
mener six droites passant par le point donné et par I'un des sommets du
quadrilatere complet formé par les droites données, et dans le sixiéme
on trouve quinze droites joignant le point de concours de deux droites
données au point de concours de deux des droites restantes.

Détermination des caractéristiques. — Les formules de la page 21
donnent :

dp =v+3p + 2 + 68
w4 v =2 + 2« -+ 38.
Systeme R{(A.5p), « =0, =0, n = 27, p =2

vy =284 dou p=12, v = 42.
Systerme R(A.4p.dd), B=0, p==42, n = 4B, g =8
442 =v 4 24 4 2a
424 v=90 4 22; dot v=096, a2=24.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 290 —
Systeme R (A.3p.2d), 8 = 0, p =96, n = B4, p = 20
4.96=v -+ 60+ 2
96 -}-v=— 108 -+ 22, v =168, «=—=78.
Ce procédé de calcul ne s’applique pas aux systemes suivants, g étant

différent de zéro. Aussi,avant d’aller plusloin, nous cherchouns les valeurs
de ¢ pour les trois premiers systémes, au moyen de la formule

B. v=p -+ 3t 4 a.

Il vient les nombres 52, 106 et 166.

Ceci posé, le nombre des courbes du troisieme degré et de la troi-
sitme classe, dont le rebroussement est sur une droite, dont la tangente
d’inflexion passe en un point, qui contiennent p points et touchent
5 —p droites, est le méme que le nombre des courbes qui satisfont aux
deux premidres conditions, lesquelles sont corrélatives, passent par
5—p points et touchenl p droites. Donc les valeurs de # dans les der-
niers systemes sont 166, 106 et 52.

Systeme R (A.2p.3d), p = 168, p = 38, n = 45, ¢ = 166

4.168 = v - 338 4+ 2 - 68
168 4~ v = 90 4+ 2 - 38
4y = 168 4 3.166 -} a;
d’ou 'on tire
v—=186, a—=78, [=36.

Systeme R (A.1p.4d), p = 186, p = 44, n = 27, t = 106

4.186 = v+ 3.44+ 2 - 68
186 + v = 34+ 2« -} 3
4v = 186 + 3.106 4+ «;

d’ott
v=1432, «=—=24, f=72.

Systeme R (A.5d), p =132, p=32, n =12, t = 52

4.132 = v+ 3.32 4+ 2« | 68
132 + v = 24 4 2« -+ 38
4v = 432 4 3.52 + «a;

d’on

(5%

, B=60 et a=20,

v =1

comme nous I’avons dit plus haut.
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Il ne reste plus qu’a calculer ¢ et © pour pouvoir former le tableau
suivant :

Systéme » v n @ g
R (A.3p) 12 42 27 0 0 47 52 1
R (Adp.1d) 42 96 45 24 0 89 106 23
R (A.3p.24) 9 168 2 54 T8 0 128 166 B8
R {A.2p.3d) 168 186 38 45 78 36 119 4166 83
R (A pid) 186 132 44 21 24 712 71 106 79
R (A. 5d) 132 72 32 12 0 60 32 52 32.

19
S W™

COURBES DEVANT AVOIR UN REBROUSSEMENT.

Six conditions déterminent un systéme de courbes du troisiéme degré
et de la troisitme classe; en prenant six conditions élémentaires simples,

nous aurons sept systemes :
R(6p), R{Bp.4d), R(4p.3d), R(3p.3d), R(2p.4d), R(p.5d), R(6d).

Dans tous ces systemes, a=—0 et 3=—=0; en effet, une courbe aplatie ne
peut satisfaire qu’a einq conditions élémentaires; dans les cas précédents
nous avions une condition concernant le rebroussement, elle est ici rem-
placée par une condition élémentaire qu’on ne peut remplir en profi-
tant de I'indétermination qui subsiste pour le rebroussement.

Le nombre des quantités inconnues se réduit & sept entre lesquelles
existent cinq relations; et comme la valeur de v, qui convient a un sys—
teme, est la valeur de i pour le suivant, nous n’avons & déterminer
directement qu’un seul nombre pour chaque systeme. Ce sera z.

Valeurs de n. — S est la conique, T la droite qui, ensemble, forment
une courbe décomposée.

1° — La droite T contient deux points donnés; la conique S satisfait
aux conditions restantes et touche la droite; on peut prendre T de

15 10, 6, 3, 1, 0, 0 maniéres,

auxquelles correspondent

2, 4, 4,-2, 1, », » coniques;
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ce qui fait
30, 40, 24, 6, 1, 0, 0 solutions.

2° — La droite T contient deux points donnés, coupe en @ P'une des
droites données; la conique S satisfait aux trois conditions restantes et
touche la droite en @. On prend T de

15, 10, 6, .3, 1, 0, O maniéres,
et la droite donnée de

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 manieres;
a4 chaque combinaison correspondent

», 1, 2, 2,1, », » coniques;

done
0, 10, 24, 18, 4, 0, 0 solutions

3° — La droite T ne renferme plus qu'un point donné; la conique
satisfait aux cing conditions restantes, et par le point donné on méne
deux tangentes T. On prend un point de

6, B, 4, 3, 2,1, 0 maniéres,
on a

1, 2, 4, 4, 2, 1, » coniques;
donc

12, 20, 32, 24, 8, 2, 0 solutions.

4° — La droite T renferme un des points donnés; la conique S satis~
fait & quatre conditions et touche la droite T sur 'une des droites données.
On prend un point de
6, 3, 4, 3, 2, 1, 0 maniéres,
une droite de
0,1, 2, 3, 4, B, 6 maniéres;

les coniques satisfaisant aux conditions restantes forment des systémes
dont les caractéristiques sont

», 1.2, 2.4, 4.4, 4.2, 2.4, ».
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Dong, par le point donné on peut mener des droites T, (. + v), qui tou-
chent les coniques sur la droite donnée ;

0, 3, 6, 8 6, 3,0»,
on obtient
0, 13, 48, 72, 48, 15, O solutions.

5° — La droite T renferme un point donné; la conique S satisfait a
trois conditions restantes et touche T au point de concours de deux
droites données.

-

, 4, 3, 2, 1, O maniéres de choisir un point,
1, 3

6, 5 2
0, 0, 1, 3, 6, 10, 15 maniéres de prendre deux droites;

~

a chaque combinaison correspondent

»,ny 4, 2, 2, 4, » coniques,
etl'ona
0, 0, 4, 18, 24, 10, 0 solutions.

6° — La droite T ne renferme aucun point; la conique ne peut satis-
faire & six conditions, elle satisfait & cing, coupe une droite donnée
en deux points par ou passent deux droites T. On prend la droite de

0,1, 2, 3, 4, 3, 6 maniéres,

on a
», 1, 2, 4, 4, 2, 1 coniques;

donce
0, 2, 8, 24, 32, 20, 12 solutions.

7° — La conique S satisfait & quatre conditions, passe au point de con-
cours de deux droites; la droite T est tangente en ce point; on prend
les deux droites de

0, 0,1, 3, 6, 10, 15 maniéres,
et I'on a

»,», 1, 2, 4, 4, 2 coniques:
donc

0, 0, 1, 6, 24, 40, 30 solutions.
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En additionnant les nombres trouvés pour chaque systéme :

30 40 24 6 1 0 0
0 10 24 18 4 0 0
12 20 32 24 8 2 0
0 15 48 72 48 13 0
0 0 4 18 24 10 0
0 2 8 24 32 20 12
0 0 1 6 24 40 30,

il vient
42 87 14 168 141 87 42

pour valeurs de n.
Détermination des caractéristiques. — Nous avons les formules

dp=v+4+3p et ptv=2M.

Si P'on connaissait . pour le premier systéme, on pourrait, de proche
en proche, calculer w et v pour tous les systemes, n étant connu. Or
résulte d’'une formule donnée par M. Cayley, exprimant le nombre des
courbes de 'ordre n qui passent par autaut de points moins 2 qu'il
n’en faut pour les déterminer, et de plus ont un rebroussement. Cette
formule est pu =12 (n —1)(n —2), et pour n=3 on a y.=24.0n
en déduit v=1=60, etc.

Mais on peut ne pas supposer connue cette valeur de p, car les
derniers systémes auront en ordre inverse les caractéristiques des pre-
miers dont ils sont corrélatifs. En particulier, le quatriéme systéme
R(3p.3d) a ses deux caractéristiques égales, et comme @ + v=—2n,
p.—=v=mn—=—"168. Dés lors :

R (2p.4d), vy =214, dot  v= 114
R (1p5d), 114+ v =2 87, v= 60
R (6d), 60 4 v = 2. 42, v= 24.

Au moyen des formules de la page 21, on peut former le tableau
suivant :
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Systémes @ v n e T t !

R (6p) 24 60 42 12 18 72 66
R (3p.d) 60 114 87 42 31 432 193

R (4p.2d) 114 168 441 96 105 186 477
R (3p.3d) 168 168 168 168 168 168 168
R (2p.4d) 168 114 141 186 177 96 105
R (Ip.3d) 114 60 87 432 123 42 B
R (6d) 60 2% 42 72 66 12 18

Les valeurs de p sont les caractéristiques des systemes R (A.5Z) ; ces
caractéristiques se trouvent donc déterminées de deux maniéres : 1° par
Pemploi des formules relatives aux systtmes R(A.5Z) et & l'aide des
résultats relatifs aux systemes (R,4Z), et 2° par I'emploi des seules for-
mules relatives aux systemes R (6Z).

IV.

COURBES A POINT DOUBLE DONNE.

Chaque courbe doit avoir pour point double un point donné P; nous
écrirons :

(D.8p), (D.Ap.d) (D.3p.2d), (D.2p.3d), (D.Ap.kd), (D.5d),

pour exprimer les six systémes définis par cette condition triple D et
par cinq conditions élémentaires.

Nous avons six relations entre les dix quantités w, v, «, B..., mais
comme 8= 10, les inconnues se réduisent 2 neuf pour chaque systéme.
Nous déterminerons directement les valeurs de N, et dans certains cas
celles de a et de .

Valeurs de N. — Une courbe décomposée est formée d’une conique S
et d’'une droite H, qui doit couper la conique en P.

1° — La droite H passe en P, et par I'un des points donnés, la co-
nique S passe en P et satisfait aux quatre conditions restantes.
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5, 4, 3, 2, 1, 0 droites H,
auxquelles correspondent
1, 2, 4, 4, 2, » coniques;
done
5, 8, 12, 8, 2, 0 solutions.
2° — La droite H passe en P, contient un point donné, coupe une
droite donnée en a; la conique S passe en P, en a et satisfait aux trois
aufres conditions. On a

5, 4, 3, 2, 41, 0 droites H.
on prend la droite donnée de

0,1, 2, 3, 4, B maniéres;
chaque combinaison donne

», 1, 2, 4, 4, O coniques;
donc
0, 4, 12, 24, 16, 0 solutions.

Nous compterons deux fois chacune de ces solutions; la droite Hcoupe la
conique S, que nous supposerons une ellipse, en deux arcs, et I'un d’eux
peut avec la corde qui le sous-tend former la boucle d’une courbe & point
double, I'auire arc et le prolongement de la corde donnant la branche
infinie. La courbe exceptionnelle est ainsi la limite de deux courbes dis-
tinctes, I'une ayant constamment la boucle tangente a la droite donnée,
et Pantre touchant cette droite par la branche infinie. Dés lors, nous
obtenons :

0, 8, 24, 48, 32, 0 courbes exceptionnelles.
3° — La droite H ne contient plus de point donné, la conique S passe

en P, satisfait a quatre conditions, coupe I'une des droitesen a et 4, la
droite H passe en @ ou en 6. On prend une droite de
0,1, 2, 3, 4, B maniéres,
on a .
», 1, 2, 4, 4, 2 coniques;
donc
0, 2, 8, 24, 32, 20 droites H,
et doublant pour la méme raison que ci~dessus :

0, 4, 16, 48, 64, 40 solutions.
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4 — La conique S passe en P, satisfait & trois conditions et passe au

point d’intersection de deux droites données; la droite Il passe en ce
point et en P.

On prend deux droites de
0, 0, 1, 3, 6, 10 manieres,
on obtient

», », 1, 2, 4, 4 coniques
et

0, 0, 1, 6, 24, 40 droites H.

Nous comptons quatre fois chacune de cus solutions. Soient E, F les
deux droites ; deformant la courbe limite, 1'un des ares et la corde sous-
tendante produisentune bhoucle qui peut rester tangente aux deux droites
E et F; ou 4 E seulement, la branche infinie provenant de I’autre arc et
du prolongement de la corde touchant F; oua F seulement, la branche
infinie touchant E, et enfin la branche infinie peul toucher les deux
droites. Cela fait quatre courbes distinctes ; donc on trouve :

0, 0, 4, 24, 96, 160 solutions.
Additionnant les nombres pour chaque systéme :
8 12 8 2 0
8 24 48 32 O

4 16 48 64 40
0 4 24 96 160

(=R e R =l S 14

il vient
5 20 56 128 194 200
pour valeurs de N,

Courbes a branches multiples. — o est nul, il s’agit du 1%, du 2° ou
du 6 systeme. En effet, une courbe o se compose de deux droites, dont
I'une passe en P; des lors on ne peut se donner plus de trois points. Surla
droite double, sont trois points de tangence, cette droite double passant
en P, les trois points de tangence ne peuvent se placer sur cinq droites
quelconques.

S'il s’agit des quatre premiers systémes, 3= 0. Dans le quatriéme
systetme, la droite triple passe en P, contient le point donné et posséde
quatre sommels sur les quatre droites données. Dans le cinquieme sys-
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teme, la droite triple passe en P, a 'un de ses sommets en 'un des dix
points de concours de deux des cina droites et un sommet sur chacune
des droites restantes. Dix solntions effectives, B est multiple de 10.

Détermination des caractéristigues. — En faisant =0 dans les for-
mules de la page 22, et remplacant 2N par N, attendu que les courbes
exceptionnelles & deux points doubles ont le vrai point double au point P,
on obtient :

dp= v 4224 60
3y — 2u = 2a 4+ 2N

Systeme (D.Bp), «=0, =0 N= 35, onconclut p= 1, v= 4
Systeme (D.4p.1d), a =0, B=0, N= 20, onconclut p= 4,v=16
Systeme (D.3p.2d), B =0, N =156, w== 16, onconclut v=52, a= 6
Systeme (D.2p.3d), =0, N= 128, w = 52, onconclut v=142 et a=33.

Systemes (D.1p.4d) et (D.5d):

Appelons a, §, 1, v, N; o', &, ', v/, N les quantités relatives aux deux
systémes; on a:

p=142, v=o, N=194, ¢’ =0, f'=mult. de 10, W' =z, v =y, N =200,
et ’on peut écrire les quatre équations :

4142 = x 4 22468, dr =y + 6§
3 — 2.142 = 2a } 2.194, 3y — 22 =400

Eliminant x et y, on trouve:

816 = 4o - 9B
2640 = 102 -} 3085 4 9p".

Ces deux équationsairois inconnues admettent un assez grand nombre
de solutions en nombres entiers et positifs; mais si I'on se reporte au
systeme (D. 1p. 4d), on trouve aisément que les courbes a branche double
sont de deux especes, 6 de I'une et 12 de l'autre, donc on peut poser
ﬁ/

aw=—=06m 4+ 12p:sachant quem,p, (3, sont des nombres entiers et posi-

tifs, on n’a plus que deux solutions possibles, savoir :

o =102,

< B =140
a = 48, )

6 g =120

Il H
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qui correspondent la premiere dm +2p=17, laseconde dm + 2p—4.
La premiére solution ne nous donne pas les valeurs précises de m et p

et semble les indiquer assez grandes toutesles deux; nous rejetons cette
solution et nous faisons

m=—=2, n=1, 2=48, B =36, § =120;
d’olt
r=286, y=—304.

Calculant ensuite, 6, R, ¢, ¢ nous formons ce tableau.

Systemes B’ v N 3 g ] R ¢ 7
(D Bp) 1 4 3 0 0 1 2 6 1
(D 4p d) 4 16 20 0 0 4 8 2% 28
(D3p2d) 16 -52 56 6 0 46 20 78 82

(D 2p 3d) 52 142 128 33 0 532 38 213 199
D pidd) 142 256 194 48 36 106 44 384 322
(D 5d} 256 304 200 O 120 136 32 456 352

Les valeurs que nous trouvons pour R sont les caractéristiques des
systémes (R. 4Z), ce qui constitue une vérification importante des résul-
tats ci~dessus et des résultats relatifs aux courbes de la troisitme classe.
En admettant comme connues ces valeurs de R, on aurait eu pour chaque
systeme une troisieme équation, qui aurait déterminé sans difficulté
tous les nouveaux nombres, mais les vérifications disparaissent alors.

COURBES DONT LE POINT DOUBLE EST SUR UNE DROITE DONNEE.

Désignons par A cette droite donnée, et écrivons:
D (A.6p), D(A.3p.1d), D (A.4p.2d), D (A.3p.3d), D(8.2p.4d), D(A.1p.5d), D (A.6d)

pour exprimer les sept systemes définis par cette condition double A et
par les six conditions élémentaires.

Nous avons pour chaque systéme six relatiuvns entre dix quantités;
mais en allant d’un systdéme au suivant w se trouve connu; les valeurs

de R et de S résultent de ce qui précddent, celles de N seront déterminées
directement.
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Valeurs de 6. — S exprime le nombre des courbes dont le point double
est sur une droite quelconque L. Dansle cas actuel ce point double est
a la rencontre deL et A ; on voit que & exprime le nombre des courbes
ayant un point double donné et satisfaisant & six conditions simples.
Nous avons

1, 4, 16, 32, 142, 236, 304.

Valeurs de R. — Nous prendrons les nombres de courbes satisfaisant a
six conditions et dont le rebroussement est sur une droite A, soit:

12, 42, 96, 168, 186, 132, 72.

De plus, il faut compter les courbes satisfaisant & cinq des conditions
élémentaires données et dont le rebroussement est & I'intersection de A
et d’une des droites données; car elles ont bien le point double sur A et
sont tangentes & la droite.

On prend celle-ci de

0,1, 2. 3, 4, B, 6 manieres,

et'on a
n, 2, 8 20, 38, 44, 32 courbes;

donce
0, 2, 16, 60, 152, 220, 192 solutions.

En ajoutant ces nombres aux précédents, on irouve pour R

12, 44, 112, 228, 338, 352, 204.

Valeurs de N. — S est la conique, H la droite qui ensemble forment une
courbe exceptionnelle; un des points d’intersection se trouve sur A.

1° — La droite H passe par deux des points donnés, coupe A en a: la
conique S passe en a, et satisfait aux quatre condiiions restantes.

15, 40, 6, 3, 1, 0, O droites H;
1, 2, 4, 4, 2, », » coniques;

donc
13, 20, 24, 12, 2, 0, O solutions.

2° — La droite H contient deux des points donnés, coupe A en @, et
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Pune des droites données en 0; la conique S passe en a, b et satisfait
encore & trois concitions. Pour la méme raison que plus haut nous dou-
blerons les nombres de courbes trouvés de cette facon.

Ona:

15, 10, 6, 3, 4, 0, 0 droites H;
on prend une droite de

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 manieres;
il correspond

», 4, 2, 4, 4, », » coniques;
done

0, 20, 48, 72, 32, 0, 0 solutions.

3> — La droite H contient un point donné ; la conique satisfait a cinq
conditions, coupe A en a et b, la droite H passe en @ ou en b.
On prend le point de

6, B3, 4, 3, 2, 1, 0 manieres;
on obtient

1, 2, 4, 4, 2, 1, » coniques;
par suite

12, 20, 32, 24, 8, 2, 0 solutions.

4° —La droite H contient un point donné; la conique satisfaita quatre
conditions; on obtient un systéme de coniques dont les caractéristiques
sont o’ et v'; 'une de ces coniques coupe A en @ et une droite donnée
en b; il existe 3y’ droites @b passant par un point quelconque ; ce sont
des droites H, si elles passent au point donné.

On prend le point de

6. 5, 4, 3, 2, 1, 0 manieéres;
la droite de

0, 1, 2, 3, 4, 5 6
les valeurs de @' sont

», L, 2, 4, 4, 2,»;

donc
0, 13, 48, 108, 96, 30, O droites H.
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Nous doublons ces nombres, les courbes n’étant tangentes & une cer-
taine droite donnée, qu’en raison de ce que le point double accidentel
est sur cette droite, ce qui fait:

0, 30, 96, 246, 192, 60, O solutions.

5° — La droite H ne contient aucun point donné, la conique satisfait
a cing conditions, coupe A en a et @’; une droite donnée en b et &' les
droites ab, al/, a'b, a't/ sont quatre droites H. On prend une droite de

0,4, 2, 3, 4, B, 6 maniéres,

on a
», 1, 2, 4, 4, 2, 1 coniques;

0, 4, 16, 48, 64, 40, 24 droites H.
Doublons Ies résultats
0, 8, 32, 96, 128, 80, 48 solutions.

6°— La droite H contient un point donné et le point @ ou se coupent
deux des droites données ; elle coupe A en 0, la conique S passe en @ et
b et satisfait & trois autres conditions. On prend un point de

6, 5, 4, 3, 2, 1, O maniéres;
et deux droites de

0, 0, 1, 3, 6, 10, 15 manieres,
on obtient
»,», 4, 2, % 4, » coniques,

et comme les courbes exceptionnelles ne sont tangentes a deux droites
que parcequ’elles ont lenr point double accidentel a I'intersection de ces
droites nous muitiplions par 4, soit :

0, 0, 16, 72, 192, 160, 0 solutions.

7°— La conique S satisfait & quatre conditions, passe au point & ol
se coupent deux droites données, coupe A en b et &': la droite H est ab
ou ab’; on prend deux droites de
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0, 0,1, 3, 6, 10,13 maniéres,

on a
», v, 1, 2, 4, 4, 2 coniques,

donc
0, 0, 2, 12, 48, 80, 60 droites H;
quadruplons ces nombres, il vient :

0, 0, 8, 48, 192, 320, 240 solutions.

Additionnant
15 20 24 12 2 0 0
0 20 48 72 32 0 0
12 20 32 24 8 2 0
0 30 96 216 192 60 0
0 0 16 72 192 160 0
0 8 32 96 128 80 48
0 0 8 48 192 320 240

il vient

27 98 256 340  T46 622 288

pour valeurs de N. 4

Courbes a branches multiples.— o= 0 dans les deux premiers et le
dernier systéeme. — £ est nul dans Ies quatre premiers systemes.

Dans le systeme D(A . 2p. 4d), on peut mener une droite triple par
les deux points donnés. Dans le systtme D(A.1p. 5d) on peut mener
dix droites triples par le point donné et 'un des concours de deux des
cing droites. Dans le systeme D(A.6d) on a quarante-cing droites
joignant le concours de deux des six droites au concours de deux des
quatre restantes, les nombres effectifs sont donc 1, 10 et 45.

Détermination des caractéristisques. Nous emploierons les formules :

W = 4p — v — 2 — G

R = 2 — 2a — 4§
3v — 2p = 20 - 2N,

Multiplions la premiére par — 2, la deuxiéme par 3, et ajoutons
les équations membre & membre, «, B, w disparaissent, et il vient :

— 44 3R 4 v =2N.

Ce qui donne les valeurs de v pour les divers systémes; toutes les carac-
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téristiques sont dés lors connues; les valeurs de a et de 5 se déduisent
des formules 3v —2u.=— 2a + 2N et R=2p. — 200 — 4% et enfin les
formules de la page 22 donnent 9, ¢ et £; on peut former le tableau sui-
vant, ot I'on remarquera les valeurs de a et de 8 qui sont bien telles que
nous I’avons dit plus haut.

Systémes

o
6
22
80
240
604
1046
1212

v R 3 o
22 12 1 0
80 4% 4 0

240 112 16 24
604 228 52 126
1046 338 142 219 108
1212 352 256 150 360
1000 264 304 0 340

cooo ™

COURBES DE LA QUATRIEME CLASSE.

26
96
292
638
942
976

33
120
360
706

1569
1818
1500

39
142
392
894

1441
1484
1092

Une courbe du 3° degré et de la 4° classe est déterminée par huit con-
ditions ; en prenant sept conditions élémentaires nous anrons huit svs-

temes :

D{7p), D(6p.d), D (5p.2d), D (4p.3d), D (3p.4d), D\2p.5d), D (p.6d), D (7d).

Valeurs de N. S est la conique, H la droite qui ensemble constituent
une courbe & deux points doubles.
1°. — La droite H contient deux des points donnés; la conique safis-

fait aux cinq conditions restantes : on prend deux points de

on obtient

donc

21, 15, 10,

i, 2, 4, 4, 2, 1, », » coniques;

21, 30, 40, 24, 6, 1, 0, 0 solutions.

6, 3, 1, 0, 0 maniéres,

2°. — La droite H contient deux points donnés, coupe une droite
donnée en a, 1a conique S passe en a et satisfait aux conditions res-

tantes,
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On a
21, 15, 10, 6, 3, 1, 0, 0 droites H,

on prend une droite de

0, 1, 2, 3, 4, B, 6, 7 maniéres,

on obtient

», 4, 2, 4, 4, 2, », » coniques;

donc
0, 13, 40, 72, 48, 10, 0, O solutions,

Comme les courbes exceptionnelles ne touchent l'une des droites
données que parce qu’elles ont le point double accidentel sur cette droite,
nous devons doubler ces résultats. D’autre part, le point double acci-
dentel étant bien connu, il ‘faut écrire N au lieu de 2N dans les for-
mules; nous préférons laisser 2N et ne pas doubler les résultats préceé-
dents.

3° La droite H contient un point donné, la conique S satisfait a cing
conditions, coupe une droite donnée en a et @, et la droite H passe en a
ouena.

On prend un point de

7, 6, 3, 4, 3, 2, 1, O maniéres,

une droite de
0, 1, 2, 3, 4 3, 6,1,

on a
0, 1, 2, 4, 4, 2, 1, 0 coniques,

et par suite
0, 12, 40, 96, 96, 40, 12, 0 droites H;
ce qui fait autant de solutions; et nous conservons ces nombres sans

les doubler, par la méme raison que ci-dessus.
4°. — La droite H contient un point douné, passe a I'intersection de

deux droites données; la conique S passe en ce dernier point et sa-
tisfait aux quatre conditions non employées. On prend un point de

7, 6, 8, 4, 3, 2, 1, O maniéres,

deux droites de
0,0,1, 3, 6, 10, 15, 21
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»,», 1, 2, 4, 4, 2, » coniques,

soit
0, 0, B, 24, 72, 80, 30, O courbes.

Ces nombres devraient étre quadruplés, mais le point double acci-
dentel étant connu, nous nous contenterons de doubler, et nous aurons:

0, 0, 10, 48, 144, 160, 60, O solutions.
En additionnant :
21, 30, 40, 24, 6, 1, 0, 0
0, 15, 40, 172, 48, 10, 0. 0
0, 12, 40, 96, 96, 40, 12, 0
0, 0, 10, 48, 144, 160, 60, O,
il vient
91, 37, 130, 240, 294, 211, 72, 0

pour valeurs de N.

Courbes & branches multiples. Onatoujours a=0, =0 : une courbe
aplatie est déterminée par six conditions élémentaires, sauf ce qui con-
cerne le point double ; mais nous avons ici sept conditions élémentaires

et aucune relative au point double.

Détermination des caractéristigues, 1i nous suffit de prendre la for-
mule 3v— 2p. = 4N, et d’admeltre que pour le premier systéme p.—12;
résultat qui se déduit aisément du caleul, ou de considérations géomé-
triques, et qu'on trouverait aussi en remarquant que les valeurs de &

sont connues, et prenant la formule 4 —v + 2¢. Mais il est préférable
de supposer donné ce nombre 12. On en déduit immédiatement les ca-

ractéristiques et ensuite 8, 8, R, ¢ et 4.
Les résultats sont contenus dans le tableau suivant :

Systémes i3 v N 8 9 [ t
D (7p.) 12 36 24 6 i8 24 54
D (6p.1d) 36 100 57 22 58 72 150
D (8p.2d) 100 240 130 80 180 200 360
D (4p.3d) 240 480 240 240 480 480 720
D (3p.4d) 480 712 294 604 1084 960 1068
D (2p.5d) 712 756 241 1046 1758 1424 1134
D (1p.6d* 756 600 72 1212 1968 1512 900
D (7d) 600 400 0 1000 4600 1200 600
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Remargue I. — Les valeurs de & sont les caractéristiques des systemes
D(A.6Z), vérification imporiante.

Remaroue II. — Dans un systeme D(7Z), on irouve des courbes a
point de rebroussement satisfaisant aux sept conditions, le nombre en
est Nombre R(7Z), c'est-a-dire pour les divers cas :

24, 60, 114, 168, 168, 114, 60, 24.

En outre, les courbes satisfaisant & six conditions, ayant le rebrousse~
ment sur une droite donnée, sont des courbes a point double tangentes
a cette droite. Or les nombres B (A.6Z) sont les suivants :

v, 12, 42, 96, 168, 186, 132, 72,
et I'on peut choisir la droite de

0, 1, 2, 3, 4, 3B, 6, 7 manieres,
ce qui fait
0, 12, 84, 288, 672, 930, 792, B0i courbes nouvelles.

Enfin, les courbes satisfaisant a cinqg des conditions données et dont le
rebroussement est & l'intersection des deux droites données, sont encore
des courbes a point double, tangentes & ces deux droites. Or on peut
prendre deux droites de

0,0,1, 3, 6, 10, 15, 21 manieres,

les nombres (R,5Z) sont

», », 2, 8, 20, 38, 44, 32;

b

donc on a
0, 0, 2, 24, 120, 380, 660, 672 courbes nouvelles.

En sorle qu’en additionnant les résultats des trois séries :

24, 60, 114, 168, 168, 114, 60, 24

0, 12. 84, 288, 672, 930, 792, 504

0, 0, 2 924 120, 380, 660, 672
les nombres

94, 72, 200, 480, 960, 1424, 1312, 1200
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doivent étre les valeurs de R : ce qui, ayant lieu, constitue une seconde
vérification extrémement importante, puisqu’elle a trait a la fois aux
systtmes D (7Z) et aux trois groupes de systemes de courbes & rebrous—
sement.,

V.

COURBES DU TROISIEME DEGRE ET DE LA SIXIEME CLASSE.

Une courbe du 3¢ degré est délerminée par neuf conditions; en pre-
nant huit conditions élémentaires simples, nous aurons neuf systémes :

(8p), (Tp-1d), (6p.2d), (5p.3d), (4p.4d), (3p.5d), (2p.6d), (1p.7d), (8d).

Entre les sept quantités qui se rapportent & un systeme, exislent quatre
relations distinctes; 'une de ces quantités y. étant connue par le systeme
précédent, il suffit que deux aulres soient déterminées directement.

Valeurs de A. — A exprime le nombre des courbes d’un systéme qui
sont douées de points doubles.

1° — Les courbes a points doubles satisfont aux huit conditions é16-
mentaires; en se reportant aux systemes D (7Z), on trouve les nombres
de solutions :

12, 36, 100, 240, 480, T12, 756, 600, 400.

2° — Les courbes satisfont seulement & sept conditions, et ont le point
double sur une droite donnée; on prend la droite de

0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 maniéres;

les nombres de courbes correspondant a chaque droite sont ceux des
systemes D (A.67Z)

», 6, 22, 80, 240, 604, 1046, 1212, 1000.

Comme, d’ailleurs, la courbe exceptionnelle, en se déformant, possede
deux branches séparées, 'une ou Pautre de ces branches peut rester
tangente a la droite sur laquelle était le point double; cela fait deux
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courbes distinctes, et nous devons compter deux fois chacune des
courbes, ce qui fait

0, 12, 88, 480, 1920, 6040, 12562, 16968, 16000 nouvelles solutions.

3° — Nous compterons quatre fois toute courbe satisfaisant & six con-
ditions et dont le point double se trouve & I'intersection de deux droites
données. On peut prendre ces deux droites de

0, 0,1, 3, 6, 10, 15, 21, 18 maniéres;
les caractéristiques des systemes (D.5Z) sont :

w0, 4, & 16, 52, 142, 256,  304;

donc
0, 0, 4, 48, 384, 2080, 8320, 21504, 34048 solutions.

En additionnant, on trouve pour A les valeurs :
12, 48, 192, 768, 2784, 8832, 2182R, 39072, 50448.

On remarquera les quatre premiers nombres, qui sont en progression
géométrique, la raison étant 4, ce qui doit arriver pour toutes les quan-
tités relatives aus quatre premiers systémes (ceux dans lesquels il n'existe
pas d’aplaties) et ce qui justifie notre maniere de ccmpter les courhes A.

Courbes & branches multiples. — o est nul pour les quatre premiers
systemes et pour le dernier; car une courbe & branche double étant
formée de deux droites, on ne peut se donner plus de quatire points; et
la droite double renfermant cinq points tangentiels, la courbe ne peut
toucher plus de sept droites.

& est nul pour les six premiers systémes.

Systeme (2p.6d). — On peut mener la droite triple par les devx points
donnés, elle aura les six sommets sur les six droites.

Systéme (1p.7d). — On joint le point de concours de deux des sept
droites au point donné de 21 maniéres, 8 est multiple de 21.

Systeme (8d). — On joint le concours de deux droites au concours de
deux des six droites restantes de 210 maniéres, donc g est multiple
de 210.
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Détermination des caractéristiques. — Nous emploierons les deux for-

mules
dp= v} 22 | 68
A=Tv— 46p - 2u - 188.

Systémes (8p), (7p.1d), (6p.2d), (5p.3d), a=10, =0
dp—v, = Tv — 16p;
d’ ol
A— ‘lQp. = 3p..

Les valeurs de A sont 12, 48, 192, 768; on en conclut

celles de ¢, 1, 4, 16, 64
et celles de v, 4, 16, 64, 256.

Systémes (4p.4d), (3p.5d); =0, « Z 0
dp= v+ 2a
A="Tv — 16y + 2a,
éliminons «

6v = A4 12p
pour
A=—2784 et p =256, v— 976 ef o« = 24
A — 8832 et p =976, v = 3424 ef a = 240

Systemes (2p.6d), (1p.7d), (8d). — Nous remplacerons les formules
précédentes par une seule obtenue en éliminant «;

6v = A + 12 — 128,
Soient
p=3424, v=2, A =21828, B,
les quantités relatives au 1* des trois systemes ;
z, Y, 39072, @,
les quantités correspondantes pour le second ;

4, z, 50448, §7,

les quantités correspondantes pour le troisitme; nous aurons les trois
1
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équations :
6xr = 12.3424 + 21828 — 12
6y = 19z -+ 39072 — 12§
6z = 12y - BOAIS — 128",

En éliminant § au lieu de «, il vient :

4y = 4p -} ba -+ 8;

ce qui donne, pour le dernier systeme,
4z = 4y 1 50448, puisqu’alors «=0.

Nous avons quatre équations entre six inconnues &z, ¥, 2, #, f/, g
Nous éliminons x, y, z, il résulte :

11640 = 28 4 § -+ £,

Nous savons que f’ est multiple de 21, 5" multipie de 210; mais I'équa-
tion admet encore un assez grand nombre de solutions, et le probleme
parait indéterminé. La nalure de la question est telle cependant que la
solution est unique, et cette solution sera obtenue en posant

B =210g, § =213y, B=09g

Ceci revient a supposer que les degrés de multiplicité vont en croissant
comme les termes d’une progression géométrique dont la raison est 3, &
mesure qu’on remplace, dans les conditions données, une droite par un
point. En effet, une droite triple est la limite d'une courbe aplatie dont
trois branches se confondent; si cette courbe doit passer par un point
donné, elle pourra se déformer de maniére que I'une quelconque des
trois branches continue & passer par le point donné; et si deux points
sont donnés, il y aura neuf combinaisous possibles. Le nombre des
sommets étant fixe, les choses se passent toujours de la méme manitre
quant & la déformation relative aux contacts, et, par conséquent, les
degrés de multiplicité sont bien g, 3¢, 9g. Ceci posé, on a

11640 = 18g + 63 -+ 210g = 201g;
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d’ol
g =40
B= 360, B = 2520, $ = 8400
x—= 9766, y = 21004, z = 33616

Les valeurs de « résultent de la formule 4v =4 -~ 4o + A, elles sont
885 et 1470.
Calculant £ et 7, on a le tableaw suivant :

Systémes " v A 3 3 t i

(8p) 1 4 12 0 0 9 12
(1p.1d) 4 16 48 0 0 36 12
(6p.2d) 16 64 192 0 0 144 192
(3p.3d) 64 256 768 0 0 576 768
(4p.4d) 236 976 2784 24 0 2232 2856
(3p.Bd) 976 3424 8832 240 0 8064 9552
{(2p.6d) 3424 9766 21828 885 360 23841 25563
(1p.7d) 9766 21004 39072 1470 2520 53244 51042
(84) 21004 33616 50448 0 8400 88236 75648

VI

Sur la multiplicité des courbes exceptionnelles. Nous avons déterminé
a priort le degré de multiplicité des courbes N et A, c’est-a-dire des
courbes & points doubles, et cela, en considérant la courbe limite comme
la superposition de courbes qui, en se séparant, deviennent distinctes,
en sorte que, autant il y a de maniéres de déformer la courbe exception-
nelle en satisfaisant aux conditions données, autant il y a d’unités dans
le degré de multiplicité.

Si Ton suppose qu’il s’agisse de coniques, une courbe formée de
deux droites sera simple, double, quadruple suivant qu'elle sera dé-
terminée par quaire points, ou par trois points et une droite, on par
deux points et deux droites. Dans ce dernier cas, par exemple, I'hyper-
bole dont elle est la limite doit rester tangente aux deux droites, et on
peut combiner les deux branches et les deux droites données de quatre
maniéres.

S'il est question d'une courbe & branche multiple, le degré de multi-
plicité deviendra double, quadruple, si une branche double doit passer
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par un ou deux points. Si c’est une branche triple il devient trois fois
ou neuf fois plus grand.

Ceci est vrai pour les coniques aplaties, et laloi est analogue pour les
surfaces du second ordre infiniment aplaties.

Il est bon de vérifier le fait pour les droites triples que nous avons
rencontrées dans les divers groupes de systémes. Nous reproduisons les
résultats trouvés, en mettant en regard, les nombres effectifs et les
nombres théoriques.

Systémes. Nomibres effectifs. Nombres théoriques. Degré de multiplicité.

(R.1p.3d) 1 12 12= 433
{(R.4d) 6 24 4

R(A.2p.3d) 1 36 36= 49
%R(A.ip.&d} 6 72 12= 43

R(A.Bd) i3 60 4

D(1p.4d) 1 36 36 =12><3
%D(E’)d) 10 120 12

D (A.2p.4d) 1 108 108 =12>< 9
{D(A.lp.i’)d) 10 360 36=12><3

D(A.6d). 45 540 12

La loi est évidente, et onn’en a aucunement supposé l'existence pour
trouver soit les nombres effectifs, soit ies nombres théoriques.

Occupons-nous des courbes «, et vovons si la méme loi se vérifie.
Nous disons que si les droites doubles passent par un ou deux points, il
faut multiplier les nombres effectifs par 2 ou par 4.

De plus, si le point triple de la courbe aplatie, lequel est un point de
réunion de deux hranches de la courbe, est sur une droite ou deux droites,
il faut encore multiplier par 2 ou par 4.

1° Systemes (R. 4Z).

(R.4p)..... a=0.

(R. 3p.1d). — La droite double passe par le point de rebroussement P,
et par I'un des points donnés; la droite simple contient les deux autres
points; le nombre effectif est 3 ; il doit &tre doublé. — 6.

(R.2p.2d). — La droite double passe par le point P, par un point
donné ; la droite simple passe par I’autre point, et coupe la premiére sur
Pune des droites données, le sommet étant sur I'auire droite; cela fait
quatre combinaisons ; le nombre effectif doit étre doublé & cause que la
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droite double contient un point, et doublé encore, le point triple étant
sur une droite. — 16.

La droite simple contient les deux points donnés, la droite double
passe au point de concours des deux droites données ot sera le sommet
simple; une combinaison, nombre théorique 1.

La droite simple contient les deux points donnés, la droite double la
coupe sur une droite donnée, le sommet simple est sur Pautre. Nombre
effectif 2, théorique 4. -~ Total 21.

(Rp.3d). — La droite double passe a I'iutersection @ de deux des
droites données, et coupe la droite en &; la droite simple passe en @ ou
en b; trois combinaisons de chaque espéce, nombres effectifs 3 et 3,
théoriques 12 et 6. — Total 18.

R.4d). — a=0.

2° Systemes R (A . 57).

R(A. 5])). — a=—=0.

R(A.4p.1d). — La droite double passe par deux points donnés; le
rebroussement est sur A, le sommet simple sur la droite donnée; la
droite simple passe parles deux autres points et détermine le point triple.
Nombre effectif 6, théorique 24.

R(A .3p.2d). — La droite double contient deux points donnés, la
droite simple la coupe sur 'une des deux droites données; six combi-
naisons, on multiplie par 4, puis par 2, — 48.

La droite double contient un point, la droite simple deux; la droite
double a pour sommet'intersection des deux droites données, trois com-
binaisons. — Nombre théorique 6.

La droite double contient un point et coupe la droite simple sur I'une
des droites données, six combinaisons. — Nombre théorique 24. —
Total 78.

R(A.2p.3d). — La droite double contient un point et I'intersection de
deux des droites; la droite simple contient ’autre point et coupe la 1™
soit sur les deux droites dounées, soit sur la 3°; on a six combinaisons
de chaque espece; el Jes nombres théoriques sont 48 et 24.

La droite simple contient les deux points; la droite double passe a
Pintersection de deux droites, et par le point o la droite simple ren-
contre autre, trois combinaisoné, en doublant 6. Total 78.
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R(A. 1p.4d). — La droite double se méne de trois manieres, c’est 'une
des diagonales du quadrilatére. Nombre effectif 6, théorique 24.

R{A.5d), x=0.

3° — Systemes (D.5Z).

(D.5p), a=0.

(D.4p.Ad), a=0,

(D.3p.2d). — La droite double passe par le point double donné P, par
un des points donnés; les deux sommets sont sur les deux droites
données, et le point triple sur la droite simple qui passe par les deux
autres points. Nombre effectif 3, théorique 6.

(D.2p.3d). — La droite double contient un point donné; la droite
simple contient Vautre point et le coupe sur 'une des trois droites;
six combinaisons. — Nombre théorique 24.

La droite simple contient les deux points donnés; la droite double
passe & Uintersection de deux droites données ; trois combinaisons. — 3.

La droite simple contenant les deux points donnés, la droite doublela
coupe sur I'une des trois droites données; trois combinaisons. — 6. Le
nombre total est 33.

(D 1p. 4d). — La droite double passe & I'intersection de deux droites
données et coupe les deux autres droites en a et b; la droite simple con-
tient Uintersection, ou bien passe soit en @ soit en b. Nombres effectifs 6
et 12, théoriques 24 et 24. Total 48.

(D.5d). — a=0.

4 — Systemes D (A.6Z).

D(A.6p). — a==0.

D(A.5p.1d). — a=0.

D (A. 4p. 2d). — La droite double passe par deux points, la droite
simple par les deux autres. Six combinaisons. Noembre théorique 24.

D (A. 3p. 3d). — La droite double passe par deux points; la droite
simple passe par I’autre’et la coupe sur une droite donnée. Neuf combi-
naisons, 72.

La‘droite double passe par un point, la droite simple par les deux
autres; la droite double passe par I'intersection de deux des droites
données ou parlintersection de la droite simple et d’'une droite donnée.
Nombres effectifs 9 et 9, théoriques 18 et 36. — Total 126.
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D (A. 2p. kd). — La droite double passe par un point donné, par I'un
des sommets du quadrilatére formé par les droites données; la droite
simple passe parl'autre point, et coupe la branche double soit sur deex
droites a la fois, soit sur I'une des deux autres droites; nombres effectifs
12 et 24, théoriques 96 et 96.

Fa droite simple contient les deux points; s droite double contient
I'un des sommets du quadrilatére, et le sommet opposé, ou elle coupe
la droite simple sur I'une des droites auxquelles n’appartient pas le
premier sommef. Nombres effectifs 3 et 12, Théoriques 3 et 24. Le
nombre total est 249.

D (A. 1p. 5d). — La droite double contient ies concours de deux des
cinq droites, et le concours de deux des trois autres droites restantes, et
enfin coupe la troisitme; la droite simple passe par le point donné, et
coupe la droite double soit en un des deux points de concours, soit sur
la droite qui est seule; nombres effectifs 30 et 15, théorigues 120 et 30.
Total 150.

D(A. 6d)— a=0.

5o — Systemes (8Z).

(8p), Tp.1d), (6p. 2d), (5p.3d); a=0.

(4p. 4d). — La droite double contient deux points, quatre sommets
sont sur les quatre droites, le point triple & I'intersection de la droite
simple, laquelle renferme les deux autres points. 6 combinaisons. —24.

(3p . 5d). — La droite double renferme deux points, la droite simple la
coupe sur I'une des cinq droites données. Nombre effectif 15, théo-
rique 120.

La droite double contient un point, et coupe la droite simple sur 'une
des cinq droites, ou bien passe en un point de concours de deux de
ces droites. — Nombres effectifs 15 et 30, théoriques 60 et 60.

(2p. 6d). — La droife double contient un point donné, un concours de
deux des six droites ; la droite simple passe en ce concours, ou coupe
la droite double sur I'une des quatre sutres droites. Nombres effectifs
30 et 120, théoriques 240 et 480.

La droite simple contient les deux points, coupe les six droites en six
points ; la droite deuble passe par I'un d’eux et par le concours de deux
des cing droiles restantes. Nombre effectif 60, théorique 120.
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La droite simple contient les deux points, et la droite double le con-
cours de deux des six droites et le concours de deux des quatre droites
restantes. Nombre théorique et effectif, 45. — Total 885.

(1p. 7d).—La droite double contient le point de concours de deux
droites et le concours de deux des cing restantes. La droite simple la
coupe en l'un de ces concours, ou bien sur 'une des trois autres droites.
Nombres effectifs 210 et 315, théoriques 840 et 630. — Total 1470.

(8d)— a==0.

Tous ces résultats concordent avec ceux que nous avions obtenus &
I'aide de nos formules. 11 est d’ailleurs évident que I'on pourrait a I'aide
de ces nombres connus ¢ priori et d’'un petit nombre de fermules,
(hp.=v + 22+ 6B, etc.) retrouver les caractéristiques; nous n’insiste-
rons pas davantage sur la marche a suivre qui n’offre aucune difficulté.

Juillet 1870.
MAILLARD.

Vu et approuvé, le 6 novembre 41874,

Le Doyen de la Faculté des sciences.

MILNE EDWARDS.

Vu ef permis d’'imprimer, le 6 novembre 18714

Le Vice-Recteur de I Académie de Paris.

A. MOURIER.
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DEUXIEME THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE,

I. -— Théorie des phénomeénes électrodynamiques.

II. — Théorie de l'induction.

Yu et approuvé, le 6 novembre 1871.
Le Doyen de la Faculté des sciences.

MILNE EDWARDS.

Vu et permis d’'imprimer, le 6 novembre 1871.
Le Vice-Recteur de U Académie de Paris.

A. MOURIER.
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