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PREMIERE THESE.

RECHERCHES

SUR

GUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES.

INTRODUCTION.

Nous allons indiquer en quelques mots le but et les principaux ré-
sultats de ce travail qui est consacré a I'étude de quelques séries semi-
convergentes, en considérant exclusivement les valeurs réelles et
positives de Ia variable.

On rencontre souvent, en Mathématiques, des développements de la
forme
, m e, m
(M) F(a):mo+?‘—‘—;z-—l— L
que V'on ne pourrait continuer indéfiniment s'il s’agissait d’un calcul
numérique, la série étant divergente. Néanmoins un tel développement
a un sens précis et I'on doit regarder la formule (A) comme une ma-
niere symbolique d’exprimer que, pour @ = =,

Lim F(a) = m,,

lima[F(a)— me} = m,,
. m
lima? [F(a) — My — 7‘] —m,,

Ce sont les développements qui présentent ce caraclere que nous

avons en vue. Si 'on veut se servir de la formule (A) pour évaluer
S. i
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2 TH. STIELTJES.

F(a), on ne pourra le faire d’'une maniere sire, qu’aprés une discus-
sion du terme complémentaire qu’il faut ajouter 3 un nombre fini de
termes. Mais cette discussion présente presque toujours de tres grandes
difficultés, si, du moins, on ne veut se contenter d’évaluations trop
grossieres qui auraient peu d’utilité, et ¢’est seulement dans quelques
cas ol les coefficients m,, m,, m,, ... suivent une loi simple qu’on a pu
faire cette discussion.

Notamment on a trouvé, dans plusieurs cas olt les coefficients sont
alternativement positifs et négatifs, que la valeur exacte de F(a) est
comprise toujours entre la somme de n et de n + 1 termes de la série,
et 'on a introduit, précisément a 'occasion des séries qui présentent
celle circonstance particuliere, le nom de série semi-convergente. Mais,
comme nous venons de I'indiquer, nous avons pris ce terme dans une
acception plus générale, et nous avons étudié aussi quelques cas dans
lesquels les coefficients m,, m,, ... ont tous méme signe.

Pour abréger, nous désignerons par série semi-convergente de pre-
mere espece, ou méme simplement par série de premiere espece, une
série telle que (A), dans laquelle le signe des coefficients est alternati-
vement positif et négatif, pour réserver le nom de série de seconde es-
pece au cas ol les coefticients ont méme signe.

Les cas de séries de seconde espece qu'on a déja traités semblent
assez rares, et a la vérité nous n’en avons rencontré qu’un seul du i
M. Schlémileh et sur lequel nous reviendrons. Mais les séries de
seconde espece donnent lieu a quelques remarques générales que nous
allons développer, en envisageant pour plus de précision la série sui-
vante, que I'on rencontre dans I'étude du logarithme intégral :

. 1 I 1.2 1.2...(n—1) ’
ay — pa —_ —_—— + B e S ——
fi(es)=e [a FE T e an! - Rn]
=e[T,+Ty,+Ty,+...+~T,+R,1]

Supposons a tres grand : les termes diminuent d’abord pour croitre
ensuite au dela de toute limite. Soit T, le plus petit terme, alors les
termesT, ,, T, ,, ..., T,_; different tres peu de T, et

RII"Ii:'rIL—If‘i—l—i_' . Tn -+ I{n.

On voit par Ia qu’au moins une des quantités R,_;, R, surpassera en
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RECHERCHES SUR QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES. 3

valeur absolue ;4T,_;., ou $4T,, et comme le nombre £ peut avoir
une valeur finie quelconque, il est évident qu’en cherchant dans le cas
actuel une valeur approchée de R,, il est impossible d’arriver & un
résultat aussi simple que celui auquel on est arrivé pour beaucoup de
séries de premiere espece ot le reste R, est inférieur en valeur absolue
a T,. On voit en effet que, dans le cas actuel, R, pourra surpasser en
valeur absolue un nombre quelconque de fois T,. Ainsi une expression
approchée du reste, qui ne ferait pas connaitre d’avance le signe de
cette quantité, donnera toujours des limites trop étendues et qui ne
permettent point de tirer tout le parti possible de la série.

Ces considérations indiquent déja une autre maniere d’envisager la
question, et, dans le cas des séries de seconde espece, nous considérons
que le vrai probleme a résoudre est la détermination du rang du
reste R, qui, pour la premiere fois, a changé de signe. Il est évidenten
effet que R, varie toujours dans le méme sens, en sorle que I’équation
R, = o admet une seule racine. Soit » le premier nombre entier supé-
rieur 4 cette racine : alors il est clair qu'on obtient pour la valeur exacte
cherchée deux limites dont la différence est T,. Il serait donc a désirer
que ce changement de signe de R, eat liea dans le voisinage du plus
petit terme, et, dans tous les cas que nous avons étudiés, nous avons
toujours vu se présenter cette circonstance favorable.

Lorsqu’on réussit i résoudre 'équation transcendante

R,=o,

dans laquelle on considere » comme une variable continue, avec une
approximation telle, que 'erreur de la valeur obtenue N soit seulement
une petite fraction, on peut aller plus loin et obtenir une valeur appro-
chée dont'erreur sera senlement une fraction assez faible de T,. Soient
en effet

alors cette valeur approchée sera
Ti -+ T~2 e T T/L - )~T/H—l>

Surtout lorsque n est grand, on peut compter d’obtenir, en procé-
dant ainsi, une réduction notable de I'erreur. Ov s’en rend compte

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



4 TH. STIELTJES.

aisément en observant que la ligne dont I'équation serait y = R,, doit
présenter un point d’inflexion dansle voisinage de n =N, parce qu’on se
trouve en méme tempsdansle voisinage duminimumde T,=R,_, — R,,.

La solution approchée de I'équation R, = o se présente toujours
sous la forme

o Gy

B R T T R
(B) + 2 w T e
mais souvent il est plus commode de considérer @ comme inconnue, et
de calculer d’abord les coefficients 3, 3,, ... du développement

) I

- 3 o2
() a:gn—e—@o—i—éi-i—‘-—{—é—....
n

2

n-

On en déduit ensuite facilement le développement (B). Ces séries
(B) et (C) présentent le méme caractere que la série (A); nous
calculons quelques-uns des premiers coefficients : ces coefficients ne
suivent aucune loi simple et leur calcul devient bientdt trés pénible.
Il parait donc que nous avons réduit ainsi la discussion de la série (A)
au probleme beaucoup plus compliqué de discuter la série (B). Mais
évidemment on ne demande qu’avec une approximation assez faible la
racine de R, = o, el, comme I’exactitude de la formule (B) croit néces-
sairement lorsque » augmente, il suffit de se rendre compte par un
caleul numérique de I'approximation de ces formules (B) et (C), en
attribuant 2 @ ou & n des valeurs beaucoup plus petites que celles pour
lesquelles on se servira de la série semi-convergente donnée. L’approxi-
mation obtenue est toujours largement suffisante.

Comme nous 'avons dit, nous considérons la solution approchée
de R, = o comme le probleme principal & vésoudre dans le cas d’une
série de seconde espece. Nous obtenons cette solution en considérant
en particulier le reste R, d’un terme T, dans le voisinage du plus petit
terme, et en développant R, lui-méme en série semi-convergente sui-
vant les puissances descendantes de n. Dans quelques cas ot 'on aurait
besoin d’une exactitude exceptionnelle, on pourrait se servir de ce _
développement pour c¢alculer avec une grande exactitude la valeur
deR,,.

Mais, dans la plupart des cas, on n’aura pas a conlinuer la série jus-
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RECHERCHES SUR QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES.

qu’au point ot R, change de signe, car on obtiendrait ainsi une ap-
proximation beaucoup trop grande. On peut souhaiter alors de savoir
quelle est & peu pres 'erreur en s’arrétant & un terme quelconque.

Tres souvent les termes que 'on calcule diminuent si rapidement,
que I’on peut négliger le reste; au besoin on calculerait avec une ap-
proximation plus grande qu’on n’en a besoin. Et dans le cas ou I'on se-
rait obligé de pousser le calcul si loin que les termes ne diminuent plus
rapidement, alors la connaissance exacte du terme ol il faut arréter le
développement permettra facilement d’évaluer approximativement les
termes négligés.

Dansle cas des séries de premiere espéce, on a ordinairement cherché
a déterminer le plus petit terme; mais on peut aussi envisager (comme
on I’a déja fait) la question d’une maniere un peu différente et rétablic
ainsi, jusqu’d un certain point, 'analogie avec les séries de seconde
espece.

Soit

Ty—Ty+...=T,=R,

une telle série, T,, T,, ..., T,, R, étant positifs. Remarquons d’abord
que la circonstance que R, est positif entraine déja nécessairement que
R, est inférieur 2T, et 2 T,.,; car la relation

1{11’1 + RII — 'rll

montre que R,_, et R, sont inférieurs 2 T,.

Maintenant, au lieu de chercher le plus petit terme, on peut se pro-
poser de trouver le minimum de R, en sorte qu’on est conduit & consi-
dérer I'équation transcendante

dR,

dn

gqu’on pourra remplacer aussi avee approximation par R,_, = R,,.

La valeur de n qu’on en tire differe tres peu du rang du plus petit
terme, circonstance qui permet d’expliquer la remarque suivante qu’on
dR
- Tl” =0
tombe entre n — 1 et n. Alors on aura, d’une maniere approchée,
R,_, =R,, et I'erreur sera seulement une fraction faible de R,. On en

afaite dansquelques cas particuliers. Supposons que laracine de
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6 TH. STIELTJES.

conclut qu'on a aussi a peu pres R, = ;T,, en sorte que l'erreur de

I’expression
T, —T)+...=T,_,=43T,

sera seulement une petite fraction de T,,, qui est d’autant plus faible quen
est plus grand. Ajoutons qu’on peut aussi, dans le cas actuel, développer
R, en série semi-convergente, suivant les puissances descendantes de »:
le premier terme de ce développement montre alors qu’on a

timR, : T, =

[

p()ur It — .

Voici maintenant les sérites dont nous avons fait I'étude. Nous
avons peu insisté sur les séries de premiere espece. Le logarithme
intégral mous a fourni le premier exemple d’une série de seconde
® sinau

—du,

1+

espece. Nous considérons ensuite les transcendan[esf
[

uCcosau
f f—(lu, qui donnent aussi des séries de seconde espece. On a
o '

choisi ces intégrales, parce que le résultat auquel on est conduit nous
est utile encore dans la suite.

Nous arrivons maintenant i un exemple tiré de la théorie de la fonc-
tion I'. Apres avoir rappelé en quelques mots le résultat principal des
nombreuses recherches auxquelles a donné lieu I’étude de la série qui
sert a calculer logl'(a), nous considérons une autre série, n’ayant
rien a ajouter 4 un sujet qui est si bien exposé dans la premiere Partie
du travail de M. Bourguet sur les intégrales eulériennes. La consideé-
ration de logI'(ar) conduit a une série de seconde espece, composée
des mémes termes que la série de Stirling dont nous faisons I'étude.
Le résultat auquel nous arrivons permet de se faire une idée nette de

ta maniere dont se comporte la fonction holomorphe —— - lorsque la

1'( )
variable 5 décrit Paxe des y.
Nous abordons ensuite I'étude des intégrales de I’équation différen-

tielle

]%
s 41
(2]

-+ +35=o,

g
[

Q=
by

qui se présente dans plusieurs questions de Physique mathématique.
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RECHERCHES SUR QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES.

~1

L’une des intégrales

a? a* at
Ha)y=1— 7 — 55+
(@) 2? 22, 42 22.42.62

est holomorphe dans tout le plan. Poisson a donné une série semi-con-
vergente pour calculer J(a) dans le cas ol @ est trés grand. Cette série
a été Pobjet d’un travail de M. Lipschitz (Journal de Borchardi, t. 56),
qui en a donné le premier une théorie rigoureuse. Nous reprenons
I'analyse de M. Lipschitz : une modification légére nous permet de pré-
ciser encore le résultat auquel était arrivé le savant géometre allemand.
Nous obtenons en méme temps une série semi-convergente analogue.
qui permet de calculer une seconde intégrale de ’équation différen-
tielle. Toutes ces séries sont de premiére espece.

Nous considérons ensuite les deux intégrales de I’équation différen-
tielle dans le cas ou 'argumentest de la forme ai. Oun est conduitainsi
a deux séries semi-convergentes données par Riemann, qui avait ren-
contré ces fonctions dans une question de Physique mathématique | Zur
Theorie der Nobili’schen Farbenringen (OEuvres, p. 543 1855)].

L’une de ces séries est de premiere espece, et sa discussion n’oflre
pas de grandes difficultés; mais la fonction J(aZ) donne cette série de
seconde espece

N I 1?2 13 (2n—3)*
Hai)=e \/zﬁal:1+ 1 8a T 1.2...(n—1)(8a)y—t ' R,

Dans ce cas, la résolution approchée de I’équation R, = o présente
des difticultés que nous n’avons pu surmonter que par une analyse assez
délicate. '

Enfin nous étudions un cas intéressant, -donné par M. Schlémileh
en 1861 ; il s’agit d’une série de seconde espece qui peut servir au calcul
de la fonction

1

”n

P(a):E

1 e —1

et nous obtenons encore dans ce cas la solution approchée de I’équation
transcendante R, = o.
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8 TH. STIELTJES.

Etude du logarithme intégral.

1. Le logarithme intégral fournit un exemple tres simple d’une
série de seconde espece que nous allons discuter avec soin.
Nous partons de la définition

(a)= [ 2,

log e’

Y0

mais, dansle cas @ > 1 que nous avons en vue, cette définition a be-
soin d’étre précisée de la maniére suivante:

1—¢c @
d 1
li(a) = Lim f o +f L
e=0 0 su 142102 Y

En remplacant 'argument @ par ¢* et en posant ensuite u = ¢*
1l vient

A-r)
*

1—¢ »
. eAav 87‘“'({\‘
(1) li(e*) =e* f dv -+ el
‘ 0 = Jipe P

Nous désignonsici, comme toujours dans la suite, par ¢ une quantité
positive et infiniment petite.
En employant maintenant 'identité

1 [

7

R e e

Ir— 1I— ¢

on a évidemment

1—¢ o
b oay kp-av 1.2...k
v o . o= T e ——
vhe=avdy + ke = Wk

o I+z

et 1l vient

. 1 1 1.2 1.2...(n—1) '
(2) l](ea):ea[a+_+—‘+...+ —7————}—&1 ,

o> a3
W12 , » —av
“" (;—(Zi ‘<” () o
R,=— dy + ds.
I— ¢ 1—
) 1+¢
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RECHERCHES SUR QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES. 9

Comme on voit, R, est ce que Cauchy a appelé la valeur principale de

- ‘;ne—~av .
f — dv, et nous retrouverons dans la suite constamment cette
0

forme du terme complémentaire des séries de seconde espece. Cette
forme méme de R, montre bien que R, va toujours en diminuant
lorsque » augmente.

Nous devons nous occuper maintenant de la résolution approchée de
I’équation R, = o. Pour cela nous posons a =n +,

1—2 o —o\n ad yp—¢\N
(3) R,= f ) pnege o [ ) g,

/o F—v e 177

et nous développons maintenant R, en série semi-convergente suivant
les puissances descendantes de n. Comme on suppose que 7 a une va-
leur finie, la supposition @ =nr + v indique évidemment que nous
considérons le reste d’un terme T, dans le voisinage du plus petit
terme.

Nous aurons a appliquer maintenant les méthodes données par
Laplace dans la Theorie analytique des probabilités pour 1’évaluation
d’intégrales qui renferment des fonctions élevées i une tres haute puis-
sance.

2. Comme il s’agit simplement d’un développement suivant les puis-
sances descendantes der, nous pouvons négliger des quantités qui, par
rapportacellesquel’onconserve, décroissentplusrapidement qu'aucune
puissance négative de n. C’est pour cette raison que nous pouvons con-
sidérer, au lieu de R,, expression

1—¢ 1+k
pe—v )" ve )"
f (oo e~ dv + (——-)« e~ dy,
1—p TV f+¢ I=—v

k et k étant des quantités positives finies, d’ailleurs arbitraires; car
nous verrons bientdt que les parties négligées ainsi

1— 4 —o\n ® (pe—vn
f (Gt e~"dy, f (vem?)” e~ dy
0 I—v 1+k I—v

ne jouent aucun role dans le développement que nous avons en vue.
S, 2
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10 TH. STIELTIES.

Considérons maintenant I'intégrale

~ Y\
[ g,
1—h 1=

La fonction ve~ devient maximum pour ¢ = 1, et nous posons
pe~vme 1Y 1— =t
(1—t)et==e".

Pour des valeurs suffisamment petites de «, on peut développer ¢ sui-
vant les puissances croissantes de &

t—a,xz+a,x? 4+ azx®+.. .,
et le premier terme est évidemment y22. On pourrait exprimer
a,, a,, ... d’une maniere indépendante a 'aide de la série de Lagrange;

mais, comme il s’agit ici simplement de calculer quelques-uns des pre-
miers coefficients, une relation récurrente semble bien préférable.

dt . . . .
On trouve ¢ = 22(1 —¢), et, différentiant n fois, puis posant

x =0, { = 0, il vient

naya,+ (n—1)a@a, y+(n—2)a,a, ,+...+1a,q,—=—32a, , (rZ2).

En partant de @, = \/2, on en déduit a,, a,, ... ct

dv £4
— 2 /
B (1—i\/2x——%x +gteV2ad — )—;-
En observant encore que
e"'t":e"’le+‘fx‘:e"'1[1+n\/gx+(n2 )2t 4 (30P— Int )2 ot L
il vient
°(ve—") A L . dr
(4) e~twdo —e-e e 1+ Ay - A2+ Ayt ] —
) 1— v . Tz

Vi

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



RECHERCHES SUR QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES. 11

A A, Ay, .. étant des polynomes en v. La limite supérieure L de
I'intégrale au second membre dépend de la valeur de la quantité posi-
tive 4. Nous choisissons maintenant 4 de wmaniére que la série
1+ A,z + A,2* +. .. resle convergente dans tout I'intervalle d'inté-
gration. De cette maniere, 4 a une valeur positive finie tout & fait in-
dépendante de n. En y regardant de plus pres, on voil méme que / est
une simple constante numérique, indépendante de v aussi; carle rayon
de convergence de la série € =1 +ny22 +... ne dépend pas de v,
V=R o\n
3. En traitant Pintégrale f (Z—e_—z‘-e"""dv d’une maniere ana-
s

logue, nous: posous
e v — e, ¢ —1=,

(1+ e t=—e,
et nous obtenons d’abord

t—a,xr —a,x*+a;a®—. ..

a,, a,,a,, ... ayant les mémes valeurs que précédemment. En achevant
le calcul comme tout & Pheure, il vient

A (gmeyn - . dr
(3) ﬁe'“’t"dr:—e—“f e 11— Ay 2 Agt— A, 5 ] B

f— ¢ r
1+c .
2y

o

A, A,, ... ayant la méme signification que dans la formule (4). La
1 2 y D
quantité £ peut étre choisie de maniere que dans le second membre la
[imite supéricure de 'intégration est de nouveau L.
p

En réunissant les deux intégrales (4) et (5), on voit se détruire les
parties qui deviennent infinies pourz = o. Apres cela, on peut prendre
c =o, etil vient

1—=2,  _o\n 14k "640)"
(ee™®) et dy - (‘ww«e v dg
11—y LS
OS]

—h “14c

(6) L
’ — e [ e A+ Ayt - Ayt . L] de.
. J

On sait que 'intégrale f e x*dx converge verszéro pourn = x
L
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12 TH. STIELTJES.

plus rapidement qu'aucune puissance négative de n. La valeur appro-
chée du second membre est done

» /—

2 s

se=s [ oA du=Aeey /T
0 n

) N ey /2T
—3)° n

Il est facile de voir maintenant que les parties que nousavons négli-

gées, /
1.—h » 0
‘]e~0 n (‘,e-—v n
/ (—) e~ de et / —) e~ v ({“,

ou

o I— ¢ ‘_1‘)_/‘_]—(’
n'ont, en effet, aucune influence sur le développement de R, suivant les
puissances descendantes de n. En effet, dans la premiere intégrale, la
plus grande valeur de ve est égale d Oe~*, O étant une fraction posi-
tive, inférieure a I'unité. On en conclut

1—h A1 1
. ( ‘,.e—v)n [RL . (S .
f =M do < et / el gy — 7 e—“/ et du,
[} S

—_—
I { i 1

et la fraction ©” décroit plus rapidement quaucune puissance négative
den. Quant a la deuxieme intégrale, en posant ¢ =1+ u, on voit qu’elle
est inférieure en valeur absolue 2

e~ ("7 :
- f (14 u)remrre Nt dy,
A4

Soit rla quantité positive supérieure a 'unité, qui satisfait a la rela-
tion

T

1+ h=e";
alors on a évidemment
u

1--u<e” pour u>>Kk

et, par conséquent,

3

- = g 1

e~ , ) e~ M a1 ——)«—'nu

7 / (L u)te=tne du < /—/ e ( " du.
& CJe
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RECHERCHES SUR QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES. 13

Le facteur qui multiplie e=* décroit encore plus rapidement que
toute puissance négative de n, et, ainsi, 'équation (6) fournit le déve-
loppement cherché

ane—a\/ (Aj—‘}“ Ag L+;——2Aa]l ...>

]{ — e a\/z_ﬂ{.r__l_’_ ‘l.fe._l.fz_*__l_ _*_.;. _I_
(7)5 " n|" 3 6" 2 el 540/ n
. (

Los VT"—I—5T3 12+I_+25
40" Py 5 IO TR 6048

On en conclut que la valeur de v, qui donne R, = o, est susceptible
d’un développement

ﬂ—@o 51 —‘,—*}-..4,

n-

dont on détermine les coefficients en substituant dans I’expression pré-
cédente et en égalant i zéro les coefficients des diverses puissances de

i , . , .
—- Nous avons posé @ =n + 1, et la racine de I'équation R, = o est
donc égale a

br B

(8) a:ﬂ+50+—+nz+~u

Bo=

8
5;—+ E:
a8

b= 55

d’oti ’on déduit encore
- I 8 16

(9) n=e—g— !;o;’)a_i—25515a2 o

4. Pour juger de 'approximation avec laquelle nous avons résolu
ainsi P'équation R, = o, nous mettons en regard 'une de Pautre la
valeur approchée donnée par la formule (8) pour n=1, 2 avec Ia
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i TH. STIELTJES.

valeur exacte, caleulée & 'aide du développement

li(er) =€ +1 “ L L

1{e?) = &€ +-102a —+ -+ -+ ...

( BT T o a1 TR

. Valeur exacte. Valeur approximative. Erreur.
SN 1,3472 1,3459 0,0013
D 2,34153 2,34141 0,00014%

On voit que 'approximation obtenue est beaucoup plus grande que
cela n’était nécessaire.

En nommant toujours N la valeur approchée de la racine de R, = o,
nous résumons ainsi le résultat obtenu :

1 1.2...(n—1)
11(8“)_’6“[** +(—‘2‘+ - - - Rn]
. 1 8 16

):({———ﬁ—‘i——“,,.,'

3 hoda 23313 @
. . . 2T
Ordre d'approximation............... eag /.

a

Nous avons ajouté comme ordre d’approximation une valeur appro-
chée du premier terme qui donnerait une valeur trop grande. Cest
donc en méme temps la limite de 'approximation que peut donner la
série semi-convergente, dans le cas ot 'on n’a pas recours au caleul
approché de R,. En multipliant par €% on voit qu’on obtient li(e)

avec une erreur de 'ordre \/ 2T
«

Soit, par exemple,

% == 10000000000,
a = 23,025831..

N = 22,692.

On doit done prendre vingt-deux termes de la série et ajouter encore
le terme suivant multiplié par A = 0,692, d'apres le procédé que nous
avons indiqué dans PIntroduction. On trouve ainsi

11 (10000000000) == 45305361 4,2227 -+ 0,5216). = 455033614, 583.

En prenant
n =123, f=0,02583...,
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RECHERCHES SUR QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES. 10

on obtiendra une exactitude un peu plus grande en calculant Ry, par
la formule (7); nous obtenons ainsi la valeur exacte

1i (10000000000) = 435055614,5866.

Remarquons que I'emploi de la série semi-convergente présente icl
un avantage réel sur 'emploi de la série convergente

€+ loga+ 2 + @ —|—a'/3 e

e 1.1 " 2.2] 3.31 7
car, en calculant vingt-trois termes de cette série, on est seulement arrivé
au plus grand terme, et il faudrait pousser beaucoup plus loin le caleul

pour obtenir Papproximation donnée par la série semi-convergente.

5. La méthode qui nous a permis de résoudre par approximation
I’équation transcendante R, = o nous sera encore tres utile dans la
suile; mais nous ne pouvons passer sous silence que dans le cas actuel
on peut donner une autre forme trés simple au terme complémen-
taire R,. Cette nouvelle forme va nous donner aussi une autre méthode
pour calculer les coefficients du développement

2
a—_—zz+(3o+—’:7‘+....

On a, en supposant o < b < a,
i (e%) = Ti(e?) +f = du,
b

et une intégration par parties donne

“(ea):ea[é+%+”_+$(”—“‘>+gn],

a* a*

a
eIL
(10) 11,1:1.2.3...11.0—“f u—n;:ldu,
a,
a, ¢tant une constante qu’il faut encore déterminer. Mais 1l est évident
que a, n’est autre chose que la valeur de @ qui annule R,, et que nous
savons calculer avec une grande approximation par la formule (8)

1 8 184

i Ap=n -+ 5 + 5—o— — T
() " ' h0dn 23513n2

+..-.
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16 TH. STIELTJES.

La relation
Rll‘—l — TH + Rll

revient maintenant a

r o Jo >
e’ dy er
(12) o\n — <7’
1+ — <1+ p
g n . n
en éerivant
8, Sz 53
) — a — n= —_+ — - .
s / ” Bo n n2 n3 ’

([3) i
\ 3 5 28,4 83
'q:alh-i—’l:;jo‘—‘l—%—‘—ni l‘)lner)2 ;31—!— ’;33_—*“3

En développant maintenant les deux membres de (12) suivant les
puissances descendantes de n, on obtient d’abord

e’ pp bl L AN '1‘, i 1
—_— == — = - — = 4 =t ) — - _,____‘3_[_.._, __;?._..‘
<I v>" 2 n 3 8 n? (4 6 48 ’

n
puis
1 1
— — 3 g3y~ 2
P—=9+§(P—q) - +.. =1 o

En substituant pour p et ¢ leurs valeurs (13), on obtient d’abord,

. . g . . 1
par identification du coefficient de — dans les deux membres,

]

B —(Be—1)*]1=14p2  ou  Po—=-+

1 .
—, --- permet ensuite de

. . 1
La comparaison des coefficients de =

calculer sans ambiguité par des équations linéaires les coefficients B,
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RECHERCHES SUR QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES. 17

8., .... Nousavons retrouvé de cette maniere les valeurs déja données

de B, et B,.

6. La considération de la fonction li(a), pour une valeur de I'ar-
gument inférieure & 'unité, conduit i une série de premiere espece.

On a
k- -
. e—u ) e~ (o
li(e ) —— du—=— ¢ — e
«© I+ ¢
a 0

et 'on obtient, par une intégration par parties on par le développe-

ment de

’
1+ ¥

(14) li(e“‘):—e—“[l———lf,—i—L.:—? ‘,._.iL__M) Rn],

a a? a? ar

R 3 W [T (Zu T ene-ay ({(
——1.2.9...0n€¢ pusonn
n tu-l [_;.‘ [¢]

a

Cette série ne donne lieu & aucune remarque particuliere; en posant
a = n +- 71, on peut développer R, suivant les puissances descendantes
de n, a 'aide des méthodes de Laplace que nous avons déja appliquées
dans le cas de li(e*); on trouve

/ /T \
fam i I i I\ I
R,L:(,"*a ) - 71"’_-,-11__)_
. n {2 4 4 12/ n
13)
(o) I T | . 1 13 T

4+ {—=n—5H5 P+~ =Nt )= ]

\ 16 24 12 24 256 ) n? |

Ce développement présente la plus grande analogie avec la for-

mule (7); dans les deux cas, e“\/% est la valeur asymptotique du

terme T,: maisiciR, ne s’évanouit pas pour unevaleur finie de v, etle
premier terme ; de la série se retrouve généralement dans le cas d’une
série de premiere espece.

On déduirait sans peine de cette expression de R, la solution appro-

, dR, ,
chée de =2 —o. Le résultat est
dn
1§ 1
0:11-5—6741—... ou II:(I——-—G—(—l——-...
S. 3
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18 TH. STIELTJES.

Etude des intégrales

“.sinau *uecosau
o s —  du.

: 2
0 o I U

. , . , elll
Considérons U'intégrale fl

--— i

s du. Au licu d'intégrer le long de

axe des X, de O vers A g.1), 0 ectuer 'intégration en
I les X, de O vers A (fig n pourra effect Uintégrat
sutvant le chemin OBCA, en ayant soin d’éviter e pointZ en le laissant

Fig. 1.
Y!
|
Bw . JC
! I
| '
; I
i |
+iY
0 A X

a gauche, ce qu'on pourra faire en déerivant autour de ce point un
demi-cercle dont nous supposons le rayon = infiniment petit. Celte
partie de P'intégrale s’évalue a

erul du e~ .=
~ ) > s — XKl — —-e "
LU =+ u—1 21 2

J u=i

Les intégrales le long de BC et CA tendent évidemment vers zéro
lorsque A et B s elomnenl indéfiniment, en sorte qu’on obtient

Tetidy _mo *jemar flv ® lem do
T ¢ ER =
J, 1w 2 [— ¢ Jios
done
. 11—z
a “sinau du e=2 g = emavdy
(16) ——— — + —
y [ u Jo I— ¢ Jia-

On trouve d’'une maniére semblable, ou en prenant la dérivée de (16)
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RECHERCIIES SUR QUELQUES SERIES SEMI~CONVERGENTES. 19

par rapporta a,

1—z )
(1) “u ucosau ¢ du e dy N = pem v (o
i — — ———— —_—
! N o 1— 2 Lae T—¢7

En employant dans le second membre de ces formules 'identité

20
.I—I—(’2:I+“2 L2 _’_]‘i_(_;
il vient
(18) [”sinau du— ' L2 7;1_.9,.;(;'211—2)471{
) w2 T a as ain—1 - Ry,

“0

L%

- 9 2 _
‘; 'le—{lv (.Ile 244
R,= [ ey —di;
1— P
] 1+

ucosau I 1.2.3 1.2...(2n—1
(19) —«f du=—=— + . +...+-———(—-—)—1—[{”.

1+ o a* at at

1z = € Anael gy
¢ 2n+1 e—av @2+l p—-a
R/z - [ ——dv¢ -+ de.

1 — ¢ 1 — ¢2

¥ 0 bl B

Nous devons maintenant obtenir d’abord le développement du terme
complémentaire suivant les puissances descendantes de n.

8. Pour embrasser en méme temps les deux cas, nous posons
‘me—av ) * (Mme—av ]
m;f I_(Zd‘.+/‘ I—_—F‘d‘,
Ylee
cta=m-+r,.

La méthode & suivre ne se distingue en rien de celle quc nous avons
déja développée a I'occasion du logamthme intégral, et il suffira donc
d'indiquer brievement les caleuls.

Dans la premiere intégrale

1-:2
I — N
(eem)™ ) e~ ds,
11— o2
0

‘,e-p:e~l—x‘7 ;._(r:\/gx-ﬁ——...,

nous posons
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20 TH. STIELTJES.

el ’on obtient

1—3(‘,6—»‘))111 N >
[ e Wdp=1e" e (1 4+ A x + A2+ .0) o
] — ¢* - T s
/1

~ 0 5\/—2—

A,, A, élant des polyndmes en 7.
Dans la seconde intégrale

»
re*"/ "
(eer )™ ) e~ de,
1 — ¢?
H

+z

nous posons

dx

ey — e~ 17 p—1=\2r+...
et I'on obtient
Z (ve)m 1 R R dr
AL etdo——— —e ¢ e (1 — A+ Ayt —. ) —-
1 ¢ 2 - @
“l4z a\/%

Le développement de S, se trouve maintenant a 'aide de

Sm::e‘“J( e (A, 4 Ay 2% - Ayt 4. ) dor,
V]

9
. 1 T 1 1 1.0 1
S, —=-e 4/ —{ A+ -A;— + A, — +...
2 m 2 m 2.2 ne-

ou bien

Q " = . TP U 11\ 1
S,=e¢\/—|n+z+{zn— 70— zn— == | =
" am 6 6 4 6 135/ m

(20)
<IT“ Tt e 1 o
(e L Lo L2
_'__jol 48 18" PV

13
288 "

_ o Bi B
On en conclut S,, = o pour n =B, + S+ -5 ou

199 6409

I
21 a=-— nm — — — ~ .
(21) 4oB250m3

- +
6 3ah0m

9. Dansle cas de I'intégrale
“sinau
f - du,
J, 1+
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RECHERCHES SUR QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES. 21

la résolution approchée de R, = o est donc donnée par les développe-
meunts

o L. T99 6409
(22) a=2n—g T 6480n  1632g6on°’
—1! 199
(23) T s T B8oa

-
sinaw
. d

2

Pour n =1, on aurait, d'aprés (22), la racine def
0
approximativement! égale a 1,86012. Pour calculer la valeur exacle,

’ . I
nous observons qu’on déduit de la formule (16), en remplacant — -,

1

1 I
par - — )
21— 2 1-+7"

o s
sinau . .
[ sdu—=1eli(e?) —Le*li(e2),

J, 1+

en sorte que I’équation arésoudre par approximation est

L ea (@t loga+ © - T “

a3 T S B 0 S B
s €+ loga a+ @ @
2 © T 2910 331 77

On trouve a = 1,85986 et ’erreur de notre formule approchée dans ce
cas extréme 0,00020.

10. En remplacant, dans la formule (21), m par 2n + 1, on trouve
que, dans le cas de I'intégrale

“ucosau an ,
— du,
PN

la résolution approchée de R, = o est donnée par les formules

5 199 64509
2 a—2n 4 = 4 > —_ X .
(2d) T8 7 32%0(2n 1) 408250(2n 1)
} i 5 199
20 N=— (@ — — — 5= ——ssen
(29) 2 - 12 6480 a

Ces formules donnent une approximation largement suffisante; en
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22 TH. STIELTJES.

prenant n = o dans (24), on aurait 0,87905 comme valeur approchée
de la racine de 'équation transcendante

-

wcosau . .

—— —du—=—4%e2li(e?) — Le*li(e®) =o.
, L@ 2 2

La valeur exacte est 0,87964.

Développement en série semi-convergente de logT'(ai).

L. Avant d’aborder le développement de logI'(a?), nous eroyons
utile de résumer ici le résultat auquel on est arrivé par I’étude du dé-
veloppement de logI'(a), en renvoyant d’ailleurs pour les démonstra-
tions au travail de M. Bourguet.

Le premier travail rigoureux sur ce sujet, gui est da a Cauchy, a son
point de départ dans cette formule a laquelle Binet était déjh arrivé,

et — 1 123 2! u

/

(26) logl‘(a):(a-%)loga~a—!—§'log27:+f< ' —}—+I>ewudu.
0

Pour obtenir le terme complémentaire sous forme finie, il est plus

avantageux de partir de 'expression
1 (7 du / 1
29T 4+ = - log — |,
I I+ u® 1— g3y

(94‘7) logT(a)=(a—1)loga—a-1tlo

a2

et I'on trouve

i1 * du i
= ; log =
TJ, 1+uw I — g7kt
{28) ;o= B By B =R
1.2a¢ 3.4a® 20 —1.2na"! "

———

I 7 1
R,=—= = - log — du.
"-‘ o 1 + o°* I — e*‘.n./lu

/

M. Bourguet trouve que I'indice du plus petit terme est le premier
I

55 et il donne comme racine
2%

approchée de R, — R,_, = o 'expression

. , e 3 ¥
nombre entier supérieur 4 ta + - +
4

3 3
T 3ara

Ta-+

REN|
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RECHERCIES SUR QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES. 23

On conclut de ce qui précede que le reste du plus petit terme est, a
fort peu pres, égal 4 la moitié de ce terme. En posanl e =n + v, on
peut développer R, suivant les puissances descendantes de n. Comme
nous aurons a exposer plus loin un calcul analogue dansle cas du terme
complémentaire d’une série de seconde espece, nous nous bhornerons
a donner ici le résultat suivant :

( e~ g 1, 5}1
sRn:\/; > 3" T8

( (1, L 17, 1 61\ 1 B
st — 5P — 5Nt — s+ — ]
1 T 7 1 3 i _’;8 i i

(29)
8 2304/ n?

On peut en déduire encore sans difficulté la résolution approchée de

n

s . dR
I’équation ~— == 03 hous lrouvons

13 13

TAT=n— 5 4+~
' gbn

1
4

[2. Nous allons nous occuper maintenant du développement de
logl'(ai). Observons d’abord que, d’apres la définition de la fonction I'
adoptée par Gauss, on a

eaz’ log

. N atl ' ai’
al(i+a){1-+—)--- {14+ —
2 n

Ense rappelant laloi de multiplication de deux nombres complexes,
on en conclut qu’en posant

I‘(ai):Liﬂl (n=x).

(30) T(ai)=Re?,

on aura

R / 5 +a”)<1 a?’ /, . (l2>

—_ . 2(1 2 - — —- — [T
b \/ @ 4 ) ( 9

¢’est-a-dire

—————
(31) 1‘:\/[7(877:;?37)

et puis

. 5 T N a . . a oy
(32) O =Lim <a logn == 5 are tanga —arctang — —...— arctang;) (n =)

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



24 TH. STIELTJES.

Il faut prendre le signe supérieur ou inférieur selon que a est positif
ou négatif, et les arcs doivent étre pris entre les limites =+ g Dans la
suite nous supposerons toujours que a est positif.

Comme I'on a

log T (ai) =1logR -+ 64,

on voit que nous aurons i nous occuper seulement du développement
de la partie imaginaire 0. On pourrait, dans cette recherche, partir de
Pexpression (32); mais il est beaucoup plus simple, comme nous le
verrons, de se servir de la formule de Binet

= I 1. 1)\ e
logT(ay=(a—1)loga—a-+ Llogax +f < — -+ —) " du.
0

w___
e*—r1 w2,

13. En établissant cette formule, on a en vue ordinairement seule-
ment les valeurs réelles de a. On voit cependant facilement que rien
n’empéche d’attribuer & @ une valeur imaginaire quelconque, a la con-
dition toutefois que la partie réelle de a soit positive. Les logarithmes
qui entrent dans la formule ont une détermination unique par la con-
dition méme que la variable ne doit jamais franchir I'axe des y.

Cependant, comme nous voulons changer @ en ai, quantité dont la
partie réelle est nulle, il est nécessaire de justifier cette opération.

Evidemment, cette application de la formule de Binet sera justifiée
si nous faisons voir :

1° Que l'intégrale

* 1 1 1 e——aui
[ —_— 4+ —) du
et —1 u 2 "
a un sens;
2° Que cette intégrale est {a limite vers laquelle tend

* ~bu—aui
I 1 I e
——— e — - — | ————du
o [l § 42 2 u

lorsque la quantité positive & décroit indéfiniment.
Le premier point est & peu pres évident, car la fonetion

®
I Pt 1 2
—_— - - = ————
et — 1 @ 2/ u W fnird
1
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RECHERCHES SUR QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES. 2
qui entre dans les intégrales

e x x
I I cosau
—— — — —l— du,
) e 1 u 2 u .

] 0

(55

[ I 1\ sinau
- — 4 du,
et — 1 u 2 u

est positive et décroissante; elle devient infiniment petite pour u = .
Le second point a établir revient & montrer que les intégrales

M= [ o([u) (1— e cosaudu,

o

. “ofu) .
N = / — (1 — e %)ysinau du,

“0

oll nous avons posé

Q(U): e —1 ;+§’

convergent vers zéro en méme temps que b.

. ol u . ‘
Nous remarquons que les fonctions ¢ (u) et 9—(1—(1 sont toujours finies,
et décomposons M en trois parties

1
o(u
M, = [ i—)(1—e“”‘)cosaudu,
22
J

A

M, = [ f—(uﬂ {1 —e~t%)ycosaudu,
Sy
C oo(u), N
M, = (e buy cosau du.
Vi

On a évidemment
1
sM,|<<:_e—b)f 9—(;—[)(111,
0

done
limM,=o pour b =o.

Ensuite

bl"l

11\[2,<f 9(u) u) ”“)du<<x——e—\/5)f J(ll)

IM, | < (1—e=¥P) o (%) log\/ é
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26 TH. STIELTJES.

s . 1
% désignant une valeur entre 1 et \/7) On en conclut
lill]}lz = 0.

Quant & M, en appliquant le second théoreme de la moyenne,

b
[ Sy b( z)dx#/(a)[ r)dac—i—f(b)f Y(x)dr,
7

-

ot la fonction f(x) doit varier toujours dans le méme sens,

\I’;A(I—e_\h>[ o(u )cosaudu—i—[ 9 cosaudu
\/)

o(u <
Mais I'intégrale [ %cosau du ayant un sens, les deux intégrales

“ 0
qui figurent au second membre convergent vers zéro et lim, = o.
On conclut de tout ce qui précede imM = o, et la méme démonstra-
tion s’applique a intégrale N; donc aussi limN = o.
D'apres cela, il est permis de changer @ en @ dans la formule de
Binet, et nous obtenons ainsi

(33) logR = {logaw — {loga — %a—'—[ 7 cosm/du,

"
s(u) .
— f A )sm nudu.

(3% O=aloga—a— p

7

o

14. Nous avons a transformer d’abord les intégrales qui figurent
dans les seconds membres. Soit

V= [ elu) e du,

Jo o

2U
en substituant E +——-»— au lieu de z(u), nous trouvons
24 4n? T

= x . =
N 2e®ti dy e_’l i
A} ::S1 ————— - du.
e J 10?4 4ll 2 llT' I -+ u?
1
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Nous avons vu déja (n°7) qu’il est permis de remplacer, dans P'inté-

grale
62'1—’1 aul
[ du,
1 -+

Y

intégration le long de P'axe des @, par une intégration le long de
I'axe des y, en évitant par un petit demi-cercle de rayon ¢ le point 7.
On obtient ainsi

1--2 - am,
= sanm i 6_' nay ({‘, * e—2wnav of o
—eTanR 4 g — + —_—
2 Jo 1—¢2 L, 1=

&1

et, par conséquent,

N 1 i
V=-log —
2 1 — e =7
1 e loo i o1 *  de los 1 )
- — — 2 OC | — e—2Tay - = [ — ¢2 og { — g iTaY
te ! 0 i 1=z Y,
done
oy~ O 1 1
35 O cos audu = ~1og ———s—>
9 k= I 6—2..(4
1—z
u) . 1 dv i
z sinau du = — -log e
=J, 1 — ¢2 L - g 2T
(36)

[
1 T de loe 1
- :: I — 2 0g [ — e—zruv
| TVl

En portant la valeur (35) dans la formule (33), on retombe sur la
valeur finie de R déja donnée [formule (31)].

15. Enemplovant dans le second membre de la formule (36) I'iden-
tite

= e S S

-

2 1 =2 1n0r ! e B/"

- Z 2200 —— —dtt = —
(37) T([ ¢ Jog ] — e 2Fav {2k —1)2 ka?h—!
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(qu’on obtient en développant en série le logarithme),

. B, .
(38)[ 2lu )Slnaua’u— B, +3_]E__+...+_—*—'—%+I"“

1.2.a Aoa?

R I 1—2 ¢2n o loa 1 N 1 S 1. (¢ ]0(’ 1 )
2T A [ — 2 O _ gimay - s [— p2 Py g 2Tay

(C’est la série semi-convergente que nous avions en vue; le terme
complémentaire se présente sous la forme de la valeur principale de

1 = g oy 1
p 2 lOg Tmav
= 1 — ¢ I — ¢ Prav

“ 0

Il est intéressant de rapprocher de cette formule la forme du terme
complémentaire dans le cas de la série de Stirling | formule (28)].

La série étant de seconde espece, il nous reste a déterminer approxi-
mativement la racine de 'équation R,= o. Pour cela, nous dévelop-
pons d’abord R, suivant les puissances descendantes de n.

. ’ 1 ’
16. Le premier terme du développement de log ———— étant
f— e ="
=2 nous considérons d’abord au lieu de R,
1

-3 (2n p—2TWav ‘ = prn e—wav
=5, = ——dv - ——dv
T— = I— ¢
0 g

ou, en posant ra —=n —+ 7,

11—z 3 2w —p\2
ce—v)2n ) ; ce—v)2n .
’ES,L::/ (—-——)—6_:"""({(’ —+ / (————),,6'2'7" ds.
0

2 PN
I— Sy 1

Le développement de S, n’est plus a trouver, nous pouvons l'écrire
aussitot d’apres le résultat que nous avons obtenu dans le n° 8. En con-
servant seulement le terme principal, il vient

Nous avons a évaluer maintenant I’erreur qu’on commet en prenant
S, au lieu de R,. Pour cela, nous développons en série le logarithme;
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le £+ 1ime terme donne lieu & cette partie de R,

o2n e—zwa//+l v
V. — .
AL f

En développant

S L N By ~»
] — ¢ Fo—

on trouve

1 {I‘(Qll—i—l)  T(on+3)

T-(A . I) _,\Zn—;—l AZIL—|—3

v

T(ank+2n—1 T ikl g—As
PN {4 —
-+ A-Zn/.'+2.‘z—l ! \‘ - P F— 2

o
en écrivant, pour abréger,
ama(k +1)=A.

Les termes diminuent d’abord et I'intégrale est de Pordre du der-
nier terme. Cest ce qui résulte, en effet, de la discussion que nous

Sln(ll
d ¢ (n° 8). La

avons faile de la série semi-convergente pour f
0

quantité a évaluer est donc positive, mais n'atteindra pas nk fois le
premier terme ou
nk T(an—+1)
m(k+1) A

En remplacant I'(2n —+ 1) par sa valeur asymptotique

= (2n n
2\,1175 '? )

N

on trouve, a cause de ta =n -+ 7,

Ill\ \ T n ]211
w(k—=-1)" ma Le(n 1)

. [ n 2n oy
ou, 81 nous remplaqons wa par n, (ll_‘_n> pare—",

nk s /—— ~27a /L
(k + 1)in+? 1)"L+7 a\ nw (/\ )2”*1 \/ nT
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La somme des termes négligés ne surpasse done pas

1 1 1
—327a . PR
€ n X n (221L+l -+ 321 -+ 42/1—4—1 s >

ou

1

Y —2Ta

—T. 5
0 22-+1 nw

T étant une fonclion qui converge vers 1 pour n = .

On voit que le facteur qui multiplie e‘”“\/l%_ décroit plus rapi-

dement qu’aucune puissance négative de n; d’olt 'on conclut que, pour
développer R, suivant les puissances décroissantes de n, on doit s’en
tenir & S,, les parties négligées n’ayant aucune influence sur ce déve-
foppement. A I'aide du n® 8, nous obtenons maintenant

1 _ema I o1 Loy 1. 5 1 Aty
‘R/z—e - -+ Y] 1i ki =7
| T 12 3 4 12 340/ n

» (T L e 13 + 323
— =Lt =+t — —
o 24" 18" 48” 1153 " 96768

I

n?

On en conclut la solution approchée de I'équation R, = o par I'une
ou Pautre des formules

1 640
(40) ra=n— -~ + 9 199 5 s
) 12 12g6o0n  3265g20n?
! 1
(_/‘]) n—xa-+ — — 99__4_....
12 12960

La série étant composée des mémes termes que ceux de la série de
Stirling, I'indice du plus petit terme sera encore, d’apres M. Bourguet,
I
32ma
que le changement de signe de R, s’opere dans le voisinage du plus
petitterme, comme cela arrivait aussi dans les autres séries de seconde

espece que nous avons étudiées.

. . ;. . 1 .
le premier nombre entier supérieur & Ta + ; + - On voit donc
4

17. Pour avoir uneidée de 'approximation avec laquelle nousavons
résolu équation R, = o, nous avons pris » = 3 dans la formule (40),
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ce qui fournit cette valeur approchée de @, qui est un peu inférieure a
I'unité @ =o0,9300. (En prenant n =1, 2, on serait conduit évidem-
ment i des valeurs de @ beaucoup trop pelites pour songer 4 appliquer
la série semi-convergente.) Pour résoudre I'équation R, = o rigoureu-
sement, il nous faut un moyen de calculer O avec exactitude. Pour
cela, nous remarquons que la série bien connue

logT(z) =—loga — € + 18,27 — 1 8,8 + 18, 2 — .

donne, en remplacant « par at,

[

O=—=—Ca+1Sa*— 18,6+ 18.a"—. ...

N

Pour augmenter la convergence, nous écrirons

0=— ‘5 — arctanga +(1— €)a
+ 38— 1@ — (S, — @+ (S, —nNa —. ...
I’équation & résoudre étant

O=aloga—a - L1 |

= 4 124 360 a3 1260 @?
nous trouvons que Ja racine est comprise entre 0,276 et 0,g277. L'ap-
proximation est trés suffisante; méme pour« =1, la formule (41) donnc
laracine de R, = o par rapport & n, avec une errcurinférieure A o,01.

Nous résumons ici le résultat que nous avons obtenu :

T(ai) =Re%.

0 | ' B, B, B, I
) —alocaa —a—5 — —— — <5 —...— —— — R,
(42) | 02 4 [.2a 3.44 (2n—1)2na**! !
: 1 199
Nerasr b 19
12 12900ma
e—?ﬁrt

Ordre d’approximation. . ...

Pour @ =1, N = 3,22; en appliquant le procédé indiqué dans I'in-
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32 TH. STIELTJES.

troduction, il vient
0 = —1,872303 — 0,000393 7.

On obtient deux limites en prenant A = o, ~ =1; la valeur A = 0,22
donne une valeur plus approchée

—1,872434.
I.a valeur exacte est

0 ——1,87243 664726243 . . .,

0 —=—107°16'37", 782,

18. Supposons que la variable z décrive la partie positive de ['axe
imaginaire, alors nous pouvons indiquer comment se comporte la fonc-

1 1 .
———. En effet, avant e
T(s) ¢

1 T
m e ﬁ s ']—{' et -—‘6 sont
les coordonnées polaires du point qui représente T(ar)’ CLnous voyons

tion holomorphe
I
que ce point décrit une spirale, le rayon vecteur se mouvant dans le
sens négatif et croissant rapidement. L’angle de la courbe et du rayon
. . . 2
vecteur, dont la tangente est 4 peu pres égale & = loga, tend vers go°.
T *

Nous avons dressé la petite Table suivante pour faire connaitre la forme
de la courbe dans le voisinage de I'origine :

. — 8. ]ﬁ- a. — 0. f{
o o

Do ... 9O, 0,0 o 2,0, ... ... 82.34,3 13,056
0,200 innn. 96.26,1 0,207 2,2, 00 =3.51,1 18,747
O feneninnn.. 101.52,1 0,433 2 f e 6i. 7,6 26,808
0,6.......... 105.37,6 0,781 2,6........ 53.28,4 38,202
0,8l 107.25,9 1,250 2,8........ 41.57,7 544277
1,000 een... 107.17,0 1,917 3,00, 29.38,8 76,919
[ P 105.19,0 2,877 3,20 0. 16.35,0 108,765
| I 101.12,3 1,256 3,400 2.48,9 153,493
1,600 96.37,0 6,230 3,6........ —11.37,0 216,201
8ol 9o.11,7 9,047 3,8........ —26.40,7 304,170
2,00 82.34,3 13,056 4,00 . ... — 42.20,2 427,271

I’angle — © commence & croitre de go° jusqu’a un certain maximum,
dont voici la détermination :

a=0,88383, — @ —107°36"1", I—I{ =1.5003.
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Apres avoir dépassé ce maximum, P'angle — O décroit constam-
ment.

19. D’apres ce qui précede, il est permis de changer a en a7 dans la
série de Stirling; en arrétant la série a son plus petit terme, Uerreur
est du méme ordre que ce terme. L’examen des conditions sous les-
quelles on peut se servir de cette série pour des valeurs imaginaires
quelconques de la variable se présente naturellement, mais nous ne
I"aborderons pas. Nous rappelons seulement que, dans le Tome 56 du
Journal de Crelle, M. Lipschitz est arrivé au résultat suivant :

B, B,

loeT(zY=1logax s—Dlogs—3 _ =R,
gl(z) =3logarm +( 2) +1.2.: (2/1——1)21152””‘+ "

Bn—l—l € i Eli

s=a+bi R'L:(le—i—l)(le—l—Z) amn+1’

el ¢’ restant compris dans les limites == 1. On suppose de plus que la
partie réelle de z, a est positive.

Comme on le voit, cette limitation de R, devient completement iliu-
soire lorsqu’on fait tendre a vers zéro; mais M. Lipschitz n’avait pas a
s'occuper du cas @ =o, et la limitation du reste auquel il s’est arrété
suffisait pleinement pour le but qu’il s’était proposé, qui était tout
autre que celui de vouloir déterminer avec exactitude quels services
cette série pourrait rendre pour I'évaluation de logI'(z).

Etude des intégrales de l'équation différentielle
d*z 1 dsz

- _ = 0.
da2+ada+‘

20. Nous rassemblons ici quelques-unes des formes principales sous
lesquelles on est arrivé a présenter les intégrales de cette équation dif-
férentielle. On trouve d’abord cette intégrale, qui est holomorphe dans
tout le plan,

a? at at
(43) J(a>:1—5§+2242—m+
ol
p §(a) 1 f—Hcosaudu
Jla)=—— — "
(44) S
S. 5
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34 TH. STIELTIES.
Une autre intégrale est de la forme
J(a)log(a) + R{a),

R(a) étant holomorphe dans tout le plan, et, intégrant I’équation dif-
férentielle par des séries, on trouve cette seconde intégrale

a? ar ] a? at . at . .
I——;—f— 3 ... IOga—%—;—- 2 2([+5)+’w(1+§+?{)_

En désignant par L () la dérivée de logl'(x), I'intégrale générale

est done )
\ XZ(—'— !)n. « (')ll)

@ ‘
( +BE(_") m[loga—’%”fl)+ ()]s
]

4L

mais la seconde intégrale dont nous nous occuperons est celle-ci :

(46) K(a):%f L8 .
i l

Vil 1

Cette définition n’a un sens que lorsque « est réel. Pour opérer la
continuation de cette fonction pour des valeurs imaginaires de I'argu-
ment, nous considérons, en supposant a réel et positif, I'intégrale

/ “"_du. On peut remplacerle chemin d’intégration OABC ( fig. 2)

\ U2

Fig. 2.

+1

par une intégration suivant la partie positive de l'axe des y, transtor-
mation analogue & celle dont nous nous sommes servi dans le n° 7.
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En supposant yu® — 1= -+ a l'origine, on obtient

* e—av 1 [ erida = eaul oy
—dv— < - s
o Vv Ly y1—u? o oVur—a

et la comparaison des parties réelles et imaginaires conduit & ces for-
mules

(47) Ka=2 (0 a2 [y,
TJy V14 TJy Vi1— w2
(48) J(a):ﬁf smaw g,
T Vur—1

La relation (47) permet de continuer la fonetion K(a) dans toute fa
moitié du plan ou la partie réelle de la variable est positive. On vérifie
aussi directement que les intégrales

* emnn " sinan
— ——du
f 7 2[[[!7 f ; 5
o VI+u o VI—uw

satisfont "'une et autre & I'équation différentielle

d?s

'

1
pladr i
da? a

a’z_l_~
T T

et que, par conséquent, K(a) est bien une intégrale de I’équation dif-
férentielle proposée.
En supposant toujours a réel et positif, nous tirons de I'équation (47)

—_— — F >
o\ 1-+- u? TJy y1—u?

(49) K(ai)= 2 du.

. i . .
©e—anidy 2 sinaui
T

Pour simplifier, nous remarquons que 'on peut, dans l'intégrale
fiﬂ—‘iﬁ, remplacer le chemin d’intégration OA par OBCD ( fig. 3).

/14
On obtient alnsi

f" e**du . (emerdu _]_f‘”e—“”du
= . -
0 \/J—a—u‘z 0 \/1——u2 1 yur—1

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC




36 TH. STIELTJES.

En changeant ¢ en — ¢ et substituant dans (49), il vient

i l‘ eau_|_ eg—au e—au ]
K(m):——:f u—!— ¢ L,
=Js \I—u- ‘ wl-—l
¢’est-a-dire
. .. . . 2 [Teaud
(50) K(ad) =—J(a)+ = ¢ __qu,
TJy \/u2 —1
Fig. 3.
Y
D
G+
0 1%

21. Nous nous arrétons un instant 3 la détermination des valeurs
qu’il faut attribuer dans ’expression de I'intégrale générale (45)a A
et & B pour retrouver la fonction K(a). Cette détermination de A et B
a é1é donnée par M. H. Weber dans le Tome 75 du Journal de Borchardt.
On peut 'effectuer aussi tres simplement ainsi qu’il suit.

D’apres la définition, on a

o 1 =
T K (a) __f cosy dy _f cosvde f cos¢ dv
2 Y ot g2 p \/"'2 —a? . \/"2 — a2

et
f cosv dy f f [ — COS ¢
—_ do
e giw ), e
—_— 2 _ 3
:loo<$/~‘—“>~f Tcose
a ” v‘;-_a-
;Zk(a)—i—looavlo g(i4-yi—a?) — / IRy / Ob‘fd‘;
2 \/ev2—a= Ji 2 a?
done

- 1 ) x
Lnn[’;'ma)ﬂoga] :10g2_f I_—_cwdwf cosedy .
o a=0 o v

1 ‘
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Le second membre est égal a log2 — ¢, ¢ désignant toujours la

- ® i
constante eulérienne. En effet, f vP=' cosvdy = I'(p) COS%— ou
A 2

)T,

1——1‘(1)—;—1)005%—

3 » Y
f oP=1 (1 — cos¢) dv ——f P~ cose dv —
0 1 P

On en conclut pour p=o,d cause de '(p + ) =1 —¢p+ ...,

1
I — COS¢ ®cost

[ —dy— de = C.
¢ . ©

“0

La relation

a=0

(31) Lim [—EK(a)«}—Ioga] =loga — €

donne sur-le-champ la détermination des constantes A et B, et il vient,
en se rappelant que $(1)= — ¢,

(a) ”Z 22(; I)n(f;) [log 2 4 d(n+ l)] .

En changeant a en az, il faut remplacer loga par loga + -4, et Ia

NI\]

(52)

Q

comparaison avec (50) conduit au développement

®e—at duy = a’n 2
- — Z a0y 1
(59) f: Vit —1 _Z 2L 4%, (2n) [}Oga-‘_vvl ‘ ])],

donné par Riemann, de P'une des intégrales de I’équation

d?z 1 ds
+ —_—
da? a da

— 3i=o,

dont ] (ar) est une autre intégrale.

22. On peut changer en intégrales définies les séries (52), (53). En
prenant la dérivée par rapport a & de la relation connue

1 . ~ N
2a—1 g 2\6—1 ((l)l([))
zf u (r1— u)Vdu= Taxl)’
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il vient, en posantensnitea =n—+ §, b=14,

1 s N
2f ugnlog(l u)duzl.S...(zn I)f[ﬁp(%)——t‘b(lli—l\}'i
0

Vi— a? 2. 4...(2n)
el
gflﬂ_duziwr_; \
Vi—w? 2 (21)
done
1.3...(2n—1) _ o2 )
TW)—“[IOOC_ZT ‘(Il—,L-l)J

2

1 w2 2
:{Zf m[np(g)—%logg —log(a —~u2)]du.
0 "’ -

En substituant cette valeur de logE + Y(n 1) dans les formules
{52), (53), il vient, aprés une légere réduction, si on observe que
“L) = — ¢ — log4,

9 +1
I cosau

K(a)‘— \/l—lt‘

. _{“‘dl +1 ean
i53) :f : —f ———[—¢—log2a(r — u*)]du.
. \/u~——1 Vi— :

[—e—logea(i—u?)]du,

23. Nous abordons maintenant le développement en série semi-con-

Fig. 4
)}
D G
B
0 At 3
. . . t eaui d(l
vergente de J (@) et de K(«). Considérons I'intégrale f ———— dont
’ 0o VI—ut

la partie réelle est ;J(a). En intégrant sur le contour fermé OABCDO
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(fig. 4),Vintégrale est nulle. Il est évident aussi que I'intégrale étendue
sur CD converge vers zéro lorsque C et D s’éloignent indéfiniment. On
voit donc que 'intégrale de O vers A est égale 2 la différence des inté-
grales sur OD et BC, en supposant que C et D s’éloignent indéfiniment.
L’intégrale sur OD s’obtient en posant u =1iv, celle sur BC en posant
w=1-1. En ayant soin de donner le signe convenable au radical

vi— «* dans le point B, il vient

! aui g ° —av _% —av
e (7 ] e o a— = 2 dy
—_— = —_—
N Vi—a? 0 \/I—i—v— \/2—{—“’

0

ou bien, en faisant attention a la formule (47).

. n——-) e—“" dv w -
(36) \[_7 =Z[J(a) — K ().

On en conclut les expressions suivantes de J(a), K(a) ou nous avons
posé encore av = u

COS<CZ TT>
T4 ? -1 1 1
J(a) = —*.———_4 ety *® - — \ du
mV2a \/ iu iu
o 2a " aa
. («=%)
sin{a— >
4 ® -1 1
—1 - e~y * ! — \ du,
mV2a _ P
f 2a 2a
sin <a 7r>
I E _1 I 1 .
K(a)=— —4 etu * -+ — \ du
mya S
55 A 2a 24
> cos(a—F)
A ° -1 1 I
— 1 __4 e—%y 2 —— du.
T2 lu {u
= JE ek
f 2 2a

M. Lipschitz développe maintenant les fonctions réelles

1 1 . 1 I
—+

.._l —_—
i i L i
1— — L+ — 1— — I+ —
2a 24 2a 2a
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3 Paide de la formule

”11—1 . u"

= e F0(0) 4+ ———— F
Fw)=F(0) + uF (o) + PIPYR Pr— (0) + —— A (hu),

) désignant une fraction positive. Il obtient ainsi

1

‘ e*u ? \ du
I lu
(59) < [} \/ +
= 1!.32. {4n—5) J
( =oym [I_ 1.2.(8(1)2 HeE 2...(2n —2) (8a)? + Rl
s —1 e *u * ! — — — ! — \ du
BTNV
(60) - f 2a \/ 2a
— 2 2,32, 52 12,3, . .(4n— 3)? ,
' =2\/n ! = B = .
\ 2V [I.Sa 1.2.3.(8a)? e 1.2...(2n—1)(8a)rt R"]

On voit qu’on obtient ainsi en méme temps le développement de
J(a) et de K(a). Quant au terme complémentaire R,, la méthode
adoptée par M. Lipschitz lui permet d’établir que la valeur absolue de
R, est inférieure 2 T,,,. De méme, R), est inférieur en valeur absolue &
T,.,- On peut resserrer un peu ces-limitations, et faire voir que R, et
R, sont positifs, ce qui entraine déja que R, est inférieur A T, et 2 T,__,,
R,aT,etaT,,,. Eneffet, on a

wid
wid

. ; T lw T ;
1— —sin%e i ‘ I+ — sin%¢ tu
2a 2a

(61) ety 2 I + I du — 4 e % 3 du
- A —_ - i -e——
wu w T
[ — — I 4 — Sln' 9
o 20 2a o
1
(62) — ¢ P 1 - 1 dv ® e u sm vdu
iu iu Ta
0 \ '—sa T+ 22 —;sin*y
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RECHERCHES SUR QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES. 1"][

En employant Uidentité

I u? sint o 4 , .

- =1— —sin*y +... = ( — 8 , . >

LR La? 2a W .
1+ sin*y 1 - —sin*¢

on retrouve les séries semi-convergentes déja données, mais avec ces
expressions des termes complémentaires

1

© =g .,

.. e tu Zsin*te
(63) R,= dv L du,

w o

\/ - ¢

Ja° i

0

1

12

o

wid
—

(63) R,=

zz/z((zue—l\/;é w oL

24. Lorsque a est grand, I'indice du plus petit terme dans chacune

K . . :
des séries semi-convergentes (59), (6o) est & peu pres égal a4 «. En
posant @ = n + v, on peut développer R, et R}, suivant les puissances
descendantes de n. Pour faciliter un peu les calculs nous remplacons «
par 2au, cot®e par e, en sorte qu'il vient

o = / et ‘211 e 2 i de
l{”—\ _; I_l_v u? G{T ’
=4 ¢+ v
I-=¢

/oa / et \2" e /u
R, = o A/ —dude,
\x—L—c (I +uy ¢

[

Lorsque n est grand, ce sont seulement les parties dans le voisinage
de u =1, v =0 qui ont une influence appréciable, et quand il s’agit
d’un développement suivant les puissances descendantes de n, on peut
borner I'intégration au voisinage de ce point u =1, ¢ = o. Considérons
R, et partageons I'intégrale en deux parties. Dans la premiere, u variera
de o & 1; dans la seconde, de 1 & .

Dans la premiere partie, on posera

Hett— ¢
8. 5

- Ly 2 .2 L /o pd . . oy
1= I—u = \oax — 303+ fpyord—. 1+ ¢ = e¥,
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et 'on trouve un résultat de la forme

\/ga‘/‘fegae_m(xiﬂ (Za,sx"ys)dxdy.

les coeflicients a, ; étant des polyndmes en v, et a, .= o lorsque s est
impair.
Dans la seconde partie, on posera

ue = e-1-% u—l:x\/z +eee,

14 ¢=—¢¥,

et I'on trouve cefte seconde partie égale &

\/ ff —2a p—2n(xd +y)[?(_1)1a1 S$ } ]d.fl d)

La réunion des deux parties conduit a 'expression

2a N
—2 —2n{xi+y?) 22T a2 ,
“\/1:&_ [‘/ HERII[ R ayy,gs 2y s da dy,

et le développement de R, suivant les puissances descendantes de 7.,

est
a [a Uy 5~ @,
-2 0,0 , o2 20
R, =—=e¢? et al et
27\ 20 s

En nous bornant aux deux premiers termes, nous avons obteuu

—_
. . a i /1 1 P\ 1
(62) te=en T G g )5 )
g 4

et, par des caleuls tout & fait semblables,

o e e e )]

Dans les deux cas, le reste du plus petit terme est a peu prés égal &
la moitié de ce terme.

25. Considérons maintenant les fonctions J(ar), K(ai). La premiere
conduit 2 une série semi-convergente de seconde espéce, dont nous
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nous occuperons plus tard. Quant & K(ar), a cause de

2 * g—aun du

K(ay=—iJ(ar) + = \/ll‘—-I

on volt (ue nous avons a nous occuper, en ce moment, seulement de

la partie réelle
R = :9-/” eiau@.
T , Ve

ou bien

? evy Zd
(67) R o= —e—“ \/ du ‘ c.
P — <1n2 u

On en déduit, par le développement,

4 n
' — ) sin* u
1 (SN \ ¢\ N 20
—_— =1— —sinfu+...= — sin** ¢ ~—oAt
L 20 2a . R
-+ sin?u ’ 1-- — sin®u
2a ' 2a
o Py 2 2 22 s 29 o 232
(68) R—eay /2 _ U | 1 .3 e .32 (an —3) —l
= 1.8a 1.2.(8a)? t.2...(n—1)(8a)y! ak

A

!

- ] 2n .
*e sin®? u d
R, = P du .
n—1 4n —3
2rTanya 14— sm u

Ce développement semi-convergent a été donné par Riemann. L’in-

dice du plus petit terme est & peu pres égal a 2a, en posant 2a =n + v,
nous trouvons

. )
: e 2 4a i,:_ .1_»9_'_L _I__\_
(69) R, =e a\/m: [ . <4n - e
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26. Nous devons nous occuper maintenant de la fonction

+1
. 1 “temavdy
J(‘”)_Ef_i Ny

En posant ¢ = —1 + 2u, il vient

a 1 —Qaud
(50) J(ai):e?/ LA
S, Vueli—u)

. I . .
Ledéveloppement de —— suivantles puissances ascendantes de u,

\/I — U
conduit sans aucune difficulté & cette série semi-convergente

Y (ar) — et 1 N 12 12.3?2 N
Iai)=e amal 1.8a  1.2.8ay )’

donnée par Riemann, mais on n’obtient point ainsi une expression
simple du terme complémentaire.
Pour nous débarrasser du radical y1 — «, nous observons que

S
¢ tde om
0 v»{—_I—u—\/l_u’
en sorte qu’il vient

4
7 26“‘“"([11
=1 al)__ d"
(71) ’2f / Tl— a4+

L’intégration dans le second membre s’étend sur la bande infinie
VOAB (fig. 5) de largeur OA = 1, et Uintégration, par rapport & «, ne
s’étend que jusqu'd u =1. Afin de franchir cette limite et de pouvoir
étendre I'intégration sur une bande VOCD d’une largeur arbitraire
OC =L, nous observons que

Boz —_—
v 2dy v *dy o k4 k2 4¢
s = 2 qog (AEVE e
/0 ¢—k k5+sv—/{~ k k—i—\/kz—‘
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Si donc nous excluons du champ d’intégration la bande infiniment
étroite limitée par les deux droites paralleles

1—u—+v=—==>Xg,

nous pourrons étendre dans (71) 'intégration sur la bande de lar-
geur L, VOCD; car, en intégrant d’abord par rapport a ¢, équa-

Fig. 5.
VI B D
M

i

|

J /

; 7

‘ V4
o it c (

tion (72) montre que les parties qu'on ajoute ainsi se détruisent. En
faisant croitre L indéfiniment, nous écrivons sommairement

et e—2au du do
(53 J(al) = = v. f f —)
(73) (at) = p. . \/uv

le sens précis qu'il faut attacher a cette formule résultant des explica-
tions qui précedent.

27. En employant maintenant I'identité

1 I 7 un—1 ur

= '~ L
I-—u—+ T4 (1+v)2+ (I—|—v)"+(I+v)"(x—zt+(:)’

on a évidemment

o V'L £
v. p. ufe—?a* dudy _ v 2dy ukﬂ%e—‘-’a“ du
(1 p)h~1 V/up y (1 e)Ert S

_ T Tk +3) Tk +3)

T(k+1) (2a)k+% ’
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et il vient

7 )= 2,3 2 32,.. —3)2
(74 J(at) =e 1t 1? 12,32 12,32, . .(2n R,,],
v () 2aw I_!_1.8(14— I.2.(8a)2+"'+ 2,,_(n——1)(8a)fl—l+

(=5) . ur 20 duds
79, n-— *\ p/ f (1+v)”(1—u+v) \/l(_V

(est cette expression du terme complémentaire, sous forme d’inté-
grale double singuliére, qui va nous permettre de résoudre avec approxi-
mation I’équation transcendante R, = o.

28. Nous posons 2a == n + 1 et nous développons R, suivant les
puissances descendantes de n. L'intégrale

f ue=*\"* e %% dudy
v. p. —
I4+¢) 1—u+v¢ \/uv
se décompose natarellement en deux parties P et Q, que nous allons

considérer séparément.
Dans la premiere partie P, qui est positive, on a

1—u -+ 92¢;
dans la seconde partie négative Q,

I—u-+-0S —¢,

aximum pour u =1, v = o, et 'on ob-

Fig. 6.

tient la partie principale de P en intégrant seulement sur cette partie
p I 8 p
du champ &’intégration qui forme le voisinage du pont A. Toutefois,
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a cause de la ligne de discontinuité AM, il faut y ajouter une bande l¢
long de cette ligne AM. 1l en est de méme évidemment pour la partie Q,
et il faudrait donc évaluer P et Q en étendant I’intégration sur I'aire in-
diquée dans la fig. 6; mais, au lieu de cela, nous intégrons d’abord
seulement sur une aire dont la forme est indiquée dans la fig. 7.

Fig. 7.
Vi

Nous négligeons donc de continuer indéfiniment la bande le long de
la ligne de discontinuité. Nous verrons plus tard que ce procédé est
légitime.

29. L’évaluation de I'intégrale P, étendue sur I'aire indiquée, s’ob-
tient par un changement de variables.

Nous définissons d’abord une fonction o (x) pour des valeurs posi-
tives de « par les relations

te—t—e—1-%% 1—t=o(x),

en supposant que ¢ varie de o & 1. La fonction ¢(a) est positive et
constamment croissante, (o) ==o0, 9{(x) =1. Pour des valeurs suffi-
samment petites de x, on peut développer o (o) suivant les puissances
ascendantes des «; nous avons déja trouvé (n°2)

olxy=Voao—2a%+ Voot drat. .

Nous introduisons maintenant, dans 'intégrale P, les nouvelles va-

riables &, y, en posant
ue— v
I+

1—u+c=g(x).

ot e*i‘x‘—.‘"’
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On voit d’abord que le long de AM (fig. 7) x est constant et infini-
ment petit, tandis que y varie de o & oo. Ensuite, d’apres la définition
dep(x), on voit que, pour v = 0, on a aussi y = o, et, le long de OA,
x varie de o 4 o. Nous avons donc seulement & nous occuper de cette
partie de U'intégrale qui correspond & de petites valeurs de « et de y;
mais, pour des valeurssuffisamment petites de « et de y, on peut dé-
velopper « et v suivant les puissances croissantes de @ et de y; ces
développements ne contiennent évidemment que les puissances paires
de y. En éliminant ¢, on a

uem* =f{u + o(x)]e -7
Le premier terme du développement de « étant 1, on a
=i ar 4 B4yt 0t eyt 4. .,

et 'on détermine sans difficulté les coefficients «, B, v, ... par la mé-

thode des coefficients indéterminés. Le développement de ¢ se trouve

ensuite a4 'aide delarelationv =u—1 + = > (). On obtient ainsi
u:x—\/gx+%x2—+—]-—-\/2x3+ \/Ovcv-— .

:}'2[1-{-\/290—f—%xi—i—-ﬁ—gyzxs——v/;xy‘-’-f. L

Il importe surtout de remarquer que tous les termes de ¢ sont divi-
sibles par y*, car nous avons observé déja que v et y s’annulent en méme
temps. On conclut des développements précédents

Vi1 = Ve st Ly B e

T e v« fo

[y s 3 /5
Ve =ri+ivaz ot 4 Ve ar— 1\ B ayi o

Acause de u =¢+1— o(x),ona

du dy do

dz — dz  dr’
du dy

dy ~ dy

du de die de dv dsy

dy dz dr dy — dy az’

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



RECHERCHES SUR QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES.

Ea
D

en sorle qu’il vient

ue—-u n e dI,( d B * N .
[/ ' _‘ — 520 e @+ )T dedy,
I+ ¢ I—u—+¢ vl(((? v

d d I
T— enlg{x)—¢1 o ) s} ——
T — enleix ]dlvloog(l)d}/(\/w\/l}

et, par le développement de T,

‘ we—®\" et dude
) L+ ¢ L— - ¢ \/ﬁ
R ! ey T . :
( = e”-“f / Ty P [Ta,s2"ys]dxdy.

L’intégration s’étend de & = ¢/t et de y = o jusqu’a certaines va-
leurs positives de « et de y, que nous pouvons déterminer maintenant
par la condition que la série Za,,2"y* soit absolument convergente. [l

Yig. .

n’est pas méme nécessaire d'étendre le champ d’intégration aussi loin
que possible, et il reste un grand arbitraire dans cette détermination.
La seule chose essentielle & remarquer, c’est que cette détermination
ne dépend en aucune fagon de n. Les coefficients a,; sont des poly-
nomes en 7 ¢t @, = o lorsque s est impair (fig. 8).

30. En traitant d’'une maniere analogue Uintégrale Q, nous définis-
sons d’abord une fonction ¢,(x) pour les valeurs positives de I'argu-
S. -

/
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ment en pOSﬂn[
te—t=— =127, t—1=o,(2).

¢ vartant de 1 A . Puis nous posons

ue~v
1T+ ¢

:e'l_xﬁ*yi,
T—u—+¢=—o(x).

Le long de AM (fig. ) « est positif infiniment petit, y varie de o

a . Lelong de AU, y = o et x varie de 0 & .
In achevant le calcul comme tout a 'heure, il vient

/‘ ue U\ e fn du dv
1+9¢) 1—u+v Jue

(77)
) =— e‘zf‘ffe—”u"‘ﬂ‘"’) % [X(—1)'a, 2"y da dy.

\

L’intégration s’étend encore de x =y}, y = o jusqu’a certaines
valeurs positives de « et de y. Nous pouvons maintenant, dans les for-
mules (76) et (77), étendre l'intégration jusqu’aux mémes limites
supérieures de « et de y. En réunissant les intégrales, les parties qui

deviennent infinies pour & = o disparaissent, et il vient

f f ue—uN\"*  eg—hn du dv
V. p. —
1 . 1+ ¢ I1—u-tv9 \/uw

— 9 er-—-zaffp—n(xu_y-:) [Zam*l,?s(rz:').es] dr d)'-

Dans le second menbre, 'intégrale

ffe~n<xi+yf) x?r'),is dr (/_)'
» »
f [ e (XY p2raes g dy
0o ’ :

(ue par une quantité qui converge vers zéro plus rapidement qu'aucune

ne differe de
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puissance négative de 2, et nous obtenons enfin le développement
cherché

Con L T uer\r et dudy T . Ay 0+ s :
{(78) v.p. - e = — e g+ L
PN I L — \/uv an 2n ;

Nous n’avons pas intégré, il est vrai, le long de toute la ligne de
discontinuité; mais, comme le résultat augquel nous arrivons reste le
méme en changeant dans une certaine mesure les limites supérieures
de x et de y, on voit par la méme que les parties un peu éloignées de A
de la ligne de discontinnité n’ajoutent & l'intégrale que des parties
gu’on doit négliger tant qu’il ne s’agit que d’un développement suivant
les puissances descendantes de n.

31. En exécutant les calculs que nous venons de décrire, nous avons
trouve

!
2 +a
(79) Rn —e \/ — l:'ﬂ -+
™n-

et de 1a nous concluons la résolution approchée de I'éguation R,= o
par une ou 'antre des formules

@

1 .
—|—(,io.‘n5—z§~n-~.—‘ln—;—:—9)~+...J,

7
. ; D7
(80) va=n —2 %2-(;—”,
/3_
(81) n :2(1-!—%—3:,(’)0-
24

Pour avoir une idée de 'approximation obtenue, nous avons caleulé
la racine de I’équation

|+a2+ at N oa // N 1? . 12,32, (2n—3)*
2? a0 T ara|  n.8a T ra...(n—1)(Sa)i}

pourn =1, 2, 3, 4.
YVoiel les résultats :

Racine Valeur approximative
n. de B, = o. d’aprés (So’. Erreur.
0,2579 0,3015 — 0,0436
2. e 0,7190 0,7341 — 0,0131
S J 1,2038 1,2116 — 0,008
Gevreiniii . 1,6955 1,700} — 0,0049y
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Pour de plus grandes valeurs de n, I’erreur diminue encore, et les
formules (80), (81) suffisent pleinement 4 notre but.
Riemann, en donnant la série semi-convergente, écrivait

Y —— pat 1 [1.3...(2n—1D)]?
Ha=e \/—2—; E 1.2...n(8a)” ’

n<2a+1

et il ajoutait qu’on ne peut calculer ainsi J(a¢) qu’en négligeant des
parties de 'ordre e=* vis-a-vis de l'unité. Le résultat auquel nous
sommes arrivé confirme et précise ces indications.

1
n

Etude de la fonction P(«)=

1 et — 1

32. Nous allons étudier maintenant 4 notre point de vue le déve-
loppement en séric semi-convergente donné en 1861 par M. Schlomilch
de la fonction

(Zeutschrift fur Mathem. und Physik, t. VI).
En suivant d’abord V'analyse de M. Schlémilch, nous partirons de
ces formules

. s
sinmu 1 I
2 1 .y
(82) f emu_ldu_k—k
0
o

1 —cosmu du
- - T =1 1 — i
/ ey =+tm+4flog(t—e ") —1llogm,

(83)

0

dont la premiere se trouve dans les Exercices de Calcul intégral de
Legendre (t. II, p. 189). On peut 'obtenir sans difficulté a P'aide du
développement

S

1 2 :
PR —-2Tnu
eimu g - € *

1
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La formule (83) se déduit de (82) par une intégration par rapport

am.
217

En remplacant m par = 2, -+, 22, on déduit de (82)
a « a

I

Z = <1—|— ‘e — >——n
= an
— 1

*  du 2nu
+ | o bm—+>m—-+ .~ sin ===
erm— g a
4]

.Ul .o2nu .o2nu 2nu 12
2({8In— -, ..+ SIn = SIn + |1 —CcoS—— ) cot —-
a a a a 2a

Enajoutant a cette équation celle-ci, qui est une conséquence de (83),

el

—-= a du
o.—_———alogzn—i—n—|—aloga—|—alog<1——e “)—za —_— —>

on obtient

2n

1 1 I < — =
Z — =a 1—;—;—!—...—|———]0g2n>+aloga—+—alog t—e “)

2 2n

0

2nu
I— €08
du o 2 nu 2a u a
—i—[ sin — — ——cot— | —————— du.
P a o u 2a e — 1

En faisant croitre indéfiniment n, V'intégrale

(8%) P(a)y =a(loga+ €) + +
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. “ /2 1 —C0S2 2nu
(8)) Jn,:a (;_COt‘E erTan au

0

] , 2 u . . .
C’est en développant — — cot —» suivant les puissances croissantes
de u, que M. Schlomileh a d’abord obtenu cette série semi-convergente
remarquable

B: B: B;

T a.2

(86) J

Tn(2ny ezt T R

Mais il s’est glissé une erreur dans cette analyse, et le résultat ob-
tenu par M. Schlémileh, que R, ne surpasserait jamais en valeur abso-

lue = T,,,, est nécessairement inexacte d’apres les remarques que nous

T
2
avons développées dans 'Introduction.

Dans le Tome 11 de son Cours d’ Analyse, M. Schiomich est revenusur
cette série, en la rattachant cette fois a la formule sommatoire de Mac-
laurin, il arrive & ce résultat que la valeur absolue de R, ne peut sur-
passer

B,.B, e 1 2n Bn—H 1/t 1 .
1.2...(2n) a“( ) 2 2\>‘ g(g "“m)ln-

II

33. Pour discuter cette série a notre point de vue, nous nous servi-
rons de cette formule

“havdy [/ 1
8‘ - V. [ 3 _— 1.
(87) J.=v.p [ — 2 P drlay

0

Nous devons indiquer d’abord comment on peut passer de la for-
mule (85) & la formule (87).

A cause de
d /!
2 u \ hu
LAY N T
u 2 Amirr— a2
1

Gawudu 11— cos2nu
/l - [ R elran __ 4

on obtient d’abord

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



RECHERCUES SUR QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES. 53
ou
*x 7 7 3
Javdy 1 — cosimnre
(88) ']'L :Zf .2 PRIrav :
I— ¢ etirav__y
0

Maintenant on a

[‘”iavdcr 1 —coshmnre  [1TF = bee

[ — 2 e'ﬂtfr(w 1 - -+ -+ ’

“0 “0 Ltz 11—z

et, sl nous posons pour abréger 4=r =0, j=*ra=c,
[l+€ fas dv 1 — cosnby
S, 1—¢F e’ —1
s,adu( cosnbu) I— 1t i 1w 1 ’
= — (1 — ¢cos —
o R? osnbu 2— 1 efii—ui g 9 - ecittui gy
. hal1—u 1 I+ u I - . .

La fonction 2= : — — est finie et continue

wl2—u ectt—ul 1 o= eclTH g

dans le voisinage de u = o, et, en appelant M sa valeur pour unc cer-
taine valeur de  comprise entre o et ¢, nous avons

el ’ ’ L N
Jav 1—cosjmnrre sinjmnre)
/ 1 g2 gimirav g dv = +M{e— )

A s ’Tm

En faisant eroitre n indéfiniment, les intégrales

1—2
havdy cosimnare ® havdv cosiT nre
T % gimrav —; T ot e
0 143

convergent vers zéro; donc

Lim

n=w
I—z J
hav dy “ havdy i \
—_— _4_ . =
- A [ — ‘;2 604 Trav I — g2 et “roav __ TR
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et, en faisant tendre vers zéro ¢,

» w
. avdy 1— coshmnre hav dy T
Lxmf i oshmnre 4, p.f T
0 0

n=2o= I— 2 evmirav ¢ 1 — 2 etTirav __ g

L’équation (88) conduit donc a cette expression de J_,

- *hay di i o “ havdy p I .
=V.p. 2 sTiray =V.p. 52 =yrraa
1—vy e —1 , 1—¢ Ar?ar

34. Eu faisant usage maintenant, dans la formule (87), de I'identité

2
o2

== B el e G = >
I— ¢- I—¢-

nous retrouvons la série semi-convergente (86) avec cetle expression
du terme eomplémentaire

Lavyr+tlde 1 »
(89) R, =v. pf 1 — ¢? I<4772ap/'

En effet, on trouve

® : ;
I8} k-1 p ) — _ k
(90) ,fo ¢ <47:‘-’av> i b 2k (2! a®F’

en substituant pour la fonction P la série qui sert de définition et en
faisant usage de la relation connue

=1y B, 1
(QI) o emay g - 4/1 ])l.'l’/".

35. L’expression du terme complémentaire que nous venons d’ob-
tenir donne facilement la résolution approchée de R, = 0. On a

1 . — AnTtay
P <47,-2a‘,> — etTav L g p—8Tiav 4. == }‘_f(n)e—wz:um’

/(r) désignant le nombre des diviseurs de n. Mais, quand il s’agit de
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RECHERCHES SUR QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES. 57
développer la racine de R, = o, suivant les puissances descendantes
de n, on ne doit retenir que le premier terme e=*=<. Apres les explica-
tions du n° 16, ou se présentait un cas analogue i 'occasion du déve-
loppement de logT'(ai), il ne semble pas nécessaire d’'insister plus long-
tempssur ce point, car cela reviendrait A répéterh peu pres ce que nous
avons dit Ia. La résolution approchée de

) Z 2n+l e—’wﬁfav dv
V. P e 5 =0
| — 2
¢

se déduit aussitot du résultat du n° 8, par un simple changement de
lettres, et il vient

) ‘o ant 2 199

[ amta=2n — Y,
) 6 ' 32%0(2n+1
, . 5 190

{93) n—=oarta-— — — —/————,
o 12 2{)92‘) na

et la valeur approchée de R,, en posant 27*a = n + 7,

.. . s ' 35
i R, = 8qe—*+7*2 e — — }-
L9+) d \/Qn 4+ 2(\‘ 12>

‘ Lol Sotor 199 ans (A o
On peut, du reste, négliger le petit terme Sororin dans (93), et

rendre ainsi simplement 2w2a — % pour valeur approchée de la ra-
12 p
cine de R, = o.

36. Les expressions précédentes montrent I'extréme approximation
que la série semi-convergente permet d’obtenir. L’ordre d’approxima-
tion est e”*™¢ \/:a et déja, pour @ =1, 'erreur ne porterait que sur

la dix-septieme décimale. Aussi nous prenons, pour exemple, cette va-
leur beaucoup plus petite @ =1. On trouve N = 4,52 : il faut donc
prendre quatre termes el ajouter encore le cinquieme terme, multiplié
par une fraction A approximativement égale 2 0,52. On obtient ainsi

P (1) =o0,0190210 — 0,0000415 ],

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



58 TH. STIELTJES. — RECHERCHUES SUR QUELQUES SERIES, ETC.

et, pour & = 0,52,
P (1) =0,0180904;
la valeur exacte est
0,018g992.

L’approximation avee laquelle nous avons réselu I'équation R, = o
ne laisse ricn a désirer.

Vi el approuve :
Paris, e 3o mars 1886.
Le Dovex nr y Facvrre nes Screxces,

i. HEBERT.

Permis d’imprimer ;
Paris. e 30 mars 1886.
LLe Vice-Recreur peE v'Acaniwir ne Paris,

GREARD.
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SECONDE THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Exposer les recherches récentes sur la loi de la variation de la den-
sité a I'intérieur du globe terrestre.

Vu et approuse
Paris. le 30 mars 1886.
Lt Doven ne 1y Facvite pes SCIENCES.

E. HEBERT.

Permis d’imprimer :
Paris, le 30 mars 1886.
I.e Vice-Recreuvn pE L'Acapksie pE Paris,

GREARD.

o

Paris. — Imprimervie de GavrmEr-ViLLiRs, quai des \ugustins, 55.
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