
N° D'ORDRE 

377. THESES 
PRÉSENTÉES 

A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE PARIS 
POUR OBTENIR 

L E G R A D E D E D O C T E U R È S S C I E N C E S M A T H É M A T I Q U E S , 

PAR M . P. A P P E L L , 
É L È V E A L ' É C O L E N O R M A L E S U P É R I E U R E . 

1re THÈSE. — SUR LES PROPRIÉTÉS DES CUBIQUES GAUCHES ET LE MOUVEMENT 

HÉLICOÏDAL D'UN CORPS SOLIDE. 

2e THÈSE. — PROPOSITIONS DONNÉES PAR LA FACULTÉ. 

Soutenues le 20 juin, devant la Commission d'Examen. 

MM. PUISEUX, Président. 

BOUQUET, 

BONNET, 
Examinateurs. 

PARIS, 
GAUTHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

DE L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE, DU BUREAU DES LONGITUDES, 

SUCCESSEUR DE MALLET-BACHELIER, 

Quai des Augustins, 55. 

1876 



ACADÉMIE DE PARIS. 

FACULTÉ DES SCIENCES DE PARIS. 

D O Y E N . 

M M 

MILNE E D W A R D S , Professeur. Zoologie, Anatomie, Phy­

siologie comparée. 

PROFESSEURS H O N O R A I R E S 
DUMAS. 

PASTEUR. 

DELAFOSSE. 

PROFESSEURS. 

CHASLES 

L E VERRIER 

P. DESAINS. 

LIOUVILLE 

PUISEUX 

HÉBERT 

DTICHARTRE 

JAMIN 

SERRET 

H. S t e -CLAIRE DEVILLE 

DE LACAZE-DUTHIERS.. 

Géométrie supérieure. 

Astronomie. 

Physique. 

Mécanique rationnelle. 

Astronomie. 

Géologie. 

Botanique. 

Physique. 

Calcul différentiel et intégral. 

Chimie. 

Zoologie, Anatomie, Physio­

logie comparée. 

BERT 

HERMITE 

BRIOT 

Physiologie. 

Algèbre supérieure. 

Calcul des probabilités, Phy­

sique mathématique. 

BOUQUET. Mécanique et physique expé­

rimentale. 

TROOST . 

W U R T Z . . 

FRIEDEL 

Chimie. 

Chimie organique. 

Minéralogie. 

A G R É G É S . 
BERTRAND.. 

J. VIEILLE. . 

PEL1GOT 

Sciences mathématiques. 

Sciences physiques. 

S E C R É T A I R E . PHILIPPON. 

2937 PARIS. — IMPRIMERIE DE GAUTHIER-VILLARS, SUCCESSEUR DE MALLET-BACHELIER, 

Quai des Augustins, 55. 



A MA MÈRE. 

P. APPELL. 



PREMIÈRE THÈSE. 

SUR LES 

P R O P R I É T É S D E S C U R I Q U E S G A U C H E S 

E T L E 

M O U V E M E N T H É L I C O Ï D A L D'UN C O R P S S O L I D E . 

1. Depuis les travaux de Möbius sur les cubiques gauches, ces courbes 

ont été l 'objet de nombreuses recherches, dont les plus importantes sont 

celles de M. Chasles et de M. Schröter . M. Chasles a montré (Journal 

de Liouville, 1 8 5 7 ) qu'il existe, par rapport aux cubiques gauches, un 

système de pôles et de plans polaires, de même qu'il existe, par rapport 

aux coniques, un système de pôles et de polaires. La démonstration des 

propriétés de ce système de pôles et de plans polaires fait l 'objet de la 

première partie de notre travail. Cette démonstration nouvelle repose 

sur ce fait que les cubiques gauches sont des courbes unicursales et 

sur l'emploi d'une relation involutive entre trois séries d'éléments va­

riables X,, X 2 , X 3 , définie par une équation de la forme 

K.1X\ + B{1X+-\Ï* + W) -+- C(X, + 1, -4- >.3) -+-D = o . 

Pour montrer l 'analogie entre ces propriétés des cubiques gauches et 

les propriétés des pôles et polaires dans les coniques, nous indiquerons 

une démonstration de ces dernières propriétés, fondée également sur ce 

fait que les coniques sont des courbes unicursales et sur l 'emploi de 

l 'involution du deuxième ordre entre deux séries d'éléments X , , X 2 , dé­

finie par une équation de la forme 

А > ч л ! + В ( > 1 , ч - > 2 ) - + - С = о . 

1 



La comparaison entre ces deux démonstrations nous fera acquérir la 

notion d'une relation segmentaire entre deux groupes de trois points 

en ligne droite, qui semble devoir jouer , dans la géométrie des cubiques 

gauches, un rôle analogue à celui que joue dans la géométrie des co­

niques la relation segmentaire appelée division harmonique, entre deux 

couples de points en ligne droite. 

2 . Le système des pôles et des plans polaires, par rapport à une cu­

bique gauche, a des propriétés identiques aux propriétés du système 

des plans et de leurs foyers, dans le déplacement d'un corps solide entiè­

rement libre, propriétés qui ont été établies par M. Chasles (Comptes 

rendus, 1 8 4 3 ) . Cette identité de propriétés conduit à deux problèmes : 

le premier consiste à déterminer les cubiques gauches correspondant 

à un mouvement hélicoïdal donné, le second à déterminer le mouve­

ment hélicoïdal correspondant à une cubique gauche donnée. La réso­

lution de ces deux problèmes fait l 'objet principal de la deuxième Partie 

de notre travail. Nous indiquerons de plus, dans cette deuxième Partie, 

quelques propriétés des cubiques gauches qui nous semblent nouvelles. 

PREMIÈRE PARTIE. 

3. Comme nous l'avons dit, la démonstration des propriétés indi­

quées repose sur l 'emploi d'une relation involutive du troisième ordre 

entre trois séries d'éléments, relation définie par une équation de la 

forme 

( 1 ) A>., 1, >.3 4- B [1, l2 4- l-X 4- ).31, ) 4- C ( >., 4- >.2 4- A3 ) 4- D — o. 

Nous montrerons d'abord comment on peut déduire les propriétés des 

pôles et des polaires dans les coniques de la considération de l'invo-

lution du second ordre entre deux séries d'éléments, définie par une 

équation de la forme 

(2) A X , > 2 4 - B ( X , 4 - 4 - C = : 0 



et nous suivrons ensuite pour les cubiques gauches une marche tout à 

fait analogue. 

Donnons d'abord une interprétation géométrique de ces deux rela­

tions (1) et ( 2 ) . Considérons une droite Ox et supposons que les para­

mètres X, et X 2 de la relation ( 2 ) représentent les abscisses de deux 

points M,, M 2 de la droite; sur la droite Ox il y a alors deux points 

doubles M' et M", dont les abscisses X' et X" sont les racines de l'équation 

d'où 

AÀ 2-f- 2 B X + C = 0 , 

A A 

B C 

La relation ( 2 ) peut s 'écrire en remplaçant et ^ p a r leurs valeurs 

ou 

2 I X - (A, -4- X,) + A") + 2 À ' } . " = O, 

( A , - / ' ) (X,— A") -F- ( X , - X") ( X , - X') = o , 

ou encore 
M1 M ' . M 2 M " + M M " . M, M' = o , 

relation qui montre que les deux points M, et M 2 sont conjugués har­

moniques par rapport aux deux points M', M". Cette signification géomé­

trique de la relation (2 ) est bien connue ; nous ne l'avons établie ici que 

pour montrer d'une manière analogue la signification géométrique de 

la relation ( 1 ) . Considérons, en effet, une droite Ox et supposons que 

X,, X 2 , X 3 représentent les abscisses de trois points M 0 M 2 , M 3 de la 

droite. Sur la droite Ox il y a alors trois points triples, M', M", M'", dont 

les abscisses X', X", X'" sont les racines de l 'équation 

d'où 

A X 3 - t - 3 B X 2 + 3 C X - f - D = o 

X' -+- X" -4- X ' " = — •> X' X" -+- X" X'" -t- X'" X' — ^ , X' X" X'" = — • 
A A A 

La relation ( 1 ) peut alors s 'écrire 

3 X , X , X 3 - (X,X,-+- X 2X 3 -+- X 3X,) ( X ' + X " + X'") 

+ ( X, H- X2 -r- X3 ) ( X' X" - 1 - X" X'" -+- X'" X' ) - 3 X' X" X'" = o , 



ou bien 

( > . - * ' ) ( >= - X" ) ( * , - X " ) 4- {X, - À" ) ( h - A'" } ( > . , - À' j 

4- (X, — X'") (X, — À') ( X i - X » ) = o 

et enfin 

(3) M 1 M ' . M 2 M " . M 3 M ' " 4 - M 1 M " . M 2 M ' " . M 3 ' M ' 4 - M . M M M j M ' . M s M " ^ o , 

ce qui donne la signification géométrique de la relation ( 1 ) . 

Il semble que cette relation géométrique entre deux groupes de trois 

points doive jouer dans la géométrie des cubiques gauches le même 

rôle que la division harmonique dans la géométrie des coniques. Re­

marquons la forme particulière que prend la relation ( 3 ) quand deux 

des points M 1 , M 2 , M, coïncident. Supposons que M3 coïncide avec M 2 : 

la relation ( 3 ) s'écrit alors 

mais 

M , M ' M J V F ^ M, M " 

MTM 7 + m; M" + -Ma M'" — o ; 

M , M ' = M , M 2 4 - M 2 M ' , 

M , M " = M , M 2 - F - M 2 M " , 

M , M " ' = M 1 M 2 4 - M 2 M " ' . 

En substituant à la place de M, M', M, M", M ( M'" ces valeurs, on voit que 

l'on a 
3 i i i 

MM, ~ MM1 + MTM7/" + MTÎVP ' 

Le point M1 est donc alors le centre des moyennes harmoniques du 

point M 2 par rapport aux points triples M', M", M". 

Si trois points variables d'une droite M 1 , M 2 , M 3. vérifient la rela­

tion ( 1 ) , ou, ce qui revient au même, la relation ( 3 ) , nous dirons que 

ces trois points forment une involution du troisième ordre ayant les 

points M', M", M'" pour points triples. Dans une pareille division, on 

peut choisir arbitrairement deux des points, M 2 , M 3 , par exemple; le 

troisième point M1 est alors déterminé ; il y a de plus réciprocité entre 

les trois points homologues M 1 , M 2 , M 3 . Nous verrons plus loin quel­

ques autres propriétés de cette involution du troisième ordre. 



4 . Voyons maintenant comment on pourrait établir la théorie des 

pôles et des polaires dans les coniques. Une courbe du second ordre est 

une courbe unicursale ; en d'autres termes, on peut exprimer les coor­

données d'un point de la courbe en fonction d'un paramètre par des 

équations de la forme 

A chaque valeur de X correspond un seul point de la courbe, et à 

chaque point de la courbe correspond une seule valeur de X. Nous 

dirons que deux séries de points M 1 , M 2 de la conique sont en involu­

tion si à un point M1 de la première série correspond un seul point M 2 

de la deuxième, et s'il y a réciprocité. Soient X, et X 2 les valeurs du pa­

ramètre correspondant aux points M,, M 2 ; il y a évidemment entre ces 

deux paramètres une équation de la forme 

( 2 ) A X , X , + B(X, -+- X 2) + C = o . 

Il est clair qu'en joignant les points homologues M 1 , M 2 de l'involu-

tion à un point fixe O de la conique, on forme autour de ce point deux 

faisceaux de droites OM 1 , OM2 en involution. Une pareille involution 

de points sur une conique est déterminée par deux couples de points 

homologues, car la relation (2) ne contient que deux constantes arbi­

traires. Nous dirons de même que deux séries de droites tangentes à 

une conique forment une involution, quand à une tangente de la pre­

mière série correspond une seule tangente de la deuxième, et qu'il y a 

réciprocité. Les points d'intersection des tangentes homologues avec 

une tangente fixe de la conique forment sur cette droite une involu­

tion. Une involution de tangentes est déterminée par deux couples de 

tangentes homologues. Il est évident que les tangentes à une conique 

aux points homologues de deux séries de points en involution sur la 

conique sont des tangentes en involution, et, réciproquement, que les 

points de contact des tangentes homologues de deux séries de tangentes 

en involution sont des points en involution. 

Les droites passant par un point fixe coupent une conique en deux 

séries de points en involution et, comme une involution est détermi­

née par deux couples de points homologues, on voit que les droites jo i -
2 



gnant les points homologues de deux divisions en involution sur une 

conique passent par un point fixe. De même, les tangentes menées à 

une conique des différents points d'une droite fixe forment deux séries 

de tangentes en involution, et, réciproquement, les points d'intersec­

tion des droites homologues de deux séries de tangentes en involution 

sont sur une droite fixe. 

De ce qui précède il résulte immédiatement que, si d'un point fixe P 

on mène des sécantes à une conique, et si l'on mène les tangentes aux 

deux points d'intersection avec la conique de chacune de ces sécantes, 

le lieu du point d'intersection de ces tangentes sera une droite, la droite 

des contacts des deux tangentes menées du point P à la conique; et, ré­

ciproquement, si de chaque point d'une droite fixe D on mène les deux 

tangentes à une conique, les droites joignant les deux points de contact 

passent par un point fixe, intersection des tangentes à la courbe aux 

points où elle est rencontrée par la droite D. Ces deux théorèmes ren­

ferment toute la théorie des pôles et des polaires. Nous allons établir 

pour les cubiques gauches deux théorèmes analogues. 

5 . Une cubique gauche est, comme on sait, l ' intersection de deux 

surfaces du second ordre ayant une génératrice commune. Une cubique 

gauche est une courbe unicursale, c'est-à-dire que les coordonnées d'un 

point de cette courbe peuvent s 'exprimer rationnellement en fonction 

d'un paramètre. 

En effet, prenons deux points fixes A et B sur la courbe ; un plan 

passant par la droite AB coupera la courbe en un seul point variable 

dont les coordonnées seront, par suite, des fonctions rationnelles du 

paramètre dont dépend la position du plan. Ces fonctions rationnelles 

sont évidemment du troisième degré : 

D'ailleurs toute courbe définie par des équations de cette forme est 

une cubique gauche; en effet, il est aisé de s'assurer qu'en joignant un 



point fixe de cette courbe à tous les points de la courbe on forme un 

cône du second ordre. 

Nous dirons que trois points variables M 1 , M 2 , M 3 de la cubique 

forment une involution du troisième ordre si , deux d'entre eux étant 

choisis arbitrairement, M1 et M 2 par exemple, le troisième M 3 est par­

faitement déterminé, et s'il y a réciprocité entre les trois points M 1 , 

M 2 , M 3 . Comme à un point M de la cubique il ne correspond qu'une 

valeur du paramètre X, et qu'à une valeur de ce paramètre il ne corres­

pond qu'un point de la courbe, on voit que les trois paramètres X ( , X 2 , 

X 3 , correspondant à trois points M 1 , M 2 , M 3 en involution, sont liés 

par une relation symétrique du premier degré par rapport à chacun 

d'eux. Cette relation est de la forme 

(1) AX,X 2 X, -+- B ( X , X 2 + X,X 3 + X 3X.) -+- C(X, -4- X2 + Xs-L^J», 

Dans cette involution de trois points M,, M 2 , M 3 sur une cubique, il 

existe trois points triples, c'est-à-dire trois points pouvant chacun être 

considérés comme trois points homologues confondus. En effet, si les 

trois points M1, M 2 , M 3 sont confondus avec le point M, on a 

Xi — X2 — X3 — X : 

donc 
A X 3 - f 3 B X 2 - h 3CX-4- D = o . 

Les trois racines X', X", X'" de cette équation donneront les trois points 

triples M', M", M'". 

Il est essentiel de faire remarquer que les points triples sont trois 

points homologues de l ' involution. On a, en effet, 

X' l" À'" = — ? , X' X" -4- X" X'" -4- X"'X' = ^ , X' -4- X" + X w = - ~ : 
A A A 

d'où il résulte que l'on a aussi 

AX'X"X"'-r- B(X'X"-4- X"X"'-4- X"'X') + C(X '-4- X"4- X'") -4- D = o . 

Remarquons aussi qu'il existe deux points N1 et N 2 sur la courbe dont 

l 'homologue N 3 est indéterminée. Ce sont les deux points dont les pa­

ramètres µ1 et µ2 vérifient les deux équations 

A ¡¿1 f̂ 2 -+- B ( p., + f i 2 ) -t- C = o , 

B f*t p 2 -4- C ( p, + [J., ) -h D = o 

2 . 



ou l'équation unique 

M'(AC — B J) -+- f i (AD — BC) -h BD — C ' = o. 

On voit que, si les deux valeurs pi, et \i2 sont imaginaires, les trois va­

leurs X', X", X'" correspondant aux points triples sont réelles. S i , au con­

traire, p., et /x 2 sont réels, une seule des valeurs X', X", X'" est réel le . 

6 . Étant donnée sur la cubique une involution de trois points Ml, 

M 2 , M3, considérons une corde D de la cubique, c'est-à-dire une droite 

s'appuyant en deux points sur la courbe. Les plans (DM,), (DM 2 ) , (DM 3 ) 

déterminés par la droite D et les trois points variables M,, M 2 , M 3 for­

ment une involution du troisième ordre, ce qui signifie qu'ils déter­

minent sur une transversale quelconque des points mt, m2, m3 formant 

sur cette transversale une involution du troisième ordre comme nous 

l'avons définie. 

Soient M', M", M"' les points triples de l'involution sur la cubique ; 

les trois plans (DM'), (DM"), (DM'") coupent la transversale considérée 

en trois points m', m", m", qui sont les points triples de l 'involution 

formée sur cette droite par les points m1, m2, m3. On a donc la rela­

tion suivante : 

m,m'.m2m".m3m'" -f- m, m"'. m2m'",m3m' + mx m'".m,m'. m3m"= o. 

On déduit de là la relation suivante entre les dièdres formés par les 

trois plans variables ( D M , ) , ( D M 2 ) , (DM 3 ) et les trois plans fixes (DM') 

(DM"), (DM'") : 

(4) 
sin M, M' sin M, M" si n M 3 M'" + sin M, M" sin M 2 M'" si n M 3 M ' 

-4- sinM.M'" s i n M , M ' sin M 3 M" = o, 

sin M 1 M' désignant le sinus du dièdre des plans (DM,) , ( D M ' ) , . . . et 

ainsi des autres. 

Cela posé, remarquons que les trois points d'intersection M,, M 2 , M 3 

d'une cubique avec un plan variable passant par un point fixe P for­

ment sur la cubique une involution du troisième ordre. En effet, deux 

des points M, et M 2 étant choisis arbitrairement sur la courbe, le plan 

( D M 1 M 2 ) coupe la cubique en un troisième point M 3 parfaitement dé­

terminé, et il y a réciprocité entre les points M 1 , M 2 , M 3 . On pourrait 



aussi vérifier que, en prenant l 'équation d'un plan passant par un point 

fixe et cherchant les trois valeurs du paramètre correspondant aux trois 

points d'intersection de ce plan avec la cubique, on a entre ces valeurs 

une relation de la forme indiquée (1 ) . 

Un point triple d'une pareille involution est évidemment le point de 

contact d'un plan osculateur à la courbe mené par le point donné. 

Comme il y a trois points triples et que ces points triples sont trois 

points homologues de l 'involution, on peut mener par le point P trois 

plans osculateurs à la courbe et les trois points de contact sont sur un 

plan passant par le point P. Voyons aussi quels sont les deux points N1 

et N 2 de cette involution dont l 'homologue est indéterminé, Deux points 

N 1 , N 2 étant choisis sur la courbe, leur homologue N 3 est indéterminé 

en même temps que le plan P N 1 N 2 . Or ce plan n'est indéterminé que 

si les trois points P, N 1 , N 2 sont en ligne droite ; donc, par un point P 

on peut toujours mener une droite PN1 N 2 s'appuyant en deux points 

N, et N 2 , réels ou imaginaires, sur la courbe. Il résulte de plus, de la re­

marque faite à la fin du n° 5 , que, si les deux points N, et N 2 sont ima­

ginaires, les trois points de contact M', M", M" des plans osculateurs 

menés à la cubique par le point P sont réels, et que, si les deux points 

N, et N 2 sont réels, un seul des trois points M', M", M'" est réel . 

Réciproquement, étant donnée une division en involution sur une 

cubique les plans déterminés par trois points homologues M 1 , M 2 , M 3 , 

passent par un point fixe P . Cela résulte de ce que la relation involu­

tive (1) ne contient que trois constantes arbitraires, de sorte que la 

division est déterminée par trois ternes de points homologues. Alors, 

étant donnés trois ternes de points homologues et le point P d'inter­

section de leurs plans, l 'involution qu'ils déterminent coïncide forcé­

ment avec celle que l'on obtient en coupant la courbe par des plans 

menés par le point P . 

7 . Nous dirons aussi que trois plans osculateurs variables p,, p2, p3 

d'une cubique gauche sont en involution si, deux d'entre eux étant 

choisis arbitrairement, p, et p2 par exemple, le troisième p3 est déter­

miné, et s'il y a réciprocité entre les trois plans p1, p2, p3. Il y a alors 

entre les paramètres qui déterminent ces plans, c'est-à-dire entre les 

paramètres de leurs points de contact, une relation de la forme ( 1 ) . Cela 



revient à dire que les points de contact de trois plans osculateurs va­

riables en involution sont trois points formant une involution, et que 

les plans osculateurs en trois points variables en involution sont des 

plans formant une involution, ce qui est évident. Dans une pareille 

involution de plans il y a trois plans triples p', p",p"' qui sont en même 

temps trois plans homologues de l 'involution. Il y a aussi deux plans 

osculateurs dont l 'homologue est indéterminé. 

Considérons une droite fixe D, intersection de deux plans oscula­

teurs fixes de la cubique q1, q2. D'un point quelconque M de cette droite 

on ne peut mener qu'un plan p oscillateur à la cubique, différent des 

plans fixes q1 et q2. Donc trois plans homologues, p2, p3 de l'involu­

tion coupent la droite D en trois points variables, M,, M 2 , M 3 formant 

sur cette droite une involution du troisième ordre. Les points triples 

de cette involution sont les points M', M", M", où la droite D est coupée 

par les plans triples p', p", p'". On a donc sur la droite D la relation seg-

mentaire ( 3 ) . 

Les plans osculateurs menés à la cubique d'un point variable d'un 

plan fixe P sont trois plans en involution. En effet, deux plans oscula­

teurs p, et p2 étant choisis arbitrairement, leur droite d'intersec­

tion coupe le plan P en un point d'où l'on ne peut mesurer qu'un troi­

sième plan p3, osculateur à la cubique. De plus, il y a réciprocité entre 

les plans p1, p2, p3. Les plans triples d'une pareille involution sont les 

plans osculateurs à la cubique aux trois points où elle est rencontrée 

par le plan P. Ces trois plans osculateurs se coupent en un point du 

plan P, car les plans triples sont trois plans homologues. Les deux plans 

dont l 'homologue est indéterminé sont deux plans osculateurs, tels que 

leur droite d'intersection soit située dans le plan P ; donc, étant donné 

un plan P, il y a toujours deux plans osculateurs se coupant suivant 

une droite du plan. Ces deux plans osculateurs sont réels si le plan P 

coupe la courbe en un seul point réel ; imaginaires si le plan P coupe la 

courbe en trois points réels. 

Étant donnés des plans osculateurs d'une cubique en involution, le 

lieu des points d'intersection de trois plans homologues est un plan. 

Cela résulte de ce qu'il suffit de trois ternes de plans homologues pour 

déterminer l ' involution. Alors, étant donnés trois ternes de plans ho­

mologues et le plan P passant par leurs trois points d'intersection, l 'invo-



lution que déterminent ces trois ternes de plans coïncide avec celle que 

l'on obtient en menant les plans osculateurs à la cubique des différents 

points du plan P. 

8 . Nous appelons plan polaire p d'un point P le plan passant par les 

points de contact des trois plans osculateurs menés à la courbe par le 

point P. D'après ce qui précède, le plan polaire p d'un point P passe 

par ce point. Nous appelons de même pôle d'un plan p le point de con­

cours P des plans osculateurs à la cubique, aux trois points où elle est 

rencontrée par le plan p. Le pôle d'un plan est sur ce plan. Il résulte des 

théorèmes précédemment démontrés que, si un plan variable passe par 

un point fixe P, son pôle décrit le plan polaire p du point P ; et que, si 

un point variable décrit un plan fixe p, son plan polaire passe par un 

point fixe P , pôle du plan p. Le plan polaire d'un point de la cubique est 

le plan osculateur en ce point, et le pôle d'un plan oscillateur est le 

point de contact. 

Soit une droite D, intersection de deux plans p et p' ; soit A la droite 

joignant les pôles P et P' de ces plans. Si nous prenons un point M quel­

conque sur la droite D, comme ce point se trouve à la fois dans les 

deux plans p et p', son plan polaire passera à la fois par les pôles P et P' 

de ces plans, il passera donc par la droite A. S i , au contraire, nous pre­

nons un plan quelconque passant par A, ce plan, passant à la fois par 

les pôles P et P' des deux plans p et p', aura son pôle sur l ' intersection 

de ces plans, c'est-à-dire sur la droite D. Inversement, le plan p o ­

laire d'un point quelconque de A passe par D et le pôle d'un plan quel­

conque passant par D se trouve sur A. Les deux droites D et A forment 

un couple de droites conjuguées par rapport à la cubique. Par exemple, 

une droite joignant deux points de la courbe et la droite intersection 

des deux plans osculateurs en ces points forment un couple de droites 

conjuguées. 

Il est évident que, si une droite décrit un plan, sa conjuguée passe 

par le pôle du plan; et, réciproquement, si une droite passe par un point 

fixe, sa conjuguée est située dans le plan polaire du point. 

9 . Cherchons le lieu des pôles des plans parallèles à un plan fixe. De 

pareils plans peuvent être considérés comme passant par une même 

droite éloignée indéfiniment ; le lieu de leurs pôles est donc une droite. 



Appelons cette droite le diamètre conjugué de la direction commune 

des plans parallèles. Tous les diamètres sont parallèles. Pour le dé­

montrer, il suffit de faire voir que, quelle que soit la manière dont un 

plan s'éloigne indéfiniment, le pôle du plan s'éloigne à l'infini, toujours 

dans la même direction. Le pôle d'un plan est le point d'intersection 

des plans osculateurs aux points où le plan coupe la cubique. Quelle 

que soit la manière dont un plan s'éloigne à l'infini, les plans oscula­

teurs aux points où il coupe la cubique tendent vers trois plans limites 

qui sont les plans osculateurs à la cubique, aux points à l'infini de cette 

courbe. Ces trois plans osculateurs sont parallèles à une même direc­

tion, car le pôle d'un plan éloigné indéfiniment est à l 'infini, et cette 

direction est celle suivant laquelle le pôle du plan considéré est allé à 

l 'infini. Elle est donc indépendante de la manière dont le plan s'est 

éloigné indéfiniment. Par chaque point de l 'espace il passe un diamètre 

conjugué du plan qui a son pôle en ce point. 

Parmi tous les diamètres d'une cubique, il en est un seul qui est per­

pendiculaire à la direction de son plan conjugué : ce diamètre est l 'axe 

de la cubique. Nous arrivons ainsi à ce résultat important qu'une cu­

bique possède un axe . Nous verrons plus loin suivant quelles lois 

simples les éléments de la courbe sont distribués autour de cet axe. 

1 0 . Il peut arriver qu'une droite soit à elle-même sa conjuguée, 

c'est-à-dire qu'une droite D coïncide avec sa conjuguée A. Cherchons les 

propriétés de ces droites. Pour qu'une droite soit à elle-même sa con­

juguée , il suffit que le pôle d'un plan p passant par la droite soit sur la 

droite. En effet, menons par la droite un autre plan quelconque; ce 

plan passant par le pôle du plan p aura son pôle dans ce plan, mais il 

contient son pôle; ce pôle ne peut donc être situé que sur la droite don­

née, intersection du plan p et du plan mené par la droite. La droite est 

donc bien alors le lieu des pôles des plans qui la contiennent. Il résulte 

de ce qui précède que l'on peut dire aussi : pour qu'une droite soit à 

elle-même sa conjuguée, il suffit que le plan polaire d'un point de la 

droite passe par la droite. L'une quelconque de ces deux conditions 

est évidemment nécessaire. 

Par chaque point de l'espace il passe donc une infinité de droites qui 

sont à elles-mêmes leurs conjuguées; toutes ces droites sont dans le plan 



polaire du point. Dans chaque plan de l'espace il se trouve une intinité 

de droites conjuguées d'elles-mêmes : ces droites passent toutes par le 

pôle du plan. 

Une droite qui rencontre deux droites conjuguées D et A est à 

elle-même sa conjuguée. En effet, le pôle du plan déterminé par 

la droite donnée et par la droite D, par exemple, est à l 'intersection de 

ce plan avec la droite A, c'est-à-dire sur la droite donnée, ce qui suffit 

pour que celle-ci soit à elle-même sa conjuguée. Réciproquement, si 

une droite est conjuguée d'elle-même, et si elle rencontre une droite D, 

elle rencontre sa conjuguée A. En effet, le plan déterminé par la droite 

donnée et par la droite D a son pôle à la fois sur la droite donnée et 

sur A ; donc ces deux droites se rencontrent. Il résulte de là que deux 

droites quelconques D, D' et leurs conjuguées A, A' sont quatre généra­

trices d'un même hyperboloïde. En effet, considérons l 'hyperboloïde 

défini sur les trois droites D, D', A. Une génératrice de cette surface 

rencontrant les deux droites D et A est à elle-même sa conjuguée ; elle 

rencontre aussi D' , et, comme elle est à elle-même sa conjuguée, elle 

rencontre A' conjuguée de D' . La droite A' est donc sur l 'hyperboloïde. 

Si une droite rencontre l 'axe principal d'une cubique et lui est per­

pendiculaire, elle est à elle-même sa conjuguée. En effet, menons par 

une pareille droite un plan perpendiculaire à l 'axe principal; le pôle 

de ce plan sera à l ' intersection de ce plan avec l 'axe, c'est-à-dire sur la 

droite considérée, ce qui suffit, comme on l'a vu, pour que celle-ci soit 

conjuguée. Il résulte de là que le plan polaire d'un point contient la per­

pendiculaire abaissée de ce point sur l ' axe . En particulier, le plan oscu-

lateur en un point d'une cubique gauche contient la perpendiculaire 

abaissée de ce point sur l 'axe de la courbe. Comme autre conséquence 

du théorème précédent, remarquons qu'un plan perpendiculaire à 

l 'axe rencontre deux droites conjuguées D et A et l 'axe lui-même en 

trois points en ligne droite. En effet, la droite jo ignant le point d'in­

tersection du plan avec l 'axe au point d'intersection avec la droite D 

est à elle-même sa conjuguée; elle rencontre donc A. 

Cette conséquence peut encore s'énoncer de la manière suivante. 

Par deux droites conjuguées par rapport à une cubique D et A et l 'axe 

de la courbe, on peut faire passer un paraboloïde dont les génératrices 

sont perpendiculaires à l 'axe. Mais, dans un paraboloïde, trois généra-
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trices d'un même système sont parallèles à un même plan; d'où il 

résulte que la perpendiculaire commune entre la droite D et l 'axe est 

perpendiculaire à la droite A; d'ailleurs cette droite rencontre A. Donc 

la perpendiculaire commune à deux droites conjuguées rencontre l 'axe 

et lui est perpendiculaire. 

1 1 . Cinq droites choisies arbitrairement peuvent toujours être consi­

dérées comme cinq droites conjuguées d'elles-mêmes par rapport à une 

certaine cubique gauche. En effet, nous verrons plus loin que l 'équa­

tion du plan polaire d'un point par rapport à une cubique gauche con­

tient cinq constantes arbitraires. En exprimant que cinq droites sont 

conjuguées d'elles-mêmes, on a cinq équations de condition qui déter­

minent ces cinq constantes. Les équations étant du premier degré, le 

système des pôles et des polaires est entièrement déterminé quand on 

connaît cinq droites conjuguées d'elles-mêmes. 

Voyons comment on pourra construire géométriquement le pôle 

d'un plan, ou le plan polaire d'un point. S i , parmi les cinq droites 

données, nous en choisissons quatre, les deux droites D1 et A 1 , qui 

rencontrent ces quatre droites, sont deux droites conjuguées par rap­

port à la cubique. Nous savons en effet que, si une droite rencontre une 

droite conjuguée d'elle-même, sa conjuguée la rencontre aussi; dans 

le cas présent, la droite D, rencontre quatre droites conjuguées d'elles-

mêmes : sa conjuguée les rencontre donc aussi; elle coïncide donc 

avec A 1 . Si nous associons d'une autre manière quatre des cinq droites 

données, nous obtenons deux nouvelles droites conjuguées D 2 et A 2 . 

Pour avoir alors le plan polaire d'un point P , il suffit de mener par ce 

point deux droites, l 'une rencontrant D, et A,, l 'autre D 2 et A 2 . Le 

plan de ces deux droites est le plan polaire du point P . 

Pour avoir le pôle d'un plan p, il suffit de mener deux droites de ce 

plan rencontrant, l 'une D, et A, , l 'autre D 2 et A 2 ; ces deux droites se 

coupent en un point qui est le pôle du plan p. Du moment que l'on sait 

construire le plan polaire d'un point donné et le pôle d'un plan donné, 

on sait construire la conjuguée d'une droite donnée, ainsi que les 

droites conjuguées d'elles-mêmes. 

Voyons enfin comment on déterminera l 'axe de la cubique. Pour 

cela, considérons deux couples de droites conjuguées D, et A 1 , D 2 et A 2 . 



La perpendiculaire commune d, à D, et A, rencontre l 'axe et lui est 

perpendiculaire ; de même la perpendiculaire commune d2 à D 2 et A 2 

rencontre normalement l 'axe : cet axe est donc la perpendiculaire com­

mune à d1 et d2. 

1 2 . Cherchons maintenant la forme de l 'équation du plan polaire 

d'un point. Soient x, y, z les coordonnées courantes; x,,y{, z{ les coor­

données du pôle; l 'équation cherchée doit être linéaire en x,, y,, z,, car, 

si l'on pose x = a, y = b, z = c, on doit avoir pour le lieu du point 

(xty,zt) un plan, le plan polaire du point (abc). L'équation la plus 

générale linéaire en xyz, xtytz{ est 

{kx, + Bj, -4- Cz , + D ) i + [k'x, -h B'j, + C z , + D'.r) 

-+- ( k"xt -h W'yl + C"z, + D" ) z + A'"x, + Bwr, H- C"'z, + « ' " = o. 

Mais, comme le plan polaire d'un point contient ce point, cette équa­

tion doit être vérifiée par 

x = x1} J = J „ Z—.Z,; 

il faut donc que l'on ait 

A = o , B ' = o , C " = o , D " ' = o , 

B + A ' = o , C + A " = o , C ' - f - B " = o , 

D -+- A " ' = o, D'-+- B"'= o, D" -+- C"'= o. 

Posons 
— B = A' = y, C = — A " = ( 3 , — C' = W'=cc, 

D— — A ' " = a, W— — B " = b, D" = — C = c ; 

l 'équation est alors 

( j3z ,— yy,-t-a)x + (yx,— xzi + b)y-h(xy, — (3z,-)-c) z—axt — byt — c z , = = o , 

ou bien 

(Pz, — (a? — 3T|) + (y^I — AZI + 6) ( / — y , ) -4- («y, — (3z, -+-c) (3 —z,) = O. 

Comme le lieu des pôles des plans passant par un point fixe est le 

plan polaire du point, il faut que l 'équation soit symétrique en xyz, 

xlylzK, ce qui a lieu dans l 'équation précédente. On peut, en effet, la 
3 . 



mettre sous la forme suivante, où la symétrie est en évidence : 

a( 2J'—yz,)-^^(xz,—zx,) + y(yxi— xy,) + a[x—xs) + b(y— y,) + c{z—zi)—o. 

Voyons ce que devient cette équation si l 'on prend pour axe des z un 

diamètre de la cubique, et pour plan des xy le plan conjugué de ce dia­

mètre. Il faut, dans ce cas, que l'équation du plan polaire d'un point 

de l 'axe des z se réduise à z = z{. Or, en faisant dans l'équation 
x \ — Y\ = °» elle devient 

$Zxx — ocZ,y -H (ix + by^r c[z — z,) = o. 

Pour que cette équation se réduise a z == z,, il faut 

B=x=a=b=o. 
L'équation du plan polaire du point (x t y { z % ) devient alors 

xy, — yx, — k[z — z, ) = o, 

en posant 

It •= H 
y 

Supposons, en particulier, que l'on ait pris pour axe des z l 'axe de 

la cubique. Les coordonnées sont alors rectangulaires. Soit 

xy, — yx, — h ( z — z,) = o 

l 'équation du plan polaire du point (x,y,zt). La forme même de cette 

équation nous permet de faire une remarque très-importante. Cette 

équation, en effet, ne change pas si l 'on transporte l 'origine des coor­

données en un autre point de l 'axe Oz, car il n'y entre que la différence 

(z — zf). Elle ne change pas non plus si l 'on fait tourner le système 

des axes coordonnés autour de Oz, car alors z et z, ne changent pas, et 

la différence xy, —yx,, que l'on peut considérer comme le moment 

d'un certaine force par rapport à Oz, reste invariable. Donc le système 

des pôles et des plans polaires par rapport à une cubique se superpose 

à lui-même si on le fait tourner autour de l 'axe de la cubique ou glisser 

le long de cet axe ; ou bien, en d'autres termes, le système des pôles et 

des plans polaires par rapport à une cubique reste le même si l'on fait 

tourner la cubique autour de l 'axe et si on la transporte parallèlement 

à cet axe. 



1 3 . Il résulte de là que, pour étudier la position des plans polaires 

des différents points de l 'espace, il suffit de voir comment varient les 

plans polaires des différents points d'une perpendiculaire à l 'axe, per­

pendiculaire que nous pouvons toujours supposer être l 'axe des x. 

Cherchons l 'équation du plan polaire d'un point de l 'axe des x ayant 

pour coordonnées 
JT, = 0 , Zx = O, X,=X<,. 

Cette équation est 
yx, -h kz = o. 

Elle montre que le plan polaire passe par l 'axe Ox, ce que nous savions 

déjà, et que l 'axe de ce plan fait avec l 'axe de la cubique Oz un angle s 

donné par la relation 
OC o 

t a n g e = — j -

La tangente de l 'angle que fait l 'axe du plan polaire d'un point avec 

l'axe de la cubique est donc proportionnelle à la distance de ce point à 

l 'axe. En particulier, la tangente de l 'axe du plan osculateur à la cu­

bique en un point avec l 'axe de la courbe est proportionnelle à la dis­

tance de ce point à l 'axe. 

D'après ce que nous avons vu, si l'on prend pour axes de coordon­

nées un diamètre et son plan conjugué, l 'équation du plan polaire 

conserve la forme 

xyi — yxx — h' [z — Zi) — o. 

Voyons quelle relation il y a entre ce paramètre k' et le paramètre k, 

qui se rapporte à l 'axe de la cubique. Pour cela transportons les axes 

parallèlement à eux-mêmes au point 

x = x„ y = o, z — o ; 

puis prenons pour nouveau plan des xy le plan ayant son pôle en ce 

point, ce qui revient simplement à faire tourner l 'axe des y dans le nou­

veau plan des zy d'un angle z. Les formules de transformation sont 

x = x'-+- Xo, z — z'-\-y' sina, y=y' cose. 

En substituant dans l 'équation 

xy, —yxi — k{z — zi)=o. 



nous avons 

Mais tangs = — le terme (y\ — y') disparaît, et il reste l 'équation 

On voit donc que l'on a 

Le paramètre k' est le même pour tous les diamètres également dis­

tants de l ' axe; il est le plus petit possible pour l 'axe lui-même. 

1 4 . Cherchons les équations de la droite conjuguée d'une droite 

donnée. Soient 

x = az -+-p, y—bz-¥-q 

les équations d'une droite D. Pour avoir les équations de la droite con­

juguée A, il suffit de prendre l'équation du plan polaire du point 

x = p , y = q , z=zo, 

et celle du plan polaire du point 

x T *. 
z. — ao, — — a, — = o. 

z z 

On a ainsi les équations 

qx—py — Jez — o, b x ~ a y - h k = o 

ou bien 

Appelons r la distance de la droite D à l 'axe, p la distance de la droite 

A à l ' axe ; (DZ) l 'angle de la droite D avec l 'axe, (AZ) l 'angle de A avec 

l ' axe . On a 



d'où 

Mais on a aussi 

d o n c 

et, par raison de symétrie, p tang(DZ) = k. 

Ainsi l 'angle d'une droite avec l 'axe ne dépend que de la distance 

de sa conjuguée à l 'axe. En particulier, si les deux droites conjuguées 

sont rectangulaires, on a, parce qu'elles sont parallèles à un plan paral­

lèle à l 'axe, 
t a n g ( D Z ) t a n g ( A Z ) = i; 

donc, pour de pareilles droites, 

r p = h*. 

Ainsi le produit des distances à l 'axe de deux droites conjuguées r ec ­

tangulaires est constant. 

Cherchons enfin la condition pour que la droite D soit conjuguée 

d'elle-même : cette condition s'obtiendra en exprimant que la droite D 

coïncide avec sa conjuguée A. El le est donc 

dans ce cas, on a 

pb — nq •+- k ~ o ; 

/• tang(DZ) = k. 

Le produit de la distance à l 'axe d'une droite conjuguée d'elle-même 

par la tangente de l 'angle qu'elle fait avec l 'axe est constant. Ce théo­

rème s'applique en particulier aux tangentes de la cubique gauche 

qui sont toutes des droites conjuguées d'elles-mêmes. 



DEUXIÈME PARTIE. 

1 5 . Nous avons ainsi établi dans la première Partie les propriétés 

des pôles et des plans polaires (P , p) par rapport à une cubique gauche. 

On connaît d'un autre côté (CHASLES, Comptes rendus, 1 8 4 3 ) les pro­

priétés d'un système de plans p ' et de points P' obtenu en faisant cor­

respondre à un point P' d'un corps solide en mouvement le plan p ' 

mené par ce point perpendiculairement à sa vitesse, et à un plan p ' le 

point P' dont la vitesse est perpendiculaire au plan. La comparaison 

des propriétés des systèmes ( P , p ) , ( P ' , p ' ) montre qu'il y a identité 

complète entre ces propriétés. Nous sommes ainsi conduit à nous poser 

deux problèmes. 

Le premier consiste, étant donné le mouvement hélicoïdal d'un 

corps solide, à déterminer les cubiques pour lesquelles le système des 

pôles et des plans polaires (P , p) coïncide avec le système des points P' 

et des plans p ' relatif à ce mouvement. Dans le deuxième nous nous 

proposons, étant donnée une cubique gauche, de déterminer un mou­

vement hélicoïdal tel que le système des points P' et des plans p ' relat if 

à ce mouvement coïncide avec le système des pôles et des plans polaires 

( P , P) par rapport à la cubique donnée. 

1 6 . Résolvons d'abord le premier problème : 

Etant donné un mouvement hélicoïdal, déterminer les cubiques gauches 

correspondantes. 

Prenons, pour simplifier, pour axe des z l 'axe du mouvement héli­

coïdal. Soit V la vitesse de translation le long de cet axe, w la vitesse 

angulaire de rotation autour de l 'axe. L'équation du plan p', ayant son 

pôle P' au point (xtyfz,), sera 

ou 

en posant 



On voit que l 'axe du mouvement hélicoïdal est l 'axe principal de 

toutes les cubiques qui lui correspondent, et que le paramètre k, relatif 

à toutes ces cubiques, est le rapport Considérons une de ces cu­

biques : la vitesse d'un de ses points {se,y, z) doit être normale au plan 

osculateur en ce point, la vitesse de ce point ayant pour projections 

— wy, wa?, V, on doit avoir 

Ces conditions peuvent se remplacer par les deux conditions sui­

vantes : 

(1) 

mais la deuxième de ces conditions est une conséquence de la pre­

mière. Les cubiques cherchées doivent donc vérifier l 'équation diffé­

rentielle ( 1 ) , et toutes les cubiques satisfaisant à cette équation diffé­

rentielle répondent à la question. Remarquons en passant que toute 

courbe vérifiant l 'équation différentielle ( 1 ) est telle que, si on la sup­

pose liée à l 'axe, la vitesse de chacun de ses points est normale au plan 

osculateur en ce point, et que chacune de ses tangentes est conjuguée 

d'elle-même. Chacune de ces courbes peut donc servir à définir le sys­

tème des points et des plans (P , p). Comme il n'y a qu'une équation 

différentielle, on peut choisir arbitrairement la projection d'une de ces 

courbes sur le plan des xy, l 'équation (1) donne alors z par une inté­

grale. L'expression {xdy — ydx) représente le double de la différen­

tielle de l 'aire S décrite par le rayon vecteur allant de l 'origine des 

coordonnées à un point variable de la projection de la courbe sur le 

plan des xy. L'équation ( 1 ) peut donc s 'écrire 

Donc, pour toutes ces courbes et en particulier pour les cubiques 

gauches, la variation de l 'aire décrite par le rayon vecteur allant de 

l 'origine des coordonnées à la projection d'un point variable de la 
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courbe sur le plan des xу est égale à la variation de la hauteur de ce 

point multipliée par la constante 

Revenons maintenant à la recherche des cubiques gauches vérifiant 

l 'équation différentielle ( 1 ) . Remarquons que pour une cubique x, y , z 

peuvent s 'exprimer rationnellement en fonction d'un paramètre va­

riable \ . Donnons-nous les expressions de x et y en fonction de ce pa­

ramètre et cherchons à déterminer z de manière à vérifier l 'équation (1) . 

Supposons les fractions rationnelles en X décomposées en fractions 

simples 

(2) 

d'où 

on doit avoir 

ou bien 

Décomposons les fractions rationnelles du deuxième membre en frac­

tions simples 

La décomposition étant ainsi faite, on peut intégrer immédiatement ; 



mais, z devant être fonction rationnelle de X, les termes en ^ — » = r ~ ~ r ' 
' A — a A — o 

doivent avoir leurs coefficients nuls. En écrivant que ces coeffi­

cients sont nuls, on a les conditions 

(3) 
A B ' — B A ' _ В С — С В ' _ C A ' — A C F _ Д 

(a— by ~ (b — c'f ~~ {а —с)2 ~ ' 

Ces conditions étant supposées remplies, on a, en intégrant, 

En appelant h la valeur commune des rapports ( 3 ) , on peut écrire 

l 'expression de z de la manière suivante : 

(4) 

On voit que z est aussi une fraction rationnelle du troisième degré 

de X ayant même dénominateur que les deux fonctions rationnelles 

correspondant à x et y . Les courbes ainsi déterminées sont donc des 

cubiques gauches satisfaisant à la question. Les trois équations ( 2 ) 

et (4) comprennent d'ailleurs toutes les cubiques cherchées. La forme 

même de l 'équation (4) montre que, si une cubique satisfait à la ques­

tion, toutes celles qu'on en déduit en la faisant tourner autour de 

l 'axe ou en la faisant glisser le long de l 'axe satisfont également à la 

question. 

17 . Reprenons les équations ( 3 ) 

A B ' — B A ' _ B C — C B ' _ C A ' — A C 

[a—by — (b — c)> ~~ ( c — a ) 2 ' 

qui expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour que la 

courbe unicursale du troisième ordre, représentée par les équations ( 2 ) , 

puisse être considérée comme la projection sur le plan des xy d'une 

cubique gauche ayant son axe parallèle à l 'axe Oz. Ces équations ( 3 ) 

4. 



signifient que les trois points d'inflexion de la courbe du troisième 

ordre considérée sont à l 'infini. En effet les équations de cette courbe 

sont 

Pour X = a par exemple, on a un point à l'infini de la courbe. L'é­

quation de l'asymptote correspondante est 

Les valeurs du paramètre X correspondant aux points d'intersection 

de cette droite avec la courbe sont données par l'équation 

ou 

Cette équation admet la racine X = a, ce qui devait arriver; elle 

admet une autre racine qui donne le point d'intersection de l'asymptote 

avec la courbe. Si le point à l'infini est point d'inflexion, ce point 

d'intersection doit lui-même être à l'infini, c'est-à-dire que cette autre 

racine de l'équation précédente doit aussi être a. Or c'est ce qu'ex­

prime précisément la condition 

AB'— BA' _ CA' - AC 
(a — b)'1 [a — c)2 

Les conditions (3 ) expriment donc que les trois points d'inflexion 

de la courbe sont à l'infini. Ainsi la condition nécessaire et suffisante 

pour qu'une courbe unicursale du troisième ordre située dans un plan 

puisse être considérée comme la projection sur ce plan d'une cubique 

ayant son axe perpendiculaire au plan est que la courbe ait ses trois 

points d'inflexion à l 'infini. 



18 . Maintenant, étant donnée une cubique définie par des équations 

de la forme 

déterminons le mouvement hélicoïdal correspondant. Pour cela, sim­

plifions les équations de la cubique en transportant l 'origine des coor­

données au point (x0,y0, z0). Les équations de la cubique deviennent 

alors 

(5) 

Soient, dans le mouvement hélicoïdal correspondant à la cubique, 

p , q, r les trois composantes de la rotation suivant les trois axes; v^, 

vY, vz les trois composantes de la translation suivant ces mêmes axes. 

L'équation du plan mené par le point {x,y, z), perpendiculairement à 

la vitesse de ce point, est 

(6) 

Si le point ( x , y , z) est un point de la cubique, le plan déterminé par 

l'équation ( 6 ) doit coïncider avec le plan osculateur à la cubique en ce 

point. L'équation du plan osculateur à la cubique au point {se,y, z) est 

(7) 

On a 



de même 

Posons 
X = B ' C " - C ' B " , itb = C ' A " - A ' C " , C — A ' B " — B ' A " , 

X ' = B"C - C " B , = C" A — A " C , ©' = A " B - B " A , 

* l , " = B C — C ' B , d V ' ^ C A ' - A C , © " = A B ' - B A ' . 

L'équation du plan osculateur au point (x,y, z) est alors 

(8 ) [ A , ( 6 - c ) (A — a ) » . + - i J Î , ( c - a ) ( X - è ) 3 + S ( r t - 6 ) ( > . - c ) 3 ] ( X - ^ ) + . . . = o . 

Ce plan osculateur ( 8 ) devant coïncider avec le plan (6) , il faut que, 

en remplaçant dans les coefficients de l 'équation ( 6 ) x, y , z par leurs 

valeurs ( 5 ) , ces coefficients, après qu'on aura chassé les dénominateurs, 

soient proportionnels aux coefficients de l 'équation ( 8 ) . Cette identifi­

cation donne pour p , q, r, vx, vr, vz les valeurs suivantes : 

(19) 

p = A (b — c ) 2 + B (c — a ) 2 - t - C (a — b)\ 

g = A ' (6 - c ) ' + B ' ( c C ( a - b)\ 

r = A " ( 6 ~ c ) ' + B" ( c — «) 2-f- C " ( « — ô)% 

v x = X ( c — 6) -4- ift, ( a — o) -t- © ( 6 — a ) , 

v r = X ' ( c — 6) -+- ife' ( a — c ) -+- ©' (ft — a), 

v2 = X'{c— b) -+-№"{a — c ) -+- 3 " ( 6 - a). 

Le mouvement hélicoïdal correspondant à la cubique est ainsi entiè­

rement défini. Les équations de l 'axe du mouvement hélicoïdal ou de 

l 'axe de la cubique sont 

Comme exemple, considérons la cubique intersection des deux sur­

faces du deuxième ordre 

y* — xz = o , yz — X7 — X =• o . 

En posant 
y — lx, 



on a 

Soient a, a2 les racines cubiques imaginaires de l'unité ; on voit, en 

décomposant les fractions rationnelles en fractions simples, que l'on a 

dans le cas actuel 
A = A ' = A " = B " = C " = { , 

B = C' = | . B ' = C = y \ 

a = i , b = cf., c = a 2 ; 

par conséquent, en appliquant les formules ( 9 ) , 

P= — 3 , 5 = 0 , r=.o, 

vT = — i , v, = o, y s — o ; 

L'équation du plan polaire du point (x, y, z) par rapport à la cubique 

est donc 
Y a - Z j — | ( X - * ) = o. 

L'axe des x est l 'axe de la cubique. 

1 9 . Terminons ce travail en démontrant une propriété que l'on 

pourrait appeler une propriété cinématique de la cubique gauche, 

parce qu'elle se rattache directement au mouvement hélicoïdal cor­

respondant à cette cubique. Cette propriété consiste en ce que, si l'on 

suppose une cubique gauche amenée du mouvement hélicoïdal corres­

pondant, le rayon de torsion de la cubique en un point est propor­

tionnel au carré de la vitesse de ce point. Supposons que l 'axe O z soit 

l 'axe de la cubique. Les composantes de la vitesse d'un point M (x, y, z) 

de la cubique sont 
— a>y, <ï>x, V . 

Ces composantes sont proportionnelles aux cosinus des angles que 

fait la normale au plan osculateur en M avec les axes : on sait, en effet, 

que la vitesse d'un point est normale au plan osculateur en ce point. 

La normale au plan osculateur infiniment voisin fait de même avec les 

axes des angles dont les cosinus sont proportionnels à 

— W ( y H - dy), (ù(x + dx), V . 



Soit d x l 'angle de ces deux droites, on a 

Mais l'équation différentielle à laquelle satisfait la cubique donne 

donc 

Soit T le rayon de torsion 

et v la vitesse du point M {x, y, z), 

V2--- (x'-hy7} to'-h V\ 

la formule précédente donne 

( 1 0 ) 
f2 

T = 
Vw 

Ainsi le rayon de torsion en un point de la cubique est proportionnel 
au carré de la vitesse de ce point. 

La formule précédente qui donne T peut encore se mettre sous la 
forme suivante, en appelant r la distance du point M à l 'axe et k le 

. V 
rapport —» 

r 2 

T = T + h: 
k 

Soit une autre cubique, k{ le rapport de la vitesse de translation à la 
vitesse de rotation, r, la distance du point M, ( a ? , , y t , z,) à l 'axe, T , le 
rayon de torsion en ce point, on a 



Si l'on choisit les deux points M et M 1 , de telle façon qu'on ait 

on a 

Donc étant données deux cubiques, si à un point M de l'une on fait 

correspondre un point M, de l 'autre, de telle façon que le rap­

port j = la différence des rayons de torsion en ces deux points 

est constante et égale à k — kt. 

2 0 . De la formule ( 1 0 ) , qui donne le rayon de torsion, on peut encore 

déduire la propriété suivante : si sur l 'axe du plan oscillateur, en 

chaque point M {x, y , z) d'une cubique, on porte une longueur MM' pro­

portionnelle à la vitesse de ce point ou bien à la racine carrée du rayon 

de torsion (ce qui est la même chose) ; le lieu des points M' est une 

nouvelle cubique de même axe que la première. Soient x', f, z' les 

coordonnées du point M', on a 

Le paramètre l est égal à 

Comme MM' est proportionnel à v, l est constant. Les coordonnées 

du point M' sont donc données par les équations suivantes, où l est 

constant : 
x' = x—lay, y' = y+lu>x, z ' = z - t - / V . 

On voit que le lieu est une nouvelle cubique, car, si x, y , z sont des 

fonctions rationnelles du troisième degré d'un paramètre variable, il 

en sera de même de x', y , z'. De plus, cette cubique a même axe que 

la proposée. On a, en effet, 

[x' dy'—y' dx') = {x — luy) (dy + Itùdx) — (y •+- lux) (dx — Iwdy) 
5 



ou 
[x'dy — ydx') = (xdy— ydx) (i 4- / 2 &> 2 ) . 

Comme on a 

et comme 
dz == dz\ 

on a 

Ce qui montre que la nouvelle cubique a même axe que la pro-
V 

posée, et que le rapport p - pour cette cubique est égal à 

Vu et approuvé. 
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