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PREMIERE THESE.

&

MOUVEMENT D’UN PROJECTILE DANS L’AIR.

1. L’étude du mouvement d’un projectile dans un milieu résistant date
de V'origine du Calcul infinitésimal. Newton et Wallis ont donné les
premiers travaux sur ce sujet en 1687. ,

Les recherches de Newton se trouvent dans le second livre des Prin—
cipes, et celles de Wallis dans les Transactions philosophiques. Deux ans
plus tard, Leibnitz publia un Mémoire sur le méme sujet dans les Acta
eruditorum.

Jean Bernoulli fut provoqué par Keill 2 déterminer le mouvement d’un
projectile dans un milieu homogene, lorsque la résistance est propor-
tionnelle au carré de la vitesse. Il résolut le probleme plus général otr
la résistance est proportionnelle 2 une puissance quelconque de la
vitesse. Ses recherches furent publiées, ainsi que celles de son neveu
Nicolas Bernoulli, dans les Acta eruditorum, 1719, p. 216. Plus tard,
Legendre ramena aux quadratures la détermination du mouvement
d’un projectile quand la résistance est égale 4 une constante, plus un
terme proportionnel au carré de la vitesse ( Memoires de I’ Acadeémie de
Berlin, 1782).

On peut encore consulter sur le probleme balistique : Euler (a¢-
motres de I’ Académie de Berlin, 1753), Borda (ibid., 1769), Temple-
hoff (ibid., 1788-1789), Moreau (Journal de I’Ecole Polytechnique,
XI¢ cahier).
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Ces indications ont été puisées dans les Problémes de Mécarique
rationnelle de M. I'abbé Jullien.

Dans tous ces travaux, le projectile est toujours considéré comme un
point matériel, et la résistance du milieu comme une force dirigée sui-
vant la tangente & la trajectoire, et en sens contraire du mouvement.

Poisson a publié (Journal de U'Ecole Polytechnique, 1838-1839) un
Mémoire tres-développé sur le mouvement d’un projectile dans un
milieu résistant, en tenant compte de la forme du projectile et en
admettant que la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse.
Mais il s’est borné au cas ou le projectile differe trés-peu d’une sphere.

Je me propose de reprendre cette question pour un projectile quel-
conque de révolution, et en adoptant d’autres lois que celle que Poisson
a admise.

Le tir des canons rayés donne de l'intérét & cette étude. On a reconnu,
en effet, que les projectiles animés d’une vitesse de rotation autour de
leur axe de figure éprouvaient une déviation latérale, qu’en termes
d’artillerie on nomme dérivation. Cette dérivation est assez considérable
pour qu’il ait fallu en tenir compte dans le tir. Il est évident que si la
résistance de I'air pouvait étre représentée par une force appliquée
au centre de gravité et tangente a la trajectoire de ce point, cet effet
ne se produirait pas.

2. Quand un corps se déplace, les éléments de sa surface n’agissent
pas de la méme maniere sur Pair qui les touche. La surface doit étre
considérée comme partagée en deux régions, 'une qui sort de I'espace
actuellement occupé par le corps et 'autre qui pénetre dans cet
espace. La ligne de séparation de ces deux régions est Pintersection
de la surface du corps dans la position qu’il occupe actuellement avee
cette méme surface pour la position infiniment voisine que le corps
prend apres. Les éléments de surface appartenant a la premiere région
compriment I’air; ils supportent donc la pression ordinaire de I'air et
en outre une résistance normale dirigée de dehors en dedans, et dont la
grandeur dépend de la compression éprouvée par I’air. Les éléments de la
deuxieme région se trouvent en contact avec un air dilaté; ils suppor-
tent alors une pression moindre que la pression atmosphérique ordi~
naire. On peut dire qu’ils supportent une pression égale & la pression
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ordinaire, 2 la condition de leur appliquer une force normale de sens
contraire, ¢’est-a-dire dirigée de dedans en dehors, et dont la grandeur
dépend de la dilatation de I’air. Enfin, dans chaque région, les résis-
tances élémentaires ne sont pas égales, parce que, les vilesses de ces
éléments n’étant pas égales, la compression ou la dilatation de lair
n’est pas la méme. Cette compression ou cette dilatation ne dépendant
que de la vitesse normale de ’élément, j’admettrai que la résistance
élémentaire de I’air est proportionnelle & une certaine puissance de la
vitesse normale de I'élément sur lequel il agit. Jadmettrai en outre
qu’a égalité de vitesse normale, les résistances élémentaires appliquées
aux éléments des deux régions sont les mémes. Cela vevient a dire que
lorsque 'air éprouve un méme changement de volume en plus ou en
moins, la pression qu’il exerce sur I'élément qu’il touche est changée
de 1a méme quantité.

Les pressions ordinaires appliquées aux éléments de la surface se
composent en une seule force qui est la poussée de Pair.

C’est une force verticale dirigée de bas en haut, égale au poids de
I'air déplacé et dont le point d’application est le centre de gravité du
corps considéré comme homogene. Les résistances élémentaires peuvent
étre remplacées par deux forces seulement dont I'une passe par le centre
de gravité réel du corps.

Il est aisé maintenant de comprendre qu’un projectile de révolution,
animé d’une vitesse initiale dirigée suivant son axe de figure et d’une
rotation initiale autour du méme axe, peut éprouver une dérivation.

Au commencement du mouvement, le plan vertical qui contient I'axe
est un plan de symétrie, et les forces élémentaires peuvent étre rem-
placées par deux forces contenues dans ce plan, ayant pour points
d’application, la premiere le centre de gravité, et la seconde un certain
point de 'axe. Le projectile se trouve des lors dans les mémes condi-
tions qu’une toupie qui se meut sur un plan horizontal poli. On sait que
I'axe de la toupie tourne autour de la verticale menée par le centre de
gravité. Il en sera de méme de I'axe du projectile; il sortira donc du
plan vertical qui le contenait d’abord.

Dés lors, le plan vertical qui d’abord contenait 'axe n’étant plus un
plan de symétrie pour la surface du solide, il n’y a plus de raison pour
que les deux forces qui peuvent remplacer les résistances élémentaires

2
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soient contenues daus ce plan. Transportées parallelement & elles-
mémes au centre de gravité, elles se composeront en une seule force qui
conjointement avec le poids détermine le mouvement de ce point. On
pourra décomposer cette force en deux autres, I'une située dans le
plan vertical initial, et I'autre perpendiculaire 2 ce plan. Cette derniére
déterminera la dérivation du projectile.

Ces considérations suffisent pour faire comprendre la possibilité
d’une dérivation, mais non pour en déterminer la grandeur et le sens.
H faut, pour-cela, se donner une loi de résistance. Dans une premiere
Partie, je supposerai la résistance élémentaire proportionnelle i la
vitesse normale, et dans une deuxiéme Partie je la supposerai propor-
tionnelle au cube de la vitesse normale.

PREMIERE PARTIE.

RESISTANCE PROPORTIONNELLE A LA VITESSE.

1. Je suppose un projectile de révolution dont le centre de gravité
est animé d’une vitesse initiale ¢, dirigée suivant son axe de figure, et
qui possede en outre une vitesse initiale de rotation w autour du méme
axe. Jappellerai « 'angle initial que cet axe fait avec I’horizon.

Ce projectile est supposé homogene; mais il peut étre creux. Dans
ce cas, je supposerai la cavité de révolution autour du méme axe que:
le projectile. Il résulte de la que le centre de gravité réel du corps est
situé sur I'axe de révolution, de méme que le centre de poussée ; mais
ces deux points peuvent ne pas coincider. Il en résulte aussi que les
deux rayons principaux de giration perpendiculaires 4 ’axe, menés
par le centre de gravité, sont égaux entre eux.

Je rapporterai les positions successives du centre de gravité a trois
‘axes fixes Ox, Oy, O%, menés par sa position initiale. Je prendrai
pour axes des x et des z I'horizontale et la verlicale contenues dans le
plan vertical qui contient I'axe au commencement du mouvement, les z
positifs de bas en haut, les 2 positifs dans le sens du mouvement.
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Pour axe des y, je prendrai I'horizontale perpendiculaire au plan z0«,
et comptée positivement vers la droite d’'un observateur placé sur I'axe
des z et tourné vers I’axe des x.

Je rapporterai les points de la surface aux trois axes permanents
d’inertie Ga’, Gy’, Gz’, menés par le centre de gravité G.

L’axe de révolution est le premier d’entre eux; les deux autres peu-
vent étre choisis arbitrairement dans le plan perpendiculaire a I'axe
de figure. Je prendrai pour Gy’ la droite qui coincide avec Oy au com-
mencement du mouvement; alors Gz’ sera la droite perpendiculaire au
plan /Gy’ et qui coincide avec Oz quand les axes G’ et Gy’ coin-
cident avec Ox et Oy.

Cela posé, soient, & I'époque ¢, =, y, z les coordonnées du centre
de gravité; p, g, r les vitesses de rotation du solide autour des axes
permanents d’inertie, ces vitesses pouvant étre positives ou négatives
conformément aux conventions en usage dans les Traités de Mécanique
rationnelle. Soient a, &, a”, 6,4, b, ¢, ¢, ¢’ les cosinus des angles
que les axes mobiles font alors avec les axes fixes; F,, F), F. les
sommes des composantes des forces extérieures paralleles aux axes
fixes; M, M,, M, les sommes des moments des mémes forces par rap-
port aux axes d'inertie; soient enfin M la masse du solide, / et I’ les

deux rayons de giration. Les équations qui définissent le mouvement
seronf :

LA dy d*z
M dtz—_Fz, M (ltz_F” Mﬁ-—Fu
: APy
M! ?E—M”
4 .
Ml’E:M(Z“—P)pr—i—M,,
,, dr s \
Ml?a—t—:——M(l — ) pg + M;;
da __, da b, y da”_b,/) v
@ g T T gy =T
db dbl 4 14 db” ” v,
—%:cp——-ar, W:cp—ar, W:Cp—‘[tl’;

de de , de” "
w_dq—~bp, —d—t__aq-_bp, a7 =a"q— b'p.

Cela fait quinze équations et quinze inconnues.
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Les valeurs initiales de ces inconnues sont, d’apres ce qui précede,

X =0, Jy==0, Z==0, p=w, ¢g=0, r—2o;
dx-—u cosa d'y——o dz—v sine;
t ’ dt — 7 de T T
a=— coSa, a —=o0, a’=sina;
b=o, V=1, b"=o0;
¢ =—sinag, ¢ =o0, ¢"=coSx.

2. 1l faut déterminer les quantités F,, F,, F;, M., M,, M.. Soient &',
y’, z' les coordonnées d’un point 7 de la surface; ds 'étendue de I'élé-
ment infiniment petit de surface auquel ce point appartient; X, Y, Z
les cosinus des angles que la normale & cet élément dirigée de dedans
en dehors fait avec les axes permanents d’inertie; u, &', u” les vitesses
du centre de gravité estimées sur des droites fixes, coincidant, 2
P’époque ¢ avec les axes d’inertie.

Les vitesses du point m, estimées suivant ces droites, seront

u-t+gqz —ry, W+re'—pi, w-+py —qx.
Si I’on appelle V la vitesse normale du point 7, on aura

V=(u—+qz —ry" )X + (' +ra'— pd' )Y + (0" + py'—gx') L.

La résistance élémentaire appliquée a I’élément dont le point m fait
partie sera, d’apres la loi adoptée, £Vds en valeur absolue. Je peux
remplacer £ par eM, M étant la masse du solide et ¢ un coefficient con-
stant. La valeur absolue de la résistance élémentaire est donc eMVds.

Je suppose d’abord que le point m appartienne 2 la premiere région
de la surface, c’est-a-dire que, par suite du déplacement du solide, ce
point sorte de I'espace occupé par le corps a I’époque ¢. Alors la direc-
tion de la vitesse du point 7 fait un angle aigu avec la direction de la
normale extérieure. Or le cosinus de cet angle a le méme signe que V,
el, puisque cet angle est algu, V est positif. La résistance élémentaire
est dirigée suivant la normale intérieure; ses composantes sur les axes
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d’inertie seront donc

—eMVXds, —eMVYds, — cMVZds.

Je suppose en second lieu que le point 72 appartienne a la seconde
région, c'est-d-dire que ce point péneétre dans Pespace actuellement
occupé par le corps; alors la direction de la vitesse du point m fait un
angle obtus avec la direction de la normale extérieure. Il en résulte
que V est négatif; la valeur de la résistance élémentaire est alors
— ¢MVds en valeur absolue; mais cette résistance est alors dirigée sui-
vant la normale extérieure; ses composantes sur les trois axes seront
comme précédemment

— eMVXds, —eMVYds, — ¢MVZds.

Les moments de ces composantes, par rapport aux mémes droites, sont
des lors

— eMV(Zy' — Yz')ds, — eMV(Xz' —Zx')ds, —eMV(Ya'—Xy')ds.
Les sommes des composantes sur les axes d’inertie sont done
—~ eM2VXds, — cMEIVYds, —:MZVZds,
et les sommes des moments
— eMIV(2y'—Y2z')ds, —eM2V(XZ—Za")ds, —eMEV(Yx'—Xy')ds,

les sommes se rapportant a toute la surface du projectile.
Les sommes des composantes des forces résistantes sur les trois axes
fixes passant par 'origine sont

— :M(a SVXds+b SVYds +c¢ SVZds),
—eM{a' EVXds b 2VYds + ¢ ZVZds),
— eM{(a@"2VXds + b"2VY ds + ¢"ZVZds).

Outre les forces résistantes, il y a encore & considérer le poids du
corps et la poussée de I'air. Soient P le poids du corps et = celui de
I’air déplacé, — P + = sera la somme des composantes sur I’axe des Z:;

on peut écrire — P <1—%> ou bien — Mg, g représentant des lors
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Vaccélération due au poids du corps dans 'air. Les composantes de
ces forces sur les axes des x et des y sont nulles. Le poids du corps
étant une force passant par le centre de gravité, ses moments par
rapport aux axes d’inertie sont nuls, mais il n’en est pas de méme de la
poussée. Soit d la distance du centre de poussée au centre de gravité,

d pouvant étre positif ou négatif. Les composantes de la poussée sur
les trois axes d’inertie sont

wvad’, wb’, wd,
et les coordonnées de son point d’application
d, o, o.
Les moments par rapport aux axes d’inertie sont donc
o, —wdc”, -+wdb”,
ou bien, en posant md = Mp,

o, —Mupuc”, + Mpb”.

3. Détermination des intégrales doubles. — La valeur de V peuts’écrire,
en développant,

V=uX +w'Y +u"l + q(X3'—Zx') + r(Yz' — Xy’).

p v’y figure pas, parce que, la surface étant de révolution, on a en
chaque point Zy" — Yz’ = o.

Pour avoir les intégrales cherchées, il faut multiplier cette expres-
sion successivement par

Xds, Yds, Zds, (Xz'—Zx')ds, (Ya'— Xyp')ds,

et intégrer sur toute la surface.
Je remarqueral qu’une intégrale dont 'élément est de degré impair

par rapport 2 Y et y’ ou bien par rapport & Z et 2’ est nulle. En effet,
la surface étant de révolution autour de ’axe des 2/, les éléments sont

deux a deux syméiriques par rapport aux plans z'oa’ et yox'. Les
valeurs de Y et )’ ou hien de Z et z’ qui correspondent i des éléments
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symétriques sont égales et de signes contraires; des lors I'intégrale

étant la somme d’éléments deux a2 deux égaux et de signes contraires
est nulle. On obtient, en tenant compte de cette remarque,

ZVXds=— uZXzds,
2VYds—=u'ZY*ds + r2Y (Y2’ — Xy’ )ds,
EVZLds=u"32'ds + q3Z(X2' — Zx'")ds;

SV(X#'—Za')ds = u” SL(X& —La')ds + q5(X& — La') ds,
V(Y2 —Xy')ds=u EY(Yzx' — Xy )ds + r2(Yz' — Xy’ ) ds.

Je remarquerai maintenant que deux intégrales dont les éléments ne
different que par le changement de Y et y’en Z et 2/, et réciproquement,
sont égales. Cela résulte de ce que, la surface étant de révolution, rien
ne distingue les axes des y et des z.

Je pose

IXds=A, 2ZY:ds=B, ZE2Y(Yz'—Xy')ds=C, 2(Xz'— Zz'):ds=D

A, B, C, D sont des coefficients constants dont la valeur dépend de la
forme du projectile, et qu’on pourra calculer quand on se donnera la
section méridienne. Il vient alors

2VXds=Au, EVYds=Bu' +Cr, EVZds=—=Bu"— Cq,
2V(Xz'—Za')ds=—Cu"+ Dg, ZV(Ya'—Xyp')ds=Cu’+ Dr.

Les quantités u, u’, u” qui entrent dans ces équalions ont pour
valeurs

dx ,dy ,d3z
w :a—+a +a

dit dt’
d
w _b%—t-rb' f+b"—z,
dx ,dy 24z
w'—c— +c¢'Z 4 ¢

dt dt dt

Les équations du mouvement sont maintenant connues.

Les moments des forces par rapport 4 I'axe d’inertie G’ étant nuls,
il en résulte que p reste constant; il garde donc sa valeur initiale w. Il
n’y a donc plus que quatorze équations et autant d’inconnues.
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Ces équations sont

dx s ‘ Bu” — Ca)l

T = —celaAu+ b(Bu +Cr)+c(Bu”"— Cq)j

%:—e[a’Au—i—b’(Bu’—%—Cr)—i—c’(Bu”——Cq)],

dzz " U4 ’ C, N4 B I’ C N

TE= T8 efa” Au+b"(Bu' + Cr)+¢"(Bu” — Cq]j;

£ df[ f2 ' "

lzzl—t_—_(l-—l’)mr——pc —e{—Cu”+Dgq),

l”;—5;::—(l”—l’)mq+;.c,b"——,e(Cu’+Dr);
da da' _,, , da ., .
(—ﬁ:br—cq, 'ﬂ”b’—cq’ 'TIT’b’ &"q,
db_ T
g we—an —f = —an = ,
d de , , de” " p
H;:——wb—\t—aq, E:_wb +a'q, —(E:—-o)b +a"q.

4. Pour connaitre les circonstances du mouvement, il faut intégrer
les quatorze équations simultanées qui précedent. Oa connaitra alors a
chaque instant la position du centre de gravité et la direction de I'axe
de figure. Cela ne peut se faire exactement, mais on peut avoir des
valeurs approchées des inconnues, dans le cas oli les termes qui con-
tiennente et u. en facteurs sont trés-petits par rapport a g. En effet, lesin-
connues sont alors développables en séries rapidement convergentes par
rapport aux puissances croissantes de ¢ et p. Si I'on peut calculer les
premiers termes de ces séries, on aura des valeurs suffisamment appro-
chées des inconnues.

Ainsi, je suppose ¢ et p. trés-petits, et je me propose de déterminer le
mouvement de rotation du solide autour de son centre de gravité en
négligeant les puissances de ¢ et p. supérieures i la premiere, et cela me
permettra d’avoir x, y, z en ne négligeant que les puissances de ¢ et p
supérieures 4 la seconde. On obtient une premiere approximation en
remplacant ¢ et  par zéro dans les équations du mouvement. Les valeurs
obtenues pour les inconnues par T'intégration des équations ainsi for-
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mées sont les termes indépendants de ¢ et 1 dans les séries précé-
demment indiquées. Elles correspondent au mouvement dans le vide.
Les équations différentielles deviennent

dix dy d’z o
=" wT® deT T

12 dq p—— /7 2 ]2 dl“ — ] 2

g == e, 1 = —(1"— ) ag,

lesquelles donnent, en tenant compte des valeurs initiales,
. 1
xr=vtco8a, y=—0, z=ytsSinax— ;gtr, g=o0, r=o.

Les équations aux cosinus sont alors

gg_o da’ da’

dt— 7’ qGdE=” dt T

db b db” Y

7 =06 ar — ©¢> dE T ®¢
%—— b, %(—}—t-:— b, a:l(t = —wb”.

Intégrant et tenant compte des valeurs initiales, on obtient

a=— cos«, a —o, a” =sina,
b=—sinasinnt, ¥ =cosat, b = cosasinwt,
¢ = —sinacosnt, ¢ = —sinw?, ¢’ = cosacosnl,

valeurs qui prouvent que I’axe du projectile se déplace parallelement
4 lui-méme. On aurait pu regarder ce résultat comme acquis, et en
conclure géométriquement les valeurs qui précédent.

5. Je pose

. 1
xr =yt cosSa+ &, Z=v,lsina — 3 gt + 3,

a=cosx + a, a’ =sina + d),
b= —sinasinwt+ b, bV —cosot+¥, b = cosasinwit + b,
¢= —sinacoswl+c¢, ¢ =—sinwl+c,, ¢ =cosacoswt-c,.

3
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. I3 . 7 4 ’l -
Les variables xx,, y, z,, ¢, r; a,, @, &3 b,, b, b5 ¢,, ¢, ¢}, s'an
nulant en méme temps que ¢ et 2, contiennent ces nombres en fac-
teurs.
Les équations aux cosinus deviennent, par cette substitutl/on,

da . . da’ . dd" L
ﬁf:Sllla(qcosmt—rsmmt), —F = qsinot+reoswl, —J;:—COSa(qCOSo)t——rsmmt),
db db db" .

Tt‘ =Wt —Trcosa, -—d—t'— =wd,, ——a,t‘ =wd, —rsing,

de de de )
Tt‘:“"’b'+qcosa" ij‘:—wbl" ——dt‘ = — ol + ¢gsinc.

Jai négligé dans ces équations les carrés des nouvelles variables, ce
qui revient a négliger les carrés de ¢ et p..
Les deux équations % = wc,, %;—‘ = — b, montrent qu’'a l'ap-
proximation convenue on a
b, =o, ¢, =o.

A la méme approximation on a, d’apres les équations en «, et @',
da,

COS o
dt

”
. a Ry
<+ sinw 71!7‘ = 0, d’ou ’'on conelut
a, = — a . lang a.

6. Je considere maintenant les deux équations

db, de, .
qr T @6 —reosa, Tlt—:—mb.—e—qcowz.
Je pose

by=Msinwt + M coswt, c,=Mcosmwi— M sinnt,
M et M’ étant deux nouvelles variables; on en déduit aisément

bsinwt +c,coswt =M, b, cosmwt— ¢ sinwi== M,

puis
. M aw dM am’
Sinwt — COSt —— —=— 1 27 g —
oy i —+ [a) i rcosa, CcoSwt a7 Sinwé di gcosc.
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Cela donne

dM o . __ da” . o,
—Cﬁ-~c05a(q005mt—r51nmt)_—E—a dot M=-—-d,
‘%‘—f—:—cosa(qsinmt+rcosm):——cosa~%, dou M = —d cosa.

Ainsi on peut remplacer les deux équations différentielles en b, et c,
par les deux relations suivantes :

b,sinwt + ¢, coswl=——a,

b, coswl — ¢, sinwi = —da .cosa.

En opérant de méme; on trouve que les deux équations différentielles
én &' et ¢, peuvent étre remplacées par les relations

Y, sinwt + ¢ coswt = — d tang a,

b coswt — ¢ sinwt= —a' sina.

On voit d’apres cela que tous les cosinus dépendent seulement de o’
et @', et cela était évident a priori, parce que, » étant constant, le
mouvement de I'axe de figure détermine celui des deux autres axes
d’inertie.

7. Pour avoir @' et a', , il faut, d’aprés les relations précédentes, con-
naitre les deux expressions gsinw?+ reosw?, g coswt — rsinw?, au
premier ordre pres.

Les équations aux rotations sont

e Z——?.:(l’z— Yor— pe’+¢(Cu”"—Dgq),

dr

llzm:—(l”_ l’)mq+pcb”—s(Cu'+Dr).

Négliger les puissances de ¢ et p. supérieures a la premiére, cela re-
vient & faire ¢ et p nuls dans &”, ¢’, Cu’ + Dr, Cu” — Dg.

Il faut, par conséquent, supprimer les termes Dg, Dr; remplacer &”

et ¢’ par cosasinw? et cosxcosw?, puis calculer #' et »” en y négli-
3.
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geant les termes du premier ordre. On a

dx ,d y dz

u’ "b— + b b”——’
dx dy‘ , dz
= c 5
u” C +C dt —+- dt’
d‘r—o cos & dy—o dz——u sina — gt
dt — ° *odt 7 dt T a2
b —=—sinasinwf, c=-—sinxcosw’, b'=cosasinwt, ¢’'=—COSxCOSKI.
H d ?
Ponc
u'—=—gtcosa.sinw?, u’=—gtcosa.coswt.

Les équations aux rotations deviennent alors

1z ____ ]2
%:LTELmr—l—l,—z(p+ngt)c05acosm,
2__ ]2
%ft: — l_li wq +l,2([.z+ngt)005asmmt

Je pose comme précédemment

r2 __ J2 2 ]z
g =Msin <l——lTlmt) +M’cos(l E ! mt),

T2 __ ]2 2
r=>Mcos (f—lmt)—— M’ sin (l 5 lzool),"

l'? 7
d’ol1 I'on déduit
gsinwt+ rcoswt=Mecos (ll/z’ﬂ’> -+ M'sin (zl,—z wt)

gcos ol — rsine't — — Msin (7; wl) --M' cos (li’* Cot)

Les deux équations différentielles deviennent
. 12 __ ]2 dM llz . lz dMl
sin (_1,2_ wt) a5 -+ cos <—~F—— wt) r == — l— (p. -+ ngl)cosa CoOSwi,
I p dM Ll dM’
COS(—Z,z— Cv.)l) '—81— -— Sin (‘T—— mt> ——Cﬁ- - 'l—l- ({l— -+ ECgt) cos o sin 't)t
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lesquelles peuvent étre remplacées par les suivantes :

2
%L—tl- = I—I,;(p.-i—ngt)COSoz sin ({Emt)a
’ 12
%: l,z(p—*—ngt)cosacos(l,zmt)-

Intégrant et tenant compte de ce que M et M’ sont nuls pour t = o,
on obtient

M_.C?Sa [ —([~L—+—c~:Cgt)cos(§2 t) l ngsm (ll—,zmt)]
cosa l’2 12 % 2
M’:—_l_zm— ng—+—‘usm<l,2mt>—mngcos<l,2mt)]

Ces valeurs donnent

gsinet 4+ rcosol=—— ;Zsa[y+ngt—ucos<l],2 ) i ngsm(l mt>J

2 ! 1" !
chSoot—rsinmt:—C?ZS:[II2 eCg + usin (l’?mt) '—-_Cgcos<l,2 >]
on en conclut

da’ __  cosa I 1" (1 |
= T T @+ ¢Cgt — pcos o mngsm l’?wt>

da, 1" cos’a A Iz A
—(—i—t———'l—;—w—z eC +—172—p.sm(l,2 —ECgCOS l,z(.v)t ]

En intégrant, on obtient
cosa 1 . s 12
a’_.—Tz—(;—[yt—’f—;ant—- 1 Sl['l(l,2 )
l/? 2 l l'z 2
—+ (m> eCg cos (l_’3 mt) — (m> ng:I7

., [?costa l

12
a,:W—[ECgt+y—pcos (Fwt> ng51 (\l,,m )]

Une paralléle a 'axe de révolution menée par I’origine des coordon-
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nées a pour projection sur le plan horizontal une droite dont I'équation
est

z A
a a

Si on appelle ¢ I'angle que cette droite fait avee Oz, on a

al

taﬂgLP :;21—1

¢’est-a-dire, en négligeant les termes du deuxieme ordre,

I 1" \2 X
:—‘—[”t—(m) ng+;ngl’
" sin (& t oy Cgco o IARE
—engpsinlmoet) 5 Cgcos| o

Les valeurs de § et de @’ = sin« + @' définissent le mouvement du pro-
jectile autour de son centre de gravité.

Elles renferment des termes périodiques et des termes non pério-
diques.

8. Je considere la droite dont le mouvement serait défini par les
termes non périodiques, de sorte qu’on aura pour cette droite

¢ = ! 2\ ! 2
= ng+p.t+;ngt]7

/2

=00, 1 ecgn).

Cette droite représente la position moyenne de I’axe du projectile. Je
I'appellerai 'axe moyen. L’axe réel tourne autour de cet axe moyen :
je appellerai I'axe vrai. Jappellerai encore pole moyen et pole vrai
les extrémités de longueurs égales a 'unité portées sur ces deux axes
a partir de I'origine.

Les formules qui précedent montrent que I’axe moyen tourne autour
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de la verticale menée par le centre de gravité et que ce mouvement est
uniformément varié. Il change de sens avec le sens de la rotation ini-
tiale du solide autour de son axe de figure, et il est d’autant plus lent
que la vitesse de rotation initiale est plus grande.

Ce mouvement est P'analogue de celui qu'on appelle en Astronomie
mouvement de précession.

Outre ce mouvement de rotation autour de la verticale, I’axe moyen
possede un second mouvement, en vertu duquel il se rapproche ou
s’éloigne de la verticale. Ce second mouvement est beaucoup plus lent
que le premier si w est grand, et son sens est indépendant du signe
de », c’est-a-dire du sens de la rotation du solide autour de son axe de
figure. La vitesse de ce mouvement est constante.

Ce mouvement est ’analogue de celui qu'on appelle en Astronomie
variation séculaire de I'obliquité de 1'écliptique.

9. Il reste a2 étudier le mouvement du pole vrai autour du pole
moyen. De I'origine comme centre, je décris une sphere avec un rayon
égal a 'unité. Soient P et p les points ol les axes moyen et vrai percent
cette sphere; OA et OB les rayons qui coincident avec les axesOx et Oz.

Fig. .

Je méne les axes de grand cercle BP et Bp qui percent le plan horizon-
tal en C et D, puis 'arc de grand cercle ACD. Par le point p, je meéne
I'arc de petit cercle pE perpendiculaire & 'arc de grand cercle BP.
Soit E le point d’intersection des deux arcs. Les arcs PE, pE étant trés-
petits peuvent étre considérés comme rectilignes; je les appellerai £ et ,
et je compterai £ positivement de P vers C, et v positivement de C versD.
Je cherche maintenant les valeurs de & et 4.
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L’arc BE étant égal 2aBp, ona

12 24
cos (BP + &) =sina + ;OS, (p+¢eCgt)
1" cos? & l {
——%[ucos(l—,}mt> ngsm(l,2 t)],
ou
r2 2
cosBP—ZsinBP:sina—!—l l‘i(:;“({x—i—ngt)

I"2cos’a 2 i .
— —ITC;;—-—[y. cos (ﬁ wt) + T Cgsin (l—,2 wt)]-
sin BP doit étre remplacé par cos o, parce qu’il est multiplié par &, et

12 2
cosBP =sina + ! ,;‘(:z“ (. +eCgt).

1”2 cos l? l’ 2
E= Wg“[‘ucos(wmt) ngsm(l,2 )]

D’autre part, on a

Donc

n = DC cosa.

L’arc AD a méme valeur que sa tangente a 'approximation convenue;

donc
{2 cosa . [ l' i
0= —p | wsin | el) — ngcos et |

En faisant la somme des carrés de £ et v, on obtient

" cos?a A
Ez 1 lsm‘ (P +Z_4—-18,(‘2g)

quantité indépendante du temps. On en conclut que P'axe vrai tourne
autour de 'axe moyen en décrivant autour de lui un cone de révolution.

La durée de ce mouvement périodique est 2% l —» quantité tres-petite
si » est grand. Il faut maintenant trouver le sens de ce mouvement. Il
est déterminé par le signe de ’expression

g_ﬁ_ ﬁ
dt dt
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Cette expression a pour valeur
U2cos’a [ | I .
T et (””‘*‘ me’c’g>'

On en conclut que le sens de ce mouvement est le méme que celui de
la rotation du projectile autour de son axe de figure. De plus, la vitesse

. A
est constante et égale & 7?:—

Le mouvement de I'axe vrai autour de ’axe moyen est ’analogue de
celui qu'on appelle en Astronomie mouvement de nutation.

10. Le mouvement du solide autour de son centre de gravité étant
maintenant connu, je vais déterminer le mouvement de ce point. Dans
les valeurs de u, v, v, je fais

dx dzx, dz dz,

E:VoCOSOC—*"E—’ -Ei——-vosma—gt—i—dt
a=cosa -+ a,, o’ = sina + 4,
b—=—sine sinwt+ b, b =coswt, b" =cosa sinwi+ b,
¢ =—sinacoswt+c, ¢ = —sinwl, ¢”"=cosacosni-+c’,

et je néglige les puissances des nouvelles variables supérieures a la pre-
miere. J obtiens ainsi

. dzx, dz,
u = v, — gtsina + COSot —— —+ Sinet ——

—d, i,
dt i 8
u — — gtcosasinwt smocdx cos dz, sinw ¢
— 78 dt I
. d)" b bll H
+37005mt+ Vo cosa b (oo sina — gt ),
U= — gtcosa coswt — | sinag—— o cosadz coswt
- 5 dt dt
dy . : 5 " .
— 7 Sine —+ €1 v, c0Sax + € (vosina — gt ).

‘On obtient ensuite au méme degré d’approximation

dz, ds, ”
2VXds=A(v -—-nglno:)—l—A(COSa ar + sina dt)—-Agta,,
4
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dz, dz
—  Bo i == {
2VYds=—= Bbtcosasnnmt+B( sina —— 77 T cos acdt>smco
-+ B%coswt + B[ b vy cosa + b (vosine — gt)] + CGr,
. dx
2VZd. :~—Bgtcosac05mt+B<—smam +cosa cosmi
»Bfidl sinw# +B[e, v, cosa -+ ¢ (u,,sma—gt 1—

Portant ces valeurs et celles des cosinus dans les équations du mouve-
ment, j’obtiens au deuxiéme ordre pres, en tenant compte des relations
précédemment trouvées,

b, =0, ¢,=o0, a=—d tanga,
b, sinet + ¢, coswil==—d, b, coswt — ¢, sinwt = — o« cosa,
b sinwt + ¢ coswt=— o tanga, ¥, coswt— ¢ sinnt= — & sina,
dd, . da' .
~J; = — ¢osa (gcoswt— rsinmi), =7 =4sinl + reosnt,

les valeurs suivantes :

d?x,
Tﬁ:—e[ACOSa(Vq——gtsiDa)+BsinatCOSat.gl
dx, dz
-+ Acosa <cosa ar + sin« dt)
-+ B sina sina@-—co g-z—'
dt S dt)
” 1 .
+{(B— A)(VoSlna+gt6052a)C:;?¢—Clanga(—{;—t—Ja
dz, Lo .
Bt—z:—e[Asma(oo——gtsmzx)~Bcos’a.gt
+ Asina ((:05¢::£1——+3m0zﬁ
d dt
~ dx, dz
—B =t =1
COSa(Slna 70 cosa dt)
B 7 —vda”
_.(B——A)(uo—2.gtsma)a,+hd—t'],
dy

diz =4 a[(B~A)(uo——gtsina)a’——c%].
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11. Les deux premiéres valeurs peuvent s’écrire autrement. En ne
prenant que les termes du premier ordre, on obtient

ok d? .
i i:———eA(v‘,——glsmoz),

d*z, .
COS o ——r Sina
di: + di?

. 'x, dz, .
sina —p — C0Sat — = —¢e¢B.gtsina;
d’ol1, en intégrant,
x, . dz, I .
—— —— == — — — gt’sin
Cosa — - + sina sA(vot S 8U°si ac),

. A dzl 1 .
singt —— — COSot — — — — eBsina.gt?.
dt *dt 2 8

En portant ces valeurs dans les équations, il vient

d? .
7/%::—-a[Auo005a+(B—A)gtsxnaCOSa]
+s’[A“uotc05a+i(B’—Aﬂ)gt’sinaCOSch
2
all i
. 1 1
+{B—A)(vsina gtcoszac)cosoc Ctanga i’
d*z . .
IE = —e[Av sina + (B cos’a + Asin*x) gt]

. I . N
+ € [A*w tsino — s (B cos’a + A?sin’a) gt']

— (B—A){v,— 2gt sina)a| —l—C%aT’-

s
~9

Ces formules permettent de calculer x, et z, et par suite x et

"

" da .
parce que a et —-sont des fonctions connues du temps.

Dans le cas ou la vitesse de rotation est considérable, ces fonetions
restent toujours tres-petites, comme cela a été démontré précédemment.
On peut alors les supprimer et 'on obtient en intégrant deux fois:

1 ]
& 22 0, L COS oL — £€0S 2 [é Ay, 1 +3(B —A) gt smaJ

I 1 .
-+ €' coso [GA vot3+2—4(B — At)gt sma],
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i . L .
zz= ¢ lSine — 5’12— —€ [éAv‘, t*sing -~ I (Beos?a + A sm’a)gﬁ]
1 .
+ & [é Ay, P sina — % (B?cos’a + A’sin’a) gt‘],

si le projectile est une sphere B = A. Les formules sont alors celles
que I'on obtient quand on détermine le mouvement d’un point matériel
pesant dans un milieu dont la résistance est proportionnelle  la vitesse
et dirigée suivant la tangente i la trajectoire en sens contraire du
mouvement. Les inconnues peuvent s’obtenir sous forme finie; mais
si on développe les valeurs trouvées en séries ordonnées suivant les
puissances croissantes du coefficient de résistance, les premiers termes
sont exactement ceux quireprésentent les valeurs ci-dessus de x et de z
dans lesquelles on fait B = A.

12. Je considere la valeur de %,

Z?::a [(B—A)(va—gtsina)a’— c%“_'].

Cette formule montre qu’il y a une dérivation, et que cette dérivation
est une conséquence de la rotation de l'axe du projectile autour de la
verticale menée par le centre de gravité. Comme le sens de cette rota-
tion change en méme temps que celui de la rotation du projectile au-
tour de son axe de figure, il en résulte qu’il en est de méme de la
dérivation.

Supposons que la vitesse de rotation soit considérable, on pourra

, dd .. o .
alors dans a’ et —ft— négliger les termes périodiques, lesquels déterminent

le mouvement de nutation de I'axe. On obtient alors

d*v cos
d;, _ elzma [__ (B — A)(v,—gtsing (,ut+ éngt?) -+ engt] .

Considérons le cas ot le projectile est plein; le centre de poussée coin-
cidant alors avece le centre de gravité, p. est nul, et 'on a, en ordonnant,

d?y I £2CoSa
dir— s e [— 2C2gl +(B-A)Cvogt’~(B—A)ngﬁsina],
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d’ol1, en intégrant deux fois,

1 ¢2Ccosa 1 1 1 .
]’:—;.——lzrgts[—‘gc-F E(B—A)Vot——Q‘E(B~A)gt251ﬂd]'

Dauns les premiers instants la parenthése a le signe de — %C; done y

alesignede w. Si, pour fixer les idées, je suppose » négatif, comme ¢’est
le cas pour les projectiles lancés par les canons rayés, la dérivation se
fera d’abord 2 gauche; mais siy, est trés-grand, et side plusCetB — A
sont de méme signe, cefte dérivation a gauche ne durera qu’un temps
trés-court, de sorte qu’elle pourra étre insensible. Aprés une fraction
tres-petite de seconde, le projectile repassera par le plan du tir, et, & par-
tir de cet instant, la dérivation se fera i droite. Si I'angle de tir « est
petit, comme c’est le cas ordinaire, Ia formule devient sensiblement

L 1 2C(B—A)
y_—2—4 T"“g”cos“'

Iy . ¢
Pour une méme bouche & feu, - est constant; on en conclut que Ia

dérivation produite au bout d’un temps donné est indépendante de la
charge.

13. Fapplique cette théorie a quelques exemples.
1° Le projectile est plein, homogene et & centre.
t est nul, intégrale

C=2Y (Yo' — Xy )ds

est nulle également, parce que ses éléments sont deux a deux égaux et
de signes contraires. Par conséquent, 'axe de figure restera parallele &
lui-méme et la dérivation n’existera pas.

2° Le projectile est une sphere homogene, mais creuse.

La cavité est sphérique et son centre placé sur I’axe de rotation, mais
en un point différent du centre du projectile.

Si le centre de la cavité est en avant du centre de la sphere, le
centre de gravité se trouvera en arriere du centre de figure; p sera donc
positif. L’intégrale C se réduit a3 2Y?a'ds.

Cette quantité étant nulle quand Uorigine est le centre de figure,
devient positive quand elle est portée en arriere, parce que x' aug-
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mente. Ainsi p. et C sont positifs tous deux. Il en résulte que le sens du
mouvement de précession est le contraire de celui de la rotation initiale.
Les deux mouvements seraient de méme sens si le centre de la cavité
était en arriere du centre de la sphere.

La formule de dérivation se réduit dans ce casa

d*y  eCicosa
E I CP

parce que A =B; elle montre que la dérivation a dans les deux cas le
signe de o. De plus, elle ne dépend pas de la vitesse initiale ¢,.

3° Le projectile est formé d’un eylindre plein surmonté d’un hé-
misphere de méme rayon.

Soient R et Hle rayon et la hauteur du cylindre.

Carcut pE A = £X*ds. — La partie de A qui correspond & la surface
evlindrique est nulle, celle qui correspond a la base du cylindre est nR*.

Pour avoir celle qui correspond a I’hémisphere, yappellerai ¢ I'angle
que la normale en un point d'un certain paraliele fait avec Vaxe,
et 0 'angle que le méridien qui passe en ce point fait avec yOx. On a
alors

X=vcosy, ds=Rsinedodb.

L’intégrale a calculer devient
2 cos*w.R:sinedodd,

Pintégration par rapport 2 ¢ devant étre faite entre o et 2z, et Uinté-

13

. . . . .2
gration par rapport a ¢, entre o et ~- On obtient ainsi 37R*. Donc

v R

A=rR+ gﬂaz.

Carcur pE B=23Y?ds. — La partie de B qui correspond a la sur-
face du cylindre est
2cos'0dbRdx — =RH.

La partie qui correspond & I'hémisphere a pour expression

SN ]

Zcoszesin’cplvsin(?dgoda:nR’f sin‘pdy = ; R

L]

[SUI ]
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B—=7RH + ; il LE

I en résulte
B—A=nR(H—R).

Carcur pE C=2Z2Y (Yo' — Xy')ds. — Cette intégrale se compose
de deux termes, I'un qui dépend de la position du centre de gravité,
I'autre qui n’en dépend pas. Je calcule d’abord le second, EXYy'ds.

Cette intégrale n’existe que pour 'hémisphere. On a, en conservant

fes mémes notations,

¥y = Rsinocosf, Y =sinypcosé.

Done

wid

2 XY}"ds:nR’f sin*o coso dg == Z Re.
o]
Pour avoir 'autre lerme, il faut d’abord déterminer la position du
centre de gravité. Le centre de gravité g du cylindre est au milieu de
P’axe, celui g’ de 'hémisphere 2 une distance du plan de sa base égale

A gR. Soit G le eentre de gravité du solide entier, on a

1 3,
Gg—_—Gg,_—EH—i—S-;:
?}_{_Tf— H+ 2R 7
3 3
d’on
H—%—ZR
Gg:%R o
H—{—gR

La distance de la base de I’hémisphere au centre de gravité G est

alors
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I en résulte que I’abscisse d’un point de 'hémisphere est

1

H:— ~ R:
1 2
== ——T‘—i—RCOS({J.
? H+—3iR

Calculons maintenant I'intégrale SY?a'ds. Elle se compose d'une
partie correspondant a la surface du cylindre. Cette partie est égale &

2 cos:8x’Rd o dx’ :ﬁfo’dx’.

En prenant les limites voulues, on obtient

H+§
—mRH%R——;—~
H+3R

. La partie qui correspond & ’hémisphere a pour valeur

I

H2 —— R2
Z sin*g cos?H —;— —E——— + Rcose | R:singpdydd
T
2
W — - R
=zR sinio é—z—— +Rcosg }do,
H+ZR
(0] 3
¢’est-a-dire, en effectuant,
i
§ nR? "“—2—* -+ % mRs.
Done
2Yz2'ds — o.

Donc enfin on obtient pour C, toutes réductions faites,

C:—%TL’RS.
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C est négatif, B — A est positif quand H>>R. On en conclut, si o est
négatif, que I'axe du projectile est dévié vers la gauche et que la déri-
vation se fait 4 gauche. Si, au contraire, H< R, I'axe est encore dévié
vers la gauche, mais la dérivation se fait & droite.

4° Je prends pour projectile un cylindre creux; la surface convexe
a partout la méme épaisseur, mais les deux bases ont des épaisseurs
différentes.

Soient R et I le rayon et la hauteur du cylindre, a la distance du
centre de gravité au point milieu de I'axe; a sera positif ou négatif
suivant que P'épaisseur de la base antérieure sera supérieure ou infé-
rieure a celle de la base postérieure.

On trouve aisément

B—A=aR(H—2R), C=—7RHe, p=—Kag,

K étant un coefficient positif. Par conséquent, si la base antérieure est
plus épaisse que la base postérieure et si en méme temps H dépasse 2R,
'axe du projectile tournera vers la gauche et la dérivation se fera vers
la droite. Mais si H est égal ou inférieur a 2R, la dérivation se fera vers
la gauche.

SECONDE PARTIE.

RESISTANCE PROPORTIONNELLE AU CUBE DE LA VITESSE.

Des expériences faites 2 Metz en 1856 et 1857 par la Comnussion des
principes du ur ont fait connaitre que la résistance de P'air sur des
boulets sphériques pouvait étre sensiblement représentée par une
force unique dont I'intensité variait proportionnellement au cube de la
vitesse du boulet. 1l en sera ainsi si I'on suppose que chaque résistance
élémentaire est proportionnelle au cube de la vitesse normale de I'élé-
ment sur lequel elle agit. Il y a donc intérét a résoudre le probleme
en admettant cette nouvelle loi.

1. On démontre comme précédemment que si 'on représente par V
5
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I'expression

(#+qs —ry )X + (v -+ re’ — pr’ )Y + (0 + py' — qz' ) 1,

les équations qui définissent le mouvement du projectile sont

dfl);: = —¢e(aZV:Xds+ bEV:Yds + cEV31ds),
gi% = —e(a'ZV:Xds + YV EV3Y ds + ¢’ EV:E ds),
% = —g—e{a"2V:Xds 4- V" EV:Y ds + ¢” IV L ds);

" dq =({{*"—)or—pe’ — e ZV (X2 — Zz') ds,

dt

’ dr 4 2 " N ! !

17(7{ = = (" —=1D)og+pb"— 2V (Ya' — Xy')ds;
da da’ _,, , da” i o,
([—t_bl—cq, W:b’_"q’ E—_b r—c¢"q;
db ) ab . v, v
([[—&)C—(lf, —(ﬁ——[ﬂL—[ll, W——())C"M r;
‘{c dc, 7 7 ({c” 14 7
d—t:—wb—!—aq, -dft—:—wb—{—aq, dt::—mb -+ "y,

expressions dans lesquelles u, o/, u” ont pour valeurs

u—=al o dy + a” dz
o dt di di’

dz dy dz

o= b2l b =,
dt b dr + dt’

wW=—c dz + ¢ (_Zr_ i dz

AT @
2. Développement des sommes :
Viz=[uX + 'Y + u’Z -~ 9 (X2 —Zz')+r(Ya' — X' s
Je développe ce cube : on sait que I'on a
(2aP=3a*+33 @b +- 63 abc.
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On obtient alors

Vi i3 X0+ 03 Y2 + 022 + 6un’ 0 XYZ + (X3 — Z2'f + r3(Ya' — Xy')
+ 3w’ X?Y -+ 3uru” X7 + Sun'*XY? + 3u”n"Y’Z
. “+ 3uu" X2+ 3u u"Y1?
+3urq XN(X3' — Za' )+ 3uqY (X — Zx')+ 3u"ql* (X2 — Za')
+ 3w rX (Yo' — Xy') -+ BurY (Yo' — Xy')+3url (Yo' — Xy )
+~3ugX (X —Z2' P2+ 30 ¢?Y (X3 —Z2' P+ 3u"¢ZL(Xs — L2’ )
+3urX(Yz' — Xy’ 2+3u'rY (Yo' — Xy’ P+ 3u"rZ(Ya' — Xy'p
+ 3¢ r( Xz —Zx' P (Yx' — Xy') +3qr (X2’ —Z2') (Y2’ — Xy’ )2
+6u uqYZ (X2 — Zx') + 6uw”qXZ(Xz' — Zx')
+6un’' g XY (X2 — Zx')
+ 60w rYZ(Yz' — Xy') +6un’rXZ (Yo' — Xy')
+6un' rXY(Yx' — Xy')
+6ugrX (Xz' —Za') (Y2’ — Xy’ ) + 6/ qrY (X5 — Za' ) (Yo' — Xy')
+6u"qrZ (Xz —Zz2')(Yx'— Xy').

Pour avoir les sommes cherchées, il faut multiplier cette expression
successivement par

Xds, Yds, Zds, (X7 —Zz')ds, (Yo' —Xy')ds,

et intégrer sur toute la surface. On remarquera comme précédemment
que les intégrales dont les éléments sont de degré impair par rapport
a Y et y’, ou bien par rapport & Z et z', sont nulles. On obtient

IViXds = wEXds + 3uu2X2Y*ds + 3uu2XZds
+6un ¢EXL(Xs — 2z’ )ds + 6u/ r2X°Y(Y2' — Xy )ds
+3uqgEXY( Xz —Za'pds + 3urZX{ Yz — Xy’ )ds,

SVeYds = u*2Y'ds 4 3ure’ EX*Yids + 34w 2Y 22 ds
+ 3wrZXeY(Ya' — Xy Yds +3urEY (Yo' — X y')ds
+3u"rEYZ(Yx' — Xy')ds +- 60w q2 Y Z(X 3 —Zx')ds
+ 30 g EY} (X2 —Za'pds + 30/ r2Y (Yo' — Xy’ jds
- 6u"gr2YL(Xs —Z2')(Yx'— Xy’ )ds
+riY(Ya' — Xy Pds + 3¢r2Y(Xz' — Z2' ) (Yo' — Xy’ )ds,
5.
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SViZds — w31 ds + 3urw’ X2 ds + 3uwu” Y12 ds
+3u’q2X’Z(Xz’—Zx’)ds+3u”qZY“Z(Xz’-—Zx’)ds
+3u”2qZZ3(Xz’—Zx’)ds+6u’u”rZYZ2(Yx’—Xy’)a's
+ 3w @S1(X3 — L' fds + 3u'rSi: Yz —Xy' jds
+Gu’quYZ(Xz’—Zx’)(Yx’-—Xy’)ds+q3ZZ(Xz’——Zx’)3ds
+3qr’ZZ(Xz’—Zx’)(Yx’——Xy’)st,

XV (X3 —Za' )ds = w31 (X3 — &' )ds + 3w’ XL (Xs — L' )ds
+ 3uu" EYL(X 3 —~ZLx')ds
+3uwrqEX (X3 — Zx' yds + 3u?qELY (X2 — Zx' yds
+ 3unq37:(X ' — L' fds
+6u u rSYL(Yx — Xy ) (X2 — Lx')ds
+3u @2L(X3 —La'yPds
+3u'rSL(Ya' — Xy (X3 —Zz')ds
+6u qriY (Xs' —Zx' Yz’ — Xy')ds
+ @ 2(Xz—Z1x' yds
+ 3qre3(Xs' — Zz' (Yo' — Xy’ ) ds,

IVI(Ya — Xy')ds=u"2 Y3(Yx;— Xy’ )ds + 3w EX2Y (Yo' — Xy’ ) ds
+3u uEYZ (Y2 —Xy')ds
+3urEX (Yo' — Xy'pds + 3u2rZY(Yx' — Xy'j*ds
+3ur22(Yx' — Xy’ ds
+6u' u qEYL(XZ — Lx')(Yx'— Xy')ds
+ 3 pIY (X2 — 22 ) (Yo' — Xy} ds
+3ur2Y(Yx' — Xy’ yds
+-6u qril{Xz — LZa')(Yx' — Xy')ds
+r2(Yz'— Xy )ds
+3¢*r2(Xs' — L' (Yo' — Xy’ ds.

3. Les deux remarques suivantes permettent de simplifier ces ex-
pressions.

1° Les intégrales dont les éléments ne different que par le change-
ment de Y et y’ en Z et z', et réciproquement, sont égales.

2° Les intégrales dont les éléments sont du quatrieme degré par rap-
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port 3 Y et y’ ou bien par rapport-hd Z et z' se ramenent i des inté-
grales dont les éléments sont du deuxieme degré par rapport & ces
variables. En effet, soient M un point appartenant au parallele dont le

Fig. 2.

centre est C; MO la normale en ce point qui rencontre I'axe en O
OB la projection de cette normale sur le plan perpendiculaire a I'axe;
OD et OE des paralleles aux axes menées par le point O.

Du point O comme centre je décris une sphere de rayon égal &
Punité. Soient A, B, D, E les points ol elle est rencontrée par les
droites passant en O ; je mene les arcs de grands cercles AB, AE, AD,
DBE. Soient maintenant ¢ I’angle que la normale fait avec 'axe et &
I'angle que le méridien du point M fait avec le plan y' O . Il est visible
que

=

AB:T-;—cP, cosAD=Y, cosAE=Z, BD=6, EB=1I—6.

B

Les deux triangles sphériques ABD, ABE donnent

Y =sin¢ cosf, Z =sine¢ sinb.
On a d’ailleurs
X =cosg, y'=pcosl, z'==psing

en appelant p le rayon MC. L’élément de surface est un petit rectangle
dont les cotés sont les différentielles des arcs du parallele et du méri-
dien passant par le point M; arc de paralléle a pour différentielle o d%

. s e e dx’
et celui du méridien ——3 done
sino
'
ds—" d‘9 dx'
sin o

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



( 34)

Considérons maintenant I'intégrale 2Y*ds; elle devient
Zcos‘edesinsqux’:fy cos‘@d@fsinscp odx’s
[s]
or, en intégrant par parties, on trouve

27 27
f cos‘9d6:3f sin?0 cos:0dh;
3] [}

2Yids = 32X Z2ds.

on en conclut

On démontre de méme que

2Y (Yo' —Xp')ds=32YZ*(Ya' — Xy ) ds,

EY (Yo' — Xy pds =32Y (X2 — Z2' ) ds,

2Y (Yo' —Xy'Pds=32Y (X2’ — Zx' ) (Yo' — Xy') ds,

2(Yx' — Xy yds =33 (X7 — Za' (Yz' — Xyp') ds.
Enfin

IYZ(Xe2' —Za'y (Yo' — Xy')ds = — 2Y* (X5 — Zx' y ds.

En effet, la surface étant de révolution, on a en chaque point

Yo Zx'

Y _
d Xyp! Xz’

= —Z;7 d’Oh
z
d'on
Yo'~ Xy Iz — Xz

- 3

Y z

et par suite
Z(Yo' — Xy )=Y(Za' — X2').

Donc on a en chaque point
YZ(Xz# —Z2') (Yo' — Xp') = — Y*{Zz' — X2'},
et par conséquent

SYZ(X2 — 27 ) (Yo' — Xy')ds = — SY* (Za' — X' ) ds.
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%. Je pose maintenant

EXtds=A, E2X*Y!ds=B, IY'Zdi=C, ZXY(Y2' —Xyp'jds=D,
EYZ: (Yo' — Xy )ds=E, ZX(Ya'—Xy')ds=F, 2L (Y2'—Xy')ds=G,
2Y (Yo' — X" ) (X —Za'pds=H, 2(Yz' —Xy'p(Xz—2Zx')ds=K,

Ces coefficients définissent le projectile; les trois premiers A, B, C
représentent des surfaces, leurs valeurs dépendent seulement de la
surface du projectile. Les autres coefficients dépendent de la position
du centre de gravité.

Les expressions qui précedent deviennent

2VeXds = Aw + 3Buv + 3Buu” — 6Dun’q + 6Duw'r -+ 3F ug® + 3¥ wr?,

toy?

2ViVds == 3Cu*+ 3Buw’ + 3Cu'u" 4+ 3Dwr+gEu”r+ 3Eu"'r —6Eu' u’¢
+3Guw g+ 9Gu' r*—6Gu"gr + 3Hr*+ 3Hg'r,

IV

2ViZds =3Cu”+3Buu"+ 3Cu"*u” — 3Dwq— 3Bu*q—gEu"'q+- 6B/ u"r
+9Gu" ¢ +36Gu"r*— 6Gu'qr — 3H¢* — 3Hqgr?,

EVH(Xz —Zx')ds = — 3EBu"— 3Dwu” — 3EBu*u”+ 3Furq -+ 3Gu'q
+9Gu"q — 6Guw u"r —gHu"¢* — 3Hu"r* + 6Hu' ¢r
4+ 3K¢ + 3Kgqr,

IV (Yo' — Xy Vds =3Eu?*+3Dwd +3Eu' v+ 3Fwr+ oGu'*r + 3Gu"r
—66Gu'u"g +3Hu' ¢ +9gHu r* —6Huw"qr -+ 3Kr®
+ 3Kgq*r.

Les équations du mouvement étant maintenant connues, je me pro-
pose, comme dans la premiere Partie, de déterminer le mouvement de
rotation du solide autour de son centre de gravité, en négligeant les
puissances de ¢ et p. supérieures a la premieére, et cela me permettra
d’avoir x, y, z, en ne négligeant que les puissances de ¢ et p. supé-
rieures a la seconde.

5. Les équations aux cosinus peuvent, en négligeant les termes
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d’ordre supérieur au premier, étre remplacées par les suivantes :

a, = — d tanga,
da’ . dd, .
i gsinwi + rcoswt, Tk cosx (gcoswt — rsinwt),
b sinwt +c coswt——d, b sinwt + ¢, coswt = — d tange,
b,coswi— ¢, sinwt = a'cosa, U, coswt— ¢, sinwt—=— a'sing,
b, =o, ¢, = o,

ces variables ayant le méme sens que dans le premier probleme.

6. Pour déterminer ¢gsinwt + rcoswi et gcoswt — rsinwt au pre-
mier ordre prés, il faut négliger ¢ et p. dans V¥ (X2 — Za') ds et
2V} (Yo' — Xy')ds; on obtient

2Vo(Xz —Zx')ds =3[D(v,— gtsinaf + Eg* 1’cos’a] gtcosx cosm,

EVI(Yx' —Xy')ds =3 [D(v,— gtsina )+ Eg?*cos*a] gf cosa sinn .

Les équations aux rotations sont alors

dg "= 1 3 . 272 e .
e e L {p.+ e[D(v,— gtsinx} + E g* t*cos a]gt§c0w51nwt,
dr -1 I . 5 2 g . .
7R T ﬁgpt—kf}s[l)(uo—— gtsinajt+Eg? *cos’a] gt| cosasinw L.
Je pose

cosa

57 z v -+ 3egt[D(v,— gtsina)y + Eg2¢* cos’a]} =f(t);

/() est donc une fonction du troisieme degré par rapport a .
Les deux équatiouns & intégrer sont alors

dq I — [
a= —7 wr—f(t)cosat,
d 7 — s
a—lt::—- —E g + f(¢t)sinet.
le pose

. " [» . r2___ J2

¢ = Msin ( i cot) —!—M'cos(“l,zl O)t)a

llz_ 2 K 2 __ J2
r = Mcos ( {,z—l mt) — M’ sin <£2—w—l wt)-
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M et M’ étant deux nouvelles variables, on déduit de 12
. [ . [
g sinwt -+ rcosmt =M cos <l—” mt) —+ M’ sin <l_’2 wt),

2
qCOSwt—rsinwt:——Msin(; )—J—M’cos(ll,2 >

Les équalions différentielles deviennent

llz_ 2 2 ___ ]2 !
sin (-—l wt) aM -+ €O0S (l ! mt> an =— f(t)cosmt,

e dt g dt
(=0 ) dm AT P
¢ (—l,—zm —r — Sin{—g— —ﬁ_f )sinwé,

équations qui peuvent étre remplacées par les suivantes :

dM A

..LF ._f(l)sm(—ﬁcol>,
dm’ r

W e —f(t)COS (—ZTZ &)t>'

En intégrant par parties on trouve, en posant
I\ iy o
fy—(gg) £ =9t),
U 1 I'z\? l I
M:—mcp(t)cos<l,2o>t> (FE) (t) sin ([’2 )-4—2;;(?(0),
. l” . l 1/2 2 , 'ﬁ ll2 2 y
M= T @ (Bb)sin <l,2mt) (m> o’ (t) cos (l” mt> -+ <m> o' (o).
Ces valeurs donnent les suivantes:

gsinwt +rcoswé

llz r2

l &4 =\ o (0
_Fo_)q;(t)—{—m ¢ (o) cos l’“wt + gl ¢ (o) sin l_’?m ’
gcoswi— rsinet

172\ 2 1 . I 2\ 2 l
= — (IT(-)> o' () — e @(o)sin <F‘2‘ wt) -+ (ﬁ;) '(0)cos (l” >
6
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En se reportant aux valeurs des cosinus, on obtient
da' 17 I 12 1" )z ( I l)
—(E_.—iz—o;cp(l)—i—-l—,;cp(o)cos(z,—,mt) (l’ cp(o)sm e
da, ’\? , 1’2 L I'\2 , A
—(ﬁ = cosa[(12—m> @ (t)+l—2;)go(o) sm(z,—2 cot> — (ﬁ) ¢’ (o} cos <l_’2 o>t)]~

Intégrant, on a, pour &' et ',

o]
[\ 2 N lz llz 2 , 12 .
-+ (m> ?(O)Sln<—l,—2wt>——<l2——m> (? (0) COS(I_”J)t)y
” 2\ I l,2 l -
u‘:<m)> cosa[ (t) —o(o) cos <l—,,mt) 7o ? *{0) sin <1’ CM)J

Si I'on appelle ¢ I'angle. que la projection de I'axe sur le plan yOx
fait avec Ox, on a, pour définir le mouvement de I’axe, les deux rela-
tions

b= llwcosa [f ¢ t)dth(lz—> ¢'(0)
_— 12 ¢ (o) sin <l’2mt\) (;,—:Y‘P'(O) cos (;72; 0”)]’

iy, == cosa Ly (t)y— @ (o) cos ﬁoot\ = (o) sin r wt P
‘1 2 <P <P l!z ) lzm llz

7. La position de ’axe moyen est définie par les deux expressions

v=— lzcocosa [f ¢ (t)dt — < > (‘D(O)]
a'{:(llz—:)ycosacp(t).

La variation de ¢ détermine le mouvement de précession. On voit
que ce mouvement change de sens en méme temps que la rotation du
solide autour de son axe, et si la vitesse de rotation » est tres-grande,
il est tres-petit.

La valeur @) montre que I'axe s’éloigne ou se rapproche de la ver-
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ticale, et le sens de ce mouvement ne dépend pas du signe de w; de
plus, si la vitesse de rotation » est trées-grande, ce mouvement est
beaucoup plus lent que le précédent.
Le mouvement du pole vrai autour du pole moyen est défini comme
dans la premiere partie par les deux valeurs suivantes :

= () Tt em{fo) - v ()
o= (12 [oorsn () Lo ()]
D’ou I'on déduit
= (£ ror+ () o]
T |

Donc le pole vrai décrit une circonférence autour du pole moyen avec
une vitesse constante. Cette vitesse est

Lo
Iz
La durée de la révolution est

anl”
o

Le sens de ce mouvement est le méme que celui de la rotation du
solide autour de son axe.

On voit par 1a que la nutation de 'axe est la méme que pour le
premier probleme; il n’y a que le rayon du cercle qui soit changé.

Supposons « trés-grand, les formules qui définissent le mouvement
de I’'axe moyen pourront s’écrire

12 [ . d " lr;
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ou, en remplacant f{¢) par sa valeur,

t
q»::-—i;lz)f g[J.+3sgt[D(vo——gtSiﬂcx)*-{—Eg’t’COS?a]%dt,
o !
a’,’_m% p+3egt{D(w — gtsine) + Eg*t? cos’a ]%

La valeur de ¢ devient, en intégrant,

q;:—l—:o—) [;,Lt-l—%—sDo,,zatz—25D00gt‘sma+3

4

(Dsin’a + Ecos‘-’a)g’t*J-

Dans les premiers instants, le sens du mouvement de précession
sera déterminé par le signe p.; le temps augmentant, il dépendra des
signes et des grandeurs des coefficients D et E.

Mouvement du centre de gravité.

8. Au premier ordre prés, on a, comme dans le premier probleme,

_ " (l.l‘ 0,’ "
U= v, — gisina -+ | COSex —— at +smadt —a, gl

w=— gtcosax sinml — (sma ‘—if— COSo —— dz, > sinw{
dt dt
—L-ﬂcoswt—i—b v, €OS i i
b 19 cosa + b (v, sinx — gt),
u”:——gtcosacosa)t— (sinadx COSadz > cosSm?
dt dt

7 sm ol =4 v, cosa + ¢ (v, sina — gt ).

On obtient ensuite, au méme degré d’approximation,

2VsXds=3

s s

A .
5 (00— gtsina)® + B(v, — gtsina) g*t*cos’a
_L.

. dx dz
Alo,— ot 2 242 2 1 hatadl}
[A (v gisin«)? 4 Bg?t? costa] <c05a i sing dt)
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. dx dz
+ 2B (0, — gtsina) gt cosa (smaTﬁ— — cosa EF‘)

—[(A — 2B)(v, — gtsina)® + Bg*t* cos?a) gt a]

» ) da’
— 2D(¢, — gtsina) gt 77 },

2VYds= 3]~ [B(v,— gtsine)*+ Cg°t* cos*a] gt cosx sinm¢

— [B{v,— gtsina)*+- 3Cg* s cosza](smzx[f;; cos “afit) sinwt

dz, dz,
— 2B (v,— gtsina) gt cosa COS“%—*—SIHOF{ sinm ¢

+ [B(oo—gtsina)2+Cg’t’cos’a]%coswt

2(B— C)(v,— gtsina)g* t* cosaa’ sinmt

da’, .
+2Eg%# COSOC——dt sinwi
~+ [B(ve— gtsina) + C g*t? cos?a]| b, vycos -+ (oo sina— gt )]

+[D(vo—gtsina)+ Egs COSHZ]I’%,"

ZViZds=3 % — [B(vy— gtsina ) + €Cg*t* cos*a] gt cosa coswi

dzx, dz,
—[B(vo— gt sina)*+ 3Cg* 22 cos’a] <sma g7 — Cosa - > cosm ¢

. . dz, dz,
— 2B (v, — gfsina) gt cosa | cOSa— dt 4+ sine— a7 ) cosnt

— [B(v,— gtsina) + Cg*r cosza] —-Slnml

— 2(C—B)(v,— gtsina)git? cosa d, cosnt

"

da
+2E g cosa—cosm i
dt
-+ [B(ve— gtsina )+ Cg** costa]c, v cosx+ ' (vy8in o — g7 )]
—[Do,— gtsina)? +~ Egit cos’alq :
Les équations du mouvement deviennent

%t? = — 3¢ [ [%(Vs — gtsinz )} + B(v, — gtsina) g*s2 0052“] cos o

+ [B(v, — gtsina )+ Cg?t* cos’er] gt sina cos
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+{[A (v — gtsina) + Bg?1? cos’a] cosa

. . dx, dz,
+B(va—gtsma)zgtsmacom} cose - +sina—-

-+12B (0, — gtsina)gl cos’e

/ dx, dz,
+ [B(v,— gt sina)*+ 3Cg*¢* cos’a] sina} (Si"“'f[ — c05a—£>

+§3(C——B)(vo—gtsina)gzt”sina cosa + (C— B) g*# cos*a
— (%_ B)(vo——gt sina P tange — (A — 3B)(v,— g¢sina ) gtcosa|d,
— { D(¢v,— gtsina) tanga + 2D (v, — g sina) gt cosa
2 g2 g ydaiy
+ 3Eg'*sina cosa dt)'
%l—t? = — 35( [%— (vo— gtsina) 4+ B{v,— gtsina) g cos’a] sina
—[B(vo— gtsina) + Cg*t? cos*a] gt cos’x
+ {[A (0 —glsina)® + Bg*i* cos’a] sina
. dx, dz,
—B(v, — gtsina)2gt cos’ocf Kcosa il +sma—67;>
+ {2 B(v,— gtsina) gtsina cosa
— [B(v,— gt sinaf+ 3Cg*1* cos’a]cosa%(sinaflf—'—cow@
s ' di dt
+{—3(C—B)(v— gisina)g*¢* cosa +(C— B)g*13cos*asin e

/A
+(§—~B>(v.,—gtsina)3——(A——3B)(vo—gtsina)’gtsina}a”,
+{D(vs— gtsina) — 2D (v, — gtsinz) gt sina
+3Eg’t’cos’a}g%1),
L 3 [(2—B) (v— gtsinap—(C—B tsina) gt cost
a5 11\3 o — 8§ — B){v;— gtsina) cos?a
1%
a’

+[D(vs— gtsina ) + Eg** cos’a

L.
y

Des valeurs de et > on conclut, au premier ordre pres, que

(*0505-2——'—1—sina£l—ﬂ:—35 é(o~ tsina ) + B(v,— si *{? cos?
a0 ar _ 3(%—§ sina 4+ B(v, — sina) g*1* cos ac],
2, 2z, .
7l cosaw — 3e[B(v.— gtsina )+ Cg?#2 cos’a) gt cosa.
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D’oti 'on déduit, en intégrant,

dsz,

dx,
CcOSo —— + Smaoa—t—

dt

:_351[%03——1&00 gtsma+ (Asnn’oz+Bcos’ a)v.gtt

1 /A . L
_Z (gsm’a —+ Bcos’a\ g smaJ,
sina %2 _ cosa 2 /

*dr *di

1 2 . 1 . '
= — 3egt*cosa {EBV; — ngogt smaﬂ—Z(B sin?a + Ccos’a)g’tlJ-

b4 d’xi d
Ce sont ces valeurs qu’il faut porter dans —— et —==» car par la on ne

néglige que des termes qui contiennent ¢ en facteur & des puissances
supérieures a la deuxieme.

dd',
@, et —* étant des fonctions connues du temps, on est en mesure

d’avoir x, et z, et par suite z et z.

rivation et que cette derlvatlon est une conséquence de la rotation du
solide autour de la verticale qui passe par le centre de gravité. On a vu

da’
que @' et changent de signe en méme temps que »; on en conclut

que la derwahon change de sens en méme temps que la rotation du

solide autour de son axe de figure.
La grandeur et le sens de la dérivation correspondant i une vitesse
donnée dépendent d’ailleurs de la forme, des dimensions et du poids

du projectile.

10. 11 est facile de voir ce que sont & peu pres les coefficients A, B,
C, D, E pour les projectiles employés dans Partillerie.

Ces projectiles sont formés d’un cylindre creux surmonté d’un
solide de forme ogivale, de hauteur moindre que le cylindre, et ter-
miné en avant par une face plane dont le rayon est 2 peu pres la moitié
de celui du cylindre. Cette partie ogivale est & peu pres pleine; elle
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présente seulement une ouverture semblable au goulot d’une bouteille
par laquelle on introduit de la poudre dans l'intérieur du boulet. 1
résulte de cette disposition que le centre de gravité est plus pres de la
partie antérieure quesi le projectile était plein. Le centre de poussée
se trouvant alors en arriere du centre de gravité, p est négatif.

D’autre part, les normales aux différents points de ’ogive font toutes
des angles trés-grands avec I'axe; donc X, qui représente le cosinus
d’un quelconque de ces angles, est tres-petit sur toute la surface ogi-
vale. Examinons maintenant les coefficients.

A = 2X*'ds se compose des surfaces des deux bases et d’une partie
correspondant & la surface ogivale; cette partie est trés-petite, parce
que tous les éléments qui la forment sont multipliés par X*.

B = 2X*Y*ds correspond seulement & la partie ogivale; ¢’est un
terme tres-petit, parce que les éléments contiennent X* en facteur.

C = 3Y*Z*ds correspond a la surface cylindrique et & la surface
ogivale. La valeur de C est du méme ordre de grandeur que celle de A;
c’est une fraction finie de la surface convexe du projectile.

D = 3X*Y (Y2’ — Xy') ds correspond a la surface ogivale seule-
ment. La valeur de ce coefficient dépend & la fois de la position du
centre de gravité et de la surface de la partie ogivale. Cette valeur peut
étre positive ou négalive, mais elle est toujours trés-petite, les élé-
ments qui la forment contenant tous X* ou X® en facteur.

E=2YZ* (Yx'— Xy')ds se compose d’une partie négative qui
n’a de valeur que pour la partie ogivale, et d’une autre 3Y?Z2x'ds,
dont la valeur et le signe dépendent & la fois de la position du centre
de gravité et de la surface convexe du projectile. Si le centre de gra-
vité coincidait avec le centre de gravité de la surface convexe, on
aurait 3x'ds = o. Je dis que, dans cette hypothese, 2Y?*Z*x'ds est
négatif. En effet, si 'on appelle ¢ la différentielle de I’arc de méridien
mené par un point donné, p le rayon du parallele qui passe par ce
point, ¢ 'angle que la normale fait avec 'axe, et 6 'angle du méridien
avec le plan 'O, on a

2Y' 22’ ds = 3 sin‘q cos*0sin*b.p2'db. o
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ou

EX Lz ds = }} nfsin‘go.px’o-.

Or anfpcac’ représente le moment de la surface convexe par rapport

a Porigine; si 'origine est le centre de gravité de cette surface, on a

fpax’ =o.

Or sing =1 pour la surface convexe du cylindre; les éléments dimi-
nués sont done ceux qui correspondent a la surface ogivale : ces élé-

ments sont positifs; il en résulte quefsin"go.pw’c est négatif, et par

suite aussi 3Y?Z?x'ds. J'ai raisonné dans I’hypothese que le centre
de gravité de la surface convexe coincide avec le centre de gravité du
solide; en réalité, le centre de gravité du solide se trouve en avant
du centre de gravité de la surface convexe. Soit a la distance de ces
deux points. Pour passer de la valeur XY*Z?«'ds, correspondant au
centre de gravité de la surface, a celle qui convient au centre de gra-
vité du solide, il faut remplacer &’ par ' — a; cela revient i ajouter
a Pexpression qui précede le terme négatif — aZY*Z*ds.

Done, en définitive, E est négatif.

Nous sommes en mesure maintenant de déterminer les sens des dif-
férents mouvements du projectile. Pour cela, nous supposerons que B
et D sont nuls, et que E est négatif. A et C sont d’ailleurs essentiel-
lement positifs.

La rayure des canons tournant de gauche a droite dans la partie
supérieure pour un observateur placé a la culasse, il en résulte que o
est négatif. De plus, ¢’est un trés-grand nombre; je prendrai donc les
formules qui conviennent a ce cas.

Le mouvement de nutation est déterminé par la formule

1 AY

Y= yEp <y.t + % cE cos’x.g%‘);

p. et E étant négatifs, il en résulte que ¢ a le signe de w, ¢’est-a-dire
7
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qu'il est négatif. Done I'axe du projectile est dévié a gauche du plan
initial du tir.
Le changement d’obliquité de I’axe par rapport a la verlicale est
déterminé par la formule

s U'costa
1T {2

(p+ 3eE gt cos’a);

il en résulte que o', est négatif. Le cosinus de Vangle que P'axe fait avec
la verticale diminuant, il en résulte que la partie antérieure du pro-
jectile s’abaisse constamment.

Enfin, la dérivation est définie par la formule

(lz“y‘_ A of o s ~ . 252 2 ] ’
W_——?:s%[g(vu——btsma) C(v, — gtsina) g*t’cos’a | a

!

da
2f2 2 b e
+Eg cosad”

J

Le multiplicateur de &' reste positif pendant toute la durée du mou-

vement, si, comme il faut le supposer, ¢, est grand; parce qu’alors
5 (vo — gtsina)*® dépasse Cg®¢* cos®a; le second terme est positif, mais

il est beaucoup plus petit que le premier, parce que le multiplicateur de

da' .
-7 e contient pas ¢,.

La dérivation a donc le signe du premier terme, ¢’est-a-dire le signe
positif. Il résulte de Ia que le projectile se déplace vers la droite du
plan du tir.

Tous ces résultats sont d’accord avee Pexpérience.

Bemarque. — 11 arrive souvent que la dérivation se produit d’abord
a gauche, puis, quelque temps apres, elle se fait vers la droite. La for-
mule de la dérivation rend trés-bien compte de cette circonstance. Jai
supposé que D était nul. Cela n’a pas lieu en général. Si 'on suppose
D positif, mais toujours trés-petit, comme dans la valeur de «’, il est
multiplié par ¢2; @' sera d’abord positif, puis, ¢ augmentant, il de-
viendra négatif. Donc le projectile se tourne dabord vers la droite, puis
vers la gauche. 1l s’ensuit que la dérivation se fait d’abord vers la
gauche, puis vers la droite.
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11. Il conviendrait maintenant de chercher la valeur numérique de
la dérivation en prenant pour projectile un des boulets en usage dans
I'artillerie, et pour lesquels il existe des tables de dérivation. Il m’a
manqué pour cela de connaitre la position du centre de gravité et les
rayons de giration. Le profil intérieur du boulet est trop compliqué
pour qu’il y ait lieu de chercher ces quantités par la géométrie, d’au-
tant plus que la poudre qui remplit le boulet et les ailettes qui en gar-
nissent la surface déplacent un peu le centre de gravité et changent les
rayons de giration.

12. Je prends pour projectile un cylindre creux en fonte, de poids
spécifique égal & 7 et ayant le méme poids et & peu pres les mémes di-
mensions que le boulet de r2. Voici les dimensions :

Rayon de base extéricure............ ....... R= ouzo59
Rayon de base intérieure ......... DU r =o0,04075
Hauteur ducylindre .. ...........coi. H—o0,2
Epaisseur de la paroi antérieure ............. e — 0,05818
Epaisseur de la paroi postérieure... ........ ¢ = 0,019
On trouve pour le poids....... ... .......... P — 104,825

Le centre de gravité est 2 o™, 10811 de la base postérieure, ou bien &
07,00811 en avant du point milieu de I’axe. Les coefficients & calculer
sont
! hd

4 4

Le coefficient ¢ se déduit des expériences de balistique faites sur des
boulets sphériques. On a trouvé que la résistance de I'air sur un hou-
let sphérique de rayon R et animé de la vitesse ¢ était

2, 1", A=2nR, C=-7mRH, E=-nRHd, y:-ﬁjﬂd{lq £ el w.

P

F:q—IEO—TER’(ﬁ-

Je vais chercher une autre expression de cette force. Je prends pour
axe des  la tangente & la trajectoire décrite par le centre de gravité;
la vitesse normale d'un élément de surface ds étant ¢ X, la résistance
élémentaire est alors en valeur absolue

eM 3 Xods,
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et la composante de cette force parallele a 1'axe des « est
—eMerXids
en grandeur et en signe. La résistance totale est alors
— e Me* 2 X¢ds,

le signe 2 s’étendant a toute la surface de la sphére.

Soient w P'angle que la normale fait avec 'axe de «, et 6 I'angle que
fait avee yox le plan méridien mené par le point considéré; on trouve
aisément que

ds = R*sinw dw d0.
Done la résistance a pour valeur

—eM¢*R22cos‘msine dw d,

intégration par rapport 2 § devant étre faite entre les limites o et 27,
et 'intégration par rapport 2 o entre les limites o et .
On obtient ainsi
- :g—rrRZ eMes.
On a donc P’égalité
%nR’eM(ﬁ :;:Enw o,
d’olt

! g
E = Ay = e v
5680M ~ 5680 P

Le coefficient » dépend de la vitesse initiale et de 'hélice du canon
rayé. Dans le canon rayé de 12, le pas de ’hélice suivie par les ailettes

est de 3 metres. Ainsi, quand le boulet avance de 3 metres, il fait un

. . . , . . 27T
tour sur lui-méme, il en résulte la vitesse de rotation w = — —31 .

La vitesse initiale ¢, est Ie plus souvent 307 metres : c’est celle qu’on
obtient avec une charge de 1 kilogramme de poudre.
Voici le tableau des valeurs numériques des coefficients :

d = —o0,00811, logl*=3,32583, logl'* = 3,72 039,

logA=12,33988, logC=3,96697, log(—E)=15,875q9,

log(— ©)=15,31 768, log ¢ ==4#,20283, log(—w)= 2,80 820,
vo=307, w = — 643.
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13. Je calcule maintenant les différents mouvements du projectile.
1° Mouvement de nutation.
La durée d’une révolution de P'axe vrai autour de I’axe moyen est
aml'?
Py °
on trouve pour cette valeur 0%,02424.
Le rayon du cercle de nutation est

I
- m{icosd;

I'angle du cone de nutation, évalué en secondes, est alors

I'"* pecosa
l'w? sin1”

On trouve pour cette valeur

0”,012 14 cosz.

On voit par 12 que le mouvement de nutation est tout & fait insen~
sible. On est donc en droit de le négliger.
2° Mouvement de précession.

La formule est
I

3 1
—— z 3 g4 )
$= D (pt -+ ii-:Eg ' cos a) Sint’

«
Je prends 'angle de tir & = 16°. Il vient alors
Y= —tNlo,49808 — t'N11,32 497,

en représentant par Nla le nombre dont le logarithme est a. Si 'on

donne A ¢ les valeurs
55, 10%, 159,

on trouve pour ¢ les valeurs
— 229", 95, —35'43",9, — 2°5g',1.

3° Variation de I'obliquité de ’axe sur la verticale.
En appelant ¢ I'accroissement de ’angle que P'axe fait avec la ver-

ticale, on a
€0 (9o — o+ 6) == sina =+ a’.
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On en déduit

Donc
I'?cosa ,
H=— — W ([J- -+ 3€Eg3l3 COS”O{).
PR ' .
On doit négliger le terme — ——[—f—%fﬁy, qui n’est autre que le rayon du

cercle de nutation; il vient alors, en évaluant & en secondes,

301’2 eEgicosix
o sin1”

f—=— * ou 6§=1Nl2,24604.
Si Pon fait £ = 155, on trouve § = 54", 88, _

On voit que la variation d’obliquité de I’axe reste toujours treés-petite;
il en résulte qu’on pourra la négliger dansle calcul de x, et z,.

4° Dérivation.

La formule de la dérivation devient pour le projectile considéré, en y
remplacant a et da par leurs valeurs dans lesquelles on a supprimé les

dt

termes périodiques,

%Tlﬁ =3¢ ; [% (vo— gtsina ) — Cvy — gt Sina)g’t’cosza]

cosx 3 . .
> T <p.t+ ZeEcos ag-"t>

+ Eg'tcosia (y+3eEcoszag3t3):7

2

ou bien, en développant,

d*y e2Egicosa [A .
¥ 2__.3_«_[ vt — Avigtssina + (Asin’e — Ccos’a) v, g2 1"

di? :4 1?0 3

(A inte— G eova)or sing 4 §E g casia
3 sin‘a cos?a) gt sina + 4 E g*1° cosx

: e gvgt—Avggﬂsina—i-(Asin’a—(]cos*a)vog’l“

3epcosa [A
e —_

A .
— <~§ sinot — C cos2a> gittsina + Eg®i?cosia
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En intégrant on obtient successivement

1y *Egicostal A X . 1 .
@9 ks OV = vt —=Avigtésinag + —(Asin*a — Ccos’a)v, g1’
dt 74 I*o 7 :

15 ° 6

1 (A, . 2 ‘ )
-3 <§ sin®e — Ccos%z) g3t sine + §Eg2t“ cos‘—‘a]

3evwcosa| A 1 . 1 . N .
~ [B- vyt — -3-'A vy gt¥sina + Z(A sinfa — Geos?a)v, g2 t*

1A, . 1
- (—3— sinfe — Ccos’a) g°t* sina +§Eg2t-’ cos3a]a

I o o ) . )
72 Avigtisine -+ g5 (Asin’a — Ceos’a) e, g* 1

1
— Ay}t —

. 92Egicosia
4 90 42

4 o

3

(AL . 2 .
— S \Fsina— Ccos®a | git’sina + 2—Eg2z/cosza
7 I

1

Jzucosa [ A 1 X
ST S0 — — Avlgtisina + — (Asin'a — Ccos*a)ve, g7
{2 i8°° 12 4 20( Joo8

.

1 (A . I .
— o~ | 5 sin?a — Ccos’« } g*#*sina + — E gt cos’a
30\3 2 ¢

En remplacant les coefficients par leurs valeurs numériques, on
obtient

¥=1°N15,29021 — t'N17,54601 — :N19;g8427 -+~ 1*N111,88460 — 1"N113,26923
-+ £N13,39247 — 1*N16,51337
— t*N18,85472 + t:N110,68810 — t*N1 12,3924 7.

Si I'on donne i ¢ les valeurs
55, 10°, 115, 14’
on trouve pour y les valeurs

o™,57, 16™,5, 27,5, ¢8@,3.

Projection dela trajectoire sur le plan zox.

14. La projection de la trajectoire du centre de gravité sur le
plan zox est déterminée par les valeurs de x et z. Dans les formules
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d:x, et % dun° 8 (P 4[-42), je fais

en ——
dr:

B—=o et D=o;
jobtiens alors

dd:’ = —3¢ z (¢o — gtsina)® cose + Cgisinacos’x
P dz, dz,
+ A (v, — gtsina) cosa | cosa v —+ sine i
1 - d 1
— 3C g*#*sina cos*x (\cosa‘fi—zt — sina gxt—>
“+ [3(](00 — gtsina) g*#* sina cosa + C g* 2 costa
—%(uﬂ—gtsina) tango — A (0, — gtsinoz)’gtcosgc] d
g s da!
; — 3E g**sina cosa 7i §
d(;t, = — 352%—(00— gtsina)sina — Cgrcos'a
A ¢ sine ) si i'z;—l— n da,
+ A(v, — gtsina)sina | cosa pr si a—(ﬁ
. dz, . dx
+ S-Cg £2cos’o <c05a T Slnzxw)
—+—[—SC(va—gtsina)g*t’cos’a—i—Cgﬁt“cosfazsina
%—(vo-—gtsino:)“—A(uo—gtsina)?gtsina a,
:peosto 3911
+ 3E g*t*cos’x N
On en déduit
a“xl__*_ in d’z,
€082 —p + sina
__ ,‘A . : H . dz, dz,
‘—-352—5((‘, gtsina )} + A (v, — gtsina | cosa 2 T sina dt>
+[Cgalzcos’o:-A(uu—gtsina)’gt]a"’v
) d* z, sin d*x
cosz _t.l_t? sina dt

e ‘__ 373 3, 2 42 2 dz, dz
= 352 Cgtcos.x—i—?ngtCOSoc(COSo:dt 51:/(”)

. A . 1 1"
—+ [— 3C (v, — gtsina) g*t*cosx —i-g(uD — gtsing)? @]a,

"

da'} |
-+ 2 hutad I8 8
3E g*t*cosx 7i |
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En ne prenant que les termes du premier crdre, on obtient

*x a’z
i . 1 . 5
COSD:W -+ Sln“wﬁ = — SA(VO'—- gtSlna)",
2 dzx
t . 1 N .
COS“_E,’T? —sina T + 3:Cg*trcosia;

d’ol1, en intégrant,

cos dz, —+ sin 4z,
o2 = oL
di dt

3 . . I o]
= —¢tA [vg t— 5 vegtsina 4 o,g* 1 sin*o — - gt sin*a |
+

cos dz, sin dz, 3 ¢C gt cosia
oL — o —— = - S .
dt dt 4 &

Ce sont ces valeurs qu’il faut porter dans les équations qui précedent,
car par la on ne néglige que des termes du troisieme ordre.

"

" da, .

Je remarque en oulre que &, et—, qui entrent comme facteurs dans
plusieurs termes, restent extrémement petits pendant toute la durée du
trajet, puisque, d’apres le calcul fait plus haut, 'accroissement de

J p
I'angle que I'axe de figure du projectile fait avec la verticale n’atteint
pas une minute. On peut donc, sans erreur sensible, supprimer les
da”

1

termes qui contiennent a et —=

en facteurs; il vient alors apres réduc-

tion

cos >z, + sina dz,
: o ———

dt: dr

= —¢eA[v} — 3v; gtsino + 3v, g*sin*a — g sin*ar]

+352A2[vgt———Z—v;gzﬂsina+5uﬁ g*lisin’a
15 2 3 tigin? 3 ihsind U ws gogi
——;oogl51na+;vog15m a—zglsmsa ’

diz . dra 27
—— —sing ——— = 3eCgi3cos’a — — 2C*g*lf cos* a.
cosa — %= g 7 g

On a d’ailleurs, p. 13,

. t
x = lcosa+x, €L Z=v,lSimo — —Z-gl2 -~ 2,3
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donc

. 1 . ) .
ZCOSa + zSina — vf — :;gl’sma -+ 2, COSe -+ 281N,

I .
2 €08 + x Sino=— — 5 gt* cosa + 3, €0Sa — X, Sl .
On obtient alors, en intégrant les équations qui précedent.

/ . | ST
x CoSa —+—zsmac:uot-—;gt‘smr/.

I { 1 . ¥ o
— — 3 i — —y2ol3sin -0, g7 isin?g — — 3t“sm3a>
tA <2vol S Vgt st a+4 o g 708 '

(1) , !

1

~+ 3€*A? <6ugt3—~ ;nggt‘ sina+4 vigtissin’a
L et sinta ‘t’sin‘a——tdst“sinsa. y
4 o8 28 6 224 © "
. ¥ N 3 345 2 27 a2 g 4 35
(2) zcosa— xsina = — - gt*cosa+ —elgiticos’a — -5 222 * costar.
2 20 294

Dans 'exemple numérique que j’ai choisi, si 'on donne a ¢ une va-
leur de plus d’une seconde, on reconnait que les termes du deuxieme
membre de I’équation (1) vont en croissant. Ce deuxieme membre ne
donne donc pas une valeur approchée de x cosa - zsina, puisque les
termes négligés sont plus grands que les termes conservés. Il est douc
nécessaire de trouver par un autre procédé une valeur approchée de
x eosa -+ zsin«.

15. Les deuxiémes membres des équations (1) et(2) ne dépendent pas
de la rotation du solide autour de son centre de gravité. Il en résulte
que, si I'on cherchait le mouvement du solide dans I'hypothese ol il se
déplacerait parallelement i lui-méme, on devrait obtenir les valeurs pré-
cédentes (1) et (2). Je cherche les équations du mouvement qui con-
viennent a ce cas.

Je fais done

a = coSux, ad =o, a” = sine,

b—o, b =1, b —o,

€ == —sina, ¢ =o, ¢’ —=cosa,

» =0, p=o0, g =o, ¥y =0.
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Les valeurs de «, «/, «” du n° 1 (p. 30) deviennent

U == COS« flf -+ sina (—j——z-a
dt dt
u=o,
u = —sin« ‘—lf -+ cos« gf y
dt dt

puis
2V3Xds—=Au*+ 3Buu"?,

ZV:Yds=o,
2V3Zds =3Cu” +3Buru”.

2

- ] At o d*x d*z o
Si 'on porte ces valeurs dans les équations en 577 € o dun®t
(p- 30), on obtient

Cé;f = —ce[cosa(Au? +~3Buu") — sina(3Cu” +3Buru”)]
(iltz’ =—g—e[sina(Aw +3Bu""u)+ cosa(3Cu” +3Bun”)],

d’ou Von déduit

d*x . dz .

Cosa —ps + sina o = — gsina — e(Au*+ 3Bu"u),
dz . d*z N

CoSe—pr — sina —pn = — gcosa — 3e(Cu” + Bu”),

ou plus simplement

Eldi; = — gsina — ¢(Au® + 3Bu"u),
[Z:‘ = —gcosa —3¢(Cu” + Butu”).

Telles sont les deux équations qui définissent le mouvement du
centre de gravité dans ’hypothese que j’ai faite.
Le projectile étant cylindrique, B = o, et I'on obtient

du .

2 = — gsina— eAuwd,
du”

dr =-—gcosa—3eCu".
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16. Je suppose qu’on ait intégré ces équations rigoureusement, et
qu’on en ait déduit
x cosa + zsina = F {4, ¢),
zcosae — xsina —=F, (¢, ¢).

Il devra arriver qu’en développant F{¢, €), F, (¢, ¢) en séries ordon-
nées suivant les puissances croissantes de ¢, les premiers termes de
ces développements forment les deuxiemes membres des équations (1)
¢t (2), de sorte que ces deuxiemes membres ne représentent que des
valeurs approchées de F(¢, ¢), F, (2, ¢). Cela suppose que les dévelop-
pements de ces fonctions en séries sont convergents; si donc il arrive
(ue pour certaines valeurs des coefficients et du temps, un des
deuxiemes membres des équations (1) et (2) devient divergent, il ne
pourra plus remplacer la fonction F(z,¢) ou F, (¢, ¢), et par suite il ne
pourra plus servir au calcul des inconnues.

Or, dans I’exemple numérique que j'ai choisi, les termes du
deuxieme membre de équation (1) vont en croissant quand le temps
dépasse une seconde, tandis qu’au contraire les termes du deuxieme
membre de I'équation (2) diminuent trés-rapidement pour toutes les
valeurs du temps inférieures 4 15 secondes qui représentent une limite
supérieure de la durée du trajet. Donc on pourra conserver I’équa-
tion (2 ) pour le calcul des inconnues, mais il faudra remplacer I’équa-

tion (1) par l'intégrale de I’équation i'lf;

= — gsina — eAu’.

17. Jai donc & intégrer 1'équation

du ) ]
7 = —§sina— e A s,
Cette équation donne
dl — — du

gsina + fu®’
en remplacant ¢A par £, équation qui peut s’écrire

. du
gsinedt — — —_°

1

- w3
gsine
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s/ k . . .
le pose u \/ — = w, et 'équation devient
gsina

3 "—“—‘——' d“’
sina dt == — —
\/ ‘g’ 1+ ®

D’ailleurs

. sing
dx cosa +dzsing =udt = \/:/— wdt.

Si, de cette relation, je tire la valeur de dz et que je la porte dans
I'équation qui précede, j obtiendrai

Y —— . vdw
Jiigsina(drcosa + dzsing) = — ————.

-+ -

Ainsi I'équation différentielle & intégrer peut étre remplacée par les
deux équations suivantes :

3 g dw
VEkgisinta di = — —=2_,
1+ w?
3, L, T T . ﬂv’dW
vVi*gsina(dz cosa + dzsina) — — ———sy
P+ w?
ou hien
y
gl (X4
§ g dw 1 (2w —1)dw - /3
—3YTgsiniadt = 1 Jdw g5 NS
€ I+ w 2 Wi w1 2<v—1>"
R
V3

dw _1(2("1—1)(1()‘)_\/3

3vkrgsina(dr cosa—+ dz sine)==
vias ( - ) I+w  2w?— w41

¢’olt 'on déduit, en intégrant,

v—1 T I—i—ﬂ’

i log

3tykgisinig=C— V3 arc tang 2;\/3———
I -k

[ vl . ~ 2W — I
3k gsina(xcosa -+ zsina)=C"~— V3 are tang ——— + =1

0f e
M Vari— 1

Dans ces équations " représente I'inverse du module, ¢’est-a-dire

-
?

7 — W I

le nombre 2,3025q, et C et C’ deux constantes arbitraires. La valeur
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Y

—— . Avee
g sina

initiale de u est ¢,; par suite celle de w est Wy = ¢,

les données numériques que j’ai choisies, on obtient
w, = 3,3424.

Les constantes C et C’ se déterminent par la condition que pour ¢ = o
on ait
w=3,3424 et xcosx-+ zsina—=o0;

on obtient ainsi
C=2,5878, C =r1,8200.

Si de la premikre des deux équations on pouvait tirer la valeur de w,
en la portant dansla deuxieme équation, on aurait pour x cosa + z sin«
I'expression que j’ai appelée F (¢, ) et qui, développée suivant les puis-
sances croissantes de ¢, donnerait pour premiers termes le deuxieme
membre de I'équation (1). Cette élimination de w ne peut pas se faire.
On est alors obligé de conserver les deux équations a la fois en y re-
gardant s comme une variable auxiliaire.
On pourrait intégrer de méme I’équation

dull
di

= —gcosa—3eCu™.

Mais comme le développement de z cos« — xsinx en série est conver-
gent, il est plus commode de le conserver. L’équation permet d’ailleurs
d’avoir autant de termes que I'on veut.

Intégrant done par approximations successives, en tenant compte de
ce que pour ¢ = o on a ¥’ = o, on obtient, en posant 3:C = 4",

"

I 3
W = — gtcosa +- k" gl cos®a — ——l{’”z g° {7 Cos
8 ;"8 8778

5
27 kg7 1" cosior — 137 ks

9 118 pogh .
1120 29120 gt COSTax 4 ..+ 5

d’ou, en intégrant,

. I 1 . 3
zeosa — & sing == — — gl' cOsz -+ — k" g3t cosa — ;k”z g3t* cos’a
57
li”acﬂt” \ PV "4 9 14 2
T390 cos’a 7o bSok £ costa + ...
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On reconnait que les trois premiers termes de ce développement for-

ment bien le deuxieme membre de 1’équation (2).

18. Le mouvement du centre de gravité en projection sur le plan
zox est donc défini par les trois équations simultanées

(1) tNl2,04599 = 2,5878 — V3arc ‘ang?"’!;_/_g:_ 3108 \/D%f’
(2)(xcosa—+3 sina)NlZ,gSzgl:l,8290*\/§3r013n€20(:/—€1‘+1%l0g\/(;2—;,%’
(3) zcom—xsina:—-;—-gtzcosa—l*%,’f"g”scosw

— .23?4]#’? gt costa —+ 1253720 kgt cosa—. ..

équations dans lesquelles

N13,0/509 =3 VFgsin'a
et
NIZI,98291 =3 :/If?gsin o

Si Pon donne une certaine valeur & w, I'équation (1) donnera la valeur
correspondante de . L’équation (2) donnera la valeur de « cos« + z sin«.
Portant ensuite la valeur trouvée de z dans I’équation (3), on obtiendra
zcosa — asina. Ayant @ cosa + z sina et z cose — x sing, on caleu-
lera a et z. Si I'on fait w = 1,1 on obtient

t—=0,611, xcoSa- Zsine— 1528"3
ef
z cosa — & Sina = — 421,49,
dol
x=—1585m1 et z=16",17.

Si l'on fait w = 1,05, on obtient

t = 10°, 369,
puis
xr=1674 et z=—-— 21,76,
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Si 'on fait @ = 1, on obtient
t— 115,186,
puis
xr=1769 et z=— 76,50g.
On voit par la que la durée du trajet est comprise entre ¢°,611 et
10% 369, et que la portée est de méme comprise entre 1585, 1 et 167/4.

19. L’équation (1) jointe & ’équation en ",

7

1
' = — glcosa + Zlf”gst’cos%c—. .

permet d’avoir les valeurs simultanées de u et w’, puis celles de

dz

t ©
Pour w = 1,1 on obtient

dz
tde e

u=101%03 el !=g0611

puis I'équation en u” donne

v’ = — 83,713.
On en déduit
dx dz
7 120,197 et = 52,622,
d’olt
g% = — lang23° 38’ 6.

I’angle de chute est donc i peu pres 23° 38 6.

La vitesse finale est

dx
dt
50523°386 — 1317, 21.

20. En comparant ces résultats 2 ceux que donne I'expérience pour
le boulet de r2, on reconnait que la résistance de I'air sur le projectile
que j’ai considéré est beaucoup plus énergique que sur le boulet de 12
véritable. Pour le boulet de 12 vrai, la durée du trajet dans les condi-
tions ol je me suis placé est de 14 secondes, et la portée de pres de
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3000 metres. La vitesse restante est de 170 metres et Pangle de chute
de 24°20’. La dérivation finale est de 71 metres. A la distance de
1600 metres, qui représente la portée du projectile que j’ai considéré,
la dérivation du boulet de 12 vrai est de 15 metres. Celle que j’ai
caleulée pour cette distance est de 16 métres.

Les différences entre les résultats que j’ai obtenus et ceux de Pexpé-
rience peuvent tenir a ce que la loi de résistance que j’ai adoptée n’est
pas exacte, ou bien & ce que le coefficient ¢ que j’ai calculé d’apres une
formule de balistique est trop considérable. Mais elle provient certai-
nement en grande partie de la forme du projectile que j’ai considéré.
La partie ogivale qui termine le boulet de 12 doit diminuer la résis—
tance de 'air qui s’exerce suivant la tangente a la trajectoire, et par
conséquent le boulet doit aller beaucoup plus loin que si cette partie
conique n’existait pas.

SN Vu et approuveé.
» \ Le 17 octobre 1867.
et ‘; Lz Dovex pe 1A Facurirt pEs Sciewces,
o !
MILNE EDWARDS.

e Pormis dimprimer.
Le 17 octobre 1867.

Lr Vice-Rectevr pE r’Acapémie pE Panss,

A. MOURIER.
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DEUXIEME THESE.

PROPOSITIONS 1’ASTRONOMIE DONNEES PAR LA FACULTE.

Théorie des inégalités séculaires du mouvement des planetes.

Vu et approuve.
Le 17 oclobre 1867.
L.r Doyen pE 1A FacuLte pEs Sciences;
MILNE EDWARDS.
Permis d’vmprimer.
Le 17 octobre 1861.

Le Vice-RecTEuR pE 1’ AcApEMmiE pE Paris,

A. MOURIER.

PARIS. — IMPRIMERIE DE GAUTHIER-VILLARS, SUCCESSEUR DE MALLET-BACBELIER,
rue de Seine~Saint-Germain, 10, prés Ulnstitut.
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