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THESE DE MECANIQUE.

DE L'EMPLOI DU PRINGIPE GENERAL DU TRAVAIL DES FORCES DANS LA MECANIQUE
APPLIQUEE.

I.

Notions préliminaires.

1. Les machines, telles qu’on les rencontre dans les arts, se composent
ordinairement d’une suite de picces solides lies entre elles, de telle sorte
que l'effort et le mouvement imprimés 4 la premicre se transmettent de
proche en proche jusqu’a la derniére. Nons admettrons, ce qui est le cas le
plus habituel, que ces appareils ne peuvent prendre qu’un mouvement ou
le mouvement contraire, et que la solidarité des pieces est en général telle.
que la vitesse se communique par des lois purement géométriques, et de
maniere que celle des différents points peut s’exprimer en fonction de la
vitesse de I'un quelconque d’entre cux et de la variable qui fixe la position
de celui-ci 4 chaque instant.

Les forces que nous avons i considérer sont de deux especes. Ce sont
d’abord les forces que 'on appelle extéricures, c’est-a-dire celles qui
sont capables de produire le mouvement de la machine, comme la gra-
vité, I'action d’un moteur animé, du vent, etc. Leurs directions sont
faciles 4 reconnaitre, et leurs intensités peuvent, comme on sait, ¢tre ¢éva-
luées en nombres, au moyen de 'unité de poids. On doit d’ailleurs compter
parmi elles les poids des différentes picces de Pappareil, qui sont des forces
verticales appliquées au centre de gravité de chaque piéce. En second lieu
viennent les forces intérieures, ou les actions mutuelles des molécules du
systeme mises en jeu par la déformation plus ou moins grande des corps
qui constituent Pappareil sous Peffet des premicres forces.

Sl fallait ¢valuer et faire intervenir directement toules ces aclions et
réactions moléculaires qui naissent de Ja compressibilit¢ et de extensi-
bilite des corps, méme les plus solides, on tomberait dans des difficultés

1.
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qui seraient souvent insurmontables dans I’état actuel de nos connaissances
mécaniques; mais cela n’est pas indispensable. On donne ordinaircment
aux pieces un degré de solidité et de rigidité telles, que, sous les cfforts
qu’elles ont & supporter, elles conservent une forme sensiblement inva-
riable. Le rapprochement ou I'écartement des molécules ¢tant & peu pres
nul, il en résulte que les travaux des forces intérieures de chaque picec,
dus & un déplacement virtuel ou effeetil du systéme, se détruisent devx i
deux, et que ces travaux disparaissent de I'équation da travail. Mais les
travaux dus aux forces de méme espéce qui se manifestent dans les parties
des picces glissant ou tendant a glisser les unes sur les autres dans leurs
mouvements relatifs ne peuvent pas ¢tre négligés. Iobservation a démon-
tré heureusement que les effets de ces actions woléeulaires pouvaient ¢tre
considérés comme produits par des forees ayant lears actions et leurs in-
tensités propres, et pouvant ¢tre évaluces en grammes comme les autres,
Ce résultat d’expdérience s’applique d’ailleurs, non-seulement aux actions
mises en jeu dans les mouvements tangentiels des corps qui se pressent et
tendent & se pénétrer, mais encore i celles qui résultent de Jeurs flexions
incessamment renouvelées. de la présence d’un miliew dans lequel Fappa-
reil se meut, de telle sorte qu’a la place de toutes ces actions de molécules.
si difficiles & déterminer, on peut substituer des forces dont on arrvive i
apprecier la valeur, avee un degré d’approximation suffisant, soit & Paide
de Pexpérience, soit a Paide du ealeul ¢t du raisonnement, ¢t qu'on peut
regarder le mouvement de la machine comme se produisant sous leur in-
fluence combinée avec celle des forces que nous considérons comme causes
premicres des mouvements. On voil ainsi comment il est possible de ne
plus faire intervenir directement les actions moléculaires des corps ()
constituent la machine, et combien ia question en est par suite siml)lifi("o.

2. En examinant les effets des denx especes de forces que nous venons
d'indiquer, on doit remarquer que les premicres peuvent aglr et agissent
ordinairement de manicre i imprimer i la machine, les unes un certain
mouvewment, les autres un moavement contraires que les secondes, qui se
manifestent des quiion produit ou qu'on tend it produire le mouvement.
s’opposent toujours an mouvemeni de Pappareil. On peut done, en défini-
tive, distinguer dans les machines

1°. Les forces qui sont capables de produire le mouvement pour lequel
Pappareil a ¢t¢ construit; leurs directions font des angles aigus avee celles
des déplacements effectifs de leurs points dapplication @ ce sont les puus-
sances ou les forces motrices.
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2. Tes forces qui tendent a produire ou produisent le mouvement con-
traire; leurs directions font des angles obtus avec celles des déplacements
effectifs de leurs points d’application, et leurs travaux sont négatifs. Ce
sont des résistances, qu’on distingue en résistances actives et résistances
passives, suivant qu’elles appartiennent a la premiére ou & la seconde des
especes preécitées.

De Véquilibre des Machines.

3. Cela posé, considérons spécialement les machines i I'état d’équi-
libre.

Le principe du travail virtuel est ici immédiatement applicable, et la con-
dition de I'équilibre s’obtient en ¢crivant qué la somme des travaux vir-
tuels de toutes les forces est égale a zéro. Dailleurs, comme Pappareil ne
pent prendre qu'un mouvement déterminé ou le mouvement contraire, on
doit choisir pour déplacements virtuels des points d’application des forces
ceux qui auraient lieu effectivement dans le premier instant, si I'équilibre
venait & étre rompu; enfin on peut distinguer le travail positif ou moteur
T,, des puissances du travail négatif ou résistant T, des résistances. La
condilion générale de Péquilibre des forces qui sollicitent la machine est
donc

T, =T,.

Cette relation montre que, dans le cas simple d’un appareil sollicité &
une extrémité par une seule puissance destinée a équilibrer une résistance
agissant 4 P'aulre extrémité, et en ne tenant compte ui du poids des pieces
ni des résistances passives qui tendent & s'opposer au mouvement et con-
courent par suite 4 I'équilibre, il suffira, pour former I'équation générale
du travail, d’écrive que le travail virtuel de la puissance est ¢gal au travail
virtuel de la résistance. Iailleurs, comme les liaisons géométriques qui
existent entre les picces de Pappareil permettront de caleuler le rapport
existant entre les déplacements virtuels des points d’application des deux
forces, on voit que la relation obtenue donmnera le rapport qui doit exister
entre ces forces pour qu’elles se fassent équilibre par Uintermédiaire de la
machine.

Cest ainsi qu’on peut obtenir aisément les conditions d’¢équilibre du
levier, de la balance, du coin, du genou et, en général, de toutes les ma-
chines simples, auxquelles on parvient, dans les traités de statique, par
d’autres considérations.

On peut d’ailleurs déduire de Ia un moyen expérimental propre a déter-
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miner le rapport de la puissance et de la résistance dans les conditions que
nous venons d’admettre. 1l suffit, en effet, d’apercevoir le point d’applica-
tion de la puissance et celui de la résistance, le reste pouvant méme étre
enticrement caché aux yeux; puis d’'imprimer un trés-petit mouvement a
Pappareil ; de mesurer exactement les chemins parcourus par les points
d’application des deux forces, et de projeter ces chemins sur les directions
de celles-ci. La puissance et la résistance, dans le cas de I'équilibre, seront
en raison inverse des projections des chemins parcourus.

%. Quand on veut établir la relation de I'équilibre en tenant compte des
résistances passives et du poids des piccees, il est alors indispensable de
connaitre entierement la constitution de la machine. Voici comment ou
doit alors procéder : On suppose dans 'appareil un mouvement infiniment
petit, compatible avec sa nature; puis, considérant le premicr orgaue, on
détermine les travaux virtuels positifs on négatifs de toutes les forces qui le
sollicitent, en comprenant parmi celles-ci I'effort inconnu qui sellicite 'or-
gane suivant, et I'on écrit équation du travail virtuel qui le concerne. On
détermine ensuite les déplacements virtuels ue renferme cette ¢quation en
fonction de T'un d’entre eux et des parties connues de 'apparceil. Par fa
substitution de ces valeurs dans I'équation posée, on trouve un déplace-
ment virtuel, facteur commun de tous les termes, et qui disparait. 11 ne
reste plus qu'a résoudre 'équation pour en tirer la valeur de Peffort qui
est réellement transmis au deuxieme ¢lément par l'intermédiaire du pre-
micr, effort qui est la puissance sollicitant ce deuxieme ¢lément. Ln opé-
rant de mcme pour les organes successifs on arrive &4 une dernicre ¢quation
entre la puissance et la résistance qui fait connaitre le rapport de ces deux
torces dans le cas d’equilibre.

Ce qui vient d’¢tre dit suffit pour montrer comment, avec le principe du
travail virtuel, on pent résoudre tous les problemes statiques que présen-
tent les machines, et pour faire comprendre que Papplication de ce prin-
cipe ne donne lieu qu’a une série de problémes de gcométrie plus ou moins
faciles & résoudre.

Des Mackines a Udtat de mouvement.

». On n’aurait quune idée tres-imparfaite de ce qu’on doit attendre des
machines, si 'on ne les étudiait qu’au point de vue de Uéquilibre des forces
qui les sollicitent. En effet, ces apparcils ont ordinairement pour but, non
pas de multiplier simplement Ieflort du moteur qui agit sur la premicre
picce, mais surtcut de transmettre le travail que ce moteur est capable de
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produire. Or le principe du travail effectif permet de reconnaitre comment
s'opere cette transmission et a quelles lois elle est soumise. Son application
au mouvement des machines, en géndéral, est donc d’un haut intérct.

Dans toute wachine animée d'un mouvement uniforme, comme est, par
exemple, un treuil au moyen duquel un homme ¢leve régulierement un
poids, il doit y avoir constamment équilibre entre les forces qui lui sont
appliquées; puisque, sans cela, les vitesses des organes de Pappareil ne res-
teraient pas constantes. L’¢galité entre le travail moteur et le travail résis-
tant que nous avons trouvée dans le cas de Véquilibre doit donc encore
subsister. Iailleurs, comme Pappareil est supposé en mouvement, on pent
prendre pour déplacements virtuels les déplacements qui ont réellement
lieu; de sorte que I'équation du travail effectif ou des forces vives doit ctre
applicable et donner le méme résultat. On peut remarquer, cn cffet, quen
distinguant, comme précédemment, les forces motrices et les résistances (i
agissent sur la machine, et aussi les travaux moteurs et résistants qui leur
correspondent, on peut écrire 'équation des forces vives sous la forme

L — T = - (Zmo* — v

ce qui montre que la vitesse des picces ne changeant pas, et, par suite, I
force vive du systeme restant constante, il y a sans cesse égalité¢ entre le
travail moteur et le travail résistant.

6. Cerésultat donne une premiere idée nette de ce qu'on doit attendre des
machines en mouvement. Il montre il ne suffit pas de tenir compte des
intensités des forces appliquées aux machines; mais qu’il faut encore avorr
égard aux déplacements ou aux vitesses relatives des points d'application
des forces, et qu'unc machine n'est, apres tout, qu'un appareil servant
employer un travail moteur donné pour surmonter un travail résistant oui
lui est constamment égal. Observons d’ailleurs que parmi les résistances,
les unes, que I'on fait naitre expres et qui sont le but méme de Pemploi de
la machine, sont des résistances wtiles , tandis que les autres, ¢lrangeres au
travail qu’on veut effectuer, sont essentiellement nuisibles. Or ces dernicres
ne peuvent jamais étre évitées comp](&lmnenl; car on ne peuat se soustraire
a linfluence du frotiement des picces, du milicu dans lequel celles-ci sont
mises en mouvement, etc. En (lislingunnt les travaux (:orreslmn(lnnts dces
deux especes de résistances, la relation précédente montre que le travail des
résistances uliles surmontées par la machine est moindre que le travail
fourni i celle-ci par les forces motrices, de toute la quantité nécessaire pour
vaincre le travail des résistances nuisibles. En appliquant ces résultats i
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cas des machines simples sollicitées seulement par une puissance et par une
résistance utile, on voit que le théoréme bien connu que ce gue lon gagne
en force on: le perd en vitesse , et réciproquement ,n’est vrai qu’en faisant abs-
traction des résistances nuisibles, ce qui est un cas idéal. La vérité, sous
le point de vue de I'effet utile, est que 'on perd plus en force uon ne
gagne en vitesse, et qu'on perd plus en vitesse qu’on ne gagne en force,
U v’est pas possible a fortiori de construire un appareil capable de sur-
monter un travail résistant plus considérable que le travail moteur qui lui
est fourni, ce qui est an fond ce quesperent trouver les personnes ap-
pliquées i la recherche du mouvement perpctuel.

7. Lorsqu’une machine ne se meut pas de manicére que toutes ses picees
aient une vitesse constante / ce qui ne peut avoir lien que dans des circon-
stances tres-particulicres), influence de Pinertie de ces picces doit se faire
sentir; car le terme Smo* — Smo? n’est plus nul & chaque instant. Nous
allons voir quelles sont les conséquences tres-remarquables qu’on peut
déduire, dans ce cas, de I'équation générale des forces vives.

Prenons la machine a I'état de repos, et laissons agir sur elle les forces
molrices en méme temps que les résistances. 1.'¢quation montre que l'appa-
reil ne se mettra en mouvement qu’autant que le travail des premicres forces
surpassera d’abord le travail des secondes. Remarquons, comme précédeni-
ment, qu'il agit de travaux et non pas simplement d’efforts exercés. Aiusi
les puissances pourraient étre tres-considérables comparalivement aux reé-
sistances, et cependant le mouvement ne se produirait pas, parce que les
déplacements respectifs des points d’application des forces seraient de na-
ture i détruirve tout 'avantage des puissances. L'équation fait voir, en outre,
que si on considere une périotle de temps quelconque écoulé depuis la
mise en mouvement de la machine jusqu’au moment on la vitesse d’une
picce est devenue égale a ¢, le travail moteur a dit surpasser le travail ré-

. N PP P SR . . . . e .
sistant d'une quantité egale a Nme?, ¢est-a-dire o la moitic de ce qu on

est convenu Jappeler la force vive de la machine, quantité qui est elle-
meme la mesure du travail résistant occasionné par l'inertie du systeme.
Il en est de meéme, si nous considérons les choses depuis le moment o la
vitesse de la picee est v, Jusqu'a celui ou elle s’est acerue jusqui ¢
I exces nécessairve du travail moteur sur le travail résistant a encore pour
valeur la moitié de Paccroissement de la force vive du systeme pendant
Pintervalle counsidéré. Ces conséquences de I'équation subsistent ail-
leurs pour un temps fini ou infiniment petit. Ainsi, dans une machine
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en mouvement, la vilesse croit tant que le travail des puissances surpasse
celui des résistances, et & chaque instant I'exces du premier travail sur le
second est employ¢ i vaincre I'inertie de Ja maticre qui compose la ma-
chine. Quand nous disons que la vitesse s’accroit, il {faut comprendre que
cette expression s'applique & Pensemble de la machine, et non pas i cha-
cune des piccees en particulier; car il peut arriver et il arrive ordinaire-
ment u'il existe des picees & mouvement alternatif dout les vitesses de-
viennent périodiquement nulles. Mais en méme temps les vitesses des
autres parties compensent ces diminutions par leur accroissement, et de
telle sorte qu’en définitive la force vive du systeme augmente el que la
moitié de son accroissement est équivalente a4 Pexces du travail moteur.

Si, dans Péquation des forces vives, on suppose v = v,, ona L', =T,
\insi, en considérant un intervalle de temps au bout dequel la vitesse est
redevenue ce quelle élait an commencement, le travail meteur développé
dans cet intervalle a ¢1¢ égal au travail résistant. Ce cas se présente [ré-
quennnent dans les machines qui sont habituellement assujetties & exéeuter
des périodes de mouvement qu'en nomme fowrs , révolutions, et au bout
desquelles la position et la vitesse des différents points redeviennent les
memes qu’auparavant. .

Enfin, si la vitesse de la machine ou sa force vive diminuent, cela tient &
ce que le travail des résistances 'emporte sur le travail des puissances; Ia
machine persévere alors dans son mouvement, bien que les conditions
soient teles, qu’elle ne se monvrait pas si elle était en repos @ mais cela 1'a
fiew quiantant qu'elle perd une portion de sa force vive précisément égale
a celle que lui avait donuée un méme exces du travail moteur sur le travaii
résistant. (lest ainsi qu’une machine peut continuer son mouvement meéme
apres lasuppression des puissances, et ne sarréte qu'apres Uépuisement total
de s foree vive, trouvant en elle-méme, et comme v ayant ét¢ en quelque
sorte emmagasiné sous forme de force vive, un excédant de travail moteur
quelle dépense pour surmonter un ¢gal travail résistant. 11 convient de
remarquer quae la considération du temps 1’est pas nécessaire & ces divers
résultats. 1l s’agit en effet Qefforts exercés et de chemins parcourus: et peu
mnporte la durée pendant laquelle ces chemins ont ¢té parcourus @ cela ne
change vien & la quantité du travail produit on dépensé.

8. fes conséquences tres-générales de Péquation des forces vives qui
viennent d'étre indiquées sont de nature & montrer les lois de la transmis-
sion du travail des forces dans les machines, et & éclaiver sur Je role que
jouc dans leur mouvement Pinertie des pitces: mais on peut encore, par

e
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nn examen plus complet des termesde Péquation, reconnaitreles conditions
les plus essentielles auxquelles doivent satisfaire les bonnes machines, du
moins en ce qui est du ressort de la mécanique.

Prenons celles-ci telles qu’on les rencontre dans les arts, et admettons
qu’'un moteur, comme les animaux, le vent, les cours d’eau, la vapeur, cte..
développe son action sur une premicre picce, qu’on nomme ordinairciment
le réceptenr; que le travail ainsi développé est transmis par les divers
organes de Pappareil ou par les communicatewrs jusqua la dernicre picee
cqui surmonte la résistance, ou jusqu’a Popdratenr ou 'outil.

Supposons d’ailleurs qu’il s’agisse senlement de machines dans lesquelles
on se propose d’économiser le plus possible la force motrice.

Les seules forces dont nous ayons a tenir compte sont :

1°. La force du moteur qui est destinée a vaincre toutes les résistances.
Représentons son travail par T,.

2°. Les résistances nuisibles de toute espece et qui sont généralement de
la nature de celles que nous avons appelées passives, comme le frottement.
la raideur des cordes, la résistance des milicux. Exprimons leur travail
négatif par — T,.

I importe de remarquer ici que, outre les résistances précitées auxquelies
sapplique le terme T, il en est dautres dont nous n'avons pas encore
parlé, qui se produisent parfois dans les machines et qui résultent du choe
des picces entre elles et contre les parties fixes de Pappareil ou des chan-
gements brusques des vilesses de ces picces, provenant de causes diverses.
On reconnait a priori qu'on ne peut les négliger : car il n’est personne qui
n'ait été frappé des effets considérables produits par les choes dans les
systemes en mouvement. Or on démontre qu’en pareil cas les forces mio-
iéculaires développées au contact produisent toujours un travail résistant.
et qu'on a la valeur de celui-ci, sans qu'il soit besoin de connaitre les inten-
sités, d’ailleurs variables, des actions mutuelles wises en jeu, non plus que
les déplacements insensibles de leurs points dlapplication. Clest ce qui
résulte d’un théoreme di i Carnot, qui ¢établit que. dans les changements
brusques de vitesse produits par les chocs de deux corps en mouvement
dénués d’¢lasticite (et c’est ainsi qu’ils doivent étre considérds dans Jes
machines) ou par la suppression instantance de certaines parties du svs-
teme, il y a toujours perte de force vive, et que cette perte est ¢gale, en
supposant négligeables les frottements provenant du choc, a la force vive
due aux vitesses perdues on gagndées par les différents points des deux corps.

Ces vitesses perdues ou gagnées ¢tant tres-comparables &eelles possédies
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précédemment par les corps, on voit que la force vive correspondante n’est
point a négliger. Comme elle est d’ailleurs la mesure du travail résistant
naissant des actions moléculaires développées pendant le choc, on voit que
I'influence des choes se manifestera dans I'équation générale du travail effectif
par l'introduction d’un terme essentiellement négatif, qui sera une force vive
et par conséquent de la forme Zmeu®.

30, Les résistances utiles qui peuvent étre des forces actives, comme dans’
I'élévation des poids, ou des résistances passives comme dans le transport
de wagons sur un chemin de fer. Leur travail négatif, comuie le précédent
aura, pour expression — 1.

4°. Les poids des diverses picces du systéme qu’on peut regarder comme
agissant tantot dans le sens du mouvement, tantot dans le sens contraire;
car s’il en était autrement on les rangerait parmi les puissances ou les ré-
sistances : ces forces donnent donc lien i des travaux tantodt positifs,
tantdt négatifs. m ¢tant la masse d’une molécule matérielle quelconque,
mg ou p son poids, et =k la hauteur verticale dont elle s’abaisse ou
s'éleve, on a = pd/i pour le travail élémentaire de la molécule 12, dans
Pélément de temps. Mais on doit observer que la somme de ces termes
étendue & toutes les parties mobiles dela machine et a 'intervalle de temps
auquel on applique 'équation des forces vives, équivaunt & == PII, P étant
le poids total des picces mobiles de la machine et I la hauteur dont s’est
abaiss¢ ou ¢levé, dans le temps considéré, leur centre de gravité général.
Clest la, comme on sait, une conséquence de la théorie du centre des
forces paralleles.

9. Cela posé, en distinguant dans I'équation des forces vives les termes
relatifs aux diverses especes de forces que nous venons d'énumdérer, el
résolvant celle-ci par rapport a T,, on a

T, =T, — T, =PI —{—é Smel — é Emv® — Zmu®,
équation de laquelle nous déduirons aisément, en nous appuyant sur quel-
ques données d’expcrience bien connues, les conditions auxquelles il faur
satisfaire pour rendre T, le plus grand possible, eu égard au moteur dont
on dispose.

1°. Remarquons d’abord que nous n’avons pas supposé que T, it fixé
d’une manicre absolue; nous avons admis sculement que le moteur dont on
dispose est déterminé. Or on doit observer que effort exercé par un moteur
tel que les animaux, les cours d’eau, ctc., est, en géncral, susceptible de

2 X3
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varier avec la vitesse propre de la picce sur laquelle il agit, de telle sorte
qu’étant nul pour une vitesse ¢ de son point d’application ¢gale a la plus
grande vitesse V que puisse prendre librement le moteur, il est, au con-
traire, le plus grand possibie quand le récepteur est immobile. T.e travail
communiqué & la machine par le moteur étant nul pour les cas extrémes
précités, on voit quil y aura une valeur de ¢ comprise entre o et 'V qui
rendra T,, un maximum. Il conviendra donc de donner au récepteur,
autant que faire se pourra, la vitesse qui convient & ce maximum. 1l cst
clair d’ailleurs qu’il faudra satisfaire aux conditions suivantes : faire ensorte
que Peffort du moteur s’exerce dans la direction du mouvement que doit
prendre la piéce a laquelle il estappliqué, parce que, sans cela, uine portion
de cet effort serait perdue et ferait croitre inutilement la pression sur les
appuis, et, par suite, les résistanices passives; ¢viter que le moteur agisse par
chac, parce que le travail représenté par la force vive qu’il possede an
mowment ot il agit sur la machine est loin d’¢tre transinis intégralement au
récepteur, une portion notable de ce travail étant absorbée par les mouve-
ments moléculaires que le choc produit et qui sont ¢trangers & Peflet utile:
quand le moteur agira par le choc, éviter la décomposition de la vitesse par
fes mémes motifs que ceux donnés plus haut pour éviter la décomposition
de Peffort.

1 est d’ailleurs facile de comprendre que les observations précédentes
relatives ala convenance réciprogue du moteur et du réeeptenr sont encore
tout a fait applicables & Uopérateur et a la résistance qu’il surmonte, aussi
bien celles qui proscrivent les chocs ct les décompositions de force et de
vitesce, que celles qui recommandent une vitesse convenable du réeeptenr;
car Pexpérience a appris que chaque outil offre une vitesse qui est la plus
avantageuse possible et dont on ne saurait s’écarter sans inconvénient, solt
pour la qualité, soit pour la quantité des produits.

2°. Pour réduire & son minimum la quantit¢ T, ui reprosente les travaux
dus aux résistances passives, il est clair qu’on devea simplifier, autant qu’on
le pourra, la communication du mouvement; fabriquer les picees avec les
corps les moins susceptibles de déformation, leur donner des dimensions
suffisantes sculement pour qu’clles soient capables de résister aux plus
grands elforts qui les sollicitent; diminuer le frottement par un bon grais-
sage; remplacer, §'il est possible, le glissement par le roulement; atténuer
enfin la résistance du milicu par la diminution des surfaces des picees dans
te sens du mouvement.,

3°. Le terme == PII disparaitra de P'équation quand le centre de aravité
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des parties mobiles de la machine ne s’abaissera ni ne s'élcvera, H restant
alors toujours égal a zéro. Cetie circonstance se proscuie rarement dans les
;xppm'eils composes d’un grand nombre de picces; mais il arrive ovdinaire-
ment que parmi celles-ci il en est beaucoup qui satisfont & la condition
précitée. Telles sont les rones bien centrées, les courroies, les chaines sans
fin, les chariots et toutes les picces qui glissent sur des plans horizontaux.
Quant aux autres picces qui baissent et montent alternativement, conmnne
les roues non centrées, les biclles, ete., elles ne produisent ’autre effet que
d’augmenter ou de diminuer périodiquement et (ie uantités cgales Ia somme
des travanx des autres forces. Les poids de ces picces wexercent done dirvec-
tement aucune influence nuisible sur Ueffet utile, quand on considere fa
machiine entre deux instants ou les positions sout les nicmes; cten tous
cas, si l'on prend un intervalle de temps tres-consideérable, le terme quiles
concernera sera négligeable par rapport a ceux {fournis par les travaux mo-
teur et résistant. Mais 1l est essentiel de remarquer que ces poids ont indi-
rectement une inlluence notable sur Vellet utile, parce que toutes les picces
(sprom'ent des irottements dans les pm‘tios qui les supportent, et parce ue
Jes variations de force vive qui résultent des picees & mouvement alternatif,
et qui sont d’autant plus grandes que celles-ci ont plus de masse, acerois-
sent ovdinairement Pirrégularité du mouvement de Vappareil, ce qui con-
iribue & diminuer 'effet uiile.

4". Si nous passons mainlenant aux termes guicontienne ent les forces vives
S me* et 2mel possédces par les différents corps de Ta machine, & la fin ¢t
au commencement de Uintervalle de temps pendant lequel-on considere son
mouvement, on voit que Pun tend a augmenter, Vautre & diminuer Veffer
utile. Mais on doit remarqguer d’abord que la premicre quantite n'est pas
réellement un béndfice, car elle suppose une dépense préalable de travail
moleur, celle nécessaive pour donner & la machine laforce vive qui repro-
sente le terme méme dont il s’agit. Quant & la seconde quantité, elle n'est
pas réeliement une perte, car ln force vive quielic représente ponrra dtre
généralement utilisée vers la {in du mouvement de Iu machine, en laissant
celle-ci agn‘ seule contre les résistances qu elic aa snrmonter, {etle qnzmtit(‘
sera lailleurs négligeable par rapport i I'effot utile total, st le mouvement
de la machine est longtemps prolongé. On voit cependant quiil fandra la
prendre en considération, guand il s'agira de machines dont le mouvement
sera inlerrompu par de fréquents repos et ou la natuve du travail ne per-

mettrait pas Uemploi de la force vive dont il s'agit, of aussi quand Peffer
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utile consistant a ¢lever ou a faire mouvoir des corps dans une certaine di-
rection, ceux-ci quitteront Pappareil avec une vitesse acquise.

59, Le terme — Xne® indique qu’il faat, antant que possible, ¢viter les
checs et les changements brusques de vitesse. On assemblera doue les picces
de manicre que le jeu nécessaire o leurs mouvements relatifs soit et reste
extréemement faible, et Pon fera en sorte que la vitesse des pieces i mou-
vewent alternatif, qui entrent dans Iappareil , soit ¢teinte graduellement 2
la fin et au commencement de chaque oscitlation.

FO. 11 n’est pas difficile d’apercevoir, par tout ce qui précede, combicn
il est important de satisfaire dans chaque cas particulier, sinon rigourcuse-
ment, du moins le plus possible, aux conditions propres i obtenir 'uni-
formit¢ du mouvement dans les machines. 11 est elair, en ellet, que dans
celles oti le mouvement uniforme est ¢tabli, ot les puissances et les résis-
tances agissent par conséquent d'une manicre continue et avec unce intensité
(qui reste la méme, ot les quantités de travail recues et transmises a chaque
instant par chaque organe sont ¢gales et constantes, ce qui est la condition
de Péquilibre des forees qui le sollicitent; il est clair, disons-nous, que les
picces se conduisent toujours de la méme manicre, demenrent sans cesse
en contact, sans ¢prouver aucune secousse nuisible, aucun changement
brasque de vitesse, et qque les pertes de travail et les chances de destruction
sont ainsi notablement diminudes. Ces civconstances permettent d'aillenrs e
calculer aisément les efforts que les picees supportent, et de réduire o leur
minimun les dimensions qu’id convient d’attribuer ieelles-ci. Enfin, comme
il existe pour chaque motenr une vitesse de son point d’application qui rend
un maximum fa quantit¢ de travail qu’il communique & la machine, et
comme la qualité et la quantit¢ du travail de Poutil dépendent aussi de sa
vitesse et surtout de la constance de cette vitesse, on voit que le cas le plus
avantageux est celuion, Vuniformité du mouvement ¢tant ¢lablie, les vitesses
des picces extrémes de la machine sont celles que réclame chaque genre de
moteur et de travail utiie. Malheureusement il est tres-difficile dobtenir le
mouvement rigourcusement uniforme dans les machines, car cela suppose
non-sculement que les forces restent constantes en intensité et en divection,
mais encoreque les chemins parcourus parles différentes parties de Pappared]
soient entee eux dans des rapports indépendants de la position du systeme,
ce qui exige emploi exclusil de picees @ rotation continue. Or ces condi-
tions sunt rarement remplies <lans les machines : on sait en effet qu'it arrive

la plupzn‘l du temps que la puissance moirice ou les résistances varient
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Jdintensitc; qn’ellcs agissent souvent tantot dans un sens, tantol dans de sens
r)pposé,'ce qui nécessite des mouvements alternatils du réceptenr et de Fope-
rateur ; qu'enfin les poids des picees et quelquefois des ressorts tendent,
d'une manicre active, i imprimer de Ta vitesse o la machine duns le sens
du mouvement et dans le sens opposé. Ces diverses canses, ui existent
tantot seules, tantot & la fois, produisent un mouvement nécessairement
vari¢ quil importe de régulariser le plas possible. Les moyvens principanx
(qu’on peut employer dans ce but sont les snivants

On ¢vitera Pemploi des picees & mouvement alternatil qui ne sevient
pas rigoureusement exigées par le mode daction dnmotenr on par Lanature
du travail, et on transformera le plus 161 possible, au moven de bielles
de manivelles, d'excentriques, cte., les mouvements alternatifs en monve-
ments de rotation continus; on tracera d'aillewrs les parties par lesquelles
ces derniers monvements se transmettent d'une picee a Fautee de facon que
la vitesse géomdétrique soit dans un rapport conslant;

On centrera exactement les roues, surtout celles a ;_;’r‘:m(lt* vitesse, ce qui
aura d’ailleurs pour avantage Cannuler Vellet de a force centrifuge on fa
pression qui en résubte s les axes;

On contre-halancera les picces animeées @’ un mouvement alternatif ou 'on
mettra i profit leurs poids pour régulariser davantage Paction de la puis-
sance et de L résistance;

On diminuera la vitesse, la course et In masse de ces mémes picees, aniani
(quon pourra le faire sans nuire & lear solidité et au résultat quion veat o
obtenir;

Faufin, on combattra fa variation d'action du moteur on de L réatstance.
s01t par des Conll'e-p()i(]s, 501l par tout antre moyen que L']mquv cas p:n'licu—
lier fera imaginer et en préférant toujours celid ani nwabsorbera que Ta plus
faible portion du travail du moteur, tout en produisant Peflet doésive.

I Apres avoir ainsi attenud, autant que possible, fes causes de Piregi
lavite du mouvement, il restera une dernicre ressouree que nous allone.
faive connaitre, parce qu’elle se rattache aux lois géncrales du mouvement
des machines, déduites de U'égquation des forees vives.

Nous avons vu que tout exces du travail moteur st e travail résistant
avait pour eftet d'aceroitre Ta force vive de la machine et par conséquent
les vitesses des picees qui la composent; mais si Pon vient i angmenter Ju
masse de celles-ci, et si feur vitesse est grande velativement i celle de Parbre
principal dout le mouvement doit ¢tre aussi unilore que possible. on vor

asement quion restreindra Paceroissement de vitesse de ce dernier pour «in
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meéme exces du travail moteur. Mais ce procé(lé aurait des inconvénients
graves et ferait croitre notablement les résistances passives. 1l est infiniment
préferable d’augmenter les effets de Pinertie du systeme par adjonction
d’une picee auxiliaire nommeée volant , qu’on dispose, dans ce but, sur nn
arbre & grande vitesse et le plus pres possible de la foree dont on veut régu-
lariser les effets. Nous traiterons un peu plus loin la question importante
de la détermination des volants ; mais ce qui a é1¢ dit suffit pour comprendre
le role que jouent les volants dans les machines : d’une part, ils rapprochent
les vitesses extrémes de Pappaveil; de Fautre, ils constituent des réservoirs
de force vive. Ils emmagasinent, en augmentant un peu de vitesse, Pexces
du travail moteur sur le travail vésistant, qui se produit pendant certaines
périodes du mouvement, pour le restituer en diminnant de vitesse, pendant
drautres périodes ot le travail moteur est inférieur au travail résistant. Ces
proprictés du volant sont trés-précicuses. 1 ne faut pas cependant exagérer
ce moven de régularisation, parce que les poids des masses additionnelles
quon emploie dans ce but produisent sur les axes des pressions et par suite
des frottements qui absorbent une portion de a force motrice. H convient
par conséquent de sTareéter & une certaine limite dans chaque cas particu-
fier; il est meéme certaines circonstances ot lemploi des volanits serait plis
nuisible qu’avantageux, par exemple dans les machines possédant diéjia pae
elles-memes un mouvement uniforme ou dans celies qui doivent, par lu
nature du travail. sTarrcéter feéquemment el tout v coup. o tous cas. il esi
essentiel de chercher a régulariser le mouvement indépendanmment du volant
et quand bien meme on serait finalement obligé 'y avoir recours; car en
diminuant la diiférence entre le travail moteur ot le travail résistant, on
diminue par cela méme les dimensions et la vitesse ('t conviendrait de
donner au velaut pour obtenir un meéme degré de régularité, Nous avons
mdigqué déji quelques-nns des moyens généranx propres 4 atteindre le bui
dontil s’agit : mais la condition la plus essenticlle i laquelle il faille satistaire
pour y arriver, c’est de régler la dépense de force motrice dapres Lo quini-
rit¢ de travail absorbee parles résistances, de manicere que Uégalite entree les
travaux moteur et résistant se produise & chaque révolution de Pappareil.
ou tout auw moins dans deux ou trois révolutions, el esi Fobjet de certains
appareils spéeianx adaptés aux machines, comme les pendules coniques on
régulateurs i foree centrifuge qui réglent v chaque instaait la dépense d’ean

daus les roues hvdrauliques ou fa dépense de vapeur dans les machines @

s
vapeur, dont la force motrice suit naturellement les varviations dintensite
des résistances.
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12. On voit, par tout ce que nous avons dit sur les machines, qu’il n’est
pas possible d’en espérer les effets extraordinaires que certaines personnes
veulent en retirer. Formées de picces qui se meuvent soit dans Iair, soit
dans 'eau, qui glissent les unes sur les autres, se heartent, se déforment,
clles sont nécessairement soumises i une foule de causes qui absorbent,
sans résultat utile, une partie de la force motrice. Files ne peuvent done
trausmettre qu'avec perte le travail quon leur confie, et cela i tel point,
qu'on estime comme cxcellentes, sous ce rapport, celles dent Teffet utile
est égal aux deux tiers et meéme & Ja moitié du travail absolu dépensé par le
moteur. Ce qui constitue Pavantage essentiel des-machines, ¢est leur pro-
pricté de transmettre e travail d'une force motrice en le modifiant de ma-
nicre @ le rendre applicable aux divers genres de travail que nécessite
Pindustrie. Cest ainsi u’elles permettent de remplacer adresse et intel-
ligence de 'homme par la force purement physique des animaux et autres
agents naturels; de diminuer en méme temps le prix de Punité de travail 5
dobtenir des produits plus parfaits parce qu’ils sont plus précis dans leur
forme et plus réguliers. Clest encore par leur sccours qu'on arrive i pro-
duire des eflets impossibles sans elles; que, par exemple, un moteur impri-
mera & des corps des vitesses plus grandes que celles il possede ou qu'il
peut prendre, et soulcvera des fardeaux dont le poids excede Ieffort dont
il est capable; entin Pemploi d’ume machine permet aussi guelquefois
Faugmenter eflet utile dont serait capable le motenr, $'il agissait immé-
diatement sur la résistance; ce qui n’a rien de contraire it ce qui a ¢te dit,
attendu que Pavantage obtenu résulte alors d'un weilleur emploi de la foree
absolue du moteur.

i

Nous navons considére dans le paragraphe précédent que les conse-
(uences tres-intéressantes qui se déduisent de Papplication du principe du
travail virtuel et effectif aux machines en genéral. JMais, ainsi que nous U'a-
vons dit, il existe un teés-grand nombre de questions de mécanique appli-
quée dont la solution est fondée sur Pemplot du méme principe. Nous trai-
terons maintenant et successivement celles qui ont ¢t¢ ¢numdrées dans le
premier paragraphe.

De Uéquilibre des systémes pesants.

15. La considération des systemes soumis i la scule action de la pesan-

teur se présente frequemment dans la pratique, et les propriétés mdeani-

B]

J
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ques du centre de gravité sont alors fort utiles & connaitre. Nous allons en
montrer un exemple s'appliquant au cas de I'équilibre d’un pareil systéme.
En rapportant celui-ci & des axes rectangulaires tels, que 'axe des z soit di-
rigé verticalement et de haut en bas, on sait que pour une position quel-
conque du systeme on a

Mz, = Zmz,

et pour une autre position,
Mz, = Zmz,

d’ou Pon conclut, en remplacant les masses M et m par les poids P et p qui
leur sont proportionnels,

P(z,/  — Z-') — E[)(z.' — z)’

ce qui démontre que le travail de la pesanteur sur le systéme sera le méme
que si la masse totale était réunie en son centre. Mais, en vertu du principe
du travail, il faut pour I'équilibre que la somme des travaux virtuels soit
égale 4 zéro. Pour un quelconque des mouvements qu’il peut prendre, les
travaux dus aux forces de réaction sont nuls, et le travail total se réduit i la
somwme des travaux dus aux actions de la pesanteur sur les différentes par-
ties; on conclut alors du théoreme précédent que, dans le cas de Véqui-
libre, le centre de gravité du systeme doit étre placé de telle maniere que.
pour un mouvement infiniment petit attribué an systeme, ce centre se dé-
place horizontalement. L'équilibre est d’aillenrs instable si, pour un -d¢-
placement tres-petit, mais fini, le centre peut s’abaisser au-dessous du plan
horizontal qui passe par sa position d’équilibre; stable, s'il s’ éléve au-dessus
de ce plan; indifférent, §’il veste sur ce plan. Les roues dans les machines
presentent des exemples de ces divers cas, suivant que leurs centres sont ou
ne sont pas placés sur les axes.

Dans la construction des ponts-levis, on cherche & mettre tout le systeme
mobile dont se compose le pont en équilibre indifférent. Soient AB ( fig. 1
le tablier du pont mobile autour de Paxe horizontal qui se projette en A:
CDE la charpente supéricure mobile autour de axe horizontal qui se pro-
jette en D, et reli¢ au tablier par deux chaines CF. On veut que lorsque la
charpente CDE tourne autour de l'axe D, et que par conséquent le tablier
AB tourne autour de 'axe A, le centre de gravité de tout le systéine mobile
reste & une méme hauteur. Le centre de gravité du systeme ne changera
pas, si I'on remplace chaque chaine par denx masses ¢gales chacune a la
moiti¢ de sa masse et placées a ses deux extrémités. Soient G et G/ les cen-
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tres de gravité du tablier et de la charpente supérieure, en y comprenant
les masses qui tiennent lieu des moitiés des chaines, et P et P’ les poids de
ces deux parties du systéme : on rend I'équilibre indifférent en disposant le
tout de maniére que ADCF soit un parallélogramme, que I’angle G’ DE soit
égal 4 'angle GAF et que l'on ait

P:P . DG . AG.

Ces conditions étant remplies, le centre de gravité de tout le systeme res-
tera constamment en un méme point O de la ligne AD. Il est aisé de voir
que 'on peut disposer le contre-poids placé a I'extréwité E de la charpente
CDE de maniére 4 satisfaire aux denx derniéres conditions.

De Uéquilibre des solides superposes.

14. Posons d’abord les conditions d’équilibre d’un corps solide qui s'ap-
puie sur un plan. En construisant le polygone convexe d’appui du corps,
on voit que I'équilibre ne pourra étre détruit que de deux manieres, soit
parce que le corps tournera autour d’une aréte du polygone, soit parce
qu’il glissera sur le plan. Pour que ces effets ne se produisent pas, il faudra
évidemment, en vertu du principe du travail, 1° que la résultante du poids
du corps et de la force qui lui est appliquée vienne rencontrer le poly-
gone dans son intérieur; 2° que la direction de cette résultante ne fasse
pas avec la normale un angle plus grand que l'angle de frottement. Si
d’ailleurs on se rappelie que les corps se déforment plus ou moins et peu-
vent méme se briser sous les efforts qui leur sont appliqués, on comprend
que les conditions précédentes ne doivent pas suffire, et il n’est point dif-
ficile de reconnaitre que la résultante dont il s’agit doit encore passer suf-
fisamment loin du contour du polygone d’appui, et d’autant plus loin
qu’elle est plus grande et que le corps est plus fucile & ¢eraser.

Cela pos¢, considérons un systeme de corps superposés comme le repré-
sente la fig. 2. Le corps le plus élevé est soumis a I'action de certaines
forces extérieures, que nous supposerons pouvoir étre remplacées par une
force unique R. Celle-ci rencontrera lasurface d’appuien A. Les forces agis-
sant sur 'ensemble des deux premiers corps, supposés liés entre eux, peti-
vent aussi ctre remplacées par une force R’ qui passera en B, etc. Or le
point A devra étre situé & U'intérieur du polygone de contact du premier
corps avec le second; de méme pour B, etc. Joignant les points A, B, etc.,
on a ce qu'on nomme le polygone des piressions, qu'on peut remplacer par
une courbe continue, en divisant chacun des corps, par la pensée, en un

3..
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tres-grand nombre de corps extrémement minces. On peut donc dire que
pour Péquilibre d’un systéme de cette espece, il faut que fa courbe des
pressions passe partout a Vintérieur des surfaces d’appui, en ajoutant
qu’elle doit rencontrer ces surfaces en des points sulfisamment éloignés des
contours. Remarquouns d’ailleurs que, si cette condition est satisfaite, il ne
pourra pas y avoir rupture d’équilibre par rotation autour d’une des arctes
des Joints; mais il pourra encore y avoir rupture d’équilibre par glissement
d'un corps sur un autre.

§5. 11 peut arriver que le systeme considéré ne soit pas en ¢quilibre sous
Paction des forces appliquées. Imaginons u’on veuille s'opposer au mou-
vement en appliquant une certaine force I au corps supcricur M. Quelle
sera la grandeur de cette force! On peut supposer successivement que les
corps soient relics invariablement les uns aux autres de manicre a ne laisser
qu'un seul joint libre. Prenons le premier, par exemple. 1 est aiseé de dé-
terminer, d’apres Ies forces agissant sur M et la direction de la force cher-
chée, Ia grandeur de cette dernicre pour qu'il vy ait ni glissement ni ro-
tation autour de laréte a. En procédant ainsi successivement, on trouvera
pour I une suite de valeurs, et il est clair quon devra prendre au imcins
plus grande de toutes celles ainsi trouvées; sinon, il y aurait rupture, et le
joint de rupture serait celui pour lequel la force de retenue a une valeur
maximum. Si, au licu d’appliquer au systeme une force capable de s’opposer
a son renversement, on applique une lorce capable de e renverser, on war-
rivera au meme résultat. En déterminant la suite des valeurs de 1° capa-
bles de produwire le glissement, suivant les snrfaces successives ou la
rolation autour de leurs arétes, i est clair que I devra ctre plus petit que
fa plus petite des {orces trouvées; sinon, on aura un joint de rupture ou
de glissement. On a done ainst deux limites entre lesquelles doit c¢tre coni-
prise la force F pour quelle soit canable de maiutenir en équilibre e sys-
teme des corps M, N, O, ete.

16. Les résultats qui précedent sont directement applicables a Véquili-
bre des voutes. Supposous quil s'agisse de reconnaitre si une vortte con-
struite d’une certaine manicre présente les conditions convenables de sta-
bilité. Prenons une voute en berceau symdétrique par rapport & un plao
vertical mené par le milicu de la clef. On peut admettre que chacun des
deux plans de séparation épronve une pression horizontale et considérer
seulement une wmoitié de la voate, en remplacant Pautre moiti¢ par une
force horizontale appliquée en un point inconnu. 1l est clair que cette
pression horizontale peut produire deux effets : ous’opporser au renverse-
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ment de cette moiti¢ de volte, ou produire le renversement de la voute en
sens contraire. Pour I'équilibre, il faudra donc qu’on puisse trouver une
force appliquée horizontalement en un point de la face et satisfaisant a ces
deux conditions : 1° elle devra étre plus grande que la plus grande des
forces capables de s’opposer au renversement de la moiti¢ de la votte sous
Paction de son poids et des forces appliquées ; 2° elle devra étre plus petite
que la plus petite des forces capables de produire un mouvement en sens
contraire.

17. Comme autre application des considérations qui ont été exposées
plus haut, proposons-nous de déterminer le profii et les dimensions d’une
digue destinée a retenir les eaux de lx mer dans une baie naturelle et a créer
ainsi une lorce motrice 4 marée basse. Cherchons (’ahord la section la plus
avantageuse qu’il convient de donner i la digue pour qu’avec le moindre
volume de maconnerie possible, elle ait cependant la solidité nécessaire.
Nous supposerons seulement que la digne ait la forme ¢'un cylindre ho-
rizontal disposé symétriquement de part et dautre du plan vertical qui
passe par le goulet de la baie.

Soit NMON ( fig. 3) la section cherchée qui doit répondre aux circon-
stances ot la baie serait vide et ot la mer s’¢léverait a la hauteur des plus
grandes marées.

Soient X et Y les coordonnées OP et MP d’un point quelconque M du
profil et considérons la partie de la digue qui, ayant MOM’ pour section,
s’étend horizontalement sur une longueur égale & I'unité. L’action de la mer
sur la surface en question donne pour chaque ¢lément une force normale
(quon peut décomposer en deux autres, I'une horizontale et I'autre verti-
cale. I'ensemble des composantes horvizonlales tend & renverser la partie
considérée de la digue, en la faisant tourner antour du point M’ et les com-
posantes verticaies tendent au contraire a la maintenir en place. Nous n¢-
gligerous ces dernicres, dont Vinfluence est assez faible. Quant sux pre-
mieres, leur résultante est évidemment la méme que celle qui représente-
rait la poussée du liquide sur la projection de la surface considérée sur le
plan vertical qui partage la digue en deux parties symétrigues. Cette résul-
tante esl donc );, ct son moment, par rapport a M, est %— D'un autre
cOLé, en désignant par = le poids spécifique de la magonnerie, et par x et y
les coordonnées d’un point quelconque de la section entre O et M, le mo-
ment par rapport & M’ du poids de L partie de la digue en question est
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égal a
X
(1) anj‘; ydx.

Les coordonntes X et Y d’un point quelconque du profil total doivent
donc satisfaire a I’équation

X S
arnY f )d = 2(\)-

qui correspondra a une digue d’une solidit¢ un peu plus grande qu'il n’est
réellement nécessaire; car, outre les composantes verticales de Pac-
tion du fluide qui agissent dans le méme sens que le poids de la macon-
nerie, nous avons aussi négligé la résistance du ciment qui relie MOM' i la
partie de la digue située au-dessous.

Sil'on différentie V’équation (1) par rapport i X, variable indépendante,

X
on a, en observant que (lf gdae =YdX,
- X I
andY / ydx +2=zY*dX = -X*dX;
/0 <

X
éliminant f Jydx entre cette équation et I'équation (1 j, et remplacant. pour
o

plus de simplicité dans la notation, X et Y par x et ¥, on a

oy - )
AN :L =927,
dx z
et en intégrant,
1
J=F—==x
Vvor °

ce qui montre que la section doit étre triangulaire. On peut dailleurs deéduire
de la, et de quelques considérations pratiques, les dimensions de la digue.
De Uéquilibre des systémes de corps articulés.

I8. On a souvent & considérer dans la mécanique appliquée des sys-
temes de corps articulés entre eux de manicre a jouer tres-aisément antour de
leurs articulations. I.'étendue du glissement y est d’aiileurs tres-petite, et e
travail da au frottement peut étre négligé. Prenons une barre AB ( fig. 4.
el supposons-la soumise a des forces appliquces a ses deux extrémites. 1
est clair, en vertu du principe du travail, que dans équilibre les deux ro-
sultantes doivent étre dirigées suivant la barre elle-méme. Considérant alors
successivement les parties du systcime, on voit aisément que si 'on construit

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(23
un polygone MNPQ, dontles cotés successits représentent les forces T, F 1.
I en grandeur et en direction, la ligne MR devra c¢tre ¢gale & la force ap-
pliquée en B (fig. 7).

19. Ces résultats s'appliquent directement aux ponts suspendus. Le ta-
blier d'un pont de cette espéce présénte ordinairement une construction
uniforme qui permet de supposer le poids l)roporlimmel ala longueur. 11
est suspendu, comme on sait, & une chaine au moyen de barres qui sattu-
chent & la partie inférieure du tablier. Quelle forme devra-t-on donner i lu
chaine de suspension? Si le tablicr était regardé comme uu corps de figure
invariable, il y aurait toujours ¢quilibre, pourvu que les extrémités de 1
chaine fussent convenablement fixées. Mais le tablier est un corps flexible.
et il convient qu’il y ait équilibre quand méme ce tablier serait divis
en plusicurs parties indépendantes les unes des autres. On peut imaginer.
par exemple, quiil soit form¢ d'une série de parties articulées aux points
o aboutissent les barres verticales, de manicre a pouvoir tourner autour
d’axes horizontaux. On voit tout de suite gqu’alors chaque barre aura a sup-
porter la moitié du poids de la portion du tablicr d'un coté et la moitié du
poids de Uantre ¢otés et en admettant que les barres soient ¢galement espi-
cées, on voit que chacune d’ellesaura icsupporter le poids tout entier d un
des ¢léments, comme si le tablier avait ¢té coupé au milien de chaque barre.
La chaine de suspension doit détre choisie de telle maniere, que. le tablia
étant horizontal, clle soit en équilibre sous I'action des forces appliquées :
il faur en outre que les barres aient une longueur telle, ¢ue la fignre du
polygone correspoude o Péquilibre. Menons par M /fig. 8) une droite MY
representant la tension du dernier chirinon; par N une verticale NP égale «
la premicre force, et joignons M et Py par P une verticale PQ égale i li
seconde foree, et menons MQ), cte. MP, MQ, cte., représenterout les diree-
tions des cotés du polvgone et aussi les grandeurs des tensions. Cherchion-
la grandenr de la force de retenue qui doit ¢tre appliquée a extrémite
Nous avons une suite de lignes NI, PQ, etc., qui représentent les poids des
portions successives du tablier. Construisons d’abord ces lignes, ot suppe.-
sons, pour simplifier, quatre barres jusqu’auw milicu : il sulfira de prendr
les quatre distances NP, PQ, QR, 1S égales entreelles et représentant les
poids des pertions du tablier; puis par S mener une horizontale qui repre-
sentera la direction de I'¢lément moven. T.a rencontre de MM avee Thori-
zontale MS donne le point M, et MN représente L tension du dernic
chainon.

Si 'on cherchait d’ailleurs Ta courbe ui contient tous les sommets de le
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chaine de suspension, on trouverait une parahole dont I'axe est une verti-
cale passant au milieu de I'élément médian.

Résistance des matériaux.

20. La résistance des matériaux, ‘cette question si importante de la mé -
canique appliquée, se résout également au moyen du principe du travail.
Nous prendrons pour exemple la résistance a la flexion de prismes allongés
de formes diverses, mais ordinairement symétriques par rapport a un plan
moyen, comme le sont généralement les poutres de bois ou de fer em-
ployées dans les constructions.

Lorsqu’un corps prismatique homogene et fix¢ invariablement a 'uue
de ses extrémités est soumis a Pautre extrémité i action d’une force F qui
tend & 'allonger ou i le comprimer, Pobservation démontre qu’on a entre
la force T, la longueur primitive / du corps, Pallongement ou la compres-
sion ¢ qu'il éprouve sous P'action de la force I et Paire © de sa section trans-
versale, la relation

F=EQ

~1

E étant un nombre fourni par 'expérience, qui dépend uniquement de la
natare du corps et que 'on nomme son coefficient d’élasticité. Cette for-
mule, qui n’est d’ailleurs applicable qu’autant que i ne dépasse point
certaines limites, sert de point de départ pour calculer la résistance des
corps solides & la flexion.

Soit AB (fig. 9) le prisme considéré, que nous supposerons soumis it ac-
tion de forces qui le {léchissent paraliclement au plan de symétrie; mn est
une section perpendiculaire aux arctes, qui divise le prisme fléchi en deux
parties A et B. Nous admettrons que les molécules actuellement dans le
plan de cette section, ¢taient déja dans un méme plan normal aux arétes
avant la flexion. Nous supposerons en outre que les forces extéricures qui
agissent sur la partie B du prisme se réduisent soit 4 un couple dont Je plan
est parallcle au plan de symétrie, soit a une seule force dirigée dans le plan
de symétrie et parallele & la section man.

Le prisme une fois {léchi et a Pétat de repos, conservant sa nouvelle forme
invariablement, il est clair qu'il y a équilibre entre toutes les forces qui
agissent sur fa partie I3, c’est-a-dire entre le couple ou la force extérieure et
les diverses forces moléculaires mises en jeu par la flexion, qui déterminent
I'action de A sur B. On peut dailleurs décomposer chacune des actions
exercées sur les molécules de B, situces dans le voisinage de la section mn,
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en deux forces, Pune perpendiculaire & mn, et Pautre dirigée dauns ce plan.
Ta considération de toutes ces forces permet de regarder la partie b du
corps comme ¢lant enticrement libre. Le déplacement virtuel qu'ou doit
attribuer & cetle partie, pour appliquer le principe du travail, peut donc
¢tre quelconque. Mais on sait que tout mouvement infiniment petit d'un
corps solide peut se décomposer en trois translations, suivant trois ases
rectangulaires, et en trois rotations autour de ces mémes axes. Or il est aisé
de voir que la considération des trois translations {ournit trois ¢quations,
exprimant que la somme des projections des forces appliquées au corps sur
un quelconque des axes est ¢gale i zéro, et que celle des trois rotations
fournit trois équations, exprimant que la somme des moments des forces
par rapport i un quelconque des mémes axes est également nulle.

Prenons deux axes dans le plan de la section mn et le troisieme perpen-
diculaire & ce plan. Les conditions de P'équilibre sont alors celles-ci -

1°. La somme des composantes normales & mn des actions moléculaires
exercées par A sur B est nulle.

2. La somme des composantes de ces mémes actions moléculaires diri-
gtes dans le plan mn est nulle, si les autves forces qui agissent sur B se ré-
duisent & un couple; cette somme est ¢gale a la résultante de ces autres
forces, si clles en ont une.

3% Enfin la somme des moments des composantes normales i mn des
memes actions, pris par rapport & une droite mencée dans le plan mn, per-
pendiculairement au plan de symétrie, est ¢gale soit au moment de la force
exiérieure, soit au moment du couple.

De la premicre de ces conditions on doit conclure d’abord que, parmi
les divers prismes ¢lémentaires compris entre les sections mn, m'n's il v en a
quise sont allongés et d'autres qui se sont raccourcis, et que, par suite, il
doit s’en trouver, entre les premiers et les derniers, dont la longuenr n'a
pas varié. Les fibres que contiennent ces prismes ¢lémentaires qui n'ont ¢1é
niallongées ni raccourcies se nomment les fibres neutres. Nous admeltrons
que les points oft elles rencontrent le plan de la section mn sont, sur une
ligne droite O\, pernendiculaive an plan de svmétrie, et nous prendrons
cette droite et L drotte OZ, suivant laquelle la section mn est coupée par le
plan de symétrie, pour axe des coordomées dans le plan de la section. Geli
pos¢, remarquons que le prisme avant pour base U'élément o, situé i une
distance ¢ de OV (Jrg. to . avait primitivement pour longueur pp'. Actuel-
lement sa longuenr est 707 i 2 ¢tant e ravon de courbure de la fibwe

1

,
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’ 4 . .0
neutre. 1l s’est donc allongé de pp’ — ainsi - est lerapport de 'allongement
7]
1 i
du prisme & sa longueur primitive. En appelant ¢ la force normale & la sce-
tion mn, qui produit cet allongement, on a

{
Mais la somme des forces o est nulle; donc on a

fawy=o0.
Donc la premiére des conditions posées ¢tablit encore que OV passe par
le centre de gravité mn, et que, par suite, ce centre de gravité est en O,

La deuxiéme condition fournie par le principe du travail montre que les
actions moléculaires, dirigées dans la section mn, sont en géndéral tres-
petites par rapport aux composantes normales ¢ de ces actions, si les dimen-
sions transversales du prisme sont faibles comparées i lulongueur = cest ce
(Jue nous avons supposé.

Quant a la troisicime condition, elle exprime que la somme des moments
des forces ¢, par rapport & 'axe OV, est ¢gale au moment de la force flé-
chissante ou au moment du couple fléchissant. Cette somme de moments a
pour valear

Fo.
AN AR T
£
.

I taudra done caleuler dans chaque cas particulier Pexpression Soo?, qui

est co q’on appelle le moment d'inertie du corps par rapport i la {ibre
s . y . . L .

neatre, et Pégaler, apres Iavoir multiplié par =, au moment de la foree

n
i

flichissante ou & celui du couple fléchissant.

Tel est le résultat fourni par le principe du travail, et la détermination
des civconstances que présentent, dans leur flexion, des prismes placés dans
diverses conditions n’olfre plus que des calculs i faire.

21. Nous considérerons les cas suivants, qui intéressent la pratique :

O

1. Prisme encastré & un bout, et soumis & I'action d’unce force F dirigée
perpendiculairement i ses arctes.

\ cause de la petitesse de la déformation du prisme, on peut admetire
(que la force reste parallele aux plans des diverses sections normales. Par
conséquent, £ élant la longueur du prisme et & la distance d’une section
(quelconque a l'extrémité encastrée, (o le moment dinertie du prisme, on
doit avoir
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Mais on a géncralement pour p la valeur suivante :

qu'(m peut réduire a

o

de

. . dy\® ., L,
a cause de la petitesse de =) aeoté de 1.
oo
On a donc

(/) . *~—(l—x\

e DFTR

. L dy
d'on, intégrant et observant que y et - sont nuls pour a =0

N

e I ( e la? — é at ) :

Fw Ao
Y

La fleche f, produite par Paction de la force F, s'obtient en faisant & = /.
dans lavaleur de y 3 on trouve ainsi

1 ¥ /2 y 4,__3]')(/.
/_3~—., d’out F=—

Le travail employé a deformer le prisme est d’ailleurs
/ 5t
. . J J "

2. Prisme euncastre v un bout et soumis & la pesanteur qui agit perpen-
diculaireiment a ses avctes. Soit p le poids de P'unité de longueur: on a

| DI , o
g l)-/)\/ — a0V,
dou
3= <l (Fat — Ll 1)
. allu \» 2 10

et par suite

/1/'

S =5

37 Pristne encastré it un bout et soumis 2 la {ois 4 la pesanteur et i une

foree I8 upp!iqu(-u ason extrémite et agissant dans le méme sens que Ia pe-
santewr. La valeur de 3 sera la somme des valeurs trouvées dans les deu
/

4
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cas précédents; la valeur de f sera également la somme des fleches cor-
respondant & ces deux cas.

4°. Prisme reposant sur deux appuis et soumis a une force I dirigée
perpendiculairement & sa longueur. Les résistances Q et Q' des deux appuis

ont pour valeurs
Fr , Fu
Q= Q—
{41 [+
On a des lors, pour la portion du prisme qui est a droite du point d'ap-
vlication de la force T,
&y Q
dx* "~ Eu(/ —.1‘),
d ot

T Eul2
!

L oy .
C ¢tant la valeur de oo correspondant & x = o.
oarv

On a de méme pour l'autre partie du prisme
. A\ }
4 k /l 72 ’3 o oaat
= (-l — iV + U
J P k % ) T

Mais on doit observer que /= — (, et qu’en outre ¥ et 3 doivent
¢tre égaux quand o =17 et a’=1{; on en déduit

_Fu(r—un

C= 3Eu ({+ 1)

5¢. Prisme reposant sur deux appuis et soumis a deux forces ¢gales, pa-
ralleles et appliquées en deux points également ¢loignés de son milieu. Ce
prisme prendra une forme facile & déterminer. Il est clair en effet que les
réactions des deux appuis sont ¢gales chacune & I, et que par suite une
fibre quelconque de la partie moyenne est soumise & un couple : donc le
rayon de courbure doit avoir la méme valeur, quelle que soit Ia position
e la section; donc cette fibre se courbe, suivant un arc de cercle, entre les
points d’application des deux forces. Quant aux parties extrémes dun prisme,
on déterminera aisément leurs formes, suivant ce qui a été dit précédemn-
ment.

6. Prisme reposant sur deux appuis de meme hauteur et soumis a 1 action
de la pesanteur. On pent admettre tout de suite que la flexion sera syme-
trique de part et d’autre du milica et qq’en ce point la tangente i la fibre
neutre seri horizontale. Prenant des axes coordonnés passant pﬁr ce milien,
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‘s . , . pl
ct remarquant que les résistances des appuis sont égales a l—q: on a

dy _p <1 2 P,
dr ll‘u' \.8[ _:x ),

d’on

(3[ — 2a?),
et
/ . J/l/
l‘ (1.

e Prisme encastré a un bout, soutenu par un appui a Pautre bout, et
soumis 4 I'action de la pesanteur. La tangente & la fibre neutre i 'extrémité
qui est encastrée est supposée horizontale. Soient Ala distance a laquelle la
seconde extrémité de la fibre neutre est maintenue an-dessous de cette hori-
zontale et Q la résistance verticale de Pappui, on aura

r/’)'_ P e 2y g o
i =y |2l ad) AR
d'ott Fon tire
} = - ,’r—~(()l 2%l + ) — (3lx* —
. 2 T o

On déterminera () par la condition que pour x =1, on ait y == ; on
aura done

3 SEu/
Q=gpl———

Sth=o,onaQ= g_[)/.

. 1 plt
Sih= g ’il—_s onaQ=o.
A

Sih > hl »on doit encore prendre Q = o, car alors Lappui ne sert
plus & rien.

Une observation qui sapplique & tous les cas examinés ci-dessus, ¢’est
qu’on peut se serviv de la relation de I'¢quilibre pour construire géométri-
quement la courbe de flexion du prisme; car la connaissance (lu moment
d’élasticité entraine celle du rayon de courbure, ct I'on peut tracer avec
celui-ci une série de petits arcs de cercle qui seront autant de petits ares de
ta courbe.

22, Lorsqu’un prisme est soumis & un effort transversal, la vésistance
qu'il oppose « la flexion n'est pas la seule qu’il importe de considérer dans
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la pratique; il faut aussi savoir jusqu’a quelle limite la force peut ¢tre portée
pour produire la rupture du corps, et en quel point celle-ci aura lieu. T.a
solution de cette question, qui se déduit de la précédente, se résout donc
par le principe du travail. L’observation démontre que si un prisme fix¢ a
son extrémité supérieure est tiré en bas par une force I' qui augmente jus-
qia la rupture du prisme, F est, toutes choses égales d’ailleurs, proportion-
nelle 4 la section et dépend en outre de la nature de la maticre; de sorte
qll on a

R, ou le cocfficient de rupture de la substance, étant d'ailleurs donné par
Vexpérience. La flexion du prisme ayant pour effet, comme on sait, d’al-
longer et de raccourcir certaines fibres, et cela d’autant plus qu’il s’agit de
fibres plus éloignées de la fibre neutre, il est clair que, pour résoudre la
question, il suffit d’exprimer que la fibre la plus extérieure ne peut pas se
rompre sous 'action des forces qui font fléchir le prisme. Or la tension -
d’une fibre quelconque dans un prisme {léchi transversalement est égale
a Ew%, etsion la prend pour la fibre neutre, pour laquelle v devient égale

: . ooV .
a V, elle sera égale a . -+ Pour que cette fibre extréme ne se rompe pas,

14

il faut qu'on ait

£ <R
IO
condition qui revient a
MY
— < hi.
{I.
ou @
. Rou
M

Eu y . , .
en posant == — M. M est le moment d'élasticite calculé pour une section
I o |

quelconque.

Cela posé, la rupture ne se produira point si cette condition est remplie
pour la section & laquelle correspond le plus grand moment d'¢lasticité; car
il est clair que c’est suivant cette section que le prisme se romprait, si la
force fléchissante était suffisamment grande. On peut déduire de iy que dans
e cas d’un prisme encastré & un bout et soumis i son poids ou a I'action
d’une force appliquée a son extrémité libre, la section de rupture est celle
rjul sépare la partie encastrée de la partic non encastrée, Dans le cas d'un
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prisme reposant sur deux appuis et souinis a une force qui agit en ut: point
quelconque de sa longueur, la section de rupture est celle qui contient le
point d’application de la force fléchissante.

Ce qui précede est applicable sans erreur sensible & des solides allongés
non prismatiques, dont les sections transversales varient tl‘és-l)ell d’un point
aun autre. Or on peut faire en sorte que cette variation soit telle, que, pour
une valeur convenable de la force {léchissante, on ait

I=

Ry

v
pour toutes les sections, quoique et 'V varient d’une section a une autre.
Les corps de cette forme sont appelés des solides (l’c'ga/a resistance. 11 est
aisé d’appliquer ce qui a é1é dit au cas d’un solide encastré a 'une de ses
extrémités et soumis a autre extrémité a Paction d’une force perpendicu-
laire & sa lengueur.

23. Appliquons encore le principe du travail a la détermination du choc
que peut amortir un ressort formé de plusieurs feailles superposces. Pre-
nons un élément aa’ de la section transversale d’une feuille, placée a une
distance ¢ de la fibre neutre w25 r ¢tant le rayon de fabrication, g le rayon
de courbure & une certaine ¢poque du choc, @ la largeur de la feuille, on
a, pour la valeur de la force attractive ou répulsive a Uinstant considére,

o = LEavdo <; — ;—) )
en négligeant le rapport [; devant Panité. Si Fon appelle d'ailleurs o/ 1a lou-
gueur primitive des fibres qui forment le pelit prisme avant pour base I'¢-

lément ac’, la longueur actuelle de ces fibres sera

& i
dl + v ( — ) dl.
Ia ‘f/l‘
En passant de la position correspondante au rayon 2 & la suivante corres-
pondante au rayon o + dp, la longueur du prisme s’accroit de

%

o (- — > i,

et le travail ¢lémentaire développe dans cet accroissement est

m 1 1 1 { ,
l;m"({v(f — =) d (— - —) .
7 o A o
Le travail total développe pendant que le petit prisme passe do raven s, aa
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rayon p,, est par suite

Eavidy [(l _ l>2 _ (l _ l)-’J ({1,
3 r P, r

fo
et celui développé par le prisme ayant la hauteur totale de la feuille est

%[(’i — ;1')2 — <lr — f;)-‘ (! ‘[E(w‘-’dv,
Gy = (-a) e

M étant le moment d’élasticité.

(023

Par constquent, oL étant la longueur totale de la feuille, le travail que
la flexion de celle-ci produira sera

L /1 r)? 1 \?
f Y R . ) ](11.
«do _ \I' {71/ r fou
Si 'on snuppose que la fenille ait une ¢paisseur uniforme et u’elle passe

de son rayon de fabrication & un aplatissement complet, Pexpression du
travail se réduira a

ML Bac 1,

ou a

el 22
—_—

ou it

.o v . ’ . . -

en désignant par o Pallongement des fibres, qui est égal a -~ Mais ael. est
B 2r

le volume U de la demi-feuille; le travail développé est done

LU 2?

2
J

.a mcme expression sappliquant & chaque feuille, le travail développc
par fe ressort sera done
Z [ P

2

Or, st toules les fenilles ont le meme allongement final ¢t que 2V soil le
volume du ressort, le travail développd sera

N 2

3
3

e qui montre que le choc que peut amortir le ressort ne d«.'*[)cn(l que du
volume de celui-ci et des atlongements qu’on veut faire subiv a la substance

Dans les formules qui précédent et dans celles qui suiveont, entrent des
quantités d'une nature particulicre qu'on appelle des moments «(Cinertie.

Lo consideération de ces quantités se présente souvent dans les questions de
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mécanique rationnelle et appliquée; aussi dans la plupart des  traités
consacre-t-on un chapitre spécial ileur détermination dans le cas de solides
géométriques.

Nous dirons seulement & ce suiet que dans les constructions et les ma-
chines, la plupart des picces présentent des formes telles, que si Pensemble
ne peut étre rapporté i 'une de celles pour lesquelles Tes mouients dinertie
sont connus, on peut du moins y rattacher les différentes parties par des
additions ou des retranchements, et obtenir en définitive le moment d’iner-
tie du corps tel quil existe.

Dimensions des picces oscillantes dans les machines.

4. Les dimensions d’un grand nombre de tiges ou de prismes qui
entrent dans les constructions et dans la composition des machines ne
doivent pas ctre deéterminées en se servant simplement de la formule

F=Lu

~)

et faisant en sorte que I'élasticité de la substance ne soit point dépassce.
On peut reconnaitre cn effet que beaucoup de picces dans les machines,
par exemple, ¢tant soumises i des efforts alternatifs de tension et de com-
pression, et par suile exposces 4 une suite de petits choes ou du moins a
une succession de mises en charge qui se répetent a des intervalles tres-
rapprochés, il en résulte des mouvements vibratoires et des allongements
plus considérables que ceux correspondants i une charge permanente. Le
principe du travail va nous permettre de calculer ces allongements.

Supposons qu’un prisme AB soit suspendu verticalement par sou extre-
mité supcéricure et soit chargé au bas d’un poids P placé sans aucune vitesse
acquise. Sous effet de ce poids, les fibres sallongent et le poids s’abaisse
en donnant lieu a un travail moteur, tandis que la résistance ¢lastique du
prisme, nulle & Porvigine du temps, croit avec 'allongement et donne licu
a un travail résistant. Soit A un instant quelconque x Pabaissement de P;
la résistance queie prisme exerce sur e corps P, en raison de allongement
qu’il a éprouvé, a pour valeur

o

L.

9

Létant le coefficient d'¢lasticite du prisme, Q aire de sa section transver-
sale, et L sa longueur. En appliquant le principe des forces vives au mot-
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vement du corps P, et supposant sa vitesse nulle quand x = o, on trouve
[dr\3 Ea
k = 280 — = ga?,

dt

/

. dx .
et 'on voit que = sannule pour x = o et & = 2/, [ ¢tant Pallongement

LpP
EQ
cette quantité / dans Véquation, résolvant par rapport a ot et intégrant .

on trouve
x = l(l — cosl\/;>,

ce qui montre que le corps P ou Pextrémité du prisme ellectuera une série
d’oscillations de méme amplitude et de méme durce, amplitude de chaque
oscillation étant égale a 2 /. On concoit d’ailleurs que si une force verti-

que le prisme éprouverait sous I'action de P supposc en repos. Mettant

cale agit sur le corps pendant qu’il descend, la force vive de celui-ci et
Pamplitude des oscillations en seront augmentées. Ces résultats sont dune
haute importance pour la détermination des dimensions des tiges de ponts
suspendus. La pression qu’un homme exerce sur le sol pendant sa marche
est variable, et le passage simultané d’un grand nombre de personnes sur
un pont peut donner Lieu & des pressions intermittentes assez notables; et si
celles-ci viennent a coincider avec les périodes des oscillations du pont, la
rupture des tiges de suspension peut en résulter.

Considérons encore une pic¢cee prisinatique de machine qui agit en pous-
sant et tirant alternativement. Soit P les pressions égales entre clles quelle
supporte i scs extrémités. Le raccourcissement des fibres aura pour valenr
PL
Fu
les fibres s’allongeront, et I'allongement ne cessera que lorsque le travail

- St les forces de compression se changent tout i coup en forces tirantes,

résistant, développé par Pextension des fibres, aura détruit Ie travail mo-
teur i auy forces tirantes et Fallongement des fibres comprimées depuis
le changement de direction des forces jusqit'a ce que le prisme ait repris ses
dimensions primitives. Soit ' Pallongement total maximum du prisme, le

. .. .. | DES A . .
travail résistant ditv i cet allongement sera TL[". Le travail moteur dit aun

. : T lae,, ,
retour des fibres a leur longueur primitive sera ) (*; [ étant le raccour-

ae ¥

cissement initial du prisme sous la pression I'; enfin, le travail moteur du
a Vaction des forces tirantes P sera
Pil-+1).
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On aura donc Feéquation

B DS
o I — Lo
9 1. 2 L

P+ i) I

DEN

remplacant P par sa valeur » on trouve en définitive

=31,

résultat qui est de nature i fixer Pattention des constructeurs sur tes dimen
sions a4 donner aux piécvs qni dins les machines sont alternativement éten-
dues et com primées.

Deétermination des volants.

25. La détermination analvtique des volants est essentiellement fondée
sur le principe des forces vives. Quand on prend la question dans toute sa
generalite, le caleul ne permet pas de la résoudre rigonreusement, mais il
fournit une formule qu’on peut emplover utilenment. En simplifiant dail-
leurs les choses par quelques hypotheses adwissibles, on arrive 4 une solu-
tion trés=suffisante pour la pratique; cest ce que nous ferons tout d’abord.

Nous considérerons d’abord le cas tres-simple d’une manivelle sollicitée
par une bielle dvaction ¢t direction constantes. Nous supposerons cette bielle
a donble effer, cest-a-dire agissant constamment sur Ja manivelle, en la
tirant pendant une demi-révolution et la poussant pendant Vautre demi-
révolution; nous ne tiendrons aucun compte du poids de la bielle, ni de
celui de la manivelle, ni de Uinertie de ces picces. Nous admettrons enfin
que la vésistance est une foree ) constante, agissant tangentiellement i une
circonférence de ravon ravant méme centre que celle déerite par la mam-
velle.

Soient I' la force constante qui agit par Uintermdédiaive de la bielle., 4 e
rayon de la manivelle. Pour ¢ue le mouvement soit périodiquement uni-

torme. la période correspondant « un demi-tour. on doit avoir la relation

4o

sy

Q ol
Cherchouns les positions de la manivelle pour lesquelles sa vitesse, variable
pendant chaque demitour, stteint son maximum et son minimum. Ces
positions sont celles ow e travall ¢lémentaire de ¥oest égal au travail de Q,
) N : . - ‘ k]
cest-i-dire on le moment de I égale le moment de Q. z étant Pangle que
5.
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{ait alors la manivelle avec la verticale, on a la relation
Fb.sina = Qr,
d’ou
. 2
SINg = —
to)

valeur & laquelle correspondent deux angles

o« = 39°32,
o’ = 140" 28'.

Il y a donc, dans chaque demi-tour, deux positions AB, A'IY de la ma-
nivelle qui satisfont 4 la question, etil est aisé¢ de voir que le premier angle
correspond & un minimum et le second & un maximum de la vitesse. Dail-
leurs la méme chose se reproduisant dans Pautre demi-circonférence, on
voit qu'il y a pour chaque tour quatre positions de la manivelle symé-
friques par rapport aux axes, et qui correspondent successivement a un
minimum et & un maximum.

Etablissons I'équation des forces vives pour I'intervalle compris entre un
minimum et un maximum, par exemple depuis la position AB de la mani-
velle jusqu’a la position AB’, et ne teuons compte que de la force vive du

volant; en négligeant celles de I'arbre, de la manivelle et de la bielle, on a
1 a D “ A
(0] — 0 )MR* = F.2b cos 2 — Qr (@ — 20},

w, et w, ctant les vitesses angulaires maximum et minnnum, M la masse du
volant et R son rayon de giration.

Il est ais¢ de conclure de la les dimensions que doit avoir le volant pour
donner au mouvement de la manivelle un degré de régularité détermine,
en supposant ce volant un anneau a section rcclangulail‘c, et en négligcam
Iinfluence des bras qui rattachent celui-ci & 'arbre. En effet, on peut éerive

Iéquation sous la forme
\

i cOs % pa
T, 2 2\ YVTR? A S B
St — o) MR = 4010\ - :

It

remplacant o par sa valeur, o1 a

-} — ) MR* = 401 22 0,1002 (7).

) Dans le cas d'une manivelle it siniple effet, on a

T, . ) . ~
(] — @) MR = 2 bl < 0,552,
2

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(37)
Supposons que la différence entre les vitesses angulaires maximum et mini-

. A . 1 . .
mum doive étre une fraction P de Ja vitesse moyenne £2; qu’on ait par con-

I [0 == m,
';)4—-6),):; )

1 o ~ .
-2 MR? = 0,1052. 40V,
a

séquent

I’équation deviendra

d’ou I'on tirera

MR? = o,1052.4b01 2 "

7 3

ce qui permcttra de prendrc a volontée M on R (qui peut ¢ire le ravon
moyen de 'anneau). On voit tout 'avantage qu’il y a a augmenter le ravon
plutot que la masse.

Les résultats qui précedent sont applicables aux machines @ vapeur,
dans les hypotheses qui les ont fait obtenir. Supposons, par exemple, u’il
s'agisse d’'une machine & vapenr a haute pression, sans détente ni conden-
sation, présentant les conditions suivautes : surlace du piston = 1000 cen-
timeétres carr¢s; rayon de la manivelle == 0,25; pression effective de la
vapeur = 4 kilogrammes par centimetre carré; vitesse moyenne du bouton

. T 1
de la manivelle = 1 tour par seconde; - = —-
n 00

On conclut de ces donndes
I ke
P = fono™s,
0 = o5 = 6,28,
et
MP2 = 539

etsi on suppose R = 2™, on aura

M ou - =133,
d’ou
11 == 1305k,
On évalue ordinairement dans Pindustrie la puissance des machines par
le nombre de chevaux dynamiques que développe sur elles le moteur:

ce qui montre qualors Uexees da travadl moteur sur le travadl vesistant est cing fois pios

grand que ce meme exees dans le eas dune manivelle d donhle ofter,
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m étant le nombre des révolutions de la machine par minute, N le nombre
de chevaux de la puissance qui représente toutes les résistances réunies,

on a
v m><?mr o,
N= 6o Q= 60><75+4b F;
on a donc
I 9 a 60>< =5
;EMR Q* = 0,1052 x ——L°N,

o
UV? = 4645 2N,

formule qui est donnée dans les Traités de mécanique appliquée pour cal-
culer le poids IT d'un volant de machine 4 vapeur, dont la vitesse a lu cir-
conférence moyenne est représentée par V. Il importe de remarquer que le
nombre m se rapporte essentiellement a Parbre de la manivelle, et non au
volant que l'on établit quelquefois sur un arbre différent, afin de lu
donner une plus grande vitesse.

On pourra déterminer le nombre de chevaux N de la formule précédente
au moyen d'une expérience avec le frein dynamométrique de Prony ou
avec indicateur de Watt, s’il s’agit @’une machine 4 vapeur déja construite.
On pourra encore dans ce cas, et dans celui ou il sagirait d’un projet de
construction, calculer le méme nombre, connaissant la pression effective
de la vapeur, la durée de Padmission si la machine cst a détente, le dia-
metre et la course du piston, la longaeur de la bielle si 'on veut tenir
compte de son obliquité, et en employant, si Pon veut, des procédés gra-
phiques qui conduisent 4 mesurer des surfaces planes, ce quon peut faire
avec une exactitude suffisante au moyen de la formule de Thomas Simpson
ou de celle de M. Toncelet.

26. Supposons maintenant qu’on veuille tenir compte du poids et de
inertie des picces oscillantes. Soient p “ fig. 14) le poids de 'équipage agis-
sant en G, ¢ celui de la bielle agissant au milieu G de. celle-ci, et quon pent

, L1 . , \ . .
décomposer en deux autres, savoir =4 appliqué en C qui s’ajoute avec p, el

1 . . . .
S qen B qui s’ajouteavec la composante du poids du bras AB dela manivelle

pour donner une somme que nous représenterons par ¢". Nous admettrons
que la vitesse angulaire de la manivelle, quand celle-ci prend la position ver-
ticale AE, différe tres-peu de la vitesse moyenne (2, ce qui est permis puisque
nous supposons le volant convenablement établi.
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Pour appliquer P'équation des forces vives au cas actuel, nous avons
i tenir compte, non-seulement de la force vive du volant, mais encore de
celle de la bielle et de 'équipage qui agit & son extrémité. Nous recherche-
rons d’abord les valeurs de ces quantités en supposant que la manivelle,
partie de Ja position verticale AL, sest ¢loignée de cette position d'uu
angle «, et possede alors une vitesse angulaire o.

I’accroissement de la force vive du volant aura pour expression

1
-R* (0® — Q7

Le terme correspondant pour la bielle s’obtient aisément au moven du
théoreme de M. Chasles dont I'emploi est si précieux quaud on veut étudier
le mouvement des piéces oscillantes dans les miachines, thécreme qui con-
siste en ce qu'un déplacement élémentaire quelconque d'une figure plane
dans son plan, provient de sa rotation autour d’un certain point fixe do
plan qu’on obtient par la rencontre des normales aux ¢léments courbes
que décrivent simultanément deux quelconques des points de la figure,
Ainsi, dans le cas qui nous occupe, tous les points de la bielle BC tour-
nent simultanément autour de I'intersection I des normales 10 et 1) anx
éléments df et bda décrits par les points C et B, de manicre que 'angle
BIC reste invariable dans ce déplacement supposé infiniment petit.

On a, d’aprés cela,

df _ Cl__ A0
bdz BL AR
d’ou

L — A0,

Soient maintenant ¢ Pangle infiniment petit déerit par BG autowr du
point I, tandis que B parcourt Parc bz ou C pavcourt df; din un élément
de Ia masse de la bielle, situé a une distance p de I'axe de rotation instani-
tan¢, perpendiculaire au plan de la figure en 15 d'5 son déplacement intini-
ment petit dirigé suivant la perpendiculaire a Pextrémité de o:oon o
pour la force vive de 'é¢lément odm,

‘da\?
dm (£
dan (_([l
Mais

/1{11.

ds = pdf =5 T
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donc
f-(lc__ b
E—ITIPG)'

I.a force vive totale de la hielle sera donc

bor 2 dm
ﬁz P ?

intégrale qu’il faut étendre a la masse entiere de cette piece. Si d’ailleurs
on appelle T son moment d’inertie pris par rapport a un axe paralléle,
passant par ce centre de gravité, on aura plus simplement, pour I'expression
de la force vive,

o . I .
Pour la position verticale v = @, 1G = /,1B = [; ona donc, pour la force

vive de la bielle dans cette position,

bQ* q o
Fe(fre1)

Quant & la force vive de I'équipage en C, clle est nulle pour la position
verticale de la manivelle, et pour la seconde position elle a pour valeur

LYY= (YN (1) 22 §GE o
g<1l{>—g\(lz dt —EEAU'&)’

écrivant maintenant ’équation des forces vives, on a

o H? -_—_2 2 e
10— w?) -+ :’:(ZIG + 1) rgﬂ—i(jL12+1> 02RO e
g BI' \& £ \4g e

“ I . .
=2 -g+T)\d 2’61 — cosa) — 20 re,
fn <P + 54 ) lf 4+ 246 ) — 2Q
d’ott I'on pourra tirer la valeur de o, pour chaque position « de la
manivelle. Cette valeur est calculable pour chacune des positions de Pap-

2

pareil au moyen des lignes de la figure; car l’expressiouf Fdf est suppo-
o

sée donnée ou calculable par les méthodes de quadrature connues, et la
force constante ou moyenne Q est donnée par la relation

251Q :f- Fdf.
(o]

Mais le moment d’inertie de ’arbre de la manivelle et du volant entrant
dans ’équation, on ne pourra pasappliquer celle-ci a la détermination de ce
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volant; car il ne sera pas possible d’en conclure les valeurs explicites de
la plus petite et de la plus grande des vilesses angalaires de la machine ou
des angles o', ¢, dont la connaissance est, comme on Ja vu, indispensable
pour opérer cetle détermination. T analyse ne peut done donner Ia solution
cherchée. Elle conduitcependantiv une équation dont on peunt se servir pour
arriver i une détermination suffisamment exacte du volant. Voici comment
on peut alors procéder : On caleulera approximativenient le momeut
d'inertie au moven de la formule que nous avons primitivement ¢tablie .
en négligeant le poids et Pinertie des picces. Substituant sa valeur dans
Iéquation générale ci-dessus, on pourra déduire de celle-ci les valeurs
de o pour une suite de positions de la manivelle prises de 15 degrés
en 15 degrés, par exemple @ ocela permettra de construire la courbe
des vilesses angulaives et de connailre, par conséquent, les vitesses
minima et maxima et les ﬂnglcs qui leur cnrx‘ospondent. Cn examinera alors
st leur différence est sensiblement égale a celle quon s'est donnde. Si la
Limite n'est pas atteinte ou est (l('-passée, on reconumencera les opérations
en prenant une valeur plus forte ou plus faible du moment dlinertie du
volant; on parviendra ainsi par une suite de tatonnements a trouver la
valeur convenable, et les opérations aeffectuer ne sauraient ¢lre trés-nom-

breases, & cause des doundes quion possede déja sur les limites de la so-

lution.
Voot HPPIOETe,
P Dovey oE pa IFACUirs peEs SGFacEs,
MILNE EDW ARDS.
Pernies «uspiamer,
Le Vien Becrevn e 2 beantane o Dane.

VN
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THESE DE GEOMETRIE.

BEMONSTRATION GEOMETRIQUE DE PLUSIEURS THEOREMES SLR LA COURBIRE
BES SURFACEN.

PROGRAMME.

Les théoremes remarquables de Gauss sur I courbure des surlaces et
fes conséquences quen ont tirées Jacobi et M. Bounet peuvent ctre pré-
sentés tres-simplement, au moyen de considérations géamétriques, et deve-
mir ainsi susceptibles de passer dans Penseignement élémentaire. Mais il est
nécessaire de renverser Vordre qui a été suivi dans la découverte des pro-
positions dont il s’agit; et voici la méthode d’exposition qu'il convient ajors
dadopter (7).

Définitions.

Nous poserons d'abord quelques définitions :

1. Concevons une sphére (ui ait pour rayon I'onité: menons par son
eentre vme paralicle 4 une droite quelconque AD de Tespace ; le point of
cette parallele viendra peveer la surface sphévigque serviea & représenter e
direction AB.

2", 8t plusieurs droites de Pespace sont siluces dans un méme plan. i
en sera de méme de lears paralléles mendes par le centre de fa sphere. el
celles-ci rencontreront la surface sphévique suivant un erand cercle qui
représentera fe plan.

39, Considérant un point M d'une surlace quelcongue, meanons lu nor-
male en ce point et une parallele i cette droite par le centre de la sphere,
nots obtiendrons un point M’ sur celle-ci. que nous regarderons comme
representant le point consiceére.

’

“v Laie Je Mémoire de Gauss dans te tome VEdes Nowecar Meémaoires de fo Socicte roval-
de Gottingue : e Memoive de Jacobi dans e Jowrnal de Crelle, tome XV le Niemaire de
M. Bonnet dans le Journal de £ Eeole Potviechnigne, tome XINX 5 fes Memoives de MM Ber
and ot Puisens duns e Jonenal de Meathcmotigecs, tome NI ML Bertrand a dailfenns
traite da question qui nons oeenpes dans ses lecons an Cellese de Franees et nous Tavons pois
pony vuide,
6
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1”. Une portion limitée S d’unc surface quelconcue sera représentée par
une portion §' de surface sphérique, que nous appellerons la cowbure
totale de Uaire S.

o

57, Si I'on concoit que la surface S se resserre de plus en plus autour

{'un point M situé & son intéricur, ' se rvesserrera aussi autour du point
. s’ ,

correspondant M', et la limite du rapport g ost appelée la courbure de la

surface donnée en M. On apercoit aisément que ces définitions de la com-

bure totale et de la courbure d’une surface reposent sur la comparaison de

quantités analogues pour les surfaces et les courbes.

1™ Tirorire (M. Bonnet).

M. Bonnet a déduit des théoremes de Ganss 1a !

roposition suivante qriil
est facile d’établir & priori:

« Si Fon trace sur une sphere une courbe quelconque fermdée, puis une
» suite de grands cercles tangents i la courbe, et u’on prenne sur chacun

» <’enx, a partiv du point de contact, unc longueur ¢gale v an quadvant,

le lieu géomeétrique des points ainsi obtenus divise la surface de Ta sphere
» en deux parties (‘qui\‘alem("s. »

He Turonture (Gauss).

En sappuyant sur le théoreme précédent ot sur le mode de repreésenta-
tion des droites, plans et surfaces indiqud dans les définitions, on ddémon-
tre la proposition suivante dne i Gauss

« Sion frace sur une surface qnelconque trois lignes géodésiqguies com-
» prenant unc aive triangulaire, la courbure totale de cette aire a pour
» mesure Pexces de la somme de ses trois angles sur deux angles
» droits. »

[ Trrorive (M. Bonnet).

« Quand les trois lignes qui limitent 'aive considérée ne sont pas géode-
» siqques, la courburetotale a ponr expression Pexees de la somme des trois
» angles sur deux angles droits, moins ou plus la somme des angies de con-
» tingence geoddsiques pour les trois ¢otés; e signe moins corvespondant
» an s ou a corde géodésique est intéricure au triangle considére, e
> signe plus au cas ou elle est extéricure. » On peat dédaire de fa ko cour-

bure totale d'une aire pelygonale ou termmdée par une courbe quelconqu,
Ve Tudorie (Gauss ).
« Silon a une surface quelcongne flexibic. mats inextensible, sa coni-
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» bure définie comme on 'a dit, c¢’est-a-dire la limite dn rapport g ne

» change pas,quol]eque soitla(l(rformulionqu’on {assesubiritcettesurlace. »
Ce théoreme tres-remarquable, que Gauss a découvert parlesecoursd’une
analvse compliquée, résulte de la proposition préccdente et de quelques
considérations accessoires, ainsi qque nous allons Pindiquer sommairement.
On peut d’abord reconnaitre, en prenant pour S un petit rectangle form¢
par les lignes de premiere et de deuxieme courbure correspondant au point

Sy s, o , ) ‘
considéré, que le rapport ¢ Gquivaut i oo Ret R ¢tant les rayons de
courbure des deux cotés du rectangle, ou ce que Fon appelle les deux

rayons de courbure de la surface au point considéré; de sorte que la ques-
. . \ , - i “ . .
tion revient i démontrer que la quantite R pent etre exprimee au moyen
LI ~
d’une fonction qui reste invariable quand la distance de deux points de la
surface, mesurce sur celle-ci, ne change pas.
Une surface quelconque peut étre représentée par trois équations de I

forme

il

e P
2 (/’7 ’/)v
o3 (P )

p et g ¢tant des variables indépendantes. Les équations p = conslante et

P
J =

-3

-

Il

ij = conslante représentant deux séries de courbes tracées sur la surface,
peuvent étre regardées comme des lignes coordonnées propres i fixer la
position de chacun des points de la surlace. Liexpression de la distimee de
deux points infiniment voisins pris sur ta surface et mesurée sur celle-ci est
de la forme
ols* = Vdp* 4~ o Vilpdy + Goly?

E, I, G ne contenant qque les variables p et ¢; ¢est I formule dont se sert
Gauss. Mais on peut la simplifier beaucoup cn choisissant convenablement
le systeme des lignes ccordonndes. Dabord siles courbes sont orthogonales,
ona ' = o; si de plus les courbes ¢ = constante sont des lignes géodési-

ques, on a Fo=1; de sorte qque Pexpression de la distance de deux points
devient

ds? = dp* -+ Gly®,
formule qui exprime cette propri¢té géometrique, que si Fon a un systenie
de lignes géodcisiques sur la surface, leurs trajectoires orthogonales sont
équidistantes.
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Cela posc, appliquons au petit rectangle S le trowsicme théoreme : noue
obtiendrons la courbure totale qui, divisée par S, donuera la courbure. la
courbure totale sera ici I'excés de la somme des quatre angles du rectangle
sur quatre angles droits, pluslasomme des angles de contingence géodésiques
des quatre cotés. Orle premier terme de celte expression est nuly il en e
de méme des angles de contingence géodésiques des cotés mn, m/n'= il 1wy
a donc i considérer que les valeurs de ceax relatifs aux cotés nn, mm’ i
ne sont pas géodésiques. Mais on peut voir que la somme de ces angles
pour un de ces cotés est égale a la différence des deux ¢otés dont il sTagit
divisée pav mr ow m'n’ qui lui est égale ( fig. 15). On a done pour cett
somme :

mm' — nn’ ol (el

0 an T k/.’/)/ - (/(/
(1 faut maintenant retrancher de la valeur que prend cette expression pou
i’ celle quelle prend pour mm', car il est évident que les termes cor-
respondant & ces deux cOtés sont de signes contraires, puisque si Fune des
cordes est extéricure au quadrilatere, Nautre sera intérienre. (1 suffit done
de prendre la différenticlle de Fexpression préecdente parvapport o o
qui donne

7

s lly " oy
quantit¢ quil ot diveser pav ndpdy v alene desoopom acon e conrben e
On « donce
' REN7ENTY
R e
expression qui ne contient gue Goet de Liquelie on peat conelure aisenieni

le théoreme de Gauss.
[T approur.
i DoveEn npE ota PACunrr vis Saiinei: .
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