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PREFACE

Un coup d’eeil jeté sur la table des matieres fera im-
médiatement comprendre le plan ¢t le but de cet
ouvrage. On remarquera surtout la grande importance
que l'on a donnée aux licux géomdtriques et aux pro-
blemes de maxima et de minima qui font1’objet de deux
chapitres spéciaux.

Les questions ont ¢te empruntees, pour la plupart, aux
auvres des principaux géometres ou aux annales du con-
cours géncral. J'ai, d’ailleurs, moins cherehé & multi~
plier leur nombre qu’d présenter des solutions varices de
questions choisies. Par 1d, en cffet, on voit micux quelle
fccondite de ressources peuvent offrir les méthodes de
la Géomctrie (¥).

Quelques propositions ont ¢té prises dans le Traité des
Porismes d Euclide, si merveilleusement rétabli par
M. Chasles; et clles ont été appliquées & la résolution
de plusicurs problemes.

On trouvera aussi dans cc¢ volume la solution que
Fermat a donnée d'un probleme que Pascal 1ui avait
proposé. Cette solution, empruntée & la correspon-

() Un des exemples les plus remarquables a ¢té donné par
M. Chasles. — Voyez pages 114 et suivantes.
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dance des deux ceélebres géomdetres, est tros—élégante el
peut s’appliquer 4 un certain nombre de probléemes
du méme genre.

Enfin, j'ai cru devoir résoudre quelques problemes
de maxima et minima par des méthodes analogues &
celles qui étaient en usage avant I'invention du caleul
différentiel : de cette maniere, I’ordre d'cnseignement est
d’accord avec I'ordre historique. Je me suis, dailleurs,
d’autant moins fait scrupule de cette innovation, que
mes éléves ont trouvé, par les méthodes dont il s’agit,
quelques-unes des solutions renfermées dans ce volume
et des plus remarquables (%).

L’ouvrage est terminé par des notes ou I'on fait voir,
a l'aide de quelques exemples choisis, le sccours mu-
tuel que I'Algébre et la Géométric peuveni se¢ préter
dans un certain nombre de questions.

i+) Plusicurs solutions par les autres méthodes leur sont ¢galemeni

b, .
aues,

Document numérisé par |a Bibliothaque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 DES 70



PREMIERE PARTIE

THEORIES GENERALES



CHAPITRE PREMIER.
THEORIE DES TRANSVERSALES.

THEOREME I.

1. Une transversale DEF détermine sur les trois cités d'un
triangle ABC prolongés, s’il est nécessaire, six seqments tels
que le produit de trois segments non consécutifs est égal au
produit des trois autres.

Il faut démontrer que I'on a

(1) FAXECGXDB = EAXFBXDC.

Deux cas peuvent se présenter : les trois points D,E,F, ou un
seul de ces points, se trouvent sur les prolongeme nts des cotés
Dans la figure (1), qui se rapporte au dernier cas, menons

CG parallele a AB; les deux triangles semblables DCG, DBF
donnent

FB_ DB
CG™ DG
et les triangles semblables ADF, ECG
GG __EC
FAT EA

en multipliant, membre & membre, les égalités précédentes, et
chassant les dénominateurs, on obtient la relation (1) de-
mandée,
Dans le second cas, la démonstration est la méme.
ReMarguE. 11 est souvent commode, pour les applications, de

prendre la relation entre les six segments sous la forme sui-
vante,

2 DB EC  FA
2) e X ga <75 =1
THEOREME II.

2. Réciproquement, #rods poinis D, B, F sont en ligne
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droite, lorsqu’ils ont, sur les cdtés d’un triangle ABC ouw sur
leurs prolongements, lune des deux positions indiquées plus
haut; et que, de plus, ils déterminent six segments tels que les
relations (1) ou (2) sotent satisfaites.

En effet, soit I’ (fig. 1) le point ou la droite EF pro-
longée vient rencontrer AC, on a, d’aprés le théoréeme pré-
cédent

FAXECXDB =FEAXFB XD

divisant, membre & membre, cette égalité, et I'égalité (1) qui
a lieu, par hypothese, il vient

be_De

DB DB
et, comme les points D et D' sont tous deux sur le prolonge-
ment de BC, ils se confondent; et, par suite, les trois points
b,E,F sont en ligne droite.

Dans 'autre cas de figure, la démonstratien est la méme.

THEOREME IiI,

3. Trows droutes, AD, BE, CF qu¢ partent des trois som-
mets d’'un triangle ABC, et se coupent en un méme pownt G
du plan, déterminent, sur les cotés du triangle ow sur leurs
prolongements, six seqgments tels que le produit de trois seg-
ments non consécutifs est égal au produit des trois autres.

Il peut arriver que les trois points soient sur les cotés eux-
mémes, ou que 'un d’eux soit sur 'an des cotés, et les deux
autres sur les prolongements des derniers.

Considérons le premier cas (fig. 2).

Si Pon applique le théoréme 1, successivement, aux {rian-
sles ABC, ADC coupés, le premier, par la transversale CF, le
second, par la transversale BE, on a

FAXGD X CB=GAXFB XD
GA X BD X CE=FA X GD X BC

et en multipliant ces égalités, membre & membre, apros la sup-
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pression des facteurs communs, on obtient la relation demandée

(3) FAXEGXDB=EA X AFBXDC
on peut aussi la metire sous la forme

DB EC FA
) DCXEAXFB T

La démonstration est la méme pour le second cas.
THEOREME IV.

4. Réciproquement, s: trois pointsD, E, F ont, sur les cotés
d’un triangle ABC ou sur leurs prolongements, lune des deux
positions relatives, indiquées dans le théoréme précédent, et
que les relations (3) ou (&) soient satisfaites, les droites qui
joignent les sommets du triangle auz trois points donnés se
coupent en un méme point.

La démonstration est la méme que pour le théoréme II.

APPLICATIONS DES THEOREMES PRECEDENTS.

5. On fait usage de ces théorémespour démontrer que trois
points sont en ligne droite, ou que trois droites se coupent en
un méme point.

1. Dans tout triangle ABC (fig. 3) les pieds E et ¥ de deux
Inssectrices intéricures BE et CF, et le pied D) de la bissectrice
extérieure AD, correspondant aw troisieme sommet A, sont en
ligne droite.

En effet, on a

Db_AD  RG_BC  FA_AC
DCTAC EA 7 AB FB™ BC
ct en multipliant, membre 2 membre, il vient
DB EC_ TFA

DeXFa X !

les trois points sont donc en ligne droite (th. I1).

On prouverait de méme que les pieds des trois bissectrices

extérieures sont en ligne droite.
) ; ] |
2. Un cercle étant circonscrit o un triangle ABC (fig. %),
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st par chaque sommet on lui méne une tangente, et qu’on
la prolonge jusqu’a la rencontre duw coté opposé, les trois
points de rencontre seront en ligne drotte.
Soit D le point ou la tangente en A rencontre le coté BC,
les deux triangles semblables ABD, ACD donnent
DB _AB__AD AB
AD AC DG AC

et, en multipliant, membre & membre, ces égalités, on a

[

DB

DG
E et F étant les points ol les tangentes en B et C rencon-
trent les cotés opposés, on a de méme

B¢ BC pa_ AC

EAT AB® B~ BC
et en multipliant, membre & membre, les trois dernicres ¢ga-
lités, il vient

o

Z| &

DB EC _ FA
e X EAX FB T
le théoréme est donc démontré.

3. HExAGONE DE Pascar. Un hexagone ABCDEF (fig. §)
étant inscrit dans un cercle, si on prolonge les cités opposés
tusqu’a leur rencontre, les trois points d’intersection G,I1,1
sont en ligne droite,

En effet, considérons le triangle LIIN form¢ par les cotés
AB,CD,EF prolongés, et appliquons le théoréme Ia ce triangle
coupé par les trois autres cotés BC, DE et AF de hexagone,
on aura les égalités suivantes :

BL X HN X CM=BM X CN X 1IL
(1) DM X EN X LG=DN X EL X GM
ALXIMXFN=FLXIN XAM
Multipliant ces égalités, membre & membre, et ohservant
qu'on a, en vertu d’un théoréme connu

1
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AL X BL = FL X EL
2) AM X BM=CM X DM
CN X DN =EN X FN

il vient, toutes simplifications faites,
(3) GL X HN X IM=GM X HL X IN

Comme, d’ailleurs, les trois points (3,I,H, sont tous trois sur
les prolongements des cotés du triangle LMN, ou deux sur les
cOtés, et le troisiéme sur le prolongement du dernier, on en
conclut (th. II) qu'ils sont en ligne droite.

ReMarQuE. Dans le théoréme de I’hexagone les cOtés ne
figurent que par leur direction. Il en résulte que si deux som-
mets consécutifs se rapprochent jusqu’a ce qu’ils se confondent,
le coté correspondant devient une tangente au cercle; on
pourra donc appliquer le théoréme de Pascal au pentagone,
au quadrilatére et au triangle, en complétant ces figures par
les tangentes en un ou plusieurs sommets.

Le cas du triangle a été traité directement dans I'exemple
précédent.

k. St deuz triangles ABC et A’'B'C’ (fig. 6) ont leurs sommets
Aet A, B et B, Cet U situés, deuzx @ deux, sur trois droites
SL, SM, SN qui concourent en un méme point S, les points de
rencontre D,E,F des cités opposés sont en ligne droite.

En effet si on considere les trois tricngles SAB, SAC, SBC
coupés, respectivement, parles transversales FA’B’, EC’A’, DB'C,
on a

FB X B'S X AA=TFA X B'B X A’S

EA X CCX A'S=EC X ('S X A’A

DC X B'B x (/'S=DB X B'S X C'C
eten multipliantles égalités, membre amembre, et supprimant
les facteurs communs, il vient

FB X DC X EA =FA X DB X EG

‘%OHC, d’aprés leur situation, les trois points D, E, F sont en
ligne droite (th. Ir),
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5. Réciproquement si les points de rencontre D,E,F des
cbtés des deuz triangles ABC, A'B'C’ pris, deux a deux, sont
en ligne droite, les droites AA’, BB, CC' se coupent en un
méme point S.

Soit S le point de rencontre de BB’ et CC’, 1l faut prouver
que les trois points A,A’,S sont en ligne droite.

Pour cela, considérons les trois triangles DBB’,BDF,DFB’
coupés, respectivement, par les transversales SCC/,ACE,EA’C
on a |

SB’ CB _ (D AB _EF _CD
ss XX ag=! ¥ Xag=!
AF ,CB _ ED
RNV Rl v

et, en multipliant ces égalités, membre a membre, il vient
SB"  AB __ A'F
S8 X AF X 4B
et commelestrols points A,A’S sont situés, comme il convient,
sur les cotés indéfinis du triangle BB'F, le théoréme est dé-
moniré.

Les triangles ABC,A’B'(Y sont dits homologiques; S est un
centre, et la droite DEF un axe d’homologze.

6. Ondémontre fucilementpar lapplication du théoréme 1V,
que dans tout triangle, les trois médianes, les trois bis-
sectrices, les trows hauteurs, les droites quijoignent les sommets
auz points de contact du cercle tnscrit, se coupent en ui méme
point.

=1

Les exemples qui précedent suffisent pour faire comprendre
'utilité des quatre théorémes fondamentaux: d’autres appli-
cations seront données plus tard.

NOTE SUR L’EMPLOI DES SIGNES DANS LA THEORIE DES
TRANSVERSALES ).

6. Les équations entre six segments qui expriment que

) Leséléves peuvent laisser cettenote de coté a une premiére lecture.
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trois points sont en ligne droite, ou que trois droites se cou-
pent en un méme point sont, jusqu’a présent, de forme iden-
tique. Tl importe cependant de pouvoir les distinguer: c’est ce
quon a fait, comme on va le voir, en donnant des signes aux
segments.

Pour fixer la position d’un point sur une droite, il faut
connaitre sa distance & un autre point de la droite pris pour
origine, et le sens dans lequel cette distance doit étre portée:
mais si I'on convient de faire précéder le nombre qui mesure
la distance, du signe - ou du signe —, suivant que la droite
est parcourue, de I'origine au point, dans un sens ou dans un
autre, la position de ce pointsera déterminée, dés que I'on con-
naitra sa distance a I'origine, en grandeur et en signe.

Cela posé, considérons le triangle ABC coupé par la trans-
versale DEF (fig. 1). Soient D,E,F les origines des segments et
convenons que le sens des segments positifs est, par exemple.
celui dans lequel on parcourt le périmeire du triangle, lors-
quonsuit Pordre alphabétique des lettres A, B, C. Alorsles deux
segments EA et I'B sont positifs, tandis que les quatre autres
sont negatifs; le nombre des segments négatifs est done pair. 11
en serait encore, évidemment, de méme, si on changeait le sens
des facteurs négatifs, ou sil’on prenaitlesecond cas de figure.

Il résulte de la que les équations (1) et (2) ont encore, cha-
cune, les deux membres de méme signe, et conscrvent toujours
la méme forme.

Soit maintenant (fig. 2} le triangle ABC et les transversales
AD,BE,CF: on voit facilement que, dans ce cas, le nombre des
segments négatifs est impair, et que, par suite, les deux mem-
bres des dquations (3)et(4) sont de signe contraire; alors, sion
convient toujours de conserver le signe - devant les premiers
membres, les dquations (3! et (%) prendront les nouvelles for-
mes suivantes:

FA X FCXDB = — EA X FB X D¢
DB EC  FA_
DC ™ EA ™ FB
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On peut voir, d’ailleurs, que I’emploi des nouvelles équations
est légitime dans les démonstrations du genre de celles qui
ont été faites précédemment.

En effet, quand on multiplie les nouvelles équations en oh-
servant la régle des signes, le second membre de 1'équation
résultante a un signe déterminé; et suivant qu’il est positif ou
négatif, le nombre total des segments négatifs est pair ou im-
pair. Lorsqu’ensuite, pour achever la démonstration, on sup-
prime des facteurs en tenant compte de leur signe, on con-
nait le signe du second membre de I’équation finale, et, par
suite, on sait si le nombre des segments négatifs est pair ou
impair. Il n’y a donc aucun doute sur la question de savoir si
I’équation finale se rapporte & trois points enligne droite, oua
'autre cas.

Eclaircissons ce qui précéde par des exemples.

Reprenons d’abord la démonstration du théoréme III.

Les deux premiéres équations du n°3 ont le signe |- dans le
second membre: il ensera donc de méme de l’équationobtenue
en les multipliant membre & membre. Mais si I'on considére
comme positifs les segments parcourus dans le sens ABD, pour
'un des triangles, et, par suite, dans le sens ADC, pour I’autre,
les segments GA et GD sont chacun, de signe contraire, dans
les deux équations du n° (3), et leur suppression n’ameéne aucun
changementde signe. Lesdeux segments CB et BC, au contraire,
sontparcourusensens opposés;et il y a, aprés leur suppression,
changement de signe dans le second membre de I’équation fi-
nale; ce second membre est donc précédé du signe —, comme
nous I’avons établi & priori.

Prenons, pour second exemple, le théoréme de I’hexa-
gone (5).

Les trois équations (1) ont le signe -+ devant les seconds
membres, et il enest de méme de I'équation résultant de leur
produit. On supprime ensuite douze facteurs; maison s’assure
que le nombre des facteurs négatifs supprimés est toujours
impair: on doit donc mettre le signe — devant le second
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membre de I'équation (3), et, par suite, les trois points I, H, G
sont en ligne droite.

L’explication précédente était néecessaire, car Pemploi qu’on
a fait des signes - et — ne se justifie pas de la méme manicre
que dans les problemes ordinaires de I’algébre.

On retrouve, au contraire, une application de la théorie des
quantités négatives, telle qu’on la présente dans cette partie
des Mathématiques, lorsque, pour démontrer les théorémes
du genre de ceux qui nous occupent, on exprime algébri-
quement les rapports des segments, en fonction de certaines
quantités : on reconnait alors que les expressions des rap-
ports ne sont générales qu’a la condition de donner aux seg-

ments les sighes dont nous sommes convenus. On en verra un
excmple (127).

CHAPITRE 1I.

DIVISION HARMONIQUE D'UNE DROITE. — FAISCEAUX HARMONIQUES.
— POLE ET POLAIRE PAR KAPPORT A UN ANGLE.

7. DirmNiTions. a, b, ¢, étant {rois quantités quelconques
rangées par ordre de grandeur décroissante, on dit quelles
forment une proportion harmonique, lorsqu’elles salisfont a la
relation

a—b «a

a—c ¢
et la quantité & est dite moyenne harmonique entre les deux
aufres.

De I'égalité précédente on déduit

1 1 £, 1
7=3% (i +s)

(LRI . . .
Cest-d-dire que Pinverse de la moyenne harmonique de
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deuzx quantités est la moyenne arithmétique entre les inverses
de ces mémes quantités.

Ltant donnés (fig. 7) deux points A ¢t B sur une droite
indéfinie, deux points C et D situés sur la méme droite sont
dits harmoniques conjugques par rapport aux deux premiers,
lorsque les rapports des distances de ceux-ci aux deux points
(i et D sont égaux, c’est-a-dire, lorsqu’on a

CA DA

(1) B— 7B
Si dans cette égalitc¢ on change les moyens de place, il vient

. CA (B

(2) DA — DD

On voit done que réeiproquernent les points A et B sont har-
moniques conjugqués par rapport @ C et 1.

Les trots distances DA, CD et DB forment une proportion
harmonique. En effet, si dans Pégalité (1) on remplace CA et
(B par DA — DC, et DG — DB, on a

BA—DC DA
DE—DB 1B

On dit, pour cetle raison, que qualre pouls en higne deotle,
dont deux sont les conjugués des deux autres, forment une
digision harmonique de la droite.

PROPRIETES DE LA DIVISION HARMONIQUE.
THEZOREME I.

8. Lorsque deux points C et D sont harmoniques conju-
qués de deux points A et B, la moitié de la droite AB est
moyenne proportionnelle entre les distances de son milicu
auz deux pownts G et 1),

En effet, de I'égalité (1) du numéro précédent on déduit
'A—CB_ DA—DB
(AJ-CB =~ DA
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mais le point O étant le milieu de AB, on voit facilement
que Pon a
CA—CB=20C CA--CB=20A
DA—DB=20A DA--DB=20D

et en substituant, dans la proportion précédente, les valeurs
des quatre termes donnés par les égalités, il vient

0C_ OA
0A™ 0D
ConoLLAIRE. Les carrés des distances des points C et D au
pomnt A sont entr’eux comme les distances de ces mémes points
au point ().
En effet, de I'égalité (2) dun® 7 on déduit

CA_ OA
OA 0D

d’ott, en é¢levant au carré les deux membres, ¢t remplacant
0A® par OC X 0D, il vient

A oc
DA™ O/

THECOREME Ii.

9. Réciproquement , sz la moitié d'une droite AB est
moyenne proportionnelle entre les distances de son maliew O
@ deux points ¢ et V), pris sur sa direction, et du méme
eoté par rapport au point 0, les points C et D sont harmoniques
corjugués des points A et B.

En effet, on a, par hypothése
0¢  OA
0A— 0D

et on en déduit

0A-40C _ OD-0A

OA—0C  OD—0A
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ou
CA_ DA

CB~ DB
REMARQUE. Si on avait voulu donner des signes aux seg-
ments, comme dans la théorie des transversales, on aurait été
conduit & mettre le signe — devant le second membre de
’équation (1) n° 7: mais, dans la suife de cet ouvrage, 11 ne
sera fait aucun usage de I’équation ainsi modifiée.

FAISCEAUX HARMONIQUES.

DirFiNiTioN. Quatre droites qui se rencontrent en un méme
point forment un faisceaw harmonigue, lorsqu’elles détermi-
nent une division harmonique sur une transversale quel-
conque.

THEOREME I.

10. Lorsqu'un faiscecu de quatre drottes est coupé par une
paralléle a Uune d’elle, est que cette paralléle est partagée en
deuzx parties égales par les trois autres, le faisceaw est harmo-
nique.

Soient (fig. 8) OABCD le faisceau, et EG une paralidle & la
droite OD, partagée en deux parties égales au point F : il
faut démontrer qu’'une transversale quelconque MLK est di-
visée harmoniquement par le faisceau.

Menons, par le point L, la droite NP parallele a OD :
comme les triangles NLK et MOK, LHP et OHM sont, deux &
deux, semblables, on a

NL KL Lp _ L1
OM — KM OM ™~ ML

mais les deux segments NL et LP sont égaux, il vienl done

KL LH
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(Pest ce qu’il fallait démontrer.

RemarQuE. Le théoréme justifie la définition du faisceau
harmonique. En effet, si on prend sur une droite deux seg-
ments consécutifs égaux EF et FG, qu’on joigne un point O ex-
térieur & la droite aux trois pomnts E,F,G, et qu’on méne OD
paralléle a EG, les quatre droites OE,0F,0G et OD formeront
un faiscean harmonique.

THEOREME II.

11. RECIPROQUEMENT, st un faisceau harmonique est coupe
par une transversale paralléle ¢ l'une des droites du faisceau,
les trois autres droites divisent la transversale en deux parties
Cgales.

Soit le faisceau harmonique OABCD (fig. 8), et la transver-
sale NLP paralléle & OD : par le point L menons une trans-
versale quelconque KLHM. Comme dans la démonstration
du théoréme I, on a

NL KL LP LH
OM— KM OM ™ M

Mais, la transversale KM étant divisée harmoniquement par
les quatre points K,L,H,M, on a

KL __ LI
KM~ HM
et, par suite NL=LP.

THEOREME Iil.

12. Silon joint les powts d'une division harmoniqiee d’'une
droite @ un point extérieur i cette droite > o obtient un faus-
ceare harmonique.

Soit (tig. 8) OKLIIM le faisceau obtenu en joignant un point O
quelconque aux quatre points K,L,H, M de la division har-

honique d'une droite KM. Menons NP paralléle & OM, on
awra, comme dans le théoreme If

Document numarisé par |a Bibliothaque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 DES 70



16 PREMIERE PARTIE.
NL=LP
ct, par conséquent, le faisceau sera harmonique (th. 1).

THEORLME IV.

13. Dans un faisceaw harmonigue, on peut remplacer une
ou plusieurs droites par leurs prolongements.

Je dis par exemple que, dans le faisceau OABCD (fig. 8),
on peut remplacer la droite OD par son prolongement OI.
En effet, une droitec NP parallele & OD est, en méme temps,
parallele & son prolongement : mais L est le milieu de NP,
donc {th. 1) le faisceau OABCI est harmonique.

POLE ET POLAIRE PAR RAPPORT A DEUX DROITES QUI SE COUPENT.
THHEOREME 1.

14. Etant donnces deux droites LM,N() (fig.9) qui se coupent
en 0, et un point P dans leur plan ; s¢ par ce point on méne
une transversale quelcongue PAB, et qu’on prenne le point C
conjugué harmonique du point P parrapport auzx deuz points
A et B ow la transversale coupe les deux droites donndes : le
liew du pownt C est une ligne droite passant par le point 0.

En effet, si on méne les droites OP et OC, les quatre droites
0P,04,0C et OB forment un faizceau harmonique (th. HI), et
alors une transversale quelcongue mende par Ie point I sera
divisée harmeniquement par les guaire droifes : la droite OC
est donc ¢ licu demandé.

Le point P autour dequel tourne la séecante s'appelle le
pole, et ladroite 00 qui est le lieu demandé sappelle la polaire.

Remargue. Les deux drotfes OP et OU sonl telles que
chacun des points de Pune, considéré comme pole, a Pautre
droite pour polaire.

THEQOREMS L.

15. Sz, par un point P pris dans le plan de deux droites qui
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POLE ET POLAIRE DANS LE CERCLE. 17

se coupent (fig. 9), on mene deuz transversales PAB, PMN, /e
liew du point d'intersection D) des diagonales du quadrilatére
ABNM est la polaire du point P.

Soit C le point conjugué¢ harmonique de P par rapport
A ct B : tirons les droites DP, DC, et prolongeons cette der-
nicre, jusqu’a sa renconire en E avec la transversale PN,
Le faisceau DPACB est harmonique ( th. IIT); mais, dans
le faisccau, on peut remplacer DA, DCet DB par leurs prolon-
gements DN, DE et DM (th. IV). Le faisceau DPMEN est donc
harmonique, et le point E est conjugué du point P par

rapport aux points M et N : la droite CDE cst done la po-
laire du point P.

CHAPITRE Iii.

POLE ET POLAIRE DANS LE CERCLE.

THEOREME I.

16. Si, par un point P situé dans le plan d’un cercle C
(fig. 10), on méne une transversale quelconque PAB, et qu’on
prenne le point G comjugué harmonique du point P par
rapport auz points A et B ou la transversale.coupe le cercle
le liew du point G est une droite perpendiculaire a celle qus
joint le point P au centre du cercle.

Sur la figure, le point P est supposé extérieur au cercle.

Soit F le point conjugué harmonique du point P, situé sur la
transversale PE qui passe par le centre, et Il la perpendi-
C}llaire en H & cette droite : le théordme sera démontré,
s 'on prouve que le point G, ou la droite IH rencontre la

tra_nsversale PB est le conjugué du point P par rapport aux
points A et 1.

Mais 1a circonférence décrite sur ED comme diamétre est le

2
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lieu géométrique des points tels que le rapport de leurs dis-
tances aux deux points F et D est constant : si alors on méne
FA et FB, on aura

FB_ FA PA  FA
PB-PA % TPBTIB

La droite I'P est donc la bissectrice de Pangle AFL exté-
rieur au triangle BFA, et, par suite, la droite FG perpendicu-
laire a FP est la bissectrice de P'angle BFA : le point G est
donc bien le conjugué harmonique du point P par rapport
aux points A et B.

La démonstration serait la méme sile point P était intérieur
au cercle.

DeriniTions. Le point P et la drotte TH s’appellent le péle
et la polaire par rapport au cercle C.

Remarque 4. La division des quatre points P,D,F,E étant
harmonique, et le point C étant le milieu de ED; si on dé-
signe par R le rayon du cercle, on aura, pour déterminer Ia
position du point I, la relation

CF X CP =R

Remarque 2. Comme conséquence de la formule précédente,
on voit que lorsque CP varie depuis 'infini jusqu’a zéro, CF
varie depuis zéro jusqu’a l'infini; et que suivant que 1’on a

= <
CP=R, ona CF=R.
< =
Remarque 3. Lorsque le pole P est extérieur au cercle, la
polaire TH est la corde de contact qui correspond aux deus
tangentes au cercle, partant du point P; car les deux points
du contact I et H sont ¢videmment les conjugués du pole sur
les deux tangentes.

THEOREME 11,

1'7. Les polaires de tous les points d’une droite par rappor!
¢ un cercle passent par le pile de la droite.
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Soit AB la droite donnée (fig. 11), ED la polaire, par
rapport au cercle G, d’'un de ses points A, et I le point de
rencontre de ED et de la perpendiculaire abaissée du centre
(i sur la droite donnée.

Mcnons CA qui rencontre la polaire en I, on aura

CI X CA=R~

Mais les quatre points A,I,H,B étant sur une méme circon-
férence, puisque les angles I et B sont droits, on a

CH X (B=C(I X CA,
done
CH X CB=—R?

et le point H par lequel passe la polaire du point T est bien
fe pole de la droite AB.

THEOREME III.

18. Réciproquement, les pdles de toutes les droites passant
par un point donné dans le plan d’un cercle sont tous sur lo
polaire du point par rapport au cercle.

En effet, II étant le point donné (fig. 11), ct ED I'une des
droites passant par ce point; abaissons du centre C une per-
Pendiculaire OI sur ED, et prolongeons cette droite jusqu’a sa
rencontre en A avec la polaire AB du pomnt H.

Le point 1M étant le pole de la droite AB, on a

CH X CB=R*

mais les quatre points I,A,B,H étant sur une méme circon-
férence, on a aussi

CIl X CA=CH X (B
done

(I X CA=R*

¢t le point A de la droite AB est le pole de la droite ED.
RE§1ARQL‘-E. Les théorémes 11 ct III montrent que les deux
(estions de prouver que des droites se coupent en un méme



20 CHAPITRE I

point, ou que plusieurs points sont en ligne droite, reviennent
l'une a lautre.
THEOREME IV.

19. Si, de tous les points d’'une drote extérieure a un cer-
cle, on méne des couples de tangentes, les cordes de contact
passent toutes par le pile de la droite.

Le théoréme est une conséquence du théoréme II, puisque
les cordes de contact sont les polaires des points de la droite
donnée.

THEOREME V.

20. Réciproquement, si par un pomnt pris dans le plan
d’un cercle on méne une sécante quelconque, puis les devx
tangentes auz points de rencontre: le point d'intersection des
tangentes se trouve sur la polaire du point fixe.

(’est une conséquence du théoréme 111.

THEOREME VI.

21. Quandun hexagone est circonscrit ¢ un cercle, les dia-
gonales qui joignent les sominets opposés se coupent en ul
méme point.

Soit (fig. 12)un hexagone ABCDEF qui touche un cerele aus
points I, G, H,K,L, M : menons la diagonale AD et les dew
cordes de contact I et LK.

Les points A et D sont les poles des cordes 1G et LK, et, pa
conséquent, la diagonale AD est la polaire du point de ren
contre P des droites IG et LK (th. II1); de méme, les diagonale
EB et FC seront les polaires des points de rencontre ) et B

des deux couples de cordes (GH, L-u) (1AL, 31K),

Mais les trois points 1,(),R soni les points de renconire de¢
cOtés opposés d’un hexagone iuscril dans un cercle, et, pd
suite, sont en ligne droile (5): donc les droites AB,FC,ED &
coupent en un méme point (th. II).

Le théoréme VI est connu sous le nom de théoréme d
Brianchon.
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THEOREME VII.

22. §i¢ d’un point © pris dans le plan d’'un cercle (fig. 13),
on méne deux transversales quelconques PAB,PCD, et les
quatre droites BD,AC,BC,AD : les points d’intersection E
et D des deux premiéres et des deux derniéres droites sont
s la polaire du point P.

En effet, solent I et II les harmoniques conjugués du point
P, le premier, par rapport aux points A et B, le second, par
rapport aux points G et D; la droite TH sera la polaire du
pomnt P relativement a 'angle DFC : elle passera done par les
points I et F. Mais la droite TH est aussi la polaire du point
© par rapport au cercle: le théoréme est done démontré.

Reyanque. On a, maintenant, le moyen de tracer la polaire
d’un point par rapport & un cercle, ct, par suite, de mener les
tangenics a ce cercle par le poini, en se servant de la regle
scule.

POLE ET POLAIRE PAR RAPPORT A UN POINT OU UNE DROITE.

223. Dans la discussion d'un probléme, un cercle peut étie
remiplacé par un point ou une droile, et on peut alors se de-
mander ce que deviennent le pole et la polaire : pour cela, on
considere le point et la droite comme ¢lant, respectivement,
des cereles de rayon nul et infini.

On sait que si'on désigne par d et d' les distances au eentre
’un cercle, d’'un point et de sa polaire, on a

dd =1

Yo 13 : ’
L’application de cette formule va nous permettre de reésoudre
tous les cas de la question proposée.

R4 La polaire d'un pomnt par rapport @ un point est la

perpendiculaive ¢ la droite qut joint les dewx poinis, menée
par le second,

En efiet, la formde
o d = 2
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donne d' = o quand on y fait R égale a o.

25. La polaire d’un point par rapport a une droite cst une
paralléle a cette droite, menée du cité opposé auw point, ¢ une
dustance égale d celle de ce point a la droite donnée.

Soient A et BD (fig. 14) le point et la droite donnés : du point
A abaissons AE perpendiculaire sur BD; et d’'un point C pris
arbitrairement sur le prolongement de AE, et avec le rayon
CE, décrivons une cercle. 1l sera tangent a la droite BD, et si
FIH est la polaire du point A par rapport alui, on aura

R2 1
El=R—IC=R— AE—}-R_ AEX ———— 1+AE,
R
faisant R = oc, il vient
El=—=AE

c’est ce qu’il fallait démontrer.

26. Le pile d'une droite relativement a un poind est ce
point lui-méme.

(’est une conséquence évidente de la formule.

2%. Le pile d’'une droite relativement a une droite est un
point situé a Uinfine sur cette droite.

En effet, les polaires de tous les points de la premicre
droite sont paralléles & la seconde, et, par conséquent, leur
point de concowrs, ¢’est-a-dire, le pole de la premiere droite
est & Pinfint.

CHAPITRE 1V.

AXES RADICATUX.

28. Définition. On appelle puissance d’un point, par rapport
a un cercle, le nombre positif ou négatif qui mesure le produit
des distanees du point au cerele. Ces distances peuvent, d’ail-
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leurs, étre comptées sur une sécante quelconque passant par le
point ; ct leur produit est positif ou négatif, suivant que les
points ou la sécante coupe le cercle, sont d’un méme c¢ité ou
de part et d’autre du point donné. L'un ou I'autre cas arrive,
quand le point est extérieur ou intérieur au cercle ; mais si on
désigne par p la puissance du point, par D sa distance du
centre, par R le rayon, on a toujours

p=D"—R?

la considération du signe donné a la puissance permet de
réunir ici deux formules en une seule.

THEOREME 1.

29. Le lieu des points d’égqale puissance par rapport a
deuz cercles situés dans le méme plan est une ligne droite
perpendiculaire a la ligne des centres.

Soient O et C (fig. 15) les deux cereles donnés, A un point du
lieu : menons les droites OA, CA, OC, et du point A abais-
sons AB perpendiculaire sur OC.

Si on remplace les puissances du point A, par rapport aux
deux cereles, par les valeurs que donne la formule générale

p=D—R
on a, en désignant par R et » les rayons des deux cercles
_~—2 » _2 ) b "y D -—.2 _“
DA —R*=CA"—* ou »—R*=CA'—0A’

on est ainsi ramené & un lieu connu : le few des points tels
que la différence des carrés de lewrs distances ¢ deus points
ﬁl“e:S est constante. Ce lieu est, comme on le sait, une ligne
drmt.e perpendiculaire & celle qui joint les deux points.

| Ieiles deux points fixes sont O et €, le lieu cherehé est donc
bien une perpendiculaire a la ligne des centres O €.

La droite, lieu des points d’égale puissance par rapport a
deux cercles, s'appelle e radical de ces deux cercles.
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24 CHAPITRE IV.

RemARQuE. Si on désigne par d la distance des centres, par
e la distance 0D, on a la formule

) e

e ————

2d

Car E étant le milieu de OC, on a

CA*—0A'=2d X ED
et, par suite,

ED — R¥—»?
et _d Ré___?,?—__ WL _{_Ra___,),z
=yt Td T T

POSITIONS DE L’AXE RADICAL PAR RAPPORT A DEUX CERCLES.

30. Lorsque les cercles sont extdricurs ow intéricurs l'un
a Uautre, Uazxe radical leur est toujours extérieur.

En effet, si I'axe radical rencontrait Pun des cercles cn
chaque point de rencontre, la puissance du point serait nulle
par rapport & ce cercle ; 1l en devratt étre de méme par rapport
a autre, puisque le point appartient & I'axe radieal : les deux
cercles auraient done deux points communs; ce qui est contre
'hypothése.

31. Quand deux cercles sont sécants, la corde commune est
Paze radical.

En effet, les deux points d’intersection sont de puissance
nulle par rapport aux deux cercles.

32. Quand deux cercles sont tangents, laxe radical est la
langente commuine.

Cela est évident, puisque l¢ point de contact est de puissance
nulle par rapport aux deux cercles.

33. Quand deux cercles sont concentriques, l'axe radical
est a infini.

En cffet, les centres O et C étant confondus, les puissances
d’un point quelconque A, c’est-d-dire OA°—R® et OA*—* sont
différentes tant que le point A n’est pas a Pinfini.
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ReMARQUE. La formule (1) n°29 conduirait tres-facilement
aux conséquences qui précédent.

THEOREME II.

34. Lorsque trois cercles sont sutués dansun méme plan et
que leurs centres ne sont pas en ligne droite : les azxes radicaux
des cercles pris, deux ¢ deux, se coupent en un méme point.

En cffet, soient C,(7 et C” les trois cercles : les axes radi-
caux de G et (7, ct de Cet C” se coupent : alors, leur point d’in-
lersection est d’égale puissance par rapport aux cercles ¢/ et
(’, et se trouve sur leur axe radical : Ainsi les trois axes radi-
caux se couperit en un méme point.

35. Le point de rencontre des trois axes radicaux de trois
cercles pris, deux a deux, est dit le cendre radical.

Quand il est extérieur aux trois cercles, il est le centre d’un
cercle qui les coupe & angle droit. En effet, du centre radical,
on peut mener trois tangentes égales aux trois cercles don-
nés, puisque le point est d’égale puissance par rapport &
eux. Ils seront done coupés & angle droit par le ecrcle qui a,
pour rayon, I'une des tangentes, et pour centre, le centre ra-
dical.

36. Quandles centres des (rois cercles sont en ligne droite,
le centre radical est un point situé A Iinfini, ou indéterminé,
suvant que les cereles € et (7, C et ¢/ pris, deux a deux, ont
des axes radicaux, distinets ou identiques.

DETERMINATION DE L’AXE RADICAL DE DEUX CERCLES.

| 3'?. Quand les deux cercles sont sécants ou tangents, on a
Immediatement ’axe radical.

Quand ils sont extér
troisi¢éme ; on mape le
qu'a leur point de rep
Perpendiculaire gyp
pendiculaire sepy |

ieurs ou intéricurs, on les coupe par un
$ cordes communes qu’on prolonge jus-
conire, et de ee point on abaisse une
la ligne des centres donnés : cotte per-
axe radical demandd (34),
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AXE RADICAL, QUAND L’UN DES CERCLES OU TOUS DEUX SONT
REMPLACES PAR DES POINTS ET DES DROITES.

38. Un point étant considéré comme un cercle de rayon
nul, la définition de ’axe radical s’applique toujours, lorsqu’un
ou deux cercles sont remplacés par des points.

Dans le cas de deux points, I'axe radical est évidemment
la perpendiculaire élevée sur le milieu de la ligne qui joint
les deux points.

Dans le cas d’un cercle et d’un point, on peut se servir pour
la détermination de ’axe radical du théoréme suivant.

39. L'axe radical d’un point et d’un cercle est a égale dis-
tance du point et de sa polaire par rapport au cercle.

Pour démontrer ce théoréme, faisons » ¢gal a zéro dans la
formule (1) (29), il vient

Qe:d+%

G et A (fig. 16) ¢tant le cercle etle point donnés, BD la polaire
du point, FG I'axe radical, la formule précédente devient
2C=CA--CE

le point I est done le milieu de EA.

Remarque. Quand le point A est exiéricur, la démonstration
est inluitive, comme le montie la figure.

40. L'azeradical d’une droite et d’un cercle ou d’un pownt,
est la droite elle-méme.

Soient Cet AB (fig. 17) le cercle et la droite donnds : du eenlre
on abaisse une perpendiculaire CH sur AB, et on la prolonge
d’une longueur arbitraire OII, puis du point O, comme centre,
avec O pour rayon, on déerit une circonférence. Tracons
aussi I'axe radical EF des deux cercles O et C.

La distance DH de la droite donnée et de Paxe radical
s’obticnt a I'axe de la formule 1 (29), on a
- A== (d—Rp—r* -2

W e ] o p— T —_—
INl=c—1 : R= 24 T 2d
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Si Pon suppose maintenant que le point O passe a linfini,
la limite du cercle OH est ladroite AB; mais alors la distance
d devient infinie, et la formule précédente donne pour DIl une
valeur nulle : I'axe radical se confond done avee la droite
donnée.

Ce qui précede s’applique évidemment au cas d’une droite
et d’'un point.

41. Deuz droites wont pas d’axe radical.

Supposons, d’abord, les deux droites données paralléles.
Soient AB et GK ces deux droites (fig. 17),
on a, comme on ’a vu

i — 00— (I14-20) X1
2d 2d

et si on suppose que les deux centres aillent ensemble, a in-
{ini, on trouve pour DIl une valeur indéterminde.

Siles deux droites données AB, AD (fig. 18) se coupenten A ;
menons en ce point, deux droites, de longueurs arbitraires, AO
et AC, respectivement perpendiculaires a AB et AD, ct consi-
dérons ces deux derniéres droites, comme limites de cercles
dont les rayons soient AO et AC : Paxe radical des deux droites
sera la posttion limite de la droite AE perpendiculaire & 0C;
mais cette position limite est évidemment indéterminée.

CHAPITRE V.
FIGURES HOMOTHETIQUES.

42. Deux figures sont dites homothétiques, lorsque leurs
points sont, deux & deux, sur des droites (ui concourent en un
mO.mC point, et que le rapport des distances de ce point aux
points ainsi associds, deux a deuy, est un nombre constant.

Les droites concourantes sappellent rayons rectewrs , lour
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point de rencontre centre, et le nombre constant, rapport
d’homothetie. Les points qui se correspondent dans les
deux figures sont dits fomologues, et 1l en est de méme
des droites qui joignent deux pareils points : 'homothéiic est,
d’ailleurs, directe ou inverse, suivant que les points homologues
sont, d'un méme coté, ou, de part et d’autre, du centre d’ho-
mothétie.

On déduit de la définition générale les conséquences sui-
vantes qui sont évidentes.

(1). On obtient toutes les figures homothétiques d’une figure
donnée, en changeant, a la fois, le centre et le rapport d’ho-
mothétie.

(2). Deux droites homelogues sont paralitles, et de méme
sens, ol de sens contraire, suivant que U'homothétie est directe
ou inverse, ct, dans tous les cas, leur rapport est égal au rap-
port d’homothétie.

(3). Deux polygones homothéliques sont scmblables.

(4). La figure homothétique d’une circonférence est elle-
méme une circonférence.

THEOREME I.

43. Stiles rayons vecteurs menés de deux points quelconques
aux différents points de deux figures pris, deux ¢ deuz, sont
paralleles et proportionnels, les deux figures sont homothéti-
ques ; ¢t Phomothétie est directe ou inverse, suivant que les
rayons vecteurs sont de méme sens ou de sens contraire.

En effet, soient G et €/ (fig. 19)les deux points d’ott partent les
rayons vecteurs, A et A’ deux points correspondants des deux
figures ; menons les droites CA, CA/, G(V et AA/, ¢t prolongeons
ces deux dernieres jusqu’a leur point de rencontre en 0.

Il résulte des hypotheéses de 'énoncé, que les deux trian-
cles OAG, OA'C/ sont sciblables, et I'on a

( L‘. OA CA

IV AT ¢ {4

Document numéarisé par |a Bibliothaque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 DES 70



FIGURES HOMOTHETIQUES. 24

done, le rapport de OC & OC est constant, et le point O reste le
méme, quels que soient les deux points correspondants A et A’ :
lo rapport de OA a OA’ est, d’ailleurs, aussi constant ; les
deux figures sont donc homothé{iques.

Le point O obtenu, comme nous I’avons dit, est e centre
d’homothétie, et le rapport d’homothétie est égal au rapport
constant donné.

Dans lIa figure précédente, les rayons vecteurs CA et (VA
étaient dirigés dans le méme sens, alors le point O était sur
le prolongement de CC’, et I'homothétie était directe : on
aurait vu, de méme, quelle est inverse, quand les rayons
vecteurs sont dirigés en sens contraire.

Resarque. Quand les deux points €, / appartiennent aux
deux figures, ils en sont deux points homologues.

Cororrairz 1. Deux polygones semblables qui ont les cotés
parallcles sont homothétiques, car deux sommets homologues
peuavent jouer le rdle des points C et (V.

CoroLLame 2. Deux circonférences situées dans le méme
plan sont homothétiques, puisque les deux centres jouissent de
la propriété des points C ot (7. L’homothétic est d’ailleurs, a
la fois, dirccte et inverse.

THEOREME II.

44. Deux figures homothétiques ¢ une troisiéme sont ho-
mothétiques enir’elles.

En effet, soit AB une droite qui joint deux points quelcon-
ues & et B de la premitro figure, A'B’ et A"B” les droites
eomologues dans o scconde et la firoisitme; si on appelle
m .et 7" les rapports d’homothétie pour la seconde et la
froisime figure compardes & la premicre, on aura

A/Iy A//B//
— — /
AR " R T
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A//B// 77?,,

A T m
Or on pourra, de méme, mener dans la premiere figure les
droites AC, AD, AE, etc., et leurs homologues dans la sc-

conde et la troisiéme, et I’on trouvera, comme précédemment

A//C// L A//D// —-A//E// m

AC T AN T ANE T ol

Bone, en vertu du théoréme I, la seconde et la troisieme
figures sont homothétiques.

CorovrraIre (1). Quand trois figures sont homothétiques deux
a deux, il peut arriver que 'homothiétic soit directe pour les
trois groupes de figures prises, deux a deux, ou directe pour
I'un des groupes, et inverse pour les deux autres. Cela résulte
¢videmment du sens dans lequel A’B’ et A”B” sont dirigées
par rapport a AB.

Ordinairement, on considére les rapports d’homothétic di-
recte et inverse, comme respectivement positifs et négatifs;

. ? . . . o, 7 772
alors la considération des signes des trois quantites m, m/, —

met en ¢vidence le résultat que nous venons d’indiquer.

CoroLLAIRE 2. Quand les nombres m et/ sont égaux, le rap-
port d’homothétie de la troisitme figure a la seconde est égal
a Punité, et, par suite, les deux figures sont superposables.
Done, pour avoir toutes les figures homothétiques d’une figure
donnée, il suffira de faire varvier le rapport m de zéro a I'in-
fini, en conservant le méme cenire d’homothétie.

THEOREME III.

485. Quand trows figures sont homothétiques, deuz d dew.r,
les trois centres d’homothétie sont en ligne droute.

Supposons, pour fixer les idées, que 'homothétie soit par-
tout directe. Soient A (fig. 20)un point qucleonque de la pre-
miere figure, A’ et A” les points homologues des deux autres;
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FIGURES HOMOTHETIQUES. 31
soient aussi 0, O/, 07 les centres d’homothétie des figures
prises deux & deux : il faut démontrer que 'on a

0"A _, 0A _ O'A
oA < 0& XA T
Mais c’est ce qui résuite ordinairement des égalités
0’A 1 0'A” o 0A"  m
0N m 0’A OA" i/

Le second cas de figure se démontrerait de méme.

FIGURES SEMBLABLES.

46. Deux figures sont dites semblables, lorsque 'une d’clles
est ¢gale & l'une des figures homothétiques de 'autre ; on re-
trouve facilement, comme des conséquences évidentes de cetle
définition, toutes les propri¢tés connues de la similitude.

DES CERCLES CONSIDERES COMME FIGURES HOMOTHLTIQUES.

47. Comme nous Pavons vu, deux cercles situés dans le
méme plan sont, & la fois, homothétiques, dircets et inverses.
Les deux centres d’homothétie ou de similitude (%) sont, d’ail-
leurs, deux points de la ligne des centres des deux cercles
tels, que leurs distances aux deux centres sont entr’elles comme
les rayons (43).

Quand deux cercles sont tangents, le point de contact est
un centre de similitude ; car les distances de ce point aux deux
centres sont ¢gales aux rayons. L’homothétie est, d’ailleurs, di-
rgcte et inverse, suivant que le contact est intérieur ou exté-
rieur,

| %8. Dirrvirion. Si par le point S, 'un des deux centres de
similitude de deux cercles (fig. 21), onr mdéne une transver-
sale SA qui les coupe en A et B, A’ et B’; aux deux points
A et B correspondront les deux points homologues A’ et B';

* v . .. v s g
(*) Nous emploierons ici de preference le mot simililude.
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mais on peut aussi associer A et B, B et A’: les points des
deux figures pris ainsi, deux a deux, sont dits anti-Lomo-
logues.

THEZOREME I.

49. S, par lun des centres de similitude de deux cercles,
onméne deux transversales quelconques, les cordes qui joi-
gnent les points homologues sont paralléles.

En effet menons par le centre de similitude S (fig. 21)
les deux transversales SA, SD et les deux cordes homologues
AD, A'D', ona Ret R désignant les deux rayons,

SA R SD_R
SVTROSYTW
d’ott
SA _SD
SA’ TSI
Done, dans le triangle SAD, la droite A’D’ estparalldle & AD.
CoroLramrE. Les tangentes, en deux points homologues des
deux cercles, sont paralléles.

THEOREME II.

50. St, par lun des centres de similitude de deux cercles
on méne une transversale quelconque, le produit des distances
de ce point a deux points anti-homologues est constant.

En effet, désignant par p et »’ les puissances d’un des cen-
tres de similitude S (fig. 21) par rapport aux deux cercles, on
aura

SA R
S?\—/ pm—— Ty S.A/XSB/:]),
d’oit, en multipliant, membre & membre,

i

SAXSB'=—p' X T

on trouve dec méme
!/
SBXSA =p' X %—-

le théordme est donc démontré.



Fla U RES HOMOTHETIQUES. 3

,
G

On obticul, ausst faciemeni

)

SAXSB=8BX5SA'=pX %’

(loroLLAIRE. Les puissances d’un centre de shnilitude de
deax cercles, par rapport a ces deux figures, sont entr’elles
comme les carrés des rayons. C’est ce quon voit en égalant
cnlrelles les deux expressions du produit constant.

THEOREME III.

S51. 8%, parlun des centres de similitude de deur cercles,
onmene deuz transversales quelconques, puis deux cordes quii
Jotynent des points anti-homologues; les extrémités de ces
cordes sont sur une méme circonférence, et lewr point d’in-
tersection appartient d lazve radical des deux cercles.

Eneffet, considérons les deux cordes BE et A’ T (fig. 21), on a

1 oS B BE R !.)
SB X SA/ = SE/ X SIY = Z'/ Ri’
les quatre points B, E, D" et A” appartiennent done a un meéme
cercle; les cordes BE et A'D/, étant, d’ailleurs, les axes rodi-
caux de ce cercle et de chacun des cercles donnés, doivent
s¢ couper sur axe radical de ces derniers.

CENTRES DE SIMILITUDE QUAND L'UN DES CERCLES 0T TOUs DEUX
SONT REMPLACES PAR DES POINTS OU DES DROITES.

SR. En désignant, par x et vy, les distances entre les centres
le similitude externe et interne et le centre du plus petit cercle,

e Reetx les rayons, et, par d la distance des centres, on a les
Jormades

1) Ny oy or

=

Y == ——
R—7 4 B
.(,cs formules vont nous permettre de traiter factlement les
différents eag,
33. Les ¢o ) ’ ) .
» ek centres de similitude Cun cercle of dun powt s

Ve
[N
cwitforedent npee fo pont hil-mdnie
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34 PREMIERE PARTIE.

11 sufiit de donner & » la valeur zéro dans les formules (1);

on lrouve alors
L0, Y=—0v
et la proposition est démontrée.

54. Il 'y « pas liew a considérer deux points comme
ayant des centres de similitude.

Iin effet, les formules (1) donnent des valeurs indéternu-
neées pour @ et y, quand ony fait, a la fois, R et » nuls.

- 85. Les centres de similitude d’un cercle et d’une droite
sont les extrémitéds du diamétre perpendiculaive a la droite.

Soient (fig. 22) CE et AB le cercle et la droite donnés :
abaissons du centre G la perpendiculaire CD sur AB; pro-
longeons cette droite d’une longueur arbitraire DO, et du point
0, comme centre, avec OD pour rayon, décrivons un cercle,

Considérons le centre de similitude externe S. Sion désigne
par R el » les rayons OD ¢t CE, on a

S = DC4CS

Lt a cause de la premicre des formules (1)

SD=D( -+ R—J—DL);’_I{x.(l)(l—l—r):RxDE: DE
— R—7r R—»r r
| R

Passant a la limite, on trouve que les droites SD et SE sont
¢gales, ¢’est-a-dire, que le centre de similitude externe se corn
fond avec le pointE : on prouverait, de méme, que le centre d¢
similitude interne se confond avee le point F.

On peut arriver a la méme conclusion par la géométric:
solent (fig. 22) G et H deux points homologues des deux cer
cles; les cordes DIT et GE seront paralléles. Le point (¢ étant
fixe, quand on fera croitre le rayon 0D, jusqu’a I'infini, le point
I ’éloignera indétiniment du point D, sur la droite fixe DI : 12
droite (:ii, & la limile, sera done parallele a D11, et, par suité
se confondra avec GE :le centre de similitude externe es
‘fone le point E.
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FIGURES HOMOTHETIQULS. 35

On fait une démounstration analogue pour le centre de simi-
litude interne.

56. Les centres de sinulitude d'un point et d’'une droite se
confondent avec le point.

Ln cffet, dans ce cas, DE et DF deviennent égales & DC.

57. Deux droites ont une infinité de centres de similitude.
idont le liew géométrique se compose des deux droites elles-
memes, et de la droite de Uinfind,

Il est d’abord évident qu’aucun point situé a une distance
linic des deux droites, et qui lear est extéricur, ne peut étre
pris comme centre de similitude.

Mais si on admet le rapport de similitude égal & zéro, tout
point de T'une des droites peut étre considéré comme un
centre de similitude.

De meéme, si on admet le rapport de similitude égal ad, on
peut dire que le point de concours d’une suite de droites pa-
ralleles est un centre de similitude & Pinfini; en changeant la
direetion des droites paralleles, on aura une infinité de points
i Pinfini, et nous verrons, plus tard, comment, par des con-
sidérations de perspective, on est conduit 4 dire (que tous les
points du plan, situés i Pinfini, sont sur une droite & Iinfini.

SYSTEMES DE TROIS CERCLES SITUES DANS UN MEME PLAN.

Trots cercles situds dans le méme plan, étant pris, deux &
deus, ont trois centres de similitude directe et trois centres
de similitude inverse.

58. En appliquant la démonstration du théorome 1l
A5, on prouve que les trois centres de similitude directe sont
o ligne droite, et quiil en est de méme de deux centres de si-
militude inverse ot dun contre de similitude directe.

Un pourrait encore faire Ia démonstration, en considérant
le triangle formg par ies trois centres, et se rappelant laregle
pour déterminer Jes cenires de similitude des cercles.

L droite qui contient les trois centres de similitude direcie

Document numarisé par |a Bibliothaque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 DES 70



36 PREMIERE PARTIE.

s’appelle axe de similitude directe, ct les trois autres qui con-
tiennent deux centres de similitude inverse et un scul de si-
militude directe s’appellent axes de similitude inverse.

On verra facilement comment le théoreme se modifie, quand
une, deux ou trois circonférences sont remplacées par des
points ou des droites.

CHAPITRE V1.

FIGURES INVERSES OU RECIPROQUES.

59. Deux figures sont dites inverses ou réciprogues, lunc
de Uautre, lorsque lewrs points sont, deux a dewx, sur des drottes
qui concourent en un méme pownt, et que le produit des dis-
tances de ce point aux points des figures ainst associés, deus
a deux, est un nombre constant.

Le pomnt de concours des rayons vecteurs s’appelle ore-
gine, et on donne le nom de puissance au produit constant,
considéré comme positif ou négatif, suivant que les deux points
correspondants des deux figures sont, d’'un méme co6té, ou de
part et d’autre, de 'origine.

Une figure et une origine arbitraire ¢tant données, il est
¢vident qu'on pourra toujours construire une figure réci-
proque, et une seule, correspondant & une valeur donnée, po-
sitive ou négative, de la puissance.

Voici, d’abord, quelques théorémes généraux qui s’appliquent
a des figures réciproques quelconques.

THEOREME 1.

60. Lerapport de la distance de dewx points d’une figurt
a celle de leurs correspondunts dans une figure réciproque, es!
Cyal @ la pussance divisée par le produit des distances dt
Curtgine aur devs points de lu seconde fiqure,
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En effet, soit (fig. 23) S Dorigine, A et B deux points de la
premiére figure, A’ et B’ les points correspondants de la se-
conde; menons A B et A B/, SAA’ et SBB’ ; on aura, par hypo-

thése
SA X SA/ =SB X SB/

on

SA  SW

SB ™ SA
les deux triangles SAB, SA’B’ sont donc semblables, et
donnent

AB _sA
A'B T SB
mais si 'on désigne par P la puissance, on a
SA _ SA XSA P
SB’™ SA’ X SB'T SA’ X SK
et, a cause de I'égalité précédente, il vient
AB P
A’ SA! X SB

THEOREME II.

61. Les tangentes, en des points correspondant de deux /i-
gures réciproques, font des angles supplémentaires avec le
rayon vectewr qui joint ces deux points.

En effet, dans la figure (23) faisons tourner le rayon vee-
teur SBB' autour de 'origine S, jusqu’a ce qu’il se confonde avec
le rayon SAA’; & la limite, les deux droites AB, A’TY devien-
nent les tangentes aux deux courbes réciproques; et, comme
Pangle SAB est resté supplémentaire de 'angle SB'D’ que le
prolongement de A'B’ fait avee SB, le théordme est démontré.

THEOREME III.

62. Lorsque aeur hanes se coupent, leurs récyproques se
Coupent cussi, et, qur dewr poits d’intersection correspon-
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dants, Uangle des deux premicres lignes est éqal d langle des
deux autres.

En effet, soient AB et AC (fig. 24), les tangentes a deux li-
gnes, au point A ot elles se coupent; et A’'B et A’Cles tan-
gentes aux deux courbes réciproques, au point A’ qui est le
correspondant du point A.

L’angle SA B est supplémentaire de 'angle SA’B’ (th. II.), et
par suite, les deux angles BAA’, BA’A sont égaux; il en est
de méme des angles CAA’, CA’A: I’'angle CAB est donc ¢gal a
Pangle CA’B.

THEOREMES PARTICULIERS A LA DROITE ET AU CERCLE.
THEOREME I,

63. La figure véciproque d'une ligne droite est une circon-
frrence passant par Lorigine.

Soient (fig. 25) S et ABVorigine el la droite données. Menons
SA perpendiculaire d AB, et une oblique quelcongue SB; soient
A’ et B’ les points qui correspondent & A ct B, quand I'origine
est S, et P la puissance.

Les angles SB’A’) SAB sont ¢gaux, a cause de la similitude
des triangles SAB, SA’B’; mais le second angle étant droit, le
premier Pest aussi : Le lieu géométrique du point B est done
la circonférence décrite sur SA’ comme diaméire,

THEOREME II,

64. Réciproquement, lorsque lorigine est prise sur une cir-
conférence, li ligne réciprogue de cette derniére ligne estune
drovte perpendiculaire aw diamétre de Uorigine.

En effet, soient (fig. 25) G le cercle donné, S I'origine, B el
B deux points correspondants quelconques des deux figures;
menons le diameétre SCA/, et prenons sur cette droite le point
A, tel que le produit SA X SA’ soit égal & la puissance don-
née P.

Comme précédemment, les angles SAB, SB/A’ sont égaux ;
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mais le second étant droit, le premier Iest aussi; la figure ré-
ciproque de la circonférence est donc hien une droite AB per-
pendiculaire au diametre SA qui passe par I'origine S.

THEOREME III.

65. La figure réciproque d’une circonférence, lorsque
Lorigine n’est pas prise sur cette ligne, est une circonférence.

Soient S et CA (fig. 26) I'origine et la circonférence données;
soient aussi A et A’ deux points correspondants quelconques des
deux figures.

P désignant, comme a Pordinaire, la puissance donnde pour
la construction de la figure réeiproque, et p étant la puis-
sance de Porigine par rapport a la circonférence CA, on a

SAXSA =P SAXSB=yp

et en divisant, membre & membre, il vient

SB p
SA'T D

Ainsi, en substituant, au point A ol le rayon vecteur SA
coupe la circonférence donnde, le second point d’intersection
3, on voit que la figure réeiproque d’une circonférence Iui est

homothétique, et, par conséquent, est, elle-méme, une circonfi-
rence.

66. Le centre de la circonférence réciproque s’obtiendra,
en déterminant, sur la droite quijoint 'origine S au centre €
de la circonférence donnée, un point ¢/ par la condition

S P

SCp
le sens dans lequel il faut porter SC’ est d’ailleurs, donné par
le signe de P.

D’autre part les rayons des deux cercles étant R et I/, on
ara R’ par la relation

ke
=

R/
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50 PREMIERE PARTIE.

On peut ausst s’appuyer, dans la construction, sur ce que
Porigine est un centre de similitude des deux cercles.

EMPLOI DES FIGURES RECIPROQUES DANS LES RECHERCHES
GEOMKETRIQUES.

6'7. Certaines propriétés des figures peuvent conduire &
des propriétés nouvelles, a I'aide des théorémes précédents.

1. Dans tout triangle rectiligne lasomme des angles est égale
a deux angles droits.

Prenons, pour origine, un point quelconque du plan, et
concevons les trois circonférences qui sont les lignes inverses
des trois cOtés du triangle. Ces trois circonférences qui pas-
sent, toutes trois, par Porigine, dc¢termineront, par leurs se-
condes intersections, un triangle curviligne dans lequel les
angles intérieurs seront, respectivement, égaux aux angles du
triangle donné : on a donc le théoréme suivant.

Lorsque trois circonférences se coupent en un méme point,
le triangle curviligne, formé par les secondes intersections, est
tel, que la. somme de ses angles intérieurs est égal d deux an-
qles drouts.

2. Lorsque troispoints a,b,¢, (fig. 27) sont en ligne droife &
ia cuite les uns des autres, on a évidemment

ac=—ab - be.

Transformons la propriété par 'emploi du théoréme (60).

Soit D Porigine, et A,B,C les points qui correspondent & «,b,¢
dans la figure réeiproque de la droite ac: on sait que celte
figure est une circonférence passant par le point D; le qua-
dridatére ABCD est done inscriptible. Mais, le théoreme I donne

i = —F—— (lb - ;A——B——><—P— - M
DA X DC DA X DB DB X DE

Substituant alors dans Péquation précédente et chassant les

dénominateurs, il vient

AC X DBR=AB X I~ BC X AD

be
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¢est-d-cire, que, dans tout quadrilatére inscriptible, le produit
des diagonales est éqal a la somme des produits des cités op-
0SES.

Les exemples précédents ont eu seulement, pour but, de
montrer comment un théoréme peut étre transformé par la

méthode des figures réciproques: les exercices viendront plus
tard.

CHAPITRE VII.

PROPRIETES PROJECTIVES DES FIGURES.

La méthode des projections est une meéthode de transfor-
mation comme celle des rayons vecteurs réciproques. Nous
considérerons successivement la projection orthogonale ou cy-
lindrique et la projection conique ou perspective.

PROJECTION ORTHOGONALE.

68. Rappelons d’abord quelques définitions connues.

On appelle projection orthogonale ou simplement projection
d’un point sur un plan, le pied de la perpendiculaire abaissée
du point sur le plan; et projection d’une ligne sur un plan le
lien des projections de ses points sur ce plan.

Le lieu des projetantes est le eylindre projetant de la ligne :
de 12 le nom de projection cylindrique donné aussi 2 la pro-
Jection orthogonale.

Nous admeltrons comme déji connus les théorémes sui-
Vants :

69. La projection d'une ligne droite non perpendiculaire
au plan de projection est une ligne droite.

70. Les projections de devx droites paralléles, sur un
A
Mmeme plan, sont paralleles,
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1. Le rapport de dewr seqments, situés sur une méme
droite ou sur des droites paralléles, reste le méme en pro-
jection ; en particulier, la projection du miliew d'une droite
est le maliew de la projection.

2. La projection du centre d’une courbe est le centre de
la projection.

3. La projection de la tangente i une courbe est tangente
a la projection de eette courbe.

4. La projection d'un cercle sur un plan qui coupe le sien
est une ellipse.

'75. Les théorémes qui précedent permettent d’étendre a
I’cllipse certaines propriéteés du cercle, en général, celles qui
sont relatives & des points en ligne droite, a des tangentes, &
des droites paralléles, en un mot, les propriétés qui dépen-
dent de la direction des lignes et non de leur grandeur.

Voicl quelques exemples :

1. Le lieu des milieux des cordes d’un cercle paralléles &
une direction donnée est une droite passant par le centre du
cercle : Done, (70, 71 et 72) le liew des malievx des cordes d’une
ellipse, paralléles entr’elles, est une droite passant par le cen-
tre; en d’autres termes, tous les diamétres de Uellipse sont des
lignes droites passant par son centre.

2. Deux diameétres rectangulaires d’un cercle sont tels, que
chacun d’eux divise en deux parties égales les cordes paral-
leles a lautre : done (70 et T1) lellipse admet une infinité de
systemes de deux diamétres conjuquds, c’est-a-dire, tels que,
dans tout systéme, chaque diametre divise en deux parties
dyales les cordes puralléles a Uautre.

3. Le théoréme de I'hexagone inscrit dans le cercle se
trouve immédiatement étendu & lellipse.

En effet, la projection de ’hexagone inscrit dans le cercle
est un hexagone inscrit dans une ellipse, et les points de con-
cours des cotés opposés de I’hexagone ¢tant en ligne droite
danslapremiere figure, ilen est de méme dans la seconde (69).
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4. Le carré construit sur un rayon quelconque d'un cercle
étant constant, on en conclut facilement que le parallélo-
gramme construit sur deur demi-diamétres conjuqués de
Pellipse est constant,

Ici, il s’agit de projeter une grandeur ; mais la propriéte est
projective: en cffet, onsait que le rapport d’une surface, si-
tuée dans un plan donné, a sa projection sur un autre plan est
un nombre constant, quelle que soit la surface et sa position
dans le plan.

5. On sait que, si une tangente €D & un cercle OA coupe
deux tangentes paralléles AC et BI), le produit des segments
AC et BD déterminés, sur ces tangentes, par la tangente mo-
hile €D, est constant et égal au earré du rayon : nous allons
voir que la propriété est encore projective.

Menons le diamétre EF paralléle aux deux tangentes AC et
DB, etprojetons, sur la premieére, lespoints E, F et D, en 1, TT et
(+ ; on aura

Al = AG X AC

et les quatre points C,G,I,H formeront une division harmo-
nique (9). Mais P'égalité des rapports

IC HC

(TR TF
étant conservée en projection (71), la propriété de la division
harmonique est projective, et on conclut facilement de 1a le
théoréme suivant:

Lorsque deuzx tangentes . une ellipse, paralléles entr’elles,
Sont coupées par une tangente mobile, le produit des seqments
interceptds par cette troisiéme sur les deur premiéres, a partir
e leurs points de contact, est constant et égal an carré du
demi-diamétre qui lewr est paralléle.

FIGURES CORRESPONDANTES DANS UN MEME PLAY,

76. En rabattant le plan d’un cerele sur un plan de pro-
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jection passant par son centre, on arrive facilement i la pro-
position suivante :

St on décrit une circonference sur le grand axe d’une el-
ltpse comme diamétre, les perpendiculaires a cette droite sont
divisées par les deux courbes, dans le rapportdu grand aze
2a au petit axe 20,

Deux points du cercle et de I'ellipse, qui sont sur une méme
perpendiculaire au grand axe, sqnt dits points correspondants;
plus généralement, on donne ce nom & deux points quelconques
du plan de lellipse, dont les distances au grand axe sont, en
ir'elles, comme « est & 6. Les droites qui joignent deux points
correspondants sont appelées correspondantes.

En ramenant le cercle dans sa position primitive, et ob-
servant que deux droites, projection 'une de I'autre, doivent
concourir au méme point du grand axe de Pellipse, on voit que
ce grand axe est coupé, au méme point, par deux droites cor-
respondantes, ou deux tangentes au cercle et a Iellipse, me-
nées en des points correspondants.

Nous terminerons par les deux applications suivantes :

1. La somme des carrés de deuzx diamétres conjuqués de
lellipse est constante.

Soient (fig. 28) CD et CE deux rayons perpendiculaires dans
le demi cercle AB, d et e les points correspondants de D et E :
les diameétres de Pellipse Cd et Ce seront des diamétres con-
jugués, puisqu’en ramenant le cercle dans sa position primi-
tive, CD et CE, dans leurs nouvelles positions, auront pour pro-
jections Cd et Ce.

Les triangles rectangles dCG, eCH donnent

eten ajoutant ces égalités membre & membre, il vient

dC 4 dC =6 4- 2l +-GC 4 @

remplacant maintenant dans Végalité nréeddenie
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9 P

& a

= ol TE par — DG et =
PR S TR G e TP ol

ot observant que les triangles DGC, ECH étant égaux, on a
DG=CH, CG=EHN

11 vient, tout calcul fait

@ +eC=d+b

2. Le parallélogramme construit sur deux diamétres con-
ugués d’une ellipse est constant.

Nous avons déja donné une démonstration de ce théoreme,
mais elle s’appuyait sur une propriété des projections dont
Pemploi ne sera pas nécessaire icl.

Soient (fig. 28) DCEF le carré construit sur I'un des rayons
DE d’un cercle OA, et, dans Pellipse, le parallélogramme dCey
construit sur les deux demi-diametres conjugués Cd et Ce qui
correspondent aux rayons du cercle CD et CE. Prolongeons les
tangentes EF et eb aux deux points correspondants F et / du
cercle et de Dellipse, jusqu’a leur rencontre avec axe en L;
puis menons DK et dk, paralléles i cette derniére droite, jusqu’a
leur rencontre avec les tangentes.

Les parallélogrammes DECL!, diCL sont respectivement
¢quivalents aux deux figures DCEF, dCef comme ayant méme
base et méme hauteur ; mais les deux parallélogrammes dCLA
et DCLK ayant méme base CL sont entr’eux comme leurs hau-
teurs dG et DG, c’est-a-dire comme & est & @. Le parallélo-
gramme construit sur deux demi diamétres conjugués d’une
ellipse est donc égal a

L, 0, o -
X g ¢’est-d-dire, ab.

PERSPECTIVE 0OU PROJECTION CONIQUE.

7. Etant donués un point S et un plan M fixes, on appelle
berspective d'unn point A le point «@ ot la droite SA vient ren-
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contrerle plan M. Le point fixe S s’appelle point de vue, ct le
plan M, plan de perspective ou tableau.

Le lieu des perspectives d’'une courbe quelconque AB, pour
un plan et un point donnés, est dit la perspective de cetle
courbe; les droites SA, SB, SC, SD qui servent & obtenir les
perspectives des différents points se¢ trouvent sur une méme
surface conique; de la, le nom de projection conique donué
~aussl a la perspective.

Nous admettrons comme connus les théorémes suivants.

8. La perspective d’une ligne droite est aussi une lLigne
drotte.

9. Les perspectives de plusieurs droites paralléles sur wn
plan qui w’est pas paralléle a leur direction sont des droites
concourantes en un méme point. Ce pownt est, d'ailleurs, le
point de rencontre, avec le tableaw, de la paralléle ¢ la direc-
tion des drottes, menée par le point de vue.

80. Si on a plusieurs groupes de droites paralléles, de di-
rections différentes, mais toutes paralléles da un méme plan,
les points de concours des perspectives des drottes de chague
groupe seront en ligne droite, et cette droite sera linfersec-
tion du tableau et d’un plan paralléle d toutes les droites don-
nées, mené par le point de vue.

81. Un point (quelconque a I'infini dans un plan donné pou-
vant ¢étre considére eomme le point de concours d'un groupe
de droites parallcles dans ce plan, on peut dire, d’aprés ce
qui préceéde, que tous les points a Vinfini d’un plan ont leurs
perspectives en ligne droite, sur un tableau non paralltle au
plan donné ; mais la perspective d’une ligine plane, lorsque le
point de vue n’est pas daus son plan, ne pouvant étre une ligne
droite qwautant que la ligne plane elle-méme est droite, on est
conduit a dive que fous les points a Uinfini sur un plan se
rouvent sur une méme droite situce « Uinfina.

82. La perspective d’une tangente ¢ une courbe est tan-
gente a la perspective de cette courbe.

83. 5S¢ vit coupe wie cone de révolution pur wi plan qul
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ne passe pas par le sonunet et qui ne soit pas won plus per-
pendiculaire @ Uaxe, la section est une ellipse, une hyper-
bole ow une parabole, suivant que Uangle que le plan sécant
fait avec Uaxe est plus grand ou plus petit que le demi-angle
du cone ou égal a cet angle.

Dans la théorie de la perspective, le théoréme peut s’énon-
cer autrement.

La perspective d'un cercle sur wun plan, lorsque le point de
vue est sur laxe du cercle, estune ellipse, une hyperbole ou une
parabole, sauf le cas ow le tableaw est paralléle au plan du
cercle.

Gomme application des théorémes précédents nous ne cile-
rous, pour le moment, que I’extension immeédiate, que I'on peut
faire aux trois coniques, des théorémes de Pascal et de Brian-
con sur les hexagones inscrit et circonscrit au cercle.

84. Voici maintenant quelques théorémes utiles dans la
théorie de la perspective, et dont la démonstration ne se trouve
pas ordinairement dans les ouvrages élémentaires,

THEOREME 1.

85. Si lintersection d'une sphére et d’un cone est conyo-
sée de deww courbes, et que la courbe dentrée soit w cercle, il
ei est de méme de la courbe de sortie.

Soient O la sphére et SABC le cone donnds (fig. 30), ABC el
DEFles courbes d’entrée et desortie, et SBune génératrice quel-
conque du cone qui coupe la courbe de sortie en E; abaissons
SG perpendiculaire sur le plan de la courbe d’entrée qui, par
hypothése, est plane, et tirons BGr; puis dans le plan du trian-
gle BSG dlevons la droite EH perpendiculaire a SB, et prolon-~
stons-la jusqu’a la rencontre de SG en 1.

Le quadrilatére EBGH étant inscriptible on a

SHX S6 == SE X SC = SLX SK =08 — 0K

R
d’ol - 0S —0K
ol SH==

St
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Le point 1 cst done constant et par suile Ie pomt ¥ se
trouve sur la sphere déerite sur SH comme diametre :1a courbe
de sortie est, par conséquent, Vintersection de deux spheres,
¢’est-a-dire, un cercle.

THEOREME II.

86. Quand deux cercles ABC,DEF sont situds sur une méme
spheére, on peut, en général, déterminer dewx cones sur lesquels
les deux cercles sont situés d la fois.

Pour le démontrer, du centre O de la sphére abaissons un
plan perpendiculaire sur P'imtersection des plans des deux
cercles ; le plan ainsi obtenu couperala sphere, suivant un grand
cercle ADFC, et les deux cercles donnés, suivant les diametres
AC et DF.

Tirons AD et CF et prolongeons ces droites jusqu’a leur
rencontre en S ; Enfin concevons un céne ayant pour base ABC
¢t pour sommet le point S, je dis que ce cone contiendra le
cercle DEF.

kn effet, d’apres Ie théoréme précedent, la courbe de sot-
tie du cone est un cercle dont le plan est perpendiculaire &
la droite OI qui joint le centre de la sphére au milieu I de Si.
Ladroite OI est, d’ailleurs, évidemment dans le plan du grand
cercle ACFD : la courbe de sortie se confond donc avece le cex-
cle DEF qui a méme diameétre.

87. Sion tire DC et AF, le point d’intersection de ces deux
droites sera le sommel d’un second cone qui contiendra les
deux cercles donnés. La démonstration est la méme que la
précédente.

88. Si les arcs AC et DF dela figure étaient égaux, I'un des
cones serait remplacé par un cylindre.

89. Lorsqu’a la limite le point S vient se placer sur la
sphere, le plan DEF devient Ie plan tangent en S a cette sur-
face; d’ailleurs, quelque petit que soit le cercle, un plan paral-
Iele au sien coupe toujours le edne suivant une circonférence :
done, lorsqu’un cone est inserit dans une sphere, 1 tes
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coup¢ suivant un cercle par tout plan parallele au plan qui est
tangent ala sphere, en son sommet.

90. Le théoréme (86) permet de déduire, de certaines pro-
priétés du cercle, d’autres propri¢tés de la méme figure.

Ainsi il est évident que, si deux coOtés contigus d’un hexa-
gone inserit dans un cercle sont, respectivement, paralleles aux
cOtés opposés , les deux derniers cotés sont aussi paralleles :
on en conclut immédiatement le théoreme général de hexa-
gone inscril.

En effet, supposons deux cercles quelconques ABC et DEF
placés sur la méme sphére : ayant inscrit, dans le premier, un
hexagone, & cotés opposés paralléles, déterminons sa perspec-
tive sur le plan du second cercle, en prenant pour point de
vue le point S de la derniére figure ; les cotés opposés du se-
cond hexagone se couperont, et les points de rencontre seront
en ligne droite.

THEOREME III.

91. La projection orthogonale d'une section plane d’un
cone de révolution, sur un plan perpendiculaire ¢ son aze et
passant par son sommet, est une conique, dont ce sommet est
le foyer, et Uintersection des deux plans, la directrice.

Soient (fig. 32) AMB le cOne de révolution, et H Ie plan de
brojection qui est perpendiculaire a Paxe sS; du cone et passe
bar son sommet s; soit maintenant un plan quelconque qui
Coupe le plan de projection, suivant CD, et le c¢one, suivant la
tourbe AMB; prenons un point quelconque M de cette courbe,
¢ projetons-le en m sur le plan H. Abaissons de ce dernier
boint g7 perpendiculaire sur CD, puis menons ME, Mm, Ms
CLms. Les angles mMs et MEm sont, respectivement, ¢gaux au
demi*angle du cone et alangle du plan sécant avec le plan 1 ;
I a done, en désignant par K ct . des constantes,

ms R mM ”
— I 3 j—
mM mkE
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d’ou

le théoréme est donc démontré.

Il se rapporte a la projection orthogonale ; mais cn em-
ployant, en méme temps qu’une perspeetive, il conduit & cer-
taines propriétés focales des coniques.

92. Transformons, par excmple, cette propricte du cercle:
Ia corde d’un arc constant, dans une circonference donnde,
est toujours tangenic & unc circonférence de méme centre.

Soit (fig. 32) M;N, une corde inscrite dans la base du eone
de révolution A, M,N, B, ; supposons aussi que la conique AMNE
est la perspective du cercle de base, sur un plan quelconque,
lorsque le point de vue est le sommet s du cone ; et projetons-
la orthogonalement sur le plan de projection II.

Soient M et N les perspectives des points M, et N; et m cf
n les projections sur le plan I de ces derniers points. Tirons
aussi les droites S;M,,S,N,,sm, sn et mn. L’angle M;S,N, Gtant
constant et mesurant 'angle des deux plans M,sS,,N;sS,, I'an-
gle msn sera aussi constant.

Concevons maintenant un cone de révolution ayant s, pour
sommet, et, pour base, le cercle enveloppe par M,N, ; la pers-
pective de ce cercle sur le plan de la section AMNB sera une
conique , et la projection de celle derniére ligne sur Ie plan Il
sera une autre conique qui auras, pour foyer, et CD, pour diree-
trice. D’ailleurs, MN ¢t mn sont, respectivement, tangentcs
aux deux nouvelles coniques(73) et (82); on a donc ce théo-
réme

St un angle constant tourne autour du foyer d'une conique,
la corde de Uarc, intercepté par les cotés de Uangle, enveloppt
une conique ayant méme foyer et méme directrice que
conique donnde.
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CGHAPITRE VIII.

CENTRES DES MOYENNES DISTANCES ET DES DISTANCES
PROPORTIONNELLES.

LEMNE.

93. Lorsquune droite BI (lig. 33) paralléle aux bases d’un
trapcze ABCD partage les cotés non paralleles dans le rap-
port de n & m, on peut calculer salonguewr par la formule

(1) I ma—nb
m—-n

dans laquelle a et b sont les deux bases AB et CD, n et m les
nombres proportionnels ¢ AE et DE, et ! la longueur cherchée.

La formule (1) ne s’applique quau cas de la figure (33),
mais on obtient facilement une formule générale qui s’applique
a toutes les positions de EF, par rapport aux deux bases, ¢’est
la suivante :
@) J— a—hl

1—4

Dans cette formule, on représente par £ le rapport des dis-
tances du point E aux deux points A et D 5 ¢t on Ie regarde
comme posilil ou négatif, suivant que les deux points A el D
sont du méme coté de E, ou de part et d’autre.

THEOREME I.

[

94. Etant donnés n points Ay, Ay, Ageee Ay situds d'une
Maracre quelconque dans un plan, on joint deuz des points
A er A, par une drotte dont on prend le nulicu B; on méne
la droite BA, et on prend sur sa diection un point C tel que
[ o A . ’ ] 4 . 1 .
¢ rapport oL Sout éyal d s pus sur la droite CA, corres-

73 ¥ ¢

y1s ; \ ) R . ) . .
Pondant ¢ un quatricine point A,, or détermine un pount D

39
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e ., .1 : -
tel que le rapport DA soit éqal a i et on continue, amns
)

de suite, jusqu’a ce quelon ait employé tous les points donnds ;

1l faut démontrer que le dernier point G obtenu est tel, que sa
distance a une droite quelconque est la moyenne arithméti-
que des distances de tous les points donnds a la méme droite.

17 cas. Tous les points donnés sont d'un méme coté de la
droite. Le théoreme ¢tant ¢vident pour deux points, tout re-
vient & démontrer que, s’il est vrai pour n points, 11 est vrai
pour n—1 points.

Soient z,, &, 7;... x, et Xles distances a la droite donnée
des points Ay, A,y As... Ajet du point G obtenu, comme 1l a
été dit plus haut; on a, par hypotheése

(1) 7ZX:x1+x2+x3—l_’ """ L
Si maintenant (fig. 34) on joint par une droite le point G
au dernier point A*t, et qu’on détermine le pomnt H par la

G
HA 1
trois points G,11,An+, des perpendiculaires sur la droite don-
née, on obliendra un trapcze et une droite qui partagera les
cOtés non paralleles dans un rapport donnée ; on pourra done
appliquer la formule (1) du n° 93. 51 alors on désigne par X’ ¢l
o+ les distances & la droite des point H et Axgt, on aura
X/ :HX-l—-;C,, +1
11

et, si Pon remplace dans cette ¢galit¢ 2X par la valeur que
donne la formule (1), il vient

~T1+x2+x3+ """ Y T

iy R | :
condition que le rapport soit ¢gal A~ ;enabaissant des

X=

2¢ cas. Les points donnds sont de part et d’autre de la
droite. Alors, pour quelaformule (1) (94) soit générale, il faut
considérer les distances & la droite z,, x,, comme posk
tives ou négatives, suivant que les points sont d’un ¢oté ou de
I'autre, par rapport a elle.
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Soit (fig. 33) une droite UV, paralléle & PQ), et menée & une
distance % de cetie droite assez grande pour que tous les
points donnés soient d’un méme coté par rapport a elle.

Désignons par ¥, %...... ¥, et Y les distances & la droite
UV des points Ay, A,.....A» et G; on aura, d’apres le premier

cas
Y = Yyt Y
posant maintenant 'identité

nh=h-+h-tuhr

et retranchant membre & membre, il vient

\Y—A)= (L)) (A1)

Sil 1e point A,, par exemple, est au-dessus de la droite PQ;

abaissant AD perpendiculaire sur UV, on a
AD—ED=AE ou y—h=x
Si le point A,, au contraire, est au-dessous de P(), en abais-
sant A, Il perpendiculaire sur UV, on aura
FH—A,H=FA,
ou
A H—FH=—-—FA,
mais A, Il — FH ct—FA, sont, respectivement, égales, i y7,—/
et z,; on a donc
Yo" = Zs.

Ainsi la relation est toujours la méme entre la distance des
denx paralléles et les distances du point aux deux droites.

Simaintenant dans P’égalité donnée plus haut on remplace
Y — hy ypy—hy yyg — hyeoee par leurs valeurs X, z;, 2,.....
on a la formule demandée.

95. Le point G obtenu, comme il a été dit, est indépendant
de Pordre dans lequel on prend les points donnés, car sa dis-
tance & une droite quelconque étant déterminée, en grandenr
(ft €n signe, par la formule (94), on connail, en particu-
lier, ses distances & deux droites fixes (qui sc coupent dans

le plan, 0 Pappelle centre des moyennes distances des points
dO‘nne'S.
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THEOREME II.

96. n pownts Ay, A,..... A, étant situés d’'une maniére quel-
congue dans un plan, G étant le centre des moyennes dis-
tances, et M un point quelconque du plan; si on pose

FAs 4 MAs - = S A,

A1+ GA: Fo =2 GA,
on «a |
= MA;=nMG + = GA:

Soit A, (fig. 36) I'un des points: formons le triangle MGA,;
dlevons P() perpendiculaire & GM au point G; puis du point
A, abaissons A, C, et A, D, perpendiculaires sur GM et PQ:
on a dans le triangle GMA,

2

MAL = MG —|-GA—2MGX G,
ou cn remplacant G,C, par son égale A,D,
WA, = MG 4-GA, —2MG X A,D,

Si le point A, ¢tait au-dessus de la droite PQ, il faudrait
mettre lc signe-- devant le dernier terme de I'équatlion pré-
cédente.

Les autres triangles analogues au triangle MGA, donnent
des égalilés semblables; et en les ajoutant toutes, membre &
membre, on obtien} i

SMA, = 2MG SGA—2MG X (ZEA, D ... AuDy)
mais la distance du centre G des moyennes distances & 1a
droite () étant nulle, il en est de méme de la quantité entre
parenthése (formule (1) (9%): On a done

SMA; = nMU-2GA,

THEOREME III.

9%. n points Ay, A,, ..... A, étant donnés, et n nombres po-
sitifs correspondants my m,... m,; onmeéne la droit A, A, ef on
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la partage, aw point B, de maniére que les deux segments BA, et
BA, sotent entr’eux comme myest d my; on prend sur la droute
BA, correspondant ¢ un troisiéme point Ay, un point Ciel que
le rapport de CB & CAys0it égal a celwi de my @ m=-m, et on
continue, ainst de suite, jusqu’a ce qu’on ait employé tous les
points donnés; le dernier pomnt (v obtenu par la construction
précédente sera déterminé par la formudle.

Les notations du n° 94 sont conservées.

La marche de la démonstration est fout-d-fait laméme que
pour le théoréme I. On applique toujours la formule relative
au trapeze (93).

98. On peut donner plus de généralité au théoréme, en sup-
posant que lesnombres m,, m,..... m peuvent ¢tre positifs ou
négalifs, et que I'on détermine les points B,C ete. par des égalités

BA, ms CB ms

-

BA T T AT T

En tenant compte des signes des seconds membres ct em-
ployant alors la formule générale (2) (94), le point G détermind,
commeil vient d’étre dif, quels que sotent les signes des nom-
bres am,, m,, m,, sappelle le centre des distances proportion-
nelles ; i} est déterminé, comme le centre des moyennes dis-
tances, et on le voit de la méme manicre.

THOREME IV.

99. Etant donné n points Ay, Ay,... et n nombres corres-
pondants m,, m...., positifs on néqatifs; st Gest le cenlre
des distances proportionnelles on a

Sm, MA;} = ¥m, X MG ~+ Em, (A
e signe 3 ayant I siynification ordinaire).

La démonstration est la méme que pour le théoréme I1;

“eulement, il faul remarquer quelle est en défaut, et que le

1 ] N\ . - ’ \ ’
théoréme n’est plus vrai, lorsque X m, est égale & zéro.
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En effet, dans ce cas, on ne peut plus dire que la quantité
B[G >< (iﬁliAlDli?ﬂgAng. e -)

est nulle; la formule du n° 97 donnant, en général, pour la
distance du centre G a une droite, une valeur infinie.

100. On peut étendre les théoremes précédents au cas ot
les points sont situés d’une maniére quelconque dans I’espace;
seulement, il faut prendre les distances des points & un plan,
au lieu de les prendre par rapport a une droite.

REMARQUE GENERALE. Quelques-unes des théories que nous ve-
nons d’exposer ont été démontrées seulement pour les figures
planes. Mais, pour un certain nombre de théorémes, les dé-
monstrations ne sont pas changées dans Pespace; et quant
aux autres, pour la plupart, nous les retrouvons plus loin
comme exercices.
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DES METHODES EN GEOMETRIE
ET APPLICATIONS DE CES METHODES

A DES EXEMPLES CHOISIS,




En géométrie, on peut se proposer de démontrer un théo-
réme, de déterminer un licu géométrique, ou de résoudre un
probléme.

Nous allons donner les méthodes & suivre dans chacun de
ces trois cas, en les accompagnant des exemples les plus
propres & en faire comprendre I'esprit. Des queslions de
choix, prises principalement parmi celles qui ont é{é propo-
sées au concours, seront cnsuite résolues, ef, pour la plupart,
disculées completement.

Document numérisé par |a Bibliothaque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 DES 70



DES THEOREMES. 59

e oo o+ s e e s i e A e o S = £ % A A A 4% 2 e s T 30 1R e

CHAPITRE PREMIER.

DES THEOREMES.

METHODE A SUIVRE POUR LES DEMONTRER, — EXEMPLES.

101. Quand on se propose de démontrer un théoré¢me,
apres avoir tracé, s’il est nécessaire, (uelques droites ou cer-
cles auxiliaires pour faciliter Papplication des propositions
connucs, an cssaie, d’abord, de réduire la difficulté a ses
moindres termes. Ainsi, dans un grand nombre de questions,
cn apparence compliquées, on voit que tout revient & prouver
quw’un angle est droit, que deux droites ou deux angles sont
¢gaux ete...

Cette premicre préparaiion faile, si le théoreme ne résulte
pas immédiatement de quelque proposition connue, on pro-
ctdera comme il suit. (%)

On admettra comme vraie la propriété de la figure a la-
quelle toute difficulté se réduit, et que nous appellerons A ; de la
propriété A on cherchera a déduire, comme conséquence, unc
propriété B qui, ayant lieu, entraine réciproquement, comme
conséquence, la propriét¢ A. De méme, de la propriété B on
déduira une proprié¢té C telle, que la condition de réciprocilé
soit satisfaite, de la propriété €, une' propricté D, et ainsi de
suite, jusqu’d ce quon arrive d une propri¢té M qui soit
vraie, par hypothése, ou en vertu de quelque théoréme
eonnu,

La marche & suivre que nous venons d’indiquer s’appelie
Analyse.

Quand I'analyse est faite, avee les conditions de rigaeur
ffue nous avons indiquées, la démonstration du théoréme est
frouvde,

* . o - . .
) Duhamel, Méthodes dins les seiences de raisonnement.
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En effet, la loi de réciprocité étant satisfaite, de la pro-
priété M, on remonte & la propriété qui la précédait dans la
marche analytique; de celle-ci, on passe & la précédente, et,
ainsi de suite, jusqu'a ce qu’on arrive a la propriété A qui se
trouve ainsi démontrée.

Cette seconde marche inverse de la premiére s’appelle
Synthése.

L’analyse est la méthode d’invention, et la synthése, la mé-
thode d’exposition.

I résulte de ce qui précéde que tout P'art de I'invention
se réduit finalement & déduire, d’une propri¢té d’une figure
supposée vraie, une autre propriété qui elle-méme a pour
conséquence la premiére; ¢t & voir quel est 'ordre qui doit
amener la propriété finale que nous avons appelée M.

On ne peut donner de régles générales et certaines pour
atteindre le but que nous venons d’indiquer : nous dirons seu-
lement, qu’a’aide d’une étude attentive de la figure, on devra,
d’abord, reconnaitre quels sont les théorémes connus dont
I'emploi est préférable dans la question.

Ainsi, siune droite est tangente a une circonférence, on uti-
lisera, selon les cas, la propriété qu'elle a d’étre perpendicu-
laire au rayon, ou celle d’avoirsa longueur moyenne propor-
tionnelle entre la sécante partant du méme point et la partic
extérieure de cette sécante. Si un point M est sur une circon-
férence OD dont I'un des diamétres est DE, on se servira de
ce que 'angle DME est droit, ou si A,B,C, sont trois points
sur la circonférence, de la propriété dont jouit le quadrilatére
AMCB d’avoir ses angles opposés supplémentaires cte...

Remarquons aussi qu’il est quelquefois utile de transformer
I'énoncé d’un théoréme : 11 peut alors arriver que, sous sa
nouvelle forme, il soit plas facile a démontrer, et méme ap-
paraisse comme conséquence ¢évidente d’une propri¢té connne
ou comme cas particulier d’une proposition générale.

102. Donnons maintenant des exemples.

{. Par le point A (lig. 37.) pric sur le diametre TG d"un
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cercle OF ou sur son prolongement, on mene une perpendi-
culaire DE a ce diameétre, puis, par le méme point, une sécante
ABC qui coupe la circonférence en B et C: St par ces deur
points on mene des tangentes CD et BD a cette ligne, et qu’on
les prolonge jusqu’a leur rencontre en D et E avec la droite
DE, les deux seqgments AD et AE sont égaux (Concours).

Ayant tiré les quatre droites OE, OD, OB et OC, supposons
vraie, comme le prescrit la méthode, I'égalité des droites AD
et AE; elle entraine évidemment celle des obliques OD et OE
et réciproquement. Mais alors les deux triangles reclangles
OEB, OCD qui ont I'hypothénuse et un coté de I'angle droit
¢gaux, sont égaux ; et, par suite, il en est de méme des an-
gles CDO et BEO: P'égalité des derniers angles entraine, d’ail-
leurs, celle des droites 0D et OE.

Maintenant, le quadrilatére OCDA étant inscriptible, puis-
que les angles OCD, OAD sont droits, 'angle CDO est égal a
F'angle CAO, et, par une raison scmblable, les angles BAO, BEO
sont aussi ¢gaux. Donc les angles BAO, CAO sont égaux
comme, respectivement, égaux aux angles D0, BEO ; la réci-
proque cst d’ailleurs vraie, les angles CAO, BAO élant sup-
posés égaux, on cn conclat 'égalité des angles (DO, BEO.

Nous sommes maintenant arrivés a la dernicre proprictc
que nous avons appelée, en géndral, la propriété M; car les
{rois points A,B,C étant en ligne droite, 'égalité des angles
BAO, CAO est ¢vidente.

Comme Panalyse a été rigoureusement faite, et la condi-
lion de réciprocité vérifice chaque fois, la synthése est inu-
tile, le théoréme cst démontré.

Revarque. La marche analytique que nous avons suivie,
cohduit immeédialement & la réciproque du théoréme:

St deux tangentes a un méme cercle inferceptent sur wune
droite des seqments Cgaur, d partir du pied de la perpendi-
Ulaire abaissée, du centre, sur cette droite, le pied de lu
[(}c’-iymndictdairc et les deux points de contact sont en liyne

rovte,
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La circonstanee indiquée se pidsente, parce que c’est
seculement, dans la conclusion finale delanalyse, qu’on s’est
appuyve sur ce que les trois points A, B, G sont en ligne droile.
Alors il arrive que 'analyse de la proposition directe est la
synthese de la réeiprogue.

2. On donne (fig. 38) un cercle OA, deux tangentes a ce
cercle AD et BC, mendes aux extrémités d'un diamélre AR,
et un point E sur cette dernicre droite : I’ étant un point
quelconque du cercle, st on méne EI, puis DC perpendi-
culaire a cette droite, le produit des seqments AD et BC, in-
terceptés par la droite mobile DC sur les deux tangentes, est
un nombre constant (7).

Ici, et dans les excmples suivants, pour abréger, nous ne
verifierons plus, chaque fois, Ia condition de réeiproeité ; mais
il sera toujours sous-entendu que la vérification a été vérita-
blement faite.

En considérant le cas particulier ou la tangente mobile
est paralitle au diamétre, on voit d’abord que le produit
constant doit étre égal & AB X BE ; ainsi, si le théoreme est
vrai, on devra avoir

ADX BC=AE X BE

Par suite, si I'on tire les droites DE et EC, les deux trian-
gles rectangles DAE, BCE scront semblables, et les angles
ADE, BCE complémentaires : mais si 'on meéne FA et FB; les
deux quadrilateres AEFD, EFCB sont inscriptibles, ¢t Pon a

PR = A% EFB =00
les deux angles AFE et EFB sont done complémentaires, ou
ce qui revient au méme, ’angle AFB est droit : par conscquent,
le point F doit étre sur la circonférence donnée.

Mais le point F étant effectivement sur la circonférence,
Panalyse esl terminée ; et comme on a pu vérifier, loules les

(*) Chasles, Perismes d Euclide, page 295.
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fois qu’il ¢tait néeessaire, la eondition de réeiprocité @ le théo-
reme est demontre.

Une remarque semblable & celle que nous avons faite, a
la suite du premier exemple, conduit aussi & une réciproque
du théoreme.

3. St, d'un pomnt M (fig. 39) pris sur la circonférence cir-
conscrite @ un triangle ABG, on mene des droites MD, ME ,
MF, respectivement perpendiculaires aux trois cités; les
pieds D, B, F des trots perpendiculmires sont en ligne droile.

Tirons les droites ED, EF; touf revient & démontrer, que
les angles BED, FEA sont égaux.

Si cette dgalité a licu, en menant MB et MA, on aura deux
angles BMD, AME égaux, enlr’ecux, comme, respectivement,
égaux aux deux premiers, a cause des quadrilatéres inscripli-
bles BMED, AMEF. Ajoutant 'angle DMA aux deux derniers
angles, on aura

. o
DM = BMA

mais l¢ premier cst supplémentaire de l'angle C; il en sera

don¢ de méme du second, et le point M appartiendra & la

circonférence circonscrite au triangle ABC. Or le point M est

cffectivement, par hypothése, un point de ecite circonférence;

Panalyse est done terminde, ainsi que la démonstration.

On peut aussi considérer comme démontrée la réciproque
sutvante :

St un point est tel que les pieds des perpendiculuires abais-
sées de ce point sur les trois cotés d'un triangle sont en liyne
droite, le point est sur la circonférence circonscrite a ce tri-
angle

La raison en est la méme que dans les exemples préed-
dents,

Reyarque. On aurail pu, sans que la démonstration chan-
gedt, remplacer, dans 'énoneé du théoréme, les perpendi-
culaires aux colds par des droiles faisant avee ces edlds des
angles ¢gaux dans un méme sens de rolalion.
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L. Etant donné un triangle équilatéral ABC (fig. %0), et
un point quelconque D du cercle circonscrit, st lon méne les
trots droites DA, DB et DC, on a toujours

DC=DA--DB

En effet, construisons sur DA comme coté un triangle équi-
latéral DAE ; comme 'angle BDA est supplémentaire de 'angle
BCA, et, par suite, de I'angle EDA, la droite ED est le prolon-
gement de BD; et tout revient & démontrer que les droites
BE et DC sont ¢gales.

S’1l en est effectivement ainsi, les deux triangles DAC, EAB
sont égaux comme ayant les trois cotés respectivement égaux:
par suite, on a

DAC = EAB
ou

EAD = BAC
mais, ¢’est précisément ce qui a lieu; le theoréme est done
démontreé.

Remargue. Il n’arrive plus ici, comme dans les trois theo-
rémes précédents, que la réciproque est immédiatement de-
montrée; mais c’est que I'on s’est servi, deés le commencement
de Panalyse, de la condition a laquelle satisfait le point D,
d’étre sur la circonférence donnée.

Yoici comment on peut démontrer la réciproque qui s’¢-
nonce ainsi:

St un point est tel, que sa distance a ['un des sommets d'un
triangle équilatéral est égale & la somme de ses distances «ur
deux autres sommets, le point appartient au cercle cir-
consciit,

On construit toujours le triangle équilatéral DAE, et Pon
tire directement la droite EB: les deux triangles BAE, DAC
sont égaux, parce que l'on a

TAB=—=DAC AE=—AD AB=—AC

Un en conclut que les cotés BE et DG sont égaus.
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Mais, par hypothése, on a

DC=BD 4+ AD=BD -} AE
done il vient
BE =BD - DE

et les trois points B, D, E sont en ligne droite.

Il en résulte que 'angle BDA est supplémentaire de Pangle
EDA, et, par suite, de son égal BCA: donc le point D est
bien sur la circonférence circonscrite au triangle ABC.

Nous allons maintenant donner la démonstration synthéti-
que de quelques théoremes, en proposant aux éleves de les
retrouver par P'analyse.

THEOREME 1.

103. La ligne DE de Pexemple 3 (102) est a éyale distance
du point donné M et du point dintersection 11 des hautewrs
du triangle ABC.

Prolongeons MD et DE (fig. 41) jusqu’a leur rencontre en
Net I avec le cercle et la hauteur AG prolongée; élevons BL
perpendiculaire a BC; du point L ou cette droite coupe le
cercle, abaissons LP perpendiculaire sur MD; et enfin menons
les droites ML, MA, LA et BN.

Les angles BED et BMD, BMD et BAN, sont ¢gaux, deux &
deux, comme inscrits dans le méme segment ; ou conclut
lone, de 13, I'égalité des angles BED et BAN: les droites DI
¢t AN sont, par suite, paralléles, et la figure DIAN est
W parallélogramme dans lequel les cotés DN et Al sont
égaux,

D’un autre ¢oté, 1a figure BHALest aussi un parallélogramme,
PUisque les cotés opposés sont deux & deux perpendiculaires
4 une méme droite, on a donc

AH=LB=DP

d Mais, & cause des tr iangles rectangles égaux LMP,BND, les
foiles MP et DN sont égales, et comme DN est égale d Al

5.
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il vient PD4-MP=Al-}All
ou MDD =—IH

Si enfin, on tire, par la pensée, MI et DI, on a un parallélo-
gramnic MIDI dans lequel la diagonale M est coupce cn
deux parties ¢gales par 'autre diagonale DI Le théoréeme el
done démontré,

Les raisonnements qui précedent conduisent évidemmient i
la proposition suivante:

St d’un point pris sur le cercle circonscrit @ un triangle,
on abaisse des perpendiculaires sur les trois cotés, qwon les
prolonge jusqu’a leur seconde rencontre avec le cercle, puis
qu’on mene des droites, de ces derniers points, aux sommels
oppuses, les trois droites sont paralléles entr’elles.

THEOREME II,

104. St sur les trows cotes d'un triangle ABC, (lig. 42) o
construit trois triangles équilatérauwe extérieurs BCD, ACE ¢
BAF, et qu’on méne les droites AD, BE et CF : ces trots droites
seront égquales, se couperont e un méme powmt, et feront, e
U’elles, en towrnant dans un certain sens, un méme anglk
de 1200,

1° Les trois droutes sont égales.

En effet les deux triangles FAC et BAE sont égaux parc
que l'on a

FAC—DAE FA— AD AC—ARL

et on en conclut 'égalité des droites FC et BE ;
on démontrerait de méme que les droites BE et AD sont égales
2° Les trois drottes se coupent aue méme point et font e
tr’elles des angles de 120°.
En effet, circonscrivons un cercle & chacun des triangle
BCD, ACE ct seit | leur second point dintersection. Si Fo
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tire les droites 1A, IB et IC, on aura les angles AlIC, BIC
égaux & 120°, et, par suite, le troisieme angle AIB sera aussi
égala 120°, et le cercle circonscrit au triangle ABF passera
aussi par le point I.

Menant, maintenant ID, IE et IF; tous les angles consé-~
cutifs DIC, CIE, etc. seront égaux a 60° comme inscrits dans
le méme segment que 'angle d’un triangle équilatéral. De la
résulte que les droites 1D, 1E, 1F sont, respectivement, les pro-
longements des droites TA, IB, IC; car 1D et TA, par exemple,
font avec IC des angles supplémentaires: tout est done d¢-
montre,

Le théortme est encore vrai; quand les trois triangles équi-
latéraux sont construits dans le sens opposé¢ a celui que nous
avons pris; seulement, du nouveau point de rencontre I, au
licu de voir les trois ¢dtés sous des angles de 120°, on voit
deux d’entr’eux sous des angles de 60°, et le troisieme sous un
angle de 120°.

THEOREME III.

105. Etant aonnds une circonférence O (lig. 43), deux
points A et B et une corde CD de cette ligne, on tire la droite
AB, et on la prolonge jusqu’a sa rencontre en B avec la corde
CD; puis, par le point E on méne la tangente EF au cercle ;
on joint le pointde contact ¥ au miliew 1 de la corde, par ln
droite 1F qu'on prolonge jusq’a sa rencontre en G avec lu
crconférence ; et enfin on méne les droites GA et GB qui
coupent la corde CD en K et H: ol faut démontrer que les seq-
ments 1K et 11} sont égaux.

Soit L le milieu de la corde AB : si, par la pensée, on mene
les droites OE, 01, OL et OF, on voit que le cercle, décrit sur
OE comme diamétre, passe parles trois pomts 1, Let F. Si, donc,
()}l tive les droites LI, LF, on oblient un quadrilatére inscrip-
tible LIFE, e, par suite, les angles LFI, LEI sont égaux.

Cela posé, menons BM parallele a la corde DC, et soit D lc
Poiut de rencontreen cette droite GE; tirons enfin lesdroites PL
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3 ’ [y /\‘\" -
et BF: I'angle LBP sera évidemment égal a LE] et par suite,
N —T
a LFD.

On conclut de la, que le quadrilatére LFBD est inseriptible

. - ’ T : : I
et par suite que PLDB est ¢gal & PIFB; mais ce dernier et Pan-
gle A sont égaux comme inscrits dans le méme segment: 1'é-
galité des angles PLB et A, et, par suite, le parallélisme des
droites LI et AG s’en suaivent. Alors, L ¢tant le milieu de AD,
P est le milieu de BM, et enfin] le milicu de Kii; ¢'est ce
qu'il fallait démontrer.

Remargue 1. Au point de contact de la seconde tangente,
mende du point E au cercle, correspond un point ( surlare
AFB, et le théoreme est toujours vrai.

Remarque 2. La propriété est projective et s'étend aVellipse.

THEOREME IV.

106. Les nulicux des cétés d'un triangle, les pieds des trois
hauteurs, et les milieux des distances du powmt d’intersection
de ces drovtes aux trois sommets sont sur une méme circonfc-
rence.

Soient ABC (fig. 44) le triangle, D,E,F les pieds des trois hau-
teurs, II leur point d’intersection, I,K,L les milieux des droites
HA,HB,HC; et M,N,D les milieux des trois c¢otés du triangle.

Je méne IM, et je décris sur cette droite comme diamctre
une circonférence: je dis qu’elle passe par les neuf points de
I’énonce.

Elle passe d’abord, par hypothese, par les points I et M,
et aussi par le point D, puisque Pangle IDM est droit.

Montrons maintenant qu’elle passe par 'un queleonque
des quatre points P,N,K,L, par exemple par le point P.

Je méne PI et PM. Comme les points P et I sont les milicuy
de A et B, la droite PI est parallele a la hauteur BE : pour
une raison semblable, MP est paralltle au coté AC; mais
AC ct BE sont rectangulaires, done angle 1°M est droit, cf
le point P appartient au cercle dont le diamelre est 1M,
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Restent les deux points E et F: considérons, par exemple,
le point E. Si on mene les droites MK et MN, on voit qu’elles
sont rectangulaires, comme, respectivement, paralléles aux
deux droites CI" et AB, et on enconclut que la droite KN est
un diamctre du cercle que nous avons déterminé. Comme,
d'ailleurs, 'angle KEN est droit, ce cercle passe par le
point E.

ReMARQUE. — On conclut facilement, de la figure, que le
cercle desneuf poinisa son centre au milieu de la droite qui
joint le point d’intersection des hauteurs au centre du cercle
circonscrit au triangle, et que son rayon est la moitié du
rayon de ce dernier cercle. Il suffit, pour le voir, de mener
la droite qui joint Ie centre O du cercle circonserit au triangle
et le milicu M de BC, puis de se rappeler que AIl est double
de MO.

THEOREME V.

10%. Etant donnés une circonférence 0 (fig. 43) et un
point P dans son plan; par ce point on méne deux sécantes
quelconques PAA’ et PBB ; par les trois points P,A,B, on
fait passer un cercle, de méme, par les trois autres points
PLALB ; puis on déerit un cercle sur PO comme diamétre:
m propose de démontrer que les trois derniers cercles quz ont
déja le point I commun se coupent en un méme point M
(Concours).

Joignons le point M, point d’intersection des cercles circon-
serits aux triangles PAB, PA’B/, avec les points P,A et B/, et
Prolongeons les droites de jonction jusqu'a leur rencontre en
GD,E avec la circonférence O ; menons aussi AB, MA et
AR,

Les angles PAB et PMB sont égaux comme mscrits dans le
Méme segment ; et il en est de méme de leurs suppléments
CMB,A’AB. Pour une raison semblable, les angles CMA’,A’B'B
Sont égaux. Mais les angles A’AB,A’D’B le sont aussi comme

i] 1 A A1 ’ [\ /\/
1serits dans un méme segment : done BMC est égal & CMA’,
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et, par suite, BMA’ est double de TMC on de son égal AR
remplacant alors les angles BMA’ et A’AB par leur mesure, on
voit que les arcs ED et BA/ sont égaux.

Menons maintenant les cordes ED et BA/, on obtient deux
triangles EDM,BMA’ égaux comme ayant un cdté égal adja-
cent a deux angles, respectivement, égaux, car ED et BA’
sont égaux comme cordes sous-tendant des arcs égaux, DEB

~—~— Py . . A
et DA’B, EDA et EBA, comme angles inscrits dans le méme
segment : on en conclut que le cété MD est égal & MB.

Mais, si on mene les droites OM, 0D et OB, on obtient deux
triangles DOM, OMB qui sont égaux, parce qu’ils ont les trois
cOtés, respectivement, égaux; donc OM est la bissectrice de
I'angle DMB ; et comme MC est déja celle de I'angle A’MB,
’angle PMO est droit, et le point M appartient an cercle
décrit sur PO comme diamétre.

La solution que nous venons de donner est celle de I'¢leve
qui a remporté le second prix au Concours.

THEOREME VI.

108. S7, par les trois sommets d'un triangle ABC (fig. 46),
on mene des droites faisant, dans un méme sens de rotation,
des angles de 60° avec les cités opposés : ces droites forment
par lewr intersection un triangle égal aw premier.

Soient les trois droites AH, BF, CD qui font des angles de
60° avee les cotés du {riangle donné ABC, et qui, prolongées
jusqu’a lear rencontre, déterminent le triangle A’B’(Y. Menons
aussi les trois hauteurs Al, BE et CG.

D’abord, les deux triangles ABC, A’B/CY sont équiangles :
Prouvons, par exemple, I'égalité des angles A et A’. 11 suffit,
pour cela, de remarquer que, les angles AFB, ADC étant égaux,
lcs angles ADC, AFA’ sont supplémentaires, et que, par suite,
le quadrilatére FADA’ est inscriptible : de la, résulte évidem-
ment égalité des deux angles considérés.
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Il reste maintenant & prouver que deux cotés homologues,
BC et B'C/, par exemple, sont égaux.

Les quatre points G,H,(’,F" sont sur un méme cercle, car les
angles C/'IIC, B'FC sont égaux, tous deux, & 120°;il en est de
méme des quatre points H,F,B,B’, d’'une part, et des quaire
points B,C,E,G, de Pautre; on a alors les trois égalités sui-
vantes :

ATIXAC = ACXAF  AHXAB = ABXAD
ACXAE = ABXAG

s on les ajoute, membre & membre, en mettant chacune des
lignes AH, AC et AB en facteur dans deux termes de I'égalité
obtenue, et remarquant que I'on a

ABH-AC =B AF—AE =FEF AGHAD =DG
il vient :
AHXB'C = ACX EF4-ABXDG
mais 'angle AHI étant égal a 60°, la droite AH est double de
M, et I'égalité précédente devient

A X B! = ACXEF-HAB X DG

Cela posé, nous remarquons que les trois {riangles rectangles
AHI, BEF, DC(: étant semblables, les droites I, EF, DG sont
proportionnelles aux trois hauteurs du triangle, et, par suite,
aux inverses des cotes correspondants; on peut done dansI'éga-
lité précédente remplacer les trois longueurs I11, EF et DG, res-

1

: 1 1
ectiv P ouve alors
Pectivement, par TG et N trouve alors

B'(V = B(
C’est ce quil fallait démontrer.

GENERALISATION. Siles droites mendes du sommet du trian-
gle faisaient avec les cotés opposés des angles égaux quelcon-
ques, dans un méme sens de rotation , les triangles ABC et
A'B'(/ seraient toujours semblables, mais lerapportde TTTa ATl

: ’ pY 4— 4 ’
Ne serait plus égal & 5t on le représentant par me, la de-
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monstration précédente donnera

B'(/
BC "
et, par suite,
A'BC -
ABC

« étant I'angle constant donné, on sait que le rapport m n’est
autre chose que cos., « : on peut donc écrire
A'B'U

— 2
ABC Cos‘a,

THEOREME VII.

109. Etant données deuxdroites AB, AC (fig. &T), un point D
sur la premiére, et un pownt O hors de Uangle BAC de ces droi-
tes, on pourra déterminer un angle u, un rapport m, et un point
E sur lu deuziéme droite, de maniére que st lon fait tourner
langlea autour du point O comme sommet, ses cités rencon-
trent, respectivement, les dewzx droites en deux points F et G tels,
que le rapport des segments OF et EG soit égal a m ().

Ce théoréme , ainsi que quclques autres qui vont suivre,
est du genre de ceux qu'Euclide appelait Porismes. L’énoncé
du théoréme est incomplet, et il faut d’abord en trouver le
complément.

Abaissons du point O les perpendiculaires OB et OC sur les
deux co6tés de I'angle donné; I’angle demandé « sera 1’angle
BOC égal al'angle des deux droites données, et le rapport
demandé m sera celui des perpendiculaires OB et OC. (Quant
au point E, on ’obtient en menant OD, puis OE faisant avee
cette droite un angle DOE égal a I'angle BOC.

Soit maintenant une troisiéme position quelconque FOG de
I'angle constant, les triangles semblables BOD, COE donnent

BD __ oD
CE  0C

(*) Porismes d'Euclide, Chasles, page 146,



DES THEOREMES.

\.'
(V)

De méme, par les {riangles semblables BOF, GOC, on a

BF 0D
G — 0C

donc
BD BF 0D

CE — v — 0C
D’oti 'on déduit
DF 0D

G — o¢ ~OFD

THEOREME VIII.

110. Etant donné un triangle isocéle AFG (fig.48), et un
cercle qui a son centre O sur le milicu de la base FG et qui
touche les deux cotés AF et AG ; st une tangente quelconque
au cercle coupe ces deux cités en B et C, le produst des
seqments BF et CG est constant (*).

En effet, si on méne les droites OB et OC, on obtient deux
triangles FOB et COG qui sont semblables, parce qu’ils ont les
angles F et (: égaux, par hypothése, et les angles BOF et OC(
¢gaux, comme tous deux complémentaires de la moitié del’an-
gle ACB; on a donc

BF X (G — OF

le théoréme est encore vrai, lorsque la tangente rencontre les
prolongements des cOtés égaux du triangle isocéle.

THEOREME IX.

111, Etant donnés deux points A et B sur un cercle 0
(fig. 49), et une corde DG de ce cercle, si on joint un point (.
quelconque de l'arc DCG aux deuzx points fixes, par les droi-
tes AC et BC qui coupent la corde en E et F; le rapport
DEX PG

TR est constant ()

(*) Chasles, Porisme 198. — (**) Porisme 201.
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PREMIERE DEMONSTRATION. Menons, par 'un des points fixes A,
une parallele AL & la corde DG et soit T le point ot elle
coupe le cercle ; tirons aussi la droite BH que nous prolon-
geons Jusqu’a sa rencontre en I avec la corde DG, Le quadri-
latcre AHBC étant inscrit dans le cercle, I'angle C est égal &
Pangle LHI, et, par suite, a son égal I'angle BIE : les quatre
points E,B,I,C sont done sur un méme cercle, et 'on a

EFXFI = BF XFC
mais, dans le cercle donné, on a aussi :

DF X FG = BF XFC
1l vient done

EF XFI = DF X FG
ou bien

EF DF  DE

TG T OFT OF
on a donc enfin

DEXFG
EF

la longueur GI étant constante, le théoréme est démontré.

DEUxiEME DEMONSTRATION. Par le point (¢ on mene la droite
GK parallele a BH, et on la prolonge jusqu’i sa rencontre en
K avec BC; puis on tire les droites EK, DB, et Ct: (elles n’ont
pas ¢té tracees sur la figure).

11 est visible que toutrevient & démontrerle parallélisme des
droites EX ¢t DB, et c’est ce qui résulte évidemment de I'éga-
lit¢ des angles BDG, BCG, et de la propri¢té qu’a le quadrila-
tere ECGK d’étre inseriptible.

RemarQur. Les deux démonstrations précédentes s’applique-
raient encore, si le point G était sur le second arc seus-
tendu par la corde AB, ou si les deux points A et B étaient
de part et d’autre de la corde DG

il 01|

THEOREME X.

112. Un angle de grandeur donnée se meut, de mamere
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q'un de ses cotés passe par un point fixe, et que son
sommet glisse sur une circonférence; son deuxiéme cité
pencontre cette ligne en un deuxriéme pownt par lequel on
méne une droite faisant avec ce cité un angle égal @ langle
mobile, mais dans un sens contraire : cette droite passe par un
point donné (7).

PrEMIER cAS. — L’angle constant est droit.

Soit (fig. 50) C le point donné, et D le sommet de D’angle
droit CDE, situ¢ sur le cercle OA : par le point E ot le edté
ED prolongé rencontre le cercle, on mcne une parallele a
CD; il s’agit de démontrer que cette droite passe par un point
fixe.

kn effet, prolongeons CD et sa parallele, menée par le
point E, jusqu’a leur rencontre en H et G avec le cercle ; puis
menons la droite GH et le diamétre ABC qui rencontre la
droite EG au point F. La figure EDGH est un rectangle dont le
centre O est le centre du cercle ; les deux segments OF et OC
sont donc dgaux, et par suite, le point F est fixe.

Devxikye cas. — L’angle constant est quelconque.

Démontrons d’abord le lemme suivant.

St on prend un point B (fig. 51) sur la hautewr AK d'un
triangle isocéle ABC; que, de ce point, comme centre, avec
U rayon arbitraire, on décrive un cercle qur coupe les cités
Cpaux auz points F,G,I,1 : le triangle isocéle EFH qut a,
Pour somumet, le point B, et pour base la ligne F11, oblique i
la hawtewr AKX, est déterminé d’espéce.

En effet, on a

T 1

’ ) ___1 T </~\___ 0 /‘\T ﬁ\‘___/'\‘
9 HEF — 2—(11&"-}—-2— GICH = 180 —(IU.F—HJ:F) — AL

le lemme est done démontré.
Soit (fig. 52) O le centre du cercle, A le point fixe donné;
ABD Pangle constant qut tourne autour du point A, tandis que

(*) Chasles, Porisme 173.
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son sommet B se meut sur la circonférence : si par le point I
ot Ie second coté de 'angle prolongé rencontre cette ligne,
on méne la droite DE telle, que 'angle EDB soit égal a I'angle
EDA : cette droite passera toujours par un point fixe.

En effet, du point O comme centre avec OA pour ravon,
décrivons une circonférence qui coupe la corde DE en deux
points G et F : Soit F celui des deux points qui est tel que la
ligne FA n’est pas parallele a BD; je dis que, c¢’est par lui,
que DE doit constamment passer.

Pour le faire voir, il suffit de remarquer que le triangle BDL,
obtenu en prolongeant DE et BA jusqu’a leur rencontre, est
un triangle isocctle, et que si 'on méne OF, OA et A, on
aura le triangle isoceéle OFA du lemme; mais ce triangle est
déterminé¢ de grandeur et de position, puisque OA est fixe, et
I’angle OAF constant : le point F est done fixe.

Nous -avons voulu, en donnant quelques exemples de Po-
rismes, montrer que Uouvrage de M. Chasles peut devenir une
mine {éconde de questions nouvelles, pour les cours de mathd-
matiques élémentaires. Nous verrons, du reste, par la suite,
I'utilité des porismes dans la recherche des licux, ou la réso-
lution des problémes.

THEOREME XI.

113. Etant donné (fig. 53) un quadrilatére ABCD inscrit
dans une circonférence O 5 par le point dintersection T, des
diagonales, on méne la corde 1H que est partagée en deur
parties égales en ce point : ol faut démontrer que le point I
est ausst le miliew du segment FG compris entre les cités
opposés AB et CD) du quadrilatére.

PreMiERE DEMONSTRATION. — Soit 11T 1a corde dont le point E
est le milieu : abaissons, du centre, les perpendiculaires OK ct
OL sur AB et CDj; puis tirons les droites OE, OF, 0G, KT et
EL. Le quadrilatere OEFK est inscriptible puisque ses angles
I et K sont droits; et, par suite, les angles FOF et FKE sont
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¢gaux. On prouve de méme I’égalit¢ des angles EOG et GLE.

Maisles triangles AEB, EDC étant semblables, les angles FKE,
GLEsontégaux comme anglesde deux cotés homologues AB,
(D avec leurs médianes correspondantes. Par conséquent les
angles FOE, EOG et, par suite, leurs compléments OFE, OGE
sont égaux ; le triangle FOG est donc isocéle, et la droite OE
perpendiculaire sur FG passe par son milieu E.

DEvxIEME DEMONSTRATION. — Soit la corde IH telle que les
segments EF et EG soient égaux : il faut démontrer que le
point E est le milieu de la corde. Pour cela, faisons tourner le
triangle DEC, dans son plan, autour du point E, jusqu’a ce que
Pangle DEC se place sur son égal Pangle AEB. Alors les
points D et C viendront se placer respectivement en D' et
sur les droites EB et EA, et, comme les angles DEG, FEB sont
¢gaux, ainsi que les droites EF et EG, le point G seplaceraen.

Il est visible qu’alors les quatre points A,B,C/, ) sont sur un
méme cercle ; et comme AB et D'(Y sont deux cordes de ce
cercle qui se coupent en F, on a

AFXFB = DG X GC
par conséquent, dans le cercle donnd, les points F et G sont
de méme puissance, et, par suite, sont ¢quidistants du centre.
Alors Ie triangle FOG étant isocele, la droite O qui joint son
sommet au milicu de la base est perpendiculaire sur cetle
base, et le point I estle milicu de la corde 111,

Trowstime pEMoNsTRATION. — D’aprés le théoréme IX dé-
montré plus haut, on a

[FXET  1TEXGH
EF -~ LG

SLnous supposons maintenant que les deux segments EF ct
EG soient égaux, la relation précédente donne

IEXEI = IEXGH
ou

!E_JQ_EE_i
GIl 7 EH — EG
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les deux segments 1K et KH sont donce hien ¢gaux.

On voit ici une premiére application d’un Porisme.

(JUATRIEME DEMONSTRATION. — Soit encore I le milicu de FG
et désignons par M et N les points d’intersection des cotés
opposés du quadrilatére. Alors les droites AB, CD, ME et MN
forment un faisceau harmonique, et, d’aprés une propriété
connue, FG est parallele a MN. Mais cetle derni¢re droite,
ctant la polaire du point E par rapport au cercle est perpen-
diculaire & OE, et il en est de méme de sa parallele IH : le
point E est done le milieu de la corde.

L’emploi des théories générales dans les démonstrations
ne doit venir que plus tard, mais nous n’avons pas cru ce-
pendant devoir séparer des autres la démonstration précc-
dente.

THEOREMES DE GEOMETRIE DANS L’ESPACE.

THEOREME I.

114. Sideux tétraédres ont leur sommnets, dewx a devr, sur
des droites qui se coupent en un méme point, les faces oppo-
sées se rencontrent suwant quatre droites situces dans un méme
plan (Concours).

Soient les deux tétraeédres ABCD, A'B'CD (fig. 54) tels, que
les droites AA’, BB, CC’, DD’ concourent au point S : pour
prouver que les quatre faces opposées se coupent suivant qua-
tee droites situées dans le méme plan, il suffit de faire voir
que deux quelconques des quatre droites d’intersection des
taces se coupent.

Si nous prenons d’abord les deux faces ABC et A'B/(7, ct
que nous prolongions les droites AB et A’B’, AC et A'C/, BG
et B'C jusqu’d leur rencontre en F,(r11; nous obtiendrons
¢videmment 'intersection FGI des deux faces,

On obtiendra, de méme, celle de deux autres faces ABD ct
A'B'1Y; et, comme AB et A’B’ sont contenues dans ces deux
faces, leur poiut de rencontre I appartiendra a la nouvelle
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intersection : I est done un point ot se rencontrent les deux
mtersections que nous avons successivement déterminées, cl,
par suite, le théoréme est démontré.

(CAS PARTICULIERS.

1° Deux arétes correspondantes AB et A'B sont paralléles.
Alors la figure formée par les quatre intersections est un tra-
peze ; car le point I étant & I'infin1 sur la droite FGH, les in-
tersections des faces considérées sont parallcles.

2° Deux arétes AR et BC aboutissant & un méme sommet sont
paralléles avx arétes correspondantes A'B’ et B'(V,

Les deux faces ABC et A’B'CY sont paralleles, et la tigure for-
mée par les quatre intersections s¢ compose d’un triangle
semblable aux triangles ABC, A'B'C/, et d’une droite a Pinfini
située dans son plan.

3° Deux arétes opposées AB et CD d'un des tctraédres sont
paralléles avz arétes correspondantes de lautre A'D’ et (V1) .

La figure formde par les quatre intersections devient alors
un parallélogramme ; car deux de ces droites sont parallcles
A AD et les deux autres a CD.

L Trois arétes AB, AC, AD partant d'un méme sommet sont
paralléles aux trois arétes correspondantes A’'B', A'C/, A'lY,

Alors les trois faces aboutissant en A et en A’ sont, respecti-
vement, paralleles, et les trois arétes BC, BD et CD sont paral-
leles aux arétes B'(/, B'D’ et (/IY, comme intersections de
Plans paralltles par des troisiémes : les tétraédres sont done
homothétiques, et les quatre intersections s’en vont A lin-
fini,

THEOREME II,

115, Ltwnt donnes aeur angles tricdres éyaur SABL,

ne e

14/ 1 . . . .
SABC ayant aw sonunct commun S (lig. 55), il existe tou-
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Jouwrs une droite S) passant par le point S, telle que, st Lon
fait tourner autour de cette droite un des tricdres SA'B'C/,
vienne coincider avec lautre (Concours).

Tout revient & amener par la rotation autour de SD, deux
arétes SA’ et SB’ de I'un des triédres a coincider avec les aré-
tes homologues SA et SB de I'autre ; car les triedres étant
egaux doivent eux-mémes coincider. 1l faut alors déterminer
une droite SD faisant des angles égaux avec SA et SA’, d’une
part, SB ¢l SB’, de Pautre. Mais remarquons, tout de suite,
(que la condition n’est pas suffisante ; car il faut que les tric-
dres SDAB, SDA’D’ soient égaux, et non symétriques.

Soit LM Pintersection des deux plans SAA’, SBB', nous
considérerons deux cas, suivant que les deux droites SA et SB
fout avec SL des angles égaux a ccux que font SA’ ¢t SB’
avec SM, ou que cette condition n’est pas remplie.

Preyier cas. On a

TSA = MSY’  LSB = MSPB’

La droite cherchée SD, satisfaisant a la double condition
indiquée plus haut, est évidlemment P'intersection de deux plans
menés par les bissectrices des angles ASA’,BSB’ perpendicu-
lairement aux plans de ces angles ; mais, dans le cas actuel,
les deux plans se confondent avec le plan P, passant par le
point S, et perpendiculaire a la droite LM ; et il est clair que
toute droite située dans ce plan fait des angles égaux avee SA
et SA/, et aussi avec SB et SB'.

Parmi ces droites, on peut considérer celle qui est I'inter-
section des deux plans ASB, A’SB’; etil est évident qu’en fai-
sant tourner autour d’elle un des tri¢cdres, SA’ et SB’ coinci-
deront, respectivement, avec SA et SB: elle pcut donc étre
prise pour axe de rotation.

Elle est d’ailleurs la seule. En effet, toute droite situee
dans le plan P, satisfait bien & la condition de faire des angles
¢gaux avee les arétes SA ¢t SA’, SB et SB’; mais elle forme
avec elles deux angles (ricdres symétriques par rapport o un
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plan P, et la coincidence des droites SA et SB avee SA’ et SB’
est impossible.

DeuxiEME cAs. — Les deux plans de la construction précé-
dente sont maintenant distincts et sc coupent suivant une
droite déterminée SD ; d’ailleurs, les deux {triédres SDAB,
SDA’B’ ne sont pas symeétriques; car s’il en était ainsi, le plan
bissecteur du diedre ASDA’ serait un plan de symétrie pour
ces deux tricdres; alors, les deux plans SAA’, SBB’ se coupe-~
raient suivant une droite perpendiculaire an plan de symétrie,
et les arétes SA et SA/, SB et SB’ feraient avec elle des an-
gles, respectivement, égaux : or, ¢’est ce qui est contre 'hypo-
these.

Il est maintenant prouvé que la droite SD satisfait a toules
les conditions qu’elle doit remplir: elle est done I'axe de re-
tation demandé.

Le cas particulier ot les deux faces SAB,SA’B’ sont dans uti
méme plan se traite d’'une manicre analogue au cas général.
Un voit facilement qu’il v a toujours un axe de rotation per-
pendiculaire au plan commun des faces, ou situé¢ dans ce plan.

ReyMarQue. — En mécanique, ot Pon a I'occasion de trai-
ler la question précédente, on amene les deux tricdres & coin-
eidence, par deux rotations successives. Ainsi, on fait tourner
le second tricdre autour de la Dbissectrice de I'angle ASA/,
Jusqud ce que Paréte SA’ vienme coincider avec SAj; puis
on fait tourner encore le second tricdre autour de SA, jusqu’a
¢ que SR’ se place sur SB. On démontre ensuite, d’'une ma-
hitre générale, que deux rotations successives autour de deux
AXes passant par un point donné, peuvent toujours élre rem-
Placées par une rotation unique autour d’un axe passant par
le mgme point(").

GENERALISATION. — Ltant domués denx polyddres égaux, si
U fart coincider deux sommets et deux aréles homologues

\Y Duhamul, Cours de mécaniyue, page 230,

6
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qui y aboutissent, les polyédres coincident: on peut done énoy.
cer le théoréme suivant.

St deux polyedres éqaur ont deur sommets homologues
qut coincident, on peut toujours, par une rotation autowr d'u
axe passant par le sommet commun, faire coincider Uun ave
Lautre.

On peut évidemment étendre le théoréme & deux solides
¢gaux terminés par des surfaces courbes, en considérant ces
solides comme limites de poly¢dres inscrits.

THEOREME III.

116. On peut construire une infinité de tétracdres a arctes
opposces, orthogonales, et ces tétraédres jouissent de plusieurs
propriétes remarquables, entr’autres, de celle-ct : les quatre
hauteurs se coupent enun meéme pownt (Concours).

1° ON PEUT CONSTRUIRE UNE INFINITE DE TETRAEDRES TELS (UE
DEUX ARETES PARTANT D’UN MEME SOMMET SOIENT PERPENDICULAIRES
SUR LES ARETES OPPOSEES.

Nous admettrons comme connus, dans ce qui va suivre, les
théorémes suivants:

Lorsquiune droute est perpendiculaire ¢ un plan, clle est
perpendiculaire a toute droite du plan.

Lorsque deuz droites sont orthogonales, par Uune delles
on peut toujours mener un plan perpendiculare a l'autre.

Prenons d’abord arbitrairement dans 'espace une droite
AB (fig. 56), ct dans un plan perpendiculaire & cette droite,
une autre droite CD qui ne passe pas par le point de ren-
contre de AB et du plan : Nous aurons ainsi deux droites
orthogonales qui ne se rencontrent pas. Coupons maintenant
les droites AB et CD par une troisieme BC qui ne soit perpelr
diculaire & aucune des deux, et menons un plan quelconque
perpendiculaire & BC. Ce plan rencontrera les deux droites
AB et CD en A et D, et la droite AD qui joint les points A ¢t
D sera perpendiculaire & BC; si maintenant, on méne AC et
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BD, on obtiendra les six arétes d’'untétraedre dans lequel les
deux arétes AB et BC sont perpendiculaires sur les arétes
opposées CD et AD.

2° SI DANS UN TETRAEDRE DEUX ARETES SONT PERPENDICULAIRES SUL

LES DEUX ARETES CPPOSEES, LES DEUX DERNIERES ARETES SONT

ATSSI ORTHOGONALES.

Soient (fig. 57) SC et SB, respectivement, perpendiculaires
sur AB et AC; par les deux premicres arétes, on pourra me-
nerdes plans, respectivement, perpendiculairesaux deux autres.
Soient I' et E les points ol ces plans coupent les derniéres
arétes : Menons les droites EB, ES, FC et SF; les deux pre-
mi¢res seront perpendiculaires a AC, et les deux aulres a AB.
Les droites BE et CF sont alors deux des hauteurs du triangle
ABC, et si I'on joint leur point H d’intersection au point A,
par la droite AH, cette droite sera la troisicme hauteur du
triangle ABC.

Cela posé, on remarque que les deux plans SBE, SCF, res-
pectivement, perpendiculaires a AC et & AB, sont perpendicu-
laires & 1a face ABC; et, par suite, leur intersection SH est per-
pendiculaire & cette face. Prolongeant maintenant SI, jusqu’a
sa rencontre en D avec BC, et menant SD, on voit que cette
dernitre droite est perpendiculaire & BC, en vertu du théo-
réme des trois perpendiculaires. Le plan SDA qui contient
Paréte SA est donc perpendiculaire a BC, et, par suite, les
leux arétes opposées SA et BC sont orthogonales.

Le théoréme peut encore s’énoncer ainsi : S¢ dans un qua-
drilateye gauche les cités opposés sont orthogonauz, il en est
de méme des diagonales.

Maintenant que P'existence du tétraddre & arétes orthogo-
hales est démontrée, nous allons donner les principales pro-
Priétés de cetle figure.

.1- Chague sommet se projette sur lu face opposée aw point
Cintersection de ses hautewrs.

La démonstration préeédente fait voir que le sommet § se
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projelte en H point d'intersection des hauteurs de la face ABC,
et il serait évidemment de méme pour les autres sommets,

2. Les quatre hauteurs se coupent en un méme pont (,
Menons d’abord BK perpendiculaire & SE : les deux droites
SH et BK se coupent comme perpendiculaires a deux droites
BE et SE qui se coupent; elles sont, d’ailleurs, deux des hau-
teurs du tétraedre : on peut done affirmer que deux quelcon-
ques de ces hauteurs se coupent.

Considérons maintenant 'une des deux autres hauteurs,
celle, par exemple, qui part du sommet C; d’apres ce qui pré-
ctde, elle coupe les deux hauteurs BK et SI contenues, toutes
deux, dans un plan SBE auquelle point C est extérieur : la hau-
teur partant du point C ne peut donc rencontrer les deux au-
tres hauteurs qu’en leur point d’intersection I.

Il en est de méme de la quatriéme hautcur partant du son-
met D.

Remarque I. — Nous avons dit que Ie point G était exterieur
au plan SBE, mais il y a une exception, lorsque les points (
¢t £ se confondent. Pour qu’il en soit ainsi, il faut évidenm-
ment que AG soit perpendiculaire sur SC et BC; et comme
Iaréte SC doit étre perpendiculaire sur I'aréte opposée AD,
clle est perpendiculaire & deux droites AC et AD de la face
ABC et, par suite, & cette face elle-méme. L’angle tricdre qui
a pour sominet le point C est done un triedre trircctangle.

Ainsi, la démonstration est en défaut quand Pun des angles
du tétracdre est trirectrangle : mais, dans ce cas, la prope-
sition est évidente, puisque les quatre hauteurs partent alors
du sommet de Pangle trircctangle.

Remarque II. — Dansun tétracdre dont deux arétes oppo-
sées seulement sont orthogonales, les hauteurs, comme il est
facile de le prouver, se coupent, deux & deux, en un meéme
point. Alors, on peut dire que, lorsquun second coupl
daréles opposcées orthogonudes s’adjoint au premier, les deus
points d'intersection se confondent en un seul.
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3. Les plus courtes distances des arétes opposces se coupent
en un méme point qui est le point d’intersection des hai-
teurs.

En effet, menons IE et prolongeons cette droite jusqu'a
sa rencontre en L avee SB; clle est la troisiéme hauteur du
triangle SBLE, et, par conséquent, est perpendiculaire & SB. Elle
est, d’ailleurs, perpendiculaire & AC, parce qu’elle est dans
un plan BSE perpendiculaire & cetle droite : elle est donc la
plus courte distance des arétes opposées BS et AC.

Ainsi, la plus courte distance de deux arétes opposdées
quelconques passe par le point d’intersection des quatre hau-
teurs.

k. Les produits des arétes opposées sont en raison inverse
des plus courtes distances de ces arétes.

En effet, le produit de deux arétes opposées par leur plus
courte distance est un nombre constant (ui mesure six fois le
Volume du tétraedre.

5. Les mulieux des six arétes et les preds des plus courtes
distances des arétes opposées sont sur une méme sphérve qui a
pour cenire le centre de gravité du tétraédre.

Prouvons d’abord que les six milieux des arétes sont sur la
sphere énoncée.

Joignons les quatre milieux D,E,F,H, deux & deux, par des
droites (fig. 58), nous obtenons ainsi un rectangle DEFII
aVec ses deux diagonales DF et EH qui se coupent muluelle-
ment en leur milieu G. De méme, en associant les milieux [ et K
des arétes AB et SC aux deux milieux D et F, on prouve que
la droite TK passe par le point G, ety est partagée en deux
Parties égales. On sait, d’ailleurs, que le point (i est le centre
de gravité du tétracdre : on voit donc bien (que les milicux des
arétes se trouvent sur une méme spheére qui a pour centre le
tenire de gravité du tétracdre.

Getle sphére est coupée par la face ABC suivant un cerele
Ui passe par les milicux D,E,Ides cotés du triangle ABC. Mais
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ce méme cercle, d’aprés un théoréeme connu (106) passe par
les pieds des hauteurs du triangle, c¢’est-a-dire, par trois des
pieds des plus courtes distances ; il en cst donc de méme de
la sphere. On prouve par un raisonnement semblable qu’elle
nasse aussi par les trois autres pieds des plus courtes dis-
tances.

THEOREME 1IV.

11%. Etant donné un tétracdre, d’'un point quelconque de
lespace, on abaisse des perpendiculaires sur ses quatre faces;
on demande de trouver la relation qui existe entre ces drottes
et les hauteurs du tétraédre (Concours).

Il v a quatre cas & considérer, suivant que le point est dans
I'intérieur du tétracdre, a I'extéricur de ce solide, mis a
Vintérieur d’'un de ses angles, dans un angle opposé par le
sommet & I'un des angles du tétraédre, et enfin dans 'un des
espaces compris entre les quatre faces prolongées.

PrEMIER cAs. Le point donné O est dans Uinterieur du tétraé-
dre.

Soient A;,A,, A3 A, les sommets du tetraédre Ay, A,,A,,h,, les
hauteurs correspondantes, et p,,2,,p;,p., les perpendiculaires
abaissées, respectivement, du point O sur les mémes faces que
les hauteurs précédentes. Faisons passer des plans par le point
0 et les ardtes du tétracdre : Ces plans décomposeront le vo-
lume V du tétraédre, en quatre tétraédres dont nous dési-
gnerons les volumes par v,,2,,2;,0,. En comparant chaque té-
traedre partiel au tétracdre total qui a avec lui une face com-
mune gu’on peut prendre pour hase, on a

Pr O PV Py Uy P Y

hi N AT N kT NV ATV

ot ajoutant membre & membre, il vient

1) Py /J» P D
/21 + +/zf, 1

H
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DEUXIEME cAS. Le point O est dans Uintérieur du tricdre qui
a pour sommet A, et ol est situd hors du tétraédre.

Alors, pour obtenir le volume V, il faut ajouter les trois vo-
lumes v,, ¥3, ¥, €t en retrancher v, ; donc en procédant comme
tout & '’heure, on a

—n P P
2) i ,l,+ + 5 =1

TromsIEME cas. Le p(nm‘() est dans langle opposé par le
sommet au triédre du tétraédre qur a pour sommet A,.

Alors la somme des trois tétracdres v,, v3, v, doit étre re-
tranchée du tétracdre v,, et 'on a

QUATRIEME cAs. Le point O est dans ['un des espaces com-
pris entre les quatre faces du tétraédre prolongées.
Supposons par exemple, que le point soit dans I'espace
compris entre les faces du diédre extérieur A, A, et les pro-
longements des faces opposées aux sommets A;, A,. Alors, il
faut ajouter les deux volumes v, et v, et en retrancher la
somme des deux autres.
On a ainsi
() P + PPy _ Py

/74 7;; /ls /l.'.

Nous avons obtenu quatre formules différentes; mais nous
pouvons toutes les comprendre dans une seule, la premicre,
St nous considérons la distance du point O & une face du té-
fraddre comme positive ou négative, suivant que ce point et
le sommet opposé a la face considérée, sont d’'un méme cote
Ou de part et d’autre de cette face. La vérification n’offre au-
Cune difficulté.

Discussion pE 1A FORMULE ciNERALE (1), On peut, dans la dis-
Cussion, supposer que letétraddre prend une forme particuliére,
Y1 que le point O coincide avee quelques points remarquables.
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En nous placant au premier point de vue, nous ne consi-
dérerons que deux cas.

1° Le tétraédre a ses quatre hauteurs égales, ou ce qui re-
vient au méme, ses quatre faces équivalentes.

Alors la formule générale devient

Prt Pt s =

(Pest ce qui a lieu, en particulier, quand le tétraédre est
régulier.

2° LE TETRAEDRE SE REDUIT A UN PRISME DROIT. Supposons,
pour cela, que le pied de la hauteur H, restant fixe, le som-
met A, s’éloigne a I'infini sur cette hauteur, le tétraedre de-
viendra un prisme droit dont labase sera la face A, A; A, : faisant
alors la hauteur /4, infinie, dans la formule générale, on aura

72 3 I
At T

On a ainsi une relation entre les hauteurs d’un triangle et
les distances d’un point de son plan a ses cotés.

Faisons maintenant varier la position du point O.

On peut placer le point O sur une face, sur une aréte ou
en un sommet; et on a immédiatement les formules corres-
pondantes, en faisant nulles, dans la formule générale, une,
denx, ou trois des longueurs p,, p, p; ou p..

Quand le point O coincide avec le centre de la sphére cir-
conscrite au tétracdre, ou avec le centre de gravité de cette
figure, la formule générale ne prend aucune forme remarqua-

ble; seulement, dansle cas du centre de gravité, elle se trouve
immédiatement démontrée, puisque chacun des rapports qui

o] :
y figurent est, comme on sait, eégal a 7. On peut se servir,

du reste, de la formule pour démontrer que le centre de gra-
vit¢ d’'un tétracdre est un point tel que le produit de ses dis-
tances aux quatre faces est plus grand que le produit corres
pondant & tout anire point intérieur.
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En effet, la question de trouver le maximum du produit

P P2 P Ps revient a trouver le maximun de

Duoe Pa o Py P
R Y XY

Mais la somme des facteurs du dernier produit est égale
a 1; le maximun demandé a donc licu lorsqu’ils sont égaux;

P2 Ps P D1

en remplacant dans la tormule 5=, ==, %~ par=5— on a
l hy hy h, hy
S 3
Pr = 4
et, de méme,
hy Dy h,

=g p=g By

La propriété est donc démontrée.

Nous allons maintenant, & I'aide de la formule générale,
chercher & déterminer tous les points qui peuvent étre a
égale distance des quatre faces du tétracdre indéfiniment pro-
longées ; c’est-a-dire, que nous nous proposons de traiter la
(question générale des sphéeres inscrites el exinscrites.

Cherchons d’abord dans I'intérieur du tétracdre un point qui
soit & égale distance des quatre faces.

Pour cela, dans la formule générale, donnons & pi, pe, ps, Ps,
la valeur positive », on a alors

1 1 1 i 1
=T TR

La valeur de» donnée par la formule précédente étant tou-

Jours positive et finie, on pourra mener, a la distance » de trois
des faces, et du méme coté que les sommets opposés, trois

Plansrespectivement parallcles & ces faces, ef qui, comme elles,
¢ couperont toujours en méme point O; si 'on démontre que
le point 0 est aussi 4 la distance » de la quatriéme face, Pexis-
tence de 1a sphére inscrite sera démontreée.
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Or, s1 nous désignons par py, la distance du point O a la
quatrieme face, nous aurons par la formule générale

]);
+ h, + + h,
mais, par hypothése, on a

r r r r
=
h + h, + h; + h,
donc P =7
Cherchons maintenant un point qui soit, & une égale distance

7 des quatre faces, extérieur au tétraédre, mais situé dans
intéricur d’un des angles triédres A, par exemple: on de-
vra d’abord changer dans la formule générale p, en— py, puis
remplacer p(, pa> ps, pu par», on obtient ainsi
(I N SV B
h, hy U hy ¥

on a, d’ailleurs,
1 1 1 1
W R TE

Car, en remplacant dans cette inégalité les termes du second

membre par les faces du tétracdre by, b2, 03> bs qui leur sont
proportionnelles, il vient

b < b4 b+ b,

Mais on sait que dans un tétraedre une face queleconque est
plus petite que la somme des trois autres; on a donc pour 7
une valeur positive et finie, et il en est de méme pour les va-

leurs 7o, 73,74 ui correspondent aux points pris dans une po-
sition analogue a celle du premier. Par conséquent, d’aprés

le méme raisonnement que dans le cas précédent, on peut
affirmer qu’il existe toujours quatre sphéres qui touchent une
face du tétraédre et les prolongements des trois autres. Nous
les appellerons sphéres ex-inscrites du premier genve.
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Il peat encore exister, comme nous allons le voir, des
points, & égale distance des quatre faces, dans les parties de
I’espace compriscs entre les prolongements de ces faces.

Le point O peut étre considéré comme situé a la fois dans
Pintérieur d’un des angles diedres du tétracdre et de ’angle
dicdre formé par les prolongements des faces du diédre dont
I'aréte est opposée : 11 y aura done six cas & considérer.

11 faut maintenant, dans la formule générale, donner & deux
des perpendiculaires des valeurs positives et aux deux autres
des valeurs négatives.

St on appelle #/,,75,75,07,, ete., la valeur commune des per-
pendiculaires pour chaque position du point, on aura

I N T

et trois autres relations semblables, dont les seconds membres
se déduiraient de ceux des précédentes en changeant les si-
gnes de tous les termes. Il en résulte que, siles premiéres re-
lations donnent des valeurs positives pour 7/,,7”,,7;, les dernidres
donneront des valeurs négatives pour les aures distances, et
réciproquement. Par conséquent, il ne peut pas y avoir plus
de trois points satisfaisant & la condition demandée.

Pour faciliter la discussion, nous supposerons les hauteurs
hyy by, by, hy, toutes inégales et rangées par ordre de grandeur
Croissante. Alorsles valeurs de 7/, et 7, sont positives et finies,
et celle de #/; peut étre positive, nulle ou négative. Mais si le
dernier cas a lien, on prendra pour valeur de 7/; la valeur du

: SR A 1 : .
Signe contraire - -+ + — > — = ; donc sionexclutle cas ot les
/lg il3 }h /l/;

1 01 1 1 . . A
Sommes - | et + -+, o ce qui revient au méme, les
}11 /24 /29 123
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sommes 5 -6, et b,4-b,scraient ¢égales; on obtiendra frois

nouvelles sphéres. Nous les appellerons spheres ex-inscrites di
second genre. La troisicme sphere a un rayon infini, c’esl-
a- dire n’existe plus, lorsque la somme des deux faces du f¢é-
{raedre est ¢gale ala somme des deux autres.

Nous venons de supposer que les hauteurs du tétraédre
¢taient incgales ; mais on s’assure facilement que la conclu-
sion est encore vraie, quand deux ou trois des hauteurs sont
égales.

Supposons maintenant que les hauteurs soient égales deux
a deux, par exemple Ay et ks, Aset As.

La valeur /; est toujours positive, mais celles de 5 et /5 sont
infinies. Donc quand les hauteurs, ou, ce quirevient au méme,
les faces du tétracdre sont égales deux a deux, il n’y a plus
qu'une sphere exinscrite du second genre.

Enfin, supposons les quatre hauteurs, ou ce qui est la méme
chose, les quatre faces égales, les valeurs de #/4, 775, 3, sont
infinies et les sphéres disparaissent.

En résumé le nombre des spheres exinscrites du second
cenre est 3,2, 1 ou 0 ; et, par suile, le nombre total des spheres
tangentes & un tétracdre est 8,7,6 ou 5, suivant les cas.

RemarQue. Les formules qui donnent les valeurs des rayons
des huit sphéres peuvent conduire par leur combinaison a
d’autres formules plus ou moins remarquables, analogues &
celles que I'on donne ordinairement pour le triangle : nous
wéerirons que la suivante.

2 | i 1 1
FE R TR TR

71

THEOREME V.

118. Etant donné un tétratdre SABCD (fig. 59) dont la
base est ABC, on construit sur ses trows faces latérales, comme
bases, trois prismes triangulaires quelconques dont on pro-
longe les secondes hases jusqui’a lewr intersection commune
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F; on méne la drowe SE, et on construit, sur ABC comme
base, un prisme triangulaire dont les arétes latérales sorent
dqales et paralléles a SY : il faut démontrer que le dernier
prisme est équivalent «a la somme des trois autres (Con-
cours).

Nous pouvons d’abord remplacer les trois prismes latéraux
par trois prismes ¢quivalents qui ont pour bases les faces
latérales du tétracdre, et un sommet commun en F.

(iela posé, prolongeons la droite SF jusqu’a sa renconlre en
L avee la base ABC, et prenons EG égal & SF ; puis menons
EALEB,EC. Le prisme, construit sur ABC, et dont les arétes la-
téralessont KG, AD et BI, pourra ¢ire décomposé en trois pris-
mis ayant 'aréte latérale commune EG, et, pour bases respec-
tives, les triangles KAB,EAC,EBC. Je dis que ces prismces
sont respectivement équivalents aux trois prismes latéraux.

Considérons, par exemple, le prisme AEBHGI : il est équi-
valent au prisme ASBHFI qui remplace, comme nous I'avons
dif, I'un des prismes latéraux donnés, En effet, les tétraedres
SAEB,FGHI sonl superposables , comme on le voit , cn
faisant glisser les trois points I, G,I sur les trois parallcles
AIL,GE , IB, jusqua ce quils viennent s¢ confondre ,
respectivement, avec A,B et E. Maintenant, si de la figure
totale FHIAEB on retranche successivement les deux tc-
fraédres préccdents, on obtient les deux prismes AEBHGI,
ASBHFTI ; 'équivalence de ces deux volumes est donc¢ démon-
trée,

On prouve de méme que les deux autres prismes latéraux
sont égaux aux deux derniers des trois prismes dans lesquels
on a décomposé le prisme construit sur ABC: done la somme
des trois prismes latéraux est bien ¢égale & ce dernier prisme.

AEMangue. Dans la démonstration précédente on n’a appli-
qué aucun théoreéme sur la mesure des velumes; cela tient &
te qu’on a fait, dans un cas particulier, la méme démons(ra~
tion que celle que 'on donne pour établir le théoréme général
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sur lequel on peut faive reposer toute la théoric des mesures
des volumes, et qui est le suivant :

St on coupe une surface prismatique fermee par deux sys-
temes de plans paralléles comprenant entr'eux une méme
longueur d’aréte, les volumes ainsi determinés sont équi-
valents.

Discussiox.

Le point E peut occuper trois positions différentes ; il peut
étre dans lintérieur de la base ABD, comme nousl’avons sup-
posé dans la démonstration précédente, exterieur au triangle,
mais situ¢ dans 'un de ses angles, et, enfin situe dans un
angle oppos¢ par le sommet a 'un des angles du triangle.

Dans le second cas, on voit facilement quele prisme cons-
truit sur ABC est égal & la somme de deux des prismes latc-
raux diminués du troisiéme.

Dans le troisiéme cas, pour avoir le prisme construit sur
ABC, il faut retrancher d’un des prismes latéraux la somme
des deux autres.

Si on désigne par Vi, Ve, Vs, les volumes des prismes laté-
raux et par Vle volume du quatrieme prisme, les trois cas
pourront étre représentés par la formule unique :

V= V-V, Vs

pourvu que l'on comsidere P'un quelconque des volumes
Vi, V2, Vi, comme positif ou négatif, suivant que la face laté-
rale qui sert de base au prisme, étant indéfiniment prolongcée,
passe entre le sommet opposé et le point de concours F des
secondes bases des prismes latéraux, ou bien qu’elle laisse
les deux points du méme coté.

ReMARQUE. Si la droite SF ¢tait paralléle a la base ABC, le
point E serait a I'infini, et le prisme construit sur ABC serait
nul; alors, d’apres la formule générale quwon étend au cas
limite, I'un des prismes latéraux est ¢gal & la somme des deux
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autres; ¢’est ce qu'on démontre facilement d’une mauiére
directe.
Nous considérerons deux cas particuliers:

1° LES TROIS PRISMES LATERAUX ONT MEME HAUTEUR. — Alors
les volumes des trois prismes latéraux sont entr’eux comme les
faces latérales du tétracdre. Or les trois prismes qui ont pour
bases les triangles EAB, EAC EBC et qui sont, respectivement,
¢quivalents aux trois premiers ont aussi méme hauteur : donc
les troisfaces latérales SAB, SAC et SBC sont entr’elles comme
les triangles EAB, EAC et EBC. Mais il résulte de I’hypo-
thése, que le point I est & égale distance des trois faces
latérales, et, par suite, que la droite SE est l'intersection
des trois plans bissecteurs des diédres SA, SB, SC; on
retrouve donc un théoréme connd.

2. LES TROIS PRISMES LATERAUX CONSTRUITS SUR SAB, SAC ET
SB(: ONT RESPECTIVEMENT LEURS ARETES LATERALES EGALES ET PA-
RALLELES A SC, SB Er SA. Alors les trois prismes latéraux
é¢tant, chacun, triple du volume du tétraédre donné sont
équivalents. Il en est, par conséquent, de méme, des trois trian-
gles EAB, EAC et EBC, et le point E est le centre de gravité
du triangle ABC. On remarque, d’ailleurs, que le point F n’est
autre chose, ici, que le sommet oppos¢ an sommet S dans
le parallélipipéde construit sur les trois arétes SA, SB, SC;
on peut donc énoncer le théoréme suivant facile a démontrer
directement.

St dans un parallébipipéde on meéne un plan par les ex-
rémités de trots arétes partant d'un méme sommet, on
obtiendra un triangle qui sera traversé em son centre de
yravité par la diagonale qui coupe les trois arétes.

ReMarque. On peut appliquer le théoréme général & une
Pyramide quelconque, pourvu que les secondes hases des pris-
mes latéraux se coupent en un méme point.

Document numéarisé par |a Bibliothaque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 DES 70



9% DEUXIEME DARTIE.

EVALUATION DE QUELQUES VOLUMES.

Nous allons maintenant donner quelques exercices sur les
volumes, mais du genre de ceux qui exigent peu de calcul, les
autres étant réservés pour I'algebre.

THEOREME 1.

119. Le volume d'un tronc de pyranude triangulaire est
cquivalent a la différence entre le volume d’un prisme qui a
pour hautewr, la hautewr dw tronc, et pour base la demi
somme de ses bases, et le volume de la moitié du tétraédre
obtenu en menant, par un point de lune des bases, des pa-
ralléles aux arétes latérales. du tronce, jusqu’a la rencontre
de Pautre base.

Pour le démontrer, menons parl'un des sommets G delabase
supérieure du trone (fig. 60) deux plans, 'un parallele a la
face ABDF, Pautre parallele aux deux arétes opposées SD ct
SF ; les sections faites par ces plans seront le friangle CGil
ctle parallélogramme CGIB. On décompose ainsi le volume du
tronc en deux prismes triangulaires ABCDGI,BIFCGIL ¢t une
pyramide CGEH qui est ¢videmment la pyramide de 1’énoncé.

Soient V le volume du tronc, II sa hauteur, B et & scs
bases DEF et ADC, et #1a surface du triangle GEH, on aura,

V=0l o - (B—tt)
ou

— HX -—-———B—,—b — H—t
2
¢’est ce qu'il fallait démontrer.
THEOREME II.

120. Le volume du tronc de prisme triangulaire du sc-
cond genre, c'est-a-dire, obtenu en coupant une surfuce pris-
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matigue triangulaire par deux plans qui se rencontrent dans
Iintérieur de la surface, est donné par la formule

v — }Tﬁ > /ev,(/cf—{—/zH—/ziH-/z2/1.3{/3.,—+—/z.2—|—/c3)
3 (=100l

Dans cette formule, V désigne Ie volume du trone, B 1'une
des bases, /,,/%,,4;, les perpendiculaires abaissées sur la base
B des sommels de l'autre base (4, est celle des trois hau-
teurs qui est seule d’un coté de la base B).

Soit (fig. 61) une surface prismatique dont les arétes sont
les trois droites AD, DF, CE prolongées indéfiniment: Sionla
coupe par les deux plans ABC, DEF qui se rencontrent, suivant
la droite GH, dans I'intérieur de la figure, on aura un trone de
prisme du second genre ABCDEF qu’il s’agit d’évaluer.

Le volume demandé est la somme des deux volumes formés
de part et d’autre du plan ABC; mais au lieu d’évaluer d’abord
cette somme, nous allons chercher I'expression de la différence
(qui est beaucoup plus simple. Nous supposerons que le volume
DAGH est plus grand que Vautre GHBCEF, et le volume
quon veut d’abord obtenir, sera alors égal a la différence
entre DACII et GHBCEF.

Le tétraédre DAGIL est la différence entre le téiracdre
DABC et la pyramide quadrangulaire DGBCH, et en désignant
par V' le volume demandé, on a

V' = DABC—(DGBCH -} GHBCF)

Mais la somme des deux volumes DGBCH et GHBCF est visi-
blement égale & la pyramide quadrangulaire DFBCG, qu’on
beut remplacer par la pyramide ABCEF qui a méme base
BCEF et méme hauteur.

La pyramide ABCEF, & son tour, peut étre décomposée en
deuy pyramides triangulaires ABFC, AFCE, et dans la der-
Nitre, on peut remplacer le sommet I' par le sommet B:
"N lrouve ainsi finalement que Ie volume, qwil faut retrancher

7
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de DABC, pour avoir V/, estla somme de deux tétracdres
qui ont, pour base commune, ABC, el, pour sommets hors de
cettebaselespointsE et I¥. Done, si on serappelle les notations
du commencement, on aura

V o— % (hy— s —hy)

€

si le volume supérieur était le plus petit des deux, il faudrait
écrire dans le second membre, 5 (/z —h,—h,) Jaformule gé-

neérale est done

i
V' = g (b — )
Revenons maintenant au caleul de V.
Solent v, et vy les volumes DAGH, GHBCEF. Si on a
v plus grand que vq, onpeut écrire
V=2 v—(0)—0,) =2v,— % (hi—T—1)

=2, g (—hy—+-ho—-hg)

Si v, est plus petit que v,, on écrit

(1) V = 2v4v,—r = 22, ~}— T ( hy—-h-1)

On a donc la méme formule dans les deux cas, et tout re-

vient a caleuler v, ef, par suite, la surface du triangle AGII.
Or on a _
AGIL _ AG Al

2) B T AR N AC
et
Ao by AN,
uB A, HC Ay
d’ou

A Ny Al A
Ak, HG T /1,—{-—/&3
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Et en substituant dans la formule (2}, il vient
B
(oy105) o1y

o — B
(Vos=1es) (i1
Mettant maintenant pour v, cette valeur dans I’égalité (1),
on obtient, tout calcul fait, la formule de I’énoncé.

ot, par suite

THEOREME III.

121. Le volume, qui est engendré par un triangle ABC
exécutant une révolution compléte autour d'un are XY situé
dans son plan et wWayant avec lui aucun point commun, est
égal & la surface du triangle multipliée par la circonférence
que décrit son centre de gravité.

Menons Al parallele & XY (fig. 62) et prolongeons BC jus-
qua sarencontre en I avec cette droite; puis, des quatre points
A,B,C,I, abaissons sur Paxe les perpendiculaires AD, BE, CG
et IF. Le volume qu’il s’agit d’évaluer est égal & la somme des
troncs de cone engendrés par les trapézes ABDE, BEFI dimi-
nuée de la somme des troncs engendrés par les tra-
pezes ACGD, CIEG. Appelant V le volume cherché, on a

vzw%ﬁ (BE* 4-BE x AD 4 GG 4 AD X €6)

el en remplacant BE — CA’ par (BE +- CG) (BE — CG), il
Vient

BE—CG  AD-LBELCG
5 X 3

BE X DF _ CG X DF

— g Y% T

Vement, les surfaces des triangles ABI, ACI augmentées du rec-

tangle ATFD, Ia différence DF X EE_%‘_QE

V=2zDF X

mais leg produits mesurant, respecti-

représente la sur-
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face du friangle donné ABC. Dailleurs, la perpendiculaire

abaissée du centre de gravilé sur 'axe de rotation est, comme

AD + BE 4 CG
3

on le sait, égale & ; le théoréme est donce dé-

montré

Cororrame. Le volume, qui est engendré par un polygone
régulier exécutant une rotation compléte autour d’'un axe
situé dans son plan et'qui ne le coupe pas, est égal ala surface
du polygone multipliée par la circonférence que décrit le centre
du cercle circonserit. Pour le voir, il suflit de décomposer le
polygone en triangles par des droites partant du centre.

THEOREME IV.

122. D'un point B pris hors dun cercle OG (fig. 63),
on méne les deux tangentes BA et BC et le rayon de contact
OC de lune d’elies : st on suppose que la figure exécute une
révolution compléte autour de OC, le triangle miztiligne,
Jormé par les deux tangentes et I'arc qu’elles interceptent, est
cquivalent aw cone engendré par le triangle BDC, ¢iuon
obtient en projetant le point A en D sur le rayon 0C ou sur
son prolongement.

Soit Vle volume qu’il s’agit d’¢valuer : en considérant ce
volume comme étant la différence entre le tronc de cone
et le segment & une base engendrés respectivement par le ira-
péze ABDC et le triangle mixtiligne ADC, on a

V:~E(AD 1 BT - AD X BC) — *f\_D_;_QE 7;%9
ou
V::T:D.C Tl "’1)

Pour simplifier expression précédente, nous remarquons
d’abord qu’on a
—2 —2 —_2
AD -+ DC = AC
D’autre part, si on prolonge AD jusqu’d sa rencontre en L
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avec la circonférence, et qu’on tire EC, on a deux triangles
semblables ABC et ACE qui donnent

AC = AE X BC=2AD X BC

1l résulte de ce qui précéde que P'expression du volume se

simplifie, et qu'on a
2
Vr — m B ?( DC
3

Le second membre est 'expression du volume du cone en-

sendré par le triangle ADC : le théoréme est donc démontré.

o2

THEOREME V.

123. Un cine de révolution étant circonscrit a dewx sphéres
tangentes extérieurement, le volume compris entre les trois sur-
jaces est la mowteé du volume compris entre la surface du cone
et la sphére qui passe par les cercles de contact du cine et des
deux sphéres données.

Soient (fig. 64) deux demi-cercles O et C tangents extérieu-
rement en K, et AD une tangente commune extérieure. Si on
fait exéeuter une révolution compléte & la figure autour de 0C,
le volume engendré par le triangle mixtiligne AEB sera le vo-
lume demandé.

Pour évaluer ce volume, menons la tangente commune inté-
rieure DE, projetons les points de contact A et B sur la ligne
des centres en K et I, et menons DK et DI. D’apres le théo-
réme précédent, les volumes engendrés par les triangles mix-
tilignes ADE et BDE sont, respectivement, équivalents aux cones
engendrés par les triangles DEK et DEI. Le volume, qu’il
sagit d’évaluer et qui est égal & la somme des deux premiers
Volumes, sera aussi égal a la somme des deux cones : en le
désignant par V, on aura

2]

——

. =Dl X IK

3
.
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Maintenant, ¢levons au milieu D de AB une perpendiculaire
a cette droite, et prolongeons-la jusqu’a sa rencontre en Favee
la ligne des centres. Alors, sidu point i comme eentre avee FA
cormme rayen, nous décrivons Pare de cercle ALB, le volume en-
gendré par ic segment correspondant sera le volume compris
entre le cone et la sphére extérieure. Or ce volume a pour ex-

— _—_2 - YRS 2 -
i I\]} >< II\ ou L-l-l)]_J >< II

. \ . -
pression C 5 , puisque la tangente AB
est égale a 2DA : le théoréme est donc démontré.

ArpLicATION DU THEOREME. — On peut se proposer de trou-

ver expression du volume V en fonetion des rayons R et » des
deux sphéres.

Tirons les droites OA ci CB; abaissons du centre Cla perpen-
diculaire Gl sur OA; puis menons, par le point B et jusqu's
la venconire de AK, une paralicle BL a la ligne des cen-
tres OC.

Les deux triangles semblables ABL, O{{y, dans lesquels les
droites BL et 1K, CG et AB sont ¢égales, donunent

|K—AD
0C

on a done, en remplacant 1K par sa valeur dans Pexpression
de 'V

S——; -
. =AB 4zbE
V= a0 s00
Si maintenant on méne les droites OD et OC, on a un triangle
rectangle ODC (ui donge

DE = Br

on a d’allleurs
0 = R+
b =R

done N—=¢ 77
3 R--r
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APPLICATION DES THEORIES GENERALES A LA DEMONSTRATION DX
QUELQUES THEOREMES,

Pour terminer le chapiire, nous allons donner quelques ap-
plications des théories géndrales qui ont été exposées dans la
premicre partie.

THEOREME I.

124. S, d'un point d'une circonférence circonscrite a un
tricngle, on abaisse des perpendiculaires sur les trois coiés,
les pieds sont en lLigne droite.

Un a déja démontré ce théoréme en ne s’appuyvant que sur
ies deux premicrs livees de Legendre; mais la théorie des
iransversales en donne aussi une démonstration {rés-simple.

Menons (lig. 39) les droites MC,AD,BF et CE; les triangles
rectangles MAF,MBD dans lesguels les angles MBD, AT sont
¢gaux, donnent

AF  MA
BT MB

Les triangles MIEA el MDC, MBE et MFC sont aussi sembla-

bles et donnent
DG MC BE_ MB
EATMA  CF MG

Multipliant les trois derniéres égalités, membre & membre,

il vient

FA  DC _ EB

FCC DB EAT

Le premier rapport est positif, et les deux derniers négatifs ;

il faut done prendre le signe <~ dans le second membre. Le

seul cas de figure qui puissc encore se présenter est celui ot

les {rois points D,E,F, se trouvent sur les prolongements des

Cotés du triangle ; les trois rapports sont alors positifs et il

faut encore prendre le signe --. Ainsi, dans tous les cas, les
trois points sont en ligne droite.

1
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11 est bon de remarquer que pour que la démonstration soit
tout-a-fait rigoureuse, il faut s’assurer qu’effectivement les
deux positions des points D,E,F que nous avons indiquées
sont les seules possibles : ¢’est ce qu’on voit facilement, mais
nous supprimons ce deétail.

THEOREME II.

125. Etant donné un triangle ABC (fig. 65), si Lon joint
par des droites les nulieux D,E,F de ses cités, et que, par les
sommels du triangle ainsi obtenu, on meéne des tangentes au
cercle inscrit dans le triangle ABC, les trois points 1,L,M, ou
ces tangentes rencontrent les cotés du triangle DEF, seront en
ligne droite.

Tout revient & démontrer qu’on a

e  LF _ MD

RS AR

en tenant compte des signes des rapports qui y figurent.

Proposons-nous d’abord d’évaluer le rapport % en fonction

des trois cotés du triangle donné ABC. Pour cela, prolongeons
la tangente DI jusqu’a sa rencontre en N avec le coté AC
prolongé lui-méme.
Les triangles semblables ENI,FDI donnent
IE EN CN—EC
IF— DF — ~ DF
Les droites CE et DF étant égales, toutes deux, & la moitié
de AC, tout revient a calculer CN; mais nous adjoindrons a CN
la droite ND, comme inconnue auxiliaire,
Cela posé, soient a,b,c, les trois cotés BC,AC et BC du tri-
angle ABC, ',0/,¢’ les cotés CD,CN et DN du triangle CDN; o'

. . a . o o
est égal a 5 etd’ et sontlesinconnues principale et auxiliaire:

N

I'égalité précédemment trouvée peut alors s’écrire
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/ IE 20—
4 F= 5

Maintenant, & étant le point de contact de BC et du cercle
inserit, si on ¢gale entr’elles les deux expressions connues de
CG en fonction des trois cotés des deux triangles ABC,NCD,
on a
(2) ad—+b—cd=at+b—c

D’aulre part, les triangles ABC,NCD, ayant I’angle commun
C, sont entr’eux comme les produits des edtés qui comprennent
cet angle, et, étant circonscrits & un méme cerele, ils sont
aussi entr’eux comme leurs périmeétres : on a done

, /b
(3) a’—}—b’—}—c’:%(a—-]—b—}—c)

Cela posé, ajoutons, membre & membre, les égalités (2) et
(3); il vient, en remplacant ¢ par g et résolvant I'équation
résultante par rapport a &,

b — 20 (c—10)
a4c—306

Si alors on substitue la valeur de &' dans I'égalité (1), on a
TEW
3¢ —a—0b
a- c—30

pour la valeur absolue du rapport

E
' IR
q'il faut prendre pour le rapport, est
at+b—3c
a+t+c—30
Si le point I était sur le prolongement de EF, le cercle ins-
crit an triangle ABC deviendrait ex-inscrit par rapport au
triangle CND, et on trouverait pour la valeur absolue du rapport,
Cest-d-dire, pour celle qu’il faut prendre actuellement

et, comme dans le cas de figure est négatif, la valeur,
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a+b—3c¢
a+c—30
Ainsi, dans tous les cas, on a, en {enant compte du signe
du rapport,

IE a-+b6—3c¢

I a-tec— 3¢

faisant maintenant une permutation tournante des trois leftres
a,b,¢, on a

v b+4+c—3a MD a-fc—350

th ad+b—3¢c ME b-Fc—3a
et, en multipliant membre & membre les trois égalités préec-
dentes, il vient

IR LF_ MD
iw < Tp X WMET

¢'est ce qu’il fallait démontrer

L’dlégante démonstration gqu’on vient de lire est de M. Al-
fred Serrvet (7).

Reyangue. En faisant une projection orthogonale, le théoreme
se trouve immédiatement étendu a Pellipse, ct, & Paide d’une
perspective du genre de celle qut est indiquée n° 86, on voit
que, dans I'énoncé du théordme, on peut substifuer aux mi-
lieux des ¢otés du triangle donné, trois points de ces eotés
satisfaisant & la condition que les droiles qui les joignent anx
somuiels opposés se coupent en un méme point.

THEOREME III.

126. Dans un quadrilatére complet, les civconférences de-
erites sur les trois diagonales comme diamétres ont mén:?
axe radical ; les nilicur de ces trois diagonales sont en ligie
drote s etles points dintersection des hauteurs des quatre triai-
qles formés par la rencontre des quatre cotés du quadrilatéie

() Souvelles Annales, t. VI, page 301,
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sont sur une méme droite perpendiculaire ¢ celle qui passe
par les mulieux des diagonales.

Soient le quadrilatére complet ABCDEF (fig. 66), et A4,
BlI, EI les trois hauteurs du triangle ABE, qui se coupent
en O.

Déertvons trois circonférences sur les diagonales BD,AC EEF
comme diametres ; elles passeront respectivement par H,G,1;
alors les puissances du point O, par rapporta chacune des cir-
conférences, sont les produils — OH X 0B, — 0G X O0A,
— 0l X OFE. Mais ces produits sont évidemment ¢gaux, & cause
des quadrilatcres inscriptibles AHGB, AIGE; le point O d’in-
tersection des trois hauteurs du triangle ABE est done d’égale
puissance par rapport aux trois circonférences, et il en est de
méme des trois autres points analogues.

Comme il ¥ a plus d’'un point d’égale puissance, par rapport
aux {rois eirconférences, on en conclut que ces lignes ont un
méme axe radical qui contien! tous les points d’égale puis-
sance, (ue les trois centres, c’est-d-dire, les milieux des
diagonales sont en ligue droite, et enfin que Pase radical est
perpendiculaire a cette dernicre droile: tout est doue dé-
montré (*)

Revargrn. On peut prouver irés-simplement, d'une ma-
nitre dircete, que les milieux des trois diagonales sont en li-
ghe droite. Pour cela, on considdrele triangle ALB (fig. 66) dans
lequel on joint les milieux des ¢oOtés P,Q,R, par des droites
Wi passent aussi, chacune, par le milien d’une des diagonales.
Tout yevient & démontrer que les derniers points déterminent,
U les edtés du triangle POR, six segments satisfaisant a la
¢ondition ordinaire ; mais ¢’est ce que on voit immédiatement,
f remarquant que les segments sont les moilics de ceux que
2 transversale DI délermine sur les eotés du triangle AEB.

™ Mention h /1 { 7 W
Colennon. — Noweelles tanales, . X1
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THEOREME 1IV.

12%. St dansun pentagone on enléve successtvement chacun
des cités, et qu'on prolonge jusqica leur rencontre les deux
cités adjacents, on forme ainsi cing quadrilatéres dans les-
quels les droites que joignent les milieuz des diagonales se
coupent en un meme point.

Soit ABCDE (fig. 67)le pentagone donné. Sion enléve, chacun
a son tour,les deux cotés ABet BC, et qu’on prolonge les coOtés
qui leur sont adjacents, jusqu’a leur rencontre en S et F; on
obtient les deux quadrilatéres ESCD,EAFD. Menous leurs dia-
gonales SD,EC, EF,AD, et tirons les droites GI,HK qui joignent
Jeurs milieux ; O étant le point d’intersection des deux

~

.\ : : , GO
dernicres droites, nous allons d’abord ¢valuer le rapport T](—)

A cet effet, tirons les droites GK,II, et prolongeons-les
jusqu’a leur rencontre avec le coté ED : il est visible qu’elles
passent par son milieu L ; mais le triangle GLI, coupé par la
{ransversale K, donne

KL X HI X GO =HL X GK x 10
d’ou
GO HL X OK_ DF X AS
107 LK X HIT AE X CF

Considérons maintenant le quadrilatére PBCD obtenu en
prolongeant les cotés DE et AB jusqu’a leur rencontre en P,
et menons ses diagonales PG et BD, ainst que la droite MN
ui joint leurs milieux. Si on désigne par 0’ le point ou cette
derniére droite coupe GI, on {rouve comme plus haut

GO/ DP X SB
1077 PE X BC

Il faul maintenant prouver que les deux points 0 et 0’ s¢

confondent, et, pour cela, démontrer I'égalité des rapports
GO GO

m et T c’est-a-dire, qu'on doit avoir :
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DF X AS X PE X BC=AE X CF X DP X BS
mais, si onremarque que les triangles suivants : DPEF et EPA,
EAP et SAB,ABS et CBIF, BFC et PFD, ayant, deux a deux, un
angle égal, sont, entr’eux, comme les produits des cotés qui
comprennent les angles égaux, il vient
DPF  DP X PF  EAB PA X AE
EPA T PE X PA  SAB™T AS X AB
ABS  AB X BS BFC FB XCF
CBF — BC X FB  PFD~ DE X DF
multipliant enfin ces équations, membre a membre, on obtient
Pégalité de condition donnée plus haut.

Onprouverait deméme que les droites qui joignent les milieux
desdiagonales dans les deux derniers quadrilatéres passent par
le pont d’intersection de deux des droites analogues dans deux
des quadrilatéres précédents : le théoréme est donc démontré.

L’emploi des signes n’était pas applicable ici; mais la voe
de la figure y supplée.

THEOREME V.

128. S7 un angle constant BAC (fig. 68) tourne autour d'un
powt fixe A, et que ses cités prolongds rencontrent une droite
doninée LM en deux points B et C; le cercle circonserit au
triangle ABC sera toujours tangent ¢ un cercie fixe.

Preaire pEMoNsTRATION. Du point A abaissons sur BC la per-
PendiculaireAD, et sur cette droite prenons un point quelcon-
que E; décrivons ensuite sur AE comme diametre un cerele qui
coupe en F et G les deux cotés de 'angle mobile. Si nous me-
hons la corde FG, cette droite sera de longueur constante,
¢t, par conséquent, sera tangente & un cercle connu, ayan!
pour centre le point A.

Déterminons maintenant les lignes réciproques de la corde
FG et du cercle fixe auquel elle est tangente, en prenant, pour
Origine, le point A, et, pour puissance, le produit AE X AD.

La ligne réciproque de la corde FG sera le cercle circon-
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serit an triangle ABC (63), et celle du cercle tangent & la
corde sera un cercle parfaitement déterminé et tangent ay
cercle circonscrit au triangle (62 et 65). On aura, d’ailleurs, le
centre et le rayon du cercle fixe par les formules du n°® 66.

DevxiiMe  pEMoNsTRATION. Du point O centre du cercle
circonscrit au triangle ABC, on abaisse une perpendiculaire
OH sur BC, et Pon mene OB. On obtient ainst un triangle BOil
dans lequel 'angle O est égal a Pangle BAC, et, par suite,
est constant; le rapport de OB a OH cst done connu.

Simaintenant on meéne la droite OA, comme les longueurs OA
et OB sont égales, on voit que Ie lieu du point O, lorsque I'angle
A tourne autour de son sommet, est une hyperbole dont I'un des
foyersestlepointA, etla directrice correspondante, la droite LM.

Le rapport des distances du point O au foyer et a la di-
rectrice ¢lant déterminé, on pourra, par une construction
(res-simple, obtenir le second foyer A’ de I'hyperbole, et la
distance OA’ — OA sera constante. On voit alors (ue le cercle,
déerit avec OA comme rayon, c’est-a-dire, le cercle circons-
crit au triangle ABC, sera tangent au cercle directeur relatif
au second foyer A’.

THEOREME VI.

129. Etant donné (fig. 69) un cercle dont le centre est 0
et un point P dans son plan; par ce point on méne deux sé-
cantes quelcongques PAB, PA'B’, on circonscrit un cercle d
chacun des triangles PAA’, PBB', puis on decrit un cercle sur
PO comme diamétre ; on propose de démontrer que les tros
derniers cercles se coupent en un méme point M (Concours).

Nous avons déjadonné la démonstration de I'éléve qui a
obtenu le second prix : les trois démonstrations, que nous
allons maintenant présenter et qui sont une application trés-
ingénieuse des théories générales, sont dues a P'éléve qui a
remporté le premier prix.

PREMIERE DEMONSTRATION. Soit] le pointd’intersection des deux
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cordes AA/, BB, et HIG la polaire du point P, qui coupe PO en
K. Prenons sur la droite indéfinie PI un point M tel, que le
produit PT X IM, pris avee son signe, soit ¢gal & la puissance
dapoint P par rapport au cercle donné O : I en résulte évi-
demment que le point M appartiendra aux deux cercles cir-
conscrits aux triangles PAA’ et PBD.

La démonstration doit s’appliquer que le point P soit ex-
térieur ou intérieur au cercle donné ; mais, pour fixer les idées
par une figure, admettons que le point P soit extéricur.

Soit R le rayon du cercle; d’apres la condition qui déter-
mine le point M, on a

PI X IM=— R — O
et, par suite,

PIX PM =Pl Pl X M =DI +R — 0
mas dans e triangle POI, on a
Pl — 0 =PK — 0K
et, par suite, il vient
PT X PM = R* -} PK* — OK* = R* - (OP — OK)® — OK?
développant et réduisant, on a

PI X PM =R --0P — 20P X OK
Mais, d’aprés une propriété connue du pole et de la polaire
par rapport a un cercle, on a
0P X OK=R?
Pégalité précédente devient donc
PI X PM=0P — R
Mais on peut écrire
R
2 __pe— O | I
OP* — R*=0P X <Ol op

9

-

op est égal & OK, 1l vient finalement

¢t en observant que
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PI X PM==0P X OK

Par conséquent, le quadrilatére KOMI est inscriptible, et,
comme P'angle OKI est droit, 11 en esl de méme de I'angle M;
il g’en suit que le point M appartient & la circonférence dé-
crite sur M comme diametre: le théoréme est done démontré,

ReEMarQuE. Dans le cas out le point P est extérieur la dé-
monstration peut se faire plus simplement.

En efiet, Ie point M ¢tant déterminé comme précédemment,
et G el H étant les points olt Ia polaire du point P coupe Ia
circonférence O, on a

PI X M = 1G X GHI
les quatre points P, G, 11,3, sont, par conséquent, sur un méme
cercle; mais le cercle passant par les trois premiers est celui
qui est déerit sur OP comme diameétre: tout est donc dé-
montré.

DeuxiiME pEMoNSTRATION. Elle s’appuie sur le Lemme suivant:

St deux circonférences O et E (fig. T0) sont telles que la se-
conde passe par le centre O de la premicre, et qu’on prenne,
par rapport a celle-ci, la polaire du point P diamétralement
opposé au point O ; la droite ainst obtenue sera ['axe radical
des deux cercles.

En effet, soient R et R’ les rayons des cercles O et E, et
GII leur axe radical qui coupe la ligne des centres en I. Le
point I étant d’égale puissance par rapport aux deux cercles,
on a

_— U —_—3

O — R =EI'—R
ou en remplacant EI par Ol — R’
R*=20I X R"=0I X 0P
GII est done bien la polaire du point .
ReMARQUE. Dans le cas oti le point P est extérieur, le Lemme
est évident, puisque la circonférence, décrite sur OP comme
diametre, passe par les deux points de contact G et I des tan-

72
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sentes menées du point I'a la ecirconférence 0. Mais la
démonstration précédente est applicable, quelle que soit la
position du point P.

Soient maintenant E le cercle déerit sur OP comme dia-
metre, et C et (7 les cercles circonscrits aux triangles PAA’/,
PBDB' : je dis, d’abord, que 'axe radical de et G’ est la droite
PL. En effef, Paxe radical des cercles O et C est la droite
AA/, et, celul des cercles O et (/, la droite BB : Pintersec-
tion] de AA’ et BB’ est done le centre radical des trois circon-
ferences O,Cet (7, et par suite PI estbien’axe radicalde C et(.

On voit de méme (ue la droite PTI est aussil’axe radical des
cercles C et E. Kn effel, I’axe radical de € et O est la droite
AA/, et 'axe radical de E et de O est, en vertu du lemme, la
polaire GH du point P: la droite PI est donc bien Paxe radi-
cal des cercles C et E.

Les trois cercles €, (7 et £ ayant méme radical PI, el un
point commun I, doivent se couper en un autre point com-
mun. C.().F.D.

TrowsiiMe pEMoNsTRATION. Iitablissons d’abord le lemme que
volci :

tant donnés une circonférence O et un point P dans son
plan, quand on prend, pour origine, le point P, et, pour puis-
sance, la puissance du point parrapporta la circonférence ,
la polaire du point P a pour ligneréciproque la circonférence
décrite sur PO comme diamétre.

Le lemme est évident lorsque le point I est extérieur au
tercle 0 ; mais voici une démonstration qui s’applique a tous
les cas, GKIT ¢tant toujours la polaire du pointP’, ona

PO X OK=T1
U cen remplacant OK par OP — PK
OP X PK — 0P — RL

le point 0 est done bien le point réciproque du point K, et le
lemme egt démontré.
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La démonstration du théoréeme est maintenant facile.

En effet, le point P étant pris pour origine, et la puissance
de ce point, par rapport ala circonférence 0, comme puissance,
les deux lignes réeiproques des cordes BB’ et AA/ sont évi-
demment les circonférences C et (7, et la ligne réciproque
de la polaire CH est, en vertu du lemme, la circonférence E,
Mais les trois lignes AA’) BB’ et GIT se coupant en un méme
point I, les circonférences C,(7 et E se coupent au point 3
réciproque du premier.

REMARQUES DIVERSES.

Les démonstrations précédentes font voir que les circon-
férences circonscrites aux triangles PADB', PBA/, sc coupent
aussi sur la circonférence E.

Si on avait considéré le point I comme le point donné, on
verrait aussl que les circonférences circonscrites aux triangles
AIB et B'IA, ou aux triangles AI'B et BIA’ se coupent sur la
circonférence décrite sur Ol comme diaméire.

Mais, d’autre part, d’apres un théoréme connu sur le qua-
drilatére complet, les circonférences C et ( doivent se couper
au méme point que les circonférences circonscrites aux trian-
gles AIB, A'IB’. En rapprochant cette remarque de la précé-
dente, on voit que, dans chacune des positions des séecantes
mobiles PAB, PA’B’, on pourra avoir la position du point M
par l'intersection des circonférences décrites sur 01 et IP
comie diametres ; et , quen ce point, se coupent aussi
quatre cereles circonserits & quatre friangles de la figure.

THEOREME VII.

180. Etant donnés deuz cercles O et (. (lig. T1) qui n¢
se touchent pas, mais qui peuvent se couper 0w ne pas se cou-
per, de chaque point M de lun des cercles C, on méne dewt
droites awr centres de similitude S et T des deux cercles; c6
droites rencontrant le second cercle en quatre points A,B,D,E:
oi demande de démontrer que la droite AN, quijoint les dewt
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points antthomologues de M par rapport aur devx centres de
similitude, passe par un pomnt fize (Concours).

Les démonstrations qui vont suivre sont dues & M. Chasles.

PREMIERE DEMONSTRATION. Les points A et M étant antihomo-
logues, les tangentes menées en ces points se coupent sur
Paxe radical des deux cercles. II en est de méme, et, par
ane raison semblable, des tangentes aux points E et M. Les
deux tangentes en A et E viennent donc couper ’axe radical au
point ou cette droite est rencontrée par la tangente ecn M.

On voit ainst que le pole de la corde AD se trouve sur 'axe
radical des deux cercles, et que, par suite, la droite mobile passe
toujours par un point fixe I qui est le pole de I'axe radical.

DrvxikME pEMONsTRATION. On se propose de faire voir que

\l

T est constant.

Menons (fig. 71) Mt paraliele & AF; les friangles sembla-
bles, AFS et MGS, FDT et MTG donnent
FS __AS  FG__ MD
FaG— AM  FT 7 DY
ot en multipliant, membre & membre,
- FT — AM X DT
@ cause des triangles semblables SOB et SCM, OTE et CTH,
Ol a aussi

le rapport

0S__ BS 0OG__ EM
oC~ BM OT BT

Col Ton déduit encore par multiplication
2) 0S __ BS X LM
OT — BM X ET
Multipliant maintenant, membre & membre, les équations
1] et (2), il vient
FS 0T _ AS X MD X BS X EM

FT = 05 ™ IM X DT X BM X ET
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niais en observant qu’on a

MD X EM = MB X AM
il vient
FS 0T AS X BS
FT— 0S8 X DT X ET
Les produits AS X BS et DT X ET sont constanls, comme
representant les puissances des deux centres de similitude par

~(Ct

1
rapport a la circonférence O; le rapport BT est, par conse-

quent connu : et comme, d’ailleurs, on voit, par la construction
de la figure, quele point F est sur le prolongement de TS, on
en conclut que le point-est bien déterminé.

Le théoréme est done démontré.

TrostiMe pEvMonsTRATION. M. Chasles transforme d’abord
I'énoncé de la question.

Lesrayons OB et OE ne formant qu’une méme droite, comme
parall¢les, tous deux, a CM, on voit que le quadrilatere ABED,
inserit dans Ja circonférence O, a trois de ses ¢6tés qui tournent,
respectivement, autour des trois points 0,T,S, et Ie qua-
tricme coté AD doit tourner autour d’un point fixe F situé sur
la méme droite que les premiers.

Quand le centre O est I'un des points fixes, il est facile de
voir que, réciproquement, de la propriété que nous venons
d’énoncer, on peut déduire le théoréme proposé.

Tout revient a prouver que le lieu dupoint M, intersection
des cOtés opposés AD et DE, est une circonférence C telle, que
S et Tsoientles centres de similitudes des eirconférences O et €.

En effet, menons, par le point M, la droite MC paraliele @
0B, et prolongeons-la jusqu’a la rencontre de la droite 0S;
on aura par les triangles semblables

OT OB O0S_ OB
CT— MC CS™ MC
d’ou
CT 0T
cS T 0S8
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Le point C est done harmonique conjugué du point O par
rapport aux deux points T et S: on aura ensuite
0B X CS

0G

Le liea du point M est done une circonférence dont le centre
est G et le rayon MC. Les points T et S sont, d’ailleurs, les
deux centres de similitude.

Ecartant maintenant cette restriction que le point O est le
centre du cercle donné : nous avons & démontrer le théoreme
suivant, un peu plus général que le théoréme proposé :

Un quadrilatére étant inscrit dans un cercle, st on le déforme
en faisant tourner trois de ses cotés autour de trois points

MC =

0,5, T donnes en ligne droite ; le quatrieme cité passera par
un point fixe situé sur la ligne droite que contient les trods
premuers (*).

-

Tout revient & démontrer que le rapport % est constant.

Soient (fig. 72) I et I les points ou la droite OTS coupe le cer-
cle: menons les droites qui les joignent aux exirémités du
¢6t¢ AD ; nous obtiendrons deux triangles AHD,IAD qui ont
méme base AD, et sont, entr’eux, comme leurs hauteurs, ou
comme HF est a IF. Mais les mémes triangles qui ont deux
angles supplémentaires AND, AID sont aussi, entr’eux, comme
les produits des edtds qui comprennent ces angles: on a, par
conséquent,

HE AR X DI

IF— Al X Dl
Dautre part, les triangles BAI,BAH, ayant méme base IIB,
sont entr’eux comme leurs hauteurs, ou comme SI est a SH ;
lls ont aussi les deux angles égaux BIA,ATIB; ils sont donc
¢nli'cux comme les produits des cOtés qui comprennent ces
Wngles, et on peut écrire

SI  BI X AE

SI — BH X AH

*
(*) Chasles, — Porisme, 182.
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Par une raison analogue, les triangles IBE,BAE et DIE,DEH
donnent

OH BH X EHND  TI DI X El

01 — Bl X EI  TH™ DI X EH
Multipliant maintenant les quatre é¢quations, membre & mem-
hre, et supprimant les facteurs communs, il vient :

SI Ol

STRAN] X g TH

—1

d’ou l'on dédmt

IF JS HO  iT
m—as 10 X T

Le rapport IFI est donc constant; ct, comme la construc-

{ion du quadrilatére indique si Ie point F est sur la droite IH
ou sur son prolongement, ce point est bien déterminé.

. : , : F

(JUATRIEME DEMONSTRATION. Nous allons caleulerle rapport T

mais en nous servant de la théorie des transversales.
Considérons (fig. 72) le triangle MTS coupé par les deux

{ranversales AD et BE ; nous aurons
TF X SA X MD=MA X SF X TD

Multipliant, membre & membre, et supprimant les produits
égaux MD X ME et MA X MB, il vient
TF X TO X SA X SB=SF X SO X T X TE
’oti
FS OT _, SA X SB
FT — 0S © TD X TE
Lesproduits SA. X SB et TD X TE sont, respeetivement, 1¢s
puissances des points S et T par rapport a la circonférence 0;
l‘T
et, par suite, la position du point F est connue.
CINQUIEME DEMONSTRATION. Nous supposerons ici que le point

le rapport = est donc déterminé en grandeur et en signe,
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iixe O soit le centre de la circonférence donnée el nous cons-
truirons une circonférence G comme il a été dit (Troisicme dém. ).

Concevons maintenant, outre le quadrilatcre ABCD, deux
aatres A/B'C’DY, A’B7C’D”. Les trois quadrilatéres auront
irois de leurs coOtés passant, respectivement, par les trois
points 0,T,S : il faut prouver que les derniers cotés DA, DA,
D’A” vont concourir en un méme point,

Les deux droites AA’ et M3 joignant deux points antihomo-
logues se coupent sur 'axe radical des deux cereles,; et il en
est de méme de DD’ et MM : les droites A\’ et DD’ vont, par
conséquent, rencontrer 'axe radical aumeéme point. Pour une
raison semblable, AA” et DD, A’A” et 'D” se coupent, deux
a deux, en un méme point de 'axe radical : donc les iriangles
ANA” DD'D” sont tels que leurs cotés se coupent deux & deux
sur une méme droite, et, par conséquent, les sommets oppo-
sés sont sur des droites concourantes en un méme point F,
ou, en d’autres termes, les trois droites AD, A’IY, A"D"se cou-
pent en un meéme point.

SIXIEME DEMONSTRATION. — On emploie une perspective.

Considérons d’abord le cas particulier ot 'un des points
fixes donné S est A infini ; on a alors & démontrer le théoreme
swivant

Etant donnés un cercle dont le centre est o (fig. 73) et un
pownt t dans son plan ; on méne ot, la paralléle ab @ cetie
droite, et le diamétre he 5 on tive ensuite les droites ted et ad :
il Sagit de prouver que cette dernicre droite passe par un
point fixe.

Soit / le point ot la droite ad rencontre ot, les deux angles
fde, toe sont évidemment ¢gaux, comme ayant méme mesure ;
e, par suite, les quatre points o,f,d,e sont un méme cerele ;
o a alors

to X tf =td X te

Done le point £ est fixe.
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Faisant maintenant une perspective du genre de celle quia
¢éte indiquée au n° 86, on ale théoréme genéral.

M. Chasles donne encore quatre démonstrations : I'une o
intervient un sinus, une seconde pour les infiniment petits,
et deux ou il fait usage du rapport anhormanique et de I'in-
volution : nous renvoyons le lecteur a l'ouvrage de I'éminent
gétometre pour ces démonstrations que nous ne eroyons pas
pouvoir prendre place ici (7)

Pour terminer, nous donnerons une derniere demonstration
due & un éléve du lycée Bonaparte.

SEpTIEME DEMONSTRATION. Menons (fig. 71) la droite MK qui
fasse avec MC I'angle KMC ¢égal a Pangle MSC : les triangles
MCK,MSC étant semblables, on a, d’abord,

CK X (S=0(M

et, par conséquent, le point X cst fixe.

D’ailleurs, la similitude des mémes triangles donne 'angle
MKC ¢gal & langle CMS, et, par suite, & I'angle EBA ou ADE.

Les angles ADE, MKC ¢tant égaux, les quatre points I, D,
M, K sont sur une méme circonférence, et on a

FT X TK=TD X TM

mais TD X TM c’est le produit des distances d’'un centre de
similitude & deux points antihomologues par rapport a lui; il
est donc constant, et, par suite, le point I est fixe.

Nous allons, pour achever le chapitre, faire connaitre quel-
ques nouveaux théorémes sur la perspective. Ces théorémes,
quoique d’un usage moins général que ceux que nous avons
donnés dans la premiere partic, seront quelquefois utiles.

THEOREME I
131. La projection stéréographique dun cercle tracé sur

(*) Diverses solutions de la question de mathématiques ¢élémentai-
ves proposée au concours géndéral en 1851, par M,
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une sphere est elle-méme un cercle, et le centre de cette pro-
jection est la projection du sommet du cone circonserit a la
sphere suivant le cercle donné.

La projection stéréographique cst la perspective d’une fi-
gure tracée sur une sphere, lorsqu’on prend pour point de vue
un point de la sphére, el, pour plan du tableau, un grand cercle
qui a ce pomnt pour pole. Comme le plan tangent a la sphére,
au point de vue, est paralléle au plan du tableau, la premiere
partic du théorcme peut étre considérée comme démontrée :
mais voici une démonstration directe du théoréme complet.

Soit (fig. 74) V le point de vae, M un point du cerele donné,
et S le sommet du cone circonserit & la sphére suivant la
cercle donné ; prenons, pour plan de perspective auxiliaire, un
plan paralléle au plan tangent en V, et mené par le point S;
et soit M’ la perspective du point M sur le plan auxiliaire.
Menons maintenant la droite SM, et prolongeons-la jusqu’a sa
rencontre en A avec le plan tangent en Y; puis tirons les
droites AV et SM.

Les droites AV et AM sont égales comme tangentes mendes
d’un méme point Adlasphere ; et les droites SM’et AV étant pa-
rallcles comme intersections d’'un méme plan par un troisicme,
les droites SM’ et SM sont aussi égales; mais comme S)M est
constant, il en est de méme de SM/, et la perspective auxiliaire
est un cercle dont le centre est le point S.

Maintenant, si on revient au plan du tableau primitif qui
est paralicle an plan auxiliaire, la perspective est toujours un
tercle, et son centre estla perspective du sommet du edne sur
le tableau

THEOREME II.
132. L’angle de deux courbes tracées sur une sphére est
€gal a Pangle de lewrs projections stéréographiques.
Soit (fig. 75) V Ie point de vue; AB et AC les tangentes aux
deux courbes tracées sur la sphére et qui s’y coupent au
Point A etles droites DB et DC leurs projections stéréogra-

Document numarisé par |a Bibliothaque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 DES 70



122 DEUXIEME PARTIE.

phiques ; prolongeons maintenant les deux tangentes jusqu’a
leur rencontre, en E et F, avec le plan tangent a la sphére au
point V; puis menons les trois cotés du triangle VEF.

Les deux droiles EV et AE sont égales comme tangentes
mencées, d'un méme point E, ala sphere; et 1l en est de méme
des deux droites FV et FA ; les deux triangles VEF et AEF sont
done égaux, comme ayant les trois cOtés respectivement égaus,
et, par suite, les angles EVF, EAF le sont cux-mémes. Mais
déjid les angles EVE, BDC sont ¢gaux, comme angles plans
d'un méme diedre AV ; par conséquent, les deux angles EAF,
BDG sont aussi égaux.

THEOREME III.

133. Ktant tracés deur cercles sur une sphére, si, par
l'un des sommets des deux cones qui contiennent les deux cer-
cles, on fait passer un plan quelconque, ce plan coupera les
deuzx cercles sous un méme angle.

Soient (fig. 30) AC et DF deux cercles d’une meéme
sphére, S le sommet d’un des cones qui contiennent
les deux cercles, E ct B les points ou un cercle quelconque
de la sphere dont Ie plan passe par le sommet S vient ren-
contrer les deux premiers ; les tangentes au troisitme cercle,
aux pointsE et B ; seront évidemment symétriques par rapport
au plan qui est perpendiculaire sur E B, en son milieu.

Si maintenant nous menons la génératrice SEB et une gé-
nératrice voisine SE'B’, les deux produits SE X SB et
SE” X SB étant égaux, tous deux, & la puissance du point S
par rapport a la sphére, sont égaux entr’eux; et les quatre
points E, B, I’ ¢t I, sont sur un méme cercle. Supposons
ce cercle tracé, et menons lIes cordes EE’, BB qui lui sont
communes avee les deux cercles qu’il coupe. I est clair que
forsque la génératrice SE/B’ tournant autour du point S sera
venue se confondre avec SEB, les deux cordes communes
seront devenues des tangentes communes aux deux premiers
cercles et au cercle auxiliaire.
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slais les tangentes en E et B & ce dernier cercle sont sy-
métriques par rapport au plan perpendiculaire & EB en son
milieu - les deux angles dont il faut prouver I'égalité ont donc
leurs cOtés symétriques par rapport & un méme plan, et par
suile, sont bien égaux, comme on Pavait dit.

ReyMarQuE. Le cercle auxiliaire, que nous avons considéré
dans la démonstration précédente, est tangent extérieurement
aux deux cercles donnés. On peut donc dire que, lorsque deux cer-
cles tracés sur une sphere sont touchés extérieurement par
un troisieme cercle dela sphére, les deux points de contact se
(rouvent sur une méme géncratrice du cone, qui contient les
deux cercles, et qui a son sommet extérieur a la spheére. On
voit facillement qu’il en est encore de méme dans le cas de
deux contacts intérieurs, mais que, dans le cas d'un con-
tact intérieur et d'un contact extérieur, les points de tangence
sont sur une méme génératrice du come dont le sommet est
intérieur a la sphere.

THEOREME 1V,

134. Les six sommets des cones qu’on peut fare passer par
irois cercles d’une spheére pris, deux a deux, sont, trois a trois,
sur quatre droites situées dans un meme plan.

Je remarque, d’abord, que le nombre des solutions et les
différents cas du probleme du cercle tangent & trois cercles
donnés est le méme sur la sphere et sur le plan. Cest ce
qWon voit immédiatement en faisant une projeclion stéréo-
graphique des cercles tracés sur la sphere.

Soient, S,5,8” les sommets des trois cones extérieurs ;
T, T/, T” ceux des trois cones intérieurs correspondants :
je dis d’abord que les trois sommets S,8,8” sont en ligne
droite,

Concevons deux cercles qui touchent, le premier, extérieu-
rement, le second, intéricurement, les trois cercles donnés.
D’apreés la remarque qui a été faite & la suite du théoréme
précédent, les trois premiers points de contact sont deux a deux
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sur des droites passant, respectivement, par les sommets S,8
et S”. Ces trois sommets se trouvent, par conséquent, dans
un plan passant par les trois premiers points de contact. On
prouve de méme qu’ils sont situés dans un plan passant par
les trois derniers points. Ils sont done sur lintersection d»
deux plans, et par suite, sont en ligne droite.

On prouve de méme que les sommets S, T, T”; S, T,T";
S7T,T” sont, trois a trois, en ligne droite : comme, d’ailletirs,
les quatre droites obtenues ont, deux a deux, un point commun,
elles sont situées dans un méme plan.

GHAPITRE II.

DES LIEUX GEOMETRIQUES.

METHODES ET EXEMPLES.

135. On appelle lieu géométrique la figure formée par
tous les poiuts jouissant I’'une méme propricté. Dans le plau,
le licu est composé d’'une ou plusicurs lignes, et, dans I'espace,
’une ou plusteurs surfaces, ou d’unc ou plusieurs lignes.

Pour faire voir qu’une figure est un lieu demandé, il fau!
démontrer que tout point jouissant de la propriété énoncée s
situ¢ sur cette figure, et, réciproquement, que tout point
(qu'elle contient jouit de la propricté.

On peut aussi, pour achever la démonstration, établir la
proposition contraire, c’est-a-dire, prouver que tout point, qui
ne jouit pas de la propriété énoncée, n’appartient pas ala figure.

Nous allons d’abord nous occuper des licux plans.

LIEUX PLANS.

Un grand nombre de théorémes connus, quand on y adjoint
les propositions réciproques ou contraires, conduisent imme-
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diatement a des lieux géométriques ; ¢’est ce que nous allons
voir par une revue rapide de la géométrie plane.
136. Le premier livre nous donne les lieux suivants :

1. Le lieu des points, & égale distance de deux points fixes,
est la perpendiculaire élevée sur le milieu de la droite (ui
joint les deux points.

2. Le lieu des points, a égale distance de deux droites qui
se coupent, est la figure formeée par les deux bissectrices des
quatre angles de ces droites.

3. Le lieu des points, & égale distance d'une droite, cst la
figure formée par les deux paralleles & la droite, menées a la
distance donnée.

4. Le licu des points tels, que la somme de leurs distances a
deux droites fixes (ui se coupent, est constante, est le périmetre
d'un rectangle dont les droites données sont les diagonales.

On ramene ce lieu aux précédents, en prolongeant, a partir
dupoint donné, I'une des perpendiculaires d’une longucur ¢gale
a Tautre.

5. Le licu des points tels, que la différence de leurs distances
a deux droites qui se coupent est constante, est la ficure formée
pas les prolongements des cotés d'un rectangle dont les diago-
nales sont les droites données.

13%. Le second livre conduit aux lieux suivants :

1. Le lieu des points, & une distance constante d'un point
fixe, est la circonférence, qui a ce point pour centre, et pour
rayon la longueur donndée.

2. Le lieu des extrémités des tangentes, de méme longueur,
menées par les différents points d'une circonfcrence, est une
circonférence concentrique i la premicre.

3. Le lieu des extrémités des droites de longueur donnée,
menées par les différents points d’'une circonférence, dans une
direction et un sens déterminds, est une circonférence égale &
la Premiere.

Pour le démontrer il suffit de construire un parallélo-
gramme dont deux cotés opposés sont : la droite dans une po-
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sition déterminée, et une droite menée par le centre du cerels
donné, de méme sens, de méme direction, et de méme lon-
gueur que la droite elle-méme.

4. Le licu géomdirique des points tels que, de ces points, ou
voit une droite de longueur donnée, sous un angle donné, es!
la figure formée de deux ares, capables de 'angle, ayant powr
corde commune la droite donnée, et symélriques par rapport a
cette droite.

138. Trois des théorémes que nous avons démontrés, ainsi
que leurs réciproques, aun® 102, et e¢n nous appuyant seule-
ment surles deux premierslivres, conduisent aux licux suivants::

1. Etant donnéos (fig. 76) deux droites paralleles BD et AG
coupées par la perpendiculaire commune DG ; une droite mobile
AB rencontre les deux paralleles en deux points A et B tels,
(que le produit des segments AG et BD est constant; on prend
sur la droite DG ou sur son prolongement un point ¥, tel que
le produit de ses distances AG et BD soit égal au produit donné,
et de ce point on abaisse EM perpendiculairve sur la droite mo-
bile AB: le licu du point M est la circonférence décrite sur
DC comme diameire.

Suivant que le produit AC X BD est plus petit ou plus grand
que le carré de la moiti¢ de DC, Ies segments BD et AC sont
comptés, dans le méme sens ou en un sens contraire, par rap-
port aux pomts D el €, ¢i le point E est sur DG ou sur son
prolongement.

2. Le licu des points tels, que les pieds des perpendiculaives
abaissées de ces peints sur les trois ¢otés d'un triangle sont en
ligne droite, est le cerele civeonserit aun triangle.

3. Le licu des points tels (ue, sion les joint aux trois soni-
nets d'un triangle équilatéral, I'une des droites soit ¢gale & la
somme des deux autres, est le cercle circonscrit au triangle.

139. Passons maintenant au troisieme livre : on a les lieux
suivants :

1. Etant donnés un point et une droite, par le point, on menc
une droite quelconque qui rencontre la premiere, on partage
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DES THEOREMES. 127

Ja partie de la droite mobile, comprise entre le point et la droite
fixe, dans un rapport déterminé : lelieu des points, ainsiobtenus,
est une droite parallele & la droite donnée.

2, Si une droite mobile détermine, sur deux droites fixes qui
se coupent, et, a partir deleur point de rencontre, deux segments
dont le rapport est constant : le lieu des points, qui partagent
la droite mobhile dans un rapport donné, est une droite passan!
par le point d'inferscetion des droites {ixes.

3. Le lieu des points tels, que le rapport de leur distance &
deux points fixes est constant, est un cercle. L'un des diametres
de ce cercle est la distance des deux points qui forment, avec
les deux points donnés, et sur la droite qui les joint, la division
harmonicue correspondant au rapport donné.

4. Le lieu des points tels, que la somme des carrés de leurs
distances & deux points donnés est constante, est un cercle qui
a pour centre le milicu de la droite qui joint les deux points.

5. Le lieu des points tels, que la différence des carrés de
leurs distances & deux points fixes est constante, est wne droite
perpendiculaire & celle (ui joint les deux points fixes.

140. On peut raltacher au troisicme livre les théories
générales que nous avons exposées en commencant. Quel-
ques-uns des théorémes qui en font partic condwsent aux
licux suivants:

. 8i un triangle ABC (fig. 6) sc déforme, de manicre que
ses trois cotés tournent autour de trois points fixes, en ligne
droite, et que deux de ses sommels glissent sur deux droites
données, le sommet libre ¢ déeriva une droite passant par le
point d'intersection des deux précédentes.

En effet, soient A’B'(/, une position déterminée, et ABC,
une position queleconque du (riangle mobile; comme les trois
points D,E,F, par lesquels passent constamment les ¢dtés du
triangle mobile, sont en ligne droite: les droites AA’, BD,
CC"sont concourantes. Mais comme, par hypothése, lespoints A
¢t B se meuvent sur les deux premicres, le licu géométrique
du point C sera la dernitre droite CC/.
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La théorie des poles et polaires et celle des axes radicaux
conduisent immédiatement a un certain nombre de lieux dont
les énoncés ont déja ¢t¢ donnds. Quant aux théories des fi-
gures semblables ou réeiproques, elles donnent facilement
les lteux qui suivent

2. Si d'un point on méne des droites & une circonférence, ct
quon les partage en deux segments, dont le rapport est donné,
le lieu des points ainsi obtenus est une circonférence.

3. Etant donnds un point et une droite, si, par le point, on
mene une transversale quelcondque, et qu'on détermine sur sa
divection un point tel, que le produit des distances du point
fixe & ce point et au point de rencontre des deux droites, soit
un nombre constant positif ou négatif, le lieu du point mohile
estun cerele.

4. 81, dans I'énoneé précédent, on remplace la droite donndée
par une circonférence, le licu est une droite ou un cercle, sui-
vant que le point fixe est cu n'est pas sur la circonférence
donnée.

METIIODES POUR LA RECHERCHE DES LIEUX GEOMETRIQUES.

141. La géométrie pure ne fait pas connaitre de méthode
géndrale pour la recherche qui nous occupe.

Ce quil y a de mieux & faire dans la plupart des cas, ¢’est
d’essayer de voir sile lieu demandé ne se raméne pas a
quelquautre qui est connu. Cest pour faciliter cette réduction
que nous avons fait I'énumération des lieux qu’on trouve,
#’abord, comme conséquences des théoremes élémentaires.

On procede aussi, par géncralisation, quand la question
proposée s’y préte; pour cela, on essaie de passer d’un cas
particulier & un cas plus général qui le renferme, en imitant,
avec modifications convenables, dans le second cas, la mé-
thode suivie dansle premier. Quelquefols 1l arrivera qu’un sim-
ple changement dans la position du lieu conduira a la généra-
lisation demandce.

Pour certaines questions spéciales, les méthodes de Trans-
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LIEUX GEOMETRIQUIS. 120

formation, par rayons vecteurs, réciproques, ou par la pro-
jection cylindrique ou conique, permettent souvent de ra-
mener un lieu & un autre.

Dans les cours de Mathémathiques élémentaires, 1l esi
d’usage de ne proposer aux éléves que la recherche de lieux
qui sont des droites, des circonférences, oudes figures formées
de plusieurs de ces lignes; alors, si on éprouve de la difficult¢
dans Papplication immédiate des méthodes précédentes, on
devra chercher a faire la distinction entre les deux scules
ligures possibles, par la construction d’un certain nombre de
points particuliers.

Aingi, si le licu a des points & Pinfini, on en conclura qu’il
ne peut étre qu’une ligne droite ou une figure formée de ces
lignes. Au contraire, si le lieu n’a que des points 4 distance
finie, on pourra penscr, en gendral, qu’il est un cercle. Ce-
pendant cela n’est pas rigoureusement vrai, puisque le licu
pourrait ¢tre une droite finie ou une figure composée de pa-
reilles lignes, comme nous U'avons vu (139. ex. 4).

Pour lever le doute, on construira avee la régle et le com-
pas, s’il est néeessaire, un certain nombre de points, et on
lrouvera ainsi I'énoncé d’un théoréme qu’il ne restera plus
(s démontrer.

Nous allons maintenant chercher différents licux en nous
ervant, suivant les cas, de 1'une ou autre des méthodes que
Nous venons d’indiquer.

I.

142. Etant donnés un triangle ABC (fig. T7), et deux points
D et ® sur Pun de ses cétés BC, on mene FG paralléle ¢ BC,
€ on tire les droites DG, EE, on demande le licw de leur point
de rencontre M.

Prenons sur le eoté BC, entre D et E, un point I tel que le
Yapport de HD & EH soit égal au rapport de BD & EC. Il en ré-
sultera que le premier rapport sera égal & celuide BIL & CIL.

Mais si 'on mene la droite MU, el quon la prolonge jusqu’a
4
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130 DEUXIEME PARTIE,

sa rencontre en I avec FG, le rapport de FI & IG sera égal &
celui de HD & EH, et, par suite, au rapport de BH a CH, la
droite HMI passe donc par le point A, et le lieu demandé est
la droite AH.

ReMARrQUE. La proposition peut s’énoncer ainsi: Lorsqu’un
triangle se déforme sous la condition que deux de ses sonmmets
glissent sur deux drottes fixes, et que deur de ses cOtés passent
par des points fizes, tandis que le troisiéme est paralléle a la
drovte qui joint les points donnes ; le sommet libre décrit une
ligne drote.

11.

143. Etant donnés deux droites paralléles AB et CD (fig. 78)
et trots pomnts fixes E,F,(x en ligne droite ; si autour du point
G on fait tourner une transversale qui rencontre les deux
paralléles en 1 et X, et qu’on meéne les droites EX,F1, le leu
du point M, intersection de ces deux droites, est une paral-
lele aux drovtes donndes.

En effet, le {riangle GEK coupe par la transversale IF
domme

GI KM _ EF
KX ME X FG
ou
KM Fe  IK
ME — EF @l
Menons maintenant, par le pomt M, LH paralléle a AB, on aura
KM HC 1K _ AC
ME ™ EH G~ GA
et, par suite, il vient
HGC  FG _ AC
EIl T EF 7 GA
le point H est donc fixe, et le lieu demandé est la paral-
lele LH aux droites AB et CD.

Les deux derniers lieux sont des cas particuliers du leu

plus général trouvé aun® 143 (ex. 1),
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11.

144. Dans un triangle ABC, le cité BC est donné de gran-
deur et de position, et Uangle opposé A est constant ; on de-
mande les lieux sutvants :

1° Des centres de gravité G de tous les triangles ;

2° Des points d’intersection des hauteurs ;

3° Des centres des cercles inscrits ;

&° Des centres des cercles exinscrils ;

1° LiEv DES CENTRES DE ¢rAVITE. D étant le milieu de BC, on

\ ~ ’ by AD M ais
méne DA, et on prend une longueur DG égale & 5 Mais

le point A décrit un cercle, il en est done de méme du centre
de gravite G.

2° LIEU DU POINT D’INTERSECTION DES HAUTEURS. Les hauteurs
partant des sommets B et C font un angle supplémentaire de
Pangle A, Ie lieu des points d’intersection est done formé des
deux arcs de cercle.

3° LIEU DES CENTRES DU CERCLE INSCRIT ET DU CERCLE EX~INSCRIT
QU ToucHE LE coTE FIXE BC. O et O/ étant les centres des deux
tercles, on voit facilement que les angles BOC, BO’C: sont res-

: ’ \ A- A .
pectivement égaux a 90° 4 5 ¢t 90° — 3 le lieu se compose

done de deux circonférences enticres.
4° Liey DES CENTRES DES CERCLES EX-INSCRITS QUI TOUCHENT AB
ET AC. 07 et 0" étant les centres des deux cercles, on voit

facilement que les angles BO”C ¢t BO”C sont égaux a 5» lelicu

et done composé de deux aves de cercle syméiriques par
fapport au ¢oté fixe BC,

1V.

145. Dans un triangle ABC (fig. 79) Langle A est donné
( Y1 PN roo* N y
ge grandeur et de position, et le périmétre est constant ; d'un
des so1mmmos . .

¢ sommets B et C, de B, par exemple, i abuisse une per-
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132 DEUXIEME PARYILE.

pendiculaire BM sur la bissectrice CO de l'angle extérieur BCE
qui a pour sommet le point C: on demandele liew du pied )|
de la perpendiculaire.

PrEMIERE soLUTION. Soit tracé le cercle ex-inscrit O qui lou-
che le e4té BC en F, et les prolongements des deux autres
cOtés en D et E, ce cercle est déterminé, et le coté variable
BC lui est toujours langent. Je meéne ensuite la droite de con-
tact DE, et je dis que cette droite est le licu demandé.

En effet, prolongeons la bissectrice de 'angle BCE jusqu’a
ce qu’elle passe par le centre O du cercle ex-inscrit, et tirons
les droites MF, MD, ME, OD et OB : les deux friangles FMC,
CME sont évidemment égaux, et on en conclut 1’égalité des
angles FMC,CME. Mais; d’autre part, le cercle décrit sur 0B,
comme diameétre, passe par les trois points D,M,F, puisque
fes angles BDC,BMO,0FB sont droits, et les deux droites BD
et BF sont deux cordes égales dans ce cercle; les arcs sous-
tendus par les deux cordes sont, par conséquent, égaux, et il
en est de méme, par suite, des angles DB et BMF.

D’apres ce qui précede, les angles BMD, CME sont, respec-
tivement, ¢gaux aux deux angles BMF,FMC complémentaires
P'un de I'autre ; ils sont done eux-mémes complémentaires, et,
des lors, les trois points D,M,E sont en ligne droite. C.Q).F.D.

DevxiiME soruTioN. Dans 'une (uelconque des positions de
BC, prenons sur le prolongement de AC une longueur CG égale
a BC, et par le point G menons une tangente GK au cercle
ex-inserit, nous obtiendrons ainsi un quadrilatére BCGK cir-
conscrit au cercle, et dans lequel la diagonale CK sera la bis-
sectrice de angle BCE, tandis que Pautre lui sera perpendi-
culaire. Mais, d’aprés le théoréme de Brianchon applique au
quadrilatére, les deux diagonales se coupent sur la corde de
contact BD ; le théoréme est done démontré.
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JIEUX GEOMETRIQUES. 133
V.

146. Etant donnés un cercle dont le centre est O (fig. 80)
et une corde AB de ce cercle, par un point C pris sur le pro-
longement de la corde, on méne une tangente GG au cercle, et
la bissectrice CML de Uangle ACG formé par la corde et la tan-
gente ; puis du centre O on abaisse une perpendiculaire OM
sur CM : quel est le liew géométrique du pomnt derencontre M?

Abaissons, du centre, la perpendiculaire OI sur la corde
AB, et prolongeons-la jusqu’d sa rencontre en E et G avece e
cercle. En examinant les cas particuliers ou la tangente a son
point de contact en A,B et E, on trouve trois points du lieu
qui sont les milicux de la fleche EI de Parc AEL et des droites
(qui joignent le point It aux points A et B.

Alors, I'hypothése la plus simple, qu’on puisse faire sur la
nature du lieu, est de supposer que ce lieu est la paralléle & la
corde AB menée par le milieu de la fleche IE de Parc AEC :
nous allons voir qu’il en est effectivement ainsi.

Par le point E menons la tangeniec EDL qui rencontre la
tangente mobile CG au point D ; puis tirons la droite OD qui
coupe la corde AB au point K: il est facile de voir que le
point de rencontre de OD et de la bissectrice de Pangle ACGk
¢st le point M du lieu.

En effet, le triangle EDG étant isocéle, 'angle DGE est égal
i la moitié de I’angle LDC, et, par suite, égal & Uangle DCM;;
les deux droites EG et CM sont donc paralléles, et la droite
OD qui est perpendiculaire & F, Pest aussi & CM.

Menons maintenant, parle point M, une parallele MF a AB ;
le triangle DCK étant isocele, le point M est le milieu de la
hase DK, et, par suite, le point F est aussi le milieu de IE: au
dessus de AB, le lieu du point M est done bien celui que nous
avions annoncé.

RemarquE 1. Si ’on méne les tangentes de Pautre coté de la
corde, on aura un second lieu qui sera une paralléle a la corde
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AB menée par le milienl de la fleche du second arc sous-
tendu par cette corde.

ReMarQue 2. En considérant les positions extrémes de la
tangente en A et B, on voit facilement que le licu complet
se compose des deux parties des paralleles a la corde, qui sont
interceptées entre les cotés du quadrilatere inserit AEBG,

ReMARQUE 3. On prouve facilement que les parfies des paral-
leles, extérieures au quadrilatére, sontle lieu des projections
du centre sur les bissecirices des angles supplémentaires des
premiers.

VI.

1477. Trouver le liev des points d’intersection des diagonales
des rectangles inscrits dans un triangle.

Soit ABC (fig. 81)le triangle donné, et DEFG le rectangle ins-
cerit; 1l s’agit de trouver le lieu des points d’intersection M des
diagonales DF et GE.

Menons la hauteur AH, et soient K et I les milieux de AH
et de BC; tirons les droites KI et AK, puis la droite ML qui
joint le point M au point L ot la droite AK rencontre la base
DE du rectangle : d’apres un théoréme connu, le point L est
le milieu de DE, et comme M est le milieu de DF, la droite
LM sera paralléle & EF et égale a sa moitié. Si donc on pro-
longe LM jusqu’a sa rencontre en P avee BC, le point M sera
le milieu de LP.

Mais, d’autre part, la droite KI doit partager en deux parties
égalesla droite LD parallele a AH; le lieu du point M est done
la droite IK qui joint les milieux de la base BC et de la hau-
teur correspondante AH.

RemMarque 1. La droite IK prolongée indéfiniment donne
aussi le licu des centres des rectangles, dont les bases paral-
1eles & BG coupent les prolongements des cotés AB et AC, au-
dela du sommet A ou des sommets B et C.

RemaRrQUE 2. On obtient trois droites différentes pour lieux,
quand on suppose que les bases des rectangles soient succes-
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sivement parallcles aux trois cOtés du triangle, et on démon-
tre facilement que les trois droites se coupent en un méme
point.

GENERALISATION. On peut, d’abord, remplacer, dans 1’énonce,
le rectangle par un parallélogramme dont les c6tés DG et EF
soient paralléles & une direction donnée : transformant ensuite
le nouvel énoncé par la perspective, on a le lieu suivant :

Etant donné un point () sur le prolongement d’un cdté BC,
dun triangle ABC, et un point quelconque R dans le plan
de ce triangle; par le point (), on méne une transvrsale ()DE
qui coupe les cotés AB et AC enD et E, on tire les droites
RD et RE qu'on prolonge jusqi’a leur rencontre en (x et F
avec BC, et on obtient ainsi un quadrilatére DEFG: le lieu du
poant d'intersection M des diagonales DF et E(x est une droite.

VII.

148. Par un point P pris dans le plan d'une circonfé-
rence O (fig. 82), on méne une sécante PBC, et, par les points
de rencontre, les tangentes AB et AC; on forme ainsi un
triangle ABC, dont les hauteurs AD, BE, CF se coupent en
M: on demande le liew de ce point.

On remarque que la figare COBM est un losange, parce que
CF et OB, OC et EB sont, deux & deux, paralléles, comme
perpendiculaires & une méme droite. De la, résulte Pégalité
des droites DM et OC, et, par suite, celle de OP ¢t PM : Ie lieu
demandé est donele cercle qui a, pour centre, le point P, ef,
pour rayon, PO.

VT

149. Etant donnés deux droites paralléles P() et RS, (fig.83)
€ un point A sur la premiére, par ce point on mene une
droite quelconque AB, par son point de vencontre B avec la
droite RS, on hui éléve une perpendiculaire BC, par le point
de rencontre C. des droites BC et PQ, on méne la droite CD qui
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fait, avec PQ, un angle ACD double de l'angle BAC, et, enfin,
du pomnt A, on abaisse AM perpendiculaire sur CD: on  de-
mande le lieu du point M.

Achevons le rectangle ABCE dont deux cotés adjacents
sont les droites AB et B(, et, du sommet E, abaissons EF per-
pendiculairesur RS ; d’aprées une propriété connue durectangle,
’'angle EBA est égal a Pangle BAC. Mais ce dernier étant lui-
méme égal al’angle ABF, d cause desparallcies PQ) et RS, 'angle
FBE est double de langle BAC, et, par suite, égal a I'angle
ACM. On remarque aussi que la droite EF est double de la dis-
tance du centre O du rectangle a la droite RS, c’est-a-dire,
double de la distance des deux paralléles données.

Cela posé, les deux triangles rectangles EBF, ACM sont égaux
parce qu’ils ont les hypothénuses EB et AC égales, comme
diagonales d’'un méme rectangle, et les deux angles EBF,
MCA égaux.

On en eonclut que les droites AM et EF sont égales ; done,
le lieu demandé est un cercle ayant, pour centre, le point A, et
un rayon double de la distance des deux parallcles.

IX.

150. Un triangle ABC (fig. 84) quz reste semblable ¢ hu-
méme tourne autour d'un de ses sommets A, tandis gi’un au-
tre sommet B parcourt une ligne fixe XY; on demande le
liew du troisiéme sommet C.

On peut évidemment modifier I'énoncé de la maniére sui-
vante:

Etant donndés un point fize A, et une droite fixre XY; par
le point A, on méne deux droites AB et AC faisant entr’elles
wun angle donné; la premiére rencontrant XY en B, on prend,
sur la seconde, un point G tel que le rapport de AB a AC soit
éyal aw rapport de deuz lignes données M et N: on demande
le liev du point C.

Si ’on considére, d’abord, le cas ouPangle donné est nul,
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LIRUX GEOMETRIQUES, 137

la droite AC se placera dans la direction AB, et le lieu du
point G sera une parallele FiH, a XY. On a, d’ailleurs, un point
de cette parallele, en abaissant du point A, une perpendicu-
laire AE sur XY, et déterminant sur son prolongement un
point F tel, que le rapport de AF, & AE soit égal a celui des
droites données M et N,

Maintenant, si ’angle devient quelconque, il est évident que
le lieu ne fera que tourner, autour du point A, d’un angle
égal & Pangle donné. Alors, pour avoir le lieu demandé, il suf-
fira de faire un angle EAF égal a 'angle donné, de prendre
AF égal a AF,, et d’élever au point F la droite FH perpendi-
culaire & AF; cette droite serale lieu demandé : c’est ce qu’il
est facile de vérifier.

En effet, menons, parle point A, une droite quelconque AG
qui rencontre XY en B, et F, H, en C,, et, du méme point A,
comme centre, avec AC, pour rayon, décrivons un cercle qui
rencontre FI en C; les deux triangles F,AC,, et FAC sont égaux
comme triangles rectangles ayant hypothénuse et un coté de
angle droit égaux. Par conséquent, les angles FAC et F,AC;
sont égaux et, par suite, il en est de méme des angles BAC et
FAF, : mais on a

AG, M
AB N
et, en remplacant AC, par AC,
AC_ M
ABT N

La droite FH est donc bien le licu du point C.

Revarque 1. Sion ne précise pas, de quel coté de AB, la
droite AC doit étre dirigée; il est évident que le lieu se com-
Posera de deux droites svmétriques par rapport a la perpen-
diculaire AR sur XY.

Remarque 2. Si on revient a I'énoncé primitif, et qu’on ne
specifie pas quel est Pangle dont le sommet est fixe, ni ce-
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luil dont le sommet se meut sur XY, on voit facilement que le
lieu se compose de douze droites.

X.

151. Etant donnés un point A et une droite XY (fig. 83);
par le point A, on méne une droite AB qui rencontre XY en B,
et une autre droite AC faisant avec la -premiére un an-
gle donné; on détermine sur cette derniére droite un point
C par la condition que le produit AB X AC sout égal au
carré d'une longueur constante m : on demande le liew du
point C.

Supposons, comme dans le cas précédent, que’angle cons-
tant soit d’abord nul, ¢’est-a-dire, que la direction de ACsecon-
fonde avec celle de AB: le lieu du point C sera une circonfc¢-
rence, dont le centre se trouvera sur la perpendiculaire AD
abaissée du point A sur XY, et dont Pun des diamefres AF,
aura pour extrémité le point F, donné par I'égalité

AD X AF; = m?

Si, maintenant, nous faisons tourner la droite AF,, d’'un
angle FAF, égal a I'angle donné; que nous prenions AF
égal & AF,, et que sur AF comme diamétre, nous décri-
vions une circonférence ; cette ligne sera le lieu demandc.

La vérification se fait comme dans I’exemple précédent.

XL

152, Etant données (fig. 86) deuz circonférences tangentes
extérieurement, par leur point de contact A, on méne deuz
cordes AB et AD qui soient entre elles dans le rapport de dewx
lignes données M et N, et des centres 0 et C, on abaisse, sur
les deux cordes, des perpendiculaires OF et OF qu’on prolonge
jusqu’a leur rencontre en M: on demande le liew dw point M
(Concours).

Le lieu ne contient pas, en général, de points & I'infini ; et

Document numéarisé par |a Bibliothaque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 DES 70



LIEUX GEOMETRIQUES. 139

comme, en construisant quelques points, la figure parait étre
un cercle, on est conduit a penser, en ayant égard aux données,
que le lieu est celui des points tels, que le rapport de leurs
distances a deux points fixes O et € est constant. Cest ce
q’on vérifie effectivement.

En effet, abaissant MH perpendiculaire sur la ligne des cen-
tres OC, on obtient deux triangles OMH, CMH, respectivement,
semblables aux triangles OAF, CAE, et I'on a

OM OA MH _AE
MH —AF MG~ CA

Multipliant les deux égalités, membre & membre, il vient

OM __ 0OA _ AE
MG T CA X AF
ol comme
AE N
AF T M
ona
OM _OA _ N

MC T A W
Le lieu est donc bien celui qu’on avait pensé.
RemarQuE. — Si I'on remplacait Pune des cordes AB ou AD
par sa symétrique, parrapport a OC, le lieu resterait le méme.
CAs parTICULIERS. — 1° On a
0OA M
CA™ N
Alors les droites OM et MC sont égales, et le liea est la per-
Pendiculaire élevée sur le milieu de OC. In le vérifie facilement,
car les triangles OAF, ACE étant alors semblables, les angles

Oet ( sont égaux, et le triangle OMC est isocile,
2°0n a

On en déduit, comme conséquence,
OM  OA
MC™ CA
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et le lieu est une circonférence passant par Ies deux centres
de similitude des cercles donnés, L’un de ces centres est évi-
demment le point A,

(GENERALISATION. — On peut supposer que les cercles donnés
ont une position quelconque dans le plan, et que les deux cor-
des partent de deux des points ou la ligne des centres ren-
contre les cercles: on aura toujours deux couples de trian-
gles semblables, et la démonstration ne sera pas changée.

On peut méme faire complctement disparaitre les cercles
de I’énoncé, ct regarder comme démontrée la proposition
suivante :

Etant donnés quatre points en ligne droite, si, par dewr
d’entre eux, on méne deux droites dont les distances aux deux
autres points seient dans un rapport donné, le liew des points
d’intersection de ces droites est une circonférence.

XII.

153. Ltant donnés deux points A et B (fig. 87), deux
nombres correspondants m et n, et une longueur constante
K, on demande de trouver le liew des points M tels, qu’on au

mMA -}FaMB =K
Cherchons & imiter la méthode que P'on suit dans le cas ot

M et N sont ¢gaux a 1, .
’ ’ ’ ' 2 xTD~
Dans cetle méthode, on dévalue séparément MA™ et MB

dans deux triangles MAD, MDB qui ont pour ¢Oté commun
une médiane AD, puis on ajoute, membre & membre, les éga-

lités qui donnent M—\ ct MBQ; alors, la projection de la mé-
diane AD sur AB se trouve éliminée, et il reste une égalité qui
ne contient plus que MD et des constantes. De 14, on conclul
que MD est constant et que le licu du point M est un cercle
dont le centre est le point D,

Dans le cas général, si nous prenionsle méme triangle, et
que nous ajoutions les égalités, membre & membre, apresles
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avoir multiplices respectivement par m et 2, la projection de
la médiane ne disparaitrait pas, et on ne pourrait rien con-

clure.
Pour lever la difficulté, prenons un point indéterminé I

entre A et B, et, a lafin du caleul, nous profiterons de 'inde-
termination de ce point, pour essayer de faire disparaitre la
projection de MD sur AB.

Abaissons ME perpendiculaire sur AB; les triangles AMD,
BMD donnent

AM _\Il) —{-— U) - 2AD X DE
B\I MD - BU — 2BD X DE
ol Pon déduit
(1) m AN +n BN =
(m -+ n) MD - m AD 4n BD ~+2DE X (m AD — n BD)

Maintenant pour faire disparaitre DE de I'équation, il suflit
de poser

mAD —n BD =
ou 5—9 —
B m

Alors I’équation (1) ne contient plus que MD et des cons-
tantes. Le lieu géométrique demandé est donc une eirconfé-
rence dont le centre partage la droite AB dans le rapport in-
verse des nombres m et 2 qui correspondent aux points A et B.

Remargue 1. On traiterait de la méme manicre la ques-
lion des lieux des points M tels, que I'on ait

AN e M8 =K

Seulement, pour que DE disparaisse de Iéquation finale, il
faut que les deux angles adjacents en D, dans les deux trian-
sles, soient de méme espéee, et, par suite, que le point D soit
tris sur le prolongemient de AB. Le licu est toujours une cir-
conlérence dont le centre, pris sur le prolongement de AB, est
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place a des distances des points A et B inversement propor-
tionnelles aux nombres m et n.

ReMARQUE 2. En se servant de I'un ou de autre des deux
lieux que nous venons de trouver, on passerait, successivement
du cas de deux points, au cas de trois, puis, du cas de trois,
au cas de quatre points, et ainsi de suite. On étendrait ainsi
le théoreme a autant de points fixes que 'on voudrait; mais
nous allons, immediatement, donner une démonstration di-
recte du théoreme général.

XIIL.

154. 57 un point mobile est tel, qu'on obtient une somine
constante, en ajoutant,entr’eux, les carrés de ses distances d des
points fixes, multipliés, respectivement, par des membres po-
sitifs ou négatifs ; le liew du point mobile est un cercle dont
le centre est le centre des distances proportionnelles.

Proj .

En effet, si on résoutla formule du n° 99, par rapport & MG,

? ?
on a

P

-t

p ‘.——2
1

La distance d’un point M du lieu au centre G des distances
proportionnelles est donc constante,

XIV.

155. Si, dans Uénoncé précédent, on suppose nulle lu
somme des multiplicateurs donnés, le liew est une droite.

Soient A, A.... lespoints auxquels correspondent des multi-
plicateurs positifs 7, 72,...; soientaussi By, B,, les autres
points, et — 2y, —n;..., lesmulliplicateurs négatifs correspon-
dants; designons, d’ailleurs, par et H les centres des distances
proportionnelles qui correspondent aux deux groupes de points:
en appliquant la formule du n° 99, on aura
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2 2

Xy MA,=3Im, X MG L = m, GA,

—-—-—-2 - ———'2 _____2
E 1 l\IBl e— }: N, >< DlII —{“' E y I].Bi
Retranchons maintenant les deux égalités, membre & mem-
pre; en observant que les quantités X, et sn, sont dgales,
\ L L4 Ay A 2 —=
par hypothese, et que la différence entre < muy MA] et s, MB,
est la quantité constante K qui est donnée, il viendra

2 -2 _— — 2
2 my X (MG — MH) =K 4 I n, HB — 2 m, GA,

de cette derniére égalité, on déduit que la quantité M—Gz - l\Tﬁ
est constante; et, par suite, d’aprés une proposition connue,
le lieu demandé est une droite perpendiculaire ala droite GII
qui joint les deux centres partiels.

XV.

156. Etant donndes (fig. 88) une circonférence O et une
drotte BC, on demande de trouver le liew des pownts, tels que
st, de lun d’eux M, on méne une tangente MA au cercle, et
une perpendicularre MP sur la droite BC, on ait towjours, en
représentant par a une longueur donnée,

12
MA —a X MP

Abaissons, du centre O, une perpendiculaire OE sur BC, et,
du point M, une perpendiculaire MD sur cette droite prolon-
gée, ¢'il est nécessaire ; puis menons OM.

R étant le rayon du cercle donné, on a dans le triangle rec-
tangle OMA

Xi\—lL — ()TI — R*
le triangle rectangle OMD donne, 2 son tour,

._____»2 3 2
OM 3D = (D

done AM* =MD 4 0D — R
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MP=ED=0D—1%
Substltuantmalntenant dansl’égalité de I'énoncé, les expres-
sions de MA et de MP, il vient

2 2
MD 40D —a X 0D=R*—ab
Si le terme A X 0D n emstalt pas dans lcquatlon préce-

dente, on y remplacerait ! MD' + D0 par 0\1 et on en conclu-
rait que le licu du point M est un cercle ayant 0, pour centre;
mais on ecst facilement ramené a ce cas.

2

3 - a ’ 3 ’ ‘ !
En effet, en ajoutant o aux deux membres de 1'égalité pré-

cedente on a

_ - A% 2 >
- —_ — D
Si, maintenant, nous prenons sur OE prolongée, et, a partir

“du point 0, une longueur OII égale & g ladrmte 1{Dsera égalea

ci en remplacant, dans!’équationprécédente 0D, —2

OD— 3

27
par HD, il viendra
2 2 , a’
MD + D =R — ab 43
ou, en tirant la droite M
N ; a
M =R — ab+

Le lieu est done une circonférence ayant, pour centre, le

2

point H, el, pour rayon, \/ R — ab - %

REMARQUE. On voit facilement que la droite donnée BC est
Paxe radical des deux cercles, P'un donné, et autre trouvé
comme lieu. Il suffit, pour cela, de remplacer, dans la for-
mule
& - =

2

¢
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3

. Pyt 0 a 12 .
jqui a ete donnée au n° 28, d et #* par 5 et B — ab - i

on trouve ainst que la distance  est égale a b.
V1L

15%7. Etant donndes dewr droites qui se coupent, trouver le
liew des points tels, que st Pon abaisse, de 'un d’euzx, des per-
pendiculaires sur les deux droites, et qu’on multiplie ces per-
pendiculaires par des nombres donwés m ef n; la somme soit
cgale @ une ligne donnée a.

Ce lieu comprend, comme cas particulier, celui que nous
avons donné au n° 139 et se trouve d’une maniere semblable.

Soient AOB et A’OB’ (fig. 89) les deux droites données, et
M un point du licu; on abaisse, de ce point, MC et M{ per-
pendiculaires sur les deux droites, et on aI’égalité de condition

m M - n MO = n
ol

- no,. . r
%i(l —“L' - _"1(/ R

i m———

777 mn
o : L :
Prolongeons MC d’une longueur MD égale a - MC' : le lieu

du point D sera une droite counue EG, parallele & AB ; o1 est
ainsi ramené au lien des points M tels, que le rapport de leurs
listances aux deux droites EG et A’B’ soit égal au rapport
donpg

i

On sait que la partie de ce lieu, située dans Pangle AOB,
¢t une droite : pour la tracer, on pourra déterminer directe-
ment, d’apres Iénoncé, les points A et A’ ou elle coupe les
deus droites données.

Revangue 1. On trouvera, de méme, que, dans chacun des
dtres angles formés par les deux droites données, le licu est
"f’e droile : alors le lieu complet sera le périmetre d’un paral-
lelOgI‘amme ANBP. Les prolongements des cotés donnent,

1o
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dailleurs, le liea des points tels que la différence des produits
est égale a «.

Remargue 2. St on considére les nombres . et 7 comme
pouvant étre positifs ou négatifs ; qie I'on donne des signes
convenables aux perpendiculaires abaissées, d’un point du lien,
sur les droifes données; et qu'on désigne ces lignes, prises
ainsl avec leur signes,par p et ¢: la relation sera générale,
et conviendra a un point quelconque du lieu.

Voici, comment on détermine les signes de p et de ¢.

Ayant pris arbitrairement deux points A et A’ sur les deux
cotés de angle AOA’; p et ¢ seront positifs ou négatifs, sui-
vant que le point M sera ou ne sera pas, par rapport aux deux
droites A'B’ et AB, du méme coté que les points A ou A’.

Alors, comme il est facile de le voir, on a la droite AA’, en
supposant m et n positifs: la partiec AA” correspondant aux
valeurs positives de p etde ¢, el les prolongements, & p ou g
négatifs. On obtient aussi les droites indéfinies AB’,BA’, BB,
en faisant, successivement, m positif et n uégatif, m négatil
el 22 positif, m et n tous deux négatifs

XVIIL

158. Etant données des droites, en nombre quelconque.
d'un pomnt M du plan, on abaisse des perpendiculaires sur
toutes ces droites, on les multiplie par des nombres donnés,
pnis on fait les sommes de tous les produits : on demande e
liew des points pour lesquels celte somme est constante.

Considérons d’abord trois droites; il pourra se présenter
deux cas:

1° LES DROITES PROLONGEES FORMENT UN TRIANGLE ABC.

Soient py,p.,p, les perpendiculaires abaissées, d’un point M
quelconque du lieu, sur les trois cotés du triangle ; 7,70,
les multiplicateurs correspondants ; A, /%, /i, les hauteurs, et k
annombre positif donné : »z,,m,, mgseront des nombres positifs
ou negatifs, et les perpendiculaires seront elles-mdémes posifi‘
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ves ou negatives, suivant que le point M sera ou ne sera pas,
par rapport a l'un des cotés du triangle, du méme coté que le

sommet opposé.
On a, par hypothese,

(1) My Py = 0 Py - My py =K

mais, d’apres le numéro (115), on a aussi la relation générale
, Dy P Ps

9 / L

: ) 1 ! /l2 + /23

ou /1,h5,h5 sont des quantités positives, et p,,p,,p; ont les si-
gnes convenus.
Eliminant, maintenant, p, entreleségalités (1)et (2), il vient

AN
])2 T e 7723

0 /1, mq, N (’mz 7723‘
b ) /B

T T R T

Cette égalité est dela forme de celle que nous avons trouvée
160). Le lieu cherché se composera donc d’autant de droites
que la relation (3) prendra de formes différentes, quand on
fera varier les signes des quantités m,,m,,m,.

Par une discussion trés-simple, on trouve que le lieu se
compose de huit droites indéfinies.

Remarque. 11 peut arriver que deux des droites données soient
paralleles. On fait rentrer ce eas, dans celui qui nous occupe,
ensupposant que 'un des sommets du triangle s’éloigne a I'in-
finie, alors I'une des hauteurs h, par exemple devient infinie,
tandis que les deux autres sont égales a la distance d des
deux paralléles, et la relative (2) devient

Py == d

2 Les trois droites OB,0C,0D se coupent en un méme
Pont (),

O atoujours I'équation

my Py —t= 1y py - s py =K
Prenons maintenant, surl’une des droites OB, un point arbi-

traire B, et menons, par ce point, deux droites respectivement
Pal‘al]eleg a OA et OC : pous formerons ainst un parallélo-
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gramme. Mais d'apres un théoreme bien coniu, on sait que,
si on forme trois triangles ayvant, pour sommet un point dy
plan, et, pour bases respeclives, une diagonale du parallélo-
agramme et deux cdtés adjacents, le premier triangle sera
égal a la somme, ou a la différence des deux autres, suivant
ia position du point. Si donc on remplace chaque triangle par
sa mesure, on obtient une relation entre-les trois perpendi-
culaires, et on peut achever alors la solution, comme daus le
cas précédent.

Pour trouver maintenant le licu, quels que soient le nom-
bre ct la situation des droites, on exprimera les distances
d’un point du lieu a toutes les droites, excepté deux, en fone-
tion des distances du point & ces dernicres. A cet effet, on con-
sidérera les triangles formés par les deux droites u’on a mises
a part et chacune des autres, et on appliquera la relation (2):
le cas genéral se trouvera ainsi ramené au cas de deux droiles.

Lorsque les droites données se coupent en un méme point,
on peut donner la solution directe suivante (7) :

Soit S le point de coneours des droites données (fig. 99),
et MP,MPY... les perpendiculaires abaissées d’un point du lieu
Msur ces droites. Prenons sur leur direction, a partir da point
S, des longueurs SA,SA’... proportionnelles aux nombres don-
nés : si l'on tire AQ,A’Q... perpendiculaires sur SM, on a, par
des triangles semblables,

SP X SA =S80 X SM 5 X SA" = 8() X SM...
el en ajoutant les ¢galités, membre & membre, il vient

(SQ SO0 4 ) X SM = K’

Soit maintenant G le eentre des moyennes dislances des
points A A/, el IT la projection du point G sur SM ; si on ap-
pliquele théoréme des moyennes distances anx point (),0"..-
on a

n SIT X SM = K*

(1) Revnaud et Duhamel. Problemes el développements suy les inalit
inatiques
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mais, en abaissant ML perpendiculaire sur SG, onobtient deux
triangles semblables SML,SHG qui donnent

SH X SM =5L X SG
par suite, on a
n SL X SG =K’

SL est done constant et le lieu du point M est une droite per-
pendiculaire a SG au point L.

Nous avons supposé, pour plus de simplicité, que les nown-
bres donnés étaient positifs, mais on ¢lendrait facilement Ia
solution au cas des nombres négalifs,

XVIII.

159. Etant donndes deux droites indéfinies PQ,RS (lig. Y1),
et dewx points A el B sur ces droites ; une droite mobile (D),
qui les rencontre en G et 1), détermine sur elles deux segments
AC et BY) dont le rapport est constant : on demande le liew ¢éo-
métrique du point M tel, que le rapport de CM a MD soit donne.

Tirons AB, et par les points B et € menons BIT et CE, res-
pectivement, paralléles a BS et AB : menons ensuite DE et MF
Parallele & CE.

Les segments AC ¢t BE étant ¢gaux, comme ¢otés opposés
d’un parall¢logramme, le rapport de BE a BD esl constant. 1!
thest de méme du rapport de DF & DE qui est égal au rapport
douné de M) 4 MC, par conséquent, le point F déerit une
droite B passant par le pomt B.

Mais, a cause des triangles semblables MFD, CED, le rap-
0t de MF & CE est constant : Ja droite MF a done une lon-
sueur toujoursla méme ; et comme, d’ailleurs, elle est paralléle
CAB, il en résulte que, si, parle point I quipartage AB dans
l%‘ tapport donné de CM a MD, on meéne la droite KL paral-
lele 3 BG, celte droite sera le lieu demandé.

Revarque. Les segments déterminés sur KL, & partiv du poing

Loconi o , N : -
> O 0LaUY ti:*gnu_\nl;« rnmpf(!s s Be, pm'lu' du vt
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B. Ils sont done, comme ces derniers, proportionnels aux
segments variables BD et BE ou AC.

XIX.

160. Etant donnds un angle BAC (fig. 92) et un point 0
hors de l'angle, on fait tourner, autour de ce pount, un angle
BOC qui est égal & Uangle donné, et dont les cités rencontrent
ceuz du premier angle en B et C; on méne la droite BC, et
on demande le liev du point M que partage cette droite cn deux
segments dont le rapport est donné.

D’apres le théorcme VII démontré au n® 109, on sait que
la droite mobile BC détermine sur les deux cités de I'angle
donné A, deux segments qui sont comptés & partir de deux
points fixes, et dont le rapport est déterminé ; done, en vertu
du théoréme précédent, le lieu est une droite.

161. De tous les points d'une droite A, on abaisse des per-
pendiculaires sur trows autres droites M,N,P, on construit le
triangle dont les trois sommets sont les pieds de ces perpendi-
culaires : quel est le liew des centres de gravité des triangles? ()

Remarquons, d’abord, que les pieds mobiles des perpendicu-
laires déterminent sur les droites M,N,DP, des segmenls pro-
portionnels qui onf, pour origines respectives, les pieds des
perpendiculaires abaissées, d'un point délterminé de la droite
A, sur les trois autres.

Cela posé, pour obtenir le centre de gravité du triangle de
’énonce, tirons une droite L qui joigne 'un de ses sommets
au milieu du ¢bté opposé, et partageons-la en deux segments
proportionnels aux nombres 1 et 2, & partir du coteé. D’apres
le théoreme XVIII, le milicu de ce coté déerit une droite qui
est partagée en segments proportionnels & ceux qui sont dé-
terminés sur les droites M,N,P ; la droite L est donc telle que
ses extrémités déterminent sur deux droites fixes, et a partir

(*} Chasles, Porismes. 109,
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de points connus, des segments qui sont proportionnels. Des
lors, (th. XVIII) le point qui la divise dans le rapport de 1 a 2,
¢’est-a-dire, le centre de gravité du {riangle, decrit une droite.

XXI.

162. In iriangle isocéle BCM (fig. 93) dont les angles ¢
la base B et G sont constants, se déforme, sous la condition
que les sommets B et (0 se meuvent sur une circonférence
donnde O, tandis que lun des cités égauz BM tourne autour
d'un pomnt fixe A : On demande le liev v sommet M.

Du point O comme centre, avec OA comme rayon, nous dé-
crivons une circonférence qui coupe M(, en deux points D et
E; on sait (112) que celui des deux points E et D qui n’est pas
le symétrique du point A, par rapport & la hauteur du triangle
isocele, c’est-a-dire, le point D est fixe. L’angle CMB éfant, d’ail-
leurs, constant, on est ramen¢ au lieu du sommet M d’unangle
constant CMB, donlles cotés passent par deux points fixes A et D.

XXII.

163. Un polygone d'un nombre impair de cotés, dont fous
les angles, exceptd un seul, égaur et donnés, ont leurs sommets
sur un cercle fixe, se déforme, sous lu condition que lun des
cotés de Pangle qui fait exception, tourne autour d'un pount
fize : On demande de trouver le liew décrit par le sommet libre.

51 nous appelons premier ¢oté celul qui tourne autour du
point fixe donné, et, qu'a partir de ce point, nous parcourions
le périmetre du polygone, en nous ¢loignant du sommet libre ;
par Papplication du théoreme déja cité, tout & 'heure, nous
trouverons que tous les eotés du rang impair, et, par suite,
le dernier, tournent autour de points fixes. Le premier et le
dernier coté tournant autour de points fixes, ¢t Pangle compris
entre ces derniers ayant une valeur constante (en général, diflé-
rente de la valewr donnée pour les autres), on est ramené au
méme lieu que dans Pexemple préeédent,

Resangue, Ce w'est pas seulement Je premievsommet, dont o
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lieu se trouve déterminé, par ce qui précéde; mais on con-
nait, de méme, les licux de tous les points de rencontre des
cOtés de rang impair pris, deux a deux, de toutes les manicres
possibles.

AXHHIL

164. Deux cercles mobiles 1 et E touchent, comme 'indi-
que la figure (9%), deux cercles fixes O et C qui se coupent;
is sont, eux-mémes, tangents extérieurement en M: on de-
mande le lieu de ce point.

Transformons la figure par rayons vecteurs réciproques en
prenant, pour origine, I'un des points d’intersection A des cer-
cles donnés. Les lignes inverses de ces derniers cercles seront
des droites DH et DF (fig. 95), respectivement, perpendicu-
laires aux droiles AO et AC. D’aufre part les cercles I et
E ne passant pas, comme les précédents, par origine A, au-
ront pour lignes réciproques deux cercles (x et K qui seront
tangents aux deux droites DH et DF, et aussi, Pun a Tautre,
en Li: on sait, en effet, que P'angle de deux lignes n’est pas
changé par la transformation dont nous avons fait usage.

Mais le point L décrit évidemment la bissectrice DP de I'an-
gle HDF, le lieu du point M sera donc laligne inverse de DP,
c¢’est-a-dire un cercle passant par le point A ; ce cercle passe
aussi, d’ailleurs, par le point B.

ReyMaRQue. Si on veut trouver le licu correspondant & toutes
les positions possibles des cercles mobiles, on verra que le lieu
complet des points de contact des transformeées de ces lignes
est composeé des bissectrices des (uatre angles que forment
entr’elles les deux droites DH et DF, indéfiniment prolongées.
Le lieu des points de contact M se compose donc de deux cer-
cles qut passent par les points A et B et s’y coupent a
angle droit.

XXIV

185. Etant donnes un cercle dont le contre est O (lig. 96
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et un pomnt P par ce point on méne deur sécantes PAB,
PB'A’; et on circonscrit deux cercles aux triangles PAD,
PBA’ : on demande le liew des points d’intersectionM (Concours).

Déterminons, d’abord, quelques poinls particuliers, dans
le cas ou le point P est extérieur au cercle donné.

Soit, d’abord la sécante PAB confondue avec la tangente
PG ; les deux cercles mobiles passeront alors au point G ou se
confondent les points A et B: G est donc au point du lieu. On
prouve qu’il en est de méme du point de contact H de la se-
conde tangente menée du point P.

Je dis mainlenant que le eentre O du cercle donné appar-
tient aussi au lieu.

En effet, considérons deux sécantes PAB, PA’B’ symétriques
par rapport a la droite PO; elles se coupentenl sur cette li-
gne. Mais si 'on mene OB et OA’, on a un {triangle isocele
BOA’ dans lequel angle A’BO est égal & Pangle OPB’ (112); 1e
cercle passant par les troispoints P,B,A’, passe donc aussi par le
point O. Il en est de méme du cercle circonscrit au triangle
PAB’: le centre O est donc bien un point du lieu.

Lelieu cherché passant parles trois points G, H,0, non en ligne
droite, 'hypothése la plus simple est de supposer qu’il est le
cercle passant par ces trois points, ¢’est-d-dire, celui qui est
décrit sur PO comme diameétre.

Or nous avons démontré qu’il en était effectivement ainsi
dans tous les cas (107 et 131).

XV,

166. Trouver le lLiew des pointstels que les polaires de chu-
cun d’euz, par rapport d trois cercles donnés, se coupent en
Un méme point.

Nous démontrons d’abord le lemme suivant:

Quand deuz cercles se coupent . angle droit, la polawe
Cun point de Pun, prise par vapport a Cautre, passe par le
pont dicdtyalement opposé e point qu’on a choisi,
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Sotent O et G (lig. 97) les deux cercles qui se coupent or-
thogonalement en D, et soit Aun point quelconque du cercle 0
menons le diametre AB et la droite AC qui coupe le cercle
O au point I&, puis tirons la droite BE: je dis que cette droite
est la polaire du point B.

En effet, Vangle AEB est droit, comme insecrit dans undemi-
cercle, et si on mene le rayon €D, ce ravon élaut tangent au
cercle O, on a

2

AC X k€ =Dt

La double condition, pour que la droite EB soit la polaire
du point A, est done remplie.

Le lemme étant démontré, prenons maintenant un point
dans le plan des trois cercles : 1l pourra arriver que le point
s0it ou ne soit pas sur le cercle radical.

Dans le premier cas, le point, étant sur le cereleradical, a
pour polaire, par rapport & chacun des trois cercles donnés,
une droite passant par le point du cercle radical, diamétrale-
ment opposé au point choisi ;les trois polaires se coupent
done en un méme point.

Considérons maintenant le sceond cas. Délerminons le
centre radical du point qu’on a pris et de deux des cercles
donués. Le cerele déerit du centre radical, comme centre,
avec un rayon égal a la distanee de ce point au point donné,
coupera les deux cercles a angle droit. On trouve de méme
un second cercle qui passera par le point donné et qui coupera
& angle droit I'un des deux premiers cereles et le troisiéme.
Le cercle ainsi construif sera d’ailleurs, distinet du premier,
puisque le point qu’on a pris n’est pas sur le cercle radical.

Mais alors les trois polaires du point ont deux points
d’intersection  diamdétralement opposés au  point  donné ,
dans les deux cercles auxiliaires: eclles ne peuvent done se
couper ai méme point,

Il résulle ¢videmment, des deux cas que nous venons d’exa-
miner, que le lien demandé est le cercle radical des tros cer-
cles donnés.,
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On remarque aussi que le méme cercle est le lieu des points
de rencontre des trois polaires qui se coupent en un méme point.

XXVI.

16%7. Lieu des centres des cercles qui coupent un cercle et
deuz droites donndes, sous des angles égauz.

Soient B (fig. 98) le centre d’un cercle qui coupe les deux
droites MIF,GH et le cercle O sous des angles égaux, [ et L
deux des points d’intersection du cercle cherché et des droites
données, et BK,BC les distances du point B a ces droites. Les
angles CBI et LBK étant égaux, par hypotheése, les triangles
rectangles CBI,BKL ont les hvpothénuses égales et deux
angles adjacents égaux, et on en deéduit I'égalité de BC el
BK. Le centre cherché ne peut done se trouver que sur I'une
ou lautre des bissectrices des angles que forment, entr’elles,
les droites ME et GH.

Je dis maintenant qu’étant donné un point B sur 'une des
bissectrices, ce point pourra tonjours étre pris comme centre
d’un cercle qui coupe le cercle donné, sous le méme angle
que les deux droifes.

En effet, supposons que le cercle demandé, ayant son centre
en B, coupe les deuxdroites et le cerele aux points L et E. Si
on mene le rayon OE , que, du point B, on abaisse BD perpen-
diculaire sur ce rayon, et qu’on tirc BE ; comme Pangle BED
est ¢gal 4 'angle des deux cercles, le triangle BED sera égal
autriangle CBI, et, par suite, les droites BC et DE seront égales.

Si done, on décrit un cerele, du point O comme centre
avec un rayon OD égal a la différence de OE et BC; que, du
point B, on mene une tangente BD au cercle OD ; qu’on pro-
longe le rayon OP jusquwa sa rencontre en I avee le cercle
donné ; puis qu’entin on tire BE : le cercle déerit, du point B
comme centre, avee BE comme rayon, coupera les deux droites
¢t le cercle donnés sous le méme angle. Le lieu demandé se
compose done des deux hissectrices des angles formes par les
deux droites,
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XXVIL

168. Lieu des centres des cercles qui coupent trois cercles
donnés sous des angles éqauzx.

PrestiEre soLuTion (7). Considérons trois cevcles d’une sphere,
el, par 'une des droites qui contient les sommets des cones
auxquels appartiennent les cercles pris, deux a deux (137),
faisons passer un plan: ce plan rencontrera la sphere suivant
un cercle qui coupera les trois premiers sous des angles
égaux (136).

Mais, en faisant varier le¢ plan, le sommel du cone eir-
conscrit a la sphére, suivant le cercle de section, dcéerira
une ligne droite (179); et, comme on peutl considérer quaire
droites qui contiennent les sommets des cones primitifs (137},
le lieu des sommets des derniers cones se composera de guatre
droites. Faisant, maintenant, une projection stéréographique
de la figure que nous venons d’obtenir, et appliquant les théo-
remes [et 1l des n® 134 et 135, nous arrivons au lieu suivant :

Le liew des centres des cercles coupant sous des angles cgaux,
rois cercles donnés dans un plan, se compose de quatre
drottes.

Il est, d’ailleurs, évident que les quatre droites doivent se¢
couper au centre radical des trois cercles, puisque ce poind
est le centre d’un cercle qui coupent les trois cercles donnés
sous un angle nul.

DeuxieMe soLutioN. Soient 0,0°,0” les centres des trols
cercles donnés, 7,7/,7" leurs rayous ; C le centre et x le rayon
du cercle cherché ; A,A’,A” trois des points ot ce cercle coupe
les premiers ; et, enfin, y,%’,y" les distances du centre € aux
trois centres donnés. Joignons par des droites le centre € aux
trois aulres centres et aux trois points A,A’ A" ; puis menons
les {rois ravons OALO'A/,0”A” : nous formons ainsi trois (ri-
angles dans lesquels les angles A, A7, A” sont dgaux ou sunplc-

¢ Par M Manbemn, Noweelles Dnpades. 10 XL pivze 110
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mentaires. On voit aussi que les projections respectives de
(AL CA’ et CA”sur 0A,0’A’ et 0”A” sont égales.

Cela poseé, considérons I'un des triangles OAC, (fig. 99) el
appelons p la projection AP de AC sur OA, nous aurons

y=a+r—2pr
De méme, les deux autres triangles, dans lesquels nous sup-
posons que les angles A’ et A” sont égaux a A, donnent
Y= 4" —2
?///z — 2 + P9 ?”2//
lin retranchant les trois ¢quations, membre a membre, et
deux & deux, le ravon z se trouve d’abord ¢liming, et on a

Y=yt =r —r"1-2p i —7)

/

Yoy =2 7 — )

/

On ¢limine, ensuite, p entre ces deux Gauations , et il vient

[ /AN S T W/ S GO S H A A SN/ f S
="y - PV YR e =y =
/

=) (1 — ") () — ")

Je remarque, maintenant, que la somme des multiplicateurs
de 7/%,9”% et %" est égale a zéro : on est done ramené au lieu
des points, tels que la somme des carrés de leurs distances
des points fixes, multipliés par des nombres correspondants,
so1t constante, lorsque la somme des multiplicateurs est nulle.
Or on a vu (138) que ce licu est une ligne droite.

Les angles A,A’,A” aulieu d’¢tre tous égaux, peuvent étre, les
uns, égaux, les autres, supplémentaires ; alors, la quantité p doil
tlre considérée, dans les équations qui la contiennent, comme
positive ou négative ; et, si on fait toutes les combinaisons
possibles de signes, on trouve que le lieu se compose de qua-
tre droiies.

Un verifie facilement que les quatres droites passent par
le centre radical, en se rappelant que ce point peat élre dé-
tini par les équations

gyt = e ey == e
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XXVIIL

169. Lieu des centres des cercles que coupent, sous un méme
angle, deur cercles et une droite donnés.

Adoptant les notations du numeéro précédent, et désignant
par z la distance d’un point du lieu & la droite donnée, on ales
trois équations.

y=u4 =2 pr
Yy =ux "= 2 pr
s =p
et on en déduit
yr—yt = =" 2z —

Soit maintenant d la distance des centres des deux cereles
donnés, » la distance d'un point du lieu & Ia perpendiculaire
¢levée sur le milien de cette distance, on a

Y=yt =2du
ot il vient

2du -2 — ) s =0 — "

On est, ainsi, ramené au lieu des points, tels que la somme
des distances de cespoints a deux droites fixes, multipliées par
des nombres correspondants, soit constante; et ce lieu est,
comme on sait, en général, composé de quatre droites (151).
1Ine discussiondirecte prouve, d’ailleurs, que ces quatre droites
existent effectivement.

AXIX.

170. S: tous les cités d'un polygone, variable de forme,
fournent autour de points fixes en ligne droite, et que tous les
sommets, excepté wun, se meuvent sur des drottes fixes, le
sominet resté fibre, décriva une ligne drovte.

Pour le démontrer, il suffit de faire voir que, si le théo-
réme est vrai pour un polygone de » — 1 c¢dtés, il est vrai
pour un polvaone avant un edté de plos,
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soit ABCDEF (fig. 100} le polygone de 7 cotés : Prolongeons
les cotés EF et DC jusqu’a leur rencontre en I ; nous forme-
rons ainsi un {riangle EDI, dont les trois cotés tournent autour
de trois points fixes en hgne droite, tandis que deux sommets
E et D se meuvent sur deux lignes droites ; le sommet libre I
déerira done une droite (143).

Doéslors, Ie polygone de n— 1 ¢Olés ABCIF a tous ses cOtés qui
tournent autour de points fixes, tandis que tous ses sommets,
excepté A, déerivent des droites ; par conséquent, le sommet
libre A déerit lui-méme une droite: c’est ce qu'il fallait dé-
momntrer.

XXX.

171, On donne un losange OABCG (fig. 101) que la diago-
nale AB partage en deuz triangles équilatéraux ; par le som-
met G, on méne une transversale DX qui rencontre les pro-
longements de OA et OB en K et D ; puis on tire les droites A1)
et BE : quel estle liew des points de rencontre M de ces droites ?
{Concours!,

st la droite DE passe pav le point 0, les transversales AD
et BE viennent s’y couper, le point O est donc un point du
lieu,

Quand la transversale DX passe par le point A, les droites
AD et BD sont devenues AC et AB qui se coupent en ce point:
le point A est donc un point du lien, ct il en est méme du
point B.

Maintenant, Phypothese, la plus simple a admettre, est que
le licu est la circonférence eirconserite au triangle ABC. Nous
allons démontrer qu’il en est effectivement ainsi, en faisant
voir que angle AMB est égal & 120°,

AC étant parallele & OB, les deux triangles ARC CBD sont
semblables, et donnent

AL__ DG, AB_AB
ACTTBD AB T BD

Maie, alors, Ie triangle AEB, ABD avant les deux angles
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é¢gaux KAB, ABD, compris entre cotés proportionnels, sont sen-
blables, et on en conclut que les angles BAM, AEB sont
¢gaux.

Des lors, les deux triangies AMB et AEB, qui ontPangle com-
mun B, sont équiangles, et les angles AMB, EAB sont égaux.
Mais ce dernier est égal & 120°; il en est done de méme de
'angle AEB : tout est donc démontre.

ReyMargue. La droite ED pourrait couper Pun des edtés de
I'angle AOB et le prolongement de lautre ; mais on voit
facilement que le point M ddéerit alors la partic du cer-
cle qui complete celle qu’il déerivait dans le premier
cas.

PREMIERE GENERALIsATION. Faisons une perspeciive du genre
de celle qui est indiquée (36). La perspective du triangle AOB
pourra étre un triangle quelconque aob (fig. 102), et les pers-
pectives de AC et BC seront devenues ac et be, tangentes au
cercle qui est la perspeelive du premier; on peut alors énon-
cer le lieu suivant :

Etant donndes deux droites o ¢ et o d, et dewux pownts fixes
quelconques a et b sur ces droites; on fait passer un cercle par
les trois points 0, a, b, et on méne aux points a et b deux
tangentes qu’on prolonge jusq’a leur intersection ¢ : st alors
un triangle m e d se déforme, de maniére que ses trois ciotés
tournent autour des trois points a, b, ¢, tandis que deuz de ses
sommets e et d se meuvent surles droites fizes oa et ob ; le
sommet libre m décrit le cercle circonscrit au triangle aob.

DEvXikME GENERALISATION. Supposons que, sur le cercle cir-
conscrit an triangie AOB pris, comme base, on construise
un cone de révolution : en prenant la perspective de la figure
primitive, sur un plan quelconque non parallele a la base, Ie
cercle OAMB sera remplacé par une conique ; et si nous ad-
mettons que par trois points o’,4',0', non en ligne droile, on
puisse toujours faire passer une conique qui touche deux
droites, aux deux derniers points: aucune conditionn’estimposée
aupoint ¢’ projection du point (, et on avrive au lien suivant :
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St un triangle se déforme, de manicre que ses cités passent
par trois points fizes quelconques, et que deux des sommets
glissent sur deux droites qui se coupent, et sur lesquelles sont
situés deux des points: le liew sera une conique qui passera
par ces deux points et le point d'intersection des droites
données, et qui de plus, sera tangente aux drottes qui joi-
gnent les deux premiers points au troisiéme.

REMARQUE. — En s’appuyant sur le théoréme de I’hexagone
inscrit dans un conique, et admettant, de plus, qu’il soit dé-
montré que, par cing points, dont trois ne seront pas en ligne
droite, on puisse faire toujours passer un conique; on dé-
montre que, si les trois points, autour desqueis tournent les
coOtés du triangle, sont quelconques, ainsi que les deux droites
données, le lien décrit par le sommet libre est encore un
conique.

Du reste, le théoréme de Pascal, appliqué a un hexagone
dont deux cdtés sont des tangentes au cercle circonserit, au-
rait donné une démonstration immédiate du théoréme pri-
mitif.

Le théoréme général, démontré pour un triangle, s’étend
ensuite a un polygone d’un nombre quelconque de cotés par
un raisonnement tout semblable & celui qui a été fait (172) (*).

LIEGX DANS L’ESPACE.

172. Un grand nombre de lieux, dans I’espace, se dédui-
sent immédiatement de lieux analogues en géométrie plane,
en supposant que les points de I'espace sont distribués sur des
plans, en nombre infini, et qu’on fait se succéder suivant une
loi qui dépend de la question: nous allons en donner des
exemples.

1.Dans I'espace, le lieu des points équidistants de deux points

donnés est le plan perpendiculaire au milicu de la droite qui
Joint les deux points.

(1) Poncelet, Traité des propriétés projectives. 1. 1, page 282.
11
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Pour le démontrer, on fait tourner un plan autour de la
droite qui joint les deux points. Dans chacun des plans
le lieuest la perpendiculaire élevée sur le milieu de la droite ;
par conséquent, dans 'espace, le lieu est engendré par
cette perpendiculaire et, par suite, st le plan perpendiculaire
au milieu de la droite.

2. Le lieu des points, & égale distance de deux plans qui se
coupent, estlafigure formée par les deux plans bissecteurs des
quatre diedres des deux plans donnés.

On le voit, en remarquant que, dans chaque plan perpen-
diculaire a I'intersection des deux plans, le lieu se compose
des bissectrices des quatre angles plans des diédres. Alors, en
transportant le plan sécant parallelement & lui-méme, chaque
bissectrice engendre un des plans de I'énoncé.

3. Le lieu des points tels, que la somme de leurs distances &
deux plans qui se coupent est donnée, est la surface latérale d'un
parallélipipede rectangle, prolongée indéfiniment, dans la direc-
tion de ses arétes ; et, si c'estla différence des distances qui est
donnée, le lieu sera formé par le prolongement des faces.

1l suffit, comme dans le cas précédent, de faire mouvoir un
plan perpendiculaire a Vintersection des deux plans: dans le
plan sécant, tousles points du lieu forment un rectangle qui
se transporte parallelement a lui-méme.

4. 81, dans I'énoncé précédent, on suppose que les distances
aux deux plans sont préalablement multipliées par des nombres
constants, avant d'en faire la somme ;le lieu est une surface de
parallelipipede quelconque, prolongée indéfiniment dans tous
les sens.

La démonstration est analogue a la précédente.

5. Etant donnés trois plans (ui se coupent suivant une méme
droite ou des droites paralleles, on demande le lieu des points
tels que, s1 on multiplie leurs distances aux trois plans par des
nombres connus, la somme de ces produits soit donnée.

En coupant les plans par un plan perpendiculaire & leurs
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mtersections, on est ramend au liew dun® 64 et on voil que
le licu se compose de plans.

6. Btant donnés un point fixe > et une sphere dont le cou-
tre est O; si, par le point P, on mene une transversale qui
coupe la sphere, le licu des points conjugués harmoniques
du point, par rapport aux deux points d'intersection, est un plan
perpendiculaire & la droite OP.

En effet, si, par la droite OP, on iait passer un plan quel-
conque, les points du lieu dans le plan seront sur une perpen-
diculaire & OP, et, par suite, tout le licu sera le plan perpen-
diculaire & OP, engendré par cette perpendiculaire : le point fixe
et le plan sont dits le pdle et le plan polaire du point par
rapport & la sphere.

7. Le lieu des points d'égale puissance, par rappori & deux
spheres, est un plan perpendiculaire & la ligne des centres.

Méme démonstration que la précédente : le plan s’appelie
plan radical.

8. Etant donnés un point P et un plan; par le point, on méne
une transversale qui coupe le plan en un point A, et on déter-
mine, sur la droite PA prolongée indéfiniment, un point M tel
que le produit PM X PA soit ¢gald un nombre donné K positif
ou négatif; le lieu du pointM estune spheére quiason centre sur
la perpendiculaire PQ abaissée du point P sur le plan.

Onmenera un plan par la droite P(), et dans ce plan le lien
sera un cercle. Le lieu dans I'espace sera donc la sphére en-
gendrée par le demi-cercle tournant autour de PQ).

Il résulte, de ce qui précede, que la surface réciproque
Qun plan est une sphére.

9. Etant donnés un point P et une sphere O, on meéne par le
point une transversale qui coupe la sphére en A; on déternmine
sur cette droite un point M tel, que le produit PM X PA soit
¢gale &4 une constante K : le licu du point M est un plan per-
Pendiculaire 4 PO. ou une spheére qui a son centre sur cette

Document numérisé par |a Bibliothaque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 DES 70



{64 DEUXIEME PARTIL,

droite, suivant que le point P est pris surla surface de la
sphére, ou en dehors.

La demonstration est la méme que la précédente.

On peut dire maintenant que la surface réciproque d'une
sphére estun plan ouune sphére, suivant que lorigine est ou
n'est pas sur la surface de la sphére donnée.

10. Etant donnés un cercle dont le centre est O, et un point
P hors de son plan; si on joint, par une droite, le point P & un
point quelconque A du cercle, ef qu'on prennesur PA, ou sur
son prolongement, un point M tel que le produit PM X PA
soit égal & une constante donunée K, le lieu du point M est un
cercle. En d'autres termes, dans 1'espace la ligne réciproque d'un
cercle est elle-méme un cercle

En effet, le cercle donné peut étre considéré comme 1'in-
tersection de deux spheéres, et, d’apres le lieu précédent, le
point M, se trouvant & la fois sur deux spheéres, déerit un
cercle.

11. Btant donnésdeux points fixes A et B, deux nombres cor-
respondants m et n positifs ounégatifs, et un troisieme nombre
positif K, le lieu des points M pour lesquels on a toujours

3 2
m MA 4 MB = K
est une sphere, sauf dans le cas o, la somme m - n étant
nulle, le lieu est un plan.
On fait passer Ie plan mobtle parla droite AB, et on est
ramené au théoréme XII (156).

Nous allons maintenant chercher directement «quelques
lieux.

1'73. Le liev des malieux M d’une droite AB (fig. 103), de lon-
gueur constanie, et dont les extrémitcs s’ appuient sur deuzx droi-
tes orthogonales Al et BC, non situces dans le méme plan, est
une circonférence dontle plan est paralléle awx deux droites,
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et dont le centre est le miliew de leur plus courte distance.

Soit DC 1a plus courte distance des deux droites et O son
milicu : tirons DB,DM et MC. La droite AD, étant orthogonale
aux droites BC et DC, est perpendiculaire a leur plan DCB, et,
par suite, & la droile BD. Alors le triangle ADB est rectangle
et la droite DM est égale a la moitié de AB. On prouve qu'il
en est de méme de la droite MB : le triangle DMC est donc
un triangle isocele, dont les trois cotés sont constants et dans
lequel la médiane OM est perpendiculaire sur DC. On voit
amnsi que le point M décrit bien le cercle de I'énoncé.

I1.

174. Etant donndes deux droites AB et CD (fig. 104) sitaces
d'une maniére quelconque dans Pespace, et deuz points A et (.
sur ces droites, une droite EF se meut, sous la condition de
déterminer sur les droites fixes deuz seqments AE et CF dont le
rapport soit donné; un point M partage la droite mobile en
deux segments ME et MF dont le rapport est aussi donné: on
demande le liew géoméirique de ce point.

Le lieu est une droite. La démonstration est semblable &
celle qui a été donnée pour le théoréme analogue de géomé-
trie plane (162); la seule différence c’est que sur la nouvelle
figurc les droites ne sont plus toutes dans un méme plan.

1.

1'75. Etant donné un quadrilatére plan ABCD (fig. 105)
on construit une pyramide quadrangulaire SABCD qui a ce
quadrilatére pour base, et qui satisfait a cette condition qu’elle
peut étre coupée par un plan suwant un rectangle : on de-
mande le lieu du sommet S.

Prolongeons les cotés opposés du quadrilatere ABCD, jus-
qu’a leur rencontre en E et F, puis menons EF,SF et SA. En
général, on obtient un parallélogramme pour section plane
d'une pyramide quadrangulaire, en menant un plan séeant,
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parallele aux deux droites SE et SF, intersections des faces
opposées de la surface latérale: par conséquent, pour que la
section soit un rectangle, il faut que I'angle ESF soit droit.
Le lieu demandé est donc une sphére dont la droite EF est
un diametre.

Iy,

1'76. Etant donnes des points en nombre quelconque A,,
As,As,..., des nombres correspondants my,m,,my,... positifs ou
negatifs, et un nombre positif k*: le liew des points M tels
que Uon a

b

9 b %
my MA - MA, ~L g MA, + .. =K
est une sphére qui a, pour centre, le centre des distances
proportionnelles, quand la somme des nombres m,, m;...
n’est pas nulle.
Dans le cas contraive le liew est un plan.
La premiere partie est une conséquence immédiate de la
formule

9

— 2 —2 ——2
Sy MA =3 m; X MG - Zm, GA,
Ktendue & I'espace (99).
Dans le cas ou la somme m, — 12, - ... est nulle, on pro-
cédera, comme on I’a fait aun® 158.

1'77. Trouver le liew des points tels, que, si ae ces pointsoit
abaisse des perpendiculairves sur des plans, en nombre quel-
conque, et qu’on multiplie ces perpendiculaires par des
nombres donnés, la somme des produits soit constante.

Considérons d’abord le cas de trois plans. Nous n’avons a

nous occuper que des plans qui se coupent en un méme point
S; car le cas ou ftrois plans se coupent suivant une méme
droite ou des droites paralleles a déja été examiné (175, 1. 5.
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Conservant les notations déja employées, I'équalion de
condition est

) mupy - My, -+ mgp; = K

Mais si 'on considére le tétracdre SABC obtenu en coupant,
par un plan ABC, 'angle triedre formé par les trois plans
donnes, et qu'on appelle A,,%,,A5,%, les hauteurs de ce tétra-
edre : p, étant la distance d’un poeint de 'espace au plan ABC,
on a la relation générale (117)

o /N s,
{\2) P __!_/lz_]l_p'i_l_f —

Mais st on ne considere que les points qui sont sur la face
ABC, p, est nulle, et la relation devient
' 7 D> )3
o g
On voit facilement que les égalités (2) et (3) deviendront iden-
ques, en posant
() %:m %:m %:m
Si doncon détermine sur lestrois arétes du tétraédre donné S,
trois points A,B,C qui soient & des distances desfaces opposées,
représentées par _I_{-’ E? E: on aura un plan qui sera le lieu

my, M, my
demandé.

Dans ce qui précéde, nous avons suppose m,, m, et m, po-
sitifs ; mais si on veut traiter la question avec toute sa géné-
ralité, on devra, comme au numeéro 161, donner des signes
Q m, my my et aussi, & p, p, ps; les signes de ces derniéres
droites seront d’ailleurs ceux, dont on est convenuaun® 117.

Si, maintenant, nous voulons avoir le licu complet, il fau-
dra, dans le premier membre de I'équation (3) ou I'on a rem-
placé A,, h,, Ay par leurs valeurs tirées des équations (4),
K K

faire touteslescombinaisonsdesignesdesquantitésy—};, —
1 2 e
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on trouve qu’il y en a huit en tout, et on en conclut que le
lieu complet se compose de huit plans.

On raméne maintenant le cas général au cas des trois plans
de la maniere suivante : On considére successivement les
différents tétraédres qu’on obtient en prenant, pour trois des
faces, trois quelconques des plans qui se coupent en un méme
point, et pour quatriéme face, chacun des autres plans, a son
tour ; alors, en tirant de I’équation (2) appliquée aux diffé-
rents tétraedres, la valeur de la distance d’un point du lieu
au quatrieme plan, exprimée en fonction des distances aux
trois autres, on obtient une relation de la forme (1) entre les
distances d’'un point du lieu aux trois premiers plans. Le lieu
demandé est donc composé de plans.

VI.

178. St par une droite donnée , on méne différents plans
qui coupent une spheére, et qu’on détermine les sommets des
cines circonscrits a la spheére sutvant les cercles de section, le
liew est une droite orthogonale a la premiére,

Soient O le centre dela sphére et AB la droite donnée (fig.
106) : abaissons, du centre O, un plan perpendiculaire & AB,
et soient P le point de rencontre du plan et de la droite, et
DEF le grand cercle de section sur la sphere. Menons aussi
par AB un plan quelconque qui coupe le premier plan sui-
vant la droite PEF et, par suite, le grand cercle DEF aux
points D et E.

Maintenant, on sait que le sommet du c¢6ne doit étre sur
une perpendiculaire abaissée du centre de la sphére sur le
plan ABF; il se trouvera donc dans le plan du grand cercle
DEF. 1l doit alors étre le point d’'intersection S des tangentes
au cercle DEF, menées aux points E et F.

Mais quand on fait varier de position le plan passant parAB, le
point S décritlapolaire du point P par rapport au grand cercle :
le lieu est done bien une droite orthogonale aladroite donnée.
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VIL.

1%9. Lorsqu’une sphére variable C touche constamment,
de la méme maniére, trois sphéres fixes dont les centres
sont 0,07,07, le lieu des points de contact, sur chaque sphére
fize, est un cercle.

Pour le démontrer, par les trois centres 0,0’,0” faisons pas-
ser un plan, et déterminons le cercle radical E des {rois
grands cercles de section. Transformons ensuite toute la fi-
gure par rayons vecteurs réciproques, en prenant pour origine
un point du cercle radical. Les trois grands cercles situés dans
le plan sécant, etle cercle radical qui leur correspond seront
remplacés dans la figure réciproque, par trois cercles et une
droite AB qui les coupe & angle droit. Par conséquent, les
centres des nouveaux cercles, ou ce qui revient au méme, des
spheres reéciproques des spheres fixes séront trois points en
ligne droite.

Maintenant, faisons passer un plan par AB, et menons
un cercle tangent aux trois grands cercles de section dans
les sphéres transformées. En faisant tourner autour de AB
le systtme des quatres cercles, les points de contact en-
gendreront les lignes réciproques des lieux demandés. Or ces
lignes sont évidemment des circonférences, il enest donc de
méme des lieux demandés (14 ex. 10).
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CHAPITRE IlI.

RESOLUTION DES PROBLEMES.
METHODES.

180. Résoudre un probléme de géométrie, ¢’est construire
une figure qui satisfasse a des conditions détermincées (7).

On peut distinguer deux cas généraux: ou bien les données
sont connues en grandeur el en position, etil nes’agit plus que
d’achever une figure déja, en partie, construite, ou bien les
données sont seulement connues en grandeur. Nous dirons
que les problemes sont du premier ou du second genre, sul-
vant qu’ils rentrent dans le premier ou le second cas.

On rameéne ordinairement au premier genre, les problémes
du second, en fixant arbitrairement la position de certaines
données. Pour faire comprendre la différence, proposons-
nous les deux problémes suivants :

Etant donnée une droite AB en position et en grandeur,
tronver un powmnt dont la distance a cette droite soit connue, et
qui soit tel qu'en y placant U'eil, on voie la droite sous
un angle donné.

Construire un triangle, connaissant un cété, la hauieur et
Uangle opposé.

Dans le premier probléme, si 'ona trouvé un point € sa-
tisfaisant a la question, en prenant les points symétriques de
ce point par rapport & AB et & la perpendiculaire élevée sur
e milieu de cette droite, on a immeédiatement trois autres so-
lutions : en tout, quatre solutions.

Lesecond probléme seraméne immédiatement au premier, en
fixant arbitrairement la position de AB; seulement, comme il
ne s’agit pas de placer d’'une certaine maniére, le triangle

dans le plan, mais de le o¢ les éléments donnés,
/;r ,

&

~
(*) Nous réservons pdur falceniil

miner la grandeur de cert;

rolgenges ou il s’agit de déter-

4
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il résulte de I’égalité des triangles obtenus dans la construction
précedente, que le nouveau probléme n’a plus qu’une solution.

METHODE DES LIEUX GEOMETRIQUES.

181. La méthode la plus générale, pour la résolution des
problémes, est celle des lieux géométriques : voici en quoi elle
consiste,

On suppose d’abord le probléeme résolu, c’est-a-dire que
Pon construit une figure qui est censée la figure demandée, et
qui en contient, par conséquent, les ¢léments connus et in-
connus. Si le probleme est du second genre, on devra, de plus,
fixer arbitrairement la position de certaines données. Cela
fait, on essaiera de réduire, & son expression la plus simple, la
difficulté de la construction. Le plus souvent, on pourrait
méme dire, presque toujours, tout reviendra a déterminer la
position d’un point par rapport a des droites connues de gran-
deur et de position.

Le point, a la détermination duquel tout se réduit, ayant été
choisi, on prend, parmiles conditions auxquelles ce point doit
satisfaire, celles qui suffisent pour qu’il soit sur une figure
connue ; on détermine de méme une seconde figure qui le con-
tienne : alors les points de rencontre des deux lieux trouvés
satisferont a la question, et le probléme proposé sera ré-
solu.

Quelquefois le lieu du point cherché sera une ligne appar-
tenant a la partie de la figure qui est donnée, ou, du moins,
qu'on pourra immédiatement construire. Mais Ie plus souvent,
les lieux seront obtenus, parce que I'on saura que tous leurs
points jouissent d’une propriét¢ commune. Cest, en raison
de Pimportance de I'emploi des lieux géométriques dans la ré-
solution des problemes, que nous avons consacré un chapitre
spécial a leur étude.

En géométrie élémentaire, on n’admet, comme ligne que
Pon sache construire, que la ligne droite et le cercle. Si done
une certaine combinaisun des données amenait une Jigne
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différente, une conique par exemple, il faudrait grouper les
données d’une autre maniére.

On voit quelle variété dans les modes de solution peut
amener la méthode. D’abord, si le probléme est du second
genre, on pourra choisir, de plusieurs manieres, les données
dont on fixe arbitrairement la posilion, ensuite on pourra
trouver plusieurs points différents, a la détermination des-
quels on ramenera toute la difficulté du probléme. Il ne sera
méme pas nécessaire que le point appartienne a la figure cher-
chée ; il suffira qu’il puisse s’y rattacher par une construction
possible. Enfin, quand le choix du point sera fixé, on pourra
par différentes combinaisons des données, trouver plusieurs
couples de lieux qui déterminent le point par leur rencontre.

EMPLO! DE LA METHODE DES LIEUX DANS LA DISCUSSION
DES PROBLEMES.

Discuter un probléme, c’est trouver le nombre de solutions
correspondant aux différents cas de figure. La méthode des
lieux geométriques atteint le but d’une maniére immédiate ;
car, en général, le probleme a autant de solutions que les deux
licux ont de points de rencontre. Cependant, quand le probléme
est du second genre, pour qu’il en soit ainsi, il faut que
les figures correspondant a chacun des points de rencontre,
ne soient pas égales.

Il est bon de faire observer que, méme pourles problémes
du premier genre, le nombre des solutions n’est pas toujours
égal au nombre des points d’'intersection des deux lieux ; car
il peut arriver que, le point cherché étant déterminé, la figure
s’achéve de plusieurs manieres différentes.

182. Nous allons maintenant donner des exemples:

1. Construire un triangle connaissant un coté, la hauteur
correspondante et I'angle opposé.

Soit ABC (fig. 107) le triangle cherché, danslequel on connait
le coté AB, la hauteur correspondante CD et I'angle opposé
A. Donnons-nous abstraitement la position de AB, alors,
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comme nous P’avons dit en commencant ce chapitre, on est
ramené au probléme suivant :

Trouver un point C qui soit « une distance connue CD d’'une
droite AB, et tel, que de ce point on voie la droite sous un
angle ACB donné.

Si nous prenons d’abord la condition, a laquelle satisfait le
point €, d’étre a une distance donnée de la droite AB, nous
trouvons un premier lieu composé de deux paralleles a4 AB,
menées a la distance donnée : d’autre part, I'angle ACB étant
donné, on a un second lieu du point C qui est la figure formée
par deux arcs syméfriques par rapport & AB, ayant cette
droite pour corde commune, et tous deux capables de I'angle
donné. Le point cherché sera alorsl’un des quatre points d’inter-
section des deux lieux.

Si, maintenant, nous revenons au probleme primiiif, il n’a,
comme nous I'avons déja fait observer, qu’'une seule solution,
d cause de I'égalité des quatre triangles correspondant aux
quatre points trouvés. D’ailleurs, pour que le probleme pro-
posé soit possible, il faut que I'arc capable de I'angle € et la
parallele & AB située du méme coteé de cette droite, se ren-
contrent ; ce qui exige que la hauteur donnée du triangle ne
s0it pas supérieure a la fleche de 'are.

Remarque. Dans ce probleme, comme dans les suivants,
nous laissons au lecteur le soin de vérifier la solution par la
synthése.

2. Décrire un cercle tangent d un cercle et ¢ une drote
donnés, en un point donnd sur la droite.

lei le probiéme est du premier genre, mais on aura deux
modes de solution, en prenant successivement, pour point
& déterminer, le centre ou le point de contact des deux
cercles.

PREMIERE soLuTioN. On veut déterminer le centre.

Soient (fig. 108) O et AB le cercle et la droite donnés, D
le point connu sur la droite, Cle centre du cerele cherché;
el (i le point de contaet des denx ecereles : Menons 0 et €D,
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Le centre (i se trouve d’abord sur une droite connue, la pey-
pendiculaire a la droite AB élevée en D.

Une seconde propriété dont jouit évidemment le centre (,
c'est d’étre a égale distance du cercle et de la droite donnés ;
mais le lieudes points ayant cette propri¢té commune, n'est
ni une droite, ni un cercle. Alors, pour lever la difficulté,
on remarque que les droites CD et (i étant égales, si on
prolonge CI) d’une longueur DE ¢gale au rayon OG du cerele
donné, le point (:sera a égale distance des points connus O et E.

Si done, on méne la droite OE, et qu’on lui éleve FH per-
pendiculaire en son milieu F, cette derniere droite sera un
second lien du point C, et elle déterminera ce point par sa
rencontre avec la droite DC. Le centre et le rayon CD du
cercle cherché étant connus, ce cercle est déterminé.

Discussion. Le probléme ne peut avoir qu’une solution,
puisque le point C est déterminé par Pintersection de deux
droites, et qu’on ne peut construire qu’un seul cercle avec un
centre et un rayon dounés. La solution est, d’ailleurs, toujours
possible, carles points O et E étant de part et d’autre de AB,
la droite O coupe AB, et, par suite, les droites DE et FH,
respectivement, perpendiculaires a AB et OE, se coupent aussi.

DeuxikME sorLurioN. On veut déterminer le point de contact
G des deux cercles (fig. 108). On a un premier lieu de ce
point qui est le cercle donné 0. Pour en frouver un second,
menons la droite DG, prolongeons-la jusqu’a sa rencontre en
D avec le cercle donné, puis tirons OK.

Les deux triangles GCD, OGK ayant, chacun, les cotés
égaux, ainsi que les angles en G, on en conclut que les angles
OKG, GDC sont égaux, et, par suite, que OK et CD sont paral-
leles. La droite DK est donc déterminée et donne le second
lieu du point G.

La construction s’achéve sans difficulté.

ReMargre. Si les deux cercles avaient dit étre tangents in-
térieurement, les deux modes de solution cussent encore
été applicables.
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3. Construire un triangle ABC (fig. 109), connaissant un
coté AB,langle opposé C et le rapport des deux autres cités.

Le probléme étant du second genre, nous pourrons faire
varier le mode de solution, en prenant comme fixes des par-
ties différentes de la figure.

Supposons, d’abord, qu'on se donne arbitrairement la posi-
tion du coté dont la grandeur est déja connue.

PreMIERE sorLutioN. Ayant placé la droite AB, on aura un
premier lieu du sommet C, en décrivant sur AB, comme corde,
un arc capable de I'angle C.

On sait, d’autre part, que le lieu du point C tel, que le rap-
port de ses distances & deux points connus A et B soil donné,
est un cercle que I'on peut facilement construire. Donc le
point de rencontre avec I’arc capable de I’angle ¢ donnera le
point C.

1l est évident, d’ailleurs, que le probléme est toujours possi-
ble et n’a qu’une solution.

DeuxikMEe soruTioN. On fixe encore arbitrairement la position
de AB, et on prend toujours, pour premier lieu, 'arc capable
de I'angle C décrit sur AB (fig. 109). Mais, maintenant, ache-
vons le cercle auquel cet arc appartient; puis menons la bissec-
trice CD de I'angle C, et prolongeons-la jusqu’a sa rencontre
cn Eavec le cercle. Les deux points E et D de la droite CE sont
connus, puisque le premier est le milieu de'arc AB, et que le
second partage le coté AB en deux segments dont le rapport est
égal au rapport donné. La droite CE est doncun second lieu qui
bar son intersection avec le premier fait connaitre le point (.

TrorsteMmE soLutioN. Soit donnée la position de Pangle C. Si
on prend une longueur arbitraire CD sur Pun des cotés CA
de Pangle C (fig. 110), quon détermine sur 'autre coté un
segment CE tel que le rapport de CD & CE soit égal au rapport
donné, puis qu'on meéne ED ; le coté cherché AB devra étre
Paraliele & CD, et I'on peut énoncer la question de fa manicre
suivanle : Inscrire, dans Uintérieur d’un angle connu G, une
droite AB, de longueur et de direction connues,
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Tout revient & déterminer I'un des points A ou B, le point
A, par exemple. Le coté AC de I'angle C est un premier lieu de
ce point; mais si 'on compte parallelement a DE, la distance
du point A & la droite BC, cette distance est égale & AB, etle
point se trouve sur une droite connue FG qui est parallele a
BC. Le point A ou la droite FG coupe AC est le point de-
mandé, et en menant, par ce point, la droite AB paralléle &
DE, on achéve la construction du triangle.

k. Etant donnés deuz cercles 0 et C, trowver, sur Pun d’euz(,
un pownt tel, que la tangente menée, de ce point a I'autre cercle,
ait une longueur donnce.

Soit A le point cherché (fig. 111):le cercle G est un pre-
mier lieu de ce point. Mais, d’autre part, le lieu des extrémi-
tés des tangentes de méme longueur, menées par les différents
points d’une circonférence O, est un cercle connu de méme
centre. Alors les points, ou ce cercle rencontrera le second
cercle donné, seront les points demandés.

En général, il y aura deux points d’intersection ; mais comme
de chacun de ces points, on peut mener deux tangentes a la
circonférence O, le probléme proposé pourra avoir quatre
solutions.

183. Emplot du point auziliaire. Nous allons donner quel-
ques exemples ou 'on raméne le probléme a la détermination
d’un point qui n’appartient pas a la figure qu’il s’agit de cons-
truire : c¢’est ce point que nous appellerons point auxiliaire.

L. Mener une tangente @ une circonférence O par un point
extérieur A.

Soit B le point de contact (fig. 112) : menons le rayon
OB et prolongeons-le d’une longucur égale BC ; il est clair que, si
le point C était connu, en tirant OC, on aurait le point de con-
tact B, puis la tangente AB :lepoint C est ici le point auxiliaire.

On a immédiatement deux lieux du point C qui sont deux
cercles ayant, pour centres, O et A, et, pour rayons, le diam¢-
tre du cercle donné etla distance OA. Les deux cercles se coti-
pent en deux points, et Ie prohléeme a denx solutions.
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2. Mener une tanyente commune extérieure a deux cercles
0 et C.

Soient AB (fig. 113) la tangente commune: Menons les
ravons des points de contact OA et OB, et par le centre O la
droite OD paraliele & AB. Nous prendrons pour point auxiliaire
le point D ot cette droite rencontre OB. La droite CD élant
¢gale a la différence des rayons des deux cercles donnes, le
cercle, décrit du point O comme centre avee un rayon égal &
cette différence, est un premier lieu du point D. D’autre part,
Pangle CDO étant droit, le point D se trouve sur le cercle dé-
crit sur OC comme diamétre.

Le point D étant déterminé par l'intersection des deux licuy,
on mene la droite CD que V'on prolonge jusqu’a sa rencontre
en B avec le cercle G, et en tirant AB perpendiculaire & CB
on a la tangente demandée.

Sil’on remarque que la construction, (ui détermine le poinl
D, est précisément celle que 'on donne pour mener une tan-
gente & un cercle par un point donné, on peut dire qu’on
a ramené le probleme proposé a ce dernier probleme.

Le cas ou la tangente est intérieure se traite de la méme
maniére.

3. Tracer un cercle passant par un point donne et tangent a

deuz droites qui se coupent.
- Soient AIL,AF et B(fig. 114)les deux droites ctle point donnés.
G étant le centre du cercle cherehé, tirons la bisscetrice AK
de 'angle 1[AF, et les droites AB et BC; puis, par un point
Quelconque E de AK, menons EF parallele a BC, et prenons,
Pour point auxiliaire, le point F ot les droites AB et EF sc
Coupent.

Il est clair que le point F étant connu, la construction s’a-
¢thévera en menant EF, puis BC paralicle a EF : le point de
encontre de cette paralltle et de la bissectrice AK sera le
tentre demandd.,

Cela posé, on voit que la droite AB est un premier licu du
12
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point I ; pour en obtenir un second, on abaisse EG et CD per-
pendicuiaires sur AH, e, comme les triangles AEF et ABC,
AGE et ADC, sont semblables, deux & deux, on a

EF AE EG _ AE
BC— AC CD ™ AC
d’ott 'on déduit
EF  Et
BC — CD

Et comme les droites BC et DE sont égales, il en est de
méme de GI et EF.

Le second lieu demandé sera done le cercle droit du point
E, comme cenlre, avec EG pour rayon ; el comme ce cercle
coupe la droite AB en deux points, le probleme a en général
deux solutions.

k. Parun des points d’intersection de deux cercles, mener
une droite telle que la svimme des deux cordes interceptées
soit égale a une longueur donnée: on suppose, d’ ailleurs, que
les deux points de rencontre dowent étre de part et d’autre du
pont donné.

Soient O et C les deux cercles donnés, et AB la droite de-
mandce qui passe par I'un des points d’intersection A des deux
cercles ; abaissons des centres les perpendiculaires OI et GH
sur BD, et par le centre C menons CE paralléle & BD : nous
prendrons pour point auxiliaire le point de rencontre E des
droites CE et OL.

Si maintenant on remarque que CE est égale a IIF, c’est-a-
dire & la moiti¢ de la somme donnée, et que Pangle OEC esl
droit, on voit que la solution s’achéve comme celle du pro-
hleme 2,

REMARQUE. — Si on avait donné la différence des deux cordes,
avee la condition que les deux points de rencontre de la sé-
cante et des cercles soient d’'un méme ¢6té du point donné,
fa solution serait tout-d-fait la méme ; car la partic de la sé-
canle, comprise entre les picds des perpendiculaires abaissces
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des deux centres sur sa direclion, serait alors égale a la
demi-différence donnée.

Construire un triangle ABC (fig. 116), connaissant Langle
A, la hautewr AD, et le produit m* des segments qu’elle déter-
mine sur le coté BG opposé a Langle A.

Nous prendrons ici, pour point auxiliaire, le centre du cer-
cle circonserit au triangle; le cercle étant tracé, soit E le
point ot il coupe la hauteur AD prolongée : on a alors

AD X DE = BD X D€ =m
et comme ia droite 5D est connue en grandeur, il en est de
méme de DE.

Cela posé, soit donnée arbitrairement la position de AD:
les trois points A,D,E seront connus, et en élevant au milieu
G de AE une perpendiculaire GO & cette droite, nous aurons
un premier lieu du eentre O cherché.

Pour en trouver un second, élevons BCG perpendiculaire &
lahauteur AD aupoint D, puis tirons OA, OC et GI paralléle 4 OC;
les triangles OCF,GDIsont évidemment égaux, et Pangle DGI est,
par suite, égal & I'angle FOC ou a I’angle A. On pourra avoir,
par conséquent, la longueur du rayon du cerele circonserit, en
menant par le point G une droite GI qui fasse avec GD un
angle DGI égal a angle connu A : le second lieu du centre O
sera done un cercle décrit, du point A comme centre, avec GI
pour rayon.

Quand on a obtenu le point O par I'intersection des deux
lieux, la solution s’achéve ensuite sans difficultd.

Reaargue. — On pourrait remplacer, dans I’énoncé précé-
dent, le produit donné par unc somme, une différence ou un
rapport.

Quand on se donne la somme, on retombe sur le probléme
1 (185); dans le cas du rapport, la solution est intuitive; et
enfin, quand la différence est donnée, on ramene facilement
le probléie proposé au probléme XI (202) dont nous donnons
Plus loin Ta solution.
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METHODES PARTICULIERES.

Nous allons maintenant faire connaitre quelques méthodes
particulicres, utiles pour cerlains problémes spéeiaux, mais
qui le plus souvent ne sont que des procédés bons a employer
pour faciliter la mise en cuvre de la méthode générale des
lieux géométriques.

METHODE DES SUBSTITUTIONS SUCCESSIVES.

184. (’est la méthode que nous avons déja indiquée pour
la démonstration des théorcmes. Elle consiste & ramener le
probleme a un autre, celui-ci a un troisieme, et, ainsi de suile,
jusqu’a ce qu’on arrive & un probléme connu.

Yoici des exemples.

1. Décrire un cercle tanyent ¢ deux droiles et a un cercle
donnés.

Soient AL,AM et C (fig. 117) les deux droites et le cercle
donnés, et U le cercle cherché qui touche les deux droites et
le cercle donnés en B,E,D.

Du point 0, comme centre, avec OG pour rayon, décrivons
un cercle, puis menons les droites H(r, IF tangentes a ce cercle,
et respectivement paralleles & AL et AM. Les droites HG et I
sont connues de position, car leurs distances a DL et DM sont
¢gales au rayon DG du cerele donné ; on est done ramené a
déterminer le centre O d’un cercle qui passe par un point
douné G et touche deux droites données GII et IF : c’est le
probleme (3) (186).

Si lon remarque que les deux paralicles a AL et AM peu-
vent avoir quatre dispositions différentes par rapport a ces
droites, on voit que le probléme a, en général, huit solutions.

2. Partayer wn trapéze ABCD (fig. 118), parune paralléle EV
aur bases AB et LD, en deux parties ABEF, EFCD que soient
entr’elles dans le rapport de devwx droites donndes M et N,

Document numarisé par |a Bibliothaque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 DES 70



DES PROBLEMES. 181

Nous allons ramener la question & partager une droite en
deux segments dont le rapport soit le rapport donne.

Prolongeons les deux cotés non paralléles AD et BC jusqu’a
leur rencontre en (; on aura, en considérant les deux tra-
pezes ABEF, EFCD, comme différences de deux triangles,
1) GAB — GEF M

GGEF — GDC ™ N

remplacant maintenant dans celte équation les trois triangles
rAB (.EF GDC par les trois quantités proportionnelles

(IA.) (rEa (rD il vient

GA—GE _ M

hL — (1]) N

2)

«....__..

Mais les quantités GA, GE et GD peuvent éire rempla-
cées, a leur tour, par des droites proportionnelles; & cet effel,
sur A(x comme diamétre, décrivons un demi-cercle, et du point
- comme centre avec GD et GE pour rayons, tracons deux
cercles qui coupent le premier en I et H, puis projetons ces
derniers points en L et K sur AG; en menant alors GT et GH,
on a

N

GH _GK G _ GL

2 2
AG AG  AG AG

ou
9

«Tﬁ (JI __AG
Gk~ GL— AG

et en remplacant GIT et GI par les droites égales GD et GE,
n voit que les trois droites Gk, rL et Ah sont pr npomun-

helles aux trois quantités G ]) G PL GA el quelles peuvent,
par conséquent, les remplacer dans I'égalité (2); on a ainsi

GA—GL__ M AL_ M
G(L—LK N LK™ N

Le point K étant connu, on voit bien que le probleme esl
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ramené a partager la droite AK, au point L, en deux segments
dont le rapport estdonné.

Le point L étant obtenu, on menera LI perpendiculaire §
AG, on prolongera cette droite jusqu’a sa rencontre en I avec
le demi-cercle déerit sur AG ; puis, du point +r, comme cen-
tre, avec GI comme rayon, on déecrira un cercle qui par sa
rencontre avec AD donnera le point E demandé,

Remarove. La méthode des substitutions successives n’est
souvent qu'une manicre abrégée de présenter la solution des
problémes, en ne répétant plus des raisonnements déji
faits a I'occasion de problémes connus. Cest ainsi que dans
les problémes 2 et 4 (186) au lieu de considérer le point auxi-
liaire comme déterminé par I'intersection de deux lieux connus,
nous pouvons dire que le probléme est ramené au probleme
de la tangente au cercle par un point donné,.

METHODE PAR RENVERSEMENT.

185. Presque toujours, on ramene les problémes dusecond
genre au premier; mais quelquefois on fait aussi le contraire,
on renverse la méthode ordinaire, pour se donner toute liberté
de placer certaines données, comme on le veut :la figure étant
construite dans une position quelconque, 1l est facile ensuite,
en reportant certaines lignes sur la figure primitive, d’achever
la construction (7).

Remangue. On ne doit avoir recours a la méthode par ren-
versement que lorsqu’on ne peut faire autrement, ou que I’on
veut essayer de trouver de nouveaux modes de solution; car
il est toujours plus ¢légant de faire la construction sur la
figure elle-méme, sans avoir recours & une figure auxiliaire.

Passons maintenant aux exemples.

1. Etant donnés un cercle C (fig. 119) et deur drottes CA

(*) On entend, d'ordinaire, 1o mot renvzrsement dans un sens moins
général que celui que nous lui attrihuons, — Duhamel, JMeéthodes dans
les sciences de raisonnement.
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et CB passant par son centre, mener une tangente AB au cer-
cle, telle que la partie AB, interceptée entre les deux droites
fizes soit égale d une longueur donnée.

Menons le rayon CD du point de contact D; dans le
friangle ABC, on connait le coté AB, 'angle opposé C, et la
hauteur CD. On peut alors construire ce triangle quelque
part dans le plan, probleme 1 (185); puis, quand il est
construit, on porte sur les deux droites données des longueurs
A et CB, respectivement, égales aux cotés de 'angle C, et en
menant AB, on a la tangente demandée.

2. Inscrire un triangle connu dans un triangle dont les
cités sont donnés en position et en grandeur.

Proposons-nous d’obtenir les deux {triangles inscrits I'un
dans P'autre et dans une position quelconque sur le plan.

Ayant construit, d’abord, quelque part dans le plan, le
{riangle DEF qui doit étre inscrit dansle triangle donné(fig. 126),
il s’agira de lui circonscrire ce dernier triangle.

Or les points A et B sont, respectivement, sur deux ares ca-
pables de deux angles donnés, décrits sur EF et ED, et le coté
AB a une longueur domnée; on est donc ramené aun pro-
bléme 4 (186) quia généralement deux solutions.

Le probléme proposé, lu-méme, a aussi généralement deux
solutions, quand on précise les angles ¢ui doivent éire respec-
tivement opposés aux cités du triangle DEF. Mais si I'on ad-
met que le triangle DEF peut étre placé d’'une maniere quel-
conque dans le triangle ABC, on voit facilement que le
probléme a, en général, douze solutions.

3. Par un point ¥, pres sur la bissectrice CE d’un angle DCF’
(lig. 121), mener une droite telle, que ta partie AB, interceptée
entre les cotés de langle, soit égale a une wongueur donnee.

Supposons que l'on veuille construire la figure dans une
position quelconque ; on peut dire que le probléme proposé
revient & celui-ci: Construire un triangte ABC connaissant
un coté AB, langle opposé C, et la longueuwr CE de la bissec-
trice de cet angle.,
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Donnons-nous arbitrairement la posilion de AB (fig. 122),
tout reviendra & déterminer la position du point € par rapport
a celle droite.

Le point C se trouve d’abord sur un arc ABC, décrit sur
AB comme corde, et capable de Pangle donné.

Cherchons maintenant un autre lieu du point (. Pour cela,
achevons la circonférence & laquelle appartient 'arc ACB,
menons la bissectrice de I'angle C, et prolongeons-la jusqu’a
sa rencontre en I avee la circonférence. Le point 1 élant le
milicu de I'arc AIB, les angles TAL,ACI sont égaux, ct, par
suite, les triangles ACILAEI, qui ont 'angle commun I, sont
semblables et donuent

(1 X Kl =Al

Des lors, les deux droites CI et EI peavent étre consm@lites,
puisqu’on connait leur différence CE et leur produit AT. La
droite IC étant connue, le lieu géométrique demandé est une
circonférence qui a, pour ravon, cette droite et pour centre,
le point I.

Le point G ¢tant obtenu et le triangle ABC construit, on re-
vient, comme & Uordinaire, ala figure primitive,

METHODE DES FIGURES SYMETRIQUES.

188. On facilite souvent la solution d’un prebleme en adjoi-
anant, a certains points de la figure, d’autres points ¢ui leur soni
svmélriques, par rapport & une droite ou un point. Quelquefois
méme, on reproduit par symélirie toute une particde la figure.

Passons aux exemples.

1. Etant donnés une droite AB et dewx cercles O et C (fig. 123),
on demande de trouver sur la droite AB un point D) tel, que
les tangentes DI et DF, menées de ce point aux deux cercles,
fassent avec la droite des angles EDA,FDB égaur enti’cux.

Décrivons le cercle (7 symdéirique du cercle € par rapporl
a AB. Si, du point D, nous menons la droite DF’ tangente au
cerele (7, les denxangles FDB, F/DB seront égaux, e, par suite,
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il en sera de méme des angles EDA,F'DB ; il en résulte que
DE’ est le prolongement de ED, et 'on est ramené au probleme
de la tangente commune & deux cereles.

2. Construire un triangle ABC (fig. 124), connaissant un
coté AB, la somme des deux autres, et sachant que le sommet
(. se trouve sur une droite LM donnée de position.

Pour metire en évidence la somme donnée, prolongeons AC
d'une longueur CD égale a BC: si, alors, des points A et C,
comme centres, avec des rayons, respectivement, égaux & Al
¢t CB, nous décrivons des cercles. Tls seront tangents inté-
rieurement au point D.

Le premier est connu, et le second satisfait a la condition
d’étre tangent intéricurement au premier, de passer par le
point B, et d’avoir son centre C sur la ligne connue LM. Mais
si nous prenons le point I symétrique du point B par rapport
i LM, il est clair que le cercle cherché devra passer par ce
point, et on est ramené au probleme connu de déterminer un
cercle qui passe par deux points donnés et soit tangent a un
cercle donné. Le centre du cercle cherche sera le troisicme
sommet demandd.

Le probléeme aura en général deux solutions.

On traitera de méme le cas ot 'on donne la différence des
cOtés au lieu de la somme.

Par le méme artifice que nous venons d’employer, le pro-
bleme de déterminer un cercle qui touche deux droites données
et passe parun point donne, déja résolu (86), se trouve ramené
au probléme de tracer un cercle qui passe par deux poinls
donnés et touche une droite donnée, Il suffit, pour cela, d’ad-
joindre au point connu son symétrique par rapport a la bis-
sectrice de I'angle des deux droites données.

3. Construire un triangle ABC (fig. 125) connaissant un coté
AB, la différencedes angles adjacents A et B, et sachant que le
sommet opposé C se trouve sur une droite ¥G donnce de po-
sition.

Prenons sur BC une longueur CD égale A AG el menons DA:
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I'angle CDA étant égal & 90° — G ou f—\—j_——]i, I'angle DBA est

2 2
. . A—B . ok ,
ggal & 5 et, par suite, la droite AD est connue de posi-
tion,

Cela posé, construisons le point A’ symétrique de A par
rapport & FG, prolongeons AD jusqu’a sa rencontre en E’ avec
FG, puis menons les droites EA’ et CA’. Ces derniéres droites
sont évidemm~2nt symétriques de EA et CA par rapport & FG,
et, par suite, les angles EAC, EA’(V sont égaux, et les angles EDC,
EA’C, supplémentaires; le quadrilatére CDEA’ est doncinscripti-
ble, etl’angle A’CB est supplémentaire de I'angle connu AEA’.

Par conséquent, aprés avoir déterminéle point A’ symé-
irique de A par rapport & FG, pour achever la construction,
il suffirade mener la droite BA’, et de décrire, sur cette droite
comme corde, un arc capable de I'angle supplémentaire de
'angle AEA’. Le point C, ol cet arc coupera FG, sera le point
demandé.

k. Par un des points d'intersection de deux cercles, mener
une drovetelle que lasomme des deux cordes interceptces soit
égale a une longqueur donnée, sous la condition que les deux
points d'intersection soient d'un méme coté du point donné.

Voici comment on ramcene ce probleme auprobleme 4 (186).
Concevons un cercle (7 tangent en A au cercle C, et de
méme rayon; puis, FG étant la droite demandée, rempla-
cons le point F ot cette droiterencontre le cercle € par le
point F/ out clle rencontre le cerele €/, c’est-a-dire, par le
point symétrique de F par rapport au point A. Alors on est ra-
mené au probléme cité, car, quelle que soit la sécante, les
droites AF et AF sont égales, et les deux points F et I sont de
part et d’autre du point A.

Si I'on donnait la différence de deux cordes, on ramenerait
de méme le cas ou les deux points d’Intersection sont d’un
méme coté du point A, au cas ot ils sont de part et d’aulre.
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DES PROBLIEMES.

METHODES DES FIGURES SEMBLABLES,

18%7. Quelquefois pour résoudre un probléme on construit
une figure semblable & la figure cherchée, et de la figure ohte-
tenue on déduit ensuite la figure demandée.

Yoicl quelques exemples.

L. Construire un triangle connaissant les angles et la sur-
face ou le périmétre.

Les angles du triangle demandé é¢tant connus, on peut im-
médiatement construire un triangle qui Iui soit semblable : On
est alors ramené a déterminer un triangle semblable & un
friangle donné, et dont le périmétre ou la surface sont connus.

Mais les rapports des périmétres et des surfaces de denx
iriangles semblables sont, respectivement, égaux au rapport de
deux cotés homologues et au carré de ce rapport ; on est done
ramené dans un cas, comme dans autre, & construire sur un
cOté donné un triangle semblable a un triangle donné.

2. Construire un triangte connaissant les trots hauteurs.

Soient @,b,c les trois cotés, 2,4,/ les trois hauteurs corres-
pondantes, on a

ah = bk = ct

ou
a b ¢
1171
ho ko1

Ainsi, les trois eotés @,b,¢ sont proportionnels aux {rois

111 N :
nombres A et, par sunite, a leurs prodnits par Ak, c’est-

a-dire, a k4 et /}i Si done, (fig. 126) on construit trois droi-

tes proportionnelles a ces trois derniers nombres, et, avec les
droites un triangle AB'(V ; ce triangle sera semblable au trian-
gle cherché, et aprés Pavoir construit, pour achever la solu-
tion du probléme, on abaissera AH’ perpendiculaire sur B'C/,
on prendra sur cefte droite une longueur AI égale & la hau-
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teur & correspondante au edté «, puis parle point I on ménera
BC paralléle & B'CY.

RemarQuE. On traite de la méme manicre le probleme de
construire un triangle connaissant les rayons des trois cercles
ex-inscrits : adoptant les notations ordinaires, on a

p=a) =(p—0)r"=(p—rc)?”
d’oti
p—a_ p—>b p—c
1 A |

et en ajoutant les numérateurs et les dénominateurs des frac-
tions prises deux a deux, on a
a b c

1 1 1 1 1 1
A A e

\

on acheve ensuite, comme tout-a-I’heure.

3. Construire un triangle ABC (fig. 127} semblable a un
triangle donné et dont les somanets sotent situeés sur trois cercles
concentriques donnés.

Tirons des droites du centire commun O des trois cereles,
aux trois sommets du {riangle, et par un point quelconque A’
de OA menons A’D" et A'C/, respectivement, parallcles a AB
et AC, dans les friangles OAB, OAC. On voit facilement qu’en
joignant B’CY, on aura un triangle A'B’C/ semblables & ABC
et que les trois longueurs OA’,0B’,0¢ sont proportionnelles
aux rayons des cercles donnds.

(ela posé, construisons un triangle A”B”C” semblable au
triangle donné, ct déterminons un point O dont les distances
aux trois sommets A”,B”,(” soient entr’elles comme lesrayons
des cercles donnés (le point s’obtient facilement par la rencon-
tre de deux licux connus). Prenant alors sur les trois droites
0A”,0B”,0C”, des longueurs 0A,,0B,,0C,, respectivement, éga-
les aux trois rayons donnés, et joignant par des droites les
trois points A,,B,,C, on aura un triangle A,B,(; qui scra placé

par rapport & A”B"(Y, comme ABC I'était par rapport & AB'C.
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Pour avoir maintenant la position du triangle ABC par rap-
port a la figure primitive, par le centre O, on ménera ftrois
ravons OA,0B,0C, dans chacun des cercles, tels, que les deux
angles AOB,AOC soient, respectivement, égaux aux angles
A70B7, A"0C7; en joignant par des droifes les trois points
A,B,C on aura le triangle demandd.
Rexargre. La construction du triangle A,B,(; est inutile ;
nous 1’en avons parlé que pour I'uniformité des explications.

PROBLEMES DE GEOMETRIE PLANE.

188. Nous allons maintenant donner la solution de quel-
ques problémes, en appliquant a chacun d’eux une ou plusieurs
des méthedes que nous venons d’exposer. Mais on verra que
le plus souvent, c’est la méthode des lieux géométriques qui
condutt a la solution demandée.

Nous allons commencer par la construction des triangles.
Les problémes de cette espéce sonl intéressants, parce qu'on
Ies retrouve en trigonométrie.

GONSTRUCTION DE TRIANGLES.

PROBLEME I.

189. Construire un triangle connuissant le périmetre et
les angles.

Nous avous déja donné une solution par les triangles sem-
blables, mais la suivante est plus simple.

Prolongeons (fig. 128,) le coté AB de longueurs AD et BE,
respeclivement, égales a AC et BC, et menons CD et CE. Dans
le triangle CDE, on connait le coté DE qui est égal au périme-
tre donné dutriangle ABC, ef les deax angles D et B qui sont
les moitic¢s des angles du méme triangle ; on peut done construire
le triangle DCE, et la droite DE seraun licu des sommets A ¢t B.

Mais, d’autre part, les points A et B sout a des distances
¢gales, le premier, de D et €, le second, de G et L5 ils seront
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done déterminés par les rencontres de la droile DE avec les
perpendiculaires élevées sur les milieux de CD et CE.

L’angle DCE étant égal & 90° - g est toujours obtus : les

perpendiculaires élevees sur les milieux de (I et CE rencon-
trent done toujours DE entre D) et E 5 le probleme est, par suite,
loujours possible, et il n’a d’ailleurs qu’une solution.

PROBLEME II.

190. Construire un triangte ABC (fig. 129), connaissant
un coté BC, langle opposé A, et la somme ou la dyfférence des
deux autres cotes.

Supposons que la somine soit donuée : on prolonge AB d’une
longueur AD égale & AC, et on meéne CD. On peut construire
Je triangle DBG dans lequel on connait 'angle D égal & la moi-
tié de T'angle A, le c6té BD égal & la somme donnée, et le
coté BC qui est donné, par hypothese.

Le triangle DBC étant construit, comme le point A est &
égale distance des points D et C, on acheve la construction
en elevant EA perpendiculaire sur le milieu de DC, et me-
nant CA.

Discussion. Il faut d’abord pouvoir construire le triangle
auxiliaire BDG dans lequel Pangle D est aigu. On sail que la
condition nécessaire et suffisante est que le ¢oté BC ne soit pas
plus petit que la perpendiculaire BII abaissée du sommet B sur
le coté CD.

Supposons que la condition soit remplie, ¢t qu’on ait cons-
truit le triangle BDG: il reste encore a déterminer le point A
par la rencontre de BD avec la perpendiculaire élevée au mi-
lieu E de CD.

Les deux droites se rencontrenl toujours, puisque 'angle D
nest jamais droit; mais il faut encore que la rencontre ait
lieu entre B et D, et, pourcela, ¢u’on ait BC plus petit que BD 5
on retrouve de eelle manicre la condition connue que le coté
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donné doit étre plus petit que la somme des deux autres.

Ainsi, en résumé, le coté donné BC doit étre plus grand
que BIT ouégal a cette droite et plus petit que la somme donnée.
Quand BC est plus grand que BH le cercle décrit avec BC,
comme rayon, coupe la droite indéfinie DC en deux points G
et ¢/, et il semble qu’alors on ait deux solutions : les triangles
ABC, BA’C’; mais le probléme n’a jamais qu’une solution, car
nous allons voir que les triangles sont égaux.

En effet on a

BC=1B( BAC=DBAT

Il reste donc a démontrer I'égalité des angles ABC, BOA’ :

or on a
ABC = BCJ — BDC  BCA! = BCC — A'¢/D

it a cause des triangles isoceles BCCY,DA’C, on a aussl

BC =BCGC BDC= &CD
done ABC = BU/A

Quand on se donne la différence des cotés, on est encore
conduil a construire un triangle connaissant deux ¢olés et
Pangle opposé & 'un d’eux ; mais 'angle étant obtus, le pro-
bléme auxiliaire n’a qu’une solution et la discussion n’offre
ancune difficulte.

PROBLEME III.

191. Coustruire un triangle ABC (fig. 158), connaissunt wi
angle C, la hautewr CII partant du sommet de cet angle et le
perimétre,

Preyikre sorvrioN . Formons le triangle auxiliaire CDE,
comme dans le probléme 1, on aura

= L A B g G
DCE = €+ 5 + 5 =90" 4

Dans le triangle DCE, on connait doncle coté DE, 'angle op-
posé el la hauteur ClI. On peul le construire (185): on obtient
ensuile facilement le triangle demandd.
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Le probleme proposé n’a quune solution, et pour qu’il soit
possible, il faut et il suftit que la ligne AH ne soit pas plus

\ A ’
srande que la fleche de 'are capable de Pangle 90 -} 5 et de-

crit sur DE comme corde.

Deexiive sorotioN. Donnons-nous langle € (fig. 130), ot
proposons-nous de déterminer la position de AB par rapport
a cet angle. On voit d’abord que la droite BC doit eire tan-
vente a un cercle décrit du point A, comme centre, avec All
pour rayon.

D’autre part, on sait que si 'on décrit un cercle qui touche
BC et les prolongements des c¢Otés AC et BC en E et I, les
droites CE et CFsont égales au demi-périmetre du triangle ABC :
le cercle est done connu. On achevera ensuife 1a construetion
en menant une tangente commune BC aux deux cercles (ue
I'on a tracés. |

Il n’y a évidemment que les tangentes extérieures qui satis-
font & la question, et, a ces tangentes, correspoundent deux
friangles egaux ;le probléme n’a done qu’une solution, el pour
quelle existe, il faut que la distance des centres des deux
cercles soit plus grande que la somme de leurs rayons.

PROBLEME 1V.

192. Construire un triaingle ABC (fig. 131), connaissant la
hauteur A, la médiane A et lu bissectrice AV qui partent
toutes trois du meme sonunet A.

PreMiERE soLuTioN. On construit, d’abord, avee les deux pre-
miéres droites un triangle rectangle ADEK ; la position du
sommet A est alors déterminée, par rapport a la droite DI
prolongée indéliniment, et il ne s’agit plus que de placer les
sommets B et € sur cette droile.

A cet effet, on prend pour poinl auxiliaire le centre O du
cercle civconserit au triangle ABC. On a un premier lieu de
ce point en clevant une perpendiculaive & ED au point D.
Pour obteniv unsecond lieu, on remarque que st on détermine
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entre D ¢t L un point I qui soil & une distance du pomt A
¢gale @ la longueur de la bissectrice donnée, et quion tire la
droite AL, les deux droiles ALY et OD prolongées viendront se
rencoittrer au milicu G de Tare BGC, AG est, par conséquent,
une corde connue du cercle eireonserit au triangle, et en éle-
vant une perpendiculaire & AG cn son milieu F, on a le se-
cond licu demandé.

Le pomt O élant détermne par la vencontre des deuy licuy,
de ce point comme centre, avee O\ conume ravon, on décrit
un cerele qui coupe la droile EF prolongée, en deux points B
el Goqui sont les sonumets cherches,

Druxiiae soncrioN. Le triangle DAL, etla droite AL élaut
coustruils, cowmme plus haul, on mene AK perpendiculaire 2
Al alors les deux points F et K, elles deux sommets cherclics
B et € forment une division harmonique, ¢l Pon a

DB'= DF X DK

Cetle ¢galilé détermine le point B, el, par suite, le point G,

Trosiime soLerion. Soit KHG (fig, &3 1e riangle & construire,
dans lequel Goest le sommel ot partent les trois droites don-
nees. Ondétermine, comme dans la premicre solution,, les posi-
Hons relatives du sommet Goet du colé opposé Lk, puis
prenant pour ecntie e milicu T de KH,on deéerit un cerele
avec 16 pour rayou. Daus la fig, 53 0 faut supposer gque GD
et un dincetre et He centre du cercle.

Prolongeons maintenant fa droile G jusqu’a sa rencontre
en Ioavee e cercele, et menons KB tangente au cercie en
ce point @ adors, si par le point de rencontre Is de la tangente
el dudiamcetre CD, on lire une seeante quelecongue EAB, puis les
droites GA et GK qui coupentle diameire Crenk et L, dapres
le théoreme (105, les deuy segments I el seront ¢gaon.

H ne sagit plus que de mener la scéeante EAB, de maniere
que Pangle G ait une bisscetrice de longueur donnce ; or il
suftiva, pour atteidre ee but, de faire Iy construction survante
Ui determiine, comnie dans les selutions precédentes, la pesi-

13
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tion de la droite qui doit étre bissecirice, el on la prolonge
jusqu’a sa rencontre en I avec le cercle; on lire une droite
de ce pomt au cenire, et, du point I on abaissc une per-
pendiculaire EAD sur cette deruiere drotte.

PROBLEME V.

198. Construweun triangle ABG(lig. 132), connaissant {'an-
qle A, la hauteur AH, et la somine, la différence, le produit ou
le rapport des cotés qui comprennent Langle donné,

Dans 'un quelcongue des guatre cas, en un point H d'une
droite indéfinie BC, on éléve une perpendiculaire a cetle
droite, et on prend sur sa direction une longueur AH égale a
la hauleur dounde : alors 1l ne 'agil plus que de frouver la
position des sommets B et € sur la droite indéfinie BC.

1° La somme est donnée. Prolongeons AB d'une longueur
AL égale & AC, et cherchons le lieu du point K, lorsque Pan-
cle donné BAC tourne autowr de son sommet A : la question
peut s’énoncer aiusi.

CUn angle constant CAE {ourne cutour de son sonunet A, el
Pun de ses cités rencontre une droite fize BC au point (' on
prend sur Lauire ¢oté une longueur AR éyale ¢ AC . on de-
mande quel est le liew du point E.

Ce liew est un cas particulier du liew IX (45315 on frowve
une droite que Pon détermine par la construetion suivante.

Menez par le point A une droite AK qui fasse avee A un
angle égal & Tangle donné A, prenez AR dgale & All, et au
point K élevez PQ perpendiculaive & AN : Ja droite P sera
le lieu demandé.

Mais le point A, dlant & égale distwiee des droites BG el

P0, est sur la bissectrice de leur angle, el on est ramené
a ce probltme connu: par un pomnt A, pris sur la bissectrice
d'un angle, mener une droite telle que la partie BE inder-
ceptée entre les eotés de Pangle ait une lungueur donnce.

2° La différence est donnde. Avant pris, sur le eofé AD lwi-
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méne, uhe longuewr Al égale & AC,on tiouve, conne plus haul,
que Ie licu du pomt I' est uiie drotte, el on est encore ramend
au meéme  probléme s seulement, le poind A est pris sur la
pissectrice des angles supplémentaires de Tangle donud.

3° Leproduit est donné. L’angle constant A tournant autour
du point A, el 'un de ses ¢otés rencontrant la droile fixe au
point B, st on prend sur Pautee ¢oté un point €, tel que lo
produit AC X AB seit constant, on sait que fe lien est un cer-
cle. L’un des points de vencontre de ce cerele et de la droile
mdéfinie BC sera done e sosmmet €. On aura ensuite facile-
ment le sommet B. :

¥ Le rapport est donne, Enose seivant du liew 1N (15335, on
d une solution analogiie & la préeédente.

hemsnorel.— Bansle troisiéime cas, on peut immcdiaterient,
d'apres un théoréme connu, déterminer le diamétre du cer-
cle circonserit, ety par suite, apres avoir tracc ce cercle, b y
avelr imserit un angle égal a A, on connaitra la longueur du
coté BE. On est ainst ramend & ce prebleme bien connu : cons-
trutre un triangle conncissand un cote, Uangle opposé, ot In
hawteur,

Reyangue 2. — Datis fe cas ou e rapport est connu, on peuat
se donner Vangle A de posttton @ s alors on remarque ue
B est paralitle & une direetion donnée, on achéve facilenent
la solution.

PROBLEME VI.

194, Construwe un tricngle ABG (lig. 132}, connaissant
lea u’i/‘/erence des angles B et C adjacents aw coté BC, la hau-
leur A qui corvespond a ce ¢did, et le somme, la différence,
le produit v le vapport des dewr aulres cotds.

Prenons sur BO ane longueur GH ¢gale & HE, et inenons

Vi Ja droife Aty sera égale d AC) of Pangle BAG dgal & la
diidrence des angles Bet €L 5 uini 5 on constdere le triangle
BAG comme le Giangle & cons ‘m,w, on esl ramené au pro-
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kleme precédent. Le (riangle auxiliaive étant construit, il est
ensuite facile d’ebtenir le triangle ABC.

PROBLEME VII.

1958, Construwre un treangle ABG, connaissant un coté AB,
Cangle opposé A et le produit W des cotés qur comprennent
cet angle.

Prevignk sonerion. Llangle A etaut donne amsi que BG, le
pomt A se trouve sur 'are BDG d'un cerele connu.

Mais si, du point A, on abaisse All perpendiculaire sur B, en
désignant par Kle rayon du cercle circonscrit au triangle, ona
AB X AG=21 x Al

nials on & ausst, par bypothese,
AD X AC = m”

715
On a done; AH — 2
2 I}

et Fon esl ramene au probléme 1 (183,

DEesiEyE soLtTioN. Un s’appuie sur le lemnne suivant :

U cercle étant circonscrit @ un triangle ABC (fig. 132), et 1
etant le muliew de Carc BAC, st lon méne les droites AD et DB,
on o

AB X AC == B — AD

Pour le démontrer, prolongeons AB d’une lougucur AL égale
a AC, el tirons EC. Le triaigle AEC élanl isoctle, Pangle BEG
est la moiti¢ de Pangle A5 le point E se trouve done sur un
are qui a pour corde BC el qui est capable d’'un angle moitic
de angle A : cet are o, dailleurs, pour centre le point D qui
est @ dgale distance de trois de ses points,

Appliquant maintenant le théoréme connu sur fa puissance
d'un point par rapport & un cerele, on a

AB X AE — BD'— Ab
Clest co quil fudlait démontrer,
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Celaposé, le produil AB X AE étant dgal i s°, on a
AD=V BD) —»
Le point A sera done déterminé par la rencontre de 'are
BACet d’un cerele qui a, pour centre le point D, et, pour rayon,

VD —
Pour que l(.\, probleme soit possible, la longuenr 7 ne doit
pas étre plus grande que BD.

PROBLEME VIII

198. Construire un triangle ABC (fig. 133), connaissant un
cdtéAB, langle opposé A et le rapport de la différence AD— A(
des devx autres cotés a la hawteur AH partant du sommet A.

Ce probléme a été proposé par Pascal & Fermat. Voiei la
solution que Fermat a donnée :

Le cercle circonserit au triangle ABC élant tracé, et D élant
le milieu de I'are BAC de ce cerele, tirons DA,BD el abais-
sons DF, DI, respectivement, perpendicalaires sur AB et BC.

Draprés le lemme démontré, fout & Pheure, on a

AIX 2R =BD — A

ou, en remplacant le prodnit AB X AC par le produit eoal
ATl X 2R, il vient

) AL X 2R=BD — AD’

On voit aussi, par la figure qui a servi & la démonsiralion
du lemme, que la ligne AF est égale i la demi-différence entre
AB et AC.

Fn effel, en nous reportant a la figure, on voit que les lon-
gueurs BE el AB -4 AC sont égales, et, comme le point D est
le centre d’un cerele auquel appartient la corde BE, la droite
BE est égale & 1a demi somme de AB et de AC, on a done

AF = AB — 4“—5 AC \}};—A(‘
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Cela posé, comme les angles DAB,DBI sont égaux, les trian-

gles rectangles DAF et DBI cont semblables, et donnent
AF éL)
BE7BD
d’ont
/2\ x { o H[___>__<._~&‘n
Bh

Divisant maintenant, membre & membre, les dgalités ‘1
ef 123, 1} viend

AF__BXAD X2
All Bi (h“ e l

Mais le rapport de AL & Al est connu, représenions-le
parle rapport de deux lignes données 3 el X ; alorg, on tire de

Iégalité précédente danz laguelle on a mis % alaplace de %
B 2R X BIXN
AD M X B

Le second membre peut dtre consirait par des troisiemes
proportionnelles, et représenté par une deoite connue P2 oon a

done

BD? .
T — A =1

On est ainsi ramene & trouver deux droites, connaizsant leur
2
produit BD etlenr différence P, Les deus droites éfant obtenues
par la construction ordinaire, la plus petite sera la droite AD:
alors la solution du probléme proposé ’achovera comme dans
fe probléme précédent.

Discssion. [l résulte de la eonstrnetion méme que le pro-
bléme est toujours possible el Wa qu’une =olution, mais on
peut ausst le voir d’une manicre directe.

En effet, si on suppose donnés e edté BC, et Pangle A :
apres avoir fixé Ia position de BC, le sommet A <o déplacera
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aur un are connu BAC, en allant, par exemple, de @ vers D,
fl est éviddent, ’abord, que la hautenur, commencant par ére
nulle, ira en eroissant jusqid ee qiw'elle atleigne sa valeur
maximum DI,

Pour voir maintenant comment varie la différence AB — AC,
on prend sur AB une longueur AK dgale a AC, el on méne

. 74 17" ! ’ by A— ® .
(K. L’angle CKB étant dgal & 90° - 3 est obfus ; el si on [ait

passer un cerele par les trows points B,C,K, on voil (que BK est
une corde qui va en s'¢loiznant da eentre quand le point A
marche de G en D, La diftérenee CK entre AB et AC va done
en dimmuant depuis AB jusqu'a zévo,

oy Lo AB —AC .
ITresulte, de ce qui préecde, que le rapport YT dimi-

nue, pour une double raison, depuis Vinfini jusquwa zéro, el
par conséquent, il v a toujours un teiangle et un senl dans lo-
AB — AC

el les irois quantitds BCL A et Y oni des valenrs do-
fermindes,

PROBLEME IX.

19%. Construire wn triangle ABC, conaarssant un cote B,
Pangle opposé A, el la sopmune de ln différence AB — AC des
devax aties cotés et de la hmtewr AT partant di sommet de
langle donnd,

Fermal, cn envovanl & Paseal la solation da probléme proé-
cédent, ajoute ces mols,

Powr qute la question ne vous paraisse pas élre vestée stirile
entre mes mains, je vous propose de consirumre un tiiangle,
ronnaissant un coté, langle opposé, et lasomme, la différence,
on le produit des quantités dont voius ni’avez donnd le quotient,

Pascal n’a pas répondu & Fermat, on do moins sa réponse,
st elle a eu leun, n’a pas ¢1¢ eonserviée; mais nous allons
voir que la méthode de Fermal sapplique trés-hien an pre-
mier probleme ; nons dirons enzuite tn mot des denx antres,
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Comme dans le probléme préeédent, on a tonjours les éga-
lités

(1 2 X Al = T —AD
. Bl X AD

(9 Al — —————

- AP B

Divisanl les deux membres de la premmére par 2R, doublant
les denx membres de la seconde, ef ajoutant, membre & mem-
bre, il vient

—2 2
AT -2 AF = Bh —AD 4

21

2B1 X AD
Bh
Représentant la somme donnée Al 4 2 AT par d, Péga-
lité préeddente peut se meltre sous la forme

2Rd—BD __ &R X BI
~AD —BD

AD -

2
Iy a deux eas & distinguer, suivant que BD est plus petit ou
plis grand que 2RA. (On s’assure par des considdrations géo-
métriques ires-simples que les denv cas sont également pos-
sibles,
Si BIY est plus petit que 2Rd, on eanstruif nne ligne M dont

le carré soit égal & 2Rd — B, of une ligne P qui représente

AR X BI :
i ) 4 M !
:B/%mj alors la derniore équation peut s'eerire

W

Ft on est ramené & trouver deux droiles econnaissant leur
somme el leur produit.

On prouverait de la méme manicére que, dans le eas o Bh
et plus grand que 2R, on est ramenéd & (ronver deux droites
connaissant leur différence el leur produil. La droite AD étant
connue, on achéve fa eonstruction comme dans le probléme
de Paseal,

Nous ne donnerons pas iei la disenssion du probleme qui
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pe peut gudre se faive dqien faisant intervenir Palgébre on la
trigonométrie (",

Le cas ou Pon se donnerail la différence entre les quantités
AR — AC et Al <e traiterait, tout-i-fait, de la méme manidre
que le précédent ; mais si on se donne le produit des mémes
quantités, le probléme ne pent pas étre résolu avee la régle
el le compas.

Le probleme de Paseal eonduit naturellement i se poser le
prabléme suivant.

PROBLEME X.

198. Construire un triangle ABC (fig. 133Y, connaissant un
eite BC, Pangle opposé A el le vapport de la somme AB -}- AC
¢ la hauteur AH,

Menons le diametre AG du point A et tirons la droite DG :
les triangles semblables BDF et DGA donnent

BD
2R

mais on a, comme dans le probléme préeédent,

BF =

X hix

ANl X 2 R = BD — AD
et, en remplacant dans eetle dzalité Kﬁgpm‘ AN —i"i(“‘f, il
vient
AL X 2R =BD — 4 B2+ Dv.
K étant le milien de 'are BGC, si Pon tire la droite DK, on
anra

4 R* — BD = BK?
et, par suite,

W;Q m?
ATl = F — B

S on
(*) Voir, pourla discussion du probléme par la trigonométrie, le com-

Plément de Pouvrage qui a pour titre : Théorie nouvelle des Normales
‘Deshaves),

Document numarisé par |a Bibliothaque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 DES 70



249 DEUXTEME PARTIE,

Mainfenant, si Von se rappelle que BF est la demi-somme
des edtés, on voit que le rapport de All a BE est connu : re-
présentons-le par celui de deux lignes M et N. En divisant,
membre & membre, les dégalités qui donnent AIL et REF, il
viendra

2

A DG —BK M

BF T DG X BD TN

doit Pon tire facilement

BR B X N

Me— 5= N

It on est pamend & trouver deuy dioites, eonnaissant lenr
différence ct leur produit: la longueur DG éfant connue, on
aura le point G, ef, par suile, le point diamétralement opposd A,

Reasnoue. Si Pon remplacait le rapport denné par wme
somme o uie dificrence, on serait encore ramené, comine
dans le probleme de Pascal, a trouver deux droifes, eonnais-
sant lewr prodait, ¢f leur sommie ou lewr difidrence,

PROBLEME XI,

189. Constriire wi triangle ABC connaissant un cole B,
la hauteur corvespondante AN et la différence des angles B ot

€ adjacents au coté donné (Concours!,

PrExnire sorerion. On se donne la position de BGC (fig, 154);
on a alors un premier liew die point € qui est une parallcle
.M & BC, mendée a une dislanee de eetie droite ézale & Alf.
Nous allons maintenant chercher wn second liew.

Metlons, d’abord, en dvidence, sur la fignre, la différence
donnée des angles. Pour eela, élevons une perpendicuilaive & BC
en son milieu E; eette droite rencontrera AC et LMen T el T,
et si 'on tire la droite BT qui coupe LM en D, Pangle ABI

cera évidemment égal & la différence des angles B et (.
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Siomaintenanl nons prolongeons BF dune longuenr T
ézale & BF, et que nons menions (A et GD, la fignre ABD(: est
an paralléiogramme, et Pangle GAB est supplémentaire de
Pangle ABD: Ie second lien demand¢ sera done Pare quu a
pour eorde BC et qui est eapable d'un angle égal au supplé-
ment do la diffcrence entre les angles donnés. Le  point
A ot Iare eoupera LM sera done le froisieme sommet de-
mande,

Bavxiiaie sovveox, On se donne fowjours BC de posilion,
ot on eonstenit Ja deoite LM comime dans le probléme préeé-
dent. Maintenant, on sait qne la bisseetrice AD de Pangle A
(fig. 133) fait avee BC un angle aigu ADB complémentaire de
la demi-différence des angles B el €5 de 1a, il résulte que la
direction, ef, par suite, Ia grandeurde la bissectrice sont con-
nues : car si, d’un point I queleongue de LM, on méne une
droite Fii qui fasse avee BC unangle FGB ¢gal au complément
de la demi-différence des angies Be! €, la bisseelrice AD sera
daale et parallele o FG,

La perpendiculaive FK a FG sera ausst ¢gale ¢b parallele a
la bissectrice AE de Pangle BAT extéricur an (riangle, et les
droites GK el DE seronl égales,

Mais O ¢tant le milieu de BG et les quaive points BLOFD
formant une division harmonique, on a

OF % O = OB
Maiz on o anss

OF e O = 01 o= R

On est done ramend a tronver deux droiles eonnaisaant
leur différence et lear produil,

La dreoite OD étant eonnue, on portera, de O vers B, une
longueur 0D dgale & cette droite, et par le point D on ménera
une paralléle DA a FG 5 le pomt A ofi celte paralléle coupera
LM sera le sommet cherché.

Tromme sorvrion. Avant eammened Ia figuee comme dans
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la premiere solution, tracons le cercle circonseril au triangle
ABC (fig. 136), puis menons en A la tangente GE & ce cercle,
Les angles FAD, ABD sont égaux, parce qu’ils ont méme me-
sure; et comme ABD est la différence donnée des angles B
et C, la direetion ef la longueur de A sont connues @ mais
on a

GB X GG ="AG

G — GB = BC

On est done encore ramené a {rouver deux droiles con-
naissant leur différence et leur produii; la longneur de GC
dtant connue, on achéve ensuile facilement le probléme.

QuatrikMEe soLuTioN. Avant fail la méme figure que dans le
premier cas, abaissons du point I (fig. 137) IN perpendiculaire
sur AB. Tout revient a la détermination du point auxiliaire
N, car ce point étant connu, on le joindra par une droite au
point B, et on prolongera BN jusqu’a sa rencontre en A avee
LN. Il ne restera plus alors qu’a mener AC pour avoir le
triangle demandé.

Cela posé, lirons NF et NE: dans le quadrilatére inscripti-
ble NIEB les angles NEI et NBI sont égaux; 'angle NEI est
done égal i-la difference donnée, et, par suite, le point N se
frouve sur une droite connue EN; dans le méme quadrilatére,
on a aussi les angles INE, IBE égaux.

D’autre part, on voit que dans le quadrilatére inscrip-
tihle NAFI les angles FNI et FAT sont égaux ; mais comme
on a

FAT = ICE = [BR.

Lesangles FNI, IBE sont aussi éganx, et, parsuite, ilen estde
méme des angles FNI et INE. De la résulte que NI est la bis-
cectrice de 'angle FNE, et que la droite AB, perpendiculaire
a NI, est 1a bissectrice de I’angle ENK formé par EN et le pro-
longement NK de NF. Par conséquent, le point B est & égale
distance des droites EN et FK.

Si done, da point B, on abaisse BP perpe ndiculaire. sur
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droite connue EN, que, du point B comme centre, avec BP
comme ravon, ondécrive un cercle, que du point F, on mene
une tangente K & ce cercle; le point M ot cetle tangente
rencontrera la droite FN, sera le point demandé.

CryotreMe sorutioN. SiPon prend le triangle ABD (tig. 134
comme triangle auxiliaire a construire, la question peut ¢étre
posée ainsi : étant donnds une droite indéfinie LM, un poit
sur celte droite, et un point B quz lue soit extérievr; mener pur
le point B deux droites AB et AD qui fassent enti’elles un ai-
yle donné, et telles que les deux seqments AF et AD soient
cqaur entr’eux. On peut donner une solution toute pareille &
la troisiéme solution du probléme 1V (193), sculement, comme
Pangle A (que nous appelons G dans la (fig. 43) est un angle
connu, au licu d'achever la solution comme dans le probleme
cité, on est finalement conduit & mener parle point I vie
secante EAB telle que, la partic interceplée dans un cercle
donné ait une longucur connue.

SixiEME soLttioN. Prenons le meéme ¢noncé transformé que
dans la solution précédente. Si nous supposons que angle B
(fig. 13%) tourne autour du point B, el que ses colés soient
prolonges jusqu'a la rencontre de LM, nous avons une suile
de triangles qui auront méme hauteur, et un augle constant.
IIs seront done, entr’eux, ala fois, comnie leurs hascs et comme
les produits des cotés qui comprennent angle donné, On cn
conclut qu'en désignant par M une droite donuneée, on a

BD X AB=AD X M
Ol @ tusst
B — AB =2 AD X BE
ot en divisant, menmhre & membre, il vient
BD AD M

AR T BD T BC
BD < BC

Mais, si L'on représente par X la quantite g’ l'ega-

lité précédentc pourra s'ccrire
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: B(,

X — ~ = M
el Pon esl ramene a trouver deux droiles, connaissaut ieuy
difiérence M el leur produit BT, La dreite X étant consiruite,
on connait le rapport de BD a AB, ct, comue Pangle ABD exi
donne, le triangle ABD est semblable & un triangle conuu, cf
en acheve la solution, en menant par fe point B une droile
faisant un angle donné avee L.

Reuanoue, Dans le triangle ABD, on conuail un angle, la
nicdiane et la hauteur partant de svin sommet ; alorsla premiere
et les deux deirnicres solutions du probleme XII peuvent clie
considérées conme trois solutions du nouveau probitine,

PRORLEME XII.

200, Construire un lr wm//(’ \ (e, 138, connaissend le
produit K2 de deuwr cotés AB cf AC, la defférence des anyles 1)
et C adjacents e troisiéme coté l;(,., et la midiane AE qui
correspond d ce colé,

Prexiire sovctioN. Ayand coustiuit Ja méme ligure que dans
la premicre solution du probléme précedent, on voil que touic
la difficulté se réduit & constraive le {riangle auviliaive ABD .
mais comme Vangle ABD est donué, st on powvait dolmmum
fa hauteur BE et la moiti¢ AF de ka base dans le triangle ABD,
onserait immediatement ranend & un problewe connu,

AE étant Ja médiane donuée dans e triangle demanddé ABG,
Ul Q | ) .

FIL - AR = AL
farsant maintenant un angle ABD ¢gal i la difiérence donndée,
prenant, sur les deux cotés de angle, des longueurs égales B
et BK, puis tirant GK, on a2 un triangle GBR que Ton compare
au triangle ABD. On a, dabord,

ABD AR BB

D

Bk G

Document numarisé par |a Bibliothaque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 DES 70



DES PROBLEMES. 205
Dautre part, st nous représentons par e le cote d'un carre
¢quivalent au double du triangle BGh, il vient
ABD  2AF X K

BGK ne’
el par suile, on a
. " .t N
2] 2l XAl == —-
Dt

ajoutaut et retranchant, wembre a membre, les cgalités {4 ¢t
(21, puis exlrayant les racines carrces des deax membres, il vient

? RN

FE - A = V a1 - e
DG

et Ton est ramené & trouver deux droites connaissanl leur
sotnne et Jeur produit. Comme la plus petite des deux droites
obtenues peut étre prise indifféremment pour la moitié de la
base ou la hauteur, il envésulle gue e probléme a, en géndéral,
deux solulions,

DrexiEMe soLurios. Avant fait la méme construction que pouy
le probléme 1V (195), on remarque, d’abord, que angle DGl
dig. 131) est égal dlangle FAE, ¢est-a-dire, a la moitie de la
diffcrence donnde. Si, cunsiite, on circonserit au triangle DGIY
tneerele qui coupe en 1 le prolongement de lamédiane AD, on
vort, par la wesure de Pangle DIG, que cel angle est égala la
demi-différence donnce, augnicntée de $0°; on remargue aussi
que ona

AT DXCAD = AG XA = AD X Al= K"

De la on deduit factlement la construction suivante:

surfa médiane AD, comme corde, déerivez un are capable de
Pangle égal & la demi-différence donnde; prenez, sur lamédiance
AD prolongée, un point1 tel, que Alsoitune troisiéme propor-
tionpelle & AD et K; par le point I, menez la droite IG qui fait
avee AD un angle éeal dla demi-difiérence donnée augmentée
de 90°; déterminez I'un des poinis G ol cette droite coupe
Pare  précédemment déerit; puis tirez les droites A6 ¢t
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DG; élevez une perpendiculaire BC a la-seconde, au point D
et une perpendiculaire a la premiere, en son milieu; du poing
d'intersection () de ces perpendiculaires, comne centre, ctavee
OA comme rayon, décrivez un cercle quicoupe BC aux puints B
et C; et enfin tirez AB et AC : le triangle ABG sera le triangle
demandé.

On aura une sceonde solution, en prenant le second point de
rencontre de 1G et delare capable.

PROBLEME XIII.

201. Construire un triangle ABC, connatssant Uangle A ¢t
les sommes qee’on oblicnt, en ajoutant le coté BC opposé & Lan-
qle donnd, successtvement, aus deur aulres cotes {Concours!.

Presuine sorvtion. Prolongeons (fig. 139 AB et AC de lon-
sucurs BD et CE, respectivement, ¢gales & BC; menons DE, et
prolongeons les deux droites DE el BC jusqu’a leur rencontre
en F; tirons aussi CL parallele a AB : les Lriangles semblables
I'CL et FBD, CLE et ADE donnent

B BD CE __AE
FCT CL  CL ™ AB

Et, comne les longucurs BD et CE sont égales, on a

FB AL

FCG™ AD
et, par suite,
BGC AL — AD
FC— TADTT
Menons maintenant, par le point A, AK paraliéle & BC ; les
deux triangles semblables LCEF, AEK dounent
CE AL
FC ™ AK
Mais la droite C ¢lant égale & B, les premiers membres
des  dernicres égalites sont égaux, el il en est aussi de méme
des seeonds: on g, par consequent,
AE AL —AD
AK T AT
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v ;o AE >< A_[)
d’ou AK = m

On peut done obtenir AK comme quatricme proportionnelle
ades droites donnees, et Ton est conduit a la construction
swvante :

Apreés avoir déterminé le triangle ADE, décrivez du point A,
comme centre, avec AK comme rayon, un cerele qui coupe
DE prolongée, en un point K situé a droite de E, menez AK,
prenez sur cette droite une longueur Al égale a AD, tirez DI,
puis enfin, par le point C ott cette droite rencontre AE, menez
BC parallcle a AK.

Discussioy. En menant par le point B une parallele a
DE, on voit, d’abord, que le prolongement de BC doit
rencontrer laligne indéfinie DE, & droite du sommet E opposé
i la plus petite des deux droites AD et AE. Cela posé, pour
que le probleme soit possible, 11 faut et if suffit que la longueur
AK soit plus grande que AE. Mais, en remplacant AK par la
valeur trouvée plus haut, on arrive & la condition

ALK <2 AD
On pouvait savoir d’avance que la condition précedente
¢tait nécessaire. En effet, on a

BC <Z AB 4 AC
BC+ AC<<AB+2AC<C2AB - 2AC
ol AE <2 AD

DEuXIEME soLuTION. Ayant construit le triangle ADE, comme
dans la solution précédente, menons par les poiuts B et K
(lig. 140) deux droites BIL et EH, respectivement, parall¢les a
AL et BC; nous obtiendrons ainsi un losange BCEIL. Tirons
maintenant la droite DH que nous prolongeons jusqu’a sa ren-
confre en F avec AE ; puis menons la parallele FG a EH.
Les triangles semblables DFG,DEH donnent

Fa L IE
EH — DH
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On a ausst, par les triangles semblables AFD,BDi,
AF DF
Bil — DH

Mais, commeles droites EIL ¢t BIl sont égales, on conclut
des dgalités précédentes qu’il en est de méme de FG et AF.
D’ailleurs, la droite AF est égale & AD, puisque le triangle ADF
cst isocele comme le triangle BDH auquel il est semblable , la
droite FG est donc egale a AD, et 'on peut donner la solution
suivante :

Ayant d’abord construil l¢ triangle ADE, prenez, sur e plus
srand des deux cotés qui comprennent 'angle A, une longueur
AT égale alautre c6té AD et tirez DF : alors, du point F comme
centre, avec AF comme rayon, décrivez un cercle et détermi-
nez le point G, a droite de K, ou il coupe le prolongement de DE;
tirez FG ; puis menez, par le pont E, Ia droite EH parallele
a FG, par le point H, la droite HB paralléle a AE, et enfin,
par le point B, la droite BC parallele a EH.

Discussion. Pour que le probléme soit possible, il faut et il
suflit que 1’on ait :

FG > Ik
ou AD > AE—AD AE > 2AD

c’esl la condilion que nous avons déja obtenue.

TrosiiMe soLvTIoN, Ayant toujours construit le triangle ADL,
abaissons des points D et E (tig. 141) les droites DP, L, DH
et EK, respectivement, perpendiculaires, les deux premicres,
sur BC, les deux autres, sur AE et AD ; puis formons deus
expressions de la surface du quadrilatere DBCE, en le décom-
posant en deux triangles par les diagonales DC et DE : alors, en
observant que lestroisdroites BD,CE et BCsontégales, il viendra

BC X (DD 4 DH) = BC X (EQ -+ EK)
d’ou on déduit

DY — L) = kK — DH
Cela posé, menons parle point E la droite EI parallele a BG, et
prolongeons-la jusqu’a sa reucontre en 1 avee DP, nous aurons
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DIl = DP — EQ = EK — DIl.

Done, si, du point D comme centre, avee la ditférence
EK—DH comme rayon, on décrit un cercle, et que, du point E,
on lui mene une tangente ElI, on connaitra la directicn de BC;
et si 'on tire, par le point A, une paralleleaEI, on acheévera
la construction comme dans la premicre solution.

(+ENERALISATION. Sil’on ajoutait au cOté « les produits de & et
¢ par des nombres quelconques m et n, les trois solutions que
nous avons données s’appliqueraient encore, avee de légeres
modifications.

On pourrait encore retrancher de « les produits m26 et mc.

CONSTRUCTION DE QUADRILATERES.
PROBLEME 1.

202. Construire un quadrilatére ABCD (lig. 142), connazs-
sant les quatre cotés et la droite EF qui joint les meliewr des
cotes opposés AD et BC.

Tirons la droite DE et prolongeons-la d’une longueur égale
EG; menons ensuite BG, AG, et une paralléle a BC, la droite
DI qui rencontre en H la droite BG prolongce : on aura

BG=DC AG=2EF HB=DC DH=BC
de 1a on déduit la solution suivante :

Construisez un triangle ABG, dont deux cités AB et BG solent
¢gaux aux cotds opposés AB et DC, et, le troisitme, double de
EF; prolongez BG d’une longueur dgale [1B; des points A et
H comme centres, avec des rayons dgaux aux cotés opposés
AD et BC, décrivez deux arcs de cerele qui se coupent en D ;
menez enfin DO égale et parallele & BC @ le quadrilatere
ABCD sera le quadrilatére demandd.

PROBLEME II.

203. Construire un quadrilatere ABCD (fig. 143), con-
naissant les quatre cotés et la drotte BV qui jount les milieu.r
des diagonales.

En menant des droites par les milieux E et I7 des diagonales
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el les milieux LG HLK des cotés, on forme deux parallélo-
crammes KGFK,EIFH, qu ont la diagonale commune EF et
dont les cotés sont les moitiés de ceux du quadrilatere. Alors,
s1 'on se donne de position la droite EF, on construira faci-
lement les deux parallélogrammes, et en menant parles quatre
sommels LG,1,K des droites, respectivement, paralléles
aux droites EK,IF,FK,IFH, on aura le quadrilat¢re demaude,

On pourra, comme exercice, chercher une démonstra-
lion synthétique de la construction précédente.

PROBLEME Iil.
204. Construire un quadrilatére inscriptible ABCD (fig. 144,
connaissant ses cotes.
Prenons, sur le prolongement d’un des colés AB, un poit
I tel que T'on ait

BE _ AD
BC DC

el tirons les deux droites AC et CE : le quadrilatére ctant
inscriplible, les angles ADC,CBE sont égaux, el les deux
lriangles GBlS, ADC sont semblables comme ayant un angle
égal compris entre cotés proportionnels : on a done

AG_ D
CE — BC

cela posé, donnons-nous AD de position, et proposous-nous de
déterminer le sommet C. La circonférence déerite, de B comnic
centre, avec BC pour rayon, est un premier lieu du point. On
en a aussi un second qui est encore une circonlérence,
puisque le rapport des distances du point C aux deux points
A et E est égal au rapport des c¢otés DC et BC. Le point C est,
par conséquent, a la rencontre de deux cercles connus. Ce
point élant déterminé, on achévera la construction de la ma-
nicre suivante :

On tirera les droites CA et CE, on fera P'angle DCA égal a
Pangle BCE, puis on prendra, sur la dernicre droile qu’on
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vient de déterminer, une longueur égale au colé DC, et enfin
on ménera AD,

DiscussioN. Ayant décrit la demi-circonférence FCG qui est
le second lieu que nous avons déterminé plus haut, tout re-
vient & exprimer que le rayon BC de Pautre circonférence est
compris entre BF et BG ; car, s’il en est ainsi, les deux lieux
se couperont, et, une fois le point G déterminé, la construe-
fion peut toujours s’achever.

Soient a,b ¢,d les quatre cotés AD,DC,CB,AB : nous allons
exprimer BF et BG: en fonction des quantités a,b ¢,d : dans le
cas de la figure, on a

AF b AE_b+4c¢ AB-+BE b+4c
FE ¢ FE ¢ BF 4+ BE ¢

mais, d’apres la proportion qui a servi { déterminer la posi-

fion du point E, on a aussi

ac
BE == —
b
mef{ant cette valeur de BE dans P’égalilé précédente, et ré-
solvant par rapport & BF, 1l vient
¢ (d— a)
BF — ———-
h—rc

un caleul analogue donnera

. c(d+a
B —= ———
h—c
On voit d’abord que la distance BF est plus petile que B(, el
si Pon exprime que le c6té ¢ est plus grand que BF, mais
plus petit que BG, onarrive aux deux conditions suivanles :

d<<a+t+bh-+c h<a-tc+d
le cas de figure supposait que @ et ¢ étaient, respectivement,
Plus petits que el ; mais en examinant les autres hypo-
théses que Von peut faire sur l'ordre de grandeur des quan-
titds a,b,¢,d, on serait conduit aux nouvelles conditions

a<b4ec+4d dZa+b+4c
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done, en résumé, pour (ue I’on puisse construire, avec quatre
cOtés donnés, un quadrilatére inscriptible et convexe, il fant
et il suffit que chacun des cotés soit plus petit que la somme
des trois autres, ou, plus simplement, que le plus grand coté
soit plus petit que la somme des trois autres.

PROBLEME IV.

205. Construrre un quadrilatére ABCD (fig. 145), connais-
sant la surface, le cité AB, en grandeur et en position, le cité
opposé DC, en grandeur et dwection, et sachant que le sommet
D se trouve sur une droite donnée LM.

Laissons de ¢dté la derniére condition, tout revient alors &
trouver le lieu du sommet D).

A cet effet, menons, par le point B, la droite BE égale et
parallele & DC, puis tirons les droites GE,DE et DB : les triangles
DBE et DCE, qui ont méme base DB et méme hauteur, sont
¢quivalents, et, par suite, la surface du quadrilatére ABDE est
constante. Mais cette surface est égale a la somme des produits
des droites AB et BE par leurs distances au point D; et, comme
les droites AB et DE sont connues en position, on est ramené
aw liev du point 1, tel que la somme des produits de ces dis-
tances a deuz droites fixes par des nombres donnés est une
quantité constante. Or ce lieu, quand on ne considere que les
points situés dans un des angles formés par les deux droites,
est une droite, comme on P'a vu au n° (160).

Remanqur. Le sommet G est évidemment situé sur une droite
parallele & celle que déeritle point D, et on voit aussi facilement
que le centre des moyennes distances des quatre sommets est
toujours sur une droite parall¢le a celle que décrivent les som-
mets CetD, etd égale distance de chacune d’elles. On pouvait
done, dans I'énoncé préceédent, remplacer le sommet D par
la centre des movennes distances des sommets,
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PROBLEME V.

206. Construire un quadrilatére ACC/A’ (fig. 146) qui soit
tel, que le pownt de rencontre ¥ de ses diagonales soit situé sur
une droite donnée LM, et qui, de plus, satisfasse aux trois
premaéres conditions de I'énoncé précédent.

D’apreés le probléme précédent, on sait qu’en vertu des trois
dernictres conditions, si AA’ est le coté fixe, le sommet C dé-
crit une droite, représentons-la par GK.

Menons, par les points A et €/, les droites AK et C/(z paral-
leles & LM, et prolongeons-les jusqu’a leur rencontre en (x et K
avec la droite GK : soient aussi EI parallele a GK, et FH une
paralléle a la diagonale AC/, menée par le point d’'intersection
[ de GK et LM; on prolonge, d’ailleurs, la derniére droite
jusqu’a ce qu’elle rencontre en Hla droite /(i prolongée.

Nous allons ramener la question a déterminer la longucur Al :
dés que cette longueur sera connue,le point I sera déterminé,
et on aura le point E par larencontre de LM et ’une parailele &
KG menée par lepoint I';le point E ¢tant obtenu, on acheve
ensuite facilement le quadrilatére.

Cela posé, les deux triangles semblables FGH,ETA donnent

FG__ G
ElI — Al

d’oni
GE _ GIT - Al
L Al
mais ET est constant, et il en est de méme de GIT 4 Al ecar
on a

GH - AT = (/G - EF 4 Al = €' 4 AK

on a alors, en désignant par « une droite connue

)

@
Al

Si maintenant on appelle G/, K’ et 1’ les points qui sont ana-
bl ;
logues & (+,1,K et qu’on obtient, lorsque, dans les constructions

GK =
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précédentes, on remplace A par A/, et qu'on permute les
points C et (V, on aura, & étant une constante,
72
a’
LA '
G'K = T
mais, comme CG est constant, la difference entre GK et /K’
st aussi constante ; représentons-la par d, il viendra
2 /2
a a
o —¢
Al AT
en chassant les dénominateurs et posant
2 /2
a a
=M =M
) d

I’équation précédente devient

ATX AT —MW XAT4+M X AT=0

ot

(M -+ AI) (M — A'T) =MW
en posant

M4+ AT=X W —-AT=Y
il vient enfin

XY = MW

et comme la difference ou ia somme de A’ et Al est connue,
on est ramené & trouver deux droifes X et Y, connaissant leur
produit et leur somme ou leur différence.

PROBLEMES SUR LES CERCLES.

Nous allons maintenant donner quelques problémes sur les
cercles, en choisissant, de préférence, comme nous’avons déja
fait pour les triangles, les problémes qu’on peut traiter d’une
maniére élégante par la trigonométrie.

PROBLEME 1.

20%. Etant donné un cercle dont le centre est 0 (fig. 147)
et deux tangentes en 1) et K que se coupent en A, on propose
de mener une trowsiéme tangente BC qui coupe les deux pre-
mzéres en B et C, et satisfasse a Pune des conditions suivantes :
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la lonqueur de BC est donnde, ou bien on connait la somme,
la différence, le produst ou le quotient des deuxr seqgments AR
et AC.

1° On donne BC. Le périmetre du triangle ABC est, comme
on sait, égal a 2AD; on est donc ramené & construire un
triangle connaissant un coté, 'angle oppos¢ et le périme-
tre (193).

RemarQue. Si I'on suppose {racé le cercle inscrit au (rian-
gle ABC, et que K et L soient ses points de contact avec AD
et AC, on sait que les segments DK' et EL sont égaux & BC.
ID’aprés cela, on voit que le probléme revient & mener
une tangente commune a deux cercles connus, et qu’ainsi
on peut faire toute la construction sur la figure donnée elle-
méme. |

2° On donnela somme de AB et de AC. En retranchant cette
somme du périmétre 2AD du triangle ABC, on connait BC, et
'on est ramené au premier cas.

3° On donne le quotientde AB par AC. Le triangle ABC es!
semblable & un triangle connu; on peut donc construire I'an-
gle ABC, et 'on est ramené au probléme de tracer une tan-
gente BC parallele a une direction donndée.

k* On donne le produit X* des cites.

PreEMIERE soLutioN. Désignons par me le coté du carré équi-
valent au triangle ABD : alors, observant que le cercle donné
est ex-inscrit par rapport au triangle ABC, et adoptant les no-
tations ordinaires, on a

(p—ar K

m’ AD’

2 102
d’onl pP—a= __in__lg__
AD X7

Onpourra construirela droite p— a, et en la retranchant de
P, on aura a, c’est-d-dire, BC; on est done encore ramend
au premier cas.

DeuxikME sonttioN. Menons par le centre O la droite FG
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paralléle & DE; en appliquantle théoréme VIT (110), on aura

BF X (G =0F
Ei en remarquant que les droites BF et CG sont, respecti-
vement, égales & AF—AB et AF—A(, il vient

Cette derniére égalité fait connaitre une droite égale &
AB - AC;on est donc ramené a trouver deux droites AB et
AC connaissant leur somme et leur produit.

5 On donne la différence M des ciotés AB et AC.

PreMiiRE soLuTioN. On a évidemment

(G —BF=AB —AC=M

En appliquant lc méme théoreme, que plus haut, on est ra-
mené a trouver deux droites, connaissant leur différence et
leur produit.

DeuxikME soLuTioN. On a:

AB-+RBC+HAC=2BD AB—AC=M
Ajoutant et retranchant, membre & membre, il vient

BC}2AB =2AD+ M
BC+2AC=2AD—M

On est ainsi ramené au probleme XIII généralisé (204).

PROBLEME II.

208. Inscrire dans un cercle donné un triangle dont les
cités passent par trois points quelcongues donnés.

PREMIER cAs. L'un des points est a U'infini, ¢'est-a-dire, que
lun des cotés du triangle demandé doit étre paralléle a une
direction donnée. Soit ABC (fig. 148) le ({riangle demandé ;
les deux cotés AB et AC passent par les deux points donnés
F et E, et le e6té BC est parallele & la direction FL.
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Par le point B, menons la droite BII paralicle & EF, et II
étant le point de rencontre de BH avec le cercle, tirons HC
que nous prolongeons jusqu’a sa rencontre en G avec EF ; puis
enfin, du point E, menons EK tangente au cercle.

Les deux triangles ECG,AEF qui ont ’angle E commun et
les deux angles EGH,EAF égaux, sont semblables et donnent

EA X EC=EG X EF

mais on a FA X EC=EX
—2
EK
J(} T e
done E oG

On peut done construire LG et, par suite, connaitre le point (x.

Remarquons maintenant que la ligne HC est la corde d’un
arc HC qui est intercepté entre les codtés d’'un angle HBC
égal a I'angle connu EFL ; on aura, par suite, la longueur de
HC, en menant, d’un point quelconque du cercle, deux cordes
faisant entr’elles un angle égal & EFL, et tirant une droite par
les secondes extrémités de ces cordes.

Cela posé, on pourra déterminer le point G, en menant, du
point G, une sécante GCI telle, que la partie CII comprise dans
le cercle soit égale 4 une longueur donnée : le point C étant
connu, on construit facilement le triangle demandé.

RemArQuE. Sila direction de BG se confondait avec EF, le
point H se confondrait lui-méme avec le point G, et on serait
conduit & mener une tangente au cercle par le point (+, déter-
miné comme il a été fait plus haut : ¢’est ce qu’on établit faci-
lement d’une manicre directe.

DeuxiiME cas. Les trois points sont quelcongues, Nous allons
voir que le cas général se rameéne au cas particulier (ue nous
venons de traiter.

Soit ABC (fig. 148)le Lriangle donné, et D,E, F les trois points
par lesquels les edtés doivent passer. Menons la droite EF qui
joint deux des points, et, parle point B, tirons la droite BH
paralléle a EF.
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Si on tire la droile CH, el qu’on la prolonge jusqu’a sa
renconire en G avec EF, on pourra déterminer le point
( comme plus haut : on a alors un ftriangle HCB dont
les cOtés HC et DB passent par deux points fixes G et D,
tandis que le troisieme coté BH est parallele a une droite
donnée.

Onpeut construire le triangle HCB, d’apres le cas préecédent,
el il ne reste plus qu’iv déterminer le sommet A : c’est ce que
Pon fait, en menant la droite EC et la prolongeant jusqu’a sa
renconire en A avee le cerele.

PROBLEME III.

R09. Inscrire a un cercle donné un polygone dont les cités
passent par des pomnts donnds.

PREMIER cAS. Tous les pownts,excepté un,sonta Umfine, ¢’ est-a-
dire, que tous les e6tés sont paralléles a des directions données,
excepté un seul eoté qui passe par un point donné.

Démontrons d’abord le lemme suivant:

St dans un méme cercle on wmscrit dewr lignes brisées d’'un

nombre de ciotés pawr, et dont les cités sont respectivement
paralléles et de méme sens, les ares circonscrits aux deur

lignes seront égauz,

En effet, il est facile de voir que les sommes des angles de
rang impair, dans les deux brisées, sc mesurent de la manicre,
au moyen des deux ares, ety par suite, les ares sonl ¢gaux en
méme temps que les deax sommes,

Revenons maintenant au cas proposcé, elsupposons, d’abord,
que le nombre des cotés du polygone cherché est impair.

En commenc¢ant par un point queleongue du cerele donné,
on inscrit une ligne polygonale dont les cotés sont, respective-
ment, paralleles aux directions données, Alors, en vertu du
lemme, les arcs, sous-tendus par les derniers cotés de la ligne
brisée et du polygone, sont égaux, et, par suife, ces edtés enx-
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pénies le sontaussi ; on est done ramené a ce pirobleme connu
Par un point donné mener une corde d'un cercle, qui soit
de longueur donnde.

Lorsque le nombre des eotés est pair, on construit encore
une brisée satisfaisant aux mémes conditions que plus haut,
cton tire une droite qui la ferme : alors, en vertu du lemme,
Pangle formé par cetfe droite et Tun des colés adja-
cents a méme mesure que Pangle des cotés correspondants
dans le polygone cherché. Ona ainsi deux angles égaux dont
deus cotés sont paralleles, el, par conséquent, les deux
autres cotés le sont aussi.

Il résulte de ce quipréeede que le dernier ¢oté da polygone
cherché qui passe par un point fixe est connu de direction, il
peut done élre déterminé et, par suite, le probleme est résolu.

DEvXIEME cAs. Les points donnds sont tous d des distances finies.
(e cas se ramene facilement au préecdent.

En effet, considérons {fig. 149) deux cotés consceulifs AB el
BCG Cun polygone ABCD... mscrit dans un cercle ; L et M ¢tant
les points fixes par Iesquels passent les deux cotés, tirons la
droite LM, menons, parle point G, la corde CC parallele & cette
dernicre droite, puis faisous passer par les points A et ¢/ une
droite A/ que nous prolongeons jusqu’a sa renconlre en I
avee LM,

Cela posc, les angles LIPA, LBM ¢lant égaux entr’eux, commie
Ggauy, respectivement, a angle (7, les triangles LAD,LBM
sont semblables et donnent

L X LM = LA X LB

el, comme fe produit LA X LB est la puissance connue du
point L, le point P est déterming,

Au polygone proposé, on peul maintenant substituer un po-
Iygone dans lequel les eolés CC7 et AC, Pun parallele & une
direction donnée, Pautre passant par le point fixe I, rempla-
cenl les colés AB el BE. Dans le nowy cau polygone, on pourri
faire la méme transformation, ¢t en continuant loujours, de

Document numérisé par |a Bibliothaque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 DES 70



222 DEUXIEME PARTIE.

meéme, on linira par tomber sur un polygone, dont tous les
cotés seront paralleles & des droites données, excepté un seul
qui passera par un point fixe: on sera done ramené au pre-
micr cas.

PROBLEME 1IV.

210. Ltant donnés deur pomnts A et B, trouver, sur la
droite mdéfinie XY que passe par ces devx points, un point C
tel, que sa distance auw point A soit moyenne propuortionnelle
entre sa distance aw pownt B et une droite donnce M.

Démontrons d’abord le lemme suivant: (%)

Etant donnés un cercle et l'un quelconque de ses diamétres
AF (fig. 150), par les points A et I', on méne deux tanyentes
indéfinies BD et GE, et une transversale guelconque quecoupe
le cercle en M et les deux tangentes en B et K; puis on tive la
drotte EY que lon prolonge jusqi’a sa rencontre en (i avec la
tangente AB: on a toujours

——
K9

AC AT
BC — EF

En effet, si Pon tire AM, celle droite sera perpendiculaire
sur FC, el le triangle rectangle CAF donnera

_— -
AG MG
A MF
hais, a cause des triangles semblables MCB, MEF, on a
MG BCG
ME — EF
done
AGC B
A P
¢t en changeant les moyens de place, on a la proportion qu’il
fallait démontrer.

)

>

i

(*) Chasles, — Porisme 136,
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Remargee. On aurait pu mener une droite, du point I au sc-
cond point d’intersection de la transversale et du cercle, et en
prolongeant cette droite jusqu’a la rencontre de la tangente
BD, on aurait oblenu un point Ga gauche de A, La transversale
pourrait aussi couper le cercle, unméme coté du diametre
AB, et dams ce cas, on obtiendrait deux positiens du pomt
(, & gauche de B : mais, quel que soit Ie cas de figure, le
thécoreme subsiste toujours ¢t la démonstration n’est pas
changée.

CororLaing. Si Pon prend EF égal a AF, on a

AT =BG X AF

Revenons maintenant au probleme; le corollaire qui vient
d’¢lre enonce conduit a la construction suivanie :

A ct B étant les deux points donnés, sur la droite indéfinie
XY, ¢levez au point A une perpendiculaire & celle droite et
prenez sur sa direction une longueur AF ¢gale a M élevez au
point I' une perpendiculaire a AF et prenez sur cette droite, a
partir du point F el, dansles deux sens, deux longueurs EF el
FG égales a M; lirez deux droites, du point B aux deux points
E et G, puis des droites, du point F aux points de rencontre
du cercle et des deux dernicres droites : vous obtiendrez ainsi
linalement quatre droites qui par leurs mterseetions avee AB
donneront les solutions du probleme.

Discusston. Considérons d’abord Ia droite EB : elle coupe lou-
Jours le cercle en deux points, el, & ces deux poinls, correspon-
dent deux positions du point (i, Pune entre A ¢t B, Paulre &
gauche de A.

L’autre {fransversale B(r, au eontraire, peul ne pas couper
le cercle; il faut, pour que la rencontre ail licu, que AB ne dé-
passe pas une certaine limite Al quon oblient en menant par
le point i une tangente au cerele : on aalors, dapres un théo-
réme connu

-~ R
I*Ga X A= -,r
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et comme Firest ¢gal a M, la longueur de Al est cgale au
quart de M.

Ainst les deux dernieres solutions nw”existeront quesi la dis-
lance AB est plus petite que le quart de M, et ces deux so-
lutions se réduiront & une scule, quand AB sera égale au quart
de la méme droite. Les deux positions du point G qui corres-
pondent a la transversale AG sont, d’ailleurs, toutes deux &
droite de B. On peut remarquer aussi que, dans le cas ou les
deux dernicres solutions se réduisent a une seule, le poiut B
est le milicu de la distance AC.

ReMARQUE. Si on suppose la droite AB égale a M, le pro-
bleme devient celui du partage d’une droite c¢n movenne el
extréme raison et on voit bien par la discussion précédente
que le probleme particulier ne doit avoir que deux solulions.

PROBLEME V.

211, Etant donnés sur un cercle, deux points A et B, ¢t une
corde Cl) dont le nwliew est 1, on propose de trouver sur {un
des ares sous-tendus par la corde un point (v tel que, s¢ on
tire les droites GA et GB, les segments 1K et 111, que déternu-
nent ces droutes sur la corde, sovent éyaux entr’eur.

Presikre soLetioN. Menez la droite AF (lig. 151) el prolon-
gez-la d’une longueur ¢gale 1F; tirez ensuite HE et BEF. Les
(riangles THE, AIK é¢tant ¢videmment égaux, HF est parallele
a A, et, par suite, Pangle BHIE est supplémentaire de 'an-
ale connu AGH : done, apres avoir tiré, comme il a éle dit,
les deux droites Al el BE, la solution s’achéve en decrivant,
sur BE comme corde, un are capable du supplément de Pan-
sle AGB, car le point IT ot cel arc rencontre AB étant déter-
niiné, on peut tracer les deux droites GB el GA.

Remarque. Le lieu géomctrique des points tels, que, de ees
points, on voit une droite donnée sous un angle connu, st
compose de deux ares symétriques par rapport a la droile.
Or il est clair ici, quau poinl d’intersection  du  second
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arc avee la corde €D, correspond une solution telle, que le
point G est situé sur Parc AKB.
DevxigME soLuTioN. Elle est inmédiatement domnée par le
théoreme 111 (105).
TrowstiMe sonttioN. Les deux points K et H (fig. 43) clant
de méme puissance par rapport au cercle, on a
AK  GH
B~ KG
Prolongeons maintenant AB jusqu’a sa rencontre en L
avec la corde CD, el du point K, menons la tangente EF au
cercle. Solent aussi 4,4,/ les perpendiculaires abaisséos des
trois points G, B,A sur CD, on aura
G 4 Ak /
=% KG %
et ent multipliant, membre a membre, 1l vient
GIL X AK [
B X Kt~ 7

AK X KG=GHIl X HB  ou

nais on a

i BB ER
et & cause de la proportion démontrée en commengant, on a
aussi

LAk

Gl x AK Gl
B X K6 K&
done il vienl
G AL
KG KK
dlors Pangle (x ¢tant connuy, le triangle kGIL est semblable a
un triangle donng, cton est ramené a tiver, par le point A, une
droite qui fasse un angle donné avee la corde CD.
Quateiime sontrioy, D’apres le théoreme IX (111) on &
Jig, 43) |
CKX DI
K
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M étant une droite de longueur connue.
Mais comme [ est le milicu de la corde €D, I'égalite prece-
dente devient

DI'=2M X Il

et on est ramené au probléme 1V (213).

PROBLEME VI.

212. Tracer deux cercles O et C dont les rayons went un
rapport donné, et qui sotent tangents extériewrement, tandis
qu'ils touchent euz-mémes en deus points donnes L et ¥ deur
droites fixes AB et AD.

PreMiERE soLuTioN. Soit I(fig. 152) le pomt de contact des
deux cercles; menons les droites OC,0E,CF,IF.EI, et prolon-
geons la derniére jusqu’a sa rencontre en H avee le cerele
puis tirons CII et F1I.

A cause des triangles isoceles EOL, TCH qui ont les angles
en [ égaux, la droite CII est parallele & EO, et, par suite, per-
pendiculaire a AB; Vangle FCIL est, par conséquent, égal a
Pangle A, et Pangle EIF est le supplément de sa moitié. Le
point T est done sur I'arc capable du supplément de Pangle

X ! M AN
5> déerit sur BF, comme corde.
Menons maintenant IK parallcle & FIL; comme 'angle FHD

est ¢gal & ‘%, IK sera parallele alabissectricede Pangle A. 1) au-
tre part, les triangles semblables KOI, TCH donnent
El Ok
i i
el comme K est parallele & FII, il vient
EK _ EI 0K
KFE— 1~ i

le rapport de EX & kb est done égal au vapport donné des
rayons ; on arrive ainsi i la solution suivante :
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Décrivez, sur la droite KF comme corde, un segment ca-
pable de angle qui est le supplément de la moitic¢ de angle
des droites ; partagez EF, au pomt K, en deux segments dont
le rapport soit égal a celui des rayons ; puis, par le point K,
menez une paralltle & la bissectrice de 'angle des deux droites:
le point T ot I'arc précédemment décrit sera rencontré par
la parallele sera le poinl de contact T des deux cercles cher-
chés. On achéve cnsuite facilement la construction.

Devxikye sotvtioN. Prolongeons OF et CF (fig. 153) jusqu’a
leur rencontre en L; nous obtiendrons i triangle connu EFL,
et on est immédiatement ramené a la question suivante:

Mener dans lintérieur d'un triangle une droite XC que de-
ternine, a partir des sommets E et C, dewx seqments OF e Cl,
dont la somme est égale a sa longueur et dont le rapport est
donné.

On prouve, d’abord, par une démonstration toute semblable
a celle que nous avons dounée pour arriver a la premicre so-
lution du probléme XI, que, lorsqu’une droite OG satisfait a la
double condition que nous avons indiquée, on peut détermi-
ner une droite paralltle & sa direction.

Il ne reste plus qu’d mener une droite OC paralltle & une
droite donnée, et telle que la somme des segments OE et CF
soit donnée. Ce dernier probleme n’offre aucune difficulte: 1K
étant la direclion donnée, on méne les bissectrices des angles
LIK, LKI; par les points K et F on tire des paralicles a ces
deux droites; et enfin, par lear poinl d’intersection M, on
méne OC parallele & TK.

RemanqQue. Si, au licu de s¢ donner le rapporl des rayons, on
donnait leur somme ou leur différence, on serait ramené a cons-
truire un triangle, connaissant A, « ¢l b 4 ¢, ou A, « -+ 2 0,
a4 2 ¢ (Le triangle qu'il s’agit de construire est le Lriangle
Loc).
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THEOREME VII.

213. Déternuner un cercle tangent a trows cercles donnes,

Nous avons déja traité quelques cas particaliers du probleme
des cereles tangents, mais nous allons faire connaitre une so-
lution génerale qui est encore applicable, lorsqu’un ou plu-
sieurs des cercles donnés sont remplacés par des droites ou
des points.

Plusicurs cas de ligures peuvent se presenter: le cercle peut
elre tangent, intérieurement ou extérieurement, aux deux cer-
cles donnés ; envelopper un ou deux des cereles donnés, et tou-
cher extéricurement les deux autres owle troisieme. Pour fixer
les idées, nous considérerons a la fois les deux cercles qui tou-
chenlextéricurcment et intérieurement les (rois cereles donngs.

La solution du probleme s’appuie sur plusicurs théoremes
quenous allons d’abord démontrer.

1. Le centre radical des trois cercles donnés est le centre de
sinilitude wneerse des dewr cercles cherchés ; et en ce pont
viennent concowrir les cordes que joiynent les points de contuct
des dewr cercles cherchés avee chacun des trois cercles donnds.

En effel, soient o, o',0” (lig. 154) les centres des trois cer-
cles donnés; ¢ et ¢ les centres des cercles cherchés; a,d ¢,
d'une part, 6,6°,6", de Pautre, les points de contact des cer-
cles ¢ el ¢ avee les trois cereles 0,0',0”.

Menons les cordes «b,a't/,a”b" jaa’ et bl ; puis prolongeons
les deux dernicres jusqu’a leur rencontre en 8”.

Lorsque P'on considere les systémes formés de deux cercles
¢ et el de Pun des cereles 0,0,0”, les trois cordes ab, b, "0’
sont des droites qui joignent deux centres de similitude, Pun
direct, Nautre inverse; elles devront done passer par le cen-
tre T de similitude inverse des cereles ¢ et ¢,

Je dis maintenant que le point T est le cenlre radical des
trois cercles donnés. En ¢liet Iorsqu’sn associe successivemen!
les cerclex ¢ ol ¢ wvge Jes deux cereles o el o', les cordes
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ad O sont des droiles qui passent par deux eentres de <imi-
litude inverse; elles doivent done passer par le centre de si-
militude directe S” des deux cercles o et o'. Mais « et
h et & sont des points, deux & deux, antihomologues sur ces
deux cercles, puisque les deux rayons oa,0'@’ viennent con-
courir en ¢, et les deux rayons ob,ad’ en ¢’ : le point de ren-
conire des cordes ab,a'’ appartient, par conséquent, & Paxe
radical des cereles o et o' (51),

On prouve de méme que le point de rencontre de ab et «”4”
est sur Paxe radical des cereles o et 0”: le point d’intersec-
tion T des trois droites ab,a't,ab” wWest done autre que le
centre radical des {rois cercles donnés, Mais il est en méme
temps, d’apres la premicre partie de la démonstration, le cen-
tre de similitude inverse des denx eereles ¢ et ¢ ; le premier
théoréme est done démontré.

2. L’axe de similitude directe des trois cercles donnés est
Faxe radical des dewr cercles cherchis,

En effet, T ¢tant le eentre de similitude inverse des eereles
r ot ¢, elles points @ et b, ainsi que les points @ et 4" ¢lant
antthomologues sur ces deux cereles (on le voit comme plus
haut), les cordes aa',bd' se coupent sur I'axe radical. Mais
leur point de rencontre est justement le centre de similitude
directe S” des deux cercles o et o' ; ce eentre de similitude
se trouve done sur 'axe radical des deax cereles ¢ et ¢,

On démontre qw’il en est de méme des centres de similitude
directe S et S des cereles 0 et 07,0/ el 07 pris, deux & deux :
done Taxe de similitude diveete des cercles o 0" 0" et Paxe
radical des cercles ¢ et ¢ se confondent.,

3. La corde, qui passe par les noints de contact d'un des
cercles donnés avec les dewe cercles cherchés, contient le jile
de Pare de similitude divecte des trois cercles donnds, i
per rapport a celui des trois que Con considire,

a et h étant, comme nous Pavons dit toul a Pheare, deux
points antihomologues qui sont situés sur les deux eereles ¢ el
et sur un ravon veeteur partant de Tun de lewrs eentres de
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similitnde T, les tangentes en ces deux points doivent se con-
per en d sur Paxe radical SS'S”. Mais les droites ad el bd
¢lant tangentes au cercle o', en méme lemps qu’aux cercles
cet ¢, la corde ab est la polaire du point d et doit, par con-
séquent, passer par le pole e de la droite SS'S”, pris par rap-
port au cercle o.

Des théorémes préceédents on déduil la solution suivante :

Détermines le centre radical T et Ua.re de ssmilitude directe
SS'S” des trois cercles donnés ; prenez, par rapport a chacun
dewx, les poles e,e’,e” de cet are; puis menes les droites
Te,Te!,Te” qui coupent les trois cercles 0,0’,0” en a,h,a’,ly,
a” b : le cercle qui passe par les trois points a,a’,a”, et celui
gui passe par les trois autres points bbb seront les dewr
cercles demandes.

On trouverait, de méme, deux solutions qui correspondraient
a chaque axe de similitude inverse : le probleme a done, en
¢enéral, huit solutions,

CAS PARTICULIERS.

1. On donne dewx cercles et une droite. — Un cercle el
nne droite ont deux centres de similitude (55), il y aura done,
comme dans le cas de trois cereles, quatre axes de simili-
inde.

L'axe radical d’un cercle et d’une droile, étant cetie droite
elle-méme (40), on aura le centre radical T par Vinlersection
de la droite avee Paxe radical des deux cercles,

Maintenant le pole d'une droite, par rapport & une autre
droite, est un poinl & I'infini sar la premicre droite (27), et,
par suite, la droile qui joint ce pointau centre radical Test
paralltle a la droite donnée et méme confondue avee elle,
puisque le point T lui appartient. On en conclut seulement,
ce quon savail d’avance, que les points de contact des cercles
cherchés avee la droite donnde sont sur cette droite ; mais on
peut déterminer les poles de chaque axe de similitnde par
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rapport aux deux eercles donnés, el en tirant des droites qui
joignent ces poles au centre radical T, on connaitra les points
de contaet des cercles cherchés avece les deux cercles donnés,
ce qui suffira, évidemment, pour que I'on puisse achever la
construction.

Le probleme a en geénéral huit solutions, puisquil y a
guatre axes de similitude.

2. On donne un cercle et dewr droites. — Les centres de
siilitude du cerele et des deux droites, seront aux exireé-
mités £, 7', 1,1 des diamétres du cercle, perpendiculaires aux
deux droiles.

Il v aura encore quatre axes de similitude qui seront les
deux cotés fg,/¢" et les deux diagonales fy',¢/ du rectangle
/gy’ 5 les centres de similitude des deux droites seronf alors
considérés comme ¢tant & Uinfini sur les quatre droites f¢,/ ¢/,
[g" et ¢f, ou placés & leur rencontre avec les droites don-
nées (57).

Le centlre radical T sera, d’ailleurs, le point d’intersection
des deux droiles données (40).

Pour achever la construction relative & 'un des axes de
similitude, on prendra le pole de cet axe, par rapport au cer-
cle donng, et on tirera la droite qui joint ce pole an centre ra-
dical, on obliendra ainsiles deux points de contact « et hde deux
des cercles cherchés avee le cerele donné O @ menant alors
les droites oa et 0b, et les prolongeant jusqu’a leur rencontre
avee la bisseetrice de Tangle des deux droites, on aura les
centres des cercles, el, par suile, leurs rayons @ les deay
eereles sont done délermingés,

A chacun des trois aulres axes correspondent deux cereles
qon détermine de la méme manicre que les précédents, el
le probléme a encore, en général, huit solutions,

3. On donne dewr cercles et un point, — Les deux cereles
ont deux centres de similitade ; mais un point et un cerele
Wayant qu’un seul eentre de similitude (53, il 0’y anra que denx
axes de similitude, et par saife, seulement, quatre solufions.
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On trouvera, d’ailleurs, facilement ces solutions, comme
dans les cas précédents, en se rappelant que le pole d'une
droite par rapport & un point est ce point lui-méme (26).

k. On donne un cercle,une droite et un point. — Les cen-
(res de similitude d’un point et d'un cerele ou d’une droite
etant confondus avec ce point lui-méme, il 1’y & que deux axes
de similitude, et, par suite, quatre solutions seulement.

On n’aura a considérer que les poles des deux axes de simi-
litnde par rapport au cercle et au point (25): ce qui suffira
pour déterminer les cercles demandes.

5. Un cercle et deuxr powmts. — Les centres de similitude
d’un point et d’un cercle se réduisent & ee point lui-méme (53),
iln’y a donc quun seul axe de similitude qui est la droite joi-
gnant les deux points donnés, et le probleme n’a plus que
deux solutions qu’on trouve encore comme précédemment.

Il ne reste plus & considérer que les quatre cas ou,
parmi les données, ne figure aucun cerele ; mais ces cas ¢chap-
pent & la méthode, et on les traite directement sans difficulté.

PROBLEMES DE GEOMETRIE DANS L'ESPACE.

Parmi les problémes de géoméirie de ’espace, les uns n’ont
leur solntion effective qu’en géomélrie deseriptive, et les au-
fres ne sont intéressants qu’au point de vue de algébre i
laquelle ils fournissent d’utiles exercices: nous n’en donne-
rons done ici que quelques-uns,

PROBLEME 1.

214. Etant donné un triangle, trouver hors de son plan
un point tel, que de ce potnton puisse voir les trois c6tes sous
des angles droits.

K9 RS

PrEMIERE soLuTION. Soit(fig. 155) ABC le triangle donné, et
~es trois hauteurs AD,BE,CF qui se coupent en H; soit anssiSle
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point eherehé, On sait que ce point, qui estle sommet d’un angle
triedre trirectangle SABC se projelte au poinl d’intersection
Il des hauteurs du triangle ABC.

Il en résulte que, si, du point S, on abaisse une perpendicu-
laire sur I'un des cotés AB du triangle domng, le pied de cette
perpendiculaire se confondra avec le pied F de la hauteur CF.

Cela posé, pour résoudre le probléme, rabattons le triangle
reclangle SAB sur le plan du triangle ABC, en le faisant
tourner autour de AB ; le point S tombera en §; sur la hau-
teur CF.

Ce dernier point sera, d’ailleurs, déterminé par la rencontre
de la hauteur CF et du demi-cercle décrit sur AD comme dia-
meifre. Menant alors par le point I la droite HG parallele i
AB, et décrivant, du point ¥ comme centre avee FS, comme
rayon, une circonférence qui coupe FG en S,, on obtiendra
la distance HS, du sommet S au plan du triangle. Mais la
projection Il du point S étant connue, le point lui-méme peut
dtre considéré comme détermind.

Pour que le problcme soit possible, la droite FII doit éfre
plus petite que FS: ce qui exige, puisque 'angle ASB esi
droit, que angle AHB soit obtus, et par suite, que Pangle C
soit aigu. Donc, pour que le probleme soit possible, il faul
et il suffit que le triangle donné ait ses trois angles aigus,

DevxikME soLuTioN. Soit AD (fig. 156) Pune des hauteurs dn
iriangle ABC, et G,K,L les milicux des trois eotés, Le poinl
chercheé S est ades distances des pointsLet K, respectivement,
dgales aux moitics de AB et de AC : il est done sur le cerele
d’intersection des deux spheres quiont, pour centres, L et K,
el, pour rayons, AL el AK. Ce cercle a évidemment pour dia-
metre AD, et son plan est perpendiculaire an plan donné. 1l
ne s’agit plus que de trouver, d’un colé du plan, le point
d'mtersection du cercle avee une sphére quia Gopour centre el
(i pour rayon.

Si on suppose le probleme vésolu, on aura dans Pespace
un (riangle SDG rectangle en D, dont Phypothénuse St sera
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dgale a GG, Alors, si du point ;, comme centre, avee G( comme
rayon, on décrit un cercle qui coupe AD en M, la droite D)
sera égal au cbté SD du triangle SHG de espace.

Cela posé, rabaltons sur le plan du ftriangle ABC, le demi-
cercle considére tout a I’henre, enle faisant tourner autour de son
diametre :le point S qui est sur le demi-cercle, se trouvera
sur son rabattement et sera toujours & une distance du point
D égal a SM. On aura done le rabattement S, du point S par
Pintersection des deux circonférences qui onl, la premicre, pour
diametre AD, et la seconde, pour centre, le point ) et, pour
ravon, DM.

On aura maintenant la projection s du sommet S, en abais-
sant la perpendiculaire S;s sur AD: la distance du point S au
plan du triangle est, d’ailleurs, égal a sS;; le probléme peut
done étre considéré comme résolu.

Pour qu'il soit possible, 1l faut et il suftil que le point M
tombhe entre D et A: cela exige que la moitié de BC soit plus
pelile que GA et plus grande que Dv; pour que la premicre
condition soit remplie, il faut évidemment que 'angle A du
{riangle donné soit aigu, et, parsuite, il doil en étre de méme
des autres angles. Alors la seconde condition est remplie d’elle-
méme: on arrive done a la méme conclusion que précédem-
ment.

TromstEMg soLurioN. GComme on connait (fig. 157) les mi-
lieux F,G,K des cotes du triangle donné, Ia question peut ére
posée comme il suil:

Etant donnde la hase CGK d'un tétracdre, trouver son som-
metS, suchant qu’il estsitué a des distances des trois sommets
de la hase respectivement éyales aur ¢Gtdés opposés de cette base.

Prenons fa question plus générale : construire wn tétracdre
conneissant sa base el les distances de son sommet ae tros
sommets de cette base.

Dans le plan du triangle LGK, déerivons en prenant lespoints
L,G,K comme centres, des cercles dont les rayons soient les
distanees donnédes du sommel S aux {rois points: soient S, et
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S, les points d’intersection du premier cerele et du second, du
second et du troisicme. Abaissons, de ces points, les perpen-
diculaires S,P,S.0) sur GF et GK, et prolongeons-les jusqu’a
leur rencontre en s. Le point s aussi obtenu sera, comme il
est facile de le voir, la projection du sommet S sur le plan du
triangle ANC.

Reste maintenant a (rouver la distance du pointS au méme
plan. A cet effet, par le point s onmeéme sR paralicle & LG, et
du point ' comme centre avec IS, comme rayon, on déerit
un cercle qui coupe SR au point S;; la distance demandée
sera la droite sS,.

Pour que le probleme soit possible, il faut que dans les
triangles FGS;,GKS, le plus grand coté soit plus petit que la
somme des deux autres, et, de plus, que la droite PS; soit plus
grande que Ps,. St nous revenons maintenent au probléme
particulier que nous avions en vue, on voit d’abord que la pre-
miere condition est toujours satisfaite, puisqu’alors les trian-
gles FGS,,GKS, ne sont autres que le triangle LGK lui-méme.
Quant & la seconde, pour qu’elle soit remplie, il faut et il suf-
it que les trois angles du triangle donné soient aigus. C'est ce
qu’on verra facilement.

Remarque. Le probleme, de couper un angle'triedre tri-
reclangle par un plan tel, que la section soit égale & un trian-
¢le donnde, est ¢videmment le méme que celui quenous venons
de résoudre.

PROBLEME II.

215. Ftant donncée wne pyramide quadrangulaive dont
a base est un parallélogrammme, on propose de la partager
en dewr parties équivalentes por wun plan mend par un des
cates de sa base.

Soit {fig. 58) SABCD lapyramide donnée, ¢t le plan ABF, celui
qui satisfait a la question, Ge plan coupe la face SCD suivant
e droite KIY parallele & CD; ef tout vevient i déterminer
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'un des points K et T ou elle coupe les arétes SC et SDh,

Menons les diagonales AG et AE de la base et de la section
ABEF, et faisons passer un plan par les deux arétes SA ¢t
SC; nous décomposerons ainsi les deux pyramides quadrangu-
laires SABCD, SABEF en deux tétraedres.

Cela posé, comparons les deux tétraédres SCDA,SEFA ; ces
(étraedres peuvent étre considérés comme ayant, pour ha-
ses, les triangles SCD,SEF, et, pour sommet commun, le point
A. Ils sont, par suite, entr’eux, comme leurs bases : on a donc

SEFA _ SEF

SCDA — SCh
Mais les triangles SEF, SCD, étant semblables, sont, entr’eux,
comme les carrés des cOtés homologues, et il vient

K4

SEFA  SE
SChA SO

D’autre part, les deuy tétracdres ESBA, CSBA, avanl méme
hase SBA, sonl, entreux, comme leurs hauteurs, et par con-
sequent, comme les droites SE el SC: on a ainsi
ESBA  SE
GSBA — SC

r

(2)

Mais par hypothese, on a
SEFA 4 ESBA = SCDA

I’égalité précédentle devient done

SE SR
=g 4‘§E

ou
SE = S X (S€ — SE) = S X CF
Le point E partage done Paréte SE en movenne el extréme
PRIsol,
ReMARQUE. On sail qu’une droite EF, qui est parallele a Pun
des eOtés CD d’un triangle et divise les denx autres cotés en
moyenne el extréme raison, partage la surface du {riangle
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dans le meéme rapport, mais dans Povdre myerse. On peat
dire, par consé¢quent, que le plan qui partage la pyramide en
deux parties équivalentes, divise, en moyenne et extréme rai-
son, la face latérale opposce i aréte de la base par laquelle
le plan est mendé,

PROBLEME III.

R16. Couper un prisme triangulaire par un plan de moi-
neere que la section soit un tricngle semblable a un triangle
donné.

Remarquons d'abord que 'on peul obtenir avee compas
les distances des aréies du prisme, et, par consequent, con-
naitre les trois cotés de la section droite.

Maintenant prenons arbitrairement, sur Punc des aretes,
un point A par lequel nous supposerons que solent mencs
les plans de la section droite et de laseclion demandée, et
fendons le prisme suivanl Favéte quicoutient le point. Si alors
on étend la surface latérale du prisme sur un plan quelconque
passant par cel aréte, la seetion droite deviendra une ligne
droite ABCD (fig. 159), el les aréles falérales qui passenl par
les sommets B et G de la section se placeront sur des perpen-
diculamres BP et GO & la droite ABCD. Quant a la seclion
cherehée, son développement sera la ligne brisée AEEFD.

Les points A et Dy et les droiles BP el CQ peuvent étre
construits; et, si Pon pouvail déterminer les points E et I
sur ¢es dernicres droites, on connaitrait les distances cutre
les sommels K el F de lasection cherehée AEEF et le plan de la
section droite 5 dés lors le probleme serait résolu,

Cela pose, déerivons deux cereles, des points £ et I¥ comme
centres, avee EA et FI comme rayons; ces cereles se coupe-
roni en deux points G et H, et couperontla droile AD aux deux
points A’ et D' symélriques de A el Dy par rapport a BP et Gq).
Menons ausst la corde commune G qui est perpendiculaire
en Losur laligne des eentres B puis tivons les droites GEGL,
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Le triangle GEF est égal au triangle demand¢ et la droite GLL
est la hauteur correspondante & la base EF: il résulte, de la,
que lesrapports de EL et Lti & LF sont connus ; et, parsuite,
si Pon prend sur EF wne longueur LM égale a Lt et que, par
les points L et M, on mene les droites ST et UT paralleles &
B, les rapports de BI et TI & IC seront déterminés. On peut
done dire que les points L et M se trouvent sur deux droites
connues SI et UT.

Je remarque maintenant qu’on peut déterminer le pomt de
rencontre K des deux droites AD et GH. En effef, le point K
¢tant sur Iaxe radical des deuyx cercles dela figure, est d’¢gale
puissance par rapport aux deux couples de points (A, A", (D,D'):
si done on mene un cerele quelconque par les deux points
de chaque couple, et qu’on détermine le point K ou la corde
d’intersection des deux cercles coupe AD, ce point sera le point
demand¢.

D’autre part, en formant denx expressions différentes de la
puissance du point K, par rapport aux deux cercles de la
figure, on a

[ — LK = DK — BK’

ou en remplacant Lr par LM

R J 2

LM — LK = BA — BK
knfin, si'on tire MK, on a un triangle rectangle LMK
salisfait aux conditions suivantes :

Un des sommets des angles aigus passe par un point fixe ;
les denx aulres sommets sont sur des droites données, paral-
Icles entr’elles 5 et la différence des carrés des cotés de Uan-
ele droit est connue.

Toule la difficulté se lrouve maintenant réduite & Jasolution
du probleme précédent, car les points M et L étant connus, les
points de rencontre de la droite LM avee les droites B el
GO seront les points demandeés E el F,

Résolvons le probleme de géomélrie plane.
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Soient GILKL et G (fig. 160) les paralleles et le point don-
nes: en abaissant BD et CE perpendiculaires sur 1, on obtient
deux triangles semblables AEC,ABD qui donnent
1) AE X AD = EC X BD

D'autre part, les mémes triangles donnent
AC =AE 4 (E AB =AD - BD

D’ott Pon tire en retranchant, membre a membre,

&) AL — AD = AC — AD +BD — CE

Mais les lignes BD et CE sont connues, ainst que la diffe-
rence des carrés des cotés de angle droit AG et AB; le second
membre de Pégalile (2) est done connu, et peul édre remplace
par le carré d’une ligne connue M; on a donc

(3] AL — A =M’

Mamtenant, ¢levons au carré les deux membres de Pega-
lité (1); puis divisons ses deux membres par M et les deux
membres de 'égalité (2) par M, 1l vient

5 AD _

M w =M
AE _AD _ EC X BD
| RO R
el en posant
IV AD . EC XBD
U —_— — . = N-
w=0 =Y W \

Ol Q&

On est ainst ramendé a trouver deux droites P et (), connais-
sant leur différence et leur produit.

Les droites P et () ¢lant connues, on auraensuile AE ¢l AD
en prenant des moyennes proportionnelles entre I et M, et en-
tre P et (). Portant, maintenant, la longueur EA sur GH de |
¢n A, on ale sommet A ety par suite, le sommet B,
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CHAPITRE V.

DES MAXIMA ET MINIMA EN GEOMETRIE.
METHODES POUR LES DITERMINER.

21'7. En mathématiques, on dit qu’une grandeur qui varie
d’'une manicre continue et suivant une loi déterminée, passe
par un maximuam ou un minimum, lorsqu’elle attent une va-
leur plus grande ou plus petite que celles qui la précedent
ou qui la suivent immédiatement. 1l résulte de cette définition
que deux minima sont toujours séparés par un maxunum el
réciproquement.

Nous allons douner plusicurs methodes pour la détermination
des maxima et des minima en géometrie.

PREMIERE METIHODE. ~— DPAR LA DISCUSSION D'UN  PROBLEME
DETERMINE.

218. Onregarde la grandeur géometrique, dont on demande
Je maximum ou le minimum, comme ayant une valeur arbi-
{raire et détermince ; puis on résout et discute complétement
le probleme de géométrie ordinaire qui se trouve ainsi subs-
tituc a la question proposce. En général, pour que le probleme
soit possible, il faudra que la quantité qu’on aura considéree
comie constante en posant le nouveau probleme, et alaquelle
on restitue son caractere de variable dans la discussion, soit
plus grande ou plus petite que certaines quantités : de la, on
conelura le maximum ou le minimem demandés.

1. Trouver sur un arc de cercle AB (lig. 161) un point €
tel, que la somine des distances AC et BC wwr extrémités de
Pare soit marunwm.,

Résolvons, suivanl la méihode indiquée, le probleme qui a
pour bhut de déterminer un point G, tel que la somme de ses
distances aux deux points A el B soil ¢gale a une longuewr
dounee.

Pour cela, prolongeons AC d’une longuear G egale a BL.
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Le triangle BCD ¢lant isoctle, angle D est fa moitié de I'an-
¢le constant ACB, et le point D s¢ trouve sur un arc capable
de la moitié de langle ACB el ayant AB pour corde. Le
méme point se {rouve, d’ailleurs, sur un cercle ayant, pour
centre, le point A, el, pour rayon, la somme donnée : Le
point D, et, par suite, le point  sont done détermines et le
probléme est résolu.

Pour que le probleme soil possible, il faut évidemment que
la somme donnée soit plus petite que le diaméire de Parc
ADB. Mas le diametre est la droile AF qui passe par le mi-
lieu £ de Parc AEB : le maximum demandé est done AF ou
fa somme des distances du milicu I de Pare a ses extrémi-
tés A et B.

2. Trouver sur un arc ow sur un cercle donnés un pownd.
tel que, de ce point, on voie lo droite qui joint dews: points
fixes sous un unyle mazimum ouw nunimum (Concours),

Supposons que angle dont il s’agit soit donné, Ie point de-
mande sera a la rencontre du cercle ou de la droile avee Pare,
qui est capable de 'angle donn¢ ct qui est decrit sur la droite
qui joint les deux points fixes : Faisons maintenant la distine-
ion des deux cas.

1° Le point cherche est sur une droite EF (fig. 162). A et B
¢tant les deax points donnes, I'are ABCD capable de Iangle
donné coupe, en géndral, la droite EF, en deux points C ef
D, et le probléme a deux solutions.

On voit maintenant par la mesure des angles sur le cercle
ABCD, que, suivant qu’un point est pris sur la droite indéfinie
EF, entre les deux points G et D, ou ¢n dehors de leur inter-
valle, I'angle sous lequel on voit la droite AB est plus grand ou
Plus petit que 'angle douné. Par conséquent, si 'angle donné
augmente, les points € et D se rapprocheront 'un de Pautre,
el Pangle atteindra sa valeur maximum, lorsque les points C et
D seront confondus, ¢’est-i-dire, lorsquele cercle sera tangent
 la droite donnée.

Comme, par deux points, on peut mener, en général, deux
16
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cercles, il y aura deux maxima. lls seront, d’ailleurs, séparés
par un minimum, puisque, du point de rencontre des deux
droites AB et EF, on voil la droite AB sous un angle nul.

Quand les droites AB et CF sont paralleles, il n’y a plus qu’un
maximum.

2° Le point cherché doit se trouver sur un cercle,

Le principe de la discussion est toujours le méme, sculement
i} faut distinguer plusieurs cas de figure.

PreMIER cAs. La droite AB qui joint les deux points donnes,
étant prolongée indéfiniment, ne rencontre pas le cercle.

Si onmene par les deux points A et B deux cercles tangents
au cercle donné, on voit, par le méme raisonnement que tout
A Iheure, qu’a 'un des points de eontact correspond un maxi-
mum, ¢l a Pautre, un minimum.

DevxiiMme cas. La droite AB est tangente aw cercle.

(ie cas se subdivise en plusieurs cas secondaires, suivant
que les deux points A et B sont, d’'un méme coté, de part et
d’autre du point de contacl, ou que 'un des deux est con-
fondu avec le point de contact lui-méme ; mais on trouve
toujours un maximum et un minimum.

La droite AB joue, d’ailleurs, le réle de cercle tangent exte-
rieurement ou intérieurement : seulement, quand I'un des deux
points fixes est confondu avec le point de contact, la droite
AB représenle, a la fois, les deux cereles, et, a son point de
contact, correspondent un maximum ¢t un minimuni.

TrowsisMe cas. La droite AB prolongée indéfiniment ren-
rontre le cercle en dewr points.

(e cas sc subdivise en plusicurs aulres, suivant que les
points donnés sont : tous deux extérieurs ou intéricurs au cer-
cle; Pun extérieur et Vaulre intérieur; 'un d’eux, ou tous
deux, a la fois, confondus avee les points de rencontire de la
droite indéfinie et du cercle.

Dans les deux premicres positions, on peul mener deux
cercles qui sont langents, tous deux, extérieurement ou inté-
rieurement, au cercle denné; il y a, alors, deux maxima ou
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deux minima, mais qui sonl séparés par deux minima ou
maxima correspondant aux points de rencontre de la droite el
du cercle. Quand I'un des deux poinls A et B est extérieur au
cercle, et Pautre intérieur, on ne peut plus mener de cercles
tangents; mais il y a alors un maximum et un minimum qui cor-
respondent aux points de rencontre de la droite et du cercle.

Les autres cas secondaires du (roisieme cas principal se
fraitent sans difficulté.

3° Par l'un des points d’intersection A de dewsr cercles O
et G qui se coupent en A et k. (fig. 163}, mener une sécante.
telle que le produit des cordes intercepties duns les deux cercles
sott maximunt.

Supposons que le produit des deux cordes soit égal au caree
d’une droite donnée m : nous distinguons deux cas.

PRrEMIER cAs. Les deux points de rencontre B et D de e
sécante BAD avec le cercle sonl d'un méme cité du point A.

Tirons AE, et faisons passer un cercle par les trois points
B,E,D : ce cercle coupera le prolongement de AE en un point
F, tel qu'on aura

AE X AF = AE X AD = m*

de & on déduit
1

m
AF = AL

et le point F est déterminé.

D’autre part, si 'on tire BF et ED, et que I'on méne la
tangente AIl au cercle €, on a, & cause de Uégalité des me-
sures,

BFE =BDE = FANl

Et, par suile, les droites BF et AH sont parallcles. On arrive
ainsi a la solution suivante :

Déterminez, sur le prolongement de la corde d’intersection
AE des deux cercles, un point F dont la distance au point A
s0it une troisiéme proportionnclle & AK et m ; menez la tan-
gente AH & I'un des deux cereles; tirez la paralléle FB i

Document numarisé par |a Bibliothaque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 DES 70



V44 DEUXIEME PARTIE.

cette tangente; et enfin faites passer deux droites par le point
A et les deux points de rencontre de FB avec le second cer-
cle : les deux sécantes ainsi obtenues satisferont aux conditions
données.

Discussion. On voil que le probléme a deux solntions, lorsque
la droite BF coupe le cercle OA. 1l n’en a plus qu’une, lorsque
la droite BF devienl tangenle au méme cercle, et il est im-
possible lorsqu’elle lui est extérieure.

Il résulte évidemment de I que la plus grande valeur que
puisse prendre AF et, par suite, 7m?, est obtenue, lorsqueles tan-
ventes en B et A aux cercles O et G sont paralléles, ou, ce qui
revient au méme, lorsque les rayons de poinls de contact sont
eux-mémes paralltles. On aura donc la sécante & laquelle
correspond le maximum demandé, en tirant une droite du
point A au centre de similitude externe des deux cercles.

DevxiEME cis. Les dewr points de rencontre de la sécante
avec les cercles sont d'un méme coté du point A.

On voit, par une discussion {oute semblable & la précédenie,
qu’on obtient la séeante & laquelle correspond le maximum, en
menant des droites par le point A et le centre de similitude
interne des cercles donnés.

Remangue. Quand on fail tourner la sécante autour du
point A, les deux maxima sont s¢parés, comme cela doit
avoir lieu, par deux minima qui correspondent aux deux posi-
tions o la séeante est tangente a 'un ou Pautre des deun
cercles.

& Inscrire dans un cercle donné un triangle isocéle tel, que
la somme ou la différence de la base et de la hauteur soul
maximum.

Supposons, d’abord, que ¢’est la somme de la base et de la
hauteur qui est connue.

Soient O le cercle donné et ABCle triangle isocéle demandé
(fig. 164). Le diamétre AD pouvant étre supposé connu de po-
sition, si on prolonge la hauteur AHl d’une longueur EH égale
a BC, la droite AE sera connue de longueur et de position.
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Mais le triangle isocéle serait évidemment déterminé, si
on connaissait le point B; et comme ce point se trouve sur
le cercle, tout revient a en déterminer un licu géométrique.

Or BH étant la moiti¢ de Ell, le pont B appartient au lieu
des points tels que si, de I'un d’cux, on abaissc une perpen-
diculaire sur une droite fixe AE, cette perpendiculaire est la
moitié de la distance de son pied a un point E fixe sur la
droite. Le point E appartient, d’ailleurs, au lieu, et on enaun
second F, en prenant, sur la tangente AN au point A, une
longueur AF égale & lamoitié de AE.

Maintenant, on voit facilement que le lien demand¢ est la
droite EF elle-méme.

En effet, B étant supposé un point quelconque de la droite,
les deux triangles semblables EHB,EAF montrent que HB est
la moitié de EH, ¢t, par suite, on a

AL - BC=AH 4 2 IB = All 4+ EH = AE

Ainsi le point B est délerminé par Vintersection du cercle
el de la droile EF facile a construire.

Supposons maintenant que, la hauteur étant plusgrande que
la base, on se donne la différence entre ces deux droites, A’B'(/
¢tant le triangle demandé, on porte, & partir du pied H de la
hauteur AH, une longueur H'E’ égale a B'(Y ; alors la différence
se trouve représentée par AE/) et si 'on prend sur la tangente
AN une longueur AF égale & lamoitié de la différence donnée,
puis qu’on mene la droite E'F/, cette droife sera un licu du
point C' ef, par sarencontre avec le cercle, donnera ce poinl.

Enfin, la base élant plus grande que la hauteur, la diffé-
rence donnée entre ces deux droites, se trouve portée de A
en E” sur le prolongement de AD, au-dessus de A. I¢i, le lieu
analogue aux préccédents, s’obtient en prenant AF” égale a la
moiti¢ de AE”, sur le prolongement de la tangente AN a gauche
du point A.

DiscussioN. Lorsqu’on fait varier la somme ou la différence
donnée, la droite EF se transporte parallclement i elle-méme;
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car AF étant toujours la moitié de AE, les triangles tels que
AEF sont semblables entr’eux.

Cela posé, admettons, d’abord, que la droite mobile AF soit
tangente au demi-cercle BA et coupe au point L le diamétre
AD prolongé ; alors le probléme proposé n’a qu’une solution,
et la somme a sa valeur maximum AL qu’on trouve facilement

étre égale A R. (1 4 V' 5)

Le point de rencontre de la droite mobile allant maintenant
du point L au point D, c¢’est-a-dire, la somme donnée variant,
depuis son maximum jusqu’a 2R, le probléeme a deux solutions.

Lorsque le point de rencontre est en D, on peut dire encore
qull y a deux solutions ; seulement, un des triangles est nul.

La droite mobile EF, s’avancant toujours dans le méme
sens, coupera le diametre AD entre D et A, et le cercle en
deux points, Pun, & droite du diametre AD, Pautre a sa gau-
che. Au point, qui est & droite, correspond un triangle isocéle,
dans lequel la somme de la hase et de la hauteur est égale a
fa longueur donnée; mais & l'autre point correspond un
triangle dans lequel cette longueur est la différence entre la
hauteur et la base.

Quand le point mobile E est arrivé en A, c’est-a-dire quand
lalongueur donnée est nulle, la seconde solution subsiste tou-
jours, seulement la base et la hauteur du friangle sont alors
égales. On peut dire aussi que la premicre a encore lieu, puis-
que le triangle ¢tant nul, la somme de la base et de la hau-
teur est elle-méme nulle.

Supposous enfin que la sécante mobile rencontre le pro-
longement de AD) au-dessus de A, il v aura alors deux solutions
mais qui se rapporteront au cas o, la base ¢lant plus grande
ue la hauteur, on se donne la différence entre ces deux droites.

Les deux solutions existeront toujours, tant que la droife
mobile ne sera pas tangente au cercle ; mais dans ce dernier
cas, 11 n’y aura plus qu’une solution, et si la droite continue
son mouvement, le probleme deviendra impossible.
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Le maximum de la différence entre la base et la hauteur a
lieu quand la droite est tangente au cercle, et on trouve qu’il
est égal a R (V5 —1).

On voit que la discussion complete duprobléme a mis en évi-
dence P’existence de deuxmaxima pour lasomme et la différence.

On a aussi trouvé deux minima pour ces deux quantités.
puisqu’elles ont passé par zéro.

DEUXIEME METHODE. — DPAR SUBSTITUTIONS SUCCESSIVES.

219. Elle consiste ici, comme dans la démonstration des
théoremes ou la résolution des problémes ordinaires, a rame-
ner la question a une autre, soit immédiatement, soit en pas-
sanl par plusicurs questions intermédiaires.

Nous allons donner des exemples.

1. Etant donnés (fig. 165) un angle droit ABE et un point
A sur lun de ses cotés, mener, par le point donné, deusr. droites
AC et AD telles, que le rapport de BC a AD soit éqal a celur
de deux droites connues M et N, et que lewr angle CAD soit
mazimum (Concours).

Menons par le point C la droite CG parallele & AD: Pangle
CGA sera é¢gal a 'angle CAD, et, de plus, on aura

BG  BCN

BB TN

le pomt 6 sera done connu.

On est ainsi ramendé a trouver sur BE un point G tel, que, de
ce point, on voie Al sous un angle maximum. Prob. 2 (221).

2. Etant donnds un cercle O\, dewr trngentes paralléles
AE et BD, et wun point C sur le diametre AB qui joint lewrs
points de contact ; une tangente mobile XD coupe les deua
premecres en K et D: on demande quel est Pangle minimum
sous lequel on peut voir, duw point G, la tangente mobile.

D’abord, il y a un minimum. En effet, Pangle est droil, lors-
que le point E est confondu avee le point A, ou s’éloigne
Pinfini sur Ta tangenle AR, et, pour foute autre position du
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point E, Pangle ECD est aigu, puisque le pomnt G est exté-
rieur au cercle qui est décrit sur ED comme diametre.

Preyikre soLutioN. Menons la droite EC (fig. 166), et pro-
longeons-la jusqu’a sa rencontre e¢n K avec la tangente au
point B ; puis faisons passer un cercle par les trois points D,C,K:
je dis qu’il coupera le prolongement du diamétre AB en un
point F déterminé par I'égalité

—

. A0
BF — i
En effet, les triangles semblables AEC, BCK donnent
BK __ BC
AE T AC

et dans le cercle CDF on a
BF X BC = BD X BK

Multiphant, membre & membre, les deux derniéres egalités,

il vient
BF BD AE X BD
AE 7 AC - AC

On sait que le produit AL X BD est égal au carré du rayon
CA : on a donc bien I’expression indiquée plus haut.

Cela posé, on voit que les angles DFB,CKD sont égaux,
commeinscrits dans le méme are, et, parsuite, 'angle BDF est
agal & 90° — AEC. D’autre part, si on prend B(: égal & BC,
I’angle BDG sera égal a I'angle CDB, et angle GDF aura pour
valeur 90° — (AEC 4 CDB) ou 90° — ECD.

La question de trouver le minimum de 'angle ECD est done
ramenée a trouver le maximum de 'angle GDF, et on revient
encore au probléme 2 (221).

Cherchons maintenant a déterminer la tangente DE.,

D’aprés le probléme cité, on a

DB* = Bt X BF

et, en remplacant la droite B(x par son égale BC. el BF par
sa valeur préceédemment trouvée, il vient

d’ou BF —
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AO
AC
Divisant maintenant les deux membres de I’égalité précé-
—=2 |
dente par AE, et remplacaut le rapport de A0 & AE par DB,
on a

DB = BC X

BD  BG
AE — AC
ou, H étant le point de contact de ED,
EH  BC
HD — AC

Il résulte, de la, que le point de contact de la tangente, &
laquelle correspond ’angle minimum, sera & la rencontre du
cercle et d’une perpendiculaire élevée en C au diametre AB.

DEUXIEME SOLUTION. Abaissoné, du centre O (fig. 167), les
perpendiculaires OL et OM sur Ck et CD; l'angle LOM sera
égal 4 I'angle ECD dont on demande le minimum. Je dis main-
tenant que, si on méne la droite LM, son point de rencontre Il
avec le diametre AB est fixe.

Eneffet. les deux triangles OLM,LCM, pouvant étre consideé-
rés comme ayant méme base LM, sont, entr’eux, comme les
hauteurs correspondantes, ou comme OH est & CH : mais ils
ont aussi les angles supplémentaires LOM,LCM et sont, par
suite, entr’eux, comme les produits OL X OM et LE X CM:
on a done

OH OL X OM _OL _ OM
CH™ CL X CM— CL "™ CM

Mais les deux triangles OLC et AEC,0MC et BCD sont sem-

blables, deux a deux, et donnent
OL AE OM __ BD
(L~ AC (M~ BC

Done, en substituant dans la premiére égalité les valeurs

des rapports (,? gM données par les deux derniéres, il vient
Oll  AE X BD

CH — AC X BC
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A, si on remplace AE X BD par ()—K? on a

OH A0
CIE ™~ AG X BC

Le point H est done fixe, comme nous P'avons dil.

(iela posé, on voit que, si on décrit un cercle sur OG comme
diamétre, angle LOM sera d’autant plus petit ¢que la corde
LM sera elle-méme plus petite, et on est ramené aa probleme
de trouver laplus petite corde qu’on puisse mener par un point
donné dans l'intérieur d’un cercle.

On sait que fe minimum a lieu, lorsque la corde est perpen-
diculaire au diametre passant par le point. De la on déduit
facilement la méme construction que tout & I'heure.

En effet, dans le cas du minimum, la droite LM étant per-
pendiculaire & OC; on a dans le triangle rectangle OLC

2

2

Ol OL

1 I
Remplacant maintenant, dans cette égalité, les rapports de
OL et OIT & CL et CIT par les valenrs précédemment frouvées,

il vient

P
i

3 2

AL A0

AC AC X BG
D’ot Pon déduit facilement comme dans la premiere solu-

tion
RD  BCG

ALK TAC

3. Trowver langle maximaum de dewr diametres conjugues
dans Lellipse (Concours).

PrEMIERE soLuTioN. Soient (fig. 168) OA ef OB les demi-axes
de lellipse : dupoint0, comme centre, avee ces droites comme
rayons, déerivons deux demi-cercles ; menons, dans le phis
arand, les deux rayons reclangulaires OG el OD 5 et, des poinls
(. et D, abaissons DP et CQperpendiculaires surle diametre AA'.
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N

Waintenant, si par les points E et F ot OC et OD rencontrent
le plus pelit cercle, nous menons des paralléles EH et FG a
AA/, jusqu’h la rencontre de DD et CQ, en G et L, et que
nous tirions 0G et O1I, Pangle GOH sera angle des diametres
conjugués de Iellipse, ¢’est-d-dire, celui dont on demande le
maximum.

Cela pose, si, de angle GOL, on retranche 'angle droil
DOC, il reste la somme des angles GOD,COH dont il revient,
an méme, de trouver le maximum.

Pour que ces deux angles se trouvent ajoutés, de maniére i
n’en former qu’un seul, faisons tourner le triangle OCQ autour
du centre O jusqu’a ce que OCvienne coincider avee 0D ; alors
le triangle se fixera dans la position DOM ot il forme avee le
triangle DOP un rectangle DMOD, et la droite EH se placera
snivant une droile FK située, de telle maniére que la figure
DKFG sera aussi un rectangle; enfin la droite OH prendra une
certaine position OK.

La question est maintenant ramenée & trouver le maximum
de Pangle GOK.

Or, si on mene la diagonale Gk, on a

G(GK=DF=0D)—0F
et on a anssi
0h -+ OF
S

{ ”J p—

Des lors, la droile GK étant considérée comme fixe, le point
0 est sur un cerele qui a, pour centre, le point d’mtersection
L des diagonales du rectangle DRIG, et pour rayon, la demi-
somme des demi-axes de Pellipse : on esl done ramené an
probléme 2 (221).

Dans le cas particulicr qui s¢ pirésente 1et ou le centre L du
cercle se trouve au milien de la droite GK, on voit facilement
par la discussion du probléme cité, que le triangle GOK doit
élre isocele; alors la fignre DRFG devient un carré, el Pangle
GDE ou <on égal COA est un angle de 45°, Cette eondition
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suffit pour délerminer le rayon OC, et, par suite, les diame-
tres conjugués dont Pangle est maximum. Ces diamétres
conjugucs feront, d’ailleurs, comme il est facile de le voir,
des angles supplémentaires avee le demi-axe OA.

DevxiiMmE soLuTioN. Placons le triangle OCQ) sur son égal bOP
(fig. 168). Alors la droite OH prend la position DR et angle
DSO, formé en S par les deux droites O(: et DK, est supplé-
mentaire de la somme des angles GOD et SDO ou GOl La
question se trouve donc ramenée a trouver le maximum de
I’angle DSO.

Mais, si I’on considere la droite DO comme fixe, on démon-
Ire facilement que le¢ lieu du point S est un cercle qui a pour
centre le milieu de OD; on est donc ramené au méme pro-
bleme que dans la premicre solution,

k. Un triangle rectangle ABC, dont le piérimeétre est donne,
exécute une révolution compléte autowr de son hypothé-
nuse, on demande le maxcimuun du volume engendré.

« représentant ’hypothénuse, on trouve facilement, pour
Lpl(p —ap
3a
voit qu’au minimum de I’hypothénuse correspond le maximum

de volume ; on cst alors ramené & la question suivante :

Parma tous les (riangles rectangles de méme  pérumétre,

expression du volume, , ety sous cette forme, on

quel est celur qui a lu plus petite hypothénuse ?

Nous allons maintenant ramener c¢e probléme lui-méme a
cet autre :

Parmi tous les triangles rectangles de méme périmétre,
quel est celur dans lequel la bissectrice de Uangle droit esl
mazimum ?

Pour cela, cherchons une relation entre 2p,a et cette bis-
sectrice que nous désignerons par d.

En décomposant le triangle rectangle ABC, en deux trian-
sles, par la bissectrice de I'angle droit, et écrivant que la sur-
face totale est égale a la somme des surfaces particlles, on
obtient pour expression de la surface du triangle rectangle
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Zp—ajd . " . \
ToVa Mais la surface du triangle est aussi égale a

p(p—a;ona done

/_2/‘) (p-—ay v 2

(‘7

2p—ua
ol
d  p—u  2p—a—py /)
2p\/ 2 2p—a” 2p—a T 2p —u

done Ie maximum de o correspond an minimum de «.

Pour résoudre maintenant le dernier probleme, il suffit de
remarquer que si on trace {fig. 169) celui des eereles ex-ins-
erits an Wriangle ABC qui touche Phypothénuse BC, ce cerele
st délermind, puisque Pon a

NE=AF=p

Phypothénuse BC sera done toujours tangente a Parc EIF, el
la longueur de la hissectrice AD sera plus petite que lalongueur
AT comprise, sur la hissectrice, entre Ie point A et Iare du
cercle il n’va d’exception que pour le cas oitle point de contact
de la tangente serail le point 1 lui-méme 5 alors la bisseetriee
atteint sa valeur maximum Al et le friangle ABC est isocele.

On conclut de Ja que le triangle rectangle qui engendre le
volume maximum est aussi isocele 5 ce qui suffit pour le déter-
miner,

TROISIEME  METHODE., — PAR LA VARIATION SUCCESSIVE DU
CERTAIN NOMBRE DE VARIABLES, LES AUTRES RESTENT FIXES.

220. Quand la grandewr géométrique dont on demande le
maximumn o Ie minimum dépend de plusieurs variables, on
peut souvent résoudre la question en dommant des valeurs
déterminées & quelques-uncs des variables.

Exemples :

L. Parmi tous les triangles ABCinscrits dans un cercle donné,
quel est celur qui a la plus grande surfuce?

La quantité dont on demande le maximum dépend de trois
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variables qui sont les cotés du triangle. Supposons que le edté
BC reste fixe, on aura encorc deux variables AB et AC, mais
qui dépendent I'une de I'autre, puisque le point A doit rester
sur le cercle donné.

Quand le point A se déplace sur 'arc BAL, la base BC du
triangle restant constante, la surface de ce {riangle sera
maximum, lorsque la hauteur correspondante AH sera elle-
méme maximum, c¢’est-a-dire, quand le point A sera au mi-
lieu D del’arc; alors le triangle est isocele. Mais, comme le ¢oté
qu’on a laissé constant est I'un quelconque des trois, on con-
clut, de ce qui précede, que deux cdtés quelconques du triangle
maximum doivent étre égaux et, par suite, que le triangle
demandé est équilatéral.

2. Parmi tous les polygones, dont le nombre de cités est
donné et que [lon peut inscrire dans un cercle, quel esl
celut qui a le plus grand périmétre ow la plus grande sur-
face?

Soit inscrit dans le cercle donné un polygone quelconque
de n cotés. Si on change seulement deux cdtés, la somme des
deux cotés seramaximum, lorsque ces ¢dtés seront égaux (221):
donc le polygone, dont le périmétre est maximum, doit avoir
tous ses cotés égaux, et, par suite, est le polygone régulier de
n cotés inscrit dans le cerele.

On démontrerait d’'une maniére analogue que le¢ polygone
regulier de n cOlés est maximum en surface.

3. Trouver un point tel que la somme de ses distances aur
trois sommels d’un triangle donné soit minimune.

Soit ABC le triangle donné (fig. 170), et D le point cherché;
il faut trouver le minimum de la somme AD -}~ BD - CD.
Laissons constante la premiére de ces quantités ; alors le point
D se déplace sur un cercle qui a pour centre le point A
et, pour rayon, AD; et il s’agit de trouver sur ce cercle un
point, tel, que la somme de ses distances aux points B et G soit
minimum.

Supposons que le point D soit choisi sur le cercle, de maniére
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que la tangente GII en ce point fasse des angles égaux GDB,
HDC avee les droites BD et BC; puis, ayant pris un point quel-
conque I de la tangente G, tirons les droites FB, FC; d’apres
un théoréme hien connu, on aura

BD 4 DC << BF - FC

Mais si on prolonge BF jusqu’a sa rencontre en E avee Jo

cercle, et qu'on meéne EC, on a

BF -+ FC << BE —-EC
el, par suite,

BD 4 DC << BE -+ EC

Ainsi le point D correspondant au minimum demand¢ doit
étre tel, que les angles GDB, HDC soient ¢gaux, ou ce qui re-
vient au méme, que le prolongement de la droite AD soit la
bissectrice de 1’angle BDC.. Comme la longueur, qu’on alaissée
constanle, est I'une quelconque des trois distances du point D)
aux trois sommets du triangle, il en résulte que, si on pro-
longe chacune des trois droites, ces droites et leurs prolonge-
ments feront six angles consécutifs, égaux entr’eux et, par suite
ggaux chacun & 60°. Le point D correspondant au minimum
est done tel, que de ce point on voit les trois ¢otés du trian-
gle sous des angles de 120°, et il sera déterminé parla ren-
contre de deux arcs capables de 'angle 120° ¢t déerits sui
deux coOlés du triangle comme cordes.

Discussion. Si1'un des angles du triangle était égal a 120°,
les deux arcs capables seraient tangents an sommet de cet
angle, et a ce dernier point correspondrail le minimum de-
mandé,

Si Pun des angles du triangle était plus grand que 120°, les
deux arcs capables de Pangle 120°, déerits sur les cotés de
I"angle obtus du triangle comme cordes, se couperaient hors
de ce triangle, et, du point de rencontre, on verrait ces deux
¢Otés sous des angles de 60°.

Comme la condition, que, du point donné, on voie les trois
¢olés du triangle sous des angles égaux, a été montrée néces-
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saive, du moins, quand le point D ne s¢ confond pas avec un
sommet du triangle donné, il en résulte, que, dansle cas actuel,
aucun point du plan, exceplé les sommels du triangle, ne peut
correspondre aw minimum demandé. Comme, d’ailleurs, il y &
toujours néeessairement un minimum, on peut affirmer qu’il
a lieu, lorsque le point D se confond avec I'un des sommets du
triangle, et ce sommet est évidemment celui de 'angle obtus.
k. Trouver, paria les quadrilatéres convexes, que lon peut
former avec trois cités, celui qui a lu plus grande surface,
Soit ABCD (fig. 171) I'un des quadrilateres dans lequel on
donne AB,AD et BCG: menons la diagonale AC, et supposons que
le triangle ABC reste fixe; alors le triangle ACD aura évidem-
nment une surface maximum, quand angle DAC sera droit. De
méme, si on mene la diagonale BD, on voit que l'angle DBC
doit étre droit: le quadrilatére maximuin est done un quadri-
laltre inseriptible, et le ¢oté inconnu doit étre le diametre du
cercle dans lequel le quadrilatére est mserit.
Nous allons voir que cetle condition détermine la tigure.
En effet, désignons par «,b,c, les cotés AB,AD et BC, par
« el y les diagonales BD et AC, et par z le ¢dté inconnu DC:
les triangles rectangles DAC,BCD donnent

2 2 _ 2 2 2
3 — = 3 —

o

—
of, comune le quadrilatére ABCD est inscriptible, on a
b - uz =y

kin éliminant « el ¢ entre les trois équations, on a une équa-
tion du troisiéme degré qu’on ne peut pas, en général, abais-
ser & un degr¢ moindre; mais si on suppose deux des cotés
égaux, par exemple, les colés opposés & el ¢, le probléme
peut étre résolu avee la regle el le compas.

En effet, le quadrilatere ABCD, étant inscriptible et ayant
les cOtés opposés égaux, devient un traptze isoctle dans
lequel les diagonales sont égales: alors, en appliquant le théo-
réme du quadrilatére inserit, on a
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az -+ 0 =

et I'un des triangles reclangles donne

2t == 3t —
En éhminant 2 entreles deux équations, il vient
= : By 262
F—az—2=0 ou z——=u

On est done ramené a trowver deux droiles, connaissant
leur différence « et leur produil 26%; la plus grande sera le
diametre du cerele circonserit au trapeze isocele: avant déerit
le demi-cercle, on acheve ensuite facilement la conslruction
de la figure.

Remarque. Le trapeze isocele que nous avons trouve est le
plus grand des quadrilateies que Pon peut former avee irois
cOtes, quand Jes deux cotés quisont opposés sont égaux; il est
done, en pariiculier, le trapéze maximumn parmi tous les tra-
pezes soceles que Pon peul former avee les mémes cotes.

GENERALISATION. — Le ralsonnemenui, que nous venons d
faire pour un quadrifatere, s’étend évidemment a un poly-
gone (uelcongue dont on dounce tous les cotés, excepté un
seul @ le plus grand des polygones doit étre tel qu’il soit ins-
crit dans un demi-cerele dont le ¢oté mconnu est le dia-
melre,

La condition préeédente suffit, d’ailleurs, pour deéterminer
Ie polygone, lorsqu’on fait connaitre I'ordre dans lequel les
cotés donnds se succeédent (7).

Avanl dedémontrer cette dernicre proposilion, remarquons,
d’abord, que, si deux ares ont une corde commune, des deus
angles au cenlre appuyés sur celle corde, le plus grand cor-
respondra au plus pelit cercle ; car e centre de ce dernier
cercle ¢tant plus pres de la corde, Pangle correspondant est
enveloppé par Paulre,

Celaposé, admettons qu’onail trouvé un demi-cerele quisati:-

(*) Loegendre -— Appendice an livee LY. Propositions 1V et V.
17
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fasse a la question. Sionprend un cercle plus grand, les cotés
donnés du polygone, qui sont des cordes, répondront a des an-
gles au centre plus petits: la somme de ces angles au centre
sera donc moindre que deux angles droits, et, par suite, le
polygone ne sera plus inscrit dans un demi-cercle. Le
contraire aura lien si on prend un cercle plus petit; done
le polygone dont il s’agit, ne peut étre inserit que dans
un seul cercle, et, quand on donne Pordre des cotés, il est
parfaitement déterminé.

RevArguE. — Le maximum serait encore le méme, si Pordre
des cOtés avait été laissé arbitraire. En effet, d’apres le
raisonnement qui précéde, le diametre du cercle circons-
crit resterait évidemment le méme; d’ailleurs, la surface
du polygone ne changerait pas non plus, puisqu’elle serait
toujours égale & la différence entre le demi-cercle et la
somme des segments qui est indépendante de Pordre des
cotes.

(JUATRIEME METHODE. — PAR RENVERSEMENT.

Elle est fondce sur le théoréme suivant:

221. Lorsque deux quantités variableswet v sont lices en-
lr'elles de telle sorte que, sila premiére prend une valeur de-
terminde a, la seconde passe par une suite de valeurs dont la
plus grande est by réciproquement, quand la seconde aura la
valeur déterminde b, la premiére avra pour valewr mini-
mum a, pourvu que la valeur mazimum b de la quantité v di-
minate en méme temps que la valeur donnde a de la variable u.

1l ’agit de faire voir que, lorsque » prend la valeur 0, I2
valeur minimum de « est a. En effet « ne peut prendre une
valeur @' plus petite que «, puisque, par hypothése, la plus
srande des valeurs de », quicorrespondrait & @ serail unc
valeur &' plus petite que 0.

Le théoreme que nous venons de démontrer permet de ra-
mener les unes aux autres les questions de maxima et de mi-
nima,
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LXEMPLES.

1° Parmitous les triangles de méme surface, quel est celus
auquel est circonscrit le plus petit cercle?

Nous savons que le triangle de surface maximum inserit dans
un cercle est le triangle équilatéral. Il est évident, d’ailleurs,
que lorsque la surface du cercle décroit, il en est de méme
de celle du triangle équilatéral qui est représentée par E——\l{——%
done, dans la question inverse, le triangle demandé esl aussi
equilatéral.

2° Parmi tous les triangles rectangles quz, en tournant au-
tour de leurs hypothénuses, engendrent unvolume donné, quel
est celut qui a le plus petit périmétre?

Dans la question inverse, probltme 4 (219}, le triangle rec-
tangle, satisfaisant a la condition de maximum est isocele.
D’ailleurs, on s’assure que, lorsque le périmetre diminue, le vo-
lume engendré diminue lui-méme ; done le minimum demande
a lieu aussi quand le triangle rectangle est isocele.

L’application de la meéthode étant toujours trés-simple,
nous ne donnerons pas d’autres exemples.

e — s ————— o s

CINQUIEME METHODE. — D’AR LES INFINIMENT PETITS.

222. (Cette méthode va étendre beaucoup les ressources
de la géométrie dans les recherches qui nous occupent. Elle
donnera, en particulier, dans un grand nombre de cas, des
solutions, simples et presque intuitives, de questions qu’on
ne traite ordinairement en algébre qu’a 'aide de caleuls ¢com-
pliqués ou qui exigent une discussion minutieuse. Elle repose
sur les deux théorémes suivants:

THEOREME I.

2283. S¢ une quantité Y est la somme de devr quantites |
et qui dépendent d'une méme variable x, et dont la pre-
miére croit, tandis que la seconde décroit pour des valeurs
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croissantes de x; le maximum ow le mivimun de Y awront
liew, quand laccroissement de X tendant vers zéro, la limite
correspondante du rapport de P augmentation de U a la dimi-
nution de V aura pour valeur lunité,

En effet, soient % et /Taccroissement etla diminution de U ef
de V qui correspondent & un méme accroissement trés-petit
de x. Sik est plus grand que /, ou, ce qui revient au méme,

si{} est plus grand que 1, la quantité Y croitra ; et elle

decroitra, au contraire, quand

k

[

vassera d’une valeur plus grande que
o)

sera plus petit que 1. Alors,

k
1l
1 & une valeur plus petite, ou que le contraire aura lieu, la
quantité Y passera par un maximuniou un minimum : Punou
I'autre de ces deux états de grandeur sera done obtenu quand

suivant que le rapport

k (s
le rapporl 7sera égal & 1.

Comme on veut {rouver les variations de grandeur de la
quantité Y, quand elle passe d’une valeur &4 une autre infini-
ment voisine, les accroissements £ el { doivent étre cousi-
dérés conime tendarit vers zéro, en méme temps que 'acerois-
sement 2 donné a z tend lui-méme vers zéro. Ce que nous
venons de dire s’applique donc a la limite vers laquelle tend

, k ’
le rapport —, lorsque 4 tend vers zéro.

THEOREME II.

224, Si une yrandeur Y est la différence de deux autres
U et V qui crowssent ou décroissent ensemdble, et enmeme temyps
quwune variable x, dont elles dépendent, augmente: on aurd
le maximum ou le muninmum de la grandeur, en exprimant
que la limite du rapport des deux accroissements de U et NV @
powr valeur unité, quand on fait tendre Paccroissement de
X vers zero.

La démonstrationest la méne que celle du premier théoréme.
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RemarquE. Les deux théorémes précédents ne different pas,
au fond, du théoreme de Fermat relatif aux maxima et minima,
mais ils présenfent peut-étre une idée plus nette a 1’esprit, et,
d’ailleurs, comme on va le voir, ils se prétent, de la maniére
la plus heureuse, & des applications trés-variées,

EXEMPLES.

1. Etant donnes (fig. 172) un angle DOE, et un point C
dans son wntérieur, mener par ce point une droite AB, telle
que le triangle AOB, déterminé par cette droite et les deux
cotés de Pangle, ait une surface minimum.

Il est d’abord évident que la surface du triangle doit passer
parunminimum différent de zéro. Pour le déterminer, considé-
rons la droite ACB alaquelle correspond le minimum demandé,
et une droite infiniment voisine A’CB’ qui passe aussi par le
point C; puis tirons OC. Le triangle OAB étant considéré
comme la somme des triangles OCA et OCB, 'augmentation
et la diminution sont représentées, respectivement, par les
surfaces des triangles ACA’ et BCB’: on devra donc avoir
d’aprés le théoreme 1
CAA!

/; —
fm ey =1

olt, parece que les friangles ont les angles en € égaux,
fim CA X CA —
(B X GH
Mais, a la limite, les points A’ et B’ se confondent avec A et B,
o a done

1

2

Bt oo A=cB
(A

La droite demandée est donc celle qui est partagée en deux
parties ¢gales au point C.

2. Trowver parmi tous les rectangles inscrits dans un demq-
cercle celur qui a le périmétre maximum,

Soit ABCD (fig. 173) I'un des rectangles inscrits dans le
demi-cerele BGF : La question revient d trouver le maximum
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de BC + 20C. Considérons un rectangle A’B’C’l) infiniment
voisin du premier, et abaissons du point B’ la perpendiculaire
B’I sur BC; Paccroissement de 20C sera 2CC ou 2IB et la

diminution de BC sera IB : le rapport de I'augmentation a la

/

diminution est done %IIBB_ Mais si on tire la corde BB/, et

qu'on la prolonge jusqu'a la rencontre en K du diamatre
EF, on a

IB CK
1B ~BC
el, par suite,
lim 218 = him 2CK
IB BC

Menons maintenant la tangente au point B, et prolongeons-
la jusqu’a sa rencontre en T avec le diamétre EF : le point B’
se confond avec le point B, le pointK avec le point T, et on a

Iim 2IB"  2CT
IR T OBG
Mais les triangles semblables CBT,0BC donnent
CT_BG
BC — 0OC
et, par suite, on a
i 2IB"  2BC
B T 0

Si on suppose actuellement que le sommet B s’avance de G
en F, le rapport %I% commence par étre infini, et le périmé-
tre croit d’abord ; quand le sommet est en F, le rapport, au
contraire, est nul et le périmétre finit par décroitre : il a donc
dlt passer par un maximum. D’aprés le théoréme I on obtient
ce maximum, en posant

2BCG
0C

|

on a donc finalement
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_ 0C
BC — —
2

el, de 13, on déduit facilement une construction pour déter-
miner le point B.

3. Etant donnés (fig. 174) un angle droit DOE. et un point
C pris sur lun des cétés OD, mener par ce point deux droutes
CA et CB qui coupent le cité OF en deux points A et B, tels
que le rapport des segments OA et OB soit é€gal av rapport
de deur lignes données M et N, et que l'angle ACB soit maxi-
maum (Concours).

Nous avons déja donné une solution de ce probleme : voici
une de celles qui ont été trouvées par V'éléve qui a obtenu le
premier prix.

Quand le point A se confond avec le sommet O de 'angle,
ot quand il s’éloigne a I'infini sur le coté OE, 'angle est nul.
Par conséquent, il existe une position des droites CA et CR
pour laquelle I’angle ACB est maximum.

Soient ACB P’angle maximum et A’CB’ un angle formé par
les droites CA’ et CB’ infiniment voisines des droites CA et CB:
I’angle ACB étant partagé en deux par une droite quelconque
menée dans son intérieur, on voit que l'une des parties
augmente de 'angle ACA’, tandis que 'autre diminue de P'an-
gle BCB'.

Draprés le théoréme 1 les angles ACA’,BCB’ doivent étre
égaux : alors les deux triangles ACA’,BCB’, ayant un angle
égal, sont, entr’eux, comme les produits CA X CA’, CB X (I
des cotés qui comprennent les angles égaux ; mais les mémes
lriangles, ayant méme hauteur 0C, sont, entr’eux, comme leurs
bases; on a, par conséquent,

CA X CAY AN

(BX GB — BW
mais des eégalités

0A_ 0N N

OB OB N
on déduit
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AV
B TN
11 vient done
CAXCAN M

CB X CB 7 N
Et, en passant a la limite, on a
CA M
(B N
Mais dans les triangles rectangles OCA,0CB on a

(2) A2 =10C 4+ 0& B =0C -+ 0B
et Pégalité (1) devient
0C 4+ OA M _ 20A X OC
00 0B°~ N~ 20B x OC

Ajoutant et retranchant, terme a terme, la premiére etla troi-
sieme fraction, puis extrayant les racines on a

0C+0A O0C—0A \/M
OG0B OB—0C " \/N

(Dans le second membre, on n’a pas écrit 0C—O0B, parce
quen ajoutant les fractions, terme a terme, on arrivait &
cette conséquence que M est égale a N).

Ajoutant maintenant et retranchant, membre & membre, les
deux dernie¢res fractions, il vient

OA /M 0C /M
o¢ /N oB \/N
Et en divisant, membre & membre, on a
—2
0C=0A X OB
De cette dernicre égalité et de celle qu’on a, par hypothése,

O0A M
OB~ N
on déduit
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) 3

0A )_[ OB N

0o N 0 M
Kt les points A et B peuvent étre facilement construits,
ReyARQUE 1. — On peut objecter a la démonstration pré-

cédente que les angles ACA/,BCB’ ne sont rigoureusement

¢gaux que, lorsqu’ils sont nuls, et qu’alors les triangles dont
on s’est servi n’existent plus. Mais on pent la rendre plus ri-
goureuse de la maniére suivante :

Soient % et £ les ares qui mesurent les angles ACA’,BCH
dans le cercle de rayon 1 : on aura

sin h
CAX CA'sin b M CA X CA h h M
(B X CB sin k£ N TR X CB X s k X FT N
k

Maintenant, quand on passe a la limite pour avoir le maxi-
mum, — a pour limite 'unité, et il en est de méme des

sth  sink

rapports 7 T On a donc bien, comme précédem-
1
ment
CA™ M
(B N

ReyanQue 2. — On pourra résoudre tout a fait de la méme
manicre le probleme 2 (219).

k. Trouver parmi tous les cylindres que lon peut inscrire
dans une sphére celui dont la surface totale est maximum.
Soient OBAC et OB’A’CY (fig. 175) les rectangles qui engendrent
lesmoiliés de deux cylindresinscrits dans lasphére OD et quisont
infiniment  voisins, 'un del’autre. Quand on passe du premier

au second, la diminution des deux bases est 2 = {0C — O )
el Paugmentation de la surface latérale, si toutefois elle aug-
mente, est ¢gale &

e (00 X TA — AC X (0 -~ OC"
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:On trouve ce dernier résultal, en prenant pour terme de
comparaison la surface convexe du cylindre engendré par le
rectangle double du rectangle OBI).

Mais on a

00— 0C =Al  0C — 06 = Al X (0C -+ 0C)

Alors on obtient pour I’expression du rapport de 'augmen-
tation & la diminution

1A’
EX (00 X 1A —AC x 1) 06 X AL
3TA X (0C - 00 ot 0C I 0C
2

Passant maintenant aux hmites, et remarquant qu’ici,
comme dans le probleme 2, on a

lim IA7_o¢
TUIA T ACG
On trouve pour la limite de Paugmentation i la diminution
—_—2
0G ‘ ,
g A 0C — &G
0C o 00 X AC

On voit, d’abord, que, lorsque OC est plus petit que AC la
surface latérale diminue au lieu d’augmenter: alors la surface
tntale diminue, pour une double raison, jusqu’a ce qu’elle de-
vienne nulle au moment ot le sommet A du rectangle géné-
rateur est a 'extrémité du ravon OF perpendiculaire au dia-
meétre ED.

Quand le sommet A, aucontraire, se confond avec le point D,
I'expression du rapport limite devient infinie, et par suite, la
surface totale du cylindre commence par croitre, quand le
sommet A part du point D: il y a donc nécessairement un
maximum. Pour le délerminer, on pose, suivant la régle

06 — AC.
0C X AC

= 1

D’ou on tire
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AT = 0C(0C — AC,

Il résulte, de 14, que, st Pon portait sur le rayon OD une
longueur OH égale a AC, on aurait

OH — 0C X H(

et, par suite, le rapport de AC & OC est égal & celui du plus
grand segment d'une droite, partagée en moyenne et extréme
raison; a la droite enticre. On arrive ainsi & la construction
suivante :

Portez sur la tangente en D, a partir du point de contact,
une longueur EL égale au coté du décagone régulier inscril
dans le grand cercle, et menezla droile OL passant par le cen-
ire O de la sphere ; le point, o cette droite rencontrera le cer-
cle, sera le sommet A correspondant au rectangle qui engendre
le cylindre de surface totale maximum.

5. Etant données deux sphéres extérieures lune a Pautre,
trouver, sur la ligne de leurs centres et dans Uintervalle qui
les sépare un point. tel que, si on le prend pour sommet com-
mun de deux cones de révolution tangents aux sphéres, la
somme des deux zdnes comprises dans lintérieur des deux
cines soit maximum.

Soient » et #/ les rayons de la plus grande et de la plus
petite sphére, z et 2’ les distances aux deux centres du som-
met des deux cones, d la distance des centres: on trouve fa-

cilement pour expression de la somme des deux zines
3 /3
r r

2z (74" — = — =+ ] En laissant de cdté le multiplicateur
z

2% et la somme 7 -} #) on voit qu'on est ramené a étudier
7,3 7./3
les variations de la quantité = -+ o

Supposons que . prenne un aceroissement 4; comme la

somme de z et z/ est constante, ' diminuera de /4 ; la pre-
W3

miere quantité — diminuera de » et la seconde aug-
g

hr®
(r —+ Avr
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)/'
)3

mentera de p ; le rapport de 'augmentation a la di-

minution sera done

" x-+h
ror’ X x—h
et sa limite sera
?,/3'2./.2
7,31./2

Supposons, d’abord, que le sommet du cone soit le point
oit la ligne des centres rencontre la plus grande sphere, le

—

- : 7! o\
rapport limite devient alors - X \7 .

Mais la fraction 73, est évidemment plus petite que 1, et il

of

en est de méme de la fraction puisque les deux sphe-

d— 7’
res étant extérieures, d est plus grand que » 4 » ; lalimite du

rapport commence donc par étre plus petite que 1, et la
/‘l3

743 7 ’ A
— -+ —, commence par décroitre,
x X

Si on fait maintenant coincider le sommet du cone avec le
point ou la ligne des centres rencontre la plus petite sphére,

quantité

- . , . (d—"?
la hmite du rapport devient égale a +/ (—7— et elle sera

plus grande ou plus petite que 1, suivant que  sera plus grand

s r 1 :
ou plus petit que »'+» \/7—, : considérons successivementl les

deux cas.
PRrEMIER cAS. — On a

/I“)
< 4r\/ =
7?
?,/3 2
Alors la valeur maximum du rapport e est plus petite

que 1, et, par suite, le rapport de augmentation a la diminu-

3 /3
. . . . ? . ’ 7‘. r R
tion est toujours plus petit que Punité : la quantité p + = Va
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donc constamment en diminuant, et, la somme des deux zoues
en augmentant, quand le sommet des deux cones marche de
Ja plus grande sphére a la plus petite.
DEUXIEME cAS. — On a
, %
a0/ ’
d>7 -1 =
Alors comme la fonction commence par décroitre et fimt
par croitre, on a évidemment un minimum pour la quantité
3 /3
y r : ‘ o
= -+ —, et, par suite, un maximuom pour la somme des zones.
Le minimum s’obtient d’ailleurs comme a Pordinaire en écti-
o342
vanl que le rapport limite — est égal a 1.
7’) ‘x -
On cn déduit

s

B
<<

el par suite,

Pour que la valeur de x soit admissible, 1l faul quelle soit
comprise entre » et d — » : en écrivant qu’il en est ainsi, on
retrouve la condition
d=>r \/;—7

6. Etant donnée une feuille de papier rectangulaire, on en-
léve un carré aur quatre coins, et on reléve les quatre rectan-
yles, qui font saillie par vapport « la partic centrale de la
Llqure, jusqu’a ce que leurs plans sotent perpendiculaires a
celut de la fewille de papier : on demande quel doit éire le
cotd du carré pour que le volume de la bolte ainsi formée soit
MALTNUIN.

Soient EFGH (fig. 176 ) le reclangle donné, et Kl le c6té du
carré auquel correspond l¢ maximum demandé. Menons des
paralleles aux quatre colés du rectangle donné, & des dis-
lances dgales & Elj ces droiles détermineront par leurs iu-
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tersections un rectangle ABCD qui sera la base du parallé-
lipipede rectangle demandé, tandis que Al ou son égale EI en
sera la hauteur.

Considérons maintenant un parallélipipéde rectangle infini
ment peu différent du premier et dont la base A'B'C'D" a ses
cOtés, respectivement, paralléles a ceux de la base ABCD et a
uneméme distance 11'.

Quand on passe du premier paraliélipipede & un second
(ui a, pour base, le rectangle A’B’C’D’, mais méme hauteur que
le premier, il y a une diminution qui est représentée par
(AB X AD — A’B’ X A’D’) X EI;et quand on passe de celui-
ci au parallélipipede qui a, pour base, A’B'C’D’ et, pour hau-
teur, EI, il y a une augmentation qui est représentée par
AR X A'D X 1T,

On a done pour valeur du rapport de augmentation a la
ditminution,

A XA x 1Y
(AB X AD — A'B” X A'D') X El
Le deénominateur peut s’écrire sous cette forme
(AB—A'B) X AD -} (AD — A'D) X AW
E{ en observant qu’on a
AB— AR = AD — AV =21l

il devient

211 X (AD + A'B)

Le rapportl est done égal &
A'B X A
(AD -+ A'B') EI

Et en écrivant (ue sa limite est égale a 1, on a
AB X AD
(AB - AD)

Un voit, par la, que le parallélipipede maximum est tel, que
le quadruple de sa hauteur est moyenne harmonique entre
les dimensions de sa base.

Si on veut maintenant trouyver 'équation qui donne le cotc
X1 du carré cherche, on pose

L[::Q
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EF =« EH=10 El=
on a alors
AB=a—22 AD=0b—2x
et en substituant dans I'équation de condition, on trouse
120" — 4 (a 4+ b) x4 ab = o

Nous allons maintenant donner, comme derniere applca-
tion de la méthode infinitésimale, la démonstration de deux
théoremes auxquels on arriverait, du reste, facilement, a
Paide de simples identités algébriques (7).

THEOREME I.

225, Etant donné, dansun trianglerectangle ABG(tig. 177,
Pun des cotés de Uangle droit AC, st m et n représentent deu.:
nombres constants dont le premeer est le plus yrand, lu
quantité m BC — n AB passera par un mungmum, quand on

aurda
BC  m
AB " »n

Yoyons, d’abord, comment varie la quantité m B — nAB,

quels que soient les nombres m et 7, lorsque le sommet B
se meut sur la ligne indéfinie Al, depuis le point A jusqu’a
Pinfini. Pour cela, formons, suivant la mcéthode, Pexpression
du rapport des deux accroissements de 7 BC el 2 AD.

Soient B et B’ deux positions trés-voisines du sommet nio-
bile. Si, du point C, comme centre, et avee CB, comme ravon,
nous décrivons un cercle qui coupe CB en D, la premicre
augmentation sera DB, et, la scconde, nBB'. D’apres le

: !

théoreme I (224). 11 sagit de trouver la limife de %%%,
Mais en appliquant le théorcme relatif aux sécantes d’un cer-
cle, on a

(") Voir la tin de la note 1, page 290.
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DB’ X (DB - 2DC) = BB’ X (BB’ - 2AB:
o DB BB - 2AB

BB’ — DI’ - 2CB

et, en passant aux limites, il vient

DB AB
BB’ CB
mADB

La limite cherchée est done ——.
nCB

On voit, d’abord, que, lorsqu’on a m: plus grand que 2 ou
cyal a ce nombre, le rapport est toujours plus petil que { : par
consequent, la quantité mBC — nAB va constamment en dim:-
nuant, et il n’y a pas licu de poser la question de minimum.

Supposons maintenant qu’onane plus grand ques. Le rapport

nAB

nCB
le point A, et par suite, la quantité mBC — nAB commence
par décroitre.

Lorsque le point B est a Pinfini sur AL, on a

commence par éire nul, quand le point B coincide avee

X’Bg — TSE — K(_J2 ol AL =] — E
U BC BC
et, par suile,
. AP
lim —(‘—-—B‘; =1

mAB
nCB
grand que 1. La quantité mBCG — n#AB {finit donce par croitre ;
par conséquent elle a di passer par minimumni.
On obtient ce minimum suivant la regle, en posant

ey m \
La limite de est done — nombre, par hypothése, plus

mab_
aCB
On a aisl
BCG m
AB T n

Cest ee quil fallait déwontrer.
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TREOREME II.

226. Etant donnés deux nombres positifs m etn et I'hy-
pothénuse BC d'un triangle rectangle ABC (178), la quantité
m AC 4 n AB passera par un maximum, lorsqu’'on aura

AC m
ABT 7

Surl’hypothénuse BC comme diametre décrivons une demi-
circonférence, ct soient A et A’ deux posilions tres-voisines
du sommet de Pangle droit: tirons CA,BA,CA/,BA/, et, des
points C et B comme centres avec des rayons respectivement
égaux a CA’ et BA’, tracons des arcs de cercles qui rencon-
trent le prolongement de CA en E, et AB en D. Quand le
sommet de I’angle droit passe de la position A a la'position A/,
mAE
e

Pour trouver maintenant la limite de ce rapport, imitons
la méthode que I'on donne ordinairement pour démontrer que
la tangente aI'ellipse fait des angles égaux avec les rayons vec-
teurs meneés du point de contact aux deux foyers.

A cet effet, tirons AA’, DA/, KA/, par le point B menons
BF parallele & DA’, puis par le point de rencontre F de
cette parallele avec AA’ prolongée, menons FG paralléle &
EA’, jusqu’a la rencontre en G avec la droite indéfinie CA.
On a, par des triangles semblables,

le rapport de augmentation & la diminution est

AE __ AG
AD~ AD

Mais, si on passe a la limite et qu’on désigne par K la
position limite du point F sur la tangente en A, le quadri-
latére GABF devient un 1'ectangle GABK, et I'ona

AE  BK
AD — AB
18



274 DEUXIEME PARTIE.
d’autre part, les triangles ABK,ABC sont évidemment sembla-
bles et donnent
BK __ AD
B AC
La valeur limite du rapport de I'accroissement a la dimi-

mADB_
nution est done enfin A0

Quand le point A est confondu avec le point G, le rapport
est égal a l'infini, et la quantité mAC - nAB commence par
croitre. Mais le rapport est nul quand le point A vient en B;
par conséquent, la méme quantité finit par déeroitre: il y a
done un maximum et on Pobtient par I’égalité

mAB__1 " AC_ m
2AC 0 N AT %

SIXIEME METHODE. — PAR L’EMPLOI DES DEUX THEOREMES
PRECEDENTS.

22%. Dans cette méthode, on essaie de donner & 'expres-
sionde la quantité, dont on demande le maximum ou le mi-

nimum, une forme telle, que 'un des deux théorémes lui soil
applicable.

EXEMPLES ;

1. ALvioLE pES ABEILLES. — Le prohléme est le suivant :

Etant donné un prisme droit dont les deux bases sont des
hexagones réquliers, on méne les diagonales AD,AC,DC de lu
base supérieure ABCDE, et on prolonge l'axe du prisme d'une
longueur déterminée OIL, au dessus de la base supérieure; st
alors, par le point H et les trows diagonales, on méne trois plans
que Uon prolonge jusqu’a la rencontre de la surface latérale
du prisme, on obtiendra un volume qui restera cons-
tant lorsque le point H se déplacera sur la perpendiculaire OH:
on demande le minimuwm de la surface totale de ce volume.
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On démontre facilement que le volume est constant.

Maintenant nous remarquons que la surface totale se com-
pose de la base inférieure du prisme, de six trapézes égaux, et
de trois losanges, aussi égaux, qui se coupent en II.

Si on ddsigne I'aréte latérale du prisme par /, le coté de
Ihexagone par a, la droite Oll par x, et la perpendiculaire
abaissée du point Il sur AC par v, on aura, pour expression de

lasurface de chaque trapéze, <21—é Z) Lot pour celle de la

surface de chaque losange ay V3. Sionlaisse de c6té la base in-
férieure dont la surface est constante, on peut dire qu’on est ra-
mene & trouver le minimum de la quantitéda (2/ + y v§—uz),
ou, tout simplement, dela quantité y V 3 — .

Mais onsimene Ol, on voit quey etasontI’hypothénuseetle coté

. . 3y A 4 ! Y a
variable d’untriangle rectangie dontle coté OI égal a Qest cons-

tant: d’ailleurs, dans 'expression 4 \/ 3 — « le multiplicateur
de # cst plus grand que celui de z; on peut done appiiquer
le théoréme I (228), et le minimuam aura lieu quand on aura
Y Ty
== {;
c=V
Si on veut calculer z, de I’égalité précédente on déduit
?f':?) ?/—-—————-2-7112 =2 27—22

2’ x’ ha?

I

a

<
ol

T —=

&

2. PROBLEME DU CHEMIN DE FER.— Le baron I qui habite le chd-
teau B, situd a une distance BC d'une voie de chemin de fer DR
(fig. 180), demande quune gare soit placée sur cette voie dans
une position ¥, telle que, s'il se rend dans savoiture @ ia gare,
puis, en chemin de fer, de la gare a une ville ¥ situce sur
la voie, il arrive d destination dans le temps le plus petit
possible. On demande de trowver la position du pont F o
la gare doit btre placée.
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Soient v et v’ les vitesses de la voiture et des wagons, et ¢
la durée de 'arrét en gare; la quantité dont il faut trouver le
minimum a pour expression

BF 4 +EC FC
v V' v’
: EC o
mais comme ¢ - o est constant, tout revient a trouver le
- BF FC
minimum de -

Le triangle BCF étant un triangle rectangle dans lequel wn

cOté de I’angle droit BC est constant, et % étant plus grand que

%7) on peut appliquer le théoreme I (228), et on aura
BF o

FC™ 7w
Par un calcul semblable & celui du probléme précédent, on
déduit de 1a

. R v
FC=DBC
- X \/ V' —— 3
ou en posant
U,
—_ == m
(%
FC Bt

TV m =1

La dernicre formule montre que, lorsque la vitesse du
chemin de fer croit par rapport & la vitesse de la voiture,
FC diminue, mais ne peut jamais devenir nulle.

3. PROBLEME SUR LA LUMIERE. — Deux disques semi-circi-
laires et infiniment minces s’appuient sur un méme mirowr
horizontal par le diamétre qui les termine; ils sont, d’ail-
leurs, dans un méme plan perpendiculaire au plan de ce mi-
roir : un rayon lumineux qui se meut dans ce plan vient
raser la circonférence de lun des disques, et aprés s'étre ré-
fléchi sur le miroir vient toucher la circonférence du second;
on demande de prouver que le cremin suivi par le rayon lu-
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maineur est le plus long de tous les chemins qui sont tan-
gents aux deuzx disques et qui rencontrent le mirowr.

Le probléme revient évidemment & trouver, sur la ligne
des centres dedeux cercles O et C, un point H tel, que, si de
ce point on mene des tangentes AB et CD, leur somme soit
maximum.

Désignons par m ct n des constantes indéterminées :
La question de trouver le maximum de AB 4 AD revient
i celle de trouver le minimum de m0C —n (AB - AD), ou de
(mOA — nAB) - (mCA — nAD).

SiT’on peut déterminer le point A et les constantes m et n de
telle sorte que les deux quantités m0A — nAB et mCA —nAD
soient minima en méme temps, le probléeme sera résolu.
Or, en supposant s plus grand que n, on peut appliquer le
théortme I aux deux expressions, et on a

OA m CA m
AB™ 2% AD @n

0OA CA
AB~ AD

Et, par suite, les triangles OAB,CAD sont semblables et les
angles OAB,CAD égaux.

Si, maintenant, on méne la droite AE tangente au cercle
(i, I'angle EAC est égal & Pangle DAC, et par suite, a 'angle
OAB. Les droites AB et AE sont donc le prolongement 'une de
Pautre, etlepoint A estle point ottlatangente commune BE aux
deux cercles rencontre la ligne des centres. On voit bien, d’ail-
leurs, quele point A déterminé comme il vient d’étre dit, esttel
que les quantités m0A —nAD et mCA — nAD sont minima en
méme temps, quand on prend pour m et 2 des constanles,
telles que leur rapport soit égal & cclui de la distance des
centres a la longueur de la tangente commune.

Si on revient maintenant a ’énoncé primitif, on remarque
que le chemin maximum BAD est bien celui du rayon lumi-
neux.

de 1a on déduit
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%, Trouver dans lintérieur d'un triangle un point tel que
la somme des carrés de ses distances a ses trois cotés soit
nmininuum,

Nous allons appliquer ici le théoréme 11 renversé.

Le théoréme II peut s’énoncer ainsi:

Lorsque la somme des carrés de deux gnantités variables x
ety est constante, le maximum de mx - ny a Leu guand le
rapport de y a x est égal aurapport des constantes m et n.

En renversant le théoréme (4™ méthode), on en conclut
que, réciproquement, quand la quantité mz - ny est donnée,
x* - ¢* est minimum, si ’on a

x m

y o n
(iela posé, soient ABC le triangle donné (fig. 182), D un point
pris dans son intérieur, et DE,DF,DG les distances de ce point
aux trois cotés.

En désignant par S la surface du triangle ABC, on a

BC X DE 4 AC X DF 4 AB X DG =28
Et il s’agit de trouver le minimum de la quantité
DE - DF -+ DG

Supposons, d’abord, que l¢ point D se meuve sur une paral-
1éle IK & BC, le produit BC X DE élant constant, on sera

ramené a trouver le minimum de DF 4~ DG , la quantité
AC X DF 4 AB X DG étant constante ; done, d’apres le
théoréme inverse du théoréme II, le minimum aura lieu,
quand on aura
DF  AC
DG — AB
Maintenant, comme on peut laisser constantes, & leur tour,
les distances DF et DG, il en résulte que le point D devra étre
tel que I'on ait
DE DF DG
BC — AC— AB
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Multipliant maintenant les deux termes de chaque rapport
respectivement, par B(,AC et AB et ajoutant, on a

DE_DF_DG_ 98

BC AC AB BC 4 AC -AB
D’ou I'on déduit les valeurs de DE,DF et DG, et, par suite, la
position du point D,

SIXIEME METHODE., — PAR LA SYNTHESE.

228. Cette méthode est surtout une méthode de vérifica-
tion, mais elle est quelquefois trés-élégante.,

1. Nous allons, d’abord, donner, d’aprés M. Poudra, une
nouvelle solution du dernier probléme qui vient d’étre traité.

Soit ABC (fig. 183) le triangle donné, et D le point qui est
tel, que lasomme des carrés des perpendiculaires DE,DF, DG,
abaissées de ce point sur les trois coOtés, est un minimum.
Je dis que le point D est le centre de gravité du triangle
EFG formé en joignant les pieds des trois perpendiculaires
par des droites.

En effet, le point D, par hypothé¢se, est tel, que la somme
des carrés de ses distances aux trois points E,F,G est moin-
dre que la somme des carrés des distances d’un autre point
Y aux trois cotés du triangle ABC, et a plus forte raison,
moindre que la somme des carrés des distances ED/,FIY
et GD'.

Pour déterminer maintenant le point D, nous allons démon-
trer que ce point est & la rencontre des trois droites qui par-
tent des trois sommets du triangle donné et qui partagent
les cotés opposés dans le rapport des carrés des cotés adja-
cents; a cet effet, on observe que les trois triangles obtenus en
joignant Ie cenire de gravité d’un triangle a ses trois sommets
sont équivalents. On peut alors écrire :
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GDF  GDE _ DEF
ABC ™ ABC — ABC
Mais si on remarque que les trois angles en D sont, respec~
tivement, supplémentaires des angles du triangle donné, et
quon se rappelle que deux triangles qui ont deux angles sup-
plémentaires sont, entr’eux, comme les produits des cotés qui
comprennent cet angle, on aura
GD X DF D X DE  DE X DF
AB X AC— AB X BC— AC X BC
ou, comme nous 'avons trouvé précédemment, d’'une autre
maniere,

DE  DF DG

BC T ACT AB
Menons maintenant la droitc AD que nous prolongeons jus-
qua sarencontre en [ avec BC, tout revient a prouver 1'égalité

Bl __ A8
c AG

Soient AH la hauteur correspondante a la base BC, et IK,
IL les perpendiculaires abaissées du point I sur AB et AC; on
aura des triangles semblables BIK et ABILILC et AHC qui
donneront

BI__IK AC_ Al
AB T AN IC T IL

it en multipliant, membre & membre, 1l vient

BI IK _ AB
iIC —IL 7 AC
Mais on a
IK DG AB
IL™ DF~ AC
donc
Bl AB
i AC

2. Par un powmt D pris dans Uintérieur d'un angle C
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(fig. 184), on meéne une droite AB, telle, que, st on abaisse du
sommet de U'angle une perpendiculaire CE sur cette drotte, le
segment EB soit égal a AD : ol faut démontrer que la drote AB
est la plus petite de toutes celles qui passent par le point .

Soit FG une seconde droite quelconque passant par le point
D: il faut démontrer qu’elle est plus grande que AB.

Par les points A et B menons AH et BH, respectivement, pa-
ralleles a BC et AC, de lear point d’intersection II, abaissons
HK perpendiculaire sur FG, puis tirons les droites 1IF, 1D,
HG et AG.

Les deux triangles ADH,(BE sont égaux, parce qu’ils ont les
angles alternes-internes HAB,CBA égaux, les edtés All et
BC égaux, comme cOtés opposés dun parallélogramme,
et les cotés AD et BE égaux, par hypothése. La droite HD
est donc perpendiculaire sur AD, et, par suite, oblique sur
FG, ¢t on a

p > 1K

Cela posé, nous remarquons que le {riangle AFH est plus
petit que le triangle AFG qui a méme base AF et une hau-
teur plus grande. Sidonc, du quadrilatere AFGH, onretranche
successivement les deux triangles AFI, AFG, il restera le trian-
gle FHG plus petit que le triangle AHG ou que son équivalent
le triangle AHB qui a méme base AIl et méme hauteur.

Mais la hauteur HK du triangle FHG est plus petite que la
hauteur HD du triangle AHB, il faut done bien que la base
FG du premier triangle soit plus grande que la base AB du
second ().

Reyangee 1. — Lorsque le point D est queleonque, le pro-
bleme de mener par ce point une séeante minimum dans
Uintérieur d’un angle donné ne peul éire résoluavec laregle et
le compas. Maisle théorcme précédent apprend que le point E,
& la détermination ducuel tout revient, peut dtre construit par

(*) Cette ¢légante démonstration m’a été communiquée par M. Col-
ling, professeur au collége de la Trinité, & Dublin.
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intersection d’un cercle décrit sur CD comme diamétre et
d’une hyperbole dont on connait les asymptotes et un point.

ReyarqQuE 2. Les perpendiculaires, élevées aux deux cdtés
de P'angle par les extrémités A et B de la droite minimum, et
la perpendiculaire a cette derniére droite menée par le point
fixe, se coupent en un méme point : clles sont, en effet, les
trois hauteurs du triangle AHB.

3. Etant donnés (fig. 185) deux droites indéfinies AC et
BK, et un point A sur la premiére ; trouver sur la seconde un
powmt M, tel que, de ce point,on voie, sous un angle donné,
un segment minimum AD compté, a partir du point A, surla
premaére droite.

Menons par le point A une droite AE faisant avec AC un an-
¢le EAC égal & I'angle donné, ct prolongeons-la jusqu’a sa ren-
contre en F avec BC : Je dis que si on prend sur cette der-
niere droite, a partir du point F, une longueur FM égale a
AF, le point M ainsi obtenu sera le point demandé.

En effet, concevons un arc de cercle qui touche les deux
droites EF et BC aux points A et M, et soit D le second point
ou cetarc coupe AC; si Ponmene les droites MA et MD, ’angle
AMD sera égal a I'angle EAC, et, par suite, & ’angle donné.

Prenons maintenant sur BK un point quelcongue N ; tirons
la droite AN qui rencontre en G 'arc AMD, puis menons DG:
Pangle AGD sera égal a I'angle donné, et, par suite, si par
le point N on méne NH paralléle a GD, 'angle ANH sera égal
a I'angle donné ; mais comme le segment AH est évidemment
plus grand que AD, le théoréme est démoniré.

Remargue. Le probléme précédent est intéressant, parce que
'on y raméne immédiatement un problétme de mécanique
dont voici I’énoncé :

Etant donnds un pownt et une droile dans un méme
plan vertical, par le point on méne une infinité de plans per-
pendiculaires aw premier, puis on pose un point matériel
pesant, successivement, sur chacun des plans et av point donné:
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o

91
33

oir demande, en admettant que le frottement soit le méme
sur tous les plans, quel est celur des plans que le mobile doit
suivre pour arrwer a la droite dans le temps le plus petit
possible.

L’angle constant du probléme de géomeétrie n’est autre chose
que 'angle de frottement augmenté de 90°.

CHAPITRE V.

MAXIMA ET MINIMA DANS LA DISCUSSION DES PROBLEMES.

229. Il ne faut pas voir seulement dans les questions de
maximum et de minimum des problemes d’un intérét tout
spécial; il est bon aussi de remarquer que la connaissance
préalable des maxima et minima fait quelquefois prévoir,
d’avance, les résultats d’'une discussion qui est souvent pénible
et délicate, lorsqu’on la fait d’une maniére directe. C’est ce
qu’on pourra vérifier sur de nombreuses questions. Nous nous
contenterons ici de deux exemples.

1. Trouver surla ligne des centres de deux sphires un point
tel que, st on le prend pour sommet de deux cines de révo-
lution tangents aux deux sphéres, la somme des deux zines
interceptées soit éqale d une surface donnde.

D’aprés la question de maximum qui a été traitée probleme 3
(227), nous sommes conduits a distinguer deux cas, sui-

K ] 7_’
vants qu’on a d plus petit ou plus grand que 7' 4- 7*\/;-

PreMIER cAS. — On a

:)-I
d<<v —+r \/7
On sait alors que la somme des deux zénes va constamment

en croissant, lorsque le sommet du cone se déplace en par-
tant de la premiére sphére pour arriver a la seconde.
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Le probléeme proposé ne pourra donc¢ jamais avoir qu’une
solution, et pour qu’elle ait lieu, il faudra que la surface don-
née soit comprise entre les deux zones interceptées sur cha-
que sphere par le cone qui a son sommet sur autre.

DevxiEyME cAs. — On a

—

7
d>r +4r -

Si on déplace maintenant le sommet du cone entre les
mémes positions extrémes que dans le cas précédent, la
somme des zones va en croissant jusqu’aun certain maximum,
puis décroit jusqu’a une valeur plus grande que sa valeur ini-
tiale. Il résulte de la que lorsque la somme des zones est
donnée, le probléme a deux solutions, si la somme cst com-
prise enire la valeur finale et le maximum, et qu’il n’en a plus
qu’une, lorsque cette somme sera comprise entre les valeurs
initiale et finale. Enfin on voit que le probltme est impos-
sible, lorsque la somme est plus grande que la valeur maxi-
mum ou inférieure a la valeur initiale.

2. On donne (lig. 186) deuxr paralléles AB et CD) coupdes
par une tranversale indéfinie LM, et un pownt fixe G sur lune
des paralléles ; on propose de mener une seconde transver-
sales GI, telle que la somme des deux triangles FIH,EIG souf
éqale a une surface donnée.

Essayons de prévoir le nombre des solutions, suivant les cas.
Supposons d’abord que le point I soit & Vinfini sur FM, ¢’est-
a-dire, que GI soit paralléle & LM : alors la somme des trian-
gles est infinie. Si le point I se rapproche du point F,:da somme
des triangles diminue, et elle continue a diminuer, lorsque le
point I commence a se mouvoir sur FE, parce que Paugmen-
tation ’emporte, d’abord, sur la diminution ; mais il n’en est
pas ainsi jusqu'a la fin, puisque, lorsque le point I es!
en E, la somme des deux triangles est infinie. 11 y a donc
un minimum pour une certaine position du point I entre I
et F.
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La sécante continuant son mouvement, le point T se déplace
de E & Pinfini sur la partie EL, et la somme des triangles
part d’une valeur infinie pour arriver a une scconde valeur
infinie. On en déduit Pexistence d’'un second minimum. Les
deux minima se déterminent , d’ailleurs , trés-simplement
par la méthode infinitésimale, ¢t on voit que la valeur du
second est plus grande que celle du premier.

Cela posé, on arrive aux conclusions suivantes: Lorsque
la somme donnée est plus petite que le plus petit minimum,
le probléme est impossible. II a une seule solution, lorsque
la somme donnée est égale & la valeur de ce minimum, deux
solutions, lorsque la somme est comprise entre le plus petit
et le plus grand minimum, trois solutions, lorsque la somme
atteint cette derniére valeur, et enfin, quatre solutions,
lorsqu’elle la dépasse.
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NOTES

SUR L’ALGEBRE ET LA TRIGONOMETRIE.

Le but des Notes qui vont suivre est de montrer Papput
mutuel que se prétent, dans un grand nombre de questions,
la Géométrie, I’Algebre et la Trigonométrie.

Note .

SUR L'EMPLOI DE CERTAINES IDENTITES DANS LES QUESTIONS
DE MAXIMA ET MINIMA,

x et y désignant des quantités quelconques, on a

(1) (- yf — (z —y) = hay
(2) E+yr4(—y)f=2 =4y

La premiere identité, si 'on y suppose successivement
x -}~ y et zy constants, fait voir que, pour partager un nom-
bre en deux parties dont le produit soit mazximum, o faut
que les deux parties soient égales, et réciproquement, que la
somme de deux nombres, dont le produit est donné, est mini-
mum, lorsque les deux facteurs sont égaux.

On voit, de méme, par la seconde identité qu’un nombre
donné est tel, que la somme des carrés de ses deux parties est
manimum, lorsque ces parties sont éyales,elque réeiproquement,
lorsque la somme des carrés de deux nombres est donnée, le
mazimum de lewr somme correspond a leur égalité.

Lorsque z et y désignent des variables auxiliaires ayant,
chacune, leur signification particulicre, il peul arriver que
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leur égalité soit impossible, et que V'une d’elles x, par exem-
ple, soit toujours plus grande que l'autre; alors, les quatre
théorémes (u’on vient de démontrer ne sont plus applicables,
mais on peut tirer un autre parti des identités.

De la premiere, par exemple, on conclut que le produit xy
de deux facteurs, dont la somme est constante ct dont I'un
x est toujours supérieur & l'autre, varic en sens contraire de
la différence z — . Mais comme la somme z - 7 est cons-
tante, a un accroissement de x correspond une diminution
de v et réciproquement ; donc le produit zy varic en sens
contraire de x, et au minimum ou au maximum de x corres-
pondent le maximum ou le minimum du produit.

On voit de méme que la somme de deux quantités, dont le
produit est constant et dont 'une est toujours plus grande
que I'autre, varie dans le méme sens que la plus grande ; et
quau maximum et au minimum de cette derniére quantité
correspondent le maximum et le minimum de la sommne.

L’identité (2) conduirait & des conséquences analogues.

ReMARQUE. — Dans le cas précédent olt « ety ne peuvent pas
devenir égales, non-seulementnous avons déterminé les maxima
et minima des quantités, mais nous avons vu comment varie
leur grandeur. 1l en est encore, de méme, lorsque 1'égalité
de z et y peut avoir lieu: Tout revient toujours & étudier les
variations de grandeur de la différence z — .

Si y est la valeur initiale de la plus petite des quantités z
et ¢ (cette valeur est zéro, quand z ¢t y ne sont soumises &a
aucune condition), la différence x — y décroit jusqu'a zéro,
lorsque la quantité # augmente de sa valeur initiale a celle
qu'elle prend en devenant égale & z. Puis, & partir de 1a, la
(uantité » continuant de croitre devient plus grande que z,
et la différence, prise dans 'ordre inverse, augmenle jusqu’a
ce (ue ¥ prenne sa valeur la plus grande.

Appliquons les remarques précédentes & des exemples.

L. Parmz tous les triangles rectangles de méme périmétre,
quel est celui dans lequel la somme de Uhypothénuse et > 1a
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hauteur correspondante est un maximum ow nunimum,
A étant la hauteur et s Ihypothénuse, on trouve facile-
ment

2

h-t 3=z 2"3 — 2p

On est done ramené a trouver le maximum ou le minimum

., 27 ..
de la quantité z - —é-, c’est-a-dire, dec la somme de deux

quantités dont le produit est constant.

Traitons d’abord la question de minimum. On voit immé-
diatement qu’on ne peut pas résoudre la question, en prenant
les deux facteurs du produit égaux, car on irouveraif alors
2p
z

2

pour z la valewr inadmissible p \/ 2. Mais le facleur = étant

toujours plus grand que Pautre =, le minimum demandé

?_E

z

correspondra au minimum du facteur ¢’est-a-dire au maxi-

mum de z, qui est évidemment p.

L’hypothénuse n’atleignant son maximum p que, lorsque
le triangle est nul, on voit que, dans tout triangle rectangle,
la somme de Uhypothénuse et de la hauteur correspondante
est toujours plus grande que le demi-périmétre.

Si I’on veut maintenant trouver le maximum de z - /4, on
sait, d’aprés ce qui a ¢té dit plus haut, que ce maximum
2p*

4)

correspond an maximum —“—, ¢’est-d-dirc au minimum de z

mais ce minimum a lieu, lorsque le triangle rectangle est 1so0-
céle (222, 4): done, parmi tous les triangles rectangles de
méme périmétre, celui que est tel, que la somme de I'hypothé-
nuse et de la hauteur est la plus grande possible, est le trian-
qgle rectangle isocéle.

2. Trouver parmi tous les tronces de cone, qui ont méme
hauteur et sont inscrits dans une méme sphére, celur qui a le
plus grand ow le plus petit volume.

Soient » le rayon de la sphére, A la hauteur du trone,
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1 . . , .
57 a’h son volume: prenant pour inconnue 'apothéme z du

tronc, on trouve facilement '’équation suivante, que le tronc
soit du premier ou du second genre,

r—h (@) 127 =0
d’ou1 'on tire

ba = 2* 4 12;7—— — L

On est ainsi ramené a trouver le maximum et le minimum,
ou plus généralement, a étudier les variations de grandeur

1277 : . _
P Mais, comme on le sait, on doit

de la quantité z*

distinguer deux cas principaux, suivant que ’égalite des quan-

o .12 ) : : .
tiles a° et = est ou n’est pas permise, ou, ce qui revient

au méme, suivant que x peut ounon prendre la valeur\/ 2,4 \/3.
Cette derniere valeur est toujours plus grande que %, mais clle
sera plus petite, plus grande que 27 ou égale & cette quantité,
swivant qu’on aura

hes =23

Traitons successivement les deux cas auxquels on vient
d’étre conduit.
2% V3

3
Il y a alors un minimum qui correspond a la valeur

PREMIER CAS. h<

\ 2r4 \/ 3 donnée a x, mais on peuat voir, de plus, comment
variele volume, lorsque lavariable x croit depuis 2 jusqu’a 2,

En effet, lorsque 2 croit depuis 4 jusqua V 272 \/3, la
) 7,2,:2
valeur de z° étant plus petite que celle de ;.: » Ja différence

1272

o x* et, par suite, le volume du tronc diminue. Mais

lorsque z croit depuis V' 274 V' 3 jusqud 2, la différence
précédente devant étre prise en sens contraire, le volume va

toujours en augmentant. On voit, d’ailleurs, que le trone, dont
19
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Iapothéme est %, est plus grand que celui dont I'apothéme
est 2r. Le plus grand volume correspondra alors au cas ou
Papothéme sera égal a /4, c’est-a-dire an cas du cylindre.

2r V3
DEUXIEME cAS. h > ou :—%l—
Quand /4 esl égale a 27————}/———%, lesvaleurs \V 274 \/ 3 et 2

deviennent égales, et Ie volume va constamment en décrois
sant, depuis son maximum qui correspond a z égal a A,
jusqu’a son minimum qu’il atteint, quand x est égal a 2r.

3
2,2

C 7 : .
quantites p et 2 ne peuvent plus devenir égales, et on

?

Lorsque la hauteur / est plus grande que 2 » les deux

s’assure facilement que la premicre est toujours plus grande
que la seconde : on est donc ramené a étudier les variations

2 .92

Znpad

_ iy 12/ y A o
de grandeur de la différence e —x*. Mais cette différence

diminue constamment, lorsque  croit de 2 a 2»; la conclusion

—

. \ . 120 V3
est donc la méme que dans le cas ou / est égal a —5

On peut, dans les questions de maxima et de minima, tirer
parti d’identités autres que celles que nous avons données
en commencant : solent, par exemple, les deux suivantes

(mx — ny) — (nx — my) = (W’ — »’) (> — o)

(mz -y - (nz — my} = (i 4 ) (* 4 37)
dans lesquelles m,n,z,y désignent des nombres positifs, les
deux premiers constants, les deux autres variables, et » un
nombre plus grand ».

Si dans ces identités on suppose, successivement constantes,
les quantités o° — 42 2* + o*, mzx — ny, mx - ny, ol
en déduira immédiatement les théorémes I et II (228 et 229),
ainsi que leurs réciproques.
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NotE II.

SUR LA DETERMINATION DES MAXIMA ET MINIMA PAR LA TRIGO-
NOMETRIE.

Nous donnerons seulement deux exemples.

1. Etant donnés (lig. 192) un angle DOE et un point C dans
son wntérieur, mener par ce point une droite AB telle que le
triangle AOB ait une surface minumum.

Le probléme a déja été traité (227). Tirons la droite OC et
désignons par « et <’ les angles qu’elle fait avec OA et OB:
soient aussi a la distance OC et x I'angle OCA, la question re-
vient a trouver le minimum du produit OA X OB ou le maxi-
mum de P'inverse de ce produit; or on a

asin x a s x
O0A = — 0B = — -
sin {x -+ o) sin (x — o)
Il s’agit donc de déterminer le maximun de
sin (x4 o), sin (x—=')
Sin x s x

Mais en développant les numérateurs des deux fractions,
ot les divisant, respectivement, par les produits sin 2 sin «,
sin x sin o/, on est ramené au maximum du produit

(coty = + coty ) (cotg e’ — coty x)

Les deux facteurs ont une somme constante, donc le mi-
nimum demandé correspond a la valeur de z donnée par
’équation
coty « — cotyq «

2

De 1a on conclut facilement que la droite AB doit étre par-
tagée au point C en deux parties égales.

2. Etant donnés deux cercles O et C (fig. 181), trouver sur
la ligne des centres un point A, tel que la somme des tangentes
AB et AD, menées de ce point aux deux cercles, soit mazximum.

(Cest le probleme (3) du n° (230). Soient d la distance des

cotyxr —
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centres, » et/ les rayons des deux cercles, et m la somme
variable des deux tangentes: on a
7 7
1) 77 BA0 T 7. DAL =
q. B: g. D:
Lt
sin. BAO ' sin. DAC
Exprimons maintenant les tangentes et les sinus des angles
BAO et DAC, en fonction des tangentes des moitiés des mémes
angles : soient » et ' ces derniéres tangentes, on aura

tg. BAO = 1_2_—2%? sin BAO = 1—-:2—3—;6—
et des valeurs semblables pour zgDAC et sin DAC.
En remplacant, dans les équations (1), les deux tangentes et

les deux sinus par leurs expressions en u et ¢/, il vient

g 2 J /2

r (1 j_ ) +7 “j,_u—)-:Qd

r (1 — )

u

m

— d

1 — )

” =2 m

+
et enajoutant, puis retranchant, membre & membre, les équa-
tions précédentes, on a

- - 7—; —=d-+m
w ' ou
ru v =d—m
multipliant enfin, membre a membre, les deux dernic¢res équa-
tions, il vient
!
‘ W w )
7 9 (— —- »7) = d* — m’
u ' u
On voit ainsi qu’on est ramené a trouver le minimum de la
4 u < a
quantité - - = c’est-a-dire, de la somme de deux nombres
dont le produit est constant. Le minimum aura donc lieu quand
v ou L \
les deux nombres ” et 70U, ce qui revient auméme, les deux

nombres u et ' seront égaux. On arrive ainsi & la méme con-
clusion qu’au n° (230).
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Note 1I1.

SUR L'CSAGE EN TRIGONOMETRIE ET L INTERPRETATION GLEOME-
TRIQUE DE L EQUATION.

() astnz - beosxr —= ¢
Des problémes trés-variés se raménent immédiatement a la
résolution de ’équation précédente. On peut méme, comme
nous allons le voir, y ramener toute équation du second degreé.
En effet, soit une équation quelconque du second degré

ay' 4 by + c=o
on peut I’écrire sous la forme suivante :

¢
ay +-4+b=o
Yy
ou, en posant y égale a fgx
atyxr + ccotgx 4+ b —=o0

Mais, si Pon remplace fgx et cotgxr par leurs valeurs en

fonction de sinx et cosx, il vient
a six’n - ¢ cos’x 4 b sin x cos x = o

Multipliant maintenant les deux membres de 1'équation
précédente par 2, et remplacant les quantités 2sin’z,2cos’x et
2sinzcosz, respectivement, par 1 — cos2z,1 4 cos2x et sin2x,

on a
— bsin2x + (@ —¢) cos2x —a ¢

¢’est-a-dire, une équation de la forme demandée.

CONSTRUCTION DES RACINES DE L’EQUATION (l)

PREMIERE METHODE. — Supposons que les trois membres a,
# et ¢ solent positifs, et appelons « un angle aigu dont la tan-

14 \ b ) , 2 . A
gente est égale a ~:on sait que ’equation (1) peut étre rem-

placée par la suivante
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sin (r o) = -[(’—; Sin =

Sous cette nouvelle forme, il est visible qu’on est ramengé &
construire un triangle, connaissant deux cotés b et ¢ et I'an-
gle « opposé & 'un d’eux &: Pangle z sera opposé au troi-
sitme coté du triangle.

Si les signes de a,b,¢ étaient quelconques, on voit facile-
ment qu’on serait toujours ramené au méme probléme.

DevxiiMeE METHODE. — Considérons «,b,¢ comme étant des
droites données, et soient « et v des droites inconnues, respec-
tivement, égales aux produits de sinz et cosx par la droite

\/ @ - 0% ’équation (1), sil’on y introduit « et v, deviendra

au -+ bv =c\/ &+ &

Alors une propriété bien connue du quadrilatére inscripti-
ble conduit a la construction suivante :

Fautes un triangle rectangle ABC dont les deux cités CB et
CA soient aetb, et tracez le cercle circonscrit ; puis du sommet
C de Pangle droct, comme centre, avec un rayon égal d c
décrives un cercle et déterminez les points D et 1 ow les deux
cercles se coupent : les droites qui joignent les deux points D
et IV aux points A et B donneront deux systémes de valeurs
pour u et v, et on aura ensuite facilement 'angle cherché.

Il y aurait ici une discussion intéressante a faire : on devrait
distinguer plusieurs cas suivant la position du point G sur
'arc ACB ou sur I'arc supplémentaire ; on pourrait supposer
aussi que «, b, ¢ ont des signes quelconques, mais nous lais-
serons ces détails que les éléves trouveront facilement.

On voit, par les développements qui précédent, comment
on peut trouver la solution d’un probléme de géométrie, en
passant par lintermédiaire de Palgébre et de la trigono-
métrie.
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Note 1V.

SUR L'EMPLOI DE LA GEOMETRIE DANS LA RESOLUTION DES
LQUATIONS.

Rien n’est plus remarquable en mathématiques que le
secours mutuel que se prétent la géométrie et 'algébre dans
un grand nombre de questioms. M. Chasles dans son 7Traité
de géométrie supérieure, et M. Liouville, dans son célébre
Mémoire, en ont donné de trés-beaux exemples. Peut-étre
qu’un nouvel exemple, suffisamment simple, est-il bon a faire
connaitre, méme dans un ouvrage élémentaire.

La question que nous nous proposons est celle-ci: En s’ai-
dant de la géométrie, résoudre, dans quelques cas particu-
liers, le systéme suivant :

2y A qay = ¢
(1) 1+z*—}—9'xz o
Y4+ T typ=a

PrEMIER cAS. — Les constantes (, v, t sont éqales a ['unité,

On s’appuie, d’abord, sur le théoréme suivant, facile a dé-
montrer :

Se, sur le coté BC d'un triangle ABC, on construit devx
triangles equilatéraux BCD,BCY, et qu’on désigne par m® la
surface du triangle donné, par 2K* la somme des carrés des
c0tés de ce triangle, on a

@) AD +AD =2k AD —AD =4im* V3
En ajoutant et retranchant les équations (2), membre & mem-
bre, il vient

AD=VEK+2amVv3 A= VK —2m* V3
Nous représenterons, pour abréger, par n et »’ les valeurs
de AD et AD',
Admettons maintenant que le plus grand des trois membres
a, b, ¢, soit plus petit que la somme des deux autres, et déter-
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minons un triangle ABC dont les cOtés soient mesurés par
ces nombres. Si sur les trois c¢dtés de ce triangle on construit
trois triangles équilatéraux extérieurs, comme dans la fig. 42,
et quon tire les droites AD,CF,BE qui se coupent en un
méme point I (théoréme II, page 66), on sait que les trois
angles BIC,AIC,AIB sont égaux a 120°. De 1a, on conclut faci-
lement que si I’on désigne par x, 7, z, les mesures des droites
TA,IB,IC, ces nombres satisferont aux équations (1) dans
lesquelles on fera ¢, , ¢ égales & 'unité.

Cela posé, tracons (fig. 42) le cercle circonserit au quadri-
latere BDCI, et soit G le point ot ce cercle coupe le coté AB,
on a
AB X AG

AD
et toute la difficulté se trouve réduite & exprimer AG, en fone-
tion de a, b, c.

A cet effet, projetons le point G en H sur le prolongement

de AB, on a

C ~
IA = x__?—lXAh

AG = GH — AH
Mais on a, d’abord,
2R — L a — K2

a
Al = ¢ T c

d’autre part, I'angle HGC étant égal & 60°, on a

CH = _(_:9_2\_1_3.: GH \/—:{

d’ou -
CH\/ 3 2m*\/3

GH = 3 — T

11 vient done enfin

G — 2m* \/ 3 4+ 3K* — 32> w* 2K — 3
) 3¢ o 3¢

et, par suite, on a
n 2 3’
an
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En remplacant, dans la valeur de x, a par b et ¢, on aura

. _ 42K — 34 w4 2K — 3¢
J = 3n T 3n

Revarque 1. — Lesvaleurs de z, y, z satisferont aux équa-
tions proposées, sans qu’il soit tenu compte de I'inégalité quc
nous avons supposée exister entre a, b, c; cette hypothese peut
donc étre écartée.

ReMARQUE 2. — Les valeurs de z,y,z peuvent éire soumises a
deux vérifications, car, d’aprés le théoréme IT (page 64), leur
somme doit étre égale & AD, et la somme des triangles qui
ont un sommet commun en F ¢tant égale au triangle ABC, la
2 \/ 3

—

ReMArQUE 3. — Les valeurs de z,7,z, changés de signe, sa-
tisfont aussi aux équations données.

On peut encore trouver deux autres solutions du systéme
proposé. A cet effet, construisons encore trois triangles équi-
latéraux BCD/,ACF’,ABF’ sur les cotés du triangle ABC, comme
bases, mais du coté opposé aux triangles ¢quilatéraux préce-
demment construits. On sait, (théoréme II page 67), que les
trois droites AD',BE’,CF’ se coupent en unméme point F: seu-
lement, de ce point, on voit deux cotés sous des angles de 60°
et le troisieme sous un angle de 120°.

Supposons que BC soit celui des trois c¢6tés qui est vu sous
un angle ¢gal a 120°, on prouve facilement, alors, que, sil'on
représente — AD/,BE’ et CF/, respectivement, par z,7,z, on a

Y n* 4 2K* —3a*- y = n® 4 2K — 34°
3n/ 3n’

042K — 3¢
o 31

REMARQUE. — On aura une quairiéeme solution du systéme
proposé, en prenant les valeurs précédentes en signe con-
traire.

SoLUTION ALGEBRIQUE. On peut étre curieux de vérifier par

somme zy -} 2z 4 yz doit avoir pour valeur

~
A~
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'algébre les résultats précédents. Pour cela, retranchons,
membre a membre, la premiére et la seconde, la premiére
et la troisieme, puis divisons, membre & membre, les deux
é(quations obtenues, on aura
B — )o@ — @)y 4 (@ — B s =0

Cette équation étant homogeéne, on a I'idée de chercher &
former une autre combinaison homogeéne. A cet effet, on mul-
tiplie la premiére et la seconde équation dusystéme, respec-
tivement, par 4 et ¢, et I'on retranche, membre & membre,
les équations obtenues, on a ainsi

(8> — &) 2+ by — ¢5* - by — Pxs =0

et, en prenant pour inconnus les rapports 'Zf, Y toute la difi-

)
y<

culté se trouve réduite a résoudre un systéme de deux équa-
tions dont 'une est du premier et Pautre dusecond degré. En
faisant les calculs, on retombe bien sur les quatre systémes
trouvés par la géomeétrie.

Druxitme cas. — On a

¢+t ept=4
ici la trigonométrie servira d’inlermédiaire entre la géomé-
r q
202 2
comme les cosinus de trois angles compris entre 0° et 180°.
Alors la somme des trois angles sera égal a 360°, ou 'un des
angles sera ¢gal a la somme des deux autres.

Si c’est le premier cas qui se présente, onse proposera de
déterminer un point I tel, que de ce point on voie sous les
angles connus, les trois cotés a,b,c du triangle ABC. Alors
les trois nombres x,y,z qui mesurent IA,IB,IC satisferont au
systeme (1).

Pour résoudre la question proposée, on suivra une marche
toute semblable & celle du premier cas, mais en s’aidant de
la trigonométrie. Ainsi, on commencera par construire un
triangle BCD, tel que les angles CBD,BCD soient, respective-

frie et 'algébre. On considérera les nombres —
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ment, supplémentaires des angles sous lesquels on voit, du poinl

I, les cOtés AC et AB; on construira aussi le triangle CBD’ sy-

métrique du premier par rapport a AB... etc.: nous n’en di-

rons pas davantage, la méthode étant suffisamment indiquée.
Si I'un des angles donné doit étre égal a la somme des deux

autres, on procédera d’une maniére toute semblable.
TroisiEME cAs. — On a

¢ =1

Dans ce cas, c¢’est la trigonométrie seule qui intervient.

Accentuons, dans les équations (1), toutes les lettres, excepté
¢,» et ¢, et remplacons d’abord, &”,6”etc” par a,b,c. Cons-
truisons ensuite un triangle avec les trois cotés a,b,¢ (on sup-
pose que la condition connue est remplie); soient désignés,
comme a l'ordinaire, le périmétre par 2p, et les angles du
triangle par A,B,C.

Nous remarquons d’abord que la condition enire ¢,» et ¢
permet de poser

q___\/tgAth 7’__\/lgAtg(l
27 2 2 27 2 2
r \/ tg B tg G
2 2 2
x,1,%, désignant des angles inconnus et «,8,7, des angles connus
nous poserons encore
a=p sita b=—p s’ c=p siny
2?=p cos’t Yy?==p cos’y 5°=p cos’z

Alors en faisant les substitutions, la premiére des équa-

tions (1) devient
\/ ty 5 tf/ 5

cos’z -} cos’y - 2cosx cosy P
mais on a

_ sm v

A B
g3 ¢ @
—— — | — <~ = 0§’y

P P
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il vient donc finalement
cos’r -} cos’y - cos’y 4 2cosx cosy cosy = 1
et on a deux autres équations semblables : on est ainsi ra-

mené a un systéme que 'on sait résoudre par la trigono-
métrie.

Note V.

SUnr LA DISCUSSION DES PROBLEMES DE GEOMETRIE PAR L ALGLBRE.

Je suppose que le probleme puisse étre résolu avec la
régle et le compas, c¢’est-a-dire, qu’on ait obtenu un systéme
d’équations dont la résolution se ramene & celle d’équations
du premier ou du second degré a une seule inconnue.

Pour faire la discussion du probléme, on devra exprimer
les conditions qui doivent étre remplies, pour que toutes les
inconnues aient des valeurs réelles, el, si lanature de la ques-
tion I'exige, des valeurs positives et inféricures ou supérieures
a des limites données. Ordinairement, on voudra savoir com-
ment les variations de grandeur d’une quantité donnée a dépen-
dent des valeurs altribuées aux autres quantités connues. On
résoudra alors par rapport a a, toutes les inégalités que 1’on
suppose du premier ou du second degré en a.

Parmi les inégalités, il pourra y en avoir qui seront néces-
saires et d’aulres qui ne le seront pas: ces dernieres devront
d’abord étre exclues, si elles sont en contradiction avec les
autres.

Supposons que ce premier travail étant fait, on ait trouvé
comme inégalités nécessaires

a >0 a>0 a>1"
a<m a<<m a<m

Si nous supposons que les nombres /,/,/” soient rangés
dans Tordre de grandeur déeroissante, m,m’,m” dans Pordre
de grandeur croissante , on n'aura a satisfaire quaux
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deux premicres inégalités de sens contraire, c’est-a-dire,
que la quantit¢ @ pourra croilre depuis / jusqu’a m.

Maisla discussion ne sera pas toujours aussi simple. Il pourra,
d’abord, arriver que I'ordre de grandeur des quantités /,/,/”,
m,m’,m" dépende des données, et qu’on soit obligé de ré-
soudre de nouvelles inégalités pour établir, selon les cas, I'or-
dre relatif de grandeur. 1l peut arriver aussi que, parmi les
inégalités, il y en ait qui ne soient pas nécessaires, ¢t quon
ait, par exemple, a examiner trois cas, suivant que la quantité
a est plus grande ou plus petite que 7 ou égale & cette quantité.

Je vais donner un exemple ou toutes ces difficultés se ren-
contrent, mais auparavant je reviens sur un détail précédent.

Apres avoir exprimé que les deux racines d’une équation
du second degre

ax’* -+ bxr 4 c=20

sont réclles et positives, on peut vouloir exprimer aussi qu’elles
sont toutes deux plus grandes ou plus petites qu’un nombre
donné 2, ou que 7 est compris entr’elles. Supposons,par exem-
ple, quon veuille exprimer que les deux racines sont toutes
deuxplus petites que 2, et admettons aussi quele coefficient de «*
soit positif. 2 ¢tant un nombre supérieur aux deux racines, le
résultat de la substitution dans le trindme ax* -+ bz - ¢ doit
étre posilif, et 'on aura la condition

an® - bn - ¢ >0

Cependant I'inégalité précédente ne suffit pas, car elle
exprime sculement que 2 n’est pas compris entre les racines ;
mais si 'on éerit que la somme des racines est plus petite
que 27 ou que leur produit est plus petit que 7’y on obtient

2an -+ b >0 ou ¢ —an* <0

En adjoignant I'une de ces inégalités & la précédente, on
aura exprimé complétement la condition demandée.

On derirait évidemment que les deux racines sont plus
grandes que 72 en changeant le sens des indgalilés que nous
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venons de trouver ; et si n devait étre compris entre les deux
racines, on aurait pour condition nécessaire et suffisante

an® -+ bn + ¢ <0

Si l'une des racines était positive et I'autre négative, on
exprimerait que la racine positive est plus grande ou plus
petite qu'un nombre donné s, au moyen d’une seule inégalité.

Le probléme auquel nous voulons appliquer la méthode
est le suivant : Inscrive dans une sphéire donnée dont le
rayon est r,un tronc de cone dont on connait la hauteur h et

1 ,
le volume 5 = a’h.

x ¢tant Papothéme inconnue du cone, on trouve, comme
nous Pavons déja dit (note I), pour équation du probleme,

(1) o —k(a -+ )t 4 12027 =0
On voit facillement, d’ailleurs, que, selon que Iapothcme
du tronc sera égal a \/ 2r/4, plus grand ou plus petit que

cette quantité, on aura un cone, un tronc du premier genre,
ou un tronc du second genre,

DiscussioN.

Analyse. — Pour qu’une valeur de x soit admissible, elle
doit étre réelle, positive et comprise entre £ et 27. Le tronc
sera, d’ailleurs, du premier ou du second genre, suivant que
la valeur de z sera plus petite ou plus grande que \/ 2r/.

En considérant 2 comme l'inconnue, on trouve, d’abord,
pour condition de r¢alité des racines

@>h(r\/3—h)
Et d’ailleurs, dés que cette condition est remplie, I'équation
(1) montre que les deux valeurs de 2* sont toutes deux posi-

tives et, par suite, que celles de « sont réelles et positives.
Substituons maintenant dans le premier membre de I'équa-
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tion (1), & la place de 2*, successivement, 2°,47* et 274, nous
obtiendrons les résultats suivants :

(3) (129 — ha® — 377)
(4) vt (b* — ha® — I
(5) 8rh 2rh — ¥ — &)

En égalanta zérolespolyndémesprécédents, nous obiiendrons,
kr* — h
a—_

pour valeurs de aig(lw@——/f) I -, et h(2r — A re

présentons ces quantités respectivement, par e,d,c, et dési-
gnons aussi par b le second membre de I'inégalité (2).

On doit maintenant chercher quel est I'ordre de grandeur
des quantités b,¢,d,e.

Il est, d’abord, évident que les quantités bet d sont, res-
pectivement, plus petites que ¢ et e. On voit facilement aussi
que les quantités b et ¢ sont, respectivement, plus petites
que d ete, car en éerivant qu’il en est ainsi, on a

(/z \/_3; — 27')2 >0 (h—2r)(h—06r)>0
et ces deux inégalités sont toujours satisfaites. (Dans le cas

L . s 2r\/ 3 .
particulier ot % est égal a ——;—/—~ les deux limites b et d de-

viennent égales).

Reste a trouver l'ordre relatif de grandeur de ¢ et d: or la
différence ¢ — d a pour expression 3/4° - 874 — 4r* ou
(34 — 2¢) (2r — A); done, suivant que la hauteur 2 sera

plus petite ou plus grande que g » ou égale a celte quantilé,

¢ sera plus petit, plus grand que d ou dgal & d.

Examinons maintenant quelles sont les conséquences aux-
quelles conduit la considération des signes des polyno-
mes (3), (4) et (8).

D’abord, suivant que le polynéme (3) est positif, nul ou
négatif, on a a* plus petit que e, égal & e ou plus grand
que e, el réciproquement.
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Si @ est plus petit que e, mais plus grand que 0 (nous ve-
nons de voir plus haut que les deux conditions sont compati-
bles), les deux valeurs de z* seront toutes deux réelles et po-
sitives. D’ailleurs, d’aprés le signe du polynéme (3), elles ne
peuvent comprendre 4* entr’elles ; elles ne peuvent pas non
plus étre toutes deux plus petites que /4*, puisque leur
produit 12 2’7 est supérieur a A*: elles sont done supéricures
am.

Si @ est égal a e, 'une des valeurs de 2* est égale a A’ et
I'autre plus grande.

Enfin si @ est plus grand que e, 'une des valeurs de x* est
plus petite que 2? et I'autre plus grande.

Prenons maintenant le polynéme (4); s’il est négatif, ou,
ce qui revient au méme, si @ est plus grand que d, il y a
toujours une valeur de z plus pelite que 2» et Pautre plus
grande.

Mais quand a® est compris entre b et d, le terme 1247 fait
voir que, suivant que /Z est plus petit ou plus grand que
2r\/ 3 -
—3 les deux valeurs de x sont toutes deux plus petites
ou plus grandes que 27.

Quand a* est égal & ¢, on voil qu’'une des valeurs de x est
¢gale a 27, et que I'autre est plus pelite, plus grande que 27,
ou égale & cette quantité, suivant que I'on a

h<>ou=4d

La considération du polyndéme (5) et du terme 12 2% de
I'équation (1) conduit enfin aux conclusions suivantes :

Quand «* est compris entre 6 et ¢, les deux valeurs de 2°
sont toutes deux plus petites que 24 ; quand a* est plus grand
que ¢, I'une des valeurs de 2* est plus petite que 274 et 'au-
tre plus grande ; et quand a@® est égal & ¢, 'une des valeurs
de z? est ¢gale o 274 et 'autre plus grande.

Synthése. — L’analyse précédente conduit & considérer
quatre cas dans la discussion, savoir :
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0</z<—-r /z——%r

2</]< \/3

PrEMIER €As. — On1 Q

0 <<h< —2—7
Les quantités b,¢,d,e étant alors rangées dans Pordre ou
nous venons de les nommer, on fera croitre &* entre 4 et ¢,
entre ¢ et d, puis entre d et e. Examinant alors les signes que
prennent les polynomes (3), (4) et (5) pour les différentes hypo-
theses, on établit facilement le tableau suivant.

TABLEAU NOMBRE DES SOLUTIONS,
DES VALEURS DE @ Jer 9
a* < b 0 0
@ = 0 1
b<a*<c 0 2
@ C CONE 1
c << a<d { {
at=d 1 1
d<a<e 1 0
a=ce GYLINDRE 0
@ > e 0 0

Les autres cas se traitent d’une maniere toute semblable.

RemMARQUE. — Les résultats de la discussion compléte pou-
vaient étre prévus, comme la conséquence de ceux qu’on a
trouvés dans la note I, lorsqu’on a étudié les variations de
volume du trone.
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NotE sur L’EMPLOL DES SIGNES DANS LA THEORIE DES TRANSVERSALUS.

Document numéarisé par |a Bibliothaque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 DES 70

Pages.

B3 BTN

()l

6
b

-t

L



308 TABLE ANALYTIQUE DES MATIERES,

Pages,
CHAPITRE II. — DIVISION HARMONIQUE D'UNE DROITE.
Faisceaux harmoniques. — Pole et polairc par rapport & un
angle. . ... L e e e e It

PROPRIETES DE LA DIVISION HARMONIQUE.

Théorémes.
I. Lorsque deux points sont harmoniques conjugués de deux
points A et B, la moitié de la droite AB est moyenne propor-

tionnelle entre les distances de son milieu aux deux points
G et D .......

FAISCEAUX HARMONIQUES.
Théoremes.
1. Lorsqu'un faisceau de quatre droites est coupé par une paral-
lele & Yune delles,etc . . . . . ... oL
II. Réciproque du théoréeme pr(,cedent e e e e e e e
III. Si Ton joint les points d’une division harmonigue dune

droite & un point extérieur & cette droite, on obtient un fais-
ceau harmonique . .

-------

e & & & @ e e s+ s e e s+ e e s & e ¢ > s s
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---------------
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------------

Document numérisé par |a Bibliothéque universitai

ie Curie - UPMC - Cote : 60 DES 70

16

17

18
19

[
e



TABLE ANALYTIQUE DTS MATIERES.

309

Pages.

V. Réciproque du théoréme précedent . . . . . . C
VI. Quand un hexagone est circonscrit & un cercle les dlawo-

nales qui joignent les sommets opposés se coupent en un

méme point . e e
VIIL. 8i, d'un pomt p I)I‘lS dans lo plan d un cercle on meéne

deux transversales quelconques PADB,PCD, et les quatre

droites BD,AC,BC,AD,etc. . . .. .. ... ... .. ...

POLE ET POLAIRE PAR RAPPORT A UN POINT OU UNE DROITE.

La polaire d’un point par rapport & un point est la perpendi-
culaire 3 la droite qui joint les deux points, menée par le se-
cond . ... ... e e e e e e e e e e e

La polalre d’un point, par rappoxt a une dr01te est une paral-
18le & cette droite, menée du coté opposé au point, & une dis-

tance ézale & celle de ce point & la droite donnée . . . . . . .
Le pole d'une droite relativement & un point est ce point lui-
110121 1 (SO P .
Le pole d’une droite relatlvement A une d1‘01te est un pomt situé
a linfini sur cette droite . . . . . . . . . .o oL
CHAPITRE IV. — AXES RADICAUX,
Théorémes.

I. Le lien des points d'égale puissance par rapport a deux
cercles situés dans le méme plan est une droite perpnndiculaire
ala ligne des centres. . . . . . . : :

II. Lorsque trois cercles sont swue\ dans un meéme me et que
leurs centres ne sont pas en ligne droite, les axes radicaux
des cercles, pris deux 2 deux, se coupent en un méme point. .

Détermination de I'axe radical de deux cercles . . . . ... . ..

AXE RADICAL, QUAND L’UN DES CERCLES OU TOUS DEUX SONT REMDL -
CES PAR DES POINTS ET DES DROITES . + « « v 4 v o o & .

T axe radical d’un point et d’'un cercle est & égale (hctance du
point et de sa polaire par rapport au cercle. . . . .. . ... .

I axe radical d'une droite et d'un cercle ou d’un point est ]a
droite clle-méme. . . . . . e e e e

Deux droites n’ont pas d’axe radmal e e e e

CHAPITRE V. — FIGURES HOMOTHETIQUES,
Théoremes.

I. Si les rayons vecteurs menés de deux points quelconques aux
différents points de deux figures pris, deux & deux, sont paral-
leles et proportionnels, ete. . . . . . . e e e e e e e e

II. Deux figures homothétiques & une trmsmmo sont homothéti-
ques entrelles. . . . . . ... ... ... L L.

Document numérisé par |a Bibliothaque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 DES 70

20

9O
18]

23

ol §

9 O O
g T

O

6

26

9 2l

S=)

PO



310 TABLE ANALYTIQUE DES MATIERES.

Pages,
III. Quand trois figures sont homothétiques, deux 4 deux, les
trois centres d’homotheétie sont en ligne droite . . . . . ... 30

DES GERCLES CONSIDERES COMME TFIGURES HOMOTHETIQUES,
Théoremes.

1. Si parl'un des centres de similitude de deux cercles, on [méne
deux transversales quelconques, les cordes qui joignent les
points homologues sont paralléles. . . . ... ... .. ... . R

I1. Si, par I'un des centres de similitude de deu\ corolos on
meéne une transversale quelconque, le produit des distances de
ce point & deux points anti-homologues est constant. . . . . . 32

I11. Si, par I'un des centres de similitude de deux cercles, on
méne deux transversales quelconques, puis deux cordes qui
joignent des points anti-homologues. Les extrémités de ces
cordes sont sur une méme circonférence, et leur point d’inter-
section appartient a l'axe radical des deux cercles. . . . . ... 33

CENTRES DE SIMILITUDE QUAND L'UN DES CERCLES OU TOUS DEUX SONT
REMPLAGES PAR DES POINTS OU DES DROITES.

Les centres de similitude d’un cercle et d’un point se confondent

avec le point. . . . .. .. - 1
Deux points n’ont pas de centres de 31m111tude Ce e . 34
Les centres de similitude d'un cercle et d’'une droite gont 10@

extrémités de diamétre perpendiculaire & la droite. . . . . .. 34
T.es centres de similitude d'un point et d’une droite se confon-

dent avec le point. . . . . .. e e e S B
Deux droites ont une infinité de cenm es do s1rn111tude dont lehpu S0

compose des deux droites clles-mémes, et de la droitede I'infini . 35

SYSTEME DE TROIS GERCLES SITUES DANS UN MEME PLAN,
Théorémes.

Les trois centres de similitude directe des deux cercles sont en
ligne droite, et ilen est de méme de deux centres de similitude
inverse et d'un centre de similitude directe . . . . ... .... 35

CHAPITRE VI. —~ FIiGURES INVERSES OU RIECIPROQUES.
Theéorémes.

I. Le rapport de la distance de deux points d'une figure & celle
de leurs correspondants dans une figure réeiproque est ézal a la
puissance divisée par le produit des distances de l'origine aux
deux points de la seconde figure. . . . . . . . .36
II. Les tangentes, en des points correspondants de d(—"ll‘{ fmures
remproquos font des angles supplémentaires avec le rayon vec-
teur qui joint ces deux points. . . . .. - 1
111. Lorsque deux lignes se coupent, leurs remproques se coupent
aussi, et, aux deux points d’intersection correspondants, I'an-

Document numéarisé par |a Bibliothaque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 DES 70



TABLE ANALYTIQUE DES MATIIRES.

ele des deux premiéres lignes est égala angle des deux autres.

THEOREMES PARTICULIERS A LA DROITE ET AU CERCLE.
1. La figurc réciproque d'une droite est une circonférence pas-

sant par l'origine. . . . .. ... . ... ..
II. Lorsque 'origine est prise sur une mrconf&,ronce la hgne ré-
ciproque de cette derniére ligne est une droite perpendiculaire
au diamétre de l'origine. . . . . . . .. .
II1. La figure réciproque d'une mrconforeneo lorsque l’ormne
n’est pas prise sur cette ligne, est une circonférence.

Emploi des figures réciproques dans les recherches géométriques.

CHAPITRE VII. — PROPRIETES PROJECTIVES DES FIGURES.

PROJECTION ORTHOGONALLE.

Enoncés de quelques théorémes trés-simples. — Propriétés de
Pellipse déduites de propriétés analogues dans le cercle. . . .
FIGURES GORRESPONDANTES DANS UN MEME PLAN.
Applications.

1. La somme des carrés de deux diametres conjugués de Lellipse

est constante. . . . . .. .. ...
2. Le parallélogramme constrult sur deu\ dlametres conjugués

d’une ellipse est constant.. . . . . . .. .. ... ...
PiRrSPECTIVE OU PROJEGTION CONIQUE.

Enoncés de quelques théorémes connus, et propriétés des trois

coniques déduites de proprictés du cercle. . . . . . ... ...

Théorémes.
I. Si Pintersection d’une sphére et d’un cone est composée de
deux courbes, et que la courbe d’entrée soit un cercle, il en est

de méme de la courbe de sortie. . . . . . . . .
L. Quand deux cercles sont situés surune méme qphcre on peut
en général, déterminer deux cones sur lesquels les deux cer-

cles sont situés & la fois. . . . . . .
TII. La projection orthogonale d’une secuon plane d un cone do
révolution, sur un plan perpendiculaire & son axe ot passant
par son sommet, estunc conique, dont ce sommet est un foyer,
et I'intersection des deux plans, la directrice correspondante. .

CHAPITRE VIIl. — CENTRES DES MOYENNES DISTANCE
ET DES DISTANCES PROPORTIONNELLES.

Théoremes.

I. Ftant donnés n points dans un plan, on joint deux des
points par une droite dont on prend le miliea, on joint ce
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dernier point & un troisiéme point donné etc . . . . . Ce g51
II. n points étant situés d'une maniére quelconque dansun plan,
la somme des carrés de leurs distances a un point du plan est

égale a. .. ... . . 54
III. n points étant donncs et n nombres correspondants, on

mene la droite qui joint deux despointsetc. . . . . . . .. b4
IV. Etant donnésn points et n nombres correspondants, pmlms
ou négatifs, si on multiplie, par les nombres donnés, les
carrés des distances des points donnés et qu’on fasse la somme

de ces produits, etc. . . . .. .. ... .. ... .. ... D)

DEUXIEME PARTIE

DES METHODES EN GEOMETRIE ET APPLICATION DE CES
METHODES A DES EXEMPLES CHOQISIS:

CHAPITRE I. DES THEOREMES ~— METHODES A SUIVRE

POUR LES DEMONTRER.
Exemples.

1. Par le point A, pris sur le diamétre FG dun cercle OF ou
sur son prolongement, on méne une perpendiculaire DE & ce
diametre, puis, par le méme point, une sécante ABG qui coupe
la circonférence en B et G : si par ces deux points on méne
les tangentes CD et BD & cette ligne, et qu’on les prolonge
jusqu’d feur rencontre en D et E avec la droite DE, les deux
segments AD et AE sont égaux. . .. ... ... ... .. . 01
2. On donne un cercle OA, deux tanfrentos d ce cercle AD et
BC, menées aux extrémités d'un diameétre AB et un point E
sur cette derniére droite : F étant un point quelconque du cercle,
si 'on méne EF, puis DG perpendiculaire & cette droite, le
produit des segments AD et BG, interceptés par la droite mo-
bile sur les deux tangentes, est un nombre constant. — Porisme,
Fuclide-Chasles. . . . . . ... ... ... ... Ce e oo B
3. 8i, d’un point pris sur la eirconférence circonscrite i un
triancle, on méne des droites, respectivement, perpendiculaires
aux trois cotés ; les pieds des trois perpendiculaires sont en
ligne droite . . . . . . “ C e e e 63
%, Titant donné un trlannlo Lqulldtbl‘dl sl lon méne trois droites
de ses sommets & un point quelconque du cercle circonscrit,
I'une des droites est ézale a4 la somme des deux autres. . . . 64

Théorémes.

I. La droite qui joint les pieds des trois perpendiculaires dans
I'exemple précédent est & égale distance du point donné et du
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point d’intersection des hauteurs du triangle donné. .

11. Si sur les trois cotés d’un triangle ABC, on construit (rois
triangles équilatéraux extérieurs BCD,ACE,BAF, et quon
méne les droites AD,BE et CF : ces trois droites seront égales,
se couperont en un méme point, et feront, entr'elles, en tour-
nant dans un certain sens, un méme angle de 120°. . . . . .

JII. Etant donnés une circonférence O, deux points A et B et une
corde CD de cette ligne, on tire la droite AB, et on la prolonge
jusqu’d sa rencontre en E avec la corde GD ; puis, par le point
E, on méne la tangente EF au cercle, on joint le point F au
milicu I de la corde ete. . . . . . . e e e

1V. Les milieux des cotés d'un tuanrrle les pleds des trois hau-
teurs, et les milieux des distances du point d'intersection de
ces droites aux trois sommets sont sur un mdéme cercle. . . .

V. Etant donnés une circonférence O et un point P dans son
plan, par ce point on méne deux sécantes quelconques PAA/
ot PBB/; par les trois points P,A,B on fait passer un cercle,
de méme par les trois points P/,A’, B’ ete. (Concours) . . . . .

VI. Si, par les trois sommets d'un triangle ABG, on méne des
droites faizant, dans un méme sens de rotation, des angles de
600 avec les cotés opposés : ces droites forment par leur inter-
section un triangle égal au premier. . . . . Ce e

VII. Etant donnés deux droites, un point sur ld. prennere et un
point hors de I'angle de ces droites, on pourra déterminer un
angle, un rapport et un point sur la seconde etc. -— Porisme,
[uclide-Chasles. . . . . .. e e

VIII. Etant donnés un trlalwle 1socelc AI* et un cercle qui a
son centre sur le milieu de la base FG et qm touche les deux
cotés AT et AG ; si unc tangente quelconque au cercle coupe
ces deux cotés en Bet C, le produit des segments BEF et GG est
constant. — Porisme, Euclide-Chasles. . .

IX. Etant donnés deux points A et I3 sur un cerclu O el: une
corde DG de ce cercle, si on joint un point G quelconque de
axe DCG aux deux points fixes, par les droites AG et BG

qui coupent la corde en E et F; le rapport I—)]—E%Eest cons-
tant. — Porisme, Euclide-Chasles . . . . . . ... .. ... ..
X. Un angle de grandeur donnée sc meut, de manicre quun de
ses cOtés passe par un point fixe, et que son sommet glisse sur
une circonférence ; son deuxiéme coté rencontre cette ligne en
un deuxiéme point par lequel on méne une droite faisant avec ce
coté un angle égal 3 ’angle mobile, mais dans un sens contraire :
cette droite passeparunpointdonné. — Porisme, Euclide-Chasles.
X1. Etant donné un quadrilatére ABGD inscrit dans un cercle ;
par le point d'intersection E des diagonales, on meéne la corde
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IH qui est partagée en deux parties égales en ce point : Il faut
démontrer que le point E est aussi le milieu du segment FG
compris entre les cotés opposés AB et GD du quadrilatere.

Théorémes de géométrie dans I’espace.

I, Si deux tétraddres ont leurs sommets, deux a deux, sur des
droites qui se coupent en un méme point, les faces opposées se
rencontrent suivant quatre droites situées dans un méme pl:m
(Concours). e e e e

II. Etant donnes deux an(rles tmedres égaux ayant un sommet
commun, il existe toujours une droite passant par ce point, telle
que, si on fait tourner autour de cette droite I'un des triedres,
il viendra coincider avec 'autre (Concours) . e

ITI. On peut construire une infinité de tétraedres & ardtes oppo-
sées, orthogonales, et ces tétraédres jouissent de plusieurs pro-
priétés remarquables : Leurs quatre hauteurs se coupent enun
méme point, ete., (Goncours) . Ce e

IV. Etant donné un tétraédre, d’un pomt quelconquo de P e<paco
on abaisse des perpendiculaires sur ses quatre faces: on de-
mande de trouver la relative qui existe entre ces droites et
les hauteurs du tétraédre (Concours). . . . . ... ... ...

Discussion de la formule trouvée : sphéres inscrites et ex-inscrites
du premier et dusecondgenre. . . . . ... ...

V. Etant donné un tétraedre SABCD dont la base ost ABC on

construit sur les trois faces latérales, comme bhases, trois pris-
mes triangulaires etc. (Concours).

EvALUATION DE QUELQUES VOLUMES.
Théorémes.

I. Le volume d’un tronc de pyramide triangulaire est équivalent
A la différence entre le volume d’'un prisme quia pour hauteur,
la hauteur du trone, et, pour base, la demi-somme de ses ba-
ses, etc. . . .. ..o .

II. Le volume d'un trone de prisme tmanﬂulawe du second genre
peut s’évaluer au moyen de l'une des bascs, et des perpendlcu—
laires abaissées sur cette base, des sommets de l'autre.

ITI. Le volume, qui est engendré par un triangle exécutant une
révolution compléte autour d’un axe situé dans son plan etc.
IV. D'un point B pris hors d'un cercle OC, on meéne les deux
tangentes BA et BC et le rayon de contact OC de I'une d’elles :
si on suppose que la figure exécute une révolution compléte
autour de OG, le triangle mixtiligne forme par les deux tan-
gentes et 'arc qu'ils interceptent, etc.. e e

V. Un cone de révolution étant circonscrit a deux sphéres tan-
gentes extérieurement, le volume compris entre les trois sur-

Document numéarisé par |a Bibliothaque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 DES 70

Pages,

80

82

86

-

ST

92

96

07

99

100



TABLE ANALYTIQUE DES MATIERES.

315

Pages.

faces est la moitié du volume compris entre la surface du cone
et la sphére qui passe par les cercles de contact du cone et des
deux sphéres données. . . . . .. ... .. ..., Ce e

101

APPLICATION DES THEORIES GENERALES A LA DEMONS-

TRATION DE QUELQUES THEOREMES.
Théorémes.

I. Si d’un point d’une circonférence circonscrite & un triangle,
on abaisse des perpendiculaires sur les trois cotés, les pieds
sont en ligne droite. . . .. .. .. . C

T1. Etant donné un triangle ABC, si lon Jomt par des dlolte%
les milieux D,Ii,F de ses cotés, et que, par les sommets du
triangle ainsi obtenu, on méne des tangentes au cercle inscrit
dans le triangle ABC; les trois points I,L,M, ou ces tangen-
tes rencontrent les cotés du triangle DEF, seront en ligne
droite (Concours). . . . . e e e e e e .

ITI. Dans un quadrllatere complet les circonférences, decmteq
sur les trois diagonales comme diamétres, ont méme axe
radical, etc. . . . .. ... . oL .

TV. Si dans un pentagone on enléve successwement chacun des
cotds, et qu'on prolonge, jusqu’da leur rencontre, les deux
cotés adjacents, on forme ainsi cing quadrilatéres dans les-
quels les droites qui joignent les milieux des diagonales se
coupent en un méme point. . . . . . - .

V. Si un angle constant BAG tourne autour d un pomt ﬁxe A
et que ses cotés prolongés rencontrent une droite donnée LM
en deux points B et C; le cercle circonscrit au triangle ABG
sera toujours tangent & un cercle fixe. Deux démonstrations . .

VI. Méme énoncé qu'a la page 69. Trois démonsirations . . . .

V1I. Etant donnés deux cercles O et (@ qui ne se touchent pas,
de chaque point M de l'un des cercles C, on méne deux
droites aux centres de similitude S et T des deux cercles; ces
droites rencontrant le second cercle en quatre points, etc.,
(Concours). Sept démonstrations dont siz par M. Chasles . . .

Théorémes sur la perspective.

1. La projection stéréographique d'un cercle tracé sur une sphére
est, elle-méme, un cercle, et le centre de cette projection est
la projection du sommet du cone circonscrit a la sphére sui-
vant le cercle donné. . . . ... .. Ce e .

I1. L’angle de deux courbes tracées sur une sphu'e ost e"al a
'angle de leurs projections stéréographiques. . . . . Cas

IT1. Etant tracés deux cercles sur une sphére, si, par l’un des
sommets des deax cones qui contiennent les deux cercles, on
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Pages,
fait passer un plan quelconque, ce plan coupera les deux cer-

cles sous un méme angle. . . . . .. R b
IV. Les six sommets des cones qu'on peut mlre passer par trois

cercles d’'une spheére pris, deux i deux, sont, trois & trois,

sur quatre droites situées dans un méme plan., . . . .. ... 123

CHAPITRE 1II. — DES LIEUX GEOMETRIQUES. — METHODES
ET EXEMPLES. — LIEUX PLANS,

Fnoncés des lieux plans auxquels conduisent immédiatement les
théorémes élémentaires de géométrie plane, et quelques-uns

de ceux qui ont été démontrés dans cet ouvrage. . . . . . .. 125
METHODES POUR LA RECHERCHE DES LIEUX GEOMETRIQUES., — LIEUN
GEOMETRIQUES. — PLANS.

I. Xtant donnés un triangle ABC, et deux points D et Ii sur 'un

des cotés BC, on méne FG parallele & BC, et on tire les droi-

tes DG,EF, on demande le lieu de leur point de rencontre M.

— Porisme, Euclide-Chasles. . . . . . e e e e 129
II. Etant donnés deux droites parallcleq Ab et GD et trois pomls

fixes E,F,G, en ligne droite; si, autour du point G, on fait

tourner une transversale qui rencontre les deux paralléles en

I et K, et qu'on méne les droites EK FI, le lieu du point M,

intersection de ces deux droites, est une paralléle aux droites

données. . . . .. . .. ... . . . 130
II1. Dans un tmannle un cote cst donne de ﬂ'randeur eL do ])051-

tion, et I'angle opposé est constant, on demande les lieux sui-

vants : des centres de gravité des triangles, etc. . . . . ... 131
IV. Dans un triangle ABC l'angle A est donné de grandeur ot

de position, et le périmetre est constant ; du sommet B, on

abaisse une perpendiculaire BM sur la bissectrice CO de 'an-

ole extérieur BCE : on demande le lien du point M. . . . .. 131
V. Etant donnés un cercle dont le centre est O et une corde AD,

de ce cercle, par un point G pris sur le prolongement de la

corde, on méne une tangente GG au cercle et la bissectrice

CM de 'angle ACG formé par la corde et la tangente, puis du

centre O on abhaisse une perpendiculaire OM sur CM: quel

est le liew du point M? . . . ... e ... 433
V1. Lieu des points ol se coupent les duvouales des rectanﬂleq
inscrits dans un triangle. . . . . . . . . ... 134

VII. Par un point pris dans le plan d’un cexcle ONn meéne une
séeante et, par les points de rencontre, les tangentes ; les trois
droites forment un triangle, on demande le lieu des point.s de
rencontre des hauteurs . . . . . ... 135

VIIIL. Etant donnés deux droites palallt,les PQ et Rb et un pomt
A sur la premiere, par ce point on meéne une droite quelcon-
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que AB, efc. . . . .. oL
IX. Un triangle qui reste somblabl(, d lui-méme tournc autour

de 'un de ses sommets, tandis quun autre parcourt une droite
fixe ; on demande le lieu du troisiéme sommet. . . . . . . . .
X. Etant donnés un point A et une droite fixe XY, par le pomt
A, on méne une droite AB qui rencontre XY en B et une au-
tre droite AG faisant avec la premiére un angle donné; on
détermine sur celte derniére droite un point G par la condi-
tion que le produit AB X AG soit égal au carré d'une lon-
gueur constante m : on demande le lieu du point C. . . . ..
XI. Etant données deux circonférences tangentes extérieurc-
ment, par leur point de contact A, on méne deux cordes qui
soient entr’eiles dans le rapport de deux droites données, etc.
(COHCOHI‘b) .
XII. Etant donnes deux pomtb A et B deu\ nombres correspoi-
dants m en 7, on demande de trouver le lieu des points M tels
que si on multiplie les carrés de leurs distances aux deux points
A et B par les nombres m et n, et qu'on fasse la somme, cette
somume soit constante. . .. .. ... L. e
XI1II. Siun point mobile est tel, qu on obmenb une somme cons-
tante, en ajoutant, entr’eux, les carrés de ses distances & des
points fixes, multipliés, respectivement, par des nombres po-
sitifs ou négatifs; le licu du point mobile est un cercle dont le
centre est le centre des distances proportionnelles. . . . . . .
XIV. 8i, dans I'énoncé précédent, on suppose nulle la somme
des multiplicateurs donnés, le lieu est une droite. . . . . . .
X V. Etant données une circonférence et une droite, on demande
de trouver le licu despoints, tels que si, de 'un d’eux, onméne
unc tangente au cercle et une perpendiculaire sur la droite, I¢
rapport du carré¢ de la tangente & la longueur de la perpendi-
culaire soit un nombre constant. . . . . ... ... L
XVI. Etant données deux droites qui se coupent, trouver le hcu
des points, tels que si I'on abaisse, de 'un d’eux, des perpen-
diculaires sur les deux droites, et qu'on multiplie ces perpendi-
culaires par des nombres donnés, la somme soit égale & unc
longueur donnée. . . ... .. .. C e
XVII Etant données des droites en nombre quelconque d un
point du plan, on abaisse des perpendiculaires sur toutes les
droites, on les multiplic par des nombhres donnés, puis on fait
la somme de tous les produits: on demande le lieu des points
par lesquels cette somme cst constante. . . . . .. .. .. ..
XVIIIL. Etant donnés deux droites indéfinies PQ,RS et deux
points A et B sur ces droites, une droite mobile CD, qui les
rencontre en G et D, détermine sur elles deux segments AG et
BD dont e rapport est constaut s on demande le lieu du point
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M, tel que le rapport de GM & MD soit donné. . . . . . ... 149
XIX. Etant donnés un angle BAC et un point O Lors de Fangle,

on fait tourner, autour de ce point, un angle BOC qui est égal

a Pangle donné, et dont les cotésrencontrent ccux du premier

angle en B ¢t G; on méne la droite B, et on demande le lieu

du point M qui partage cette droite dans un rapportdonné. . . 150
XX. De tousles points d’une droite, on abaisse des perpendicu-

laires sur trois autres droites, on construit le triangle dont les

trois sommets sont les pieds de ces perpendiculaires; cuel est

le lieu des centres de gravité des triangles ?  Porisme,

Tuclide-Chasles . . . . . .. .. ... .. T & 11
XXI. Un triangle isoctle B(AI dont les anrrles a Ia l)d&e Bet G

sont constants, sc déforme sous la condition que les sommets

B et G se meuvent sur un cercle donné, tandis que l'un des

cOtés égaux tourne autour d'un point fixe: uel est le lieu du

sommet A?. - .. ... .. . Cee ... 151
XXII. Un polygon(' d'un nombre i lﬂlpdll' de CUtLb, dont tous les

angles, excepté un seul, ézaux et donnés, ont leurs sommets

sur un cercle fixe, se. déforme sous la condition que 'un des

cotés de 'angle qui fait exception, tourne autour d'un point

fixe: quel est le lieu du sommet libre?. . . . .. ... ... .. 15l
XXIII. Deux cercles mobiles touchent deux cercles qu1 se cou-

pent, et sont eux-mémes tangents extérieurement : quel est le

lieu de leur point de contact? . . . . . . S |
XXIV. Etant donnés un cercle O et un pomt P par ce point

on méne deux sécantes PAB, PB/A/, et on circonscrit deux

cercles aux triangles PA’B/,PBA: quel estle lieu de leur point

d’intersection M ? (Concours). e e e e e .. 152
XXYV. Trouver le lieu des points Lels que lc polmes de chacun

d’eux, par rapport & trois cercles donnés, se coupent en un

méme point. . . . ... T HiX
XXVI. Lieu des centres des cercles qui coupbnt un cercle et

deux droites données, sous des angles égaux. . . . ... ... 155
XXVII. Lieu des centres des cercles qui coupent trois cercles

donnés sous des angles égaux. — Deux solutions . . . . . ... 156
XXVIII. Lieu des centres des cercles qui coupent sous un méme

angle, deux cercles et une droitedonnés . . . . ... ... .. 158
XXIX. Si tous les cotés d’un polygone, variable de forme, tour-

nent autour de points fixes, en ligne droite, et quc tous les

sommnets, excepté un, se meuvent sur des droites fixes, le som-

met resté libre décrira une ligne droite. . . . . , : 158
XXX. On donne un losange OABC que la dlil"OILllO AB par-

tage en deux triangles équilatéraux ; par le sommet GG, onméne

une transversale DE qui rencontre les prolongements de OA

et OB en E et D : puis on tire les droites AD et BE: quel est

ot
(&
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le lieu des points de rencontre M de ces droites. (Concours) . . 159

LIEUX DANS L'ESPAGE.

Licux déduits des théorémes élémentaires de géométrie dans
I'espace ou des théoremes démontres dans cet ouvrage. . . . 161

Lieux.

1. Le lieu des milieux d’une droite, de longucur constante, et
dont les extrémités s'appuient sur deux droites orthogonales,
non situées dans le méme plan, est une circonférence dont le
plan est parallele aux deux droites. . . .. . 164
11. Dans I'énoncé du théoreme X V1II, page 1419, supposez que PQ (,L
RS ncsont pas dans un méme plan, vous aurez le nouvel
énoncé. . . . . . I L 3}
111, Etant donné un quadr I’Ltu e plan on consuult une pyranide
quadrangulaire qui a ce quadrilatére pour base, et qui satis-
fait a cette condition qu’elle puisse étre coupée par un plan
suivant un rectangle ; on demande le lieu du sommet. . . . . 1
IV. 8i un point mobile est tel, qu’on obtient une somme cons-
tante, en ajoutant entr’eux, les carrés de ses distances a des
points fixes, multipliés, respectivement, par des nombres po-
sitifs ou négatifs: le lieu du point mobile est une sphére ou un
plan, suivant que la somme des multiplicateurs est nulle ou
ne lestpas. . . . ... O L 161
V. Trouver le lieu despomts tels que, si, de ces points, on abaisse
des perpendiculaires sur des plans fixes, et qu’on multiplie ces
perpendiculaires par des nombres donnés, la somme des pro-
duits soit constante. . . .. . . R .. 166
VI. 8i, par une droite donnée on méne dlﬂerouts planb (1111 cou-
pent une sphére, et qu’on détermine les sommets des cones
circonserits & la sphére suivant les cercles de section, le lieu est
unedroite. . . . ... ... L. . . s e oo, 168
VIL. Lorsqu'une sphere variable tumhc wn:;LanunenL de la
méme maniére, trois sphéres fixes, le lieu des points de contact
sur ces derniéres sphéres est un cercle. . . . .. .. .. ... 169

(o)
(W54 ]

CHAPITRE III. — RE&soLuTION DEs PROBLEMES., —

METHODE.

Distinction des problémes en deux genres. . . . . . . ... ... 170
METHODE DES LIEUX GLOMETRIQUES — EN QUOL LLLE GONSISTE.
Exemples.

Nota. — Dans tout ce qui va suivre — les cotés d'un triangle

seront représentés par a,b,¢, les angles opposés par A,B,G, le
périmetre par 2p, la surface par m?, la hauteur, la médiane, la

Document numéarisé par |a Bibliothaque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 DES 70



320 TABLE ANALYTIQUE DES MATIERES
Pages,
bissectrice qui correspondent au coté a par h,l,d.
1. Construire un triangle, connaissant ¢,ict A. . . . . .. ... 172
2. Décrire un cercle tangent & un cercle et & une droite donnés,
en un point donné sur la droite. . . . N
: : . a . . .
3. Construire un triangle, connaissante, G et 7 Trots solutions . 175
4. BEtant donnés deux cercles, trouver, sur I'un d’eux, un point tel

que la tangente, menée de ce point & l'aulre cercle, ait une
longueur donnée. . . .. ...

~2
P

Emploi du point auxiliaire. — Exemples.
'l Mener une tangente & un cercle donné par un point extérieur. 170
2. Mener une tangente commune a deux cercles. . . . .. ... 177
3 Tracer un cercle passant par un point donné et tangent a deux
droites qui se coupent. . . . . .. . R |
4. Par un des points d’intersection de deux cercles mener une
droite, telle que la somme des deux cordes soit égale & une lon-
gueur donneée, les deux points de rencontre étant de part et
d’autre du point donné. . . . C e e e e e e e e e 17
5. Construire un triangle , uonnamant A h ot le prodult dbs
segments que /v détermine sur a P At

METHODES PARTICULIERES.

METHODES DES SUBSTITUTIONS SUCCESSIVES.

-
-1

-2
0's]

Exemples.

1. Décrire un cercle tangent & deux droites et a un cercle donnés. 180
2. Partager un trapéze dans un rapport donné par une parallcle
AUX DASES. « v v e v e e e e e e e 180

METHODE PAR RENVERSEMENT.

Exemples.

1. Etant donnés un cercle et deux droites passant par son centre,
mener une tangente au cercle, telle que la partie interceptée
entre les deux droites fixes soit égale & une longueur donnée. 1382

9. Inscrire un triangle connu dans un autre donné en position et
engrandeur. . . . . .. .. e e e e 182

3. Par un point pris sur la b1 sectrice d’un angle, mener une
droite telle que la partic interceptée entre les cotés de I'angle
soit égale & une longueur donnée. . . . . . .. ... 183

METHODE DES FIGURES SYMITRIQUES.
Exemples.
1. Etant donnés une droite et deux cercles, on demande de trou-
ver sur la droite un point tel, que les tangentes, menées de ce
point aux deux cercles, fassent avee la droite des angles égaux. 184
2. Construire un triangle, connaissant ¢,a -+ b, et sachant que
le ommet C se trouve sur une droite connue de position. . . 1895
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5. Construire un triangle, connaissant ¢, A — 13, et sachant que
le sommet G se trouve sur une droite connue de position. 180
i. Par un des points d’intersection de deux cercles, mener une
droite, telle que la somme des deax cordes interceptées soit
gale & une Jongueur donnée, dans le cus ol les deux points
de rencontre sont d'un méme cote du point donnd. 186
SRTHODE DES FIGERES SRMBLABLEN
Exemples.
1. Construire un Wiangie, connaissant A, B,G, dpow ne. o .. 187
2. Construire un triangle, connaissant les trols hauteurs. 88
3. Construive un triangle scmblable & un triangle donné, et dont
les sommets solent situés sur lrois corcles concentriques donnés. 188
PRouisils bl GEOMETRIE PLANE.
CONSTHUGTION DR TRIANGLES.
Problémes.
i, 0n connait 2p A B, L84
1. On connait a,A,b —{— c. 190
(L. On connait A, et 2p. Deuw solulions. 191
IV. On connait ,l et d. Trois solutions. 192
V. Op connait Ak et b - ¢,b — e,bc vu - . 194
C
. . . b
Vi On conmadt B -— Gloel o -4 ¢, — ¢,bc ou - . 191
-
VII. On connalt «,.\ et bc. Deus solulions. 196
b — -
V1. On connait ¢, A et —-7—-— . Sululion de Fermal. 193
)
1X. On connait «, A et o — ¢ -+ . Probiéme prepesé par Fer-
. A (U
mat ¢ Pascal. C e e e . 199
: . b+ ¢ i
X. On connait ¢, A ¢t _/t— oub-Fe—hoooooo oo 201
NI. On connait ¢,h et B — C. (Coneours). Stz solwlivns. 202
X1i. On connait B — G be et L. Deux solutions. 206
XI11L. On connait A, ¢ -~ b ot a4 - ¢ Trois solulions. 208
CONSTRUGTION DE QUADRILATERES.
Problémes.
I On connalt les quatre cotés et la droite qui joinL les milieux de
deux cotés opposds. . . .21l
IL. On connait les quatre (,Ot(:‘b u; la dwlte (qui JOlllL l(,s nuhoux
des diagonales. . . . . . e cee e 2
111 On connait les qualre colés ot on sait que lo quadmlatuu est
mseriptible. . .. . L, . - 1)
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coté opposé en grandeur ct direction, et on sait que 'une des
extrémités de ce dernier coté est sur une droite connue. . .
V. Les trois premiéres conditions de I'énoncé précédent sont
satisfaites, et on sait de plus que le point d'intersection des
diagonales est situé sur une droite connue .

D Y

Problémes sur les cercles.

I. Etant donnés un cercle et deux tangentes, mener une troi-
siéme tangente qui satisfasse & I'une des conditions suivantes :
la longueur de la troisiéme tangente est donnée, ou bien on
connait la somme, la différence, le produit ou le quotient des
segments compris entre la troisiéme tangente et le point de
rencontre des deux autres. . . . . . C

I1. Inscrire dans un cercle donné un tr mn()le dont 1€b cotes pas—
sent par trois points donnés. . . . . Ce e .

{1I. Ingcrire dans un cercle donmé un p013 gone tlont les cotes
passent par des points donmés. . . . . ... L

IV. Etant donnés deux points A et B, trouver sur la droite qui
passe par ces deux points un point G, tel que sa distance aun
point A soit moyenne proportiounelle entre sa distance au
point B et une droite donnée M. .

V. Litant donnés sur un cercle dou\ p()mts et une CUldL on pro-
pose de trouver sur le cercle un troisiéme point, tel que si
on le joint aux deux autres par des droiles, les segmeits com-
pris entre le milien de la corde et ses points de rencontre
avec les deux droites soient égaux entreux. Quatre solu-
fons. . . . .. .. ..+ ...

VI. Tracer deux cercles, dont les myonb alent un rapport donm
et qui soient tangents extérieurement, tandis qu’ils touchent,
eux-mémes, en des points donnés, deux droites fixes. Deux
solutions. . . . . . . . . e

VIL Déterminer un wu,lc Ld.ll“bllL 4 Lrois bblCl(‘b donne

Problémes de géométrie dans l'espace.

L. Etant donné un triangle, trouver hors de son plan un poiu,
tel que de ce point on voie les lrois colés sous des angles
droits. . . .. .. . .o

1. Etant donnée unep\rdmldequadranﬂulalre donl,la ])dbb LSL ul
parallélogramme, on propose de la partager en deux parties
équivalentes par un plan mené par un des cotés de sa base. .

I11. Couper un prisme triangulaire par un plan de maniére que
la section soit un triangle semblable & un triangle donné,
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Pages,
CHAPITRE IV. — DES MAXIMA ET MINIMA EN GEOMETRIE,

PREMILERE METHODE, — DPAR LA DISCUSSION D'UN PROBLEME DETERMINE,

Exemples.
1. Trouver sur un arc de cercle un point, tel que la somme de
ses distances aux extrémités de Varc soit maximum. . . . . . 240
9. Trouver sur unc droite ou sur un cercle donnés un point,
tel que, de ce point, on voie une droite qui joint deux points
fixes sous un angle maximum ou minimum. . . . ... ... 241
3. Par 'un des points d’intersection de deux cercles, mener une
sécante telle que le produit des cordes interceptées dans les
dnu\ cercles soit maximum. .. . ... ce e e . U3
. Inscrire dans un cercle donné un tr1an 19 1socele tel que la
somme ou la différence de la base et de la, hauteur soit maxi-
UL, « o b v e e v et e e e e e e . U4

DEUXIEME METHODE. — DPAR SUBSTITUTIONS SUCCESSIVES.
Exemples.

1. Etant donnés un angle droit ABE et un point A sur 'un de

ses cOtés, mener par ce point deux droites AG et AD, telles

que le rapport de BC & AD soit donné. . . . .. T
2. Xitant donnés un cercle OA, deux tangentes paralleles AE et

BD, et un point ( sur lo diameétre AB; une tangente mobile

ED coupe les deux premiéres en T el D: on demande quel

est Pangle minimum sous lequel, du point ¢, on peut voir la

tangente mobile. Deux solilions. . . . . 2 V]
3. Trouver 'angle maximum de deux dmmetre conjugués dans
l’elhpso Deux solutions. . . . . Ce c e 20

. Un triangle rectangle dont le p('umotro est donne exécute
une révolution compléte autour de son hypothénuse, on de-

mande le maximum du volume engendré. . . . .. . oL 262
TROISIEME METHODE. -— PAR LA VARIATION SUGCESSIVE DES VARIABLER.

Exemples.

1. Parmi tous les triangles inscrits dans un cercle, quel est celui
dont la surface cst maximum? . . . . . ce e 253
2. Parmi tous les polygones dont le nombre dm c otés cst donne,
quel est celui qui a le plus grand pemmetre ou la plus grande

surface? . . . ... ... ... 204
3. Trouver un point, tel que la somme de ses distances aux trms
sommets d'un triangle soit maximum. . . . . . 204

4, Trouver, parmi tous les quadrilatéres convexes que 1’011 peuL
former avec trois cotés donnés, celui qui a la plus grande sur-
face. — Génédralisation. . . ., . . . . . . ... ... ..., 256
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Pages,
QUATRINME METHODE. — PAR RENVERSEMENT.
noneé du théoréme sur lequel repose la méthode. .. . . .. 2058
Exemples.

l. Parmi tous les triangles de méme surface, quel est celui au-
quel est circonserit le cercle minimum ? . . . . . . . . .. .. 254
2. Parmi tous les triangles rectangles qui, en tournant autour
de leur hypothénuse engendrent un volume donné, quel est
celui dont le périmotre est minimum ? .

GINQUIEME METHODE. — METHODE INFINITESIMALE.
Deux théorémes sur lesquels elle repose . . . . . . . . .. .. 239
Exemples.

1. Ltant donnés un angle et un point dans son intérieur, mener

par ce point unc droite, telle que le triangle qu’elle détermine

avec les deux cotés de Uangle <oit minimum. . . . . .. ... 2061
2. Trouver parmi tous les rectangles inserits dans un demi-cer-

cle, celui qui a le périmétre maximuin. . . . . . . . ... .. 201
3. Méme probleme que evemple (H)page 247, . . . ... .. . 200
4. Trouver parmi tous les cylindres que I'on peuL inscrire (lans

une spheére celui dont la surface totale est maximum. . . . . . 265

b. Litant données deux sphéves extéricures, Pune i Pautre, trou-
ver, sur la liene de leurs centres ef dans Tintervalle qui les
s¢pare, un point, tel que, si on le prend par sommet commun
de deux cones de révolution tangents aux spheéres, la sommae

des deux zones compriges dans lintérieur des deux cones soit
maximum . . . A i

). Problome de la ])01tc e e . L 264
Deux théoremes, Tun de Mae- L‘mnn ot lmtro Iamlowuo 27

SINIGME MEOTHODI FONDER SUTR 1 APPLICATION DRSS DEUX TAROREMES,

Exemples.
1. Alvéole des abeilles. 274
2. Probléme du chemin de fer, 215
3. Probléme sur la lumiére. N o
k. Trouver dans lintérieur d’un triangle un point, tol que la
somme des carrés de ses distances auy trois cotés soit mini-
MUM . v o oo o e e e e 28
SEPTIEME METHODE. — PAR LA SYNTHESE.
1. Méme probleme que dans 'exemple précédent. . . . . . . .. 279

e

. Par un point D pris dans Pintérieur d’'un angle G, on waone
me droite AB. telle que si Pon ahaisze, du sommet de Pangle,
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une perpendiculaire Gl sur cette droite, le segment EB soit
ézal & AD : il faut démontrer que la droite AB est la plus pe-
tite de toutes celles qui passent par le point 1. ..
. Etant donnés deux droites et un point sur la premiére, trou-
ver sur la seconde un point, tel que, de ce point, on voie sous
un angle donné unsegment minimum, compté sur la premieére
droite & partir du point donné

NIV

CHAPITRE V. — Dxzs VAXIMA ET MINIMA DANS LA
DIRATISSION DES PROBLEMES

Exemples.

1. Méme probleme que Uexemple 5 (page 267) . . . . . . -
. On donne deux paralltles A et GD coupées par une transver-
sale indéfinic LM, et un point fixe G sur 'une des paralléles;
on propose (e mener par ce point une seconde transversale,
telle que la somme des deux triangles FIH et EIG soit égale
a une surface donnée. L L L Lo

(R3]

NOTES &Il LA CORRESPONDANCE ENTRE LA GEOMETRIL
T T ALGLBRE.

Note I. Sur certaines identités qui peuvent étre emplovées dans
les questions de mazima et minvma. . . . .. ..., L.

Note II. Sar la détermination des maxima et minima par la tri-
QONOMEtIIe. . . . v v v

Note III. Sur 'importance ot linterprétaiion géométrique de
Péquation. . . . . . . . Lo

asnx -+ beosre =)

Note IV, Sur la résolution d’un systéme d’ equations, A laide de
la géométrie. . . . . . .

Note V. Sur la discussion dec 1)1‘0]»10mo~ de Oeometrle par P dl”&‘b[‘f‘

FIN DI T.A TABLE.

Versailles, — Imp. de CréTé ef Dorms.
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ERRATA.

Pages. lignes.
3 13 en descendant, ADF lisez : AEF.
4 5 en montant, ABC lisez : ABD.
6 9 id. LHN lisez: LMN.
1 14 en descendant. (127) lsez: (125).
Id. 6 en monlant, a—c lisez: b—c.
CA ;. . CA
13 12 en descendant, DA lisez : B’
2% 7 id. ED — R2—r? lises : ED = P‘;?” 2
N 2 en montant, ;}l—/ lisez : %
33 2 en descendant, II% lisez : 11—;‘—’
44 Q  en montant, dC  lisez : oC -
W 4 id. G lisez: dG -
47 2 1d. SC lisez: SB.
49 11 id. AMB lisez: SAMB1
I 4 en descendant, BFC lisez . FC.
Id. 5 ud. I lisez: D.
T2 QhetT 1d. lisez : m,0m,4c082a.
Id. 1 en montant, OD lsez: OB.
Id. 14 id. OF lisez: DF.
73 2, 4 et 6 en descendant, OD lisez : OB.
90 14 en montant, -1- lisez : ;71
90 13 id. lisez : les differents termes.
93 12 en descendint, EG,AB et B [lisez: égales et paralldles
a Sk,
2 —_—2
99 T en monlant, +CG + AD XCG lsez: — CG — AD X CG.
102 12 d. dans lesquels lisez: en remarquant que
103 10  en descendant, MC,AD,BF lisez: MA MB,MC
104 13 en descendant, LB lisez: LD.
109 6 id. EAB lisez: EAP.
111 4 id. P lisez: 1.
112 1 1d. OK lisez: PK.
118 1 id. BAE [lisez: BIE.
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328 FRRATA.
Pages. lignes, i
18 8et9 id. = lisez: T
121 13 en monlant,  d'un méme plan lisez : de deux plans pa-
ralléles.
126 17  en descendant, AC et BD lisez: EC et ED.
134 6 id. AEBG lisez: AEBH.
135 1 en montant, CD lisez: CM.
149 15 id. BS lisez: RS.
197 12 id. AH W 2R lisez: AB Y AC.
08 12 id. A% lisez: 20
214 15 id. somme lisez: demi-somme.
222 14  en descendant, EF lisez: MF.
223 7 en descendant, B lisez: A.
223 15  en monlant, ajoutez : décrivez un cercle sur A F comme
diamétre.
234 8 id. SM  lisez: DM. ‘
236 9 en montani, lisez : donc en ajoutant, membrs & membre,
les équations (1) et (2).
239 2 en montant, P lisez: M.
%9 7 id. % lisez : %.g
250 9,10, en montant, supprimez ces deux lignes.
%2 12 en descendant, le point B/ [lisez: a la limite, le point B’.
26 13 id. OBI lisez: OBl(.
269 14 en montant, d—r lisez: d—r/.
291 3 en descendant, (fig. 192) lisez: (fig. 172).
299 1 et 3 en montant, supprimez p au-dessous du produit des tang
302 15 en montant, lisez :  plus petite ou plus grande.
304 6 en montant,  petites lisez: grandes.
M. 10 id. d lises : er3
ERRATA POUR LES FIGURES.
(Fig. 8;. Remplacez H par N et metiez H sur KM.
(Fig. 40). Echangez les lettres A et D.
(Fig. 43). Remplacez E par G sur le prolongement de FI.
‘Fig. 50). Echangez les lettres G et C.
(Fig. 83). Remplacez L,D,E,M,Q,P, respectivement, par P,E,M,Q,S,R.
(Fig. 85). Echangez les lettres ¥ et Fy.

Nota. — Les nuiméros de renvor cités dans le texte dowent étre dimi-
nués de lrots unités lorsqu’ils sont supérieurs & 117.
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	Le pôle d'une droite relativement à une droite est un point situé à l'infini sur cette droite


	Chapitre IV. — Axes radicaux
	Théorèmes
	I. Le lieu des points d'égale puissance par rapport à deux cercles situés dans le même plan est une droite perpendiculaire à la ligne des centres
	II. Lorsque trois cercles sont situés dans un même plan et que leurs centres ne sont pas en ligne droite, les axes radicaux des cercles, pris deux à deux, se coupent en un même point

	Détermination de l'axe radical de deux cercles
	Axe radical, quand l'un des cercles ou tous deux sont remplacés par des points et des droites
	L'axe radical d'un point et d'un cercle est à égale distance du point et de sa polaire par rapport au cercle
	L'axe radical d'une droite et d'un cercle ou d'un point est la droite elle-même
	Deux droites n'ont pas d'axe radical


	Chapitre V. — Figures homothétiques
	Théorèmes
	I. Si les rayons vecteurs menés de deux points quelconques aux différents points de deux figures pris, deux à deux, sont parallèles et proportionnels, etc.
	II. Deux figures homothétiques à une troisième sont homothétiques entr'elles
	III. Quand trois figures sont homothétiques, deux à deux, les trois centres d'homothétie sont en ligne droite

	Des cercles considérés comme figures homothétiques
	Théorèmes
	I. Si par l'un des centres de similitude de deux cercles, on mène deux transversales quelconques, les cordes qui joignent les points homologues sont parallèles
	II. Si, par l'un des centres de similitude de deux cercles, on mène une transversale quelconque, le produit des distances de ce point à deux points anti-homologues est constant
	III. Si, par l'un des centres de similitude de deux cercles, on mène deux transversales quelconques, puis deux cordes qui joignent des points anti-homologues. Les extrémités de ces cordes sont sur une même circonférence, et leur point d'intersection appartient à l'axe radical des deux cercles


	Centres de similitude quand l'un des cercles ou tous deux sont remplacés par des points ou des droites
	Les centres de similitude d'un cercle et d'un point se confondent avec le point
	Deux points n'ont pas de centres de similitude
	Les centres de similitude d'un cercle et d'une droite sont les extrémités de diamètre perpendiculaire à la droite
	Les centres de similitude d'un point et d'une droite se confondent avec le point
	Deux droites ont une infinité de centres de similitude, dont le lieu se compose des deux droites elles-mêmes, et de la droite de l'infini

	Système de trois cercles situés dans un même plan
	Théorèmes
	Les trois centres de similitude directe des deux cercles sont en ligne droite, et il en est de même de deux centres de similitude inverse et d'un centre de similitude directe



	Chapitre VI. — Figures inverses ou réciproques
	Théorèmes
	I. Le rapport de la distance de deux points d'une figure à celle de leurs correspondants dans une figure réciproque est égal à la puissance divisée par le produit des distances de l'origine aux deux points de la seconde figure
	II. Les tangentes, en des points correspondants de deux figures réciproques, font des angles supplémentaires avec le rayon vecteur qui joint ces deux points
	III. Lorsque deux lignes se coupent, leurs réciproques se coupent aussi, et, aux deux points d'intersection correspondants, l'angle des deux premières lignes est égal à l'angle des deux autres

	Théorèmes particuliers à la droite et au cercle
	I. La figure réciproque d'une droite est une circonférence passant par l'origine
	II. Lorsque l'origine est prise sur une circonférence, la ligne réciproque de cette dernière ligne est une droite perpendiculaire au diamètre de l'origine
	III. La figure réciproque d'une circonférence, lorsque l'origine n'est pas prise sur cette ligne, est une circonférence
	Emploi des figures réciproques dans les recherches géométriques


	Chapitre VII. — Propriétés projectives des figures. — Projection orthogonale
	Enoncés de quelques théorèmes très-simples. — Propriétés de l'ellipse déduites de propriétés analogues dans le cercle
	Figures correspondantes dans un même plan
	Applications
	1. La somme des carrés de deux diamètres conjugués de l'ellipse est constante
	2. Le parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués d'une ellipse est constant


	Perspective ou projection conique
	Enoncés de quelques théorèmes connus, et propriétés des trois coniques déduites de propriétés du cercle
	Théorèmes
	I. Si l'intersection d'une sphère et d'un cône est composée de deux courbes, et que la courbe d'entrée soit un cercle, il en est de même de la courbe de sortie
	II. Quand deux cercles sont situés sur une même sphère, on peut en général, déterminer deux cônes sur lesquels les deux cercles sont situés à la fois
	III. La projection orthogonale d'une section plane d'un cône de révolution, sur un plan perpendiculaire à son axe et passant par son sommet, est une conique, dont ce sommet est un foyer, et l'intersection des deux plans, la directrice correspondante



	Chapitre VIII. — Centres des moyennes distances et des distances proportionnelles
	Théorèmes
	I. Étant donnés n points dans un plan, on joint deux des points par une droite dont on prend le milieu, on joint ce dernier point à un troisième point donné etc
	II. n points étant situés d'une manière quelconque dans un plan, la somme des carrés de leurs distances à un point du plan est égale à
	III. n points étant donnés et n nombres correspondants, on mène la droite qui joint deux des points etc.
	IV. Étant donnés n points et n nombres correspondants, positifs ou négatifs, si on multiplie, par les nombres donnés, les carrés des distances des points donnés et qu'on fasse la somme de ces produits, etc.



	Deuxième partie. Des méthodes en géométrie et application de ces méthodes à des exemples choisis
	Chapitre I. Des théorèmes — Méthodes à suivre pour les démontrer
	Exemples
	1. Par le point A, pris sur le diamètre FG d'un cercle OF ou sur son prolongement, on mène une perpendiculaire DE à ce diamètre, puis, par le même point, une sécante ABC qui coupe la circonférence en B et C : si par ces deux points on mène les tangentes CD et BD à cette ligne, et qu'on les prolonge jusqu'à leur rencontre en D et E avec la droite DE, les deux segments AD et AE sont égaux
	2. On donne un cercle OA, deux tangentes à ce cercle AD et BC, menées aux extrémités d'un diamètre AB et un point E sur cette dernière droite : F étant un point quelconque du cercle, si l'on mène EF, puis DC perpendiculaire à cette droite, le produit des segments AD et BC, interceptés par la droite mobile sur les deux tangentes, est un nombre constant. — Porisme, Euclide-Chasles
	3. Si, d'un point pris sur la circonférence circonscrite à un triangle, on mène des droites, respectivement, perpendiculaires aux trois côtés ; les pieds des trois perpendiculaires sont en ligne droite
	4. Étant donné un triangle équilatéral, si l'on mène trois droites de ses sommets à un point quelconque du cercle circonscrit, l'une des droites est égale à la somme des deux autres

	Théorèmes
	I. La droite qui joint les pieds des trois perpendiculaires dans l'exemple précédent est à égale distance du point donné et du point d'intersection des hauteurs du triangle donné
	II. Si sur les trois côtés d'un triangle ABC, on construit trois triangles équilatéraux extérieurs BCD,ACE,BAF, et qu'on mène les droites AD,BE et CF : ces trois droites seront égales, se couperont en un même point, et feront, entr'elles, en tournant dans un certain sens, un même angle de 120°
	III. Etant donnés une circonférence O, deux points A et B et une corde CD de cette ligne, on tire la droite AB, et on la prolonge jusqu'à sa rencontre en E avec la corde CD ; puis, par le point E, on mène la tangente EF au cercle, on joint le point F au milieu I de la corde etc.
	IV. Les milieux des côtés d'un triangle, les pieds des trois hauteurs, et les milieux des distances du point d'intersection de ces droites aux trois sommets sont sur un même cercle
	V. Etant donnés une circonférence O et un point P dans son plan, par ce point on mène deux sécantes quelconques PAA' et PBB' ; par les trois points P,A,B on fait passer un cercle, de même par les trois points P',A',B' etc. (Concours)
	VI. Si, par les trois sommets d'un triangle ABC, on mène des droites faisant, dans un même sens de rotation, des angles de 60° avec les côtés opposés : ces droites forment par leur intersection un triangle égal au premier
	VII. Etant donnés deux droites, un point sur la première, et un point hors de l'angle de ces droites, on pourra déterminer un angle, un rapport et un point sur la seconde etc. — Porisme, Euclide-Chasles
	VIII. Etant donnés un triangle isocèle AFG, et un cercle qui a son centre sur le milieu de la base FG et qui touche les deux côtés AF et AG ; si une tangente quelconque au cercle coupe ces deux côtés en B et GC, le produit des segments BF et CG est constant. — Porisme, Euclide-Chasles
	IX. Etant donnés deux points A et B sur un cercle O, et une corde DG de ce cercle, si on joint un point C quelconque de l'axe DCG aux deux points fixes, par les droites AC et BG qui coupent la corde en E et F ; le rapport DE x FG / EF est constant. — Porisme, Euclide-Chasles
	X. Un angle de grandeur donnée se meut, de manière qu'un de ses côtés passe par un point fixe, et que son sommet glisse sur une circonférence ; son deuxième côté rencontre cette ligne en un deuxième point par lequel on mène une droite faisant avec ce côté un angle égal à l'angle mobile, mais dans un sens contraire : cette droite passe par un point donné. —Porisme, Euclide-Chasles
	XI. Etant donné un quadrilatère ABCD inscrit dans un cercle ; par le point d'intersection E des diagonales, on mène la corde IH qui est partagée en deux parties égales en ce point : Il faut démontrer que le point E est aussi le milieu du segment FG compris entre les côtés opposés AB et CD du quadrilatère

	Théorèmes de géométrie dans l'espace
	I. Si deux tétraèdres ont leurs sommets, deux à deux, sur des droites qui se coupent en un même point, les faces opposées se rencontrent suivant quatre droites situées dans un même plan (Concours)
	II. Etant donnés deux angles trièdres égaux ayant un sommet commun, il existe toujours une droite passant par ce point, telle que, si on fait tourner autour de cette droite l'un des trièdres, il viendra coïncider avec l'autre (Concours)
	III. On peut construire une infinité de tétraèdres à arêtes opposées, orthogonales, et ces tétraèdres jouissent de plusieurs propriétés remarquables : Leurs quatre hauteurs se coupent en un même point, etc., (Concours)
	IV. Etant donné un tétraèdre, d'un point quelconque de l'espace on abaisse des perpendiculaires sur ses quatre faces : on demande de trouver la relative qui existe entre ces droites et les hauteurs du tétraèdre (Concours)
	Discussion de la formule trouvée : sphères inscrites et ex-inscrites du premier et du second genre

	V. Etant donné un tétraèdre SABCD dont la base est ABC, on construit sur les trois faces latérales, comme bases, trois prismes triangulaires etc. (Concours)

	Evaluation de quelques volumes
	Théorèmes
	I. Le volume d'un tronc de pyramide triangulaire est équivalent à la différence entre le volume d'un prisme qui a pour hauteur, la hauteur du tronc, et, pour base, la demi-somme de ses bases, etc.
	II. Le volume d'un tronc de prisme triangulaire du second genre peut s'évaluer au moyen de l'une des bases, et des perpendiculaires abaissées sur cette base, des sommets de l'autre
	III. Le volume, qui est engendré par un triangle exécutant une révolution complète autour d'un axe situé dans son plan etc.
	IV. D'un point B pris hors d'un cercle OC, on mène les deux tangentes BA et BC et le rayon de contact OC de l'une d'elles : si on suppose que la figure exécute une révolution complète autour de OC, le triangle mixtiligne forme par les deux tangentes et l'arc qu'ils interceptent, etc.
	V. Un cône de révolution étant circonscrit à deux sphères tangentes extérieurement, le volume compris entre les trois surfaces est la moitié du volume compris entre la surface du cône et la sphère qui passe par les cercles de contact du cône et des deux sphères données


	Application des théories générales à la démonstration de quelques théorèmes
	Théorèmes
	I. Si d'un point d'une circonférence circonscrite à un triangle, on abaisse des perpendiculaires sur les trois côtés, les pieds sont en ligne droite
	II. Étant donné un triangle ABC, si l'on joint par des droites les milieux D,E,F de ses côtés, et que, par les sommets du triangle ainsi obtenu, on mène des tangentes au cercle inscrit dans le triangle ABC ; les trois points I,L,M, où ces tangentes rencontrent les côtés du triangle DEF, seront en ligne droite (Concours)
	III. Dans un quadrilatère complet, les circonférences, décrites sur les trois diagonales comme diamètres, ont même axe radical, etc.
	IV. Si dans un pentagone on enlève successivement chacun des côtés, et qu'on prolonge, jusqu'à leur rencontre, les deux côtés adjacents, on forme ainsi cinq quadrilatères dans lesquels les droites qui joignent les milieux des diagonales se coupent en un même point
	V. Si un angle constant BAC tourne autour d'un point fixe A, et que ses côtés prolongés rencontrent une droite donnée LM en deux points B et C ; le cercle circonscrit au triangle ABC sera toujours tangent à un cercle fixe. Deux démonstrations
	VI. Même énoncé qu'à la page 69. Trois démonstrations
	VII. Etant donnés deux cercles O et C qui ne se touchent pas, de chaque point M de l'un des cercles C, on mène deux droites aux centres de similitude S et T des deux cercles; ces droites rencontrant le second cercle en quatre points, etc., (Concours). Sept démonstrations dont six par M. Chasles

	Théorèmes sur la perspective
	I. La projection stéréographique d'un cercle tracé sur une sphère est, elle-même, un cercle, et le centre de cette projection est la projection du sommet du cône circonscrit à la sphère suivant le cercle donné
	II. L'angle de deux courbes tracées sur une sphère est égal à l'angle de leurs projections stéréographiques
	III. Étant tracés deux cercles sur une sphère, si, par l'un des sommets des deux cônes qui contiennent les deux cercles, on fait passer un plan quelconque, ce plan coupera les deux cercles sous un même angle
	IV. Les six sommets des cônes qu'on peut faire passer par trois cercles d'une sphère pris, deux à deux, sont, trois à trois, sur quatre droites situées dans un même plan



	Chapitre II. — Des lieux géométriques. — Méthodes et exemples. — Lieux plans
	Énoncés des lieux plans auxquels conduisent immédiatement les théorèmes élémentaires de géométrie plane, et quelques-uns de ceux qui ont été démontrés dans cet ouvrage
	Méthodes pour la recherche des lieux géométriques. — Lieux géométriques. — Plans
	I. Étant donnés un triangle ABC, et deux points D et E sur l'un des côtés BG, on mène FG parallèle à BG, et on tire les droites DG-,EF, on demande le lieu de leur point de rencontre M. — Porisme, Euclide-Chasles
	II. Étant donnés deux droites parallèles AB et CD et trois points fixes E,F,G, en ligne droite ; si, autour du point G, on fait tourner une transversale qui rencontre les deux parallèles en I et K, et qu'on mène les droites EK,FI, le lieu du point M, intersection de ces deux droites, est une parallèle aux droites données
	III. Dans un triangle un côté est donné de grandeur et de position, et l'angle opposé est constant, on demande les lieux suivants : des centres de gravité des triangles, etc
	IV. Dans un triangle ABC l'angle A est donné de grandeur et de position, et le périmètre est constant ; du sommet B, on abaisse une perpendiculaire BM sur la bissectrice CO de l'angle extérieur ВСЕ : on demande le lieu du point M
	V. Étant donnés un cercle dont le centre est О et une corde AB, de ce cercle, par un point C pris sur le prolongement de la corde, on mène une tangente CG au cercle et la bissectrice CM de l'angle ACG formé par la corde et la tangente, puis du centre О on abaisse une perpendiculaire OM sur CM : quel est le lieu du point M ?
	VI. Lieu des points où se coupent les diagonales des rectangles inscrits dans un triangle
	VII. Par un point pris dans le plan d'un cercle, on mène une sécante et, par les points de rencontre, les tangentes ; les trois droites forment un triangle, on demande le lieu des points de rencontre des hauteurs
	VIII. Étant donnés deux droites parallèles PQ et RS et un point A sur la première, par ce point on mène une droite quelconque AB, etc.
	IX. Un triangle qui reste semblable à lui-même tourne autour de l'un de ses sommets, tandis qu'un autre parcourt une droite fixe ; on demande le lieu du troisième sommet
	X. Étant donnés un point A et une droite fixe XY, par le point A, on mène une droite AB qui rencontre XY en B et une autre droite AC faisant avec la première un angle donné ; on détermine sur cette dernière droite un point C par la condition que le produit AB X AC soit égal au carré d'une longueur constante m : on demande le lieu du point C
	XI. Étant données deux circonférences tangentes extérieurement, par leur point de contact A, on mène deux cordes qui soient entr'elles dans le rapport de deux droites données, etc. (Concours)
	XII. Étant donnés deux points A et B, deux nombres correspondants m en n, on demande de trouver le lieu des points M tels que si on multiplie les carrés de leurs distances aux deux points A et B par les nombres m et n, et qu'on fasse la somme, cette somme soit constante
	XIII. Si un point mobile est tel, qu'on obtient une somme constante, en ajoutant, entr'eux, les carrés de ses distances à des points fixes, multipliés, respectivement, par des nombres positifs ou négatifs ; le lieu du point mobile est un cercle dont le centre est le centre des distances proportionnelles
	XIV. Si, dans l'énoncé précédent, on suppose nulle la somme des multiplicateurs donnés, le lieu est une droite
	XV. Etant données une circonférence et une droite, on demande de trouver le lieu des points, tels que si, de l'un d'eux, on mène une tangente au cercle et une perpendiculaire sur la droite, le rapport du carré de la tangente à la longueur de la perpendiculaire soit un nombre constant
	XVI. Etant données deux droites qui se coupent, trouver le lieu des points, tels que si l'on abaisse, de l'un d'eux, des perpendiculaires sur les deux droites, et qu'on multiplie ces perpendiculaires par des nombres donnés, la somme soit égale à une longueur donnée
	XVII. Etant données des droites en nombre quelconque, d'un point du plan, on abaisse des perpendiculaires sur toutes les droites, on les multiplie par des nombres donnés, puis on fait la somme de tous les produits : on demande le lieu des points par lesquels cette somme est constante
	XVIII. Etant donnés deux droites indéfinies PQ,RS et deux points A et B sur ces droites, une droite mobile CD, qui les rencontre en C et D, détermine sur elles deux segments AC et BD dont le rapport est constant : on demande le lieu du point M, tel que le rapport de CM à MD soit donné
	XIX. Etant donnés un angle BAC et un point O hors de l'angle, on fait tourner, autour de ce point, un angle BOC qui est égal à l'angle donné, et dont les côtés rencontrent ceux du premier angle en B et C ; on mène la droite BC, et on demande le lieu du point M qui partage cette droite dans un rapport donné
	XX. De tous les points d'une droite, on abaisse des perpendiculaires sur trois autres droites, on construit le triangle dont les trois sommets sont les pieds de ces perpendiculaires ; quel est le lieu des centres de gravité des triangles ? Porisme, Euclide-Chasles
	XXI. Un triangle isocèle BCM, dont les angles à la base B et C sont constants, se déforme sous la condition que les sommets B et C se meuvent sur un cercle donné, tandis que l'un des côtés égaux tourne autour d'un point fixe : quel est le lieu du sommet A ?
	XXII. Un polygone d'un nombre impair de côtés, dont tous les angles, excepté un seul, égaux et donnés, ont leurs sommets sur un cercle fixe, se déforme sous la condition que l'un des côtés de l'angle qui fait exception, tourne autour d'un point fixe: quel est le lieu du sommet libre ?
	XXIII. Deux cercles mobiles touchent deux cercles qui se coupent, et sont eux-mêmes tangents extérieurement : quel est le lieu de leur point de contact ?
	XXIV. Étant donnés un cercle O et un point P : par ce point on mène deux sécantes PAB, PB'A', et on circonscrit deux cercles aux triangles PA'B'PBA: quel est le lieu de leur point d'intersection M? (Concours)
	XXV. Trouver le lieu des points tels que les polaires de chacun d'eux, par rapport à trois cercles donnés, se coupent en un même point
	XXVI. Lieu des centres des cercles qui coupent un cercle et deux droites données, sous des angles égaux
	XXVII. Lieu des centres des cercles qui coupent trois cercles donnés sous des angles égaux. — Deux solutions
	XXVIII. Lieu des centres des cercles qui coupent sous un même angle, deux cercles et une droite donnés
	XXIX. Si tous les côtés d'un polygone, variable déforme, tournent autour de points fixes, en ligne droite, et que tous les sommets, excepté un, se meuvent sur des droites fixes, le sommet resté libre décrira une ligne droite
	XXX. On donne un losange OABC que la diagonale AB partage en deux triangles équilatéraux ; par le sommet C, on mène une transversale DE qui rencontre les prolongements de OA et OB en E et D : puis on tire les droites AD et BE : quel est le lieu des points de rencontre M de ces droites. (Concours)

	Lieux dans l'espace
	Lieux déduits des théorèmes élémentaires de géométrie dans l'espace ou des théorèmes démontrés dans cet ouvrage
	Lieux
	I. Le lieu des milieux d'une droite, de longueur constante, et dont les extrémités s'appuient sur deux droites orthogonales, non situées dans le même plan, est une circonférence dont le plan est parallèle aux deux droites
	II. Dans l'énoncé du théorème XVIII, page 149, supposez que PQ et RS ne sont pas dans un même plan, vous aurez le nouvel énoncé
	III. Etant donné un quadrilatère plan, on construit une pyramide quadrangulaire qui a ce quadrilatère pour base, et qui satisfait à cette condition qu'elle puisse être coupée par un plan suivant un rectangle ; on demande le lieu du sommet
	IV. Si un point mobile est tel, qu'on obtient une somme constante, en ajoutant entr'eux, les carrés de ses distances à des points fixes, multipliés, respectivement, par des nombres positifs ou négatifs : le lieu du point mobile est une sphère ou un plan, suivant que la somme des multiplicateurs est nulle ou ne l'est pas
	V. Trouver le lieu des points tels que, si, de ces points, on abaisse des perpendiculaires sur des plans fixes, et qu'on multiplie ces perpendiculaires par des nombres donnés, la somme des produits soit constante
	VI. Si, par une droite donnée on mène différents plans qui coupent une sphère, et qu'on détermine les sommets des cônes circonscrits à la sphère suivant les cercles de section, le lieu est une droite
	VII. Lorsqu'une sphère variable touche constamment, de la même manière, trois sphères fixes, le lieu des points de contact sur ces dernières sphères est un cercle



	Chapitre III. — Résolution des Problèmes. — Méthode
	Distinction des problèmes en deux genres
	Méthode des lieux géométriques — En quoi elle consiste
	Exemples
	Nota. — Dans tout ce qui va suivre — les côtés d'un triangle seront représentés par a,b,c, les angles opposés par A,B,C, le périmètre par 2p, la surface par m2, la hauteur, la médiane, la bissectrice qui correspondent au côté a par h,l,d
	1. Construire un triangle, connaissant a,h et A
	2. Décrire un cercle tangent à un cercle et à une droite donnés, en un point donné sur la droite
	3. Construire un triangle, connaissant c, C et a/b. Trois solutions
	4. Etant donnés deux cercles, trouver, sur l'un d'eux, un point tel que la tangente, menée de ce point à l'autre cercle, ait une longueur donnée

	Emploi du point auxiliaire. — Exemples
	1. Mener une tangente à un cercle donné, par un point extérieur
	2. Mener une tangente commune à deux cercles
	3. Tracer un cercle passant par un point donné et tangent à deux droites qui se coupent
	4. Par un des points d'intersection de deux cercles, mener une droite, telle que la somme des deux cordes soit égale à une longueur donnée, les deux points de rencontre étant de part et d'autre du point donné
	5. Construire un triangle, connaissant A, h et le produit des segments que h détermine sur a


	Méthodes particulières
	Méthodes des substitutions successives
	Exemples
	1. Décrire un cercle tangent à deux droites et à un cercle donnés
	2. Partager un trapèze dans un rapport donné par une parallèle aux bases


	Méthode par renversement
	Exemples
	1. Etant donnés un cercle et deux droites passant par son centre, mener une tangente au cercle, telle que la partie interceptée entre les deux droites fixes soit égale à une longueur donnée
	2. Inscrire un triangle connu dans un autre donné en position et en grandeur
	3. Par un point pris sur la bissectrice d'un angle, mener une droite telle que la partie interceptée entre les côtés de l'angle soit égale à une longueur donnée


	Méthode des figures symétriques
	Exemples
	1. Etant donnés une droite et deux cercles, on demande de trouver sur la droite un point tel, que les tangentes, menées de ce point aux deux cercles, fassent avec la droite des angles égaux
	2. Construire un triangle, connaissant c,a + b, et sachant que le sommet C se trouve sur une droite connue de position
	3. Construire un triangle, connaissant c, A — B, et sachant que le sommet C se trouve sur une droite connue de position
	4. Par un des points d'intersection de deux cercles, mener une droite, telle que la somme des deux cordes interceptées soit égale à une longueur donnée, dans le cas où les deux points de rencontre sont d'un même côté du point donné


	Méthode des figures semblables
	Exemples
	1. Construire un triangle, connaissant A,B,C, 2p ou m
	2. Construire un triangle, connaissant les trois hauteurs
	3. Construire un triangle semblable à un triangle donné, et dont les sommets soient situés sur trois cercles concentriques donnés



	Problèmes de géométrie plane
	Construction des triangles
	Problèmes
	I. On connaît 2p, A, B, C
	II. On connaît a, A, b + c
	III. On connaît A, h et 2p. Deux solutions
	IV. On connaît h, l et d. Trois solutions
	V. On connaît A, h et b + c, b — c, bc ou b/c
	VI. On connaît B — C, h et b + c, b — c. bc ou b/c
	VII. On connaît a, A et bc. Deux solutions
	VIII. On connaît a, A et b-c/h. Solution de Fermat
	IX. On connaît a, A et b — c + h. Problème proposé par Fermat à Pascal
	X. On connaît a, A et b+c/h ou b + c + h
	XI. On connaît a, h et B — C. (Concours). Six solutions
	XII. On connaît B — C, bc et l. Deux solutions
	XIII. On connaît A, a + b et a + c Trois solutions


	Construction de quadrilatères
	Problèmes
	I. On connaît les quatre côtés et la droite qui joint les milieux de deux côtés opposés
	II. On connaît les quatre côtés et la droite qui joint les milieux des diagonales
	III. On connaît les quatre côtés et on sait que le quadrilatère est inscriptible
	IV. On connaît la surface, un côté en grandeur et position, le côté opposé en grandeur et direction, et on sait que l'une des extrémités de ce dernier côté est sur une droite connue
	V. Les trois premières conditions de l'énoncé précédent sont satisfaites, et on sait de plus que le point d'intersection des diagonales est situé sur une droite connue

	Problèmes sur les cercles
	I. Etant donnés un cercle et deux tangentes, mener une troisième tangente qui satisfasse à l'une des conditions suivantes : la longueur de la troisième tangente est donnée, ou bien on connaît la somme, la différence, le produit ou le quotient des segments compris entre la troisième tangente et le point de rencontre des deux autres
	II. Inscrire dans un cercle donné un triangle dont les côtés passent par trois points donnés
	III. Inscrire dans un cercle donné un polygone dont les côtés passent par des points donnés
	IV. Étant donnés deux points A et B, trouver sur la droite qui passe par ces deux points un point GC, tel que sa distance au point A soit moyenne proportionnelle entre sa distance au point B et une droite donnée M
	V. Étant donnés sur un cercle deux points et une corde, on propose de trouver sur le cercle un troisième point, tel que si on le joint aux deux autres par des droites, les segments compris entre le milieu de la corde et ses points de rencontre avec les deux droites soient égaux entr'eux. Quatre solutions
	VI. Tracer deux cercles, dont les rayons aient un rapport donné et qui soient tangents extérieurement, tandis qu'ils touchent, eux-mêmes, en des points donnés, deux droites fixes. Deux solutions
	VII. Déterminer un cercle tangent à trois cercles donnés

	Problèmes de géométrie dans l'espace
	I. Étant donné un triangle, trouver hors de son plan un point, tel que de ce point on voie les trois côtés sous des angles droits
	II. Étant donnée une pyramide quadrangulaire dont la base est un parallélogramme, on propose de la partager en deux parties équivalentes par un plan mené par un des côtés de sa base
	III. Couper un prisme triangulaire par un plan de manière que la section soit un triangle semblable à un triangle donné




	Chapitre IV. — Des maxima et minima en géométrie
	Première méthode. — Par la discussion d'un problème déterminé
	Exemples
	1. Trouver sur un arc de cercle un point, tel que la somme de ses distances aux extrémités de l'arc soit maximum
	2. Trouver sur une droite ou sur un cercle donnés un point, tel que, de ce point, on voie une droite qui joint deux points fixes sous un angle maximum ou minimum
	3. Par l'un des points d'intersection de deux cercles, mener une sécante telle que le produit des cordes interceptées dans les deux cercles soit maximum
	4. Inscrire dans un cercle donné un triangle isocèle, tel que la somme ou la différence de la base et de la hauteur soit maximum


	Deuxième méthode. — Par substitutions successives
	Exemples
	1. Étant donnés un angle droit ABE et un point A sur l'un de ses côtés, mener par ce point deux droites AC et AD, telles que le rapport de BC à AD soit donné
	2. Étant donnés un cercle OA, deux tangentes parallèles AE et BD, et un point C sur le diamètre AB ; une tangente mobile ED coupe les deux premières en E et D : on demande quel est l'angle minimum sous lequel, du point C, on peut voir la tangente mobile. Deux solutions
	3. Trouver l'angle maximum de deux diamètres conjugués clans l'ellipse. Deux solutions.
	4. Un triangle rectangle dont le périmètre est donné, exécute une révolution complète autour de son hypothénuse, on demande le maximum du volume engendré


	Troisième méthode. — Par la variation successive des variables
	Exemples
	1. Parmi tous les triangles inscrits dans un cercle, quel est celui dont la surface est maximum ?
	2. Parmi tous les polygones dont le nombre des côtés est donné, quel est celui qui a le plus grand périmètre ou la plus grande surface ?
	3. Trouver un point, tel que la somme de ses distances aux trois sommets d'un triangle soit maximum
	4. Trouver, parmi tous les quadrilatères convexes que l'on peut former avec trois côtés donnés, celui qui a la plus grande surface. — Généralisation


	Quatrième Méthode. — Par renversement
	Énoncé du théorème sur lequel repose la méthode
	Exemples
	1. Parmi tous les triangles de même surface, quel est celui auquel est circonscrit le cercle minimum
	2. Parmi tous les triangles rectangles qui, en tournant autour de leur hypothénuse engendrent un volume donné, quel est celui dont le périmètre est minimum ?


	Cinquième méthode. — Méthode infinitésimale
	Deux théorèmes sur lesquels elle repose
	Exemples
	1. Étant donnés un angle et un point dans son intérieur, mener par ce point une droite, telle que le triangle qu'elle détermine avec les deux côtés de l'angle soit minimum
	2. Trouver parmi tous les rectangles inscrits dans un demi-cercle, celui qui a le périmètre maximum
	3. Même problème que l'exemple (1) page 247
	4. Trouver parmi tous les cylindres que l'on peut inscrire dans une sphère celui dont la surface totale est maximum
	5. Etant données deux sphères extérieures, l'une à l'autre, trouver, sur la ligne de leurs centres et dans l'intervalle qui les sépare, un point, tel que, si on le prend par sommet commun de deux cônes de révolution tangents aux sphères, la somme des deux zones comprises dans l'intérieur des deux cônes soit maximum
	6. Problème de la boîte
	Deux théorèmes, l'un de Mac-Laurin et l'autre l'analogue


	Sixième méthode fondée sur inapplication des deux théorèmes
	Exemples
	1. Alvéole des abeilles
	2. Problème du chemin de fer
	3. Problème sur la lumière
	4. Trouver dans l'intérieur d'un triangle un point, tel que la somme des carrés de ses distances aux trois côtés soit minimum


	Septième méthode. — Par la synthèse
	1. Même problème que dans l'exemple précédent
	2. Par un point D pris dans l'intérieur d'un angle C, on mène une droite AB. telle que si l'on abaisse, du sommet de l'angle, une perpendiculaire CE sur cette droite, le segment EB soit égal à AD : il faut démontrer que la droite AB est la plus petite de toutes celles qui passent par le point D
	3. Etant donnés deux droites et un point sur la première, trouver sur la seconde un point, tel que, de ce point, on voie sous un angle donné un segment minimum, compté sur la première droite à partir du point donné


	CHAPITRE V. — Des maxima et minima dans la discussion des problèmes
	Exemples
	1. Même problème que l'exemple 5 (page 267)
	2. On donne deux parallèles AB et CD coupées par une transversale indéfinie LM, et un point fixe G sur l'une des parallèles ; on propose de mener par ce point une seconde transversale, telle que la somme des deux triangles FIH et EIG soit égale à une surface donnée

	Notes sur la correspondance entre la géométrie et l'algèbre
	Note I. Sur certaines identités qui peuvent être employées dans les questions de maxima et minima
	Note II. Sur la détermination des maxima et minima par la trigonométrie
	Note III. Sur l'importance et l'interprétation géométrique de l'équation
	asnx + bcosxc = O

	Note IV. Sur la résolution d'un système d'équations, à l'aide de la géométrie
	Note V. Sur la discussion des problèmes de géométrie par l'algèbre





