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PREMIERE THESE.

PHYSIQUE MATHEMATIQUE.

ETUDE SUR LA PROPAGATION DE LA CHALEUR

DANS

LES MILIEUX HOMOGENES.

INTRODUCTION.

Ce Mémoire a pour objet diverses questions générales relatives 2 la
théorie de la chaleur, et spécialement I’étude des surfaces isothermes
qui se produisent dans un milien homogene chauffé en un de ses points.

1.

Les quatre premiers paragraphes sont consacrés a I'établissement des
formules fondamentales. I’y considere un corps quelconque en repos,
ayant ses divers points & des températures différentes. J’admets comme
fait d’expérience le principe suivant : il passe par conductibilité, a
travers tout élément plan situé dans un eorps, un flux de chaleur, qui
dépend de la maniere dont la température est distribuée dans un tres-
petit espace autour de ’élément plan, et qui est nul lorsque cette tem-
pérature est constante. Ce principe, combiné avee celui de la continuité
des fonctions naturelles, permet d’obtenir, pour des différences suffi-
samment petites de température, 'expression des flux de chaleur. La
considération du tétraédre de Cauchy donne d’ailleurs tous les flux rela-
tifs & un méme point en fonction de trois d’entre eux, dits principaux.

L’expression des flux principaux contient les trois dérivées partielles
de la température par rapport aux coordonnées , v, z, et neuf coeffi-

I.
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cients distincts, dépendants de la nature du corps et de la maniere dont
il se trouve actuellement constitué. Trois de ces coefficients sont posi-
tifs, a cause de ce fait, que, si la température est constante sur chaque
surface d’une famille de plans paralleles, la chaleur traverse ces plans
en allant des plus chauds aux plus froids. Les six autres coefficients
peuvent étre quelconques : le §V montre qu’il existe un systeme d’axes
dans lequel ils sont deux & deux égaux et de signe contraire.

Les neuf coefficients se réduisent aux trois premiers quand le milieu
est homoédrique, c’est-a-dire lorsqu’il est symétrique par rapport a un
systeme d’axes rectangulaires, choisis pour axes des coordonnées. Tels
sont les milieux étudiés par M. Duhamel, dans son Mémoire inséré au
tome XIII du Journal de 'Ecole Polytechniqgue. M. Duhamel part du
principe suivant : toute molécule d’un corps envoie & une autre molé-
cule trés-voisine une quantité de chaleur proportionnelle au temps, 2
la différence tres-petite de leurs températures, et 4 une certaine fonc-
tion-facteur, variable avec la longucur et la direction de la droite qui
joint les deux points, mais la méme pour deux directions opposées. Il
admet en outre que le rayonnement particulaire s’étend & des distances
beaucoup plus grandes que celle de deux molécules adjacentes : ce qui
permet de faire la somme des quantités de chaleur qui traversent un
élément plan, comme si la matiere était continue. Les formules obtenues
contiennent neuf coefficients, dont les trois premiers sont positifs et
distincts, et dont les six autres sont égaux deux & deux. Si on adopte le
systeme d’axes, toujours existant, ol ces six derniers sont égaux deux
a deux et de signe contraire, ils ne pourront qu’étre nuls : ainsi le
milieu sera symétrique par rapport a ce systeme d’axes.

On peut étendre la méthode de M. Duhamel au cas de milieux quel-
conques. 1l suffit de généraliser son principe fondamental. Ce ne sera
pas en supposant que la fonction-facteur soit différente pour deux diree-
tions opposées, car cette hypothese ne me parait pas admissible, du
moins quand on assimile les molécules & des points matériels. Soient en
effet M et M’ deux molécules, u et «' leurs températures. Evidemment,
M’ perd la chaleur qu’elle cede & M, si, par exemple, sa température est
la plus élevée; en d’autres termes, les quantités de chaleur cédées a
chacune des molécules par I'autre sont égales et contraires. D’ailleurs
les deux exces &' — u et u — u’' sont aussi égaux et contraires. Donc la

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(5)
fonction-facteur devra étre la méme pour les deux directions opposées
qui vont de M vers M’ et de M’ vers M. Mais on pourra supposer que la
chaleur cédée par M’ 2 M n’est pas proportionnelle a la différence de
leurs températures, qu’elle est une fonction plus compliquée des trois

dérivées partielles du du du

dz’ dy dz
avec les axes. L’expérience indique que I'échange est nul quand ces
trois dérivées sont nulles, mais elle ne dit rien de plus. Ce n’est que
dans le cas d’un milieu isotrope que la chaleur échangée devra étre
simplement proportionnelle & la différence des températures. Dans ce
cas, en effet, on peutadopter la droite MM’ pour axe des z, et puis, sans
modifier Ja formule de 'échange de chaleur, changer 'axe des x ou
celui des y en leurs prolongements : or ces transformations d’axes font

» et des cosinus des angles que fait MM’

: . ., du du . .
changer les signes des dérivées —— ou ——» qui ne pourront par suite
dz dy
du

entrer dans la formule; donc celle-ci ne contiendra que le terme en 72
proportionnel a la différence &' — u.

Avec la généralisation indiquée, la méthode de M. Duhamel donne &
Pexpression des flux de chaleur neuf coefficients distincts.

Apres avoir établi les formules des flux de chaleur, je donne les
équations des problemes sur le mouvement ou sur I'équilibre des tempé-

ratures, et je démontre qu’elles déterminent complétement la solution.

11.

Les paragraphes suivants traitent de la propagation de la chaleur
dans un milieu homogene quelconque.

Je considere d’abord un milieun indéfini en tout sens, chauffé dans
un espace tres-petit autour de P'origine des coordonnées. Apres avoir
réduit I'équation & la forme de celle de Fourier, par la méthode
que donne M. Lamé dans sa troisieme Legon, je démontre que les sur-
faces isothermes sont des ellipsoides semblables et semblablement pla-
cés : 'un d’eux est celui que M. Lamé appelle ellipsoide principal. 11
jouit de cette propriété importante, que, si on choisit pour axes de
coordonnées un systeme quelconque de ses diametres conjugués, I'é-
quation de la chaleur prend la forme simple de celle de Fourier, et ses
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trois coefficients ne sont autres que les carrés des demi-diametres cor-
respondants. Je déduis de cette propriété I'équation des cylindres iso-
thermes produits dans le milieu quand on le chauffe également en tous
les points d’une droite indéfinie. Ces cylindres sont circonscrits aux
ellipsoides précédents, et tous ceux d’égale température, dans plusieurs
milieux pareils, chauffés de la méme maniere, mais suivant des droites
différentes, sont circonscrits & un méme ellipsoide. Je déduis encore de
la propriété fondamentale de I'ellipsoide principal I'équation des plans
isocthermes, qu’on produit en chauffant également le milieu sur toute
I’étendue d’un plan : avec des milieux pareils et chauffés pareillement,
mais suivant des directions différentes, les plans d’égale température
sont encore tangents aux ellipsoides isothermes. Ils ont ces ellipsoides
pour enveloppes, de méme que, dans la théorie de la lumigre, les ondes
planes parties simultanément de I’origine ont pour enveloppes les sur-
faces générales des ondes.

Vient ensuite le probleme de la propagation de la chaleur dans une
barre, ou dans un milien qui a2 une seule dimension finie, les deux
autres étant tres-petites. Pour obtenir I’équation de la chaleur, je
décompose la barre en éléments de volume, par des plans tels, que le
flux qui traverse chacun d’eux dépend seulement de la variation de la
chaleur suivant le sens de la barre. Ces plans existent, ainsi que le dé-
montre la cinquieme Lecon de M. Lamé. L’équation obtenue, j’en déduis
r{ue toutes les barres, taillées a partir de I'origine dans le milien homo-
gene, chauffées également a cette origine, et rayonnant de la méme
maniere, ont leurs points d’égale température sur certains ellipsoides
semblables et semblablement placés. L’un de ces ellipsoides représente
par le carré de chacun de ses demi-diametres le coefficient de conduc-
tibilité de la barre de méme direction : je U'appelle ellipsoide des points
isothermes; peut-étre mériterait-il le nom d’ellipsoide des conductibi-
litgs. 11 coincide avec Vellipsoide principal dans le cas des milieux
homoédriques, mais il en est différent dans tous les autres cas. Cepen-
dant, si le milieu est presque homoédrique, ces deux ellipsoides ne
different que de quantités négligeables du second ordre de petitesse.
Dans le cas général, ils se touchent en deux points opposés, et tout
plan parallele aux plans tangents communs les coupe suivant deux
courbes semblables et semblablement placées.
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Les surfaces isothermes des barres sont des éléments plans paralleles
entre eux. Ceux d’égale température sur les diverses barres qui émanent
de Torigine, suffisamment prolongés, sont tangents & des ellipsoides
semblables & V'ellipsoide principal et semblablement placés. Le point
d’une barre ot est situé un de ces éléments, et celui ou le méme élément
prolongé est tangent a P’ellipsoide, sont liés entre eux par des relations
simples : je désigne ces deux points sous le nom de correspondants.
Quand le premier est situé sur I'ellipsoide des points isothermes, le
second Pest sur 1'ellipsoide principal.

Reste I'étude de la propagation de la chaleur dans les plaques, c’est-
a-dire dans les milieux qui ont deux dimensions finies, et la troisieme
tres-petite. Pour obtenir I’équation, je décompose la plaque en éléments
de volume, par deux systemes de plans tels, que les flux qui les traver-
sent dépendent seulement de la variation de la chaleur suivant des sens
paralleles a la plaque. Je montre ensuite que celle-ci, chauffée dans un
tres—petit espace autour de l'origine, aura ses courbes isothermes
situées sur des ellipsoides semblables a celui des points isothermes et
semblablement placés. Plusieurs plaques, taillées suivant des sens dif-
férents dans un méme milieu, chauffées pareillement et rayonnant de la
méme maniere, n’ont pas en général leurs courbes d’égale température
sur le méme ellipsoide. Mais, pour toutes ces plaques, les surfaces d’é-
gale température, menées par ces courbes, sont des cylindres de direc-
tion déterminée, circonscrits, si on les prolonge, 4 un méme ellipsoide
semblable a Iellipsoide principal et semblablement placé.

1.

Plusieurs de ces lois sont confirmées par les expériences de M. de
Senarmont sur la conductibilité des eristaux pour la chaleur.

M. de Senarmont faisait tailler dans un cristal des plaques minces,
a bases paralleles, percées d’un petit trou. On les couvrait d’une légere
couche de cire; puis on introduisait par le trou un fil d’argent chauffé
au moyen d’une lampe. La cire fondait tout autour dans un espace qui
dessinait une ellipse pour courbe isotherme. M. de Senarmont admit
que cette courbe aurait eu la méme forme et la méme disposition, si lu
plaque, chauffée en un point intérieur, n’avait pas été séparée du reste
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du cristal. S’appuyant sur ce principe, et sur des expériences faites avec
des plaques diversement inclinées par rapport aux axes minéralogiques,
il conclut qu’un cristal, chauffé en un point intérieur, devait donner
pour surfaces isothermes des ellipsoides semblables et semblablement
placés.

La théorie prévoit ces résultats de 'expérience, et nous apprend que
'un des ellipsoides obtenus par M. de Senarmont est celui des points
isothermes : cet ellipsoide donne, par le caeré de chacun de ses demi-
diametres, le coefficient de conductibilité d’'une barre de méme direc-
tion. Mais, & part le cas d’'un milieu homoédrique, il n’est pas semblable
aux surfaces isothermes qui seraient produites dans un cristal de méme
nature, chauffé en un point intérieur : celles-ci sont en effet représen-
tées par l'ellipsoide principal.

Toutefois, dans un corps peu hémiédrique, les deux ellipsoides ne
different que d’une quantité négligeable du second ordre de petitesse.
Alors le principe de M. de Senarmont peut étre regardé comme vrai.
Or divers motifs portent & croire que ce cas doit embrasser la totalité
des cristaux naturels. Et d’abord, tous les cristaux connus sont homoé-
driques, ou tres-prés de I'étre, au point de vue des ondes lumineuses
qui les traversent. Le quartz, le plus hémiédrique de tous, ne manifeste
ce défaut de symétrie que sur les rayons sensiblement paralleles & I'axe
optique : pour des rayons de tout autre sens, la cause, déja si faible,
qui produit la double réfraction, suffit pour masquer complétement
’hémiédrie. L’analogie porte & croire-qu’il en est de méme a 'égard de
la chaleur. Une autre raison peut se tirer de 1’observation des cristaux
du systeme cubique. Il y a tout lieu de penser que, chez ces cristaux,
Pellipsoide principal est une sphere, comme la surface de 'onde. Or les
expériences de M. de Senarmont font veir que lellipsoide des points
isothermes y est également sphérique : donc ’hémiédrie doit y étre a
peine sensible.

Observons qu'une hémiédrie assez faible peut n’avoir pas d’influence
appréciable sur P'ellipsoide des points isothermes, pour la raison indi-
quée, et produire cependant d’autres effets, par exemple I'électrisation
par la chaleur,
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§ 1. — Flux de chaleur.

Considérons un corps en repos, et appelons x, y, z les coordonnées
d’un quelconque M de ses points, par rapport 4 un systeme d’axes rec-
tangulaires fixes. Désignons par u la température en M, et par z le
temps : u sera généralement fonction de x, y, z, ¢. La théorie de la
chaleur a pour but de déterminer cette fonction, gquand on connait :
1° certains éléments de la constitution physique du corps, sa forme et
ses dimensions; 2° la valeur de z en chacun de ses points pour une cer-
taine époque, pour ¢z = o, par exemple; 3° enfin l'influence calorifique
exercée du dehors sur le corps ou le milieu considéré.

Il faudra d’abord évaluer 'augmentation infiniment petite que recoit,
pendant un instant d¢, la température d’un élément de volume situé
en M. Cette augmentation est égale i la quantité de chaleur recue par
I’élément, divisée par le volume de cet élément, et divisée en outre par
sa capacité calorifique. Celle-ci est la quantité de chaleur qu’il faudrait
communiquer 3 un volume égal 2 1 d'une matiere pareille a celle de
I’élément, pour élever sa température de 1 degré. Quand u est assez
peu variable, la capacité est un coefficient constant pour une méme
matiere; nous la désignerons par p.

La quantité de chaleur re¢ue par un élément de volume se compose
en général de deux parties. L’une lui est communiquée par la matiere
immédiatement adjacente, ou qui n’en est qu’a une distance insensible :
elle est désignée sous le nom de chaleur de conductbilité. 1’autre lui
vient d’une distance finie, par exemple d’autres corps voisins : elle est
alors appelée chaleur rayonnante. Elle pourrait aussi étre immédiate-
ment produite dans I'élément de volume, si celui-ci était le siége de
quelque action chimique. La théorie de la chaleur ne s’est occupée
jusqu’a ce jour que des corps athermanes, ¢’est-a-dire de ceux ou la pro-
pagation ne se fait & lintérieur que par conductibilité. Toutefois les
résultats de ce Mémoire s’étendent aux corps qui se laissent traverser
par la chaleur rayonnante, pourvu que la quantité de cette chaleur
gagnée ou perdue par un élément de volume soit une fonction donnée
du temps et de la température de I’élément.

La quantité de chaleur qui pénétre pendant I'instant dz dans un élé-

2
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ment de volume, et qui vient de la matiere adjacente, est cédée aux mo-
lécules de sa surface par les molécules extérieures trés-voisines. Ce phé-
nomene se passe dans une couche d’une épaisseur insensible, qu’on
peut regarder comme la surface méme de I’élément de volume. Si-celui-
ci est limité par des faces planes, ces faces sont appelées des éléments
plans, et les quantités de chaleur qui les traversent des flux de chaleur.

Décomposons I'un de ces éléments plans en parties égales trés-
petites : la matiere qui environne toutes ces parties se trouve sensible-
ment dans les mémes circonstances, i cause de la continuité; ainsi la
quantité de chaleur qui traverse une partie de I’élément plan est égale
a celle qui traverse toute autre partie. Cela revient a dire que les flux
de chaleur sont proportionnels aux éléments de surface qu’ils traversent.
Par la méme raison de continuité, ils sont proportionnels a I’élément de
temps dt pendant lequel ils sont produits. On peut done les rapporter
a 'unité de surface et a I'unité de temps.

Faisons passer par le point M une infinité d’éléments plans, et me-
nons a4 chacun une normale dans un sens déterminé. La matiere située
du coté de I’élément plan olt 'on a mené la normale cede & celle qui
est de autre coté un certain flux de chaleur : nous désignerons ce flux
par F, apres avoir rapporté a l'unité de surface et a I'unité de temps;
ce flux sera variable avec la direction de I’élément plan, c’est-a-dire
avec les cosinus des angles que fait la normale avec les axes. Soient
m, n, p ces cosinus : F sera fonction de m, n, p. Cette fonction devra
étre telle, que si on change m, n, p en — m, — n, — p, elle prenne la
méme valeur absolue, mais avec un signe contraire. En effet, changer
ala fois de signe m, n, p, cela revient 4 considérer le méme élément
plan, mais du coté opposé : le flux sera la méme quantité de chaleur
que dans le premier cas, mais le coté considéré la perdra, si l'autre la
gagnait, ou réciproquement.

La fonetion F se détermine en m, n, p par la considération du tétraedre
de Cauchy. Supposons d’abord que m, n, p soient positifs, c’est-a-dire
qu’une droite parallele 4 la normale et de méme sens, menée & partir
de 'origine, soit située dans 'angle des coordonnées positives. Construi-
sons, & partir du point M, un tétraédre infiniment petit, ayant trois
arétes paralleles aux trois axes des coordonnées, et de méme sens,
ayant de plus la face opposée perpendiculaire 4 la direction (m, n, p).
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Soient : w,, w,. w, les trnis premieres faces, respectivement perpendicu-
laires aux axes des @, y, z; F,, F,, F; les trois flux, rapportés a I'unité
de surface et a 'unité de temps, qui traversent ces faces en venant des
parties positives des axes. Pendant Vinstant dz, le tétraedre gagnera
par ces faces des quantités de chaleur respectivement égales a

—Food, —Fod, —TF, o d.

Appelons o la quatrieme face diagonale. Le flux qui pénetre par elle
dans le tétragdre est, sauf erreur négligeable, Fo dt; car, cette face pas-
sant par des points infiniment voisins de M, le flux qui la traverse dif-
fere infiniment peu de celni qui traverse, en M, un élément plan de
méme direction.

On a d’ailleurs
W) —=muo, M —=no, &)3——_—p&).

La chaleur totale de conductibilité re¢ue dans le tétraedre pendant U'in-

stant dt est donc
(F— mF,—aF.,— pF;)wdt.

Si on y joint la chaleur recue par rayonnement ou par action chimique,
la somme sera égale au produit du tétraedre par le calorique spécifique
et par Paugmentation de la température durant I'instant d¢. Désignons
par = le volume du tétraedre, volume incomparablement plus petit que
la surface » : ces derniers termes seront du méme ordre de petitesse
que le produit mdt. Donc la chaleur recue par conductibilité est du
méme ordre; divisée par wdt, elle donnera

F—mF,—nF,—pF,=o,
ou bien

(1) F=mF, +nF.+ pF,.

Nous avons supposé m, n, p posilifs; mais le résultat serait le méme,
si m, par exemple, était négatif. En effet, on prendrait alors provisoi-
rement, au lieu de I’axe des «, son prolongement, ce qui changerait m
en — m; on se trouverait ainsi ramené au cas précédent, et ’on aurait
la formule (1). Pour revenir ensuite au premier axe des a, il suffirait
de changer a la fois le signe de m et celui de F,, ce qui ne change rien
a la formule.

2.
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Ainsi les flux de chaleur qui traversent les éléments plans situés en M
sont tous fonction de trois d’entre eux, F,, F,, F; : nous appellerons
ceux-ci flux principaux. L'expérience montre qu’ils dépendent eux-—
mémes de la valeur qu’a la température au point M et tout autour dans
une sphére d’un tres-petit rayon. Or cette valeur est suffisamment défi-
nie par « et par ses trois dérivées partielles en z, y, z. En effet, soient
x + h, y + k, z + [les coordonnées de tout autre point M’ trés-voisin
de M; u étant la température de M, celle de M’ au méme instant sera

du du
u+d—/l+d—/f dz[.
du du du

elle est donc connue, si u, — PP le sont. Ainsi F,, F,, F, sont des

fonctions de u et de ses dérivées partielles en «, y, z. Pour des valeurs
suffisamment petites des variables, ces fonctions continues peuvent étre
développées par la série de Taylor limitée aux termes du premier degré.
Comme d’ailleurs expérience montre que les flux sont nuls, quand la

température ne varie pas d’un point aux points voisins, il ne restera

d
que les termes en Zu du Z Désignons par «, 3, 7, o,..., 7" des coef-

ficients indépendants de #, et nous pourrons poser

[+ du du du
Fn-—d%—kﬁa—'y—k—ya,
du , ,du
(2) Fo=do @‘*‘ﬁ 7 7
du

F.—=« ”
e @ dy’

Les coefficients a, o', & sont toujours positifs. En effet, supposons
du

qu’on ait, par exemple, d—; =0, - =0, % > o : la température sera
constante pour tous les points situés sur un méme plan perpendiculaire
aux x, mais elle croitra d’un de ces plans aux plans suivants. Or I’ex-
périence montre que la chaleur traverse ces plans en allant des plus

chauds aux plus froids : donc il faudra que F, soit positif, et pour cela
o devra Uétre.
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Les coefficients o, 3, 7,..., ¥ s’appellent coefficients de conductibi-
lizé : ils dépendent de la nature de la matiere en M, et probablement
aussi de la température elle-méme. Mais, lorsque celle-ci varie assez
peu, on peut les regarder comme constants. Ils seront donc en général,
ainsi que la capacité p, des fonctions données de z, y, z.

Le milieu ou le corps est dit homogene, lorsque toutes ces fonctions
se réduisent a des constantes.

§ II. — Cas des milieux homoédriques et des milieux isotropes.

On dit qu’un corps ou un milieu est homoédrique, lorsque, ce corps
étant rapporté & un systeme particulier d’axes rectangulaires, les coef-
ficients de conductibilité restent les mémes, si I'on vient ensuite a
prendre, au lieu d’'un quelconque des axes, son prolongement. En
d’autres termes, le milieu est symétrique par rapport au systeme des
axes considérés. Supposons que, dans un milieu pareil, on ait adopté
les axes mémes de symétrie pour axes coordonnés, et qu’on vienne i
prendre ensuite, au lieu de celui des «, son prolongement : F, conti-
nuera & représenter le méme flux en valeur absolue, mais changera de
signe; F, et Fy ne changeront pas. Cette transformation revient donc
analytiquement & changer a la foisxen — x etF, en —F,. Par hypo-
these, les formules de F,, F,, F, devront rester les mémes; done les

du du
termes en —

dy, e qu1l ne varient pas, ne peuvent exister dans F,, nt

. du . . . .
celul en —? qui varie, dans F, et F;. En changeant de méme y en — v
et ¥, en — F,, puis z en — z et F; en — F;, on réduira les flux prinei-

paux 2 la forme simple

Fizaéza F,—=d du

dx H—_};’

du.
dz

I(‘3 — al/

On dit qu’un milieu est hémiédrique ou dissymétrique, lorsqu’il n’est
symétrique par rapport 2 aucun systeme d’axes rectangulaires.

Enfin un milieu est isotrope, lorsque les formules de F,, F,, F, y sount
les mémes pour tout systeme d’axes rectangulaires. Il est évident que,
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dans ce cas, le milieu est symétrique par rapport a tout systeme d’axes
rectangulaires ; ainsi tous les coefficients de conductibilité y sont nuls,
excepté a, o', . De plus, ceux-ci sont égaux, car si, par exemple, on
échange entre eux les axes des x et des y, F, se change en F,, et réci-
proquement; donc &’ = «. Les flux principaux seront donc pour tout
systeme d’axes rectangulaires
du du du

F.:a ‘(TZ‘, Fzzaz]—‘, Fg—_—d EE‘

Le flux qui traverse I’élément parallele & un plan coordonné s’ob-
tient en multipliant e par la variation de la température le long de la
normale & I’élément, et divisant par la longueur correspondante infini-
ment petite de cette normale. Comme on peut prendre les plans coordon-
nés dans toutes les directions, cette regle doit pouvoir s’appliquer 4 tout
élément. C’est en effet ce que donne la formule (1), qui devient ici

F= dum-e—du +d—u
= —J—x E}mn dZP

La parenthese représente le rapport au chemin parcouru de la varia-
tion que recoit ule long de la normale & I'élément. Car, si lest ce che-
min, ses projections sur les axes sont m/, nl, pl, et 'augmentation cor-

respondante de u est

LR
dzx dy R Y

§ III. — Mise en équation des problémes.

Proposons-nous de déterminer u en fonction de x, y, z, ¢, connais-
sant la température initiale de chaque molécule du corps, les coefficients
p, @, f,..., 3", et influence calorifique, autre que la conduectibilité,
exercée en chaque point.

Cherchons d’abord I’équation différentielle pour les points intérieurs.
Considérons, a partir de M, un parallélipipéde rectangle, 4 arétes paral-
leles aux axes, et respectivement égales & dx, dy, ds. Le flux de cha-
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leur de conductibilité, qui sort pendant 'instant d¢ par la premiere face
perpendiculaire aux x, est I, dydz dt; celui qui entre par la face oppo-
sée dépasse celui-lade ——dxdydz dt : le parallélipipede aura donc gagné

par ces deux faces une quantité de chaleur égale 4 ce dernier terme. En
faisant de méme pour les autres faces et ajoutant, on verra que la cha-
leur entrée par conductibilité dans le parallélipipede est

(dﬂ% + ‘fifj -+ ‘iIF ) dx dy dz dt.

Le parallélipipede peut recevoir en outre de la chaleur rayonnante :
nous supposerons celle-ci, rapportée a unité de volume et & I'unité de
temps, égale 4 une fonction ¢ de u, @, y, z, . D’apres le principe de la
propagation de la chaleur, un corps est d’autant moins disposé a s’é-
chauffer qu’il est déja plus chaud. Nous supposerons done la fonction ¢
croissante ou décroissante en sens inverse de u.

Le parallélipipede aura gagné en tout une quantité de chaleur égale i

a

[dF1 dF,  dF,

%4_7]‘_ b +o(u, x, ¥, 3, t)] dx dydz dt.

Cette quantité est d’ailleurs exprimée par le produit

du

e dz dy dz dt.

De Ia I'équation de la chaleur

3 du __dF, dF, dF,
(3) P = a’x+d_y+d +o{u,x,¥,32,1t).

du
d(z, y, z)
coefficients «, f3,..., 9" et la capacité p seront des fonctions déterminées
de x, y, z; de plus p, «, o, «” seront positifs.
A la surface du corps, il y aura des conditions spéciales, dépendant
de 'action exercée du dehors sur le milieu matériel considéré. Nous
supposerons qu’en certaines parties de la surface on donne immédia-

A F,, F,, F, on substituera leurs expressions (2) en - Les
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tement « en fonction de x, y, z, ¢, et que les autres parties recoivent
du dehors une quantité de chaleur rayonnante égale, pour 'unité de
surface et pour 'unité de temps, 4 une fonction ¢, de u, z, y, z, t. D’a-
prés une remarque déja faite, cette fonction variera en sens inverse
de u.
Aux premieres parties de la surface, on aura la relation

u = fonction donnée de x, ¥, 3, L.

Occupons-nous actuellement des autres parties. Désignons par m, n,
p les cosinus des angles que fait avec les axes la normale 4 un élément
quelconque de ces parties de la surface, menée vers le dehors; et
construisons un tétraedre infiniment petit, limité par cet élément de
surface, et par trois éléments paralleles aux plans coordonnés. L’équi-
libre de la chaleur dans ce tétraedre donnera la relation cherchée

mF, + nF.+ pFi=o,(u,z, y, 2, t).

Si l'on joint enfin & ce systeme d’équations la condition que, pour
¢ = o, u doit se réduire 4 ’état initial donné en «, y, z, on pourra dé-
terminer u. En effet, puisque la température y satisfait, ce systeme d’é-
quations admet au moins une solution. D’autre part, nous allons dé-
montrer que cette solution est unique.

§ IV. — Unité de la solution.

Nous ferons voir pour cela que, sil’on remplace dans tout le systeme
u par u + ', on est forcément conduit a poser

u=o.

Substituons done u + «’ & u, en nous rappelant que « satisfait i toutes
les conditions. Les équations en «’ seront: a I'intérieur,

dv dF, dF, dF, ,
P_d?:_zr—+ dy+W—i—[g(u—i—u,x,]‘,z,t)——qa(u,x,yz,t)];
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a la surface, soit

soit
mF, +nF,+pF,={o(u+u, 2,7, 2 t)— o (u,x,¥, 3, t)];
pourf=o,

u'=o.

Nous désignons, afin d’abréger, par F, F,, F, ce que deviennent
F,, F,, F,, lorsqu’on remplace u par u'.

Les parenthéses qui contiennent ¢ et ¢, peuvent étre mises sous la
forme — Ku/, — K, ', les quantités K, K, étant positives; cela résulte
de ce que les fonctions ¢, ¢, varient en sens inverse de u.

Convenons actuellement d’effacer les accents, et les équations de-
viennent: a I'inlérieur,

du _dF, dF, dF,

(4) PE—dx+?l}—+dz

3 la surface, soit

—Ku;

u=o,

(5) soit
mF,+ nF.+ pF,= — K, u;

pour z=o,
U =o.

Soient: dw un élément de volume du corps, et f une intégrale prise
kg

dans toute son étendue; do un élément de la surface, et [une inté-
g

grale prise sur toute la surface; enfin U une fonction quelconque de x,
¥ 3, et Uy, U, les valeurs de cette fonction en deux points opposés ol la
surface est rencontrée par une parallele a I'axe des «, on aura

dU dUu
f;% dw _La—idxdydz :fUldydz ——ondydz.

L’élément dydz du plan des yz est la projection de deux éléments de
la surface, situés sur une méme parallele  'axe des x : de plus, ces élé-

ments font avec le plan des yz des angles qui ont pour cosinus la valeur
3
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absolue de m en ces portions de la surface. En désignant par do I'un ou
Pautre de ces éléments, on aura

dy dz =md s pour le premier, et dydz — — mda pour le second.

On pourra donc écrire la formule fondamentale

du o) —/‘mUdo'

dxa

Si la surface était rencontrée en plus de deux points par une parallele
4 I'axe des «, on raisonnerait sur deux consécutifs de ces points comme
il vient d’étre fait, et le résultat seraitle méme.

Cela posé, multiplions I’équation (4) par udw, et intégrons les deux
membres dans toute I'étendue du corps. La premiere intégrale du
second membre se transformera comme il suit :

j dr, fd uF ff,-dudw _fumF de — Fl——dm
(n3 [n3

En transformant de méme les autres intégrales, on aura

fpuz—?dw :f(mF,+nF2-!—pF3)ltda
=4 T

du du du
— F,—+F—+F3_>d _mez ,
L( dx *dy dz)“® - e

ou bien, d’apres les relations (5),

fpzc—dm——j K wde —f( du Fg%—l—t F, th) de — /Ku’clm.

Cherchons la signification de la parenthese qui est dans la deuxieme
mtégrale du second membre. Si nous la divisons par

du? + du? + du?
dz* " dy* dz’

elle deviendra égale au flux de chaleur qui traverse I'élément plan
perpendiculaire & une certaine direction. Cette direction fait avec les
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axes des angles qui ont pour cosinus

du du du
/du du‘ dit dut du dw’ du? ;2 27122 ’
- \/ dz T_‘ aw Vi dy* R \/dx? d]? dz

Elle coincide avee celle de la normale a la surface isotherme qui passe
par le point x4, y, z, et qui a pour équation u = const. De plus,
elle est menée du coté de cette surface ot la température va en crois-
sant. En effet, si on avance dans cette direction d’une petite quantité d/,
les x, y, z croitront de quantités égales respectivement aux cosinus ci-
dessus, multipliés par dl. L’aceroissement de la température sera done

du? du2
du — + \/dx? rlz2 -dl

Par suite, le flux de chaleur perpendiculaire & cette direction est positif.
Désignons par F ce flux, et la parenthése vaudra

F\/(i_u?_l_du’_*_du?_}?du
dzz " dy? " dz T dl’

La relation obtenue devient

J[‘pu(ilzdu-_~ fK urde —fF[—]gd —~sz¢’(!$.
ka3

Le second membre est négatif. Donc le premier I'est aussi, et 'on a

du d (u?)
#——dw < o, oubien [ ‘dt.dw < o.
fz;p dt J_PTdr
Intégrons par rapport & ¢, en observant que, pour z=o, = o. L’iné-
galité devient
fp wdw < o.
(=3

D’onril suitu = o; ce qu’il fallait démontrer.
Lorsque les équations du mouvement ne contiennent pas explicite-
ment le temps, on peut chercher une fonction u de z, y, z, qui donne
3.
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:_ll-t‘f = o. Cette fonction représente la température dans I'état permanent
du milieu. La solution de ce probleme est en général unique. Si en
effet on remplace, dans les équations de I’état permanent, u par
u~+u', et qu'on opére absolument comme ci-dessus, on obtiendra la

relation
du’'
o=— | Kuido— | ¥ do — | Ku''dw.
7 v T dl G

Chaque terme étant essentiellement négatif, on devra poser v’ = o.

Si cependant K et K, étaient nuls partout, on pourrait prendre seule-
ment (% = 0, ou &' = constante arbitraire.

I peut arriver que le corps dont on calcule la température s’étende
tres-loin dans certaines directions. Supposons que le milieu environ-
nant soit maintenu a une température constante dans toute son étendue,
d’abord égale zéro, mais lentement variable d’'un moment a I'autre, et
que, la température primitive du corps étant nulle, on vienne a le
chauffer en un de ses points. Il est clair qu’aux points tres-éloignés, la
température sera sensiblement la méme i tout instant que celle du
milien extérieur. On pourra donc, pour la commodité du caleul, sup-
poser le corps indéfini dans ces directions, pourvu qu’on assujettisse la
température a prendre cette valeur aux points tres-éloignés. Clest ce
que nous ferons dans les questions traitées aux paragraphes suivants.

Observons enfin que le milieu étudié peut se composer de plusieurs
corps distincts juxtaposés. Les conditions spéciales a la surface de
séparation de deux d’entre eux s’obtiendront alors : 1° en exprimant
que la température est égale de part et d’autre de cette surface, ou,
plus généralement, que la différence de ces températures est une fonc-
tion donnée de x,y, z, t; 2° que les flux gagnés a travers la surface
par un des corps sont perdus par 'autre. Les solutions des problemes
du mouvement et de I'équilibre des températures seront également
uniques. Pour le démontrer, on considérera, dans chacun des corps en
particulier, les équations intégrales ci-dessus : puis on ajoutera les
résultats. Les termes relatifs aux surfaces de séparation s’entre-détrui-
ront comme égaux deux a deux et contraires; et les résultats définitifs
seront les mémes que pour le cas d’un corps unique.
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§ V. — Equation de la chaleur dans un miliew homogéne.

Nous étudierons dans les paragraphes qui vont suivre certaines lois
de la propagation de la chaleur dans un milieu homogéne. Nous sup-
poserons d’abord ce milieu indéfini dans tous les sens.

Les coefficients p, «, «,..., 7" seront constants. La fonction ¢, qui
exprime la chaleur rayonnante, sera supposée dépendre seulement
de u et de 2. L’équation différentielle, déduite de (3), sera

du d*u ydu ,d*u
pE:cp(u,t)—i—a%;—i-a —d—;—l—d dz

+ (B +y

d*u d2
+ /+ 7 I «
('+7") dydz dzdx +(B+ )(lx(ly
Changeons les axes rectangulaires des «, y, z en d’autres des x', y/,
z’, faisant avec les premiers des angles dont les cosinus sont désignés
respectivement par m, n, p; m',n',p'; m’, n’, p”. Les formules de
transformation seront

d d d ,d
d—x:m%—i-mdy,-i-md—z—,
d d. ,d .,
(Tj;:na?—l—nw—*—n%,
d d d ., d

—_— PO ' —_— —_ .
7t A >
Si on faisait aussi le méme changement des coordonnées dans l'el-
lipsoide
axt 4oy o B (B Ay ) yE + (B ) - (B ) wy =1,

les formules de transformation seraient
z=mx'+m'y +m’z,
y=nx' +-n'y +n" 7,
V4 :pxl +pl‘7.’ +P” zl.

dud

On voit que les coefficients de ——» P

2 2,..» dans I'équation différen-
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ticlle transformée, sont les mémes que ceux de 22, y%,..., dans I'é-
quation de Pellipsoide. Si donc on choisit pour nouveaux axes coor-

tonnés | smes de Vellipsoide, les termes en 20, &4
aonnes 1es axes memes de e lpSOl e, 1es e (ly’dz” dz’(lx”

d*u . R
———; disparaitront.

dx’ dy

Puisque ce systeme d’axes existe, nous admettrons qu’il ait été

choisi d’abord. Alors I'équation différentielle peut s’écrire

. du d*u d*u d*u
(6) o— =0 (u,t)+a + b =
Ydi ’ dz? dy? dz

d*u d've d*u
dz’ W’ e pat
des carrés, afin de rappeler qu’ils sont essentiellement positifs.

Quant aux flux de chaleur, ils prendront la forme

Nous représentons les coefficients des termes en

[ du du du

I‘,ZQQ%—%—V(I—I——{,L([—Z-,

,du du du

(7) Fz——b H}:‘F}‘%——Vﬂ)
,du du du

Fg——-C -(_Z,—Z‘ AL’Zl—x'.—‘)\d—;r'

Sans cela on n’aurait pas
B'+y" =0, B"+y=0, B+y =o0.

(’est M. Lamé qui a découvert ce systeme d’axes.

§ VI. — Ellipsoide principal.

Admettons que tout le milieu soit actuellement a la température zéro,
et qu'on vienne a le chauffer dans un trés-petit espace, situé a Vori-
gine des coordonnées, et limité par la surface f(«, y, z) = o. La tem-
pérature u prendra des valeurs qui vérifieront partout ’équation diffé-
rentielle ci-dessus, et qui de plus équivaudront, pour f/(z, v, z) = o,
a celles données a chaque instanten x, y, z, ¢.
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Posons
=00 n=7 t=0
Les équations
P%:?(u,t)+az%+ :%+02%’ fley,z)=o.
deviennent
du d'u  d'u  d'u

(8) P?];:‘P(u:t)‘*‘ Sflat, by, ct)=o.

ag " T
Considérons un milieu isotrope, qui aurait I'unité pour coefficient
de conductibilité, et dont un point quelconque aurait pour coordon-
nées rectangulaires &, », §. D’apres les équations (8), u représenterait
sa température, si ce milieu était primitivement & zéro, et si on le
chauffait dans un trés-petit espace autour de Porigine, limité par la
surface f/ (aZ, by, c{) = o. Or, il est évident que, dans ce cas, la tempé-
rature serait la méme auméme instant pour tous les pointssitués a égale
distance de I’origine. Ainsi u n’estfonction que de zet de £2 + #* + Z2.
On aura les surfaces isothermes en posant

£+ n*~+ *= consl.,
ou bien

x:’ ‘7‘
= %= -+ = = const.
@ b e

2 2

Les surfaces isothermes sont donc des ellipsoides semblables et sembla-
blement placés.
L’un d’eux a ponr équation

nous le désignerons sous le nom d’ellipsoide principal. M. Lamé I'a
considéré 2 d’autres points de vue, et lui a donné ce nom.
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§ VII. — Equation de la chaleur en coordonnées obliques.

M. Lamé a fait voir que, si 'on rapporte lellipsoide principal & un
systeme de diametres conjugués, de maniere & mettre son équation
sous la forme

‘z_lz A2 zlg
+1

@ T e

I’équation de la chaleur, avec le méme systeme d’axes, sera

du _ LA o dru o dPu
pEZ_c‘o(u,t)+a2m+b23}72—+c’F-

Cette importante proposition nous servira au paragraphe suivant.
Nous allons la démontrer en partant de la transformation

Z =%, %:n, g:g

Afin d’abréger I’écriture, nous représenterons, dans la suite de ce Mé-
moire, par S une somme de trois termes, dont le premier sera sous le
signe, et dont les deux autres se déduiraient de celui-la respectivement
par une et par deux permutations circulaires effectuées sur les lettres
.correspondantes; ces lettres seront: x, y, z; &, 9, Z; a, b, c; ), P V3
m, n, p; etc. Par exemple, 'équation de I'ellipsoide principal s’écrira
alnst :
J:J

— =1

(12
Une relation telle que

(nz —py)m' +(px —mz)n’ + (my — nz)p'=o

s’écrira de méme
S(nz — py)m'=o.

Cela posé, nous avons vu au paragraphe précédent que les variables
g, n, &, substituées a x, y, z, mettent les expressions
,diu x?

dx? et SE

Sa
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sous les formes respectives
d*u va
SFE—{ et S£ .
Substituons a &, u, & de nouvelles variables &, ', &, données par
les relations
‘ 5: mg/_‘_ mn’ +m"
{1) n=nt +nn+n"Y¢,
l c:pal_‘_Pl,n/‘_*__P”&I.

L’expression S%?, transformée, prendra la méme forme S&2, 4 la condi-
tion nécessaire et suffisante qu’on ait les six relations

{ Smi=1, Sm'?=1, Sm"=r,

2
(2) Sm'm"—=o0, Sm"m=—o0, Smm'=o.

Alors les équations (1), respectivement multipliées par m, n, p, ou
par m', o', p', ou par m’, n’, p”, et ajoutées, donneront les relations

inverses
¥=8mk, »'=8Sm'k, =8Sm"t.

De ces relations on déduira, pour transformer les dérivées partielles
de u, les formules symboliques

4 _ d+ ’i—i—m”—l
E—g.——m'd—zl m d‘/)l dz,?
d d ,d L d
(3) d—n:nd—z,—i—n a—;,"l—na‘gﬂ
d_ d ., d . d
= Pagg TP gy TP gy
. . du d*u
Elles sont pareilles aux relations (1), et changerontS 75 o0 S a5
Si actuellement on pose
E':g;v ﬂ':%l,a C’Z—‘%v
les expressions
d*u x
Sa’%z- et SE;
4
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seront devenues respectivement

De plus, les relations (1) seront

_am , am' am” |

TETE T

bn bn’ bn”

(4) r=gEE YT

z:zx“—i—gp-y’—l—ff—z’.

Ces formules représenteront une transformation des coordonnées
rectangulaires w, y, z en d’autres obliques &/, y/, ', pourvu que les
coefficients de o’ puissent représenter les cosinus des angles que fait
avec les axes des @, y, z une direction quelconque, choisie pour axe
des «', et qu’il en soit de méme des coefficients de ¥ et de ceux des z'.
11 suffira done qu’on ait

Sa2m: Sa*m™? Sarm”
arz 2 b/z =1, clz

(5)
Ces relations déterminent les valeurs qu’il faut donner a a', ¥/, ¢'.
En adoptant ces valeurs et tenant compte des relations (2), la trans-

formation (1) revient donc & changer les axes des x, y, z en d’autres

des o', y', %', qui correspondent 2 un systeme de diametres conjugués
de Tellipsoide principal. D’ailleurs la méme transformation (r) peut
conduire a tout systeme de diametres conjugués de cet ellipsoide. Car
soient ', ', z’ les coordonnées d’un point rapporté 4 un systeme quel-
conque de ces diametres, les formules de transformation pourront étre
représentées par les relations (4), jointes & (5), pourvu que les neuf
quantités m, n, p; m', n', p’,; m’, n’, p” y soient convenablement choi-
sies. Or ces quantités devront vérifier les relations (2), si 'on veut que
les formules (4) transforment I’équation

z? x'

55?5" en SIT,:I
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La méme transformation (1) changera d’ailleurs I’équation de la cha-
leur
du d*u

= = 2,
e =o(u, t)+Sa T
en
du . , diu
g ;;7—‘:’(“")+Sf";jx_u‘

§ VIII.'— Cylindres et plans isothermes.

Supposons que le milieu homogene, au lien d’étre chauffé en un seul
point, le soit de la méme maniere en tous les points d’une droite indé-
finie : il est clair que la température sera constante sur toute parallele
a cette droite. Si donc nous prenons celle-ci pour axe des z/, et, pour
axes des &’ et des y’, deux droites formant avec elle un systeme de dia-
metres conjugués de Vellipsoide principal, I'équation de la chaleur
sera

du ‘ ., d2u ,, diu
(6) -‘F—_q;(u,t)—l—a Z{—x-—,z'?‘bz(—b—:,,_,'
Effectuons la transformation
xl A Z, .
7=b = o=t

Cette équation deviendra

du d*u  du
.p;lT—_—*(p(u, t)+az; +d—‘n’—.

u, considéré comme fonction de &, u, &, ¢, exprimerait la température

dans un milieu isotrope, ol £, u, § seraient des coordonnées rectan—

gulaires d’un point quelconque, et ou le coefficient de conductibilité

vaudrait 1. De plus, les autres conditions se réduiraient & exprimer

que, pour = o, u est nul partout, et que sur un cylindre trés-petit,

presque identique a 'axe des £, la température est une fonction donnée
4.
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de &, =, ¢. Or il est évident que, dans ce cas, u ne dépendrait que de ¢
et de la distance de chaque point i I'axe des &. Ainsi, u est fonction de
2 et de &% + »*. L’équation des surfaces isothermes est

£? 4+ n*= const.,
ou hien

xlz f2
(7) (Tz—i—%,:const.

Elle représente des cylindres qui ont leurs génératrices paralleles a
ta droite chauffée, et sont circonscrits aux ellipsoides isothermes du
§ VI ’

Concevons plusieurs milieux homogenes pareils et superposés, ou la
fonction ¢ (u, ¢) soit la méme, et dont la température initiale soit nulle.
Supposonsqu’on les chauffe simultanément suivant des lignes différentes,
menées i partir de I'origine, de telle maniere que la condition relative a
I'échauffement se trouve la méme pour tous les milieux isotropes cor-
respondants en &, ». Il est clair que usera pour tous la méme fonction
de &, », ¢. Ainsi ’équation (7) représentera les surfaces d’égale tem-
pérature qui se produiront au méme instant dans tous les milieux. La
constante du second membre sera la méme pour tous, mais les demi-
diametres conjugués a’, b’ de I’ellipsoide principal varieront d’un milieu
a l'autre avec la direction de la ligne chauffée. Les cylindres d’égale
température auront donc pour enveloppes les ellipsoides isothermes du
§ VI, c’est-a-dire des surfaces semblables a I’ellipsoide principal et sem-
blablement placées.

Concevons enfin un milieu homogene indéfini, chauffé de la méme
maniere sur toute I’étendue d’un plan. Il est clair que la température
sera constante sur tout plan parallele a celui-la. Prenons ce plan pour
celui des 2’y’, et dirigeons I’axe des z’ suivant le diamétre conjugué de
Pellipsoide principal. L’équation de la chaleur sera

du du

(8) Py =¢(w t)+ ¢
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Effectuons encore la méme transformation en £, », . L’équation de-
viendra

du d*u
P =olu )+ oo

Concevons une infinité de milieux pareils et superposés, ou la fone-~
tion ¢ (u, t) soit la méme, et dont la température initiale soit zéro. Sup-
posons qu’on les chauffe simultanément de la méme maniere suivant des
plans différents passant par I'origine. Il est clair que les conditions
exprimées en § et ¢ seront les mémes pour tous. Donc u sera pour tous
la méme fonction de ¢ et g, et les surfaces isothermes auront pour équa-
tion

7

Zz
¢ = une constante ¥, ou o= k.

Ce sont des plans paralleles aux plans chauffés, et tangents aux ellip-
soides

dont ’équation, avec les coordonnées «, y, z est

x?

Yo

Les enveloppes des plans d’égale température dans les divers milieux
sont donc des ellipsoides semblables & I’ellipsoide principal et sembla-
blement placés.

Il y a quelque analogie entre Vellipsoide principal et la surface de
I'onde dans la théorie de la lumiere. En effet, I'ellipsoide est I’enve-
loppe des surfaces isothermes que produit un égal échauffement des
plans de direction diverse passant par l'origine, et la surface de 'onde
est aussi I'enveloppe de toutes les ondes planes parties simultanément
de son centre.
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§ 1IX. — Equation de la chaleur dans une barre.

Apres avoir étudié les surfaces isothermes dans un milieu indéfini en
tout sens, nous allons traiter la méme question pour des corps ayant
deux dimensions tres-petites, ou seulement une seule. Nous appellerons
les premiers des barres, les seconds des plaques.

Cherchons donc I'équation de la chaleur dans une barre homogene
rectiligne, 4 section normale constante.

Considérons d’abord, en un point quelconque (z, y, z) d’un milien
homogene, un élément plan, dont la normale fasse avec les axes de 1el-
lipsoide principal des angles ayant respectivement pour cosinusf, g, A
Le flux de chaleur qui le traverse est

F =fF, + gF, + hF,,
ou bien

du du du
F—= Sf< +vdy pdz)

ou encore

F=$(af—vg + ph) 9.

Cherchons, avec M. Lamé, s’il existe, a partir du point (z, y, z) et du
méme coté de ’élément plan que la normale, une ligne infiniment pe-
tite d/, telle que F soit égal 4 une constante £%, multipliée par le rapport
d dl de la variation que recoit « le long de cette ligne. Si nous désignons
par /7, g’, I’ les cosinus des angles que fait avec les axes une ligne de
longueur d/, menée & partir de («, y, z), la variation de « le long de

cette ligne sera

& pr it o+ Z"gdl+ v dl,

et le rapport de cette variation & d/, rapport que nous désignerons par

du . .
77 sera égal &
du
87 dz’

Pour que I'on puisse poser F = lc2 o 7 quelles que soient les dérivées
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» il faut et il suffit que

du
kBff=af—vg +uh,
(1) Irg=vf+bg—12h,
el =—pf+hg+ch.

De ces relations, et de

8fr=1,

fr= af—vg+uph
VS(a*f—vg -+ ph)

on tire

bg—rAh+vf
§= ,
VS(a*f—vg+ ph)

W — ch—pf+aig

VS(af—vg—+ph)’
B=yS(af—vg+ ph)

Le radical doit étre pris avec le signe -, car le cosinus de 'angle des
deux directions (f, g, &) et (f', g’, ') doit étre positif par hypothése.
Or, ce cosinus est

Sazfz

VS(a f— vg-{—[J./l)’.

Sff'=

Il existe donc toujours une direction, faisant un angle aigu avec la
normale i ’élément; telle, que le flux de chaleur qui traverse I’élément
plan considéré ne dépend que de la variation de la chaleur suivant cette
direction.

Réciproquement, les trois équations (1), résolues par rapport &

sos h
donnent

S e f - a8hf verg’ — pb /z
A atbcr+ Sk a
g _ c¢ag' +yS)f’+/a’/¢ —yc’/
kT a b¢?+ 8ha
h __abld +vS?f’+pb’f—?ad
2 a*bicr + Siar
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De ces relations, combinées avec S f2 =1, on déduit
/ = bef + A8 f' +verg' — p b2l
VS(bcif + ASAf +verg — pb'h)
_ cag' + pSAf +hath — v f! ,
&= VS (bt f +ASAf +verg — pb2 'y
y — @b+ yShf + pb f— hatg’ ,
T VS(B ST+ ASAf +veig —ubh )
arber+ Sha?

k2 — .
\ VS(b2cif' -+ A8Af +verg — pbrh' )

9
2

t

Le radical doit étre pris avec le signe +, pour la méme raison que
ci-dessus.

Quelle que soit la direction donnée ( £/, g’, /'), il existe donc un élé-
ment plan tel, que le flux qui le traverse ne dépend que de la variation
de la chaleur suivant la direction donnée.

Cela posé, considérons une barre mince qui parte de l'origine des
coordonnées et s’étende a l'infini dans la section (/”, g’, #’). Soient ¢
une section normale, et s son contour. Désignons par /la distance & I’o-
rigine d’un point quelconque.

Découpons la barre en éléments tres-petits de longueur d/, par des
plans perpendiculaires & la direction (£, g, ). Ces plans donnent aux
éléments de volume des bases égales & la direction normale o, divisée
par le cosinus de I'angle des deux directions (f, g, 2) et (f', g', ') :
ces bases sont donc exprimées par

——a .
S A
L’un des éléments de volume céde dans Iinstant dz, au volume précé-
dent, la quantité de chaleur
o de o
dl Sfr’
Il recoit du volume suivant la méme quantité, augmentée de sa diffé-
rentielle

dt.

,d’u ¢ .

le gain de chaleur est donc exprimé par cette différentielle.
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La surface latérale sdl du méme élément gagne une quantité de cha-
leur qui dépend de «, et de la température du milieu environnant. Nous
supposerons celle-ci une fonction donnée du temps, la méme pour tout
le milieu. Alors la quantité de chaleur sera de la forme s d/dz, multi-
pliée par une fonction donnée de u et de z. Si, par exemple, le milieu
environnant est maintenu a la température zéro, et que u ne soit pas
trop considérable, la chaleur gagnée par un élément dsd/ de la surface
latérale sera — hudsdldt, h désignant un coefficient positif de condueti-
hilité extérieure, appelé pouvoir émissif. Ce coefficient sera constant le
long d’'une méme génératrice de la surface, mais pourra étre variable
d’une génératrice & I'autre. La chaleur gagnée par toute la surface sd/

sera done
f hds

De plus, si le corps est diathermane, il y aura un terme proportionnel
a I'élément de volume odl, & dt, et & une fonction, que nous suppose-
rons donnée, des variables « et 2. En somme, pour toutes les barres ou
le rapport de s & ¢ sera le méme, et qui auront un pouvoir émissif
constant ou un pouvoir rayonnant constant, le gain de chaleur di au
rayonnement pourra étre exprimé par

— usdldt

¢ (u, t)ycdlde.

La somme de ces gains de chaleur donne 'accroissement total

p c;_z; cdldt
On a donc I’équation
du k2 odu

P T s el )

Les valeurs (2) de f, g, & permettent de former l'expression du
cosinus S f/”. En divisant ensuite par cette expression la valeur de 42,
et substituant dans V’équation de la barre, on aura pour celle-ci

Siza?
. de @ b? ¢* d u

EZS Y

at a b ¢

|

(3 -+ (u, ).

G
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S X. — Ellipsoide des points isothermes.

Supposons que des barres, rayonnant de la méme maniere, partent
toutes de l'origine des coordonnées, et y soient chauffées au méme
instant et pareillement. Admettons que leur température initiale soit
zéro, et proposons-nous de trouver le lieu des points qui seront i
chaque moment & une méme température sur toutes les barres.

Si on pose, dans I’équation ci-dessus,

2 'y2
L% (82
at ar b e?
S)\i a?
T arbe

a= 0.

I’équation, transformée en /', sera la méme pour toutes les barres. Les
autres conditions étant aussi les mémes, u sera pour toutes la méme
fonction de ¢ et de /. Dong, il y aura, entre tous les points isothermes,
la relation

JL (8L
, @ T ebe
[ A == const.

Ralrs vewr
a b ¢!

—
-~
~—

I

Les coordonnées du point situé sur la barre (f', g', /), 2 la dis-
tance / de l'origine, sont

z=1If', y=Ig', z=INK.

L’équation du lieu des points isothermes est donc

2 2 2 2
S di —+- (8)z) == (1 - §l_a> -const.

—— L
@ az b? ¢? a b e

Ces points forment des ellipsoides semblables et semblablement placés.
Si nous prenons la constante égale & 1, nous aurons en particulier Iel-
lipsoide

; e .
at  arber a b ¢

Saﬁ , (Shz  Ska
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Nous le désignerons sous le nom d’ellipsoide des poins isothermes.
Le carré /* d’'un demi-diametre quelconque y est égal, d’apres I’équa-
tion (4), au coefficient de conductibilité de la barre de méme direction;
c’est pourquol nous croyons qu’on pourrait P'appeler ellipsoide des
conductibilités. 1l est d’ailleurs tres-différent de la surface de ce nom,
que considere M. Lamé dans sa quatrieme Legon.

Observons qu’il reste le méme, si on change simplement de signe les
coefficients 2, (1, v.

§ XI. — Rapports des deux ellipsoides.

I’ellipsoide principal
x*
— =1

a’
differe généralement de celui des points isothermes :

Sz_" (Shz)p Sk a

i raniel e S et
a? a* b ¢ .(t‘ b ot

En effet, leurs équations ne coincident que si les coefficients 2, p, v
sont nuls, ¢’est-a~dire dans le cas d’'un milieu homoédrique.

Lorsque ces coefficients sont trés-petits, on peut encore regarder les
deux ellipsoides comme identiques; car les termes en A, p, v de la der-
niere équation sont alors du second ordre de petitesse.

Dansle cas général, les deux ellipsoides n’ont que deux points com-
muns. En effet, on voit que les valeurs de «, ¥, z qui vérifient a la fois
les deux équations donnent

S =1 et Shx ==k VSH @t

Or, si on mene a lellipsoide principal les plans tangents perpendi-
culaires a la direction dont les angles avec les axes ont leurs cosinus
proportionnels & X, 2, v, on trouve pour équation de ces plans tangents

Six =Sk a.

Ainsi les points communs aux deux ellipsoides se réduisent aux deux
5.
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points de contact de ces plans tangents avec 'ellipsoide principal. Les
deux surfaces se touchent en ces points, y ont les mémes plans tan-
gents. Par suite, si 'on meéne par I'origine un plan parallele 4 ceux-ci,
son diametre conjugué, dans I'un et l'autre ellipsoide, sera la droite
qui joint les deux points communs. Or, aux points ot 'on a Sz = o,
¢’est-a-dire aux points de ce plan, I’équation du second ellipsoide se
réduit A
x? Ska*

S— =1+

a? ar b e? ?

c’est celle d'une surface semblable & P'ellipsoide principal.

Les courbes d’intersection des deux ellipsoides par le plan Six =
sont donc deux ellipses semblables et semblablement placées; la plus
grande est celle de I'ellipsoide des points isothermes : son rapport &
I'autre est

Sk a

a b2 cz'

Sil’on prend pour axes de coordonnées x’ et y" deux diametres conju-
gués quelconques de ces ellipses, et pour axe des z’ la ligne menée aux
points de contact, les deux ellipsoides seront rapportés I'un et I'autre
a un systeme de diamétres conjugués. Le troisieme diametre sera com-
mun, les deux premiers seront proportionnels dans les deux surfaces,
mais plus petits dans ellipsoide principal. Celui-ci est donc intérieur
a autre.

Quand les trois coefficients a, b, ¢ sont égaux, comme cela doit avoir
licu probablement chez tous les cristaux du systeme cubique, Iellip-
soide principal est une sphere. Alors tous ses diametres sont perpendi-
culaires aux plans conjugués, et ses intersections par ceux-ci sont des
cercles. Donc lellipsoide des lignes isothermes sera de révolution
aplati, et les cosinus des angles que fera son axe principal avec ceux
des x, y, z seront proportionnels a 2, u, v.

Les paragraphes suivants montreront d’autres rapports entre les deux
ellipsoides.
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§ XII. — Autre méthode pour I’équation de la barre.

Revenons 4 I’équation (3) du § 1X. Si I’on y fait abstraction du terme
¢ (u, ¢) di au rayonnement, cette équation est établie en supposant que
les flux sont nuls & travers toute portion de la surface latérale. On
devra donc I'obtenir quelle que soit Ia forme des volumes élémentaires
adoptés, pourvu qu’on suppose nuls ces flux. L’expression de ceux—ci
Zu Z—u Z—u est en réalité tres-petite et sensiblement nulle, alors
méme que le rayonnement existe. En effet les flux qui traversent la
section normale de la barre sont du méme ordre de petitesse que cette
section; et, s’ils laissent varier d’'une maniére continue la température
d’éléments de volume -incomparablement plus petits, c’est qu’ils leur
otent  chaqueinstant presque autant de chaleur qu’ils leur en donnent.
Il n’en est pas ainsi des flux qui entrent ou qui sortent par les faces
latérales : ceux-ci ne dépendent que de z, de z et du pouvoir émissif; ils
ne se neutralisent pas, et sont par conséquent du méme ordre de gran-
deur que les éléments de volume, c’est-d-dire incomparablement plus
petits que les premiers.

Voyons les conséquences qu’entraine cette condition. Soient m, n, p
les cosinus des angles que fait, avec les axes des x, y, z, la normale &
un élément de la surface. Le flux qui le traverse, et dont il faut égaler
Pexpression a zéro, est

S<a2d—u—|— du du .
dz " Vdy ’*dz> -

en

Cette expression, égalée a zéro, signifie que I'élément de la surface
doit étre parallele a la direction dont les angles avec les axes ont leurs
cosinus respectivement proportionnels a

azd_u_*_ytil_t_ @ bzdu ] 7_4_11 ‘du Ldu du )du
az d}" H(IZ, .d7‘+ \dz—.ld—"xa Cd——i- dx ;ZE‘-
du du du
dz’ dy’ dz
trés-peu sur toute I'étendue d’une méme section trés-petite de la barre

A cause de la continuité, les dérivées partielles varient
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par un plan; on peut les regarder comme égales & la valeur qu’elles ont
en un point particulier de la section, et mettre cependant pour m, n, p
les cosinus de la normale & un élément quelconque de la surface latérale.
Or la seule direction qui soit parallele & tous les éléments de la sur-
face est celle de la barre. La condition imposée revient donc a la double
égalité
aifﬁl , v@— du ,du )\du_ due  du  du l(llf
Vdx T Vdy T iz dy 'dz Vde “dz T Vdz dy

(6 ) 'f' jumany X g" oy /l,

Appelons £ la valeur commune de ces fractions, et résolvons par rap-

Zu Z; ZZ Les équations (6) ne different de celles (1) du § IX

que par le changement de signe de 1, ., v; elles donneront, d’aprés les
résultats (2) du méme paragraphe,

port a

Elﬁ-—[f f+lS)\f—vc’0’—+~yb2/z’
dr arbrcr - Sk
ﬁlﬁ#/f( g +uShf —hra'h +ve? f
dy ar b+ Shia?

du 41ﬂa2b2/l’—*— vSASf —pb f +datg’
dz " @b+ Ska

du du du
Actuellement, on peut avoir -, 4y dz O fonction de & _Z qui égale

Sf’ ?Z_' Il suffit de multiplier respectivement les trois dernieres rela-
X
tions par /', g, /', et d’ajouter. On obtient

( ) @_‘kazcz,f”‘*‘(S)\f,)z_
7 dl — " @b Skea

du du du
dz’ dy’ dz’

Cela posé, proposons-nous d’obtenir I’équation (3), en décomposant
la barre en éléments perpendiculaires a la longueur. Le flux qui tra-
verse une section normale est

on déduira de la £ et par suite

, du du du
F:=S8f ( ——'%V%*«U’E»
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D’apres les relations (6}, cette valeur revient 2
F=kSf =¥,

ou bien, en tenant compte de (7),

] Siza?
po [ ebe
YN CIN
at atbie?

Considérons I'élément de volume situé 2 la distance / de I'origine. Il
céde au précédent, durant le temps infiniment petit d¢, un flux égal &
Fodt; mais il recoit du suivant le méme flux, augmenté de 5fl—ljr:alldz.
Enajoutant  cet exces 1a chaleur gagnée par rayonnement cd/deg (u, ¢),

on a la valeur de I'augmentation totale p i—l;?‘ odldt. 1’équation obtenue
est bien identique a (3).

§ XIil. — Eléments isothermes des barres. Points correspon-
dants.

Nous avons vu que la température de la barre vérifie les équations (6

du paragraphe précédent. Or, en un point (x, y, z), les dérivées
du du du . . .

& &y ds sont proportionnelles aux cosinus des angles que fait avec
les axes la normale & la surface isotherme qui passe par ce point. Les
relations (6) montrent donc que ces cosinus sont déterminés deés que la
direction de la barre I'est elle-méme; les valeurs, données un peu plus
bas (§ XII), des dérivées partielles de u, font voir & quelles quantités
ils sont proportionnels.

Ainsi les surfaces isothermes d’une barre sont des éléments plans
paralleles entre eux, et de direction constante.

Concevons un milieu indéfini de méme nature que la barre, et ol les
plans de méme direction que ses éléments isothermes se trouvent dans
toute leur étendue & une méme température. Celle-ci véritiera les rela-
tions (6) du paragraphe précédent, et les flux seront nuls sur tout élé-
ment parallele a la direction ( /', g’, 7). Par conséquent, si on y dé-
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coupe par la pensée une barre identique a la proposée, cette barre
avra la méme équation de chaleur que si elle était séparée du reste du
milieu. Il faudra toutefois supposer que le milieu indéfini est diather-
mane, et recoit par unité de volume, dans 'unité de temps, une quan-
tité de chaleur rayonnante égale 4 ¢ (u, ¢). Adoptons un plan de coor-
données x’ et y' parallele aux plans isothermes, et pour axe des z’ le
diametre conjugué a ce plan dans Pellipsoide principal : I'équation (8)
du § VIII sera celle de la chaleur dans le milieu indéfini, et par suite
dans la barre.

D’apres ce qui est démontré au méme § VIII, les plans isothermes, cor-
respondants & toutes les barres chauffées simultanément a 1origine,
auront pour enveloppes des ellipsoides semblables 2 I’ellipsoide princi-
pal et semblablement placés. Si en particulier on meéne a Dellipsoide
principal une infinité de plans tangents, ces plans rencontreront en des
points d’égale température les barres pour lesquelles ils sont des élé-
ments isothermes.

Menons un plan tangent en un point quelconque («, y, z) d’un ellip-
soide semblable & U'ellipsoide principal, et proposons-nous de trouver
le point (x,, y,, z,) ou ce plan tangent rencontre la barre qu’il coupe
suivant un élément isotherme.

La normale au plan tangent en (x, y, z) & Pellipsoide proposé fait
avec les axes des angles qui ont leurs cosinus proportionnels 4

x Y
& B

Ce plan tangent devra coincider avec un élément isotherme de la
barre cherchée. Donc, u désignant la température de la barre, les trois
guantités ci-dessus sont proportionnelles respectivement aux déri-
vées

du du du
dz’ dy’ dz

De plus, le point (x,, ¥, 3,) étant sur la barre, ses coordonnées sont
proportionnelles aux cosinus f”, g’, 7’ des angles qu’elle fait avec les
axes.

Cela posé, les relations (6) du paragraphe précédent pourront
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s’écrire
X I Zy

7

z )\z x A
x+v~—.— Y+ E"”Zz z—l—‘u.—— I

b c?
Il suffira que ces relations soient vérifiées, pour que le point x,, y,, z,
appartienne & une barre ayant ses éléments isothermes paralleles au plan
tangent proposé. Mais, comme on veut de plus que ce point soit sur le

plan tangent lui-méme, il faut qu'il vérifie I'équation de ce dernier et

donne
X,

xZ
sZ2=s%
a?
Désignons par £ la valeur commune des rapports précédents; tirons

ensuite ax,, y,, z,, et portons leurs expressions dans I’équation ci-
dessus. Nous aurons simplement

x? x?
a a
Par suite, le point («,, y,, z,) a pour coordonnées

Z
x.-x-!—uz-——u.—a

bz el
z x
(8) }’H:}"-l-}\c—z——uar

== 2 -+ {J.E —2Z reh

1l est aisé de vérifier que le lieu géométrique des points (x,, y,, z,)

est une surface semblable & celle des points isothermes et semblable-
ment placée. Pour cela, nous allons calculer I’expression

(Slx,)

a‘ abc’

s

qui est le premier membre de I’équation de ces surfaces.
On aura

b

ve. L — pr.f
x’:x7+2a’£ vI— z —+ a? b ¢
1 az b2 (J'cz azbzcz
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et par suite

(9) S;;‘:S—-—l—
- a

Or, d’apres une identité connue,

z\? x*
S (uc.%— [.Lb.z_> :SPa’SZ{2 —(Srx ).
D’ailleurs, les relations (8) donnent

Siz = Six,.

Substituons cette valeur dans I'identité précédente, puis remplacons le
premier membre de celle-ci, dans (g), par le second membre, et trans-
posons. 1l viendra

2}
(10) So ¥ wbe =

(Sha, ) (1 N S}“a’) x?

abe) S o

On voit que, si le point (x, y, z) est situé sur la surface

x!
S o7 = const.,

le point (x,, ¥,, ,) le sera sur celle-ci :

x?  (Skz ) Sia? v

5— e = (x -+ 71;?7) const.
a a c a

Lorsque en particulier le premier point est sur Uellipsoide principal, Ie

second est sur celui des points isothermes.

Nous appellerons correspondants deux points entre les coordonnées
desquels existeront les relations (8 ). '

La résolution des équations (8) en x, y, z serait la méme que celle
des équations (6), effectuée au paragraphe précédent. Leur forme
linéaire montre que tout point de V’espace («,, y,, z,) a un correspon-
dant (x, y, ).

Si le point (a,, y,, 5, ) est sur un plan quelconque

(11) mx, + ny,+ pz =k, ou Smx =k,
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le point («x, ¥, z) se trouve sur un autre plan

Sm(a“%—l—v%——yg):lr.

La derniere équation revient a

{r2) S(a*m——vn—!—yp)g;:lf.

Le point (, y, z) est donc situé sur un plan conjugué, dans lellip-
soide principal, & la droite dont les angles avec les axes ont leurs cosi-
nus proportionnels a

a@m—yn-+pp, b*n—Aip+vm, p—um-+dn,

On avu, au § IX, que le flux qui traverse un élément parallele au plan
Smax, = k dépend de la variation de la chaleur suivant une droite dont
la direction est déterminée par les mémes cosinus. Convenons de dire
que cette droite et le plan Smx, = £ sont correspondants. Alors la rela-
tion (12) pourra s’énoncer ainsi :

Lorsque le point (x,, y,, z,) se meut sur un certain plan, le point
(2, y, z) se meut sur un autre plan, conjugué, dans P'ellipsoide princi-
pal, a la direction correspondante au premier-.

§ XIV. — Etude des plaques. Formules de transformation.

Proposons-nous maintenant d’étudier le mouvement de la chaleur
dans une plaque mince indéfinie, 2 bases paralleles, tirée d’un corps
homogene. Cette plaque sera supposée chauffée en un de ses points,
pris pour origine des coordonnées (x, y, z). Quant a la température du
milien environnant, nous admettrons qu’elle est constante partout,
mais variable d’une maniere quelconque d’un instant a I'autre.

Prenons, a partir de I'origine, de nouveaux axes rectangulaires des
(«/,y', ') de méme sens que les premiers, ceux des 2’ et des y’ paral-
leles & la plaque, celui des z’ perpendiculaire. Désignons respectivement
parm, n, p; m', n', p's m’, n”, p”, les cosinus des angles que font les

6.
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nouveaux axes des &', y', z’ avec les axes des x, y, z, qui sont ceux de

I’ellipsoide principal. Désignons aussi par F',, F',, F; les flux de chaleur

(ui traversent les éléments plans perpendiculaires aux nouveaux axes.
Nous aurons les formules de transformation

i d N d ., ad ' Sm
dz ~ " dx ’"d’*’"%" ¥ =Sma,
d d , d s d ,
d_y_n_-rlx’_Fn 77 o y'=8m'z,

d _ d . d . d S
dz - Pdw TP @R gy WX

avee les relations

Sm* =1, Sm'm’"=o,

Sm'* =1, Sm"m —o,

Sm” =1, Smm' —o;
m=n'p"—p'n", m'=n"p—p’n, m'=np’' — pn,
n=p'm'—mp", n=p'm—m"p, n’"=pm'—mp,
p=mn’"—n'm’, p'=m'n—n"m, p"=mn—nm.

La formule générale des flux donnera

=
i

=mF, + nF,+ pF,,
F,=m'F,+ n'F, =+ p'F,,
m"F~+ n"F,+ p"F,.

-
I

Portons dans ces expressions les valeurs de F,, F,, F;, données au

du du
d dy’ dz
vées, par les formules ci-dessus, en celles relatives aux nouveaux axes,
et réduisons. Nous aurons des expressions de la forme

§ V, en fonction des derlvees ; puis transformons ces déri-

du du
Fll = 6(-(7—; -+ ﬁ W -7 E)

du Y , du
F’2 = d}" +ﬁ +'y az’
F13: du 4 ﬁ” +y” du

dz dy”
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Les valeurs des coefficients seront
a=8m* @, B =Samm’ +8im”, y=Sa&’m’"m — Sim’,

o =8m"a>, B =S8Sa’m' m"+8im, ¢y =8amm' — Sim”,
a"=8m"a*, B'=S8a’m”"m -+8im', y'=Sa&m' m’— Sim.

§ XV. — Equation de la chaleur dans une plague homogéne.

Dans le nouveau systeme d’axes, les deux flux ¥',, F', dépendent gé-

. e, du
néralement de la dérivée _—- Proposons-nous de changer I'axe des =’

en un autre des z”, oblique a la plaque, mais tel, que les deux flux de
chaleur qui traverseront les éléments plans paralleles aux «'z” et

"

du
=7 Si nous désignons par /,
&> k les cosinus des angles que fait avec les axes des x', y’, z' le nou-
vel axe Oz, les formules de transformation seront

aux y’ z” ne contiennent plus la dérivée

oW v d _ d
#l= 2t [ dz’ — dz"’
g 4 14 d d
Yy =Y +gz s W = dyll7

2" = hz",

d 1 d fd g d
dz'

La normale au plan des y’z”, menée du coté des 2’ positifs, fait avec
les axes des «', y’, 2z’ des angles dont les cosinus sont respectivement
b y s

L
N R

Nous supposons & positif, e’est-d-dire 'axe des z” mené du méme
coté de la plaque que celui des z'.
Par suite, le flux de chaleur qui traverse 1’élément parallele aux
y'z" est
g hE —fF,
Yy
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ou bien .
du du du . p » du
F oo rg) 1 (g d.r-').
sz_*_ 2

On aura de méme, pour le flux de chaleur qui traverse I'élément
plan paraliele aux «' 2",

du , du . du /o, du ” o _(I_L£>
FH—/L( d,+(3—d—z,+}’ %) ( P +ﬁ P Y d]",.
P \/g2+/l

du
Les seconds membres de ces formules cesseront de contenir T et
., du
par suite - si l'on a

h}/——fa”:O, ’lﬁ'-—ga”:d,
ou bien

f
7

R

Comme «” a toujours une valeur positive finie, I'axe des 2" aura tou-
jours une direction parfaitement déterminée, hors du plan des =" y'.

Cherchons actuellement I'équation différentielle de la chaleur dans
la plaque.

Soient «', y’ les deux premieres coordonnées d’un point d’une face
de la plaque. A partir de ce point, construisons un parallélipipede
dont les arétes soient paralléles aux axes des «, y’, 2, qui ait pour
base dx’ dy’ et pour hauteur U'épaisseur ¢ de la plaque. Les faces paral-
leles au plan des y’ z” sont égales chacune a

Ay TR
devgr B

Par suite le flux de chaleur qui, pendant instant dz, sort par la pre-
miere de ces faces, est

o dy' eVg -+ I d] sdt v . du " du
I - — dt = [( 5)dx,+(a ﬁmyy”)d_y.,:!.
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Le flux qui entre par la face opposée dépasse celui-la de

o:l/

12’ dy' <dit d?

De méme, 'ensemble des deux faces paralleles aux y’z” donnera une
quantité de chaleur égale a

R Ty |

Enfin le rayonnement fait acquérir une quantité de chaleur que nous
supposerons généralement une fonction ¢ de u et de ¢, multipliée par
edx’ dy’ dt. Si le corps est athermane, u peu variable, et le milieu envi-
ronnant a zéro, cette quantité est égale 4 un coefficient constant néga-
tif, multiplié par u et par dx’ dy’ eds. Mais quand le corps est recouvert
d’une substance aisément fusible, comme dans les expériences de M. de
Senarmont, cette substance en fondant change de pouvoir émissif, et le
coefficient devient lui-méme fonction de u. La température du milicu
environnant peut encore varier d’un instant 4 autre. Pour toutes ces
raisons, nous supposerons la chaleur émise par la surface égale 4 une
fonction - quelconque de u et de z. Si le corps est diathermane, le
rayonnement donne de plus un terme sensiblement proportionnel & une
fonction de u et de ¢, et au produit eda’ dy’'de. Quoi qu’il en soit,
comme ’épaisseur ¢ est constante, ces deux termes ont une somme de
la forme

¢(u, t)dz' dy’ edt.

La somme de tous ces accroissements égale I’accroissement total

edx dy’dt. Dot I'équation différentielle cherchée,

dl¢ ! /l ’/ ’ ! I/ d 4
P'Jt':@(u’t)_*“_n[ —18") d rinn — By d],h

o N N III d'u
By =1 — B ) T |

En raisonnant comme au § V, nous verrons qu’il existe dans le plan
des o'y’ deux axes de coordonnées rectangulaires qui font disparaitre
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de I'équation différentielle ci-dessus le terme en

d*u 5
' W' Ce sont les
deux axes de Dellipse

(ﬁl/““‘yﬁ, x,g_*_ ” o 6/ // 12+ ”ﬁ—i—a” r__y},»/__ @’ﬁ”)x’y':x.

Supposons done qu’on ait adopté ce systeme. La condition qu’il doit
vérifier pour cela est

all 5 + a!/ 71 — yyll_ ﬁ/ 6[/'___ o)
Si nous pesons alors

o ” /4 ! .,
a’a— yB — A & o — @'y

7 3 ” — BZ?
o 24
I’équation différentielle sera
du d*u d*u
PEE:(P(u,t)—*“Az——dx,Z-FB d”‘

§ XVI. — Lignes isothermes.

Opérons dans I’équation précédente la transformation

E:i’, n :'K
A B
Elle deviendra
u d*u  d’u
r =9+ gm+y

On voit que u serait la température d’une plaque isotrope, si &, 4
représentaient les coordonnées de ses divers points, et si cette plaque
était chauffée dans un trés-petit espace autour de ’origine. Or, dans ce
cas, u dépendrait seulement de # et de la distance & 'origine y&* + #*.
Ainsi les lignes isothermes auront pour équation

£+ pn*= const.,
ou bien

xlz 72
x J];, = const.

Elle représente des ellipses semblables et semblablement placées.
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On voit aussi que la constante est la méme pour les lignes d’égale
température qui se produisent d P'instant £ sur toutes les plaques d’un
méme cristal, pourvu que la fonction ¢ (u, ) soit la méme pour toutes,
et qu’elles soient chauffées 2 I'origine des coordonnées de maniere que
échauffement soit égal & chaque instant chez toutes les plaques ise-
tropes correspondantes en &, ». Afin d’abréger, nous dirons qu’elles
sont alors chauffées pareillement.

Exprimons les relations qui déterminent la direction des axes et leur
grandeur, en fonction des cosinus m, n,p; m', ', p'; m’, n’, p".

La’ direction des axes, indépendamment de la condition de rectan-
gularité, doit vérifier la relation

al/ ﬁ + a// yl__ Y,)/l/__ ﬁ/ II: 0.

Portons-y les valeurs (§XIV) de «”, 3, 8/, 8", v, ¥'» v". Elle deviendra
successivement

28a*mm' Sm" @*— 28> mm” Sa* m' m" — 2SAmSim’'=o,
Sb2e* (nn' p”+ pp’' n"*) — Sb*c* (nn” p’ p” + pp” ' 0" )—8Am.5hm' = o,
Sbre*(n'p"— p'n”) (0" p—p”n)+SkmSim' — o,
S& cmm’ +SAmSim' = o,

mm'  SkmSim’
a’ ar b ¢?

(1) S

Evaluons actuellement les quantités A2, B2. Nous avons

" 7
oo — @

oo — Yy’ =8m*a*Sm" a’— (Sma.m” a4+ (Sim')
=8b¢ (n"p—p'n)+4(8im'),
2 h2 2 7/ 14
A @ brc [Sgt_’+(S)\m ):].

T Sm"az a? a b ¢?
On trouverait de méme

B:— atb e [ m? +(S)\m)2:|'

- =] =y 2 b1 p2
Sm"a a abc
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D’ol I’équation des ellipses isothermes

2 2 ! o5
l‘s m +(S7~"l) ] 2" [Sﬁlj —;—M] "

@ atb e a? a* b e?

a b2er [ m? (S).m)2] [S m” (Slm')z]_

=const. z—7—= | S 5 + 775 . ‘
Sm"a |« a*be? a atb* ¢?

On peut simplifier le second membre. En tenant compte de la rela-

tion (1), et supposant égale & 1 la constante arbitraire, ce second
membre peut s’écrire

ath? ¢? me _ m': mm'\?
Sm”: a? [S?S @ (S @ ) ]

2o (samp+8L(Shm'y— 28
a a

8 22 SamSam

a
~+

Sa* m™
Une identité connue réduit le premier terme

abet (np'—pn')* _ Sa*(np’—pn'p
Sarm’? b2 - Sazm”? 1

Passons au second terme. Son numérateur peut s’écrire

2

S (T—’ Sim— 2 Slm’)
a a

Or, en remplacant dans la parenthese Sim, Skm’' par le développe-
ment de ces expressions, on trouve pour cette parenthese

vipm/ —mp') — p(mn' —nam') _ vn” — up”’
a _ a

Le numérateur du second terme devient

S " —pp"; _ 8S(ve.bn” —pb.cp”" )  Ska’Sm”a? — (Sham” )
a acbice - @ bio :

L’équation des ellipses isothermes, en y supposant égale & 1 la con-
stante arbitraire, est donc

(2) <sn_12+(S7.m)3>x,2+ (S%l—;—%— {S).m’)?)]_,z_I  Ske _ (Shaerm” -

2 — 17 ¢
a: arbze? arbrc? abicr  arbrerSim s
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§ XVil. — Lie;tx des ellipses isothermes.

Concevons actuellement une infinité de plaques qui passeraient par
'origine, et qui seraient dirigées de toutes les manieres possibles par
vapport i ellipsoide prineipal. Cherchons si les courbes isothermes
correspondantes de toutes ces plaques concorderont pour donner cer-
taines surfaces.

A P'inspection de I'équation précédente et de la relation (1), on re-
connait que ellipse isotherme est I'intersection du plan Sm’z = o,
¢’est-i-dire de la plaque, par Iellipsoide

Siz (SAzx ) _ Sira: (Sra*m”y

e arbrer abicr @b e'Sma?

—~~
[ 8]

En effet, menons dans le plan Sm”x = o deux rayons rectangulaires
de Dellipsoide suivant deux directions déterminées par des cosinus
(m, n, p) et (m/, v, p’). La condition, pour que le second de ces rayons
soit parallele au plan tangent mené & I'extrémité du premier, est

Sm/ <717: +7\S)m> —o;

a abie?

¢’est la relation (1) du paragraphe précédent.

Or I'un des deux rayons rectangulaires est parallele au plan tangent
mené a Uextrémité de D'autre, 2 la condition nécessaire et suffisante
que la droite tangente, & cette extrémité, a la courbe d’intersection de
I'ellipsoide par la plague, soit perpendiculaire au rayon qui aboutit au
point de contact. Ainsi le point de contact est un sommet de Iellipse
d’intersection, et les deux rayons considérés sont ses deux axes. Ceux-ci
ont done la méme direction que ceux de I’ellipse isotherme.

De plus, si on calcule les rayons correspondants de 1’ellipsoide, on
les trouve égaux aux demi-axes de méme direction de Pellipse iso-
therme (2). Cette ellipse est done bien I'intersection considérée.

On arriverait plus directement & ce résultat, en remplacant, dans
I'équation (2), o, ¥’ par leurs valeurs Smax, Sm’x, puis en éliminant
les cosinus qui se trouvent au premier membre. Cette élimination se

7-
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fera au moyen des relations
Sm'*=1, Smm'=o et Sm’x —=o.
La derniere peut s’écrire
S(np'—pn’)x =0 ou S(rz—py)m —o.
De celle-ci et des précédentes on tirera

x'— mSmx , y—nSmx ,__ &—pSmzx
p= VSx* — (Smax )

m—=-——— =,
VSz* — (Smx ) VSz* — (Smzx)
Si 'on porte ces valeurs dans I’équation (2), et qu'on tienne compte
de la relation (1), les cosinus m, n, p s’¢limineront d’eux-mémes, et
Pon tombera sur (3).

On voit que les lieux géométriques des lignes de méme température
qui se produisent & la fois sur toutes les plaques sont les ellipsoides
représentés par 1’équation (3); ils sont semblables & celui des points
isothermes et semblablement placés. Les plaques dont les lignes iso-
thermes correspondantes se trouvent sur un méme ellipsoide sont
celles pour lesquelles le second membre de (3) prend la méme valeur.

Ce second membre peut étre mis sous une forme plus simple. Con-
cevons la direction fixe dont les angles avec les axes ont leurs cosinus
proportionnels & Xa, p.b, ve, et la direction variable dont les cosinus
pareils sont proportionnels & am”, brn”, cp”; appelons ¢ I'angle de ces
deux directions. Nous aurons

(S2a*m” )y Sk
abrcrSm"ar T arbie?

co0s?6,
et le second membre de (3) deviendra

a*
1 -+ —— sin?6.

Ska
a"lﬂc’

Ce second membre varie done entre les limites

Sia?

a b2 ¢t
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Il atteint sa premiere limite pour la plaque Si.ax = o, perpendicu-
laire a la direction déterminée par des cosinus proportionnels & 2, u, v.
Alors on a Pellipsoide

x* (Skx)p

@ abe
Celui-ci est intérieur a Vellipsoide principal, car en ses points on a
généralement

Aux points de la plaque, ou pour Sha = o, il touche intérienrement
Pellipsoide principal.

Observons que cette plaque a les mémes lignes isothermes que si le
milieu était homoédrique, ou que les coefficients 2, p, v fussent nuls.

Le second membre atteint sa deuxieme limite lorsque siné =1, ou
que la plaque contient la direction déterminée par des cosinus propor-
tionnels & Aa®, nb*, ve*. Alors Vellipsoide est le méme que celui des
points isothermes; nous savons qu’il est tangent extérieurement, en
deux points opposés, a Iellipsoide principal.

Ainsi les lignes isothermes correspondantes de toutes les plaques
sont situées sur des ellipsoides semblables & celui des points isothermes
et semblablement placés; ces ellipsoides sont compris entre celui qui
est tangent intérieurement a V’ellipsoide principal, et celui qui lui est
tangent extérieurement; ils coupent I'ellipsoide principal suivant des
courbes semblables, situées sur des plans paralleles 2 Shx = o.

Si le milieu devient homoédrique, tous ces ellipsoides coincident
avec I'ellipsoide principal. Le méme fait se produit, sauf erreur du se-
cond ordre de petitesse, quand les eoefficients 2, g, v sont trés-petits.

S XVHL. — Autre méthode pour U'équation de la plaque.
Cylindres 1sothermes.

On peut obtenir I'équation de la chaleur dans une plaque par la mé-
thode employée pour la barre au § XII. Les considérations données au
commencement de ce paragraphe montrent que les flux de chaleur
rayonnante qui traversent les deux faces de la plaque sont extréme-
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ment petits par rapport aux flux qui traversent les éléments plans

d’une autre direction. Avec les notations du § XIV, cela signifie que
I'expression de F, peut étre égalée & zéro. Cn aura done

" du du

@d, y(—l;‘-;’_:o

A
BEN
—

Les dérivées partielles de u étant peu différentes aux divers points
de toute droite tres-petite qui traverse la plaque, on peut regarder cetie
relation comme vérifiée en tous les points de la plaque.

Cela posé, adoptons un élément de volume droit, ayant pour base
le rectangle dx’dy’, et pour hauteur I’épaisseur ¢ de la plaque. Le flux
perdu, pendant 'instant dz, par la premiere face perpendiculaire aux «,
sera F'| dy’sdt- le flux gagné par la face opposée dépassera cette quan-

1ite de + dx’dy’cdt. En faisant de méme pour les faces perpendicu-

laires aux y , et ajoutant la chaleur gagnée par rayonnement, on aura
I'équation
du _dF, dF,

PE~E‘;+W+‘P(“J)-

On remplacera F';, F, par leurs expressions données au § XIV, apres

avoir substitué dans celles-ci, & j ——> sa valeur tirée de (4); et on trou-
vera I'équation déja obtenue au § XV.

La relation (4), exprimée au moyen des coordonnées x, y, z, con-
duit 3 des résultats importants. On I'obtient ainsi exprimée en se rap-
pelant que son premier membre est la valeur de F, c¢’est-a-dire du
flux qui traverse un élément parallele & la plaque. Nous appellerons
ici f, g, k les cosinus des angles que fait avec les axes la normale 2 la
plaque. Alors nous aurons (voir § 1X)

’ du
(5) FSZS(azf-ug+ylz)E:0.

Désignons par /7, g’, &' les cosinus des angles faits avec les axes
par la direction que nous avons convenu,  la fin du § XIII, d’appeler
correspondante a la plaque. Cette relation deviendra

s 94

dx
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Elle exprime que les surfaces isothermes d’une plaque sont en lous
leurs points paralleles 4 la droite correspondante; ce sont done des
eylindres ayant leurs génératrices paralleles a cette droite.

Concevons un milieu indéfini de méme nature que la plaque, ayant
pour surfaces isothermes des cylindres indéfinis placés dans ce milieu
comme les cylindres isothermes le sont dans la plaque. Sa température
vérifiera la relation (5), et les flux seront nuls sur tout élément per-
pendiculaire 2 la direction (f, g, A). Par conséquent, i on y découpe
par la pensée une plaque identique & la proposée, celle-ci aura la méme
équation de chaleur que si elle était séparée du reste du milieu. Nous
supposons que le milieu indéfini recoit, par unité de volume et dans
'unité de temps, une quantité de chaleur rayonnante égale & ¢ (u, ¢).

Adoptons, a partir de P'origine, un nouvel axe des z’ parallele aux
génératrices des cylindres isothermes, c’est-a-dire de méme direction
que la droite correspondante a la plaque, et pour axes des o’ et des y’
deux diameires conjugués entre eux et conjugués a I'axe des z’ dans
Pellipsoide principal. L’équation (6) du § VIII sera celle de la chaleur
dans le milieu indéfini, et par conséquent dans la plaque. Par suite,
d’apres ce qui est démontré a ce paragraphe, les cylindres isothermes
seront circonscrits a des ellipsoides semblables & Vellipsoide principal
et semblablement placés. Si on considere en particulier Dellipsoide
priucipal, on pourra énoncer le principe suivant:

Les cylindres circonscrits a P'ellipsoide principal coupent les plagues
correspondantes a la direction de leurs génératrices, suivant des sur-
faces isothermes.

Nous terminerons le Mémoire actuel en démontrant par I'analvse
cette proposition.

§ XIX. — Cylindres circonscrits a Uellipsoide principal.

Cherchons I'intersection de la plaque
Sfx=o,

par le cylindre, circonscrit & ellipsoide principal, qui a ses généra-
trices paralleles & la direction définie par les cosinus /7, g, .
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Menons, en un point (x, y, z) de I'ellipsoide principal, un plan tan-
gent & cet ellipsoide, et soient &, n, § les coordonnées courantes; son
équation sera

ze

(6\* S'—2:l-
Y a

Exprimons que ce plan tangent est parallelea la direction ( /7, g, &'},
et a par conséquent pour enveloppe le cylindre circonscrit proposé,
nous aurons la condition

x A
{7) S;f—o-

Reportons-nous a la théorie des points correspondants du § XIIIL.
Désignons par (x,, ¥4, z,) le correspondant de (x, y, z), donné par les
relations

. Yy Z L )\Z> x _ x )\’}"
x._..z‘—i—‘JF——[J.z;, n=y -+ z;——v;za z(,_z—i—p.‘?—— e

D’apres les formules (11) et (12) du § XIII, la relafion (7) équi-
vaut a
Sfxgz()-

Ainsi le point correspondant de (x, y, z) appartient a la plaque pro-
posée. D’ailleurs une propriété fondamentale de ce point est d’étre situé
sur le plan tangent

S fTE =1,

a
et en outre sur l'ellipsoide des points isothermes.

Le point correspondant (x,, ¥,, z,) est donc a l'intersection de la
plaque par le plan tangent et par P'ellipsoide des points isothermes. Si
V'intersection du plan tangent et de la plaque était tangente a cet ellip-
soide, il est clair que le plan tangent le serait & la courbe d’intersec-
tion du méme ellipsoide par la plaque; par suite, I'enveloppe des plans
tangents, ou le cylindre circonscrit proposé, couperait la plaque sui-

vant la méme courbe que I'ellipsoide des points isothermes. Le pro-
bleme serait résolu.
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Mais il n’en est pas ainsi: généralement la droite d’intersection du
plan tangent par la plaque coupe Uellipsoide en deux points, dont I'un
est (x,, v, z,), et dont nous désignerons I'autre par (&, ¥, 7). Nous
appellerons («', y', ) le correspondant de (&, ¥,, z,); ce point sera
évidemment situé sur Pellipsoide principal. L’équation (6) étant véri-
fiée par les coordonnées du point (&, y,, z,), on aura

x 9’ z'
S={z' +vis —pu~}=1
a? b2 o

zx'  Sha}(yz —zy')
(8) S—(?; + aber =

ou bien

D’ailleurs le méme point (', ¥,, #) appartient a la plaque, et les
coordonnées a’, ¥, z' de son correspondant vérifient la relation (7);
celle-ci donne done '

;7
——2x = 0.

g/
a

De cette relation et de (7) on tirera
yz' —zy'  zx' —xd  ay'—yx!

Lo 8 K
a’ b ct

Appelons 7 'un quelconque de ces rapports, et prenons la valeur
des trois antécédents pour les porter dans (8). Celle-ci deviendra

ﬂ’. * S )‘f, g 1

az "@bre "

S

ou bien, en transposant et élevant au carré,

A C8uLfT N
(9) <S @ > _'<I_’ azbzcz> :

On a d’autre part 'identité

at  a arbct

o
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qui devient

-
gf”
g xx'\? , @®
1 — ) =rt—=—-
a arbre?

Ajoutons membre & membre cette relation a (g9), nous aurons pour r
une valeur constante, et nous trouverons ensuite
gf7t _(SASY
o XX a ab e

b_a_“_:;f’_T;_—(STfT)"

a arbie?

!

Cette derniére relation, ajoutée a celle-ci:

1 . x? 1, a2
P i e
donne
x '\ 2 12
( —+ x ) S_f_'_
g 2 . a’
e @ - flz (S)\f/ )2
SF T et

.,x_‘__x! "+'Z+Z
Les quantités > e o A

2

'
sont les coordonnées du milieu

de la droite qui joint les points (x, y, z) et («/, y', ') : nous les dési-
gnerons par X, Y, Z.

D’apres la forme linéaire des relations qui existent entre les points
correspondants, il est aisé de voir que le correspondant de (X, Y, Z)
est le milieu de la droite quijoint les points (x,, 3, z,) et (&, ¥, ).
Désignons par (X,, Y,, Z,) ses coordonnées; la formule ci-dessus et
celle (ro) du § XIIl donneront

1
2 2 S'—
5&4_(8“('\‘_ Ska @
a abiec —\'T wbe 7 (Sifry
S =t
a atb*c?

Substituons daps le second membre, aux cosinus /7, g, ¥, leurs va-
leurs en f, g, &, valeurs respectivement proportionnelles &

af —vg+uph, bg—ih+vf, ¢h—uvf+ig.
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Nous aurons, en négligeant partout un méme facteur qui disparait a
la fin,

—ve.gb+pb.hey Sha?Sa?f* — S)a*f
ab¢ Saf + arbic?

(SAf' )= (Sharf ).

S%:Sa"f*—i—s

Il viendra ainsi

X2 (SAX,) Sk a? (Shra*fy
(o) S a + wbie T @bie T @b esa f?

Cette équation montre que les plans tangents menés & Vellipsoide
principal, parallelement a la direction correspondante a la plaque, cou-
pent la courbe d’intersection de Vellipsoide des points isothermes par
la plaque, suivant une corde dont le milieu est toujours situé sur un
méme ellipsoide semblable a celui des points isothermes et semblable-
ment placé. Or il est aisé de voir géométriquement que cette corde est
tangente en son milieu a I'ellipsoide considéré. C’est ce qu’on voit en-
core en prenant la différence des deux relations

QT (SAy Sk

Var U Tarorer T T @bt
Sxf _I_(Slacl)2 — Shra?
a: arbict abd-c*
On obtient ainsi
X, 252X, ,
b(; @hie | (P B

ce résultat signifie que la corde qui joint les deux points (x,, y,, z,)
et (x,, y,, ) est tangente en son milieu & ellipsoide (10).

Ainsi, non-seulement les plans considérés coupent Pellipse d’inter-
section de I’ellipsoide des points isothermes par la plaque, suivant une
corde dont le milien appartient & I'ellipsoide (10), mais encore cette
corde y est langente au méme ellipsoide. Donc I'enveloppe de ces
plans, ou le cylindre circonscrit 4 Dellipsoide principal, coupe la
plaque suivant la méme courbe que Uellipsoide (10). Telle est la ré-
ponse a la question proposée.

Or, (10) est identique a I'équation (3) du § XVII, et représente des

3.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



{ 60)

ellipses d’égale température des diverses plaques. D’autre part. le cy-
lindre circonscrit & I'ellipsoide principal a bien ses génératrices paral-
leles & la direction correspondante a la plaque, comme il est nécessaire,
d’apres la relation (5) du paragraphe précédent, pour que ce cylindre
soit isotherme par rapport & la plaque. Le principe est done démontré,
savoir que : ‘

Les cylindres circonscrits A 1'ellipsoide principal coupent les plaques
correspondantes a leurs génératrices, suivant des surfaces isothermes.

La démonstration fait voir de plus que ces cylindres coupent les di-
verses plaques, supposées chauffées simultanément et pareillement,
suivant des surfaces d’égale température.

Vi ef approuve.
Le 5 février 1867.
L. Doven pE i FacurTe pEs Scitences,

MILNE EDWARDS.
Permes dimprimer.

Le § février 1867.
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PROPOSITIONS I’ANALYSE DONNEES PAR LA FACULTE.

1* Méthode des variations;

2° Application a la recherche des maxima et des minima des infé-

grales simples et doubles.
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