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THESE DE MECANIQUE APPLIQUEE.

ESSAI THEORIQUE ET APPLIQUE

LE MOUVEMENT DES LIQUIDES.

I. — Introduction.

Toutes les questions, méme les plus simples, que souleve I’écoule-
ment des fluides naturels' (") offrent de grandes difficultés. D’abord, on
n’a pas une définition suffisamment exacte de ces fluides. La propriété
de ne transmettre que des pressions normales, par laquelle on caracté-
rise les liquides et les gaz en Mécanique rationnelle, s’applique bien
aux fluides naturels en repos. Mais sitdt que ceux-ci se mettent en
mouvement, 'expérience prouve qu’il se développe entre leurs diffé-
rentes parties des actions tangentielles, actions d’autant plus intenses
que le mouvement est plus rapide, et qu’il n’est presque jamais permis
de négliger. Ces actions sont si variables dans les divers mouvements
observés jusqu’ici, qu'on en ignore absolument les lois. De Ia une pre-
miere difficulté qui est capitale. Mais supposons-la levée, supposons
que les lois dont je parle soient connues par I'expérience, ou, plus
exactement, par la comparaison des résultats d’'une analyse mathéma-
tique rationnelle avec I’expérience; car celle-ci seule sera toujours
impuissante a fournir les lois des phénoménes intermoléculaires; alors
on pourra écrire les équations générales du mouvement des fluides
naturels. Ces équations, il faudra ensuite les intégrer; ce sera la, dans

(*) Yappelle fluides naturels les fluides imparfaits ou visqueux de la nature, par opposi-
tion aux fluides d’une mobilité parfaite qu'on considére en Mécanique rationnelle.
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la plupart des cas, une nouvelle et insurmontable difficulté. Méme en
Mécanique rationnelle, ol I'on ne considere que les fluides parfaits,
c’est-b-dire ne transmettant que des pressions normales, on arrive a
des équations « rebelles, suivant 'expression de Lagrange, & toute
intégration. » A plus forte raison en sera-t-il ainsi, sil’on ajoute & ces
équations les termes, quels qu’ils soient, provenant des actions tangen-
tielles auxquelles on ne peut pas se dispenser d’avoir égard dans I’étude
du mouvement des fluides de la nature.

Dans la plupart des questions de Physique mathématique, les équa-
tions aux différences partielles que 'on renconire sont linéaires et a
coefficients constants. Leurs intégrales générales sont la somme d’un
nombre infini d’intégrales particulieres, généralement faciles a trouver
et multipliées chacune par un coefticient arbitraire. Dans chaque ques-
tion on détermine ces coefficients en nombre infini, soit par la méthode
qu’a indiquée Fourrier dans la théorie de la chaleur, soit par des moyens
analogues, comme a fait, par exemple, M. Lamé dans le Mémoire ol i
donne la solution compléte du probleme de 'équilibre d’élasticité d’une
enveloppe sphérique dont les deux faces seraient pressées par des forces
quelconques.

En Hydraulique, les équations que I’on trouve ne sont pas linéaires;
on ne peul plus appliquer les moyens dont je viens de parler. Voila
pourquoi cette science est si arriérée. Elle est arrétée par des difficultés
d’analyse, et clle ne pourra franchir certaines limiles que quand I'ana-
lyse elle-méme aura perfectionné la théorie des équations aux diffé-
rences partielles simultanées. 1l est pourtant un cas ou les équations gé-
nérales du mouvement des liquides semblent pouvoir devenir linéaires;
c’est celui ol toutes les molécules fluides décrivent des lignes droites
paralléles. Aussi est-ce 1a le seul cas que I'on ait cherché a étudier et
que de longtemps sans doute on puisse espérer résoudre. Seulement, il
semble que pour en trouver la solution, il faille commencer par faire
une hypothese sur les actions intermoléculaires des liquides; et les
hypotheses en grand nombre que 1’on pourrait faire et que I'on a faites
ont ce grave inconvénient : si les formules auxquelles conduit une
hypothese sont infirmées par I'expérience, ce sera une preuve qu’elle
est erronée; il faudra en essayer une autre; celle-ci pourra avoir le
méme sort et ainsi de suite, en sorte que I’on est exposé a rester indé-
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finiment daos les conjectures. C'est en effet ce qui est arrivé. Les
dernieres expériences de M. Darcy, inspecteur général des Ponts et
Chaussées, complétées par M. Bazin, ingénieur dans le méme corps,
démentent tout ce que 'on croyait savoir, et aujourd’hui cette ques-
tion, si simple qu’elle puisse paraitre, du mouvement rectiligne des
liquides, est scientifiquement sans solution. Voici, du reste, les diverses
phases par lesquclles elle a passé.

Le travail le plus important, on pourrait dire le seul ayant véritable-
ment un caractere scientifique qui ait été fait sur le mouvement des
fluides, est celui que Navier a lu & I’Académie des Sciences le 18 mars
1822 et qui se trouve inséré au tome VI des Mémoires de I'Institut.
Navier est parti de ce principe : lorsqu’un fluide est en repos, ses
molécules se placent i des distances déterminées par la condition d’une
destruction mutuelle des forces de répulsion et de compression qu’elles
exercent les unes sur les autres. Lorsque le fluide se met en mouvement,
les distances moléculaires changent, et avec elles les forces attractives
et répulsives. Navier admet en principe que ces forces sont, par I'effet
du mouvement, augmentées ou diminuées de quantités proportion-
nelles a la vitesse avec laquelle les molécules s’approchent ou s’éloi-
gnent les unes des autres. Il admet de méme que les actions qui s’exer-
cent entre les parois solides qui contiennent les fluides et les molécules
voisines sont, par I'effet du mouvement, augmentées ou diminuées de
quantités proportionnelles aux vitesses avec lesquelles chaque molé-
cule du fluide s’approche ou s’éloigne de chaque molécule immobile
appartenant  la paroi.

En partant de ces principes, Navier est arrivé par une analyse assez
longue, mais qu’on pourrait simplifier par les méthodes usitées aujour-
d’hui, aux équations générales du mouvement des liquides que voici :
o dp_ p(dU dU . dU dU) (de U d’U)

b Tz it oI el
P— dz~ P\ 'dt +U dzx Va‘y W & dz? dy* 7

dp_ dv dv dv dv d*v d'v  d*V
dp dwW dW dW . d’W__d’“’ d*'W
T dz P(E_+U_¢i—; +W dw> (dx’ dr " dz )’
dU _I_a'V AL
dx " dy dz

(a)

— o,
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dans lesquelles U, V, W sont les composautes suivant trois axes ree-
tangulaires de la vitesse d’'une molécule fluide; P, Q, R les compo-
santes suivant les mémes axes des forces extérieures qui la sollicitent,
rapportées i 'unité de volume; p la pression qui s'exercerait en chaque
point, si le liquide était d’une fluidité parfaite, et ¢ un coefficient con-
stant dépendant de la nature du fluide.

Contre les parois, le mouvement des molécules doit satisfaire aux
conditions suivantes :

EU+¢ Q cosl—f-d—Ucosm-l-d—Ucosn =0,
dx dy dz
dv dv dv
(b) EV-¢ (-‘-1; cos l + W cos m + 'E COSIZ) = 0,

dW dw dwW
EW+e(-(—E-cosl + -Wcos m ~ —— C0S n):o,
o1 E est une constante dépendant de la nature de la paroi; /, m, n, les
angles que la normale 4 la paroi, au point considéré, fait avec les axes.
On voit facilement que lorsque toutes les molécules sont supposées
décrire des lignes droites paralleles, les équations (a) deviennent
linéaires. C'est cette question du mouvement rectiligne que Navier a
examinée et résolue dans trois cas différents, savoir : 1° quand I’écou-
lement se fait suivant la ligne de plus grande pente d’un plan indéfini
en largeur, de maniére qu'on puisse supposer que toutes les molécules
situées sur -une ligne paralléle & I'horizontale de ce plan aient méme
vitesse; 2° quand il a lieu dans un tuyau circulaire et en admettant que
toutes les molécules situées sur une circonférence concentrique a 'axe
aient la méme vitesse; 3° quand il a lieu par un tuyau rectangulaire.
Ainsi, on ne sait méme pas résoudre d’'une maniére générale la ques-
tion du mouvement rectiligne; on n’en connait la solution que dans
les trois cas que je viens d’indiquer; car il n’est pas 2 ma connaissance
que I'on ait rien fait de plus depuis Navier. Cependant, si limitées
qu’elles soient, ces notions seraient encore d’une grande, utilité si elles
étaient acquises d’une maniére certaine. Malheureusement il n’en est
pas ainsi; le principe méme qui a servi de base au travail de Navier a
été contesté dans ces derniers temps par un éminentingénieur, M. Darcy.
M. Darcy a fait des expériences en grand sur les conduites d’eau de la
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ville de Paris. Il a trouvé les résultats de ses expériences en complet
désaccord avec les formules de Navier appliquées 2 un tuyau circulaire
et rectiligne, et il en a conclu que le principe qui avait fourni ces for-
mules était erroné.

A la place du principe contesté, M. Darcy en a posé un autre, et
voici par quel procédé : il a traduit I'ensemble de ses expériences par
une formule empirique de la forme

(¢) Vo—'V:K-'iV—?7

V, étant la vitesse centrale; R le rayon du tuyau; V la vitesse d’une
molécule placée a la distance r de 'axe de ce tuyau; ¢ la perte de
charge de I'eau par metre courant, et K un coefficient constant. Or, il
se trouve que cette formule peut étre établie théoriquement, si on sup-
pose le mouvement qui se produit dans une conduite, rectiligne, et si
'on admet :

1° Que l'action mutuelle de deux filets fluides est proportionnelle,

. . . . dV .
non pas, comme le supposait Navier, & leur vitesse relative —= mais au

carré de cette vitesse relative;

2° Au carré du rayon de la conduite.

D’out M. Darcy conclut que ce sont la les véritables lois qui régissent
les actions mutuelles des molécules liquides en mouvement, et c’est ce
que I'on admet depuis, dans ’enseignement. Mais les expériences de
M. Darcy ont été continuées, apres sa mort, par M. 'ingénieur Bazin
sur des canaux découverts de toute forme, et notamment des canaux
demi-circulaires. Cet ingénieur a également traduit par des formules
empiriques les résultats auxquels il est parvenu. Or, ces formules et ces
résultats démentent de la maniére la plus compléte les lois admises par
M. P'inspecteur général Darcy.

Je dois dire, du reste, que déja, avant la publication du travail de
M. Bazin, j’avais eu des doutes sérieux sur les conséquences théoriques
que M. Darcy avait cru pouvoir tirer de ses expériences. D’abord, j’es-
pére montrer plus loin que la proportionnalité de I'action mutuelle de
deux filets au earré de leur vitesse relative est mathématiquement im-
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possible. Quant a la loi qui veut que cette action dépende du rayon de
la conduite, elle a toujours paru,  lous les ingénieurs qui s’occupent
d’hydraulique, tres-difficile & concevoir. Voici, au surplus, comment,
a cet égard, s'exprime M. Darey : « L’hypothése du mouvement gra-
duel et régulier des filets contigus ne pouvait faire pressentir ce résul-
tat (2 savoir que le rayon de la conduite interviendrait dans la loi de
P'action mutuelle ou, comme on dit, du frotzement de deux filets
liquides). Alors I'expression du frottement semblait devoir étre indé-
pendante du rayon du tuyau. Mais cette hypothese est-elle plus con-
forme aux lois naturelles que celle du parallélisme des tranches?
Rend-elle compte de tous les mouvements observés dans les courants,
mouvements qui paraissent dépendre de la section absolue et doi-
vent influer sur la grandeur des actions intérieures ? Explique-t-elle
la variation périodique des vitesses des filets fluides telle que nous
Pavons observée, M. Baumgarten et moi, au moyen du tube jaugeur
décrit, dans les fontaines publiques de Dijon ? Laisse-t-elle entrevoir
la cause des variations de bauteur des jets d’eau et des oscillations
manométriques, oscillations d’autant plus fortes que les diametres
des conduites sont plus considérables? A-t-on égard dans cette hypo-
these aux mouvements giratoires et oscillatoires que doivent prendre
les éléments des filets prétendus linéaires, mouvements qu'il est bien
difficile de révoquer en doute, en présence de I'extréme mobilité des
molécules fluides, de la différence de vitesse des filets contigus et de la
cohésion qui les unit? Si j’ajoute a ces difficultés que cette méme hypo-
these, dans laquelle on laisse la section du tuyau sans influence sur
les actions intérieures, conduit, comme on le verra pour les vitesses
maxima et moyenne, 3 des expressions désavouées par I'expérience,
il faudra bien en conclure, malgré ’autorité des noms qui s’attachent a
cette hypothése, qu’elle est en désaccord avec les faits et qu’elle devrait
étre modifiée. »

Ce que M. Darcy établit surtout dans le passage que je viens de citer,
c’est que les mouvements qu’il a observés sont loin d’étre rectilignes,
qu'ils sont au contraire fort tumultueux. Ce point de fait n’est pas diffi-
cile & admettre. On comprend, en effet, que dans une conduite d’eau
d’une certaine longueur, il soit impossible d’établir un mouvement
rectiligne. D’abord, les eaux du réservoir sont introduites dans la con-
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duite par un étranglement brusque; c’est une premiere cause de diver-
gence dans le mouvement des molécules liquides; ensuite celles-ci
viennent frapper contre une paroi plus ou moins rugueuse, le long de
laquelle elles ne peuvent pas glisser en ligne droite ; elles éprouvent.
au contraire, de la part de cette paroi, des réflexions successives et
peuvent méme tourncr en hélice dans l'intérieur du tuyau, par suite de
leurs vitesses initiales. A ces causes de perturbations viennent s’ajouter
celles provenant des soudures des diverses parties qui composent la
conduite, les inégalités de diametre de celle-ci, les courbures qu’elle
peut affecter, etc. 11 est donc évident que le mouvement est plus ou
moins agité. Or, c’est au moyen des résultats numériques donnés par
un tel mouvement, que M. Darcy a voulu contrdler une formule de
Navier applicable seulement au mouvement rectiligne; il est clair que les
conditions expérimentales et les conditions théoriques n’étaient pas
comparables ; que si la formule s’est trouvée en défaut, rien n’est plus
naturel, et I'on ne peut, en aucune fagon, en déduire qu’elle repose sur
un principe inexacl. Je ne prétends pas défendre ce principe; je revien-
drai plus tard sur cette question; je dis seulement que I'épreuve que
M. Darcy lui a fait subir est tres-douteuse. Il en serait tout autrement
_si, au lieu de prouver, comme il le fait dans le passage précité, qu’il a
opéré sur un mouvement irrégulier, M. Darcy pouvait, au contraire,
établir que ses observations ne portent que sur des mouvements par-
faitement rectilignes. Si alors la formule de Navier ne s’appliquait pas,
elle devrait étre condamnée ainsi que le principe qui lui sert de base.
Il y a en cette matiére deux genres d’observations & faire : celles faites
en grand par M. Darcy sont trés-utiles & la pratique, bien que les for-
mules empiriques qu’elles fournissent aient les inconvénients de Loutes
les formules empiriques, a savoir de ne plas donner aucune sécurité
quand on les emploie dans des conditions un peu différentes de celles
ou elles ont été obtenues. Mais au point de vue scientifique on ne peut
rien en déduire. Trop de causes de perturbation en affectent les résultats
pour qu’on puisse espérer en tirer aucune loi. Il faudrait, au contraire,
pour ce dernier but, des expériences en petit, des expériences de labo-
ratoire, ol I’on prendrait toutes les précautions pour réaliser de vérita-
bles mouvements rectilignes et uniformes. C'est par le résultat de sein-
blables expériences que I'on vérifierait le degré d’exactitude des
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formules applicables aux mouvements rectilignes, et que I'on jugerait
des principes qui leur ont servi de base (*).

Si maintenant j’examine la maniére dont M. Darcy a établi les lois
qu’il a substituées i celles de Navier, j’arrive encore 2 des conclusions
contraires aux siennes. Il dit que ses lois sont exactes, parce qu'appli-
quées 3 un mouvement rectiligne elles donnent une formule compre-
nant les résultats de toutes ses expériences. La conclusion serait juste
si les expériences portaient sur des mouvements rectilignes, mais elles
portent sur des mouvements fort irréguliers. Or, en partant d’une loi
exacte et I'appliquant & un mouvement rectiligne, il est impossible de
trouver les données d’'un mouvement qui ne V’est pas. Si on les trouve,
on peut étre certain qu'on est parti d’une loi fausse et que la coincidence
est de pur hasard. Ainsi, les déductions théoriques de M. Darcy sont
inadmissibles, et il n’y a rien de surprenant a ce qu’elles aient été
infirmées par les nouvelles expériences de M. Bazin. La formule- de
M. Darcy doit étre regardée comme purement empirique et impuissante
a donner la loi élémentaire des actions qui s’exercent entre des molé-
cules fluides en mouvement.

Je résume tout ce qui précede ainsi :

Le principe de Navier est contesté par M. Darcy; les principes de

(*) Ce qui fait que M. Darcy ne peut théoriquement rien déduire de ses expériences, ce
sont précisément toutes les causes de trouble qu'il décrit si bien dans le passage cité plus
haut. L’observateur doit éviter la réunion de circonstances aussi multiples; il doit chercher
A Studier séparément les effets de chacune de ces circonstances; auirement il n’en voit que
la résullante et ne peut rien dire sur chacune d’elles en particulier. Je comprends que les
mouvements giratoires ot autres observés dépendent du diameétre des tuyaux ; mais, ce qui
n’en dépend certainement pas, c'est I'action mutuelle de deux molécules fluides animées de
vitesses connues; celle-ci ne dépend que de ces vitesses, et quand ces vitesses restent les
mémes, elle reste aussi la méme, que le mouvement ait lieu dans n’importe quel tuyau ou,
plus généralement, dans n’importe quelles conditions matérielles. C'est cette action mutuelle
indépendante des conditions physiques ol se réalise le mouvement, qu’on doit cbercher avant
tout, parce qu'elle s’appliquera ensuite 4 toute espéce de mouvement. Mais que signifie une
loi sur Paction mutuelle de deux molécules, lorsqu’elle dépend du rayon de la conduite? Quel
usage en peut-on faire pour étudier d’autres questions, par exemple, celle du mouvement dans
les canaux? Aucun : ce sont donc des lois qui sont aussi limitées que la formule empirique
qui les a fournies. Elles ne donnent rien en dehors des tuyaux. Elles ne méritent donc pas le
nom de lois qu'on leur a donné. Ce sont tout au plus des moyens mnémoniques pour retenir
la formule de M. Darcy.
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M. Darcy sont infirmés par les expériences de M. Bazin; et enfin cc
dernier n’a émis aucune loi précise. Mais il pense, d’apres les résultats
numériques qu’il a obtenus, que les actions mutuelles des molécules
fluides en mouvement dépendent non-seulement de leurs vitesses rela-
tives, mais aussi de leurs vitesses absolues (*). Nous n’avons donc
aujourd’huiaucune connaissance précise en Hydraulique ; et cependant
cette science est, par ses applications journalieres, une des plus utiles
a connaitre. J'ai dit plus haut qu’on ne pouvait pas actuellement abor-
der ’élude des mouvements autres que le mouvement rectiligne ; mais
du moins doit-on chercher i connaitre les lois de celui-ci d’une facon
certaine et sans recourir i des hypotheses contestables. Je crois qu’on
peuty arriver facilement par Femploi de la méthode suivie parM. Lamé,
dans ses Lecons sur I'élasticité des corps solides, méthode de tous points
applicable aux liquides. C'est ce que j’essayerai de mountrer dans ce
Mémoire. La marche que j’ai suivie m’a permis de donner la théorie
compléte du mouvement rectiligne et permanent des liquides, en par-
tant de ce seul point sur lequel les observateurs de tous les temps ont
été d’accord, a savoir que les actions tangentielles ou, suivant 'expres-
sion parfois recue, le frottement que leurs diverses parties exercent les
unes sur les autres, par suite de leurs mouvements, sont indépendantes
de la pression en chaque point. Mais je ne fais & priori aucune hypo-
these sur Pexpression de eette force en fonction de la vitesse relative.
Yadmets méme, d’apres 'opinion de M. Bazin, sauf a le vérifier ensuite,
qu'elle dépend aussi de la vitesse absolue des molécules fluides : puis,
par la comparaison des formules définitives auxquelles j’arrive avec
’expérience, je trouve, a posteriori et d’'une maniere certaine, |'expres-
sion de cette force. Il en serait du moins ainsi s'il existait des expé-
riences trés-précises sur le mouvement rectiligne des liquides. Les
expériences restent malheureusement a faire; mais en attendant qu’on
les possede, j’ai comparé mes formules aux observations de M. Darcy;
et s'il est prouvé que, quelque hypothese que I'on fasse sur le frotte-
ment des liquides, on n’arrivera jamais & faire cadrer d’'une maniére
parfaite les formules du mouvement rectiligne avec les expériences de

(*) Cela n’a rien d’incompréhensible ; car on entend ici par vitesse absolue la vitesse des
molécules fluides par rapport aux parois supposées en repos.
2
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M. Darcy, ce sera une preuve de plus, et une preuve en quelque sorte
mathématique, que dans les tuyaux de conduite ’eau ne s’écoule pas
en ligne droite. C'est en effet ce qui a lieu. Malgré cela, la comparaison
des formules avec les expériences faites donne les lois probables du
frottement et montre comment ces formules doivent étre corrigées pour-
devenir applicables aux conduites d’eau.

Je terminerai ce travail en montrant comment, avec les nouveaux
principes, qui veulent que les actions mutuelles des molécules dépen-
dent non-seulement de leurs vitesses relatives, mais encore de leurs
vitesses absolues, on peut encore trouver les équations générales du
mouvement des fluides. Quant au mouvement rectiligne et permanent,
je le traite non-seulement dans les trois cas résolus par Navier, mais
quelle que soit la forme curviligne ou méme polygonale de la section
mouillée. :

"La généralité de la solution tient & une propriété curieuse et qui
n’avait, je crois, pas été remarquée, des courants rectilignes. Cette pro-
priété consiste en ce que, dans une section transversale quelconque, les
courbes d’égale vitesse sont nécessairement des lignes paralleles, c’est-
a-dire ayant méme développée. On comprend, d’apres cela, que si I'on
connait une de ces courbes, toutes les autres s’ensuivent, et la vitesse
en un point quelconque dépendra non plus des deux coordonnées de ce
point, mais seulement de sa distance a la courbe connue. L’équation
aux vitesses ne sera donc pas aux différences partielles a deux variables,
mais aux différences ordinaires 4 une variable, et dés lors toute diffi-
culté d’analyse disparait.

I1. — Formules générales sur le mouvement des fluides.

Les fluides que I'on considére en Mécanique rationnelle ne transmet-
tent que des pressions normales, et, partant, des pressions égales dans
tous les sens. Il n’en est plus de méme dans les fluides de la"nature ot
les actions intérieures étant obliques aux surfaces sur lesquelles elles
s'exercent, leurs composantes normales ne sont plus égales dans toutes
les directions ; elles varient non-seulement d’un point & un autre du
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fluide, mais aussi au méme point avec l'orientation des éléments super-
ficiels auxquels elles sont appliquées.

Ceci étant, rapportons les points d’un fluide & trois axes rectangu-
laires des x, des y et des z, et considérons un parallélipipede infini-
ment petit, dont les arétes dx, dy, dz soient paralleles aux axes. La
réaction exercée sur chaque face du parallélipipede par le fluide envi-
ronnant pourra se décomposer en une action normale et deux actions
tangentielles; on aura donc & considérer sur trois faces contigués du
parallélipipede neuf forces différentes, dont trois normales aux faces
sur lesquelles elles s’exercent, et six situées sur ces faces. Mais on peut
facilement réduire ces dernieres a trois, en prenant, comme a fait
M. Lamé pour les corps solides élastiques, par rapport a trois lignes
paralleles aux axes coordonnés et passant par le centre du parallélipi-
pede, les moments de toutes les forces, y compris les forces d’inertie,
qui agissent sur celui-ci, et exprimant leur équilibre.On démontrerait
ainsi cette proposition, que nous appliquerons fréquemment :

Quand deux éléments plans sont perpendiculaires entre eux, qu'on
prenne sur chacun d’eux la composante tangentielle (") normale a leur
commune intersection, ces deux forces sont égales entre elles.

Cette loi, que M. Lamé appelle la loi des composantes réciproques,
réduit a six le nombre des forces différentes en grandeur qui agissent
sur les trois faces contigués du parallélipipede élémentaire considéré
plus haut, savoir : trois composantes normales que nous appelleronsN,,
N, N,, et trois composantes tangentielles que nous appellerons T,, T,,
T, toutes ces forces étant rapportées a I'unité de surface. Moyennant
ces dénominations, on peut comprendre dans le tableau suivant les
trois composantes agissant sur chacune des faces du parallélipipede,
savoir :

Sur la face dydz.. . N,, Ty, Ts;
Surlaface dzdz.... T,, N;, T;;
Sur ld face dzdy.... T., T,, N.

Par suite, si on appelle X,, Y,, Z, les composantes rapportées a |’u-
nilé de masse des forces extérieures qui agissent sur le fluide, p sa den-

(*) Cette force étant rapportée & I'unité de surface.
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sité, les équations de son équilibre pourront s’écrire :

dN, dT, dT.

dx+ dy + =pXu,
dT, dN, dT,
ey~ i A
dt, dT. dN,
+—:PZO.

a'x+ dr = dz

Si on veut avoir les équations de son mouvement, il suffit aux forces
X4, Yo, Z, d’ajouter les composantes des forces d’inertie, ce qui donnera,
en désignant par U, V, W les composantes de la vitesse en un point
du fluide, et groupant les termes :

1 {dN, dU dU du
x_-(%#%%%) UZU VG AV
-1 ({dT, dN, dT, dVv dv av av
- Y'-5<—+W+E):U% +Vﬂf +WE +
2t (S0 AT G _ydW IV dW OW,
dz ° dy dz dx dy dz dt
dU dV dW
dz "dy T dz =

La dernigre de ces équations est ce qu’on appelle I’équation de conti-
nuité. Elle ne s’applique qu’aux liquides; mais les trois premiéres sont
aussi applicables aux gaz, et si I'on voulait appliquer tout ce qui suivra
a ces derniers fluides, il suffirait de remplacer la derniére des équations
ci-dessus par celle bien connue se rapportant aux gaz. Nous n’insistons
passur ce point, parce qu’ici nous avons surtout en vue les liquides.

Les quatre équations que nous venons de trouver comprennent neuf
fonctions inconnues; il faut donc les compléter en exprimant ces neuf
fonctions au moyen de quatre d’entre elles. C'est la en réalité toute la
difficulté de la mise en équation du probleme du mouvement des fluides
naturels; nous en renvoyouns la solution & la fin de ce travail, parce que
nous I'aborderons plus facilement aprés avoir fait une étude complete
du mouvement rectiligne et permanent.

Outre les équations indéfinies (I), il faut trouver les équations aux-
quelles doivent satisfaire les neuf fonctions U, V, W, N;, T; prés des
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parois solides qui renferment le fluide. Soient a cet effet [, m, n les
cosinus des angles que la normale en un point d’une paroi fait avec les
axes; la vitesse étant dirigée perpendiculairement a cette normale, on
aura la relation

(1) IU+mV+nW=o.

De plus, si nous considérons un tétraédre dont 'une des faces soit
située sur une paroi et-dont les trois autres soient paralleles aux plans
coordonnés, que nous exprimions les conditions d’équilibre de ce té-
traedre, nous aurons, en appelant X, Y, Z les composantes des forces
qui agissent sur la paroi rapportées & I'unité de surface,

X:lN|+mT3+ nT:,
(II) Y=IT;+mN,+ nl,,
Z :lTn+ mT|+ n:N;;-

X, Y, Z sont connus dans chaque question, en sorte que les équations
ci-dessus indiquent les conditions que doivent remplir les six fonetions
N;, T;le long des parois. Mais nous remarquerons avec M. Lamé que
ces équations s’appliquent aussi & un point quelconque pris dans I'in-
térieur du fluide, et alors elles donnent la grandeur et la direction de
I'action que le liquide exerce sur un élément plan passant en ce point
et formant avec les plans coordonnés des angles dont les cosinus sont /,
m, n, pourvu que l'on connaisse les actions N; et T; exercées sur les
trois éléments plans passant au méme point parallelement aux plans
coordonnés.

Si, pour chacun des éléments plans qu’on peut ainsi prendre autour
d’un point, on représente par une droite la grandeur et la direction de
la forece totale (résultante de la pression normale et de ’action tangen-
tielle) qui le sollicite, le lieu des extrémités de ces droites formera une
surface. Les coordonnées d’un point de cette surface rapportée a trois
axes paralleles aux coordonnées et passant au point donnésont X, Y, Z.
L’équation de cette surface s’obtiendra donc en éliminant /, m, n
entre (II) et

P -mi—+ ni=1.

* On voit facilement que cette surface est un ellipsoide. M. Lamé, qui
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a le premier donné cette théorie pour les corps solides élastiques,
appelle cette surface I’ellipsoide d’élasticité. Ici ol1 il s’agit des liquides
imparfaits ou, comme on dit, des liquides visqueux, on pourrait, si on
voulait lui donner un nom, ’appeler I'ellipsoide de viscosité. Si P'on avait
affaire aux fluides parfaits, cet ellipsoide se réduirait & une sphére, et
I'on retrouverait ainsi le principe de 'égalité des pressions comme cas
particulier de la belle théorie de M. Lamé. Soient A, B, C les axes de
I'ellipsoide dont il s’agit : son équation rapportée a ces axes sera

. r . r_
A* B¢

Si on considére maintenant une seconde surface du second degré
dont les plans principaux coincident avec ceux de Vellipsoide et dont
I’équation soit _

-)-(A—’ + YB: + % ==K,
on trouve que la direction de la force totale agissant sur un élément
plan quelconque est conjuguée dans cette derniére surface au plan
diamétral qui contient cet élément plan.

Ainsi, la considération des deux surfaces du second degré dont les
équations viennent d’étre écrites donne une idée trées-nette de la répar-
tition des forces autour d’un point, puisque la seconde donne la direc~
tion de la force qui s’exerce sur un élément plan quelconque et que la
premigre en donne la grandeur.

On voit qu’en chaque point les trois éléments plans coincidant avec
les plans principaux communs aux deux surfaces ne supportent que des
pressions normales. L’ensemble de ces éléments pris de proche en
proche permet de subdiviser I'espace qu’occupe le liquide par trois
familles de surfaces se coupant deux & deux 2 angle droit. Ces surfaces
ne supportent aucune action tangentielle. Elles sont pressées normale-
ment, en quelque sorte comme si le liquide était d’une fluidité parfaite,
avec cette différence pourtant que dans ce dernier cas les grois éléments
plans en chaque point supporteraient des pressions égales, tandis qu’ici
ils supportent des pressions représentées en grandeur par les trois axes
de Uellipsoide de viscosité, axes généralement inégaux. Il existe des
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points pour lesquels deux de ces axes sont égaux. Tous ces points sont
situés sur une surface, et il y a des points pour lesquels les trois axes
sont égaux. Ces points forment une ligne. Sur cette ligne tout se passe
rigoureusement comme si le fluide était parfait; car ellipsoide de
viscosité se réduit & une sphere, etles pressions sont normales et égales
entre elles pour tous les éléments plans, sans exception, qu’on peut
considérer en un point pris sur cette ligne.

Telles sont les notions qu’il était nécessaire d’établir d’abord, ou
plutot d’extraire de 'ouvrage de M. Lamé sur I’élasticité des corps
solides pour les appliquer aux liquides. Il ne faut pas perdre de vue
que toutes les vérités qui précedent sont mathématiques; elles ne
reposent sur aucune hypothése et subsistent quel que soit le mouve-
ment dont sont animés les liquides et quelque idée qu’on se fasse des
réactions mutuelles des molécules qui les composent.

IIl. — Propriétés générales du mouvement rectiligne indé-
pendantes de Uexpression des forces provenant de la
VisCOSILE.

Direction du frottement ou action tangentielle entre deuzx filets liquides.
— Cousidérons maintenant un courant dont toutes les molécules décri-
vent des lignes droites paralléles 4 ’axe des «, en sorte que

V=90, W=o,
et, par suite, & cause de I’équation de continuité,

du
a; = 0.

On appelle filet liquide I'ensemble des molécules qui se succedent
sur une ligne droite quelconque parallele & la direction générale du
courant, c’est-a-dire & 'axe des x. L’action tangentielle ou, comme
nous dirons, le frottement entre deux filets contigus, aura nécessai-
rement la direction de ces filets; en d’autres termes, si on considére un
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élément plan quelconque parallele au fil de I’eau, I'action tangentielle
qu’il subira sera parallele & I'axe des 2. Cette notion évidente et & I’abri
de toute contestation nous permettra, 4 elle seule, de trouver les prin-
cipales propriétés des courants rectilignes. Elle s’exprime, d’apres les
notations qui précedent, par la relation

Tl—'——O-

T, et T, exprimeront les actions tangentielles totales que subissent deux
éléments plans paralleles au fil de ’eau et respectivement perpendicu-
laires aux z et aux y.

Action tangentielle sur un élément plan perpendiculaire au fil de l'eau.
— On admet généralement comme évident qu'un courant rectiligne
étant uniforme, un élément plan pris dans la section transversale du
courant ne subit aucune action tangentielle. La loi des composantes
réciprogues montre que c¢’est la une erreur. Considérons, en effet, deux
éléments plans, I'un perpendiculaire aux x, V'autre perpendiculaire
aux y; ce dernier subit normalement 3 P'intersection commune une
action tangentielle représentée par T,; donc le premier subit perpen-
diculairement i cette intersection, c’est-a-dire parallelement aux y, la
méme action tangentielle T;. On verrait de la méme maniére que, paral-
lelement aux z, la composante de I’action tangentielle qu’il subit est T,.
Cette action tangentielle, que nous appellerons &, ne saurait donc étre
nulle que si T, et T, I'étaient, c’est-a-dire si le liquide était d’une flui-
dité parfaite.

Construction géomeétrique pour oblenir U action tangentielle sur un élé-
ment plan paralléle ou perpendiculaire au fil de I'eau. — Soit M un point
quelconque du fluide; considérons ( fig. 1) I’élément plan situé dans la
section transversale y Mz passant en ce point, et soit & ’action tangen-
tielle qu’il subit. D’aprés ce qui précede, la composante de & suivant My
représente en grandeur le frottement que subit un él¢gment plan paral-
lele au fil de I'eaun et perpendiculaire 2 My. Et comme I’axe de y a une
direction arbitraire dans le plan de la section droite du couraat, on peut
dire que la grandeur du frottement que subit un élément plan parallele
au fil de 'eau est la projection sur la normale 2 cet élément plan de
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I'action tangenticlle & que subit ’élément passant au méme point el
perpendiculaire au courant. Quant a la direction de ce frottement, nous
savons qu’elle est parallele au fil de I'eau.

De la, la proposition suivante : si, sur la normale & chaque élément
plan parallele au fil de I’eau passant en un point M, on porte une gran-
deur égale au frottement qu’il subit, le lieu des extrémités des lignes
ainsi obtenues est une circonférence de cercle passant au point M, et
dont le diametre ahoutissant en ce point représente en grandeur et en
direction l’action tangentielle que subit I'élément superficiel perpen-
diculaire au courant passant en ce méme point.

Ainsi, connaissant les actions tangentielles sur deux éléments super-
ficiels paralleles au fil de I'eau, on peut les trouver sur tous les autres
éléments analogues et sur I’élément situé dans la section transversale du
courant.

Cylindres a frottement maximum. — Puisque le frottement sur un
quelconque des éléments paralleles au fil de I'eau qu'on peut faire
passer au point M est le rayon vecteur de la circonférence M& ( fig. 1)
qui lui est normal, on voit que c’est I'élément tangent & la circonférence
qui subira le frottement maximum, et ce frottement sera précisément
égal en grandeur i I'action tangentielle & qui s’exerce sur I’élément
passant en M normalement au courant. Par chaque point M de la section
transversale y Mz passe ainsi un élément qui subit un frottement maxi-
mum; ces éléments prolongés de proche en proche traceront sur la
section droite une famille de courbes, et comme tout est identique dans
toutes les sections, on pourra subdiviser I'espace occupé par le liquide
par une série de cylindres jouissant tous de celte propriété : qu'un
élément superficiel pris sur I'un de ces cylindres subira un frottement
plus grand que tous les autres éléments paralleles au fil de 'eau et
passant au méme point. Ce sont ces cylindres que j'appellerai les cylin-
dres a frottement maximum.

Cylindres a frottement nul. — Si maintenant on considere I'élément
plan passant par le diametre M&, le rayon vecteur perpendiculaire est
nul, c¢’est-a-dire que cet élément ne subit aucune action tangentielle.
L’ensemble de ces éléments réunis de proche en proche forme une
seconde famille de cylindres que j’appellerai les cylindres a frottement

3
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nul, parce que ces surfaces sont pressées normalement et ne subissent
aucune action tangentielle.
Les cylindres a frottement maximum et les cylindres & frottement nul
se coupent partout a angle droit.

Les cylindres & frottement nul sont nécessairement des plans, et les
cylindres a frottement maximum, des surfaces équidistantes. — Nous avons
vu que, quel que soit le mouvement d’un liquide, il existe toujours
trois familles de surfaces se coupant deux & deux a angle droit et jouis-
sant de la propriété de ne subir aucune action tangentielle. Ici nous
connaissons déja I'une de ces trois familles de surfaces; ce sont les cylin-
dres a frottement nul que nous venons de trouver; donc les deux autres
familles devraient étre :

1° Une seconde série de cylindres dont les directrices seraient les
trajectoires orthogonales des directrices des premieres;

2° Les sections droites de ces cylindres, ¢’est-a-dire les sections trans-
versales du courant.

Mais d’un autre coté il résulte de ce qui précede que les cylindres
coupant & angle droit les cylindres & frottement nul, loin d’étre pressés
normalement, subissent au contraire en chacun de leurs points une
action tangentielle maxima; que de méme les sections transversales de
ces cylindres subissent une action tangentielle & qui ne saurait étre
nulle. Il semble donc que les fluides visqueux ne puissent pas se mou-
voir par filets rectilignes et paralleles, puisque I'hypothése d’un pareil
mouvement conduit a la négation du systeme triple de surfaces ne rece-
vant que des pressions normales, systeme dont I’existence est prouvée
@ prior: pour tous les courants. Mais cette conclusion serait inexacte;
car il est un cas ol le systeme de surfaces triples dont il s’agit peut
exister : ¢’est quand les cylindres a frottement nul se réduisent a des
plans, ou, ce qui revient au méme, quand les cylindres a frottement
maximum sont équidistants; d’oli il faudra conclure que le mouvement
par filets paralleles n’est pas impossible, qu’il peut exister et que, de
plus, quand il a lieu, une de ses propriétés les plus cirieuses est de
n’admettre que des surfaces planes pour cylindres a frottement nul, ou, si
Pon veut, de n’admetire que des cylindres a frottement maximum équi-
distants.
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Pour justifier, non pas cette derniére proposition qui est démontrée
par le raisonnement qui précede, mais pour justifier la possibilité du
mouvement par filets rectilignes et paralleles, il reste & prouver que
quand les cylindres a frottement nul se réduisent a des plans, il est
toujours possible de trouver deux autres familles de surfaces ne subis-
sant pas d’action tangentielle et composant avec ces cylindres, ou plutot
avec ces plans, un systeme triplement orthogonal. C’est ce que nous
établirons dans le chapitre suivant.

IV. — Forme nécessaire de l'expression des forces provenant
de ln viscosité. — Propriétés générales qui en résultent pour
le mouvement rectiligne des liquides.

Expression nécessaire des forces provenant de la viscosité ou du frotte-
ment. — Considérons (/fig. 1) un élément plan quelconque parallele au
fil de I’eau passant au point M; soient 7 et n les cosinus des angles
que la normale My’ i cet élément fait avec les axes de coordonnées My,
Mz. Pour obtenir le frottement T que subit cet élément plan, il faut
projeter sur My’ les frottements T, et T, correspondant aux éléments
plans perpendiculaires aux y et aux z. On aura donc

(2) T=mT3+nT:.

C’est d’ailleurs aussi ce qui résulterait de la premiére des formules (11).

Nous pouvons obtenir une autre-expression de T. Nous savons que
cette force est indépendante de la pression; elle ne peut donc dépendre
dv
dr
molécules prises sur la normale 4 I’élément plan considére, pres des
deux faces de cet élément et & une distance dr. Ordinairement on admet
qu’elle ne dépend que de cette vitesse relative. Navier admettait qu’elle
lui était proportionnelle; M. Darcy pense qu’elle est proportionnelle a

que de la vitesse V au point M et de la vitesse relative de deux

(%) - Nous ne ferons a cet égard aucune hypothese, et nous admet-

trons de plus, avec M. Bazin, que la vitesse V peut aussi entrer d’une
3..
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maniere quelconque dans ’expression de T. Nous poserons donc géné-
ralement

(3) T:cp(,‘—id%’)-

Pour avoir T, et T,, il suffira évidemment, dans P'expression (3), de
remplacer successivement dr par dy et dz, en sorte que

d V)
4 A
(4) la—v(v,—dy),
A%
s T — padEh T
(3) "’”‘?<V’ dz)

D’ailleurs on a, d’aprés les regles ordinaires du calcul différentiel,

dV_i_\_/dy_'_dVd_z_mﬂ_'_ dv
dr T dy dr T dz dr T dy "4z’
d'otr
. dv dV
—_— T —-— —_1.
(6) _qa<\,m d]‘+u dz)

Remplagant dans I’équation (2) T, T,, T, par les expressions (6),
(4) et (5), il viendra

f dVv av dVv dv
(7) {?(v"nd_y"*-’l'ﬁ')—“nl?(v; ﬂ;)-k’l(?(\[,w)'

Cette relation doit avoir lieu pour toutes les valeurs qu’il est possible
d’attribuer 3 m et a . 1l ne peut en étre ainsi que si I'on a

dv\ dV _ , dV
"’<V"JF)—~J(V)X'¢F"AEF’

A étant une fonction quelconque de V. Telle est donc I'expression né-
cessaire du frottement T: :

dv
(II) T=AS

Impossibilité du principe de M. Darcy. — Si on suppose, comme on le
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faisait avant M. Bazin, T indépendant de la vitesse absolue, le coelli-
cient A se réduit & une simple constante et on retombe sur le principe
de Navier. Mais le principe de M. Darcy est mathématiquement impos-
sible. On ne peut pas avoir
r=x (2Y),

dr

car celte expression serait incompatible avec I'équation nécessaire (7).
On voit par 1a que le champ des hypotheses est beaucoup plus restreint
qu’on ne pourrait le supposer d’abord.

Equidistance des courbes d’égale vitesse.— En vertu de la relation (111},
pour que T puisse devenir nul, il faut que I’on ait

av _
dr =%

Cest donc la ’équation des cylindres & frottement nul. On voit qu’ils
sont normaux aux cylindres dont I'équation est

V = const.,

¢'est-d-dire au cylindre d’égale vitesse. Ces derniers sont done les cylin-
dres a frottement maximum; et, par suite, d’apres ce que nous avons
vu précédemment, ils sont équidistants. Ainsi, dans chaque section trans-
versale, les courbes d’égale vitesse sont des lignes équidistantes, ¢’est-a-dire
ayant méme développée.

Cette propriété remarquable est, comme toutes celles qui précedent,
rigoureusement vraie, elle ne repose sur aucune hypothese. Elle se
vérifie d’ailleurs tres-bien sur les mouvements observés jusqu’ici. Je ne
parle pas des tuyaux de conduite circulaires ou elle est évidente. Mais
M. Bazin a fait des expériences comparatives sur les tuyaux rectangu-
laires fermés ( fig. 2 et 4) et sur la moitié de ces tuyaux découverts ( fig. 3
et 5). Dans les premieres, on reconnait que les vitesses égales se répar-
tissent trés-sensiblement sur des rectangles (*) équidistants des parois

(*) Norta. Les chiffres placés dans I'intérieur des rectangles représentent les vitesses obser-
vées aux points ou ces chiffres sont placés. Les chiffres extéricurs donnent les abscisses et
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du tuyau; tandis que dans les secondes les courbes d’égale vitesse ont
des situations tres-irrégulieres. On en peut juger par les fig. 3 et 5
extraites de 'ouvrage de M. Bazin. C’est qu’en effet M. Bazin démontre
que dans les canaux découverts le mouvement est loin d’étre rectiligne.
On remarque, en général, que vers le fond des canaux les courbes sont
presque équidistantes, tandis que vers la surface elles deviennent trés-
divergentes; ce qui prouve que c’est vers la surface que le mouvement
des molécules est le moins prés du parallélisme. Cest, en effet, ce que
M. Bazin a remarqué dans toutes ses expériences.

Détermination des trois familles de surfaces qui ne supportent que des
pressions normales. — Les plans normaux aux cylindres d’égale vitesse
forment une famille de surfaces ne subissant aucun frottement; pour
que le mouvement rectiligne des liquides soit possible, il faut qu'il
existe deux autres familles de surfaces jouissant de la méme propriété
et formant avec les plans dont il s’agit un systeme triplement ortho-
gonal. Or, une famille de plans peut faire partie d’'une infinité de sys-
temes triplement orthogonaux. Si, en effet, dans I'un des plans on
trace deux systemes de trajectoires orthogonales et qu’on imagine en-
suite que ce plan roule sur la surface développable enveloppe des plans
donnés, les deux systemes de courbes engendreront deux familles de
surfaces qui se couperont & angle droit entre elles et jouiront de la
méme propriété vis-a~vis des plans donnés. Or, je dis que parmi toutes
les familles de surfaces qu’'on peut engendrer ainsi, il en existera deux
qui seront pressées normalement sans éprouver d’action tangentielle.
En effet, soit M un point pris dans I'un quelconque des plans MN nor-
maux aux cylindres d’égale vitesse; ce plan, ne subissant pas d’action
tangentielle, coupera I'ellipsoide de viscosité passant en M suivant une
de ses sections principales, et les deux éléments plans rectangulaires
dirigés suivant les deux autres sections principales n’éprouveront pas
non plus d’action tangentielle; ces éléments superficiels traceront sur

les ordonnées. Jai laissé les courbes d'égale vitesse telles qu'elles ont été tracées par
M. Bazin. On voil que co tracé n'est qu’approximatif. C'est une interpolation. L'auteur a cru
devoir arrondir les angles des courbes; mais, malgré cela et bien qu'il ignorat la loi de I'équi-
distance dont il est queslion dans ce Mémoire, on voit que, pour les tuyaux fermés, il est
arrivé 3 des courbes trés-sensiblement équidistantes du contour du tuyau.
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le plan MN deux éléments de lignes rectangulaires; I'ensemble de tous
les éléments analogues pris de proche en proche traceront sur le plan
MN deux systemes de trajectoires orthogonales. Si maintenant on fait
rouler le plan MN sur le cylindre développé des cylindres d’égale vi-
tesse, ces deux systemes de trajectoires engendreront des surfaces
orthogonales aux plans MN; il reste & démontrer que partout ces sur-
faces n’éprouveront que des pressions normales. Pour cela, il sulfira
évidemment de prouver que si M'N’ est une nouvelle position du plan
mobile MN, le point M étant venu en M’, et si on cherche en ce dernier
point, comme on I'a fait en M, la direction des deux sections princi-
pales de Pellipsoide de viscosité, normales 3 M'N’, on trouvera qu’elles
ont méme inclinaison sur la direction générale du courant qu’en M. Or,
ces directions sont celles des axes de I'eHipse principale suivant laquelle
le plan M'N’ coupe I'ellipsoide de viscosité passant en M'. L'équation de
cette ellipse se trouvera facilement. Prenons i cet effet, dans le plan
M’'N’ (fig. 6), deux axes rectangulaires M’'X, M'Y, dont le premicr soit
dirigé suivantle courant, et considérons un prisme triangulaire de lon-
gueur infiniment petite dont la base soit le triangle abM'. Soient / et m
les cosinus des angles que la face inclinée ab fait avec lesaxes, X et Y les
projections de la force totale agissant sur ab (cette force est nécessai-
rement située dans le plan XM'Y, celui-ci étant un plan de symétrie
de I'ellipsoide de viscosité); soient enfin & la composante tangentielle
qui est la méme pour les deux éléments superficiels M'a et M'b et p la
pression normale que nous démontrons plus loin (p. 43) étre aussi la
méme pour ces deux éléments. Les équations d’équilibre du prisme

M’ ab seront
X=1IG + mp,

Y=lp + m@,

L’équation de I'ellipse principale que nous cherchons s’obtiendra
par ’élimination de /et m entre les deux équations ci-dessus et celle-ci :

P -mi=i.
Cette élimination donne

(6 + p?) (X2 + Y?) — 46 pXY =1.

Si 6 est I'inclinaison de I'un des axes de cette ellipse sur 'axe M'X,
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on aura
— 4€
langze.—;-—4£ =w,
o
d’ou
=2,
4

Ainsi, I'inclinaison des axes de cette ellipse sur la direction du cou-
rant est de 45 degrés : elle est donc indépendante de la position du
plan M'N’, ce qu’il fallait démontrer.

On voit de plus que pour avoir les deux familles de surfaces qui,
avec les plans MN ne recevront que des pressions normales, il suffit,
dans I'un des plans MN, de tracer une série de droites paralléles et
inclinées a 45 degrés sur le courant, une série de droites perpendi-
culaires aux précédentes, et les surfaces réglées qu’engendreront ces
lignes, lorsque le plan MN roule sur la surface développée des cylin-
dres d’égale vitesse, sont les surfaces cherchées.

Dans les tuyaux de conduite, ce sont des cdnes de révolution dont
I'angle au sommet est de go degrés.

V. — Distribution des witesses dans un courant & filets
rectilignes et paralléles, quel que soit le périmetre mouillé.

Propositions fondamentales. — On établit en Hydraulique sur les
courants 2 filets rectilignes et paralleles deux propositions fondamen-
tales, savoir :

1° La pression (ou charge, s'il s’agit des conduites) décroit proportion-
nellement au chemin parcouru suivant la direction du courant.

2° La pression dans une section transversale quelconque varie suwvant la
lot hydrostatique, c’est-a-dire, quand il s’ agit des liguides pesants, qu’en un
point quelconque d’une section déterminée elle est proportionnelle d la
distance de-ce point & un plan horizontal fize.

Ces propositions sont vraies; mais la démonstration qu’on en donne
ordinairement est inexacte, parce qu’on applique aux liquides vis-
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queux le principe de I’égalité de transmission des pressions qui ne leur
est pas applicable, et que de plus on admet que dans une section
transversale du courant, il n’y a pas d’action tangentielle, ce qui est
inexact.
On déduit une démonstration rigoureuse des formules I (p. 12) ol

I’on doit faire
dU

dz

:0, T|=0.

De plus, comme T, et T, ne dépendent que de U et ‘;—S, on 2
a1, _
dr —

et de méme

aT, _
dz —

Si de plus il ne s’agit que des fluides pesants, on fera
pXe=1Msinj, pY,=o, pZ=1IMcosy,

J étant l'inclinaison sur la verticale du courant, et IT étant le poids de
I'unité de volume du liquide. Par suite de ces substitutions, les for-
inules I deviendront

dN, dT. dT,

W.4_7.7-”—4-—‘5---_.-IISlﬂ],
N, _

dy — 7

dN,

v =1 cosj.

Nous démontrerons d"ailleurs plus loin (p. 39) que I'on a
Nl N: —_ Ng

Soit p la valeur commune de ces forces, les équations ci-dessus devien-

dront
dp  dT,  dT.

Z-z_-—l-d—y-‘l—-??-—nSan’
dp __

=

dp .

a_llcos‘/.

4
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. Y d
Dans la premiere, tous les termes sont indépendants de x, sauof 37’;:

il faut done qu’il en soit de méme de celui-ci, ce qui démontre le pre-
mier théoreme énoneé. Le second résulte immédiatement des deux
dernieres équations.

Equation différentielle donnant la vitesse en un point quelconque, in-
dépendamment de toute hypothése particuliere sur la fonction du frot-
tement. — Pour obtenir I'équation aux vitesses, le moyen le plus
simple est d’exprimer 1'équilibre d’un cylindre de longueur quelcon-
que / pris dans la masse fluide et ayant pour base une courbe d’égale
vitesse. Ce cylindre donnera non-seulement une valeur constante

. . dv .
pour V, mais aussi pour — sur tous les poinis de sa surface; cela

tient au parallélisme de toutes les surfaces analogues; par suite, le
frottement sera constant et égal & & sur toute I’étendue de 1a paroi du
cylindre.

Le frottement total sur cette paroi sera done (fig. 7)

&sl,

s étant le périmetre de la courbe de base. Soient p’ et p les pressions
normales sur les centres de gravité des deux bases et » leur aire com-
mune. En vertu de la proposition 2, la différence des pressions sur ces
bases sera

w(p'—p)

Enfin le poids du cylindre projeté sur son axe sera

Hwlcosy,

J étant Pinclinaison du courant sur la verticale. On aura donc I'équa-
tion

Esl+w(p —p)—Mwlcosj =o,
ou

Gsl=Mwn (lcosj—P;p)-

Soient g et g’ les centres de gravité des bases; z et z’ leurs distances

ga et g'a’ a une horizontale. Soient enfin go = % et g’ = % les hau-
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teurs représentatives des pressions. On aura

lcosj=3 —3

Esl=Nw [(z’ — ﬁ:> — (Z— %)1 == o (o' B),

et

ou

Mais 5“1—{5 est constant en vertu de la proposition 1 : c’est la perte

de charge par unité de longueur que nous appellerons . Cette con-
stance est d’ailleurs prouvée par la derniére relation elle-méme, car si
on avait pris une autre portion /,“du méme cylindre, on serait arrivé a

. ® d’l ﬁl
€=1 s x .,
ce qui exige que
a__lﬁ = g'[——' = ¢const. — 1.

-On aura donc définitivement

w .
ou
(8 bis) 6 =1pi,

en posant %’ = p. On voit que la quantité p, rapport de I'aire au péri-

metre de 'une quelconque des courbes d’'égale vitesse, qu'on appelie
ordinairement le rayon moyen, est ici variable : c'est le parametre qui
caractérise celles des courbes d’égale vitesse que 'on considere, c’est
une coordonnée de cette courbe.

La relation (8 &is) que nous venons de trouver est trés-remarquable
par sa généralité et sa simplicité; elle ne repose sur aucune hypothese
du frottement.

Nous avons trouvé plus haut une autre expression de & (p. 20),

4-.
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savoir :

dv
G=A-EIT-

Egalant ces deux valeurs, il viendra

av .
(9) A——=1ip

pour I'équation différentielle qui détermine la vitesse en un point quel-
conque du liquide. dr désigne ici une longueur dirigée suivant la nor-
male & la surface d’égale vitesse au parametre p.

Intégration de I'équation aux vitesses. — Cette équation peut s’inté-
grer quel que soit le contour curviigne ou polygonal du courant et
sans faire aucune hypothdse particuliere sur la fonction A. Pour cela
nous allons lui faire subir différentes transformations. Et d’abord, soit
F (V) une fonction de la vitesse telle, que sa dérivée

dF (V) _
'—W—Ao

On aura, d’apres I’équation (g),

dF(V)dV _ _ .
dif '87 _nlp’
ou
dF(V)=Mipdr,
ou enfin
(10) F(V)——F(V.,):llif odr,

To

r étant la distance normale entre la courbe quelconque de vitesse V et
une courbe d’égale vitesse fixe, et r, la distance analogue pour la courbe

de vitesse V,. p, qui est le rapport 5;3 de l'aire au périmétre d’une courbe

d’égale vitesse quelconque, est une fonction de r. Cette fonction, 4 cause
de 'équidistance des courbes d’égale vitesse, est tres-facile a déter-
miner. On reconnait trés-aisément que la longueur s de I'une quel-

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(29)
conque de ces courbes distante de la longueur » d'une courbe fixe est

s=S8,+e(r—mr),

s, et 7, étant des valeurs de s et de r relatives a cette courbe fixe, e la
différence des angles que forment ses normales extrémes avec un axe
fixe; gue I'on a de méme pour la surface mouillée de I'une des courbes
d’égale vitesse

© =0 + So(r—r,) + ée(r— r)?
et

1
g - So(r— r,) + ;e(r—r.)’

P=5= So+e(r—r,)

Par suite I’équation (10) devient

rm0+(r—- re) So + ie(r—r,)’
(11) F(V)— F(V,))=1i 2 dr.

S+ e(r—r)

L'intégrale du second membre se trouve facilement et donne défini-
tivement

F(V)— F(V.):Ili%%(r— R+ 2 ()

R

Telle est 1'équation générale qui fournit la vitesse en un point quel-
conque quand on connait la vitesse V, le long d’une courbe d’égale
vitesse ayant pour périmetre s, et pour aire w,. Elle ne repose sur
aucune hypothése. La fonction F(V) qui y entre dépend uniquement
de I'idée qu’on se fait du frottement; mais quelle que soit cette idée,
I'équation ci-dessus subsiste dans son ensemble. Si I’on admettait, par
exemple, avec Navier, que le frottement fut proportionnel & la vitesse
relative, on aurait simplement

(IV)

F({V)=¢V,
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le coefficient ¢ devant étre déterminé expérimentalement. Mais, comme
je I'ai dit en commencant, la fonction F (V) devra étre déterminée de
toutes pieces par la comparaison de la relation (IV) avec I'expérience.
La forme de cette fonction reste la méme pour un liquide déterminé,
quelles que soient les conditions particulieres de I’écoulement. Cette
fonction déterminée une fois pour toutes, I’équation (IV) donue toutes
les lois les plus générales de mouveient par filets rectilignes et paral-
leles, quelle que soit la courbe formant le périmetre mouillé.

La vitesse V, qui y entre dépend du frottement contre la paroi. C’est
donc seulement par la constante F (V,) qu'interviendra la nature de la
paroi.

Cas ot le périmétre mowillé est polygonal. — 1l nous reste mainte-
nant, pour compléter la solution, a intégrer I’équation (11) dans le cas
ol le périmétre mouillé est polygonal. Alors les lignes d’égale vitesse
sont des polygones équidistants, et I’on reconnait facilement qu’on arri-
verait encore i ’équation intégrale (IV) trouvée ci-dessus; seulement la
lettre e, au lieu de représenter 'angle des normales extrémes, aurait
une signification que voici :

Soient a,, a,, a,,..., a, les angles extérieurs aux différents sommets
du polygone d’égale vitesse fixe de longueur s, et de section w,, on
aura

— ) & %\ e,
(12) e__z(tang2+lang2+...+lang2>_22tang2

Cas des tuyaux de forme cylindrique @ base quelconque. — Dans les
tuyaux, expérience semble montrer que I'écoulement se fait par filets
rectilignes et paralléles. Un des cylindres d’égale vitesse est, dans ce
cas, le tuyau lui-méme. Tous les autres lui sont donc paralltles, et la
répartition des vitesses se trouve par I'équation (IV). Toutes les courbes
de méme vitesse étant, dans ce cas, fermées, on a e=a2an. L’équa-
tion (IV) se simplifie d’ailleurs en comptant les r & partir de la
courbe V,, ce qui permet de faire r, = o.

Conduite circulaire. — Pour la conduite circulaire, en supposant
que V, soit la vitesse du filet central et que les r se comptent depuis
ce filet, on a

n=s,=1=o,
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et I’équation (IV) se réduit
Mir:
A

(13) F(V)—F(V,)=

’

r élant la distance du point dont la vitesse est V au filet central.

Conduite formée par un polygone régulier. — Cette méme équation
s’applique aux conduites formées par un polygone régulier quelconque,
car on peut encore faire dans ce cas

rn=s,=l=o0;

seulement r représente alors non plus la distance de la molécule que
'on considére au centre, mais I'apotheme du polygone d’égale vitesse
dont le point occupé par cette molécule fait partie.

Conduite rectangulaire. — M. Bazin a fait des expériences sur deux
conduites rectangulaires. Soient donc a le plus grand et & le plus petit
des cotés du rectangle. Supposons que V, soit la vitesse le long du rec-
tangle central ayant pour cdté @ — b et o, et comptous les r & partir de
la ligne droite & laquelle se réduit ce rectangle: on aura

F==0, W,=0, S§=2(a—2>b),

e—_—zztangg—_-&

et enfin

L’équation (IV) devient

() EV)—B (V=T [ B2 g p (2222 41Y].

On pourrait multiplier ces applications; mais elles sont toutes
contenues dans la formule (IV), en sorte qu'il est inutile d’insister
davantage.
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VI. — Détermination expérimentale de la fonction F(V). —
Lois du frottement de deux filets liquides. — Formule de la
répartition des witesses indépendante de la nature et du dia-
métre des tuyaux.

Nous avons maintenant 3 déterminer la fonction F(V), de laquelle
dépendent les lois du frottement entre deux filets liquides contigus.
Nous nous servirons pour cela des expériences faites par M. Darcy sur
les tuyaux circulaires. La formule applicable & ces tuyaux est, comme
nous I’avons vu,

(15) F(V)— F(V)= " 1

en désignant par r la distance d’'une molécule dont la vitesse est V au
filet central dont la vitesse est V,. ¢ est d’ailleurs la perte de charge
par unité de longueur.

Ceci posé, M. Darcy a étudié la distribution des vitesses dans cing
tuyaux en fonte, savoir :

1° Un tuyau en fonte neuve de 0™,188 de diam&tre;

2° Un tuyau recouvert de dépots de o™, 2432 de diametre;

3° Le précédent nettoyé de o™, 2447 de diamétre;

4° Un tuyau trés-bien nettoyé de o™,297 de diameétre;

5° Un tuyau en fonte neuve de o™, 50 de diamétre.

Chacun de ces tuyaux a été expérimenté pour des valeurs de la pente
ou perte de charge i variant entre des limites trés-étendues. Pour chaque
pente on a observé : :

1° La vitesse centrale V, correspondant 3 7 =o;

2° Les vitesses V' et V” pour deux valeurs parllcuheres retr der
correspondant généralement aux points situés au tiers et aux deux tiers
du rayon de la conduite.

Pour appliquer les résultats obtenus & la détermindtion de la fonc-
tion F(V), je remarque qu’on peut écrire approximativement

F (V) — F(Vo)= (V — V)

F’ (vo) + (v - v')z F”(Vo)
X 1.2 ’
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ou, en vertu de la relation (15),

% ri=(V—V)F (V) + (V:JF”(V“).
Chaque expérience nous donnera done les deux équations
( % 1 =(V =V, F'(V,) + E:_V")- F/(V,),
“e ? ZH prrf = (V/— V) B (Vo) + ‘V—Zﬂ F(V,),

oi1 tout est connu, sauf F'(V,) et F”(V,). Nous pouvons donc détermi-
ner numériquement ces deux fonctions pour les diverses valeurs ob-
servées de V,.

Voici un tableau donnant ces valeurs.

La colonne 1 donne les numéros des expériences (*).

La colonne 2 donne les pentes Z sur lesquelles les expériences ont été
faites. ‘

La colonne 3 les distances au centre des points auxquels on a observé
la vitesse dans chaque expérience (ces distances sont les mémes pour
toutes les expériences faites sur un méme tuyau ).

La colonne % donne les vitesses correspondantes aux distances r por-
tées & la colonne 3. Les vitesses correspondantes & r = o sont celles que
nous appelons V, quand nous voulons les désigner d’une maniere spé-
ciale.

La colonne 5 donne les valeurs de F'(V,) calculées d’apres les équa-
tions (16) et changées de signe.

Dans la colonne 6 on a reproduit les valeurs de la variable V, cor-
respondantes aux valeurs de la fonction F’'(V,) portées a la colonne 5.

Enfin, pour mieux suivre la marchede la fonction F'(V,), onl’a repré-
sentée graphiquement dans la colonne 7 pour chaque tuyau, les ab-
scisses étant V, et les ordonnées — F'(V,).

(*) Ces numéros d’ordre ne sont pas ceux que porlent les mémes expériences dans I'ou-
vrage de M. Darcy. Nous avons pris, pour les désigner, la suile naturelle des nombres.

5
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NUMEROS :
des i r v —F(V,) v, REPRESENTATION GRAPHIQUE DE — F/(V,).
expériences.
1 2 3 4 5 6 1
D=0,188
0,0000 0,885
1 0,00368 | o0,0325 0,845 0,01975 0,885
0,0637 0,760
: " 1,303 ;.:
2 0,00805 " 1,244 0,02760 1,303 s
" 1,131 1
5 I
n 1,7 s - z g_ ”,/” i
3 0,01340 n 1:273 0,04358 1,747 g 3 g s i
" 11493 g 5 2 _=—] i
5 st i i
" 2,380 ,j”p! : H i i
4 0,02250 " n,lgé 0,04711 2,280 it I | H ! i
" 1,997 0 0,885 1,308 1,747 2,280 2,922 5,082
" 2,922
5 0,03810 ” a,ggs 0,07367 2,022
" 2,515
" 5,082
6 0,1098 " 2.8 6 0,13711 5,082
” ,320
D =0,2432
0,000 0,575
7 0,00202 0,04 0,538 0,0243 0,575 2
0,08 0,456 2
" 0,876 1
8 0,00473 " 0,811 0,0277 0,876 - - i
" 0,694 2 2 //”/ E
. " 1,883 £ 17 i
0,023 " I 0,0698 1,883 AT '
10229 " 1:289 1009 ) ’é 5. e B :
¥ Pl :
" ] | L i ;
10 0,0320 - ?:;;? 0,08g0 2,273 YT 185 5,0 T
” §,593
11 0,13981 # 5‘.3?;;7;2 0,1585 4,593
3 = = . - . —
0,000 0,630 §
12 0,00165 0,052 0,60t 0,0143 0,630 .-
0,102 0,531 e
" 1,103 -_/,»" :
13 0,00498 " 1,065 | 0,038 | 1,103 E - i
" 0,917 - H
2 g —="1 1
" 2,230 3 < ’,f’/ H i
14 0,02035 " 2,105 0,0773 2,230 /‘:‘,’r ' :
] " 1,877 e Il : |
" 5,212 0 0,:30 1,103 2,930 5,212
15 0,11343 " Z, 35 0,158 5,212
” ,2!9
D =0,297
0,000 0,435
16 0,0007 0,052 0,410 0,0179 0,435 2
0,102 0,355 =3
n l,gls -] g /,/’4:
A7 0,00617 " 1,356 0,0551 1,418 s =7 |
" 1,230 g P i
" 1,331 _%/”/ E H !
18 0,01125 : ::6?5% 0,0637 1,931 ot T
" 2,708
19 0,02251 ” 2,590 0,1048 2,708
’ . 2,355 t g
D=o0,50
0,000 0,571 2
20 0,0006 0,09 0,535 0,0287 0,571 5 8
0,17 0,477 g 31
< -~ 1
" 0,919 il
21 0,0125 ” 0,869 0,0337 0,919 -1 [
" 0,796 S ToBTt 0,919 1,319
” 1,319
22 0,00260 " !,nég 0,0504, | 1,319
” l,l3
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On voit que pour chaque conduite la fonction F'(V,) est représentée
trés-exactement par une ligne droite allant  I'origine des coordonnées.
Soit 2¢ le coefficient angulaire de 'une quelconque de ces droites,

on aura
FI(Vo):- —_— ZEVo,

ou, en supprimant maintenant I’indice de la variable,

F'(V)=—2¢V,
d’ou
F(V)= —eV*+ const.
et
1|
(17) F(V)—F(V.):s(V:—Y’):Zr’l.

C’est 1a la formule qui donne la distribution des vitesses.

Dans cette formule, ¢ est le coefficient angulaire des lignes droites
figurées 4 la colonne 7 du tableau ci-dessus. On voit que ces lignes,
quoique peu éloignées du parallélisme, ne sont pas cependant rigou-
reusement paralleles, c’est-a-dire que ¢ n’est pas rigoureusement con-
stant. On reconnait d’ailleurs facilement, en suivant bien les résultats
numériques fournis par M. Darcy, qu'aucune fonction a coefficients
constants mise a la place de F(V) ne peut conduire 2 une formule
répondant parfaitement aux expériences; et comme la formule que nous
avons trouvée est nécessairement exacte pour le mouvement reetiligne,
il faut conclure que les mouvements observés par M. Darcy ne sont pas
rectilignes. C'est d’ailleurs, comme nous ’avons vu précédemment, ce
que M. Darcy dit lui-méme. Mais de toutes les fonctions que ’on pour-
rait mettre 4 la place de F(V), la plus satisfaisante est, comme on ¢n
juge immédiatement par la représentation graphique de la colonne 7,
celle que nous avons adoptée. D’ol1 'on peut conclure que trés-proba-
blement, si 'on avait des expériences précises sur des mouvements
véritablement rectilignes, la formule (17) en comprendrait tous les
résultats, le coefficient e restant constant. On arriverait ainsi a cette
loi : _

L’action mutuelle de deux filets fluides contigus est proportionnelle au
produit de la vitesse absolue en chaque point par la vitesse relative.
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De nouvelles expériences faites en petit et avec précision seraient
indispensables pour s’assurer de I’exactitude de cette loi ou en trouver
une autre si celle-ci n’était pas la vraie, pour découvrir, en un mot, la
fonction F(V). On congoit toute 'importance qu'il y aurait a cela; car
cette fonction connue d’une maniére certaine, on aurait une définition
des fluides naturels. La premiere des difficultés que j'ai indiquée en
commencant disparaitrait : on pourrait, comme nous le verrouns, écrire
les équations générales du mouvement de ces fluides; le reste ne serait
plus qu'une difficulté d’analyse; mais du moins on aurait une base
certaine; onnemarcherait plus au hasard comme maintenant, ol chaque
nouvelle expérience dément tout ce que I’on croyait savoir, ol, suivant
'expression de M. Bazin, « la question se complique et s’obscurcit da-
vantage 4 mesure que de nouvelles expériences plus nombreuses et
plus précises paraitraient devoir y jeter une plus grande lumiere (*). »

(*) Dans un autre Mémoire sur le méme sujet, mais tendant plus immédialement & un
but pratique, inséré aux 4nnales des Ponts et Chaussées, j'ai montré que le coefficient s

varie proportionnellement 4 /7, en sorte que 'on a, dans les tuyaux de conduite d’eau.

s= Ky,

et, par suite,
. n
Kyr(Vi—V)= =7,
ou, tous calculs faits,

() Vi—V= 2640r%1'.

Jai déduit de cette formule la vitesse moyenne; j'ai indiqué, par des ecalculs numé-
riques trés-détaillés, inutiles & reproduire ici parce qu'ils intéresseni surtout les ingé-
nieurs, que mes résultals cadrent parfaitement avec les expériences de M. Darcy, et jai
donné une table & simple entrée qui permet de résoudre toules les questions relatives aux
conduiles d'eau. La formule () remplace la formule (c¢) (p. 5) de M. Darcy, et elle a
ceci de remarquable qu'elle reproduit tous les résultats numériques des expériences sans
qu'il soit nécessaire de faire inlervenir, comme a fait M. Darcy, le rayon de la conduite. La
variation de ¢ avec » se comprend beaucoup mieux que sa varialion avec le rayon R des
tuyaux. En effet, si le mouvement était rigoureusement rectiligne, ¢ serait constant. Ses va-
riations doivent donc dépendre uniguement du degré de sinuosité des filets fluides; or, cette
sinuosité augmente & mesure qu'on s'éloigne de 'axe, c’est-a-dire 4 mesure que » augmente

lui-méme. Voila pourquoi € croit avec r. Le coefficient y/7 est, en quelque sorte, un coefficient
de correction apporté a la formule théorique du mouvement rectiligne pour tenir compte de
la fleche des filets fluides. C'est ainsi qu'il doit-étre considéré. Si 'on voulail en déduire une
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De la formule (17) on déduit facilement I’expression de la vitesse
moyenne u. On a, en effet,

ou
— O¢
W= e vV,
MR* fv
ou
__8e(V; — W)
(18) “=ImiR

W désignant la vitesse 2 la paroi. L’expérience montre, et cela s’ex-
plique trés-facilement, qu’on a sensiblement

(19) W= «Ri,

o. étant une constante. Au moyen des formules (17), (18), (tg) on peut
résoudre toutes les questions relatives 3 un courant symétrique autour
d’un axe.

VII. — Equations générales du mouvement des fluides
naturels.

Nous avons vu (p.12) que pour obtenir les équations générales
du mouvement des fluides naturels, il suffit d’exprimer les neuf fonc-
tions qui entrent dans les équations (I) au moyen de quatre d’entre
elles. C'est ce que nous allons faire maintenant.

expression de ’action mutuelle de deux filets fluides, comme a fait M. Darey pour sa for-
mule (c), on arriverait facilement a cet énoncé : Tout se passe, dans les conduites d'eau,
comme si le mouvement était rigoureusement rectiligne et que ’action mutuelle de deux filets
fluides ftt proporuonnelle au produit de la vitesse absolue de chaque filet par sa vitesse re-
lativement au filet voisin et par la racine carrée de sa distance 4 I'axe de la conduite. Mais
de semblables lois sont bien plus nuisibles qu’utiles 4 énoncer, parce qu'on les trouve chan-
geantes avec toute circonstance nouvelle, et alors il arrive ce que dit M. Bazin : « La question
se complique et s’obscurcit davantage & mesure que de nouvelles expériences plus nom-
breuses &t plus précises paratiraient devoir y jeter une plus grande lumiére. »
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Soient N; et T;, ol 'indice ¢ peut prendre les valeurs 1, 2, 3, les six
forces qui entrent dans les équations (I). Si le fluide que nous étudions
était d’une fluidité parfaite, on aurait

=T,=Ty=0 et Ny=N.=N,=p,

p désignant la pression en un point de ce fluide. Les six fonc-
tions T; et N; — p sont donc de méme ordre de grandeur. Elles s’an-
nulent toutes les six dans les fluides parfaits; elles s’annulent encore
dans les fluides naturels en repos; elles ne deviennent appréciables que
quand ceux-ci se mettent en mouvement et dépendent en chaque point
de la vitesse en ce point et dans ses enviroms, c’est-a-dire qu’elles
dépendent des trois fonctions U, V, W et de leurs neuf dérivées par-
tielles par rapport aux coordonnées x, y, z. On peut toujours admettre,
comme premiére approximation, qu’elles sont linéaires par rapport a
ces dérivées, et cela est d’autant mieux permis ici que I'équation (III)
trouvée plus haut justifie complétement cette maniére de faire dans le
cas du mouvement rectiligne. Mais on prouve alors facilement, comme
I’a fait M. Lamé pour les corps solides élastiques ( )» que ces fonctions
ont nécessairement la forme

dU dV dW dV dW dW  dU

dU dv
-+ F[(W +d_.2'—)’

'dU dV dW dvV dW

+§<d_U+él’ )
‘\dr ~ dz

(d\V ﬂ)
dx dz

'y a entre les corps solides élastiques et les fluides cette différence
que, dans les premiers, les trente-six coefficients A;, B;, C;,..., 4,
wbis I'z,... sont constants; tandis qu’ici ce sont trente-six fonctions
quelconques des trois composantes U, V, W de la vitesse.

{(*) Lamg, Lecons sur la théorie mathématique de Uélasticité des corps solides, p. 36,
1™ édition, 1852,
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Les relations ci-dessus ne dépendent que du mouvement du fluide;
mais elles sont évidemment indépendantes du choix des axes de coor-
données, c’est-a-dire que si I’on prenait trois nouveaux axes des «,
desy’, des z', que Fon désignit par U’, V', W’ les composantes de la
vitesse suivant ces nouveaux axes, par N;, T; les forces analogues aux
N; et T;, on devrait avoir les nouvelles formules-

g e e (- 4F)
+E’(”Z§‘T' :f,—E,’) w(%‘i:+%§_;),
'1'.-==JL',-%+%‘ZV:+I"‘1W' A(ﬂg" djx’)
o (G )+ 5 (G )

dans lesquelles les coefficients A}, B;, C;,...,a}, w;, I'i,... seraient
composes en U, V', W’ comme leurs correspondants A;, B;, C,,..., i
Wis Liss.. lesontenU, V, W. .

Ceci étant, lesnouveaux axes étant donnés de position, on peut écrire
les relations linéaires qui donnent &/, ¥’, 2’ en fonction de x, y, z;
on écrira de méme les relations linéaires qui donnent U’, V’, W’ en
fonction de U, V, W. On portera les valeurs de U, V', W' dans les coef-
ficients A}, B,..., duis 1, 5... qui sont composés en U’, V', W’ comme
leurs correspondants sans accent sont composés en U, V, W. On pourra
(U, V', W)

'?lT.Z-’—_'__T en fonction des

ensuite former les neuf dérivées partielles

-————‘g (U )) Enfin, au moyen des formules II (p. 12) on pourra

exprimer les N; et T en fonction des N; et T,. La substitution de ces va-
leurs dans les dernikres relations devra les rendre identiques aux précé-
dentes, et cela quels que soient les nouveaux axes. Je passe sous silence
le détail des calculs de transformation, calculs indiqués tout au long
dans les Legons sur Uélasticizé des corps solides (*), et’qu'il n’y aurait

dérivées

(*) LaMg, Lecons sur la théorie mathématique de. Ulasticité des corps solides, p. 43,
1™ édition, |852
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qu’a reproduire (en se souvenant toutefois que les coefficients ne sont
pas ici des constantes), et I'on arriverait au résultat suivant :

1° 11 faut que les coefficients accentués soient respectivement égaux
aux coefficients non accentués. On obtiendra ce résultat en supposant
que les divers coefficients, au lieu de dépendre des trois fonctions U,
V, Wou U, V', W, dépendent de la seule variable

VU +V + W = U+ V*+ W2 =R.

2° Les coefficients accentués et non accentués étant identiques, tout
se passe comme S’ils étaient constants, et I’on arrive, en ayant égard a
la relation

du dv AW _

dz + dy T
aux valenrs suivantes pour les six forces N; et T;

‘N,'=p+2lﬂ%’ N,:P+2H%¥, N;:p+2]]ddlv,
(V) '

o (dV | dW _ (dW  dU . (dU  dV

?TI—H(HZ“-F-W)’ Tz—H(Eﬁ-a;)’ Ta—H(a?—l-E)a

H désignant une fonction quelconque de la vitesse résultante R. Si I'on
porte ces valeurs dans I’équation I, que I’on ait égard & I'équation de
continuité, que ’on pose avec M. Lamé
d*e dlo d%
dzw " dyr T da
on trouvera

; dH
=A.¢, et que I'on fasse W“H’

(V1)

:UZ—:— +V%§+W%g+-‘%],
:U%+VZ7V+W£—’+3—[V;

iz ")\ G ) TG dE
~uf¥, v oW weW,

dx dy
ol 9V AW
dz "~ dy " dz ~

1dp H H [(dW dU\dR (dV dW\dR _dUdR
aw—=| ]
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Tellessont les quatre équations générales du mouvement des lignides
contenant les quatre fonctions inconnues U, V, W, p. Quand ces fonc-
tions sent connues, on en conclut immédiatenient les N; et T; donnés
par (V), et au moyen des équations a la surface (II) et (2) on détermi-
nera les fonctions arbitraires introduites par I'intégration.

On voit que les équations générales du mouvement des liquides
seront connues si I'on connait la seule fonction H de la variable R. Cette
fonction a déterminer par I'expérience reste la méme quel que soit le
mouvement dont le liquide est animé. 11 suffira donc de la déterminer
pour le mouvement le plus simple possible, ¢’est-a-dire pour le mouve-
ment par filets rectilignes et paralleles. Voila pourquoi des’ expériences
précises sur un tel mouvement seraient de la derniére utilité. Elles
fourniraient immédiatement une base certaine, non-seulement & une
théorie particuliere, mais & toute I'Hydrodynamique. -

On voit d’ailleurs par la quatrieme et la cinquieme des relations (V)
que dans le cas du mouvement rectiligne, H n’est autre chose que la
fonction désignée (chap. VI) par F' : donc, pour tous les mouvements
possibles, on a

H=F'(R).
1l résulte de la que si les inductions que nous avons tirées des expé-
riences de M. Darcy sont exactes, on a

(20) = —2¢R,
¢ étant une constante dépendant de la nature du liquide, et, par suite,
H = — 2¢.

En portant ces valeurs dans les équations ci-dessus, on aura définiti-
vement les relations qui unissent les fonctions inconnues U, V, W, p
aux forces données X,, Y, , Z,. Senlement, il convient d’autant plus de
s’assurer de la vérité de ces inductions, que d’elles depend non-seulement
la théorie du mouvement rectiligne, mais la théorie de tous les mouve-
ments que peuvent affecter les liquides. Il est possible que des expé-
riences plus exactes portant sur des mouvements lents aménent a rem-
placer Pexpression (20) de H par la suivante :

(21) H=—2eR +aq,
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a étant une constante. Dans le cas des mouvements rapides, le terme «
serait négligeable, tandis que dans les mouvements lents il devien-
drait prédominant. Dans ce cas particulier, en faisant abstraction
dans (21) du terme en R, on reviendrait 2 la théorie de Navier et I'on
voit, en effet, qu'en faisant dans les équations (V1) H’' = o, on retrouve,
aux notations prés, les formules (@) de Navier (p. 3).

En termivant, je ferai remarquer que quand il s’agit du mouvement
rectiligne, c’est-d-dire quand on a

dUu
V:O, W:O, a'_.z' =0,
les relations (V) donnent

N|:Nz:N3:P,

c’est-a-dire que le principe de I'égalité des pressions s’applique a tous
les éléments plans perpendiculaires ou paralleles au fil de I'eau. Clest
une proposition que nous avons admise dans le cours de ce Mémoire;
il était nécessaire de la démontrer. D’ordinaire, on admet en Hydrau-
lique que le principe de I'égalité des pressions est sensiblement appli-
cable aux liquides visqueux aussi bien qu’aux fluides parfaits. Cela
revient & tenir compte des trois fonctions T,, T., T, et & négliger les
différences N, — p, N, — p, N; — p. Or, nous avons vu que ces six fonc-
tions sont de méme ordre de grandeur; il est donc peu rationnel de
tenir compte des unes et de négliger gratuitement les autres.

Vu et approuve.
Le 20 décembre 1866.
Le Doven pE 1A FacoLte pes SciEncEs,
MILNE EDWARDS.
Permis d’tmprimer.
Le 21 décembre 1866.
I.e Vice-RecTeuR pE L’AcADEMIE DE PARis,
A. MOURIER.

6..
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THESE DE GEOMETRIE.

SUR ' UNE TRANSFORMATION

DES COORDONNEES CURVILIGNES ORTHOGONALES

ET SUR

LES COORDONNEES CURVILIGNES

COMPRENANT

UNE FAMILLE QUELCONQUE DE SURFACES DU SECOND ORDRE.

I.

Dans une Note insérée au tome XI du Journal de Mathématiques pures
et appliquées, M. Bouquet a, le premier, fait remarquer qu’une famille
de surfaces étant donnée, il n’existe pas toujours deux autres familles
peuvant composer avec la premiére un systeme triplement orthogonal.
M. Bouquet a prouvé ce fait pour des surfaces dont le parametre serait
la somme de trois fonctions ne dépendant chacune que d’une seule des
trois coordonnées rectilignes d’'un point de I’espace. Sa méthode pour-
rait étre facilement généralisée et montrerait que le paramétre d’une
classe quelconque de surfaces admeltant deux séries de surfaces ortho-
gonales satisfait nécessairement a une équation aux différences par-
tielles du troisieme ordre.

Dans un Mémoire inséré au tome XII du méme journal, M. Serret a
repris la question 3 un point de vue plus général. En partant des trois
relations auxquelles doivent satisfaire les parametres p, A et p de trois
familles de surfaces se coupant deux a deux & angle droit, et éliminant
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au moyen d’un certain nombre de différentiations les parametres X et u,
M. Serret a montré que le parametre restant p doit satisfaire 4 la fois &
deux équations aux différentielles partielles du sixiéme ordre, d’ou il
résulte que les systémes de surfaces triplement orthogonales sont beau-
coup plus rares qu'on ne serait porté a le supposer tout d’abord.
M. Serret fait ensuite I’étude particuliere des systémes orthogonaux
comprenant une famille de surfaces de la nature de celles qu’avait étu-
diées M. Bouquet dans son Mémoire précité, et il donne non-seulement
les conditions d’existence d'un semblable systeme, conditions déja
trouvées par M. Bouquet, mais il raméne, dans beaucoup de cas, a de
simples quadratures la détermination des surfaces qui le composent.

Lorsque, abandonnant les exemples particuliers, on revient i la con-
dition que doit remplir une famille de surfaces quelconques pour
pouvoir faire partie d’un systeme orthogonal, les équations auxquelles
on serait conduit soit par la méthode de M. Serret, soit par le procédé
de M. Bouquet, s’obtiendraient au prix de calculs si pénibles, qu’on ne
peut pas un instant songer  les entreprendre. Mais ces équations cor—
respondent 3 un énoncé géométrique en quelque sorte évident et que
nous allons donner, parce qu’il nous sera utile par la suite.

Considérons une famille de surfaces au paramétre p et un point M sur
l'une quelconque de ces surfaces. Par ce point, menons les tangentes MT,
et MT, aux deux lignes de courbure qui y passent, ainsi que la nor-
male MM' que nous prolongerons jusqu'a sa rencontre en M' avec la
surface infiniment voisine; enfin, par le point M', menons les tangentes
M'T, et M'T, aux deux lignes de courbure passant par ce point.

Pour que les surfaces considérées puissent faire partie d’un systéme
orthogonal, il faut et il suffit que les deux tangentes MT, et M'T, qui
correspondent au méme systéme de lignes de courbure, ainsi que les tan—
gentes MT, et M'T,, se rencontrent (*).

La démonstration de cette proposition est trop simple pour que je la
développe (**). Je remarquerai seulement que si les deux lignes MT, et

(*) Quand on dit que ces lignes se rencontrent, on entend que leur plus courte distance
est infiniment pelite d’un ordre supérieur au premier.

(**) Bien que ce théoréme n’ait peut-8tre pas encore été énoncé sous cette forme, je n'ai
pas cru devoir m’arréter a en donner une démonstration facile 4 imaginer.
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M'T, se rencontrent, il en est nécessairement de méme des lignes MT,
et M'T’, et vice versd; en sorte qu’il faut et il suffit que les deux tan-
gentes qui correspondent & 'un des systemes de lignes de courbure se
rencontrent, pour que les surfaces considérées admettent des surfaces
orthogonales.

Soient en effet «,, f,, 7, et &,, 2, 7, les cosinus des angles que les
deux lignes MT, et MT, forment respectivement avec trois axes de coor-
dounées rectangulaires. Ces deux lignes étant & angle droit, on aura

(a) o+ ﬁ|ﬁn+}'|)’:= o.

Soit ¢ P'accroissement d’une quantité lorsqu’on passe du point M au
point M’; en sorte que les cosinus des angles que forment les droites
M'T, et M'T, avec les axes sont

o+ 0, Bi+0Bi, Y+ Oy,
a4 Oats, @2"‘ 35:; 7:+ 6}'1,

et comme ces droites sont rectangulaires, on aura
(a4 6a|) (“z—l— de) -+ (ﬁl—f— aﬁl) ( ﬁz-l- 6ﬁ1)+ (}’|+ a)ﬁ )(}’z+ 3}’:) =o,

ou, en ayant égard & (@), négligeant les termes du second ordre et
groupant convenablement,

(b) a; Ooty -+ ﬁlaﬁ:‘l‘ }'16)’2:‘— (a,&zx.-i— [3:8(51 -+ }'267|).

Mais nous admettons que les deux lignes MT,, M'T, se rencontreut,
¢’est-a-dire qu’elles sont situées dans un méme plan MM'T, normal a la
ligne MT, : celle-ci est donc non-seulement perpendiculaire & MT,, ce
qui est exprimé par la relation (@), mais encore & sa voisine M'T,, ce
qui s’exprime par

o0+ 32001+ 7207 =0
d’oli, a cause de (b),
o 8ct; + B, 032+ 7,3y,2—: 0.

Cette relation signifie que MT, est perpendiculaire & M'T,, ce qui
exige que M'T, rencontre MT,, comme nous I'avions annoncé.

On peut encore remplacer la proposition énoncée plus haut par la
suivante :
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Pour qu'une famille de surfaces puisse faire partie d’un systéme ortho-
gonal, il faut et il suffit que si, par tous les points M d’une ligne de cour-
buré de l'une de ces surfaces, on meéne des normales a. cette surface,
Jusqu’a leur rencontre en M’ avec la surface infiniment voisine, le lieu des
points M’ soit une ligne de courbure de cette derniére surface (en négl-
geant les infiniment petits du second ordre).

Cela résulte immédiatement du théoréme de Dupin (*).

Sur P'une des surfaces proposées, considérons un ombilic; de ce
point comme centre décrivons sur la surface un cercle de rayon infini-
ment petit. 11 est évident que la circonférence de ce cercle peut étre
regardée comme une ligne de courbure, puisque les normales & la sur-
face le long de cette ligne se rencontrent toutes. Par tous les points de
cette circonférence, menons les courbes coupant normalement toutes
les surfaces proposées. L’ensemble de ces lignes formera une surface
tres-déliée, coupant chacune des surfaces proposées suivant une courbe
fermée infiniment petite. Mais, d’apreés le théoréme ci-dessus, toutes
ces courbes d’intersection sont des lignes de courbure des surfaces sur
lesquelles elles sont placées, ce qui veut dire qu’a la limite elles de-
viennent des points ombilicaux de ces surfaces. Ainsi la ligne, lieu des
ombilics des surfaces proposées, est une trajectoire orthogonale de ces
surfaces. ' ‘

Si, pour simplifier le langage, nous appelons cette ligne ligne ombili-
cale de la famille de surfaces proposées, nous pourrons énoncer ce
théoreme :

Pour qu’une famille de surfaces puisse faire partie d’un systéme ortho-
gonal, il est nécessaire que sa ligne ombilicale soit une trajectoire ortho-
gonale des surfaces qui la composent (**).

Cette proposition trés-simple, et qui n’avait, je crois, pas encore été
énoncée, suffit souvgnt 4 elle seule pour déterminer lés conditions que

(*) Méme observation qu'a la note (%) de la page 46.

(**) U serait désirable que I'on pit avoir de ce théoréme une démonsiration analylique;
mais je ne 'ai pas trouvée jusqu’ici. La proposition se vérifie’ d’ailleurs sur tous les systémes
de coordonnées connus, y compris celui formé par les surfaces que M. Moutard appelle les
anallagmatiques.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(49)
doivent remplir des surfaces. d’espéce donnée pour admettre des sur-
faces qui les coupent partout 4 angle droit. Pour en donner un exemple,
considérons une famille de surfaces 4 centre du second degré, i plans
principaux communs. Leur équation peut s’écrire sous la forme

z ) z*

=

AT AT

p étant le parametre, b et ¢ des fonctions quelconques de p. Le point
ayant pour coordonnées

b
X, = P?a Y=o, z,,=% Vies— b)) (pP— ¢*)

sera un ombilic réel ou imaginaire d’ailleurs de la surface au para-
métre p. Les accroissements des coordonnées ,, o, o> lorsqu’on pas-
sera 2 la surface infiniment voisine, seront, en posant

db d
d—p:b’, d—::c’,
b+pb')e—pbc
dx,=( P ‘):’0 poe dp, dy,=o,

dry= (Z =B ) (=) + (= B)(p—cd)Je— ¢ (=) (p—c)
ey(c—b) (P~ )

Pour que les surfaces proposées puissent faire partie d’un systeme
orthogonal, il faut, d’aprés le théoreme que nous venons d’énoncer,

que I’on ait
dx, dz,

Zo = 2 )
(?) (p’— c‘)
St I'on remplace x,, 2, et leurs différentielles par les valeurs ci-

dessus et qu’on opere les réductions qui se présentent, on arrive a cette
relation trés-simple : : :

(o) e — =L (=)

(*) Les ombilics situés dans le plan zy eussent donné cette méme formule remarquable ().
7
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qu’il eat été difficile de trouver autrement, et que nous verrons plus
loin étre non-seulement nécessaire, mais suffisante pour que les surfaces
proposées puissent faire partie d’un systeme orthogonal.
Si on prenait une famille de paraboloides & plans principaux com-
muns, leur équation générale pourrait s’écrire

2
J_;-'-p_-f'i-l_z(x_l):p,

p étant le parametre, II et / des fonctions quelconques de p. L'un des
ombilics de la surface p aurait pour coordonnées

.Z‘o=l+‘l?a Ye=0, Z= \/I[(p-——n).

Pour la surface infiniment voisine, ces coordonnées prendraient les
aceroissements

II'— O'p—M)+(1—I')II
dx,: <l,+-_')d y d =0, d 0 — -]
2 p, @ye=o0, az 2Y(p—1)
en posant
,dl _dll
l—?p, lI—d—p-

Pour que la ligne ombilicale coupe la surface p*a angle droit, il faut
que I’on ait
‘xo &zn

e

Si I'on remplace x,, 2, et leurs différentielles par les valeurs ci-
dessus et qu’on fasse les réductions qui se présentent, on trouve

I

(d) 'lI—II:(p-—I[)+2l’=o,

pour la condition que doivent remplir les fonctions IT et / pour que les
paraboloides proposés admettent des surfaces orthogonales.
Je n’insisterai pas davantage pour faire ressortir I'utilité du théo-
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reme relatif a la ligne ombilicale. Je dirai seulement qu’il peut s’appli-
quer dela méme manitre  des surfaces algébriques de degré supérieur.
Quant aux formules si remarquablement simples (c) et (d) concernant
les surfaces du second ordre, nous aurons occasion d’y revenir plus
loin.

II.

Dans ce Mémoire, je me propose de résoudre la question suivante :

On donne un systéme de coordonnées curvilignes orthogonales, repré-
senté par les équations

(1) F(zy 2z,pa,b,¢,...)=0,
(1) (2) Fi{z, 5,3, Ma,b,c,...)=0,
(3) Failz,r,3,ma,b,¢,...)=0,

dans lesquelles x, y, z sont les coordonnées rectangulaires d’un point
rapportées a trois axes rectilignes; p, A et . les coordonndes curvilignes du
méme point; a, b, c,..., des quantités constantes. On remplace ces con-
stantes par des fonctions de l'un des paramétres, de p, par exemple.
L’équation (1) représentera alors une nouvelle famille de surfaces. On de-
mande de trouver : 1° la condition pour que ces nouvelles surfaces
puissent faire partie d’un systéme de coordonnées curvilignes; 2° de
déterminer ce systéme.

Admettons que l'on ait fortuitement choisi les fonctions de p :
a, b, c,..., que 'on substitue aux constantes de mémes noms, de telle
fagcon que les nouvelles surfaces représentées par I’équation (1) puissent
faire partie d’un systeme orthogonal; et soient A, et p, les parametres
des deux familles de surfaces qui, avec les surfaces p, constituent ce
systeme. Il s"agit d’exprimer ces parambtres en x, y et z.

A cet effet, soit r la valeur particuliere que prend le parameétre
donné p, en un point quelconque M de I'espace. Considérons I’équa-
tion (1) & deux points de vue différents : d’abord, en regardant a, b,
¢,..., comme des fonctions connues de p; ensuite, en substituant & ces

oo

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(52)
fonctions les valeurs particulieres a@,, b, ¢,5..., qu’elles prennent pour
p=r. A ces deux manikres d'envisager I'équation (1) correspondront
deux familles différentes de surfaces p. Les surfaces. de la premiére fa-
mille, celle qu'on obtient en regardant a, b, c,..., comme des fonctions
de p, seront, toutes, coupéesa angle droit et suivant leurs lignes de cour-
bure par les surfaces inconnues A, et p,; les surfaces de la seconde fa-
mille, celle que I'on obtient en mettant & la place des fonctions a, d,
¢,..., les constantes a,, b,, c,,..., seront coupées a angle droit et suivant
leurs lignes de courbure par les surfaces A et 1, que représentent les équa-
tions (2) et (3), si, dans ces équations, on remplace aussi les fonctions
a, b, c,..., par les valeurs particulieres a,, b, c,,...; car nous admet-
tons en principe que le groupe des équations (I) représente un sys-
teme triplement orthogonal lorsque les fonctions a, b, c, ..., se réduisent
a de simples constantes.

Or, les deux familles de surfaces p que nous venons de définir ont en
commun la surface passant au point M, surface que I’on obtient en don-
nant au paramétre la valeur particuliére r, et dont, pour abréger, nous
pouvons écrire ’équation sous la forme

p=r.

Cette surface sera donc coupée a angle droit et suivant ses lignes de
courbure, aussi bien par les surfaces inconnues A, et w, que par les
surfaces A et . De la résulte que par chacune des courbes composant
'un des systemes de lignes de courbure de la surface p =r on peut faire
passer une surface X et une surface A, qui se toucheront tout le long de
cette ligne, et par chacune des courbes composant les lignes de courbure
de I'autre systéme on pourra de méme faire passer une surface . et une
surface p, qui se toucheront le long de cette ligne. Cette propriété
existera en particulier pour les deux surfaces 2 et 3,, ainsi que pour les
deux surfaces p et , qu'on pourra faire passer au point M; et comme
ce point a été pris arbitrairement dans I’espace, on peut dire qu’en tout
point de I’espace passent un couple de surfaces X et ), €t un couple de
surfaces p et p, se touchant, les deux premitres suivant 'une«des lignes
de courbure, les deux dernitres suivant 'autre ligne de courbure de la
surface p passant en ce point.

Dans cet énoncé, il s’agit évidemment des surfaces p que représente
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I’équation (1) ou a, b, c,... sont regardés comme des fonctions de p;
mais les surfaces X et p sont celles que représentent les équations (2)
et (3) aprés qu'on y a remplacé les fonctions a, b, c,... par les valeurs
a,, b, c.,... qu’elles prennent au point M de l’espace que I'on consi -
dere, en sorte que leurs équations seraient

(2 bis) Fi(z, 5, 3, A a, b, ¢,...) =0,
(3 bis) F.lz, y, 3, pyar, bry €1y.0.) =o0.

D’aprés cela, il est facile d’obtenir les parametres des surfaces A
et . qui au point quelconque M sont circonserites aux surfaces 2, et p.,.
En effet, apres avoir résolu par rapport a p I’équation (1) ot a, b, ¢,...
sont des fonctions de p, on portera la valeur trouvée p=r dans (2)
et (3) qu’on résoudra ensuite par rapport & A et p. Cela revient & dire
que pour avoir les parameétres des trois surfaces p, A et g qui se coupent
deux 2 deux 2 angle droit et suivant leurs lignes de courbure au point
quelconque M, il faut résoudre par rapport & p, A et p le systeme des
équations (I) oua, b, c,... sont des fonctions connuesde p et z, y, z
les coordonnées du point M. Les surfaces cherchées auront alors pour
équations non pas le groupe (I), mais le groupe (1), (2 bis), (3 bis) ol
I'on aura remplacé p, A et p par les valeurs trouvées et oul z, y, 2 rede-
viendront les coordonnées courantes.

Au lieu d’exprimer, comme nous venons de le faire, les parameétres
A et p des surfaces (2 bis) et (3 bis) au moyen des coordonnées recti-
lignes x, y, z du point M, on peut les concevoir exprimées au moyen
des coordonnées curvilignes p, A, et 1, de ce point. Mais il est aisé de
voir que A sera indépendant de p, et . de A,. En effet, les surfaces A
et A, étant circonscrites tout le long de la ligne de courbure ayant pour

équations
p = const.,

4, = const.,

la surface A ne changera pas si le point M se déplace sur cette ligne,
c’est-a-dire si p, varie seul; on verrait de méme que la surface p ne
change pas lorsque ), varie seul. On aura donc nécessairement

(4) p=4¢(p, &),
(5) A=¢(p, )
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Si ces relations étaient connues, le probleme que nous nous sommes
posé serait résolu. Il suffirait, en effet, entre elles et les équations pro-
posées, d’éliminer p, A et p. pour avoir les expressions cherchées des
parametres A, et p, en x, y et z. Les deux derniéres relations consti-
tuent done, si 'on veut, les équations des deux familles de surfaces 3,
et (1o, équations données au moyen des variables auxiliaires p, X et pu.
Si 'on voulait avoir 1'équation différentielle de chacune de ces deux
familles, il suffirait d’éliminer 1, et p, considérés comme des constantes
arbitraires, entre (4), (5) et leurs différentielles, ce qui donnerait
nécessairement des équations de la forme

d
(6) d_p-:f(p' B

TR
(7) ~ f;—g=ﬁ(p, 2),

dont la premiere est indépendante de p. et la seconde de A.

Ceci étant, on peut facilement trouver les fonctions f et f,. Pour
découvrir, par exemple, la derniére, donnons dans I'équation (3) &
x, ¥, & des accroissements quelconques dx, dy, dz; il en résultera
pour i, i1, et p des accroissements dy., dpx, et dp, et comme, d’aprés (5),
I'expression cherchée de . est fonction de p et de p,, on aura

d d
du =2% 8p + d'{f, Stto-

Par suite, 'accroissement du premier membre de (3) sera, en posant

da_ ’ db_bl dc_c’
—dp—a, d_p——— ’ d_P'— LA )
- dF, dF, . dF, dF, dy.
(8) T 0Ty T O g d o
dfydp  dFy,  dFy  dE L Ve =o
dpdp " da T ap " g ¢ )%

Mais les deux surfaces pu et po qui passent en un point quelconque
de I’espace y sont tangentes 'une & ’autre. On aura done, quels que
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soient x, y et z,
dF, dF, d¥F,
dz _dy _ dz
du, dp,, dy,
dz dy dz

d’ol1, en désignant par M la valeur commune des rapports ci-dessus,

dF:_hId#o dF,-—-BId(Jo EE—\:[&'

dz T dz’ dr dy’ dz dz

Portant ces expressions dans (8) et observant que

d#"" d.““'\ dP-- N, A
dz ox-l-d—]_oy-i— dz 02 = QU.,
il viendra
dF: d{l- dF, dp. dF: , d[‘g , (qu ; A
(1“-'--(—1';(1[.1.0) +(7i_[;-¢75+—£a b+ cc+...>0p_.o.

Cette derniere relation est vraie pour I'intersection de deux surfaces p.
passant en deux points infiniment voisins quelconques (x, y, 5) et
(¢ + dz, y + 0y, -+ dz); mais si I'on prend en particulier les deux
points voisins sur une méme surface p,, ¢’est-a-dire si I'on fait dp, = o,
elle se réduira au seul terme

d¥, du dar, . dF,,, dF, o
‘ b+ ¢ +.

(1 dpdp T T B @

Cette relation caractérise la position relative de deux pointsinfiniment
voisins de 'une quelconque des surfaces p,; elle est donc I'équation
différentielle de cette classe de surfaces. Elle devient nécessairement
identique a (7) sil’on exprime x, y et z 'lu moyen des variables auxi-

liaires p, A et p. Par suite, la valeur de qu on en tirera devm étre

indépendante de A. Cette valeur est
dF, , dF., dF
o) dey AT B TAE
9 dp - dF:
du
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Au moyen des équations (I) on remplacera x, y et z en fonction de},
(. et p et on exprimera que le second membre est indépendant de A. On
sera conduit ainsi & un certain nombre de relations entre les fonctions
a, b, c,... et leurs dérivées. Ce sont ces relations qui nous prouvent que
les fonctions a, b, ¢,..., introduites & la place des constantes dans les
équations (I), ne peuvent pas étre prises tout & fait au hasard. Pour que
les nouvelles surfaces p auxquelles cette substitution donne lieu soient
effectivement susceptibles de faire partie d’'un systeme orthogonal,
comme nous I’avons admis au début, il faut que ces forictions a, b, c,...
satisfassent aux conditions nécessaires pour que (g), ou son équiva-
lent (1I), ne contienne pas A. Ces conditions sont souvent nombreuses,
parfois méme incompatibles. Dans ce dernier cas, on ne peut du sys-
teme de coordonnées curvilignes proposé déduire aucun systeme nou-
veau. C'est I3, il est vrai, une exception, mais en général le nombre de
systemes nouveaux n'est pas aussi étendu qu’on pourrait le supposer.

Quand les conditions voulues entre @, b, ¢,... sont remplies, on in-
tegre I’équation (II) qui est, aux différences ordinaires, entre les deux
variables p. et p, et la constante arbitraire introduite dans l'intégration
sera le parametre p.,. Il ne restera plus alors pour avoir I'expression de
ce parametre en &, ¥, 2 qu'a éliminer p, A et p. entre (1), (3) et I'équa-
tion (II) intégrée.

On opérera de la méme maniere pour avoir },. L’équation différen-
tielle des surfaces 4, qu'on déduira de (2) sera

dFl dl dFI , ) dFI b’ dFl '
dc

(]II) Wd—p"*--a? db —C +...= 0,

On remplacera @, ¥, z par leurs expressions en A, i, p déduites du
groupe d’équations (I); la valeur de :% se trouvera indépendante de .

sans conditions nouvelles entre les fonctions a, b, c,..., comme nous le
verrons tout & ’heure. Onintégreral’équation (III) aux différences ordi-
naires cnire les variables A et p; la constante arbitraire introduite par
Pintégration sera le paramétre 1,, et I'on aura I'expression de ce para-
metre en &, ¥, s par 'élimination de ) et p entre (1), (2) et I'équa-
tion (III) intégrée.

Les équations (II) et (III) sont d’ailleurs faciles & former. Pour les
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obtenir, il suffit de différentier (3) et (2) par rapport a p, en considé-
rant A et ;2 comme des fonctions de p.

Il me reste & montrer que, si les fonctions a, b, c,... de p ont été
choisies de maniére a4 rendre ’équation (II) indépendante de 2, elles
rendront nécessairement I'équation (III) indépendante de p..

Tout se réduit évidemment a4 prouver que, si (II) est indépendante
de 2, il existe toujours deux familles de surfaces 2, et u, formant, avec
les surfaces p, un systeme orthogonal. Car, dés que ce fait se trouve
établi, on peut répéter tous les raisonnements qui nous ont conduit

a la relation (6), laquelle montre que Z—:‘ est indépendante de p. Or,

puisque, par hypothese, 'équation (II) est indépendante de A, on peut
intégrer et trouver une famille de surfaces p, coupant toutes les sur-
faces p & angle droit, et tracant sur chacune d’elles toutes ses lignes
de courbure de I'un des systemes que nous appellerons le premier.

Considérons les surfaces p et g, passant par un point M; elles se
coupent suivant une ligne de courbure commune aux deux surfaces.
Prenons un élément MM’ sur la seconde ligne de courbure de p,; les
normales & p, aux points M et M’ se remcontreront; mais ces lignes
sont tangentes aux lignes de courbure du second systeme des surfaces p
passant en M et M'; et, comme I’élément MM’ est nécessairement nor-
mal 2 la surface p qui passe en M, on peut dire que, si 'on méne une
normale en un point M de J'une quelconque des surfaces p, qu'on pro-
longe cette normale jusqu'a sa rencontre en M’ avec la surface infini-
ment voisine, les tangentes menées aux deux lignes de courbure du
second systeme passant en M et M’ se rencontrent. De la résulte, d’apres
une remarque faite page 47, que les surfaces p sont susceptibles de faire
partie d’un systeme orthogonal, ce qui suffit, comme nous I'avons vu,
pour prouver que I’équation (III) sera indépendante de p.

Ainsi, les fonctions a, b, ¢,... n’ont a satisfaire qu’aux conditions
résultant d’une seule des équations (11 ) et (III).
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III.

Nous allons maintenant étudier les systemes de coordonnées curvi-
lignes orthogonales comprenant une famille quelconque de surfaces
du second ordre, et d’abord nous établirons la proposition suivante :

TutorimE. — Les familles de surfaces du second ordre a plans prin-
cipaux communs sont les seules qui puissent faire partie d'un systéme de
coordonnées curvilignes. ’

En effet, soient S 'une des surfaces de la famille, P 'une de ses
sections principales. Soient §' la surface infiniment voisine et P’ sa
section principale correspondante, c¢’est-a-dire infiniment voisine de
la précédente. Soient enfin M’ et M, les deux points ol la courbe P’
rencontre le plan de la courbe P, en sorte que M'M, est la ligne
d’intersection des plans P et P'. Du point M’ abaissons une normale
sur la courbe P; soit M le pied de cette normale; la droite MM’ sera
normale & la surface S. Donc, d’aprés une proposition énoncée page 46,
les tangentes en M aux deux lignes de courbure de la surface S pas-
sant en ce point et les tangentes correspondantes aux deux lignes
de courbure passant en M’ de la surface S’ doivent se rencontrer.
Mais I'une des lignes de courbure passant en M est la section prin-
cipale P; la ligne de courbure correspondante de la surface S’ passant
en M’ est la section principale P’; donc la tangente en M’ & cette
section principale est située tout entitre dans le plan P; d’un autre
coté, elle est nécessairement située dans le plan P’; donc elle est
commune aux deux plans; comme ces deux plans ont encore en com-
mun le point M, ils coincident. On prouverait ainsi de proche en
proche que les plans principaux de toutes les surfaces proposées
coincident.

Cette démonstration suppose que l'intersection M'M, des deux
plans P et P’ rencontre la courbe du second degré P’ en deux points M’
et M| ; il pourrait se faire que ces deux points fussent imaginaires ou
coincidassent; la proposition n’en subsisterait pas moins. Voici du
reste une démonstration indépendante de la position des deux points M’
et M,.
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Nous avons vu (p- 48) que, quand une famille de surfaces est
susceptible de faire partie d’un systeme orthogonal, si par tous les
points M d’une ligne de courbure de I'une de ces surfaces on méne
des normales MM’ & cette surface, et qu’on prolonge ces normales
jusqu’a leur rencontre en M’ avec la surface infiniment voisine, le
lieu des points M’ doit étre une ligne de courbure de cette derniére
surface.

Appliquons cette construction a la ligne de courbure P; toutes les
normales MM’ seront situées dans le plan de cette courbe ; donc ce plan
doit couper la surface infiniment voisine suivant une ligne de cour-
bure, mais les seules lignes de courbure planes des surfaces du second
degré sont ses sections principales (*); donc le plan de la section prin-
cipale P’ coincide avec celui de la section principale P, ce qu’il fallait
démontrer.

Le genre de raisonnement qui précéde est évidemment applicable
a d’autres surfaces que celles du second degré, ayant des plans de symé-
trie, ou, sans avoir des plans de symétrie, ayant des plans qui les ren-
contrent normalement tout le long de leur intersection avec elles (**).

Puisque les plans principaux des familles de surfaces du second
degré que nous avons & considérer coincident nécessairement, prenons
ces plans pour plans coordonnés et occupons-nous d’abord des surfaces
a centre.

Toute famille de surfaces du second degré a centres et a plans prin-
cipaux communs peut étre représentée par I’équation

x! ,y.z z3 .

(ro0) Fre—ptp—a="

dans laquelle p est le paramétre, b et ¢ sont des fonctions quelconques
de p. Si ces fonctions se réduisent a des constantes, ’équation (10) re-

(*) 1l faut excepter les cylindres, pour lesquels, en effet, le théoréme n’est pas vrai. Quant
aux surfaces de révolution, le théoréme prouve qu'uno famille de surfaces de révolution ne
peut faire partie d'un systéme orthogonal que si toules les surfaces sont de révolution autour
du méme axe. Cela est vrai pour toute espéce de surfaces de révolution.

(**) Pour les surfaces du second degré, on aurait pu déduire immédiatement Ia proposi-
tion du théoréme relatif 4 la ligne ombilicale que nous avons démontré page 48.
8..
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présente des surfaces homofocales; nous savons i I'avance que, dans ce
cas, les surfaces proposées sont susceptibles de faire partie d’un sys-
teme orthogonal, et que ses surfaces conjuguées sont également des
surfaces homofocales du second degré ayant pour équations

x? r 2

(r1) F—I-lz_bz_'_l:_cz’_”
z? r: z2
(12) E+F:_bz+y:_c:—'l'

Ainsi, nous avons les équations (ro), (x1) et (12) d’un systeme de
coordonnées curvilignes comprenant deux constantes b et c; et, pour
étudier toutes les surfaces possibles du second degré 4 centre suscep-
tibles d’étre comprises dans de pareils systémes, il nous suffit de rem-
placer les constantes & et ¢ par des fonctions de p. Nous nous trouvons
donc bien dans le cas d’appliquer tout ce qui a été dit précédem-
ment. '

Soient A, et 2, les parametres des surfaces orthogonales conjuguées
aux surfaces p lorsque & et ¢ sont des fonctions de cette variable. Pour
obtenir I'équation différentielle des surfaces iz, par exemple, nous n’au-
rons qu’a différentier (12) en regardant . comme une fonction de p,
ce qui, en posant

db_
dp

de
vV, —=c¢,

dp’

xl ‘yd z'.' .
(13) E+(P_1_b:)2+(yz_c:):"G’
b y? ec' 7
= -+ =
([J."—-b’)' (,u’—c")*

(14)

nous donnera p
[J
—Gpr—-+H=o,
o 0

ou

(15) *dp

Rien n’est plus facile d’ailleurs que d’exprimer H et G en A, . et p.
On déduit en effet des équations (9)s (10) et (11), par des procédés trés-
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simples et bien connus,

. p:p[.,.:
= bict |
:__b: }\2_1,: —
(16) yi= (e )IE‘(C’—IZ’() )
p (B =) (e —R) (e — )
cz(cz_ b1)

Portant ces valeurs dans (13) et (14), on trouve, apres diverses ré-
ductions,
— (=) (—¥)
pp—b) (w2 — )
[% (= )0 ) — & (= ) (01 | 0 0 ) (2 ) () 4]
= @— b1 (=) (= o)

2

et par suite, au moyen de (15),

s [Fe—tre—m—Le—e) (b*—w]»—[bb'p—b*)(c*—p)—cc(p—axw )
U P @5 (=) (o F)

Le second membre doit étre indépendant de 2. On vérifie immédiate-
ment que cette condition est remplie, si I'on fait

(18) Yo —t=S (=),

Telle est donc la condition trés-simple que doivent remplir les fonc-
tions b et ¢ pour que les surfaces proposées soient susceptibles de faire
partie d’'un systéme orthogonal. Etant donnée une famille de surfaces
du second degré A centres, on peut, d’apres cela, dire immédiatement
si elle peut ou non faire partie d’'un systéme de coordonnées curvili-
gnes. La premiere condition, en effet, est que toutes les surfaces don-
nées aient mémes plans principaux; la seconde, c’est que leurs élé-

{*} Cest déja 1 une vérification du théoréme énoncé page 48 sur la ligne ombilicale. Poir
page 49 I'équation {c) et la note (*) de la page 48.
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ments b, ¢ et p satislassent a la condition (18). On trouverait d'ailleurs
facilement 4 énoncer cette condition en langage ordinaire; en tous cas,
on voit aisément qu’elle est indépendante du choix que nous avons fait
de la variable particuliére g; elle resterait évidemment la méme. quel-
que variable que 'on jugeat utile d’adopter.

On voit, par exemple, immédiatement d’apres cette relation (18)
gu'une famille de surfaces du second degré semblables et semblable—
ment placées par rapport a leur centre commun, ne peuvent pas faire
partie d’un systeme orthogonal, sauf, bien entendu, quand ces surfaces
sont de révolution; qu’il en serait de méme d’une famille dont un des
plans principaux couperait toutes les surfaces suivant des courbes ho-
mofocales, sans qu’il en fiit de méme des autres plans principaux, et
ainsi de suite.

En ayant égard 4 (18), I'expression de g donnée par (17) se simplifie
beaucoup et devient

1du |, b e & e
(19) pdp PTEISF T RI= o)
ou encore
, dy db de
(V) ?E(p’—#’)-:T(P’—b”):T?(P'“"’):?(P)dp'

Cette triple égalité, dans laquelle ¢ (p) est une fonetion que I'on peut
se donner arbitrairement, montre que la recherche de b, de ¢ et de p
dépend de la méme équation. En effet, la résolution de I'équation
entre les deux derniers membres de (IV) fournira expression de ¢ en
fonction de p et d’une constante arbitraire. Pour avoir 6, il suffira évi-
demment, dans 'expression de ¢, de remplacer cette constante que 'on
aura choisie & volonté par une autre constante que ’on prendra égale-
ment & volonté. Enfin, pour avoir p, il suffira dans 'expression de ¢ de
remplacer la constante arbitraire par p,. Si ensuite entre la relation don-
nant p. et les équations (10) et (12) on élimine p el p., on aura 'expres-
sion cherchée du parametre p., en x, y et z. .

On comprend qu’il ne sera pas nécessaire de recommencer les mémes
caleuls pour avoir A,; I’équation qui donnera 1, sera nécessairement du
second degré et ses deux racines seront 2, et p,. En effet, pour avoirJ,,
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il faudrait recommencer exactement les mémes calculs en remplacant
I"équation (r2) par (11); mais comme ces équations sont identiques,
sauf la substitution de la lettre A & la lettre g, il est clair qu’en cher-
chant le parametre p2, on devra aussi trouver ).

Souvent, au lieu de se donner la fonction ¢ (p), on se donne une re-
lation entre b et ¢ ou entre 'une de ces quantités et p. Dans ce cas, les
quantités b et ¢ s’obtiennent facilement I'une et I'autre; mais, pour
avoir 1, il faudra toujours cn arriver i résoudre une équation de la
forme

v

7 (p*— w*) == ¢ (o) dp;

S

en sorte que, quelle que soit la maniere dont le probleme est poseé, il s¢
trouve toujours ramené a la résolution de cette méme équation.

Nous allons voir, du reste, que les surfaces dépourvues de centres
conduisent & des résultats tout a fait analogues et peut-étre plus sim-
ples encore.

Toute famille de paraboloides a plans principaux communs peut étre
représentée par I'équation

g2 22

?‘ +5L‘—li ——-2(1’—[):p,

(20)

ou p est le parametre, IT et [ deux fonctions quelconques de p. Géomé-
triquement p et p — I1 sont les parametres des deux paraboles princi-
pales; par conséquent, II est le double de la distance des foyers de ces
courbes; enfin / est la distance de l'origine des coordonnées au foyer
de la section principale par le plan des xy.

Si on suppose d’abord I et / constants, les paraboloides sont homo-
focaux et admettent deux systemes de surfaces orthogonales conju-
guées, qui sont aussi des paraboloides homofocaux ayant pour é¢qua-
tHong.,

P A ale—l)=
(21) +l——ll 2(x — 1) =13,

A
Yo B az—l) =
(22) - -+ =T 2(zx—1)=yp.

Si IT et / sont des fonctions de p, on trouvera les paramétres 2, et o
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des surfaces conjuguées aux proposées p en appliquant la méme méthode
que pour les surfaces 4 centres. Si I’on différentie (22) par rapportap,
g étant considéré comme une fonction de p, on trouve

(23) ' d—?:%,

en posant

(24) - G:-;—’Z+m_=_‘m,+[,

(25) H=(TH—_’——ZI,I),+21’,
= %l:, = gip.

On déduit d’ailleurs des équations (20)
{ —pi
r=—FF,
(26) o (P8 A=) (p—T)
- 1

o
3

2(x—l)=ll—p—2—p.

Ces valeurs portées dans (24) et (25) donnent, toutes réductions
faites,
. — ) (A )
G— (p—wm)( il
plp—1) ’

T o—mO—m)+al(p—m)

H = )

et par suile, au moyen de (23),

r ,
(29) ld_{l___TI-(p—lI)U\—II)—F'Al (p—1I)
@ dp (p—p)(A—p)

Le second membre doit étre indépendant de A. C'est ce qui aura lieu
si I'on fait

(28) I'[ﬁ(p--ll)+ 2l' —o.
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C’est donc la la relation qui doit exister entre les fonctions IT et {
‘pour que les surfaces proposées puissent faire partie d’un systeme or~
thogonal. On remarquera, comme pour la relation (18), qu’elle ne chan-
gerait évidemment pas, si au lieu de p on avait pris pour parameétre
une fonction quelconque de p. Au moyen de cette relation, on pourra
dire immédiatement si une famille de paraboloides proposée peut ou
non faire partie d’un systeme orthogonal. On voit, par exemple, que si
’'un des plans principaux coupe toutes les surfaces données suivant des
paraboles homofocales, il faut que ’autre plan principal jouisse de la
‘méme propriété pour que ces surfaces puissent admettre des surfaces
orthogonales.

En un mot, on peut répéter ici les remarques faites sur la rela-
tion (18).

Si I'on a égard & (28), 'expression (27) de . devient simplement

ou encore

dy. d .
(VI) %(p_._p):—ﬁll(p—-]])::—zl’dp:(?(p)dp,

¢ (p) étant une fonclion qu’on peut se donner arbitrairement. On en
déduira immédiatement /; puis, si on sait résoudre ’équation qui existe
entre le second et le dernier membre, on aura Tl en fonction de p et
d’une constante arbitraire; p s’en déduira immédiatement en rempla—
cant dans ’expression de II la constante par p,. Il ne restera plus qu’a
éliminer p et p1 entre (20), (22) et la relation obtenue entre p. et p,,
pour avoir ce parametre exprimé en x, ¥, z. On remarquera d’ailleurs,
comme pour les surfaces & centres, que la méme équation qui donnera
o donnera aussi A,.

Ces résultats sont, comme on le voit, extrémement simples. Tout le
probleme des coordonnées comprenant une famille quelconque de sur-
faces du second degré se rameéne a la résolution de I'une ou de I'autre
des deux équations aux différences ordinaires

gf(p’~#’)=¢(9)dp, %(p——#)ch(p)dr)-
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Et méme la premiére se raméne immédiatement a la seconde. Si, en
effet, on pose

. dez dp __vdy
=, 1=y, & do— — —_ = L
p x w Y ou P 2\/.”, " 2y )
il vient
d .
(29) —y,x(x——y')=2-(\—/g—)dx=}{dx,

équation de méme forme que celle que donnent les paraboloides.
Ainsi, c’est une seule équation qu’il suffirait de savoir résoudre.
Malheureusement, et bien que sa forme paraisse tres-simple, je ne
crois pas qu’elle puisse étre résolue d’une maniére générale, quelle que
soit la fonction X de la variable . Je n’ai réussi a I'intégrer que dans
deux cas tres-particuliers, savoir :

1° Lorsque X = ;; dans ce cas, elle peut s’écrire
dx _=x
d)" —+ = ; d]‘.

Maultiplious le premier membre par le facteur e~ +198=) et le second
. yeT
par son égal — il viendra
x

dz e
-~ log s —_— ) = —
e~ (r+logz) (dy+ ) > d‘y',

On voit que maintenant les deux membres sont des différentielles
exactes, et 'intégrale cherchée est
e dy + €7 _ const.
¥y z
2° Lorsque X est constant; dans ce cas ’équation proposée devient
homogene et son intégrale est
(30) y=Cly+(a—1)z}

C étant une constante arbitraire et a la valeur donnée a X.
Avant de faire des applications particulieres de ce qui précede, je dois
revenir sur les conditions (18) et (28) que doivent remplir les surfaces
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du second degré pour admettre des surfaces orthogonales; ces condi-
tions sont nécessaires et suffisantes. Si donc on se rappelle leur signi-
fication géométrique relative a la ligne ombilicale que nous avons
trouvée pages 49 et 50, on pourra énoncer le théoreme suivant :

Pour qu'une famille quelconque de surfaces du second degré puisse
Jaire partie d’un systéme de coordonnées curvilignes, il faut et il suffit
que la ligne ombilicale de cette famille soit une trajectoire orthogonale des
surfaces qui la composent.

Cet énoncé comprend évidemment cette autre condition nécessaire,
mais non suffisante, que les surfaces doivent étre & plans principaux
communs.

IVv.

Nous allons maintenant appliquer I’équation (30) a la recherche de
divers systemes de coordonnées, et d’abord occupons-nous des surfaces
dépourvues de centre.

I. Une famille de surfaces est composée de paraboloides ayant tous
méme sommet. On demande de compléter la définition de ces surfaces
par la condition qu’elles puissent faire partie d’un systéme de coordon—
nées et de déterminer ces coordonnées par leurs trois équations.

La question ainsi posée peut étre résolue complétement. D’abord, il
n’est pas nécessaire de répéter que les paraboloides cherchés ont tous
mémes plans principaux. Rapportons-les 4 ces plans, leur sommet com-
mun étant pris pour origine; on aura

(31) l::-s, l':l-
L’équation (VI) devient par suite

dp _ dnm _

— (P—p)=rlp—H)=—dp,

équation a laquelle on peut appliquer la formule (30) en y faisant

a=—1, z=p, y=1 ou u.

©
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Cette formule donnera

(32) M(H—2p0)=C
et
(33) p(p—2p) = pa

L’équation (20) out I’on remplacerait/ et IT par les valeurs (31) et (32)
donnerait d’abord tous les systemes de paraboloides répondant 2 la
question; puis I'élimination de p, w, { et II entre (20), (22), (31),
(32), (33) donnerait V'expression du parametre g, et en méme temps
de celui A, des surfaces orthogonales conjuguées & ces paraboloides.

A chaque valeur donnée a la constante C correspond un systeme par-
ticulier de coordonnées curvilignes. Examinons d’abord le systeme

correspondant & la valeur
C=o,

d’oir
H=0 ou HD=2p.
La premiere de ces solutions donne lieu & des paraboloides de révo-
lution auxquels nous ne nous arréterons pas; la seconde fournit des
paraboloides ayant pour équation

(34) Y=Z sa

Les valeurs de II et de / étant portées dans (22) donnent

. y? 2
(35) F+#_2P_zx+p.——p.
Et pour avoir g, nous devrons éliminer w et p entre (33), (34) et (35).
Pour éviter des calculs inutiles, nous remarquerons que pour w=op,
cette derniere se réduit nécessairement & (34) et se trouve, par suite,
satisfaite. Nous pouvons donc en diviser le premier membre par p. — p,
ce qui donnera, en ayant égard a (34),

plp—2p)+2px —2y5'=o0,
ou, a cause de (23),

yo-l—z;;.x-zy’:o,
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d’olr

29% — U 23 — 1y
2x

?

et, par suite,

. ('.’.'1""—[!“)(221—510)'
o= 4z

Si I'on résout par rapport a p, et que on remarque que les deux
racines obtenues ne seront autre chose que A, et ¢1,, on aura

(36) 1.,::y’+z’+2x"-+—\/(y‘-‘—i:z“—l-'zx‘)’:%y’zi,

(37) Po ==y + 22422 — [y + 22+ 227 ) — fy? 2%,

Le systeme orthogonal cherché est donc donné par les équations (34},
(36) et (37). On vérifiera tres-aisément que ces équations satisfont en
effet aux conditions d’orthogonalité, savoir :

do dh  dpdd _ dp dh _
dzdz Viydy T dm
dp du,  dp dp,  dp du, _
dz dz “dy dy " dz dz
_(L'A_g%_*_d)\odu.,. d)\,,dlu.,_”o
dr dz " drdy dz dz

o,

(38) ;

Les deux familles de surfaces }, et 1, sont du quatrieme degré et leurs
équations sous forme rationnelle sont assez simples. Les voici, en rem-
placant pour ’homogénéité 2, et p, par A et p.2 :

(2y?— N) (22— A}) =4 X 2%,
(29! — ) (22" — pi) = 4pi o

Ce systeme de coordonnées avait déja été trouvé sous une autre
forme et par un procédé tout différent par M. Serret dans le Mémoire
cité au commencement de ce travail. M. Serret I'a déduit comme appli-
cation de I’étude générale qu’'il a faite des surfaces de la forme

p=0¢(x)+ ¢ (x)+x(z)

Cela se comprend facilement. On voit, en effet, que si I’on prend pour
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plans coordonnés des xz et yz les plans directeurs des paraboloides
proposés, leur équation prendra la forme

’}”Z
2.2'

p=

et si, au lieu de p, on prend pour paramétre p' = log 2p, on aura
p' =logy +logz — logx,

équation qui rentre bien dans la forme que je viens de citer.

Mais ce n’est Ia qu’un cas trés-particulier du probleme que nous nous
sommes posé : le cas ol la constante C = o. Notre méthode s’applique
quel que soit C. Seulement, dans ce cas général, au lieu de faire I'élimi-
nation comme nous l’avons indiqué plus haut, il est plus 51mple de
chercher & avoir les équations des trois familles de surfaces p, 2,, .,
résolues par rapport 4 x, y et z. 1l suffira pour cela de recourir au
groupe d’équations (26) ot I'on fera

MM —2p)=C, dou HN=pxyp+C,
AMr—2p)=2%, dou A=pxyp+1,
plp—2p)=p, dot p=p=Vp' +p,
et’on aura
_ —elpvVe—0) (o V@ + )
P+\/p —+C

(39) _ FVF+CW % — Ve + C) Vo + 1 — V- C)
ptyVpr +C

Var=pbyp+ CE V' + A eV + o

ri=

On vérifierait facilement que ces équations satisfont aux conditions
d’orthogonalité, conditions qu’il conviendrait ici de prendre sous la
forme

dx dx dy dy  dz ds
dp dn T dpdn Tt dp AT
: dz dz dy dyv dz dz
(4o) ‘TPd—{’-o+dP dHo+dP dP'o: ’
dz dx L9 dy dy L9 dz dz
dh, dy, da, dy., di, dp.,
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Il n’est pas nécessaire de faire remarquer qu’cn éliminant 2, et y,
entre les équations (3g) on trouverait I’équation des paraboloides fai-
sant partie du systeme orthogonal représenté par ces équations. Ces
paraboloides ont pour équation

2 zz
4 _ —
(4n) e +v’p’+C

=22,

Cest Ia I'équation la plus générale des paraboloides ayant méme
sommet et pouvant faire partie d’un systeme de coordonnées curvilignes
orthogonales.

II. Proposons-nous maintenant la question plus générale que voici :

Les paraboloides proposés sont tels, que les distances de leurs sommets a
un point fixe de I'axe sont proportionnelles auzx parameétres de I’une des
sections principales, ou, si I'on veut, que les distances des foyers de I'une
des sections principales & un point fixe de I’axe sont proportionnelles aux
parametres de cette section : on demande de compléter la définition des
surfaces par la condition qu’elles puissent faire partie d’un systéme
orthogonal et de trouver les équations des surfaces conjuguées.

Si I'on rapporte les surfaces proposées a leurs plans principaux et
quon prenne le point fixe donné pour origine des coordonnées, on
reconnaitra sans peine que les données qui viennent d'étre énoncée
reviennent & prendre / proportionnel 4 p. Soit donc

a
= ;p.
On déterminera II par I'équation
dll
'TI— (p _ H): — 1l

et p. par I'équation

d

—P'&(p_#)z — da,
d’olr
(43) O(I—(a+1)pfF=C
et

(44) pllp —(a=+1)plt = p,.
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Il resterait a éliminer /, II, p et p. entre (42), (43), (44), (20) et (22).
Le probleme offre encore autant de solutions particulitres qu’on
attribuera de valeurs & C. Faisons C=o, d’ot
D= (a-+1)p.

L’équation des paraboloides proposés et des surfaces p seront alors,
d’apres (20) et (22),

2 zi
(45) J‘P-—;L;—zxz(l—a)p,
(46) r o z—p—ap.

g E—(a+n)p

Pour éliminer p et p entre (44), (45) et (46), on divisera celle-ci
par p. — p, ce qui donnera, en ayant égard a (45),

(46 bis) pr42(z—ap)p— (1 +a)y?*=o.

On pourra résoudre (45) et (46 bus) par rapport a p ety et porter les
résultats dans (44). Les résultats sont fort complexes, mais le caleul
n’offre aucune difficulté.

Dans le cas particulier o @ = — 2, on peut résoudre (44) et alors
on peut obtenir facilement les équations du systeme correspondant
résolues par rapport & z, y, 3, et cela sans attribuer aucune valeur
particuliere 4 la constante C de 1’équation (48). On a en effet, dans

ce cas,
p=palp+p)
A= (A +p),
M =C (I +p).

Si I'on porte dans le groupe (26) les valeurs de A, i, IT déduites de

I 1
ces équations, qu’on remplace 11, par - 350 do par 3 et Cpar —» on
aura

_—=plp—% Vi —2Np) (p—pem Ve —2pp
—(p— k) Vk—2kp
f-’i?), o (20— b2 —2kp) Dy — N —2dep— VP — 2kp) (s — k=i = apap— y P— 2 kip
pumnd ?

yi=

' —(p— k)i —2kp
leax =k —Ro—po — 2p VI —2/ppVA; — 22 i — 2p,p.
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Ces équations se simplifient beaucoup si I'on y suppose £=o, ce
qui donne le systeme orthogonal correspondant aux paraboloides
37: -+ £ — 22 = 3p.
Y
Lorsque % est quelconque, les paraboloides qui font partie du sys-
téme de coordonnées (47) ont pour équation

8 L,_|_ = - = 3p.
e vy ey -y A

Il est un cas particulier qu’il convient de considérer, c’est celui olt
'on @ = —1; I'équation (44) devient alors illusoire. Traitons directe-
ment I’équation

aprés y avoir fait = —1, ce qui donne

=
#(P p)=dp,

d’olx
dp_pdp—pdp_ _ p
2 e m
et
)
(49) p=pee *
On aurait de méme
_P
o =Ce I

Il faudrait éliminer p, II, p entre ces deux équations et les suivantes :

2 z’
(50) %4-;3_—'_11_2'?:"’
(51) L:L:-&-‘UL_sz—2.11r,':‘c.¢+p.

Cette élimination ne peut pas étre effectuée, mais les quatre dernieres
10
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équations peuvent étre considérées comme représentant les surfaces p,
au moyen des variables auxiliaires p, IT, p.

UL. — Une famille de surfaces du second degré a centres est telle, que
Pexcentricité géométrique de l'une des sections principales est proportion-
nelle & l'un des axes de cette section. On demande de compléter la defin:-
tion de la famille par la condition qu’elle puisse faire partie d’un systéme
orthogonal et de déterminer ce systéme.

Supposons que ’excentricité & de la section principale par le plan
des zy soit proportionnelle i I’axe p de cette section. Posons

b= (a +1)p

L’équation de la famille de surfaces sera donnée, d’aprés (10), par

(52) = =

11 faut d’abord déterminer c. Cette quantité sera donnée par lu re-
lation

S(p—e)=1(p— b)) =—ap,
d’olt
(53) et —(a+1)pte =,
C étant une constante arbitraire. Si 'on suppose C = o, on aura des

surfaces de révolution auxquelles nous ne nous arréterons pas. L'équa-
tion (12) en p sera ici

ff+ r + =
.”-’ p.’*—(a-i-l)P’ #2_02

=1,

(54)

et o sera donné par la relation
(55) po = p{p? — (a +1)p]".

Il ne reste plus qu'a éliminer ¢, p, p entre (52), (53), (54) et (55)
pour avoir une équation en p, dont les racines seront les parameétres 2,
et i1, des surfaces conjuguées aux proposées.
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Quand on pourra résoudre (53) par rapport a ¢, il sera préférable de
chercher, comme précédemment, les équations en p, A, et p, résolues
par rapport & x, ¥, 3. Ainsi, soita = 1. Recourons au groupe (16), oil
nous ferons

b = 20%
c(¢? —2p2)=C, dol ¢ =pEyp+ C;
B(W—2p)=1D, dou N¥=p=X \/p—‘—l- o3

ppt—2p) =, ol p?=p V' + e
¢l nous aurons, pour les équations cherchées,
(Ve =C) (e vp + &) (P Vo + )

2C

— /pt C = /ot o) (02 == /o )
(56) gr»:(P’—H/P +L)(P’-—\QPC+7 NCESTETD)
. EVIHC (Vo +CEvp + 1) (Ve + CE o + ).
- C

X =

H

2

Si, de méme, on fait @ == — 2, ce qui donnerait pour I'équation des
surfaces proposées

2 A 2

x " Y 2

pu sz pz — ¢! -

les variables auxiliaires b, ¢, A et p. seront données par les relations

Si I'on résout ces équations, qu’on porte les valeurs de ¢?, p2, 2*
qu'on en déduit dans le groupe (16), qu’on remplace la constante C

I . 1 1 o e
par ;5 et les paramétres ), et w, par —=» — il viendra, pour les
‘o

241
10..
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(76 )
équations des trois familles de surfaces cherchées,

[—(p—2) VR —2hp ] [— (P — pd) Vi — 2]
pP— ko \/lr‘+2/r’p
(R yh = 2hip) (pik Vi —2pip )
k= k4 2k p? +2lr p
- (2p—kyh' =2 ip)) -y 2 krpryAi—a a2 p)) l—p iyl =2 gy pi—a u? ?)

! (k= VI —2hp?) [ —(0* — I*) = VI — 2k

Pour £ = o, y et z deviennent infinis. Ce cas est celui ou les sur-
faces proposées sont de révolution, et alors les équations (16) ne s’ap-
pliquent plus. Nous ne nous arrétons pas aux cas des surfaces de révo-
lution, qui ne présentent rien d’intéressant.

x?

(57) (r\=—+2

IV. — On demande de trouver un systéme de coordonnées curvilignes
comprenant une famille de surfaces a centres du second degré ayant un
axe constant.

Soit p I’axe constant; faisons p = a. Les surfaces proposées auront

pour équation
xZ /Vi zZ
hadl —+ =
a2+az_bz at — ¢

b et ¢ sont variables. Prenons I'une de ces deux quantités, par exemple
la derniére, pour parameétre. Faisons ¢ = p (on n’oubliera pas que ¢ a
ici une signification nouvelle), et I'équation précédente s’écrira

z* v? 3

(58) ?+a“‘—b’+a"—p’=l;

b est une fonction de p qui se déterminera par la relation

db dp

—_ a?__b? = L{a*— :’

5 (= b)="L(e—p)
d’ou
(59) a’logg—zzb’——p’—k(}.
L’équation (16) en p sera

x? » ' 2? .
(60) ;;_*_lu_.-_b:—r!‘z_pz—l"
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et on aura

(61) a"‘log";—': N

1l faudrait éliminer b, p. et p entre (58), (59), (6o) et (61). Mais ici
I'élimination ne pourra pas s'effectuer 2 cause des équations transcen-
dantes (5g) et (61). Les paramétres p, et A, seront connus au moyen des
coordonnées x, ¥, z et des variables auxiliaires 4, p. et p. On pourrait
d’ailleurs, au moyen de (58 ) et (60), éliminer deux de ces variables et
n’en conserver qu’une seule. Si 'on voulait faire ce calcul, on n'ou-
blierait pas de diviser au préalable I’équation (Go) par le binome p. — «.
Le reste de la division serait le premier membre de (58), c’est-i-dire
que ce reste serait nul.

Vu el approure.
Le 20 décembre 18606.

L.e Dovex vE A FFacuLTt pEs Sciences.

MILNE EDWARDS.
Permis d imprimer.
Le 21 décembre 1866.

Le Vice-Recteur pE v’Acaptmie pt Panis,

A. MOURIER.

PARIS. — IMPRIMERIE DE GAUTHIER-VILLARS, stvccessetn or MALLET-BACHELIEY,
Rue de Seine-Saint-Germain, 10, prés Tlnstitut,
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M Levy._ Esrai théorique et appligué qur le mouvement des liguides.

Fig. 2.

Courbes d'ég‘ale vilesse dans un tuyau de 0,80 sur 0,50
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Fig. 3.
Courbes d'éga]e witesse dans un canal rectangulaire dont
la, section estlamoitiede celle du tuyau de 0,80 sur 0,50
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Fig.5.
Courbes dégale vilesse dans un canal rectangulaire donl
la scetion estla moitié de celle du tuyau de o, 48 sur o3o.
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Courbes d 'e’gnle witesse dans
un tyyatu de 0,48 sur

0.30.
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