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PREMIERE THESE.

SUR UN PROBLEME

CONCERNANT

L’ETAT CALORIFIQUE D’UN CORPS SOLIDE HOMOGENE INDEFINI.

ETUDE D'UNE QUESTION PROPOSEE PAR L’'ACADEMIE DES SCIENCES DE PARIS EN 1858.

I.

Introduction.

|. La question qui fera 'objet de ce travail a été posée par '’Académie
des Sciences de Paris en 1858 dans les termes suivants :

Trouver quel doit étre I'étar calorifique d’un corps solide homogeéne indefint
pour qu’un systéme de courbes isothermes, a un instant donné, restent iso-
thermes aprés un temps quelconque, de telle sorte que la température d’un point
puisse s'exprimer en fonction du temps et de deux autres variables indépen-
dantes.

1l parait que le seul travail consacré a ce sujet est le Mémoire de Rie-
mann présenté par Uauteur i I'’Académie des Sciences le 1*" juillet 1861,
Ce Mémoire n’a pas obtenu le prix, les calculs n'y étant que trés incom-
pletement développés; il est publié sous le n® XXII, p. 370 des OEuyres de
Riemann, par M. Weber, qui y a joint une Note ou, apres avoir donné une
solution complete du probleme qui consiste 4 déterminer tous les cas ou la

7. T
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(2)
température d'un corps homogéne indéfini peut étre donnée par une fonc-
tion du temps et d'une seule autre variable indépendante, il traite un cas
particulier de la question ci-dessus.

L’étude approfondie du Mémoire de Riemann nous a bientot conduit a
la conclusion que les résultats définitifs obtenus par ce savant ne repré-
sentaient qu’une solution trés particuliére du probleme; croyant é&tre par-
venu & combler la plus grande partlie de la lacune que nous venons de
signaler, nous nous proposons d’exposerici les résultats de nos recherches,
aprés avoir communiqué une solution entierement nouvelle de la premiere
question Lraitée dans la Note de M. Weber; ce probleme, étranger en ap-
parence a notre sujet, exige des considérations qui nous seront utiles dans
la suite.

La disposition des matiéres s’imposera d’elle-méme aprés que la concep-
tion fondamentale de la méthode aura été exposée : ¢’est donc de cela que
nous allons nous occuper.

2. Soient s, et s, deux fonctions des coordonnées d'un point du corps
dont il s’agit d’étudier I'état calorifique et supposons que les courbes de la
congruence formée par les isothermes soient données par les ¢quations

s, = const., 5§, — const.

Désignons par s, une troisicme fonction quelconque des coordonnées,
indépendante des, et des,. On sait que, u étant la température d’un point
considéré a I'époque ¢ et déterminé par I'intersection des trois surfaces

3/ — vanst., 53— const., §3— const.,

on pourra toujours mettre I'équation du mouvement de la chaleur sous la
forme suivante :

SO P 0
ds} ds? ds?
(1) -+ 2a, -dg—u + 20 L ~ne diu
/ ds, 0s; ds; 0s, ' s, 0s,
4_€0i+f@+()iri_k@:0
T3 as, 2 0% i3 ;

ou les coefficients seront certaines fonctions de s,, s, et 5,. La fonction u
devant pouvoir étre représentée en fonction de ¢ et de s, et s, seuls, on
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(3)

doit pouvoir satisfaire & I'équation suivante :

: ’u *u Pu du du de
(2) @957 2% 5505, ;T HA g R ey S

Celte équation doit avoir lieu quelle que soit la valeur particuliére attri-

buée a s;; st donc on désigne par a™, ¢, ™, ... les valeurs de a, ¢,,

, on devra évidemment avoir, en appelant si'’, s\, s.”,

(r2)

by . .5 fpOLY Sy =3,
s et s cinq valeurs quelconques de s,,

ah et B g)  f) g
a® ) pE e fO L
a® o b3 e fB f®
a® P b e B kM
a® ) BB e f) k)

@ 6 b e i k

puisque 'on aurait autrement

i — const.,

solution dont il n’y a pas lieu de s’occuper.

On voit par conséquent qu’en appelant F le premier membre de (2) et
[ ce qu'il devient pour s, = s\, il doit nécessairement exister une rela-
tion de la forme suivante

=71

(3) F:ECMFM (s b)),

i=1

ou C,, sont les seuls éléments dépendant de s, dans le second membre.
Il est aisé de s’assurer que I’entier 72 ne peut en réalité surpasser 4; car,
¢il était 5, on pourrait toujours déduire des cinq équations

F—o F*)—o, F(3) = o, Fit) = o, F¥) —o

2

une équation de la forme

du du
r v e
(4) A0S1+Bdsg_0’

il viendrait, par conséquent,
U= rb[f(si: 52): t]’

/ étant une intégrale de (4).
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(4)

Or il suffirait évidemment de prendre f(s,,s,) pour I'unc des variables
indépendantes pour que @ nc contienne, outre Z, que la seule variable
/' (s, $2), ce qui ne doit pas avoir lieu par hypothese.

Cela posé, I'ordre de l'exposition s'offre de lui-méme : certaines pro-
priétés de I’équation (1) étant mises en évidence, il faudra successivement
considérer les qualre cas m =1, 2, 3 et 4.

Tl convient seulement, ainsi que nous I'avons déja fait observer, de
traiter préalablement le cas ou la température est donnée par une fonc-
tion du temps et d'une seule autre variable indépendante. C'est ce que
nous allons faire.

IL.

Détermination de tous les cas ou la température peut étre exprimée
au moyen du temps et d’une seule autre variable indépendante.

3. Supposons que 1'une des trois variables (') s,, s, el s,, qui figurent
dans I’équation (1) du numéro précédent, égalée 4 une constante, donne
les surfaces isothermes; voici alors I'équation qui délerminera u sis, est
cette variable

(1) (()) +ei:1-—k%:o,

ou nous ferons, pour simplifier I'écriture, £ = 1. Des considérations tout a
fait analogues 4 celles qui viennent d’étre développées au n°® 2 font immé-
diatement reconnaitre que, si @ et e ne sont pas fonctions de la seule
variable s, le premier membre de (1) ne pourra qu’étre unec fonction li-
néaire des premiers membres de deux équations, telles que celles-ci

’a u !C)i‘i@fo
‘ ds, ds, dt
(2) ¢
(ad‘u I”g)ﬁ—o
ds, —

ou a, b, a’ ct b ne dépendent que de s,. Un changement de variable

(1) Ce ne sont pas les considérations préliminaires qui font ’'objet de ce numéro que
nous considérons comme neuves, mais bien les calculs développés dans les numéros
suivants.,

~
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(35)
permettra toujours de mettre la seconde de ces deux équations sous la

forme
da ’
gsy
d’olr
u:51¢1(3)+q’2(£)1
®, et @, étant deux fonctions arbitraires du temps seal.
Substituant dans (2), il vient

(3) by 2, (8) =5, 2, () + P, (¢).

1l est évident que le déterminant suivant, o (&)™ s désignent les va-

(m)

leurs de &, et de s, pour s, =5\, doit étre nul

(WY g0

(g SV f—o;
o' s 1
car il viendrait autrement
i = const.

Il faudra par conséquent avoir

bV — cysi-1-Cs,
¢, ot ¢, étant des constantes.
1.’équation (3) devient maintenant

si[eg®y () — (L)) + ey ®y (8) — B (f1—0
il en résulte

(]’1: eclz’
P, — 2 et
(£}
G
et (Si+ -3) g5t
Cy
ou, plus simplement,
(4 u=s et

Si I'on suppose, ainsi que nous allons le faire, que I'¢quation du mouve-
ment de la chaleur en coordonnées rectangulaires z,, «,, ¥, soit la sui-
vante

Pu  Pu  Pu __, du

() wtamtam T
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(6)

£ ¢tant une constante, il suffira de donner une valeur arbitraire & la con-
stante ¢, dans (4) et de déterminer s, par I'équation

d*s s s

~— = *EJ % —=kegsy,

dzs dus dar:
pour obtenir la solation qui correspond au cas ou (1) se décompose en
deux équations.

4. Nous passons a I'étude bien moins simple du cas o les fonctions a
et ¢ ne dépendent que de la seule variable s,. Comme I'équation (1) du
n° 3 doit se déduire de la transformée de (5) quand on y remplace les va-
riables ,, x, et x,, par s,, 5, et s, on est conduit a4 chercher toutes les
solulions communes aux équations

Yo 9 2 2

(6) a:E(sl)z(%) +(§§;) +(%}3) = £(s,),
PE 024 B E

FONPENAR Y

ot f(s,) et f(s,)sont deux fonclions entiérement inconnues de la va-
riable s,. Voici en quelques mots la marche suivie par M. Weber.

Ayant fait observer qu’un changement de fonction permettra de rendre
/(s,)= o, il détermine, en employant la transformation de Legendre, I'in-
tégrale générale de (6) pour y déterminer ensuite les éléments arbitraires
de maniere a satisfaire a I’équation

Allss )k —-0),

Nous allons garder au contraire les équations (6) et (7) sous leur forme
actuelle, ce qui, sans compliquer le calcul, nous fera peut-étre gagner en
clarté.

Voici I'idée que nous allons appliquer dans cette recherche. 11 est évi-
dent a priori que les rapports

s, ds,

b= fy—= L (!

(8) o — ﬁ ? 2 Js, (&)
Oers iy

Js,
dx,
de restrictif en ceci, puisque, s'il existe une fonction s, répondant a la question, il faut
bien que I'une au moins de ses dérivées ne soit pas nulle.

(') II va sans dire que l'on fait implicitement ’hypothése

#o0; mais il n'y a rien
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doivent contenir justement ce qu’il y a de caractéristique dans la fonc-
tion s, puisqu’ils jouissent de la propri¢té d’invariance relalivement a unc

substitution de la forme

¢, ¢tant une nouvelle fonction, et que par suite 'introduction de ¢, et de ¢,
doit étre equivalente & une transformation des équations (6) et (7) en une

L9 )

5= F(t)s

forme se laissant le plus facilement traiter.

C’est donc ¢, et ¢, que nous allons introduire dans les équations du

probléme, qui peuvent s’écrire ainsi

d[E(s)] J[E(s))] ()[E(Sl)_]
) dx, i 0%, __().li_
(9) ds, ds, _ 0s, :
duy &, ER
A[A(s)] I[A(s1)] o[ A(s)]
(10) oz, 0, 0,
031 ()31 dsi
dary 0z, 9z,

La solution évidente s, = const. étant écartée, le crochet des deux équa-

tions (8) doit étre une combinaison linc¢aire de ces deux équations

vient

11 faut donc que I'on ait

Y,
dz,

(11)

Si I'on effectue les opérations indiquées dans les équations (gy) et que
I'on retranche de chaque membre la quantité A(s, ), on pourra les écrire

comme il suit

s,
Jds, J dr, J
6-735'1 0z, ds, Tl‘a
\ 0z |

By, 00 dbyon
dz, Y9, dxy ) oz,
dlbj anz dq‘l
e Rl e R U O
T S, T Y 0z, | O

s,
})71 _ ds,
s || o
0z,
_ 0Osy
T ey

ds,

s,
e
0s,
0y
s,

da,

d

9z,

J

9z,

ds,
oy
ds,
\ 0z,
ds,
O,

\ d.l?g
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(8)

Tes quantités ¢, et ¢, étant introduites dans ces équations, on trouve

immeaédiatement
J P O O
‘ Loz, Oz dms
(12)
) 04 | O, 0%
"drl oz, | oz,

1l s’agit de transformer maintenant les équations (10) de maniere
qu’elles ne contiennent plus que les fonctions ¢, et ¢,. Observons dans ce

but que 'on a
d dsy
Pl (abc )

] s ds 0s s,
ct remplacons dans (10) d—mi S =, bar Yi oo ‘ et UR 5. ; 1l vient
(0 Oy db, 9%s, by s, ' ()s, e
- el e b= L e el U
1<
du7 PP 0%, 075, db,  d%sy ; ()91 .
2 9z, O, 0z, = dx, 0z + 2 3%, oz, dx, + a0y 2) =
On déduit d’ailleurs des équations (3)
W ds L, s 0
Ozy dz, T, dx?’
AN Qﬂ ey 0%s, gy
i, 0z, t dxz; el ()J:g’

d’ol
5

g20%s  dsp i gy, " Y\ 95
Y ot dx?: " 9, A, ) 0z,

1

et, pareillement,

s () O s
Y2 ox:  1dwE 0z, d.rg dx,
Ajoutons ces équations membre a membre et employons (7); il vient

2 2 2?s, L i dJl dul s ()W ()Sl_
(r -+ 47~ !‘z)dx =f(s1) (-‘1 —l—drl %dr, +0$3 I

On trouve ensuite, non moins aisément, en réduisant les résultats au moyen

de (11) et de (12),

B ds, o I i, M\ dsy

(1+%i+ )dx 025 l”lf('h)_(%()x +¥ "oz +2 1 9, ) day
gl s _ %y ‘)ul Y 933) dﬂ

(142 +42) P T Y2 f(81) (Vi 4‘2 Y2 9z, ) O,
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(9)

On remarque tout d’abord, en substiluant ces valeurs des dérivées
secondes de s, dans (13), que f(s,) ne figurera pas dans le résultat, & cause
de (12); puis, apres avoir fait quelques aultres réductions fort simples, on
arrive aisément aux équations que voici :

dly Y, oY,
K2 dx, 5 KA 0z, ) 9 daz; Y
(14) dzy \1-+4 U} 4+ 2 dary \ 1+ UF+ 2 dog \1++ 0202/ 7
E oL, o, 20,
J ( 0z, 0 dx, 0 day .
do\t+ i+ 0/ T i/ T s/ T

La question est donc ramenée & déterminer toutes les solutions com-
munes des cing équations (11), (12) et (14).

5. Les équations (12) s'intégrent immédiatement; il vient

- ( Fi(@y— b2y, 23— bazyy Yy, $2) =0,
(13) {
t. Fo(@,— 25, @s— oz, Uy, 4y) =0,
F, et F, élant deux fonctions arbitraires. Nous allons supposer d’abord que
'on puisse résoudre ces équations par rapport a @, — §, @, et x, — 0, %y,
en nous réservant de traiter plus tard le cas ou cela n’a pas lieu; la chose
n’offrira d’ailleurs aucune difficulté.

Nous' poserons, en conséquence,

( z— Y2, = Py (Y, $2),
(16) ] .
! — Yoy = P3(4y, $a),

P, et P, étant deux fonctions arbitraires de J, et de {,. On déduit de (16),
en posant

dP (E___gﬁl?_.ﬂ_ dPi+()P>x+J.2_T\[_yx+T2
01’1 Y, by Y, Yy dv, 2 T e
roby %_i daP,
dxry Yy dr, D 9y,
AT or, o, 1/, 0Py  OP,
(r7) a'l'f_—f)( —¥a ()L lea)x dzy e o oAl o, Y2La |,
!!J1 o 1 gP ()'1'22 i i (z- - E),Pi_ .
dxa—ﬁb dry — D\"F 0y

Portant ces valeurs dans (11), on trouve que les termes cn x, se dé-
Z. 2
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(10)
lruisent, et il vient

., dP, aP,

(IS) (I'+'-‘1) AJIL _(l E_’f;)d'[ 'Pl e ('P

(-)T

Il est aisé de trouver les expressions les plus générales de P, et de P,
qui satisfont a cette ¢quation; on démontre, en effet, qu'il suffit de poser

ds . do VA v
Pi=[ g5 4D+ E ks | Ve r ¥ 44,

|2
p=[2

ol p est une fonction arbitraire de ¢, et de {,; mais il n’y a pas lieu d’'in-
sister la-dessus, parce qu’il est plus simple de garder I'équation (18) au
lieu d’employer ces expressions.

Chacune des équations (14) élant transformée au moyen des for-
mules (17), on trouve que les termes en ) disparaissent, et 1'on obtient
deux polynomes du troisieme degré en a, dont les coefficients ne dépen-
dent que de ¢, et §,. Les variables ¢,, §, et , étant indépendantes, chaque
coefficient devra étre nul par lui-méme, ce qui nous fournira huit équa-
tions qui détermineront les fonctions P, et P,.

Nous communiquerons ce calcul, trés élémentaire mais un peu long en
détail, afin de faciliter Ia vérification.

Faisons d’abord la remarque suivante, qui fournit un moyen de vérifi-
cation trés utile : si 'on change dans les trois premiéres équations (17) ¢, en

| ) % Obs Oy O O O,
Y, ot P, en I2, se transforme en Al el s et T s

part, sil'on changc dans la premiere des ¢quations (14) ¢, en {,, elle se
transforme en la seconde, qui ne change pas quand on y change x, et «, ;
il résulte de ceci que les coeflicients des puissances de x, dans les lrans-
formées des équations (1/4) doivent se déduire les uns des autres par la per-
mutation des lettres §,, 4, et de P,, P,.

Voici ce que 'on trouve, en posant Q =1 + 4 + 43,

df-'i 5 ] 3 2
SLaw|ViFET g,

d’autre

0% 4l O
o _om ) o (o
ey —|— 2442 T oy Q.D
2P, __0PATI(MQ)  d(NQ) 90 ap,\
§_O')a+,a¢2‘('”2_ 04:)[ i T T ot (o)
e )aD;s ’ i
P, IPA[IMQ) 9(NQ) _ ,aQ7) P,
3_ QD IE (rﬂ_ oY, [ Bl - R g, e d—bj won
e Gy . -
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(1)

4 (3‘L1 : ()I)Z o 6}'1 i 5
: ( 0r, |_ o (Yow oy b
PR el | SR LA S

[ JdP, aP, ar, ap.
‘ (\Da‘f (%du %dl{) (‘.41 d_%_'*!‘z a!_l by 2) é
1
IMQ) _I(NQ) Q oP, rap
-’ X[ LR T +Tsz]E ‘04 ; dﬂﬁb?r))
i e - Q*D? o
"0 aP ap ar, JP \
(100 [ —tegy) = =] = (05— By — o) |
A(MQ) d(NQ) L 00T { 1 P, oP . >
+f X[ ay, Fr gy, Tt o :|((ldu —Yegg, —H® \
QZDS
JP JP
QD[—‘%D_(‘:‘LWs—"PQT“P:H%J'E)(“N‘*‘Q*ZE)]
+ . Q2D3_ )
9% 9P
O\ _ 9z ) 9| o
dzxs \1-+ 42+ /7 dzy \ QD
P i) 0 O TP,
_gQqu/id% d%[ d’% 2 d% +d' 1’2] d%
- QED&
p@Pi _ 0P, [a(MQ)  9(NQ) Q% dpi>
JQ A Wit i +atog [t (==
Q?Dd
ou bien
o (__om )
0z \I+ ]+ 43
( 2P oP, 9(MQ) v P P, d(NQ)  aA(MQY
\;— oggavfrﬁ ay, +[QN Y db,  dY, 0y Y, | e '
{
_ 0. 9P 0(NQ) 9P, 0Q7 . 9Q 1( ()m)‘
{ +{ Vo T on +d—%d¢1J“‘”2 93,7 | 9%,
Qﬂl)ll
\_om2l: . 9P I(MQ) | [y P, 0P, 9(NQ) MQ)] -
R e L R el f
. O(NQ) 9P, 9Q7 , 0Q )P,
J " [_Q 043 0% by a%J“’?“ a1, 5 9%, |
Q2D3 Kl o o N
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(12)

‘)‘1’1
ad dr, 7 )
dxs \1+ T 43 /

d 2
(‘)al)g!(\ ()l (llAJ[a_d: _'l‘t"l()'_l.2

1 d
+ oD 3 L ( i, Yo,

,i(
das N

P, . oP, op, 2(QM)
' )_(“"d@ ﬁ“"*a‘u;,) b

ad apr, 0P d(QM) . 0P, oPN\ 2(NQY]
L Q\I_OV(), ('1 % ‘?2(),?;)‘5“1{: Il +(%d_\{a:—"b2()¢:> v, &y

o 90 [, aP, . P INQ) _ aQ[, 9Py 9PN .
+LQN+QF#1<¢1B§ _J”BL!T;)_% d@? o}( oy, ™ d@i)Jxé
| +(~(\+u1 dQ)x %

5 :
X(LD ar, ';'v'()&‘—“ﬂz'z)
Y2

9%,
dP, , 0P, _(‘ ar, o d(.MQ)
b Uy 2()u2 d%

dbP; JdP, d(MQ) aP, JP, d(NQ)
[ Q\du (d“dv _“]"25@)““ 9%, +(‘LT*““¢20U2> 0%, ]f

d [, oP, JEN Q apg P, INQY] o, 9Q
()P oD,
(‘{’z T — 5@—12 _d(2x2>
JP, dPs P
QD[—¢1M+N( L 9%, % DR ) (' dda ‘4’2‘3—‘%;1)472‘1‘“1‘1-1:;]
=i QzD:s :

o,
01,
T dg -2

P, 9P, J(MQ) [_ P, P, 0(NQ)] _ ( PP, 0Q 0P\ | 0P,
;“ 36 0%, 9t o% W odh, o o |\ man W, o
= Q2D3 E
2P, P, G(MQ) 2P, ()]?‘1 J(NQ)' A
‘ {Q“ Gl _" ‘3_‘?_2 b, I: Q %3 d‘%”-z i ’
R P, aP, 90N | JP, )
' +(0%5 — & ) < (e Wl

L

T ) Qz D3

Je crois inulile de transcrire les expressions correspondantes relatives
la seconde des équations (14); elles se déduisent d’ailleurs, ainsi que je
I'ai déja fait remarquer, de celles-ci, en changeant P, en P,, ¢, en {, et 2,
en x,. Je fais encore les deux observations suivantes avant de commu-
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niquer les résultats définitifs : 1° les termes du premier ordre relativement
aux dérivées de P, et de P, par rapport a §, et ¢, disparaissent tous dans
les coefficients des diverses puissances de a, en vertu de I'équation (18):
22 voici l'ordre qu’il convient de suivre dans le calcul des coefficients des
puissances de x,, afin de pouvoir les réduire en faisant usage de ceux que
I'on aura déja calculés : il faut commencer par calculer le cocfficient de @]
(celui de ! est, ainsi qu’il a ét¢ déja dit, nul par lui-méme), puis celui
de x2, et alors c'est celui de ; qu’il convient de déterminer avant celui
de ,. On arrive de la sorte aux équations suivantes, que nous écrivons
dans l'ordre qui vient d’étre indiqué pour leur calcul. La premiére des

équations (14) donne

(19)

d*Py *P, o
(l'Jf_ !f)—‘;l%v._FQ‘l"lL!)zd‘wpld@. (1_’_‘1‘%) {),pgl:Oa
Q:Pl [\bl"ﬁdpl——( g0 _d_Pg]
oy L7 0% I
*P; [oP, ,, P, .
*aw@g[a% “*"H_u“*q‘l)}
PP [, , 0P . . 0P
T ey TR |5
JP, aP,
Tla‘@ Tzd‘-’gg =0

T, et T, ayant des valeurs que nous communiquerons tout & I'heure.

On déduit pareillement de la seconde des équations (14)

f v 2 dil)i‘ ST ()2])2 y W2 dint
(1+¥1)W+2¥1?2m+(lf‘fe) gz —
9P, ar sdls
e [ Gt — e 5|

JEE IR OB e ar, o
(20) +M[W(1T¢‘)+5‘E('+“)J
P [ U d]-]g—(l-r-\‘ﬂ Jp, =0
4“@ -.’1‘20% 72 ;)]: =0,
()P1 e ()Pg_
TIT%M}_I?E;.O'

Il est évident que I'on aura

=0 et T

1l
\.O
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A moins qu'il n’existe la relation

aP, 0P, 9P, 0P, _

(At Tl R el

Je dis que cette relation ne peut avoir lieu que si P, et P, sont des con-
stantes. 1l en résulte, en effet,

P, =®(Py),

ce qui donne, en substiluant dans la seconde des équations (20) et en
avant égard & la seconde des équations (19),

3 (&)i [ s — (1 $2)0r] 221

o, 9%,
oP, P, b2y 9P b2 ﬁ]
i 0, 9% [(l‘"‘h)‘i o, + (1 43) o0,

i or Py 11
+(W:) [¢1¢2¢’_(1+¢5)}@f)q) Zug

Soit d’abord ®” = o. 1l vient, aprés quelques réductions,

JP, AR
e E o
ou bien
0P, 0P, _
ol | oY T
On peut, par conséquent, poser
do Oy
Py, — a—d;; P, —=— d_‘lﬁ,

» étant une fonction arbitraire de {, et de {¢,. Substituons ces expressions
dans (18), il vient

. a0 PFo d*o
52 W e 12y - — 3 (o) —o0.
(22) (I+l‘)l)d‘}‘3 L 9‘.’1".’2dl¥10¢2+(1+‘f‘2)d¢3 (‘P) 0

Or il faut que la fonction ¢ satisfasse encore aux équations suivantes a
cause des premieres équations des systemes (19) et (20)

0% N 0%\ _
(23) )(EE) — 0y )-.(df%) =7
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On déduit, par dérivation de (22) en ayant égard A (23),

b 8y B
e o o
*odi Yy Ay '
! 02? Y 02{-9 —0:
HoM T Mok T
puis, en combinant avec (22),
d*o o
(ie97) o F RN = =6
O 0
02 ©
(1+y§)d|%+(1_';3)ﬁ_d'? =
et, par suite,
i, = [P
T P
ce qui donne
P = const., P, = const.

Soit maintenant ®” = o. On pourra poser
P, =GP, + 0,

C et (7 ¢tant des constantes. I.’équation (18) donne alors

! . OP 5 L aP
(24) l’“‘.‘l'l.‘z—c(lJf"Ji)];)T:+[([+“r’§)—c‘:’1’-!‘2lc')i:

On en déduit aisément

4 étant une fonction arbitraire.

On pourrait substituer ces valeurs dans les équations (19); mais on
arrive plus vite au but en remarquant que ’on peut exprimer maintenant
les cocfficients des dérivées secondes de P, dans la seconde des équa-
tions (19) au moven de ¢, et de ¢,; il vient, en supprimant un facteur
commun,

= . adz]) . , .)()2[
| Dt — G+ 401 G5t + [Cuds — (- 4D 55

Bl
1

2
1

(N

(23) ) I 2P
( I+ +C )] — 200+ 4] (1 +43) lm =o.
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Il vient enfin, en différentiant (24),

a'p
| [0 —Clm D] G
; J*P el a1,
o +[(1+43)—Cd ]0" (); (‘Pz_gc‘f‘l)‘a‘f by - = =0,
G 2P,
[!".Jll'f'i_c('+l‘lf'1 j() ()U
. w2 @0y Ly ; JP,
T[( }_‘(‘Jl‘/-lid — Y (}*L =2 vy — l)()u =—0-

La premiérc des équations (19) et les équations (24), (25) et (26) éta-

2

1

o’

- Le déterminant de ces équations n’élant pas nul, on

blissent cinq relations linéaires et homogeénes entre les cing quantités ——*
da*P; dP[ &C or,
0%,0%," 9y 9% 0%,
trouve cette fois encore

P, = const., P, = const,

Ces valeurs de P, et de P, correspondent &4 une solution du probléme
contenue dans une autre plus générale; il n’y a donc pas lieu d’insister sur
ce sujet.

Nous sommes donc conduits a poser

==, T—=0;
c’est-d-dire
9P, (I—i—df’)(dP?)g ey e 0P1+( ) ()P)J
\ 9% 1\ 9%, vy, 0%, “ (W
PPy T, (P2 0P, 0Py 0P 1903 0P, N
[Vl?ﬂ(dq)z dt{q+ qug ()'\IJ> ( +l‘l") v AL (1+U ddf dJ

2Bl e IS d 1 ‘jp ‘
+"E)E[(‘+ 2)( >_2q"°“ o, TutY )(0¢)J °

[ P, o 0P3\? o 0P 0Py JdP,
s vz [(1+‘?1)(—L}‘;> —'2%%5,—2 99, (1+‘.J‘§)( }J)) :I
(28)

0?P, [dJ . (011 P, dl’ 01)) (-4 2y OP2 OPs L d!ldP]

9%, d%, 9%, 9 9%, 05, U ¥ e Gr
2P, " ar P, dP2 dP 1

C’est maintenant qu’il convient de calculer les coefficients de x, dans
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les transformées des équations (14). Cela donne

-4 ad b dPI -+ ()], 6—1)1 .dil. _dLP? .
(29) 1o, dwz 0% 04,08, 0%, 9%, 0%y) = @
29

aP, ()P) P, 0P, dP, &P, \
Y, 0V, 0%, Y, 90U, f"’%z)

Nous avons a chercher les solutions les plus générales des équations (18),
(19), (20), (27), (28) et (29).
Retranchons de l'équation (27) la premicre des équations (19) multi-

()P JP, )P P, A Rl By s .
pliée par -+ Lo, + 3 . R il vient, en réduisant les coefficients des déri-

vées secondus de P1 au moyen de (18),

2 bepun el 90 BB 4 b +0P
v L T 04 \ 0y dd {IJQ dJ 9L, oY,

0P [( b5y OP2 OPs L 0Py 0Py
a%, 0% a3, oy, T U g o,

N2 PR Y C L AN N . AN
- 0 L Tl e e G L i e e

Ajoutons & cetle équation la seconde des équations (19) multipliées par
oP, P,
0L, Y,
; . 2B
11 vient, en transformant le coefficient de d(? o au moyen de (18),
L]

2P, dP, P,
B d'L.'[’ ( ) )T’ 0' ".’1".’2

aP,  OP,\* 0°P, PPy, 44 OPy OPs
T 9% oV T rem W m, =

Retranchons enfin de celle-ci la premiere des équations (1g) multipliée

%’,j f)‘ﬂ, on trouve
T1

par 2

(apl+azﬂa*1’ B
:\ 9%, 795, ) av, 0%,

On déduit d’'une maniére analogue
o

v, (901 9P\ 2Py
712 ()41 dua d%d%_o.
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I ’hvpothese
or, 0P, _

P R
conduit, par un raisonnement identique & celui de la page 14, aux solutions
P, = const., Ps— const.
Nous poserons, en conséquence,

»?P, 0P,

5"?’1 oy gy 0%, o

Le reste de la discussion s’achéve avec la plus grande facilité en consi-
dérant les équations (29), les premicres ¢équations des systemes (19) et (20)
et I'équation (18).

On trouve finalement

P—a,— a ¥,

Pi=a,— ay¥s,

a,. a, et a, étant des constantes arbitraires. Les équations (16) donnent

\ ry—a

=

' ZTy— s

; Xy — ay

Y2 —
Lg— gy

1l résulte de I que s, ne peut qu’étre, dans 'hypothése de la résolubilité
des équations (15) par rapport a x, — ¢, 2, et 2, — $,x,, une fonction de
(x,— a,)*+ (2, — a,)* + (2w, — a;)?, c'est-a-dire

(30) s;=@[(2y— a2+ (wy— @)+ (23— ag)?].
5. Tl nous reste a ¢tudier le cas ou les équations (15) ne pourraient pas

étre résolues par rapport aux quantités ¥, — §, @, et &, — b, x,. Cela ne
peut se présenter que lorsque ces équations sont de la forme suivante :

Fi[Fo(x)— @, 23— $aay Y15 §2), 915 2] =0,
Fy(oy— by oy, @s— byas, Yy, §) = 0.

Or ces ¢qualions peuvent ¢tre remplacées par celles-ci

( La= (),

{ 4= Fa,— Y29, 25— bya,).

v
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On reconnait immédiatement quen faisant abstraction de la solution
évidente §, = const., ¥, = const. et en se bornant i considérer les valeurs
réelles de U, et de §,, les scules qui semblent offric de l'intérét, il n’ya
qu'une relation linéaire entre ¢, et ¢, qui puisse avoir lieu. Substituons en
effet la valeur (31) de ¢, dans la seconde des équations (14); il vient, en
tenant compte de la premiere d’entre elles,

£ (Y (O, (9]
142+ 03|\ dxy 2 0y - d.xy k_.o.

Nous devrons donc poser

(32)

Y= G+ G,

¢ et C’ étant des constantes. 1l suffit de se rappeler la définition de ¢, et de
U,, donnée par les équations (8), pour en déduire

sy Q s,

dxz; ()_-J;ﬁ dxr,

IIn'ya qu'a changer la direction des axes pour que cette équation'se

transforme en

c’est-a-dire

0s,

9z,

- 2

I\:l‘
|
=]

L’équation (11) devient alors

T

axy

et la seconde des équations (31) nous donne

ou bien
(33)

d’ou

b =F(z,— ¥, 2,)
xy— Y2y =f (¥ );

by —

oxy — f1(Yy) + Xy dxy [ (%) + 22

(=7

S’
ot
k)
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Il nous reste la premieére des équations (14) & satisfaire; or on trouve

0,
a( dr, 9 1 1o (@)l + (4]
drey N1+ 47+ 01/ — 0771[(1+4’?)(f'+3‘2)_l_ﬁ (1+ ¥ (S + ap)?
dd, i
o( dzs 9 4
drs \ 1 4 82 *‘Elh-wﬁr-m)]
_(L_+L!»?)(f’+-'r__;)~4f1{2¢1(.f"+x2)+('+~Pf)f”]. ‘ Y1
i (L4 92/ + 25) AR TS
Y,
ad N
T =

Dy \ 1+ 42 + 42

La transformée de (14) devient, apres la suppression des termes qui se
détruisent,
i IR —,
ce qui entraine
ff.’:O
el
f('f“l) = a;— a,

@, et a, élant des constantes arbitraires. L’équation (33) nous donne

_ Iy
b= e
et nous aurons, par Conséqucnt,
(34) s = P[(ay— a1)2+(‘1'ﬂ*'02)2]}

® étanl une fonction arbitraire. On conelut de toul ce qui a été dévcloppé
dans ces deux derniers numéros que les familles de surfaces s, — const., s,
¢tant une fonction qui satisfait simultanément 4 deux équations telles que
(6) et (7), ne peuvent qu’étre des spheres concentriques, des cylindres a
base circulaire ayant le méme axe ou enfin des plans paralleles entre

eux.
6. 1l est aisé maintenant d’écrire les equations aux dérivées partielles

qut serviront dans chaque cas a4 déterminer la température u en fonction
de s, et du temps 7. Soit d’abord s, une fonction linéaire de e Bhiby,
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I'équation (1) du n® 3 donne alors

s 02 u du
3: 0 . ou
(39) st ot

k ¢tant une constante. Si'on posait, en second lieu,

_ SE:\/(xl—ai}.&_{"(;’cﬂgaZ)iJﬁ('1'3_“3)2
ou bien

si=V(—a )+ (2a— @),
il viendrait, dans le premier cas,

Pu 2 du du
= k—

36 M o B
(36) o 5y 08, da¢

et dans le second

*u 1 Ju -

2. du
(37) ES? 3‘1 E =i

ac’
ou il est a remarquer que la premiére de ces équations peut étre ramenée
a la forme (35), qui est bien connue dans la théorie mathématique de la
conductibilité; elle peut en effet s’écrire ainsi

s (usy)  , d(usy)

dst ot

(")-

I’objetde ce Chapitre est complétement épuisé, puisque toutes les formes
possibles de la fonction s, ont été déterminées et les équations différen-
tielles devant donner « en fonction de s, et de ¢ déduites.

1II.

Propriétés caractéristiques de l'équation de mouvement de la chaleur
en coordonnées arbitraires.

7. Le point de départ de nos recherches devant étre, comme on le sait
déja, I'équation de mouvement de la chaleur transformée par I'introduc-
tion des variables s,, s, et s, au lieu des coordonnées rectangulaires et

(1) Ruemasy, Partielle Differentialgleichungen und deren Anwendung auf

plysikalische Fragen, p. 152.
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rectilignes x,, x, et x;, on concoit que I'étude des coefficients de la trans-
formée, considérés comme fonctions de s,, s, et s,, constitue un prélimi-
naire indispensable.

Ce sujet se trouve trailé par Riemann, dans le Mémoire qui nous sert
de base, avec loute la généralité qu’il comporte; nous devrons nous
borner, par conséquent, 4 reproduire les considérations du célebre géo-
métre en les complétant par la démonstration d’une proposition qu'il se
contente de supposer implicitement.

8. Voici la proposition dont nous venons de parler : désignons par

, ?u
(0 Nt (am=am) (kh=1,2,3, ..., n)

" 0y oy,
(&, i)

I’ensemble des termes du second ordre d'une équation aux dérivées par-
ticlles, linéaire et dusecond ordre par rapportaux n variables z,, x., ..., x,,
les quantités a;, n’étant fonctions que de ces n variables ( cette restriction
est nécessaire parce que nous n’excluons pas le cas ot des dérivées de u
par rapport a d’autres variables figureraient aussi dans I'équation consi-

dérée).
Soient, de plus,
0u o =
(2) = b g, Gra=bua) (P g=1,23, . )

(P, q)

les termes du second ordre dans le résultat de la transformation de I'ex-
pression (1) par le changement des variables indépendantes x,, ., .. . etx,
ens,, §,, -.. et s5,. Posons, en outre,

o h I=71,2, ..., V—1I, V41, ...,1
1vp-f(_1) § ]ar.';! e ’
= B T e
D(s s Z F= 1, [—1, [+1 n
1y =21 8 3.' —‘(—-1)-"‘“”"5 I — Ly 25 suiey ) 3 = ainy ;
5 = rs
Dl -0y ) & ! 5 =10 on oy W — 0, 1, caily T2

et considérons enfin les deux formes différentielles

Z ay daydxy, et 2 B ds; ds,, . Lm—1,9,83, .; ., &)
(3) (v, 1) ({, m)

Ly — Ly ﬁ]rn: gml'

Nous nous proposons de montrer que la seconde de ces deux formes
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n’est que la transformée de la premiére quand on y remplace les dv, par
leurs expressions au moyen des ds,,.

On a, en ellet,
diut duw . ds;
()—l'fl- o Z ()SL dr]._

(L

?u #Z d*u  Js; Os, du  0%s;

= - -+ e ®
()vﬁk d.)f‘h ()S[ s, ()-L‘,; ().Z‘h ) d.ﬁ- C).L‘k ().I'h’
(6, r) (i)

d*u 2w dsi ds, '\
2 Aph 55— dxrdr, Z [().s’,- ds, ( E Appo dxy diI‘k)J

d’ou

+ des termes du premier ordre.

Nous avons, par conséquent,

bz-,.:z “"'"Bdi sy (b h=1,2,3, ..., ).

X'k dxk
(& )

Le théoreme de Cauchy-Binet donne

+m D(SH seey Sn) 0s; _{_3.5‘_,
{— 1) I:D——(Sc“._ ] Brm— Zﬂkhm iy

I
» @n) ey )

ds; as,
Z (dekzakh d—;h>
Jds;
-2l

(k) (i)
ds; s,
—E O e Z U G
(h)

dS;' ds,.
:Z | a,r,»,;,\ ' (")Er

d..’.lf,rl
VL

-3 (1wl g
kh 0=Tft
EJ..

)

=139, o, b—u L-Lhao
=y D5 sy B — T, M 15 & cu5 b
k=1, 0, « 0y Ty VL O T

=10, 35 s wey BTy Bt a1

Yol =1y 93 < sny I
En d’autres termes,
B! = (— [)H_m I)(Sh — Sl.t) ] 4
5 D(‘Z"{’ LiaL R ‘le}
- 2 ( b (S1s s i St a) DS S St ey
= o, :
J,E‘D(f’ls e Ty Lygs ooy Ty) D(&py ooy Tyu—ty, Tpsry e oy ln)
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On tire, d'autre part, des équations

Js;
ds;— m;? i,
r)
dxvﬁ( I)\,_,_[ D{Sl’ s Si—1s Sy -")Sn) . D(Si: B )
= (— = ’
ds; Dy, o By Bons < o g) Dz, ..., 2y,)
ce qui donne
dax, dx
?1,1}:22“\@ ,J ‘——F‘L’
d-'-‘[ dsm

(v, )

expression qui montre que l'on a bien

-
2‘ ayy dzy day, — Z Biim A5 ds .

Notons tout de suite une conséquence immédiate de la proposition qui
précede; elle nous sera souvent utile. Soit 7 = 2; les termes (1) se rédui-
sent a

d2u du d*u
au()T,% =20, —0171 oz, —+ Qs d;;_f 3
et l'on aura
iy == any %ag = 11y %19 — — 3.

Or on sait que la forme quadratique
(s dx} —2a, da, dr,+ ayy da?

peut toujours étre transformée en 253,, ds, ds,, 4 moins qu’elle ne soit un
carré parfait, cas ou elle se raménera a 8,, ds;. Ceci montre qu’il est tou-
jours possible de transformer I'expression ci-dessus, de telle sorte que le

ro s e : *u
résultat ne contienne plus qu'un seul terme du second ordre 2b|qa—7—
: 2 05, ds,
: dre ; - :
ou bien b,, 557 suivant que @i, — a,,a,, est ou n’est pas différent de zéro .
1

9. Nous sommes en mesure maintenant de traiter I'objet principal de ce
Chapitre. On sait que les données de la Physique contemporaine condui-
sent a admettre que les lois du flux calorifique s’expriment par une ¢qua-
tion de la forme suivante

[ du du due du du du
d Ctn(E+flm—+azza£) 2( a, 7 P ot

dx, Yoz, 2092, T gz,
dx da,
(4) ' )
o a du du " du
N 310.2’-‘1+a31-(7:_17.1+'330‘%r3 _/0_”
1 ' ()zl‘3 = (Jt,
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u étant la température d’un point, x,, «, et x, ses coordonnées rectangu-
laires et rectilignes et z 'époque a laquelle ce point est considéré. Quant
aux quantités a; et £, elles peuvent étre regardées, sans erreuar sensible,
comme fonctions des coordonnées indépendantes du temps et de la tempé-
ralure, et qui vérifient la relation

Qi — Afye

Rappelons en outre que la forme quadratique

E Qi %%y (I-,/C:I,E,?)),

Lk

les =; étant des variables quelconques, doit nécessairement étre positive.
On sait, en eflet, qu’en désignant par N la normale en un point 2,, x,, x,
a une surface u = consl. qui passe par ce point en un instant donné, on
pourra représenter la quantité de chaleur rapportée a 'unité de temps et
de surface qui traverse un ¢élément de la surface u = const. aux environs
dua point z, x,, o, par 'expression
g% E %%,

les o, étant les cosinus directeurs de N. Mais, comme en vertu de la seconde
loi de la Thermodynamique la chaleur ne peut point passer d’un point ol la
température est moins élevée & un autre ol elle 'est plus sans que ce phé-

nomene soit contrebalancé par un autre de nature exactement opposée

du ’
N dans 'expres-

sion citée tout & I’heure, ne puisse jamais devenir négatif, ce qui établit le
fait annonce.

Le probléme proposé par I’Académie des Sciences se rapporte a un corps
homogéne : aussi pourrions-nous dés maintenant considérer les @;; comme

et invariablement lié¢ 4 lui, il faut que le coefficient de

des constantes, cas ou une substitution linéaire ramenerait I'équation (4)
a la forme plus simple
iu Q% d*u du

(5) im T T iw

b

h élant une constante. Nous n’introduirons pourtant pas celte hypothése
particuliere dans ce Chapitre, parce que le cas plus général ol les a;; et /4
Z. 4
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seraient fonctions des coordonnées n’offre, dans la question qui nous oc-

cupe ici, aucune difficulté.

Observons avec Riemann que I'équation (4) exprime la condition néces-
saire ct suffisante pour que, en désignant par cu une variation arbitraire,
mais infiniment petite de la fonction u, I'expression

(6) BfffZa:A;);’ ;“ dxldxgdx3+2ff h—oudxidxgrlxm
z [P O

ou les intégrales doivent élre étendues a4 une surface fermée quelconque,
ne dépende que de la valeur de Su a cette surface. Or cetle expression de-
vient, par I'introduction des nouvelles variables indépendantes s, s,, 5,

) afjf wagu gl:d ds;,dsa—f—?ff k—%udsldszds's,
'U, p_

ou l'on a posé

(

~1

E c)sp dsy
* 9z 0'27: dxk

Gk
bw_ D (s, 85, 53) ’
(8) D(.x“acg,xa)
/r h

= D (s, 55, 5;) ’
D(xla Lo, ‘rS)

On constate aussi que les quantités A = |a;| et B =] by | vérifient la re-
lation

h 3
(9) K- F

On conclut d’abord de ces ¢équations que le changement de variables
onsidéré n’alte la £ de I'é tion (4); 1l résul suite im-
considéré n’altere pas la forme de I'équation (4); il résulte ensuite 1im
médiatement de la proposition du numéro précédent que les formes
Ex,-k dxl da;‘;‘. et Znsi,k dSi d.fk, adjﬂil'ltes aux f()l'mes Eam dﬂ?i dmk et Eb”‘dsi (]S;‘-,
ne sont chacune que la transformée de 'autre. On a, en d’autres termes, la
relation

(IO) El;‘fchﬁid&"-‘k:S?ik dSi(l’S,rL-,

qui est d’ailleurs évidemment caractéristique; elle exprime que les §; doi-
vent étre des fonctions des s; telles, qu’il soit possible de réduire ](1 rela-
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lion (10) 4 une identité en déterminant convenablement les s; en fonctions
des xy.

Riemann a montré que les conditions nécessaires et suffisantes pour que
cela ait lieu pouvaient étre mises sous la forme d'équations différentielles
qu’il a déduites, ne conlenant que les @ et leurs dérivées relatives aux
variables s,, s, et s;. L'¢tude de cette question a été reprise depuis avec
détails par MM. Cristoffel et Lipschitz dans le 70° Cahier du Journal de
Crelle; aussi croyons-nous pouvoir nous contenter de citer simplement les
résullals ol ils nous seront utiles. Observons seulement que les savants
qui viennent d’étre cités ne pouvaient pr‘oﬁter que des indications qui se
trouvent dans le Mémoire de Riemann, intitulé : Ueber die Hypothesen,
welche der Geometrie zu Grunde liegen (p. 265 des OEuvres compléles),
parce que le Mémoire, dont nous développons ici les idées succinctement
indiquées, n’était pas publié a cetle époque.

LV

Le cas m =1.

10. Ce cas, le seul qui ait été étudié par M. Weber, I'a été d’une maniére
compléle; nous n'aurons par conséquent qu'a reproduire son travail en
développant les calculs avec un peu plus de détails qu’il ne I'a fait.

La transformée de 'équation (4) du Chapitre précédent se réduira, en
posant, pour abréger I'écriture, a

( R by, gbli =) by,
1= 9 05, dsy

b, 0bss - Qbﬂil
s, = ds, s,

(1)

eﬂ:

et en égalant & zéro les dérivées de u relatives a s;, 4

2u 0% d*u due diw  du
(2) b“%ﬁ+2b12—()51d32+bnﬁ+81()_s1 +‘3-zab—,2:/faa
ott les rapports des coeflicients ne doivent dépendre que de s, et s,.

On pourrait évidemment diviser I'équation (2) par I'un des coefficients,
ctalors ceux de I’équation obtenue de la sorte seraient indépendants de s, ;
mais, apres cetle opération, les formules du Chapitre précédent ne seraient
plus directement applicables, puisque I'on ne serait pas en droit de préter
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aux coefficients la forme définie par les équations (8). Ces équations mon-

trent cependant que 'on peut effectuer la méme simplification en suppo-
sant la variable, absolument arbitraire, s,, déterminée par I'équation

D('SlﬂSE)S.‘E) f_,
= — fj,
Dy, 24, 24)
ce qui donne £ =1.
La remarque faite a la fin du n°8 (') nous autorise 4 nous contenter

de I'examen des deux hypothoses

by=bp=o0
et

bia=bus—0.

La seconde d’entre elles est d’ailleurs inadmissible si l'on se borne,
comme nous allons le faire, &4 chercher les solutions réelles du probléme.
I’hypothése b,, — o entraine, en effet,

A . ds, dsy,
]L(*"a) — Eaik dz, 0zp 0.

Or les a; donnent lieu, ainsi que nous l'avons fait remarquer aa n° 9,
a une forme essentiellement positive; il faudra par conséquent poser

Sy —=a -+ B,

et § etant deux fonctions réelles assujetties i vérifier les équations

E@=E®,
o(x 8)= N au g JE =o.

Il faut, d’autre part, pour que les équations s, = const., s, = const. cor-
responderit & des courbes réelles, que s, soit fonction de « et 8, soit
Sy :f( %, B)

Mais, comme b,, s’évanouit, on aura

o m) = 5| Fy =)+ io (s o+ FE® e 0| =L +i%=o,

d’onr

J=f(a+ i),

(') Page 24.
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conséquence évidemment absurde, puisque s, et s, devaient étre des varia-
bles indépendantes entre clles. Nous allons donc poser dans ce qui va
suivre

11. I¢équation de mouvement de la chaleur en coordonnées rectangu-
laires et rectilignes étant supposée étre I'équation (5) du Chapitre préce-

dent, la forme
2 o p da; dzy

(&)
sera s:mplement

(3) dx? +dx? + dxl,

de sorte que nous aurons a déterminer les b;; en fonction des s, et les s; en
fonction des @; parla condition que la forme

) D Buds ds,

puisse étre regardée comme la transformée de (3). Or, pour qu’'il en soit
ainsi, il faut et il soffit que les @ satisfassent aux six équations sui-
vantes (')

[ 0° .3:,'." = 02?’1’,(” _ ()2iam'” __ dgigz’.t”
a8, OS» 08, ds,r as, 0sy ds, ds,»

Yy, v

o I
(2) ) = 5 2 (P, Py — Py, P v ee) T =9
(4, v)

{ -
voul=159, 3,

(el e =93, 93 ), (35, 31} (12, 12); (13, 19)y (31, 03), (32,.31);

ou l'on a posé
. 03!,)}1 o d?‘!,n . dlsm,n,
p[,m,ng dsr& dsm dS:’

U= | Bl (Hk=1,3,3) 2?1‘,5‘":-,1:0, Eﬁi,k"f,k: T, L= F.
(i)

()

Nous avons

(6) 2 Brrdsidsp=2(2by3055— by303) dsy dsy,— ( by ds, + byadss— byy dsy)t.

(i, k)

(') OFuvres de Riemann, p. 381.
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L’équation (g) du Chapitre précédent donne, en se souvenant que s, est
choisi de maniére & rendre £ =1,

‘ o by by l
{(7) B= { b oA :blz(zb%bm—blzbag):%:const.
bla b?S bfl3

Les équations (1) nous apprennent en outre que les quantités &, et b,y
ne peuvent qu’étre linéaires relativement a s,. Ces remarques permettent
de simplifier la forme (6) : on conclut d’abord de (7) que la quantite

m =20y 0,3— b1y by,

est indépendante de s;; puis, comme les quantités b, et b,, sont linéaires
relativement 4 s,, on pourra, en changeant s; en une fonction linéaire de
cette variable, ramener

— (bay dsy+ byy dsy— by, dsy)?
a la forme

(ads,—+ cdsy)?,

a étant linéaire en s, et ¢ indépendant de cette variable. La forme que
nous avons a étudier se réduit donc a

(8) (ads+ cds;)?+ 2mds ds,,
de sorte que nous aurons
Q=1 Boy=—0, Be =05 Bea— 0, By — ac, Ba— 12,

ce qui donne

T =—m3c?,
iy ==i0; D=0 Pag——— 1%, Pyy == GO @ —0 = — mc?.
On trouve ensuite

o a dm
7 == =t [y —=A——13
Pin s, P21 05,

am

])122:3(_);;’ P222= 0,

) d(ac) 5 dc 5 dc

N e Y, e sl = — AL

Famy 055 ds, 2 05,
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(3r)

da
Prin—=26 P212=—0,
51
d(ac)
Pias— c)si > Prz=—0,
L a i d(ac)
13— a0 gy T — 2
P31 0-5'3 Pas1 dsz
- d(ac d
iy B o= A
ds, dJs;
Pa2a—0,
P333=— 0,
- d(ac)
e ¥
Faiz dsy
) 2C 06
= S5 2
Paza 52
2] 2cC 00
Pas1t=— s,

Tl vient, en substituant ces valeurs dans les équations (5) et en effectuant
quelques simplifications évidentes,

e dc om _
(l: I) () g 032 dsﬂ o

e dda )_F(a_@__ai\ (c@_t_rngf — o0
(2, 2) HaR d?‘ dsl ()53/ ()53 051) ()Sl ' d§'3 -

d?(a?) d*m o .dm o’_n}_ da) m|d(ac)|®
(3,8) ch[ dsf:;iggdszdsg]ﬂﬁqcﬁ(dsl as, c | 0s, =

9% (a?) J*(ac) o de (aﬁ— ada g ()a)
2MEN s, 05, 08, 05 95\ 05, Jss ds,

3 da de dul_n_aga 7{)m_()_c_ d(ac)
(2,3) + 26\ €55, 55 a@ ds, s, T ds; Os,
. Od(ac) . da a’dc .
g, ds; 05,
d*(ac) d(ac) dm _  dec d{ac)
(3,0 1) 2me a5 —chdsz 2 1 W
(1,5 am|ac No e -+ c()a ﬁai)‘z:o
/ Js, 0s, 085 08 08, 05,

I.a fonction @ étant linéaire cn s, et 7e et ¢ ne contenant pas cetle va-
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riable, on conclut de la derniére de ces équations que la quantité

da de
C~— — a-—,;

ds, 085

a(g)

s,

ct par conséquent aussi

2

ne dépend pas de s;; on peut donc poser
a=a; +cf(s)s3,

a, ne dépendant que de s, ets,. L’expression (8) s’écrit par conséquent
ainsi A
} @y dsy e[ f(s,) ds, - ds, ] 2+ 2m ds, ds,,
ce qui montre qu'en changeants; en s, + f/(s,) ds,, elle se transforme en
une autre de méme forme, a cette différence pres que tous les trois coeffi-
clents qui y figurent deviennent indépendants de s,. Ceci permet d’em-
ployer les six équations (7, £) en y posant
da

_— 0‘
0s;

On déduit, dans cette hypothése, des deux équations (1, 1) et (2, 2)

dc
legEI __dlogm
()32 o ()53 ’
de
dlogd—sl __dlogm
ds, —  ds, °
d’ou
de
' { '55—1 —m ’T(sﬂ)?
(9)
9¢ —m(s;)
dey = e

Il convient de distinguer trois cas. Soit, en premier lieu,
©(s2) =¥(s1) =0,

ce qui donne
G = CONnst.
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L’équation (1, 2) se réduit 2

da
— o,

sy

et l'on peut, par conséquent, prendre pour nouvelle variable, au lieu
de s,,
Jads; —+ cs;.

Mais cela équivaut a faire dans (8)
a—ao et g1
hypothése qui réduit I'équation (3, 3) a

d*m dm dm

o S T
08, 05, Jds, 0s,
ou bien
*logm -
dsy dsy 7
Hl A}
d’ot

am =y(5)%(s;),

ct la forme (8) devient, en prenant
Sr.(s1)dsy et f3(s,)ds,

pour nouvelles variables,
ds; —+ ds, ds,,
qui se transforme en
da? +dx? - dzl,
en posant
By— 8| = &y + Ly, 5y = — Iy,

Les isothermes seront, par conséquent, des droites paralléles entre
elles et la température satisfera a I'équation
?u  Pu __, du

0zt T omE = Py

Soit en second lieu I'une des deux fonctions ¢ ou ¢ égale & zéro; ces deux
hypotheses é¢tant au fond équivalentes, il suffira d’examiner les conse-
YI
quences de 'une d’entre elles. Posons, par exemple,

¢(s) =o,

‘!’("‘1) ¢ 0,
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on déduit alors des équations (9)

LT N £7(sa)
e=1(5), m = T0s) >
et I'équation (1, 2) donne
da  dc
¢ 5 5 0
ou bien
(%)
C -
ds,
d’oul

a=—1(s8y) f5.)-
Portant ces valeurs dans I'expression (8), il vient

f(s2)* [ f(s50) sy + dss]? + 0:}’((:2))

dsy ds,

ou bien, en prenant pour nouvelles variables

“ads,
Sf(si)dsy 455, [E(s2)dsy=1(5)," /-w;)’

§2 ds? + ds, ds,,
expression qui, en employant la substitation

5y = &y —+ LTy,
S —Ss5t = —ias,
S383 — T3,
se transforme en
dri +dx, + dz3.

Mais on reconnait que les courbes

§, = const. et §; — consl.
sont imaginaires.
Il nous reste a étudier en troisiéme lieu le cas ol aucune des deux fone-

tions ¢(s,) et 4(s,) n'est nulle.
Introduisons, au lieu de s, et de s,, les nouvelles variables

f ds, ; " ds,
o) © .f~:4(s:)’
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ce qui n’altérera pas la forme de I'expression (8) et n’influera par conseé-
gquent pas non plus sur celle des ¢quations (i, k). La nouvelle valeur de
m étant mo(s,) U(s,), les équations (g) deviennent

dc _ de .
ds; 08, ="
d’on
« | e= f(si+ $2),
(10) | ,
[ 7= f'(5; +$2).

Observons maintenant que I'équation (3, 1) s’éerit ainsi

L[ 9lac)
? lob[ ds, ] _ dlogem

ds, T 08,

ou bien, en intégrant et en ayanl égard 4 (10),
(11) ac—f2F (s;) + Fa(sy).
Portant ces valeurs dans (8), il vient

F,(5)

{70 s Fo) + s

2
] dsy + f (5, + 8:) dss ¢ ~+ 2/ (s, 4+ 52) dsy ds,.

Ceci montre que 'on peuat poser
Fi(s;) =0,
car il n'y a qu’a changer s; en
S (s1) sy + 53

pour réaliser cette circonstance si elle n’avait pas lieu. Nous ferons, par
conséquent,

Ei=0;

I.’équation (1, 2) donne, dans cette hypothese,

LL —— R

Le premier membre de cette équation étant fonction de s, + s, et le
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second de s,, chacan d’cux doit élre égal  unc constante £2. T.a fonction /
devra, par cons¢quent, satisfaire & I'équation différentielle

2
2 .!f_/dL:O.
( ) f b f3 ’
on aura, en outre,
— Fi =k

et par suite, & cause de (11),
(13) @ fr—=— ke,

Les valeurs tirées des équations (r0), (12) et (13) vérifient d’ailleurs
les six équations (7, k).

Effectuons dans la forme que nous ¢tudions le changement de variables
défini par les équations

. : . Ly
(14) S =21+, dg== ¥y [)s; $5 — l/‘f%)_.—l = sl
Il vient
< . a / - k fe . 9 2
(@ ds) 4 ¢ dsy)? -+ am ds,y els, — (ftl}”s +J7, l“rg) 2 (dy? + dy?)

=/dy: + s kdy, dy, + (Qf’ = .%)(l_y;f -+ 2/ dy3.

On déduit d’ailleurs de (12), en intégrant une premiére fois et en dési- -
gnant par £; la constante de 'intégration,

Soit d'abord

k== 6.
On a, comme on le vérifie, en sc rappelant que f(s, +5,) =f(2y,),

) . 1F)2 2(df)?
2f'dyi = (;J{? — /‘{fg(i)/'f '
ll L

f2df)?

m E=gs

Posons

el, par conséquent,

s ) e
"_“k?\/klf j‘ 2
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La forme considérée devient

k 2 L ,,
(T\'l d,]";j =i /C] d,}'g) -+ A[ =2 (l')fi - st
Sil'on pose maintenant

(15) =T Iy Y=, = Ft LN e
V1

on arrive a I'expression bien connue

dre—-r* dg® 4~ dx;,
qui se transforme en

dxi-dxd -+ dr?,

par le changement de variables

=l - al,

L =
oc—arc lang — -
T o a‘l

Les équations s, = const., s, = const. enlrainent, comme on le voit par
les équations (14),

Y= const.,. Ya2— const.,

qui, a cause de (15), nous conduisent aux suivantes :

Fi—iconst.,

k
Xy— —

A_

© == consl.

-

Les isothermes sont donc ici des hélices qui, lorsque £ = o, dégénérent
en cercles. '

L’équation différentielle que satisfait u est facile & écrire; en posant

il vient

0% u ( ce> 2w 1 Ju du
= el T = i -
dr_ 7 7 -

Considérons enfin le cas particulier

ki—o,
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Il vient, en conservant les nolations de la page précédente,

i f
2k’

et la forme quadratique devient

—akisdyi+2kdy,dy;+ds?,

ou bien, en écrivant au lieu de

) & —
s 9 et \/—2kiys;,

$1, S» et s,

sy ds} 4~ dsy dsy 4+ dsi,

expression qui se change en
dx} + duy +dx3,

si 'on pose
Iy L= S 5185 — 1355,

Ty — LBy— 8,

2
.

—_— 1
Xy=— 5 — 83

“eci montre que les courbes
§;, = const., §,— const.

sont imaginaires.
La conclusion de ce Chapitre est que le cas m = 1 ne peut se présenter

que lorsque les isothermes sont des droites paralléles entre elles ou encore
des hélices, tracées sur des cylindres coaxiaux a base circulaire, ces heé-

lices pouvant d’ailleurs dégénérer en cercles.

Vi

Le cas m—2,

12. Lescas m = 2, 3 et 4 n’ont point été étudiés par M. Weher et, abs-
traction faite du cas m = 4, ils ne l'ont été que trés incompletement par

Riemann.
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Ce géometre trouve, en particulier, pour m = 2,

w==f(5)+P(s),

expression (ui ne répond méme pas entierement a la question, puisque,
étant indépeudante du temps, elle convient a I'état de I'équilibre calori-
fique ou les isothermes sont indéterminées.

Sans étre parvenu a trouver toutes les solutions comprises dans le cas
m = 2, nous en ferons néanmoins connaitre plusieurs exemples de quelque
géncéralité qui jouiront rigourcusement de toutes les propriétés requises.

Les principes du Chapitre TIT ne paraissant guére applicables lorsque m
n’est pas 1, & cause de I'extréme complication des caleuls, un léger chan-
gemenl dans les notations, que nous conserverons d’ailleurs dans 'en-
semble des recherches subséquentes, se trouve étre utile. Nous introdui-
rons dans la transformée de 'équation (5) dua Chap. 111 les quantités

— D(s158585)
Ea D (zy, x5, ay)

0 by,

au lieu des b,,. La transformée en question s’écrira par conséquent, apres
i
y avoir égalé & zéro les dérivées de u relatives a s,, ainsi

() 2%u n 0% u o dtu a du o du ldu
c = v e il - T T My S e
“(?Sf 12 s, ng 22 03; = 1()51 2 05, 2
les coeflicients ayant les valeurs suivantes :
f e (g \? ds; \2
I ea=—E((5)= | =—— (_‘_ T
el (s)) 52) o) 0&) -

ds; Jss ds; 0s, ds, 0ds,

C1a =0 (51, 5) = 0z, B:L—i'—f* T 0e B, i
‘ o [ 05:)\? 955 \? dsy \?
i Cew=EG=(32) "+ (3m) + (52)
e AlE ) — 9’5, e -+ £

) P i
dxi dx} DS

2s, %s, d%s,
V dy =AY = ——— + 5 5
} T (42) dx} - dxr:  dxi
L’équation (1) se décompose, dans le cas qui nous occupe, en denx
autres dont les coefficients ne seront plus fonctions que de s, et s,. Il im-
porte de faire observer qu’il doit étre impossible de déduire de ces deux
: ? : - du Lo :
équations une aulre, indépendante de % et quisoit du premier ordre; car,
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aulrement, une intégrale de celte équation ¢étant prise pour nouvelle
variable tudépendante, u ne serait fonction que du temps et de cette va-
riable.

Nous aurons

. < . 0w ERT) du du du
3 ! o e o e ¢ g i LA r e gl 1
(3) w(u)=c, 0s? ats 2012()51 54 Casy 052 +d, FTS +d, Jss h i "),
, 0w u 9 u du du
; 3 u ; e e i € . }
(4) Gl = ds? 1205 ds, %2 ds? g ds, 4, 953

ol les remarques du n® 8 nous autorisent & supposer les variables s, ets,
choisies de telle sorte que I’équation (4) ne contienne qu’une seule dé-
rivée du second ordre. Ceci donne lieu 4 deux cas différents que nous dis-
tinguerons en lieu convenable.

On déduit immédiatement de (3) et (4)

(5) M (w)]=hat (%%) — lagg (A {wy]=6-:

Il peut se faire que celte équation ne soit qu’'une simple conséquence
de (4), c’est-a-dire qu’il existerait la relation

(6) . VN ()] = 0[N (u)],

0 désignant une caractéristique différentielle. C'est I’hypothese que nous
allons envisager au numéro suivant.

13. La relation (6) ayant licu, toute intégrale de (3), quia une époque
particuliére £ =z, en est aussi une de (4), ne cessera pas de I'étre avec le
cours du temps.

On a, en cffet,

ALy = %E’i:,
SRS e R
WA ()] = he PO (3" (a)];5

d’ailleurs, a cause de (6),

N[N0 ()] = @ N[N (u)] | = 00 [ ()],

(') Observons, pour éviter des longueurs dans la suite, que si 'on a ¢}, — o0 ou bien
d;= o0, les égalilés suivantes ont lieu : ¢;, — Cip 0u bien o; = d

'
i
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L’équation
[2"(e)]i=, =0
entraine par conséquent
9" [ (u)]]
e frt:tu

:O,

ce qui rend 'exactitude de la proposition annoncée manifeste.

1l s’agit mainlenant de savoir quelles sont les conditions nécessaires et
suffisantes de l'existence de la relation (6). La proposition suivante nous
conduira aisément au but : si 'on applique 4 une fonction quelconque suc-
cessivement plusieurs caractéristiques différentielles, 'ordre du résultat
sera loujours égal a la somme des ordres des caractéristiques appliquées.
Il est parfaitement évident qu’il en sera ainsi en général, mais il n’est pas
inconcevable @ priori que les dérivées des ordres les plus élevés disparais-
sent dans des cas particuliers; nous verrons que cela ne peut jamais ar-
river.

Soient, en effet, 2, et Q, deux caractéristiques d’ordres m, et m, respec-
tivement. Choisissons dans Q, un lerme

my—iy yiy—i. iy
afl,ig‘.”,i., dsll - ().s‘z s 05.:3

tel que les entiers ¢,, ¢,, ..., 7, soient simultanément, pour ce terme, les
plus grands ou les plus petits possible; soit en méme temps

ma—hky, yh—k ky
Ok henyte, 0y 05t 2 - - 0)

celui des termes de &, qui jouisse relativement aux £, de la propriété ana-
logue. La fonction ,[Q,(«)] contiendra le terme du (m, + m, )™ ordre

w1y e —(Ky4-1y) i —(ha+ia)
@ DR e Ot g ey

E1sigye- ok

qui, élant unique, ne pourra jamais disparaitre. Cela posé, on simp]iﬁe no-
tablement les calculs, en observant que la caractéristique

)‘h’ )\I 6, l!)‘ff

est nécessairement du troisicme ordre, et, par suite, si (6) a lien, elle doit
pouvoir étre obtenue en opérant sur 1" avec une caractéristique du premier
ordre.

Soit maintenant, en premier licu,

u L, o

, o
pE e :
Jdsi s,

105,

4 (o

(7) A(u) =
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Je dis que 'on peut, sans altérer Ia forme de (7), choisir les variables s,
et s, de telle maniére que ¢,, = ¢, soit nul, 4 moins que ¢,, = ¢,, ne lesoit,
hypothése que nous écarterons pour les mémes raisons qu'au n° 10 (*).
Les formules (2) donnent, en effet,

Ciy=1Cra=0(5, ) = P (51, 5,),
Coy=Ca=LE(s:) =4(s5,%),

puisjue les coefficients ¢, et ¢, sont indépendants de s,. Tntroduisons, au
lieu de s,, une nouvelle variable ¢(s,, 5,); le coefficient ¢,, ne changera pas
ct la nouvelle valeur de ¢,, sera

0 do .,
(g, 5;) = gge(sl,sz) + d—ih(sﬂ)

do Jdo
T —b )
=57 dsl‘b(SUSZ) 052‘1‘('5‘1952)‘

Or rien n’empéche de prendre ¢ égal 4 une intégrale de I’équation

do
ds,

6’
D5y, 8) + @(31332):0‘

Le coefficient ¢,, s'évanouira alors et I'équation (3) pourra étre mise sous
la forme

d*u ,du , du du
(8) )(lﬂ)—cmd +dd lqdayla,
la forme de (7) n’aura d’ailleurs pas varie.
Il vient
: dc 3P u ad, ad P u
yapY ) G — 22 — 5 _a_l e
[} (lz)] A [f (ll)] B — 0510; +( (]‘11 2Cy3 ()Sz )d-?l ()5_2

02 17 ad, Pu
4 — __?_ o £y
(9) +l1 (622) =222 50 J ot 705, o
- [V (d}) — N (d] ]du + [2(dy) — ¥ (4, )]3u =
3
Les dérivées du premier ordre de (7) ne conlenant pas F;f)—(;—lg—_l, on doit
s [
avoir
decss -
sl

(1) Page 28.
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On fera par conséquent c,, = 1 en changeant s, en une fonction conve-

nablement choisie de cette variable. Cela étant, (g) ne peut différer de (7)
que par un facteur, ce qui entraine i

o,
dss & "

On en déduit que I'on peut poser, en désignant par ¢ une fonction de s,
et de s,,
, _ do

= 2
AR 1Y)

w . 0%
dl_ﬁ’

(10) d

et il est aisé de voir en outre qu’un choix convenable de la variable s, ré-
duira d, 4 I'unité si cette quantité n’est pas nulle; nous poserons, pour ne
pas avoir 4 nous occuper spécialement de cette derniére possibilite,

(1) d), — e — const.

Les seules équations qu’il y ait encore a satisfaire sont celles-ci

. d
() =N () =2 b
W(d,) —N(d)) = 2d, %,

ou bien, en posant pour la symétrie des notations
d’l =B,

el en tenant compte de (10) et (r1)

gts agde of e GUe dy D L,

05} T 0sy O, ds,  0s, 0s; ds3 05, 05, 05 7
(12) oo _|_r)_'-;> s _f_gd?"f’ége@—_
Js, 053 ds, 0s, dss ds ds,

L’intégration générale de ces équations ne semble guére praticable, et
cette difficullé n’est probablement encore pas la plus grande d’entre celles
qu’il faudrait vaincre avant d’arriver 4 exprimer s, et s, au moyen de x,, x,
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et ;. Nous devrons donc nous borner & citer un exemple particulier d’une

solution de la classe considérée.
On peut satisfaire aux ¢quations (12), en posant

0%

€ —0, 3?30,
L

dg 1
d_SE—f(SE}’ $— g,

Les formules (2) nous fournissent alors les équations suivantes :

E(S2):I; A(‘S‘E) :f(sz):

(s, 8,) =0, A(sy) =o.

Les résultats du Chapitre IT (') font immédiatement connaitre toutes les
solutions de ces équations. En voici un exemple:

ss=Vz! + 2 + 23,
ce qui donne

2
S(s2)= =
3
/-Z'| T3
sp=H{(ey 2|2 3
=F(Z, Z)=F(,p)
ol nous avons posé, pour simplifier I'écriture,

BT = —a
xy ? Ty

Or il faut encore vérifier I'équation
A(s;) =o;
d’ou I'on déduit que F doit étre une intégrale quelconque de I'équation

o OF T WOF  OF _gF
(b ot +9“.3ml§+(1+?' )W A fzﬁd—g:o.

Cela étant, les équations (3) et (4) deviennent

*u 2 du A du
53, Spdssh . . OF
Pu .
ds} ==5

(') Page 20, fin du n° 5,
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d’ou
(I T =81 (83, 1) + Ya(sy, £),

expression dans laquelle chacune des fonctions ¢, et ¢, doit &tre une in-
tégrale de I’équation
a2y 2 dY . du
a1 TR om0
Nous avons & considérer en second lieu I'hypothése ot 1'équation (4)
serait réductible & la forme

d*u du . du
r o, " % s
(13) M) = d_Hsl = -+ d,; . +d, s, =0

g : : s . Pu
» 3 3 3
L’équation (3) pourra alors s’écrire, aprés 1'élimination de . v
moyen de (13), ainsi
Pu d*u du du ()u

4 ‘ ! LEH:
(14) M{u)= ¢y — ot +cﬂd; +d — 5y +d, c?sr,_/ 5

Il est aisé de voir que si la relation (6) doit avoir lieu, la combinaison

»

(15) WM ()] — W [N ()]
3
ne peut contenir 9—2‘5 et & £2; il faut done que
dJsi ds}
dcu o ()Cg')
dsy — ds,

On pourra par conséquent, en choisissant convenablement les fonctions

s, et s,, rendre
Cln=1Cp=—1,

4 moins que ces quantités ne soient nulles, cas qui va étre étudié plus loin.

On reconnait ensuite que, les coefficients c,, et ¢,, étant réduits 4 'unite,

la combinaison (15) doit aussi étre libre de 2% d - et 3'9 > ce qui donne

ad;  9d. od;  od]
= e e — 2 = 0.

05, Js, ’ 0s, ds,

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Piarma ot Marie Curie - UPMC - Cota : HF uf 16622 3



( 46 )

Nous pouvons donc poser

d h—qderl i —f)ﬂ
=g ATy
., dn . 0n

dzf‘Z 052’ dg—o—sl)

ou m et n sont des fonctions de s, et s, qui, pour que (6) ait lieu, doivent
encore verilier les équations suivantes

w(%) _)'@@) o (Om  Fr_ Om  0'a)om
"\ 0s "\dsy ) T\ 0s? 0s; dsz  9si ) dsy’

,);,'(011>7),(Q1_)ﬁD(()ﬂm_{_dz_n_dﬂ_m_d‘r% an
o\ 0s, "\os;) T\ ast T os2  dsi 052 )0s,

Les équations (13) et (14) prennent en méme temps la forme

(16)

*u du om du dn du . du

A(lt):aﬁ+_5_9-§_+2(?_ﬁ()_gﬁ 2()—‘—920‘—92—/\-&

B gmdy  sedn
ds dss  dsy 05, Os; 0s.

M) =

Les mémes raisons que tout & I’heure nous forcent i restreindre trés
considérablement la suite de cette analyse. La solution particuliére des
équations (16) qui s’offre tout d’abord consisterait & égaler m et n a des
fonctions linéaires quelconques.

Nous laisserons cependant cette solution de coté parce que 1'on peut
démontrer que les valeurs correspondantes de s, et s, en fonction de z,,
a, et 2, n’existent pas.

Nous ferons
i am - an

e e
ds, ds, d

dm -
ﬁa_;‘—_-‘(("'i), 2()72—1"(52)-

Les équations (17) deviennent alors

gt —dlu 0*u du e T T

A(u)'ud%ﬁ‘Fan;%ﬁ?(sl)()_ﬁ+V(5ﬂ);}g_h(7nf,
(18) Pu

).'(u):m:o}
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et les formules (2) donnent

E(s))=1,  A(s))=9(s1),
E(s:)=1, A(sy) = U (sq).

Nous connaissons toutes les solutions de ces équations (Chap. 11) (*).
Elles peuvent d’ailleurs étre accouplées arbitrairement, a4 cette restriction
ds, 0dss
C)‘L'i ()xf

pres toutefois que la quantité 0 (s, 5,) = E soit une fonction indé-

pendante de s, et de s,; car, si cela n’était pas, on ne réaliserait pas le cas
m= 2.
Posons, par exemple,
'5'1:\"“%‘1, i ‘I"% b
ce qui donne

 §

ols) =1

1 ) I
)=
z?
G5 sy = —%.
(815 82) 5155

Toutes les conditions requises sont manifestement remplies et il vient
(IT) u—=~F, (s, ¢) + Fy(s,, ¢),
I, et F, étant les intégrales des équations
0F, 1 dF,

+¢(£):f3%1

o T E o 3
T, t dF, . dF,
7@; : —D(t)="h 9.

ott ®(¢) est une fonction arbitraire du temps.

Il nous reste a examiner le cas ou les coefficients ¢, et ¢,, de I'équation
(14) ne seraient pas tous deux dilférents de zéro.

[’expression de « que nous obtiendrons sera, il est vrai, indépendante
du temps; elle mérite peut-&tre cependant d’étre citée, parce que c’est juste-

(1) Page 20, fin du n* 3.
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( 48 )
ment cette solution que Riemann semble avoir eue en vue et parce que les
résultats oblenus paraissent susceptibles d’étre appliqués a certains pro-
blemes de Physique mathématique. Nous déterminerons en effet de la ma-
niére la plus générale deux fonctions « et B des trois variables s By, Ty
de telle sorte que chaque intégrale de I'équation

(19) 2
9 a—a;—\“ df32 =it

en donnera aussi une de I’équation plus générale

PV BV gy

—n e on
2 2 2 + 2 ?
dxy = dxi = da?

(20)

st on y remplace = et § par leurs valeurs en x,, B, et @,

Or la détermination des éléments arbitraires dans I'intégrale de (19),
conformément aux conditions dites aux limites, est bien moins difficile que
le probléme analogue relatif a (20). D’autre part, le second de ces deux
problémes dépendra du premier d’entre eux, toutes les fois que le caractere
physique des points que 'on aura 4 considérer pourra étre entiérement
déterminé par les valeurs correspondantes de « et £,

Ces observations faites, revenons a nolre sujet.

On remarque tout d’abord que ’on peut se borner a considérer le cas

€11= €33 —0,

car soient
€1 —0 et €7 0;

les formules (2) donneraient
E(s;)=o, E(s,)= o.
Posons
Si=a-if,
x et B étant des fonctions réelles. 11 est évident que les équations

§; = const., §,— const.

ne représenteront des courbes réelles que lorsque s, est fonction de « et 3
seuls et partant de s, =« + P et de « — if. Or Pintroduction de la va-
riable « — 8, au lieu de s,, rendra évidemment

Coz—10.
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Nous posons, d’apres cela,

*u du , O
Ml —e—— T e
- (u) Ty +d, 7, +d, 75 0,
21
() L du du
‘ = %, +d, 3 =] FTh

L’existence de (6) exige
od; o]
dsy,  ds; =

ce qui montre que les coefficients d| et d,, s’ils sont différents de zéro,
sont réductibles & I'unité par un choix convenable des variables s, et s,.

La discussion du cas ot 'on attribuerait, dés maintenant, la valeur zéro
aux deux quantités d, et d, 4 la fois ou méme 4 'une d’entre elles seule-
ment, étant tres facile et peu intéressante, il nous suffira d’éludier les con-
séquences de I'hypothése

=

r ! I?
dl =— d2 =T o
On trouve ensuite, sans aucune peine,
dl=®,(5—8), dy=Py(5,—5,),

ou les fonctions @, et @, sont entierement arbitraires.
Nos équations se mettent, d’apres cela, sous la forme

o _ d'u du du
M= d¢1052+q (s‘;—s,)() + P, (ej—su)d—;z_
sipon. O du . du

b (u)_ed—gl : e—dsz_k ik

On déduit de la, en introduisant les variables réelles « et £,

=1 ::—I—ft, ’3).‘
Lt )l

ot la fonction F doit vérifier I'¢quation

J*F 0*F JI
o o dgsg o (L") J AQ( ‘) 0.) =0,

qui est la transformée de 2" (u) = o.
Z. -

.
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L’achévement de la solution dépend, comme le montrent les formules
(2), de l'intégration des équations
Els)=E(n)=0n,
(22) (A(s))=e-+a®, (5, —5;)0(sy, 5),
A(s;)=e+2P,(5;,— 5,) O(5y, 85).

Nous allons poursuivre dans I'hypothéese
B ="Pby=—q,
ou toul se faméne a I'intégration des équations
(23) E(s))=o, A(si)—e,

parce que, s, et s, ¢tant des imaginaires conjuguées, 1l suffit de calculer
une seule de ces fonclions; 'autre s’en déduira immédiatement.,

Nous nous trouvons en présence d’un probléme exactement analogue a
celut qui a déja été traité au Chap. 1[; la différence consiste uniquement
en ce que la quantité E(s, ) est nulle, au licu d’étre essenticllement diffé-
rente de zéro.

Posons
Js ds Js Js
4 St L =TT e ) S
(24) dr, or, - dr, "t ox,
Nous aurons, comme au Chap. II,
F e o 9 5 0
“ .Iduﬁj d-fz H ()‘1,3 =0,
(05) ! 0& _ddﬁﬁL(lj.d';'“’ —o0
B Y 9z, O, T2 oz, ~ '
Q':Ji — dﬁ _ 9 — ':)"'/_Z
dxy P dr,  dxy "l Oz,
et
[ dsy ds,
ey W == b, ~ ) =
ydrzs(.l) 20 (4, 524 ) =o,
(26) 4 3
$1 Sy
= A '*a = *a -— | =
? dzy 2 (8) “0(‘-’ m-g) G

Il faut seulement modifier un peu la transformation ultéricure des équa-
tions (26).
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On déduit de (24)
_9%s 0% s g, 251
Oz, 0xs ~ O0xy 0, = ' 0zl
s 0y, ds, . s,
073 02; 01y Omy | *? g

On trouve, en portant ces valeurs dans (26) et en tenant compte des
deux premicres équations (25),

( v, 9v dv, dY,
Ay qg 4L 7L ) B R
(+1) dx, 0z, Oxs dxs

; 9% 04, 0% 0%
Al lren s et s g

(27)

Le systeme d’intégrales le plus général des deux premiéres équations
(25) qui soit compatible avec la condition E(s,) = o est le suivant
(| F(zi—Yuxs, @s— by, $1)=0o0,

(28)

2 2 St
di4-d2-1—o0,

ou I est une fonction arbitraire. Ce systéme satisfait d’ailleurs de lui-méme
a la dernitre des équations (25). On déduit ensuite de (28) et (27)
E(d)=E(%)=o,
ce qui entraine
F(x,— Y@y, 23— by, $)=F (4121 + 23+ by g, $y).

On s’assure facilement que les valeurs de ¢, et de {,, tirées des deux

équations
{ Y+ +1=o0,

(29) | g
| F(d12;+ 23+ b5, $1)=o,
vérifient les équations (27), et I'on reconnait en méme temps que ’on a

A1) =A%) =o.

Cela posé, il est ais¢ de calculer la valeur de A(s,). Les équations ( 24)
donnent en effet

dt)aé‘l 02-"1__ (¢ oY, __f)"f‘l ds,
) 2 T\ g, T Oy ) Oy

v 8 r)%*% _ ({;12 by Ly 0%) ads; |

P a0, | dry) Oy

dxs?
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: L. O%s
(1414 T8 — sy =[ § ZH

ou bien, a cause de (29),
Al V—o,
Or la seule hypothése que nous ayons faite sur A(s,) dans le cours de
ce calcul consistait & considérer A(s,) comme fonction de s,. Nous con-
cluons, par conséquent, du résultat obtenu que les ¢quations

Alsy) =7 (51) et E(s;) =0

ne peuvent étre compatibles que lorsque /(s,) est nul.
Les équalions
Af) =A) =E@)=E() =0
nous apprennent, en outre, que les fonctions ¢, el §, jouissent elles-mémes
des propriétés de s,. Ceci montre qu’une classe d'intégrales des équations

(30) Afs ) —aY E(s;)=o0
peut simplement étre obtenue en résolvant par rapport a s, I'équation

{31) F(sl‘r1+x2+ivl+5;x3: SI)ZO’

ol I’ est une caractéristique arbitraire. Cette équation épuise-t-elle toutes
les variétés des intégrales des équations (30)? Il n’en est rien évidemment
puisque, tandis qu’une fonction linéaire peut simultanément vérifier les
deux équations (30), elle ne peut étre représentée par I’équation AL}
On pourrait cependant désirer approfondir un peu le phénoméne analy-
tique qui se présente ici. Ce phénomene s’exprime ainsi : les équations
slﬂ L +av‘m‘)‘i =
dxr, ' Odx, A
et
Elsi =0,
qui conduisent a I'expression (31) et qui peuvent étre remplacées par les

sulvantes

A=sib+r+iyi+stdy—o0

et
E(s;) =0

entrainent
A(S5) =0.
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Mais les équations
E(s) =0, A(s;)—o0
n’ont pas pour conséquence nécessaire
A0,
car, si cela était, (31) donnerait toutes les intégrales communes des équa-

tions (30).
I’identité suivante mettra en évidence la liaison mutuelle de toutes ces

équations, On a

l s dsy OBve] L A 95 BRI o 0 B
2 | dpy dy Oy din, 0%, O, dxy dry  day
__ sy dsy Osy ﬁw,mlm@
(32) ' A 0”33(51)+(0x2_ ’ (31‘3+ jdfl)
L d [ dsy ds,
+.E(s‘)5'72(w‘7‘: -4

Exprimons la quantité

ay, 5, 0
12 Yl
ki) i Ay +¢ '()11
au moyen de A.
On trouve
()& d (Nla Ty 7"{1 ()SI
9 3"'”/"’"310 +(‘{1T‘T’zv,r+s¥> =

ﬂ—s d‘b1+£ e = 0L, B s U8y )L)fi
()-1?1 1@ \1 1= )a 7 i ;Bm-i;/ ().Z,‘]

Multiplions la premi¢re de ces équations par ¢,, la seconde par ¢, et re-
tranchons membre & membre la seconde de la premiére en tenant compte

des relations

oa o
o Os dsi  dxy ds,  dry dsi
L dx, 72 dx, dsl oy ds, dx,
dry diz,
dYs . 'Tl ()‘-‘1 oYy = ‘;'7; dY,
()‘«I“; - fg 01'3 01:1 - ' d-'rl,
il vient
(34) 5, dA __%ﬂ:%s,—[\fl iy '?dul 4 0'.[42‘)_
g, o, O, "L Qas 2 gy
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Les équations (32) et (34) montrent que, E(s,) étant supposé étre nul,
la liaison entre A(s, ) et A est de la forme suivante :

MA(s,) +N (q;, 333 SN gi\l) =o.

Cetle relation rend compte avec toute la clarté désirable de ce fait que
I'équation A(s,) = o est une conséquence de A = o sans que la réciproque
ait lieu.

Il résulte de tout ce qui vient d’étre dit que les intégrales communes
des eéquations (30) contiennent une classe de fonctions, qui peuvent sim-
plement étre obtenues en résolvant par rapport & s, I'équation (31), tandis
que la détermination de toutes ces intégrales dépend de 'intégration des
équations (24) apres y avoir porté les valeurs de 4, et de {,, tirées des
équations (29). L’intégration des équations (29) se raméne, comme on le
sait d’ailleurs, a celles de deux équations différentielles ordinaires du pre-
mier ordre. La fonction

s;—a--13

étant déterminée, s, sera I'imaginaire conjuguée

O:Jl%:
ru
dsldsz_o’
d’ou '
(111) u= f(s1) + P(s2),

[ et @ élant des fonctions arbitraires.
Il est évident, en outre, que toute intégrale de 'équation

" 2V eV
(33) Jut + BEE =2
en sera aussi une de celle-ci

0*vV. 92V 92V
-+ =N

(86; d’} = dx: " dx?

On s’assure avee la plus grande facilité que les fonctions « et £ qui ren-
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den‘t (36) une conséquence de (35) se déduisent toutes des intégrales
communes des ¢quations (30). Introduisons en effet dans (36) les varia-
bles a, { et ¢, v étant une fonction arbitraire, & la place de 2, 2, el , ct
égalons a zéro les dérivées de V relatives a ¢. Tl vient

() G +20(n B3+ BB Jor + (0 5 + (8 g =o
Oubien
2V ¢V
(37) SE( )(01* d_ﬁﬂ)
} ( 585, )2 - [E(R) —E(a)] oy o Afa) Lo :.)"V
s Ja )ﬁ [‘ ) {)] dar () { ;3

¢quation qui devrait étre satisfaite par l'intégrale générale de (33).
Considérons, pour plus de simplicité, au licu de cette derniere, la sui-

vante
V==a(+if),

et substituons-la dans (37)
Il vient
[20(%, )i —E(B) -+ LE(2)] 2"+ [A(2) 4+ £a(f)]2'=o0.

Mais, comme cette équation doit avoir lieu quelle que soit la forme de
la caractéristique @, il faut considérer @’ et @’ comme deux variables abso-
lument arbitraires. Ceci conduit aux équations

6(x, 8) =o,
E(x2)=E(B8),
Ala) —A(B)—0,

qui conduisent a leur tour aux équations (30).

14. Nous supposerons maintenant que la relation (6) n’ait pas lieu.
On a alors, outre 1'équation

(38) N(u) =22,

- : : du
les deux suivantes qui ne contiennent pas T

1) =0, MA(w)] =o,
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ce systeme pouvant ¢tre remplacé avec avantage par les équations
( Al a) =0
1

(39) | 2 (a)] — W ()] = o,

dont 'ordre ne surpassera pas le nombre trois.
Nous allons montrer que les équations (38) et (39) conduisent &4 une
relation de la forme

y, d'u
(,"]O) Z—’PXVW:O’ (‘121,2,3,...71)},
P8,

4 moins que l'une des équations (39) ne soit de la forme

d%u
(GI) EB}J Js- =0, (!‘L:Ivzz a(])

()

T’indice ¢ étant égal d 1ou d 2
En effet, soit d’abord

Pu du
r ol "
(42) M () = " 0s, ()s; d +da g ds,

On déduira, 4 laide de cette équaltion de la seconde des équations (39),
halt £
(43) za-— Zbuw: , (v, =1, 2, 3).

Si toutes les quantités a, ou toutes les quantités b, ne sont pas nulles, en
d’autres termes, si 'équation (43) n’est pas de la forme (41), on pourra, en
faisant usage de (42) et (43), exprimer les dérivées d’ordre quelconque
de u relalives aux variables s, et s, en fonction linéaire des dérivées du
premier ordre, de deux dérivées du deuxiéme ordre et d'une dérivée du
troisieme ordre.

On a d’ailleurs

N (u) = b %ﬁ -
par conséquent, toutes les dérivées de « par rapport au temps sont linéai-
rement exprimables au moyen des mémes cinq quantités; ce qui rend la
proposition annoncée manifeste.
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Soit maintenant

. 9 u . du L, du
It (‘u)zﬁﬁtfd +d262

0.
On réduira alors la seconde des équations (3¢) a

u A du du
]‘*fid ()s fﬂdg C)i f3 0ds? f+()—.§‘1 —+—f50?,:' 0.

Nous supposerons f, 3 o, ce qui permet de poser

ﬂ:I,

ct nous nous dispenserons d’examiner ’hypothése contraire, parce que la
discussion en est exactement semblable. On trouve

IL @[V (u)] I[¥' ()]
5 r — £, o =~
= g ? des termes du second et du premier ordre = o.

1l est ais¢ d’en conclure que, d moins que d; ne soit nul, cas ot 2”(u) = o
aurait la forme (41), une ¢quation Lelle que (40) pourra étre déduite.

Considérons maintenant de plus preés le cas ou I'équation (4o) a licu.
Elle donne

(44) u:E(eWanv.uﬂ‘)-
2 153 /

Démontrons avec Riemann que les quantités g, sont nécessairement des
constantes, méme lorsque I'équation de mouvement de la chaleur est sup-
posée étre I'équation trés générale (4) du Chap. III.

En effet, chaque terme, tel que

(43) er‘Epth (==t Vi 5 s o)
w)

doit satisfaire, indépendamment des autres, a ’équation du flux calori-
fique. Substituons I'expression (45) de u dans 'équation (4) du Chap. 1II
en considérant g, el les 9,, comme fonctions de x,, @, et x;. Le coelfi-
cient de

"f‘\my BP'#I tnv+2,

Z. 38
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dans le résultat de la substitution, doit nécessairement s’évanouir, et cela

donne .
ds, doy
E(PV):ZG“"‘T::;JTZ:O'
o

Nous avons déja fait observer & la page 28 qu'une pareille équation
n’admettait que des intégrales imaginaires de la forme

py — 2+ I,
« et 8 étant deux fonctions réelles assujetties aux conditions
E(x) =E(B),

dx 0
o= S aue iz 5, =

(i, k)

qui montrent que « et  doivent étre des fonctions indépendantes entre
elles. Cetle remarque aulorise a considérer © comme fonction des deux

variables
=9 =2+ 1§,

§p = — (.
Introduisons ces variables dans les équations

> du
A (u) :ka—:

Mia)—=o:
L.e premier membre de la premiére d’entre elles sera du premier ordre

arce que
! i’ E(s;)=E(s,) =o0.

] - du . =
D’autre part, le coefficient de ;= dans % (u) sera aussi celui de
i

L?anep.‘ttn,-q—l — :levesit AL

S B ; d
Or ce terme doit disparaitre; done, le coefficient de J:f dans %' (u) sera
1

. du e i : s
nul, et, comme celui de = dans %'(u) ne doit étre que I'imaginaire con-
2

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Piarma ot Marie Curie - UPMC - Cota : HF uf 16622 3



(39)
juguée du premier, il s’évanouira de méme. Il viendra, par conséquent,

du

ji =
Ainsi les p, dans (44) doivent étre des constantes.

Cela posé, il est évident que les fonctions g,, qui figurent dans l'ex-
pression (44) peuvent toujours élre déterminées en fonction de x,, x, et
2, de maniére a satisfaire a I'équation du flux calorifique. 1l suffit, pour
s’en assurer, de substituer 'expression (44 ) de u dans I'équation en ques-
tion. Les coefficients des termes, tels que /*e?f, étant égalés a zéro, on
trouvera autant d’équations qu’il v a de fonctions a délerminer. Il est
cependant essentiel de rappeler que I’expression (44) ne peut satisfaire au
probléme que lorsque deux seulement d’entre les fonctions o,, sont indé-
pendantes entre elles.

Si p est leur nombre, on devra joindre aux p équations susdites les
p — 2 qui expriment que p — 2 d’entre leurs déterminants fonctionnels
s’évanouissent.

Quand c’est la relation (41) qui a lieu, il vient, en posante=—1,

=0, (85, 8) Y1 (81, $2) @2 (8s, £) Ya (s, 82) + 93(59, £),
expression qui se simplifie un peu en changeant s, en 4y (545 52). Il vieat
(46) == 2, (S2, £) Y1 (1, 82) + 51 Ya (52, £) + 22 (52, O).

Les exemples particuliers des expressions (44) et (46), que nous serions
en mesure de donner, étant compris dans des formes plus générales de «
dont quelques-unes ont déja été citées, tandis que les autres le seront
prochainement, nous croyons pouvoir nous dispenser de rapporter ces
exemples ici.

VI.
Le cas m = 3.
15. L’étude du cas m = 3 présente bien moins de difficultés que celle
du cas précédent. Toutes les formes possibles dela fonctionu pourront étre

déterminées ici complétement, du moins quant a lz maniére dont le lemps
v figure. Nous verrons aussi que le résultat de Riemann pour m = 3, savoir

w=~s,ePt+ f(5,),
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ou p est une constante, n'est qu’un cas trés particulier des expressions gé-
nérales que nous allons faire connaitre.
Nous aurons ici trois équations dont deux peuvent étre supposées libres

du : . | :
du terme en i Ces deux équations seront nécessairement du second

ordre, parce qu'il doit en général étre impossible de déduire des équations

AL . 3 2 : du canmglX
que vérifie # une équation indépendante de W et dont I'ordre soit infé-

ricur au second. Cela posé, il est aisé de s’assurer que I'une de ces équa-
tions peut toujours &tre mise sous la forme

u 17 du
w . 1 el e 3
el = s, 053 = o5 " o Jss “

En effet, si méme celte transformation était impossible pour chacune
d’elles, elle ne le serait plus pour leur combinaison linéaire quelconque, a
moins que les coefficients des termes du second ordre dans ces deux équa-

tions ne soient proportionnels entre cux, chose impossible, puisque l'on

: , : , . " " ; du
pourrait déduire alors une équation du premier ordre indépendante de 5

Les équations du probléme peuvent, d’aprés cela, s'écrire comme il suit :

*u w0t Ot

Al s, 95, o ds, dy 05, o
% u a0 u 17 . diut
N = e Y e el gl e
(1) W) o2 Chs o5 d = - . 0,
Pu , du du du
! . 1} o bl " T tedebai
1‘ A (u)=c, PR +d = +d, a5, = T

La maniére dont la seconde de ces équations est écrite implique 'hy-

pothése que le terme en g ne peut jamais disparaitre de celte équation.

ds}
Nous sommes évidemment en droit de le supposer, puisque celte équation
doit en tout cas étre du second ordre et doit, par conséquent, contenir

0 u . u
57 ou bien N

Si les coefficients ¢, et d, ne sont pas simultanément nuls, on déduira
des équations (1), comme dans le cas analogue du Chapitre précédent, une
¢quation ne contenant que les dérivées de u relatives i 2. Elle sera évidem-
ment da quatriéme ordre et les racines de son équation caractéristique

seront constantes pour les mémes raisons qu’au Chapitre précédent. Voici

I'une au moins des deux quantités
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par conséquent les formes de u qui sont seules possibles ici :

i =P, (51, 5;) €0l = Dy (5, 53) €Paf 4 Dy ($y, 53) €Psf + i (5, S2)y
(2) ¢ == [Py (8y, S2) b+ Py(Sy, 5y)] Pt Py (5, $q)ePaf 4= By (51, 82),
== [P (5, 5;) 2 Py (83, 85) £+ Pa(sy, §3)] ePf 4 Py (51, 53)-
Rien de plus facile que d’écrire toutes les équations différentielles qui
doivent étre vérifices par les fonctions @, qui figurent dans ces expressions.
Lintégration de ces équations semble offrir, au contraire, des difficultés

trés séricuses, de sorte que nous devrons nous borner a citer un exemplc

trés simple.
Considérons deux fonctions s, et s, qui satisfont aux équations suivantes :

s M) =hpsy,

A(sy) = hpys,,

(3)

8(5y,5:) = 0.
Ia fonction &, = s,, 5, satisfera évidemment a I'équation
AD; = f(py+ p2) Py
on pourra, par conséquent, poser
U = 5, ePif 4 5y 8Pt 4= 5 5, PRI
On peut chercher & satisfaire aux équations (3) en posant, par exemple,

si =1 () i (@) Ty (23),

sy = ya (1) Ya(@2) Z(x3).

On trouve ainsi, entre autres,
s, = cosax; cosba, e,
sy=sinax, sin bz, %%,

les conslantes @, b, ¢, et c, étant liées par les équations

¢ —at—b*=hp,
¢ —at— b= hgp,,
¢, ca— at— b —o.

1l ne serait pas difficile de multiplier des exemples de ce genre, mais cela
ne semble pas assez intéressant pour qu’il y ait lieu de s’y arréter.
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16. Considérons maintenant I'hypothése
cia—=idi—m.

Nous allons heurcusement pouvoir résoudre complétement toutes les ques-
tions qui vont se présenler ici.
Observons d’abord que la seconde des équations (1) peut étre trans-
formée cn
s 2

ds

<

u

:O,

sans que les deux autres aient changé de forme. En effet, posons
o= f(s1, $2)
et introduisons cette variable au lieu de s,. Il viendra
Fu [ df du (9*f A
}‘—‘05_‘ (dsl>+()ﬂ'<()§ﬁl dl)-—o.

du _ Pu df If i QPu df  du s
ds, 05, 03® 0s, ds, 0305, 05, + % ds, s,

Posons
a'y . 9
ds? Sy ds, 0
cela donnera
0% u o
ds* T 77

par conséquent
_(32 7 u _(E du o'c
s, 0s, 0305, ds, ds, B Js, Js,

ce qui rend la justesse de notre observation évidente.
Les équations (1) deviennent, en écrivant s, a la place de s,
— 1 =— +d =0,
ds, dsz ds, ds,

()= iﬁ —o,

\ (= P O O

1
’ Au du du du
' o, YA " du
. Dt —c 5 +d, 7 dzdzf/ 5

La seconde de ces équations donne

(3) u=1s5P(& 5)+ (¢, 53).
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Substituons cette valeur dans la premiére des équations (4), il vient

- aP e w (0P o,
(6) 3.?: +dy P+ d, (S’d—vi —+ dg‘):o.
Sa LEW

Attribuons ici & s, une valeur particuliere (s,), et désignons par (),
les valeurs des fonctions de s, pour s, =(s,),, il vient

oD, 0%, . 0P,

(7) oot (D, [, G+ 52 | =

On déduit de (6) et (7), en éliminant %5?3,
2

" " " " d(b it 1 i Z
(8) H(dy)— dy -+ dy(dy [ si— (s )1} aT: +[di{diy—di(d)) ] B, =0.

Les coefficients de cette équation doivent étre identiquement nuls. En
effet, si cela n’avait pas lieu, il viendrait

Py =fi1(82) i (8).
I’équation (6) donnerait alors
Py = f3(52) ¥1(£) + ¥ ()
et 'expression (5) de u deviendrait
w=[s; f1(52) + f2(2)] 41 (4) + $2(¢),

ce qui montre que u serait exprimable en fonction du temps et d’une seule
autre variable indépendante.

Un changement momentané de notations rendra la suite de cette discus-
sion, tres facile d’ailleurs, plus claire. Observons pour cela qu’il s’agit d’é-
tudier les quantités d] et 4, relativement 4 la maniére dont elles dépendent
de s, les variations de s, n’interviendront nullement. Considérons donc
deux fonctions f,(y) et f,(y) d’'une variable quelconque y et soit z unc
valeur particuliére de cette variable. Les équations fonctionnelles qui dé-
coulent de ce fait que les coefficients de I'équation (8) doivent étre identi-
quement nuls peuvent alors s’écrire ainsi

L=1f(3)— fe(‘y)L‘rfg(‘}')fi(z)(_y—z)zo,

)
) M=1 (y)f.(z)—fi(s)(y)=0o.
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On trouve
JL

ds = () + () f(5) (r —5)—h(y)(s)=o,

a1 : ’ 7 ' ;
oy SHOIEEI =2+ L) GE) —H) @) =o.

Multiplions la premiére de ces identités par f,(y) et retranchons-en la
seconde multipliée par f,(y), il vient

f2(2) {15(y) — [L()]* | =o.

Deux cas sont a distinguer suivant que la quantité entre les crochets ou
f,(%) est nulle. Considérons d’abord la premiére de ces deux hypothéses.
Il vient

1

b

(10) fz()'):a_r

a étanl une quantité indépendante de y et de z. L’identité L = o est salis-
faite par cette forme de la caractéristique f, ; elle devient en effet

1 . 2 § <t 1 -
a—3 a—y (a—y)(a—3)

(r —2)=o,

ce qui est réellement une identité. La seconde des conditions (9) exige
que l'on ait

(11) fi(r) =chi(y),

¢ ¢tant une quantité indépendante de y et de z. Les équations (10) et (11)
conduisent immeédiatement aux expressions de d; et d; ; il suffit de changer
Yy en s, et de remplacer a et ¢ par des fonctions arbitraires f, (s,) et f,(s,)
de s,. Les deux premieres équations (4 ) s'écrivent alors ainsi

Pu L fals) du x ou
05105y [1(82) — 51 08, fi(5:)— s ds;
u
Js =0,

Substituons dans la premiere de ces équations 'expression (5)de u, il
vient

gq_l: _f2(52) 1 ( _‘231 d(bz)__
05, _i—ji(sﬂ)—.r;1 lj31_}—‘]"1(.«?2} — 8 51 Js, o 05, =°
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ou bien

()qq (3‘1’2- dzo g
lot fl(Sv)‘—S [fz('g’)@ (52, ”Jf_fi(gl) ()SﬂJ =
« ou

On trouve, en portant la valear (5) de u dans la dernicre des équations
(4) et en faisant usage de I’équation (12), un résultat de laforme

0?@, J%,
a5 A 085

(13 a) A——

+Cod, =4 (-"1 0%, oy )

o @

ou A, B et C sont des fonctions de s, et de s,. Prenons la dérivée seconde
de cette ¢quation par rapport a s, il vient

dsi  0ds3 dsi 0%, ds}

= 0.

Si les coefficients des dérivées de @, dans cette ¢équation ne sonl pas
nuls, il viendra
By =y, (8:) %1 (£) 4+ 72(52) ¥ ().
I.’équation (12) donnera alors
D, =%, (8:) $1 (2) 4 T2 (55) 42 (£) + 45 (£),
de sorte que l'expression (5) prendra la forme

(14) u :[“/,1(32)5'1 + T (82)] ‘-!"1(5)—1‘[7,2(32)31'*‘ Fa(52) 1 (8) + 43 (8).

Considérons généralement, pour ne pas avoir a y revenir dans la suite,
une expression de z comme la suivante

(13) w=4(t)+ X P (0)
eiine: i e e
En la substituant dans 1'équation

*u u du __ , du

MO= 001 Tom T T
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on lrouve

(16) Z Y A(D)=h (q/+ ZIL)

v

ou I'on peut supposer qu’il n’existe aucune relation linéaire a coefficients
constants entre les 7 fonctions ®,; car, s’il en était aulrement, 'expression
(15) serait réductible 4 une autre ou le nombre des fonctions @, serait
moindre, mais ou elles seraient linéairement indépendantes les unes des
aulres. Cela posé, il est aisé de voir que I'on déduira de I'équation (16)
n -+ 1 relations in(']épen('lantes entre elles, linéaires, homogeénes et & coef-
ficients constants entre les n + 1 fonctions ¢ et leurs dérivées premiéres. Il
suffira, pour oblenir ces relations, d’attribuer n + 1 systemes de valeurs
aux trois variables x,, a, et a,.

L’une des racines de I'équation caractéristique du systéme d’équalions
susdit sera nulle, ce qui donnera

| S

Y =o;

$, () :2 I:ePL E 05 7%, Ek]

(f) (%)

2(/{14— 1) = H,

[t]
(]1‘:0, To0, 30 ook
2
F—n,0e AR
ol les p et les @ sont des constantes.
On aura, par conséquent,

Fiss 2 [eP- 2 F\,'it"] -~ const.

™) (&)

on aura d’ailleurs

I’expression (14) pourra, d’apres cela, étre mise en changeant conve-
nablement les variables sous I'une des deux formes

; w— 5, e + 5, efst +— const.,

w — efif(5,t +s,)+ const.

Les fonctions s, et s, devront, dans chacun de ces deux cas, satisfaire a
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l’ . r .
un des deux systémes d’équations

A(s)) =hpy, A(52) = hps,
(18) ¢ ou bien

A(sy) = hpys A(se) = h{p1sa+81)-

1l est superflu de pousser la discussion plus loin, parce que, quel que soit
le systéme d’intégrales choisi, les expressions (17) satisferont évidemment
a toutes les conditions du probleme, tel quil a été posé par I’Académie
des Sciences, bien que les circonstances particuli¢res que nous venons de
considérer puissent ne pas se présenter si I'on prend un couple quelconque
d'intégrales des ¢quations (18). Nous verrons dans la suite que, lorsque
s, et s, sont des intégrales quelconques des équations (18), les expressions
(17) conviennent au cas m = 4.

Rien de plus facile que I'examen des diverses circonstances qui pour-
raient se présenter si quelques-uns ou tous les coefficients de I'équation
(13) étaient nuls. On retrouve un résultat deja cité ou encore

0@,

b, =0 ou bien - =

ds,

La température s’exprimerait dans le premier cas en fonction du temps
et d’'une scule autre variable indépendante, possibilité qu'il 0’y a pas lieu
d’envisager.

Si 'on avait

0%,

==t
- 030 ?

il viendrait
w=s,Y(t)+ (¢t 52

Nous étudierons bientot cette forme de la fonction « dans toute sa généra-
lité, nous nous dispenserons donc de 'examiner en ce moment.
Nous devons envisager maintenant I'hypothese

f/(z)=o.
On aurait
L =6(=z)=0G,

C étant une quantité indépendante de y et de 5. La premicre des iden-

tites (9) deviendrait
Gy —35)=o0,
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¢’est-a-dire

Cela étant, la premiére des équations (4) s’écrira ainsi

?u o 0

/ e —
i P TR TR

ot d; ne peut dépendre que de s,, car on trouverait autrement, en sub-
stituant dans cette équation la valeur

=5 Py (85g, t) + Py (83 £),

b, —o,

ce qui ne doit pas étre.

Cela nous permettra de simplifier encore I'équation (19) sans altérer la
forme des deux autres équations (4). Changeons la variable indépendante
§, en

=81 f($:)s

il vient
du du
5; = Ef(sz):
du  Pu ,
ds? == ] [f(si_)]‘:
u Du

du ,,
51 0m — a0,/ () F G5 /(s
d, étant fonction de s, seul, on déterminera /par la condition

Fils) +Finidi=o.

I’équation (19 ) se réduit alors a

A*u .
ds, dsy
et 'on trouve
(20) =35 V(L) + P(s, t).

Substituons celte expression dans l'équation de mouvement de la cha-

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Piarme ot Marie Curie - UPMC - Cota : HF uf 16622 3



( 69 )
leur; il vient
P04

L1, a®
; - ! — L .
ds2 E(s:) ds.zA(S?)—’l-‘l V() + k=

(21) Y(2)A(s) +
Cette équation se décomposera evidemment en deux aulres au moins.

Si les quantités A(s,) et E(s,) ne sont pas loutes deux fonctions de s,
seul, I'équation (21) donnera licu a une relation de la forme

i 0P S

oit les quantités A, B, C et D seront fonctions de s, seul. On en déduira
(22) D=y ($2) Y1 (2) + 72(52) Yo (&) + 7a(52) $(8) + 7 (52) Y(2).

La fonction  sera, par conséquent, de la forme (15) et la solution que
I'on obtiendrait rentrerait dans 'un des types (2). Ceci ne semble pas
étre entiérement exact au premier abord, parce que l'expression consi-
dérée dépend de quatre fonctions de ¢, tandis que les formules (2) n’en
contiennent que trois. On léve cette objection en observant qu’il existera
une relalion linéaire i coeflicients constants entre les fonclions de z qui
figurent dans I'expression (22).

En effet, un coup d’eil jeté sur les équations (20) et (22) nous apprend
que les fonctions de s, et de 5,, dont dépendra u, seront toutes de la forme

(23) Csy + f(52),

C ¢tant une constante.

Il est ais¢ de conclure, d’autre part, de ce que nous avons dit sur I'ex-
pression (15), qu'il y aura autant de relations linéaires et homogenes a
coefficients constlants entre les A®; et les @, qu’il y a de fonctions ¢,(7)
linéairement indépendantes. Par conséquent, si les quatre fonctions de ¢,
dont dépend I'expression (22), étaient indépendantes entre elles, on
trouverait, en se rappelant que les @, sont ici de la forme (23), qu'il
existe quatre relations linéaires entre A(s,), A(s,), E(s,), 5, el des fone-
tions de s,. Or il résulterait de la que A(s,) et E(s,) sont fonctions de
seul, ce qui est contraire 4 notre hypotlhése.

11 nous reste 4 examiner encore le cas oltles quantités E(s,) et A(s, ) ne
dépendraient que de s,. L'équation (21) ne doit pas alors se décomposer
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(70)
en plus de deux équations; car il viendrait
Y() =4 (¢) =o,

et « ne scrait fonction que de s, et de ¢.
Cela posé, on voit que I'une des équations dont (21) sera une combinai-
son linéaire devra pouvoir s’écrire ainsi

AY()=hy (o),

A étant une constante. Il en résulte

ol ¢ est une constante.
On aura d’ailleurs, comme il est facile de le voir,

A(sy) =o(s,) + Asy,

de sorte que les équations du probléeme se réduisent en résumé aux
suivantes :
[ A(82) =1£i(s2),
E(sy) ==f,(52),

(24) Als) =As +o(sy),
i
W RN s L
7 (s e fz(éz)()Tg +f1(52)082 =h 7

Toutes les solutions communes des deux premieres d’enlre ces équa-
tions nous sont parfaitement connues ('), elles ont été citées maintes fois.
On voit ensuite que la fonction s, est I'une quelconque des intégrales de
la troisiéme équation ou la fonction o peut évidemment étre fixée arbitrai-
rement, ainsi que la constante A. Les fonctions s, et 5, une fois déterminées,
il suffira d’intégrer la quatriéme des équations ci-dessus pour que tous les
éléments de 'expression

u:s‘l!b(f) +‘I3('S‘2,, E)

deviennent connus.

Tout ce qui a élé dit dans ce Chapitre conduit 4 la conclusion que les
expressions (2) et (20) épuisent toules les formes que peut avoir « lorsque
m est égal a trois.

a2

(*) Page 20, fin du n° 5.
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VII.

Le cas m — 4.

I7. Ce cas, qui n’offre d'ailleurs aucune difficulté, a été complétement
traité par Riemann. C’est son raisonnement que nous allons reproduire.

o e : s : du .
(On aura ici trois cqualions différentielles en « ne contenant pas T Ces
di

trois ¢quations, ainsi que toutes leurs combinaisons linéaires, devront né-
cessairement étre du second ordre; on pourra donc les écrire ainsi

J*u du o Ol

ds‘* -+ d] 01 —+ o CT‘.;*O,
PFu , du w O —
sy ds, i ()s s,

Nu du du
e du = o d]V
()52 d 7 d‘)z
On voit que toutes les dérivées de u par rapporta s, et a s, pourront étre
cxprimées en fonction linéaire et homogéne des deux dérivées premieres.
Il s’ensuit que I'équation

, du , du du
(!101 d2d)_]z;)_£’

qui est la quatrieme d’entre celles qui doivent étre vérifiées par u, conduira
a une relation linéaire et homogéne entre les trois premiéres dérivées de
« par rapport & ¢. Il en résultera

(1) = f1(5y,5;) Pt + [5(51, $2) €Pd + f5(51, $a)
Ol encore
(2) w==ett{ fi(si, f2) b+ fa (515 82) |+ S (508),

Les quantités ¢ étant des constantes.

On démontre sans peine que la fonction f,(s,, s,) doit étre une con-
stante dans chacune de ces deux expressions. En effet, changeons /, et /,
en s, ets, ct considérons d’abord le cas o 'expression (1) aurait licu.
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(72)
On devrait avoir
Asy—=p,ls;,

Asy —pahiss,

Afs($y, $2) = o,

ou bien, en développant la derniere de ces équations el en tenant
compte des deux premiéres,

02f3 fg f.; (}f f)f3,_
T E(s))+2 .06 (s, 55)+ E(sy) +piles, dl—Q—r,/asz ds—zfo.

Or c’est le cas m = 4 que nous étudions en ce moment ; I'équation pré-
cédente doit par conséquent se décomposer en quatre autres, dont trois
seront les suivantes

Bfs _ Ofs _ P fs

3 =
(5) ds} ds, 05, ds}

—

qui n’ont d’autres solutions communes avec la quatriéme

s
05y

(4) oy fusy s + palis, =o0

ds,
que f; = const.

Siuétait de la forme (2), on retrouverait comme tout a I'heure les équa-
tions (3); I'équation (4) serait au contraire remplacée par la suivante :

hoys, %—ii + (hs,+ phsy) 3—{1 —

mais cette équation n'a pas non plus d’autres solutions com munes avec
les équations (3) que f; = const.
Ia fonction « sera un résumé ici de 'une des deux formes

1w — s, 6%+ 5,eP! + const.

7 — ebt {sl ¢+ §5 | + const.,

les fonctions s, et s, étant dans le premier cas des intégrales quelconques
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(73)

des équations
A(Si) == Plhslw

A(82) = pahisy;
et dans le second cas, celles des équalions

A (S[) — PI?-S“

A(8y) = hs, + phs,.

Vu et approuvé : L
Paris, le 1o aotit 1889,

Le Doven,

E. HEBERT.

Permis d’imprimer : ro

Paris, le 2 aotit 188g. Z
Le Vice-Recreur pe L’Acantmie ve Panis, .’::\;
: T

GREARD.
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SECONDE THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

ixposer, d'aprés les travaux réceats, les théorémes généraux sur les

fonctions analytiques d'une et de deux variables.

Fu et approuvé : it
Paris, le 1¢r aotit 1889. pra
Le Dovex, jase

E. HEBERT.
Permis d’tmprimer .
Paris, le 2 aoiit 188g.

Le Vice-RecrEur pe 1’Acapiémie nE Pars,

GREARD.

PARIS. — IMPRIMERIE GAUTHIER-VILLARS ET FILS, QUAL DES GRANDS-AUGUSTINS, 55.
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