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M . F . P I C A R D . M . L . R A F F Y . 

H o m m a g e de l iante estime et de reconnaissance . 

Z A R E M B A : 



P R E M I È R E T H È S E . 

S U R U N P R O R L É M E 

C O N C E R N A N T 

L ' É T A T C A L O R I F I Q U E D ' U N C O R P S S O L I D E H O M O G È N E I N D É F I N I . 

ÉTUDE D'UNE QUESTION PROPOSÉE PAR L'ACADÉMIE DES SCIENCES DE PARIS EN 1858. 

I. 

Introduction. 

I . La question qui fera l'objet de ce travail a été posée par l 'Académie 
des Sciences de Paris en 1858 dans les termes suivants : 

Trouver quel doit être l'état calorifique d'un corps solide homogène indéfini 

pour qu'un système de courbes isothermes, à un instant donné, restent iso-

thermes après un temps quelconque, de telle sorte que la température d'un point 

puisse s'exprimer en fonction du temps et de deux autres variables indépen-

dantes. 

I l paraît que le seul travail consacré ŕ ce sujet est le Mémoire de Rie-
mann présenté par l'auteur ŕ l'Académie des Sciences le i e r juillet 1861. 
Ce Mémoire n'a pas obtenu le prix, les calculs n'y étant que très incom-
plè tement développés; i l est publié sous le n° X X I I , p. 370 des Œuvres de 

Riemann, par M . Weber, qui y a joint une Note oů, après avoir donné une 
solution complète du problème qui consiste ŕ déterminer tous les cas oů la 



t empéra ture d'un corps homogène indéfini peut ę t re donnée par une fonc-
tion du temps et d'une seule autre variable indépendante , i l traite un cas 
particulier de la question ci-dessus. 

L 'é tude approfondie du Mémoire de Riemann nous a bientôt conduit ŕ 
la conclusion que les résultats définitifs obtenus par ce savant ne repré-
sentaient qu'une solution très part iculière du prob lème; croyant ę t re par-
venu ŕ combler la plus grande partie de la lacune que nous venons de 
signaler, nous nous proposons d'exposer ici les résultats de nos recherches, 
après avoir communiqué une solution ent ièrement nouvelle de la première 
question traitée dans la Note de M . Weber; ce problème, é t ranger en ap-
parence ŕ notre sujet, exige des considérations qui nous seront utiles dans 
la suite. 

L a disposition des matières s'imposera d'elle-męme après que la concep-
tion fondamentale de la méthode aura été exposée : c'est donc de cela que 
nous allons nous occuper. 

2. Soient s, et s.2 deux fonctions des coordonnées d'un point du corps 
dont i l s'agit d 'étudier l 'état calorifique et supposons que les courbes de la 
congruence formée par les isothermes soient données par les équat ions 

Si= c o n s t . , s 2 = c o n s t . 

Désignons par s3 une troisième fonction quelconque des coordonnées , 
indépendante de^ et des2. On sait que, u é tant la t empéra ture d'un point 
considéré ŕ l 'époque t et dé terminé par l'intersection des trois surfaces 

c o n s t . , c o n s t . , s 3 = c o n s t . , 

on pourra toujours mettre l 'équation du mouvement de la chaleur sous la 
forme suivante : 

(1) 

oů les coefficients seront certaines fonctions de s{, s2 et s.A. L a fonctions 
devant pouvoir ętre représentée en fonction de t et de st et s2 seuls, on 



doit pouvoir satisfaire ŕ l 'équation suivante : 

( a ) 

Cette équation doit avoir lieu quelle que soit la valeur particulière attri-
buée ŕ s3; si donc on désigne par a(m), c("l), b(m), . . . les valeurs de a, c{, 

b, . . . , pour ss = on devra évidemment avoir, en appelant s';î
2), sl*\ 

s\*' et s']^ cinq valeurs quelconques de s.,, 

puisque l 'on aurait autrement 

u — c o n s t . , 

solution dont i l n'y a pas lieu de s'occuper. 
On voit par conséquent qu'en appelant F le premier membre de (2) et 

F(m) ce qu' i l devient pour ss = s^n), i l doit nécessairement exister une rela-
tion de la forme suivante 

(3) 

oů Cm sont les seuls é léments dépendant de sz dans le second membre. 
Il est aisé de s'assurer que l'entier m ne peut en réali té surpasser 4; car, 

s'il était 5, on pourrait toujours dédui re des cinq équat ions 

F(*)=:o, F^=o 

une équation de la forme 

(4) 

il viendrait, par conséquent , 

u = $>[f(Sl, s%), t], 

/ é t a n t une intégrale de(4) . 



Or i l suffirait évidemment de prendre f(s{, %) pour l'une des variables 
indépendantes pour que u ne contienne, outre t, que la seule variable 
f (s{, So), ce qui ne doit pas avoir lieu par hypothèse. 

Cela posé, l'ordre de l'exposition s'offre de lui-męme : certaines pro-
priétés de l 'équation (i) é tant mises en évidence, i l faudra successivement 
cons idérer les quatre cas m = i , i, 3 et 4-

Il convient seulement, ainsi que nous l'avons déjŕ fait observer, de 
traiter p réa lab lement le cas oů la t empéra ture est donnée par une fonc-
tion du temps et d'une seule autre variable indépendan te . C'est ce que 
nous allons faire. 

II . 

Détermination de tous les cas oů la température peut ętre exprimée 
au moyen du temps et d'une seule autre variable indépendante. 

3. Supposons que l 'une des trois variables (1) sn s2 et ss, qui figurent 
dans l 'équation (i) du n u m é r o précédent , égalée ŕ une constante, donne 
les surfaces isothermes ; voici alors l 'équation qui dé terminera u si st est 
cette variable 

(0 

oů nous ferons, pour simplifier l 'écri ture, k = i . Des considérat ions tout ŕ 
fait analogues ŕ celles qui viennent d 'ę t re développées au n° 2 font immé-
diatement reconnaî t re que, si a et e ne sont pas fonctions de la seule 
variable st, le premier membre de ( i ) ne pourra qu 'ę t re une fonction l i -
néaire des premiers membres de deux équat ions , telles que celles-ci 

( 2 ) 

oů a', b', a" et b" ne dépenden t que de s{. Un changement de variable 

C ) Ce ne sont pas les considérations préliminaires q u i font l 'objet de ce numéro que 
nous considérons comme neuves, mais bien les calculs développés dans les numéros 
suivants. 



permettra toujours de mettre la seconde de ces deux équat ions sous la 
forme 

d'oů 

et $ 2 étant deux fonctions arbitraires du temps seul. 
Substituant dans ( 2 ) , i l vient 

( 3 ) 

i l est évident que le dé te rminant suivant, oů (&') ( / w ) s{"l) dés ignent les va-
leurs de h{ et de s{ pour si = s{™], doit ę t re nul 

car i l viendrait autrement 
u — const. 

Il faudra par conséquent avoir 

cK et c2 é tant des constantes. 
L 'équat ion (3) devient maintenant 

i l en résulte 

ou, plus simplement, 

(4) 

Si l 'on suppose, ainsi que nous allons le faire, que l 'équation du mouve-
ment de la chaleur en coordonnées rectangulaires œ s , x . 2 , x 3 soit la sui-
vante 

(5) 



k étant une constante, i l suffira de donner une valeur arbitraire ŕ la con-
stante ci dans (4 ) et de dé te rminer s< par l 'équation 

pour obtenir la solution qui correspond au cas oů (T) se décompose en 
deux équat ions . 

4. Nous passons ŕ l 'étude bien moins simple du cas oů les fonctions a 

et e ne dépendent que de la seule variable st. Comme l 'équation ( i ) du 
n° 3 doit se déduire de la t ransformée de (5) quand on y remplace les va-
riables x{, x2 etx.3, par st, s.2 et s3 on est conduit ŕ chercher toutes les 
solutions communes aux équat ions 

( 6 ) 

(7) 

oů f(st) et ï(s{) sont deux fonctions ent ièrement inconnues de la va-
riable s,. Voic i en quelques mots la marche suivie par M . Weber. 

Ayant fait observer qu'un changement de fonction permettra de rendre 
f(st) = o, i l détermine, en employant la transformation de Legendre, l ' in-
tégrale générale de (6) pour y dé terminer ensuite les é léments arbitraires 
de manière ŕ satisfaire ŕ l 'équation 

A ( 5 L ) = o. 

Nous allons garder au contraire les équations (6) et (7) sous leur forme 
actuelle, ce qui, sans compliquer le calcul, nous fera peut-ętre gagner en 
clarté. 

Voici l ' idée que nous allons appliquer dans cette recherche. Il est évi-
dent a priori que les rapports 

( 8 ) 

( 1 ) I l va sans dire que l 'on fait impl ic i tement l'hypothèse o ; mais i l n 'y a rien 
ax2 

de restrictif en ceci, puisque, s ' i l existe une fonction sx répondant ŕ la question, i l faut 
bien que l 'une au moins de ses dérivées ne soit pas nulle . 



doivent contenir justement ce qu' i l y a de caractérist ique dans la fonc-
tion st, puisqu'ils jouissent de la propr ié té d'invariance relativement ŕ une 
substitution de la forme 

*i = F ( * i ) , 

tK étant une nouvelle fonction, et que par suite l 'introduction de ^, et de <l/2 

doit ętre équivalente ŕ une transformation des équations (6) et (7) en une 
forme se laissant le plus facilement traiter. 

C'est donc fy, et ^ 2 ° i u e nous allons introduire dans les équat ions du 
problème, qui peuvent s 'écrire ainsi 

( 9 ) 

(10) 

L a solution évidente sK = const, étant écartée, le crochet des deux équa-
tions (8) doit ę t re une combinaison linéaire de ces deux équat ions . Or i l 
vient 

Il faut donc que l 'on ait 

(11) 

Si l 'on effectue les opérat ions indiquées dans les équations ( 9 ) et que 
l'on retranche de chaque membre la quant i té A(st), on pourra les écrire 
comme i l suit 



Les quanti tés tyt et <b3 é tant introduites dans ces équat ions , on trouve 

immédiatement 

( ta) 

Il s'agit de transformer maintenant les équations (10) de manière 
qu'elles ne contiennent plus que les fonctions ^ èt<|/ a. Observons dans ce 
but que l 'on a 

et remplaçons dans ( 1 0 ) i l vient 

(i3) 

On déduit d'ailleurs des équat ions (8) 

d'oů 
• 2 (Psi _ Psi _ /, <ty. # A gŁi 

et, pareillement, 

Ajoutons ces équations membre ŕ membre et employons (7 ) ; i l vient 

On trouve ensuite, non moins aisément, en réduisant les résultats au moyen 

de (11) et de (12), 



On remarque tout d'abord, en substituant ces valeurs des dérivées 
secondes de si dans (i3), que f(st) ne figurera pas dans le résul tat , ŕ cause 
de (12); puis, après avoir fait quelques autres réductions fort simples, on 
arrive aisément aux équat ions que voici : 

04) 

L a question est donc r amenée ŕ dé terminer toutes les solutions com-
munes des cinq équations (11), (12) et ( i4)« 

5. Les équations (12) s ' intègrent immédia tement ; i l vient 

(i5) 

F, et F 2 étant deux fonctions arbitraires. Nous allons supposer d'abord que 
l 'on puisse résoudre ces équations par rapport ŕ xK — <J*(a?a et x3 — <\>2x2, 

en nous réservant de traiter plus tard le cas oů cela n'a pas l ieu; la chose 
n'offrira d'ailleurs aucune difficulté. 

Nous" poserons, en conséquence , 

(16) 

P, et P 2 étant deux fonctions arbitraires de <\it et de ^ 2 . On déduit de (16), 

en posant 

(17) 

Portant ces valeurs dans (11), on trouve que les termes en œ2 se dé-



Iruisent, et i l vient 

(18) 

I l est aisé de t rouver les expressions les plus générales de P 4 et de P 2 

q u i satisfont ŕ cette équat ion; on démontre , en effet, q u ' i l suffit de poser 

oů cp est une fonction arbi t ra i re de <\>t et de <\>2 ; mais i l n 'y a pas l i eu d ' i n -
sister lŕ-dessus, parce q u ' i l est plus s imple de garder l 'équation (18) au 
l i eu d 'employer ces expressions. 

Chacune des équations ( i 4 ) étant transformée au moyen des fo r -
mules (17) , on trouve que les termes en m\ disparaissent, et l ' on obtient 
deux polynômes du troisième degré en x2 dont les coefficients ne dépen-
dent que de 6, et 6 2 . L e s variables ^ , , ^ 2 et x2 étant indépendantes, chaque 
coefficient devra ętre n u l par lui-męme, ce q u i nous fourn i ra hui t équa-
tions qui détermineront les fonctions P < et P 2 . 

Nous communique rons ce ca l cu l , très élémentaire mais u n peu long en 
détail , afin de facil i ter la vérification. 

Faisons d 'abord la remarque suivante, q u i fourni t un moyen de vérifi-
cat ion très ut i le : si l 'on change dans les trois premières équations (17) \% en 

è 2 et P . en P , , -f^- se transforme en ~ , f^- en ~ et en ~ : d'autre 
1 1

 - docy aœz 030^ ox% dx% dxx 

part , si 1 on change dans la premiere des equations (14) 'l>t en tL2, elle se 

transforme en l a seconde, qu i ne change pas quand on y change xA et x3 ; 

i l résulte de ceci que les coefficients des puissances de x2 dans les trans-

formées des équations (I/J.) doivent se déduire les uns des autres pa r la per-

muta t ion des lettres ^1, *\>-> et de P , , P 2 . 
V o i c i ce que l ' o n t rouve, en posant Q = 1 -+- H- <Ll, 



ou b i e n 



Je crois inutile de transcrire les expressions correspondantes relatives ŕ 
la seconde des équations ( i 4 ) ; elles se déduisent d'ailleurs, ainsi que je 
l 'ai déjŕ fait remarquer, de celles-ci, en changeant P 4 en P 2 , <}, en t|/a et x{ 

en oc3. Je fais encore les deux observations suivantes avant de commu-



niquer les résultats définitifs : i ° les termes du premier ordre relativement 
aux dérivées de P , et de P 2 par rapport ŕ <ht et t|/â disparaissent tous dans 
les coefficients des diverses puissances de x2 en vertu de l 'équation (18 ) ; 
2° voici l'ordre qu'il convient de suivre dans le calcul des coefficients des 
puissances de x2, afin de pouvoir les rédui re en faisant usage de ceux que 
l 'on aura déjŕ calculés : i l faut commencer par calculer le coefficient de x\ 

(celui de x\ est, ainsi qu' i l a été déjŕ dit, nul par lui-môme), puis celui 
de x\, et alors c'est celui de x\ qu' i l convient de déterminer avant celui 
de x2. On arrive de la sorte aux équations suivantes, que nous écrivons 
dans l'ordre qui vient d 'ę t re indiqué pour leur calcul. La première des 
équations ( i 4 ) donne 

(T9) 

T, et T 2 ayant des valeurs que nous communiquerons tout ŕ l'heure. 
On déduit pareillement de la seconde des équat ions (14) 

(20) 

I l est évident que l 'on aura 

et T 2 = 0, 



ŕ moins qu ' i l n'existe la relation 

(ai) 

Je dis que cette relation ne peut avoir lieu que si P< et P 2 sont des con-
stantes. I l en résulte, en effet, 

ce qui donne, en substituant dans la seconde des équations ( 2 0 ) et en 
ayant égard ŕ la seconde des équations (19), 

Soit d'abord V ^ o. I l vient, après quelques réduct ions , 

ou bien 

On peut, par conséquent , poser 

s é tant une fonction arbitraire de § { et de i|/2. Substituons ces expressions 

dans (18) , i l vient 

(22) 

Or i l faut que la fonction 9 satisfasse encore aux équations suivantes ŕ 
cause des premières équations des systèmes (19) et ( 2 0 ) 

( a 3 ) 



On déduit , par dérivation de (22) en ayant égard ŕ (23), 

puis, en combinant avec (22), 

et, par suite, 

ce qui donne 
P , = c o n s t . , P 2 — cons t . 

Soit maintenant <ď>" = o. On pourra poser 

P 2 - C P , + C , 

C et G' é tant des constantes. L 'équat ion (18) donne alors 

N ) 

On en déduit aisément 

et 

Y étant une fonction arbitraire. 
On pourrait substituer ces valeurs dans les équat ions (19 ) ; mais on 

arrive plus vite au but en remarquant que l 'on peut exprimer maintenant 
les coefficients des dérivées secondes de P, dans la seconde des équa-
tions (19) au moyen de ^ et de <]/.> ; i l vient, en supprimant un facteur 
commun, 

( 2 5) 



Il vient enfin, en differential!t (24), 

(26) 

La première des équat ions (19) et les équations (24), (a5) et (26) éta-

blissent cinq relations linéaires et homogènes entre les cinq quant i tés -^7/ ' 

L e déterminant de ces équations n 'é tant pas nul , on 

trouve cette fois encore 

P j — c o n s t . , P.2= c o n s t . 

Ces valeurs de P, et de P 2 correspondent ŕ une solution du problème 
contenue dans une autre plus généra le ; i l n'y a donc pas lieu d'insister sur 
ce sujet. 

Nous sommes donc conduits ŕ poser 

T.j— o, 
c'est-ŕ-dire 

(27) 

et 

(28) 

C'est maintenant qu' i l convient de calculer les coefficients de œ2 dans 



les transformées des équat ions ( i 4 ) - Cela donne 

(29) 

Nous avons ŕ chercher les solutions les plus générales des équat ions (18) , 
(19) , ( 2 0 ) , ( 2 7 ) , ( 28 ) et ( 2 9 ) . 

Retranchons de l 'équation (27 ) la première des équat ions (19) multi-

pliée par ; il vient, en réduisant les coefficients des déri-

vées secondes de P 1 au moyen de ( 1 8 ) , 

Ajoutons ŕ cette équation la seconde des équations ( 1 9 ) multipliées par 

I l vient, en transformant le coefficient de au moyen de ( 1 8 ) , 

Retranchons enfin de celle-ci la première des équations (19) multipliée 

par on trouve 

On déduit d'une manière analogue 
D 



L'hypothèse 

conduit, par un raisonnement identique ŕ celui de la page i 4 , aux solutions 

P j c o n s t . , P 2 = cons t . 

Nous poserons, en conséquence, 

Le reste de la discussion s'achève avec la plus grande facilité en consi-

dérant les équations (29), les premières équations des systèmes (19) et (20) 

et l 'équation (18). 

On trouve finalement 

P 2 " « 3 — « 2 ^ 2 , 

a{, a2 et a3 é tant des constantes arbitraires. Les équations (16) donnent. 

I l résulte de lŕ que st ne peut qu 'ę t re , dans l 'hypothèse de la résolubilité 
des équat ions (i5) par rapport ŕ x K — <\>,cc2 et x 3 — <\>2x2, une fonction de 
( x , — at Y - h ( x 2 — a2)- - h ( x 3 — a3)

2, c'est-ŕ-dire 

(3o) Si — « i ) 2 + « 2 ) 2 + ( ^ 3 — « 3 ) 2 ] -

5. Il nous reste ŕ étudier le cas oů les équations (i5) ne pourraient pas 
ętre résolues par rapport aux quanti tés x i — <\>t x 2 et x 3 — <\>2x2. Cela ne 
peut se présenter que lorsque ces équat ions sont de la forme suivante : 

F i [ F 2 ( a ? i — "W^a» <!va?M <k)» <W> ^ 2 ] = o , 

F,(a? t —4*4a7„ a?3— <I>2a?2, «Î*!, <M = 0 -

Or ces équations peuvent ętre remplacées par celles-ci 

(3i) 



On reconnaî t immédiatement qu'en faisant abstraction de Ja solution 
évidente ^ = const., y 2 = const, et en se bornant ŕ considérer les valeurs 
réelles de <b{ et de <j/a, les seules qui semblent offrir de l ' intéręt , i l n'y a 
qu'une relation linéaire entre ^ et ^ 2

 c I u i puisse avoir lieu. Substituons en 
effet la valeur ( 3 i ) de ^ 2 dans la seconde des équations ( i 4 ) ; i l vient, en 
tenant compte de la première d'entre elles, 

Nous devrons donc poser 

(32) 

G et G' étant des constantes. Il suffit de se rappeler la définition de ^ et de 

<|/2ď donnée par les équations (8) , pour en déduire 

I l n'y a qu'ŕ changer la direction des axes pour que cette équat ion se 

transforme en 

c'est-ŕ-dire 
J ; 2 = 0 . 

L'équa t ion ( i i ) devient alors 

et la seconde des équations (3i) nous donne 

ou bien 

(33) a;, —«ha?» =/(<l'i); 

d'oů 



11 nous reste la première des équations (14) ŕ satisfaire; or on trouve 

L a transformée de (14) devient, après la suppression des termes qui se 
détruisent, 

ce qui ent ra îne 

f"=o 
et 

a, et a.2 é tant des constantes arbitraires. L'équation (33) nous donne 

et nous aurons, par conséquent , 

(34) 

$ étant une fonction arbitraire. On conclut de tout ce qui a été développé 
dans ces deux derniers numéros que les familles de surfaces^, = const., st 

étant une fonction qui satisfait s imultanément ŕ deux équat ions telles que 
(6) et (7) , ne peuvent q u ' ę t r e des sphères concentriques, des cylindres ŕ 
base circulaire ayant le męme axe ou enfin des plans parallèles entre 
eux. 

6. Il est aisé maintenant d 'écrire les équations aux dérivées partielles 
qui serviront dans chaque cas ŕ dé te rminer la t empéra tu re u en fonction 
de s{ et du temps t. Soit d'abord st une fonction linéaire âecc{, œ2 et,x'3, 



l 'équation (i) du n° 3 donne alors 

(35) 

k é tant une constante. Si l 'on posait, en second lieu, 

ou bien 

i l viendrait, dans le premier cas, 

(36) 

et dans le second 

(3 7 ) 

oů i l est ŕ remarquer que la première de ces équations peut ę t re ramenée 
ŕ la forme ( 3 5 ) , qui est bien connue dans la théorie mathémat ique de la 
conduct ibi l i té ; elle peut en effet s 'écrire ainsi 

L'objetde ce Chapitre est complè tement épuisé, puisque toutes les formes 
possibles de la fonction st ont été déterminées et les équations différen-
tielles devant donner u en fonction de st et do t déduites . 

III. 

Propriétés caractéristiques de l'équation de mouvement de la chaleur 
en coordonnées arbitraires. 

7. Le point de dépar t de nos recherches devant ę t re , comme on le sait 
déjŕ, l 'équat ion de mouvement de la chaleur t ransformée par l ' introduc-
tion des variables sif s.2 et s3 au lieu des coordonnées rectangulaires et 

(*) RiEMAXN, Partielle Differentialgleichungen unci deren Anwendutig auf 

physikalische Fragen, p. 162. 



rectilignes xt, x2 et xs, on conçoit que l 'é tude des coefficients de la trans-
formée, considérés comme fonctions de $t, s2 et s3, constitue un prélimi-
naire indispensable. 

Ce sujet se trouve trai té par Riemann, dans le Mémoire qui nous sert 
de base, avec toute la générali té qu ' i l comporte; nous devrons nous 
borner, par conséquent , ŕ reproduire les considérat ions du célèbre géo-
mètre en les complétant par la démonst ra t ion d'une proposition qu' i l se 
contente de supposer implicitement. 

8. Voic i la proposition dont nous venons de parler : désignons par 

(1) 

l'ensemble des termes du second ordre d'une équation aux dérivées par-
tielles, l inéaire et du second ordre par rapport aux n variables x { , x 2 , x n , 

les quanti tés ahh n 'é tant fonctions que de ces n variables (cette restriction 
est nécessaire parce que nous n'excluons pas le cas oů des dérivées de u 

par rapport ŕ d'autres variables figureraient aussi dans l 'équat ion consi-
d é r é e ) . 

Soient, de plus, 

(2) 

les termes du second ordre dans le résultat de la transformation de l'ex-
pression ( i ) par le changement des variables indépendantes xt, x2,.. . etxn 

en si, s2, ... et sn. Posons, en outre, 

et considérons enfin les deux formes différentielles 

( 3 ) 

Nous nous proposons de montrer que la seconde de ces deux formes 



n'est que la transformée de la première quand on y remplace les dx\ par 
leurs expressions au moyen des dsm. 

On a, en effet, 

d'oů 

4- des t e r m e s d u p r e m i e r o r d r e . 

Nous avons, par conséquent , 

(k, h = i, 2, 3 , . . . , n). 

Le théorème de Cauchy-Binet donne 

E n d'autres termes, 



On tire, d'autre part, des équat ions 

ce qui donne 

expression qui montre que l'on a bien 

Notons tout de suite une conséquence immédiate de la proposition qui 
p récède ; elle nous sera souvent utile. Soit n = 2 ; les termes (1) se rédui -
sent ŕ 

et l'on aura 
GC 11 ^ 2 2 » « 2 2 A

\U Ct|2 $ j 2 » 

Or on sait que la forme quadratique 

peut toujours ętre t ransformée en i^{2ds,ds2, ŕ moins qu'elle ne soit un 
carré parfait, cas oů elle se ramènera ŕ §22ds\. Ceci montre qu ' i l est tou-
jours possible de transformer l'expression ci-dessus, de telle sorte que le 

résultat ne contienne plus qu'un seul terme du second ordre nbl<t

 d~" 
' ds, as» 

a u 

ou bien bi, suivant que a]2 — aK, a22 est ou n'est pas différent de zéro . 

9. Nous sommes en mesure maintenant de traiter l'objet principal de ce 
Chapitre. On sait que les données de la Physique contemporaine condui-
sent ŕ admettre que les lois du flux calorifique s'expriment par une équa-
tion de la forme suivante 

(4) 



u é tant la tempéra ture d'un point, x\, x2 et x3 ses coordonnées rectangu-
laires et rectilignes et l l ' époque ŕ laquelle ce point est considéré. Quant 
aux quanti tés aik et h, elles peuvent ę t re regardées , sans erreur sensible, 
comme fonctions des coordonnées indépendantes du temps et de la tempé-
rature, et qui vérifient la relation 

a

lk —• Clki-

Rappelons en outre que la forme quadratique 

les %i étant des variables quelconques, doit nécessairement ę t re positive. 
On sait, en effet, qu'en désignant par N la normale en un pointa?,, x2, x3 

ŕ une surface u = const, qui passe par ce point en un instant d o n n é , on 
pourra représen te r la quant i té de chaleur rappor tée ŕ l 'unité de temps et 
de surface qui traverse un é lément de la surface u = const, aux environs 
du point x{, x2, x3 par l'expression 

les a, étant les cosinus directeurs do N . Mais, comme en vertu de la seconde 
loi de la Thermodynamique la chaleur ne peut point passer d'un point oů la 
t empéra tu re est moins élevée ŕ un autre oů elle l'est plus sans que ce phé-
nomène soit cont rebalancé par un autre de nature exactement opposée 

et invariablement lié ŕ lu i , i l faut que le coefficient de dans l'expres-

sion citée tout ŕ l'heure, ne puisse jamais devenir négatif, ce qui établit le 
fait annoncé . 

Le problème proposé par l 'Académie des Sciences se rapporte ŕ un corps 
homogène : aussi pourrions-nous dès maintenant considérer les aik comme 
des constantes, cas oů une substitution linéaire ramènerai t l 'équat ion ( 4 ) 
ŕ la forme plus simple 

(5) 

A étant une constante. Nous n'introduirons pourtant pas cette hypothèse 
part icul ière dans ce Chapitre, parce que le cas plus général oů les aik et h 



seraient fonctions des coordonnées n'offre, dans la question qui nous oc-
cupe i c i , aucune difficulté. 

Observons avec Riemann que l 'équation ( 4 ) exprime la condition néces-
saire et suffisante pour que, en désignant par űu une variation arbitraire, 
mais infiniment petite de la fonction w, l'expression 

( 6 ) 

oů les intégrales doivent ę t re é tendues ŕ une surface fermée quelconque, 
ne dépende que de la valeur de Su a cette surface. Or cette expression de-
vient, par l 'introduction des nouvelles variables indépendantes st, s2, s3, 

(7) 

oů l'on a posé 

(8) 

On constate aussi que les quanti tés A = | aih | et B = | bik\ vérifient la re-

lation 

( 9 ) 

On conclut d'abord de ces équations que le changement de variables 
considéré n 'a l tère pas la forme de l 'équat ion ( 4 ) î i l résul te ensuite im-
médiatement de la proposition du numéro p récéden t que les formes 
^v.ikdxtdxk et 1$^kdsidsk, adjointes aux formes 1aikdxidxk et 'Lbikdsidsk, 

ne sont chacune que la t ransformée de l'autre. On a, en d'autres termes, la 
relation 

(ro) 

qui est d'ailleurs évidemment caractér is t ique; elle exprime que les $ i k doi-
vent ę t re des fonctions des sŁ telles, qu'i l soit possible de rédu i re la rela-



tion (ro) ŕ une identité en dé te rminan t convenablement les sL en fonctions 
des xk. 

Riemann a mont ré que les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
cela ait lieu pouvaient ętre mises sous la forme d 'équat ions différentielles 
qu' i l a déduites , ne contenant que les $ i k et leurs dérivées relatives aux 
variables s4, s2 et s3. L 'é tude de cette question a été reprise depuis avec 
détails par M M . Cristoffel et Lipschitz dans le 70 e Cahier du Journal de 

Crelle; aussi croyons-nous pouvoir nous contenter de citer simplement les 
résultats oů ils nous seront utiles. Observons seulement que les savants 
qui viennent d 'ę t re cités ne pouvaient profiter que des indications qui se 
trouvent dans le Mémoire de Riemann, intitulé : Ueber die Hypolhesen, 

welche der Géométrie zu Grunde liegen (p. 265 des Œuvres complètes), 

parce que le Mémoire, dont nous développons ici les idées succinctement 
indiquées, n 'était pas publié ŕ cette époque . 

I V . 

Le cas m — i. 

10. Ce cas, le seul qui ait été étudié par M . Weber, l'a été d'une manière 
complè te ; nous n'aurons par conséquent qu 'ŕ reproduire son travail en 
développant les calculs avec un peu plus de détails qu ' i l ne l'a fait. 

L a transformée de l 'équation (4) du Chapitre p récéden t se rédui ra , en 
posant, pour abréger l ' écr i ture , ŕ . 

(0 

et en égalant ŕ zéro les dérivées de u relatives ks3, ŕ 

(2) 

oů les rapports des coefficients ne doivent dépendre que de si et s.2. 

On pourrait évidemment diviser l 'équation (2 ) par l 'un des coefficients, 
et alors ceux de l 'équation obtenue de la sorte seraient indépendants de s3 ; 

mais, après cette opérat ion, les formules du Chapitre précédent ne seraient 
plus directement applicables, puisque l 'on ne serait pas en droit de prę ter 



aux coefficients Ja forme définie par les équat ions (8) . Ces équat ions mon-
trent cependant que l 'on peut effectuer la m ę m e simplification en suppo-
sant la variable, absolument arbitraire, s3, dé te rminée par l 'équation 

ce qui donne k = i . 

L a remarque faite ŕ la fin du n° 8 ( ' ) nous autorise ŕ nous contenter 
de l'examen des deux hypothèses 

et 
bn = b22=o 

b12 = b22 = o. 

La seconde d'entre elles est d'ailleurs inadmissible si l 'on se borne, 
comme nous allons le faire, ŕ chercher les solutions réelles du p rob lème . 

L 'hypothèse b22 = o enti^aîne, en effet, 

Or les aih donnent l ieu, ainsi que nous l'avons fait remarquer au n° 9, 
ŕ une forme essentiellement positive; i l faudra par conséquent poser 

a et p é tan t deux fonctions réelles assujetties ŕ vérifier les équat ions 

Il faut, d'autre part, pour que les équat ions sK = const., ^ 2 = const, cor-
respondent ŕ des courbes réel les , que st soit fonction de a et (3, soit 

Mais, comme bK2 s 'évanouit , on aura 

d'oů 

H P a g e 2^. 



conséquence évidemment absurde, puisque s, et s2 devaient ę t re des varia-
bles indépendantes entre elles. Nous allons donc poser dans ce qui va 
suivre 

k = i, bn = b22 = o. 

I I . L 'équat ion de mouvement de la chaleur en coordonnées rectangu-
laires et rectilignes étant supposée ę t re l 'équation (5) du Chapitre précé-
dent, la forme 

sera simplement 

(3) 

de sorte que nous aurons ŕ dé te rminer les bik en fonction des s{- et les sL en 
fonction des xt par la condition que la forme 

(4) 

puisse ę t re regardée comme la t ransformée de (3 ) . Or, pour qu ' i l en soit 
ainsi, i l faut et i l suffit que les $ i k satisfassent aux six équat ions sui-
vantes ( ' ) 

( 5 ) 

oů l 'on a posé 

Nous avons 

( 6 ) 

(l) Œuvres de Riemann, p . 381. 



L'équat ion (9) du Chapitre p récéden t donne, en se souvenant que s, est 

choisi de manière ŕ rendre k = r, 

(7) 

Les équat ions (1) nous apprennent en outre que les quant i tés bi3 et b.23 

ne peuvent qu 'ę t re linéaires relativement ŕ s3. Ces remarques permettent 
de simplifier la forme (6) : on conclut d'abord de (7) que la quant i té 

est indépendante de s3; puis, comme les quant i tés b{3 et b23 sont linéaires 
relativement ŕ s3, on pourra, en changeant s3 en une fonction l inéaire de 
cette variable, ramener 

— (bri dsi + bu ds2 — bit ds3)* 

ŕ la forme 
(adsy-h cds3y, 

a é tant l inéaire en s3 et c i ndépendan t de cette variable. L a forme que 
nous avons ŕ étudier se rédui t donc ŕ 

(8) ( a dsx - h c ds3 ) 2 + 2 m dsi ds2, 

de sorte que nous aurons 

Pu = «S p 2 2 = o, ?23 = O , p 8 , = ac, 

ce qui donne 
r — — m 2 c 2 , 

P l l = 0 , ^22= °? %s — — •*»*» ('2.3 —- «cm, ( ' 3 1 = O , e12 = — me 2. 

On trouve ensuite 



Il vient, en substituant ces valeurs dans les équat ions (5) et en effectuant 

quelques simplifications évidentes , 

(1,1) 

(2,2) 

( 3 , 3 ) 

(2, 3 ) 

( 3 , O 

( I , 2) 

L a fonction a é tant l inéaire en s3 et m et c ne contenant pas cette va-



riable, on conclut de la de rn iè re de ces équat ions que la q u a n t i t é 

et par conséquen t aussi 

ne dépend pas de s3 ; on peut donc poser 

a = al-hcf(sl)sa, 

ax ne dépendan t que de s, et * 2 . L'expression (8) s 'écrit par c o n s é q u e n t 
ainsi 

ce qui montre qu'en changeant^ en s3 -h ff(sA\dstt elle se transforme en 
une autre de męme forme, ŕ cette différence près que tous les trois coeffi-
cients qui y figurent deviennent indépendan t s de s3. Ceci permet d'em-
ployer les six équat ions ( i , k) en y posant 

On déduit , dans cette hypothèse , des deux équat ions (i, i) et ( 2 , 2 ) 

d 'oů 

( 9 ) 

Il convient de distinguer trois cas. Soit, en premier l ieu, 

ce qui donne 
c — const. 



L'équat ion (i, 2) se r édu i t ŕ 

et l'on peut, par conséquent , prendre pour nouvelle variable, au lieu 
de s 3, 

f a clsy 4- cs3. 

Mais cela équivaut ŕ faire dans (8) 

a = o et c = 1. 

hypothèse qui rédui t l 'équat ion (3, 3) ŕ 

ou bien 

d'oů 

et la forme (8) devient, en prenant 

pour nouvelles variables, 

qui se transforme en 

en posant 
S3 —• oc3, •V1 — X j —|— IX%} 

S% X y l X2 • 

Les isothermes seront, par conséquent , des droites paral lèles entre 
elles et la t empéra tu re satisfera ŕ l ' équat ion 

Soit en second lieu l'une des deux fonctions 9 ou <J/ égale ŕ zéro ; ces deux 
hypothèses é tant au fond équivalentes , i l suffira d'examiner les consé-
quences de l'une d'entre elles. Posons, par exemple, 



on déduit alors des équations (9) 

et l 'équation ( 1 , 2 ) donne 

ou bien 

d'oů 

Portant ces valeurs dans l'expression (8) , i l vient 

ou bien, en prenant pour nouvelles variables 

expression qui, en employant la substitution 

se transforme en 

Mais on reconnaît que les courbes 

Sy = cons t . et s.2 — cons t . 

sont imaginaires. 

I l nous reste ŕ étudier en troisième lieu le cas oů aucune des deux fonc-

tions <?(s2)
 e t 'K-O n e s t nulle. 

Introduisons, au lieu de st et de s.2, les nouvelles variables 

et 



ce qui n 'a l térera pas la forme de l'expression (8) et n'influera par consé-
quent pas non plus sur celle des équat ions (i, k). L a nouvelle valeur de 
m é tant my(s2) <]/(*, ), les équat ions (9) deviennent 

d'oů 

(10) 

Observons maintenant que l 'équation (3, 1) s'écrit ainsi 

ou bien, en intégrant et en ayant égard ŕ (10), 

(11) 

Portant ces valeurs dans (8) , i l vient 

Ceci montre que l 'on peut poser 

F 1(* 1) = o, 

car i l n'y a qu 'ŕ changer s3 en 

fFi(si)dst + s 3 

pour réaliser cette circonstance si elle n'avait pas lieu. Nous ferons, par 

conséquent , 
F, = o. 

L'équat ion (r, 2 ) donne, dans cette hypothèse , 

L e premier membre de cette équation étant fonction de s{ -hs 2 et le 



second de s2, chacun d 'eux doit ętre égal ŕ une constante /r. L a f o n c t i o n / 
devra, par conséquent , satisfaire ŕ l 'équation différentielle 

(12) 

o n aura , en outre, 

et par suite, ŕ cause de ( i i ) , 

(i,3) 

L e s va leurs tirées des équations (10) , (12) et ( i 3 ) vérifient d 'a i l leurs 
les six équations (1, k). 

Effectuons dans la forme que nous étudions le changement de var iables 
défini par les équations 

(i4) «•2 =fi — iy-i, 

I l vient 

O n déduit d 'ai l leurs de ( 1 2 ) , en intégrant une première fois et en dési-
gnant par k] l a constante de l ' intégration, 

Soit d ' abord 

O n a, comme on le vérifie, en se rappelant que / ( . ? , -4- s,) =f(-± v, ) , 

Posons 

et, par conséquent , 



La forme considérée devient 

Si l 'on pose maintenant 

(x5) 

on arrive ŕ l'expression bien connue 

qui se transforme en 

par le changement de variables 

Les équations s, = const., s.2 = const, en t ra înent , comme on le voit par 
les équat ions (i4)> 

y'i = cons t . , . y% — c o n s t . , 

qui, ŕ cause de ( i 5 ) , nous conduisent aux suivantes : 

r — c o n s t . , 

Les isothermes sont donc ici des hélices qui, lorsque k = o, dégénèren t 
en cercles. 

L'équation différentielle que satisfait u est facile ŕ écr i re ; en posant 

et 

i l vient 

Considérons enfin le cas particulier 

ky — O. 



I l vient , en conservant les notations de la page précédente, 

et la forme quadratique devient 

ou b i en , en écrivant au l i e u de 

expression q u i se change en 

si l ' o n pose 

C e c i montre que les courbes 

Sy -=. cons t . , s2 = cons t . 

sont imaginaires. 
L a conc lus ion de ce Chapi t re est que le cas m = i ne peut se présenter 

que lorsque les isothermes sont des droites parallèles entre elles ou encore 

des hél ices, tracées sur des cyl indres coaxiaux ŕ base c i rcu la i re , ces hé-

lices pouvant d 'ai l leurs dégénérer en cercles . 

V . 

Le cas m — i. 

12. L e s cas m = 2, 3 et 4 n 'ont point été étudiés par M . W e b e r et, abs-

t ract ion faite du cas m = 4, ils ne l 'ont été que très incomplètement par 

R i e m a n n . 



C e géomètre t r ouve , en pa r t i cu l i e r , p o u r m = 2, 

expression q u i ne répond męme pas ent ièrement ŕ la ques t ion , pu isque , 
étant indépcudante d u temps, elle conv ien t ŕ l 'état de l 'équil ibre c a l o r i -
fique oů les i so thermes sont indéterminées . 

Sans ętre pa rvenu ŕ t r o u v e r toutes les solut ions comprises dans le cas 
m = 2, nous en ferons néanmoins connaître p lus ieurs exemples de que lque 
général i té q u i j o u i r o n t r igoureusement de toutes les propriétés requises . 

L e s p r inc ipes du Chap i t r e I I I ne paraissant guère appl icables lo r sque m 

n'est pas 1, ŕ cause de l ' ex t ręme compl i ca t i on des ca lcu l s , u n léger chan-
gement dans les notat ions, que nous conserverons d 'a i l leurs dans l ' en-
semble des recherches subséquentes , se t rouve ętre u t i le . Nous i n t r o d u i -
rons dans la t ransformée de l 'équat ion ( 5 ) du C h a p . II! les quantités 

au l i e u des frvtJt,. L a transformée en ques t ion s'écrira par conséquent , après 
y avoi r égalé ŕ zéro les dérivées de u re la t ives ŕ ss, a ins i 

(1) 

les coefficients ayant les va leurs suivantes : 

(2) 

L'équat ion (1) se décompose , dans le cas q u i nous occupe , en deux 
autres dont les coefficients ne seront p lus fonct ions que de st et s2. I l im-
porte de faire observer q u ' i l doi t ętre imposs ib le de déduire de ces d e u x 

équations une autre , indépendante de et q u i soit du premier o rd re ; car , 



autrement, une intégrale cle cette équation étant prise pour nouvelle 
variable indépendante , u ne serait fonction que du temps et de cette va-
riable. 

Nous aurons 

(3) 

(.4) 

oů les remarques du n° 8 nous autorisent ŕ supposer les variables st et s., 

choisies de telle sorte que l 'équation ( 4 ) ne contienne qu'une seule dé-
rivée du second ordre. Ceci donne lieu ŕ deux cas différents que nous dis-
tinguerons en lieu convenable. 

On déduit immédiatement de (3) et ( 4 ) 

(5) 

11 peut se faire que cette équation ne soit qu'une simple conséquence 
de ( 4 ) , c'est-ŕ-dire qu' i l existerait la relation 

( 6 ) 

6 désignant une caractéristique différentielle. C'est l 'hypothèse que nous 
allons envisager au numéro suivant. 

13. L a relation ( 6 ) ayant lieu, toute intégrale de (3) , q u i ŕ une époque 
particulière t = t0 en est aussi une de ( 4 ) , ne cessera pas de l 'ętre avec le 
cours du temps. 

On a, en effet, 

d'ailleurs, ŕ cause de ( 6 ) , 

(» ) O b s e r v o n s , p o u r é v i t e r des l o n g u e u r s dans l a s u i t e , que s i l ' o n a c"ik = o o u b i e n 

d] — o, les é g a l i t é s s u i v a n t e s o n t l i e u : cik : c'ik o u b i e n dL = dL. 



L'équation 

entraîne par conséquent 

ce qui rend l'exactitude de la proposition annoncée manifeste. 
I l s'agit maintenant de savoir quelles sont les conditions nécessaires et 

suffisantes de l'existence de la relation (6) . L a proposition suivante nous 
conduira aisément au but : si l 'on applique ŕ une fonction quelconque suc-
cessivement plusieurs caractérist iques différentielles, l'ordre du résultat 
sera toujours égal ŕ la somme des ordres des caractérist iques appliquées. 
Il est parfaitement évident qu ' i l en sera ainsi en généra l , mais i l n'est pas 
inconcevable a priori que les dérivées des ordres les plus élevés disparais-
sent dans des cas particuliers; nous verrons que cela ne peut jamais ar-
river. 

Soient, en effet, Ł2, et Q.2 deux caractéristiques d'ordres mK et m2 respec-
tivement. Choisissons dans Łl{ un terme 

tel que les entiers i{, i2, . . . , ?v soient s imul tanément , pour ce terme, les 
plus grands ou les plus petits possible; soit en męme temps 

celui des termes de Q.2 qui jouisse relativement aux ka de la propr ié té ana-
logue. L a fonction Ł2, [& 2(w)] contiendra le terme du (m{ -h m2)

ième ordre 

qui, étant unique, ne pourra jamais disparaître. Cela posé, on simplifie no-
tablement les calculs, en observant que la caractér is t ique 

est nécessairement du troisième ordre, et, par suite, si (6) a l ieu, elle doit 
pouvoir ętre obtenue en opérant sur "k" avec une caractérist ique du premier 
ordre. 

Soit maintenant, en premier lieu, 

(7) 



Je dis que l 'on peut, sans altérer la forme de (7) , choisir les variables 
et s2 de telle manière que c, â = <? soit nul, ŕ moins que c' = c 2 2 ne le soit, 
hypothèse que nous écar terons pour les męmes raisons qu'au n° 10 ( ' ) . 

Les formules ( 2 ) donnent, en effet, 

puisque les coefficients c'i2 et c22 sont indépendants de s3. Introduisons, au 
lieu de sit une nouvelle variable o(s,, s2); le coefficientc2 2 ne changera pas 
et la nouvelle valeur de c 1 2 sera 

Or rien n 'empęche de prendre 9 égal ŕ une intégrale de l 'équation 

Le coefficient cv2 s 'évanouira alors et l 'équation (3) pourra ętre mise sous 
la forme 

( 8 ) 

la forme de (7) n'aura d'ailleurs pas varié. 
I l vient 

( 9 ) 

Les dérivées du premier ordre de ( 7 ) ne contenant pas ^ " , on doit 

avoir 

( J ) P a g e 28. 



On fera par conséquen t c22 = i e n changeant s.2 en une fonction conve-
nablement choisie de cette variable. Cela é tant , (9) ne peut différer de (7) 
que par un facteur, ce qui en t ra îne 

On en dédui t que l 'on peut poser, en désignant par 9 une fonction de sA 

et de s2, 

(10) 

et i l est aisé de voir en outre qu'un choix convenable de la variable s{ ré-
duira d"2 ŕ l 'uni té si cette quan t i t é n'est pas nul le ; nous poserons, pour ne 
pas avoir ŕ nous occuper spécia lement de cette de rn i è r e possibilité, 

(11) = e — const. 

Les seules équa t ions qu ' i l y ait encore ŕ satisfaire sont celles-ci 

ou bien, en posant pour la symétr ie des notations 

et en tenant compte de (10) et (r 1) 

(12) 

L'intégrat ion générale de ces équat ions ne semble guère praticable, et 
cette difficulté n'est probablement encore pas la plus grande d'entre celles 
qu' i l faudrait vaincre avant d'arriver ŕ exprimer st et s2 au moyen de x K , x 2 



et œ3. Nous devrons donc nous borner ŕ citer un exemple particulier d'une 
solution de la classe considérée. 

On peut satisfaire aux équations (12), en posant 

Les formules ( 2 ) nous fournissent alors les équations suivantes : 

Les résultats du Chapitre II ( 1 ) font immédiatement connaître toutes les 
solutions de ces équations. E n voici un exemple: 

ce qui donne 

oů nous avons posé, pour simplifier l 'écriture, 

Or i l faut encore vérifier l 'équation 

d'oů l'on déduit que F doit ętre une intégrale quelconque de l 'équation 

Cela étant, les équations (3) et (4) deviennent 

(*) P a g e 20, fin du n° 5. 



d'oů 

( I ) 

expression dans laquelle chacune des fonctions <|/, et <|2 doit ę t re une in-
tégrale de l 'équation 

Nous avons ŕ considérer en second lieu l 'hypothèse oů l 'équat ion (4) 
serait réduct ible ŕ la forme 

(Ď,3) 

L'équat ion (3) pourra alors s 'écrire, après l 'élimination de au 
moyen de ( i 3 ) , ainsi 

(i4) 

I l est aisé de voir que si la relation (6) doit avoir lieu, la combinaison 

(i5) 

ne peut contenir et ; i l faut donc que 

On pourra par conséquent , en choisissant convenablement les fonctions 
s{ et s2, rendre 

C j j — C 2 2 — 1, 

ŕ moins que ces quanti tés ne soient nulles, cas qui va ętre étudié plus loin. 
On reconnaî t ensuite que, les coefficients c{ { et c 2 2 étant réduits ŕ l 'unité, 

la combinaison (i5) doit aussi ętre libre de et 1 ce qui donne 



Nous pouvons donc poser 

oů m et n sont des fonctions de sK et s2 qui, pour que ( 6 ) ait lieu, doivent 
encore vérifier les équations suivantes 

(16) 

Les équations ( i 3 ) et ( i 4 ) prennent en męme temps la forme 

('7) 

Les męmes raisons que tout ŕ l'heure nous forcent ŕ restreindre très 
considérablement la suite de cette analyse. L a solution particulière des 
équations (16) qui s'offre tout d'abord consisterait ŕ égaler m et n k des 
fonctions linéaires quelconques. 

Nous laisserons cependant cette solution de côté parce que l 'on peut 
démontrer que les valeurs correspondantes de si et s., en fonction de x,, 

x% et x3 n'existent pas. 
Nous ferons 

Les équations (17) deviennent alors 

(18) 



et les formules ( 2 ) donnen t 

Nous connaissons toutes les solut ions de ces équat ions ( C h a p . I I ) ( 1 ) . 

E l l e s peuven t d ' a i l l eu r s ętre accouplées a rb i t r a i rement , ŕ cette res t r ic t ion 

près toutefois que la quantité soit une fonc t ion indé-

pendante de st et de s.2 ; car , s i cela n'était pas, o n ne réaliserait pas le cas 

m = 2 . 

Posons , par exemple , 

ce qu i donne 

Toutes les cond i t i ons requises sont manifestement rempl ies et i l v ient 

( I I ) u = F i t o , t) 4- F 2 ( s 2 , t), 

F , et F 2 étant les intégrales des équat ions 

oů $ ( / ) est une fonc t ion a rb i t ra i re du temps . 

I l nous reste ŕ examine r l e cas oů les coefficients c , , et c,., de l 'équation 

( i 4 ) ne seraient pas tous d e u x différents de zéro . 

L ' e x p r e s s i o n de u que nous ob t i endrons sera, i l est v r a i , indépendante 

du t emps ; el le mérite peut-ętre cependant d'ętre citée, parce que c'est juste-

(*) P a g e 20, fin du n° o. 



ment cette solution que Riemann semble avoir eue en vue et parce que les 
résultats obtenus paraissent susceptibles d 'ę t re appliqués ŕ certains pro-
blèmes de Physique mathémat ique. Nous déterminerons en effet de la ma-
nière la plus générale deux fonctions oc et [3 des trois variables x K % x 7 , x 3 

de telle sorte que chaque intégrale de l 'équation 

( ' 9 ) 

en donnera aussi une de l 'équation plus générale 

(20) 

si l'on y remplace x et [3 par leurs valeurs en x i , x2 et x3. 

Or la détermination des éléments arbitraires dans l ' intégrale de (19) , 

conformément aux conditions dites aux limites, est bien moins difficile que 
le problème analogue relatif ŕ (20). D'autre part, le second de ces deux 
problèmes dépendra du premier d'entre eux, toutes les fois que le caractère 
physique des points que l 'on aura ŕ considérer pourra ętre en t iè rement 
déterminé par les valeurs correspondantes de a et [3. 

Ces observations faites, revenons ŕ notre sujet. 

On remarque tout d'abord que l 'on peut se borner ŕ considérer le cas 

c u _ c 2 2 — o, 

car soient 
cn — o et 

les formules (2) donneraient 

E (* i )= o, E ( 5 2 ) ^ o . 

Posons 

x et [3 étant des fonctions réelles. Il est évident que les équations 

Si = cons t . , s2 = cons t . 

ne représenteront des courbes réelles que lorsque s2 est fonction de a et S 
seuls et partant de s< = a + i$ et de ex - j (3. Or l'introduction de la va-
riable a — Ď(3, au lieu de s2, rendra évidemment 

c 2 2 = o. 



Nous posons, d 'après cela, 

(21) 

L'existence de ( 6 ) exige 

ce qui montre que les coefficients d\ et d^ s'ils sont différents de zéro, 
sont réductibles ŕ l 'unité par un choix convenable des variables s{ et $.2. 

L a discussion du cas oů l 'on attribuerait, dès maintenant, la valeur zéro 
aux deux quanti tés d[ et d2' ŕ la fois ou męme ŕ l'une d'entre elles seule-
ment, étant très facile et peu intéressante, i l nous suffira d 'étudier les con-
séquences de l 'hypothèse 

On trouve ensuite, sans aucune peine, 

oů les fonctions $, et $ 2 sont ent ièrement arbitraires. 
Nos équations se mettent, d 'après cela, sous la forme 

On déduit de lŕ, en introduisant les variables réelles x et (3, 

oů la fonction F doit vérifier l 'équation 

qui est la transformée de l"(u)= o. 



L'achèvement de la solution dépend, comme le montrent les formules 
( 2 ) , de l ' intégration des équations 

(22) 

Nous allons poursuivre dans l 'hypothèse 

oů tout se ramène ŕ l ' intégration des équations 

(23) E(*i)=o, 
M * i ) = e , 

parce que, s{ et s2 étant des imaginaires conjuguées, i l suffît de calculer 
une seule de ces fonctions; l'autre s'en déduira immédiatement . 

Nous nous trouvons en présence d'un problème exactement analogue ŕ 
celui qui a déjŕ été traité au Chap. II ; la différence consiste uniquement 
en ce que la quanti té F J ( ^ ) est nulle, au lieu d'ętre essentiellement diffé-
rente de zéro. 

Posons 

(24) 

Nous aurons, comme au Chap. II, 

(20) 

et 

(26) 

I l faut seulement modifier un peu la transformation ultérieure des équa-
tions ( 2 6 ) . 



On dédui t de (24) 

On trouve, en portant ces valeurs dans ( 2 6 ) et en tenant compte des 
deux premières équations ( 2 0 ) , 

(27) 

Le système d' intégrales le plus général des deux premières équat ions 
(25) qui soit compatible avec la condition E(s , ) == o est le suivant 

(28) 

oů F est une fonction arbitraire. Ce système satisfait d'ailleurs de lui-męme 
ŕ la dern iè re des équat ions ( 2 5 ) . On déduit ensuite de (28 ) et ( 2 7 ) 

ce qui entraîne 

On s'assure facilement que les valeurs de <\>t et de i|/2, t irées des deux 
équat ions 

(29) 

vérifient les équations ( 27 ) , et l 'on reconnaî t en męme temps que l 'on a 

Cela posé, i l est aisé de calculer la valeur de A (s,) . Les équations (24) 
donnent en effet 



d'oů 

ou bien, ŕ cause de ( 2 9 ) , 
M O = o . 

Or la seule hypothèse que nous ayons faite sur A ( ^ ) dans le cours de 
ce calcul consistait ŕ considérer A (st ) comme fonction des, . Nous con-
cluons, par conséquent , du résultat obtenu que les équations 

A ( * ! ) = / ( * 0 et E ( * t ) = o 

ne peuvent ętre compatibles que lorsque f(s{ ) est nul . 
Les équations 

nous apprennent, en outre, que les fonctions ^ et ^jouissent elles-męmes 
des propriétés de sr Ceci montre qu'une classe d'intégrales des équations 

(3o) E ( 5 l ) = o 

peut simplement ętre obtenue en résolvant par rapport ŕ .9, l 'équation 

(3i) 

oů F est une caractéristique arbitraire. Cette équation épuise-t-elle toutes 
les variétés des intégrales des équations (3o )? I l n'en est rien évidemment 
puisque, tandis qu'une fonction linéaire peut simultanément vérifier les 
deux équations ( 3 o ) , elle ne peut ętre représentée par l 'équation ( 3 i ) . 
On pourrait cependant désirer approfondir un peu le phénomène analy-
tique qui se présente ic i . Ce phénomène s'exprime ainsi : les équations 

et 
E ( s , ) = o, 

qui conduisent ŕ l'expression ( 3 i ) et qui peuvent ętre remplacées par les 
suivantes 

et 

entraînent 
A(,9 t) = o. 



Mais les équations 
= o , 

n'ont pas pour conséquence nécessaire 

A = o, 

car, si cela était, ( 3 i ) donnerait toutes les intégrales communes des équa-
tions ( 3 o ) . 

L'identité suivante mettra en évidence la liaison mutuelle de toutes ces 
équations. On a 

(3a) 

Exprimons la quanti té 

(33) 

au moyen de A . 
On trouve 

Multiplions la première de ces équations par la seconde par ^ 2 et re-
tranchons membre ŕ membre la seconde de la première en tenant compte 
des relations 

i l vient 

(34) 



Les équations (32) et (34) montrent que, E(st ) é tant supposé ętre nul , 
la liaison entre A(st ) et A est de la forme suivante : 

Cette relation rend compte avec toute la clarté désirable de ce fait que 
l 'équation A(st ) = o est une conséquence de A = o sans que la réciproque 
ait l ieu. 

Il résulte de tout ce qui vient d'ętre dit que les intégrales communes 
des équations (3o) contiennent une classe de fonctions, qui peuvent sim-
plement ętre obtenues en résolvant par rapport ŕ s, l 'équation (3i), tandis 
que la détermination de toutes ces intégrales dépend de l ' intégration des 
équat ions (24) après y avoir porté les valeurs de ^, et de tirées des 
équations (29). L' intégration des équations (29) se ramène , comme on le 
sait d'ailleurs, ŕ celles de deux équations différentielles ordinaires du pre-
mier ordre. La fonction 

Sy =z a -f- 1 j3 

étant déterminée, s.2 sera l'imaginaire conjuguée 

S2—CL — 

et les équations (21) deviennent 

d'oů 

( I I I ) u = f(si) -h *(*»), 

f et <3> étant des fonctions arbitraires. 
Il est évident, en outre, que toute intégrale de l 'équation 

( 3 5 ) 

en sera aussi une de celle-ci 

( 3 6 ) 

On s'assure avec la plus grande facilité que les fonctions a. et p qui ren-



dent (36) une conséquence de (35) se déduisent toutes des intégrales 
communes des équations (3o). Introduisons en effet dans (36) les varia-
bles a, (3 et v, v é tant une fonction arbitraire, ŕ la place de x{, x2 et x3 et 
égalons ŕ zéro les dérivées de V relatives ŕ v. I l vient 

ou bien 

(37) 

équation qui devrait ętre satisfaite par l 'intégrale générale de (35). 
Considérons, pour plus de simplicité, au lieu de cette dernière , la sui-

vante 

et substituons-la dans (37). 
Il vient 

Mais, comme cette équation doit avoir lieu quelle que soit la forme de 
la caractérist ique i l faut considérer ^ ' 'e tO' comme deux variables abso-
lument arbitraires. Ceci conduit aux équat ions 

qui conduisent ŕ leur tour aux équations (3o). 

14. Nous supposerons maintenant que la relation (6) n'ait pas lieu. 
On a alors, outre l 'équation 

(38) 

les deux suivantes qui ne contiennent pas 



ce système pouvant ętre remplacé avec avantage par les équat ions 

( 3 9 ) 

dont l'ordre ne surpassera pas le nombre trois. 
Nous allons montrer que les équations (38) et (3g) conduisent ŕ une 

relation de la forme 

(40) ( v = = I , 3 , 3 , . . . , / ? ) , 

ŕ moins que l'une des équations (3Q) ne soit de la forme 

( 4 0 
(n = i , 2, . . . , g ) 

l'indice s é tant égal ŕ i ou ŕ 2. 
En effet, soit d'abord 

(42) 

On déduira , ŕ l'aide de cette équation de la seconde des équations (3g), 

( 4 3 ) (v, il = 1, 2, 3 ) . 

Si toutes les quantités a v ou toutes les quantités &v ne sont pas nulles, en 
d'autres termes, si l 'équation (43) n'est pas de la forme (4i)> ° n pourra, en 
faisant usage de ( 4 2 ) e t ( 4 3 ) , exprimer les dérivées d'ordre quelconque 
de u relatives aux variables s{ et s2 en fonction linéaire des dérivées du 
premier ordre, de deux dérivées du deuxième ordre et d'une dérivée du 
troisième ordre. 

On a d'ailleurs 

par conséquent , toutes les dérivées de u par rapport au temps sont linéai-
rement exprimables au moyen des męmes cinq quanti tés; ce qui rend la 
proposition annoncée manifeste. 



Soit maintenant 

On réduira alors la seconde des équat ions (3c)) ŕ 

Nous supposerons f{ -/^ o, ce qui permet de poser 

f1 = 1, 

et nous nous dispenserons d'examiner l 'hypothèse contraire, parce que la 
discussion en est exactement semblable. On trouve 

des termes du second et du premier ordre = o. 

I l est aisé d'en conclure que, ŕ moins que d\ ne soit nul, cas oů >/'(«) = o 
aurait la forme ( 4 0 » u n e équat ion telle que (4o) pourra ę t re dédui te . 

Considérons maintenant de plus près le cas oů l 'équation ( 4 ° ) a l ieu. 
El le donne 

(44) 

Démont rons avec Riemann que les quant i tés pv sont nécessairement des 
constantes, męme lorsque l 'équat ion de mouvement de la chaleur est sup-
posée ętre l 'équation très générale (4) du Chap. III. 

E n effet, chaque terme, tel que 

(45) O — O, 1 , 2 , . . . , / i v ) , 

doit satisfaire, indépendamment des autres, ŕ l 'équat ion du flux calori-
fique. Substituons l'expression (45) de u dans l 'équat ion (4) du Chap. I l l 
en considérant pv et les <pv[A comme fonctions de xt, x2 et x3. Le coeffi
cient de 



dans le résultat de la substitution, doit nécessairement s 'évanouir, et cela 

donne 

Nous avons déjŕ fait observer ŕ la page 28 qu une pareille équation 
n'admettait que des intégrales imaginaires de la forme 

oc et [3 étant deux fonctions réelles assujetties aux conditions 

E ( a ) = E ( p ) , 

qui montrent que oc et [3 doivent ętre des fonctions indépendantes entre 
elles. Cette remarque autorise ŕ considérer u comme fonction des deux 
variables 

Introduisons ces variables dans les équations 

L e premier membre de la première d'entre elles sera du premier ordre 

parce que 
E ( * 1 ) = E ( 5 I ) = o. 

D'autre part, le coefficient de | ^ dans \'{a) sera aussi celui de 

Or ce terme doit disparaî t re; donc, le coefficient de ~ dans V ( M ) sera 

nul, et, comme celui de | ^ dans ne doit ę t re que l'imaginaire con-
OS2 



juguée du premier, i l s 'évanouira de męme . Il viendra, par conséquent , 

Ainsi les pv dans (44) doivent ę t re des constantes. 
Cela posé, i l est évident que les fonctions <pv[A qui figurent dans l'ex-

pression (44) peuvent toujours ętre déterminées en fonction de a?,, x2 et 
x3 de manière ŕ satisfaire ŕ l 'équation du flux calorifique. I l suffit, pour 
s'en assurer, de substituer l'expression (44) de u dans l 'équation en ques-
tion. Les coefficients des termes, tels que fre^t, étant égalés ŕ zéro, on 
trouvera autant d 'équations qu' i l y a de fonctions ŕ dé te rminer . I l est 
cependant essentiel de rappeler que l'expression (44) ne peut satisfaire au 
problème que lorsque deux seulement d'entre les fonctions oV[L sont indé-
pendantes entre elles. 

Si p est leur nombre, on devra joindre aux p équations susdites les 

p — 2 qui expriment que p — i d'entre leurs déterminants fonctionnels 

s 'évanouissent. 
Quand c'est la relation ( 4 1 ) qui a lieu, i l vient, en posant s = i : , 

expression qui se simplifie un peu en changeant sK en <|»a(*M sa). Il vient 

(46) 

Les exemples particuliers des expressions ( 4 4 ) et ( 4 6 ) , que nous serions 
en mesure de donner, étant compris dans des formes plus générales de u 

dont quelques-unes ont déjŕ été citées, tandis que les autres le seront 
prochainement, nous croyons pouvoir nous dispenser de rapporter ces 
exemples ic i . 

V I . 

Le cas m — 3. 

15. L'étude du cas m = 3 présente bien moins de difficultés que celle 
du cas précédent . Toutes les formes possibles de lŕ fonction u pourront ętre 
déterminées ici complètement , du moins quant ŕ h manière dont le temps 
y figure. Nous verrons aussi que le résultat de Riemann pour m = 3, savoir 



oů p est une constante, n'est qu'un cas très particulier des expressions gé-
nérales que nous allons faire connaî t re . 

Nous aurons ici trois équat ions dont deux peuvent ętre supposées libres 

du ternie en — • Ces deux équat ions seront nécessairement du second 

ordre, parce qu' i l doit en général ę t re impossible de déduire des équat ions 

que vér i f ie r une équation indépendante de ~ et dont l'ordre soit infé-

r ieur au second. Cela posé, i l est aisé de s'assurer que l'une de ces équa-
tions peut toujours ęt re mise sous la forme 

En effet, si męme cette transformation était impossible pour chacune 
d'elles, elle ne léserai t plus pour leur combinaison linéaire quelconque, ŕ 
moins que les coefficients des termes du second ordre dans ces deux équa-
tions ne soient proportionnels entre eux, chose impossible, puisque l 'on 

pourrait déduire alors une équation du premier ordre indépendan te de 

Les équations du problème peuvent, d 'après cela, s'écrire comme i l suit : 

(1) 

La manière dont la seconde de ces équat ions est écrite implique l'hy-

pothèse que le terme en ne peut jamais disparaître de cette équat ion. 

Nous sommes évidemment en droit de le supposer, puisque cette équation 
doit en tout cas ę t re du second ordre et doit, par conséquent , contenir 

l'une au moins des deux quant i tés -v4- ou bien 
> ds\ dsl 

Si les coefficients c"ii et ne sont pas s imul tanément nuls, on déduira 
des équations( i) , comme dans le cas analogue du Chapitre précédent , une 
équation ne contenant que les dérivées de u relatives ŕ t. Elle sera évidem-
ment du quat r ième ordre et les racines de son équation caractérist ique 
seront constantes pour les męmes raisons qu'au Chapitre précédent . Voic i 



par conséquent les formes de u qui sont seules possibles ici : 

(2) 

Rien de plus facile que d'écrire toutes les équations différentielles qui 
doivent ętre vérifiées par les fonctions <ď>v qui figurent dans ces expressions. 
L' intégration de ces équations semble offrir, au contraire, des difficultés 
très sérieuses, de sorte que nous devrons nous borner ŕ citer un exemple 
très simple. 

Considérons deux fonctions s{ et s2 qui satisfont aux équations suivantes : 

( 3 ) 

La fonction q>3 = sn s2 satisfera évidemment ŕ l 'équation 

on pourra, par conséquent , poser 

O n peut chercher ŕ satisfaire aux équations (3) en posant, par exemple, 

On trouve ainsi, entre autres, 

st = cos a xx cosbx2 e ^ , 

s2 = smaxy sinbx.2e
c*x', 

les constantes a, b, cl et c2 étant liées par les équations 

c\ —a-—b'2 = hpl, 

e2, — a1— b% — hp2, 

CyC2— a2— b2 — o. 

Il ne serait pas difficile de multiplier des exemples de ce genre, mais cela 
ne semble pas assez intéressant pour qu' i l y ait lieu de s'y arręter . 



16. Considérons maintenant l 'hypothèse 

Nous allons heureusement pouvoir résoudre complètement toutes les ques-
tions qui vont se présenter i c i . 

Observons d'abord que la seconde des équations ( i ) peut ętre trans-
formée en 

sans que les deux autres aient changé de forme. En effet, posons 

et introduisons cette variable au lieu de sx. Il viendra 

Posons 

cela donnera 

par conséquent 

ce qui rend la justesse de notre observation évidente. 
Les équations (i) deviennent, en écrivant s{ ŕ la place de G, 

(4) 

L a seconde de ces équations donne 

( 5 ) 



Substituons cette valeur dans la première des équations (4) , i l vient 

(6) 

x-Utribuons ici ŕ s{ une valeur particulière (s,), et désignons par ( ), 
les valeurs des fonctions de st pour st = (st ) , , i l vient 

(7) 

On déduit de (6) et (7), en éliminant 

(8) 

Les coefficients de cette équation doivent ę t re identiquement nuls. En 

effet, si cela n'avait pas lieu, i l viendrait 

L'équation (6) donnerait alors 

et l'expression ( 5 ) de u deviendrait 

ce qui montre que u serait exprimable en fonction du temps et d'une seule 
autre variable indépendan te . 

Un changement momentané de notations rendra la suite de cette discus-
sion, t rès facile d'ailleurs, plus claire. Observons pour cela qu' i l s'agit d'é-
tudier les quanti tés d\ et d"2' relativement ŕ la manière dont elles dépenden t 
de s, ; les variations de s2 n'interviendront nullement. Considérons donc 
deux fonctions f j (y ) et f 2 ( y ) d'une variable quelconque y et soit z une 
valeur particulière de cette variable. Les équations fonctionnelles qui dé-
coulent de ce fait que les coefficients de l 'équation (8) doivent ę t re identi-
quement nuls peuvent alors s 'écrire ainsi 

( 9 ) 



On trouve 

Multiplions la première de ces identités par f 2 (y ) et retranchons-en la 
seconde multipliée p a r f 2 ( y ) , i l vient 

Deux cas sont ŕ distinguer suivant que la quant i té entre les crochets ou 
f 2 '(s) est nulle. Considérons d'abord la première de ces deux hypothèses. 
Il vient 

(10) 

a étant une quanti té indépendante d e y et de z. L ' identi té L = o est satis-
faite par cette forme de la caractérist ique f2; elle devient en effet 

ce qui est réel lement une identi té. L a seconde des conditions (9) exige 
que l'on ait 

(» ) fi(7) = c f 2 ( y ) , 

c étant une quant i té indépendante d e y et de z. Les équations (10) et (11) 
conduisent immédiatement aux expressions de d'2' etd"; i l suffit de changer 
y en st et de remplacer a et c par des fonctions arbitraires fK ( s 2 ) etf2(s2) 

de s2. Les deux premières équat ions (4) s'écrivent alors ainsi 

Substituons dans la première de ces équations l'expression (5) de M , i l 
vient 



ou bien 

d'oů 

(12) 

On trouve, en portant la valeur (5) de u dans la dernière des équations 
( 4 ) et en faisant usage de l 'équation (12) , un résultat de la forme 

(i3 a) 

oů A, B et C sont des fonctions de s{ et de s2. Prenons la dérivée seconde 
de cette équation par rapport ŕ s{, i l vient 

(i3) 

Si les coefficients des dérivées de dans cette équation ne sont pas 

nuls, i l viendra 

L'équation (12) donnera alors 

de sorte que l'expression (5) prendra la forme 

(4) 

Considérons généralement , pour ne pas avoir ŕ y revenir dans la suite, 
une expression de u comme la suivante 

(i5) 

(v r = l , 2, 3, . . . , n). 

E n la substituant dans l 'équation 



on trouve 

(16) 

oů l 'on peut supposer qu'i l n'existe aucune relation linéaire ŕ coefficients 
constants entre les n fonctions $ v ; car, s'il en était autrement, l'expression 
(i5) serait réductible ŕ une autre oů le nombre des fonctions <3?v serait 
moindre, mais oů elles seraient l inéairement indépendantes les unes des 
autres. Cela posé, i l est aisé de voir que l'on déduira de l 'équation (16) 
n -+- i relations indépendantes entre elles, l inéaires, homogènes et ŕ coef-
ficients constants entre les n -+-1 fonctions^ et leurs dérivées premières . Il 
suffira, pour obtenir ces relations, d'attribuer n -+- i systèmes de valeurs 
aux trois variables act, œ2 et œa. 

L'une des racines de l 'équation caractérist ique du système d'équations 
susdit sera nulle, ce qui donnera 

on aura d'ailleurs 

oů les p et les a sont des constantes. 
On aura, par conséquent , 

L'expression ( i4 ) pourra, d 'après cela, ętre mise en changeant conve-
nablement les variables sous l'une des deux formes 

('7) 

Les fonctions st et s., devront, dans chacun de ces deux cas, satisfaire ŕ 



l'un des deux systèmes d 'équations 

(18) ou bien 

Il est superflu de pousser la discussion plus loin, parce que, quel que soit 
le système d'intégrales choisi, les expressions (17) satisferont évidemment 
ŕ toutes les conditions du p rob lème , tel qu' i l a été posé par l 'Académie 
des Sciences, bien que les circonstances particulières que nous venons de 
considérer puissent ne pas se présenter si l 'on prend un couple quelconque 
d'intégrales des équations (18) . Nous verrons dans la suite que, lorsque 
s, et s.2 sont des intégrales quelconques des équations (18) , les expressions 
(17) conviennent au cas m = [\. 

Rien de plus facile que l'examen des diverses circonstances qui pour-
raient se présenter si quelques-uns ou tous les coefficients de l 'équation 
( i 3 ) étaient nuls. On retrouve un résultat déjŕ cité ou encore 

o u b i e n 

La température s'exprimerait dans le premier cas en fonction du temps 

et d'une seule autre variable indépendante , possibilité qu'il n'y a pas lieu 

d'envisager. 
Si l 'on avait 

i l viendrait 

Nous étudierons bientôt cette forme de la fonction u dans toute sa généra-
lité, nous nous dispenserons donc de l'examiner en ce moment. 

Nous devons envisager maintenant l 'hypothèse 

On aurait 

C étant une quantité indépendante de y et de z. L a première des iden-

tités (o) deviendrait 
G 2 ( y — - ) — o , 



c'est-ŕ-dire 
C = o. 

Cela étant , la première des équations ( 4 ) s'écrira ainsi 

(19) 

oů d'I ne peut dépendre que de s.,, car on trouverait autrement, en sub-
stituant dans cette équation la valeur 

ce qui ne doit pas ę t re . 
Cela nous permettra de simplifier encore l 'équation (19) sans al térer la 

forme des deux autres équat ions ( 4 ) . Changeons la variable indépendante 
st en 

<7=Sif(S2), 
i l vient 

d'" étant fonction de s.2 seul, on déterminera f par la condition 

L'équation (19) se réduit alors ŕ 

et l 'on trouve 

( 2 0 ) 

Substituons cette expression clans l 'équation de mouvement de la cha-



leur ; i l vient 

(21) 

Cette équation se décomposera évidemment en deux autres au moins. 

Si les quanti tés &(s2)
 e t E ($ 2 )

 n e s o n t pas toutes deux fonctions de s2 

seul, l 'équation (21) donnera lieu ŕ une relation de la forme 

oů les quantités A, B, C et D seront fonctions de s2 seul. On en déduira 

(22) 

L a fonction u sera, par conséquent , de la forme (i5) et la solution que 
l 'on obtiendrait rentrerait dans l 'un des types ( 2 ) . Ceci ne semble pas 
ętre ent ièrement exact au premier abord, parce que l'expression consi-
dérée dépend de quatre fonctions de / , tandis que les formules ( 2 ) n'en 
contiennent que trois. On lève cette objection en observant qu ' i l existera 
une relation linéaire ŕ coefficients constants entre les fonctions de t qui 
figurent dans l'expression ( 2 2 ) . 

E n effet, un coup d'śil jeté sur les équations ( 2 0 ) et (22 ) nous apprend 
que les fonctions de s, et de s2, dont dépendra u, seront toutes de la forme 

(23) 

C étant une constante. 
I l est aisé de conclure, d'autre part, de ce que nous avons dit sur l'ex-

pression (i5), qu ' i l y aura autant de relations linéaires et homogènes ŕ 
coefficients constants entre les A<DA et les $ A qu ' i l y a de fonctions <|v(0 
l inéairement indépendan tes . Par conséquent , si les quatre fonctions de t, 

dont dépend l'expression ( 2 2 ) , étaient indépendantes entre elles, on 
trouverait, en se rappelant que les $ v sont ici de la forme ( 2 3 ) , qu ' i l 
existe quatre relations l inéaires entre A(s,)> A ( s 2 ) , E ( J 2 ) ,

 s* e t ^ e s f ° n c ~ 
tions de s2. Or i l résulterait de lŕ que A(s2) etE(s2) sont fonctions de 
seul, ce qui est contraire ŕ notre hypothèse . 

I l nous reste ŕ examiner encore le cas oů les quant i tés E (%) et &{s2) ne 
dépendraient que des,. L 'équat ion (21 ) ne doit pas alors se décomposer 



en plus de deux équations; car i l viendrait 

et u ne serait fonction que de s2 et de t. 

Cela posé, on voit que l'une des équations dont (21) sera une combinai-
son linéaire devra pouvoir s 'écrire ainsi 

A étant une constante. Il en résulte 

oů c est une constante. 

On aura d'ailleurs, comme i l est facile de le voir, 

de sorte que les équations du problème se réduisent en résumé aux 
suivantes : 

(24) 

Toutes les solutions communes des deux premières d'entre ces équa-
tions nous sont parfaitement connues (' ), elles ont été citées maintes fois. 
On voit ensuite que la fonction st est l'une quelconque des intégrales de 
la troisième équation oů la fonction 9 peut évidemment ę t re fixée arbitrai-
rement, ainsi que la constante A. Les fonctions st els., une fois déterminées, 
i l suffira d ' intégrer la quatr ième des équations ci-dessus pour que tous les 
éléments do l'expression 

deviennent connus. 

Tout ce qui a été dit dans ce Chapitre conduit ŕ la conclusion que les 
expressions ( 2 ) et ( 2 0 ) épuisent toutes les formes que peut avoir u lorsque 
m est égal ŕ trois. 

( ' ) P a g e 20, fin d u n ° 5. 



VII . 

Egg! m 
17. Ce cas, qui n'offre d'ailleurs aucune difficulté, a été complè tement 

traité par Riemann. C'est son raisonnement que nous allons reproduire. 

On aura ici trois équations différentielles en u ne contenant pas ~> Ces 

trois équat ions, ainsi que toutes leurs combinaisons linéaires, devront né-
cessairement ętre du second ordre; on pourra donc les écrire ainsi 

On voit que toutes les dérivées de u par rapport ŕ s{ et ŕ s2 pourront ę t re 
exprimées en fonction linéaire et homogène des deux dérivées p remières . 
I l s'ensuit que l 'équation 

qui est la quatr ième d'entre celles qui doivent ętre vérifiées par u, conduira 
ŕ une relation linéaire et homogène entre les trois premières dérivées de 
u par rapport ŕ t. Il en résul tera 

(0 

ou encore 

( ? ) 

Les quanti tés p étant des constantes. 
On démontre sans peine que la fonction fs(st, s2) doit ętre une con-

stante dans chacune de ces deux expressions. E n effet, changeons y, et f2 

en si et s2 et considérons d'abord le cas oů l'expression ( i ) aurait lieu. 



On devrait avoir 

ou bien, en développant la dernière de ces équations et en tenant 
compte des deux premières, 

Or c'est le cas m — 4 que nous étudions en ce moment; l 'équation pré-
cédente doit par conséquent se décomposer en quatre autres, dont trois 
seront les suivantes 

(3) 

qui n'ont d'autres solutions communes avec la quatr ième 

(4) 

que/.j = const. 

Si u était de la forme (2) , on retrouverait comme tout ŕ l'heure les équa-
tions (3); l 'équation (4) serait au contraire remplacée par la suivante : 

mais cette équation n'a pas non plus d'autres solutions communes avec 
les équations (3) que f3 = const. 

L a fonction u sera un résumé ici de l'une des deux formes 

les fonctions s{ et s., étant dans le premier cas des intégrales quelconques 



des équations 

et dans le second cas, celles des équations 

Vu et approuvé : 

Par i s , le i e i ' aoűt 1889: 

L E DOYEIV, 

E. HÉBERT. 
Permis d'imprimer : 

Par i s , le 2 aoűt 1889. 
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SECONDE THÈSE. 

P R O P O S I T I O N S DONNÉES P A R L A FACULTÉ. 

Exposer, d 'après les travaux récents , les théorèmes généraux sur les 
fonctions analytiques d'une et de deux variables. 

Fu el approuvé : 

Par i s , Je IE R aoűt 1889. 

L E D O Y E K , 

E . H É B E R T . 
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