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PREMIERE THESE.

SUR

LES PARAMETRES DIFFERENTIELS DES FONCTIONS.

CHAPITRE L.
RECHERCHE DES PARAMETRES DIFFERENTIELS.

I. — FExposé de la question a résoudre.

Dans un grand nombre de questions de Géométrie, et dans plusieurs
théories de Mécanique et de Physique mathématique, on rencontre des
expressions algébriques composées des dérivées partielles d’une ou de
plusieurs fonctions, et qui jouissent de la propriété de conserver Ia
méme forme a quelque systeme d’axes rectangulaires qu’on les rap-
porte. Nous citerons, comme exemples, la valeur du rayon de cour-
bure dans une courbe plane f{x,v) = o; I'expression

dV ’+ dVv\? dV\?*
rr a ) T \az )

st souvent rencontrée dans la théorie des surfaces et dans la Méca-
nique ; la quantité
'V AV d'V

NS .
dzx? dy® dz*
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qui forme le premier membre de I’équation qui régit les potentiels, la
condensation dans un milieu fluide, la dilatation cubique et la quan-
tité de chaleur dans un milieu solide d’élasticité ou de conduectibilité
constante, etc.

Nous nous proposons ici de rechercher toutes les expressions diffé-
rentielles de ce genre qui contiennent seulement les dérivées partielles
d’une fonetion V des n variables x,, x,,..., x,. Notre analyse s’appli-
querait également bien, 4 la vérité, au cas olt on voudrait faire entrer
dans la composition des expressions cherchées les dérivées de plusieurs
fonctions, et nous aurons méme occasion de résoudre subsidiairement
un de ces problemes, mais nous nous contenterons d’examiner ici le
cas d’une seule fonction, qui demande a étre traité le premier comme
étant le plus simple.

II. — Cas ot la fonction V ne dépend que de trois variables.

Soit V une fonction des trois variables indépendantes x,, x,, 2, que
nous supposons comptées sur trois axes rectangulaires. Posons, pour
abréger,

dv dv d*Vv

—— = Piy 5 = Pi,jr i = Pi,j ksyeers
dx; po dz; dx; Pii dx; dx; dzy Pigsks

Changeons les axes en d’autres également reetangulaires, et soient 2, ,
x,, &, les coordonnées du point représenté primitivement par x,, ,, 2,.
Affectons les p d’accents pour leur faire représenter les nouvelles déri-

, dV .
vées - > etc. Les formules de transformation - connues permettront

d’exprimer au moyen des p’ toute fonction F des p, et nous voulons
déterminer F de telle sorte que les p' y entrent de la méme maniere
que les p.

La question présente deux difficultés : la premiere consiste en ce
que les formules habituelles de la transformation des coordonnées ren-
ferment neuf constanies, dont trois seulement sont arbitraives, et
comme l'analyse dont il faut faire usage exigera probablement, quelle
qu'elle soit, qu’on annule les coefficients de celies de ces constantes
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qui sont indépendantes, on sera amené a des éliminations compliquées.
Il existe, & la vérité, des formules dues & Euler qui n’introduisent que les
trois constantes indépendantes ; maisleur défant de symétrie les rendrait
peu commodes. En second lieu, ayant exprimé dans F les p en fonction
des p/, on n’apercoit guere d’autre moyen, pour comparer entre elles
les deux formes de cette fonction, que le développement suivant les
puissances croissantes des constantes de la transformation; et comme
ces constantes sont finies, ce développement sera, non-seulement fort
compliqué, mais encore sujet a certaines exceptions.

La considération de 'infiniment petit détruit ces difficultés. En eftet,
le second systeme d’axes étant pris infiniment voisin du premier, si la
fonction F conserve sa forme dans le passage de 'un a I'autre, la méme
chose aura lieu quand on passera de ce dernier & un systeme infiniment
voisin, et, de proche en proche, on arrivera a changer les premiers axes
d’une maniere quelconque. Or, le passage d’un systeme d’axes & un
autre infiniment voisin peut s’effectuer par une rotation autour de leur
axe instantané, et si ¢,, ¢,, ¢; désignent trois quantités proportionnelles
aux cosinus de cetl axe et des premiers, si @ est la rotation infiniment

)

petite, et que ¢ représente le rappor » les cosinus des

S

Vel +ei+ci
nouveaux axes avec les anciens sont renfermés, aux quantités pres du
second ordre, dans le tableau :

x, x, X,
z 1 v | — v
x, — ¢y 1 ¢
s .o | — e 1

qui, ne contenant réellement que les trois composantes
M= C Y, = Ch¥, W3 = CuV

de la vitesse angulaire suivant les axes, peut étre remplacé par

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



T Z, x'; At x,

¥7;:_; ) I ‘ oW l — 0y

S

[N NS ST -
x [AN — E T

ou il n’entre plus que trois constantes, arbitraires et infimment
petites.

1lI. — Ewxtension de la méthode aw cas d’un nombre quelconqgue

de variables.

Les considérations géométriques qui nous ont servi a exposer la
question dans le cas de trois variables, et qui nous ont guidé dans le
choix des constantes, cessent d’exister dans le cas général. Appelons,
avec Jacobi, substitution linéaire orthogonale toute substitution opérée
au moyen des formules

Jj=n

:
Zi—= E @i j %5,

=1

n-+1 ..
~(—2——~) conditions

Y . . n
ol les a sont assujettis aux

j:n

e
Zat,j(tir,,: s 0(l.> l.,)f
) 1{i=17).
J=1

n{n—i) . .
—(—2—-’ constantes arbitraires de

Il est facile de reconnaitre que les
ces formules pourront, lorsque les «; devront étre infiniment voisins
des @;, et qu’on se bornera aux termes du premier ordre, étre des infi-
niment petits de cet ordre pris & volonté w, 5, , 4,..., Ws_y,n €L Gu'on
pourra adopter pour les cosinus des nouveaux axes avee les anciens
ceux du tableau :
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x, x, x, x,
Z, [OTT Wy, G}, [O 799
X, 0,1 [P 3,3 Wa,n
X3 3,1 3,2 3,3 ®a,n
: S
Zn Wp,t Wy, 2 ®p,s Dn,n

auquel correspondent les formules de transformation

/

! r I
(=0, X, 0, Lyt eea 0,0 Ty, X @, X 0, Ly W X

D R T S R R DY

r ! !
L= 0y X+ We,a Xy euetWen T, 5 x2_w, Y/ A ol VIR A SR S A P
\

’ ! s
y xu:wn,lxl+mn,2x2+'-'+wn,nxn, .Z'u 1)1 nxl+(1)2 nx1+ +(l)n 2,

sous les conditions
Dy == 1, O+ W= 0.

En effet, les conditions d’orthogonalité se trouvent satisfaites par ces

cosinus, ou du moins il ne s’en faut que d’infiniment petits du second
ordre.

IV.—Formation des anciennes dérwées en fonction des nouvelles.

Des formules qui précedent on déduit

Ji=n Ji=n

AV g dv
Pil_a_‘z‘—il— ‘ d.%‘ 0i,,j, = Pl -+ 2 wlwle] ’
= 1 j =1
le dernier ¥ s’étendant i toutes les valeurs de j,, sauf j, = i, parce

que ce terme est mis a part. Dérivant cette premiere formule par rap-
port a x;,
Ji=n j=n

— . n . g
pilxia'—“ Z Z Wi, (')’a-/apj’,j_:'

=1 g=1
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(8
Cette expression renferme trois sortes de lermes : ceux pour les-
quels j, 27, et en méme temps j, <z2, ceux-la sont a négliger comme du
second ordre; ceux pour lesquels j, =1, ou Jz— 1,; ceux-la sont du
premier ordre ; et enfin celui pour lequel j, =1, j,=1i,. qui est fini.
Done

]'l:n jazﬂ
’ Y g
Piis— Pi,, i -+ E Wiy, j, Pia, /, -+ 2 Wiy ja pi,,/’,’
Ji=1 Je=1

les ¥ s’étendant & toutes les valeurs des j, sauf j, =i, pour le premier,

et J, =1, pour le second.
En général, on aura

Ji=nj,=n [,=n

Pissigererin = 2 2 z Wi, j, Dig, jae -+ Bipyyjiy PJ“I, cd

Ji=1 Ji=1  Jp=

et, pour qu'un terme de cette somme soit a conserver, il faut que m — 1
des j soient respectivement égaux aux 7 auxquels ils sont accouplés. It
y a en outre un terme unique et fini qui correspond au cas ou les j
sont tous égaux aux Z; ainsi

: \=n Ja=n
p——— 4

\Pi,,i,,-u, im——Pi”i”. i + 2 mli,lgpj,L” ,i —+ 2 w‘z’!apjsy 19y ,";?
i ‘

I
S ) ’ Jm=n

A m;m,lmP/m, LR A (.]l>1|y.]2< 25 sJm > tml

‘ ]m:l

Cette formule convient également au cas ol certains des ¢ seraient
égaux entre eux.

V. — Formation des équations différentielles en F.
Il faut maintenant substituer dans la fonction F ces valeurs des p-

Chaque p étant égal au p’ affecté des mémes indices, plus une partie
infiniment petite que nous représenterons, pour abréger, par dp’, le
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(9)
développement de F, en négligeant toujours les infiniment petits du
second ordre, sera

Fipopso-copopo - ) =FPupe s pupo )
—q l—’l 13:71 l :n

—%—Z Z 2 2 dP,z - P’i”xi,m’im,

b "
m=1 =1 =1 I,==I v

g désignant Pordre des dérivées les plus élevées qui entrent dans F.
Cette équation doit avoir lieu quels que soientles », et, par suite,

F(pipe- spupii-- - )=F(p. .00 PP )

Done la fonction cherchée doit conserver, apres la transformation,
non-seulement la méme forme algébrique, mais aussi la méme valeur
numérique.

Egalons maintenant 2 zéro les coefficients des w. Considérons celui
de w, et soit r inférieur & s; a cause de la relation w,; = — w,,, il
faudra réunir les coefficients de ces deux constantes. Il résulte d’abord
de la formule (1) que si, dans &p; ; ; , aucun des indices i n’est égal

nia 7 nids, aucun des Y qui forment cette expression ne peut conte-

nir ni ., 0i w,,. Supposons done généralement que sur les indices 7,
un nombre A, qui pourront étre les & premiers, soient égaux a r, que les
k suivants le solent & s, et que les m — A — £ derniers soient différents
de r et de s, ce nombre m— A —£% pouvant étre nul au besoin, mais
jamais négatif. Indiquons, pour plus de netteté, par pg ,m, le p qui
présente cet ensemble d’indices. Sous les £ premiers Z de 0Pl
» porte r en premier indice; si donc on prend les seconds in-
dices jy, /..., égaux as, il enrésultera 4 fois le terme Or,s Plh—r, eger, m)s
sous leskEsuivants, w porte s en premier indice; prenant donc j,.,,

Jhwzs- -+ Jurx €gaux & r, on a £ fois le terme s Plhopot, i, m) Quant

—L,m;
aux 2 restants, aucune hypothese sur les j ne saurait v introduire

2
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ni o, ni w,,. Donc le coefficient de w, ; dans ¢p;, est

Ay

! |
(h—tkm) lip(h+|,l;-—|,m)’

hp

et le coefficient total de cetle constante

ln:q l[‘

dF
{ M _ / . ~ ol .
(2) 0= Z 2 [/1[)(,1_“““".) Eplsinm, ] dpiy
il or)

m=1 hk

g indique Pordre des plus hautes dérivées entrant dans F; le se-
cond ¥ indique qu’on doit faire varier les nombres 4 et £ des indices ¢

(ui sont égaux ar ou a s, de maniere que /. —+ £ reste inférieur ou
égal & m.
En faisant varier de toutes les manieres possibles les deux nombres r

(n—1)

et s, on déduit de 'équation (2) un systeme de -’1»—2— équations aux
différentielles partielles que doit vérifier simultanément la fonction F.
Toutefois, il faut observer que ces équations ont été réduites des seuls
termes infiniment petits du premier ordre et qu’on eiit obtenu de méme,
par la considération de ceux d’ordre supérieur, des équations différen-
tielles du second, du troisieme ordre, ete. Il peut arriver, ou que ces
dernieres ne soient que des conséquences des équations ( 2), ou qu’elles
expriment des propriétés de la fonction F différentes de celles qui lui
sont imposées par eces mémes équations. Dans le premier cas, I'inté-
gration des équations (2) fournirait la solution la plus générale du
probleme. Dans le second, elle conduirait & une solution trop générale
que les équations d’ordre plus élevé auraient pour effet de restreindre.
Quoi qu’il en soit, il faudra intégrer les équations {2); mais il sera
indispensable de vérifier ensuite si les fonctions obtenues sont réelle-
ment indépendantes des substitutions orthogonales.

VI. — Cas oie ¥ ne doit contenir que des dérivées du premier
ordre.
On a alors g =1, m =1, et les seules hypotheses possibles sur % et £

sont
=1, k—=o0; h=o, k=1,
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ce qui donne, en supprimant les accents désormais inutiles,
¥ dr
P dp TP
On conclut de ces équations, écrites pour toutes les valeurs diffé-
rentes de r et de s,

|¢_Z“FM1(ZF4 _L(IF-—O
I—):(lp‘__—l)—zdpz——.‘.‘p’ldpn“— i

v ¢tant la valeur commune de ces rapports. Ceci donne pour différen-
tielle totale de F
i=n

dF — 2 g}?c}odp,:go(pl dp, =+ pdp. <. .. < podp,) =

(=1

1
;C‘de,

ol = représente la somme des carrés des p. Le premier membre étant
différentielle exacte, et par suite aussi le second, il faut que ¢ ne soit

fonetion que de =, et alors la méme chose a lieu pour F. La quantité \»
a recu de M. Lamé le nom de parametre differentiel du premier ordre
de la fonction V; nous adoptons cette dénomination que nous étendrons
a toutes les fonctions dont nous nous occupons ici, et nous dirons
que :

Les seules fonctions différentielles du premier ordre qui ne changent ni
de forme ni de valeur, par leffet d une substitution. orthogonale , sont le
parametre differentiel du premier ordre et toutes ses fonctions.

VIL. -— Cas ou F ne contient que des dérwées du second ordre.—
Intégration de I'une des équations (2).

Dans ce cas, m = 2 el les valeurs a prendre pour 4 et £ sont
=y, F—=o0; h=o, k=1; h=2, k=o0; h=1, k=1; h=o0, k=—2.
L'une quelconque des équations (2) est

i=n i=n

dF dF dF dF dF

(128) D pi o= P +2Pw<—' > = (Pos— Pl g =0
Pri d 5.0 d r.r d 5,8 ’ : d r,s
= P P Pr. Ps. Pr.

=1

2.
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¢ devant prendre toutes les valeurs, sauf 7 et s, puisque les termes qui
répondent & ces valeurs de i ont été séparés des Y- Cette équation est

linéaire, et il faut, pour en former I'intégrale générale, considérer le
systeme simultané

dpe _pra P B AP P P
‘ Ps.i Ps,2 T Ps.r— - Ps.r+1 T Pes— - Ps.st T Ps.n
(r,s) / :% = —ipj—’?— —=...== dps’r_' = dpx’r“ —=...== dps’s"l = dP:,H-: ST L d—Pi—'—
—Prr T Pra — Pro— T Prors — Pris— T Pris — P
_dp.. _ dp.s _ dp.,

= ’
2Pr,s —2Prs  Ps,s— Prr

qui, étant formé de 27 — 2 équations, admet ce méme nombre d’inté-
grales renfermant chacune une constante arbitraire. Les rapports écrits
sur la méme ligne verticale donnent les » — 2 suivantes

P:,i -+ Psz,i: Cis
i n’étant ni r ni s. Des trois rapports de la derniere ligne qui sont encore
¢ gauxi
Ps.s dpr,r -+ pr,rdps,.f o 2Pr,s dpr.s o d (P";"PS;S - Pl?,.f)

—_— 2

2Pr,s (P:,s _— Pr,r) T2 Pr.s ( Ps.s — pr,r) o

on conclut les deux nouvelles intégrales

Pror = Pss = C, ProrPs,s _p"?r’ =

Considérant ensuite le dernier rapport avec 'un de ceux de la pre-
miere ligne, et tenant compte de

pui=ENG—pli, pos— P =ENC— e —§p},,
on a
dpr,s _ {l_pr,i
=G fo—4pi. e pi

ce qui donne
2 s . r,
Pr. - sarcsin 22 = const.

VG —4e Vei

Prenons les cosinus des deux membres, et observons que quand on

-+ arcsin
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3

s e . dz
adopte, comme nous P'avons fait ici, arcsinz pour valeur de —
Vi—z

on choisit 'arc de maniere que son cosinus soit positif; ces cosinus
seront donc toujours

Voo dphy P bt a P
Ve —je VG—4e Ve ’ Ve

(les signes supérieurs étant pris en méme temps dans ces formules et
dans la précédente), et cette derniere deviendra ainsi, dans tous les
cas,

(Pes— pre) (pLi — PPi) +4 prs pri ps,i= const.,

qu’on transforme aisément, en tenant compte des formules C et C;, en

PrePli—t PosPii— 2Prs Pri Ps,i == Ga

Ces n — 2 intégrales, jointes aux n précédentes, forment un systeme
complet de 27 — 2 solutions des équations simultanées, et sont toutes
résolues par rapport aux constantes.

D’ot il résulte que I’équation (r,s) exprime que F peut étre fonction
arbitraire de toutes les variables p qui ne portent ni 7 ni s en indices,
mais ne peut contenir. les autres que dans les fonctions ¢, G, ¢;, G;, otz
n’est ni 7 nis.

VIII. — Nombre des fonctions distinctes qui sont intégrales

communes des équations (2).

Dans le cas qui nous occupe, le nombre des équations (2) qui doi-
vent étre satisfaites simultanément est le méme que celui des varia-
bles p,, ou r est différent de s. On pourra donc tirer de ces équations
les valeurs des dérivées par rapport a ces variables, en fonction des
dérivées de F prises par rapport aux variables restantes p,,. Différen-

tiant ces valeurs, on introduira aux seconds membres des dérivées telles

¥ qui reviennent a d
dpz i P 7 dpii

la substitution de

F
que (di_>’ et se peuvent ramener par
Pik

a ne contenir que les

- De méme pour
ap; dp, (dp;.; p
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les dérivées d’ordre plus élevé. Cela étant, supposons qu'on se donne la
fonction des p;; 4 laquelle F doit se réduire, quand on y suppose nuls
tous les p,;, ol n’est pas égal a4, on en pourra conclure toutes les
dérivées de F par rapport aux p;,, et par suite toutes les dérivées sans
exception dans la méme hypothese; si donc on développe F suivant les
puissances ascendantes des p; ;, tous les coefficients de cette série seront
déterminés, d’ou I'on voit que la fonction la plus générale qui satis-
fasse aux équations (2) doit se réduire & une fonction arbitraire des p;;
quand on y annule les p, ;.

Soient o,, 3,,..., 9,, n fonctions des p qui satisfassent a la fois aux
¢quations (2), et qui soient telles en outre que, quand, apres y avoir
annulé les p;;, on égalera a des constantes arbitraires les résultats
obtenus, on puisse tirer des équations ainsi formées les valeurs des p;,
sans impossibilité ni indétermination; je dis qu’une fonction arbitraire
de 9, ©,,..., 0, sera la solution générale des équations (2). En effet,
ces équations étant toutes linéaires et sans dernier terme, la fonetion
considérée leur est intégrale commune. Et c’est intégrale générale;
car, soient f(p, (, Pazs---» Pnn) Uune fonction donnée a volonté, et

C.D’|: 1(Pl.l7 P‘L?: Ty Pn,u),
9’2: Lpz([)m, P2y Pn,n))

i
?,,:fﬁ ‘-!)n (p1,1, pz,z, LECEEIY pn,n)a

les » fonctions auxquelles se réduisent les ¢ pour p,; = o, on pourra,
par hypothese, déterminer les p,; en fonction des ¢, sans indétermi-
nation et réduire ainsi / a une fonction connue de ¢;. Si donc on prend
pour F la fonction qui contient les ¢, comme celle-ci contient les ¢/,
F se réduira & f(p, (s P22s-+-s Pon) quand on annulera les p, ;.

La question se trouve donc ramenée a chercher n fonctions des p
qui satisfassent simultanément aux équations (r, s) et qui, quand on y
annule les p; ; et qu’on égale les résultats & des constantes, forment un
systeme de n équations propres & faire connaitre les p;; sans indéter-
mination ni incompatibilité.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



IX. — Indication de la solution.

Puisque nous avons trouvé, au § VII, la forme finie & laquelle
I’équation (7, s) assujettit les fonctions cherchées, il ne reste plus qu’a
composer, a I'aide de toutes celles de ces formes qui répondent aux
diverses valeurs de r et de s, » expressions symétriques par rapport
aux indices r et s, c’est-a-dire telles, qu'on puisse y permuter deux
indices quelconques sans les altérer; car cette permutation, faite dans
le systeme des équations (7, s), ne fait qu’en changer I'ordre.

Ecrivons la fonction ¢; sous la forme

| [)/-,i I)l',s ! E pr,i l-’l r
r,i( s, s PPra T Pr,s x,i)"“ s,i( r,sMri—— Prr 5,i): r,i ! |-— $,8 E ?
Pr.itPs,s P PrsP PsilPrsP pr-p P | Poi Pss | b | Psii Psie
. . . s ! Pror Pros | .
et ajoutons la fonetion — p;; (pr,Pss— Prc) = — Pi i Por P l’ qut,

a un facteur prés qu'on doit regarder comme constant, rentre dans
la forme c. Nous aurons formé le déterminant

E Pii  Pri Psi !‘

| Pir Pror Par (o

| Pis Pro poc |
qui est intégrale de (7, s). Les autres équations admettent comme solu-
tions des déterminants ternaires analogues; et comme toutes ces fonc-
tions sont des déterminants partiels du déterminant symétrique

‘ P Pur Piseo Pia
1 Pav P22 Prse-e Pon
D= P Pszx Pase.- P o

i i
i !
; pn,l pn,:' Pn,s- .. Pn,n i

on est naturellement conduit a chercher si ce dernier ne serait pas
I'une des solutions.

D’autre part, en considérant les fonctions symétriques
(Pia =+ Paa) = (Pas = Piye & - - Pk

(PuiPrr — Pla) + (Puipos — Pla)+ oot (P Pun— Pl
+ (PuePas— Pia) oo (Pucinet P = PE )
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on y reconnait deux solutions communes aux équations (7, s). Cela est

évident pour la premiere, et le devient pour la seconde quand on
I'écrit sous la forme

(])x,xpz,:/ - pf,) -+ (pl,l -+ Pz,z)(Ps,s = Pis .- pn,n)
- (Pis’i_ Pia)"' (Pfs _'“P;t) T (Pf,n+P:,n)
 (Poss Pas— P2s P Pos — PLy oot Prciynet Prn = Prs )

ot il n’entre que les fonctions ¢, C, ¢;, prises pour r=1, s =2, et
des constantes.

Or la premiere de ces deux fonctions est la somme des déterminants
principaux de D; la seconde est la somme des déterminants principaux
du second ordre. L’analogie porte donc i penser que les n solutions
cherchées doivent étre les sommes de tous les déterminants mineurs
principaux d’un méme ordre qu’on peut former avec le déterminant D.

Remarquons, avant d’aller plus loin, que ces n sommes peuvent
réellement entrer dans la eomposition de intégrale générale; car, si
on y réduit les p,; a zéro, elles deviennent les sommes des produits de
tous les p;; combinés un 2 un, deux a deux, trois a trois, etc., et par
suite les p;;, étant les racines de 'équation

0=P] — ¢\ P L Pt (—ayigl P o (—a)o,

T n—1

ont des valeurs déterminées.

X. — Férification de la solution.

Par suite de la symétrie des formes i vérifier, il suffira de s’assurer
qu'elles satisfont 2 une seule des équations (r,s), par exemple a
Péquation (1, 2). Dés lors tout p qui ne portera en indice ni 1 ni 2 sera
regardé comme constant.

Observons d’abord que les intégrales du § VII en entrainent d’autres,
parmi lesquelles les deux suivantes nous seront utiles :

Qi,j == Pr,i Ps,j ~ Pr,j Ps,i»
bi,j == Pror Psi Pesj = Psss Prii Prij — Pros(Pri Psyj + PrjPsi);

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(17)
on les vérifie aisément au moyen des rapports (r,s). Toutefois il est
bon de remarquer, sur la fonction a;;, qu’elle ne saurait entrer elle-
méme dans I'intégrale générale, ou du moins que celle-ci n’en saurait
étre une fonction tout & fait arbitraire, mais qu’elle doit étre paire par
rapport aux expressions de cette sorte, parce qu’elles changent de signe
par la permutation des indices.

Ceci posé, considérons la somme des déterminants principaux du
m*™ ordre de D. Ces déterminants sont de trois sortes : 1° §’ils ne con-
tiennent ni les lignes ni les colonnes dont les éléments portent 1 ou 2
en indice, ils sont constants; 2° si 'un d’eux ne contient que la ligne
et la colonne qui répondent a I'indice 1, on peut toujours le grouper
avec un autre qui n’en differe que par le changement de I'indice 1 dans
I'indice 2; 3° enfin les autres contiennent a la fois les lignes et colonnes
relatives aux deux indices.

Considérons d’abord le second cas. Soient D, et D, les deux déter-
minants que nous devons grouper ensemble. En leur enlevant a chacun
la premiere ligne et la premiére colonne, il reste un méme déterminant
constant que nous appellerons &, et quand nous supprimerons dans
celui-la la 7" ligne et la s*™ colonne, nous indiquerons le résultat
par @, : alors

Di=p.,.o— 2 p’m Or,r + 22 (— 1)y pur PrsOns.

r r,s

Comme le déterminant D, se déduit de celni-ci par le changement de
I'indice 1 en 2, leur somme est

(pl,l +P2,7) 0 ‘_Z (p?;' +P:,,.) 6r,r -+ 22('— l)r-H_l (pl,r Pr.s -+ Por P‘z,s) 6r,s,

r ry8
qui satisfait évidemment i I’équation (r, 2), puisque, hors des ¥, on

a la fonction C, sous le premier Z la fonction ¢;, et sous le 2 double

une quantité qui ne differe que par une constante de a?,, car

a’ =

rys

Pur Pus [P pPL.+pl, PurPis =+ P Pos
Por Pus | | PurPus+ ParpPas R
= CrCs — (Pl,r pl,s —+ Pz,rpz,s)z.
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Soit maintenant D’ un des déterminants du troisieme cas. Appelons
encore ¢ le déterminant qui résulte de la suppression des lignes et co-
lonnes relatives aux indices r et 2 dans D’, 4, celul qu'on trouve en
otant dans ¢ la r* ligne et la s* colonne, d‘p,, celui qu’on obtient en
supprimant dans ¢ les lignes des rangs r et r’ et les colonnes s, s' (les
nombres p et & indiquant ici les numéros d’ordre des combinaisons
rr’, ss' dans ensemble des combinaisons deux & deux des m — 2 pre-
miers nombres), nous aurons

. P Pua l | Pui Pie | _ 2
D= o - — 1) z,sar,s—lSI
P P ,Z (( ) Pra Proe l Ep ( ) )

Zl=r [ ] Berpa

Pl,s pl,:’ I'
Prs  Pos

pr,l Pr,z

+2 (—1) r+r’+s+s'5(2)
B2 pry pra

125

Le premier terme est le produit de ¢ par la constante . Sous le pre-

mier 3> les termes ot les d ont deux indices égaux donnent

ce qui ne differe de C, que par une constante. Les autres, dépendant

de d,.,, peuvent provenir de ce que le premier indice du ¢ est 7 ou s,
le second étant s ou r; en les groupant quatre par quatre, on a

P2 P
Pra Pra2

P P
Pra Pre

i,r

(_ l)zr——l 67‘,7‘ % pz,r

P P2
pr,l pr,2

Puri P2 { . P21 Pe,:

—+ Par Ps
Ps,v Ps,2 Pr.i Pr,»

(" l)r-H_‘ 6:’,5 z P?,s _Pl

lep'zzlt,
Ps.x Ps,2

;

ce qui, développé, reproduit b, . Prenant enfin les termes du der-
nier ¥, on reconnait qu'a des facteurs constants prés ils sont des

formes a?,, a,¢a,,. Donc D' satisfait & P'équation (1, 2), et par
suite aussi la somme entiere de tous les déterminants considérés. Ainsi
nous pouvons énoncer le résultat sulvant :
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Les seules fonctions uniquement dependantes des derivées partielles
secondes d’une fonction V, qui conservent leur forme et leur valeur apres
une substitution orthogonale quelconque sont, le determinant

dv d=V d=v d*Vv
;i‘—z_f— dz dz, dz.dz,  dx.dz.
dzv dzv daxv d:v
dz.dz, dr! dz.dz,  dz.dx,
D=1| &V d'V &V v o,
dz,dz, dx,dz, 3?; h dx,dzx,
dv dxv dzv dzv
dz.dz, dz,dz. dz.dz,  dx?

toutes les sommes qu’on peut composer avec ses delerminants mineurs
principaux d’un méme ordre, et r’importe quelle fonction de ces n quan-
ttes.

Remarque. — 1l resterait a la vérité, comme nous P’avons dit au§V,
a vérifier directement que ces fonctions jouissent de la propriété
énoncée. Nous remettons 2 plus tard cette vérification, qui ferait double
emploi avec une autre recherche.

XI. — Cas ot la fonction ¥ doit dépendre des dérivées des deu.r

premiers ordres.

T Ty . LF dF
Il faut ici ajouter a I’équation (r, s) les deux termes p; ap. Py
et au systeme des équations simultanées (r, s)' les deux rapports
b dp devient ainsi
P; - pr
(s dp. _dp, _dp.i _ dp,i _dp.,  dp., _ dp.,
’ ps - pr Ps,i - pr,i 2]):',5 - 2pr,s ps,s — Pr,r i

et comme il est formé de 27n équations, il a 27 intégrales contenant
chacune une constante arbitraire. Les 27 — 2 fonctions ¢;, C;, ¢, C

du § VII sont évidemment solutions. Pour les deux restantes, les deux
3.
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premiers rapports donnent immédiatement
T=prpss

et si 'on observe que cette fonction ne differe de ¢; que par la suppres-
sion du second indice ¢ des p, que, d’autre part, la derniere fonction
a trouver est I'intégrale de I'équation formée en égalant 'un des deux
premiers rapports (r,s)” & I'un des suivants, le premier au dernier par
exemple, on verra que cette fonction doit s’obtenir en supprimant

indice ¢ dans 'équation C; du § VII;
T= Pr.r Pf —+ Ps,s P: — 2Prs PrPs

est donc la n“* des fonctions cherchées.

Puisque, dans le cas actuel, les équations (7, s) contiennent n varia-
bles de plus que précédemment, le raisonnement du § VIII prouvera que
la solution génerale renferme 27 fonctions, ¢, 9a,..., @y Uiy boyerr, Ty,
qui doivent elles-mémes étre solutions communes, et se réduire, lors-
qu’on y annulera tous les p, ;, & de telles fonctions des p, et des p, ,
qu’en les égalant 4 des constantes on en puisse conclure les valeurs de ces
variables sans incompatibilité ni indétermination. Sur ces 27 fonctions,
n sont déja connues: ce sont les solutions du cas précédent, car elles
satisfont aux équations du probleme actuel, privées des termes en p,,
et leur substitution dans ces termes donne zéro, puisqu’elles sont indé-
pendantes des p,.

Il n’en reste donc que n & chercher : nous y emploierons, comme
ci-dessus, la méthode d’induction. Il est d’abord évident que l'une
d’elles est

pi+pi+.. -+ pl.

En outre T' s’écrit, comme on I’a vu pour C,,
o p p |
Pr Pr,r pr,s ’
] ps p.s,r Ps,s

ce qui est un déterminant principal binaire de D, ol I'on aurait inter-

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(21)

calé la ligne et la colonne o p, p,, se coupant suivant I’élément prin-
cipal zéro. Il est facile de reconnaitre que la somme de tous les déter-
minants semblables est une solution; car, outre le précédent, elle en
contient de deux sortes : 1° ceux oll ne se trouve aucun des indices r, s
sont constants; 2° ceux ou se trouve un seul de ces indices, et ils se
groupent par d(.aux, qui ne different que par le changement réciproque
de r en s, et qui, dans la somme, fournissent

(Pror =+ Pss) pic (Pl = pi) po.s — 2ps (Pr P, + pspse)

or la derniére parenthese est une constante, car elle résulte de la sup-
pression de 'indice ¢ dans la fonction p, ;p, ; + ps:ps,; du cas pré-
cédent. Si P'on fait attention, en outre, que les divers termes de la
solution p? + p2 + ... + p? s’écrivent

o p,.
Pr pr,r

?

et proviennent ainsi d'un élément principal de D, dont on aurait fait
un déterminant binaire en y intercalant la ligne et la colonne o p,,
il deviendra naturel de penser que les n fonctions cherchées sont les
diverses solutions du cas précédent, dans chacun des termes desquelles
on aurait introduit une ligne et une colonne identiques se croisant sui-
vant I'élément principal zéro, et composées des p affectés d’un seul
indice égal a celui de la ligne ou de la colonne au rang de laquelle il se
trouve.

XII. — Férification de cette nouvelle solution.

Les déterminants dont il s’agit ici sont ceux qu'on déduit de

0 pl p2 pS- LR Pn

Pr P P2 Pise-s Pin
® — P2 P21 P22 Pri--- Pra
Ps Psa P2 Piz--- Pan

B I IR IR BT SRR

Pr Pra Pn2 Prse-- Pan
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en y supprimant m lignes et les m colonnes identiques, sans jamais y
comprendre celles ol les p n’ont qu’un indice.
Observons que I’équation (r,2) admet pour intégrales, outre
er s = Pi,rPi,s +P2,rp2,s'
o P P o P P
Pir Por Pur Pur
Br = Ppuoi Por Pr =+ PraPoe Pr— Pra{ Prr Pi + PorPa)s

= Py Pur —sz Pars arz

2
I ? Oy Ols

P p: l,
Prs Pas

qui se déduisent du § X par la suppression d’un indice.

Ceci posé, considérons la somme des déterminants de 'ordre m +1.
Comme ci-dessus, ceux ol les lignes et colonnes relatives aux indices 1
et 2 ont été supprimées sont constants. Appelons ®,, ®, ceux qui ne
contiennent qu’une seule de ces lignes et colonnes et ne different I'un
de P'autre que par son indice, qui sera 1 pour ®,, 2 pour ®,. Soit
enfin ® un déterminant dépendant a la fois des deux indices. Prenons
d’abord la somme ®, -+ ®,; conservons la notation ¢ pour le déter-
minant ®, privé de ses deux premieres lignes et de ses deux premiéres
colonnes, ¢ pour le déterminant &, olt 'on supprime la r* ligne et
ol 'on ajoute en premiere ligne les m—2 p, 4 indice unique, qui con-
viennent aux diverses colonnes, nous avons

®, :‘~—[]f8+2 [:(_ 1)"—1}7‘ P’Z (—— I)SPI,S 8,,5] +Z(——])r——x

= 3 (e pr ps t Lpe po
vz Pra Ps, L Py Py

Pr pr ‘ (3’_
Py Pur

(2) .

(2L

par suite, ®, + ®, donne : des termes ¢ (p? + p2) rentrant dans 7,
des termes p, 0, (p,p, s+ p2pPss) rentrant dans ¢, des termes
& [(prpir+ Papayr) — Pr(Piy+ Pas)] résultant de la combinaison
de C et de ¢,, enfin des termes en ¢ qui valent ensemble
Prpe (PrsPus = Pos Pos) -+ PrPo (Pos P =+ Pas Pa)
— Ps Ps (Piye Prot == Por Paw) — PsPr(Purps -+ D2 Prsr)s

et ne sont fonctions que des quantités e, ;.
Examinons maintenant le déterminant . Soit D’ celui qu’on obtient
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en y supprimant la premlere ligne et la premiere colonne, et ¢ le ré-
sultat de la suppression des deux premieres lignes et des deux pre-
mieres colonnes de D’. 11 vient

® =—p:D, , —piD,, —EpiD;‘r + 2p,p2D’1',+22(—1)’p.p,D

r

— 23 (—1rpp D) 42 3 (=) pp D

r r,s

et, en développant les déterminants D, ,,

D, = p:.0— 2]):‘,‘, Ot 4+ 2 2 (— 1)+ Poyt Payst Ont

r’ st
DIZJ-:: Pro ¢ — pr"' Sl"”‘l +2 2 (_])rq—s’—lpl,r'Pl,s' 6!",3’7
r s
Y, = pad Z[L o Pt Op, ot 2 —1y /e (Pow Prs + e Pt B
r r st
:2(—;)5-1 P2 5, +Z —1) ,_/_H_Hr B !Ps,l Pse | 5(2),,
Pen ps, ips’,l P2 o
s
17y :2(_1)5_1 Pur Pz l 8 V(——-I)""‘H"p, . | Psi Psn ' 3(;
“ Psa Pse e | pooi poe | 57
s (25
D — ’ P Pz 8—{—2(—*1)'/'“/—'[)2 P P Pra (2)_
T, s p7,| pz,z PI,H p2,r’ F2%
v, ,
+Z( ) A A )
Pz,x p2,2
+Z (_I)r/_,_,.r/_H/_H// Pr',t Pr’,‘z 1 ‘ Ps',\ PS’:'—' i ) '
Prig Prt 2 ! Py P 05

Pe

O . o - . 2 ’ ’

Substituant ces valeurs, on trouve : dans —p? D', | —p2D', ,-+2p, p, D, ,,
des termes en ¢ qui rentrent dans I', des termes en ¢, - qui sont de la
forme o2, et d’autres termes en d,, y qui sont de la forme o a,. La

partie de @' qui contient les 2 simples donne ensuite : des termes D), ,

qui, comme on I'a vu au § X, sont des intégrales, puisque 7 n’y est
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ni 1 ni2; des termes en d,; qui sont de laforme 3,, et des termes
en d\7) qui reviennent i «.a,, et conviennent comme intégrales,
puisqu’ils sont fonctions paires de «-, a,y. Considérant enfin le
2 double de @', on y trouve ¢ en coefficient de &; b, » en coefficient

2 . (3 o .
de &r’ et ay »ay o en coefficient de o“W). La vérification est donc

complete.

Toutefois, il reste encore a s’assurer que les n fonctions satisfont
aux conditions du § VIIL. Or si, dans les déterminants principaux
du (m —+ 1)*me ordre de ®, on annule les p,, on trouve que celui qui
dépend, par exemple, des m premiers indices devient

Pl PaPase - Prm P Pt Posc < - Prom
-+ P; PuiPo2Piie s Pom .o P,f,p;,: P2a2ee - Po—im—ie
Les équations formées en égalant les sommes de ces résultats a des
constantes se ramenent facilement au systeme bien connu

i=n i=n i=n i=n

Dp=wn D P = PP, =T P PI=w

i=1 {=1 i=1 {=1

qui est toujours compatible et détermine les inconnues, tant que son
déterminant

P Pl P
I pPiz Piae-- p;:xg
=M (pa—piy) (1>))

I Py g
Js¢

2
Pss--- P

i
. R I 1
1
[
i

2 —1
I P’h" Pﬂ.,n A pg,n

n’est pas nul, c’est-d-dire tant que les indéterminées p,; sont diffé-
renies.
Le résultat de notre recherche s’énonce done :

Parmu toutes les fonctions dyfférentielles formées des derivées des deux
premiers ordres d’une fonction V, les seules qu'une substitution orthogo-
nale ne fait changer ni de forme ni de valeur sont : 1° les sommes de
tous les déterminanis principaux d’un méme ordre qu’on forme au moyen
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du déterminant ®

o 4V 4V

dz,. dx, dz,

AR S S

dz, dx® dz,dz, dzx,dx,
®=|dV dv d*v d*x  |:

dz, dxz.dz, dz: = dz.dz,

dv  d'Vv d*v d*v
dz, dz.dz, dz.dz.  dz:

soit en y conservant toujours la premiere ligne et la premiére colonne,
soit en les supprimant toujours; 2° ou une fonction arbitraire de ces
2N expressions.

Remarque. — 1l est clair que, parmi ces 27 fonctions, se trouve le
carré du parametre différentiel du premier ordre déjh trouvé au § VI.

XIII. — Moyen plus rapide d’opérer les vérifications
précédentes.

Les vérifications des §§ X et XII ont été faites en n’employant que les
propriétés les plus connues des déterminants. Ainsi présentées, elles
sont longues et minutieuses. Le désir de les simplifier nous a conduit
au théoreme suivant, dont nous omettrons la démonstration, tres-fa-
cile du reste.

Soit A un déterminant de n? éléments a, ;, et © une suite de »* quan-
tités 6, ; disposées en » lignes et n colonnes; formons les éléments du
produit des délerminants A et ©

s'=n

br,s — 2 ar,s 05,5’;

s'=1

substituons, aux éléments de la premiere ligne de A, les b qui portent
les mémes indices, et soit A, le déterminant obtenu; faisons ainsi pour
toutes les lignes successivement, nous aurons

A+A+ A =(0,+ 0+ ..+ o) A
Reprenons les quantités D', D, + D, du § X; il s’agit de prouver
4
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que leurs différentielles, quand on ne fait varier que les éléments dont
les indices sont 1 ou 2, se trouvent nulles. Si on appelle 1 la valeur
commune des rapports (r, s)’, on a

2P P2 P P Prree- Porps
— Pt P — 2Py —Pury T Purserr T Pur,,
i dD — ¢ Prul — p,.p, (o] O... o ,
A Pr.e — Praa o O... (o]
v P"m—?’z —-P"m-—zll o 0... o

ou nous entendons que la premiere ligne doit étre substituée a la pre-
miere de D', ce qui fournit le déterminant IV, la seconde a la seconde
de D', ce qui donne D,, ..., puis qu'on doit ajouter tous ces résultats.
Or, dans D, on peut réduire les éléments de la premiere ligne
A Piay—Pias 0, 0,..., 05 il suffit pour cela d’y ajouter la seconde
ligne changée de signe; dans D,, la seconde ligne peut étre réduite a
P22 — P2is 0, 0,..., 03 il suffit de lui ajouter la premiere. Ainsi ré-
duite, la somme D', + D', -+ ... -+ D, rentre dans le théoreme précé-
dent, ou I'on supposerait tous les § nuls, sauf 9, ,=1,0,, = — 1.
Dans tous les cas, les §,, étant nuls, cette somme est nulle,

dD' = o.

Soit maintenant D, + D,; 4D, ne differe de dD’ qu'en ce que la
seconde ligne et la seconde colonne cessent de faire partie du ta-
bleau précédent, et en ce que l'indice m doit étre augmenté d’une
unité. Le premier des déterminants entrant dans dD se décompose en
deux : 1°T'un dontla premiere ligne est p, ., Po,» Poryr-vs Por_» €L
qui résulterait de la suppression de la premiere ligne et de la seconde
colonne dans le déterminant D', pour lequel m serait plus fort d’une
unité; nous I'appellerons A; 2° l'autre, étant joint aux autres parties
de dD,, forme une somme rentrant dans le théoréme précédent pour
¢,,= o, et par conséquent nulle. Ainsi dD, se réduit & AA. On voit de
méme que dD, se réduit & —3iA, 4 cause des signes — qu’intro-
duisent les différentielles des éléments de la premiere ligne de D,.
Ainsi d(D, + D,) = o, ce qui vérifie complétement la solution du §IX.

Ces raisonnements s’appliquent visiblement aux expressions @ et
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®, -+ ®, du § X; car elles ne different des précédentes que par I'inter-
calation d’une ligne et d’une colonne présentant seulement deux nou-
veaux éléments variables, s’il s’agit de ®'; un seul, s’il s’agit de ®, ou
de @,. Apres la différentiation, ces lignes deviennent o, p,, — p,,0,...,
ou 0, py, 0,..., 04 0, — p,, 0,..., qui laissent subsister I'application
du théoreme précédent; et en méme temps les colonnes se trou-
vent augmentées des éléments p, — p,, 0,..., 0, ou p,, 0,..., O,
ou — p,, 0,..., o formant dans les tableaux analogues a2 dD" une co-
lonne supplémentaire. Or, quand on exécute les transformations qu'on
vient d’indiquer pour les deux premiers déterminants de d@’, pour le
premier de d®, ou de dm,, tous ces éléments se remplacent par zéro,
ce qui vérifie la solution du § XI.

XIV. — Cas ot les dérivées s élevent jusqu’au troisieme ordre.

Il faut alors, dans I'équation générale (2), supposer ¢ = 3, puis
successiveiment

m=1:h=1 k=o0, h=—=0 k=1,

m=—=2:h=2k=—0, h=1 k=1, h=0 k=2, h=1 k=0, h=0 k=1,

m=3:h=3k=o, h=2k=1, h=1 k=2, h=0 k=3, h=—=2 k=—o,
h=1 k=1, h=0 k=2, h=1 k=0, h=0 k=1,

et 'on obtient ainsi un systeme d’équations dont nous n’écrivons que
celle qui répond a ’hypothese r =1, s = 2, savoir:
dF ¥ 22"< dF dF) [ dF dF)

1 i T— —PuLis— | 1+ 2P —_—
p —-r dp P dp,,; P dp..i P \dp dpm
l -_=n J—n

“+ (pr2—pit) —7+2 2(1’“1@1 P""”“t%%)

[ ] i=3 j=1
I,Z i=n
d¥  dF \ d¥_
+2 2P1.,z,i(m—m ‘(p‘z,z,x_Pl,l,i)dpl,z,i
i=3
dF
+3P(,12_: Pl27dpzzz
dF
+(2pl2? p,;;)ap l’t—<2p"m—Pm}2)——~(pr:7: ’
4.
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qui conduit & considérer le systeme simultané formé par la suite des
rapports

dp. _ dp, _dp. _dpy; _dp, _ dp,. _  dpo
P: T =P P =P 2P —2pa PP
_dpuij __dpuiy _dpii_ dprai AP
C Pui —Puii 2Puni . —2Puni Puni— P
_dpo _ dpa, _ dpii. dp..... .
3pui: —3piar 2puaa—Puot — 2Puua o+ Prage

Ceux de la premiere ligne fournissent les mémes intégralesc, C, ¢;, C,,
7> T que les questions précédentes. Les rapports suivants, jusqu’a
celui qui contient dp, , ,, ne different de ceux qui les précedent qu’en
ce que les p portent un indice de plus. Ils donnent done

2 L — 2 —
Piijt Paij=Cijs P Paij + p;,z,.-pf,,-,,- — 2D, Prij Prij = (-li,j,
Puii + Pogi= G, Prosi Prai = Pia = .

Pour lier ces deux suites de rapports 'une a P'autre, considérons
’équation
dpioi  _ _dp.,
Pzi— Puyi P2 Pia

nous en tirerons, comme dans un cas semblable,

2 Pi,2,i
Ve =4,

ou, en prenant les cosinus

2 P,
Ve —4e

=+ arcsin J-arcsin =const.;

(pz,z,i —_ Pl,l,i) (Pz,z ‘_‘Pl,n) -+ 4[71,2 P12 — CONSL.,

qu’on écrit aussi
P Proit PoaPri=— 2P Prai == 0’,-’ .

Venons aux quatre derniers rapports, et, pour la simplicité de I'écri-
ture, représentons p, , , Par &, Py PAr &', P, 45 PAT Y, Pi.ay pary’,

drz __ dx'  dy dy’ N
3y =3y 2y —ax " —oy+z

A
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On en tire d’abord facilement

_dlx+y)  d(x +y)

2 2 pf

= 7+ o (y’+x)’ (Pi,x,l +P1,2,2) -+ (p1,|,2 -+ P2,2,2) =7,
- zdy' + y'dx — 2ydy _d{xy' — y&) d( xy——r“)
T 2y +xx 3y — byy +2xy wx — ) P + '’

2 2 —
P Puee— Pl +P|;‘)2P21212_Pl.2v2 =c".

On pourrait obtenir la troisieme des intégrales cherchées d’une ma-
niere fort simple, en apparence, en considérant les rapports

y' dy — ydy’ \/dy + dy? .
2P+ — @+ @y) T () + (21 &) — hlay + 7y)

d’olt on peut éliminer, au moyen de ¢, ¢’, les quantités x*+ a2,
xy'+ «'y. 1l reste alors en effet I’équation 4 deux variables

ydy—ydy Vdy* + dy’ :
yz +ylz+ C” \/0 +4cll }/. +y/2)

qu’on ramene aux quadratures en passant des coordonnées rectan-
gles y, ¥’ aux coordonnées polaires r, 9,

(r*+4¢")dr

do= s
ry—¢" (¢ +2¢” ) rr— 41

et on obtient ainsi I'intégrale

. 8r—(c +2c") . 2¢"— (' +2¢")r
46 -+ arcsin — 2aresin
V(e + 2¢” ) — 16¢™ ry(c +2¢" ) —16¢"

— const.

Mais, quand on repasse de ces arcs aux cosinus, et qu’on remplace les
constantes ¢/, ¢” par leurs valeurs, on tombe sur un résultat tellement
compliqué, qu’il deviendrait impossible d’en faire, pour la suite, aucun
usage.

La considération attentive des rapports A fournit cette troisieme in-
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tégrale sous une forme bien plus simple. On en tire, en effet,
d{zy —y?) _d(xy—y) zxdx' +— x' dx
zx'—yy' T —xx + oy 3{yx —y'x)
ydy’ +y'dy _ d(xx'— yy')

23—y )+ Xy —wy T 2(ya —y )2y =)
(@l =yt d(xy — ) (' — ) d(2y —y")

(' — yy' W —zy' +y*+ 2y —y"?)

_ (' —yy')d(z2 — yy’) ,
2(xx’ —yy' (—xy +y + 2y —y'*)

} =

d’ou résulte
flxy —y2)(2'y —y'*) — (xx’ — yy' = const.,
4’?}7!,‘,1})1,2,3 _‘Pf,n,z) (Pz,z,z]h,l,'z “—Pf,;,z) — (P|,1,1P2,2,2 — P Prae) = C.

Enfin, il nous faut encore lier entre eux les quatre derniers rapports
et les précédents. C'est ce qu’on peut faire par ’équation

dpiai _dlz+y) _d@+y)_ d{a+y)(x+y")]
Y — 4, — 4pla x4y —(x+y) (F+y)—(x+y)

En y posant (2’ + y)(x + y') = u, et transformant le dénominateur

de du en = /c¢'* — 4u?, puis intégrant,

. 2 P2 .2

—£arcsin ,P———'—__._’¢ arcsin —- = const.,
Vi — 4 ¢ ¢

ce qui revient

[(Pl,l,l = P2 - (Pm,z -+ Pn,t,z)zl (pl,l,i - Pz,z,i)
-+ 4(P1,1,1 +Ps,2,2)(}72,2,2 +P|,1,2)P|,2,i: const.,
ou bien a
(Pl,l,l + P2 )1]72,2,1' -+ (Pz,z,z -+ P1,1,2)2P|,|,i

— 2 (pl,l,l +P1,2,2) (Pz,z,z +PI,I,2)PI,7,,' = CZ, .

La forme finie & laquelle I'équation [1, 2] assujettit la fonction F est
donc celle d’une fonction arbitraire des p qui n’entrent pas dans cette
équation, et des quantitésc;, C;3 ¢, C5 ¢, Cijs ¢, Cis ¢, Cls ¢, ¢, C.

[
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XV. — Premier théoréme pour la formation des intégrales
communes.

Avant de chercher a utiliser les fonctions que nous venons d’obtenir
pour la formation des intégrales communes du systeme [7, s], nous
démontrerons deux théoremes qui sont de nature a faciliter le reste en
permettant, une solution particuliere étant supposée connue, d’en dé-
duire un grand nombre d’autres.

Soit a, ; une fonction des p; p; ; p;;« satisfaisant aux équations

as —da, a,; — Qi 20 — 20, O — O,

}_Slg_,__das _da.; da.;  da,.  da,. = da..

3
da;=da;;=— o (1 '>rs)
i i J < S),

et supposons les a; tels, que le changement de 7 en s ne produise que le
changement de a, en a;; les a;; tels, que le délerminant A qui en serait
formé soit symétrique par rapport aux indices; formons tous les déter-
minants tels que

| O Pijv Pija--- Pija

!
|
a, a; Q2 - - a p }
i

Al,j T= A= | dy Ay, 22 yn 12
l a, an,l n,2 an,n

A|,1 Az,z- . A
A2,| Az,z- .- A'z,n
o == 17

| Awi Auze.. Auwn |

5

ce dernier et toutes les sommes de ses déterminants principaux seront
intégrales communes du systeme [r, s].

Plus généralement, faisons la somme de tous ceux des déterminants
principaux du (m -+ 1)*" ordre qu’on peut former dans A;;, en y pre-
nant toujours la premiére ligne et la premiére colonne; cette somme,

n{n-+r)
__Va-
2

que nous représenterons par A{"), prend, quand Zet j varient,
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leurs; et, si on Padopte comme élément d’un déterminant,

(m) {(m) (m)
] AI,I Ax,n L Ax,n
(m) (m) (m}
cﬁg("‘) — Aa,x A:,z ... Ban |,
{m) (m) (m)
ALY A Al

ce déterminant et toutes les sommes de ses déterminants prineipaux
d’un méme ordre sont intégrales communes.

Pour démontrer la premiere partie, remarquons que toutes les fonc-
tions dont il s’agit ici étant symétriques par rapport aux indices, il
soffit de les différentier en regardant comme constant tout ce qui ne
dépend d’aucun des indices 1 et 2, et de faire voir que ces différen-
tielles sont nulles. Cela exige qu’on forme dA;;. Or, en suivant la
notation du § XIII, et en appliquant le théoreme de ce paragraphe, ona

o 3P|,1,2 2P — P 2Piaa - 2PGen |

. a, 24,2 Az, — Gy, Ayz. - - Ay,n
y dA=1 - ay Gy — — 24, — Qi — i \
o (2299 — Qs o 0o

\ o 2P, 2Pz 2P0 2P1,2,n)

a; Qy,» as,z (23 Az,n
:" —a —a, —@s — @, —a. =280
[¢] o o (o} o

car, sur les trois déterminants que ce tableau conduit & former, les
deux derniers sont nuls. Cette circonstance ayant lieu pour tous, nous
n’écrirons plus que la premiere ligne des tableaux analogues au précé-
dent, et nous y ferons de suite la réduction facile qu'indique le § XII.
Nous aurons ainsi

1 .
7([:\2,31230 — 2P T 2P03,20 - _"2pl,‘1,n%:“—2A|2!

;’ dA,. = % O Pua2a— P P2 Puae oo Poan — Pioae ; =A..— A,
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)i dA,i=lo Pk Prge .- Pz,n,k§ — Az,
%(IA,,;, =10 — pok =Pk ~p|,n,A} =—Aun
)—dA/ F== 0}
Ainsi, les éléments du déterminant A satisfont 2 (n;;) systemes

d’équations, telles que

o ('li\[,,' . (lAz’[ . dAm . dAz,z . dAx,2
‘ A, R Al,i - 2A|,2 - 2A|,2 - A?,z— A1,1

’

sy dAjj=o(i,j21,2).

Donc, comme on I'a vu au § X, les différentielles de ce déterminant et
de ses sommes de déterminants principaux sont nulles.

Pour établir la seconde partie, il faut montrer que les équations dif-
f'érentielles précédentes ont lieu entre les A(.’".) comme entre les A, .
Or, ;\l- est composé de quatre sortes de termes. ceux ol les indices 7
et s de l élément a, ; ont m + 1 valeurs, toutes différentes de 1 et de 2;
ceux ou ils ont m de ces valeurs avec la valeur 1; ceux ot ils ont ces
mémes valeurs et la valeur 2; enfin ceux o 7 et s ont les valeurs 1, 2
et m — 1 autres. Mais quelle que soit 'espece de ces termes, on véri-
fiera aisément que T,,, T,,, T,, étant les trois termes qu'une méme
combinaison des a, fournit dans A(™,, A(",, AV, T, ,, T, ceux qu'une
méme combinaison des @, donne dans A A(’"), entin T;; étant l'un

1,2°

quelconque des termes de AE-";-), on a toujours
2

AT, = 23T, dToy=—22T0s, dTs=n(Tos— T..),
(IT|;1' e ).Tz,,', (ng),‘ o ;-,Ti),‘, dTi,j s ]

La démonstration est, pour les termes de la quatrieme sorte, iden-
tique & la précédente, et, pour les autres, les modifications & introduire
sont trop légeres pour qu’il soit nécessaire de les détailler. Nous avons
done bien
ANV aAr aAY aAl dAly

(m) \mv (m) 7 (m) OM

- (m}
A;,[ - «Al,x 2 Al 2 - 2A| 2 A:,z - Ax,x

(m)

} — (1;\.,-_,~ — 0(1','/'

Le nombre des solutions qu’on peut ainsi déduire du déterminant A
s’éleve a n®.
5
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XVL. — Second théoréme pour le méme objet.

Soient A, B deux déterminants satisfaisant aux conditions du para-
graphe précédent; si dans A on remplace un groupe p de £ lignes par
les lignes qui occupent les mémes rangs dans B, et que, faisant varier p
de toutes les manieres possibles, on ajoute tous les résultats, on obtient
une solution.

En outre, étant représentées par A™), B™ les sommes des détermi-
nants mineurs principaux du m*™ ordre qu’on peut déduire de A etB,
si, dans chaque terme de A™, on substitue au groupe p de £ lignes
celles qui occupent mémes rangs dans les termes correspondants
de B™, la somme de toutes ces expressions prises pour toutes les
valeurs de p est encore une solution.

Démontrons d’abord la premiere partie, et supposons que £ se ré-
duise & 1. Soit A, le résultat de la substitution de la ¢*" ligne de B a
la 2" ligne de A. Différentions en ne regardant comme variables que
ceux des a et des b qui dépendent des indices 1 et 2; d’apres hypo-
these

da, ; da,,; da, da,,, da,,,
A= — - — — , da,-’j =0,
(2293 — Ay, 2,y — 24,2 Q2,2 — Ay,
3 db, ; db,,; db, db,, db,,- I
== _ T = - — ao; ;= 0.
b:,i — br,i 2[)1,2 — be,z bz,e —_ [)l,:, i
dA,, dA,, dA; seront fournis par les tableaux
2 b1,2 [)2,2 — b|,n bz,a . bz,u
Q0 — Ay, — 2Q,2 - 3. - ., )
I !
5 dA, = a,» — s o... o )
Uy — an, o... o s
2., Aa,y — Ay, (2% A2,n
b, 27 bl 1 be,? - br 3 — [)1,,,
1,
7 [ \_ = ds,2 — Q3,1 o (o] X ’
.. -y, 0 o \
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i 24,2 Qy,2 — Ay (22 T Ay,
s Aa,2 — Ay s — 24, — Q5 - - — ),
;TdA,: ads — 3, ... 0 3y
) b, — b, o... o
Uy, — dp,; O. .. o

qui, par Papplication du § XIII, et en ne conservant que les lignes qui
ne donnent pas naissance a des déterminants nuls, deviennent

I b2,1 b?,z b2'3. . [)2)"
Laa, :# ,
2 — G T Qi — Qs — Qi

1 227 a,,: Qy,3» ay,n

)— dAQ == )
v _-bn 1 —_1)12 bi,;' —bl,n )
1

XdA; — 0.

Ainsi A, + dA, est composé de quatre déterminants se détruisant
deux a deux; dA; est nul quand ¢ n’est 1 ni 2. Done

i==n

dZA,‘IO.

=1

On vérifiera, exactement de la méme maniere, que, si A;; est le ré-
sultat de la substitution des lignes i et; de B aux lignes et y de A, on

a dA,,=o0, dA,,; +dA,; =0, dA;;=o0; dou dZZA"’/ =g, et

ainsi de suite.

Soit maintenant la somme des déterminants principaux du m**™ ordre
de A, et supposons d’abord qu’on y substitue une seule ligne. Il suit
de ce que nous venons de voir que les termes qui dépendent a la fois
des indices 1 et 2 donnent lieu 4 des sommes dont la différentielle est
nulle. I en est évidemment de méme pour ceux qui ne dépendent que
d’un seul de ces indices, puisque leurs éléments sont tous constants. Il
ne reste donc a considérer que les groupes de deux déterminants dé-

pendant de 7 — 1 indices communs, et d’un seul des indices 1 et 2.
5.
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On a pour eux:

| ] R . .
bl,l bl,i5 b|,i3 ‘ee ,),”” : L Qi Qg e Qg !an,l Ay iy eee g,
| i
iy Wiyiy iy ven a,-z,,»m! . b by bigiy oov bi, ! | b, Qo Qi e dig,
~ T e e o1 i
L T PO [ ‘ e e e .
Lipr Qi Qipiy ooe iy iy, Aot @iy Qi iy oo Qi | b'm»‘ Tpds Yippiy vor b'm:‘m
‘ '
bop bayi, by win by, Qo Qoiy Aoy e Gy, | Ly i, gy e iy,
b !
Uiy Qiyyiy Uiy iy oo Qiyiy, 4 bii,z bi,,i, gy ees bi,,i,,, y - C e iy, iy eer iy,
R
R N EEEREERE . [ R R IE
' irlfrll’z (l"m:"z (Iir)zris e (lilll’iln azm,z a’mﬂi a’m”a b a’mx’m ; b‘m"l b'm": b'nu’s vt Mgt

et, en groupant les déterminants qui occupent mémes rangs dans les
deux parties de cette somme, on reconnait qu’elle ne dépend que des

fonctions

2 2
a;,, - @,y b, + bz,z, A == Ay Ay oy ),

, 1,8 2,1

iy, bl,j i b'),jy

dont les différentielles sont nulles. La méme démonstration s’applique
visiblement au cas olt I'on substitue plusieurs lignes.
Par I’emploi de ce théoreme, on peut déduire des déterminants A et B

un nombre de solutions égal a

1+2+34+. .. +n+(n+1)=

(n+1)(n+2)

2

Parmi ces solutions se trouvent A et B eux-mémes, et les sommes de

leurs mineurs.

XVII. — Premier systéme de solutions.

Des fonetions ¢’ et ¢ on déduit

' — 2" =& x4 3yt ) = pt |+

2
P2,2,-z

+3(p

2
1,1,2

“+ 1’?,7,2 )7

ce qul est la somme des carrés de toutes les dérivées du troisieme ordre
qui subsistent quand n se réduit i 2, 4 la condition gque chacune de ces
dérivées soit prise autant de fois que la permutation de ses indices la
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fournit. Cela conduit & essayer en général la fonction

i=n i=nj=n i=n j=n k=n
2 2 ) 2 2
2 Pijn= Z Piii 3 Z me.j + 62 Z 2 Pire
L5k i=1 i=1 j=1 i=1 j=1 k=1

les indices étant supposés différents dans les ¥ du second membre.

On vérifie sans difficulté que cette fonction est en effet solution, et
comme on peut I’écrire sous la forme

N 2 2 o 2
2. Pui;t E Poij+ - Zl’mw"
4J ij iy

(ui renferme les fonctions ¢;;, que d’ailleurs, par analogie avec ce
qu'on a vu au § X relativement a l'intégrale ¢; ;, on est porté a sup-
poser que la fonction p,;;p, ;i -+ Poij Pasy satisfait a [1, 2], ce
qu’on vérifie facilement, on se trouve amené & considérer, en méme

temps que les sommes des carrés des dérivées, leurs sommes de pro-
n{n -+ x)

duits. Ces quantités Zp,fji,Zp,,,,]p,‘ i; sont au nombre de ——

et on peut en former un déterminant symétrique, dont la solution pré-
cédente dérive comme somme de ses éléments principaux. Soit donc

‘ 2 |

‘ ZP;,M/ 2 Puobk Priy - - 2 Pokk Puike

: \ 2 j
L= Z Prik Priw E Porw B 2 Pabit Pubk |
o == ok, s

et posons

nous aurons, en entendant dans la suite que les indices 7 et j sont
essentiellement différents,

i=n i=n i=n i=nj=n
2 ‘ 2 2 2 2 2 1
&y,1 = p:,v,! B 2pl,l,2 pl,2,2 + 2 2 pl,l,z'+ 22 pl,z,z‘ +2P1,1’,i +2 2 Zpr,i,j-‘
i=3 =3 =3 (=3 j=3
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(10!4,1 = 6[)|,|,1 P2 ~ 4[7:,1,2(2]11,2,2 _pl,l,l) -+ 2]’1,2,2(‘* 2P,z -+ Pr,’z,Z)

i==n i=n

B 4 2 ]Jn,z,i(pz,z,i - p;,l,i) +8 Z PuoiPrai
(=3 =3
[==n, i=n j=n

s 2 2 Pr.ii Puii -+ 4 Z zpl,i,j Poij
=3 =3 ]:3

22 ( P P -+ Pie Prae 2P0 P

(=n i=n i=n [=n j=n
2 2 PuriPuait2 Z PioviPoai+ 2 Prii Pri 2 Z 2 Pij PU‘.J'): 2 %y,2n
=3 i=3 i=3 i=3 j=3

Comme e, , se déduit de «, , en changeant 'un des indices 1 des p
en l'indice 2, et que cela produit le méme changement dans les diffé-
rentielles et les affecte en outre du signe —, on a

dosy, — — 20 5.
Ensuite

%10 == Py, Paig -+ P22 P, -+ 2P 2P

i=n i=n i=n j=n

—2 E]’m.i(l’s,t,i = Paai) + 2 Puii P 2 2 Z PuijPoigs

=3 i=3 =3 j=3

»

(/011,2 . 3[)“,'2 -+ 1)|,|,|( 2P — pl,i,l) -+ ])7,2,2( — 2P Pz,7,7) — 5[),2‘.

Nof o=

- 21)1,3,2( 2P1,2,2 pl,m) - 2]7:,()2(2])|,x,2 - ]—72,?,2)

i=n i=n

— 2 Z (pZ,Z,iPl,\,i) — P —+ 42 P?,Li -+ 2 Z (p2,2,i “'Pm,i)])z,),i
=3 =3
i=n i=n i=n j=n

- 4 z pT,z,i + 2 (PZ,,-,.-“‘ pf,i.i) + 22 Z (PZ,.;,< - p?,i,j>

=3 i—=3 i=3 j=3
i=n
2 ? \ 2 2 | 2 2
TP TP Py T P, 2 (pz,i,i - P:,i,i)
i=3
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t==n i=n j=n
2 2 ., . .
»+~22(pz,2, plll Z ka2l, p!,i.j)"fl:? Aiis

ok =2 Pi,t Phc T 2P001 Phage < Pruee Pl

i=n i=n f=zn
2 2 (])l,l,iplr,l,i -+ pl,a,ipk,'z,i) -+ Z PuiiPrii T+ 2 2 PuijPhijs
i=3 i=3 i=3

I .
= do, f=- 3])1,1,1 Poik 2P0 Prok 2(2 P12 — Pryip )Pm,k
- z(pz,a,k — Pr,l,k) Prie2— (2p|,|,z — Pm,r)Pm.k — 2Py Pk

i=n i=n i=n
2 D (P — Pra) Prbi = 2 2, Prni Puki 4 X, Pres P
=3 i=3 =3
i==n i=n i=n j=n
-+ 2 2 PuiPaki + 2 Poiii Prii + 2 Z 2 Pisi Prisj
i=3 i=3 i=3 j=3
i=n
== Poa Pl = 2 Pria Pras 7 Praa Phae E 22(1’2411'1’&‘,:' A Prait Prae)
i=3
i==n i=n j=mn
+2P2,i,i1)1r,i,i + 22 21)2,.-,,'1)‘.,-,, g
i=3 iz} =3
De méme
doyp == — Aoyt

I
5 dop i == 2Pak Pk = 2Pk Prak = 2(Pask — Puk) Pk
b 2 (Pa,abt — Pk ) Prak— 2P1ok Prak — 2Poak Pro
I=n

-+ 2 2 <P2,k,i])l,/c’,i “ Pk Pk, i — Pk Paki = Puki Pk, ) == 0.
3

Ces calculs établissent donc que les o, ; sont liés par les mémes
équations différentielles que a;; b;; du paragraphe précédent. Ainsi :

Le déterminant & et les sommes de tous ses mineurs principaux du
méme ordre sont des solutions de la question.
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XVIII. -— Second systeme.

Le produit ¢'¢” est

(x+y P2y —y2) 4+ (2" +y)(2y —y")
(@ -y P&y —y) + (2 -y P ey — )
D’ailleurs,

U=y —y) = (2y —y)F + (22’ —yy' )
=z +y )y — (2 +y)yP+{(x+y)a — (2 +y)y' ]
=@y Pyt (2 Ay )yt — 2y () (2 + )
(X ey At (2 y) =22y (2 ) (4.

En ajoutant ces deux quantités, on obtient

AR

A= U=z ) Py — ) (@ -y P2y — ) A (2 Ay ) @y -+ 27)
(& y Py ) — 2 =y )@y ) &y =y

Les trois derniers termes valent

(z -y (&' +y oz + 2y + 2y + yy' — 22y —2yy)
= (x + 3"z =y xx — yy');
done

const. = (x—+ ¥ Play’— yi) 5 (2 +y ) (2 y— ") e+ ) (2 +y) (xx'— yy’),

ce qui équivaut au déterminant binaire
const. — l P (pl,l,1+ pu,z,z) il 2R (Pn,x,x‘i—pz,?,z) pl,x,z<Px,1,|+p1,‘z,g) -+ p(,z,z([]z,n,l +P21712) ;
’ ' | Puie (pi,!,l —+ ])1,2,2) = Pie (p2,1,1+ﬁz,2,2) pt,z,z(p1,1,|+}7|,2,2) +P:,2,2([)2,1,1 -+ pz,z,z) l
Ainsi, lorsque 7 se réduit & 2, ce déterminant fournit par lui-méme
une des solutions, et, par la somme de ses éléments principaux, une
seconde qui n’est autre que ¢’. Cette circonstance nous conduit i le
généraliser. Sotent donc

i=n k=n

= 7

Sk= 2 Phois  Buj=Bji—= Z %Lk Pi, ks
=1 k=1
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nous aurons

ﬁﬁ = Puig+ P, Pias -+...3 dﬁx: )\(Pz,l,l +P2,2,2 “+ Paas . ) o) )@2-
B =P + Paaet Prsst.ood d@?':)\(—pl,l,l — Piaa—Pias— - )= — KBy
@i:]’i,l,l -+ PioptPisateoo; dﬁz: 7\(]7',7,1'— [71,2,1') ... == 0.

k=n
@1,1 == @1 Piaat (32 P2+ Z {Sk @1,:,/:,
k=3
kA=n
5:,2: ﬁlpl,?,l -+ ﬁ2p1,2,2 -+ 2 plrpm,ln
k=3
h=n
.61,1‘: @npu,n,i -+ ﬁ2pl,'2,i+ z kal,k,i)
A=3
h=n
Bij=Bipij+ Bapijo + 2 @k]?i,j,k;
k=3
k=n
dB., =2 [3(31 P2+ B2 Proa— Piia) + Bepiii— Bipii:+2 Z @A-Pn,z,k]
k=3
k=n
=2} Z Bl‘pl,z,k:2)\ﬁl,?7
hA=1x
d@t,Q—: A [ﬁl(zpl,z,z'—])l,l,l) — 52(2]71,‘,2 - Pi,z,z)
k=n
—Bipiaat B puie + Z Bk(lh,z,k—}’u,k)]: A Boa—Bs)s
k:g
k=n
dﬁl,i =12 [2@npl,2,i + B (Pz,z,z — pl,l,i) ~+ ﬁzpl,x,z — @npl,z,i -+ 2 ﬁkp:,i,k] - 7\]32 is
k=3

dﬁ,‘,/: 2 [@pz,i,/** @z Puij+ @zpl,i,j—“ ﬁlpl,i,i] =0,
d62,2 = 27\&,2: dﬁz,l == 7\(@2,2 - '@1,1)~

Les {8 sont donc liés par les mémes équations que les (a) (§ XV) ou
6
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les p (§ XI). Donc le déterminant
51 @2 BRI {Bn E
|
|

lo
i B B Bur - Bun|
! 52 ﬁm ﬁzz D ﬁ?,n ! ?

traité comme le déterminant ® du § XII fournit 2n solutions.

Remarque. — 1l est clair que si, au déterminant A du paragraphe
précédent, on adjoignait la ligne et la colonne o B, f3,... 5, il en
résulterait n — 1 nouvelles solutions.

XIX. — Troisieme systéme.

Les fonctions ¢” et ¢; ajoutées donnent

i

A T A

= (Pf,,‘,— Pl,l,lp?:m) -+ (Pf.r.z_Pt.vl,zpz.z,z) -+ (Pnz,z,a—Pr,x,s Pm,s) e

i=n

— Z lPl,l,i P2,

Puri Pooi g

Cette somme et ses analogues jouent encore un réle important dans la
formation des intégrales. Posons :

r=—n
/m Pijr Piir
= E
! Pikr Pk
r

et remarquons des 'abord que

) O (i) (4) (/)
/l,j—.—o’ /i,j'_o’ /zz '-/J, /zkw/lfz

Différentions ces quantités comme aux paragraphes précédents; il
viendra
d/(') o dy(l)
s

JA”‘
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Ensuite,

dy =0, parce que 7\

//ﬂ/ffi = dz (Pioi Prsi — Pri Pusi)
—d [Ap,)m Prs— ProaPusa = Pioa Pase ~ Pra Pise

+2 (ProiPrai— P2»2:ip"3’i):|

P ) Prag = Pra (Pras — Pis)
+(2P|,\,2 -

est intégrale de [1,2], =

d Yis

e )[( 2P0,

P?,T,Q)PI,I,S - 2p|,2,2P1, - (2]7!,1,2 _1)2,2,2)})2,2.3

2P, Pies 3P|,2,z P23 Paae (]72,2,3_17!,!,3)1
| | ’
3 [22(P2’7'i “’Pm,i)]’m.i — Puai Prsi 2P0 Prus,i — Paei Prs.i '7 ]

Puni P l M
— A :7\)/ 9
Z Pusi Pisi
({7(33 )

N3 = ; 72 %?

dy :’l) =d 2 (Pf,s,i — PiuiPaai)

d [(Plz'a,, — PuiiPasi) + (p?,s,a'—'P‘:'ﬂpm,?) +Z (P? ni T PuniPas ’)J ’

—= A [4 PrisPias— 31":‘:’1":3:3 TP Prss 2P (P: 21 P

— Pa,s, 3(2]71 2 2—pl,1,|)+P|,l,2P1,3,x +2(2pr,3,i Prsi—2P2iPss i) |
~_2)\2!]723:]733 };(3)

= 2

\ °
!pzuplaz o

dy(é) dz (P15 Prssi = P Puoi)

=2 [21)?’2‘3 +]J.,|,3(P:,7,3 — P:,r,s) — PrasPii— (2 Praa— P 1)]71 3,3

“+ Paas {Pras = Pras) — 2P7,2,3+p"2:2 Prss =+ Prss (2 Puis— poos)

- )\2 [1):'3'1 — Py i Posi(Proi —p,,l,i)]
=2 [Zwi,s,i = Pasi Pani )= D (P i — Posi P f)] SEAT

B /22_711)
(lyes');, — 0,
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(l/\ HESS [2 P23 Pk ~+ Puus Prsh— Poas Pok— 2P0,3,3 Prok

L& T

-+ (PZ,':,S —Pt,l,s)Pz,:s,k "“Pl,z,s]):,s,k‘*‘])l,z,s Pk Pas,s (Pm,k - P\,I,lf)]

3y,

-+ ;\2 (P?,a,i Pk — Ps,s,iPz,k.i) = )‘72,1(»7

De méme,
dy, =237,y =20 — 40 dnd =0

. d 7(‘4)4 =0, d')’m = 7‘}'(2“5’
ensuite,
dy\) =0, dy\),=o,

2,k T

d}’“) =1 [(2P1,1,2—‘P1,|,|)P|,y,k + 2P0 Prak— 3P Prak
— Puin (pa,z,k —Px,n,k) -— (2_[71,1,2 — Pz,z,z)px,z,lc
+ (Pt — Poik) Prae— (2P — Puasd) Prok =+ zp,,|,,p.,,,k]

-+ 7\2 [ Pr2i— P ')P’ kit Py Paki— 2P, Pai —H Puoi Pl,k,i]

o P, wiPezi | L)
= s | T M
P, kiPak,i

(1/2A-—0’

d'/(g) =3 [(]72,2,v P 3)P' 1,37 przz s Puas P Puss (2P1,2,1—p1,|,|)

2,1

— 2P Prna(Pens— Piis) — Puos Prat Pusa (2 pris— an—wJ\
<33 [ P B Pt (proi— |
A B Phai— s i) = B Py — proipss)|
=17 — 1)
dyEl =1 [zp‘,z,a (Pr2s = Puia) & Puss (2Puse— Pras) = Pras Pros— 4 Poss Prias
+ 3Pu2 Pras+ Pros Pras— 22( Prai Prai— Piai Ps,s.i)]

:_—2)‘/12’
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(l/(’) =5 [(pz,'z,s == Pus) Prskt Puss Posk— Prss Prak ot 2Pass Piok
— 2P ,2,5 Posk— P13 Prusk +P|,3,3P2,2,k_Pl,s,a(Pz,z,k — Prk) _
—+ )\Z(Ps,a,i Puki— Pis,i pm,,-)J

. .30
_‘}‘/llr’

De méme
dy =a(yil =) dvn= 2yl dyl= -2
Ay =0, dy=—2y",
puis
W _

dy’,
d“/g',)z =1 [2])1,2,3]71,1,2 -+ (2 Pra— P )pl,l,S — 3]):,1,2 Przs— ])1,1,1(1)2,2,3’— Pl,x,z)
-+ ]’2,2,2_(]72,2,3 — P|,|,3) —_ pt,i,s(zpn,l,z—' pz,z,a) — P2, (2]71,2,2‘_]7;,1,1)

-+ 2p|,|,1P|,2,3]

4+ A 2 I:Pz,s,ipl,s,i+ pl,a,i(pz,'z,i— P:,l,i)— 2Pl,2,ipz,3,i+ 1’:,1,[]71,3,1]

(2)
- )\yix,l’

(3)

7(31)3 - d}’(la.)l = 2)‘72,| ’
dy(l) = [2 Pras Pk =+ 2P0 P — 3171,1.2 Proak— Piy Pusk
-+ (pa,:,:x —pl,l,s)Pl,z,lr =+ (Pz,z,k —_ P|,1,k)Pl,2,3 —_ (2P|,?,2 “Pl,l,l)Pz,z,k
“+ P Pusk -+ Z (P?,a,ipx,k,i -+ Prs,i Pahi — 2‘]71,2,1‘]73,151‘)]9

dy(z) [(Pz,'z,a — Pl,l,s) P +Px,:,3 (2])1,2,: —_— p:,:,[) —+ pl,l,s( 2P, — Pz,'z,z)
— 2P P 2P0 Prire 7 Poags { 2P4,1,2 "Pm,?) -+ 3]7!,2,2]71,2,3

— Pz, (pz,z,s — P )]
+ 2 2 I:(pz,z,i — [h,m)[h,s,i — Pusi Prai 7 2 P Pusi — p‘2.7,iP2,3,i]
(1)

:7")’:.27

dyV),=o,
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Ayl = dy, = — 2y,

{I’/(,ﬂ =2 I:(pz,;’,a = Prus) Punk = Puas (P — Puik) (2P0 — P22 ) Prosk
. 1)(,2,2 p2.3,k — 21)1,2,3 p2,2,lr - 2P212,3P113,A— —+ 3P|,2,2P~z,3,k -+ pz,z,gpl,:,,kJ

- 2 2 [ (Pl s Paki Pl,k.ipz,s,i) -+ Zpl,z,ips,k,z‘_l

(l‘/é‘lf =0,

(4}
(/}’3,‘ = [Pz.s,spr,w 2P0 P 2P0 Poss — P Poss — Pusa P
~= Pa,3,s (p2,2,i - P|,|,s) - (pz,2,3 '—Pl,l_.ts) P = P P

+ X 2 (ps.i.i Prii— p'.',s.ipi,i,i)

=M

6 W

(ly )y

)
d/ =2 (P?,s,él)l,i,/( ~t Posa Prik— Pack P — PuskPea,
—PusiProk ™ Pas,a Pk ot Posk Pre = Pk 1}l,$,i>

—-—= 0,

Ceci posé, soit

i=n j’:.ll

- — ) ! (n}
TR = Pk = Vo F e o F Y = 2 20

=1 ,‘—l

Phji p/,/,il
?
Prw,i Piwi

nous aurons

i=n
v, ) - () O] (2
’id/x( 2}/“+2y“ =2 Z72_‘+2y2’1+2ym:272”—:27,,“
=3
i:ll
L ) ) _ 00 1 @
3?{[/2:"_"—2}11, 2Y|z """'_22 71,2 2')"‘2 2}/1
l"::?y

= T 27 = 2,2,
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5 A==y — ¥ ) — )+

l_.ll
— () (@) 0] (1) (2) () __ P RN
Z [Yl YII]+Y Y1x+ /2,2 yh\'—/z’?m/‘a'”—'}:d/?ﬂ;
=3
L SV ) N . “ .
T Ay =yl Y Y =
Dy — 0 — _
3 GV = — T Vork T Vh T = T YLk

dyar= [dy(l)—i— dym] =0,

(l)//,)/‘l —= 0.

Les quantités ¢; ; satisfont donc aux équations des §§ VI et XVI, et par
suite le déterminant
Yt Vo2 - Yun

et les sommes de ses mineurs principaux sont des intégrales com-
munes.

XX. — Divers autres systemes. — Conclusion.

La fonction
k=n

0i,; = 2 PP ks

k=1

traitée comme les précédentes, donne lieu aux calculs snivants :

k=n
P 1
}\‘ dO,,. = 7\‘ d [Plpx,m +P2Prap+ Z Plrpl,t,k:l
k=3
= P2 P -+ 3P| Pute— PP -+ 22 Piyoe= P2 Proag -+ 22})&]71,:,1:

- 261,2,
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k=n
. I
3 dé,,= 3 d [])1]72,2,1 = PPt 2 Pkpz,z,k:l
k=3
= P2Proy —2P1 Pz PrPaas — Py Peae T 3[)2])1,7,2 -2 ZPK'P!,L"
e 261,7,
k=n
I I .
X dax,z — 7\ d [P|p|,2,| -+ PPz A Z Pk px,z,lc:l
k=3
=P2Pi+ 2PiPr2z— Pr P PiPraz:— 2P P -+ P2 P2
-+ ZPk(pz,z,Ic"P1,|,k)
= 82,2 aaad a:,n
k=n
1
) dol,l == N d [plpl,i,l -+ P2 P+ Z Pk Pl,i,ic:l
k=3
=P Puin— PiPuis -+ 2P Py -+ P-z(Pz,i,z - Piin ) -+ Epkpz,i,l;
== aﬁ,i)
k==n
I I
T d 8, = T d l:}ll Pzin ~t P2 Poiz + 2 Pk pz,i,k]
k=3
=PaPriy + P Prai = Pui) — Pi Proi— 2 PaPigi — Zp/‘p.,.-,&
== —61,1'}
k=n
[N I
5 do;; = 3 d [p;pi,,',| + p2Pije Z Pi Pi,j,k]
k=3
=P2Pijoa PrPijr T PrPija— P2 Pija
- 0.

On peut donc dire la méme chose du déterminant A des d,; que de
ceux des §§ XVII et XVIX.
Enfin, prenons encore la fonction

k==n i=n
= 2 S pijk OU g—= 2 Pi P.is
I =R =1
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qui ne differe de 8,; que par le changement de 3; en ¢;. Comme on a,
entre les ¢,
i=n
G = PPyt PP+ Z PipPuis
i=3
i=n
=P P2, + P2 P2+ 2 PipPri:
i=3
i=n

& == P Phi -+ P2 -+ Z PiPris

=3

I

7 dE; = PPy = PP -+ 2P P2 +P2 (P;,z _P1,|)+ Zpipz,izsu

1}

i’ ([52:[72])2.1 — P Pa2 P (pz,n — pl,l)_ 2P Proa— Zp.']h,i:—— gy
% de = P2Pks = P Ph,2 —+ Pi Pr,o — P2 Pi,i — O,

c’est-a-dire les mémes relations qu’entre les f3;, on aura de nouvelles
solutions en formant un déterminant &, avec les éléments ¢, ¢ ;, comme
W a été formé au § XVIII avee les B, 5, ;.

La solution complete de la question proposée consiste en une fonc-
tion arbitraire de toutes les intégrales distinetes du systeme [, s]. Ces
intégrales doivent étre en nombre égal a celui des variables p diminué

nin—1 . . N .
de —(T—-), nombre des équations [r, s], ¢’est-a-dire au nombre de

n -+ [n + @] i [n+ n(”2—1) +n(n—r)(n_z)]

1.2.3

n(n—l)(n—z).

=2n+n*+
6

Il est clair que les 2n solutions du § XII en font partie. Le détermi-
nant ®, auquel on appliquera le théoreme du § XV, fournira n? solu-
tions composées des p;, p;;, pijx Mélés. Si on applique ce méme
théoreme au déterminant v du § XVIII, on en conclura, entre autres
solutions, n déterminants, et si 4 chacun d’eux on joint le détermi-
nant & pour le traiter comme l'indique le théoreme XVI, on en dé-

(n—+1)

. n . . . , e
duira un nombre de solutions, parmi lesquelles, a la vérité,

7
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A et les sommes de ses mineurs se trouvent répétées n fois, de sorte

R +) ntin—r)

que ce nombre s’abaissera a —nln—)= "+ n. Ce

nombre est de beaucoup supérieur a celui des solutions qui restent
n{n—1){n—2)

' 6

T, A, & un usage analogue & celui que nous venons d’indiquer, et en

conclure un grand nombre d’autres solutions.

Pour ne rien laisser 4 désirer, il faudrait, apres avoir effectué ce que
nous ne venons que d’indiquer, se livrer 4 une discussion approfondie
des formes obtenues, afin de reconnaitre celles qui peuvent former un
systeme distinct et celles, nécessairement en grand nombre, qui ren-
trent dans les autres. Ce n’est qu’alors qu'on pourrait étre assuré
d’avoir obtenu l'intégrale générale du probleme. Mais cette discussion,
dans le cas de n variables, serait sans aucun doute longue et difficile.
Comme d’ailleurs la complication de nos résultats ne parait pas destiner
le parametre différentiel le plus général du troisieme ordre 4 de nom-
breuses applications, nous n’insisterons pas sur ce sujet. Il est vrai que
la discussion dont nous parlons pourrait conduire & des théoremes
intéressants peut-étre sur le calcul et les propriétés des déterminants ;
mais ce n’est pas a ce point de vue que nous voulons nous placer.

Le reste de notre travail portera spécialement sur les parameétres
différentiels du second ordre.

lrouver

D’ailleurs, on peut faire des déterminants

CHAPITRE II.

TRANSFORMATION DES PARAMETRES DIFFERENTIELS.

I. — Effets d’une substitution linéaire quelconque.

Nous désignerons dorénavaut par D,, D,,..., D, les n parametres
différentiels du second ordre que fournit le déterminant D (§ VIIT),
par ®,, ®,,..., ®, ceux qui résultent du déterminant ® du § X. Le
chapitre actuel a pour but de déterminer les formes que prennent ces
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fonctions, lorsqu’on les rapporte & des variables quelconques. M. Lamé
(Legons sur les coordonnées curvilignes) a résolu ce probleme pour les
fonctions ®,, D, dans le cas de trois variables orthogonales. M. Brioschi
(Traité des déterminants) a donné la transformation la plus générale
de ces mémes fonctions, et en outre de la fonction ®, (pages 112 et
115-118 de la traduction francaise}. La marche a suivre est donc tout
indiquée par les résultats acquis. Elle consiste du reste a exécuter ce
que prescrit la théorie du changement des variables. Quoiqu’une partie
notable de la question soit déja résolue, le désir de présenter une
théorie complete des parameétres différentiels nous la fera reprendre en
entier; et nous allons considérer d’abord le cas d’une susbtitution
linéaire quelconque.

Soient &, &,,..., «, n nouvelles variables liées linéairement aux
anciennes par les formules

/
. [z =a, &, +a,x,+...+a,x,
j:l?

(a)

v

— N me=a, X X - - T
/A R— : d,',jfll‘.
J
]:l

! 4 U
In == Qp Xy + Q2 X, + . 0. Ay X,

v

Si on représente par A le déterminant

A, Uy 229
4 — asy,y ads,: as,n R
[ An,t Qp,e Qp,n

et qu'on désigne par A, ; le coefficient de a,; dans A, puis par 2, le

. Ay
quotient «; ; = on a

»
A
. xllzal,lxl =+ Oy Xy .0y Ep,
]:ﬂ
. , 1”2: Ui, s Xy = Qg s Xy . oo+ Oy 2 Xy
La) X, = 2 Xj,i Xy
j= f
\ x,;—— AR —+ Ola,n Xy -+ ...+ Op,nXny
et il en résulte
j=n

7 r N
IS SRR ST e S
Pe=p\ o+ Phoaa . Pl o,

pi= gy T

1
,’.:’ ' R / . ’
P""‘P( n,i +P2 QApye =+ - o — Pn &
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Les carrés et produits symboliques de ces expressions fournissent les
derivées secondes qu’on écrit aussi :

dpl . . P dp| , P
(—l;l——Px,l—al,|(—j—x,-‘- +1,,2‘-1;,;—1—. . -+al'"217!’,‘7n,
dp,  dp. dp dp.
J‘;l—al,lw +051,2H7,2 +.. --i--d.,n%—,n,"'a
dp._ . ap. dp.

dp,
dz i, 3;': —+ o, dx,2 B AT %7”’

dp, dp, dp, dp,
Z-];—‘):Pm:dz,‘ % +0¢z,:£j; —+. . -+0Cz,nd};/’

n

(i[zz . dpz dpz

P
=G g e
dz,” ""d, > da, *dz),

dpn . dpn dpn dpn
d_.z'z—azl‘m +a2’2—(zz—"_2 + - '+a2.nm,

dp\ _ _ dPl dPl dPI
dxn—‘Pl,n——- n,t d—x-'—, -+ a,,,zm ...+ “"’"Jx-’"’
dpz . dPQ dpl P"’
‘Tz:‘—dn,xa—z —+ a2 (E; ~+. . .+a",n7x7", N
dp. __ dp. dp dp

n n
5= =5 ey e 57
dx" n dx’l n d.z"2 n,n dx;‘

Formons d’abord le déterminant D,,. Il suit de ces formules qu’il est
égal au produit du déterminant des o par
dp, dp . dp,
dz, do, = dr,
dp. dp.  dp,
d7. d, Z

.................

Or, si on différentie les valeurs ci-dessus des p; par rapport aux x, ce

.. . ; dp; . .
qui introduit les p;; dans les valeurs des dﬁ, » On reconnait que ce dé-

terminant est encore le produit du déterminant des « par celui des p/ ;.
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D’ailleurs le déterminant des o est le quotient par A” du déterminant
derivé de A, lequel est, comme on le sait, égal & A*'; ce quotient est

donc ;—; d’oli résulte, en appelant K le carré de A,
(1) D'V =A:D,V = KD,V,

résultat déja donné par M. Hesse (Journal de Crelle, t. XXVIII, p. 89 .
Le déterminant A® qui s’introduit ici présente cette circonstance
remarquable que ses éléments sont de la forme

]{i:j: al,ial,j + a2,ia?,j ..+ an,ian,jy

qui est celle des premiers membres des conditions propres & exprimer
I'orthogonalité d’une substitution; si la substitution est réellement or-
thogonale : £;;=1, k;;=o0 et A*=1, ce qui vérifie que la fonction D,
est bien indépendante des substitutions de ce genre.

Transformons de la méme maniere ®,. On trouve d’abord, par la

A dp; . , .
substitution des p;, Eg.’ que ®, est le produit des déterminants
i)

o p. P P Tt 0o o... o
dp. dp, dp,

P 'd_x:‘ —J‘Z_"; e d.%"n O 2, Kize.. A
dp. dp, dp,

P:, .‘1_.-%7; .(T‘x-c oo (lx'" 0 XAy, A,z Aa2n ]
dp. dp. dp.

Pr dxll Z[Z dxy" QO Au,y  Ap,» Xn,n

dont le dernier n’est autre que ;—- Remplacant ensuite, dans le pre-

. dp; oy
mier, les p; par leurs valeurs, et les 31)7 par les dérivées de ces
zj
valeurs prises par rapport aux &', on reconnait encore qu’il est le pro-

duit de @, par le méme déterminant II{ Done

2) (D'HV:K(D,,V,

o~

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(

54

et cette formule vérifie en outre que ®,V est réellement indépendant
des substitutions orthogonales.

Occupons-nous maintenant de D,. En procédant de la méme maniere
et appliquant un théoreme connu du calcul des déterminants, on a

I "[PM
'f 7
; dxsl
Prore Proras oo Pron ] d
i (P"z
Pror Progrs- - Prare | _ : g
I =&,
1» P
1],.,\",.1 p"l.'"i' . P"k"’l. i d
: Pry
-y

& étant le numéro d’ordre

dp, . dp-,
dx’si (lx;‘t
dp T3, d]) T3
dx dx’s
2 k
dp, . do,
dz, dx’,
2 3

ey s,

Kripsas o Xrys
Kryuse “"“”k
L TN
Ary,se Krges,

de la combinaison s, s,... s, parmi toutes

celles qu'on peut former avec les n premiers nombres pris £ 4 £. Si on
remplace par leurs valeursles éléments du second déterminant, on ob-
tient pour valeur du second membre

U !
. ; o
o i . i ’
pa,,s’l Psi,se ]sl,sk { 748"
U i
' ' 24 s
2 Z Ps,,s’l psi,s, Psa,sk 7o
................... .
v o , p,
! o
5108, psk,s Spdk TSy

et il faut sommer cette expression par rapport aux r pour obtenir D,.
Or le facteur en p’ est indépendant des r; la sommation par rapport i
ces indices ne portera donc que sur les deux autres; d’apres une rela-
tion connue sur la liaison des déterminants mineurs d’un produit et de
ses facteurs, cette somme se transforme fort simplement. En faisant

sortir, en effet, des éléments « le facteur —, elle devient

I

A?/\’

A

A

L
Sty |
|
|
|

Or, on sait que si, dans le déterminant dérivé d’un primitif, on forme
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un déterminant mineur d’ordre £, il est égal a la (£ — 1" puissance
du déterminant primitif, multipliée par le mineur de ce dernier qui ne
contient aucune des lignes et colonnes dont était formé le proposé. Rem-
placant donc ainsi ces deux déterminants et indiquant généralement
par A _ce qu'on obtient en supprimant, dans le déterminant A, le
groupe de lignes p et le groupe de colonnes =, on obtient

Ak [
——Fl‘ Z -AP’O'AF?’, = K2 Ra,o‘"

par suite du théoréme ci-dessus rappelé. Ainsi

i ps,,a" Ps,,a’a Ps“s’k ‘
t U ’ U
(5) DV — \w ‘1 Kp’g-’ ! pse,s" Ps,,s’: Pss,,s’,i f
LA |
i KL |
z - ! ! k4 i
Psk,s'l Psk,s PSA"‘J/.-

Si, en particulier, la substitution est orthogonale, K, ,=1, K, .
et le second membre se réduit a la somme des déterminants mineurs
principaux de D, ce qui vérific bien que D,V est indépendant de la
substitution orthogonale. Dans le cas général, on voit que cette somme
de mineurs principaux du 4" ordre se convertit en une somme de
tous les mineurs, multipliés chacun par celui des mineurs du déter-
minant K qui est indépendant de ses indices.

Il est visible que tout ce que nous venons de dire sur D, s’applique
a ®;. Les modifications que la démonstration doit subirsont les mémes
gu’on a déja faites pour passer de D, a ®,.

Remarquons, en particulier, les formules

=0,

(5) ov=3 Sepra o PRy pv= PRy o Ry

i=1 07 {7
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il. — Paramétres différentiels du premier ordre dun systeme
de n fonctions.

Soient maintenant

6, po=fx 2. Z)y p=foi( B Xre Za)yeers pn=[a X T2 Xn),

i r

n nouvelles variables auxquelles nous voulons rapporter les parametres
différentiels. Puisque ces parametres différentiels n’éprouvent aucun
changement lorsqu'on y remplace les @; par d’autres variables )
formant un systeme orthogonal et liées linéairement aux x;, les for-
mules qui expriment ces paramétres en p; ne doivent point dépendre
des dérivées de ces p; d’'une maniere arbitraire. Ces dérivées n’y peu-
vent entrer que par I'intermédiaire de certaines fonctions telles, que la
substitution des «; aux x; ne leur fasse éprouver aucun changement.
II convient donc de chercher avant tout ces dernieres fonctions qu’on
peut appeler parametres différentiels du systeme des p. En désignant

D Ta dérivie i D 1 dérivée 2 0 ot
par p;” la dérivée ax PP la dérivée 47 onaura p’”en fonction
de p/” comme au § IV, chapitre I, et on en conclura sans peine I’équa-
tion

o d¥ o dF .
P: dps‘z\ Pr dpl\:z"_{'—"'—r

wdF o dF

. w d¥ ) dF
s dpgx) p. dPEl) e

+ s dp(rn) Pr dp(fn\

._"_._0,

qui résulte du coefficient de o, dans le développement de
() (1) ¢ { n
F(p"s pieees p7s plPsees ply i,y

Les paramétres différentiels du premier ordre doivent satisfaire

n{n—r)

aux équations qu'on tire de celle-ci, en y donnant a r et s

toutes les valeurs différentes possibles; et comme le nombre des varia-
bles p est n?, le nombre des parametres distinets doit étre
,_h{n—1) n(n+r1)

n°— -= .
2 2

L’équation précédente conduit & considérer le systeme des 2n — 1
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équations simultanées

GO A dp_ dpo
I A R Y ST

qui admet d’abord les n intégrales

[p,')] [pm] = const.,

[T + [P ] = const.,

et donne ensuite

pldp® + pdpy  pldp?) + pPdpl)  d[pPpl -+ plpY ]
P papl T I p plo — g ptl T P ;
¢’est-a-dire que les n — 1 dernieres intégrales sont :

P p? + pl¥ p¥ = const.,

pf‘>p(3)—+—p§’) P = const.,

P p 4 ptY p™ = const.;

et il est facile d’en conclure que le parametre le plus général du systeme
des o est une fonction arbitraire : 1° des n parametres du premier
ordre de chacune de ces fonctions prises isolément :

— dp‘ : dp‘ : dPn ?
(le,-— <CT.Z'—> -+ (d—xz> +...+ (dl‘,,) H
2 2\ ? d 2

® = (Zi) -+ (Z—&) e ((l;(:,) )
dp,\* dp.\* dp,\*

®p= (G2) -+ (22) -+ (52)

fonctions qu'on obtient en mettant pour r et s toutes les
8

2° des

nin—r1)
2
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combinaisons deux a deux des n premiers nombres dans

dx;dx; — dx, dz, + dx, dz, Tttt dz, dz,

zdp,dps_dp,a’ps do. dps dp. do,

. . do, . . - . -
En effet, si on suppose nuls tous les dP ieur a ¢, et dont
X

3} . ninp—1I AL s
le nombre s’élevea r +- 2 +...+ (n—1) = (—2———)7 on a, pour déter-

miner les dérivées restantes, les équations

_(dp\* | [dpa\?
o= <EZ> - (dn) ’

....................

o dpn_, 2 dp,,._.l \ dPn—
Gt = (\ dr, > + < dr, ) + (dxn_,)
dpn ? dpn z dpn ?
o= (g2) - (7)o ()
o, — Lo dp: dpvdpy o _dpdp
T dxode, T da, dox, T T o, da
_dpdp | dpdps
€0 = dx, dz, +dr dz, dxz,
o do: % dp, (lp4
Gt = dw, dz, | dz. dxz,
_dpdp, dpgdo"
Coun = dz, dz, - da, dxy
) . dPn—: dpn a’pn—i dpn llp,,_, Ilp,,
b = i da, + dx, dz, Heee dz._ dz,_,
d dp, do, do,
et on voit que la premieére ¢, donne dP 3 Cias dp S Cay 3 G g
d do, do

Cr30 o5 Ca dl_xa’ et ainsi de suite; de sorte que ces inconnues sont
3

toujours déterminées.
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i=n
2 (L’{),- (ll!);
)
dx; dx;

i=1

Les quantités

qui conservent leurs formes et leurs valeurs quand on opere dans les p
une substitution orthogonale quelconque, sont donc les éléments qui
déterminent la nature du systeme de variables formé par ces fonctions,
et ce sont ou ces quantités mémes ou leurs fonctions que nous devons
introduire dans nos formules.

Ces formules deviennent particulierement simples lorsque le systeme
des nouvelles variables est tel que A, soit nul toutes les fois que ret s
sont différents. Comme cette circonstance a lieu pour toute substitu-
tion linéaire orthogonale, nous dirons alors, avec M. Lamé, que les
variables p sont orthogonales.

Quoique les formules relatives aux variables orthogonales soient
renfermées dans les formules générales, nous croyons devoir les traiter
a part, a cause de leur beaucoup plus grande simplicité.

II. — Formules pour les dérivées des deu.x premiers ordres
quand les variables sont orthogonales.

Si, des équations (6), on tire les a en fonction des p, et quon re-
mette ces valeurs dans ces mémes équations, puis qu’on différentie par
rapport aux-p, on a:
i=n

J dps dxi

(a) ! dz;do,

dp, dx;
d adit]

s etpours>r o=—
x: dp, P <

!
i M I

i i=1

Désignons par & le déterminant

dp, dp, do, |
dz, dz, " dz, |
dp. do, (192%
w=|dx.dz, dx, '
do,ds, d o, ’
dz,dz.” " dz, |
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nous aurons

dx;

Or, d’apres les équations

i=n

- dp.\* _ < dp. dp,
(7) llr"'_‘2<dx,->7 O—de, dz;’

[==1

on reconnait aisément que le carré de = a lous ses éléments nuls, sauf
les éléments principaux qui sont égaux & A, , A, ,,..., A, ,. Si donc on
représente, pour plus de simplicité, la quantité A, , par ki, on a

(8) o= . D

d’autre part, le déterminant = donne lieu aux identités

i=n
dp: w(s=r)
dx,w“—% o(s2r)

[=1

qui, rapprochées des (7), montrent que

(9) Ltdo b

E hdz: ®© Biie

Donc

(10) doy 1 do dp . da

hdx,” dz. ’(lp,

Cette formule fort simple permet de transformer les dérivées des ¢
par rapport aux  en dérivées des x par rapport aux g, ou inversement.
On aurait pu Pétablir plus rapidement par la comparaison des équa-
tions (7) et (a).

D’apres cette formule, les équations (7) et (8) deviennent

i=n 1

’ . d zd i _(r:s’
{7 bis) Z dzr d:,_ h? )
i=1 O(I‘zs),
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Les premieres montrent que la nature du systeme orthogonal peut étre
i=n

X

. s . dz:\* -
déterminée par les fonctions E <d » tout aussi bien que par les
r

i=1

i=n

fonections 2 <

i=1

) de telle sorte que siles A étaient donnés en fonc-

tion des p, l'intégration des équations (7 bis) donnerait les x en p, et
par suite les p en «, c’est-a-dire ferait entierement connaitre la liaison
du systeme p des nouvelles variables au systeme a des anciennes.

On peut donner des formes un peu différentes aux relations d’or-
thogonalité en effectuant les déterminants = et » par colonnes. On a
ainsi

ou, en remplacant =, ;, w;,; par leurs valeurs,

i==n i=n
v dp dp: | 1(r=s), 2 2, dx, dx; j1(r=s),
h

(7ter) & B dx,dz,” {o(r2s), iﬁd?:"o(rzs)’
=1 t=I

Les équations (7) suffisent pour faire connaitre immédiatement la
forme du parametre différentiel de premier ordre d’une fonction quel-
conque V. Car

l‘_’n

—av- 3 (Y- 3 (S oy

(=1 i—=1 J=1

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(63 )

i=n j=n
_y dv dv dy dp
- Z do; dor du; dx;

(=1 j=1

J=n i=n =n k=n i=n
dvy: 1p;\? dV dvV dpj do
“2(7) 2 (@) 2 2an 2

]._I I=1 =1 =1 =1

les j étant différents des % sous les 2 du dernier terme. Donc,

i=n

- . AV\: . (dV (Y
(1 —OV= Z/({)I) /(dp)+, /n<dp“>

Passons aux dérivées secondes. Pour une fonction quelconque V,
on aura
i=n

dv Z dF dp;

dz, d—p: dz,’
i=1
j ‘7 l__’l J—.II d 1 l__ll i
A pi dp; d_(dp:
dx.dx, 2 Z doldp, dz. dz, 2 do; dz, <dx,>
=1 ]_-l i=1
i=n j:)z =
2 2,02 A*F dx, dx, d¥ d [do;
= Z v i i hai
: _ fidpido; dp; dp; &d do; dz, \dx,
=1 J=1 =1

Ainsi, pour avoir ramené les dérivées a étre prises par rapport aux p,

. oy .« d (lOi\

il suffit &’y ramener la quantité —{ == ). Or nous avons, en supposant
I
v dpk dxj

do; ., . . .
les 7/% exprimés en fonction des x, et ceux-ci en fonction des g,
I
r—=mn
o d (dp, d*p; dx.
12 - _
R do;\dxz, dz.dx; do;
r—1
r=n

do; doi 1 d(hE) 1 dh

dz.dx; dx,” 2h} dz, — d——xj,

r—=1

et cette dérivée du premier ordre s’exprimera facilement par (ro0) en
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dérivées prises par rapport a p. Nous avons ensuite

i=n i=n

a'p, dp; dx,_ 1 d*p; dopr
dok dz;] dz.dz; doy ~ h; e dr.dz; dz,’

=1 =1

or, 'équation (7), écrite pour r=1i, s=4£%, et dérivée par rapport

a x;, donne

¥ d*o; dpe  dipw dpi\
_ dz, dx; dz.  dz. dxj dx,
=1
Done,
r=—n
d(de\ o da dp B d (dpy
dx, h} dz.dz; de.~ I} ;i—p-i<dxj)

r—=i1I

Cette équation s’écrit successivement, en tenant compte de (7),

’,d do; oday\ ,de
/"dp;<dx/> /z,d (/ﬁd ;,> B B — i

/ dhy a’p;r 2 B d [1 dp;

o /l; dp; dz; g "E’E(Ff d—x,)’
(13) |
=2

T dp: dz;  Ch dpg dx; g
1 d <dp,->_ v dh; dp; 1 div dpr
hE doi\dz;)

hi dp; dx;

h: dhy dow  hEdhi dp ! <dp,>

dx;

d/lg dx,

dp,‘

(/ 43

Telles sont les deux formules fondamentales pour la transformation
des dérivées secondes. Appliquons-les a la formation de D, V. Nous

avons

—Il r—n $§=n r—=—n

d2V dp. ERY dp, d o, dv d+g,
Z < > 2 Z do. dp, dz; dz, + do, dz}’

r=1i r=—1 S§=1 r=1i

et, en tenant compte des (7),

r=n r—=n
dv
D= 3 i+ B g e

r—it ro—=1
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Or, on tire des formules (12) et (13)

d‘p, d (do, dp, 2 <do,>dp,
~ dp \dx; | dx: doj\dz; | dz;
j=1

o
~—

j:n ‘/':n
_rdhdp N L dhdp dp b d’t/< )
“ h, dx; dx; it fr, d dz; dz: /l dp\dzx;

=1

j—_-[
les j étant différents de r. Remarquant qu’on peut introduire, sous

les 2 ), les termes relatifs & j = r, parce qu’ils se détruisent, ces ¥,
s’étendront a toutes les valeurs de j, et on aura

j=n j=n
Z.L@_’d_“’_"d_&i_ hy dhy(do\:
b dp; dz; dz hi do \dx:)
/‘:l

d’p,

J=1

Ajoutant toutes les expressions semblables qui répondent aux diverses
valeurs de ¢,

=Hn

dh., s 1 dh;
Du),__z/l————/ Z/zjc_lE
j_l
) dlog(h}) Lllog/z, » d .
(14) — /z,[ o 2 - ]_hr@:[logh,, — Tog(h . )]
]—-—I
. d h; ©
’p’”/lfT T e
Par 1a, D,V devient
\ B S AR ' d [hFdV
05 PV =R | g Q > v 2 7*(;;; (19,)‘
r=1 r=

Avant de passer a la transformation des parametres différentiels en
général, nous ferons remarquer les équations suivantes obtenues en
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différentiant (r

[ dyx;

(16)

d*x;
\ dp;dpr

! dz.l’,'
Llpl?

{ 65)

0):
ax 2 dhyd v d (i&)
dp;dpx - /11? doi dz; /z,? dpi \dz;
—_ 2 dldz | v dlydr 1 dhidz
T lydpedp;  hidprdp; hidpidps
1 dhyde | v dhidr
hidpr dp; ~ hudpjdpx
_ 2 dhde 1 d (é&
h} dpjdx; b} dp \dz;
adhyde; 1 dhy  2dljdr 1~ dhy . d
o b i — b=
hi dp; dp; /z].3 dx; hidpydp; I} do. " do,
r=—1

(16)

d’x,- -

2 dhy dz;
h; do; dp;

(2
h} dh; dz;
/1;' dp, dp,.'

r=n
i re=1
Ce sont la les équations du deuxieme ordre qui détermineraient les »
en fonction des p, si les £ étaient connus.

Toutes les formules du numéro actuel sont dues & M. Lamé, qui les a
données pour le cas de » = 3. Nous nous sommes borné a les généra-
liser, en suivant la marche de I'auteur.

IV. — Transformation de D,V, ®,V.

De I’équation

r=n
v d (dV) o 2 d ((IV\ do,
dr;dz; — dx; \dz;] dp, \dx;] dxz;
r=—t
on conclut
d (dV\ dp, d (dV\ dp, d (dV\ dp,
Si(m)E Snlm e 3z (E) &
d (dV\ dp d_ (V) dp. _d_<dV)&
DV = dp. \dz, ] dzx, dp. \dz.] dx, dp, \dx./ dz, |
d <£llf>dp, d (dV\ dp, _(f'_ dV) dop.
zdp,‘ dz.) dx. de, dxn> dz, Edp, dz.) dx,
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et, dans ce déterminant, il est facile de reconnaitre le produit, effectué
par lignes, des deux suivants :

(VY AV d VY| de de dn
do, \dz,]” "’ ( ) dz, dz, dx,

d
_0'_< VvV d dV) d [dV dop, a'pzl_‘ .do,
dp, \dz, ) do, 0, \dx, Tod ox \dz, dz, dz, dzx,

..................................

d [dV d dV) d [dV dp. dp. do,
| dz, dTJ;((E <_ dz, dx, dx,

Ny
©

Effectuons ce méme produit par colonnes; nous obtiendrons un déter-
minant dont ’élément ¢, ; sera

r—n

vo= 3 7 () 2
r=—1
ou bien
r=n sS=n
o dP/ dV dp,
qii = dz, Z dp; (dps dx,)
r=1 S—=1
S—n ’:lld d d sS=n d 7':ﬂd d
_ pi 4 (dops 'V p: dpj
- 2 dps dzx. dp; (dx,) Z dp; dp; Z dx. dx,
S§=1 =1I S—1 r=iu

Sous le 2 du dernier terme, tout se détruit, sauf le terme pour le-

3

2
quel s =, qui vaut A} d‘;;fp_. Il ne reste done a calculer que les ex-
i QP

< ¢ do,\ o e
pressions 2 a,:;’ o < 2 ) Cest ce qu’on fait aisément par les for-

r—it

mules (12) et (13):

r=n r'—n

r—n
3 dud ()= L dhidoidy s B dhdy dp
e dz, dop \ dz, h: dpi dz, dx, hdoidr,dx, ™
r—i r=1 r=—1
r=—mn r—n r—n
(lojd< )Zld/z,Et&@_E%E c&’___/l_d/z,
d.r,dp, dz, h; dp; dx.dz,  h} dp; dz,) — b dg’

r=1
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de; d [(dp; dh; dp,-_ dh; dz, 1} dh;
2 dp <dx,> " 2 dx, dz,” Z dx, dp; — /zl dp,’

re=i r=1 r—i

‘dpii(doi\ . l d/l,
SR e n

> do d (4o _ _
dx,dp,- a’z, e = dpi,

et alors on a

AL dh; | dV , dh

" dpidp;  dp; hi dp; " dp ! dps
< d*v N av dlogh; . av dloglz,>
dpidp; — dpi dp; dp; dp:

d By ﬂ /,dV hi dloghi ., dV dlogh,

~dp; > fdpi

qij = hj

\

i b e e
&V dhdV 1 e, dhi dV
q”——ll’dz—*_/lid—p;d—p;“—/l—,,z ’do,c-lﬁ

r=—/1

do;

. d {,,dV , dV\ dlogh
o (ll" Tm) > (h"dpr> do.

r=1

I'indice r ne pouvant pas prendre sous le premier ¥ la valeur r =1,

tandis qu’il les prend toutes sous le second. La valeur de D,V est don¢

i Giz- - Gign
gri Gra2-- - Gan

(18) D,V =

d*V

¢’est-a-dire que D,V est composé en ¢, ; comme en dzidz,
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Remarquons en particulier la formule suivante, qui fournit D, g, :

h} dh, pdhi
—EEP—I [§) 0. ld{h
1 dh, s .
i o _ Ilz 'g';'l o z'd‘_P2
0 o _hidh g dh
Dops = h; dp; “dp,
o B kdh dh g dh B dk
G hido,  hide T dps “do: T dpn
P hi dh,
o [e] 0. ld—p—" /I—,,(lp,
, J=np3 <-d—12)2
B s @logh, dlogh,  dlogh, s " \dp;)
=(—1)} dPi dp,' .. o i ~ ———d/l,- d/lj
j=1 7{;111—9:

Occupons-nous maintenant de ®,V. Si on remplace, dans ce déter-

. 1 . . dv
minant, les éléments de la premitre ligne, tels que _— par leurs
valeurs

r=mn
d_V_ dV dp,
dz; 4 dp, dz;

re=1i

on y reconnait, comme ci-dessus, le produit effectué par lignes des
déterminants

o (—IX ‘-I—Y dv I o o] (¢}
‘g dp, dp dp,
 dv d (‘Dq_d_<‘ﬂ> d (‘?X‘) o o de pn
dx, dp, \dx,] dp. \d=, dpn \dz, dz, dx, dz,
L dV d <dV d (dV d (dV dp,  dp, dp,
i dz, dop, 72> d_Pz(dx2> dp, (R) ° dw dx dz,
EdV d <dV d [dV d (dV do,  dp, dp,
{ dz, dp, dx,,)d_pg(d“x,,) e, (lx,,> ® dx, dx " dm
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En effectuant ce méme produit par colonnes, on obtient pour élé-

v
ments de la premiere ligne les — d

Ty, pour ceux de la premicre colonne,

des sommes telles que

5 AV dpi_ o AV do o dV
dx, dx,” ¢ dz, dp; dp; : (Ipl
r=1 r—i
et pour les autres éléments, les ¢; ;. Ainsi
h,dv /,dv_” prdV
P2 d,on
dy
d—Pl ql,l q1,2- .. ql,n
{20) ®,V=1dV
‘72 qz 1 qz,'z qz,n
dVv
dpn qn,l q n qan

®,V est done le produit de =* par un déterminant composé en dv

/J,
I dv d*v T
et 75 ¢;; comme en —— - En particulier, on trouve
i

dx; et dxidx,-

/l?n—l d]Ogllx legh?_ legh”
dhi\ “dpi dpi i
(@

(21) ®pi = (— 1)

V. — Formules pour D,V, ®, V.

Considérons I'un quelconque des déterminants qui composent D, V,

d>V
et substituons aux éléments dvidz; - les mémes valeurs qu’an numéro pré-

cédent. 1l suit d’un théoreme de]a emplové (§1) que ce déterminant
se transforme de la maniere suivante :
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d [dV d (dV d_[dV >

: cl__—l <u!;o:,,l Ir? dz, dx,, (dxs1

| d dv> d (dV) d <dV>

‘i dx, <dzsa dzx,, \dz, dx,, \dz;,

| d dV> d d_V>_ d <(ZV>

i dx, <dx,k dx,, \dz,, dx,, \dx,,
(V) ddvy Ay don  dp, o,
| dp,, ﬁ:) dp,, \dz,,]  dp, \dz., dz, dx,, dz,,
. d (dV d dV) d dv> dp., dp,  dp,
:"2‘ do:, @;) do,, \dx., dg., \dz, dz,, dz, dzx.,
pul S SOUS SRV B ORISR
L d <dV> d <dv>‘__ d (dV> dp., dp,  dp,

! 3

Formons maintenant le déterminant

; Qeiry Grire- - o
l q’ax’s q’a:"-;' " q"a»’k ‘7

e e e
§ Grore Qrors -+ Gron l

r=—=n

, o d (dVY dy

et remplacons-en les éléments g ; par leurs valeurs ¥ rp \dx,) P
r=i

le méme théoreme donnera

qrh’:‘ e q"v"k !
2 q"z"a‘ M q"a:"k |
i

i GQriors Grpres -+ Grorny

| d ((lV) _d_(dV) d <ﬂ> do.  dp, do,
L dp, \dx,,) dp, \dz,, do,, \dx,, dz, dz, =~ dx,,
| d dv> d (dV> d (dV dp., dp, do,
= Z i dpr, <0fol dp., \dz,)" " dp., <dx:k> dz, dz, dz,,

D oveeeie e e e T
4 ﬂ) i(ﬂ) d (dv Ao, dp, - dp,
| don\dw)  don \dw,) dpy, CF) dz, dz,  dz,

Or, pour former DV, il faut sommer tous les déterminants de la pre-
miere forme par rapport aux s, et on trouve absolument le méme ré-
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sultat en sommant ceux de la seconde forme par rapport aux r. D'ol
résulte
[ Gron Grores - Qrom l

(22 AT S I S I,

d=y
¢’est-a-dire que D;V est composé de la méme maniere, soit en - e
soit en ¢, ;.

On montrera absolument de méme que

! dv dv dV |
; 2 2 o, 2 !
¢ Il", dp"i h’f‘, dp’a /Ikdp’) i
dv ;
-CE ‘lmn q"n"a' b q"p"k
(23) (DkV s av
-al_pl_ qron qrary qran
dv
ap— iy qryre rpr
Tk

On peut encore énoncer toutes ces transformations en disant que, si

on désigne par g;» ¢ les expressions

r—1
, _dV N dloglz, av hldV dlogh;
. ™= qof T2 "o, dp WF ds do,
<l7 bls) r—n

, d*v dV dlogh: dV dlogh;

i~ dodg;  dp dy; g

chacun des déterminants entrant dans un des parameétres différentiels
se trouve remplacé par un déterminant composé exactement de méme,

dv . dxv , ;
en ER au lieu de d et g au lieu de doidz;’ En outre, ce détermi-

nant se trouve multiplié par celui des mineurs de =* qui dépend des
mémes indices.
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Vi — Equatimzs différentielles entre les h et les p.

Les n fonctions A qui déterminent la nature dusysteme des variables ¢
satisfont 2 deux groupes d’équations aux différentielles partielles, que
M. Lamé a fait connaitre, dans le cas de n = 3, et dont il a fait d’im-

portantes applications. Nous suivrons encore ici les caleuls de ce savant
géometre.

En différentiant par rapport a p, la valeur de + <d9

o i> donnée par (13),

dx,

el par rapport a p; celle de d‘i (ZP‘>, on obtient deux expressions né-

r

cessairement égales, quel que soit du reste le systeme des variables
orthogonales 2 au moyen desquelles on exprime les g. Posons, pour

simplifier, % = H;, la formule (13) donne

d (do\ H,dH; dp; 1 dH;dp; d dp,) H; dH; dpr 1 dH,; dp,
do; ) H? dp; dz, H; dpi dx,’

To\@, )= do dx. W dp, dr. dei\dz.

' s 1 [dp; ) . e _
d’ot1, en remettant, pour les dL <( d \ qu’introduit la différentiation,
Pk dx’/

leurs valeurs tirées de ces formules :

e (dp')
dz. _< 1 dH; dH; H, dU, dH; H, d'°H, > dg;

“dordp, - \H? dp; a4 T Ao do 0?7 dp dm) da,

< dH: dH; 1 d*H; jflgi H; dH;/ H; dH; dor 1 dH; dp,-)
0 do do, W, dpdey) dz T T -dTK
_ 1 dH <HA1@@_‘_‘”L dp:

H: dp; \N} dp, dx.  H. dp: dz.)’

H doj dz.  H; dp dx,

i

La seconde valeur de cette expression se déduira de celle-ci par la per-
mutation des indices j et £. Elle est donc

(g M i, B Ll My Y dy
H: dp, dp: H do; do; ~ W? do;dp;) dx.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



<_I_ dhi gl x LW >d9t
H} dp; dpr  H; dpedp;/ dz.
+E£’_}_‘_f‘<_f iﬂfﬁ&;i‘ﬂ*iﬁ)
H! dp: \W; dpr dx. M do; da,
dH; <H dy; dg; 1 dH; dp,»‘)_

~ T o \ T O o Ty

I’égalité de ces deux expressions doit avoir lieu quel que soit le sys-
teme des @. Or nous avons vu que cette indétermination laisse arbi-

n{n-—r1)
2

traires des dérivées ip—", qui peuvent étre celles que I'on veut
flpz dpj dpi
dz,” dz.’ dz,
pressions précédentes, sont tout i fait & volonté, et les coefficients

qu’elles possedent, quand on en exprime I'égalité, doivent étre identi-

choisir. Done les trois dérivées » qui entrent dans les ex-

quement nuls. Parmi ces coefficients, celui de dﬁj se détruit, celui de
dou dounne
dz,
(24) d*H, 1 dH; dH, 1 dedH/;
-+ 7 Ty
dp;dp; ~ Wi dp; dpi © M; dpi dp;
celui de —Z—iﬁ donne une équation toute semblable. La forme (24) ren-
ferme ’3@;%(—'1;2—) équations.
. on, . . d [dp; s d dpi) X
Différentions mamtenantd—m (Zl’:?) par rapport & g;, et @ (E; par

rapport a pg; :
d’ <dp __d LdHi)
do;dp; \dz,) = dpj]\H; dz. |
< dH, d ' &H d
I p: T *H, ap,
H’ dp, E dp, dz, H; Z do;jdp, dx.
§=1 S—=1

H; dH; dp; 1 ii_[_l_,dps
2 dps H: dp, dx, W, dp; dx,

S=1

I < dH, dp;
T H dp, Z dp, dz.

S§=1

10
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d
[ (402 e 0
- B dp: do;  H} dp} jd=x.

(L :Ido,
(H? do; dp; W dp,dpj dzx.

Hf dp; H]’ dpj dx, H; dp; dx,
§—n
1 dHl dH, dp,
-+
Podp dps dx,

En égalant & zéro les coefficients des » dérivées arbitraires qui existent
dans cette éoalité, on obtiendra les équations du second groupe.

[.e coefficient de

o) > pour's différent de Z et de j, est le premier membre

de Pune des équations (24) et ne donne rien de nouveau; celui de - dr

dp;

dx,

r—=—n

( 1 d"H,— 1 d2 Z(IH dH; 1 2 dH; dH; 2 dH; (lH)

; do, dp. H}? H2 do; dpj H? doi do;

H
r—i1

ce qui donne les équations de la forme

n(n — i)
2

r—n

a5
5) dpj HI (llol a’p; H; dpi —dﬁpr,*d\T,

( 1 dH, dH;, 1 dH, dH,

= do do W dp dg

Ces équations permettront de déterminer les H en fonction des p,
lorsqu’on aura sur le systeme de ces dernieres variables quelques don-
nées suffisant pour le déterminer. Les H une fois connus, on a vu
ci-dessus comment les équations 7 bis, 7zer, ou 16, achevaient de faire
connaitre les ¢ en fonction des x.
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VII. — Formules pour les dérivées des deux premiers ordres,
les wariables étant quelconques.

Supposons toujours, entre les p et les , les équations (6); mais n’as-
sujettissons plus les p & former un systeme orthogonal. Désignons
par A2 les fonctions différentielles qui déterminent la nature du sys-
teme des p

{26) 122’: e )

~N
I

Si, des équations (6), on tire la valeur des « en g, et qu’on substitue
dans ces mémes équations, puis qu'on différentie par rapport aux g,
on aura, comme au § I,

(a) e L

Si, de méme, dans les valeurs des x en g, on remet les valeurs des p
fournies par les équations (6), puis qu'on dérive par rapport a x, on
aura

r:na’xi do.  [1{i=]),
t4) 3 E=le oh

r—=i

Continuons & représenter par = et w les mémes déterminants qu’au
§ I1I, les équations (a) et (b) donneront

(27) i& — C‘ﬁ, d_x/ — Bij,

dz; o do;  ®
La premiere de ces formules permet de transformer les dérivées par
rapport aux x en dérivées par rapport aux p. En particulier, on en
conclut

r—=n

(28) w? /lj.)]. = 2 Wi,r Ofr s

r—i
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ce qui est une équation différentielle partielle du premier ordre per-
mettant d’obtenir les « en fonction des p quand les 4 sont connus. Si,
de méme, on pose

(29) k=

et qu’on suppose ces quantités connues, on aura pour déterminer les ¢
en fonction des x

re=—n
(30) @k} = 2 iy Oy

r==1

Les quantités £, en méme nombre que les quantités %, forment
comme elles un systeme de fonctions propres a déterminer la nature
de la substitution p. Ces quantités sont en effet fonctions les unes des
autres. Remarquons d’abord que les carrés =* et w® des deux détermi-
nants = et » sont

2 2 2 . - .
I T R T
i
) h h? I Z A S 2
w? — H — E 2,1 2,2 240 |’ ’L): e &2 o ! 2,1 2,200 ]i?‘“ ,
............... i.
| | |
2 2 2 2 .
| /In,x /Ln,z /’u,n l l ]’l:l /11, I"fl,ll

et que les seconds membres des équations (28 et (30) sont Ies sommes
des produits des déterminants mineurs d’ordre n — 1 soit de @, soit
de =, pris pour des groupes de lignes fixes et pour tous les groupes
possibles de n — 1 colonnes. D’aprés un théoreme connu, ces équa-
tions se transforment donc en

oy iy
(31) hi—= =, If?'_:.l;[._’i,

e
'~
i
=

et ces formules montrent bien que les /2 déterminent les £, ou inver-
sement.

Les relations (27) et (31) entre les deux sortes de dérivées en entrai-
nent de plus générales qui nous seront utiles dans la suite. Considérons
celui des déterminants mineurs de » qui ne dépend ni du groupe de
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lignes g, ni du groupe de colonnes g, et notons le 07, en supposant

que son ordre soit p. D’apres (27), ce déterminant est égal } a— multl—

plié par celui des déterminants mineurs du dérivé de = qui depend
des mémes indices. Or, ce dernier est égal & &~ multiplié par le dé-
terminant mineur de & qui ne dépend point de ces indices; notant donc
ce dernier "77) pour indiquer qu’il est composé des n — p lignes g
et des n — p colonnes ¢, on a

W 1 _—p)
(32) Do = = By
et, de méme,

I

@ _ 1 -
(33) Qp,rr”‘“nn—p,—7

diz, < s
Tords; Différen-
tions par rapport a p, la valeur (29) de £;;. Nous aurons

Occupons-nous maintenant des dérivées secondes

N 4z dw o do. diz
m r " -,
do, Edpj dp;dps+z do; do;do,
Toutes les équations semblables, au nombre de '—I(L—J)—(L—i)

. . L. nn—1)(n—2) ,, .,
forment un systeme linéaire par rapport aux — = dérivées

secondes cherchées, et on en pourrait déduire ces quantités, qui se-
raient alors exprimées par des déterminants d'ordre égal au nombre
de ces équations. M. Brioschi rameéne ces déterminants au n*™ ordre

de la maniere suivante. Dérivons £7; et £, 'un par rapport & g;, i'autre

par rapport a p;, il viendra

r—n
v dx, dx, 2 d*r, dx,
(lp, 2 dp,dp,doj a’p, dp,dos

r—i r—=—i

r—=un r—n

:,x dzxr dxr (12.2‘, d‘l',.'
doj dejdpxdo, +2md95’
r=i

r=i

et comme ces deux équations et la précédente ne renferment que trois
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 différents, on peut déterminer chacun d’eux. On a donc

dp, dp,—dpj—g o

i dz, d. _l[d(lff,;)__d(lff,i) d(kz,-)],
doi —  dy dps

Nous désignerons par )} la combinaison des trois dérivées en g qui
forme le second membre, et alors

e dikz) d(k) d()] < d=
(s) sy _ 1 < s, i 2
(34) "j,i o= ).,.‘/, _;I: dpi, -+ dpj — dps, ]’ dPs

— i),

dx
doide, ™ "

Résolvant le systeme des n équations linéaires qui proviennent des n
valeurs de s, on a

S—=n
. d:‘l‘r . )
(35) A Tordp, = Z A o,
s=I
ce qui est I'équation différentielle du second ordre qui correspond dans
le cas général aux équations (16) du § III. Il est clair qu’en vertu
de (27) on peut écrire aussi

s—=—n

d’x, . O] dps
Tody ~ & M0 T
§=1
VIil. — T7ransformation générale des D, V, ®,V.

On trouvera d’abord, comme au § IV, que D,V se décompose en un
produit des deux mémes déterminants. Multipliant alors les colonnes
du premier de ces déterminants par les lignes du second, représentant
par Q le produit, par g;; son élément,

r=n

o d (dV)\ dz,
0= 27, (=) 1
on a
&)DRV: Qm,
ou bien
(36) D,V=1.0Q.
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Il ne reste done qu’a former les ¢; ;. Or, de

r—=n

dV_ 2 dde,-

do, " & dndy’
r—i1

on tire

r—n r=n r—n

EAY dz, ' dv d2z, L ﬂ d2x,
dpido, Z dp,{dx, dp; | & dz, d‘oidp,*q"j dx. do; dg;

r—=i1 r=1a r—=i
Dailleurs,
r—=—=n d d r——-n d sS=n d
A% tx, Oy Ps (s)
2 T dode ™ 2 S Ly

Q

r—=1 §=1

r—n sS=n s'=n

r—i
- .. dp, doy .
Z N D de = 21”2 u(zo,

r=1i §=1 f==1

anf

done (37)

Ss=n r—=n

2 d"’

qi dpldp, Elx Z]/”d_pr,
§= r-—=

et en particulier, si V= p,,

S=n

(37) qij—— Z ,lls}l(sj}

S=1

Le calcul relatif & ®,V est tout a fait analogue. Cette expression se
décompose d’abord en les deux mémes déterminants qu'au § IV. Mul-
tipliant les colonnes du second par les lignes du déterminant w, auquel
on aura joint la ligne et la colonne 1, o, o,..., 0, et appelant 3 le déter-
minant obtenu, 9 ne sera autre chose que Q, auquel on joindrait la

ligne et la colonne c\) dv dv dv et on aura
g dp. dp, dp,,’
(38) ®,V=I.2.

Ainsi D,V et ®,V sont les produits de IT par des déterminants formés
A% 2
en 2¥, comme D, et ®, le sont en ﬂ @V
do; : dx,dz;

Les formules de ce paragraphe sont celles de M. Brioschi.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



( 80

IX. — Formules générales pour D,V, ®, V.

Reprenons le déterminant du § V. La décomposition indiquée par la

premiere égalité de ce paragraphe continue d’avoir lieu. Considérons
maintenant le produit Q“, _. Q(F";k), u Q¥ _. indique le résultat ob-
tenu en effacant dans le déterminant Q toutes les lignes, sauf celles
dont les indices r,, ry,. .., r, forment la combinaison p, et toutes les

colonnes, sauf celles dont les indices ¢,, &,. .., ¢ forment la combi-
. . (n—k;
naison 7. Remplacons, dans ce produit, Q.- par la valeur

o

Q= —4) MZ (- _lo > (n—:k) :z m(,":“ 5’——7~5’
X (X3 i xd m

z

il devient

Q(/f) Ur/ (n—k)
—p,—7 B, — )p,,

-3

Sommons cette expression par rapport a g et 7, nous aurons
(/F) Ul.— (n__/‘) (K’) (}”
220-9,-«— 22 B0t et

I.e dernier de cesz est le déterminant mineur contenant les lignes p

et les colonnes & dans le déterminant produit de Q par =, produit dont
’élément est

i=n i=n =n

J
dp, do.'o d (dV\d
2 q',, P = 2 d—;‘s Z dpr(dxj>dxp“:
: =1 J=1
j=n i=n
_ dp, d d /d
=2l 2EG-HE)
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Le second membre de I’équation précédente est donc

()" )
:éEE da’ <$> d <dv>m d <(ZV'> o,
( )

. (n—k) I — . 2 1 N
et s1 on remplace @, . par =B, puis "= — par 5’ on reconnait

que la quantité
& (”—AI

33

est la somme de tous les déterminants tels que celui qui est traité au
commencentent du § V, ou les s forment toutes les combinaisons pos-
sibles des n premiers nombres £ a k. Or, cette somme est précisément

D, V. D’ailleurs, dans I'expression que nous venons d’obtenir, on peut
Ve

remplacer

(39) pv=Y Y0¥ uf, .

ar 1%, .. On a done
p 21

On démontrera, exactement de la méme maniere, que
14 \ T 5 (k) ('11)
(40} oNV=3 5, 0%, .
P o

277, élant un déterminant mineur du (A+1)° ordre de 2, qui s'en
déduit comme Q@P,_, de Q, mais en conservant toujours la premiere
ligne et la premiere colonne.

On voit donc que toutes ces transformations peuvent étre énoncées
sous forme d’un théoreme unique.

Soit formé le déterminant II, qui a pour éléments les parametres
11
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différentiels du premier ordre A?; du systeme des nouvelles variables,
. . : . dv 71
et un autre déterminant 2 composé en — et ¢;;, comme ®,V [est

dp:

dv d*v ., \ < pp .

dy dzvday I'un quelconque des parametres différentiels du second
ordre de V est égal & la somme des produits de chacun des détermi-
nants mineurs de 9 par celui de IT qui dépend des mémes indices, ces
déterminants mineurs devant étre tous du méme ordre que ceux qui
forment le parametre différentiel qu’on transforme et devant tous con-
tenir la premiere ligne et la premiere colonne de 2, ou ne les contenir
jJamais, suivant que le parsmetre considéré provient de déterminants
contenantou ne contenant pas la premiere ligne et la premiere colonne
de ®,,.

Et bien plus simplement encore : St on congout les déterminants 3
et 1, qu’on joigne a ce dernier la ligne et la colonne 1, o,..., 0 et
gu’on effectue le produit, les parameéires différentiels sont toutes les sommnes
de ses determinants principaux du méme ordre prises, soit en supprimant
toujours la premiere ligne et la premiere colonne, soit en les conservant

en

toujours.

X. — Formule particuliere pour D, V.
Considérons, en particulier, la fonction D,V, que sa forme linéaire

rend la plus importante de toutes. On peut en douner une transforma-
tion plus simple que celle qui précede. D’apres le dernier énoncé,

DYV = 2 I —— Z Rl 71’(‘51,.2(‘;95

{ , , AV dikiy d(ky  d(k)
T Z his 2 hij dp: [ do, + de,  dg J
7,8 I.j

D’autre part, les équations
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entrainent

N i3, hi= =),
I ir 0( .

J

AV

dik,)  dUs)

Ceci posé, les ternies en et

— se transforment, & Paide de
Oy

h ps

ces équations, en d’autres qui renferment les dérivées des . Ceux en
lllv('/f:;¢>
= donnent

0.

PDRUDXES A I L
< o J $ .

: d g »dp,
S 22((/?)22{_‘/‘2'112‘
r s o [
IV d(hi)
:—22%*"05 do s

parce que sous le 3 relatif & 7, cet indice ne peut prendre que la va-

d{k}, dvV d(h) .
leur s. Les termes en — ) valent de méme — ZZ =, il
dos do, d o,

soni done identiques aux précédents et mettent D,\ sous la forme

o . daV Kd(/L dV NN , dUk:dy
D(\ == 2 [/, < lO,.dOQ ([IOS (L’Dr] +;2”Y,x/~/li,j Ny ¢

l dp; do:
7y rys i
- . : Qs
Remplacant au dernier terme A, par —&—,—, on 1'écrit
1 dVv d{k2) I L dy dQ
T AD PR Y8
2.0} 7 do; dpj 2() <« dn; dy,
3 7,8 iy
dVQ; d\
iy
Vi) ao; et do
. , . . J :
Le pl’eﬂ]lel' equn‘aut a
d dv d AR
/2 raund == /2
2(/9;<""d_&,> des (2 dp,)
7,8 » B r
It,
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Donc

) dv dm , dv
=Sl 5ag) 42 (505
EH

T

(41) DV~\/HZ(I

formule démontrée d’une autre maniere par M. Brioschi.

XI. -—-‘Equations différentielles partielles entre les k7 ; et les p,.

Ici, comme dans le cas de variables orthogonales, on obtiendra des
velations entre les £;; et les p; en égalant entre elles les dérivées
d d2z, d dz, " .
dor <dp_d?,>’ T <m), quel que soit du reste le systeme des x.
Puisque

dzr o des 1 ©
Toudyy = 2000 Ty = iy 2 o

s

S
diz, dps d)\i,j I o) d*z,
dp;dpjdpk—de, doy —Zo_2 war b szo,do; Do
5

(s) d Ly dwsr
z/—n (t'pvdo;d(dxu>

do,

ol nous entendons par

do,, (e . R
d——dz la dérivée partielle de w,, par rapporta
(d.ov
X SR . .
dp"- Cette dérivée n’est autre chose que le déterminant ob-
v
tenu en supprimant, dans w,,, la ligne ¢ et la colonne u«; puis multi-
pliant par + 1 ou — 1, suivant que les nombres s,¢ et r,u sont ou
ne sont pas rangés dans le méme ordre de grandeur. Dans le premier

I’'élément
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cas, 1l résulte de (32) que cette dérivée est

do, dp,

1 dx,, d.z‘u

w | do. dp, |
dx. dx,

dans le second, elle sera donc de signe contraire, et comme ce déter-
minant binaire change de signe, quand on y intervertit soit s et ¢, soit
ret u, il s’ensuit qu’il représente toujours la dérivée proposée, pourvu
que s,¢ et r,u soient pris dans Uordre s,v r,u suivi dans la dérivation.
Remplacons donc, dans I’équation précédente, cette dérivée, ainsi que
Wy W, par leurs valeurs, et remarquons que ww = 1, Nous aurons

(s)
dsxr o (l/\ dps (51 dPs dpy (2) dpt
do: dpjdor 2 dPA dz, 2 2 2 i dz, dz. Z Hr dz.

(s) (r)dpt {{p_sgfl_fi&dp,
+222 , "”dx (dz, dzx, dz.dz.

et, en effectuant les sommations par rapport a «,

~\s)

dz, G dps s d o,
dold:;dok E dp;,l djc, ZZZ Ay ’iti dfc Pl
22 Z W ( e - g, )
—2L4$~22mwm%l

Changeons, dans ce résultat, 7 en £ et inversement pour en déduire

d dz, ,
o (v u) a0, hjo NOEIUR KIS
s[5 zzmukiﬂ—zhg Ezhvtbw

et comme les n dérivée
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arbitraires, leurs coefficients doivent étre séparément égaux; ce qui

donne, entre les £ et les p, les équations

di’.  d /

. wz\ ~{v) S (8
o —zzﬁ =)
[N 1/ s ] 53

—— v,{

En v remplacant A; n’entre, dans ecette équation, gue
L

des £. Elle est ainsi

e <75
d/'z,k d’,x - 508 (0 () (v)—(
42 ) g.l 2 R E u-&uu — /. ;\4 .
/ d (//‘ 1 13 ],5 Jok Tis J

Ces équations permettront, quand le systeme des variables ¢ ne sera
pas connu, mais seulement défini par des conditions capables de le dé-
terminer, de trouver les expressions des £ en fonction des p. Les équa-
tions (33) donneront ensuite les /2, et on en tirera les « en fonetion
des p, soit des équations du premier ordre (28), soit de celles du
second ordre (35).

Remarque. — Les équations (24 et (25) en H ne peuvent étre que
des cas particuliers de Ia précédente. Toutefois, comme cette derniere
ne parait avoir avec elles aucun rapport de forme, il ne sera peut-étre
pas inutile de montrer comment on les en déduit. Lorsque les variables ¢
sont orthogonales, on a, d’apres (29) et (7 bis)

I Hi(i=j),
Yo (iz))
il en résulte
>0)
( dH; . . N dH. o (uzv)
}.,.H—- 1 =o(s>d, s>, 1 —_H, Qu, =< O
dg; i SR i dp,’ ' ? él (w=v),

Par conséquent, le second membre de (42 ne donne de termes exis-
tants que s u = ¢. Alors

K I/‘_ ABR [*:';‘*' U’)\(I‘]
—_ 5 = _: el ROV
dp; do; H L7k T — D
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Supposons ¢ 2k j; il faut, pour que les deux membres ne soient pus
nuls en méme temps, que s ait 'une des valeurs i, j. Soit s =,

(
A (1) 3r) 505
do; Zg{ [117‘,, J"/’J]

Sous le ¥, r ne peut recevoir d’autres valeurs que 7, j ou £ On a done
. d ([H,‘ I (IH[" . dHJ
= (W)~ (070 (-7

' dH,\ (., dH; ( dH\ (AU,
+H‘( W > (H“ dol) H? i z> <Hf7(,7.)’

d'B 1 dH; dH; 1 dH: dH;

up,O’ol H dor dp; Ih dp; dp/f

ou hien

ve qui est (24).

Soit maintenant ¢ = £, on ne peutsupposer que :Zj. Quant a s, il ne
saurait avoir ni la valeur 7, pour laquelle les deux membres s’annu-
lent, ni des valeurs différentes de z et dej. Il faut donc supposer s =,

A )
i @ha L[5 ()2
7 — G S - 0]

r
ou bien, en séparant les termes provenant de r =14, r=j, de sorte

que 7ne prenne plus ces valeurs dans le 3

. i’( BN d (g dE 0 H; dH; dH,
do; \7 " dy; do; \' dp; H: dp. dp.
2 Ty, L dH <dH>] [ dH A | (A
TR R Pl P T v P e R P P ] (a’p,)

¢e qui revient, en étendant maintenant lez a toutes les valeurs der, &

O#L(ZZH IdH 1 dH; dH;
B, do} H do? H? do. do,

- 1 dl] dH __I_(L[I.idH/ 1 dHl dH, 1 v’/H,- (JHJ-
B} du do, W doj doy  HY dop; dor 8! dg; do;’
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d /1 dH\ _L_i Ld_H' 1 dH; dH;
I \B @) @\ U, ) T 2
1 dH, dH; _ 1 dH; dH,
dg; do;’

T W dp dy; T H

¢’est-d-dire & équation (25).

CHAPITRE III.
DE LA DISCUSSION DES FONCTIONS ET DES EQUATIONS.

De méme que, pour connaitre une ligne courbe, une surface, un
mouvement, il ne suffit pas d’en avoir obtenu les équations, et qu’il
reste encore & les discuter, de méme, lorsqu’on possede la liaison ana-
Iytique qui existe entre une fonction et les variables dont on la fait
dépendre, il reste encore a discuter ’équation qui la représente, de
maniere a connaitre pour tout accroissement infiniment petit donné aux
variables I'accroissement correspondant de cette fonction. Nous allons
nous occuper de ces discussions, parce que les parametres différentiels
y jouent un role important.

1. — Sur le mode de discussion.

Une méme fonction F («,, 2,,..., x,) peut donner lieu & deux genres
de discussions distincts. Ou bien on veut suivre les variations de la
quantité méme qu’elle représente et que nous indiquerons par V.

\T :F ('r|9 Layeees xn)’

ou bien on égale cette fonction F & une constante, zéro par exemple,
et on veut connaitre la nature de la liaison que cette équation établit
entre les quantités variables x,, @,...., a,. A la vérité, cette derniere
considération rentre dans la premiere, puisque x, est alors une fone-
tion de x,, ,,..., x,_,, dont 1l suffirait de connaitre la variation; mais
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il peut arriver que toutes les variables x,, @,,..., @, solent des quan-
tités de méme nature, et que, rien n’indiquant laquelle d’entre elles
doit étre subordonnée aux autres, il soit désavantageux de rompre la
symétrie naturelle qu’elles présentent, en ramenant ’équation a la
forme @, = f (x,, @a,..., @,,).

Ceci posé, a part les cas o1, la fonction F étant fort simple, on peut a
'aide du calcul arithmétique et des tables de transcendantes déter-
miner ses valeurs ou celles du systtme x,, x,,..., x, qui satisfont a
I'équation ¥ = o, la discussion ne pourra se faire que d’une maniere
approchée. On se contentera donc de connaitre les accroissements cher-
chés aux infiniment petits pres d’un ordre donné, et nous nous borne-
rons ici & employer dans les valeurs de ces accroissements les infini-
ment petits du second ordre, les parametres différentiels dont nous
voulons faire usage ne permettant pas une approximation supérieure.
Dans tous les cas, quel que soit I'ordre d’approximation qu'on désire,
la méthode de discussion consiste 4 déterminer, pour chaque systeme de
valeurs des variables indépendantes, des fonctions simples et bien
connues qui possedent les mémes accroissements que F, de sorte qu’en
substituant ces fonctions 4 F, on obtienne avec une approximation dé-
terminée les accroissements cherchés. C’est ainsi que procedent, par
exemple, la Mécanique et la Géométrie, quand il s’agit d’étudier les
modifications d’un mouvement, ou les inflexions d'une courbe, d’une
surface, etc.

II. — Conventions et remarques.

Comme nous nous proposons de faire varier dans la fonction V, non
pas chaque variable isolément, mais le systeme entier de ces variables,
nous donnerons & ce systeme, comme en Géométrie, le nom de poins.
La suite des points qui satisferont & = — 1 équations linéaires formera
ce que nous appellerons une droite. Une seule de ces équations sera ce
que nous appellerons un plan.

Un point étant défini par les variables x,, @,,..., x,, ces variables
pourront étre dites les coordonnées du point, et en égalant & zéro n — 1
d’entre elles, on aura n droites convenant chacune & une suite de points

gui ne différeront que par une coordonnée. Ces n droites seront dites
12
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axes du systeme des coordonnées x,, x,,..., ,. Elles seront a volonté.
Si, entre les n» coordonnées x,, x,,..., x, et n autres variables
x, x,,..., 2, on établit n relations, et qu'on remplace tous les sys-
temes x,, x,,..., o, des variables primitives par les systemes corres-
pondants &, &,..., &,, on dira qu'on transforme les coordonnées, et
les systemes qui se correspondront ainsi seront dits représenter le méme
point. Nous adopterons, en un mot, toutes les expressions de la Géo-
métrie en vue de simplifier le langage, et en n’y attachant que le sens
analytique qui leur reste quand on fait abstraction de toute représen-
tation au moyen de I'espace.

On vérifiera facilement que la plupart des propositions fondamen-
tales sur les droites et les plans continuent de subsister. Par exemple :
deux points déterminent une droite, » — 1 plans concourent suivant
une droite; n — 1 droites concourantes déterminent un plan, ete.;
«’autres, au contraire, n’ont plus lieu; ainsi, deux droites d’un méme
plan ne sont généralement pas concourantes.

Deux points (@, @,,..., a,), (¥, &,,..., «,) étant donnés, on peut
former au moyen de leurs coordonnées une fonction et une seule qui
conserve sa forme et sa valeur, quelque substitution orthogonale qu’on

opere. C’est la fonction V(xX', — o, )* + (&, — 2, ) + ... + (@, — x,)*.
Car si on applique a cette question la méthode suivie dans le premier
chapitre, en ayant soin toutefois d’ajouter aux formules de transfor-
mation du § I les termes constants w,, w,,..., w,, on obtiendra entre
fes et la fonction F absolument les mémes équations qu’au chapitre II,
§ II, entre F, les p et les p’; ce qui donnerait pour solution les trois
fonctions

2 2 2 /2 12 72 p ! A U
.Ztﬁ'l—‘—x;-!‘-...‘*—xn, X, +x2 ‘..o, xlur‘+xgxz+---+x”x”,

mais les coefficients des termes constants donneront en outre un second
systeme de n équations aux différences partielles, d’apres lesquelles la
fonction F ne peut dépendre que des différences v, — «,, 2, — «,, ...
x, — &, et ne saurait étre autre, par conséquent, que

Vizd, — x4+ (&, — 2. )+ et (2 — )

Nous représenterons cette fonction par L, et nous appellevons fa dis-
tance des deux points proposés.
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Etant donnés trois points (2., Xy, ..., @), (X Xyyervy X)),
(2, &y,..., 2,), leurs coordonnées donneront lieu & six fonctions con-
servant la méme valeur, quelle que soit la substitution orthogonale
qu’on emploie. Parmi ces fonctions se trouvent les trois distances et les
fonctions

(', — 2 ) (&) — ) + (&) — 22) (&) — 22) Ao+ (), — Z) (X, — 22).

Cette derniere, divisée par le produit des distances du premier point
aux deux autres, sera ce que nous appellerons le cosinus de I'angle des
directions . qui jotgnent ces deux points au premier. Les équations d’une
droite qui passe en un point A (a,, a,,..., a,) élant mises sous la
forme

X— @ Xy— x,—a,

= —_ .. .= 7

4 1o ba

les quantités X, Xs,..., 4, divisées par la racine carrée de la somme de
leurs carrés, seront les cosinus des angles que forme, avec les axes
coordonnés, la direction qui va du point A au point M {x,, @4,..., Zy)-
Deux droites seront rectangulaires ou orthogonales, quand leur cosinus
sera nul; paralleles, quand elles formeront avec les axes des cosinus
égaux. Deux directions paralleles & deux autres formeront le méme
angle qu’elles. D'un méme point A (a,, a,,..., @,), si on mene des per-
pendiculaires & une direction donnée faisant avec les axes les angles «,,
Uay...y %y, toutes ces perpendiculaires formeront un plan

0= (2, — @) CoSol + {(&:— ) COS%: +. .. + (X, — @) COS &2a,

qui sera dit perpendiculaire 4 la droite. Réciproquement, si une droite
est perpendiculaire 3 » — 1 droites contenues dans un plan, elle I’est a
toute autre droite du méme plan. On appelle plans paralleles ceux qui
ont des perpendiculaires paralleles entre elles. L’angle de deux plans
est celui de leurs perpendiculaires, ete., ete. Deux plans sont orthogo-
naux quand leurs perpendiculaires le sont elles-mémes. Tout plan qui
contient la perpendiculaire & un autre plan est orthogonal avec ce méme
plan.

Considérons les formules (@) ou (a') d’une substitution orthogonale

12.
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quelconque (chap. 1I, § I), les coefficients a;; en seront liés par les
relations

r=n

o(iZ2]J
(8) 2 "f"“f":{ ' (@-;ﬁf
r=1

Les «; formeront un systeme de coordonnées orthogonales dont les
axes seront les n droites obtenues en annulant suceessivement, de
toutes les manieres possibles, n — 1 des premiers membres des for-
mules (a').Si donc on remarque que, par suite des conditions d’ortho-
gonalité, le déterminant A a pour carré I'unité, d’otr suit que lui-méme
et son déterminant dérivé sont égaux & 1, et qu’ainsi un déterminant
mineur quelconque de ce dérivé est égal & celui de A qui ne contient
aucun des indices dont dépend le premier, on verra que les axes en
question ont des équations telles que

Xy ____ﬁ _ . In

Ay, (2% [

’

lorsqu’on les rapporte au systeme des axes primitifs. D’ou résulte que
les coefficients a, ,, a,,,..., a,, des premieres formules (a) ne sont
autre chose que les cosinus des angles formés par les anciens axes avec
le nouvel axe des ', et par conséquent les conditions d’orthogonalité
de la substitution ne sont autre chose que celles de I'orthogonalité des
nouveaux axes.

Nous remarquerons encore que, si deux systemes de n axes ortho-
gonaux ont un axe commun, les » —r restants forment deux systemes
d’axes également orthogonaux tout a fait arbitraires. En effet, en appe-
lant, comme ci-dessus, a;;le cosinus de ’angle que forment entre eux les
axes des x; et des &}, tous ces cosinus sont liés par les 'L(—'izii) condi-

. n(n—r)
tions (b) et ————

d’entre eux restent arbitraires. La condition que
les axes des x, et des &, coincident revient 2

Qo =1, Qu=0, Qyn==05¢.c3psn — 0, Uy =0, @y2==044..,Uyp =0,

attendu que I'axe des «, doit étre perpendiculaire aux anciens axes x,,
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ZLpyeees Lnoys et Inversement 'ancien axe des x, doit I’étre aux nou-

7

veaux axes des «,..., #,_,. Or, en introduisant ces valeurs dans les
y . ’ . . ntn—1 .
équations (&), on les réduit 2 ~(—2—) qui sont

r—=n—1

E Qi r @, r =

ra=—i

o (iZ]j)

1 (i:j),

et qui expriment l'orthogonalité du systeme des » — 1 droites «',
L'yseny @, _,, ce systeme restant d’ailleurs tout & fait arbitraire. En
général, si on donne, dans un systeme de n axes orthogonaux, £ des
droites qui le forment, les » — % restantes forment un systeme ortho-
gonal arbitraire. Car la détermination d’une droite revient & imposer
4 ses n —1 cosinus arbitraires » —1 valeurs désignées. Une seconde
droite qui doit lui étre orthogonale exige n» —2 données, etc.; les

k droites en exigent donc

n(n—1)

nombre qui, enlevé de celui des arbitraires primitives ———> en

laisse encore

n(n—1) kn Ifn+/f(lf+x)__(n—lf)(n——k——x)
2 2 o 2 - 2 ’

c’est-a-dire précisément autant qu’il en faut pour que les n — £ droites

restantes forment un systeme orthogonal arbitraire.

IIl. — Plan tangent et normale & une surface.

Conformément au paragraphe précédent, nous appellerons du nom
de surface la suite ou l'ensemble des points satisfaisant 4 I’équation

F(ax, 2y. .., x,) = 0.

Toute surface peut, dans le voisinage d’un de ses points, étre rem-
placée par un plan, tant qu'on ne tient pas compte des infiniment
petits du second ordre.
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Car, si, pour plus de simplicité, on rapporte la surface a des axes
qul se coupent au point considéré M, la formule de Taylor donnera

o (AFY L (dEY dEy
- (dx‘)0x| ﬂz)oxg—r—.. .+ dxn>uxn W,

» étant un infiniment petit du second ordre. D’olt il suit que le plan

, dF dF* dF |
(l) Xy <E>o+xz (Cl—iz)o+-v~+xn('(‘i‘;")“——o»

qui passe en M, est satisfait, dans le voisinage de ce point, par les mémes
points que la surface elle-méme, du moins lorsqu’on regarde comme
égales les coordonnées qui ne different que d'infiniment petits du se-
cond ordre. Le plan (1) recevra le nom de plan tangent a la surface. La
droite qui, menée par le point M, est perpendiculaire au plan donné,
s'appellera normale a la surface, et ses équations seront l

x, X Xy
’dF) aF ST ARy
)

En donnant le nom de tangente au lieu commun de plusieurs sur-
faces, a la limite des droites qui joignent deux pointsinfiniment voisins
de ce lieu, on reconnaitra aisément que tout lieu continu, pris a vo-

fonté sur la surface F et renfermant le point M, a sa tangente en ce
point dans le plan tangent a la surface. Car I’équation fournie par la

série de Taylor s’écrit
. /(_i_li> -+ dF + “+x ili‘\‘-
o ( dx, %2\ dm, T "\dza /o - m

(/F dF dF\: Ry—oF
veltx, .+ d ) -+ —)
X /e dxn, [

~t comme le premier membre est le cosinus de I'angle que forme la
normale 2 la surface avec la droite qui joint le point M au point infini-
ment voisin, ce cosinusa une limite nulle. D’ol1 il suit que la tangente »
quelque lieu que ce soit appartenant a la surface F et renfermant le
point M est orthogonale avec la normale & Ia surface en ce point, et
est ainsi dans le plan tangent.
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IV. — Des dérivées premiéres d une fonction de nvariables.

Soit V=F(x,, 2,, ..., x,) une fonction au point M. Si on suppose
a Vune valeur constante, cette équation représentera une surface qu’on
peut appeler surface isodele, pour rappeler qu’elle indique, en chacun des
points qu’elle contient, une méme valeur de la fonction. Connaitre une
fonction, ce sera connaitre la maniere dont se succedent ses surfaces
isodeles et la suite de ses variations quand elle passe des unes aux
autres.

Ce qui précede nous montre que, dans le voisinage d'un de ses
points, et tant qu'on ne tient compte que des infiniment petits du
second ordre, une surface isodele peut étre remplacée par son plan tan-
gent, de sorte que V peut étre regardé comme constant sur ce plan;
mais ce n’est pas tout. Supposons, comme ci-dessus, que le point M soit
I'origine des coordonnées. Soient x,, ., ..., x, les coordonnées d’un
point M infiniment voisin, R la distance MM’, «,, «.,..., «, les angles
de R avec les axes, nous avons

V =F(Rcosa, Rcosaz,..., Rcosa,),
d’ ol

avy _ d_‘> coser (VY coss s v
<dl{>‘," dz, | o t (d% . Say+...4+ <d$n>uc05ac,,
(dF‘ <dF dF
Ty 5— + X, | —5— + .o, ==
I (ix.)o dxz>o (dx’)

VI (L (Y
dz ), ((zx“ F)

\/—‘ (DIV
R
(@4, @s,..., ,) ou M’ au plan tangent en M; donc I'aceroissement infi-

+

Le second membre est > multiplié par la distance du point

. : ) D dv
niment petit de V, quand on passe de M en M, c’est-a-dire R<ﬁ{)n’

est proportionnel & la distance du point M" au plan tangent a la surface
isodele en M. Ainsi :
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Dans le voisinage d’un point donné, les surfaces isodeles sont des plans
paralleéles, et les accroissements de la _fonction, quand on passe du point M
a ces plans, sont proportionnels a leurs distances a ce point. Le coefficient
de proportionnalité est la racine carrée de la somme des carres des n deri-
vées partielles de la fonction par rapport a n coordonnées rectangles.

On peut dire encore que la fonction V admet une dérivée pour
chaque direction autour du point M et que celle de ces derivées qui se
rapporte a la direction normale a la surface isodele en ce point est la
plus grande de toutes ; qu'elle est égale au parameétre dyfférentiel de la
Jonction en ce point; que la dérivée relative a toute autre direction est le
produit de ce parameétre par le cosinus de Iangle de cette direction avec la
normale, ou en d’autres termes la projection de ce parametre sur cetie
direction ; qu’enfin le plan tangent est le liew ot cette derivée est nulle.

Et ce dernier énoncé montre que toutes les dérivées du premier
ordre dépendent d’une seule quantité qui est le parametre différentiel.

V. — Dérivées secondes.

Désignons par V, la fonction qu’on construirait en regardant comine
rigoureux ce qui est dit au paragraphe précédent, la différence entre V
et sa premiere approximation V, sera, d’apres la formule de Taylor,

- 1 d*F . d*F d*F
\‘—V\:" —— ] X+ x,+...+ — ) 2
! 2| \dzi/, dz? ), dz ),

) ? a2 o E N
Y d.Z', dx, 0.%'1.2}‘: d.%‘,,_‘ d.l‘,. , n—t Ln — (5

\

' étant un infiniment petit du troisieme ordre. Considérons seulement
la partie infiniment petite du second, comme nous I’avons dit; elle
pourra s’exprimer par une seule dérivée du second ordre prise en fai-
sant varier le point M’ sur une méme direction & partir de M. On a,
en effet,

’,dlv) — (2% cos® o, + Al COS® otz -+ L . 05?
(_(,{Rzlo—((x-.,o s?a, da7 ), cos'a o ) costan

n

a*\ dv
2| 5— —]) COSx, COSay,+. ..+ 2| 3———p— COSz,_; COS 2z,
d 2/ dz._ dz, ],
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ce qui, multiplié par R?, reproduit la parenthese; par conséquent,

. (dV R (d*V
““<‘d—n>n+?(m>;

w

d’ott 'on voit que I'étude de la partie infiniment petite du second
ordre de Paccroissement de la fonction est en méme temps celle de la

dR?

Or, on sait qu’il existe toujours un systeme de n axes orthogonaux
Mz, Mx,,..., Ma,, tels, que, si on adopte pour variables les coordon-
nées correspondantes, la fonction quadratique renfermée dans les pa-
rentheses deviendra

R: ﬂ — .d;v> x,2+ d*V\? o + d_’\_f)i’x”.
awe ), ” \dz ). T \aw, )5 T \aw )

n/

2
dérivée seconde (i—‘—[) .

avy . , .
les <—> étant les » racines de I'équation en z,
0

dx}?
d*v ., d*V d*v
dz? dx dx, dx, dz,
d*v dv . dv
dz,dzx, dz¥ ' dx,dz, |=o,
d*v d*v d*v
dx,dx, dxedx, dzx} -

ou bhien
(4) #— = DV+ 22D,V —. .+ (—1y=zD,_ V+(—1pD,V=o,

et on sait, en outre, que cette équation a ses racines toujours réelles.
Les cosinus de ce nouvean systeme d’axes avec les anciens sont pro-
portionnels aux déterminants mineurs qu’on peut former au moyen
de n — 1 lignes quelconques du déterminant précédent, et en y sub-
stituant a z successivement les » racines de I'équation. Les r systemes

de cosinus qui en résultent sont entierement déterminés si toutes ces
. < pops . dv dv

racines sont différentes. Si deux d’entre elles, —— —— par exemple,
dz, dx,

sont égales, le systeme des deux axes Mo/, M«, est arbitraire et as-

sujetti seulement a étre formé de droites perpendiculaires entre elles et

13
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au systeme des n — 2 autres axes qui sont déterminés: s'il y a trois
racines égales, n — 3 axes seulement sont déterminés, les trois autres
doivent leur étre perpendiculaires et former un systeme orthogonal; mais
ce systeme est du reste arbitraire, et ainsi de suite. On voit donc que :

Les deriwées secondes de la fonction N ou V dependent de n d’entre elles
seulernent; que ces n dérivées, qu’on peut appeler dérivées principales,
sont relatives a un systéme de n directions déterminées et ont pour sommes
de leurs produits une a une, deux a deux, etc., n a n, les parametres
differentiels D,V, D,V,..., D,V; que la dérwvée seconde, relative a une
direction quelconque faisant avec les directions des dérivées principales les
angles o,, o,..., a,, est lice a celles-ct par la relation

(5) {div> — (VY cosra + (2 costo .+ |
\dﬂz/v_ ((l‘z”|2 ”CUS alj—(d‘xlz ' 08 2 ot (

vy
COS“ a5
dz ), 0% %

qu’enfin, st plusieurs des derivées princypales sont égales entre elles, les di-
rections relatives a celles qui sont différentes sont seules déterminées, et
que les dérvées relatives a tout systéme de n droites orthogonales renfer-
mant celles-ci sont des dérivées principales.

Ce résultat nous indique nettement quel est le sens des expressions
D4V, que nous avons appelées paramétres différentiels de la fonction. On
voit que ces n parametres, joints i celui du second ordre, sont les -+ 1
quantités qu’il est nécessaire et suffisant de connaitre pour pouvoir
calculer les accroissements de la fonction et déterminer toutes les cir-
constances de sa variation, tant qu’on néglige les infiniment petits du
troisieme ordre.

VI, — Propriétés des dérivées secondes principales. —
Indicatrice quadratique.
Sur chaque direction issue du point M, portons une distance égale &

Pinverse de la racine carrée de la dérivée seconde relative a cette direc-
tion; solent Z,, Z.,..., £, les coordonnées de U'extrémité

/e \ T\ dr?

(VY (d?V\ o o (VY
% <——er) -z eosta, £l ?F)U"—COS Aoy v, E —_>J COS* z,.
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d*V

La valeur de (—~> deviendra
dri/,

VY (EVY e (VY
(), =8 (), =2 () =

équation d’une surface du second degré que nous nommerons l'indica-
trice quadratique, parce qu’elle indique par l'inverse des carrés de
ses rayons les dérivées secondes de la fonetion.

Il existe donc en chaque point une surface du second degre telle, que
Uinverse du carré du rayon qu’on y méne dans une direction quelconque
est la dérivée seconde de V relative a cette direction.

Les propriétés des dérivées secondes ne sont autres que celles de ces
rayons. Et d’abord, nous avons déja vu au chapitre II que, si on prend
les dérivées secondes pour n directions orthogonales queleonques, leur
somme est constante et égale a celle des dérivées principales. Il est
inutile de revenir sur ce point.

Considérons maintenant un systeme de n directions orthogonales
dont les n — 2 directions principales &5, «,..., &, fassent partie, et
substituons aux deux autres les directions rectangulaires Mx,, M,
dont la premiere fasse, avec M, 'angle «; nous aurons

a:v dv d*v\: . d2V> 2
) = (=5 ) costa -+ | —5 ) sinte+{-—— ) costw, X, +...
dz? )o <dx'f’>o dz'? |, dx’, )0

dxv ,
+ cos X, &,
[

,—\
(3
~—
oY
-

dx!?

n

ou, parce que les n — 2 derniers cosinus sont nuls,
d——zvy ——sz cos’a -+ ———(ZZV\ sin*a
= - oL .
dz? >o dz'? /, dx’} )o

. . [ d*V? d?V\) . . .
r / sl { 5=+ Z.—) sont de méme signe, positives
Lorsque « varie, s1 <dx,‘2)oet i), gne, p
2

. . 1*V
par exemple, la méme chose a toujours lieu pour (Z—l;«> » et cette
0

1

quantlte passe par un maximum pour « = 0 ou « = > puis par un mi-

2

. a?
ou « — o0, suivant que -—> surpasse ————> 3 Ou
’ q (dx/lz o P dx/2z .
13.

ISR

nimum pour « =
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. o« [ d2V .. , -
en est surpassé. Si T est nul, le minimum est zéro. Si les deux
2 0

dérivées principalessont : la premiere, par exemple, positive, et la se-
conde négative, ce sont encore deux valeurs maximum et minimum

~[d*V ., . ’
de T ) et, en outre, cette quantité passe entre ce maximum et ce
. .

1

minimum, puis entre le minimum et le maximum, par deux valeurs

. . d*V / dzVv .
nulles qui ont lien quand tanga —= = \/(——,,) : — ——,,) .- Ainst:
q q g dz7 ), \/ (dxz ,

Parmu toutes les directions qui sont orthogonales a n — 2 des directions

principales, il y en a une qui rend la derivée seconde correspondante maai-
mum, une autre qui la rend minimum. Ce sont les deux directions princi-
pales restantes.

Généralement, si on prend n — £ directions principales, et £ droites
qui leur soient orthogonales et qui le soient entre elles, on aura, sui-
vant 'une d’elles, dont les angles avec les & directions principales non
employées sont e, 2,,..., &,

VN (VN VY Ay
dl‘? )0——— W 0COS oy d.z"; , 2.2} 4’122 UC()S AN

2 \

Supposons que <—gx—,\£-) soit la plus grande des dérivées du second
%%/,

dxv .
membre, (clx—”> la moindre, et tenons compte de
a ]

&

C0S* o + COS*zy +. . .~ COS2 oy —1,
11ous aurons

d*vVy dv d>v )
(d—x‘f‘)o.— ) —dx'l2 0— (dx;" 0] Ccos*o 4. ..
_dZV cos? —+- d—-2V
dxi® |, et dx'? > o
] cOS%cty 4. . .
. (Z’V> - <d’V ) 08’ e 4 dzv
dzi? |, dz'} /, - d27 ),

et comme toutes les différences de la premiere ligne sont positives,

- - 2 .
toutes celles de la seconde négatives, on voit que <Z—z¥> est toujours
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compris entre (d‘_V> et <ﬂ> » ui sont ainsi ses valeurs maximum
dx'? ], dxi? ),
el minimum.

Done, st on considére toutes les directions orthogonales a certaines des
directions principales, la valeur maximum de la dérivée correspondante est
la plus grande des dérivées principales parmi celles qui restent, et la plus
petite de ces dérivées est la valeur minimum.

On peut observer encore qu’une direction également inclinée sur les
directions principales M« ,..., M, , ¢’est-a-dire faisant avec elles un
méme angle dont le cosinus est \7};’ donne lieu a une valeur dela dé-
rivée seconde qui est moyenne entre elles de ces £ dérivées princi-
pales.

En résumé, on voit qu'a part la plus grande et la plus petite des
dérivées secondes principales, qui sont toujours ’une une valeur maxi-
mum, 'autre une valeur minimum de la dérivée seconde relative 3 une
direction variable, les autres ne présentent de propriétés de maximum
et de minimum qu’autant qu’on les compare a une dérivée dont on
limite la variation, de telle sorte que 'une d’entre elles peut étre un
minimum relativement & un certain mode de variation, un maximum
dans un autre, et une constante dans un autre mode convenablement
choisi. Le caractere commun a toutes ces dérivées consiste en ce que,
si on les compare a celles qui sont relatives a des directions faisant avec
les Jeurs un angle infiniment petit du premier ordre, la différence est
infiniment petite d’ordre supérieur, ce qui ne suftit pas pour lexis-
tence du maximum et du minimum.

Les directions principales peuvent étre déterminées par d'autres
caracteres qui leur sont communs. Cherchons, par exemple, dans
quelles divections il faut suivre un chemin infiniment petit R, pour que
dv dv
tions orthogonales, varient proportionnellement aux projections de R
sur ces dernieres directions. Nous devrons avoir

les dérivées partielles rises relativement 4 n diree-

EARNPEAL AL
d.l'l _ (lxz . . dxn _ )\/
(7) de, — dxz, 7T dx,
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Al d*vV dv dv
- a’x e dx, + dz.

e ———
dx, dz; de,dx;, "

(Z

d’ou, en remplacant les dz,, dx,...., dx, par leurs valeurs R cosa,,
R cos 2,..., Reos ¢,

<d—\—~)>cosa +—Llicosa+ —L—d—ZLcosa
d A ! dx‘ (/x; ? U dxl[lxn i
v v d*v
(7bis) c - dz.dr. CoS oty <E— A ) COS o, -+ . +M COS .,
dv d? d? ,
drdx. cos «, dod - COS 2 -+ (dx,f —)\> cOS %,

Or ces équations sont identiques  celles qui déterminent les directions
principales. Les quantités 3’ sont les dérivées principales elles-mémes;
cette nouvelle maniere d’envisager ces dérivées leur donne, en outre,
Ia signification suivante : en multipliant les deux termes de chacune

des précédentes fractions par v av .., ona
dz, dz,’
dv ,dv _dv 4V dV ,dV
S dx, dz, " dz,  dx, " dzx, dx.,
- dv dv dV ’
T dx, + dxzdz',-\t—...—é—a;ndx,.

or le numérateur est égal au parametre différentiel du premier ordre
multiplié par son accroissement quand on passe de M en M', le déno-
minateur est ce méme parametre multiplié par R et par le cosinus de
'angle 6 que forme MM’ avec Ja normale a la surface isodeéle en M.
Done

/1dV dvVy: dV \?
\ ’ d de1> (BE) T (dxn>
(8} ¥ cosf—= ——x L,

c’est-a-dire  que la derwée du parameétre différentiel du premuer ordre
prise suivant lune des directions principales est égale a la projection de la
dérivée principale correspondant sur la normale a la surface isodéle.
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VII. — Des dérivées conjuguées.

Une surface du second ordre étant donnée,
(a) X+ x4+ a,xi=1,

substituons aux x un systeme de variables 2’ tel, que

r=n
xy= Z x, cos(x;x,)
re1
avee les conditions
re=n re=n
(') 2 cos(z, 2} ) =1, 2 €os (x, ;) cos (@, %) = 0i,j= 0,3
r=1 r=1

. n . L , ;. ,
il restera cosinus arbitraires, qu’on pourra généralement déter-

(n—1)
2

miner de telle sorte qu’apres la substitution les =

(rn—1)
2

coefficients des

rectangles des nouvelles variables soient nuls, et que I’équation prenne
la forme

! 12 ! ;2 ' ! v S
a2 a2} . a0

Les équations qu’on trouve ainsi entre les cosinus, les @ et les @', sont
r—=—n .
oLz )
b a, cos (z, &, ) cos (., z}) = <
(é) X accos (el eos (@ af) = o <
r—i
et, des n groupes qu’elles fournissent quand, adoptant pour ¢ successi-
vement tous les nombres, on donne a; toutes les valeurs possibles, on
déduit aisément

@G Ay
k

{¢) %, 7 €OS (x“z-l')—* e

A representant le déterminant des «, et A, le coefficient de #; ; dans
ce déterminant. En substituant cette valeur de cos {a;2; ; dans les con-
ditions [a’) auxquelles devait satisfaire le systeme, indépendamment
de la disparition des rectangles, et résolvant les n groupes d’équations
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obtenues, puis appliquant un théoreme déja employé précédemment
sur les déterminants mineurs d’un dérivé, on trouve n groupes d’équa-
tions, tels que

1 1 , ev,;f . 61;"
Iipg \ = — — ] F%o—F -+ ... = 2, — =20,
a a

2 L
61,1 ) I I 62,;,
i T e — ] + T Ky T S0,
al A 2 al n
O , 6,2 , ) i 1
i 5 T Oy - &i,n 7 — N0,
l a? n a,

et pour que ces équations solent compatibles, 1l faut que a, soit
racine de

r
« |
—_—— 91,2 91,::
a,
a
g, — = G,
a, -0
a
n
gn,n 6/1,2 P— —
a;

En d'autres termes, les a sont les racines, toujours réelles, de I'¢-
quation
I W r . ' ’ r
o R (“) — Z(— Z (ll 62,3,__,,,1.,,—[- Ez: Z(L‘ az(_)&‘,,.,,n -

1 ] 1
(=1 o Ydd,d O+ (=P

7i-
ary a

ou © désigne le déterminant

@

il
)
&
-
)
y
%
o
Y

I en,\ 911,2 9,,,3. .. T

et O, ;4. celui de ses déterminants mineurs principaux qui contient les
lignes et les colonnes ¢, 7, k,.... Si donc on désigne par S,, S,,..., S, les

. I . . N <
sommes de produits des Zpristar, 242,....,ndn o0na

A 0, . S‘ 0. G 2s . Q]
LT —s S, = — SEiZ’:—,*ﬁ“'r S i Ay B
a, —a a. a . a,a. .y d,
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Considérons I'une des droites de la substitution non orthogonale que
nous venons d’employer, Ma'| par exemple, les n — 1 autres sont assu-
Jetties a vérifier par leurs cosinus la condition (&) ol Pon fait ¢ = 1.
St on imagine toutes les droites qui satisfont & cette méme condition,
elles forment un plan

(e) Za,x’,cosu:,x’,):m

dont la position ne dépend que de celle de M «,. Les » — 1 directions
Mx,,..., M2, sont donc dans ce plan. Le systeme formé par ce plan et
la droite M, est donc tel, que si, avec cette droite et n — 1 directions
quelconques du plan, on forme n axes coordonnés, et gqu’on rapporte la
surface du second degré a ces axes, la coordonnée &/, n’entrera dans
son équation qu’au second degré, d’ou il suit que ce plan partage en
deux parties égales toute corde de la surface qui est parallele 2 Mo/,
Nous appellerons ce plan plan diamétral conjugué a la direction Mx' ;
cette droite M«', s’appellera aussi le diamétre conjugue au plan. Et alors
les n droites formant le systeme considéré ci-dessus sont telles, que
chacune d’elles est diameétre conjugué du plan qui contient les autres.
Nous dirons qu’elles forment un systeme de n diametres conjugués.
Ainsi les formules (d) expriment que :

o 3 ’ . 7 d2V M . . -
St lon prend les deérivées secondes e suwant les n directions qui for-

ment un systeme de diametres conjugues dont les 0, ; sotent les cosinus des
inclinaisons mutuelles, les inverses de ces dérivées et des derées principales
sont liés par les relations

AR AN A AT ANAS
I T TG

n

&
=
&
=
&
=
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J V’

VIII. — Des dérivées AR

Soit, & partir du point M, une direction MR, et Z]R la dérivée pre-

miere correspondante. Prenons un point M’ infiniment voisin, et soit

, . A
dR TR calculée pour le point M’ suivant une

direction parallele &8 MR; l'exces de cette valeur sur la premiere, divisé

(d_V) la valeur que prend — dv

dv
dRdR’
angles de MR avec les directions principales, «,, «,...., «, ceux de
MM, nous aurons

par MM’ = R’, aura pour limite Appelouns «,, as,..., «, les

dv  dvV v dv
ZZ—R—:ECOS&I—FHZ—'ZCOS“z_;_.”+d.1',,cosa"’
d:v d*v dxVv , daxv ,
d}{dﬁ,———dzl COS o, COSQC -+ - dr 2 COSZ;COSO{E—‘-..,+—JECOSQ,,COS(/.“-

D’ol Pon voit : 1° que, quand le point M’ appartiendra au plan diamé-

tral conjugué a la direction MR, cette dérivée sera constamment nulle;

° quesig,, &,,..., &, sont les coordonnées du point R ol la direction

MR rencontre I'indicatrice quadratique, D le rayon de ce point, «/,
&y, .., x, celles de M, on a

d*v # rl2V dv .,

A2V mél l z Loy 4t dz’ &,

4 J—

dRdK -\/ d*Vye (Z‘V g (VY T
m €1T<m) Sz e T %‘f) “n

X\/(lzv (T e (P

g7 ) e (m/ g

Le premier facteur du second membre est la distance de M’ au plan
diamétral conjugué & MR, le second est l'inverse de la distance du
point R & ce méme plan; soient done w, «' les angles que forment les

n

0 - . I . PR 2 7 »
directions R, R’ avec le diamétral conjugué a R, TR dl s’exprimera par
a
{10) ¢V ine sine’
{ dRAR = S, SINw .
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1l est inutile de faire observer que la forme donnée au chapitre II, pour
les parametres différentiels D, V, conduit 4 » relations auxquelles sa-
d*V  d*V
et les angles d’assemblage de ces directions.

Nous connaissons maintenant tout ce qui peut nous intéresser sur la
variation de la fonction V, puisque nous sommes & méme d’en déter-
miner toutes les dérivées des deux premiers ordres, en supposant que
nous connaissions le plan tangent et I'indicatrice quadratique. Ce qui
précede montre que la variation de la fonction est entierement déter-
minée quand on connait son parametre différentiel du premier ordre,
et tous ceux du second ordre D, V. Ces parametres sont donc les seuls
éléments caractéristiques de la fonction, comme nous I’avions pensé.
Il nous reste cependant, pour connaitre entierement la fonction V, &
voir comment se succedent ses surfaces isodeles. Occupons-nous aupara-
vant d’étudier la surface F (x,, x,,..., ,) = 0.

tisfont les dérivées ises pour 7 directions quelconques,

IX.—Surface du second degré osculatrice a une surface donnée.

D’apres ce qui a éié dit au § 111, il existe, au point M de la surface,
une direction remarquable, celle de la normale, qu’il devient tout natu-
rel d’adopter comme 1'un des axes, celui des x, par exemple. Si donc
nous prenons un systeme de n axes rectangulaires dont la normale
fasse partie, ce qui oblige les » — 1 autres 2 appartenir au plan tangent,
et si nous considérons le point de ce plan tangent dont les coordonnées
sont «,, Ta,..., T,_y, 0, €t celul de la surface qui a pour coordonnées
X)) Larerny Tnoys Tpy 1l vésultera du § III que x, ne différera de zéro
que d’un infiniment petit du second ordre, et que par suite, quelle que
soit une direction MR passant en M et appartenant au plan tangent,
dz,
AR

a, étant une fonction de z,, x,,..., ,—, dont la valeur, approchée
aux infiniment petits prés du second ordre, est nulle, il suit du § V
qu’en choisissant convenablement les » — 1 axes orthogonaux du plan
tangent et désignant par p,, paz,.--, Pui n—s les dérivées secondes de z,
par rapport aux nouvelles coordonnés x,, @,,..., x,_., prises en M,

4.

sera nulle pour le point M.
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x, se développera, aux infiniment petits pres du troisieme ordre, en
(11} QXY= P X Pra X P Xy

Done, en chaque point M d’une surface, il existe une surface du second
degre telle que, si, sur ces deux surfaces, on prend deux points situés sur
une méme parallele a la normale commune, les distances de ces points au
plan tangent commun ne différeront entre elles que d’infiniment petits du
troisiéme ordre.

Et il en résulte, en particulier, que ces deux distances sont des fonc-
tions dont les » — 1 directions principales, ainsi que les dérivées prin-
cipales correspondantes, sont identiques. Nous appellerons ces direc-
Lions et dérivées principales les directions et dérivées principales de fa
surface. La surface du second degré (11) qui, dans le voisinage du
point M, pourrait remplacer la proposée, lui sera dite osculatrice. On
pourrait introduire, du reste, une infinité d’autres surfaces du second
degré propres a remplacer la surface proposée. Elles sont renfermées
dans I'équation

2

9 I o
Pia X Poa X Puia X, p (xn —ec)=c,
e » . ‘ z, .\
car on n'a fait qu’introduire, dans (11), un terme — du quatrieme

ordre. Cette surface, en transportant les axes au point arbitraire situé
4 la distance ¢ de M sur la normale, prend la forme

5 T
2 1ot
n—1 +c x, = 7

(12) Pia X~ Py Xy 4o Puctyas X

et alors c’est dans le voisinage de celui de ces points qui a pour coor-
. ’ I . . N
données x, = x, =...—x,_, =0, x,= Z qu’elle est 1dentique 2 la

proposée.

Sil'on considere les dérivées de x, par rapport a une des directions
comprises dans le plan tangent, on aura visiblement des propriétés
analogues a celles des derniers paragraphes. Nous n’insisterons pas sur
ce sujet.
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X. — Propriétés des directions princi])ales.

Prenons pour axes le systeme formé de la normale et des n — 1 di-
rections principales de la surface, et soient x,, x,,..., x,_,, o les coor-
données d’un point M’ situé a la distance infiniment petite R de M. La
dxr d.’l' ([.7‘,, -

s = Aoy — ks Ay
dzx, dx, dz,

normale en M aura des cosinus égauxa — 2

A désignant la quantité
3 dx,\? dzx, 2_*_ a [ dz, 2+
=tVigm) T\ T\ T

du moins quand on considére, comme nous le supposerons, celle des
deux directions de la normale en M’ dont 'angle avec la normale en M

. . (.o, dw, , ,
a un cosinus positif. Les dérivées ——=,- .-, développées par la formule
1

de Taylor, ont pour valeurs, aux infiniment petits pres par rapport &

elles,
Pl,l xl’ pz,‘) x'z; ey pn—l,n—l xn—u

d’otr suit que A peut étre remplacé par 1 et que — p, ,x,, — pPa2s,.. .,
~ Pret,n1%n_1, + 1 sont les cosinus de la normale en M'. Cette droite
a donc pour équations

Xi—x,+Xepizi=o0, Xi—x:+Xupr2:a—=0,...,
Xn—l — Ly + Xu pn—-l,n—l Xy — 0.

Cherchons & quelles conditions elle rencontrera la normale en M. Il faut
pour cela X, =X, =...=X,_, = o, d’ol
.Z';(P“.X,,-*I)ZO, xz/Pz,zxn"‘“')zoy"'y xn—l(pn-l,n—qxn“”:

et ces équations ne peuvent étre satisfaites simultanément que par

Ty =xy=...=T,_, = 0, ce qui est une solution insignifiante, ou par
T s . . .

X,=—avec &, =Ty =... =T =T = ... =L, = 0. D’olt il suit
isd

que le point M’ est sur I'une quelconque des » — 1 directions principales,

et que P'inverse de la dérivée principale relative a cette direction est Ia
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distance du point M & celui N;, olt se rencontrent les normales infini-
ment voisines. Ainsi :

En chagque point d’une surface, il existe n— v directions orthogonales
Jouissant, a ’exclusion de toutes les autres, de cette proprieté, que les
normales en leurs points infiniment voisins concourent en un point. Ces
directions se confondent avec celles du paragraphe précédent. Les lon-
gueurs de normales interceptées jusqu'a la renconire sont les inverses des
dérivées principales.

Par analogie avec les expressions de la Géométrie, on pourrait ap-
peler le point de concours des deux normales centre de courbure, la
dérivée principale courbure principale, et son inverse rayon de cour-
bure principal.

Reprenons maintenant le point M’, que nous supposerons placé hors
d’une direction principale : la direction de sa normale se rattache fort
simplement aux directions principales. Considérons en effet le plan qui
contient la normale en M, n— 3 directions principales quelconques,
puis la direction MM'. Soit « I'angle de MM’ avec I'une des deux di-
rections principales restantes; imaginons une direction perpendicu-

laire au plan considéré et faisant avec MM’ I'angle + ';', et, par suite,

Pangle ; ~+ a avec la direction principale sur laquelle MM’ est inclinée

de z, et prenons 'angle que forment la normale en M’ et cette perpen-
diculaire au plan. Leurs cosinus étant

— Pia Ty — Poa Tayeery — Patyn—1 Lnmy + 1 €1 COS(% -+ Ot) » COS 2, 0, 0,..., 0O,
celut de cet angle sera
b Py Za SN — Py Tp €05t = R(p,,, — po,»)sinacos«,
ou bien, en appelant p. I'angle de la normale en M’ avec le plan,
(13) y:RP—'Lg'—M sin 22,
St, sur une direction dont I’ angle avec la direction principale M, est =.

on prend un point M’ @ une distance infiniment petite R de M, {’angle de
la normale en M avec le plan qui contient la direction MW, la normale
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en M et les n — 3 directions principales Mxs, ..., Mx,._,, sera propor-
tonnel a R. Il le sera egalement a sin 2«, et parsuite ne s annulera que
sur les directions principales.

On pourrait discuter cette formule en détail, et on en tirerait des
résultats semblables & ceux que M. Bertrand a fait connaitre pour les
surfaces en Géoméirie.

X1. — Rayons de courbure.

Soit encore le point M’ déja considéré, dont les coordonnées pur
rapport aux axes formés par les n directions principales et la normale
en M sont x,, @5,..., &,_,, 2,. Désignons par =’ le point du plan tan-
gent dont les . — 1 premitres coordonnées sont celles de M. La der-
niere x, sera la distance de M’ & m ou au plan tangent. Considérons
maintenant ’angle infiniment petit du premier ordre que forment MM’

W

5
“r

R
et Mm'; sa valeur dg sera M'\l” de sorte que I'expression - =

*C

- . ds )
sera finie. Cette expression est analogue au rapport — par lequel s’ex-
do

prime, dans la théorie des surfaces, le rayon de courbure d’une sec-
tion normale quelconque. Nous appellerons son double le rayor de
courbure relatif a la direction MM'. Ainsi, a chaque direction prise &
partir d’un point sur une surface répondra une certaine quantité inti-
mement liée a la nature de cette surface, et que nous désignerons sous
le nom de rayon de courbure. Cette quantité n’est autre que U'inverse de

la dérivée seconde de x, par rapport & R. Car si, dans son expression,
1
Pia @&l AP i o A P e 27

on remplace 2, par sa valeur, on a

&y
ce qui est bien I'inverse de TR

En appelant & ce rayon de courbure, &,, &,,..., &,_, les rayons de
courbure principaux, il suit du § XIII que & dépend uniquement de

ces derniers rayons et qu’il leur est 1ié par la formule

1 costz,  cOS'o, . COS% 2

—_ ———————— y

45 ~— s cee T
(t4) R X, TR R
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Uiy Uas..., 0,y €lant les angles que la direction R forme avec les direc-
tions principales
Les rayons de courbure & définissent complétement la variation de la
fonction x,, dans le voisinage du point M, et suffisent par conséquent
pour faire connaitre la surface autour de ce point. Or ils dépendent
uniquement, comme nous I'allons voir, des parametres différentiels du
second ordre. En effet, F= o étant I'équation de la surface, =,
Z,,..., 2, les coordonnées orthogonales du point M, MI 'une des direc-
tions principales, &; le rayon de courbure correspondant, &,, %,,.,., &,
les coordonnées de son centre de courbure, ce dernier point doit,
d’apres le § X, étre sur la normale en M, ce qui donne
o —E  x—E& *x,,—'é_,,__ﬁ&>*.
ab = dF " dF o F
dzx, dx, dz,

11 doit étre de méme sur la normale infiniment voisine, de sorte qu’on
peut différentier ces équations en n’y faisant varier que x,, x,,..., x,,
mais ni &; ni les £. Mettant auparavant 'une d’elles sous la forme

l.(z,—&)—L zi—l.ﬂi;+l.d—®lb‘:o,
on aura
a2r
kO: dﬂ”r. _ dx,_{_dy’(-—d«)[l"
Zr— & dF V— O, F
(15) ¢ dz,
1 (V=®,F d¥ dy=®F JF
' ~ (L dn— a4 ] )
4 dzx,

ou bien, en développant,

_ d'F ¥ . d:F
T dmdz, N dadn T T d da

d*F —®.F
J”(a’x,’ — ‘ﬁi )dx,

- d*F d:*F
 drde do,. = . .+ o o dx,.

dxr—-l
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Ces n équations, auxquelles il faut joindre

dF dF dF
e dac,—i—d——dac2 "'+a’x,.

dx,—=o,

pour exprimer que les deux points infiniment voisins M et M’ sont sur
la surface forment n +- 1 équations entre les quantités dx,,..., dx,.

dy—D.F

I: dy—D.F et, pour qu’elles soient compatibles, il faut que

V — D,
. dE IF a¥
dx, dx, dz,

f/_F d? F v'—OD,F d:F ‘ d*F

dx, dx R dz dz, ' dzx.dz,

dF d*F 51_2_5_\/—@, r d:F =o.
dzx, dx.dzx, dz? &K dx,dx,

dF d:F dF ‘ d*F  J=®T
dz, drx,dx, dz,dz, dz: &

Les rayons de courbure principaux sont done les racines de 'équation

®,F—~®,,F. l:@i

K
(16) (s
+@H_QF(L£‘—)— ..+(—1)P'@.F%L — o,

et par suite ils ne dépendent que des parametres ®; F.

Les directions principales pourraient s’obtenir au moyen des déter-
minants mineurs du précédent; mais il y a un moyen préférable sur
lequel nous reviendrons.

La considération des rayons de courbure permet de réduire la con-
naissance de la surface & celle d’'une surface du second ordre la plus
simple possible. Cette surface, que nous désignerons sous le nom de
sphere, est celle qui contient tous les points placés & une méme dis-
tance d’un point fixe. Parmi toutes les spheres qui passent en M et sont

tangentes en ce point a la surface, il y en a une et une seule passant
15
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2u point infiniment voisin M'. Elle a pour équation
x? -+ xg —+.. .4 x31~| = 2?«13'::,

ot x, est le méme que sur la surface. Il s’ensuit que son rayon p est

2, 22,
E A e A N R
au rayon de courbure relatif & la direction MM’. Ainsi, connaitre ce
rayon de courbure, c’est connaitre la sphere qui, dans une direction
quelconque passant en I'un de ses points, établit entre les coordonnées
les mémes variations que la surface proposée dans la direction MM".

I'inverse de et qu’il est par suite identique

XII. — Lignes de courbure.

Les lignes formées en cheminant, a partir de chaque point, sur la
direction principale qui s’y rapporte, s'appelleront lignes de cour-
bure. Quand on connait les rayons principaux en un point, on con-
nait, comme nous venons de le voir, une étendue infiniment petite de
la surface autour de ce point, de sorte que, si tous les systemes de ces
rayons étaient connus, on pourrait se former une idée de chaque élé-
ment de la surface considéré isolément. Pour embrasser I'ensemble, il
faut encore savoir comment se succedent les directions auxquelles se
rapportent ces rayons dans les éléments voisins. Les lignes de courbure
sont donc le meillenr moyen de se représenter la surface entiere. Leurs
équations différentielles se déduiront des équations (15) entre les-

R dy—®, — ®, . ,
quelles on éliminera L_F et v OF e qui donnera n — 2 vé-
V— o F R,
sultats tels que
b dF dF i
1 dx, T d az. }
- ‘ dF dF
f17) dx, s (/?l;: = o,
o AE g dF
| dz. dx, d dx, |
1 on devra joindre & ces équations
(—{.—F—([.Z‘(%— d¥ (].Z‘; Lk if- (/.Z’,l 0.
dx, da, {r

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(115)

i.es n — 1 lignes de courbure s’obtiendront par I'intégration de ces
n — 1 équations simultanées.

Nous ne chercherons pas a entrer dans de plus grands détails au
sujet de 'équation F (x,, x,,..., ,) = o. On vérifierait sans peine que
tous les théoremes relatifs & la théorie des surfaces, par exemple cenx
de M. Dupin sur les tangentes conjuguées, sur les intersections des sur-
faces orthogonales; ceux de M. Lamé sur le méme objet, etc., auraient
ici leurs correspondants. Nous avons atteint notre but principal en
prouvant que la nature de la liaison établie entre les variables par
Péquation F = o ne dépend que des parametres différentiels @4 F.

XIY. — Des surfaces isodéles.

il résulte de P'étude que nous vénons de faire sur les surfaces que la
nature de la surface isodele de la fonction V=F (x,, x,,..., x,) dé-
pend uniquement des parametres ®;V. Ainsi, nous savons maintenant
que les parametres D,V sont, pour ainsi dire, les éléments dont dépen-
dent les variations de la fonction V autour d’un méme point, et que les
parametres @,V sont ceux qui déterminent la nature de la liaison que
I'équation V = const. impose aux variables x,, .,..., x,, ou en
d’autres termes la nature de la surface isodele.

11 reste & voir encore comment ces surfaces se succedent les unes aux
autres. Soit donc M un point de Pune d’elles F =V,

M (2, + dz,, 2, + das, . . ., 2, + dz,)

un point infiniment voisin de M et pris sur la surface F =V + dV, et
supposons que les axes adoptés soient les directions principales de la
fonction V en M. Les cosinus des normales en M et en M’ étant propor-
tionnels aux dérivees 2Y,..., @V, AV 4V AV, dV

dz, dz, dx, dz, dz, dx,

veut que ces normales soient paralleles, il faut que

» 81 on

g AT av.__ 1 d(lV
dV dz, —dV Tdz, T dV dz)
dz, dx, dz,
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ou, ce qui revient au méme,

X, Zn
<d dV ) T (Tv> '
a dxg \d x, .
G
\d dax; dx;,
Les numérateurs sont proportionnels aux cosinus de MM’, les dénomi-
nateurs le sont & ceux du diamétre conjugué du plan tangent par
rapport & l'indicatrice quadratique. MM’ est donc dirigé suivant ce
diametre. D’autre part, les courbures des deux surfaces en M et en M,
ainsi que les directions principales, ne présentent que des variations
infiniment petites. Done on peut dire que :

St on considere I élément infiniment petit d’une surface isodele qui s e-
tend autour d’un point et qu’on le transporte dans une direction parallele
aw diametre conjugue de son plan tangent par rapport a Uindicatrice
quadratique de la fonction, il se placera sur U élément de la surface isodele
infiniment voisine.

Cette proposition permettrait de comparer entre eux deux plans tan-
gents aux surfaces V, V + dV en deux points infiniment voisins M, M”
pris sur chacune d’elles. Nous remarquerons seulement a ce sujet Ia
propriété suivante. Si le point M” est pris sur 'une des directions prin-
cipales de la fonction V, les plans tangents en M a la surface V, en M”
a lasurface V <+ dV se coupent en un lieu orthogonal a la direction MM".

Enfin ajoutons, en terminant, que, pour connaitre complétement la
fonction V, il ne suffit pas d’en connaitre les dérivées principales en
chaque point, qu’il faut encore lier tous ces résultats par le résean que
forment les n systemes de courbes orthognales qu’on obtient en mar-
chant toujours suivant des directions principales de la fonction. Les
équations différentielles de ces courbes ne sont autre chose que (7), § V1.
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CHAPITRE 1V.

APPLICATION DES PARAMETRES DIFFERENTIELS A QUELQUES (QUES-
TIONS DE PHYSIQUE MATHEMATIQUE ET DE MECANIQUE.

L. — Sur un mode de déformation des corps usité dans
la théorie de la chaleur.

Les géometres ont introduit, depuis quelques années, dans la théorie
de la chaleur, un procédé de déformation des figures qui leur a permis
d’aceroitre considérablement, et sans nul effort, le nombre des cas
qu’ils avaient su traiter jusque-la. Cette méthode, depuis longtemps
employée dans la Géométrie pure, consiste a faire correspondre un
point & un point sous les conditions : que I'un et I'autre sont sur un
méme rayon vecteur issu d’une origine fixe, et que le produit de leurs
distances a cette origine est égal au carré d’une ligne constante et
donnée.

Si Pon se borne a considérer les questions de températures station-
naires, le résultat fourni par la méthode s’énonce ainsi : Un corps étant
donné dont on connaitl’état thermique, on peut obterir, sans aucune inte-
gration nouvelle, celui du corps qu’on trouverait en appliquant au premier
la transformation par rayons vecteurs réciprogues, proposition qu’il suffit
d’indiquer pour en faire sentir aussitot toute 'importance. Ce théoreme
est uniquement fondé sur le suivant : Le parameire lineaire du se-
cond ordre D, d’une fonction du point transformé ne différe de celui
d’une certaine autre fonction du point primitif que par un facteur, fonc-
tion de U'un ou de ’autre de ces points, mais indépendant de la nature des
Jonctions transformées l'une dans I’ autre.

Nous allons nous proposer de rechercher tous les modes de défor-
mation qui donnent lieu a ce théoreme, et par conséquent aussi 2 la
transformation des températures qui en est la conséquence.
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I3, — Transformation du parametre di second ordre D, V.

Soient x, y, z les coordonnées rectangles d’un point M, «', y', 5" celles
du point transformé M’ et

(') ‘Z‘,::(T’)(.Z',]‘,Z), y:?l(xyfyz), 511:(?2(1"}"92‘)’

les formules de transformation. Soit encore

‘/2‘ P:f(x,}",z): Pl:.ﬁ(x’].:z)’ PZ:ﬁ(‘Z‘,]" z),

un systeme de trois surfaces orthogonales se coupant en M; si, entre
ces équations et les précédentes, on élimine x, y, z, on aura trois nou-
velles surfaces

‘/3) P:kli(v’f’;)”', Z,)7 szqh(x’,]', zl); Pz“:q"?(x/’]‘/: zl)x

qui se couperont en M et ne seront plus généralement orthogonales.
Nous appellerons le systeme des surfaces (2) systeme primitif, et celui
des surfaces (3) systeme transformé.

Soit maintenant V une fonction quelconque du point primitif M. En
adoptant pour variables les coordonnées p, son parametre différentiel
du second ordre D,V sera de la forme

p Dy [_c{ h* dv +_d_ /_tiﬂ) d /zidV}
) TP de\w dp) T dp\w dp, +35<E dp.) I
les A étantles parametres différentiels (i& (g (@—‘)z des o,
dz dy dz ’
et = étant, comme au chapitre II,
dp dp dp
dz dy dz
, | dpo dpo dpo | _
'5) m= | o & =nhh h,.
do, d. do.
dxz dy dz

Exprimons d’abord ces parametres en fonction des coordonnées du
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point transformé. La quantité

dp; dp;  dp: dp; “ dp: dp;
dz dz  dy dy  dz dz

est nulle ou égale a A%, A2, A2, suivantque 7 et; sont différents ou qu’ils
ont les valeurs communes o, 1 ou 2. Cela résulte de ce que les sur-
faces (2) sont orthogonales. Or, au moyen de I'identité

dpi  dp; do  dp; do.  dp; do,

a b i S R
@) dx = dx’ dx  dy' dx = di dx
et de ses analogues, cette expression se transforme en

doi do | dpi do. | doi don\ (dp do | dpdo  do dy
dx' dz = dy’ dx = dz’ dx) \dz' dx dy' dz = di dx

L (deide |, dpidy | doiden (dpdo | dp do | dp do
dz' dy d] dy " dd dy ) \d«' dy " dy" dy T dz dy
(dp, do N dpi do.  dpido.\ (dpi do  dp; do.  dp; do,
dx Tz & dz T d7 dz dy’ dz

dz' dz + dy’ dz -+ dz' dz

ou mieux, en

do; do; do; do; (lo,d dp; d do; daoi\
= g oot o o Qo g G Pt <d I+ T ) G
(dp: df’!_,_fi&@)q) <£&_fL°f i&i@)@ :
dx' dz' ' da' dz’ dy’ dz’ * dy' dz’] "
ou I'on représente par @, ; les six parametres différentiels du premier
ordre du systeme des fonctions (r), qui sont, comme on le sait, les
seules fonctions différentielles du premier ordre qu’o: puisse choisir
arbitrairement; ainsi Pexpression (%) est nulle si {727 et égale & A?
pour  =j. L’identité (@) montre aussi que le déterminant = est le pro-
duit des deux suivants :

L dp  dp  dp | fde do do |
‘I dz’ E[}ﬁ dz’ l L dx W dsz E
,da da dp, ] } do. do. dy |
m~§d7;zrz;i’ i
(do o, do | o dn dy |
Cdxt Ay Y dx dy sz
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dont le dernier n’est fonction que des parametres ®; ;, comme on

assure en effectuant son carré par lignes :

! Qoo Dy, D
\/6) = ‘ (I)o,l q)l,l q’)l,’l 5
! (I)o,z (l)l,r q)z,z

en vertu de

. C_doidy  doidy  doi do;
(7) =t T4 A T dE A

eci posé, remplacons = et les A par ces valeurs, nous aurons

bV __ [d//L” dv d (I dv +i<l£ ﬂ)]
F dp\m dp +Z§>~l ® dp do:\w dp.) |

DV /,de+/,2dV po &2V
N \ T T N g
(5) | a!/w+ av d />+ v d(/ >
ad ;l_ dpldpl dpzdp2
o1 'on a posé
. b
/z::—;,'—-

3
sen

Actuellement, nous voulons introduire & la place de V une fonction U
du point «’y’z’ qui ne dépende en rien des coordonnées x, x’ ou g,
auxquelles on rapporte les points M, M’; la relation entre V et U ne
saurait donc renfermer que des fonctions différentielles des ¢, inca-
pables de changer quand on change les coordonnées. Done cette rela-

tion ne peut étre que de la forme

V= §((I)M, D, Dizy Doty oo, Piey, U
! g’ensuit
dV  dFdU K
9 dp:~ dUdp: [d—pi)’

‘ dp? dUdp?  dU\dp;) " |dU\dp dp,(dU ]‘(lp.+(

dp} ’

ou, pour abréger I'écriture, on a seualement entouré d’un crochet I'indi-
cation d’'une dérivée de & quand on fait tout varier, excepté U, dans
cette fonction. Telles sont les expressions & substituer dans D, V, pour

remplacer O par U dans cette quantité.
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In, — E'quations différentielles du probleme.

Nous voulons que, cette substitution une fois faite, D,V devienne le
produit du parametre différentiel de la fonction U du point M, par une
quantité qui ne dépende ni de U ni de V: comme d’ailleurs D,V
et D', U, et par conséquent aussi leur rapport, ne dépendent en rien des
coordonnées x, &' ou g, ce rapport ne saurait encore ici étre fonction

que des @, ;; il faut donc que

(l!) DIV——_ \P((I)o,o, q)l,u (1)2,2’ (I)O,I, (I)o,'zs (plﬂ )Dll U

Nous aecentuons le symbole D', pour rappeler que U est exprimé au
moyen des coordonnées du point M’. Or, en adoptant le systeme des p
des surfaces (3) pour coordonnées de ce point, on a vu, chap. II, § X,

gue s1 l'on pose

Al —p sz d,oj sz dp} dp’ dtol
5 A e e A e i P
{(i2) (
’ . dU 2 dU 2 dU
( U,‘_ /li,(\ —(ZE —+ Ili,! d—p1 i”dp;,’
on 2

Ce L {d(u\ . d (U d (U
D'“—“[%<a)*2@<@+z@(a">]’

ou bien, en développant,

(13)

pdU iU U U U
Yo gt T e T T ey T g T M e dod,
e VAUl by
P ( w ) do \ & do, \ ®' )
d

p ) |
_aurd (g, d (N </l;f, ’
Cdpcldn < ' ) + do, ( & > T do, F)J

(%] -

dUT d [hE) d
LAUf ey

Loy L(—[Z Y

. d2U

(e
1,2 ({P,(/p»

Remplacant donc, dans (11}, les deux parametres différentiels D, V,
D', U par leurs valeurs, on aura une équation qui devra étre satisfaite
quelles que soient les dérivées partielles de la fonction arbitraire U,
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Savolr :

[ (Y (Y () ()
e | dU do*  dUt \dp _'_(d* d]+ 7(\21[3) \ do dg* )]
[dF d*U d*F ;dUN d (d¥Y (d (dF\\)d d*FY
S AL AU (o I KN AN T
A0 deT T AU \da, dU do, o \dU ) )V do, ~ \do? ).
Cpp [T U F AUy d [dj d (dZ @+[(_1_”]
R W‘W+W<d72 THav d,m]+(39—-z f»’°>] do. " \dpi) |
_ FF,E[JU d (h (l’U(_(/Ii\\ dU d (/l';
T AU (/odo( )+d§dp m'/_fd—p;_d_pz w /.
C(dFN d [y diy d (/z’f‘ dFN d [
+Fo [(de(lf \—) o [dp,] 7: _7) + [Jp—z] dp. (\65' J:I
L[ U e Ul 4:U L AU (/:U]
}[ 0.0 d T dp? + A 2 dp? +2 °‘dpdp‘ > (u"lp— A T da,
—‘P’n'«‘d—U‘ i(ho,o) d (e, d (h2) dU (/z” \ d (b} >+i(/z§|)]
TN doldo\ e ) T Ao\ +a’|,;,< - )] do L dp , i\ ) Tda\w
dur /h';z _d_//z,-,;) . d (ﬁgg)])
do\ e\ ) " dp \w ) T e\ ) 1)

Egalant donc & zéro les coefficients des mémes dérivées, on obtiendra
les équations

(!!}) /};%1 == 0, 11/02,2:0 /1’12,2“ o,
(13) FRZ (zlnv o A Py R A e
o vz,
A3 d by L d (dF d rd3 i d jih: d (k2 d e
A R __\ SR il N B (_ i d
\ZU du ]"< ,/l+l g ! U[("’P] [( P <¢ZU>]\W\LUU [(/p K o) )+(/o. ( ol v)-{_d‘oz( ol /,)_
di d (e \d (N (A (dINN] [ N d (RN d (R
n / F Thr [ R St (I | F __{ o’1> < 11 __(L
)’ dUdg <ay' >+I ‘ M’U[ pl]—\ [(p <1/U)]\ tw do\ o +(lp, )—4—{192 =) |
gl (e R d (AN [ A (RN d RN 1 (02N
( e (il,sz + I .ftz;\* Sy (12.:‘
(18) dz do do;
| q d -
\ , +w5[d_7)_‘£<_>ﬁ_[£ d <£)+ d¥N d (//1'2_»\ .
S iNds ) do \w') T \do ) do\ & st ) do. %’—)\*0'

qui sont les équations différentielles du probleme.
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IV. — Premiere intégration.

L’équation (16) fait voir immédiatement que ¥ ne saurait étre qu’une
fonction linéaire de U; et, par suite, en indiquant par Q et II deux fone-
tions des seules quantités @, ;, on a

d¥

(19] 50U 4 at
{19 F QU+ I, U Q.

Les équations (14 ) équivalent, d’apres les valeurs (12), A

do do, | dopdp  do do
dx’ dx’ dy’ dy’ dz dz

et analogues, lesquelles expriment que le systeme des surfaces (3) est
orthogonal. Ainsi la transformation doit étre telle, qu'un systeme de
trois surfaces orthogonales a pour transformé un systeme pareillement
orthogonal.

Latroisieme des équations (15) développée donne

{5 52 2 N2
(([ ‘) (I)o,u —+- <‘(’lﬁ,\ (I)m -+ <'ip;> (I)%?
ax | dy dz'
dp dp, dp do Vl/dp\* [dp dp\ |
> i ([} 7o 2dx @ (I)U’ 4_2(57 dz PR 0[& ) (dr) +<F~;>J

et celle-ci devant avoir lieu quel que soit le systeme des surfaces g, soit
primitives, soit transformées, il faut que les coefficients des mémes
dérivées soient égaux dans les deux membres. Donc

vy
{20} (D(»,\‘:QI,XZQQ,?; {_1,7 ®U.!:(Du.2:(pl,2:0y

¢'est-a-dire que les équations (1}, oua’, ', 2’ seraient traités comme des
constantes, doivent représenter un systeme de surfaces orthogonales,
et que ces équations,ou &', ¥', 2’ seraient regardés comme des fonctions
de x, y, z,doivent les déterminer de telle sorte que ces fonctions aient
des parametres différentiels du premier ordre égaux. Les autres équa-
tions (15) sont identiques quand ces conditions sont satisfaites. Quant
3 la valeur commune des parametres @ de «/, y', z’, on la déduira de I’é-
16.
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quation (6) qui, d’apres (20), devient

3 2
<%> =F, doi Op=0,, =0, =F.

Passons aux équations (17) et remarquons d’abord que Q et I ne
sont plus maintenant des fonctions de six variables, mais d’une seule

qui est F, d’oti résulte que :

i[@]_[(i dF) —i[U dQ ¥ _ dQ dF
dU\dp) — d?(ﬁ T dU|  dF dp | dF¥ dp’
Remplacant donc ces dérivées par leurs valeurs dans la premiere (17,
les A par zéro, si i est différent de J, les Aj} par
Q

hi=F g b =F° b

elle prend la forme

d [k /z’2 dQ dF cs d (N7 1 -t dF
m%(5> S %<g>+§w;,1? i

.. k4
ou, en divisant par Q et remplacant & par sa valeur, observant que les
/

d [ I L . h'?
termes en —- <’—,> se détruisent, supprimant le facteur 2,
pA\® w

(21) dF< F dQ 1>:O

do\*QdF " 3

Les trois équations (17) ne peuvent donc étre satisfaites que par les
solutions de Péquation
d)  1dF
Q76 F

(22) ’

ou par celles du systeme simultané

df _  dF _ - dF _
do — > do " dm

Dans le premier cas (22),

Q:C:/F, ‘F:L\S/F_°
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Dans le second, F est indépendant de p, p,, p,, ¢'est-a-dire constant;
par suite, les parametres ®;; sont des constantes égales; nous verrons
plus loin que le mode de transformation qui répond i cette hypothese
est insignifiant, en ce qu’il n’ajoulerait aucun corps nouveau a ceux
gqu’on sait traiter directement.
Voyons enfin ce que donne I'équation {18). Comme

3 _ ; dQdF  dU dF
do d¥ dy " dF dg’

[dzéf _U[dgdl«‘ dzsz(dF L AU a@’F LT dF
dpr )T T LdF dp sz?.E_] dF dp* dF?(d—\)

le coefficient de U sera d’abord

/_lg@+@',_2@+/~d9+dgd(h) 9d<’“ a’&zd(’“
o dgt o dpl W dpi | dpdp\w ) dpdp =3 dp. dp, )

h'
ou, ¢n'y xemplagant par = qu1 lui est égal,

i(@f@>+ d (’lfd_&l\ LA (Al
dp\w dp |~ dp, Edpl> dpz(tvdpz T

Puisque U est arbitraire, ce coefficient doit étre nul. Done
(23) DQ=0D{F) =0

Quant au terme indépendant de U, et qui doit étre également nul, il
est composé en I, comme le précédent en Q. Donc

DI —o.

D’autre part I, comme nous 'avons vu, dépend, ainsi que ©, de la
seule fonction F, de sorte que © et IT sont fonctions I'une de I'autre.
On a donc

dH A 40 & dIdEQ - ( 7O
T dQ dx’ dxr dQ dx l \d_)
dn de H
DIl = “)DD T ¢ o I
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et puisque D, 11 et D, & sont nuls, que ®, IT ne saurait I'étre, on a

A 1T -
mgvo, HgA&&Z"FB.

Ceect donne a 'V la forme

V=(U+A)Q0+B,

ou, en annulant les constantes, qu’on peut supposer renfermées dans
UetV.

{24 V=UJF.

Ainsi les résultats de cette premikre intégration sont les suivants :

Les formules de transformation dotvent étre telles que, st l'on y regarde
les nouvelles variables comme des parametres, les surfaces représentées par
ces formules sont orthogonales. St on les regarde, au coniraire, comme
des fonctions des anciennes, leurs paramétres différentiels du premier ordre
dowent étre égaux et avoir pour valeur commune une fonction dont la
racine sixieme soil fonction isotherme, c’est-a-dire satisfasse a [équa-
uon D, = o.

Les deux fonctions V et U, qui se transforment ['une dans ’autre, ont
alors pour rapport cette fonction isotherme, et leurs parametres differen-
teels du second ordre ont un rapport égal a la cinquieme puissance de cette
méme fonctiorn.

Enfin, la transformation présente cette propriete, qu'un systéme quel-
conque de trois surfaces orthogonales se change en un systeme pareille-
ment orthogonal.

Remarquons, en outre, qu'il existe une seconde solution dans la-
quelle la fonction F est une constante, mais cette solution est renfermée

dans la précédente. Car F satisfait alors a I'équation D, (vF) = o.

V' — Equations aux différences partielles du premier ordre.

Nous avons obtenu, par ce qui précede, les équations aux différences
partielles du premier ordre de la question. Elles sont au nombre de six,
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SAVOIT ¢
fdeldy’ | datdyr  detdy'
| dr dx dy dyr dz ds
dx' dz'  dx' dz N dz' dz'
dz dr dy dv " dz dz ~ =
. dy' dz dy’ dz’  dy’ dz’
(25) /%%4__6?}"_@_’_([2 dz —

Ie'\* gde'\t  fda'\tidyt\c o (dityejdiy
(&) (G + (%) = H () (9

| (8 - ()

dx dz )

en désignant pour plus de simplicité VF par /. f doit en outre satis-
faive a 'équation du second ordre

d*(V f ) d(V.f)
dxz d},,'z (172

Mais, ainsi que nous le reconnaitrons plus tard, cette équation n’est
qu'une conséquence des premieres, et n’apporte aucune condition
restrictive.

L'intégration du systeme (25) présenterait probablement d'assez
grandes difficultés; mais les équations (24), (25), chap. 1I, § VII,
puis (16), chap. II, § IlI, expriment les mémes conditions que ce systeme,
et comme, quoique plus nombreuses et d’un ordre plus élevé, elles sont
d’une nature plus facile & traiter, ce sont elles que nous emploierons
dans la suite. Il faut, auparavant, y remplacer g, p,, g, par «'. v, z,

puis A, h,, h, par £, et leurs inverses par ® = -,

S

- Celles qu’on obtient
ainsi sont des quatre formes :

26) 2@ 2d® dO
' da’dy’ — ® dz” dy’’

A e ()

o8] d'z L df dx df dx,

129 dx'dy’ " f\dy" da’ A Ay’ ) ’

) d:x L] df dz < df dx df dz .
(29) T T Fde de T P\DT 4y T A7 a7
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Les six premiéres donneront ® ou f, qu’on substituera dans les six der-
nieres, et celles-ci feront alors connaitre «, y, z en fonction de «', y', z'
et lnversement, ce qui est le but a atteindre.

Vi. — Intégration de ce nouveau systeme.

Deux des équations (26) s’écrivent :

_d_(dqr d (dO

dz’' ‘W>_2d® (_Z—Z«-’(W)_zd(D
<@) TOdy’ T d® T ® az
d‘]"’/ d?,r

Elles montrent que la fonction fog (%3) — log (®*) est indépendante

a la fois de 2’ et de 2. Done

1 d® df
& & g =)
d’oli résulte

df df

o , df
d—x’ :./(x )s d}" = @(T ) j

dz’

=y(7),

J(&'), ¢(y'), 4 (&) étant trois arbitraires que les équations (27) voni
déterminer. Elles donnent en effet

{ d .
T L))+ g (et = 042,
ou bien

et on en conclut
f‘/ (x/ ) 4 C’;/(:’Al‘): 9(}.!) -+ L!J' (Zl ) — q/<z;) +f, (1/;’;

d’ou résulte que chacune de ces trois dérivées a une méme valeur qus
ne saurait étre autre chose qu’une constante a. Il s’ensuit alors

y

fla')=a(z'+a), c(3')=a(»' +5), Y(z)=a(z+7y)

, f3, 7 étant des constantes qu on peut annuler par le transport des
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axes. Cela fait, on aura

2a=ad (2" +y't + 3",
ou, en représentant x'* + y’* + z'* par R,
a a
(30) F=S(2 -yt 27) = SR
2

Occupons-nous maintenant des équations (28). La premiere devient,
par cette valeur de f,

dx (o de ,ﬂ)
dz'dy’ — R" dy’ Y dz
Prenons pour variables
:x”y = MZ’ ¢ :2,2)
d’ou résultent
dx ___ ,dx dz _  ,dx d*x - , d*x
de =20 dy dy TV dn dody VY dida

nous aurons

Flernrofca]=o  Flerarofvo]=o

montrent que la fonction

. . dx R dx
“ -7 _—
(é+f'+k’)d£ ¥E Ly dx
ne dépend que de «'. Donc
,, dx ., dz , , ., dz , L.
‘{zﬁﬁ—21$ _9( ), [{2@7—‘—2%‘} :??_Tj(}’” ), “ a?—l.—zxz LZ(Z s

9, », y étant de nouvelles arbitraires. Ajoutons ces trois équations, res-
pectivement multipliées par dx', dy’, dz', et posons

w:f (Ix-Lf "y dy' —+—‘j
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il viendra
R2dx + x(22'dz’ + 2y dy’ + 27'ds’ ) =R*dx + 2 dR* = d(R*x)=d»,

et par conséquent

(3’) . [G) o 0y _(x)z
S A CUNEESS o

Les équations (29) vont enfin déterminer o, v,, @,. A cause de

_(_limL do 20z’ dzx 1 do 42 do w20
& T Ridy T R &t Rde?  Redr U RT R

elles donnent

(32) d’e 2 [ do dw Z,ii_w
dz (Tx— ' dy” dz’)’
e d?o
et on obtiendrait visiblement la méme chose pour ——; & a - Done
Lo do_do
dz* — dy? T d7*’

et comme ces trois dérivées ne sont fonctions chacune que d’une va-
riable différant de I'une a I’autre, elles ne peuvent étre égales sans étre
constantes; done

dw

7

e =0(x )= 2mx’ 41 —(—i—g)——(’—m’—i—n iiﬁ__ 2 yzmam3 ~
22 =) b gpr =RV Sy E =y (3= amE

w=mR?+nx’ +ny +nmz +p.
x, y, = se réduisent donc aux formes

nx' +ny' -+ n.z - p
b

x=m + e
- n'z +ny +n,z + p
J == -t R,2 2
ool "o "oy ”
2 M +ny +na +p
R”

Si on substitue dans le second membre de (32), qui doit étre égal » m,
on trouve p = o. De méme p’ et p” sont nuls. On peut en outre annu-
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ler m, m/, m”, cela ne revient qu’a transporter les axes parallelement &

eux-mémes. Enfin, en substituant dans les équations (25), on reconnait
que les constantes n satisfont aux relations

5 nn' -+ n R, +n,W,=o0, nn”—+nn,+nn,=o0, n'n"+n n+n,n =o,

Py

| nP+nl+nl=n"+nl+n}=n"+n+n’= i,

R a :
lesquelles montrent que ces constantes multipliées par ~ sont les cosinus

des angles que trois axes rectangulaires fonl avec trois autres égale-
mentrectangulaires. On pourra donc toujours, par la rotation des axes,
réduire z, y, z aux formes

cx ¢y’
(33) T=p Y= Z e

d’ol1 on conclut, en posant R* = a* + y* + 2%,
(34) RR' =¢?,

puis

c’est-a-dire

(35) == vy == 5=

Ce sont les formules de la transformation par rayons vecteurs réci-
proques. Elles représentent trois spheres ayant leurs centres sur les
trois axes, et par conséquent orthogonales, puisqu’en chaque point
commun les rayons forment un triedre trirectangle. Les coefficients dif-
férentiels du premier ordre sont égaux; car, de

dx’ ¢ 202 dx' 20y dx’ | acixs
dr R R dy R’ dz IO
résulte
;L ot 40‘1‘2 4(,“.2:‘2 ot
—@;x_m— R -+ Re :E;:fz-

Enfin nous n’avons fait aucun usage jusqu’ici de I’équation du second

ordre en v f; et il est facile de s’apercevoir qu’elle est identiquement
17.
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Nous avons, dans tout ceci, négligé la solution f = const. Voyons
maintenant ce qu’elle peut fournir. Il suit des équations (28) et (29),

d*x d*x
réduites par cette hypothese & —— Tdy = O due les x, y, 2

doivent étre fonctions linéaires des o/, ¥, z/, et les coefficients de ces
fonctions sont assujettis aux conditions trouvées ci-dessus pour les n.
Ainsi cette solution consiste 4 réduire les dimensions du corps dans un
rapport constant, ainsi que les quantités de chaleur en chaque point,
puis 2 faire tourner les axes. Elle indique donc P'existence de la simili-
tude calorifique, mais ne permettrait de traiter aucun corps nouveau.
En résumant donc notre recherche, nous conclurons que :

La seule déformation des figures qui permette de résoudre, d’une ma-
niere générale, par les mémes formules, les questions relatives a la distri-
bution de la chaleur, dans les corps qu’elle fait se correspondre, est la
déformation par rayons vecteurs reciproques.

= o,

VII. — Exception relative aux corps cylindriques.

Tout ce qui précede ne s’applique qu’aux corps qui ne présentent
aucune circonstance particuliére, et pourrait cesser d’étre vrai dans cer-
tains cas. En d’autres termes, si la déformation par rayons réciproques
est la seule possible, tant qu’on laisse au corps toute sa généralité, il en
peut étre autrement pour telle ou telle classe de corps, lorsqu’ils pré-
sentent une disposition calorifique convenable.

Considérons, par exemple, un cylindre entretenu & une température
qui ne varie que d’une aréte a Pautre : il est facile de voir que les con-
ditions du cas précédent subsisteront; mais comme alors Vet U ne dé-
pendront que de deux variables, il en résultera de notables simplifica-
tions. Sans reprendre les calculs, il est facile de voir que p, p, étant
deux cylindres orthogonaux, dont I’équation finie pourra toujours étre
prise sous la forme

s+ oy—1=flz+yy=1),

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



( 133)
une transformation renfermée dans la formule
#+yV—r=g(z+yyV—i)
les changera en deux autres cylindres orthogonaux
p+p.\/——1:dl;(x+y'\/—1).
Si u ,V, on voit bientot qu’il se transforme & un facteur
Si on calcule alors D', q
pres en D,V, c’est-a-dire qu'une fonction V possede, 2 un facteur pres,
le méme parametre différentiel du second ordre, soit qu'on la regarde
comme fonction du point M, ou du point M’ qui s’en déduit parla trans-
formation ¢; et, par suite, étant connu I'état thermique d’un eylindre
cntretenu & sa surface a des températures constantes qui ne varient que
d’'une génératrice a I'autre, les mémes formules représenteront sans
aucun changement celui de tout cylindre déduit du premier par une
transformation de la forme &'+ y'v—1 =09 (+ yy—1). La seule

condition est que ¢ soit ce que M. Cauchy appelait une fonction mono-
gene.

VIII. — Digression relative a une propriété de la déformation
par rayons réciproques.

Nous avons eu occasion de reconnaitre, dans la recherche précé-
dente, que trois surfaces orthogonales étant transformées par rayons
vecteurs réciproques se changent en trois autres surfaces orthogonales.
C’est 1a une propriété spéciale 4 ce mode de déformation, comme nous
allons le démontrer.

Conservons nos notations. Il suffira, pour exprimer I'orthogonalité
des surfaces (3), § I, d’écrire trois équations, telles que

de' ds' | dy dy' | d2dE
dp dp,  dpdp  dpdp,
et, si on suppose les 2’ exprimés en x par les équations (1), on mettra
aisément cette équation sous la forme

{ dx dx dy dy dz dz dr dy dy dx
LSy LA A 2D ! L =
” S Vo do @ Ve do T Py dp T Vo <dp do. " dp a'p.)
. v (e ds  didey g (drds didr)
»2\dp dp, "~ dp dpl,\) TR N\dp g T T dn) T
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oul'on a posé

o \dx dz dx dz dy

W dr dy dw dy | dw dy
Les surfaces (2) étant supposées orthogonales, les dérivées sont assu-

jetties i trois équations telles que

drz dz | dy dy +£if dz
dp dp.  dpdp " dp dp O

dz
au moyen desquelles nous pourrons déterminer les — e - Nous trouverons

(dz>2 g8 (dz)’ _ 88, (dz)2 38

—_—] == — 22, —_— ] == _—) = — B,
dp g dp, 8 dp, g

en posant

dx dz  dy dy _dx dx  dy dy _dx dx | dy dy

ainsi

o

8= lodp "o dp’ 8 dudp dpmdp 87 dpdp  dpdp

Posons encore

, , dx
(Doodp (I)I t dp P
et observons que
dz ds lg g8
P,—= +P—— =P \/25 Py /2
dp " dp, —8 — &
P, P>
— V88 —_— = — =] = Pg+P.g
\/bgg2< g Py \/ 102( 4 b)

I’équation (36), ot Pon substituera les valeurs des dérivées partielles
de z, deviendra

((D’o_q)’ )dx(lx +((b" o )dydy

* dp dp, =2/ dp dp,
+ @ (d“'” df+-dld_x>:-—g’ (Pg—+ P, g)
dp dp.  dp dp, Veg g

Joignons a cette équation une autre semblable
dx dx dy dy
+
dp dp; (& dp dp.

o (@d_ud_fdz -
dp dp,  dp dp. VEs &

(P, — ) 7 —2..)

2,2

(Pg -+ P.gv),
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et éliminons ¢ , entre elles, en les retranchant, apres les avoir conve-
nablement multipliées, le coefficient de ¢, , — @, , sera

di[éf <dx dy dvdx dx d_x_df+(_ir_‘(l_x>]
do Ldp \d dp, " dp dp.) ~ dp\dp dp. " dp .
(Y (dedrdr o
T \dp) \dp dp.” dp dpz)'
En y permutant acety, on aura celui de®, , — @, ,.Ausecond membre,

le coefficient de

sera

v ggl g

dx dy N dy dx dz dy N dy dx

8\dp dp. " dpdp) ~ (dp dp. " dpdp,
__dx[dy dxdx+dydy _dy ix_di+dy(ly>]
T dp [HE do dp, " dp dp dp, \dp dp. "~ dp dp.

dy [d= (dz dx | dy dy dz 5lgd_x_+d;>dVJ
~r“[dpz(dpﬁﬁ dp dp/] — do \dp dp. ~ dp flp:>

. (lx>2 dr\*] (dz dy _ dy dx )
=@ - @) @& -7 w)

~ , . o O,
Enfin, les termes en P,, P,, quand on y néglige le facteur \/D‘*’

donnent.
‘dz dy  dy dz dr d dy dx
(Gt GE )
_ [(ly(dxdy_*_ﬂd_x‘_)_ﬂ(d_xdy dy dx’ J
vl do, \dp dp. ~ dp do, do, \dp dp, ~ dp a’p
, [dx (dx dy dydx dx (dx dy dy dx
“bﬂ%@+%@yﬁﬂ%@ 72|

o Y dz\ (dx dy ﬂdx)
'"do “f75> dodp,— dp: dp,

Ainsi —— —- — —— —— est facteur commun, et, si on le supprime, il

4=\ dy\? dy dx\ |
~s| ()~ () o G o )
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La quantité entre crochets, décomposée en deux termes, I'un en ¢, ,
I'autre en @' ,, présente encore des réductions qu’il suffira de faire
pour le second de ces termes, puisque rien ne change quand on per-
mute x,y et ¥ ,, — @, ,. Le terme en & , est

o, () ()] (e e e
*dot| \dp do dp, do.  dp, dp.
de dx  dy dy\ (dxdx  dy dy $
_<79d—9x+70?l?i> (%@*Z@@)

— (_l}_[(dr) dy dy /dr>’( d] (ly +(_{£v_ {iﬁ)
v dp | \'dp) dp. dp. \dp dp, dp, " dp. dp,

dxﬂf _cl_.zidr+_((_v dx ]
~ dpdp\dp dp.  dp dp.) ]’

on obtient donc enfin

e dxy\: \ [dy
e d P grN _ay
v‘“"’""[,( " (D> (dp) ( i ) <dp> ]
. dy ((l_x tdy dy <_y\ (d.z‘ dx d)” dy)
v dp | \dp) dp. dp. d ) dp, dp, dpl dp

_dx dy (dx tly_{_d]‘ 1{)]
dp dp \dp, dp. ~ dp, dp,

Y dx | /dzx 2( dz dx dy dy dr)’dx dx
- ) . —_— 9 = ) -
"2 dp (dp) \ " dp, dp, " dpy dp, <dp dp, dp.

dz dy (dz dy N dy flﬁ‘]

T dp dp \dp, dp.  dp, dpz),,’

qui s’écrit encore, en représentant, pour abréger, par £ et % les produits
dx dzx dx dy dy dy
ds dp, dpz’ do do, H?,/

0’.2'., ~ l. i ! o CZ_P ZPT . Tz l
(7! ;‘gg“[@ SRR R R e R I
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Cette équation fait connaitre le rapport de Z—J: a % au moyen d’expres-

sions symétriques par rapport aux dérivées partielles des variables «, y:
d’ou il résulte que, si on était parti de deux autres équations, on eut
obtenu les mémes valeurs pour les trois rapports. Ainsi :

dez dx dx
T _d _
dy — dyr — dy
do dp.  dp

Or, ces egalités sont impossibles, car on sait que

dz dy de dy _ h dz

dodp.” dp dp  hh, dp,

Il faut donc que, dans I’équation précédente et ses semblables, les
facteurs symétriques soient nuls. Les équations qui en résultent

dx dx dz
""""" 4 , 7 ’ dp _—T d 2
vagigdq)z,z — )+ (I)x.z+q)o.2 2§+ % + %‘% -+ d—;" =0
do  dp  dp

doivent avoir lieu, quelles que soient les surfaces orthogonales (2),

gﬁ ﬂ; et comme les trois
p dp

termes dont se compose I'expression ci-dessus ne sauraient ni se ré-
duire les uns les autres ni étre nuls séparément, il faut que leurs coef-
ficients le soient. Donc

(I)’o.a - (I)'z,z, q)l,z = 0, CD’“ — o0,

c’est-a-dire quelles que soient les dérivées

et, en somme,

(37) (D,O.O:@'l,l:(D’Z.Z’ q),o,x:()r @'0‘2:0, @"'2:(),

Telles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour I'orthogo-
nalité des surfaces (3). Nous les échangerons contre d’autres équiva-
lentes, mais plus faciles & interpréter. Reprenons, pour cela, le
déierminant F, § IT; son carré, effectué par colonnes, a précisément
pour éléments les @;;, il est done égal 2 @’ . Si maintenant nous ré-

18
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, ., do do do ., .
solvons par rapport aux dérivées —=, —=» —= les trois équations
dz’ dx’" dx
P, , =K, ¥, ,=o0, ¥ ,=o0, ou V'on suppose les premiers membres

remplacés par leurs valeurs, et ol K est la valeur commune &
¢, ,, 9 ., ¥,,, on aura K* pour dénominateur commun et le numé-
rateur de chaque inconnue sera égal. au produit par K* du coefficient
du terme identique d U'inconnue dans le déterminant F. Cela donne les
neuf équations analogues a

ldo, do,
do dy  dy
dv ™~ ! do, do ‘
| dz  dz

Que maintenant on effectue le déterminant F en l'ordonnant par
rapport aux éléments d’une colonne, et en tenant compte de ces rela-
fions, on rouvera

Qu'on effectue de méme le déterminant nul formé en répétant deux
fois 1a méme colonne dans ¥, on aura

vone les formules de transformation (1), en y regardant les nouvelles
variables comme des constantes, doivent représenter des surfaces ortho-
gonales, et ces nouvelles variables considérées comme fonctions des
anciennes doivent avoir des parametres différentiels de premier ordre
égaux. Or, nous avons vu ci-dessus que les seules formules satisfaisant
a ces conditions sont celles de la similitude et de la transformation par
rayons vecteurs réciproques. Donc:

Parmi tous les modes de transformation consistant @ faire correspondre
un point a un point, les seuls qur puissent changer un systéme de trois
surfaces orthogonales en un autre systéme de surfaces orthogonales sont
les transformations par rayons reciproques, el par similitude, ou ravons
proportionnels.
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IX. — Généralisation des questions précédentes.

Ainst que nous P'avons vu au chapitre [I1, les fonetions D, V sont des
éléments caractéristiques de la fonetion V, et sont par la propres &
tigurer comme premiers membres d’équations dans les théories de lu
mecanique et de la physique mathématique; si, jusqu’ici, le seul de ces
parametres qui s’y soit introduit est D, V, cela tient & sa forme linéaire,
qui doit d’autant mieux convenir i ces sciences que leurs formules,
n’etant qu'une premiere approximation, sont elles-mémes linéaires. i
est done fort possible que I’étude de nouveaux phénomenes ou celfe
des perturbations des phénomenes déja soumis au caleul conduise & In
considération des autres parametres.

On n’en pourrait pas dire autant des parametres ®, V qui paraissent
uniguement destinés & définir la nature des surfaces isodeles. En effet,
si U est une fonction de V, U = f(V), de sorte que

dU  dUdV d*U dU d*V d*U dV dV

dx; dV dx; dz; dzx, dEV dxidx;  d ¥ dr, dx;
gquand on substituera ces valeurs dans les déterminants dont se com
pose ®, U, on pourra ne tenir compte que de la premiere partie des
deérivées secondes, qui reproduira ®,V multiplié par m + 1 fois le

\ dU ey .
facteur I entrant dans tous les éléments. Car la seconde partie des

dérivées secondes de U donnerait, outre ce premier résultat, des déter-
minants dans lesquels une ou plusieurs colonnes ne différeraient de la
premiere que par un facteur multipliant tous leurs éléments, ce qui
monire que tous ces déterminants seraient nuls. On a donc

_ <_‘%>m+1 (Dm\')

C’est-h-dire que, si un agent physique V pouvait satistaire & une équa-
tion telle que @,V = o, la fonction qui la représenterait ne serait pas
déterminée, puisque toute fonction de cette fonction conviendrait éga-
lement bien, peurve quelle satisfit aux conditions imposées aux
limites, ce qu'on pourrait toujours obtenir.

O [£(V)

[

8.
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ii en est tout autrement des équations D,, V= o; car si on fait dans
ie premier membre les substituticns que nous venons d’indiquer, puis
les memes décompositions de déterminants, le premier est{ d‘{,) DV,

ceux dont deux ou plusieurs colonnes sont formées des seconds fermes

: e, U . . .
des derivées sont nuls; mais ceux qui ne renferment qu’une de

d}
T 0,
ces colonnes ne le sont pas, et il n’est pas difficile de les transformer
dans les déterminants qui composent ®,,V. On a ainsi

. dfy\m_ . . df \m d* v
Dd](V)]:(j{;) D,V (d—\’j) d\{@m\,
et il ne suffit plus, par conséquent, que D,V soit nul pour que
D, [f(V)] le soit aussi. Cette formule montre méme & quels caracteres
doit satisfaire I’équation de la surface isodeie d’une fonction V dont le
parametre D, est nul. En effet, 2 étant la constante variable d’une
famille de pareilles surfaces,

A=G(&. L2y .., Xn),

V ne doit étre fonction que de A. Or. si Pon fait usage de la formule
précédente, on aura

__/dV\m  dV vV
Dm\/_—<d—)\'> (\—(_j—): Dm)\_—(ﬁ;@m} ) = 0.
d*V
D.k dN - , S L o
Ainsi, == B = v et ne doit étre par conséquent fonction (ue de 2. Si

717
cela a lieu, on a

Fidi
—F(2), logy = fm d1, V= f’ D,

SR

ce qui montre que V est bien déterminé sur chacune de ses surfaces
isodeles. Ces formules sont la généralisation de celles dont M. Lamé a
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tait le fondement de ses beaux travaux sur la distribution de la chaleur
dans les corps non cristallins.

Les détails qui précedent donnent un certain intérét a I'équation
D,.V=o, et s'il est trées-possible que les équations de physigne ou
pourra entrer ce parametre soient réellement d’une forme beancoup
moins simple que celle-1a, il n’en sera pas moins intéressant, ne fut-ce
qu'au point de vue analytique, de chercher a traiter pour la fonc-
tion Dy, prise dans toute sa géneralité, la guestion que nous venons
de résoudre dans le cas de trois variables pour la fonction D,.

X. — Formation de l'équation entre les parametres D,
des dewx fonctions.

Nous supposerons, comme précédemment, que x,, x,,.., x, étan!
les variables relatives au point M', &', &,,..., , celles qui sont rvela-
tives au point transformé M’, les formules de transformation soient

’

! 1 " N fo o, e N
X = o (X, Xay ooy Ta)y X = 0BG Lo )y X, = Qu{ Xy Ly o )

Nous appellerons encore p,, ps, ..., g, un systeme de coordonnees
orthogonales du point M, liées aux x par

o= fi( @, 2oy Xaly 7= Lo X B Z)s = fa( R, By, )

Ces mémes guantités pourront étre regardées comme coordonnées du
point M, mais elles ne seront plus, pour ce point, variables orthogo-
nales. Ceci posé, nous nous proposons de déterminer la transformation
de telle sorte que, quelles que soient les surfaces /, & chaque fonc-
tion V des coordonnées o ou 2 du point M corresponde une fonction V
du point 3, satisfaisant aux conditions : 1° que la liaison de Ua V
dépende seulement de la nature de la transformation, 2° et que Ia

b, L

méme chose ait lieu pour le rapport des parametres différentiels

A5m

de ces fonctions. Nous swivrons absolument la meme marche que ci-
dessus.
Les quantités différentielles du premier ordre qui déterminent la
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nature de la transforination seront encore désignées par

r=n

do; do;
O =0p= ¥ -
dx, dx.

r—i

Nous avons vu [chap. I1, § V) que D,V est égal au produit de =* par
un determinant dont V'élément est

o ary dlogh: dV < diogh; dV
Yo = et B P do, dp 2 Tdp, dp

d=v dlogh; dV  dlogh; dV
e e
dodg do; do dee de

Gig = G =2

et gue U, Vestla somme des produits des mineurs principaux d ordre m
de ce déterminant par les A7, dont les indices sont ceux des lignes ei
des colonnes de ces mémes mineurs. En transformant comme ci-dessus
Pexpression

=i

~ do dy o(iZy:
de. doe. ™ | B2 (i=/;
r=1
au nioven de Pidentité

S =

de, 2 du de,

dx, dx’. dx.
S=7

e+ tenant compte des valeurs de @; ;, on «

Et on voit en ouire que le déterminant = est le produit des survanis -

| dg. dp. ds, do.  do, de, -

| do,  dx, dx, dx,  dz. dx,

i de. dP. d{lz (lC‘C; (lq, ade, J

i ; f e r ——— - aa ] !

(3¢ @& =|dz, ax dx, |- F=1|dzx dux. dx, |
! H

! de.  dg, don do, du, dy,

dx dx, da’, dz. dz. = dx. ‘
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dont le dernier ne dépend que des @, ;. Car ces quantités sont les élé-
ments de son carré effectué par lignes.
Ceci posé, équation entre Vet U doit, par hypothese, étre de la forme

(40) \% :j(U’ q)l,n q)Z,‘ly' LR (Dn,n) (D|,7)- ey (Dn—l,n)y

et, en indiquant, comme ci-dessus, par un crochet, une dérivée prise
par rapport a g;, en supposant que U soit traité comme constant, il ré-
sulte de cette équation que
dV _ d3dU  (dFy
dp:~ dUdp - 25]
&'V d§ d*U  d*5dUdU  d (d3\dU  d (dF\dU d:¥
doidg;  dUdpidp, T dU deidg; © d0\dp:) dg; ~ a0\ dg) do T dpi(lpj],

ce qui substitué dans I’élément ¢; ; donne

' dF d:U  diF [dUye dU <  dU

s qi,i:T + E_(T> +2)\i,i'[m* Z Yir —v‘("‘{ii,is
r—=1

&' d*F dU dU dU dU

(41)
éqz/——q/z— Udpldpl+Wﬁa—g+},lﬁa+)\11@+pq,

ou l'on a posé, pour abréger,

| _(d*5Y , _dloghi(dF /z (llog/zl(dcf
Ui = ﬁ\;? 2 do; Clp, /I do, dp,
r—i
(T Y (4 d102§111+[d§]dlog/1,>
(42) Hl’]—mﬂa(t_ipidp, dp, dp; (/—(-7, dp, '
. d (d¥ il_{f_dloalz,»
M7 AU \dp:) T dU T dpr
{ o _d3 hZ dlogh,
\\ Jz,r—-gﬁE dpr .

Nous pourrons done, par les formules (38) et (41;, exprimer D,,V au
moyen de dérivées prises par rapport aux p, ceux-ci étant regardés
comme fonctions des «/, ¢’est-d-dire comme fournis par les équations

7 7

o=y (&, &,.. . &), p=u(H X,...2,), p=du(Z, 2, .2,
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qu’on obtient en éliminant les « entre les deux systemes primitifs, et
qui représentent les surfaces non orthogonales transformées des sur-
faces p; = f}.
Maintenant, d’apres les formules (34}, (37), (39) des §§ VII, VIIL, IX,
chap. II, si Pon pose

s=nr

(s) (5) ( -‘a)) (i{fvi (li’»l) (r; — (’) (s) .
W= = L [ R e LY 2 s

on a

r—=#n

a*u v dU R X
L (r) I i — {m) (mv
qi"’ dp,dp‘, Z eifl' dp,, D"’D ZZQ_F’—’ —p—a’

r=1x

et il s’agit de substituer toutes ces expressions dans ia relation sup-
posée entre les parametres D, V. D' U,

D \’ _.—D, U 11’(@,. @2,2;‘ Coey q)/;,n, ¢’r,2,l (Dn—x,n}:

m

et d’exprimer qu’elle doit avoir lieu pour toutes les valeurs possibies
des dérivées des g, et quelle que soit la fonction U.

XI. — Identification de [’ équation précédente.

Nous devons ordonner ’égquation précédente par rapport aux derivees
de U, puis annuler tous les coefficients des termes qui les contiennent
1’une maniere différente; s’il était nécessaire de développer pour cela
tous les déterminants des deux membres, les calculs seraient sans doute
impraticables. Nous allons voir que, par un choix convenable des termes
a considérer, on peut rendre ces calculs assez simples.

Observons que chaque déterminant composant D, V se décompose,
apres la substitution des ¢,;, en un premier dont I’élément serait le
premier terme de ¢, ; (celui-la est du degré m par rapport aux dérivées
secondes de U}, puis en une somme de plusieurs autres, renfermant ces
mémes parties de ¢;; dans certaines de leurs colonnes et les parties
restantes dans les antres: de sorte que ces déterminants sont tous de
degrés inférieurs & m par rapport aux dérivées secondes. D, U au
second membre peut se décomposer de la méme maniere. Donc les
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deux parties qui sont du degré m dans les deux membres doivent étre
séparément égales. En outre, eette égalité doit avoir lieu, quelles que

. c e d>*U . .
soient les dérivées secondes dords)’ et comme chaque déterminant du
i 40

premier membre a un correspondant et un seul dans le second, qu’il

ne peut y avoir de réductions qu’entre eux, puisque eux seuls dépen-

dent des mémes indices, il faut que leurs coefficients soient égaux; d’on
d3

m . - (m)
(43) <m> R

p désignant la combinaison de m indices, r,, r,,..., r,. Les autres déter-
minants du %™ degré par rapport aux dérivées secondes n’existent
que dans le second membre. Il faut donc que leurs coefficients soient
nuls :

(46) S

De cette derniere équation, il est facile de conclure que tous les éléments
non principaux 4?2, du déterminant IT (§ VII, chap. IT) sont nuls. En ef-
fet, choisissons parmi les déterminants (44) celui dans lequel la combi-
naison g et la combinaison ¢ ontlesm — rindices communs 7,,7y,...,7,,_,;
solent r,, et s les deux autres indices, ce déterminant contiendra un
terme A2, h2 ..., ﬁfm_|, bfm,s qui sera seul de son espece. Car tous les
autres se déduisant de celui-ci par des permutations faites dans les
seconds indices, ceux qui contiennent R}  different par lesm —1 pre-
miers facteurs. D’ailleurs, les éléments principaux A2, de IT sont des
sommes de carrés, et ne sauraient étre nuls, et puisque le déterminant
d’ordre m considéré doit étre nul, quels que soient les p, il faut que A7
le soit. Donc

i=n
2 dor dps .
OZ/Z"" Z dxi.d_xi (PZS)’
=1

et ceci montre d’abord que la transformation cherchée jouit de cette
propriété qu'un systeme orthogonal quelconque se change en un sys-
teme orthogonal.

19
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Il en vésulte ensuite que les équations (43) se changent en

a3 .
(dU) /l ' l) - I{I Ilr ' r ’ o /lrlll’ rlh

le premier membre, quand on y met, pour les A7, leurs valeurs, est
d¥ y‘ do:, dp, dor, do,, dpon dp,
(Fﬁ, <22‘D“‘"d_x: dx;> <EZ®ZJ?CE"> '<22“ “ da dz, )
$ t s t 3 t

d.o"l dpfi dxo"m dxo"x ll.o"m
(w) 2 X Z B A - il A

M [} ’
s‘,tl sg,ra s m m

dor, dp,, dor, dp, dp, do
st dx’, dx, dz, dz, dx| d
réduit avec aucun autre ni du premier, ni du second membre, quand s
et 7 sont différents. Done

O, m

Il contient un terme en ¢”

qu fle se

$,,=o0 {S><l');

et ceci exprime que les formules de transformation, quand on regarde
les nouvelles variables comme constantes, sont orthogonales. En d’autres
Llermes, les nouvelles variables, regardées comme fonctions des anciennes,
ont leurs surfaces isodeles orthogonales.

L’équation {43) se réduit alors &

dF\™ ) don [ don, \: o,
<£ﬁ§—> 2 2 .. 2 LR R N <(&) (d_ZT) <i_{i— )
Sy 8 s,

S

2 2 2
=WYh . N . - /L,.m’,.m

et, si on identifie les deux termes pour lesquels tous les s sont égaux,
on a

i m /dj ™

Vlao)

Done tous les parametres differentiels du premier ordre des nouvelles

varables sont égaux.
Leur valeur s’exprime au moyen du déterminant F, dont le carré
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vaut @; .. On a done

NI“‘
~
B

k! B=F"h .

<ﬁ 5 i ii
dU

Les conditions que nous venons d’obtenir suffisent pour rendre iden-
tiques les équations (44) et (45).

Considérons maintenant la seconde partie du développement. Elle
contient, entre autres termes, un déterminant ayant pour éléments,
dans m — 1 colonnes, les dérivées secondes de U, et, dans une dernieére,
les produits de deux dérivées premieres. Ces déterminants n’existent
que dans le premier membre et ont en facteur un certain produit

(45) (I)‘.\:(DQ,'_»:- ——q)nn-—F

i

des A; multiplié par — 47

g+ Par des raisons toutes semblables aux préce-

dentes, on verra que

d=¥
dtr

© et A étant des fonctions des @, ;, et par conséquent de F seul. Ainsi 7
est une fonction linéaire de U.

XII. — Suite du précédent.

Parmi les déterminants qui subsistent encore dans le premier
membre se trouvent ceux qui contiennent, dans m~— 1 colonnes, les
d*U
dp:dp;
dantes des dérivées de U. Ordonnons ces déterminants par rapport
aux g, et considérons seulement ceux de ces termes qui renferment
un déterminant mineur principal désigné de celui qui aurait pour

n(n-+1)
—

dérivées secondes » et, a la dernitre, les quantités p;; indépen-

éléments les

dérivées secondes de U. Si ce mineur dépend, par

exemple, des dérivées par rapport & p,, ps,..., pm—s, il sera accompagné

de P ms et gnts -+ » Pon,ns €6 COmMme 1l ne sauraitse réduire avee d’autres,

son coefficient sera nul, ce qui donne, en supprimant le facteur com-
19.
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m—1
2 2
mun K U) R R

/l2 u,,,m+/1

.
T b vnn=0;

un autre déterminant semblable donnerait

2
Moty met 4o o« hn trnn =03

m—1 1

B taes e+ R
on en conclut que toutes les expressions A? p,; sont égales, et comme
n—m-1 d’entre elles ont une somme nulle, elles sont séparément

i=n
nulles. En particulier, il en résulte Y, £} p;; = o; dailleurs p,, est

i=1
, PE E dv d*V
composé en (d_p,} [dpl] comme ¢;; (chap. II, § IV) I'est en do’ Ao

done D, () = o, le crochet signifiant que U doit étre traité comme une
constante. Cette équation se décompose en UD, ©+D, A =o, et comme
elle doit avoir lieu quel que soit U,

(46) DO®=o0, DA=o0.
On en déduit, comme précédemment,

A=AO +B,
puis

(47) V=0U.

Ainsi le rapport de Va U ne doit dépendre que de F, et satisfaire encore
ici a 'équation D, = o.
Prenons maintenant les termes en y, ;. Considérons les déterminants
d*U
dp: dp;
autres. Ordonnons-les smvant les déterminants binaires qu'on peut
former dans ces dernitres colonnes, et prenons, parmi les termes (ui

qui contiennent les ——— a m — 2 de leurs colonnes, et les p. & deux

en résultent, ceux qui renferment le déterminant principal d’ordre m—2
dépendant des dérivées prises par rapport & p,, pa,..., pm—s- La sommne
de ces termes devra étre nulle, et, si on tient compte de ce que les u,;
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sont nuls, on trouve ainsi

2 2 2 2 2 2
/lm—l /)’m p’m—x,m -+ Il II’ I

me—1 " m-1 {m—1,mn-3-1

+e Rl Rt =0

Cette somme de carrés ne peut étre nulle que si tous ses termes le

sont; d’ol p;; = o.

XIII. — Continuation du méme sujet.

L .., d:¥ - , .
Grace a la nullité de i et des ., les éléments ¢;;, ¢;; de D,V

éprouvent de grandes simplifications. On les écrit :

r=n

(]i,i:@[g;?[g_*_zx dU 2 B dU], qw:@[ dzU +;\, d[}+), (l[}J,

i,iﬁa—

r=i1

Yir ZZE

avee
¥ dlog(h;0)
= T,

h} ,
. dlogh:

T hi dp,

z

En outre, les surfaces transformées étant orthogonales, les éléments
¢.; de DU deviennent, en tenant compte de (45),

/l,'
dlog
=0 BUFdU
o dpf dp,' dPi
,l,'
log —
. dU 8

h;
r=n le —-‘—_.

m" R ay
Z It (lp, d‘o,\/
r—=1

ﬁ_

UF du

dp:  dp

Représentons, pour abréger, par p;; les termes de la parenthese de
g:: qui renferment les dérivées premieres de U, par p.; la partie corres-
pondante de g, et agissons comme nous I'avons fait au paragraphe
précédent pour prouver la nullité des py;, nous obtiendrons comme

L 21

coefficients du déterminant principal dont les éléments sont —r-;
et

les deux membres de I'équation

(—)"‘/lf /l: e ]l,’,l_,( h? Prm /l:,+, Prtimet oo+ /1,21 Pn,n)

=Wht h;,...

2 2 ’ 2 ’
hm—»!, m—1 (hm,m Pm,m -+ /Lm—q-x,m.—{—x pm+1, M1 =+

= hipla)
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ou bien, en remplacant les 2., par leurs valeurs (45 et tenant compte de

0= A2 (P — Pram) + P (Pt st = P oman ) oo R (Pra— Pl )s
ce qui entraine, comme eci-dessus, a propos des p,
(48) Pi.i :P;,l-
Nous conelurons, en particulier, de cette équation

i=n i=n

E/z p,,_Z/l P

l:l l-"l

ou bien
fi=n i==n r=n
| 2dlog (O hy) , dlogh; dU
2 b dp; flpl 2 2H dp: ~ dp,
1=1 l—-l r=t¢
(49) h; b
i==n i==n r=n

2dlog dlog
2 \/F dU " \/F du

i=1 z—_—x r—i

En prenant seulement les termes en %’ on obtient

_dlog® 2 dloglF 1 <
O T de T n
r—i1I

ou
dlog() n—2 dlogF
dp, 2n  dp;

)

dont V'intégration conduit a
n—2

6 =CF **

(50)

Ainsi, non-seulement les parametres du premier ordre des nouvelles

variables doivent étre égaux, mais la puissance “——2 de leur com-

4

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



( 151)

mune valeur doit satisfaire 2 I'équation D, == o, condition qui, pour
m =1, n =3, se réduit a celle qui a été trouvée précédemment.

Mais ici cette condition ne suffit plus. Car il faut satisfaire 3 chacune
des équations (48) séparément, et 'une de ces équations, quand on v
met pour p;;, p.. leurs valeurs, se décompose en plusieurs autres,

. . . . dU
parmi lesquelles celle qui provient du coefficient de —— est
, dlog® | 1 dlogF

)
2 -+ o
do n dp ’

qui donne
1

Q=CF ",

Cette valeur, comparée a (49), exige F = C. Cette valeur de ¥ iden-
tifie en effet les deux parametres différentiels. Mais il suffit de jeter les
veux sur les équations (16) (chap. II) et de se rappeler le calcul du
§ VIdu présent chapitre, dans le cas de f constant, pour conclure que
la solution F = const. eorrespond & la déformation par rayons propor-
tionnels ou par similitude.

Toutefois, il faut remarquer que si m se réduit a 1, cette conclusion
se modifie. Car les raisonnements faits dans ce paragraphe et dans le
précédent, pour prouver la nullité de p,; et celle de p;; — p.,, ne sub-
sistent plus, puisque ces termes ne sont multipliés par aucune dérivée

t=n
seconde de U; les équations 2 h; u;; et (49) subsistent toujours et suf-
i=1
fisent pour rendre identique la proposée. De sorte que la condition
déduite de (50) est alors la seule nécessaire. Ainsi :

La transformation par similitude satisfait a la question proposee pour
tous les parametres differentiels D, et y satisfait seule, a moins que m ne
soi égala 1.

Quant a la fonction D,, il reste pour déterminer la transformation qui
lut convient a satisfaire aux conditions : 1° que les nouvelles variables aient

— 2

des parametres dfférentiels du premier ordre égaucx, et dont la (n )

4
puissance satisfasse a D, == 0; 2° que leurs surfaces isodeles soient ortho-
gonales. En outre, on sait déja que cette transformation change tout sys-
téme de surfaces orthogonales en un systéme orthogonal.
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En vue d’une question dont nous nous occuperons bientot, nous sup-
poserons entre les parametres k,, A,,..., h, des 2’ par rapport aux x la
liaison plus générale

/2 /3 /n
(51) /%l:f?(xﬁ’ ’/%':f?(xS)""’ %:.ﬁ(xll)’

qui reproduirait la proposée si f, f;,.. ., f, étaient réduites a I'unité.

X1V. — Détermination des h.

1l s’agit d’abord de déterminer les % parle moyen des équations ( 24)
et (25), chap. II. Le premier de ces deux systemes, quand on y
exprime tout en H, et qu'on y change les p en &X', «,,...,x,, donne,
quels que soient les indices,

dH__ o dH dH,
@z, dz] — W, do} dw, V<) )s
d’ol1 on conclut

1 d [dH, 2 dH, d lo 1 dH; d lo dh,
dH, dx; \'da] H, dz}; — do) H? dx} ~_a’7} gd_x;—o’
dz,

z

cecl montre que % estindépendant de ; quand j est différent de ¢, et

ne dépend par suite que de ;; si donc on représente sa valeur par
)|

i x)

s O a

-G

dh, 1

oi(x;)

dx, ’

b3

et de toutes les équations semblables on conclut la différentielle totale
de A,, puis A, lui-méme :

dx’

dx' -+ dz, oz 111—9( )+92(x'2>+"'+9"(x,”)’

(82) dhv= G~ el T ey

ol 'on a posé
L dx, ra dx, N dz,,
wi= [y se=fmys = [y
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Les équations du groupe (25), les mémes substitutions une fois
faites, rentrent dans deux formes distinctes, suivant que les deux
indices des 2’ sont différents de 1, ou que I'un d’eux est 1. Ces deux
formes sont

1 d [dlogh d [dlogh, )__ I [dlogh, S .
ﬁmxw>+%&mﬁf2ﬁ(m)<wmm

sy d (fidlogh\  d [fidlogh\ ~ f7 /dlogh)\*  _ . .
s (5 ) =2 g () vzied

(53;

Entre (53) et une autre équation qui n’en differe que par le changement

10“ h,

. C e d ]
de 7 en j, éliminons » et pour cela retranchons-les, apres les

1

avoir multipliées respectivement par f; et f;, nous aurons

fi d*logh, _l_,_fldlog/z‘ Jfid*logh,  fi dlogh
7/ dx'? i dx _f dx'-’ I dx;

H

5 dlog/1,1> fi i dlogh,
AR A AN

d,x,,-
il doh, dh, ] f} [ 1 d*h, ( dh,
tlimr - wlE na i) ]

I dh, fi d/l,__._}i} I (d/a,) Ji 1 [ dh\:
)~ imla)

ou

Ji h dx, fi hodz; — f: h

ol encore

qui revient a
dh, d |, dh
'—ﬁ_ﬁ@ﬂﬁ%ﬁ'

i

Ces deux fonctions de variables différentes ne szuraient étre égales sans
étre constantes. Done

f——————dd< l) = c, d’Ol‘J i = C ’. dr,‘ ¥ : ¢ ,dx; /I-i
X

i @i J o fi(xh) N -,o_,——ﬁ T+ﬁ

20

(55)
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Les équations (54) donnent, de leur coté,
M (fi N i(fz _L)
dz; \ f; ol dz; \ fi ol

2 1
—2j5me

ou bien
= n

2chi=2¢(0,+6,4+...4+ b))

i
I\

en étendant le 2 a toutes les valeurs de 7 et supposant f, = 1. Cette

équation exige que
1 dx

2¢0, =— —2c¢ f —1,
o o

-t

d’out
1
d -
2 o, 2c¢ I ,
— =0 et —=—cx +k;
9, (l.21'1 G @
de méme,
dz.

206:<'§>2:20fd(:; :<0f7r +/z",.>2,

7

équation satisfaite d’elle-méme.
De ce calcul résulte que, si on prend Porigine des x’ de maniere &

annuler toutes les constantes £, et si on pose

dz, , dz' /' dz, ,
e = w2 () N T AN = wa(X),
A R B A A RN A e

F=a ol e+ 0,
on a
. ¢ , ¢
(56) /l‘::(x’l’+m§+w§+...+wi)_—_:a‘.
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XV. -— [Intégration des équations en x.

Les A étant maintenant connus, les équations (16) (chap. 1I; vont
donner les xc. Les premieres d’entre elles prennent, quels que soient
les indices j et £, pourvu qu’ils soient différents, la forme

dz; dh, dx; dh, dx;

b e b e et e S —
“daidx, T dx, dx, T dx; dx,

qui, a cause de la forme particuliere de £,, revient a

d (/zlix,i d/">:o (k2 j);

dx, dx; ' d <
et 'on voit ainsi (ue la fonction iz (x‘ x,%—' ne dépend que de ;.
I
Ainsi
1, d T i)

On en conclut

I i 3, 0, 4y ; il (-
—agtdx;+ v\ X, dx 7 A%y 4o o dx',;> =0V dx, + Ll d, L da
\

e
2 Jn

N

Représentons le second membre par ~?—l~, et remar¢uens que la paren-

\ I R .
these est —d/¢*), nous obtiendrons

[l faut maintenant employer le second gr’ouoe (16} a la déierminalion
des Q. En supprimant dans les deux membres de¢ cette éguation le

v dh; da;
terme o —~1 —, auquel cas le ¥ ne devra plus comprendre fa valear
hy dx, dx;

/

a0
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r=j, puis multipliant tout par 4;, on met le premier membre sous la

forme dd <Iz, dx'>; d’ailleurs

dz: d <Q,->_z¢]<f; 29@,_3(&«)‘_&&&),

—JJZ:E a_'-’, g i f g? o f;
d’our
dz; dx; ; Q;
Jd,_llfd,: <gp_()'fj._~;a)j>7
et

d dr;\ @ ") Q; 1 Q; o}
] (’”d )= [ A R sl i A
Le second membre est
fw, @ Qi o,
202 <' G’ E)’

2.4 Q
et, si on y fait passer les termes —- w; — 2 —
a?

2
j—’ du premier, le ¥
s’étendra a toutes les valeurs de rsans exception. Multipliant ensuite
par f;, on aura I'équation

(58) Ji dix} (W’ﬁ) = % +2 X f;) (;“V?D B % E}")

dont le second membre ne dépend nullement de I'indice j. On trouve-

. . d D e .
rait donc la méme valeur pour fi —— (4" /i), et par suite
k

i g (4 1) = g (44° )

Comme ce sont la deux fonctions dépendant chacune d’une seule
variable différente de 'une & P'autre, il faut qu’elles soient constantes.
Donc

_omy dx P;')

Gy __ M
A B Ay

Substituant dans Q; = 2 ¥ f%” dxj, on a

d doy 1 d w;
o prp ~+ = p. -
dz; o Ly dx,

m;

Qi:mi(xl’.2+w:+w:+...+ mi)—!—Zpl(.i)wj—Fq,,
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/

et, par suite,

€ (43 () .
Pyx, Py 0o Prl g+

(5 rn=m;
9) + e

formule ou on peut d’abord supposer m; nul, en transportant conve-
vablement Porigine. Si l'on substitue alors Q; et ¢ dans le second
membre de (58), qui doit étre nul, on a

21’( T+ g

git 2 p o Yo — 2 T et — g =0,

Ainsi les ¢; sont nuls. Substituant enfin dans les conditions d’orthogo-
nalité, prises sous la forme {7 zer, chap. 1), on a d’abord, a cause de

/dx,__ T
Yo = e\ G P T e E)

2
| j=n o j=n
1202[12(1(‘))?-%;100—%21)/ J)l, Z(P;”):_—_—%l
j:l j:]

puis
1 T
0o—=¢? E (;p“—w,-%) (5 p; ‘J)jxx)

/

I S‘ (&) (k) ! 2: (k) I Z: (2 I
—_ 2 . . . . 2
=< (i Pj p X pl o)) Tk ]7] O)J+2 X X G ),

Jj=n

(&) (l)
X

]_—l
. . ., c . .
Les coefficients p, multipliés par ~» sont donc les cosinus que forment

n axes orthogonaux avec n autres axes pareillement orthogonaux. On
en conclut premierement

{(n)

@ (pl i+ pP w4+ p ) = —f—z ;-

puis, en changeant les axes,

FPPx; = ?2 [OFS
Les carrés de ces équations, étant ajoutés, donnent

16
U‘R’:—E;c?, sR=41%,
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et on en déduit enfin les formules cherchées

' '
. 2 2\“*n

Ces équations représentent encore n spheres orthogonales, ayant leurs

centres sur les n axes et passant 2 I'origine; mais ici les nouvelles

variables sont des fonctions des rayons de ces spheres et non plus ces

rayons eux-mémes. Les points correspondants M, M’ ne sont plus sur un

méme rayon vecteur.

Quand on suppose dans ces formules f/, =f; =...=f,=1, on
retombe sur celles de la transformation par rayons vecteurs réciproques.
Ainsi:

La transformation par rayons reciproques s étend aux parametres D,,
quel que soit le nombre des variables. Elle seule satisfait auzx conditions
proposécs, et cela n’a lieu que pour ces parameéires.

XVI. — Question relative au travail des forces normales.

Une force produit généralement, sur un mobile, deux effets diffé-
rents : I'un qui consiste 2 modifier la vitesse, 'autre a écarter le mobile
de la ligne droite, ou & courber sa trajectoire. De la nait 'importance
toute particuliere que prend, dans la Dynamique, le mode de décompo-
sition d’une force en deux, I'une tangente, I'autre normale a la trajec-
toire, décomposition qui, an point de vue géométrique, n’est qu’'un
mode particulier, au milieu d’une infinité d’autres. On démontre en
effet que les variations de vitesse sont dues a la premiere de ces compo-
santes, la courbure de la trajectoire 2 la seconde. La notion du travail
n’a été appliquée jusqu’ici qu'a lacomposante tangentielle, et M. Lamé,
voyant dans ce fait une lacune, a proposé la considération d’'une sorte
de travail de la composante normale. Si ’on veut en effet que ce quon
appelle du nom de travail puisse mesurer la dépense industrielle d’un
mouvement, il fant y considérer aussi bien les composantes normales
que les tangentielles, puisque I'inertie du point le fait résister aussi bien
a laisser courber sa trajectoire qu’a laisser accélérer sa vitesse. L’étude
d’un cas particulier, celui d’une attraction dont les surfaces de niveau
sont cylindriques, conduit M. Lamé & adopter pour expression du tra-
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vail d’'une force normale son produit par I'élément d’arc infiniment
petit do. 11 obtient alors (Coord. curv., p. 175) ce résultat, que, pour
un mobile soumis a cette attraction, les travaux des deux composantes
sont représentés, I'un par 'accroissement du parametre p des surfaces
de niveau, P'autre par I'accroissement du parametre p, de la famille cy-
lindrique orthogonale. L’auteur ne considére pas le cas général, mais
il parait disposé (p. 170) a penser que les parametres p,, p,, p; de trois
surfaces orthogonales, dont la premiere est surface de niveau pour une
force, pourraient représenter, I’'un le travail de la composante tangen-
tielle, les autres ceux de forces dont la résultante serait la composante
normale. Telle est 'idée que nous nous proposons d’examiner.

XVII. — Travail d’'une force qui reste constamment normale
& une famille de surfaces.

Soient, 2 I'époque ¢, M la position du mobile, F la force qui le sol-
licite, Mp,, Mp,, Mp, les trois arcs suivant lesquels se coupent les trois

surfaces qui passent en M et appartiennent a trois familles orthogo-
nales, & I'une desquelles (p, p;) la force F est toujours normale. Soient
M’ la position du mobile 4 I'époque z+ dt, MM’ la trajectoire, M'm’,,
M’ m?,, M’ m?; les intersections des trois surfaces passant en M'. Soient
enfin V la vitesse, ¢,, ¢,, v, ses projections sur les trois arcs g, ps, ps,
R le rayon de courbure de la trajectoire. La force F étant tangente 2
Parc p,, le plan de cet arc et de MM’ est le plan osculateur de la trajec-
toire, et, si on projette F en T sur MM’, MT, TF sont les forces normale

. V V2 .
et tangentielle %, XR Soient encore dg, ds,, ds,, ds, les arcs MM’,
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Mm,, Mm,, Mm,. Les triangles semblables MM'm,, MFT donnent

MM Mm, M’ m,

ME TOMT TF

ou bien
% dos=Fds,=F ﬁl/;i“, \}—:dr;‘: F M m=F.Mm,.

La premiere de ces équations exprime que le travail tangentiel est le
méme qu’'il eiit été pour un point mi par la force ¥ normalement a la sur-
Jace p jusqu’a la surface o + dp.

La seconde, que le travail normal est le méme toutes les fois que le mo-
bile passe de I'arc suivant lequel se coupent les surfaces p,, p, a celut ot se
coupent o, + dp,, 5, + dp,y, sous U'influence de la force ¥. En particulter
ce travail est le méme que st le point fiit reste sur la surface p.

Ceci posé, imaginons que sur I'axe du plan osculateur d’un arc et
dans le sens ol un observateur devrait placer sa téte pour voir s’exécu-
ter de gauche a droite le mouvemeut qui amenerait la direction de
I’arc do sur celle du rayon de courbure, on porte une ligne proportion-
nelle au travail normal, et agissons ainsi pour les mouvements des
trois projections du point mobile sur la surface p, et sur les arcs g,, g,
on verra que le travail de la composante normale sera la résultante des
travaux des composantes normales de la force ¥ dans les mouvements
qu’ont les projections du mobile sur les arcs ¢, p,.

» .., F ¥ F
En d’autres termes, les quantités I dp,, /l—dez, . dp; mesurent

le travail tangentiel, les autres deux composantes du travail normal.

XVIIL. — Cas d’une force quelconque.

Supposons maintenant le méme systeme de surfaces orthogonales,
et que F représente une force quelconque. Convenons de porter le tra-
vail tangentiel sur la tangente & la trajectoire, et dans le sens du mou-

. dV .. . . , .
vement s — est positif, dans le sens contraire s’il est négatif.

, Ve d\ s .
Comme P est la résultante de = et T le travail élémentaire total, en

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(161 )
designant sous ce nom la résultante des travaux tangentiels et nor-
maux, sera le produit de la force appliquée par I’arc parcouru, et il
s"exprimera par la racine carrée de la somme des carrés des travaux
¢lémentaires tangentiels et normaux.
Ceci fournit I'expression générale du travail élémentaire normal.
Son carré doit étre en effet, en appelant R,, Ry, R;, les trois com-
posantes de la force F suivant les ares g :

(R? + R2 +~ R2)(ds? +dst + dst) — (R dsi + Rods. + R. ds, ),

ou bien le travail lui-méme,

R, R. \? R, R, 2 R, R.\?
\/(/ (IPQ—EdP‘> +<7I—S(t’r’23-—-lT’d‘J1> +(E(192_E> 2

¢’est-a-dire que le travail de la composante normale est la résultante de
ceux qu'on obtiendrait en décomposant la jforce appliquée suivant les
arcs g, et prenant les travaux normaux des mouvements que ces forces
communiqueraient aux projections du mobile sur ces mémes axes.

XIX. — Solution de la question.

Nous nous sommes un peu écartés, dans ce dernier paragraphe, du
sujet de notre recherche, qui ne doit porter que sur les attractions
fonctions de la seule distance; or les accroissements des parametires

dg,, dps, dp; ne mesurent pas les travaux tangentiels et normaux,

- . he h, hs
comme nous I'avons vu § XVII, mais bien leurs produits par g Fi’ —}l—

Dans le cas d’une attraction dont p, serait la surface de niveau 4, = F,
PR
A
fussent fonctions le premier de p, seul, le second de p, seul, pour que
les quantités dp,, dp; fussent propres i mesurer les travaux nor-
maux. Or nous avons vu que cela n’avait lieu que pour le systeme de
surfaces tout a fait particulier

(lo, 4 " dp. ___4_ Za
] 223 - ct @’“ ’ ’ 7n(on ¢t liu’

et alors dp, mesure le travail tangentiel ; il faudrait done que

4
fr = P

ce qui détruit 'idée précongue que nous voulions examiner.
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S'il y « exception pour le potentiel cylindrique de M. Lame, cela
tient & I'¢galité A, = A,, qui a hieu alors d’elle-méme.

En résumé, sans rien oter de son utilité & la conception du travail
normal, qui seule permettra d’évaluer exactement la dépense d’une
machine, et qui peut contribuer méme & I'avancement de la Mécanique
théorique, nous conclurons que ce travail doit se rattacher aux para-
metres ¢,, p,, p; d’une maniere plus compliquée qu’on ne I'avait pensé
d’abord.

Vu el approuve.
Le 21 mai 1867.

Le Doven pe 1A Facvuptt pEs ScieEnces,
MILNE EDWARDS.
Permis dimprimer.
Le 22 mai 1867.

it Vice-RecTeurR peE L'AcADEMIE DE Paris,

A. MOURIER.
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DEUXIEME THESE.

PROPOSITIONS I’ASTRONOMIE DONNEES PAR LA FACULTE.

1° Rappel des formules qui déterminent le mouvement de I'équateur
vrai par rapport 4 un point fixe.

2° Effets de la précession, de la nutation et de I’aberration sur {a
position apparente des astres.

Vu el approuve.
Le 21 mai 1867.
Le Doven pE 1A FacuLTeé pes SciescEs,

MILNE EDWARDS.

Permis d’vmprimer.
Le 22 mai 1867.
Le Vice-Recteur pE L'AcapEvie pE Paris.

A. MOURIER.
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ERRATA.

Page 13, formule D', devant les deux 2, remplacer + par —.

§

o N PN . - -
Page 22, formule @, aprés — pio, au lieu de —i—Z; lisez ~E-
i 7

2)

Pt

au liew de 8, 3, lisez o,.., 0

f2Xad

Page 23, dans o,

Page 26, depuis « 2° Pautre, jusqu’a ainsi », remplacer ce passage par le sui-
vant : « Pautre, étant joint aux autres parties de D,, donne pour
somme un déterminant qui ne differc de A que par changement
des lignes en colonnes. »

Page 26, au liew de 2 A, — LA, lisez 20 A, — 2)A.

Page 27, awliew de p, — p,, 0, 0,...,0, lisez p,, — pi,0, 0,...,0.
j=n Jj=n

Page 27, equation {1, 2], au liew de 27 lisez 2
= 7=3

Page 35, lignes 3 el 4, en remontant, au liex de : qui ne dépendent que d'un
seul, lisez : qui ne dépendent d’aucun.

dp, s lisez dp:

Page 58, dans ¢, au lieu de
dz, dx,

Page 58, ligne 3, en remontant,

do: - do:
dx27 C, dx,’

do, dp,

lisez ¢, 4, —_a’;v 1 Oy
& A2

au lieu de ¢, ,

PARIS, —— INPRIMERIE DE GAUTHIER-VILLARS, SUCCESSEUR DE MALLET-BACHELIER,
rue de Seine-Saint-Germain, 10, prés Ulnstitut.
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