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PREMIÈRE THÈSE. 

SUR 

LES PARAMÈTRES DIFFÉRENTIELS DES FONCTIONS. 

CHAPITRE I. 

RECHERCHE DES PARAMÈTRES DIFFÉRENTIELS. 

I. — Exposé de la question à résoudre. 

Dans un grand nombre de questions de Géométrie, et dans plusieurs 

théories de Mécanique et de Physique mathématique, on rencontre des 

expressions algébriques composées des dérivées partielles d'une ou de 

plusieurs fonctions, et qui jouissent de la propriété de conserver la 

même forme à quelque système d'axes rectangulaires qu'on les rap

porte. Nous citerons, comme exemples, la valeur du rayon de cour

bure dans une courbe plane f{x,y) = o ; l 'expression 

si souvent rencontrée dans la théorie des surfaces et dans la Méca

nique ; la quantité 



qui forme le premier membre de l 'équation qui régit les potentiels, la 

condensation dans un milieu fluide, la dilatation cubique et la quan

tité de chaleur dans un milieu solide d'élasticité ou de conductibilité 

constante, etc. 

Nous nous proposons ici de rechercher toutes les expressions diffé

rentielles de ce genre qui contiennent seulement les dérivées partielles 

d'une fonction V des n variables x1, x2,..., xn. Notre analyse s'appli

querait également bien, à la vérité, au cas où on voudrait faire entrer 

dans la composition des expressions cherchées les dérivées de plusieurs 

fonctions, et nous aurons même occasion de résoudre subsidiairement 

un de ces problèmes, mais nous nous contenterons d'examiner ici le 

cas d'une seule fonction, qui demande à être traité le premier comme 

étant le plus simple. 

II. — Cas où la fonction V ne dépend que de trois variables. 

Soit V une fonction des trois variables indépendantes x1, x2, x3 que 

nous supposons comptées sur trois axes rectangulaires. Posons, pour 

abréger, 

Changeons les axes en d'autres également rectangulaires, et soient x1, 

x2, x.A les coordonnées du point représenté primitivement par x1,x2,x3. 

Affectons les p d'accents pour leur faire représenter les nouvelles déri

vées etc. Les formules de transformation connues permettront 

d'exprimer au moyen des p' toute fonction F des p, et nous voulons 

déterminer F de telle sorte que les p' y entrent de la même manière 

que les p. 
La question présente deux difficultés : la première consiste en ce 

que les formules habituelles de la transformation des coordonnées ren

ferment neuf constantes, dont trois seulement sont arbitraires, et 

comme l'analyse dont il faut faire usage exigera, probablement, quelle 

qu'elle soit, qu'on annule les coefficients de celles de ces constantes 



qui sont indépendantes, on sera amené à des éliminations compliquées. 

Il existe, à la vérité, des formules dues à Euler qui n'introduisent que les 

trois constantes indépendantes; mais leur défaut de symétrie les rendrait 

peu commodes. En second lieu, ayant exprimé dans F les p en fonction 

des p', on n'aperçoit guère d'autre moyen, pour comparer entre elles 

les deux formes de cette fonction, que le développement suivant les 

puissances croissantes des constantes de la transformation ; et comme 

ces constantes sont finies, ce développement sera, non-seulement fort 

compliqué, mais encore sujet à certaines exceptions 

La considération de l'infiniment petit détruit ces difficultés. En effet, 

le second système d'axes étant pris infiniment voisin du premier, si la 

fonction F conserve sa forme dans le passage de l'un à l'autre, la même 

chose aura lieu quand on passera de ce dernier à un système infiniment 

voisin, et, de proche en proche, on arrivera à changer les premiers axes 

d'une manière quelconque. Or, le passage d'un système d'axes à un 

autre infiniment voisin peut s'effectuer par une rotation autour de leur 

axe instantané, et si c1, c2, c3 désignent trois quantités proportionnelles 

aux cosinus de cet axe et des premiers, si w est la rotation infiniment 

petite, et que v représente le rapport les cosinus des 

nouveaux axes avec les anciens sont renfermés, aux quantités près du 

second ordre, dans le tableau : 

3C oc 

I C3V — C 2 C 

OC 2 — c3v I c,v 

oc% — c , c I 

qui, ne contenant réellement que les trois composantes 

de la vitesse angulaire suivant les axes, peut être remplacé par 



x\ x'., 

I 0 )3 — &>-2 

X2 - M 3 
I &), 

x~ w 2 — Oui I 

où il n'entre plus que trois constantes, arbitraires et infiniment 

petites. 

III. — Extension de la méthode au cas d'un nombre quelconque 

de variables. 

Les considérations géométriques qui nous ont servi à exposer la 

question dans le cas de trois variables, et qui nous ont guidé dans le 

choix des constantes, cessent d'exister dans le cas général. Appelons, 

avec Jacobi, substitution linéaire orthogonale toute substitution opérée 

au moyen des formules 

où les a sont assujettis aux conditions 

Il est facile de reconnaître que les constantes arbitraires de 

ces formules pourront, lorsque les x\ devront être infiniment voisins 

des xt, et qu'on se bornera aux termes du premier ordre, être des infi

niment petits de cet ordre pris à volonté w i j 2 , M , 3 , . . . , w „ _ l > K , et qu'on 

pourra adopter pour les cosinus des nouveaux axes avec les anciens 

ceux du tableau : 



oc oc X 3 X,j 

xx 6)1,1 M l , ! « 1 , 3 « 1 , , ! 

X, « 2 , 1 M 2 , î « 2 , 3 « 2 , „ 

oc3 « 3 , 1 « 3 , 2 « 3 , 3 « 3 , » 

xn w „ , , W « , 2 W „ , 3 

auquel correspondent les formules de transformation 

xt — M , , , a:', + [ 0 1 , ! ^ ' , + . . , + « i , „ . r ' n , 

X 2 = : « 2 , 1 - I - « 2 , 2 * ' ' 2 - t - . . . - f - M 2 , n ' ^ ' „ , 

Ï 

X „ — M„,\X\ + « „ , 2 ^ - ' 2 - 4 - . . . - t - ( o n , I 1 i c ' n j 

il?', = « 1 , 1 Xi « 2 , 1 + -I- «„ , , 

a?'2 = M i , 2 ^ l -4- « 2 , 2 ^ 2 + . . . - + - « , , , 2 Xn, 

« l , n ^ l « 2 , R Xi + . . . ~\~ (tinfit^n . 

sous les conditions 
M r > ( . = I , M r , j + « s , r = O . 

En effet, les conditions d'orthogonalité se trouvent satisfaites par ces 

cosinus, ou du moins il ne s'en faut que d'infiniment petits du second 

ordre. 

IV. — Formation des anciennes dérivées en fonction des nouvelles. 

Des formules qui précèdent on déduit 

le dernier s'étendant à toutes les valeurs de j , , sauf j , — i,, parce 

que ce terme est mis à part. Dérivant cette première formule par rap
port à a?,-,, 



Cette expression renferme trois sortes de termes : ceux pour les

quels et en même temps ceux-là sont à négliger comme du 

second ordre; ceux pour lesquels j ' i = ii ou ja = ia; ceux-là sont du 

premier ordre ; et enfin celui pour lequel j , = i,, j \ = « 2, qui est fini. 

Donc 

les s'étendant à toutes les valeurs des j , sauf j1 =; i, pour le premier, 

et j2 — i2 pour le second. 
En général, on aura 

et, pour qu'un terme de cette somme soit à conserver, il faut que m — I 
des j soient respectivement égaux aux i auxquels ils sont accouplés. Il 

y a en outre un terme unique et fini qui correspond au cas où les j 

sont tous égaux aux i; ainsi 

(1) 

Cette formule convient également au cas où certains des i seraient 
égaux entre eux. 

V. — Formation des équations différentielles en F. 

Il faut maintenant substituer dans la fonction F ces valeurs des p. 

Chaque p étant égal au p' affecté des mêmes indices, plus une partie 

infiniment petite que nous représenterons, pour abréger, par dp', le 



développement de F, en négligeant toujours les infiniment petits du 

second ordre, sera 

q désignant l'ordre des dérivées les plus élevées qui entrent dans F. 

Cette équation doit avoir lieu quels que soient les w , et, par suite, 

Donc la fonction cherchée doit conserver, après la transformation, 

non-seulement la même forme algébrique, mais aussi la même valeur 

numérique. 

Égalons maintenant à zéro les coefficients des w. Considérons celui 

de wr,s et soit r inférieur à s; à cause de la relation wr,s = — w s , r , il 

faudra réunir les coefficients de ces deux constantes. Il résulte d'abord 

de la formule (1) que si, dans aucun des indices i n'est égal 

ni à r ni à s, aucun des qui forment cette expression ne peut conte

nir ni wr,s ni w s , r . Supposons donc généralement que sur les indices i, 

un nombre h, qui pourront être les h premiers, soient égaux à r, que les 

k suivants le soient à s, et que les m — h — k derniers soient différents 

de r et de s, ce nombre m — h — k pouvant être nul au besoin, mais 

jamais négatif. Indiquons, pour plus de netteté, par p{h,k,m)> le p qui 

présente cet ensemble d'indices. Sous les h premiers de 

M porte r en premier indice ; si donc on prend les seconds in

dices j1,j2,..... ,jh égaux à s, il en résultera h fois le terme 

sous les k suivants, w portes en premier indice; prenant donc J' A + 4 , 

j h w - i j h + k égaux à r, on a k fois le terme Quant 

aux restants, aucune hypothèse sur les j ne saurait y introduire 

1 



ni wr,s ni w s , r . Donc le coefficient de wr,s dans àp(h k m) est 

et le coefficient total de cette constante 

( 2 ) 

CJ indique l'ordre des plus hautes dérivées entrant dans F; le se

cond indique qu'on doit faire varier les nombres h et k des indices i 

qui sont égaux à r ou à s, de manière que h -+- k reste inférieur ou 

égal à m. 

En faisant varier de toutes les manières possibles les deux nombres r 

et s, on déduit de l'équation (2) un système de équations aux 

différentielles partielles que doit vérifier simultanément la fonction F. 

Toutefois, il faut observer que ces équations ont été réduites des seuls 

termes infiniment petits du premier ordre et qu'on eût obtenu de même, 

par la considération de ceux d'ordre supérieur, des équations différen

tielles du second, du troisième ordre, etc. Il peut arriver, ou que ces 

dernières ne soient que des conséquences des équations (2) , ou qu'elles 

expriment des propriétés de la fonction F différentes de celles qui lui 

sont imposées par ces mêmes équations. Dans le premier cas, l'inté

gration des équations ( 1 ) fournirait la solution la plus générale du 

problème. Dans le second, elle conduirait à une solution trop générale 

que les équations d'ordre plus élevé auraient pour effet de restreindre. 

Quoi qu'il en soit, il faudra intégrer les équations ( 2 ) ; mais il sera 

indispensable de vérifier ensuite si les fonctions obtenues sont réelle

ment indépendantes des substitutions orthogonales. 

VI. — Cas où F ne doit contenir que des dérivées du premier 

ordre. 

On a alors q = i , m = 1, et les seules hypothèses possibles sur h et k 

sont 
k = r , h• n = o ; fi — o, h• = 1, 



ce qui donne, en supprimant les accents désormais inutiles, 

On conclut de ces équations, écrites pour toutes les valeurs diffé

rentes de r et de s, 

o étant la valeur commune de ces rapports. Ceci donne pour différen

tielle totale de F 

où w représente la somme des carrés des p. Le premier membre étant 

différentielle exacte, et par suite aussi le second, il faut que f ne soit 

fonction que de zs, et alors la même chose a lieu pour F. La quantité 

a reçu de M. Lamé le nom de paramètre différentiel du premier ordre 

de la fonction V ; nous adoptons cette dénomination que nous étendrons 

à toutes les fonctions dont nous nous occupons ic i , et nous dirons 

que : 

Les seules fonctions différentielles du premier ordre qui ne changent ni 

de forme ni de valeur, par l'effet d'une substitution orthogonale , sont le 

paramétre différentiel du premier ordre et toutes ses fonctions. 

VII. — Cas où F ne contient que des dérivées du second ordre. — 

Intégration de l'une des équations (2). 

Dans ce cas, m = 2 et les valeurs à prendre pour h et k sont 

h= I, h =o; h — o, h = i ; h = 2, k=o; h = i, k = 1 ; h = o, & = 2. 

L'une quelconque des équations (2) est 

2. 



i devant prendre toutes les valeurs, sauf r et s, puisque les termes qui 

répondent à ces valeurs de i ont été séparés des Cette équation est 

linéaire, et il faut, pour en former l'intégrale générale, considérer le 

système simultané 

qui, étant formé de 2n — 2 équations, admet ce même nombre d'inté

grales renfermant chacune une constante arbitraire. Les rapports écrits 

sur la même ligne verticale donnent les n—2 suivantes 

i n'étant ni r ni s. Des trois rapports de la dernière ligne qui sont encore 

é gauxà 

on conclut les deux nouvelles intégrales 

Considérant ensuite le dernier rapport avec l'un de ceux de la pre

mière ligne, et tenant compte de 

on a 

ce qui donne 

Prenons les cosinus des deux membres, et observons que quand on 



adopte, comme nous l'avons fait ici, arc sin z pour valeur de 

on choisit l'arc de manière que son cosinus soit positif; ces cosinus 

seront donc toujours 

(les signes supérieurs étant pris en même temps dans ces formules et 

dans la précédente), et cette dernière deviendra ainsi, dans tous les 

cas, 

qu'on transforme aisément, en tenant compte des formules C et Ci, en 

Ces n — 2 intégrales, jointes aux n précédentes, forment un système 

complet de 2n — 2 solutions des équations simultanées, et sont toutes 

résolues par rapport aux constantes. 

D'où il résulte que l'équation (r,s) exprime que F peut être fonction 

arbitraire de toutes les variables p qui ne portent ni r ni s en indices, 

mais ne peut contenir les autres que dans les fonctions c, C, ci, Ci, où i 

n'est ni r ni s. 

VIII. — Nombre des fonctions distinctes qui sont intégrales 

communes des équations ( 2 ) . 

Dans le cas qui nous occupe, le nombre des équations (a) qui doi

vent être satisfaites simultanément est le même que celui des varia

bles pr,s, où r est différent de s. On pourra donc tirer de ces équations 

les valeurs des dérivées par rapport à ces variables, en fonction des 

dérivées de F prises par rapport aux variables restantes pi,i. Différen-

tiant ces valeurs, on introduira aux seconds membres des dérivées telles 

que qui reviennent à et se peuvent ramener par 

la substitution de à ne contenir que les De même pour 



les dérivées d'ordre plus élevé. Cela étant, supposons qu'on se donne la 

fonction des pi,i à laquelle F doit se réduire, quand on y suppose nuls 

tous les pi.j, où y n'est pas égal à i, on en pourra conclure toutes les 

dérivées de F par rapport aux et par suite toutes les dérivées sans 

exception dans la même hypothèse; si donc on développe F suivant les 

puissances ascendantes des pi,j, tous les coefficients de cette série seront 

déterminés, d'où l'on voit que la fonction la plus générale qui satis

fasse aux équations (2) doit se réduire à une fonction arbitraire des pi,i 

quand on y annule les pi,j. 

Soient y 1 , y 2 , . . . , o„, n fonctions des p qui satisfassent à la fois aux 

équations ( 2 ) , et qui soient telles en outre que, quand, après y avoir 

annulé les pi,j, on égalera à des constantes arbitraires les résultats 

obtenus, on puisse tirer des équations ainsi formées les valeurs des pi,i 

sans impossibilité ni indétermination; je dis qu'une fonction arbitraire 

de yi, y 2 , . . . , yn sera la solution générale des équations (2) . En effet, 

ces équations étant toutes linéaires et sans dernier terme, la fonction 

considérée leur est intégrale commune. Et c'est l 'intégrale générale; 

car, soient f ( P 1 , 1 , P 2 , 2 , . . . , P N , N ) une fonction donnée à volonté, et 

les n fonctions auxquelles se réduisent les © pour pi,j = o, on pourra, 

par hypothèse, déterminer les pi,i en fonction des sans indétermi

nation et réduire ainsi f à une fonction connue de Si donc on prend 

pour F la fonction qui contient les <p, comme celle-ci contient les s', 

F se réduira à f(p,,t> / ? 2 , 2 > - - - > pn,n) quand on annulera les ptj. 

La question se trouve donc ramenée à chercher n fonctions des p 

qui satisfassent simultanément aux équations (r, s) et qui, quand on j'

annule les pitj et qu'on égale les résultats à des constantes, forment un 

système de n équations propres à faire connaître les pi,i sans indéter

mination ni incompatibilité. 



I X . — Indication de la solution. 

Puisque nous avons trouvé, au § VII , la forme finie à laquelle 

l'équation (r, s) assujettit les fonctions cherchées, il ne reste plus qu'à 

composer, à l'aide de toutes celles de ces formes qui répondent aux 

diverses valeurs de r et de s, n expressions symétriques par rapport 

aux indices r et s, c'est-à-dire telles, qu'on puisse y permuter deux 

indices quelconques sans les altérer; car cette permutation, faite dans 

le système des équations (r, s), ne fait qu'en changer l'ordre. 

Écrivons la fonction c, sous la forme 

et ajoutons la fonction qui, 

à un facteur près qu'on doit regarder comme constant, rentre dans 

la forme c. Nous aurons formé le déterminant 

qui est intégrale de (r, s). Les autres équations admettent comme solu

tions des déterminants ternaires analogues ; et comme toutes ces fonc

tions sont des déterminants partiels du déterminant symétrique 

D — 

on est naturellement conduit à chercher si ce dernier ne serait pas 
l'une des solutions. 

D'autre part, en considérant les fonctions symétriques 



on y reconnaît deux solutions communes aux équations (r, s). Cela est 

évident pour la première, et le devient pour la seconde quand on 

l'écrit sous la forme 

où il n'entre que les fonctions c, C, ct, prises pour r = i , 5 = 2, et 
des constantes. 

Or la première de ces deux fonctions est la somme des déterminants 

principaux de D ; la seconde est la somme des déterminants principaux 

du second ordre. L'analogie porte donc à penser que les n solutions 

cherchées doivent être les sommes de tous les déterminants mineurs 

principaux d'un même ordre qu'on peut former avec le déterminant D. 

Remarquons, avant d'aller plus loin, que ces n sommes peuvent 

réellement entrer dans la composition de l'intégrale générale ; car, si 

on y réduit les pr,s à zéro, elles deviennent les sommes des produits de 

tous les pu combinés un à un, deux à deux , trois à trois, etc. , et par 

suite les pi,i, étant les racines de l'équation 

ont des valeurs déterminées. 

X. — Vérification de la solution. 

Par suite de la symétrie des formes à vérifier, il suffira de s'assurer 
qu'elles satisfont à une seule des équations ( r , s ) , par exemple à 
l'équation ( 1 , 2 ) . Dès lors tout p qui ne portera en indice ni 1 ni 2 sera 
regardé comme constant. 

Observons d'abord que les intégrales du § VII en entraînent d'autres, 

parmi lesquelles les deux suivantes nous seront utiles : 



on les vérifie aisément au moyen des rapports (r,s)'. Toutefois il est 

bon de remarquer, sur la fonction a i , j , qu'elle ne saurait entrer elle-

même dans l'intégrale générale, ou du moins que celle-ci n'en saurait 

être une fonction tout à fait arbitraire, mais qu'elle doit être paire par 

rapport aux expressions de cette sorte, parce qu'elles changent de signe 

par la permutation des indices. 

Ceci posé, considérons la somme des déterminants principaux du 

mième

 ORDRE DE D. CES déterminants sont de trois sortes : 1° s'ils ne con

tiennent ni les lignes ni les colonnes dont les éléments portent i ou 2 

en indice, ils sont constants; 2° si l'un d'eux ne contient que la ligne 

et la colonne qui répondent à l'indice 1, on peut toujours le grouper 

avec un autre qui n'en diffère que par le changement de l'indice 1 dans 

l'indice 2; 3°enfin les autres contiennent à la fois les lignes et colonnes 

relatives aux deux indices. 

Considérons d'abord le second cas. Soient D1 et D 2 les deux déter

minants que nous devons grouper ensemble. En leur enlevant à chacun 

la première ligne et la première colonne, il reste un même déterminant 

constant que nous appellerons c?, et quand nous supprimerons dans 

celui-là la r"me ligne et la s'Ème colonne, nous indiquerons le résultat 

par c r , s : alors 

Comme le déterminant D 2 se déduit de celui-ci par le changement de 

l'indice 1 en 2, leur somme est 

qui satisfait, évidemment à l 'équation ( i , 2), puisque, hors des on 

a la fonction C, sous le premier la fonction ct, et sous le double 

une quantité qui ne diffère que par une constante de car 

3 



Soit maintenant D' un des déterminants du troisième cas. Appelons 

encore â le déterminant qui résulte de la suppression des lignes et co

lonnes relatives aux indices i et 2 dans D' , c r , s celui qu'on trouve en 

ôtant dans d la riime ligne et la sième colonne, celui qu'on obtient en 

supprimant dans â les l ignes des rangs r et r' et les colonnes s, s' (les 

nombres p et a indiquant ici les numéros d'ordre des combinaisons 

rr', ss' dans l'ensemble des combinaisons deux à deux des m — 2 pre

miers nombres), nous aurons 

Le premier terme est le produit de c par la constante Sous le pre

mier les termes où les <? ont deux indices égaux donnent 

ce qui ne diffère de Cr que par une constante. Les autres, dépendant 

de , peuvent provenir de ce que le premier indice du â est r ou s, 

le second étant s ou r; en les groupant quatre par quatre, on a 

ce qui, développé, reproduit br,s. Prenant enfin les termes du der

nier on reconnaît qu'à des facteurs constants près ils sont des 

formes Donc D' satisfait à l'équation ( 1 , 2 ) , et par 

suite aussi la somme entière de tous les déterminants considérés. Ainsi 

nous pouvons énoncer le résultat suivant : 



Les seules fonctions uniquement dépendantes des dérivées partielles 
secondes d'une fonction V , qui conservent leur forme et leur valeur après 
une substitution orthogonale quelconque sont, le déterminant 

D = 

toutes les sommes qu'on peut composer avec ses déterminants mineurs 
principaux d'un même ordre, et n'importe quelle fonction de ces n quan
tités. 

Remarque. — Il resterait à la vérité, comme nous l'avons dit au § Y , 

à vérifier directement que ces fonctions jouissent de la propriété 

énoncée. Nous remettons à plus tard cette vérification, qui ferait double 

emploi avec une autre recherche. 

XI. — Cas ou la fonction F doit dépendre des dérivées des deux 

premiers ordres. 

Il faut ici ajouter à l'équation (r,s) les deux termes 

et au système des équations simultanées (r, s)' les deux rapports 

Il devient ainsi 

et comme il est formé de 2n équations, il a 2n intégrales contenant 

chacune une constante arbitraire. Les 2n — 1 fonctions c i , C i , c, C 

du § VII sont évidemment solutions. Pour les deux restantes, les deux 
3. 



premiers rapports donnent immédiatement 

et si l'on observe que cette fonction ne diffère de c, que par la suppres

sion du second indice i des p, que, d'autre part, la dernière fonction 

à trouver est l'intégrale de l'équation formée en égalant l'un des deux 

premiers rapports (r,s)" à l'un des suivants, le premier au dernier par-

exemple, on verra que cette fonction doit s'obtenir en supprimant 

l'indice i dans l'équation C, du § VII ; 

est donc la nième des fonctions cherchées. 

Puisque, clans le cas actuel, les équations (r,s) contiennent n varia

bles de plus que précédemment, le raisonnement du § VIII prouvera que 

la solution générale renferme 2n fonctions, p 1 , ç , , . . . , <p„, , 6 2 , . . . , tyn, 

qui doivent elles-mêmes être solutions communes, et se réduire, lors

qu'on y annulera tous les p r s , à de telles fonctions des pr et des prr 

qu'en les égalant à des constantes on en puisse conclure les valeurs de ces 

variables sans incompatibilité ni indétermination. Sur ces 2n fonctions, 

n sont déjà connues : ce sont les solutions du cas précédent, car elles 

satisfont aux équations du problème actuel, privées des termes en pr, 

et leur substitution dans ces termes donne zéro, puisqu'elles sont indé

pendantes des pr. 

Il n'en reste donc que n à chercher : nous y emploierons, comme 

ci-dessus, la méthode d'induction. Il est d'abord évident que l'une 

d'elles est 

En outre r s'écrit, comme on l'a vu pour C i , 

ce qui est un déterminant principal binaire de D, où l'on aurait inter-



calé la ligne et la colonne o p r p s , se coupant suivant l 'élément prin

cipal zéro. Il est facile de reconnaître que la somme de tous les déter

minants semblables est une solution; car, outre le précédent, elle en 

contient de deux sortes : 1° ceux où ne se trouve aucun des indices r, s 

sont constants ; 2 0 ceux où se trouve un seul de ces indices, et ils se 

groupent par deux, qui ne diffèrent que par le changement réciproque 

de r en s, et qui, dans la somme, fournissent 

or la dernière parenthèse est une constante, car elle résulte de la sup

pression de l'indice i dans la fonction pr,iprj + P s . i P s j du cas pré

cédent. Si l'on fait attention, en outre, que les divers termes de la 

solution p \ + p \ -+-... p„ s'écrivent 

et proviennent ainsi d'un élément principal de D, dont on aurait fait 

un déterminant binaire en y intercalant la ligne et la colonne o p r , 
il deviendra naturel de penser que les n fonctions cherchées sont les 

diverses solutions du cas précédent, dans chacun des termes desquelles 

on aurait introduit une ligne et une colonne identiques se croisant sui

vant l 'élément principal zéro, et composées des p affectés d'un seul 

indice égal à celui de la ligne ou de la colonne au rang de laquelle il se 

trouve. 

X I I . — Vérification de cette nouvelle solution. 

Les déterminants dont il s'agit ici sont ceux qu'on déduit de 



en y supprimant m lignes et les m colonnes identiques, sans jamais y 

comprendre celles où les p n'ont qu'un indice. 

Observons que l'équation ( 1 , 2 ) admet pour intégrales, outre 

er,s =P<,rP,,s -+-P2,rpits> 

qui se déduisent du § X par la suppression d'un indice. 

Ceci posé, considérons la somme des déterminants de l'ordre m -+-1. 

Comme ci-dessus, ceux où les lignes et colonnes relatives aux indices 1 

et 2 ont été supprimées sont constants. Appelons ( D , , © 2 ceux qui ne 

contiennent qu'une seule de ces lignes et colonnes et ne diffèrent l'un 

de l'autre que par son indice, qui sera 1 p o u r ® , , a p o u r © 2 . Soit 

enfin ©' un déterminant dépendant à la fois des deux indices. Prenons 

d'abord la somme (D 4 + © 2 ; conservons la notation â pour le déter

minant ffi, privé de ses deux premières lignes et de ses deux premières 

colonnes, <?r. pour le déterminant &, où l'on supprime la rieme ligne et 

où l'on ajoute en première ligne les m—2 p, à indice unique, qui con

viennent aux diverses colonnes, nous avons 

par suite, donne : des termes rentrant dans 7, 

des termes rentrant dans is, des termes 

résultant de la combinaison 

de C et de e,., enfin des termes en qui valent ensemble 

P' Pr' {p,,sP,,s' -+- Pl,,pi,,') + PrPs>{p,,sP,,r> + f j , , / ) ; / ) 

— P<Ps'(Pl,rPiy •+• Pl,rPl,r>) ~ p, Pr> ( p , , r p + p,,r p2,s'), 

et ne sont fonctions que des quantités er>s. 

Examinons maintenant le déterminant <©'. Soit D' celui qu'on obtient 



en y supprimant la première ligne et la première colonne, et à le ré

sultat de la suppression des deux premières lignes et des deux pre

mières colonnes de D ' . Il vient 

et, en développant les déterminants D ' r , s , 

Substituant ces valeurs, on trouve : dans 

des termes en â qui rentrent dans T, des termes en / qui sont de la 

forme a,2,, et d'autres termes en c?,/,/ qui sont de la forme <*,.< as>. La 

partie de 09 ' qui contient les simples donne ensuite : des termes D' r , r. 

qui, comme on l'a vu au § X, sont des intégrales, puisque r n'y est 



ni 1 ni 2 ; des termes en driS qui sont de la forme ]3,, et des termes 

en c^ j qui reviennent à a^aStS> et conviennent comme intégrales, 

puisqu'ils sont fonctions paires de xr>, ass>. Considérant enfin le 

double de te', on y trouve c en coefficient de c?; br>iSi en coefficient 

de â{^l, et ar<t,j> as'tS" en coefficient de à'fyl. La vérification est donc 

complète. 

Toutefois, il reste encore à s'assurer que les n fonctions satisfont 

aux conditions du § VIII. Or si, dans les déterminants principaux 

du (m -+- 1) ième ordre de ©, on annule les pr>s, on trouve que celui qui 

dépend, par exemple, des m premiers indices devient 

Les équations formées en égalant les sommes de ces résultats à des 

constantes se ramènent facilement au système bien connu 

qui est toujours compatible et détermine les inconnues, tant que son 
déterminant 

n'est pas nul, c'est-à-dire tant que les indéterminées p u sont diffé
rentes. 

Le résultat de notre recherche s'énonce donc : 

Parmi toutes les fonctions différentielles formées des dérivées des deux 
premiers ordres d'une fonction V, les seules qu'une substitution orthogo
nale ne fait changer ni de forme ni de valeur sont : i ° les sommes de 
tous les déterminants principaux d'un même ordre qu'on forme au moyen 



du déterminant Œ> 

soit en y conservant toujours la première ligne et la première colonne, 
soit en les supprimant toujours; 2° ou une fonction arbitraire de ces 
2n expressions. 

Remarque. — Il est clair que, parmi ces 2n fonctions, se trouve le 

carré du paramètre différentiel du premier ordre déjà trouvé au § VI. 

XIII. — Moyen plus rapide d'opérer les vérifications 

précédentes. 

Les vérifications des §§ X et XII ont été faites en n'employant que les 

propriétés les plus connues des déterminants. Ainsi présentées, elles 

sont longues et minutieuses. Le désir de les simplifier nous a conduit 

au théorème suivant, dont nous omettrons la démonstration, très-fa

cile du reste. 

Soit A un déterminant de n2 éléments ars, et 0 une suite de n 2 quan

tités 6r<s disposées en n lignes et n colonnes; formons les éléments du 

produit des déterminants A et 0 

substituons, aux éléments de la première ligne de A , les b qui portent 

les mêmes indices, et soit A, le déterminant obtenu; faisons ainsi pour 

toutes les lignes successivement, nous aurons 

A . - 4 - A , + . . . -f- A „ = ( 9 , , , -+• 6,,,-h...-+- 0 „ , „ ) A . 

Reprenons les quantités D' , D1 + D 2 du § X ; il s'agit de prouver 
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que leurs différentielles, quand on ne fait varier que les éléments dont 

les indices sont i ou 2, se trouvent nulles. Si on appelle X la valeur 

commune des rapports (r, s)', on a 

où nous entendons que la première ligne doit être substituée à la pre

mière de D' , ce qui fournit le déterminant D ' ( , la seconde à la seconde 

de D' , ce qui donne D ' 2 , . . . , puis qu'on doit ajouter tous ces résultats. 

Or, dans D', , on peut réduire les éléments de la première ligne 

à / ? ( , 2 ' — P u < > °> °» • • • > 0; il suffit pour cela d'y ajouter la seconde 

ligne changée de signe; dans D ' 2 , la seconde ligne peut être réduite à 

/ , 2 , 2 » — / J 2 , O o, o , . . . , o ; il suffit de lui ajouter la première. Ainsi ré 

duite, la somme D' t -+- D' 2 -+- . . . -+- D'„ rentre dans le théorème précé

dent, où l'on supposerait tous les 9 nuls, sauf 0 ) i 2 = 1, 5 2 1 = — 1. 

Dans tous les cas, les Qr<r étant nuls, cette somme est nulle, 

DD' = o. 

Soit maintenant D, + D 2 ; dD, ne diffère de dD' qu'en ce que la 

seconde ligne et la seconde colonne cessent de faire partie du ta

bleau précédent, et en ce que l'indice m doit être augmenté d'une 

unité. Le premier des déterminants entrant dans dD se décompose en 

d e u x : i ° l ' u n dont la première ligne est p l 2 , p.2yri, / ? , , , , . . . , p 2 r | , et 

qui résulterait de la suppression de la première ligne et de la seconde 

colonne dans le déterminant D'1 pour lequel m serait plus fort d'une 

unité; nous l'appellerons A; %° l'autre, étant joint aux autres parties 

de c?D|, forme une somme rentrant dans le théorème précédent pour 

Qr,r = o, et par conséquent nulle. Ainsi dDt se réduit à XA. On voit de 

même que dD2 se réduit à — XA, à cause des signes — qu'intro

duisent les différentielles des éléments de la première ligne de D 2 . 

Ainsi d(Bt -+- D 2 ) = o, ce qui vérifie complètement la solution du §IX. 

Ces raisonnements s'appliquent visiblement aux expressions o ' et 



(Di •+- ( D 2 du § X ; car elles ne diffèrent des précédentes que par l'inter-

calation d'une ligne et d'une colonne présentant seulement deux nou

veaux éléments variables, s'il s'agit de ©'; un seul, s'il s'agit de <s, ou 

de o 2. Après la différentiation, ces lignes deviennent o , p2, — p,, o , . . . , 

ou o, p2, o , . . . , ou o, — p,, o , . . . , qui laissent subsister l'application 

du théorème précédent; et en même temps les colonnes se trou

vent augmentées des éléments p2—p,, o,..., o , ou p2, o , . . . , o , 

ou — p,, o , . . . , o formant dans les tableaux analogues à dD' une co

lonne supplémentaire. Or, quand on exécute les transformations qu'on 

vient d'indiquer pour les deux premiers déterminants de d®', pour le 

premier de d(Q, ou de d&>2, tous ces éléments se remplacent par zéro, 

ce qui vérifie la solution du § XI. 

XIV. — Cas où les dérivées s'élèvent jusqu'au troisième ordre. 

Il faut alors, dans l'équation générale ( 2 ) , supposer q = 3 , puis 

successivement 

m =: 1 : h—i k — o , A = o k — \; 

m• = 2 : h = 2 k = o , h 1 k — 1, h=-o k = 2, h = 1 k — o , h = o k = 1 ; 

m = 3 : A = 3 k = o, h —2 k = i, h = i k — 2, à = o k = 3 , h —2 k — o, 

h = 1 k ~ 1, h = o k — 2, h = 1 k — o, h = o k = 1, 

et l'on obtient ainsi un système d'équations dont nous n'écrivons que 

celle qui répond à l 'hypothèse r = 1 , 5 = 2 , savoir : 

[1,2] 
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qui conduit à considérer le système simultané formé par la suite des 
rapports 

Ceux de la première ligne fournissent les mêmes intégrales c, C, ch C,, 

y, T que les questions précédentes. Les rapports suivants, jusqu'à 

celui qui contient dpiti! ne diffèrent de ceux qui les précèdent qu'en 

ce que les p portent un indice de plus. Ils donnent donc 

Pour lier ces deux suites de rapports l'une à l'autre, considérons 

l'équation 

nous en tirerons, comme dans un cas semblable, 

ou, en prenant les cosinus 

qu'on écrit aussi 

Venons aux quatre derniers rapports, et, pour la simplicité de l 'écri

ture, représentons par ce, p2,2,2 par x ' , p 1 , 1 , 2 par y, p1,2,2 par y', 



On en tire d'abord facilement 

On pourrait obtenir la troisième des intégrales cherchées d'une ma

nière fort simple, en apparence, en considérant les rapports 

d'où on peut éliminer, au moyen de c', c", les quantités x2 + xri, 

xy' -+- x'y. Il reste alors en effet l 'équation à deux variables 

qu'on ramène aux quadratures en passant des coordonnées rectan

gles y, y' aux coordonnées polaires r, 9, 

et on obtient ainsi l 'intégrale 

Mais, quand on repasse de ces arcs aux cosinus, et qu'on remplace les 

constantes c', c" par leurs valeurs, on tombe sur un résultat tellement 

compliqué, qu'il deviendrait impossible d'en faire, pour la suite, aucun 

usage. 

La considération attentive des rapports X fournit cette troisième in-



tégrale sous une forme bien plus simple. On en tire, en effet, 

d'où résulte 

Enfin, il nous faut encore lier entre eux les quatre derniers rapports 

et les précédents. C'est ce qu'on peut faire par l 'équation 

En y posant (x' -+-y) (x -+- y') — u, et transformant le dénominateur 

de du en puis intégrant, 

ce qui revient à 

ou bien à 

La forme finie à laquelle l 'équation [1 , 2] assujettit la fonction F est 

donc celle d'une fonction arbitraire des p qui n'entrent pas dans cette 

équation, et des quantités c i , Ci; c, C; ci,j, Ci; c',, C-; c", C"; c', c", C. 



XV. — Premier théorème pour la formation des intégrales 

communes. 

Avant de chercher à utiliser les fonctions que nous venons d'obtenir 

pour la formation des intégrales communes du système [r, s], nous 

démontrerons deux théorèmes qui sont de nature à faciliter le reste en 

permettant, une solution particulière étant supposée connue, d'en dé

duire un grand nombre d'autres. 

Soit a r s une fonction des pt ptj /> l ] / ; * satisfaisant aux équations 

et supposons les a, tels, que le changement de r en s ne produise que le 

changement de ar en as; les ai}i tels, que le déterminant A qui en serait 

formé soit symétrique par rapport aux indices; formons tous les déter

minants tels que 

prenons-les pour éléments d'un nouveau déterminant x 

ce dernier et toutes les sommes de ses déterminants principaux seront 

intégrales communes du système [r,s]. 

Plus généralement, faisons la somme de tous ceux des déterminants 

principaux du (m + i ) ' è m e ordre qu'on peut former dans A,,,-, en y pre

nant toujours la première ligne et la première colonne; cette somme, 

que nous représenterons par prend, quand ietj varient, va-



leurs; et, si on l'adopte comme élément d'un déterminant, 

ce déterminant et toutes les sommes de ses déterminants principaux 

d'un même ordre sont intégrales communes. 

Pour démontrer la première partie, remarquons que toutes les fonc

tions dont il s'agit ici étant symétriques par rapport aux indices, il 

soffit de les différentier en regardant comme constant tout ce qui ne 

dépend d'aucun des indices r et a, et de faire voir que ces différen

tielles sont nulles. Cela exige qu'on forme dAi,j. Or, en suivant la 

notation du § XIII, et en appliquant le théorème de ce paragraphe, on a 

car, sur les trois déterminants que ce tableau conduit à former, les 

deux derniers sont nuls. Cette circonstance ayant lieu pour tous, nous 

n'écrirons plus que la première ligne des tableaux analogues au précé

dent, et nous y ferons de suite la réduction facile qu'indique le § XIII. 

Nous aurons ainsi 



Ainsi, les éléments du déterminant A, satisfont à systèmes 

d'équations, telles que 

Donc, comme on l'a vu au § X , les différentielles de ce déterminant et 

de ses sommes de déterminants principaux sont nulles. 

Pour établir la seconde partie, il faut montrer que les équations dif

férentielles précédentes ont lieu entre les comme entre les A ; / . 

Or, est composé de quatre sortes de termes: ceux où les indices / 

et s de l'élément ars ont m -+-1 valeurs, toutes différentes de 1 et de 2 ; 

ceux où ils ont m de ces valeurs avec la valeur 1 ; ceux où ils ont ces 

mêmes valeurs et la valeur 2 ; enfin ceux où r et s ont les valeurs T, 2 

et m — 1 autres. Mais quelle que soit l'espèce de ces termes, on vér i 

fiera aisément que T M , T 1 2 , T 2 , 2 étant les trois termes qu'une même 

combinaison des a,, fournit dans ceux qu'une 

même combinaison des ar donne dans enfin T,-j étant l'un 

quelconque, des termes de on a toujours 

La démonstration est, pour les termes de la quatrième sorte, iden

tique à la précédente, et, pour les autres, les modifications à introduire 

sont trop légères pour qu'il soit nécessaire de les détailler. Nous avons 

donc bien 

Le nombre des solutions qu'on peut ainsi déduire du déterminant A 

s'élève à n2. 
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XVI. — Second théorème pour le même objet. 

Soient A , B deux déterminants satisfaisant aux conditions du para
graphe précédent; si dans A on remplace un groupe p de k lignes par 
les lignes qui occupent les mêmes rangs dans B , et que, faisant varier p 
de toutes les manières possibles, on ajoute tous les résultats, on obtient 
une solution. 

En outre, étant représentées par Am, B ( m > les sommes des détermi
nants mineurs principaux du mième ordre qu'on peut déduire de A et B , 
si, dans chaque terme de A ( m ) , on substitue au groupe p de k lignes 
celles qui occupent mêmes rangs dans les termes correspondants 
de B ( m ) , la somme de toutes ces expressions prises pour toutes les 
valeurs de p est encore une solution. 

Démontrons d'abord la première partie, et supposons que k se ré
duise à i . Soit A, le résultat de la substitution de la iiè"'e ligne de B à 
la iième ligne de A . Différentions en ne regardant comme variables que 
ceux des a et des b qui dépendent des indices 1 et 2 ; d'après l 'hypo
thèse 

dAt, dA2, dAj seront fournis par les tableaux 



qui, par l'application du § XIII, et en ne conservant que les lignes qui 

ne donnent pas naissance à des déterminants nuls, deviennent 

Ainsi dA, -+- dA2 est composé de quatre déterminants se détruisant 

deux à deux ; dA£- est nul quand i n'est i ni 2 . Donc 

On vérifiera, exactement de la même manière, que, si A^- est le ré

sultat de la substitution des lignes i et j de B aux lignes i et j de A , on 

a dA,t2 = o, dAf,i -+- dA2i = o, dAij = o ; d'où et 

ainsi de suite. 

Soit maintenant la somme des déterminants principaux du mième ordre 

de A , et supposons d'abord qu'on y substitue une seule l igne. Il suit 

de ce que nous venons de voir que les termes qui dépendent à la fois 

des indices 1 et 2 donnent lieu à des sommes dont la différentielle est 

nulle. Il en est évidemment de même pour ceux qui ne dépendent que 

d'un seul de ces indices, puisque leurs éléments sont tous constants. Il 

ne reste donc à considérer que les groupes de deux déterminants dé

pendant de m - 1 indices communs, et d'un seul des indices 1 et 2 . 
5. 



On a pour eux : 

et, en groupant les déterminants qui occupent mêmes rangs dans les 

deux parties de cette somme, on reconnaît qu'elle ne dépend que des 

fonctions 

dont les différentielles sont nulles. La même démonstration s'applique 

visiblement au cas où l'on substitue plusieurs lignes. 

Par l'emploi de ce théorème, on peut déduire des déterminants A et B 

un nombre de solutions égal à 

Parmi ces solutions se trouvent A et B eux-mêmes, et les sommes de 
leurs mineurs. 

XVII. — Premier système de solutions. 

Des fonctions c' et c" on déduit 

ce qui est la somme des carrés de toutes les dérivées du troisième ordre 

qui subsistent quand n se réduit à 2, à la condition que chacune de ces 

dérivées soit prise autant de fois que la permutation de ses indices la 



fournit. Cela conduit à essayer en général la fonction 

les indices étant supposés différents dans les du second membre. 

On vérifie sans difficulté que cette fonction est en effet solution, et 

comme on peut l'écrire sous la forme 

qui renferme les fonctions ctj, que d'ailleurs, par analogie avec ce 

qu'on a vu au § X relativement à l 'intégrale e i y , on est porté à sup

poser que la fonction satisfait à [1 , 2], ce 

qu'on vérifie facilement, on se trouve amené à considérer, en même 

temps que les sommes des carrés des dérivées, leurs sommes de pro

duits. Ces quantités sont au nombre de -, 

et on peut en former un déterminant symétrique, dont la solution pré

cédente dérive comme somme de ses éléments principaux. Soit donc 

et posons 

nous aurons, en entendant dans la suite que les indices i et j sont 

essentiellement différents, 



Comme a 2 ; 2 se déduit de a M en changeant l'un des indices i des p 

en l'indice 2 , et que cela produit le même changement dans les diffé

rentielles et les affecte en outre du signe — , on a 

Ensuite 



De même 

Ces calculs établissent donc que les atj sont liés par les mêmes 

équations différentielles que ai>;- è t> /- du paragraphe précédent. Ainsi r 

Le déterminant &, et les sommes de tous ses mineurs principaux du 

même ordre sont des solutions de la question. 



XVIII. — Second système. 

Le produit c'c" est 

D'ailleurs, 

En ajoutant ces deux quantités, on obtient 

Les trois derniers termes valent 

donc 

const, 

ce qui équivaut au déterminant binaire 

const.= 

Ainsi , lorsque n se réduit à 2, ce déterminant fournit par lui-même 

une des solutions, et, par la somme de ses éléments principaux, une 

seconde qui n'est autre que d. Cette circonstance nous conduit à le 

généraliser. Soient donc 



nous aurons 

Les B sont donc liés par les mêmes équations que les (a) (§ XV) ou 
6 



les p (§ XI) . Donc le déterminant 

traité comme le déterminant © du § XII fournit 2n solutions. 

Remarque. — Il est clair que si, au déterminant A, du paragraphe 

précédent, on adjoignait la ligne et la colonne o B1, B2... Bn, il en 

résulterait n — 1 nouvelles solutions. 

XIX. — Troisième système. 

Les fonctions c" et C; ajoutées donnent 

Cette somme et ses analogues jouent encore un rôle important dans la 

formation des intégrales. Posons : 

et remarquons dès l'abord que 

Différentions ces quantités comme aux paragraphes précédents ; il 

viendra 



Ensuite, 

parce que est intégrale de 
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De même, 

ensuite, 



De même 

puis 



Ceci posé, soit 

nous aurons 



Les quantités y i , y- satisfont donc aux équations des §§ VII et XVI. et par 

suite le déterminant 

et les sommes de ses mineurs principaux sont des intégrales com

munes. 

XX. — Divers autres systèmes. — Conclusion. 

La fonction 

traitée comme les précédentes, donne lieu aux calculs suivants : 



On peut donc dire la même chose du déterminant A des â;j que de 

ceux des §§ X V I I et X V I X . 

Enfin, prenons encore la fonction 



qui ne diffère de que par le changement de en ei. Comme on a, 

entre les si, 

c'est-à-dire les mêmes relations qu'entre les Bi, on aura de nouvelles 

solutions en formant un déterminant C, avec les éléments e,, comme 

a)b a été formé au § XVIII avec les j3,-, 

La solution complète de la question proposée consiste en une fonc

tion arbitraire de toutes les intégrales distinctes du système [r, s ] . Ces 

intégrales doivent être en nombre égal à celui des variables p diminué 

de nombre des équations [r, s], c'est-à-dire au nombre de 

Il est clair que les 2n solutions du § XII en font partie. Le détermi

nant ûE>, auquel on appliquera le théorème du § X V , fournira n2 solu

tions composées des pt, ptj, pij,k mêlés. Si on applique ce même 

théorème au déterminant iiï> du § XVIII, on en conclura, entre autres 

solutions, n déterminants, et si à chacun d'eux on joint le détermi

nant x pour le traiter comme l'indique le théorème XVI , on en dé

duira un nombre de solutions, parmi lesquelles, à la vérité, 

7 



-A- et les sommes de ses mineurs se trouvent répétées n fois, de sorte 

que ce nombre s'abaissera à Ce 

nombre est de beaucoup supérieur à celui des solutions qui restent h 

trouver D'ailleurs, on peut faire des déterminants 

r , A, £ un usage analogue à celui que nous venons d'indiquer, et en 
conclure un grand nombre d'autres solutions. 

Pour ne rien laisser à désirer, il faudrait, après avoir effectué ce que 
nous ne venons que d'indiquer, se livrer à une discussion approfondie 
des formes obtenues, afin de reconnaître celles qui peuvent former un 
système distinct et celles, nécessairement en grand nombre, qui ren
trent dans les autres. Ce n'est qu'alors qu'on pourrait être assuré 
d'avoir obtenu l'intégrale générale du problème. Mais cette discussion, 
dans le cas de n variables, serait sans aucun doute longue et difficile. 
Comme d'ailleurs la complication de nos résultats ne paraît pas destiner 
le paramètre différentiel le plus général du troisième ordre à de nom
breuses applications, nous n'insisterons pas sur ce sujet. Il est vrai que 
la discussion dont nous parlons pourrait conduire à des théorèmes 
intéressants peut-être sur le calcul et les propriétés des déterminants ; 
mais ce n'est pas à ce point de vue que nous voulons nous placer. 

Le reste de notre travail portera spécialement sur les paramètres 
différentiels du second ordre. 

CHAPITRE II. 

T R A N S F O R M A T I O N DES P A R A M È T R E S D I F F É R E N T I E L S . 

I. — Effets d'une substitution linéaire quelconque. 

Nous désignerons dorénavant par D , , D 2 , . . . , D„ les n paramètres 

différentiels du second ordre que fournit le déterminant D (§ VIII), 

par ffi>2,..,, <£>n ceux qui résultent du déterminant CD du § X. Le 

chapitre actuel a pour but de déterminer les formes que prennent ces 



fonctions, lorsqu'on les rapporte à des variables quelconques. M. Lamé 

(Leçons sur les coordonnées curvilignes) a résolu ce problème pour les 
fonctions D, dans le cas de trois variables orthogonales. M. Brioschi 

(Traité des déterminants) a donné !a transformation la plus générale 

de ces mêmes fonctions, et en outre de la fonction ®„ (pages 112 et 

1 1 5 - 1 1 8 de la traduction française). La marche à suivre est donc tout 

indiquée par les résultats acquis. Elle consiste du reste à exécuter ce 

que prescrit la théorie du changement des variables. Quoiqu'une partie 

notable de la question soit déjà résolue, le désir de présenter une 

théorie complète des paramètres différentiels nous la fera reprendre en 

entier; et nous allons considérer d'abord le cas d'une susbtitution 

linéaire quelconque. 

Soient x 1 , x'2,..., x,. n nouvelles variables liées linéairement aux 

anciennes par les formules 

(a) 

Si on représente par A le déterminant 

et qu'on désigne par A ( > / le coefficient de ai,j dans A , puis par ai,j le 

quotient on a 

et il en résulte 
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Les carrés et produits symboliques de ces expressions fournissent les 
dérivées secondes qu'on écrit aussi : 

Formons d'abord le déterminant D n . Il suit de ces formules qu'il est 
égal au produit du déterminant des a par 

Or, si on différence les valeurs ci-dessus des pt par rapport aux oc\, ce 

qui introduit les piti dans les valeurs des on reconnaît que ce dé

terminant est encore le produit du déterminant des a par celui des p'i,j. 



D'ailleurs le déterminant des a est le quotient par A" du déterminant 

dérivé de A , lequel est, comme on le sait, égal à A " - 1 ; ce quotient est 

donc d'où résulte, en appelant K le carré de A , 

(1) DyBV = A'D„V = KD.V, 

résultat déjà donné par M. Hesse [Journal de Crelle, t. XXVIII, p. 8 9 j . 

Le déterminant A 2 qui s'introduit ici présente cette circonstance 

remarquable que ses éléments sont de la forme 

qui est celle des premiers membres des conditions propres à exprimer 

l'orthogonalité d'une substitution; si la substitution est réellement or

thogonale : kiti = i, kjj = o et A 2 = 1 , ce qui vérifie que la fonction D„ 

est bien indépendante des substitutions de ce genre. 

Transformons de la même manière ©„. On trouve d'abord, par la 

substitution des que ©„ est le produit des déterminants 

dont le dernier n'est autre que Remplaçant ensuite, dans le pre

mier , les pi par leurs valeurs, et les par les dérivées de ces 

valeurs prises par rapport aux x', on reconnaît encore qu'il est le pro

duit de ©'„ par le même déterminant Donc 

( 2 ) <&nV = K<E>ttV, 



et cette formule vérifie en outre que (Qn\ est réellement indépendant 

des substitutions orthogonales. 

Occupons-nous maintenant de D A . En procédant de la même manière 

et appliquant un théorème connu du calcul des déterminants, on a 

a étant le numéro d'ordre de la combinaison s, s.2... sk parmi toutes 

celles qu'on peut former avec les n premiers nombres pris k à k. Si on 

remplace par leurs valeurs les éléments du second déterminant, on ob

tient pour valeur du second membre 

et il faut sommer cette expression par rapport aux r pour obtenir D „ . 

Or le facteur en p' est indépendant des r; la sommation par rapport k 

ces indices ne portera donc que sur les deux autres ; d'après une rela

tion connue sur la liaison des déterminants mineurs d'un produit et de 

ses facteurs, cette somme se transforme fort simplement. En faisant 

sortir, en effet, des éléments a. le facteur elle devient 

Or, on sait que si, dans le déterminant dérivé d'un primitif, on forme 



un déterminant mineur d'ordre k, il est égal à la (k — 1)ième puissance 

du déterminant primitif, multipliée par le mineur de ce dernier qui ne 

contient aucune des lignes et colonnes dont était formé le proposé. Rem

plaçant donc ainsi ces deux déterminants et indiquant généralement 

par A ce qu'on obtient en supprimant, dans le déterminant A , le 

groupe de lignes p et le groupe de colonnes a-, on obtient 

par suite du théorème ci-dessus rappelé. Ainsi 

( 3 ) 

Si , en particulier, la substitution est orthogonale, K^—i, K ^ . = o, 

et le second membre se réduit à la somme des déterminants mineurs 

principaux de D!,, ce qui vérifie bien que D A V est indépendant de la 

substitution orthogonale. Dans le cas général, on voit que cette somme 

de mineurs principaux du kième ordre se convertit en une somme de 

tous les mineurs, multipliés chacun par celui des mineurs du déter

minant K qui est indépendant de ses indices. 

Il est visible que tout ce que nous venons de dire sur D A s'applique 

à ( D A . Les modifications que la démonstration doit subir sont les mêmes 

qu'on a déjà faites pour passer de D„ à <©„. 

Remarquons, en particulier, les formules 

(5) 



IL — Paramètres différentiels du premier ordre d'un système 

de n fonctions. 

Soient maintenant 

n nouvelles variables auxquelles nous voulons rapporter les paramètres 

différentiels. Puisque ces paramètres différentiels n'éprouvent aucun 

changement lorsqu'on y remplace les xt par d'autres variables x, 

formant un système orthogonal et liées linéairement aux xt, les for

mules qui expriment ces paramètres en pt ne doivent point dépendre 

des dérivées de ces pt d'une manière arbitraire. Ces dérivées n'y peu

vent entrer que par l'intermédiaire de certaines fonctions telles, que la 

substitution des x, aux xt ne leur fasse éprouver aucun changement. 

Il convient donc de chercher avant tout ces dernières fonctions qu'on 

peut appeler paramètres différentiels du système des p. En désignant 

par la dérivée par p(j) la dérivée on aura en fonction 

de p[{]) comme au § IV, chapitre I, et on en conclura sans peine l'équa
tion 

qui résulte du coefficient de o>ns dans le développement de 

Les paramètres différentiels du premier ordre doivent satisfaire 

aux équations qu'on tire de celle-ci, en y donnant à r et s 

toutes les valeurs différentes possibles; et comme le nombre des varia

bles p est n2, le nombre des paramètres distincts doit être 

L'équation précédente conduit à considérer le système des 2 n - 1 



équations simultanées 

qui admet d'abord les n intégrales 

et donne ensuite 

c'est-à-dire que les n — 1 dernières intégrales sont : 

et il est facile d'en conclure que le paramètre le plus général du système 

des p est une fonction arbitraire : 1° des n paramètres du premier 

ordre de chacune de ces fonctions prises isolément : 

fonctions qu'on obtient en mettant pour r et s toutes les 
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combinaisons deux à deux des n premiers nombres dans 

En effet, si on suppose nuls tous les où r est inférieur à i, et dont 

le nombre s'élève à on a, pour déter

miner les dérivées restantes, les équations 

et on voit que la première c, donne 

et ainsi de suite; de sorte que ces inconnues sont 

toujours déterminées. 



Les quantités 

qui conservent leurs formes et leurs valeurs quand on opère dans les p 

une substitution orthogonale quelconque, sont donc les éléments qui 

déterminent la nature du système de variables formé par ces fonctions, 

et ce sont ou ces quantités mêmes ou leurs fonctions que nous devons 

introduire dans nos formules. 

Ces formules deviennent particulièrement simples lorsque le système 

des nouvelles variables est tel que hrs soit nul toutes les fois que r et s 

sont différents. Comme cette circonstance a lieu pour toute substitu

tion linéaire orthogonale, nous dirons alors, avec M. Lamé, que les 

variables p sont orthogonales. 

Quoique les formules relatives aux variables orthogonales soient 

renfermées dans les formules générales, nous croyons devoir les traiter 

à part, à cause de leur beaucoup plus grande simplicité. 

III. — Formules pour les dérivées des deux premiers ordres 

quand les variables sont orthogonales. 

Si, des équations (6), on tire les x en fonction des p, et qu'on re

mette ces valeurs dans ces mêmes équations, puis qu'on différence par-

rapport aux p, on a : 

(a) 

Désignons par 57 le déterminant 

8 . 



nous aurons 

Or, d'après les équations 

( 7 ) 

on reconnaît aisément que le carré de sr a tous ses éléments nuls, sauf 

les éléments principaux qui sont égaux à h1,1, h 2 , 2 , . . . , hn„. Si donc on 

représente, pour plus de simplicité, la quantité hr,r par A,2, on a 

( 8 ) nj = h, lu • • • /*;, ; 

d'autre part, le déterminant TS donne lieu aux identités 

qui, rapprochées des ( 7 ) , montrent que 

( 9 ) 

Donc 

(10) 

Cette formule fort simple permet de transformer les dérivées des p 
par rapport aux x en dérivées des x par rapport aux p, ou inversement. 
On aurait pu l'établir plus rapidement par la comparaison des équa
tions (7) et ( a ) . 

D'après cette formule, les équations (7) et (8) deviennent 

(7 bis) 



et 

Les premières montrent que la nature du système orthogonal peut être 

déterminée par les fonctions ^ (^ j r ) , tout aussi bien que par les 
i = i 

i — n 

fonctions ^ (jj^j ; de telle sorte que si les h étaient donnés en fonc-

tion des p, l 'intégration des équations (7 bis) donnerait les x en p, et 

par suite les p en x, c'est-à-dire ferait entièrement connaître la liaison 

du système p des nouvelles variables au système x des anciennes. 

On peut donner des formes un peu différentes aux relations d'or-

thogonalité en effectuant les déterminants n et « par colonnes. On a 

ainsi 

ou, en remplaçant 7SiiS, w,-jf par leurs valeurs, 

(7ter) 

Les équations (7) suffisent pour faire connaître immédiatement la 

forme du paramètre différentiel de premier ordre d'une fonction quel

conque V. Car 



les j étant différents des k sous les ^ du dernier terme. Donc, 

(11) 

Passons aux dérivées secondes. Pour une fonction quelconque V, 
on aura 

Ainsi , pour avoir ramené les dérivées à être prises par rapport aux p, 

il suffit d'y ramener la quantité r J ~ ( J ~ ^ " . Or nous avons, en supposant 

les ~ exprimés en fonction des x, et ceux-ci en fonction des p, 

(12) 

et cette dérivée du premier ordre s'exprimera facilement par (ro) en 



( 63 ) 
dérivées prises par rapport à p. Nous avons ensuite 

or, l 'équation ( 7 ) , écrite pour r—i, s — k, et dérivée par rapport 
à Xj, donne 

Donc, 

Cette équation s'écrit successivement, en tenant compte de (7 ) , 

( 1 3 ) 

Telles sont les deux formules fondamentales pour la transformation 
des dérivées secondes. Appliquons-les à la formation de D1V. Nous 

et, en tenant compte des ( 7 ) , 



Or, on tire des formules ( 1 2 ) et (13) : 

les j étant différents de r. Remarquant qu'on peut introduire, sous 

les les termes relatifs à j = r, parce qu'i ls se détruisent, ces ^ 

s'étendront à toutes les valeurs de j , et on aura 

Ajoutant toutes les expressions semblables qui répondent aux diverses 

valeurs de i, 

(14) 

Par là, D1 V devient 

(15) 

Avant de passer à la transformation des paramètres différentiels en 

général, nous ferons remarquer les équations suivantes obtenues en 



différentiant (10) : 

(16) 

(16) 

Ce sont là les équations du deuxième ordre qui détermineraient les x 

en fonction des p, si les h étaient connus. 

Toutes les formules du numéro actuel sont dues à M. Lamé, qui les a 

données pour le cas de n = 3. Nous nous sommes borné à les généra

liser, en suivant la marche de l'auteur. 

IV. — Transformation de DnV, ®nV. 

De l'équation 

on conclut 



et, dans ce déterminant, il est facile de reconnaître le produit, effectué 

par lignes, des deux suivants : 

Effectuons ce même produit par colonnes; nous obtiendrons un déter

minant dont l'élément qij sera 

ou bien 

Sous le 2 du dernier terme, tout se détruit, sauf le terme pour le-

d2 V 
quel s — j , qui vaut hf ^ • Il ne reste donc à calculer que les ex-

r — n 

pressions ^ ^i^f)' C'est ce qu'on fait aisément par les for-

mules (12) et (13) : 



et alors on a 

(17) 

l'indice r ne pouvant pas prendre sous le premier ^ la valeur r = i, 

tandis qu'il les prend toutes sous le second. La valeur de DnV est donc 

(18) 

q„,i qn,2- • • qn,n 

d2V 
c'est-à-dire que DnV est composé en qi,j comme en cfx.(ix; 

9. 



Remarquons en particulier la formule suivante, qui fournit Dnpi : 

(19) 

î)„ p/ — 

Occupons nous maintenant de (DnV. Si on remplace, dans ce déter

minant, les éléments de la première l igne, tels que ^ > par leurs 

valeurs 

on y reconnaît, comme ci-dessus, le produit effectué par lignes des 
déterminants 



En effectuant ce même produit par colonnes, on obtient pour élé-
d \ 

ments de la première ligne les pour ceux de la première colonne, 

des sommes telles que 

et pour les autres éléments, les qi,j. Ainsi 

(20) (OnV 

(finV est donc le produit de zs'2 par un déterminant composé en ~ 

1 d \ d2Y 
et jjÇij comme en 7 ^ et ^ x , ^ x ; En particulier, on trouve 

( 2 1 ) 

V. — Formules p o u r « r D A V , © / tV. 

Considérons l'un quelconque des déterminants qui composent D A V, 

d2 V 
et substituons aux éléments -t—-y— les mêmes valeurs qu'au numéro pré-

KJJJO i Cl tXf j 

cédent. Il suit d'un théorème déjà employé (§ I) que ce déterminant 

se transforme de la manière suivante : 



Formons maintenant le déterminant 

et remplaçons-en les éléments qi,j par leurs valeurs 

le même théorème donnera 

Or, pour former DkV, il faut sommer tous les déterminants de la pre

mière forme par rapport aux s, et on trouve absolument le même ré-



sultat en sommant ceux de la seconde forme par rapport aux r. D'où 

résulte 

( 2 2 ) 

c'est-à-dire que D A V est composé de la même manière, soit en j~j^r-

soit en qi,j. 

On montrera absolument de même que 

(23) • >\ V 

On peut encore énoncer toutes ces transformations en disant que. si 

on désigne par q'i,i, q'i,j les expressions 

(17 b i s ) 

chacun des déterminants entrant dans un des paramètres différentiels 

se trouve remplacé par un déterminant composé exactement de même, 
dV ,. , d\~ , ,. , d*V „ t w • 
en -j— au heu de -j—> et q' . au lieu de j—-j—• hn outre, ce détermi-
dpi dxi ' ' - J dxidxj 

nant se trouve multiplié par celui des mineurs de ro2 qui dépend des 

mêmes indices. 



V I . — Équations différentielles entre les h et les p. 

Les n fonctions h qui déterminent la nature du système des variables p 

satisfont à deux groupes d'équations aux différentielles partielles, que 

M. Lamé a fait connaître, dans le cas de n = 3, et dont il a fait d'im

portantes applications. Nous suivrons encore ici les calculs de ce savant 

géomètre. 

En différentiant par rapport à p k la valeur de ^ (j/^J donnée par (1 3), 

et par rapport à pj celle de ^ ~ ( ^ ^ ~ ^ ' , on obtient deux expressions né

cessairement égales, quel que soit du reste le système des variables 

orthogonales x au moyen desquelles on exprime les p . Posons, pour 

simplifier, — Hi, la formule (13) donne 

d'où, en remettant, pour les ^ (^farj qu'introduit la différentiation, 

leurs valeurs tirées de ces formules : 

La seconde valeur de cette expression se déduira de celle-ci par la per
mutation des indices j et k. Elle est donc 



L'égalité de ces deux expressions doit avoir lieu quel que soit le sys

tème des x . Or nous avons vu que cette indétermination laisse arbi

traires —— des dérivées qui peuvent être celles que l'on veut 

choisir. Donc les trois dérivées 4̂ /.* qui entrent dans les ex-

pressions précédentes, sont tout à fait à volonté, et les coefficients 

qu'elles possèdent, quand on en exprime l 'égalité, doivent être identi

quement nuls. Parmi ces coefficients, celui de ^ j - se détruit, celui de 

-r— donne 
axr 

( 2 4 ) 

celui de donne une équation toute semblable. La forme (24) ren-

e n(n — i ) ( » — 2 ) , 
ferme ^ équations. 

Différentions main tenan t^ - (^J^J par rapport à pj, et i^^) par 

rapport à p t : 
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En égalant à zéro les coefficients des n dérivées arbitraires qui existent 

dans cette égali té, on obtiendra les équations du second groupe. 

Le coefficient de ^ > pour s différent de i et de j , est le premier membre 

de l'une des équations (24) et ne donne rien de nouveau ; celui de 

est nul de lui-même; celui de est 

ce qui donne les — - équations de la forme 

(25) 

Ces équations permettront de déterminer les H en fonction des p, 

lorsqu'on aura sur le système de ces dernières variables quelques don

nées suffisant pour le déterminer. Les H une fois connus, on a vu 

ci-dessus comment les équations 7 bis, 7 ter, ou 1 6 , achevaient de faire 

connaître les 0 en fonction des x. 



VII. — Formules p o u r les dérivées des deux premiers ordres, 

les variables étant quelconques. 

Supposons toujours, entre les p et les x, les équations (6); mais n'as

sujettissons plus les p à former un système orthogonal. Désignons 

par h2i,j les fonctions différentielles qui déterminent la nature du sys

tème des p 

(26) 

Si, des équations (6), on tire la valeur des x en p, et qu'on substitue 

dans ces mêmes équations, puis qu'on différence par rapport aux o, 

on aura, comme au § III, 

( a ) 

Si, de même, dans les valeurs des x en p, on remet les valeurs des p 

fournies par les équations (6), puis qu'on dérive par rapport à x, on 

aura 

Continuons à représenter par rs et « les mêmes déterminants qu'au 

§ III, les équations (a) et (b) donneront 

(27) 

La première de ces formules permet de transformer les dérivées par 

rapport aux x en dérivées par rapport aux p. En particulier, on en 

conclut 

(28) 

10. 



ce qui est une équation différentielle partielle du premier ordre per

mettant d'obtenir les x en fonction des p quand les h sont connus. Si, 

de même, on pose 

(29) 

et qu'on suppose ces quantités connues, on aura pour déterminer les p 

en fonction des x 

( 3 o ) 

Les quantités k, en même nombre que les quantités h, forment 

comme elles un système de fonctions propres à déterminer la nature 

de la substitution p. Ces quantités sont en effet fonctions les unes des 

autres. Remarquons d'abord que les carrés zs2 et w 2 des deux détermi

nants S T et w sont 

et que les seconds membres des équations (28 et ( 3 o ) sont les sommes 

des produits des déterminants mineurs d'ordre n— 1 soit de « , soit 

de 73, pris pour des groupes de lignes fixes et pour tous les groupes 

possibles de n-1 colonnes. D'après un théorème connu, ces équa

tions se transforment donc en 

( 3 1 ) 

et ces formules montrent bien que les h déterminent les k, ou inver

sement. 

Les relations ( 2 7 ) et ( 3 1 ) entre les deux sortes de dérivées en entrai

nent de plus générales qui nous seront utiles dans la suite. Considérons 

celui des déterminants mineurs de « qui ne dépend ni du groupe de 



lignes p, ni du groupe de colonnes a, et notons le u ^ . , en supposant 

que son ordre soit p . D'après (27) , ce déterminant est égal à —p multi

plié par celui des déterminants mineurs du dérivé de qui dépend 

des mêmes indices. Or, ce dernier est égal à rzp~l multiplié par le dé

terminant mineur de rs qui ne dépend point de ces indices ; notant donc 

ce dernier zs(l~plr. pour indiquer qu'il est composé des n — p lignes p 

et des n — p colonnes a, on a 

( 3 2 ) 

et, de même, 

( 3 3 ) 

d2x 
Occupons-nous maintenant des dérivées secondes -,—~~- Différen-

r dptdpj 

lions par rapport à ps la valeur (2g) de Nous aurons 

Toutes les équations semblables, au nombre de — - - ^ — — . 
2 

forment un système linéaire par rapport aux 'Al^iTjilZLnl) dérivées 

secondes cherchées, et on en pourrait déduire ces quantités, qui se

raient alors exprimées par des déterminants d'ordre égal au nombre 

de ces équations. M. Brioschi ramène ces déterminants au nieme ordre 

de la manière suivante. Dérivons k^eik;^, l'un par rapport à pL, l'autre 

par rapport à p y , il viendra 

et comme ces deux équations et la précédente ne renferment que trois 



différents, on peut déterminer chacun d'eux. On a donc 

Nous désignerons par l[s). la combinaison des trois dérivées en p qui 

forme le second membre, et alors 

Résolvant le système des n équations linéaires qui proviennent des n 

valeurs de s, on a 
s — n 

ce qui est l'équation différentielle du second ordre qui correspond dans 

le cas général aux équations (16) du § III. Il est clair qu'en vertu 

de (27) on peut écrire aussi 

VIII. — Transformation générale des D n , ©„V. 

On trouvera d'abord, comme au § IV, que DnV se décompose en un 

produit des deux mêmes déterminants. Multipliant alors les colonnes 

du premier de ces déterminants par les lignes du second, représentant 

par Q le produit, par qi,j son élément, 

on a 

ou bien 

( 3 6 ) D„V = II .Q. 



Il ne reste donc qu'à former les qtj. Or, de 

on tire 

D'ailleurs, 

donc (37) 

et en particulier, si V = pk, 

( 3 7 ) 

Le calcul relatif à <ô„V est tout à fait analogue. Cette expression se 

décompose d'abord en les deux mêmes déterminants qu'au § IV. Mul

tipliant les colonnes du second par les lignes du déterminant w, auquel 

on aura joint la ligne et la colonne 1 , o , o , . . . , o , et appelant ^ l e déter

minant obtenu, ^ ne sera autre chose que Q, auquel on joindrait la 
,. t . , d \ d \ dV 
ligne et la colonne o - j -j—, et on aura 

0 dp, dp, dpn 

(38) ©„v = n.'5. 

Ainsi D„V et cô„V sont les produits de n par des déterminants formés 
dV dV d 2 \ 

en —j—, comme D„ et ffl„ le sont en ; — T — -
a pi dxi dx, dxj 

Les formules de ce paragraphe sont celles de M. Brioschi. 



IX. — Formules générales pour DkV, (%V. 

Reprenons le déterminant du § V. La décomposition indiquée par la 

première égalité de ce paragraphe continue d'avoir lieu. Considérons 

maintenant le produit Q ^ . ' P j _ t û ^ ' , où Q ( A ,

( , , _ r indique le résultat ob

tenu en effaçant dans le déterminant Q toutes les lignes, sauf celles 

dont les indices r,, r,,. . . , rk forment la combinaison p , et toutes les 

colonnes, sauf celles dont les indices t,, t2,. . ., tk forment la combi

naison r. Remplaçons, dans ce produit, it^' par la valeur 

il devient 

Sommons cette expression par rapport à p et t, nous aurons 

Le dernier de ces ̂  est le déterminant mineur contenant les lignes p 

et les colonnes a dans le déterminant produit de Q par w, produit dont 

l'élément est 



Le second membre de l'équation précédente est donc 

et si on remplace Wp% 4 ) par • ^ • o ^ p * ) _ o . 5 puis w 2 = ^ par on reconnaît 

que la quantité 

est la somme de tous les déterminants tels que celui qui est traité au 

commencement du § V, où les s forment toutes les combinaisons pos

sibles des n premiers nombres k à k. Or, cette somme est précisément 

DkV. D'ailleurs, dans l'expression que nous venons d'obtenir, on peut 

9}n~k) 

r e m p l a c e r - ^ - par U^JPt^r. On a donc 

( 3 9 ) 

On démontrera, exactement de la même manière, que 

( 4 0 ) 

x L ^ , étant un déterminant mineur du {k-+- i ) e ordre de ^ , qui s'en 

déduit comme Q ^ P j _ a . de Q, mais en conservant toujours la première 

ligne et la première colonne. 

On voit donc que toutes ces transformations peuvent être énoncées 

sous forme d'un théorème unique. 

Soit formé le déterminant II, qui a pour éléments les paramètres 
11 



différentiels du premier ordre h'ij du système des nouvelles variables, 
dV 

et un autre déterminant 9 , composé en ^— et qitj, comme û)nV l'est 

en 4— • • } — j — ' l'un quelconque des paramètres différentiels du second 
d x L d x i d x j i - i r 

ordre de V est égal à la somme des produits de chacun des détermi

nants mineurs de ^ par celui de II qui dépend des mêmes indices, ces 

déterminants mineurs devant être tous du même ordre que ceux qui 

forment le paramètre différentiel qu'on transforme et devant tous con

tenir la première ligne et la première colonne de ^ , ou ne les contenir 

jamais, suivant que le paramètre considéré provient de déterminants 

contenant ou ne contenant pas la première ligne et la première colonne 

de ©n. 

Et bien plus simplement encore : Si on conçoit les déterminants ^ 

et II, qu'on joigne à ce dernier la ligne et la colonne 1, o,..., o et 

qu'on effectue le produit, les paramètres différentiels sont toutes les sommes 

de ses déterminants principaux du même ordre prises, soit en supprimant 

toujours la première ligne et la première colonne, soit en les conservant 

toujours. 

X. — Formule particulière pour D1 V. 

Considérons, en particulier, la fonction D,V, que sa forme linéaire 

rend la plus importante de toutes. On peut en donner une transforma

tion plus simple que celle qui précède. D'après le dernier énoncé, 

D'autre part, les équations 



entraînent 

d(M,) d(k2,.) , . „ • , , 
Ceci posé, les termes en ——— et — : — se transforment, a l'aide de 

1 a p , . a ps 

ces équations, en d'autres qui renferment les dérivées des h. Ceux en 

— ~ - donnent 
a Or 

parce que sous le 2 relatif à i, cet indice ne peut prendre que la va-
d(hfr) , , , . V d \ d(h;.,,) -, 

leur s. Les termes en — j 1 - 1 valent de même — > > , -, ; — ' l l s 

d ps ^ u pr a ps 

sont donc identiques aux précédents et mettent D1V sous la forme 

Remplaçant au dernier terme h2,, par ^ > on l'écrit 

Le premier équivaut à 

11. 



Donc 

(41) 

formule démontrée d'une autre manière par M. Brioschi. 

XI. — Équations différentielles partielles entre les kftJ- et les p ( „ 

Ici, comme dans le cas de variables orthogonales, on obtiendra des 

relations entre les ktj et les p, en égalant entre elles les dérivées 

d / d x,. \ ^ d f d xr \ e j s o j t j u r e s i e l e système des x. 
dpk \dpidpjj dpi \dpicdpjf 1 n J 

Puisque 

où nous entendons par- la dérivée partielle de w v . par rapport à 

l'élément Cette dérivée n'est autre chose que le déterminant ob

tenu en supprimant, dans w v , la ligne v et la colonne u; puis multi

pliant par + i ou — i , suivant que les nombres s,v et r,u sont ou 

ne sont pas rangés dans le même ordre de grandeur. Dans le premier 

file:///dpidpjj
file:///dpicdpjf


cas, il résulte de (32) que cette dérivée est 

dans le second, elle sera donc de signe contraire, et comme ce déter

minant binaire change de signe, quand on y intervertit soit s et v, soit 

r et u, il s'ensuit qu'il représente toujours la dérivée proposée, pourvu 

que s,v et r,u soient pris dans l'ordre s,v r,u suivi dans la dérivation. 

Remplaçons donc, dans l'équation précédente, cette dérivée, ainsi que 

<ùSiT, w„ ) a , par leurs valeurs, et remarquons que «sr = i , nous aurons 

et, en effectuant les sommations par rapport à u, 

Changeons, dans ce résultat, i en k et inversement pour en déduire 

d l d x r \ e t ^ „ a j o n g 

dùi \dxudpjj 3 

et comme les n dérivées ^p- qui entrent dans les deux membres sont 
dXr

 1 



arbitraires, leurs coefficients doivent être séparément égaux; ce qui 

donne, entre les k]tj et les p, les équations 

En y remplaçant h;t par il n'entre, dans cette équation, que 

des k. Elle est ainsi 

Ces équations permettront, quand le système des variables p ne sera 

pas connu, mais seulement défini par des conditions capables de le dé

terminer, de trouver les expressions des k en fonction des p . Les équa

tions (33) donneront ensuite les h, et on en tirera les x en fonction 

des p , soit des équations du premier ordre ( 2 8 ) , soit de celles du 

second ordre ( 3 5 ) . 

Remarque. — Les équations (24) et (25) en H ne peuvent être que 

des cas particuliers de la précédente. Toutefois, comme cette dernière 

ne paraît avoir avec elles aucun rapport de forme, il ne sera peut-être 

pas inutile de montrer comment on les en déduit. Lorsque les variables 0 

sont orthogonales, on a, d'après (29) et (7 bis) 

Il en résulte 

Par conséquent, le second membre de ( 4 2 ) ne donne de termes exis
tants que si u = v. Alors 



Supposons i ^ k ^ j ; il faut, pour que les deux membres ne soient pas 

nuls en même temps, que s ait l 'une des valeurs i, J. Soit s — j , 

Sous le /• ne peut recevoir d'autres valeurs que i, j ou k. On a donc 

ou bien 

ce qui est ( 2 4 ) . 

Soit maintenant i = k, on ne peut supposer que i^j. Quant à s, il ne 

saurait avoir ni la valeur i, pour laquelle les deux membres s'annu

lent, ni des valeurs différentes de i et de j . Il faut donc supposer s = j. 

ou bien, en séparant les termes provenant de r — i, r j , de sorte 

que r ne prenne plus ces valeurs dans le 

ce qui revient, en étendant maintenant l e ^ à toutes les valeurs de r, à 



ou bien à 

c'est-à-dire à l'équation (25) . 

CHAPITRE III. 

DE LA DISCUSSION DES FONCTIONS ET DES ÉQUATIONS. 

De même que , pour connaître une ligne courbe, une surface, un 

mouvement, il ne suffit pas d'en avoir obtenu les équations, et qu'il 

reste encore à les discuter, de même, lorsqu'on possède la liaison ana

lytique qui existe entre une fonction et les variables dont on la fait 

dépendre, il reste encore à discuter l'équation qui la représente, de 

manière à connaître pour tout accroissement infiniment petit donné aux 

variables l'accroissement correspondant de cette fonction. Nous allons 

nous occuper de ces discussions, parce que les paramètres différentiels 

y jouent un rôle important. 

I. — Sur le mode de discussion. 

Une même fonction F ( x 1 , x2,..., x„) peut donner lieu à deux genres 

de discussions distincts. Ou bien on veut suivre les variations de la 

quantité même qu'elle représente et que nous indiquerons par V. 

*\ — F ( 301 * OC 2 j • • * 9 OC' n J j 

ou bien on égale cette fonction F à une constante, zéro par exemple, 

et on veut connaître la nature de la liaison que cette équation établit 

entre les quantités variables x,, x2—, x n . A la vérité, cette dernière 

considération rentre dans la première, puisque x„ est alors une fonc

tion de x,, x2,..., xn_,, dont il suffirait de connaître la variation; mais 



il peut arriver que toutes les variables x1, x 2 , . . . , x n soient des quan

tités de même nature, et que, rien n'indiquant laquelle d'entre elles 

doit être subordonnée aux autres, il soit désavantageux de rompre la 

symétrie naturelle qu'elles présentent, en ramenant l 'équation à la 

forme x n = f ( x t , x 2 , . . . , 

Ceci posé, à part les cas où, la fonction F étant fort simple, on peut à 

l'aide du calcul arithmétique et des tables de transcendantes déter

miner ses valeurs ou celles du système x , , x 2 , . . . , x n qui satisfont à 

l'équation F = o, la discussion ne pourra se faire que d'une manière 

approchée. On se contentera donc de connaître les accroissements cher

chés aux infiniment petits près d'un ordre donné, et nous nous borne

rons ici à employer dans les valeurs de ces accroissements les infini

ment petits du second ordre, les paramètres différentiels dont nous 

voulons faire usage ne permettant pas une approximation supérieure. 

Dans tous les cas, quel que soit l'ordre d'approximation qu'on désire, 

la méthode de discussion consiste à déterminer, pour chaque système de 

valeurs des variables indépendantes, des fonctions simples et bien 

connues qui possèdent les mêmes accroissements que F, de sorte qu'en 

substituant ces fonctions à F, on obtienne avec une approximation dé

terminée les accroissements cherchés. C'est ainsi que procèdent, par 

exemple, la Mécanique et la Géométrie, quand il s'agit d'étudier les 

modifications d'un mouvement, ou les inflexions d'une courbe, d'une 

surface, etc. 

II. — Conventions et remarques. 

Comme nous nous proposons de faire varier dans la fonction V, non 

pas chaque variable isolément, mais le système entier de ces variables, 

nous donnerons à ce système, comme en Géométrie, le nom de point. 

La suite des points qui satisferont à n —- i équations linéaires formera 

ce que nous appellerons une droite. Une seule de ces équations sera ce 

que nous appellerons un plan. 

Un point étant défini par les variables x 2 , . . . , x„, ces variables 

pourront être dites les coordonnées du point, et en égalant à zéro n — i 
d'entre elles, on aura n droites convenant chacune à une suite de points 

qui ne différeront que par une coordonnée. Ces n droites seront dites 
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axes du système des coordonnées x { , x 2 , . . . , x„. Elles seront à volonté. 

S i , entre les n coordonnées x { , x 2 , . . . , x n et n autres variables 

x \ , x \ , . . . , x'n, on établit n relations, et qu'on remplace tous les sys

tèmes x , , x 2 , . . . , x n des variables primitives par les systèmes corres

p o n d a n t s ^ , x ' 2 , . . . , x'n, on dira qu'on transforme les coordonnées, et 

les systèmes qui se correspondront ainsi seront dits représenter le même 

point. Nous adopterons, en un mot, toutes les expressions de la Géo

métrie en vue de simplifier le langage, et en n'y attachant que le sens 

analytique qui leur reste quand on fait abstraction de toute représen

tation au moyen de l 'espace. 

On vérifiera facilement que la plupart des propositions fondamen

tales sur les droites et les plans continuent de subsister. Par exemple : 

deux points déterminent une droite, n — i plans concourent suivant 

une droite; n — i droites concourantes déterminent un plan, e tc . ; 

d'autres, au contraire, n'ont plus l ieu; ainsi, deux droites d'un même 

plan ne sont généralement pas concourantes. 

Deux points (x,, x 2 , . . . , x n ) , ( x \ , x ' 2 , . , . , x'„) étant donnés, on peut 

former au moyen de leurs coordonnées une fonction et une seule qui 

conserve sa forme et sa valeur, quelque substitution orthogonale qu'on 

opère. C'est la fonction \l(x\ — x , ) 2 + [x\ — x 2 f + . . . + (x'n — x,,)'1. 

Car si on applique à cette question la méthode suivie dans le premier 

chapitre, en ayant soin toutefois d'ajouter aux formules de transfor

mation du §111 les termes constants w,, w 2 , . . . , «„ , on obtiendra entre 

les x et la fonction F absolument les mêmes équations qu'au chapitre II, 

§ II, entre F, les p et les p ' ; ce qui donnerait pour solution les trois 

fonctions 

OC \ ~~h* OC 2 ~ |~ . • • ~\— OC^ j OC j —f- OC 2 • • , —{- OC t~ f OC\OC, OC-i X 2 —f- . • . —f— OCn OC n J 

mais les coefficients des termes constants donneront en outre un second 

système de n équations aux différences partielles, d'après lesquelles la 

fonction F ne peut dépendre que des différences x \ — x , , x ' 0 — .r , , . . . . 

x'„ — x n , et ne saurait être autre, par conséquent, que 

Nous représenterons cette fonction par L, et nous l'appellerons la dis

tance des deux points proposés. 



Étant donnés trois points ( x r , x 2 , . . . , x n ) , {3c\, x ' 2 , . . . , x'n), 

(x\, x \ , . . . , x"„), leurs coordonnées donneront lieu à six fonctions con

servant la même valeur, quelle que soit la substitution orthogonale 

qu'on emploie. Parmi ces fonctions se trouvent les trois distances et les 

fonctions 

(x\ — x , ){x'\ — x,) -4- (x\ — x,) {x"., — x , ) 4- . . . -4- {x'n — x„) [x"n Xn). 

Cette dernière, divisée par le produit des distances du premier point 

aux deux autres, sera ce que nous appellerons le cosinus de l'angle des 

directions qui joignent ces deux points au premier. Les équations d'une 

droite qui passe en un point A (a,, a 2 , . . . , an) étant mises sous la 

forme 

OC | Cl\ OC 2 &i OC/i— Clfi 

les quantités X| , X , , . . . , à „ , divisées par la racine carrée de la somme de 

leurs carrés, seront les cosinus des angles que forme, avec les axes 

coordonnés, la direction qui va du point A au point M (x,, x 2 , . . . , x n ) . 

Deux droites seront rectangulaires ou orthogonales, quand leur cosinus 

sera nul; parallèles, quand elles formeront avec les axes des cosinus 

égaux. Deux directions parallèles à deux autres formeront le même 

angle qu'elles. D'un même point A (a,, a 2 , . . . , a„), si on mène des per

pendiculaires à une direction donnée faisant avec les axes les angles a<, 

<y.2,..., <*„, toutes ces perpendiculaires formeront un plan 

o = (xt — a,) cosa, -h (x-: — ru) c o s a : - + - . . . - + - (x„ — a„) c o s :•-.„. 

qui sera dit perpendiculaire à la droite. Réciproquement, si une droite 

est perpendiculaire à n — i droites contenues dans un plan, elle l'est à 

toute autre droite du même plan. On appelle plans parallèles ceux qui 

ont des perpendiculaires parallèles entre elles. L'angle de deux plans 

est celui de leurs perpendiculaires, etc., etc. Deux plans sont orthogo

naux quand leurs perpendiculaires le sont elles-mêmes. Tout plan qui 

contient la perpendiculaire à un autre plan est orthogonal avec ce même 

plan. 

Considérons les formules (a) ou (a') d'une substitution orthogonale 
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quelconque (chap. II, § I) , les coefficients ai,j en seront liés par les 

relations 

Les x\ formeront un système de coordonnées orthogonales dont les 

axes seront les n droites obtenues en annulant successivement, de 

toutes les manières possibles, n — i des premiers membres des for

mules ( a ' ) . Si donc on remarque que, par suite des conditions d'ortho-

gonalité, le déterminant A a pour carré l 'unité, d'où suit que lui-même 

et son déterminant dérivé sont égaux à i, et qu'ainsi un déterminant 

mineur quelconque de ce dérivé est égal à celui de A qui ne contient 

aucun des indices dont dépend le premier, on verra que les axes en 

question ont des équations telles que 

lorsqu'on les rapporte au système des axes primitifs. D'où résulte que 

les coefficients a M , a 2 ) , . . . , a n 1 des premières formules (a) ne sont 

autre chose que les cosinus des angles formés par les anciens axes avec 

le nouvel axe des x ' , et par conséquent les conditions d'orthogonalité 

de la substitution ne sont autre chose que celles de l'orthogonalité des 

nouveaux axes. 

Nous remarquerons encore que, si deux systèmes de n axes ortho

gonaux ont un axe commun, les n — i restants forment deux systèmes 

d'axes également orthogonaux tout à fait arbitraires. En effet, en appe

lant, comme ci-dessus, ai,j le cosinus de l'angle que forment entre eux les 

axes des x t et des x \ , tous ces cosinus sont liés par les n ^ n + c o n d i -
' 1 2 

tions (b) e t^ -~—— d'entre eux restent arbitraires. La condition que 

les axes des x n et des x'„ coïncident revient à 

attendu que l'axe des x ' n doit être perpendiculaire aux anciens axes x1, 



x 2 , . . . , xn_1, et inversement l'ancien axe des x n doit l'être aux nou

veaux axes des x \ , . . . , #'„->• Or, en introduisant ces valeurs dans les 

équations (b), on les réduit à n ^ qui sont 

et qui expriment l 'orthogonalité du système des n — i droites œ\, 

x % , . . . t x n _ l t ce système restant d'ailleurs tout à fait arbitraire. En 

général, si on donne, dans un système de n axes orthogonaux, k des 

droites qui le forment, les n — k restantes forment un système ortho

gonal arbitraire. Car la détermination d'une droite revient à imposer 

à ses n — i cosinus arbitraires n — i valeurs désignées. Une seconde 

droite qui doit lui être orthogonale exige n — 2 données, etc.; les 

k droites en exigent donc 

nombre qui, enlevé de celui des arbitraires primitives - ^ - ^ — e n 

laisse encore 

c'est-à-dire précisément autant qu'il en faut pour que les n —k droites 

restantes forment un système orthogonal arbitraire. 

III. — Plan tangent et normale à une surface. 

Conformément au paragraphe précédent, nous appellerons du nom 

de surface la suite ou l'ensemble des points satisfaisant à l'équation 

F (a?,, x-,,. ..,&„) = o. 

Toute surface peut, dans le voisinage d'un de ses points, être rem

placée par un plan, tant qu'on ne tient pas compte des infiniment 

petits du second ordre. 



Car, si, pour plus de simplicité, on rapporte la surface à des axes 

qui se coupent au point considéré M, la formule de Taylor donnera 

w étant un infiniment petit du second ordre. D'où il suit que le plan 

(1) 

qui passe en M, est satisfait, dans le voisinage de ce point, par les mêmes 

points que la surface elle-même, du moins lorsqu'on regarde comme 

égales les coordonnées qui ne diffèrent que d'infiniment petits du se

cond ordre. Le plan (i) recevra le nom de plan tangent à la surface. La 

droite qui, menée par le point M, est perpendiculaire au plan donné, 

s'appellera normale à la surface, et ses équations seront 

En donnant le nom de tangente au lieu commun de plusieurs sur

faces, à la limite des droites qui joignent deux points infiniment voisins 

de ce lieu, on reconnaîtra aisément que tout lieu continu, pris à vo

lonté sur la surface F et renfermant le point M, a sa tangente en ce 

point dans le plan tangent à la surface. Car l'équation fournie par la 

série de Taylor s'écrit 

et comme le premier membre est le cosinus de l'angle que forme la 

normale à la surface avec la droite qui joint le point M au point infini

ment voisin, ce cosinus a une limite nulle. D'où il suit que la tangente à 

quelque lieu que ce soit appartenant à la surface F et renfermant le 

point M est orthogonale avec la normale à la surface en ce point, et 

est ainsi dans le plan tangent. 



IV. — Des dérivées premières d'une fonction de n variables. 

Soit V = F ( x t , x 2 , . . . , x n ) une fonction au point M. Si on suppose 

à V une valeur constante, cette équation représentera une surface qu'on 

peut appeler surface isodèle, pour rappeler qu'elle indique, en chacun des 

points qu'elle contient, une même valeur de la fonction. Connaître une 

fonction, ce sera connaître la manière dont se succèdent ses surfaces 

isodèles et la suite de ses variations quand elle passe des unes aux 

autres. 

Ce qui précède nous montre que, dans le voisinage d'un de ses 

points, et tant qu'on ne tient compte que des infiniment petits du 

second ordre, une surface isodèle peut être remplacée par son plan tan

gent, de sorte que V peut être regardé comme constant sur ce plan; 

mais ce n'est pas tout. Supposons, comme ci-dessus, que le point M soit 

l 'origine des coordonnées. Soient x , , x 2 , . . . , x n les coordonnées d'un 

point M' infiniment voisin, R la distance MM', a , , x 2 , . . . , a n les angles 

de R avec les axes, nous avons 

V = F ( R cos« , , R c o s x 2 , • . . , K cosa„), 

d'où 

Le second membre est -—jp—-' multiplié par la distance du point 

[ x t , x 2 , . . . , xn) ou M' au plan tangent en M; donc l'accroissement infi

niment petit de V, quand on passe de M en M', c'est-à-dire R ^ ^ ^ ) > 

est proportionnel à la distance du point M' au plan tangent à la surface 

isodèle en M. Ainsi : 



Dans le voisinage d'un point donné, les surfaces isodèles sont des plans 
parallèles, et les accroissements de la fonction, quand on passe du point M 
à ces plans, sont proportionnels à leurs distances à ce point. Le coefficient 
de proportionnalité est la racine carrée de la somme des carrés des n déri
vées partielles de la fonction par rapport à n coordonnées rectangles. 

On peut dire encore que la fonction V admet une dérivée pour 

chaque direction autour du point M et que celle de ces dérivées qui se 

rapporte à la direction normale à la surface isodéle en ce point est la 
plus grande de toutes ; quelle est égale au paramètre différentiel de la 
fonction en ce point; que la dérivée relative à toute autre direction est le 
produit de ce paramètre par le cosinus de l'angle de cette direction avec la 
normale, ou en d'autres termes la projection de ce paramètre sur cette 
direction; qu'enfin le plan tangent est le lieu où cette dérivée est nulle. 

Et ce dernier énoncé montre que toutes les dérivées du premier 

ordre dépendent d'une seule quantité qui est le paramètre différentiel. 

V. — Dérivées secondes. 

Désignons par V, la fonction qu'on construirait en regardant comme 

rigoureux ce qui est dit au paragraphe précédent, la différence entre V 

et sa première approximation V, sera, d'après la formule de Taylor, 

( 2 ) 

w' étant un infiniment petit du troisième ordre. Considérons seulement 

la partie infiniment petite du second, comme nous l'avons dit; elle 

pourra s'exprimer par une seule dérivée du second ordre prise en fai

sant varier le point M' sur une même direction à partir de M. On a , 

en effet, 



ce qui, multiplié par R 2 , reproduit la parenthèse; par conséquent, 

( 3 ) 

d'où l'on voit que l'étude de la partie infiniment petite du second 

ordre de l'accroissement de la fonction est en même temps celle de la 

dérivée seconde (•^gï ) • 

Or, on sait qu'il existe toujours un système de n axes orthogonaux 

Ma;',, Mcc'2,..., Mx'„, tels, que, si on adopte pour variables les coordon

nées correspondantes, la fonction quadratique renfermée dans les pa

renthèses deviendra 

les ( jj^rjj étant les n racines de l'équation en z, 

ou bien 

(4) 

et on sait, en outre, que cette équation a ses racines toujours réelles. 

Les cosinus de ce nouveau système d'axes avec les anciens sont pro

portionnels aux déterminants mineurs qu'on peut former au moyen 

de n — i lignes quelconques du déterminant précédent, et en y sub

stituant à z successivement les n racines de l 'équation. Les n systèmes 

de cosinus qui en résultent sont entièrement déterminés si toutes ces 

racines sont différentes. Si deux d'entre elles, J ^ - 7^7 - ' par exemple, 

sont égales, le système des deux axes Ma;',, M x ' 2 est arbitraire et as

sujetti seulement à être formé de droites perpendiculaires entre elles et 
i 3 



au système des n — 2 autres axes qui sont déterminés: s'il y a trois 

racines égales, n — 3 axes seulement sont déterminés, les trois autres 

doivent leur être perpendiculaires et former un système orthogonal; mais 

ce système est du reste arbitraire, et ainsi de suite. On voit donc que : 

Les dérivées secondes de la fonction N ou V dépendent de n d'entre elles 

seulement ; que ces n dérivées, qu'on peut appeler dérivées principales, 

sont relatives à un système de n directions déterminées et ont pour sommes 

de leurs produits une à une, deux à deux, etc., n à n, les paramètres 

différentiels D,V, D 2 V , . . . , DnV; que la dérivée seconde, relative à une 

direction quelconque faisant avec la directions des dérivées principales les 

angles a,, x 2 , . . . , a n , est liée à celles-ci par la relation 

(5) 

qu'enfin, si plusieurs des dérivées principales sont égales entre elles, les di

rections relatives à celles qui sont différentes sont seules déterminées, et 

que les dérivées relatives à tout système de n droites orthogonales renfer

mant celles-ci sont des dérivées principales. 

Ce résultat nous indique nettement quel est le sens des expressions 

DkV, que nous avons appelées paramètres différentiels de la fonction. On 

voit que ces n paramètres, joints à celui du second ordre, sont les n + 1 

quantités qu'il est nécessaire et suffisant de connaître pour pouvoir 

calculer les accroissements de la fonction et déterminer toutes les cir

constances de sa variation, tant qu'on néglige les infiniment petits du 

troisième ordre. 

V I , — Propriétés des dérivées secondes principales. — 

Indicatrice quadratique. 

Sur chaque direction issue du point M, portons une distance égale à 

l'inverse de la racine carrée de la dérivée seconde relative à cette direc

tion; soient ç t , £„ les coordonnées de l'extrémité 



La valeur de (-j^-) deviendra 

(6) 

équation d'une surface du second degré que nous nommerons l'indica

trice quadratique, parce qu'elle indique par l'inverse des carrés de 

ses rayons les dérivées secondes de la fonction. 

Il existe donc en chaque point une surface du second degré telle, que 

l'inverse du carré du rayon qu'on y mène dans une direction quelconque 

est la dérivée seconde de V relative à cette direction. 

Les propriétés des dérivées secondes ne sont autres que celles de ces 

rayons. Et d'abord, nous avons déjà vu au chapitre II que, si on prend 

les dérivées secondes pour n directions orthogonales quelconques, leur 

somme est constante et égale à celle des dérivées principales. Il est 

inutile de revenir sur ce point. 

Considérons maintenant un système de n directions orthogonales 

dont les n — i directions principales x \ , x \ , . . . , x n fassent partie, et 

substituons aux deux autres les directions rectangulaires M x , , M x 2 

dont la première fasse, avec Max'1 l 'angle a; nous aurons 

ou, parce que les n — i derniers cosinus sont nuls, 

Lorsque a varie, si {^rr^j et {^nr) sont de même signe, positives 

/ d2Y\ 

par exemple, la même chose a toujours lieu pour ( t j j t ) et cette 

quantité passe par un maximum pour a = o ou a — ̂  puis par un mi-
7T . t I d2\\ d*\\ 

nimum pour « = - ou a. = o, suivant que (tjttjt) surpasse ^ t t ) > °u 
i 3 . 



eu est surpassé. Si (J^jrj est nul, le minimum est zéro. Si les deux 

dérivées principales sont : la première, par exemple, positive, et la se
conde négative, ce sont encore deux valeurs maximum et minimum 
, /d2V\ . , 

\dxT) , et, en outre, cette quantité passe entre ce maximum et ce 
minimum, puis entre le minimum et le maximum, par deux valeurs 

nulles qui ont lieu quand tanga = ± L y / {^r^ j '• \J — (^p^J " Ains i : 

Parmi toutes les directions qui sont orthogonales à n — 2 des directions 

principales, il y en a une qui rend la dérivée seconde correspondante maxi

mum, une autre qui la rend minimum. Ce sont les deux directions princi

pales restantes. 

Généralement, si on prend n — k directions principales, et k droites 

qui leur soient orthogonales et qui le soient entre elles, on aura, sui

vant l'une d'elles, dont les angles avec les k directions principales non 

employées sont a,, a 2 , . . . , ak, 

Supposons que (^rgrj soit la plus grande des dérivées du second 

membre, ^ ^ j r j la moindre, et tenons compte de 

COS 3a, -f- c o s J « , + . . . - + - COSJsy = 1 , 

nous aurons 

et comme toutes les différences de la première ligne sont positives, 

toutes celles de la seconde négatives, on voit que ( ^ ^ r j est toujours 



compris entre {^prj e t [^nj » qui sont ainsi ses valeurs maximum 

et minimum. 

Donc, si on considère toutes les directions orthogonales à certaines des 

directions principales, la valeur maximum de la dérivée correspondante est 

la plus grande des dérivées principales parmi celles qui restent, et la plus 

petite de ces dérivées est la valeur minimum. 

On peut observer encore qu'une direction également inclinée sur les 

directions principales M x \ , . . . , Mx[, c'est-à-dire faisant avec elles un 

même angle dont le cosinus est donne lieu à une valeur de la dé-

rivée seconde qui est moyenne entre elles de ces k dérivées princi

pales. 

En résumé, ou voit qu'à part la plus grande et la plus petite des 

dérivées secondes principales, qui sont toujours l'une une valeur maxi

mum, l'autre une valeur minimum de la dérivée seconde relative à une 

direction variable, les autres ne présentent de propriétés de maximum 

et de minimum qu'autant qu'on les compare à une dérivée dont on 
limite la variation, de telle sorte que l'une d'entre elles peut être un 
minimum relativement à un certain mode de variation, un maximum 

dans un autre, et une constante dans un autre mode convenablement 

choisi. Le caractère commun à toutes ces dérivées consiste en ce que, 

si on les compare à celles qui sont relatives à des directions faisant avec 

les leurs un angle infiniment petit du premier ordre, la différence est 

infiniment petite d'ordre supérieur, ce qui ne suffit pas pour l 'exis

tence du maximum et du minimum. 

Les directions principales peuvent être déterminées par d'autres 

caractères qui leur sont communs. Cherchons, par exemple, dans 

quelles directions il faut suivre un chemin infiniment petit R, pour que 
• • , . „ dV d \ dV . , t . . . ,. 
les dérivées partielles - r - » - — > • • • » -r~i prises relativement a n direc-

1 dx, dx-i dxn

 1 

tions orthogonales, varient proportionnellement aux projections de R 

sur ces dernières directions. Nous devrons avoir 

( 7 ) 



Or 

d'où, en remplaçant les dx,, d x 2 , . . . , dxn par leurs valeurs R cosse,, 

R cos «2>• • •» Rcos ân, 

(7bis) 

Or ces équations sont identiques à celles qui déterminent les directions 

principales. Les quantités ).' sont les dérivées principales elles-mêmes; 

cette nouvelle manière d'envisager ces dérivées leur donne, en outre, 

la signification suivante : en multipliant les deux termes de chacune 

, - ' l i e . - dV dV 

des précédentes tractions par -y—, j - • > • • • • > on a 

or le numérateur est égal au paramètre différentiel du premier ordre 

multiplié par son accroissement quand on passe de M en M', le déno

minateur est ce même paramètre multiplié par R et par le cosinus de 

l 'angle 9 que forme MM' avec la normale à la surface isodèle en M. 

Donc 

( 8 ) 

c'est-à-dire que la dérivée du paramètre différentiel du premier ordre 

prise suivant l'une des directions principales est égale à la projection de la 

dérivée principale correspondant sur la normale à la surface isodèle. 



VII. — Des dérivées conjuguées. 

Une surface du second ordre étant donnée, 

(a) 

substituons aux x un système de variables x' tel, que 

avec les conditions 

(a') 

il restera " ^ n ' ^ cosinus arbitraires, qu'on pourra généralement déter

miner de telle sorte qu'après la substitution les — - coefficients des 

rectangles des nouvelles variables soient nuls, et que l'équation prenne 

la forme 
a\ x\2 + d2 x'2 -+-.. . -+- dnx

12 = i . 

Les équations qu'on trouve ainsi entre les cosinus, les a et les à, sont 

et, des n groupes qu'elles fournissent quand, adoptant pour i successi

vement tous les nombres, on donne à j toutes les valeurs possibles, on 

déduit aisément 

A représentant le déterminant des a, et Atj le coefficient de c/.Li dans 

ce déterminant. En substituant cette valeur de cos {xtx\ ) dans les con

ditions (a') auxquelles devait satisfaire le système, indépendamment 

de la disparition des rectangles, et résolvant les n groupes d'équations 



obtenues, puis appliquant un théorème déjà employé précédemment 

sur les déterminants mineurs d'un dérivé, on trouve n groupes d'équa

tions, tels que 

et pour que ces équations soient compatibles, il faut que a, soit 
racine de 

En d'autres termes, les a sont les racines, toujours réelles, de l'é
quation 

où 0 désigne le déterminant 

et 6, celui de ses déterminants mineurs principaux qui contient les 

lignes et les colonnes i, j , k , . . , . Si donc on désigne par S1, S2 , . . . , Sn les 

sommes de produits des ^ pris 1 à 1, 2 à 2 , . . . , n à n, on a 



Considérons l'une des droites de la substitution non orthogonale que 

nous venons d'employer, Mx' par exemple, les n — 1 autres sont assu

jetties à vérifier par leurs cosinus la condition (b) où l'on fait i — 1. 

Si on imagine toutes les droites qui satisfont à cette même condition, 

elles forment un plan 

( e ) 

dont la position ne dépend que de celle de M x ' 1 . Les n — i directions 

M. r ' 2 , . . . , Mx'n sont donc dans ce plan. Le système formé par ce plan et 

la droite Mx\ est donc tel, que si, avec cette droite et n — i directions 

quelconques du plan, on forme n axes coordonnés, et qu'on rapporte la 

surface du second degré à ces axes, la coordonnée x'1 n'entrera dans 

son équation qu'au second degré , d'où il suit que ce plan partage en 

deux parties égales toute corde de la surface qui est parallèle à Mx't. 

Nous appellerons ce plan plan diamétral conjugué à la direction Mx'1 ; 

cette droite Mx'1 s'appellera aussi le diamètre conjugué au plan. Et alors 

les n droites formant le système considéré ci-dessus sont telles, que 

chacune d'elles est diamètre conjugué du plan qui contient les autres. 

Nous dirons qu'elles forment un système de n diamètres conjugués. 

Ainsi les formules (d) expriment que : 

Si l'on prend les dérivées secondes suivant les n directions qui for

ment un système de diamètres conjugués dont les Qitj soient les cosinus des 

inclinaisons mutuelles, les inverses de ces dérivées et des dérivées principales 

sont liés par les relations 

(9) 

14 



d'À V 
VIII. — Des dérivées JT) )D/-

a i t a ri 

Soit, à partir du point M, une direction MR, et la dérivée pre

mière correspondante. Prenons un point M' infiniment voisin, et soit 

(.Tïï) la valeur que prend Ç[{ calculée pour le point M' suivant une 

direction parallèle à MR; l 'excès de cette valeur sur la première, divisé 

par MM' = R', aura pour limite -j^j^;- Appelons ex,, a 2 , . . . , «„ les 

angles de MR avec les directions principales, ce',, a'.2,..., a'„ ceux de 
MM', nous aurons 

D'où l'on voit : 1° que, quand le point M' appartiendra au plan diamé

tral conjugué à la direction MR, cette dérivée sera constamment nulle; 

•2° que si ç ( , £ 2 , . . . , £„ sont les coordonnées du point R où la direction 

MR rencontre l'indicatrice quadratique, D le rayon de ce point, x\, 

x'n celles de M, on a 

Le premier facteur du second membre est la distance de M' au plan 

diamétral conjugué à MR, le second est l'inverse de la distance du 

point R à ce même plan; soient donc « , w' les angles que forment les 

directions R, R' avec le diamétral conjugué à R, ^ J R ; s'exprimera par 

( 1 0 ) 



Il est inutile de faire observer que la forme donnée au chapitre II, pour 

les paramètres différentiels Dk V, conduit à n relations auxquelles sa-
d2Y d2Y 

tisfont les dérivées - r r r r ' -n\—prises pour n directions quelconques, 
dR- d&iCtïij r r n i 

et les angles d'assemblage de ces directions. 

Nous connaissons maintenant tout ce qui peut nous intéresser sur la 

variation de la fonction V, puisque nous sommes à même d'en déter

miner toutes les dérivées des deux premiers ordres, en supposant que 

nous connaissions le plan tangent et l'indicatrice quadratique. Ce qui 

précède montre que la variation de la fonction est entièrement déter

minée quand on connaît son paramètre différentiel du premier ordre, 

et tous ceux du second ordre DkV. Ces paramètres sont donc les seuls 

éléments caractéristiques de la fonction, comme nous l'avions pensé. 

Il nous reste cependant, pour connaître entièrement la fonction V, à 

voir comment se succèdent ses surfaces isodèles. Occupons-nous aupara

vant d'étudier la surface F (x,, x 2 , . . . , xn) = o. 

IX — S u r f a c e du second degré osculatrice à une surface donnée. 

D'après ce qui a été dit au § III, il existe, au point M de la surface, 

une direction remarquable, celle de la normale, qu'il devient tout natu

rel d'adopter comme l'un des axes, celui des xn par exemple. Si donc 

nous prenons un système de n axes rectangulaires dont la normale 

fasse partie, ce qui oblige les n — i autres à appartenir au plan tangent, 

et si nous considérons le point de ce plan tangent dont les coordonnées 

sont x , , x 2 , . . . , x n _ { , o, et celui de la surface qui a pour coordonnées 

x , , x 2 , . . . , xn_,, x n , il résultera du § III que xn ne différera de zéro 

que d'un infiniment petit du second ordre, et que par suite, quelle que 

soit une direction MR passant en M et appartenant au plan tangent, 

• ~ sera nulle pour le point M. 

x n étant une fonction de x , , x 2 , . . . , xn^f dont la valeur, approchée 

aux infiniment petits près du second ordre, est nulle, il suit du § V 

qu'en choisissant convenablement les n — i axes orthogonaux du plan 

tangent et désignant p a r p u , p 2 , 2 , . - . , p „ - l t „ - , les dérivées secondes de xn 

par rapport aux nouvelles coordonnés x t , x 2 , . . . , xn_,, prises en M, 

14. 



x n se développera, aux infiniment petits près du troisième ordre, en 

Donc, en chaque point M d'une surface, il existe une surface du second 

degré telle que, si, sur ces deux surfaces, on prend deux points situés sur 

une même parallèle à la normale commune, les distances de ces points au 

plan langent commun ne différeront entre elles que d'infiniment petits du 

troisième ordre. 

Et il en résulte, en particulier, que ces deux distances sont des fonc

tions dont les n — 1 directions principales, ainsi que les dérivées prin

cipales correspondantes, sont identiques. Nous appellerons ces direc

tions et dérivées principales les directions et dérivées principales de la 

surface. La surface du second degré (11) qui, dans le voisinage du 

point M, pourrait remplacer la proposée, lui sera dite osculatrice. On 

pourrait introduire, du reste, une infinité d'autres surfaces du second 

degré propres à remplacer la surface proposée. Elles sont renfermées 

dans l'équation 

x 7 

car on n'a fait qu'introduire, dans ( 1 1 ) , un terme ~ du quatrième 

ordre. Cette surface, en transportant les axes au point arbitraire situé 

à la distance c de M sur la normale, prend la forme 

( 1 2 ) 

•> 2 t 

p,,, x'\ 4 - p , , , x \ -+-. . . - + - / > „ _ , , „ _ , x'n_x -h c'x'n = - , 

et alors c'est dans le voisinage de celui de ces points qui a pour coor

données x , = x 2 = . . . = = o, x'„ = p qu'elle est identique à la 

proposée. 

Si l'on considère les dérivées de xn par rapport à une des directions 

comprises dans le plan tangent, on aura visiblement des propriétés 

analogues à celles des derniers paragraphes. Nous n'insisterons pas sur 

ce sujet. 



X. — Propriétés des directions p r i n c i p a l e s . 

Prenons pour axes le système formé de la normale et des n — 1 di

rections principales de la surface, et soient x , , x 2 , . . . , xn_,, o les coor

données d'un point M' situé à la distance infiniment petite R de M. La 
doc doc dy 

normale en M aura des cosinus égaux à — X-r-A — X - t - ^ v ? — X-r——•> X, 

X désignant la quantité 

du moins quand on considère, comme nous le supposerons, celle des 

deux directions de la normale en M' dont l'angle avec la normale en M 
doc 

a un cosinus positif. Les dérivées ~ - , • • • > développées par la formule 

de Taylor, ont pour valeurs, aux infiniment petits près par rapport à 

elles, 
Pi,i %\> 3*2> • • Pn—\,n~\ XN— i, 

d'où suit que X peut être remplacé par i et que — p , t , x , , — p i > 2 x 2 , 

— .r,^,, h- i sont les cosinus de la normale en M'. Cette droite 

a donc pour équations 

X , — x, - + - xn p,,, x, = o, X , — x2 + xn p,,2 x2 — o , . . . , 

xn_, — - t - xn / ? „ _ , , x n _ t = o . 

Cherchons à quelles conditions elle rencontrera la normale en M. Il faut 

pour cela X, = X 2 = . . . = xn_, = o, d'où 

J f , ( / > l , l x n — l ) = O , XI'p^iXn — l ) = O , . . . , ^ , ( / > , - i , w X , - l ) = 0 , 

et ces équations ne peuvent être satisfaites simultanément que par 

x , = x 2 = ... = x n _ , = o, ce qui est une solution insignifiante, ou par 

xn = — avec x , = x 2 = . . . =.r,-_, = x i + l = . . . = x n _ , = o. D'où il suit 
Pi.i 

que le point M' est sur l'une quelconque des n — i directions principales, 

et que l'inverse de la dérivée principale relative à cette direction est la 



distance du point M à celui Ni, où se rencontrent les normales infini

ment voisines. Ainsi : 

En chaque point d'une surface, il existe n — i directions orthogonales 

jouissant, à l ' e x c l u s i o n de toutes les autres, de cette propriété, que les 

normales en leurs points infiniment voisins concourent en un point. Ces 

directions se confondent avec celles du paragraphe précédent. Les lon

gueurs de normales interceptées jusqu'à la rencontre sont les inverses des 

dérivées principales. 

Par analogie avec les expressions de la Géométrie, on pourrait ap

peler le point de concours des deux normales centre de courbure, la 

dérivée principale courbure principale, et son inverse rayon de cour

bure principal. 

Reprenons maintenant le point M', que nous supposerons placé hors 

d'une direction principale : la direction de sa normale se rattache fort 

simplement aux directions principales. Considérons en effet le plan qui 

contient la normale en M, n— 3 directions principales quelconques, 

puis la direction MM'. Soit a. l 'angle de MM' avec l'une des deux di

rections principales restantes; imaginons une direction perpendicu

laire au plan considéré et faisant avec MM' l'angle -t- et, par suite, 

l'angle ^ + a avec la direction principale sur laquelle MM' est inclinée 

de a, et prenons l'angle que forment la normale en M' et cette perpen

diculaire au plan. Leurs cosinus étant 

— /},,, xn — p-*,, xu..., — /?„_,,„_, .av.,, - 4 - i et C O S ^ -+- x^j ? cosa, o , o , . . . , o, 

celui de cet angle sera 

- i - x\ sina — j» S j J x2 cosa = R ( j » i , i — />2)2)sin v. cos«, 

ou bien, en appelant µ l'angle de la normale en M' avec le plan, 

(13 ) 

Si, sur une direction dont l'angle avec la direction principale Mx, est v . 

on prend un point M' à une distance infiniment petite R de M, l'angle de 

la normale en M' avec le plan qui contient la direction MM', la normale 



en M et les n — 3 directions principales M x 3 , . . . , 3Lr„_i, sera propor

tionnel à R. Il le sera également à sin 2 a, c£ par suite ne s'annulera que 

sur les directions principales. 

On pourrait discuter cette formule en détail, et on en tirerait des 

résultats semblables à ceux que M. Bertrand a fait connaître pour 

surfaces en Géométrie. 

X I . — R a y o n s de courbure. 

Soit encore le point M' déjà considéré, dont les coordonnées par 

rapport aux axes formés par les n directions principales et la normale 

en M sont x , , x 2 , . . . , xn_,, x n . Désignons par m' le point du plan tan

gent dont les n — 1 premières coordonnées sont celles de M'. La der

nière x n sera la distance de M' à m ou au plan tangent. Considérons 

maintenant l 'angle infiniment petit du premier ordre que forment MM' 

x . R MM'" 
et M»z'; sa valeur da sera p ^ p ' de sorte que l 'expression -j^ — 

sera finie. Cette expression est analogue au rapport ^1 par lequel s'ex

prime, dans la théorie des surfaces, le rayon de courbure d'une sec

tion normale quelconque. Nous appellerons son double le rayon de 

courbure relatif à la direction MM'. Ainsi , à chaque direction prise à 

partir d'un point sur une surface répondra une certaine quantité inti

mement liée à la nature de cette surface, et que nous désignerons sous 

le nom de rayon de courbure. Cette quantité n'est autre que l'inverse de 

la dérivée seconde de x n par rapport à R. Car si, dans son expression, 

on remplace 2a?„par sa valeur, on a = -— 1 ,— ; 

ce qui est bien l'inverse de ^. jf" • 
n dR2 

En appelant s\ ce rayon de courbure, <ft2,..., «&„_, les rayons de 

courbure principaux, il suit du § XIII que Jl dépend uniquement de 

ces derniers rayons et qu'il leur est lié par la formule 

( 1 4 ) 



sc{f a , , . . . , a„_, étant les angles que la direction R forme avec les direc

tions principales 

Les rayons de courbure si définissent complétement la variation de la 

fonction x n dans le voisinage du point M, et suffisent par conséquent 

pour faire connaître la surface autour de ce point. Or ils dépendent 

uniquement, comme nous l'allons voir, des paramètres différentiels du 

second ordre. En effet, F = o étant l 'équation de la surface, x , , 

x . , , . . . , x n les coordonnées orthogonales du point M, MI l'une des direc

tions principales, % le rayon de courbure correspondant, S ( , c 2 , . , . , '%„ 

les coordonnées de son centre de courbure, ce dernier point doit, 

d'après le § X, être sur la normale en M, ce qui donne 

Il doit être de même sur la normale infiniment voisine, de sorte qu'on 

peut différentier ces équations en n'y faisant varier que x , , x 2 , . . . , ,xn, 

mais ni % ni les | . Mettant auparavant l'une d'elles sous la forme 

on aura 

(15) 

ou bien, en développant, 



Ces n équations, auxquelles il faut joindre 

pour exprimer que les deux points infiniment voisins M et M' sont sur 

la surface, forment n -t- i équations entre les quantités d x , , . . . , dxn. 

d y / — D , F £ , , , . -, , -, n 
„ •» et, pour qu elles soient compatibles, il faut que 

Les rayons de courbure principaux sont donc les racines de l'équation 

( 1 6 ) 

et par suite ils ne dépendent que des paramètres (QkF. 
Les directions principales pourraient s'obtenir au moyen des déter

minants mineurs du précédent; mais il y a un moyen préférable sur 

lequel nous reviendrons. 

La considération des rayons de courbure permet de réduire la con

naissance de la surface à celle d'une surface du second ordre la plus 

simple possible. Cette surface, que nous désignerons sous le nom de 

sphère, est celle qui contient tous les points placés à une même dis

tance d'un point fixe. Parmi toutes les sphères qui passent en M et sont 

tangentes en ce point à la surface, il y en a une et une seule passant 
15 



au point infiniment voisin M'. Elle a pour équation 

x] + « | + . . . + xl-i = i p x n , 

où xn est le même que sur la surface. Il s'ensuit que son rayon p est 
2 OC ^ OC * i 

l'inverse de — -2 — = — S et qu'il est par suite identique 
oc ! —\- oc 2 —j— . . . ocn—| H 

au rayon de courbure relatif à la direction MM'. Ainsi , connaître ce 

rayon de courbure, c'est connaître la sphère qui, dans une direction 

quelconque passant en l'un de ses points, établit entre les coordonnées 

les mêmes variations que la surface proposée dans la direction MM'. 

XII. — Lignes de courbure. 

Les lignes formées en cheminant, à partir de chaque point, sur la 

direction principale qui s'y rapporte, s'appelleront lignes de cour

bure. Quand on connaît les rayons principaux en un point, on con

naît, comme nous venons de le voir, une étendue infiniment petite de 

la surface autour de ce point, de sorte que, si tous les systèmes de ces 

rayons étaient connus, on pourrait se former une idée de chaque élé

ment de la surface considéré isolément. Pour embrasser l 'ensemble, il 

faut encore savoir comment se succèdent les directions auxquelles se 

rapportent ces rayons dans les éléments voisins. Les lignes de courbure 

sont donc le meilleur moyen de se représenter la surface entière. Leurs 

équations différentielles se déduiront des équations ( 1 5 ) entre les-

,, . . . . d sj— < B , F t \f— (S), F • i 
quelles on éliminera — = = - et - — - — ; ce qui donnera « — 2 ré-

sultats tels que 

<:* on devra joindre à ces équations 



Les n — 1 lignes de courbure s'obtiendront par l'intégration de ces 

n — 1 équations simultanées. 

Nous ne chercherons pas à entrer dans de plus grands détails au 

sujet de l'équation F {xK, x 2 , . . . , xn) = o. On vérifierait sans peine que 

tous les théorèmes relatifs à la théorie des surfaces, par exemple ceux 

de M. Dupin sur les tangentes conjuguées, sur les intersections des sur

faces orthogonales; ceux de M. Lamé sur le même objet, etc. , auraient 

ici leurs correspondants. Nous avons atteint notre but principal en 

prouvant que la nature de la liaison établie entre les variables par 

l'équation F = o ne dépend que des paramètres différentiels ® A F. 

XIII. — Des surfaces isodèles. 

Il résulte de l'étude que nous venons de faire sur les surfaces que la 

nature de la surface isodèle de la fonction V = F (x,, x 2 , . . . , xn) dé

pend uniquement des paramètres ffiAV. Ainsi , nous savons maintenant 

que les paramètres D A V sont, pour ainsi dire, les éléments dont dépen

dent les variations de la fonction V autour d'un même point, et que les 

paramètres © AV sont ceux qui déterminent la nature de la liaison que 

l'équation V = const. impose aux variables x , , x 2 , . . . , x n , ou en 

d'autres termes la nature de la surface isodèle. 

Il reste à voir encore comment ces surfaces se succèdent les unes aux 

autres. Soit donc M un point de l 'une d'elles F = V , 

M' {x, -+- dx,, x2 + dx2,..., xn -t- dxn) 

un point infiniment voisin de M et pris sur la surface F = V + d\, et 

supposons que les axes adoptés soient les directions principales de la 

fonction V en M. Les cosinus des normales en M et en M' étant propor-
, . , d \ dY dY ,dY dY , dY . 

tionnels aux dérivées 77—' • • • » -7—' -, 1 - « - 7 — > • • • ? - 3 1 - « • -7—' si on 

veut que ces normales soient parallèles, il faut que 

15. 



ou, ce qui revient au même, 

Les numérateurs sont proportionnels aux cosinus de MM', les dénomi

nateurs le sont à ceux du diamètre conjugué du plan tangent par 

rapport à l'indicatrice quadratique. MM' est donc dirigé suivant ce 

diamètre. D'autre part, les courbures des deux surfaces en M et en M', 

ainsi que les directions principales, ne présentent que des variations 

infiniment petites. Donc on peut dire que : 

Si on considère l'élément infiniment petit d'une surface isodèle qui s'é

tend autour d'un point et qu'on le transporte dans une direction parallèle 

au diamètre conjugué de son plan tangent par rapport à l'indicatrice 

quadratique de la fonction, il se placera sur l'élément de la surface isodèle 

infiniment voisine. 

Cette proposition permettrait de comparer entre eux deux plans tan

gents aux surfaces V, V -+- dV en deux points infiniment voisins M, M" 

pris sur chacune d'elles. Nous remarquerons seulement à ce sujet fa 

propriété suivante. Si le point M" est pris sur l'une des directions prin

cipales de la fonction V , les plans tangents en M à la surface V , en M" 

à la surface V -t- d\ se coupent en un lieu orthogonal à la direction MM". 

Enfin ajoutons, en terminant, que, pour connaître complètement la 

fonction V , il ne suffit pas d'en connaître les dérivées principales en 

chaque point, qu'il faut encore lier tous ces résultats par le réseau que 

forment les n systèmes de courbes orthognales qu'on obtient en mar

chant toujours suivant des directions principales de la fonction. Les 

équations différentielles de ces courbes ne sont autre chose que (7) , § VI, 



CHAPITRE IV. 

APPLICATION DES PARAMÈTRES DIFFÉRENTIELS A QUELQUES QUES

TIONS DE PHYSIQUE MATHÉMATIQUE ET DE MÉCANIQUE. 

I. — Sur un mode de déformation des corps usité dans 

la théorie de la chaleur. 

Les géomètres ont introduit, depuis quelques années, dans la théorie 

de la chaleur, un procédé de déformation des figures qui leur a permis 

d'accroître considérablement, et sans nul effort, le nombre des cas 

qu'ils avaient su traiter jusque-là. Cette méthode, depuis longtemps 

employée dans la Géométrie pure , consiste à faire correspondre un 

point à un point sous les conditions : que l'un et l'autre sont sur un 

même rayon vecteur issu d'une origine fixe, et que le produit de leurs 

distances à cette origine est égal au carré d'une ligne constante et 

donnée. 

Si l'on se borne à considérer les questions de températures station

naires, le résultat fourni par la méthode s'énonce ainsi : Un corps étant 

donné dont on connaît l ' é t a t thermique, on peut obtenir, sans aucune inté

gration nouvelle, celui du corps qu'on trouverait en appliquant au premier 

la transformation par rayons vecteurs réciproques, proposition qu'il suffit 

d'indiquer pour en faire sentir aussitôt toute l'importance. Ce théorème 

est uniquement fondé sur le suivant : Le paramètre linéaire du se

cond ordre D, d'une fonction du point transformé ne diffère de celui 

d'une certaine autre fonction du point primitif que par un facteur, fonc

tion de l'un ou de l'autre de ces points, mais indépendant de la nature des 

fonctions transformées l'une dans l'autre. 

Nous allons nous proposer de rechercher tous les modes de défor

mation qui donnent lieu à ce théorème, et par conséquent aussi à la 

transformation des températures qui en est la conséquence. 



II. — Transformation du paramètre du second ordre D, V. 

Soient x,y, z les coordonnées rectangles d'un point M, x ' , y ' , z ' celles 

du point transformé M' et 

( 1 ) x'—o( x, y, z ) , f = <?,(x, y, z), z'— y,(x, y, z), 

les formules de transformation. Soit encore 

(2) p—f{x,y,z), p, =ft [x, y , z), p2=f2{x, y , z), 

un système de trois surfaces orthogonales se coupant en M ; s i , entre 

ces équations et les précédentes, on élimine x , y , z, on aura trois nou

velles surfaces 

( 3 ) p = <\i(x', y 1 , z'), p, — <\>t{x', ) ' , z'), p2 = (j/2 ( x', f , z' ) , 

qui se couperont en M' et ne seront plus généralement orthogonales. 

Nous appellerons le système des surfaces (2 ) système primitif, et celui 

des surfaces (3) système transformé. 

Soit maintenant V une fonction quelconque du point primitif M. En 

adoptant pour variables les coordonnées p, son paramètre différentiel 

du second ordre D, V sera de la forme 

(4) 

les h étant les paramètres différentiels 

et étant, comme au chapitre II, 

(5 ) 

Exprimons d'abord ces paramètres en fonction des coordonnées du 



point transformé. La quantité 

est nulle ou égale à h2, h\, h\, suivantque i et j sont différents ou qu'ils 

ont les valeurs communes o, 1 ou 2. Cela résulte de ce que les sur

faces (2) sont orthogonales. Or, au moyen de l'identité 

(a) 

et de ses analogues, cette expression se transforme en 

ou mieux, en 

où l'on représente par <i>tj les six paramètres différentiels du premier 

ordre du système des fonctions (1) , qui sont, comme on le sait, les 

seules fonctions différentielles du premier ordre qu'on puisse choisir 

arbitrairement; ainsi l'expression (h) est nulle si i>j et égale à h? 

pour i = j . L'identité (a) montre aussi que le déterminant zs est le pro

duit des deux suivants : 



dont le dernier n'est fonction que des paramètres comme on s'en 

assure en effectuant son carré par lignes : 

(6) 

en vertu de 

( 7 ) 

Ceci posé, remplaçons w et les h par ces valeurs, nous aurons 

( 8 ) 

où l'on a posé 

Actuellement, nous voulons introduire à la place de V une fonction U 

du point œ'y'z' qui ne dépende en rien des coordonnées x, x' ou p, 

auxquelles on rapporte les points M, M'; la relation entre V et U ne 

saurait donc renfermer que des fonctions différentielles des <p, inca

pables de changer quand on change les coordonnées. Donc cette rela

tion ne peut être que de la forme 

Il s'ensuit 

(9) 

( 10) 

où, pour abréger l 'écriture, on a seulement entouré d'un crochet l'indi

cation d'une dérivée de $ quand on fait tout varier, excepté U, dans 

cette fonction. Telles sont les expressions à substituer dans D 2 V , pour 

remplacer 0 par U dans cette quantité. 



I I I . — Equations différentielles du problème. 

Nous voulons que, cette substitution une fois faite, D1V devienne le 

produit du paramètre différentiel de la fonction U du point M', par une 

quantité qui ne dépende ni de U ni de V ; comme d'ailleurs D1V 

et D'1 U, et par conséquent aussi leur rapport, ne dépendent en rien des 

coordonnées x, x' ou p, ce rapport ne saurait encore ici être fonction 

que des il faut donc que 

( 1 1 ) 

Nous accentuons le symbole D'1 pour rappeler que U est exprimé au 

moyen des coordonnées du point M' . Or, en adoptant le système des p 

des surfaces (3) pour coordonnées de ce point, on a vu, chap. II, § X , 

que si l'on pose 

on a 

ou bien, en développant. 

(13) 

Remplaçant donc, dans ( 1 1 ) , les deux paramètres différentiels D1 V, 

D'1U par leurs valeurs, on aura une équation qui devra être satisfaite 

quelles que soient les dérivées partielles de la fonction arbitraire U, 
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savoir : 

E g a l a n t donc à zé ro les coeff ic ients des m ê m e s dé r ivées , on ob t i endra 

les é q u a t i o n s 

(14) 

(15) 

(16) 

• : i 7 ) . 

(18) 

qui sont les équa t ions d i f férent ie l les du p r o b l è m e . 



IV. — Première intégration. 

L'équation ( 1 6 ) fait voir immédiatement que S ne saurait être qu'une 

fonction linéaire de U; et, par suite, en indiquant par û et II deux fonc

tions des seules quantités $ ( > / , on a 

( 1 9 ) 

Les équations (14) équivalent, d'après les valeurs (12), à 

et analogues, lesquelles expriment que le système des surfaces (3) est 

orthogonal. Ainsi la transformation doit être telle, qu'un système de 

trois surfaces orthogonales a pour transformé un système pareillement 

orthogonal. 

La troisième des équations (15) développée donne 

et celle-ci devant avoir lieu quel que soit le système des surfaces p, soit 

primitives, soit transformées, il faut que les coefficients des mêmes 

dérivées soient égaux dans les deux membres. Donc 

(20) 

c'est-à-dire que les équations (1) , où x', y', z' seraient traités comme des 

constantes, doivent représenter un système de surfaces orthogonales, 

et que ces équations, où x',y', z ' seraient regardés comme des fonctions 

de x,y, z, doivent les déterminer de telle sorte que ces fonctions aient 

des paramètres différentiels du premier ordre égaux. Les autres équa

tions (15) sont identiques quand ces conditions sont satisfaites. Quant 

à la valeur commune des paramètres $ de x', y ' , z', on la déduira de l'é-

16. 



quation (6) qui, d'après ( 20 ) , devient 

Passons aux équations (17) et remarquons d'abord que il et II ne 

sont plus maintenant des fonctions de six variables, mais d'une seule 

qui est F, d'où résulte que : 

Remplaçant donc ces dérivées par leurs valeurs dans la première (17). 

les A'* par zéro , si ï est différent de j , les h'^ par 

elle prend la forme 

ou, en divisant par û et remplaçant par sa valeur, observant que les 

termes en (^"') se détruisent, supprimant le facteur 

( 2 1 ) 

Les trois équations (17) ne peuvent donc être satisfaites que par les 

solutions de l'équation 

( 2 2 ) 

ou par celles du système simultané 

Dans le premier cas ( 2 2 ) , 



Dans le second, F est indépendant de p, p,, p2, c'est-à-dire constant; 

par suite, les paramètres sont des constantes égales ; nous verrons 

plus loin que le mode de transformation qui répond à cette hypothèse 

est insignifiant, en ce qu'il n'ajouterait aucun corps nouveau à ceux 

qu'on sait traiter directement. 

Voyons enfin ce que donne l'équation (18) . Comme 

le coefficient de U sera d'abord 

ou, en y remplaçant ™ par ^ qui lui est égal, 

Puisque U est arbitraire, ce coefficient doit être nul. Donc 

(23) 

Quant au terme indépendant de U, et qui doit être également nul, il 

est composé en I I , comme le précédent en O. Donc 

D'autre part I I , comme nous l'avons vu, dépend, ainsi que iï, de la 

seule fonction F, de sorte que 0 et II sont fonctions l'une de l'autre. 

On a donc 



et puisque D, I1 et D1 ii sont nuls, que S), U ne saurait l'être, on a 

Ceci donne à V la forme 

ou, en annulant les constantes, qu'on peut supposer renfermées dans 
U et V. 

Ainsi les résultats de cette première intégration sont les suivants : 

Les formules de transformation doivent être telles que, si l'on y regarde 

les nouvelles variables comme des paramètres, les surfaces représentées par 

ces formules sont orthogonales. Si on les regarde, au contraire, comme 

des fonctions des anciennes, leurs paramètres différentiels du premier ordre 

doivent être égaux et avoir pour valeur commune une fonction dont la 

racine sixième soit fonction isotherme, c'est-à-dire satisfasse à l'équa

tion D, = o. 

Les deux fonctions V et U, qui se transforment l'une dans l'autre, ont 

alors pour rapport cette fonction isotherme, et leurs paramètres différen

tiels du second ordre ont un rapport égal à la cinquième puissance de cette 

même fonction. 

Enfin, la transformation présente cette propriété, qu'un système quel

conque de trois surfaces orthogonales se change en un système pareille

ment orthogonal. 

Remarquons, en outre, qu'il existe une seconde solution dans la

quelle la fonction F est une constante, mais cette solution est renfermée 

dans la précédente. Car F satisfait alors à l'équation D, (y F) = o. 

V — Équations aux différences partielles du premier ordre. 

Nous avons obtenu, par ce qui précède, les équations aux différences 

partielles du premier ordre de la question. Elles sont au nombre de six, 



savo i r : 

(25) 

en désignant pour plus de simplicité \ ¥ par f. f doit en outre satis

faire à l'équation du second ordre 

Mais, ainsi que nous le reconnaîtrons plus tard, cette équation n'est 

qu'une conséquence des premières, et n'apporte aucune condition 

restrictive. 

L'intégration du système (25) présenterait probablement d'assez 

grandes difficultés; mais les équations (24), (25) , chap. II, § VII, 

puis (16), chap. II, § III, expriment les mêmes conditions que ce système, 

et comme, quoique plus nombreuses et d'un ordre plus élevé, elles sont 

d'une nature plus facile à traiter, ce sont elles que nous emploierons 

dans la suite. Il faut, auparavant, y remplacer p, p,, p2 par x', y', z , 

puis h, h,, h2 par f, et leurs inverses par <£> = j - Celles qu'on obtient 

ainsi sont des quatre formes : 

(26) 

( 27 ) 

( 28 ) 

(29) 



Les six premières donneront <î> ou f, qu'on substituera dans les six der

nières, et celles-ci feront alors connaître oc, y , z en fonction de oc', y ' , z' 

et inversement, ce qui est le but à atteindre. 

V I . — Intégration de ce nouveau système. 

Deux des équations (26) s'écrivent : 

Elles montrent que la fonction log ( J^- j — l o g ( $ 2 ) est indépendante 

à la fois de x ' et de z'. Donc 

d'où résulte 

f(x'), o{y'), ^ (z') étant trois arbitraires que les équations (27) vont 

déterminer. Elles donnent en effet 

ou bien 

et on en conclut 

d'où résulte que chacune de ces trois dérivées a une même valeur qus 

ne saurait être autre chose qu'une constante a. Il s'ensuit alors 

«, |3, 7 étant des constantes qu'on peut annuler par le transport des 



axes. Cela fait, on aura 

ou, en représentant x'2 + y'2 + z'2 par R ' 2 , 

( 3 o ) 

Occupons-nous maintenant des équations (28) . La première devient, 

par cette valeur de f, 

Prenons pour variables 

d'où résultent 

nous aurons 

Cette équation et une autre semblable, écrites sous les formes 

montrent que la fonction 

ne dépend que de x'. Donc 

9, rs, y étant de nouvelles arbitraires. Ajoutons ces trois équations, res

pectivement multipliées par dx', dy', dz', et posons 
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il viendra 

et par conséquent 

(31) 

Les équations (29) vont enfin déterminer w, w1, w2. A cause de 

elles donnent 

(32) 

et on obtiendrait visiblement la même chose pour Donc 

et comme ces trois dérivées ne sont fonctions chacune que d'une va
riable différant de l'une à l'autre, elles ne peuvent être égales sans être 
constantes; donc 

x, y, z se réduisent donc aux formes 

Si on substitue dans le second membre de (32), qui doit être égal à m, 
on trouve p = 0. De même p etp" sont nuls. On peut en outre annu-



ler m, m!, m!", cela ne revient qu'à transporter les axes parallèlement à 

eux-mêmes. Enfin, en substituant dans les équations ( 2 5 ) , on reconnaît 

que les constantes n satisfont aux relations 

lesquelles montrent que ces constantes multipliées par sont les cosinus 

des angles que trois axes rectangulaires font avec trois autres égale

ment rectangulaires. On pourra donc toujours, par la rotation des axes, 

réduire x , y , z aux formes 

( 3 3 ) 

d'où on conclut, en posant 

(34) 

puis 

c'est-à-dire 

( 3 5 ) 

Ce sont les formules de la transformation par rayons vecteurs réci

proques. Elles représentent trois sphères ayant leurs centres sur les 

trois axes, et par conséquent orthogonales, puisqu'en chaque point 

commun les rayons forment un trièdre trirectangle. Les coefficients dif

férentiels du premier ordre sont égaux ; car, de 

résulte 

Enfin nous n'avons fait aucun usage jusqu'ici de l'équation du second 

ordre en et il est facile de s'apercevoir qu'elle est identiquement 
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satisfaite, car on a 

Nous avons, dans tout ceci, négligé la solution f = const. Voyons 
maintenant ce qu'elle peut fournir. Il suit des équations (28) et (29) , 

réduites par cette hypothèse à que les x, y, z 

doivent être fonctions linéaires des x', y', z', et les coefficients de ces 
fonctions sont assujettis aux conditions trouvées ci-dessus pour les n. 
Ainsi cette solution consiste à réduire les dimensions du corps dans un 
rapport constant, ainsi que les quantités de chaleur en chaque point, 
puis à faire tourner les axes. Elle indique donc l'existence de la simili
tude calorifique, mais ne permettrait de traiter aucun corps nouveau. 
En résumant donc notre recherche, nous conclurons que : 

La seule déformation des figures qui permette de résoudre, d'une ma

nière générale, par les mêmes formules, les questions relatives à la distri

bution de la chaleur, dans les corps quelle fait se correspondre, est la 

déformation par rayons vecteurs réciproques. 

VII. — Exception relative aux corps cylindriques. 

Tout ce qui précède ne s'applique qu'aux corps qui ne présentent 
aucune circonstance particulière, et pourrait cesser d'être vrai dans cer
tains cas. En d'autres termes, si la déformation par rayons réciproques 
est la seule possible, tant qu'on laisse au corps toute sa généralité, il en 
peut être autrement pour telle ou telle classe de corps, lorsqu'ils pré
sentent une disposition calorifique convenable. 

Considérons, par exemple, un cylindre entretenu à une température 
qui ne varie que d'une arête à l'autre : il est facile de voir que les con
ditions du cas précédent subsisteront; mais comme alors V et U ne dé
pendront que de deux variables, il en résultera de notables simplifica
tions. Sans reprendre les calculs, il est facile de voir que p , p , étant 
deux cylindres orthogonaux, dont l'équation finie pourra toujours être 
prise sous la forme 



une transformation renfermée dans la formule 

les changera en deux autres cylindres orthogonaux 

Si on calcule alors D'2V, on voit bientôt qu'il se transforme à un facteur 
près en D2V, c'est-à-dire qu'une fonction V possède, à un facteur près, 
le même paramètre différentiel du second ordre, soit qu'on la regarde 
comme fonction du point M, ou du point M'qui s'en déduit parla trans
formation y; et, par suite, étant connu l'état thermique d'un cylindre 
entretenu à sa surface à des températures constantes qui ne varient que 
d'une génératrice à l'autre, les mêmes formules représenteront sans 
aucun changement celui de tout cylindre déduit du premier par une 
transformation de la forme La seule 
condition est que <p soit ce que M. Cauchy appelait une fonction mono
gène. 

VIII. — Digression relative à une propriété de la déformation 

par rayons réciproques. 

Nous avons eu occasion de reconnaître, dans la recherche précé
dente, que trois surfaces orthogonales étant transformées par rayons 
vecteurs réciproques se changent en trois autres surfaces orthogonales. 
C'est là une propriété spéciale à ce mode de déformation, comme nous 
allons le démontrer. 

Conservons nos notations. Il suffira, pour exprimer l'orthogonalité 
des surfaces (3), § II, d'écrire trois équations, telles que 

et, si on suppose les x'exprimés en x par les équations (1), on mettra 
aisément cette équation sous la forme 

( 3 6 ) 



où l'on a posé 

Les surfaces (2) étant supposées orthogonales, les dérivées sont assu
jetties à trois équations telles que 

au moyen desquelles nous pourrons déterminer les Nous trouverons 

ainsi 

en posant 

Posons encore 

et observons que 

l'équation (36), où l'on substituera les valeurs des dérivées partielles 
de z, deviendra 

Joignons à cette équation une autre semblable 



et éliminons <1>'0 , entre elles, en les retranchant, après les avoir conve
nablement multipliées, le coefficient de sera 

En y permutant x et y, on aura celui dê 'j ( — $'2 2 . Au second membre, 

le coefficient de sera 

Enfin, les termes en P1, P2, quand on y néglige le facteur 

donnent 

Ainsi est facteur commun, et, si on le supprime, il 

reste 



La quantité entre crochets, décomposée en deux termes, l'un en <i>'0 2 , 
l'autre en $' l i 2, présente encore des réductions qu'il suffira de faire 
pour le second de ces termes, puisque rien ne change quand on per
mute x,y et 2 , — $' 0 i 2. Le terme en 0' l , 2 est 

on obtient donc enfin 

qui s'écrit encore, en représentant, pour abréger, par S et r, les produits 



Cette équation fait connaître le rapport de au moyen d'expres

sions symétriques par rapport aux dérivées partielles des variables x,y; 
d'où il résulte que, si on était parti de deux autres équations, on eût 
obtenu les mêmes valeurs pour les trois rapports. Ainsi : 

Or, ces égalités sont impossibles, car on sait que 

Il faut donc que, dans l'équation précédente et ses semblables, les 
facteurs symétriques soient nuls. Les équations qui en résultent 

doivent avoir lieu, quelles que soient les surfaces orthogonales (2) , 

c'est-à-dire quelles que soient les dérivées et comme les trois 

termes dont se compose l'expression ci-dessus ne sauraient ni se ré
duire les uns les autres ni être nuls séparément, il faut que leurs coef
ficients le soient. Donc 

et, en somme, 

(37) 

Telles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour l'orthogo-
nalité des surfaces (3). Nous les échangerons contre d'autres équiva
lentes, mais plus faciles à interpréter. Reprenons, pour cela, le 
déterminant F, § II; son carré, effectué par colonnes, a précisément 
pour éléments les il est donc égal à $',J

C. Si maintenant nous ré-
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solvons par rapport aux dérivées les trois équations 

= K, $'„,, = o, $ ' 0 , 2 = °? où l'on suppose les premiers membres 
remplacés par leurs valeurs, et où K est la valeur commune à 

2, on aura K3 pour dénominateur commun et le numé
rateur de chaque inconnue sera égal au produit par K2 du coefficient 
du terme identique à l'inconnue dans le déterminant F. Cela donne les 
neuf équations analogues à 

Que maintenant on effectue le déterminant F en l'ordonnant par 
rapport aux éléments d'une colonne, et en tenant compte de ces rela
tions, on trouvera 

Qu'on effectue de même le déterminant nu! formé en répétant deux 
fois la même colonne dans F, on aura 

Donc les formules de transformation ( 1 ) , en y regardant les nouvelles 
variables comme des constantes, doivent représenter des surfaces ortho
gonales, et ces nouvelles variables considérées comme fonctions des 
anciennes doivent avoir des paramètres différentiels de premier ordre 
égaux. Or, nous avons vu ci-dessus que les seules formules satisfaisant 
a ces conditions sont celles de la similitude et de la transformation par 
rayons vecteurs réciproques. Donc : 

Parmi tous les modes de transformation consistant à faire correspondre 

un point à un point, les seuls qui puissent changer un système de trois 

surfaces orthogonales en un autre système de surfaces orthogonales sont 

les transformations par rayons réciproques, et par similitude, ou ravons 

proportionnels. 



IX. — Généralisation des questions précédentes. 

Ainsi que nous l'avons vu au chapitre III, les fonctions DmV sont des 
éléments caractéristiques de la fonction V, et sont par là propres à 
figurer comme premiers membres d'équations dans les théories de la 
mécanique et de la physique mathématique; si, jusqu'ici, le seul de ces 
paramètres qui s'y soit introduit est D1 V, cela tient à sa forme linéaire, 
qui doit d'autant mieux convenir à ces sciences que leurs formules, 
n'étant qu'une première approximation, sont elles-mêmes linéaires. Il 
est donc fort possible que l'étude de nouveaux phénomènes ou celle 
des perturbations des phénomènes déjà soumis au calcul conduise à la 
considération des autres paramètres. 

On n'en pourrait pas dire autant des paramètres < ù m \ V qui paraissent 
uniquement destinés à définir la nature des surfaces isodèles. En effet, 
si U est une fonction de V, U = /(V), de sorte que 

quand on substituera ces valeurs dans les déterminants dont se com 
pose ©mU, on pourra ne tenir compte que de la première partie des 
dérivées secondes, qui reproduira cO,„V multiplié par m + 1 fois Se 

facteur entrant dans tous les éléments. Car la seconde partie des 

dérivées secondes de U donnerait, outre ce premier résultat, des déter
minants dans lesquels une ou plusieurs colonnes ne différeraient de la 
première que par un facteur multipliant tous leurs éléments, ce qui 
montre que tous ces déterminants seraient nuls. On a donc 

c'est-à-dire que, si un agent physique V pouvait satisfaire à une équa
tion telle que (Bmv = o, la fonction qui la représenterait ne serait pas 
déterminée, puisque toute fonction de cette fonction conviendrait éga
lement bien, pourvu qu'elle satisfit aux conditions imposées aux 
limites, ce qu'on pourrait toujours obtenir. 
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Il en est tout autrement des équations DmV = o ; car si on fait dans 
ie premier membre les substitutions que nous venons d'indiquer, puis 

les mêmes décompositions de déterminants, le premier est DmV, 

ceux dont deux ou plusieurs colonnes sont formées des seconds termes 

des dérivées sont nuls; mais ceux qui ne renferment qu'une de 

ces colonnes ne le sont pas, et il n'est pas difficile de les transformer 
dans les déterminants qui composent ^,„V. On a ainsi 

et il ne suffit plus, par conséquent, que D m V soit nul pour que 
D, r e [f(V)] le soit aussi. Cette formule montre même à quels caractères 
doit satisfaire l'équation de la surface isodèle d'une fonction V dont le 
paramètre D m est nul. En effet, X étant la constante variable d'une 
famille de pareilles surfaces, 

V ne doit être fonction que de X. Or. si l'on fait usage de la formule 
précédente, on aura 

Ainsi, et ne doit être par conséquent fonction que de X. Si 

cela a lieu, on a 

ce qui montre que V est bien déterminé sur chacune de ses surfaces 
isodèles. Ces formules sont la généralisation de celles dont M. Lamé a 



t'ait le fondement de ses beaux travaux sur la distribution de la chaleur 
dans les corps non cristallins. 

Les détails qui précèdent donnent un certain intérêt à l'équation 
D m V=o, et s'il est très-possible que les équations de physique où 
pourra entrer ce paramètre soient réellement d'une forme beaucoup 
moins simple que celle-là, il n'en sera pas moins intéressant, ne fût-ce 
qu'au point de vue analytique, de chercher à traiter pour la fonc
tion Dm, prise dans toute sa généralité, la question que nous venons 
de résoudre dans le cas de trois variables pour la fonction D1. 

X. — Formation de l'équation, entre les paramètres Dm 

des deux fonctions. 

Nous supposerons, comme précédemment, que xt, x.2,.., xn étant 
les variables relatives au point M', x\, x\,..., x'n celles qui sont rela
tives au point transformé M', les formules de transformation soient 

Nous appellerons encore p l t p 2 , . . . , p n un système de coordonnées 
orthogonales du point M, liées aux x par 

Ces mêmes quantités pourront être regardées comme coordonnées du 
point M', mais elles ne seront plus, pour ce point, variables orthogo
nales. Ceci pose, nous nous proposons de déterminer la transformation 
de telle sorte que, quelles que soient les surfaces f, à chaque fonc
tion V des coordonnées o ou x du point M corresponde une fonction V 
du point M', satisfaisant aux conditions : 1° que la liaison de U à V 
dépende seulement de la nature de la transformation, 2° et que la 

même chose ait lieu pour le rapport des paramètres différentiels 

de ces fonctions. Nous suivrons absolument la même marche que ci-
dessus. 

Les quantités différentielles du premier ordre qui déterminent la 



nature de la transformation seront encore désignées par 

Nous avons vu (chap. II, § V) que DnV est égal au produit de w2 par 
un déterminant dont l'élément est 

et que BmV est la somme des produits des mineurs principaux d'ordre m 
de ce déterminant par les hf, dont les indices sont ceux des lignes et 
des colonnes de ces mêmes mineurs. En transformant comme ci-dessus 
l'expression 

au moyen de l'identité 

en tenant compte des valeurs de 4>/y, on a 

(38) 

Et on voit en outre que le déterminant w est le produit des suivants 

( 39 ) 



dont le dernier ne dépend que des Car ces quantités sont les élé
ments de son carré effectué par lignes. 

Ceci posé, l'équation entre V et U doit, par hypothèse, être de la forme 
(40) 

et, en indiquant, comme ci-dessus, par un crochet, une dérivée prise 
par rapport à pif en supposant que U soit traité comme constant, il ré
sulte de cette équation que 

ce qui substitué dans l'élément q i j donne 

(41) 

où l'on a posé, pour abréger, 

(42) 

Nous pourrons donc, par les formules (38) et (41) , exprimer DmV au 
moyen de dérivées prises par rapport aux p , ceux-ci étant regardés 
comme fonctions des x', c'est-à-dire comme fournis par les équations 



qu'on obtient en éliminant les x entre les deux systèmes primitifs, et 
qui représentent les surfaces non orthogonales transformées des sur
faces pi —fi. 

Maintenant, d'après les formules (34) , (37 ) , (39) des §§ VII, VIII, IX, 
chap. II, si l'on pose 

on a 

et il s'agit de substituer toutes ces expressions dans la relation sup
posée entre les paramètres DmV, D'mU, 

et d'exprimer qu'elle doit avoir lieu pour toutes les valeurs possibles 
des dérivées des p , et quelle que soit la fonction U. 

XI. — Identification de l'équation précédente. 

Nous devons ordonner l'équation précédente par rapport aux dérivées 
de U, puis annuler tous les coefficients des termes qui les contiennent 
d'une manière différente; s'il était nécessaire de développer pour cela 
tous les déterminants des deux membres, les calculs seraient sans doute 
impraticables. Nous allons voir que, par un choix convenable des termes 
à considérer, on peut rendre ces calculs assez simples. 

Observons que chaque déterminant composant DmV se décompose, 
après la substitution des < .̂y, en un premier dont l'élément serait le 
premier terme de qitj (celui-là est du degré m par rapport aux dérivées 
secondes de U), puis en une somme de plusieurs autres, renfermant ces 
mêmes parties de q,j dans certaines de leurs colonnes et les parties 
restantes dans les autres; de sorte que ces déterminants sont tous de 
degrés inférieurs à m par rapport aux dérivées secondes. D'm U au 
second membre peut se décomposer de la même manière. Donc les 



deux parties qui sont du degré m dans les deux membres doivent être 
séparément égales. En outre, cette égalité doit avoir lieu, quelles que 

soient les dérivées secondes et comme chaque déterminant du 

premier membre a un correspondant et un seul dans le second, qu'il 
ne peut y avoir de réductions qu'entre eux, puisque eux seuls dépen
dent des mêmes indices, il faut que leurs coefficients soient égaux; d'où 

(43) 

p désignant la combinaison de m indices, r,,r2,..., rm. Les autres déter
minants du mieme degré par rapport aux dérivées secondes n'existent 
que dans le second membre. Il faut donc que leurs coefficients soient 
nuls : 

(44) 

De cette dernière équation, il est facile de conclure que tous les éléments 
non principaux du déterminant II (§ VII, chap. II) sont nuls. En ef
fet, choisissons parmi les déterminants (44) celui dans lequel la combi
naison p et la combinaison a ont les m — 1 indices communs ri,r2,...,rm_l; 

soient rm et s les deux autres indices, ce déterminant contiendra un 
terme qui sera seul de son espèce. Car tous les 
autres se déduisant de celui-ci par des permutations faites dans les 
seconds indices, ceux qui contiennent diffèrent par [es m — I pre
miers facteurs. D'ailleurs, les éléments principaux de II sont des 
sommes de carrés, et ne sauraient être nuls, et puisque le déterminant 
d'ordre m considéré doit être nul, quels que soient les p, il faut que 
le soit. Donc 

et ceci montre d'abord que la transformation cherchée jouit de cette 
propriété qu'un système orthogonal quelconque se change en un sys
tème orthogonal. 
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Il en résulte ensuite que les équations (43) se changent en 

le premier membre, quand on y met, pour les hf, leurs valeurs, est 

Il contient un terme en qui ne se 

réduit avec aucun autre ni du premier, ni du second membre, quand s 
et i sont différents. Donc 

et ceci exprime que les formules de transformation, quand on regarde 

les nouvelles variables comme constantes, sont orthogonales. En d'autres 
termes, les nouvelles variables, regardées comme fonctions des anciennes, 

ont leurs surfaces isodèles orthogonales. 

L'équation (43) se réduit alors à 

et, si on identifie les deux termes pour lesquels tous les s sont égaux, 
on a 

Donc tous les paramétres différentiels du premier ordre des nouvelles 

variables sont égaux. 

Leur valeur s'exprime au moyen du déterminant F, dont le carré 



vaut On a donc 

(45) 

Les conditions que nous venons d'obtenir suffisent pour rendre iden
tiques les équations (44) et (45). 

Considérons maintenant la seconde partie du développement. Elle 
contient, entre autres termes, un déterminant ayant pour éléments, 
dans m — I colonnes, les dérivées secondes de U, et, dans une dernière, 
les produits de deux dérivées premières. Ces déterminants n'existent 
que dans le premier membre et ont en facteur un certain produit 

des h) multiplié par Par des raisons toutes semblables aux précé

dentes, on verra que 

0 et A étant des fonctions des et par conséquent de F seul. Ainsi -"• 
est une fonction linéaire de U. 

XII. — Suite du précédent. 

Parmi les déterminants qui subsistent encore dans le premier 
membre se trouvent ceux qui contiennent, dans m- I colonnes, les 

dérivées secondes et, à la dernière, les quantités indépen

dantes des dérivées de U. Ordonnons ces déterminants par rapport 
aux et considérons seulement ceux de ces termes qui renferment 
un déterminant mineur principal désigné de celui qui aurait pour 
éléments les dérivées secondes de U. Si ce mineur dépend, par 

exemple, des dérivées par rapport à p , , p 2 , . . . , p m - , , il sera accompagné 
de p . m , m , fi,n+,jm+),...,fj.„,n,et comme il ne saurait se réduire avec d'autres, 
son coefficient sera nul, ce qui donne, en supprimant le facteur com-
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mun 

un autre déterminant semblable donnerait 

on en conclut que toutes les expressions hf [x^ sont égales, et comme 

n — m + I d'entre elles ont une somme nulle, elles sont séparément 

nulles. En particulier, il en résulte d'ailleurs est 

composé en comme qiti (chap. II, § IV) l'est en 

donc D, (§) — o, le crochet signifiant que U doit être traité comme une 

constante. Cette équation se décompose en U D , 9 + D, A = o , et comme 

elle doit avoir lieu quel que soit U, 

(46) 

On en déduit, comme précédemment, 

puis 

(47) 

Ainsi le rapport de V à U ne doit dépendre que de F, et satisfaire encore 

ici à l'équation D, = o. 

Prenons maintenant les termes en ^j. Considérons les déterminants 

qui contiennent les à m — 2 de leurs colonnes, et les p. à deux 

autres. Ordonnons-les suivant les déterminants binaires qu'on peut 

former dans ces dernières colonnes, et prenons, parmi les termes qui 

en résultent, ceux qui renferment le déterminant principal d'ordre m —2 

dépendant des dérivées prises par rapport à p , , p t , . . . , p m _ 2 . La somme 

de ces termes devra être nulle, et, si on tient compte de ce que les yi,i 



sont nuls, on trouve ainsi 

Cette somme de carrés ne peut être nulle que si tous ses termes le 
sont; d'où = o. 

XIII. — Continuation du même sujet. 

Grâce à la nullité de et des p., les éléments q i t i , qtj de DmV 

éprouvent de grandes simplifications. On les écrit : 

avec 

En outre, les surfaces transformées étant orthogonales, les éléments 
</',, de D'mU deviennent, en tenant compte de (45), 

Représentons, pour abréger, par p i t i les termes de la parenthèse de 
q i t qui renferment les dérivées premières de U, par /X, la partie corres
pondante de q ' U i , et agissons comme nous l'avons fait au paragraphe 
précédent pour prouver la nullité des p.,,,, nous obtiendrons comme 

coefficients du déterminant principal dont les éléments sont 

les deux membres de l'équation 



ou bien, en remplaçant les h,2, par leurs valeurs (45) et tenant compte de 

ce qui entraîne, comme ci-dessus, à propos des p.,-,, 

(48) 

Nous conclurons, en particulier, de cette équation 

ou bien 

(49) 

En prenant seulement les termes en on obtient 

ou 

dont l'intégration conduit à 

( 5 o ) 

Ainsi, non-seulement les paramètres du premier ordre des nouvelles 

variables doivent être égaux, mais la puissance de leur com-



mune valeur doit satisfaire a l'équation D1 = o , condition qui, pour 

m = 1, n = 3, se réduit à celle qui a été trouvée précédemment. 

Mais ici cette condition ne suffit plus. Car il faut satisfaire à chacune 

des équations (48) séparément, et l'une de ces équations, quand on y 

met pour p i t i , p'i; leurs valeurs, se décompose en plusieurs autres, 

parmi lesquelles celle qui provient du coefficient de est 

qui donne 

Cette valeur, comparée à (49), exige F = C. Cette valeur de F iden

tifie en effet les deux paramètres différentiels. Mais il suffit de jeter les 

yeux sur les équations (16) (chap. II) et de se rappeler le calcul du 

§ VI du présent chapitre, dans le cas de f constant, pour conclure que 

la solution F = const. correspond à la déformation par rayons propor

tionnels ou par similitude. 

Toutefois, il faut remarquer que si m se réduit à 1, cette conclusion 

se modifie. Car les raisonnements faits dans ce paragraphe et dans le 

précédent, pour prouver la nullité de p . ( ! et celle d e — pit„ ne sub

sistent plus, puisque ces termes ne sont multipliés par aucune dérivée 

seconde de U ; les équations et (49) subsistent toujours et suf

fisent pour rendre identique la proposée. De sorte que la condition 

déduite de (5o) est alors la seule nécessaire. Ainsi : 

La transformation par similitude satisfait à la question proposée pour 

tous les paramètres différentiels D m et y satisfait seule, à moins que m ne 

soit égal à 1. 

Quant à la fonction D 1 , il reste pour déterminer la transformation qui 

lui convient à satisfaire aux conditions : 1 0 que les nouvelles variables aient 

des paramètres différentiels du premier ordre égaux, et dont la 

puissance satisfasse à D1 = 0 ; 2° que leurs surfaces isodèles soient ortho

gonales. En outre, on sait déjà que cette transformation change tout sys

tème de surfaces orthogonales en un système orthogonal. 



En vue d'une question dont nous nous occuperons bientôt, nous sup
poserons entre les paramètres h{, h2,..., hn des x par rapport aux x la 
liaison plus générale 

(51) 

qui reproduirait la proposée si f2, f 3,.. .,fn étaient réduites à l'unité. 

XIV. — Détermination des h. 

I1 s'agit d'abord de déterminer les h par le moyen des équations (24) 
et (25), chap. I I . Le premier de ces deux systèmes, quand on y 
exprime tout en H( et qu'on y change les p en x1, x 2 , . . . , x'n, donne, 
quels que soient les indices, 

d'où on conclut 

ceci montre que est indépendant de x) quand y est différent de i, et 

ne dépend par suite que de x\ ; si donc on représente sa valeur par 

on a 

et de toutes les équations semblables on conclut la différentielle totale 
de ht, puis h, lui-même : 

où l'on a posé 



Les équations du groupe (25) , les mêmes substitutions une fois 
faites, rentrent dans deux formes distinctes, suivant que les deux 
indices des x' sont différents de i , ou que l'un d'eux est I. Ces deux 
formes sont 

Entre (53) et une autre équation qui n'en diffère que par le changement 

de i en j , éliminons et pour cela retranchons-les, après les 

avoir multipliées respectivement par fj- et fj, nous aurons 

ou 

ou encore 

qui revient à 

Ces deux fonctions de variables différentes ne sauraient être égales sans 
être constantes. Donc 

(55) 



Les équations (54) donnent, de leur côté, 

ou bien 

en étendant le à toutes les valeurs de r et supposant f1 = 1. Cette 

équation exige que 

d'où 

de même, 

équation satisfaite d'elle-même. 
De ce calcul résulte que, si on prend l'origine des x de manière à 

annuler toutes les constantes k, et si on pose 

on a 

(56) 



XV. — Intégration des équations en x . 

L e s h é tant m a i n t e n a n t c o n n u s , l e s é q u a t i o n s ( 1 6 ) ( c h a p . I I ; von t 

d o n n e r l es x . L e s p r e m i è r e s d 'en t re e l les p rennen t , q u e l s q u e soient 

les i n d i c e s j et k, p o u r v u qu ' i l s so ien t di f férents , la forme 

q u i , à cause de la forme pa r t i cu l i è r e de h1, r ev ien t à 

et l 'on vo i t ainsi que la f o n c t i o n n e dépend que de x]. 

Ains i 

On en c o n c l u t 

Représen tons le second m e m b r e par et r e m a r q u o n s que la paren

thèse est n o u s ob t i end rons 

(57) 

Il faut ma in t enan t e m p l o y e r le second g r o u p e (16 ) à la dé te rmina t ion 

des Q. E n s u p p r i m a n t dans les d e u x m e m b r e s de cet te équa t ion le 

te rme auque l cas le ne devra p lus c o m p r e n d r e la va l eu r 
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r == j , puis multipliant tout par hj, on met le premier membre sous la 

forme d'ailleurs 

d'où 

et 

Le second membre est 

et, si on y fait passer les termes du premier, le 

s'étendra à toutes les valeurs de r sans exception. Multipliant ensuite 
par fj, on aura l'équation 

( 5 8 ) 

dont le second membre ne dépend nullement de l'indice j . On trouve

rait donc la même valeur pour et par suite 

Comme ce sont là deux fonctions dépendant chacune d'une seule 
variable différente de l'une à l'autre, il faut qu'elles soient constantes. 
Donc 

Substituant dans on a 



et, par suite, 

( 5 9 ) 

formule où l'on peut d'abord supposer mi- nul, en transportant conve
nablement l'origine. Si l'on substitue alors Q,t et dans le second 
membre de (58), qui doit être nul, on a 

Ainsi les q t sont nuls. Substituant enfin dans les conditions d'orthogo-
nalité, prises sous la forme (7 ter. chap. I I ) , on a d'abord, à cause de 

puis 

Les coefficients p , multipliés par sont donc les cosinus que forment 

n axes orthogonaux avec n autres axes pareillement orthogonaux. On 
en conclut premièrement 

puis, en changeant les axes, 

Les carrés de ces équations, étant ajoutés, donnent 



et on en déduit enfin les formules cherchées 

(60) 

Ces équations représentent encore n sphères orthogonales, ayant leurs 
centres sur les n axes et passant à l'origine; mais ici les nouvelles 
variables sont des fonctions des rayons de ces sphères et non plus ces 
rayons eux-mêmes. Les points correspondants M, M' ne sont plus sur un 
même rayon vecteur. 

Quand on suppose dans ces formules f2 —f = . . . = / „ = 1 , on 
retombe sur celles de la transformation par rayons vecteurs réciproques. 
Ainsi : 

La transformation par rayons réciproques s'étend aux paramètres D1, 

quel que soit le nombre des variables. Elle seule satisfait aux conditions 

proposées, et cela n'a lieu que pour ces paramètres. 

XVI. — Question relative au travail des forces normales. 

Une force produit généralement, sur un mobile, deux effets diffé
rents : l'un qui consiste à modifier la vitesse, l'autre à écarter le mobile 
de la ligne droite, ou à courber sa trajectoire. De là naît l'importance 
toute particulière que prend, dans la Dynamique, le mode de décompo
sition d'une force en deux, l'une tangente, l'autre normale à la trajec
toire, décomposition qui, au point de vue géométrique, n'est qu'un 
mode particulier, au milieu d'une infinité d'autres. On démontre en 
effet que les variations de vitesse sont dues à la première de ces compo
santes, la courbure de la trajectoire à la seconde. La notion du travail 
n'a été appliquée jusqu'ici qu'à la composante tangentielle, et M. Lamé, 
voyant dans ce fait une lacune, a proposé la considération d'une sorte 
de travail de la composante normale. Si l'on veut en effet que ce qu'on 
appelle du nom de travail puisse mesurer la dépense industrielle d'un 
mouvement, il faut y considérer aussi bien les composantes normales 
que les tangentielles, puisque l'inertie du point le fait résister aussi bien 
à laisser courber sa trajectoire qu'à laisser accélérer sa vitesse. L'étude 
d'un cas particulier, celui d'une attraction dont les surfaces de niveau 
sont cylindriques, conduit M. Lamé à adopter pour expression du tra-



vail d'une force normale son produit par l'élément d'arc infiniment 
petit da. Il obtient alors (Coord. curv., p. 175) ce résultat, que, pour 
un mobile soumis à cette attraction, les travaux des deux composantes 
sont représentés, l'un par l'accroissement du paramètre p des surfaces 
de niveau, l'autre par l'accroissement du paramètre pi de la famille cy
lindrique orthogonale. L'auteur ne considère pas le cas général, mais 
il paraît disposé (p. 170) à penser que les paramètres p t , p 2 , p3 de trois 
surfaces orthogonales, dont la première est surface de niveau pour une 
force, pourraient représenter, l'un le travail de la composante tangen-
tielle, les autres ceux de forces dont la résultante serait la composante 
normale. Telle est l'idée que nous nous proposons d'examiner. 

XVII. — Travail d'une force qui reste constamment normale 

à une famille de surfaces. 

Soient, à l'époque t, M la position du mobile, F la force qui le sol
licite, Mp,, Mp2, M/s3 les trois arcs suivant lesquels se coupent les trois 

surfaces qui passent en M et appartiennent à trois familles orthogo
nales, à l'une desquelles (p2 p3) la force F est toujours normale. Soient 
M' la position du mobile à l'époque t + dt, MM' la trajectoire, M ' m \ , 
W m \ , M'm's les intersections des trois surfaces passant en M'. Soient 
enfin V la vitesse, vt, ç 2 , v3 ses projections sur les trois arcs p , , p 2 , p 3 , 
R le rayon de courbure de la trajectoire. La force F étant tangente à 
l'arc p , , le plan de cet arc et de MM' est le plan osculateur de la trajec
toire, et, si on projette F en T sur MM', MT, TF sont les forces normale 

et tangentielle Soient encore d u , d s , , d s 2 , d s 3 les arcs MM', 



Mm1, Mm2, Mm3. Les triangles semblables MM'm1, MFT donnent 

ou bien 

La première de ces équations exprime que le travail langentiel est le 

même qu'il eût été pour un point mû parla force F normalement à la sur

face p jusqu'à la surface p -h dp. 

La seconde, que le travail normal est le même toutes les fois que le mo

bile passe de l'arc suivant lequel se coupent les surfaces p,, p 2 à celui où se 

coupent sous l'influence de la force F. En particulier-

ce travail est le même que si le point fût resté sur la surface p. 

Ceci posé, imaginons que sur l'axe du plan osculateur d'un arc et 
dans le sens où un observateur devrait placer sa tête pour voir s'exécu
ter de gauche à droite le mouvement qui amènerait la direction de 
l'arc do sur celle du rayon de courbure, on porte une ligne proportion
nelle au travail normal, et agissons ainsi pour les mouvements des 
trois projections du point mobile sur la surface p , et sur les arcs p 2 , p 3 , 
on verra que le travail de la composante normale sera la résultante des 

travaux des composantes normales de la force F dans les mouvements 

qu'ont les projections du mobile sur les arcs p2, p3. 

En d'autres termes , les quantités mesurent 

le travail tangentiel, les autres deux composantes du travail normal. 

XVIII. — Cas d'une force quelconque. 

Supposons maintenant le même système de surfaces orthogonales, 
et que F représente une force quelconque. Convenons de porter le tra
vail tangentiel sur la tangente à la trajectoire, et dans le sens du mou
vement si est positif, dans le sens contraire s'il est négatif. 

Comme P est la résultante de le travail élémentaire total, en 



désignant sous ce nom la résultante des travaux tangentiels et nor
maux, sera le produit de la force appliquée par l'arc parcouru, et il 
s'exprimera par la racine carrée de la somme des carrés des travaux 
élémentaires tangentiels et normaux. 

Ceci fournit l'expression générale du travail élémentaire normal. 
Son carré doit être en effet, en appelant R1, R2, R3, les trois com
posantes de la force F suivant les arcs p : 

ou bien le travail lui-même, 

c'est-à-dire que le travail de la composante normale est la résultante de 

ceux quon obtiendrait en décomposant la force appliquée suivant les 

arcs p, et prenant les travaux normaux des mouvements que ces forces 

communiqueraient aux projections du mobile sur ces mêmes axes. 

XIX. — Solution de la question. 

Nous nous sommes un peu écartés, dans ce dernier paragraphe, du 
sujet de notre recherche, qui ne doit porter que sur les attractions 
fonctions de la seule distance ; or les accroissements des paramètres 
dp,, dp2, dp3 ne mesurent pas les travaux tangentiels et normaux, 

comme nous l'avons vu § XVII, mais bien leurs produits par 

Dans le cas d'une attraction dont p, serait la surface de niveau h, = F, 

et alors dp, mesure le travail tangentiel ; il faudrait donc que 

fussent fonctions le premier de p2 seul, le second de p3 seul, pour que 
les quantités dp2, dp3 fussent propres à mesurer les travaux nor
maux. Or nous avons vu que cela n'avait lieu que pour le système de 
surfaces tout à fait particulier 

ce qui détruit l'idée préconçue que nous voulions examiner. 
21 



S'il y a exception pour le potentiel cylindrique de M . Lamé, cela 
tient à l'égalité h, = h2, qui a lieu alors d'elle-même. 

En résumé, sans rien ôter de son utilité à la conception du travail 
normal, qui seule permettra d'évaluer exactement la dépense d'une 
machine, et qui peut contribuer même à l'avancement de la Mécanique 
théorique, nous conclurons que ce. travail doit se rattacher aux para
mètres p , , p 2 , p3 d'une manière plus compliquée qu'on ne l'avait pensé 
d'abord. 
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ERRATA. 

Page 18, formule D ' , devant les deux remplacer-+- par —. 

Page 22, formule <©,, après — p'\o, au lieu de -h lisez — 

Page 23, dans I)'r c, au lieu de lisez 

Page 26, depuis « 2 0 l'autre, jusqu'à ainsi », remplacer ce passage par le sui

vant : « l 'autre, étant joint aux autres parties de D,, donne pour 

somme un déterminant qui ne diffère de A que par changement 

des lignes en colonnes. » 

Page 26, au lieu de lisez 

Page 27, au lieu de p2 — p„ 0 , 0 , . . . , 0 , lisez pt, — p,, o, o , . . . ,0, 

Page 27, équation [1, 2 ] , au lieu de lisez 

Page 35, lignes 3 et 4» en remontant, au lieu de : qui ne dépendent que d'un 
seul, lisez : qui ne dépendent d'aucun. 

Page 58, dans c 1 , 2 , au lieu de lisez 

Page 58, ligne 3, en remontant, 
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