
S U R L E 

MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE 

AUTOUR D'UN POINT FIXE. 

THÈSE DE MÉCANIQUE 
P R É S E N T É E A L A F A C U L T É D E S S C I E N C E S D E P A R I S 

Par M. Briot. 

PARIS, 

I M P R I M E R I E DE B A C H E L I E R , 
R U E D U J A R D I N E T , N° 1 2 . 

1842. 



ACADÉMIE DE PARIS. 

FACULTÉ DES SCIENCES. 

MM. BIOT, doyen, 
LACROIX, 
FRANCOEUR, 
GEOFFROY SAINT-HILAIRE, 
MIRBEL, 
POUILLET, 
PONCELET, 
LIBRI, 
STURM, 
DUMAS, 
DELAFOSSE, 

DE BLAINVILLE, 
CONSTANT PREVOST, 
AUGUSTE SAINT-HILAIRE, 
DESPRETZ, 
BALARD, 

LEFÉBURE DE FOURCY, 
DUHAMEL, 
MASSON, 
PÉLIGOT, 

MILNE EDWARDS, 
DE JUSSIEU, 

professeurs. 

professeurs-adjoints. 

agrégés. 



THÈSE DE MÉCANIQUE. 

S U R L E 

MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE 

A U T O U R D 'UN P O I N T F I X E . 

Cet t e thèse a p o u r b u t l a d é m o n s t r a t i o n des t h é o r è m e s de m é 

c a n i q u e é n o n c é s d a n s le M é m o i r e p u b l i é p a r M . P o i n s o t , sous le 

t i tre de Théorie nouvelle de la rotation des corps. 
U n d é p l a c e m e n t q u e l c o n q u e i m p r i m é à u n c o r p s so l ide t o u r 

nan t a u t o u r d ' u n po in t fixe p e u t ê t re p r o d u i t pa r u n e ro ta t ion a u 

t o u r d ' u n a x e fixe. Il s ' ensui t q u e , d a n s le m o u v e m e n t d ' u n c o r p s 

so l ide a u t o u r d ' u n p o i n t fixe, i l y a à c h a q u e ins tant u n e sér ie de 

po in t s en l i gne d ro i t e q u i on t u n e vi tesse n u l l e ; ce t t e d ro i t e s ' a p 

pe l l e axe instantané de rotation. L e s l i e u x des a x e s ins tan tanés 

d a n s le c o r p s et d a n s l ' e space son t d e u x c ô n e s a y a n t p o u r s o m m e t 

c o m m u n le p o i n t fixe, et le mouvement du corps peut être représenté 
par le mouvement du premier cône roulant sans glisser sur la sur
face du second cône. 

§ 1 e r . 

État initial résultant d'une impulsion primitive. 

D é c o m p o s o n s le c o u p l e d ' i m p u l s i o n en t ro is c o u p l e s p e r p e n 

d i c u l a i r e s a u x t ro is a x e s p r i n c i p a u x d ' i n e r t i e ; d ' a p r è s les p rop r i é t é s 



des a x e s p e r m a n e n t s , c h a c u n de ces c o u p l e s p r o d u i r a a u t o u r de 

l ' a x e a u q u e l i l est p e r p e n d i c u l a i r e u n e ro t a t i on é g a l e à l ' in tensi té 

de ce c o u p l e d iv i sée p a r le m o m e n t d ' iner t i e d u c o r p s su ivan t l ' a x e . 

Si d o n c on r ep résen te pa r L , M , N ces t ro is c o u p l e s c o m p o s a n t s , 

p a r A , B , C les t ro is m o m e n t s p r i n c i p a u x d ' i n e r t i e , on a u r a a u 

t o u r des t ro i s a x e s p r i n c i p a u x d ' iner t ie t ro i s ro t a t i ons p ^ , C e s 

t rois ro t a t ions se c o m p o s e n t e n u n e seu le r ep résen tée p a r l a d i a g o 

na le d u p a r a l l é l i p i p è d e c o n s t r u i t su r l e s ro t a t i ons c o m p o s a n t e s ; 

l ' a x e ini t ial de ro t a t i on f o r m e r a d o n c a v e c l e s a x e s p r i n c i p a u x 

d ' iner t ie des a n g l e s d o n t l es c o s i n u s son t p r o p o r t i o n n e l s a u x q u a n 

tités , p ro j ec t ions de la r o t a t i on in i t ia le sur ces m ê m e s 

a x e s . E n p r e n a n t p o u r a x e s c o o r d o n n é s l e s a x e s p r i n c i p a u x d ' i ne r 

tie , l ' e l l i p so ïde c e n t r a l a p o u r é q u a t i o n 

M e n o n s à ce t e l l i p so ïde u n p l a n t a n g e n t p a r a l l è l e a u c o u p l e d ' im

p u l s i o n ; a p p e l o n s x , y , z l e s c o o r d o n n é e s d u p o i n t de c o n t a c t , 

l ' équa t ion de ce p l a n t a n g e n t sera 

et l ' on a u r a les re la t ions su ivan tes 

ou 

C e s r e l a t ions m o n t r e n t q u e l a d ro i t e q u i v a d u cen t r e au po in t de 

c o n t a c t , d i a m è t r e c o n j u g u é d u p l a n t a n g e n t , se c o n f o n d a v e c l ' a x e 

initial de r o t a t i o n . A ins i : 



T H É O R È M E I e r . L'axe instantané de la rotation produite par un 
couple d'impulsion quelconque est le diamètre conjugué au plan de 
ce couple dans l'ellipsoïde central. 

Q u a n t à l a vi tesse a n g u l a i r e , e l l e est é v i d e m m e n t é g a l e a u m o 

m e n t d u c o u p l e es t imé p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à ce d i a m è t r e et d ivisé 

p a r l e m o m e n t d ' ine r t i e d u c o r p s s u i v a n t ce m ê m e d i a m è t r e ; c a r 

p e n d a n t l ' i m p u l s i o n on p o u r r a i t r e n d r e fixe ce d i a m è t r e , l 'effet p ro 

dui t serai t l e m ê m e . 

§ II-

Du couple des forces centrifuges. 

Si l ' on c o n s i d è r e le c o r p s à u n ce r ta in i n s t a n t , l a v i tesse a c t u e l l e 

p o u r r a ê t re p r o d u i t e p a r u n c o u p l e d ' i m p u l s i o n d o n t le p l a n serai t 

c o n j u g u é à l ' a x e ins t an tané de r o t a t i o n . S o i e n t O le p o i n t fixe (fig. I ), 

O P l ' a x e i n s t an t ané de ro t a t i on à u n ce r ta in m o m e n t , O A l ' a x e d u 

c o u p l e d ' i m p u l s i o n q u i p r o d u i r a i t la v i tesse a c t u e l l e ( ce c o u p l e 

n 'es t a u t r e c h o s e q u e le c o u p l e des quan t i t é s de m o u v e m e n t ) . A p 

p l i q u o n s a u x différents po in t s d u c o r p s des fo rces cen t r a l e s te l les q u e 

sous l e u r in f luence le c o r p s t o u r n e d ' u n m o u v e m e n t u n i f o r m e au 

tou r de O P , et des fo rces cen t r i fuges éga l e s et con t r a i r e s . C e sys t ème 

de fo rces cen t r i fuges se c o m p o s e en u n c o u p l e q u e n o u s a p p e l l e r o n s 

couple des forces centrifuges. L o r s q u e ce c o u p l e est n u l et q u ' a u 

c u n e fo rce ex t é r i eu r e n ' ag i t s u r le c o r p s , il est c l a i r q u e le c o r p s doi t 

t o u r n e r i ndé f in imen t a u t o u r de O P c o m m e a u t o u r d ' u n a x e fixe: 

ma i s ce la n ' a r r i v e q u e l o r s q u e O P se c o n f o n d a v e c l ' u n des axes 

p r i n c i p a u x d ' i ne r t i e , q u e p o u r ce t te r a i son o n a n o m m é s a x e s p e r 

m a n e n t s de ro ta t ion ; d a n s t o u s les au t r e s cas ce c o u p l e n ' es t pas 

n u l et i l ag i t a v e c le c o u p l e des fo rces e x t é r i e u r e s p o u r c h a n g e r 

l ' axe et la g r a n d e u r de la r o t a t i o n . O n v o i t p a r là c o m b i e n est i m 

por t an te l ' é t ude de ce c o u p l e des forces cen t r i fuges : n o u s a l l o n s re

c h e r c h e r sa d i r ec t i on et sa g r a n d e u r . 



C o n s i d é r o n s le m o u v e m e n t p e n d a n t u n t e m p s très-peti t 6; en 

v e r t u de la vi tesse a c q u i s e et des forces c e n t r a l e s , l e c o r p s d é c r i r a , 

en t o u r n a n t a u t o u r de O P d ' u n m o u v e m e n t u n i f o r m e , u n a n g l e 

a = w5 (co r ep résen te la v i tesse a n g u l a i r e ) ; l ' a x e O A d u c o u p l e des 

quan t i t é s de m o u v e m e n t t o u r n e r a c o m m e s'il étai t l ié a u c o r p s et 

v i end ra en O A ' sans c h a n g e r de g r a n d e u r . L ' a c t i o n d u c o u p l e des 

forces cen t r i fuges ( j ' a p p e l l e F son in tens i té ) p e n d a n t l e t emps 9 p e u t 

ê t re r e m p l a c é e p a r u n pet i t c o u p l e d ' i m p u l s i o n F9; il f aud ra c o m 

pose r ce c o u p l e F 0 a v e c le c o u p l e O A ' des quan t i t é s de m o u v e 

m e n t : le c o u p l e r é su l t an t sera le c o u p l e des quan t i t é s de m o u v e 

m e n t a u c o m m e n c e m e n t d u s e c o n d in s t an t , si l ' o n fait abs t r ac t i on 

des forces ex t é r i eu re s q u i ag issen t su r l e c o r p s ; o r d a n s ce cas le 

p r i n c i p e des a i res a l i e u , c 'est-à-dire q u e le c o u p l e des q u a n 

tités de m o u v e m e n t n e c h a n g e p a s ; d o n c le c o u p l e F6 est r e p r é 

senté p a r l e cô t é O F d u p a r a l l é l o g r a m m e O A ' A F . O A ' é tan t éga l à 

O A et l ' a n g l e A ' O P é tan t éga l à l ' a n g l e A O P , si l ' o n fait d é c r o î t r e 

a i n d é f i n i m e n t , à l a l imi te A A ' o u O F sera p e r p e n d i c u l a i r e a u p l a n 

A O P . D o n c , 

T H É O R È M E I I . Le plan du couple des forces centrifuges n'est autre 
chose que le plan qui passe par l'axe instantané de rotation et par 
l'axe du couple des quantités de mouvement. 

D e s po in t s A et A ' aba i s sons d a n s les p l a n s A O P et A ' O P des per

p e n d i c u l a i r e s A I et A ' I s u r O P ; o n a 

J ' appe l l e U l ' a n g l e A O P ; A I = O A sin U ; l ' a n g l e a é tant in f in iment 

pe t i t , j e r e m p l a c e le s inus p a r l ' a rc ; on a d o n c 

d ' o ù 

A i n s i , 



T H É O R È M E I I I . La grandeur du couple des forces centrifuges est 
égale à la surface du parallélogramme construit sur l'axe du 
couple des quantités de mouvement et sur la rotation actuelle M . 

Q u a n t a u sens d e ce c o u p l e , i l est faci le de v o i r q u ' i l t end à faire 

t o u r n e r son p l a n en a l l an t d e l ' a x e d u c o u p l e des quan t i t é s de m o u 

v e m e n t v e r s l ' a x e d e ro ta t ion à t r ave r s l e p a r a l l é l o g r a m m e . 

§ III. 

Equations générales du mouvement. 

L e s t h é o r è m e s q u e n o u s v e n o n s d e d é m o n t r e r c o n d u i s e n t d ' u n e 

m a n i è r e t r è s - s imple a u x é q u a t i o n s g é n é r a l e s d u m o u v e m e n t . E t 

d ' a b o r d , c h e r c h o n s les p r o j e c t i o n s d e l ' a x e d u c o u p l e des fo rces c e n 

t r i fuges sur l es a x e s p r i n c i p a u x d ' iner t ie . J ' appe l l e P, q, r , les p r o 

j ec t i ons de la r o t a t i on a c t u e l l e w s u r ces a x e s ; l es p r o j e c t i o n s de 

l ' a x e d u c o u p l e des q u a n t i t é s de m o u v e m e n t su r ces m ê m e s d ro i t e s 

se ron t A p , Bq, Cr; en v e r t u d u t h é o r è m e I I , les p r o j e c t i o n s c h e r 

chées se ron t r ep résen tées p a r 

En v e r t u d u t h é o r è m e I I I , m = ± i ; l e sens d u c o u p l e d i r a q u e l 

s igne il faut p r e n d r e . E n effet , s u p p o s o n s p = o , les d e u x d ro i t e s 

O A et O P se ron t t o u t e s d e u x s i tuées d a n s le p l a n yOz (fig. 2 ) ; 

t ang POy = r/q et t ang AOy = g ~, d e sor te q u e si C est p l u s pet i t 

q u e B , et de p l u s q et r p o s i t i v e s , ces d e u x d ro i t e s a u r o n t l a pos i 

t ion i n d i q u é e sur l a f i g u r e ; ma i s a l o r s l ' a x e d u c o u p l e des fo rces 

cen t r i fuges t o m b e r a sur l a pa r t i e pos i t i ve d e l ' a x e des x . D o n c 

m = + 1 et les p ro j ec t i ons c h e r c h é e s son t 

O n p e u t t r o u v e r d i r e c t e m e n t les exp re s s ions p r é c é d e n t e s , ce q u i 



d o n n e u n e n o u v e l l e d é m o n s t r a t i o n des t h é o r è m e s I I et I I I . So i en t M 

(fig. 3) u n p o i n t d u c o r p s , M I la p e r p e n d i c u l a i r e aba i ssée de ce 

p o i n t su r l ' a x e d e ro ta t ion O P . L a fo rce cen t r i fuge est d i r i gée su ivan t 

M S et a p o u r v a l e u r M 2 M I ; en a p p e l a n t x , y , z les c o o r d o n n é e s 

d u po in t M , x , , y 1 , z, les c o o r d o n n é e s d u p o i n t I , ses t ro i s c o m 

posan te s son t 

O n a 

d ' o ù les c o m p o s a n t e s de la f o r c e cen t r i fuge 

et les m o m e n t s des fo rces cen t r i fuges 

V o y o n s m a i n t e n a n t les é q u a t i o n s d u m o u v e m e n t . N o u s p r e n o n s 

p o u r a x e s c o o r d o n n é s les a x e s p r i n c i p a u x d ' ine r t i e q u a n d le c o r p s 

a t o u r n é de l ' a n g l e a a u t o u r de O P (fig. I). L e c o u p l e des quan t i t é s 

de m o u v e m e n t a u s e c o n d i n s t a n t , l e q u e l a p o u r p r o j e c t i o n s 

est l e c o u p l e r é s u l t a n t , I0 d u c o u p l e O A ' des quan t i t é s d e m o u v e 

m e n t à l a fin d u p r e m i e r ins tan t : les p r o j e c t i o n s de c e c o u p l e son t 

Ap, Bq, C r ; 2 ° d u pet i t c o u p l e d ' i m p u l s i o n q u i r e m p l a c e l ' a c t i on 

d e s fo rces cen t r i fuges p e n d a n t l e t e m p s dt, et d o n t l es p r o j e c t i o n s 



s o n t , en n é g l i g e a n t l es quan t i t é s in f in iment pet i tes d u s e c o n d o r d r e , 

3° d u pet i t c o u p l e d ' i m p u l s i o n q u i r e m p l a c e l ' a c t ion des forces e x 

té r ieures p e n d a n t l e t e m p s dt : j e r ep résen te les p r o j e c t i o n s de ce 

c o u p l e p a r Ldt, Mdt, Ndt. O n a d o n c les é q u a t i o n s su ivan te s : 

o u 

( I ) 

C e son t l es t rois é q u a t i o n s d ' E u l e r . 

§ I V . 

Du mouvement. lorsque le corps n'est sollicité par aucune force 
accélératrice. 

Q u a n d a u c u n e fo r c e a c c é l é r a t r i c e n ' a g i t su r le c o r p s , les s e c o n d s 

m e m b r e s des é q u a t i o n s (I) son t n u l s , et l ' on a i m m é d i a t e m e n t d e u x 

intégrales p r e m i è r e s q u i c o r r e s p o n d e n t , l ' u n e au p r i n c i p e des aires 

(2) 

l ' au t r e a u p r i n c i p e des fo rces v i v e s 

Ces d e u x in tég ra les p r e m i è r e s c o n d u i s e n t p a r l ' a n a l y s e à des t h é o 

rèmes r e m a r q u a b l e s q u i d o n n e n t u n e idée net te d u m o u v e m e n t ; 



mais n o u s a r r i v e r o n s a u x m ê m e s c o n s é q u e n c e s e n s u i v a n t la m é t h o d e 

de M . P o i n s o t , p a r l a s i m p l e c o n s i d é r a t i o n d u c o u p l e des fo rces 

cent r i fuges . C h e r c h o n s d ' a b o r d a u t o u r de q u e l a x e ce c o u p l e t end à 

taire t o u r n e r l e c o r p s . S o i t O H (fig. 4) l a p r o j e c t i o n d e O P sur le 

p lan d u c o u p l e des quan t i t é s d e m o u v e m e n t ; so i t O Q le d i a m è t r e 

c o n j u g u é d e O H d a n s l ' e l l ipse s u i v a n t l a q u e l l e c e p l a n c o u p e l ' e l l ip 

so ïde cen t ra l ; les t rois d ro i tes O P , O H et O Q f o r m e r o n t u n s y s t è m e 

de t ro is d i a m è t r e s c o n j u g u é s d a n s l ' e l l i p s o ï d e . D o n c O Q c o n j u g u é 

du p l a n A O H , p l a n d u c o u p l e des fo rces c e n t r i f u g e s , est l ' a x e de 

ro ta t ion a u t o u r d u q u e l c e c o u p l e t end à faire t o u r n e r ce co rps . 

D o n c , 

T H É O R È M E I V . L'axe autour duquel le couple des forces centri-
fuges tend à faire tourner le corps est situé dans le plan du couple 
des quantités de mouvement. D a n s le cas q u e n o u s c o n s i d é r o n s ce 

p i a n est le p l a n fixe d u m a x i m u m des a i res . 

Si n o u s c o m p o s o n s la r o t a t i on O P a v e c l a ro t a t i on in f in imen t pe

tite O Q , p r o d u i t e p a r l e c o u p l e des fo rces cen t r i fuges d a n s le t e m p s Q, 

la r é su l t an t e O R sera la ro ta t ion a u s e c o n d ins tan t . O r , si l ' o n a r e 

p résen té la vi tesse de ro t a t i on a u p r e m i e r ins tan t p a r l e r a y o n v e c 

t eur de l ' e l l i p s o ï d e , O Q et O P é tant c o n j u g u é e s , P R se ra t a n g e n t e 

a l ' e l l i p s o ï d e , c ' e s t - à -d i r e q u e le po in t R sera e n c o r e sur l ' e l l i p s o ï d e . 

D o n c , 

T H É O R È M E V . Quand le corps n'est sollicité par aucune force 
accélératrice. la vitesse de rotation est proportionnelle au rayon 
vecteur qui va du centre au pôle instantané de rotation. (Nous appe

l o n s p ô l e le p o i n t o ù l ' a x e de ro ta t ion p e r c e la sur face de l ' e l l i p 

so ïde . ) 

P R é tan t p a r a l l è l e à O Q , et O Q res tant c o n s t a m m e n t d a n s le p l a n 

f i x e , il s ' ensu i t q u e le l i e u des p ô l e s d a n s l ' e space est u n e c o u r b e 

p l a n e p a r a l l è l e à ce p l a n fixe. D e p l u s , le p l a n t angen t au p ô l e à 

l ' e l l i p so ïde é tan t p a r a l l è l e au p l a n fixe, o n en c o n c l u t q u e ce p lan 

t angen t est l u i - m ê m e f ixe d a n s l ' e space . A i n s i , 



T H É O R È M E V I . Le plan tangent à l'ellipsoïde central au pôle de 

rotation est fixe dans l'espace. 

A. l ' a ide des t h é o r è m e s p r é c é d e n t s o n a r r i v e à u n e r ep résen ta t ion 

t rès -s imple d u m o u v e m e n t d ' u n c o r p s q u i t o u r n e a u t o u r d ' u n 

p o i n t f ixe sans ê t re so l l i c i t é p a r a u c u n e fo rce a c c é l é r a t r i c e . L'ellip
soïde central roule sans glisser sur le plan fixe avec lequel on l'a 

mis en contact primitivement, et la vitesse angulaire de rotation 
est proportionnelle au rayon vecteur qui va du centre au point de 
contact. 

Des deux courbes décrites par le pôle instantané de rotation. 

L e l i e u des p ô l e s à l a su r f ace d e l ' e l l i p s o ï d e , l i e u q u e M . P o i n -

sot a n o m m é poloïde, p e u t ê t re c o n s i d é r é c o m m e l a sui te des po in t s 

o ù l ' e l l i p s o ï d e serai t t o u c h é p a r u n p l a n m o b i l e q u i res tera i t t ou 

j o u r s à la m ê m e d i s t ance <? d u c e n t r e . 

L ' é q u a t i o n d e l ' e l l i p s o ï d e est 

(4) 

et c e l l e d u p l a n t a n g e n t 

(5) 

O n a d o n c 

ou 

(6) 

L e s d e u x é q u a t i o n s (4) et (6) s on t les é q u a t i o n s de la p o l o ï d e ; ces 

d e u x é q u a t i o n s c o m b i n é e s d o n n e n t 

2 . . 



c 'est l ' é q u a t i o n d u l ieu des a x e s ins t an tanés d a n s l ' i n t é r i eu r d u 

c o r p s ; ce l i e u est un cône du second degré elliptique autour de l'axe 
maximum ou autour de l'axe minimum de l'ellipsoïde, s u i v a n t q u e 

r est p l u s g r a n d o u p l u s pet i t q u e l ' a x e m o y e n de l ' e l l i p so ïde . 

L a p o l o ï d e est d o n c u n e c o u r b e fe rmée à d o u b l e c o u r b u r e q u i a 

q u a t r e s o m m e t s p r i n c i p a u x o ù e l l e es t d iv i sée en q u a t r e pa r t i e s 

éga les et s y m é t r i q u e s ; e l le se p ro je t t e en u n e e l l ipse sur le p l a n 

p e r p e n d i c u l a i r e à c e l u i des d e u x a x e s q u i lu i ser t d ' e s s i e u , en u n 

arc d ' e l l ipse su r le p l a n p e r p e n d i c u l a i r e à l ' au t r e a x e , enf in en u n 

arc d ' h y p e r b o l e su r l e p l an p e r p e n d i c u l a i r e à l ' a x e m o y e n . 

D e s é q u a t i o n s (4) et (6), en a p p e l a n t p l a l o n g u e u r d u r a y o n 

v e c t e u r m e n é d u c e n t r e à l a p o l o ï d e , o n d é d u i t les re la t ions su i 

van tes : 

Soi t B le m o m e n t p r i n c i p a l m o y e n d ' i n e r t i e ; d a n s la d e r n i è r e des 

é q u a t i o n s (8) , l e coeff ic ient de y 2 est néga t i f , d o n c le maximum de p 

a lieu p o u r y = o , c ' e s t - à -d i re aux sommets de la poloïde situés 
dans le plan principal moyen de l'ellipsoïde. L e s d e u x p r e m i è r e s 

é q u a t i o n s m o n t r e n t q u e le minimum de p a lieu aux deux autres 
sommets. 

L ' é q u a t i o n di f férent ie l le d e la p o l o ï d e en t re le r a y o n v e c t e u r p et 

l'arc de la p o l o ï d e s 'ob t ien t a i s é m e n t ; si l ' o n pose en effet 

(9) 

les é q u a t i o n s (8) d o n n e n t 

d'où 



L e l ieu des p ô l e s s u r l e p l a n fixe p e u t ê t re c o n s i d é r é c o m m e e n 

g e n d r é p a r l a p o l o ï d e q u ' o n ferait r o u l e r a u t o u r d u cen t r e sur ce 

p lan fixe. So i en t I (FIg. 5) la p r o j e c t i o n d u c e n t r e su r le p l a n fixe ; 

IG et IH les r a y o n s de d e u x c i r c o n f é r e n c e s t r acées sur ce p l a n a v a n t 

p o u r cen t r e c o m m u n 1, e t t e l les q u e les r a y o n s v e c t e u r s a l l an t d u 

c e n t r e d e l ' e l l i p so ïde à ces d e u x c i r c o n f é r e n c e s so ient les r a y o n s vec

teurs m a x i m u m et m i n i m u m de la p o l o ï d e . L e l i e u des p ô l e s sur le 

p l an fixe sera e n t i è r e m e n t c o m p r i s en t re ces d e u x c i r c o n f é r e n c e s , 

et il se c o m p o s e r a d ' u n e série d ' a r c s é g a u x à l ' a rc aba'b'a1 e n g e n d r é 

pa r u n t o u r de la p o l o ï d e . Si l ' a r c aa1 est c o m m e n s u r a b l e a v e c la 

c i r c o n f é r e n c e , ce t t e c o u r b e , q u e M . P o i n s o t a n o m m é e serpoloïde a 

c ause de sa f o r m e , se fe rme a p r è s u n ce r t a in n o m b r e de r é v o l u t i o n s , 

et l ' a x e i n s t an t ané rev ien t en m ê m e t e m p s a u m ê m e l i eu d u c o r p s 

et de l ' e s p a c e ; d a n s le cas c o n t r a i r e l a c o u r b e n e se f e rme p a s , et 

l ' axe q u i r ev i en t t o u j o u r s p é r i o d i q u e m e n t a u m ê m e l i e u d a n s le 

c o r p s n e r e v i e n t j a m a i s a u m ê m e l i e u d a n s l ' e s p a c e . 

L ' é q u a t i o n ( 1 0 ) est auss i l ' é q u a t i o n di f férent ie l le de la s e r p o l o ï d e 

en t re le r a y o n v e c t e u r é m a n é d u cen t r e o et l ' a r c . Si l ' o n v o u l a i t 

a v o i r l ' é q u a t i o n p o l a i r e de ce t te c o u r b e p a r r a p p o r t a u p o i n t I , il 

f audra i t d a n s l ' é q u a t i o n ( 1 0 ) r e m p l a c e r o et s p a r l e u r s v a l e u r s d o n 

nées p a r les é q u a t i o n s s u i v a n t e s : 

P o u r c o m p l é t e r l a s o l u t i o n il ne reste p l u s q u ' à d é t e r m i n e r is 

vitesse a n g u l a i r e de ro t a t i on en f o n c t i o n d u t emps . O n a 

e t , en ve r tu des é q u a t i o n s ( I ) p r i vées de s e c o n d s m e m b r e s , 



L e s é q u a t i o n s (8) d o n n e n t 

d ' o ù 

(12) 

L e s d e u x t r anscendan t e s e l l i p t i ques ( 1 0 ) e t ( 1 2 ) d é t e r m i n e n t c o m p l è 

t e m e n t le m o u v e m e n t . L a c o m b i n a i s o n de ces d e u x é q u a t i o n s d o n n e 

ds 
— , la vi tesse a v e c l a q u e l l e se m e u t le p ô l e sur la s e r p o l o ï d e . 

§ V I . 

Examen de quelques cas particuliers 

D a n s le cas o ù à est éga l à l ' a x e m o y e n de l ' e l l i p s o ï d e , l ' é q u a 

t ion (7) r ep ré sen te d e u x p l a n s ; d o n c la p o l o ï d e est u n e e l l ipse d o n t 

l e p l a n passe p a r l ' a x e m o y e n . L ' é q u a t i o n ( 1 0 ) , si l ' o n r e m p l a c e 0 

et s p a r l eu r s v a l e u r s ( 1 1 ) , se r é d u i t d a n s ce cas à 

,3} 

en p o s a n t 

L ' i n t é g r a l e de cet te exp re s s ion est 

(14) 

en chois i ssant l ' a x e p o l a i r e de t e l l e sor te q u e p o u r S = o , s, ait sa 



va l eu r m a x i m u m q u i est m. Ce t t e é q u a t i o n (14) r ep résen te u n e 

d o u b l e sp i ra le ; les d e u x b r a n c h e s p a r t a n t t ou t e s d e u x d u p o i n t G 

(fig. 6) s 'en v o n t , l ' u n e d ' u n c ô t é , l ' au t r e de l ' au t r e , a b o u t i r , après 

u n n o m b r e infini de c i r c o n v o l u t i o n s , a u p o i n t a s y m p t o t i q u e I. D a n s 

c e cas on peu t aussi i n t ég re r l ' é q u a t i o n ( 1 2 ) , c a r e l le se rédu i t a 

(15) 

L e p ô l e é tant p l a c é o r i g i n a i r e m e n t en u n p o i n t q u e l c o n q u e de la 

s p i r a l e , i l se m o u v r a su r cet te sp i ra le d a n s u n sens o u d a n s l ' a u t r e , 

se lon l e sens de la ro ta t ion ; e t , ap rè s a v o i r dépassé l e s o m m e t G , s'il 

le d é p a s s e , il se r a p p r o c h e r a i ndé f in imen t d u p o i n t I , en m ê m e 

t emps q u e la v i tesse a n g u l a i r e c o n v e r g e ve r s u n e v a l e u r f in ie ; ma i s 

il n ' a t t e i n d r a j a m a i s le p o i n t I . 

D a n s l e cas o ù l ' e l l i p so ïde c e n t r a l est u n e l l i p so ïde de r é v o l u t i o n , 

la p o l o ï d e d e v i e n t u n c e r c l e a u t o u r de l ' a x e de r é v o l u t i o n ; l a ser 

p o l o ï d e dev i en t aussi u n c e r c l e . 

§ V I I . 

Autre manière de se représenter la rotation d'un corps qui n'est 
soumis à aucune force accélératrice. 

C o n s i d é r o n s le p l a n A O P (fig. 4) q u i passe p a r l ' a x e fixe et 

l ' a x e de ro ta t ion i n s t a n t a n é ; O H est l a t race d e ce p l a n sur le 

p l a n f ixe d u m a x i m u m des a i res . L e m o u v e m e n t d u p l a n A O H 

o u de la l i gne O H d a n s le p l a n fixe o u é q u a t e u r , c o n s t i t u e le m o u 

v e m e n t de précession; le m o u v e m e n t d e l ' a x e de ro t a t i on d a n s le 

p l a n A O H cons t i tue l e m o u v e m e n t d e nutation. L a ro t a t i on « au 

t o u r de O P p e u t se d é c o m p o s e r en d e u x r o t a t i o n s , l ' u n e M c o s U 

a u t o u r de O A , l ' au t r e w sin U a u t o u r de O H ; o r w c o s U est u n e 

quan t i t é c o n s t a n t e , d o n c le mouvement de précession est uniforme. 
Q u a n t a u m o u v e m e n t de n u t a t i o n , i l est fac i le à d é t e r m i n e r , ca r 

y cos U = c o n s t . , et l ' on c o n n a î t p en fonc t ion de t. 



C h e r c h o n s le l i eu de l a l i gne O H d a n s l e c o r p s ; les é q u a t i o n s d u 

p lan f ixe et d u p l a n A O H son t 

d' où 

É l i m i n o n s p, q, r, o n a 

(16) 

C'es t u n c ô n e d u s e c o n d d e g r é ; d ' o ù u n e n o u v e l l e i m a g e d u m o u 

v e m e n t d u c o r p s s o l i d e : o n p e u t le r ep résen te r p a r c e l u i d'un cône 
elliptique qui roule sur le plan fixe du maximum des aires avec une 
vitesse variable et qui glisse sur ce plan avec une vitesse constante. 

Dans le cas o ù e? est éga l à l ' a x e m o y e n de l ' e l l i p s o ï d e , l ' é q u a t i o n 

(16) se r é d u i t à y =o; d ' a i l l eu r s et est c o n s t a n t e ; 

d o n c , d a n s c e c a s , l a l i gne O H est fixe d a n s le c o r p s , c 'es t u n d i a 

mè t r e s i tué d a n s le p l a n m o y e n de l ' e l l i p so ïde c e n t r a l , de sor te q u e 

le mouvement du corps consiste simplement à tourner sur ce diamètre 
avec une vitesse variable, tandis que ce diamètre décrit uniforme 
ment un cercle dans l'espace. 

§ V I I I . 

Propriétés des trois axes principaux d'inertie relatives à la stabi
lité de la rotation. 

L e s a x e s p r i n c i p a u x son t t o u s t ro is des a x e s p e r m a n e n t s de ro ta 

t ion , mais i l y ex i s te u n e g r a n d e d i f fé rence en t r e l es a x e s e x t r ê m e s 

et l ' axe m o y e n , r e l a t i v e m e n t à la s tabi l i té de la r o t a t i on . E n effet , 

si l ' on éca r t e l ' a x e ins tan tané de l ' u n des axes e x t r ê m e s d ' u n e q u a n 

tité t rès -pe t i t e , l ' é c a r t e m e n t res te ra t rès-pet i t d a n s tou t le c o u r s d u 



m o u v e m e n t , à cause q u e le p ô l e ins tantané d é c r i r a sa p o l o ï d e a u 

t o u r de ce t a x e e x t r ê m e . A u c o n t r a i r e , p o u r p e u q u ' o n écar te l ' a x e 

ins tan tané de l ' a x e m o y e n , l ' é c a r t e m e n t d e v i e n d r a c o n s i d é r a b l e , le 

p ô l e ins tan tané s 'en a l l a n t d é c r i r e sa p o l o ï d e a u t o u r de l ' u n des 

a x e s e x t r ê m e s . A ins i les a x e s p r i n c i p a u x e x t r ê m e s sont des a x e s per 

m a n e n t s s tab les , l ' a x e p r inc ipa l m o y e n est u n a x e p e r m a n e n t ins

t ab l e . Q u a n t à la s tabi l i té r e l a t ive des d e u x a x e s e x t r ê m e s , on peut 

s 'en faire u n e idée p a r l ' a i re des d e u x f u s e a u x d é t e r m i n é s sur la 

surface de l ' e l l i p so ïde cen t r a l p a r les d e u x p l a n s q u e r ep résen ten t 

l ' é q u a t i o n (7) q u a n d B = l. 
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