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PREFACE.

Poncelet fut chargé, en 1824, par une décision du Mi-
nistre de la Guerre, de créer, 4 'Ecole d’Application de
Metz, un Cours sur la science des Machines. Il s’¢tait
déja fait connaitre par des travaux de Géométrie et ne
renonca pas sans peine a ses études favorites : ce fut,
comme il le dit lui-méme ('), sinon avecrépugnance, du
moins avec un vif sentiment de regret, qu’il accepta
cette tiche laborieuse a laquelle il n’était nullement
préparé. Néanmoins il se mit a I'ceuvre et réunit rapi-
dement les éléments du Cours, tant par I'étude des Ou-
vrages, peu nombreux alors, qui traitaient des applica-
tions de la Mécanique aux Machines, que par I'examen
minutieux de la constitution et du fonctionnement des
appareils dans les ateliers. Il arréta des lors le plan gé-
néral de son enseignement, qu’il divisa en trois Parties :
Cours de Mcécanique appliquée aux Machines, Legons pre-
paratoires au lever d’Usines, et Rédaction, par les éleves,
de Mémotres & I'appui du lever de Machines.

La premiere Partie, composée de quatre Sections, fut

(') Avertissement de la deuxiéme édition des Propriétés projectives
des figures.
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lithographiée en 1826, pour I'usage particulier des
éleves deI'Ecole ’Application. Dans son Rapport a I'Aca-
démie des Sciences (7 mai 1827), Ch. Dupin dit, au
sujet de ce travail : « C’est une production remarquable
par la rigueur de Uesprit qui en a tracé la marche et
par les simplifications opérées pour rendre moins diffi-
cilement applicables a la pratique des calculs réservés,
pour la plupart, 2 des spéculations transcendantes.

» En résumant notre opinion sur le Cours de M. Pon-
celet, nous pensons qu’il est digne de 'approbation de
I"Académie, et nous proposerions de l'insérer dans la
Collection des Mémoires des Savants étrangers, s'il n’ap-
partenait pas a S. Exc. le Ministre de la Guerre de déci-
der Ta publication illimitée de cette production. »

Ce chaleureux appel ne fut pas entendu; on se borna
a faire lithographier, en éditions successives, le nombre
d’exemplaires exigé pour 'enseignement & 'Ecole d’Ap-
plication, et, sans le culte de M™¢ Poncelet pour la mé-
inoire de son mari, le Cours de Mécanique appliquée aux
Machines ne serait pas encore imprimé en France, un
demi-siecle apres sa création.

La présente édition est la reproduction des Sections I,
I, 1l et V, lithographiées en 1836, sauf quelques chan-
cements de détails faits conformément 2 des annotations
écrites par Auteur, changements que j’ai du reste si-
gnalés par des Notes ajoutées au bas du texte. Il me
parait utile, au point de vue historique, de compléter
ces indications et de résumer ici les additions que Pon-
celet a faites successivement au Cours de 1826, de telle
maniere qu’il soit possible au lecteur de reconstituer
chacune des éditions lithographiées qui ont paru en
1826, 1832, 1836.
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La premiere Section, Considerations génerales sur les
Machines en mouvement, n'a vecu aucune modification,
sauf Paddition, en 1832, de U'exposition du principe des
forces vives et de quelques développements contenus
dans les paragraphes 17, 18, 30.

La deuxieme Section, Principaux moyens de régulari-
ser laction des forces sur les machines, et de transmettre
les vitesses dans des rapports donnés, n’a pas ¢été repro-
duite en 1832 ; Poncelet y a ajouté ('), dans I'édition de
1836, la théorie des régulateurs i pompe et du régula-
teur & ressort; il a donné de nouveaux développements
a la théorie du régulateur a force centrifuge, aux consi-
dérations dynamiques sur les effets des manivelles, au
trac¢ des engrenages, a la théorie et au calcul des vo-
lants; enfin il a ajouté une série de formules relatives
a la détermination des moments d’inertie. Ces additions
se rapportent plus spécialement aux paragraphes sui-
vants du texte: 537,10 2 17, 19, 20, 22 4 49, 57 A
75, 78 i 84, 86, 92, 94, 95 A 106, 115, 125, 126, 129,
132 2 163.

La troisieme Section, Calcul des résistances passives
dans les picces a mouvement uniforme, a é(é augmentée,
en 1832, des sujets suivants : frottement de roulement,
théovie du coin, frottementdes pieces guidées, résistance
des roues et roulettes, dela poulie mobile, des palans,
des vis A filets triangulaires, en ayant égard a U'influence
de I'élasticité des matitres; on y trouve, en outre, des
développements nouveaux sur le calcul des résistances
du treuil. Les modifications principales portent sur les

(') #oir, dans le Compte rendu de la séance du 13 février 1837 de
’Académic des Sciences, la Note relative a la nouvelle édition du Cours
de Mccanique appliquée aux Machines.
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paragraphes 7 & 11, 16, 17, 21 4 37, 39 a 5%, 57, 58,
29, 61 a4 69, 86 4 91.

La quatrieme Section, Influence des variations de la
vitesse sur les résistances, qui n’est pas reproduite dans
I'édition de 1832, figure dans celle de 1836, sous le titre
de cinquieme Section; elle a recu, dans cette derniere,
quelques additions relatives a la théorie des marteaux et
des balanciers & découper.

Je crois devoir rappeler que les divers sujets qui vien-
nent d’étre résumés, et qui constituent ce Volume, ne
comprennent qu'une partie des Lecons que Poncelet a
professées a I'Eeole d’Application. Ainsi qu'il a été dit
plus haut, le Cours de Mécanique appliquée était saivi des
Legons preparatoires au lever d’Usines, contenant les no-
tions les plus usuelles de 'Hydraulique pratique, du
mouvement des gaz, des roues hydrauliques et des ma-
chines & vapeur. Ces Lecons forment les Sections VI et VII
delensemble du Cours; elles ont été publiées en cahiers
lithographiés (années 1831 et 1836), par les soins de
M. Morin, dont le concours a également été précieux au
professeur, pour la révision des autres Sections (').

Un cahier spécial, qui a été présenté a ’Académie des
Sciences le 17 février 1834, contient la description et la
théorie des principaux ponts-levis employés dans la forti-
fication.

D’un autre coté, Poncelet avait fait une série de Lecons
sur le calcul du frottement des picces articulées qui en-
trent dans la composition des machines, ainsi que sur
I"étude de divers appareils en usage dans I'Artillerie et
dans le Génie, tels que pompes, machines a épuiser et &

(") Les premiéres éditions du Cours avaient ¢té lithographiées, d'apres
les Notes de Poncelet, par les soins de M. Gossclin.
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draguer, machines soufflantes, scierics, cisailles, lami-
noirs, etc. Malheureusement il n’a guere laissé, sur
ces divers sujets, que des Notes manuscrites, unique-
ment rédigées pour lui servir de guide dans ses Legons
orales, et trop peu développées pour pouvoir étre livrées
a Pimpression.

Peu de modifications essentielles ont été apportées
jusqu’ici, par lesauteurs quiont traité de la Mécanique
appliquée, aux idées exposées par Poncelet, a une
époque ol 'emploi des machines était loin d’avoir I'ex-
tension actuelle. Il m’a puru utile de signaler, dans quel-
ques Notes, les travaux récents relatifs aux matieres de
ce Cours, et d'indiquer certaines considérations nou-
velles imposées par les progres de la pratique. Ces Notes
se trouvent au bas des pages et sont suivies du signe (K).

En terminant, je remercie M. Resal d’avoir bien voulu
me continuer le concours amical qu’il m’avait déji prété
pour la publication de I'Introduction @ la Mécanique in-
dustrielle.

KrEeTZ.

Paris, le 20 novembre 1873

ek RO S o
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COURS
DE MECANIQUE

APPLIQUEE AUX MACHINES.

PREMIERE SECTION.
CONSIDERATIONS GENERALES SUR LES MACHINES EN MOUVEMENT.

OBJET DE CETTE SECTION.

L’objet de cette Section est d’exposer les principes géné-
raux qui constituent la théorie des machines en mouvement,
de faire connaitre leurs principales propriétés, sous le point
de vue mécanique, de prescrire a I'avance les régles et les
conditions essentielles d’aprés lesquelles on doit les établir,
enfin de faire apprécier, lorsqu’elles sont construites, leurs
défauts, leurs qualités et leurs effets mécaniques ou indus-
triels. Il est d’ailleurs entendu qu’il ne sera ici question que
des machines pour lesquelles ’emploi de la force et son éco-
nomie sont une considération importante.

I. — NoTIONS ET PRINCIPES SUR LESQUELS SE FONDE LA S5CIENCE
DES MOTEURS ET DES MACHINES.

Travail des moteurs et des machines.

1. Objet des machines industrielles. — Les machines, con-
sidérées sous le point de vue industriel, ont pour objet I'exé-
cution de certains travaux des arts, & I'aide des moteurs ou

I
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2 COURS DE MECAN]QUE

forces motrices (') que présente la nature, tels que les ani-
mauz, le vent, 'eau, le calorique.

2. Maniére dont on évalue la puissance des machines et des
moteurs. — La force ou puissance productive des machines et
des moteurs, c’est-a-dire leur pouvoir, leurs effets ou qualités
mécaniques, s’évaluent dans les arts par la quantité de travail,
d’une espéce déterminée, qu’ils peuvent produire dans un
temps donné. Leur valeur absolue dépend d’autres éléments,
qui ne sont pas du ressort de la Mécanique et dont il faut
néanmoins tenir compte dans la pratique; tels sont: le prix
du travail, I’entretien, la mise de fonds, la durée, etc.

3. Choiz de l'unité de travail. — Si le genre du travail était
toujours le méme, il serait facile d’apprécier, d’aprés Uexpé-
rience, la valeur mécanique des moteurs et des machines,
puisqu’elle aurait pour mesure la quantité de matiére confec-
tionnée, dans un temps donné; or il n’en est pas ainsi : les
travaux des moteurs et des machines sont infinimeunt variés, et,
pour pouvoir les comparer entre eux, les mécaniciens ont di
adopter une unité, d’espéce particuliére, une sorte de mon-
naie mécanique, comme I'a dit M. Navier, qui pat servir aisé-
ment de mesure a tous les genres de travaux et ne laissit abse-
lument rien d’arbitraire dans leur évaluation en nombres.

h. L'unité du travail se rapporte & U'élévation verticale des
corps pesants, — C'est d’aprés ces considérations, et plusicurs
autres que nous ferons connaitre, qu’'on a choisi, pour cetle
unité, I'effet qui consiste dans I'élévation des corps pesants.
lien de plus facile, d’ailleurs, que d’évaluer ennombres le tra-
vail dont il s’agit : car, sil’on prend pour unité le travail qui

(') Les expressions force motrice et moteur qui, dans le langage industriel,
sont généralement regardées comme synonymes, ont, en Mécanique, des signi-
fications distinctes. Le mot force a un sens spéceial qui est défini dans le n° 5,
et Pon appelle moteur tout corps ou tout systéme de corps qui est capable de
développer, sur un autre corps, une force, et de faire décrire, au point d’ap-
plication de celle-ci, un certain chemin, dans le sens de son action : la vapeur
est un moteur; la pression de cette vapeur sur le piston d’une machine est
une force motrice. (K.)
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consiste a élever 1'unité de poids & I'unité de hauteur, il pa-
rattra évident qu’élever a une hauteur quelconque H un poids
donné P, c’est répéter autant de fois I'effet partiel qui répond
a Punité de travail, qu’il y a d’unités de longueur dans H et
d’unités de poids dans P; le produit PH est donc la mesure
naturelle de I’effet ou du travail wuzile total de la force mo-
trice qui, par son activité, a élevé le poids P ala hauteur H;
peu importe, au surplus, la maniére dont ait varié la vitesse
propre de 'agent, en intensité ou en direction: car I'effet dont
il s’agit ne suppose en lui-méme autre chose qu’un effort ver-
tical constant, mesuré par P, et dont le point d’application dé-
crit un certain chemin H dans sa direction propre.

Cette définition et cette mesure du travail mécanique cadrent
d’ailleurs avec la maniére dont se payent, dans les arts, tous
les travaux qui se rapportent a I’élévation verticale des far-
deaux; par exemple, quand il s’agit de tirer de I’eau du fond
d’un puits, d’élever des terres, des matériaux quelconques a
certaines hauteurs.

5. Définition et mesure des forces. — C’est icile lieu de re-
marquer que nous n’entendrons désormais par le mot force
que la pression, I'effort simple dont est capable un agent quel-
conque, dans une direction et un point déterminés, pression
et effort qui sont toujours comparables et peuvent se mesurer
par des poids, a 'aide d’instruments a ressorts, tels que le-
dynamométre de Régnier, certains pesons du commerce, etc.,
qui ont été tarés ou vérifiés a I'avance, en y suspendant des
poids étalons. On concoit, en effet, que le méme degré de
flexion de ces ressorts, en supposant leur élasticité parfaite et
indépendante du temps et de la fatigue (ce qui n’est pas, et
exige de fréquentes vérifications), indique constamment le
méme effort absolu, la méme pression, pourvu que cet effort,
cetle pression s’exerce au méme point et dans la méme direc-
tion. Ainsi, pour nous, les forces seront toujours exprimables
en unités de poids, en kilogrammes, par exemple, et nous n’en
reconnaitrons pas d’autres; mais, comme c’est un fait d’expé-
rience que l'intensité de la pesanteur varie selon la position
des lieux, il faut bien sous-entendre que cette unité de poids se

t.
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rapporte a un lieu déterminé, ou aux différents lieux pour les-
quels I'intensité absolue de la gravité reste constante, ce qui
est sensiblement vrai pour I’étendue entiére d’un pays tel que
la France.

6. Dénominations et valeurs diverses atiribuées a l'unité de
travail. — Le produit PH a recu des mécaniciens diverses dé-
nominations, qu’il importe de connaitre : Smeaton, ingénieur
anglais, auquel on doit de nombreuses expériences sur les
roues hydrauliques, le nomme puissance mécanique ; Carnot,
dans ses Principes fondamentaux de I’équilibre et du mouve-
ment, le nomme moment d’activité ; Monge et Hachette (voir
le Traité des Machines de ce dernier) I'ont appelé simplement
effet dynamique, expression qui a le défaut d’étre un peu vague
dans sa généralité; enfin Coulomb, suivi en cela par beau-
coup d’autres, 'a nommé quantité d’action, mots expressifs,
dont il nous arrivera souvent de faire usage, concurremment
avec celui de travail, qui se présente naturellement a I’esprit,
mais qui ont 'inconvénient de s’appliquer a une autre espéce
de quantités déja en usage dans la Mécanique rationnelle.

Quant a la valeur absolue de P'unité d’action ou de travail,
divers auteurs, & compter de MM. Montgolfier et Hachette, 'ont
supposée égale au poids du métre cube d’eau, ou 1000 kilo-
grammes, élevé a 1 métre de hauteur; c’est ce produit que
M. Hachette nomme la grande unité dynamique, M. Clément
dynamie, et, en dernier lieu, M. Coriolis, dynamode (Du cal-
cul de Ueffet des machines). M. Charles Dupin a aussi proposé
de prendre pour unité le poids de 1 métre cube d’eau, élevé
a 1 kilometre de hauteur, unité qu’il nomme dyname (Cours
de Mécanique, 1. 111, p. 487); mais il suppose que ce travail
s’est opéré réguliérement, en un jour, ce qui fait rentrer le
dyname dans 'espéce d’unités dont il sera fait mention plus
loin (n° 7).

La notation employée par M. Navier (A rchitecture hydrau-
lique de Bélidor, t. 1, addition au Livre I), et qui consiste a
placer I'indice <™ ou *¢™ 3 droite et un peu au-dessus du pro-
duit du poids en kilogrammes par la hauteur en metres, re-
vient a prendre pour unité de travail 1 kilogramme, élevé a
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1 métre de hauteur, unité que nous nommerons simplement
kilogrammétre, afin d’abréger et d’éviter le rappel d’un travail
particulier, ’élévation des corps pesants, qu’il n’est pointin-
dispensable d’exprimer, comme nous le verrons bientét. Dail-
leurs, cette derniére convention et celle qui précéde peuvent
s’étendre a toutes les hypothéses qu’on pourrait avoir a faire
sur les unités de poids ou de longueur qui entrent dans I'ex-
pression des unités de travail (*).

7. Définition du cheval dynamique. — Lorsque I'action des
moteurs et des machines est longtemps continuée d’'une ma-
niére uniforme, les nombres qui servent a évaluer le travail
peuvent devenir embarrassants par leur longueur, et alors on
convientde ne prendre poursamesure que celuiqui se rapporte
a I'unité de temps, par exemple a la seconde, a laminute, etc.
(C’est ainsi que les mécaniciens ont é1é amenés a introduire,
dans lanotion du travail servant d’unité, I'idée de la durée, qui
y est totalement étrangére et ne peut s’appliquer avec exacti-
tude qu’aux travaux ou la méme quantité d’action est déve-
loppée réguliérement dans chaque unité de temps; encore ne
faut-il pas perdre de vue la durée totale et effective du travail
et tenir compte, par conséquent, de ses intermittences plus ou
moins fréquentes, etc.

Les fabricants de machines a vapeur, entre autres, ont gé-
néralement adopté une unité d’action de cette espéce, nom-
mée improprement par eux force de cheval, d’aprés I’expres-
sion anglaise horse-power, qu’il serait plus exact de traduire
par celle de pouvoir de cheval 'ou de cheval dynamique, at-
tendu que le mot force a un sens bien déterminé (5) en Méca-
nique, et qui ne cadre nullementavec I'idée qu’on attache ala
quantité d’action ou de travail. Quoi qu’il en soit, I’expression
de force de chevalayant généralement prévalu, nous pourrons
en faire usage dans les applications de ce Cours, malgré le dé-
faut qu’elle a de ne présenter en elle-méme rien de précis, car
sa valeur, qui ne peut éire que purement fictive, a é1é diffé-
remment définie par les mécaniciens constructeurs (voir I'en-

(') Introduction a la Mécanique industrielle (3¢ édition, p. 76).
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droit cité (6) de la nouvelle édition de I'Arechitecture hydrau-
lique de Bélidor). Celle qui parait le plus universellement
accréditée de nos jours représente une quantité de travail de
75 kilogrammeétres, développée en chaque seconde, et se rap-
porte plus particuliérement a I'unité, dite routiniére, adoptée
en Angleterre d’aprés Watt et Boulton : telle est aussila va-
leur que nous lui supposerons par la suite.

8. Travail des forces constanies agissant dans le sens du
chemin décrit par leur point d’application. — Voyons main-
tenant comment on peut généralement évaluer le travail méca-
nique des forces quelconques, et ramener I’expression de sa
mesure aux mémes unités que celle qui se rapporte a I'éléva-
tion des fardeaux, suivant la verticale (').

En y réfléchissant un peu, on voit qu’exécuter un travail
mécanique quelconque, c’est vaincre, d’'une maniére utile
pour le besoin des arts, des résistances telles que la force
d’adhésion des molécules des corps, la force du calorique et
des ressorts, la force de la pesanteur, la résistance des fluides,
les frottements et quelquefois I'inertie de la matiere, comme
lorsqu’il s’agit de lancer des projectiles, de mettre en action
des marteaux, des pilons, etc.; les exemples de toute espéce
ne sauraient ici manquer; mais, pour vaincre et détruire suc-
cessivement des résistances continuellement renouvelées le

(') Définition du travail mécanique. — Le but de ces considérations préli-
minaires est d’établir une corrélation entre le travail, tel qu'on le définit en
Mécanique, et I'effec produit ou exigé par I’exécution d’un ouvrage. Pour éviter
toute incertitude, il convient, dans les théories mécaniques, de n’attribuer a
Vexpression travail d’une force d’autre signification que celle de produit de la
force et du chemin décrit par son point d’application, estimé suivant la direc-
tion de la force, produit déterminé d’aprés les régles exposées aux n°s 8, 9 et
10, par simple définition, et abstraction faite de toute idée sur la constitution
ou le mode d’action des moteurs, sur l'eflet obtenn dans la confection de Iou-
vrage. L'unité de travail est le produit de 'unité de force par I'unité de lon-
gueur.

Ce n'est quaprés avoir démontré divers théorémes relatifs au travail des forces
dans les machines, que on peut établir nettement une relation entre un effet
produit et la dépense correspondante, et sc rendre un compte exact des rai-
sons qui ont fait choisir le mot travail, pour désigner le produit qui vient
d’¢tre défini (voir la note du n° 46). (K.)
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long d’un certain chemin, il faut un effort de traction ou de
pression agissantau point d’application de cette résistance, et
qui se renouvelle en se déplagant lui-méme constamment. Or
il peut arriver, ou que Ieffort soit dirigé a chaque instant dans
le sens du chemin décrit par son point d’application, ou que
cet effort varie d’'une maniére quelconque, en grandeur et en
direction, sans cesser néanmoins de faire constamment équi-
libre a la résistance que lui oppose directement son point
d’application, en vertu du principe del’action égale et contraire
a la réaction.

Considérons d’abord le premier cas, et supposons que I'ef-
fort et par suite la résistance conservent une valeur constante
a tous les instants, ou pour chacun des éléments de chemin
parcouru; on pourra évidemment appliquer a cet effort le
méme raisonnement que pour le cas ou il s'agissait (4)d’é-
lever directement un poids & une certaine hauteur sans lui
faire quitterla méme verticale. La quantité d’action qu’il déve-
loppera, dans une longueur de chemin donnée, sera donc ici
encore directement proportionnelle et a 'intensité constante
de cet effort et au nombre de fois qu’il a été répété, ou au
nombre des résistances partielles et égales qui ont é1é vain-
cues, c’est-a-dire au produit de cet effort, exprimé en unités
de poids (8), par la longueur effective du chemin parcouru
dans sa direction propre, estimée en unités de distances. Q
étant doncle nombre des kilogrammes qui mesurent 'effort, ¢
celui des métres qui mesurent la longueur du chemin, la va-
leur du travail pourra encore étre exprimée par le produit

ng > qm ou qugm’

en faisant attention qu’ici 'unité de travail, 1 kilogrammeétre,
se rapporte a un effort constant de kilogramme, qui se répéte
le long d’un chemin de 1 métre dirigé d’'une maniére quel-
conque.

Si, d’ailleurs, on veut se rendre compte, dés a présent, com-
ment cetle unité a, sous le point de vue purement mécanique,
la méme valeur que I'unité analogue relative a I'élévation des
fardeaux, suivant la verticale, il suffira de considérer que les
machines offrent en général les moyens de transformer un
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travail industriel quelconque en un autre, et qu’elles opére-
raient méme cette transformation sans aucune perte, si 'on
pouvait y éviter complétement les résistances étrangéres, qui
absorbent toujours une portion plus ou moins grande du tra-
vail moteur; mais c’est ce qui sera démontré directement et
généralement un peu plus loin, quand nous aurons établi
quelques autres données ou principes indispensables.

9. Travail des forces d’intensité variable. — Les raisonne-
ments qui précédent supposent que Veffort exercé demeure
constant et toujours dirigé dans le sens du chemin parcouru
par son point d’application; s’il était variable, il faudrait consi-
dérer ce qui se passe dans chaque élément du temps pendant
lequel son point d’application a décrit le chemin total ¢ dans
sa direction propre. Qdgq sera évidemment la quantité de tra-
vail élémentaire développée par Q le long de dg et

[,

pris entre deux positions quelconques du point d’application
de la force, exprimera la quantité de travail totale développée
dans1’étendue de chemin comprise entre ces mémes positions,
quantité qu’on pourra calculer analytiquement, toutes les fois
qu’on aura Q en fonction de ¢, et dans tous les cas, par ap-
proximation, au moyen du théoréme de Thomas Simpson, si
I’on connait seulement, par expérience ou autrement, cha-
cune des valeurs de Q, qui répondent aux différentes valeurs
de ¢ (*).

Nommons X P'effort moyen constant que devrait exercer
une autre force, dirigée dans le sens dg, pour produire la
méme quantité de travail; ¢’ et ¢” les valeurs de ¢ relatives a
la premiére et a la derniére des positions du point de X et de

(*) Introduction a la Mécanique industrielle (3¢ édition, p. 194); on trouve
également dans cette édition, p. 197, une autre méthode de quadrature qui a
été exposée par Poncelet dans ses Lecons & la Faculté des Sciences de Paris,
et qui a été publiée, en premier lieu (1852), dans les Eléments de Mécanique
de M. Resal. (K.)
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Q, de sorte que ¢” — ¢’ soit lalongueur de chemin qui a été
parcourue; il est évident qu’on aura pour déterminer X la re-
lation

X(¢'—¢q)= } Qdq dou X= ;,,_~—,-'
Jq

La considération de cetle valeur moyenne nous sera utile
dans plusieurs circonstances.

10. Travail des forces variables d’une maniére quelconque
en intensité et en direction. — Enfin la force Q pourrait varier
a chaque instant de direction, par rapport a I’élément de che-
min ds déerit par son pointd’application; « étant I'angle va-
riable formé par ces directions, on concevra cette force dé-
composée en deux autres, 'une Q cose, agissant suivant le
prolongement de ds, 'autre Q sina, agissant normalement a la
courbe décrite par le point d’application de Q. Celle-ci sera
évidemment détruite par la résistance ou I'obstacle, quel qu’il
soit, qui oblige le point d’application dont il s’agit a demeurer
sur ds; de plus, I’élément de chemin décrit dans sa direction
propre étant nul, il en est de méme de sa quantité de travail,
dont on pourra ainsi faire abstraction; mais comme elle tend
a produire des compressions qui, dans les systémes matériels,
tels que les machines, fontnaitre des résistances tangentielles,
élrangéres aux forces actives de ces systémes, et que, pour
cette raison, on nomme nuisibles ou passives, il y aura lieu de
tenir compte du travail dd & ces nouvelles résistances dans
Pévaluation générale des effets mécaniques de pareils systémes.
Quant & la quantité de travail produite par 'autre composante
Q cosa, elle aura évidemment pour valeur, d’aprés ce qui pré-
céde, I'intégrale générale

fQCOSads ou deq,

qu’il faudra prendre entre des limites convenables, en obser-
yam que nous supposons ici dg = ds cos «, ¢’est-a-dire égal
a la projection de I'’élément de chemin ds sur la direction de
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la force Q; or il est trés-digne de remarque que la quantité
d’action ou de travail élémentaire

Qdq=Qcosads

n’est autre chose que ce qu’en Mécanique rationnelle on
nomme le moment virtuel de la force Q, pour le mouvement
infiniment petit attribué a son point d’application; de plus, on
voit qu’elle est la méme que celle que I'on obtiendrait direc-
tement, en raisonnant comme on l’a fait pour le premier cas
ci-dessus, et considérant que 'espace élémentaire dq décrit
par ce point dans le sens de la force est réellement cos o ds.

De cette identité de nature entre les moments virtuels etles
quantités de travail élémentaires ou instantanées des forces,
pour le cas ou le mouvement virtuel considéré est précisé-
ment le mouvement actuel et infiniment petit du point d’ap-
plication de ces forces, on conclut de suite diverses consé-
quences relatives aux lois que suit, en général, la transmission
du travail dans les systémes matériels soumis a des puissances
et a des résistances quelconques, et qui sont d’une applica-
tion immeédiate alascience des moteurs et des machines. Mais,
pour bien faire saisir cette application, il est nécessaire de
rappeler succinctement les notions élémentaires sur les-
quelles elle repose et qui ont servi a en établir le principe (').

Théorémes relatifs 4 la quantité de mouvement et a la force vive.

11. Ce que l'on nomme proprement viltesse et quantité de
mouvement. -— On sait que deux forces appliquées tour a tour
a un méme corps qui céde librement a leur action, en se mou-
vant parallélement a lui-méme, dans le sens de cette action,

(") L’édition de 1832 porte la note suivante : « Nous renverrons, pour tous
les développements, aux Traités de Mécanique de MM. de Prony et Poisson, en
observant que I'expérience de I'enseignement a I'Ecole d’application nous a fait
apercevoir 1'utilité de revenir sur ces notions, ainsi que sur la démonstration
des principes généraux qui cn dérivent, et sans la parfaite intelligence des-
quels il serait impossible de bien comprendre la théorie du mouvement des
machines. » Les principes rappelés dans les nos 11 a 16 n’étaient pas repro-
duits dans les éditions antéricures a 1836. (K.)
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lui impriment, dans le méme élément de temps dt, des vitesses
qui sont infiniment petiles, proportionnelles a leur inten

sité respective, el indépendantes du mouvement précédem-
ment acquis. Ainsi p étant le poids absolu d’un certain corps
ou point matériel, dans un lieu pour lequel la gravité lui im-
prime la vitesse g =9™,8088, au bout de la premiére seconde
de sa chute, ou gdt dans chaque élément d¢ du temps, puis-
qu’il s’agit ici d’une force accélératrice sensiblement con-
stante, et ¢ étant une autre force motrice quelconque, capable
d'imprimer au méme corps et dans I'élément du temps d¢
I'accroissement de vitesse dv, on aura, d’apres la loi énoncée:

i der odt. don o P
oipiidvigdt, dou C‘Dm}:rdt'

Soit pareillement p' le poids absolu (5) de ce corps dans un
autre lieu quelconque, pour lequel la vitesse imprimée au
bout de la premiére seconde serait g’; on aurait également

’ 7

D s ) )

@ == 1—7 d’ou L:L:consl.:m;
o o’ o
5 o o

ce qui est évident a priori, puisqu’en vertu de la méme loi
on a
pip iigdt:gdt.

Or le rapport m, qui demeure indépendant de I'intensité de
la gravité en chaque lieu, est précisément ce quel’on est con-
venu de nommer la masse du corps; définition qu'il faut ad-
metire, sans s’embarrasser des idées physiques ou métaphy-
siques qu’on y atlache quelquefois, en sorte qu’on a aussi par
simple convention

p=mg(').

(*) On voit que dans un méme lieu, ou pour une contrée enti¢re telle que
la France (5), la masse reste sensiblement proportionnelle au poids, et I'on en
conclut que les poids peuvent étre substitués aux masses ou pris pour les
masses ; mais cela n’est vrai qu'autant qu’il s’agit de les comparer entre elles
dans les formules ou elles entrent d’une maniére homogéne par rapport aux
autres quantités; car, puisque ’hypothése m = p revient & prendre g pour
T'unité de longueur, on voit qu’il peut arriver bien des cas, dont nous aurons

des exemples par la suite, ot 'on tomberait dans des erreurs grossicres en
substituant les poids aux masses.
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Du reste, comme le rapport m ne change ni avec le volume,
ni avec la forme, ni avec le poids absolu d’un corps, il arrive
souvent que, sous le point de vue mécanique, on désigne sim-
plement les corps par.leurs masses, et c’est ainsi que nous en
agirons par la suite. La premiére des équations ci-dessus nous
donne en conséquence, ¢’ étant la vitesse du corps a Vinstant
ou I'action de la force commence, et ¢ celle qui correspond a
un temps quelconque écoulé depuis cet instant,

t
cp:m%, o dt = mdy, (‘fpdt:m(v-u’),

Jr

en supposant toujours que la force ¢ entraine le corps ~ dans

g
le sens de sa propre direction, qui est invariable, comme pour
la gravité. Or les produits mv, m¢’, qui correspondent aux
vitesses ¢ et ¢' possédées par le corps a la fin et au commen-
cement de I'intervalle de temps ou I'on considéere l'action de
la force, sont précisément ce qu'on est convenu de nommer
les quantités de mouvement de ce méme corps, relatives aux
instants dont il s’agit; expression a laquelle il ne faut égale-
ment attacher aucune idée métaphysique, et qui n’a, comme
la précédente, pour objet que de faciliter 1’énoncé des théo-

rémes de Mécanique, ou les quantités telles que my = ]—;v se
. ol

reproduisent fréquemment.
Dailleurs, on voit que la quantité de mouvement répondant

a une intégrale de la forme fgo dt, prise entre des limites dé-

terminées, a une signification trés-distincte de celle qui se
rapporte a la quantité d’action ou de travail (8), de sorte qu’il
n’est pas permis de les confondre avec ces derniéres, dans les
applications.

12. Définition et mesure de la force vive. — En effet, nom-
mant toujours, dans les hypothéses ci-dessus, de 1'élément de
chemin décrit par le point d’application de la force ¢, pendant
dt, la quantité de travail élémentaire qu’elle aura développée
dans le méme temps sera ¢de, de sorte qu’on aura, entre les
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APPLIQUEE AUX MACHINES. 13

de
mémes limites de vitesses ¢’ et ¢, et attendu que — ="

fq;de_fm—de—fmvdv:%(mo’—mv”),

pour I'expression de la quantité de travail imprimé depuis la
position ou le corps possédait la vitesse ¢’ jusqu’a celle ou il
a acquis la vitesse v, et qui d’'ailleurs sera, comme on voit,
positive ou négative, selon que v sera plus grand ou plus petit
que ¢/, ou selon que la force ¢ tendra a accélérer ou a retarder
constamment le mouvement primitivement acquis par le
corps, accroissement instantané dv de la vitesse prenant dans
ce dernier cas un signe contraire a .

Les quantités me?, mo" sont ce que les géométres sont
convenus de nommer une force vive, expression impropre,
puisque nous n’admettons point d’autres forces que celles de
pression, comparables a des poids, et a laquelle il ne faut en-
core attacher aucune idée métaphysique, mais qu’on doit con-
sidérer comme une définition abrégée du produit de la masse
Pq
P
o
vitesse effective. Par ce moyen, on évitera d’ailleurs de con-
fondre entre elles la force vive et la quantité de travail qui se
rapportentades phénomeénes et a des effets physiques'distincts,
quoique, numériquement parlant, elles soient du méme ordre
et aient une mesure commune. En effet, ’équation ci-dessus
exprime, quand on y suppose ¢’ =o, ce qui répond au cas ol
le mouvement commence avec l'action de la force, que la
Jorce vive acquise par le corps est égale au double de la quan-
tité¢ de travail totale qui lui a été imprimée par cette force.

un corps actuellement en mouvement par le carré de sa

13. Définition et mesure de la force d’inertie dans le mou-
vement rectiligne. — C’est encore un axiome recu générale-
ment en Mécanique que V'action d’une force en son point
d’application est toujours égale et directement contraire a la
réaction que lui oppose ce point. Or il en résulte que la force
motrice ¢, considérée ci-dessus, doit éprouver, de la part de

dv
la masse m, une réaction mesurée par —mo

» qui lui fait
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équilibre et provient évidemment de la résistance opposée
par l'inertie du corps a tout changement de mouvement; c’est
pourquoi on nomme quelquefois cette résistance la force
d’inertie, relative a la variation de vitesse dv. On voit qu’elle
se comporle comme une simple résistance quand le mouve-
ment s’accéléere, et comme une puissance véritable quand il
se ralentit, la force motrice ¢ jouant elle-méme alors le réle de
résistance.

Du reste, la force d’inertie ne préexiste pas a I'instant ou Ia
variation du mouvement commence; elle nait, elle coexiste
avec elle, de la méme maniére que la réaction d’un ressort
par rapport & la force qui le presse, c’est-a-dire sans en dé-
truire les effets physiques; car, si l'on appliquait a cet instant
méme au corps une autre force égale et directement contraire
a la force motrice ¢, ou m %‘;,qui est capable de produire I'al-
tération de vitesse dv, cette altération n’aurait pas lieu, le
mouvement demeurerait uniforme pendant P'instant d¢, et il y
aurait simplement équilibre entre les forces, dans le sens ou
on l'entend ordinairement, quand on applique le principe de
d’Alembert, en remplacant les forces du systéme par les quan-
tités de mouvement qu’elles seraient capables d’imprimer ou
qu’elles impriment en effet dans I’élément du temps. On voit
donc que ces différentes maniéres d’envisager les choses re-
viennent, quant au fond, a la méme; mais les considérations
des forces d’inertie offrent I'avantage de faire concevoir « prior
P’état des questions relatives a la transmission du mouvement.

k. Force d’inertie dans le mouvement curviligne. — Sup-
posons maintenant que la force ¢ change 4 chaque instant de
direction, de facon que le corps, censé concentré en un seul
point matériel et libre, décrive une ligne courbe quelconque
sous P'action de cette force, combinée avee sa vitesse initiale.
Le principe de la réaction égale et contraire a 'action n’en sub-
sistera pas moins, c’est-a-dire que la résistance absolue et
totale, opposée par U'inertic au changement du mouvement,
sera encore égale et directement opposée a ©; ce qui devra
avoir lieu, de la méme manicre d’ailleurs, pour leurs compo-
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santes respectives suivant la tangente et la normale de la
courbe aupoint d’application. Mais la composante tangendielle,
pour la force motrice, produisant la variation de vilesse dv,
éprouvée par le corps dans la direction rectiligne de I'élément
qu’ildécrit pendant I'instant infiniment petitdz, on aura, comme
on sait et comme il est évident a priori, pour sa valeur, la quan-
do
dt
tandis que la composante normale, qui empéche le corps de
s’écarter de la courbe, devra éire égale et précisément con-
traire a la force centrifuge, dont la valeur est, comme on sait
encore, exprimée par

lité — m — relative au cas du mouvement rectiligne (12),

mo?
-
r
r étant le rayon de courbure au point considéré.

Donc la composante normale de la force d’inertic n’est
autre chose que cette méme force centrifuge, et sa compo-
d(’

——> dont le
dr’

signe doit toujours étre contraire a celui de dv; donc la force
d'inertie totale de la masse m a pour valeur absolue la quan-
tité

sante langentielle a pour valeur la quantité — m

2

/ m dv\*? mo?\? o i
— M- +|— ) =m - =
\/ Tt r v ((ll re’
qui est aussi celle de la force motrice ¢.
Quant a la quantité de travail développée par chacune de
ces forces, pendant I’élément du temps dt, il est clair (9)

qu’elle se réduit simplement a celle de leurs composantes tan-
gentielles, c’est-a-dire (13) &

dv
m — de = my dv

dt
pour la force motrice, et 4 — mvdv pour la force d’inertie, de
sorte que, dans toutes les questions ot I'on n’a a s’occuper
que des quantités de travail développées parles forces d’inertie
desdifférentes masses d’un systéme, on peut, a la riguecur, faire
abstraction des composantes normales de ces forces, ¢’est-a-
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dire des forces centrifuges, pour ne tenir compte que de celles
qui agissent dans le sens de 'élément du chemin décrit, et que,
a cause de leur activité particuliére, on pourrait nommer les
forces vives des corps; mais, comme cette expression est uni-
versellement admise pour désigner la valeur de leur travail,
dans un intervalle de temps fini et déterminé, nous la rempla-
cerons par celle de force d’inertie tangentielle, et quelquelois,
dans la vue d’abréger, simplement par celle de force d’inertie.

Au surplus, en faisant de telles abstractions, on ne devra
pas perdre de vue que les forces centrifuges des différentes
masses, bien qu’elles n’aient par elles-mémes aucune acti-
vité, sous le rapport du travail, n’en exercent pas moins une
certaine influence sur le mouvement des systémes matériels
dont elles font partie, en concourant (9) simultanément avec
les composantes des autres forces normales aux courbes dé-
crites par leurs points dapplication respectifs a développer
sur les points d’appui, sur les articulations de ce systéme, s’il
en possede, des pressions qui font naitre des résistances pas-
sives analogues au frottement, et qu’on devra pouvoir calculer
lorsque la loi du mouvement, a un instant donné, sera connue
pour les points matériels du systéme.

15. Principe de la transmission du travail.— Tout ceci étant
bien entendu, il ne sera pas dilficile de déméler le role que
joue chaque espéce de force dans un systéme quelconque de
corps matériels en mouvement, sous des conditions données,
et tels que ceux qui constituent les moteurs et les machines
de I'industrie. En effet, considérons a un instant donné, ou
pour une position déterminée des différentes masses, I’en-
semblede toutes les forces, tant intérieures qu’extérieures, tant
actives que passives (autres que les forces d’inertie), qui
agissentsimultanémentsurle systéme et exercentune influence
appréciable, mais quelconque, sur I'état du mouvement de ses
divers éléments matériels; puis supposons qu’on applique a
chacun de ces ¢éléments d’autres forces capables d’empécher
la modification qu’éprouve réellement ce mouvement, sous la
seule action des premieres et pour la durée infiniment petite
du temps d¢ qui suit I'instant dont il s’agit, il est clair que ces
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nouvelles forces, détruisant I’effet des autres, elles leur feront
nécessairement équilibre. Mais ces mémes forces sont préci-
sément égales en intensité et en direction aux réactions ou
forces d’inertie (13 et 14) qui naissent du changement de mou-
vement des différentes masses; donc il y aura simplement
équilibre entre toutes les forces qui agissent efficacement sur
le systéme et ces mémes forces d’inertie.

Représentant donc par 2Qdq la somme des quantités de
travail élémentaire développécs par les forces efficaces dont
il s’agit, en prenant positivement celles de ces quantités qui
appartiennent & des forces agissant dans le sens du mouve-
ment de leur point d’application et négativement celles des
forces qui agissent dans le sens contraire ; désignant pareille-
ment par £ — medv = — Zmvdv la somme des quantités de
travail relatives aux forces d'inertie — m Z—: des différentes
masses du systéeme, quantités dont le signe doit toujours étre
opposé a celui que prend naturellement le produit ¢vdv pour
chaque masse m, altendu que la force d’inertie agit comme
résistance (10) quand le mouvement de cette masse s’accé-
lére, c’est-d-dire quand dva le sens et le signe de ¢, et comme
puissance quand il diminue, ou que dv a un signe contraire
a v; en faisant, dis-je, ces suppositions, et observant que les
quantités de travail ne sont ici autre chose que les moments
virtuels relatifs a chaque force et au mouvement effectif du
systéme, on aura, d’aprés un principe bien connu, la rela-
tion

2Qdg—Zmvdv =o,

qui exprime que

La somme des travaux élémentaires développés, tant par les
différentes forces qui produisent la modification du mouve-
ment, que par les forces d’inertie qui naissent de celte mo-
dification, est constamment égale & zéro.

16. Principe des forces vives. — L’équation ci-dessus
ayant lieu pour tous les instants et étant indépendante d’ail-
leurs du mode d’action des forces, qui peut étre quelconque

2
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¢t méme discontinu, pourvu qu’on ait égard aux intermit-
tences de cette action, dans l'appréciation des quantités de
travail relatives & chaque force, il en résulte que son second
membre sera susceptible d’éire intégré, dans tous les cas;
elle donnera lieu 4 ce qu'on nomme le principe des forces
vives, envisagé dans I'acception la plus générale. Nommant
en effet

¢’ la vitesse de la masse quelconque m au premier instant,
ou pour la premiére position ou l'on veut considérer le
systéme ;

0 ce que devient cette vitesse, pour un autre instant, ou pour
une autre position donnée de ce systeme ;

~q
désignant d’ailleurs par ( Qdq la quantité de travail déve-
u’(['
loppée par la force quelconque Q dans le méme intervalle,
travail qui peut étre intermittent et prendre des valeurs quel-

conques, on aura la nouvelle équation

q i 8
Qdg = medy = L 2(my* — my'?),
Jaq P
([I VI

qui exprime que :

Entre deux positions quelconques et données du systeme,
U’accroissement de la somme des forces vives de différentes
masses est égal au double de lasomme des quantités de travail
positives ou négalives, imprimées dans le méme intervalle par
toutes les forces distinctes de Uinertie qui ont agi sur le
systéme.

1. — APPLICATION DU PRINCIPE DES FORCES VIVES AU MOUVEMENT
DES MACHINES.

Conditions spéciales que présentent les machines.

17. Idée de la constitution physique des machines. — Pour
appliquer le principe de la transmission du travail ou des
forces vives a la théorie des machines telles qu’on les consi-
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dére dans les arts, nons devons remarquer qu’elles se com-
posent, en général, d’une suite de piéces matérielles, qui se
communiquent le mouvement de proche en proche, depuis
celie qui est immédiatement soumise a 'action du moteur, et
quon nomme le récepteur, jusqu’a celle qui opére immédia-
iement e travail ulile et qu’on nomme l'outil ou 'opérateur.
Or on donne toujours, tant  ces piéces extrémes qu’a celles
qui servent d’intermédiaires, et qu'on nomme les communi-
cateurs du mouvement, un degré de solidité, de rigidité ou
d’inextensibilité suffisant pour que, sous les efforts qu’elles
ont a supporter, elles conservent une forme sensiblement in-
variable et transmettent la vitesse, sans perte appréciable,
d’une extrémité a autre de la machine, c’est-a-dire par des
lois dépendant uniquement de la constitution géométrique du
systeme.

Cest en effet dans celte supposition qu’'on envisage ordi-
nairement la théorie des machines, afin d’éviter des difficultés
qui seraient souvent insurmontables dans I’état actuel de nos
connaissances mécaniques, si 'on voulait tenir compte de
toutes ies réactions moléculaires et intimes qui naissent de la
compressibilité des corps, méme les plus solides. Mais il ne
faut pas oublier, pour cela, que celte compressibilité existe,
et qu’elle est la cause de certaines pertes de travail, de cer-
taines résistances qu’il n’est pas permis de négliger dans le
calcul des effets des machines et dont on apprécie la valeur
d’'une maniére approximative, soit a I'aide de I'expérience,
soil a I'aide du calcul et du raisonnement (*).

(') Cette hypothése permet d’étudier d’'une manicére simple les circonstances
principales du mouvement d’ensemble des machines, Il faut remarquer toute-
fois que les machines industrielles comprennent le plus souvent des arbres de
grande longueur, des courroies et d’autres organes qui, sous I’action des efforts
variables qu’ils transmettent, subissent des déformations trés-appréciables; il
faut alors tenir compte non-sculement des pertes de travail qui en résultent,
ainsi que cela est dit dans le texte, mais encore des modifications souvent trés-
considérables qu’éprouvent les mouvements relatifs des picces du systéme. Une
étude spéciale est nécessaire, dans ces cas, pour déterminer les vitesses rela-
tives des divers points qui ne peuvent plus étre calculées par la simple considé-
vation du tracé géométrique. 11 est nécessaire de tenir compte de ces déforma-

2.
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18. Pertes de travail provenant de la réaction des ressorts
moléculaires. — Les frottements, 'adhérence, la roideur des
cordages sont des résistances qui tiennent a des causes de
cette espéce et qui sont étrangéres au travail utile, car elles
supposent des déplacements moléculaires dus, les uns au
mouvement tangentiel des corps soumis a des pressions nor-
males, les autres a leurs flexions plus ou moins grandes et
continuellement renouvelées; ces résistances et quelques
autres, telles que celle des milieux dans lesquels les corps se
meuvent, accompagnent d’une maniere constante le mouve-
ment des machines, et il arrive rarement qu’on puisse se
dispenser d’en tenir compte.

Quant aux actions moléculaires qui sont mises en jeu par le
changement de forme général des piéces solides qui se com-
muniquent le mouvement, c’est-a-dire par la flexion, 'exten-
sion, la torsion, etc., que ces piéces éprouvent sous les efforts
dus a cette réaction réciproque, 'expérience démontre qu’on
peut négliger la considération de leur travail toutes les fois
que I'état de compression reste sensiblement le méme pendant
la durée entiére du mouvement, ou qu’il n’éprouve que des
variations trés-faibles.

Mais lorsque ces variations sont fréquemmient répétées
et suivies de déformations permanentes des corps, lorsque
surtout elles sont dues aux forces d’inertic, aux réactions
de toute espéce qui se développent dans les changements
brusques du mouvement, par suite des chocs dus a la ren-
contre de corps animés de vitesses contraires ou inégales, il
devient indispensable de tenir compte des pertes de travail
ui pcuvent résulter, tant de ces déformations en elles-mémes
que des mouvements relatifs imprimés aux molécules, mou-
vements étrangers a celui par lequel s’opére le déplacement

tions dans P’étude d’un grand nombre de questions pratiques dont hypothése
de Vinvariabilité des organes ne peut pas donner la solution. 11 est & remarquer
que, méme dans le mouvement uniforme, le rapport des vitesses n’est pas
rigoureusement celui qui résulterait du tracé, dans les cas fort nombreux au-
jourd’hui ou I'on se sert de courroies pour transmettre le mouvement (voir
les Notes des n°s 39, 41, Section I3 du n° 15, Section III). (K.)
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général des corps du systéme et qui s’éteignent rapidement,
comme 0N sait, par leur opposition réciproque et par leur dis-
sémination générale dans les masses environnantes.

Nous exposerons plus tard les principes d’aprés lesquels on
estime approximativement cette perte de travail; quant a pré-
sent, il nous suflfit de remarquer : 1° que la durée des chocs,
tels qu’en éprouvent les machines, est généralement négli-
geable par rapport a celle du temps ot on considére le mou-
vement de la machine; 2° que, les piéces qui subissent ce
choc étant constituées de facon que les altérations de forme
qu’elles éprouvent sont en elles-mémes fort petites, le sys-
teme se retrouve apres le choc sensiblement dans les mémes
conditions de liaisons géométriques qu’auparavant, Vintensité
de la vitesse absolue de chaque point étant seule changée;
3° qu’enfin le résultat du choc a été simplement une perte de
force vive éprouvée par les différents corps et qui est me-
surée par la différence de celle que le systéme posséde avant
et apreés le choc.

Equations générales du mouvement des machines.

19. Etablissement des équations générales d’aprés le prin-
cipe des forces vives. — D’apreés ces diverses considérations,
on voit que les seules forces dont il soit nécessaire de tenir
compte dans la pratique sont: 1° les forces motrices desli-
nées 4 produire le travail utile et & vaincre toutes les résis-
tances nuisibles : leurs travaux instantanés ou élémentaires
peuvent étre représentés (10) par des expressions de la forme
Fdf, qui seront essentiellement positives; 2° les résistances
nuisibles ou passives de toute nature (18) et qui agissent
d’une maniére continue ou intermittente, pendant la durée
entiére du mouvement : leurs quantités de travail élémentaire
négatives pourront &tre représentées par des expressions de
la forme — Rdr; 3°les résistances utiles qui constituent le
travail des derniéres piéces de la machine et jouent le méme
role que les précédentes, de sorte que leurs quantités de tra-
vail élémentaires peuvent éire représentées par des termes de
la forme — Qdq; §° les poids des divers éléments matériels
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du systéme, qui, agissant tantdt dans le sens du mouvement,
tantdt dans le sens contraire, donnent lieu & des quantités de
travail que nous représenterons, en conséquence, par des
expressions de la forme == pdh ou == mgdh, m élant la masse
d’une molécule matérielle quelconque, mg ou p son poids (11)
et == dh la hauteur dont elle s’abaisse ou s’éléve selon la ver-
ticale et dans Pélément du temps ot 'on considére le mou-

. . dv
vement de la machine; 5° enfin la force d’inertie — m T (13)

des diverses molécules dont il s’agit, produisant dans le
méme élément du temps des quantités de travail représen-
tées (14) par — medo et qui s'ajoutent a celles des puissances
ou s’en retranchent, selon que la vitesse de chaque molécule
décroit ou augmente, c’est-a-dire selon que le produit vdv est
négatif ou positif.

Ainsi on aura, en conservant du reste les notations et con-
ventions des n°s 15 et 16

2medy =2Fdf — ERdr — 2Qdg==Smgdh
pour chaque élément du temps, et
2mvi—ZEZmy*=23 [Tdf—22 [[Rdr—22 [Qdq==2Z2 fmgdh,

entre deux instants quelconques dont le premier correspond
a la vitesse ¢/, antérieurcment acquise par la molécule m, et
dont le dernier correspond a la vitesse ¢ qu’elle a recue sous
I'influence des forces proposées.

20. Termes relatifs au poids des piéces en mouvement. --
Avant d’aller plus loin, nous ferons observer que les termes
Imgdh, Xf/mgdl peuvent étre mis sous une forme plus
simple en Ies supposant intégrés, soit pour toute I'étendue
de la machine, soit pour l'intervalle de temps qui répond aux
vitesses ¢ et ¢’ de la masse m; nommant en effet /2 la hauteur
dont s’est élevée, dans cet intervalle, la masse élémentaire
dont il s’agit; M et P la somme des masses et des poids de
toutes les parties matérielles qui constituent le systéme, c’est-
a-dire la masse et le poids total des piéces mobiles de la ma-
chine; enfin H la hauteur dont s’est élevé, toujours dans cet
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intervalle de temps considéré, leur centre de gravité général,
on aura évidemment, par la théorie du centre des forces pa-
ralleles,
Emgh=Mgll =PI,
Emgdh =Pdll,
Efmgdﬁ =2mgh=PH,

relations qui n’auront lieu qu'autant que le poids P restera le
méme a chaque instant, ou qu’aucune des masses m ne quit-
tera le systéme pendant Uintervalle auquel s’appliquent les
sommations el intégrations. Généralement nous supposons
qu'on n’applique le principe des forces vives aux machines
que pour chacun des intervalles ou les conditions restent les
mémes, ou plutot que, si ces conditions sont susceptibles de
changer, soit dans chaque élément du temps, soit a des in-
slants déterminés, ony ail égard lors de I’intégration des dif-
férentes quantités de travail, ce qui est bien évident a priort,
d’aprés la maniére dont nous envisageons (16) le principe des
forces vives, mais ce qui demande quelque attention dans les
applications de ce principe aux divers cas.

21. Forme abrégée des équations du mouvement. — En
supposant la seconde des équations (19) intégrée de la méme
maniere, par rapport & chacun des termes dont elle se com-
pose, nous pourrons, dans la vue de simplifier les énoncés,
I'écrire ainsi sous une forme abrégée,

my* — mv"*=o(Ff — Rr — Qg == PH);

mais il ne faudra pas oublier la maniére dont elle a é1é obte-
nue, ni la signification véritable de chacun de ses termes.

Nous représenterons de méme son équation différentielle,
qui a lieu a chaque instant du mouvement (9), par

mydv =Fdf — Rdr — Qdgq == PdH.

Ces notations reviennent simplement a supposer que les
forces variables qui agissent sur le systéme ont é1é rem-
placées par les valeurs moyennes (9) qui leur correspondent
entre les deux instants ou I'on considére le systéme.
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Discussion des équations générales.

22. Influence de la gravité sur Ueffet utile. — Les équa-
tions que nous venons de poser et de définir contiennent im-
plicitement toute la théorie des machines en mouvement;
mais, pour en bien saisir Pesprit, il est nécessaire d’examiner
a part la signification de chacun de leurs termes et son in-
fluence sur les effets généraux de la machine, et principale-
ment sur P'effet utile Qgq, qu’il s’agit évidemment de rendre
le plus grand possible, eu égard a la quantité d’action Ff dé-
veloppée par le moteur.

Pour cela, résolvons la premiere de ces équations par rap-
port & Qg, nous aurons

Q¢=Ff—RrZ=PH +

mo't me?

—_————

2

Considérons d’abord le terme PH qui concerne les poids des
piéces matérielles de la machine; on voit qu’il disparaitra de
Péquation toutes les fois que le centre de gravité de tout le
systeme restera conslamment a la méme hauteur, car H sera
alors égal a zéro; autrement il ne disparaitra de I’équation que
les parties de ce terme relatives a des poids dont le centre de
gravitlé ne monte ni ne descend, comme cela a lieu, par
exemple, pour les diverses roues centrées ou dont I'axe passe
par le centre de gravité, pour les courroies et chaines sans fin,
pour les chariots ou piéces qui glissent sur des plans horizon-
taux, etc. Dans tous ces cas, il ne faudra pas oublier que, si
le poids de ces piéces disparait de I'équation ci-dessus, il n’en
est pas moins nécessaire de tenir compte des résistances de
toute espece qui en résultent et dont P'influence se fait sentir
dans les termes relatifs aux frottements et aux forces vives du
systéme.

Mettant d’ailleurs de c6té le cas ot 'un des corps de la ma-
chine s’éléverait ou descendrait constamment pendant la durée
du mouvement, puisque son poids p (19) ferait partie de Ia
résistance utile Q, ou de la force motrice F, il restera a exa-
miner celui ol il baisserait et monterait alternativement,
comme cela aurait lieu pour une roue non centrée ou qui ne
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tournerait pas rond, pour une scie verticale qui recevrail le
mouvement d’'une manivelle, etc.; alors, s'il ne quitte jamais
la machine, son poids ne produira d’autre effet que d’aug-
menter ou de diminuer périodiquement et de quantités égales
la somme des quantités d’action imprimées par les autres
forces, c’est-a-dire de maniére que cetle somme et I'effet utile
Qg ne seront nullement altérés entre deux instants ot sa po-
sition sera redevenue la méme, attendu qu’on aura entre ces
instants fpdh =o; mais si le poids des piéces a mouvement
alternatif n’exerce directement aucune influence nuisible sur
I’effet utile, il n’en fait pas moins naitre des résistances en
chargeant les points d’appui et en altérant, comme on le verra
plus tard, la vitesse et la force vive du systéme relatives a
chaque instant.

23. Influence des résistances passives et des chocs. — Il n’y
arien de semblable a dire sur le terme Rr, qui contient les
quantités de travail dues aux résistances passives de toute
espéce; car clles tendent constamment (19) & détruire une
certaine portion du travail moteur Ff. Cest pourquoi I'on
aura, dans chaque cas, a4 examiner les moyens de diminuer le
plus qu’il est possible leur influence, en recherchant la forme,
la vitesse et la disposition qu’il convient de donner aux parties
qui y sont soumises, pour rendre le produit Rr un minimum.

Drailleurs, il est essentiel de distinguer (18) les résistances
passives qui agissent d’'une maniére continue pendant la durée
du mouvement, telles que les résistances du milieu, le frotte-
ment, etc., de celles qui ne se reproduisent que par inter-
valles et dans des instants excessivement courts, telles que
celles que développent les chocs ou changements brusques
quelconques de la vitesse des corps du systéme; les premiéres
opérant a la maniére de la pesanteur ou des forces motrices
quelconques, on concoit trés-bien comment on peut évaluer
leurs quantités de travail, dans tous les cas ou la loi de leur
intensité est connue (10). Quant aux autres, il faut supposer
que, pendant le temps trés-court olt les corps réagissent et se
compriment, les forces moléculaires sont mises en jeu, de
maniére a développer, en sens contraire du mouvement, des
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quantités de travail qui sont numériquement (18) la moitié de
la somme des forces vives détruites pendant 'acte du choc,
somme qui est toujours comparable, comme nous le verrons
par la suite, a la force vive totale du systéme, méme quand
les corps quiy entrent seraient ce qu’on nomme parfaitement
élastiques, c’est-a-dire tels qu’ils reprissent exactement apres
le choc la forme qu’ils possédaient auparavant.

2h. Inconvénients des chocs; moyens de les éviter. — On
remarquera au surplus que, si le choc est destiné a produire
un effet utile, comme lorsqu’il s’agit de comprimer, d’écraser
un corps sous action d’un pilon ou d’'un marteau, une partie
de la force vive perdue par les piéces de la machine doit étre
censée appartenir au terme Qg : c'est celle qui est stricte-
ment nécessaire pour produire ic changement de forme qui a
lieu dans la maticre a comprimer ou & diviser. On concoit
méme que la majeure partie de la force vive du pilon serait
utilement employée, si ce dernier était parfaitement roide et
élastique, si sa forme et sa constitution physique ne salté-
raient pas dans un méme choc oa par la répétition des chocs,
et si, enfin, il ne conservait aprés le choc, ainsi que la matiére
qui y est soumise, aucune vitesse relative et étrangére & I'effet
utile; mais, comme il en est tout autrement,comme le mouve-
ment est toujours accompagné de résistances passives, on voit
qu’il y a nécessaircment une portion notable de la force vive
imprimce au pilon, ou du travail que suppose cette force vive,
qui est consommée en pure perte. Voila pourquoi aussi, et
indépendamment des autres raisons a alléguer, il vaut mieux
produire les effets ci-dessus par de simples pressions, ainsi
qu’il arrive dans les machines a cylindres, a meules, etc., que
les bons constructeurs substituent, avec raison, aux pilons et
aux marteaux.

Si donc il est utile d’éviter les chocs dans le cas actuel, a
plus forte raison en est-il ainsi quand ce choc n’est pas indis-
pensable a Peffet qu’on veut produire. C'est ce qui a lieu, par
exemple, lorsque des piéces se quiltent et se reprennent
brusqliement avec des vitesses finies, soit qu’elles abandon-
nent entierement la machine, soit que, servant a communiquer
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le mouvement, elles offrent beaucoup de jeu dans leurs arti-
culations et éprouvent des changements de vitesse en inten-
sité et en direction, telles que les piéces a mouvement alter-
natif, etc. On évite en partie ces effets en diminuant ce jeu le
plus qu’il est possible et en employant, pour transformer le
mouvement continu en mouvement alternatif, des ressorts,
ou, ce.qui vaut mieux, des manivelles, des excentriques qui
éleignent et restituent graduellement la vitesse au commen-
cement et a la fin de chaque oscillation; enfin en disposant
les parties qui transmettent le travail par leur contact et en
général toutes les piéces de la machine, de facon qu’elles
soient rigoureusement assujetties dauns leur tracé et leur mou-
vement a la loi de continuité. ‘

L’effet des changements brusques quelconques est, dail-
leurs, de faire éprouver aux machines des secousses qui dé-
tériorent leur constitution en fatiguant les assemblages, en
désunissant les parties et augmentant le jeu, ce qui a pour
résultat inévitable une augmentation progressive des pertes de
travail. On peut en dire autant des fortes pressions en général,
lorsqu’elles éprouvent des alternatives [réquentes et longtemps
répétées en direction et en intensité.

23. Influence de la forme et de la vitesse du récepteur. —
Passons maintenant a ce qui concerne le terme Ff, relatifaux
quantités de travail développées par les forces motrices, et re-
marquons que les moleurs peuvent étre primitifs, tels que la
gravité et le calorique, ou secondaires, tels que les animaux,
le vent, les cours d’eau et fa vapeur. Il ne peut étre ici ques-
tion du mode d’agir des uns et des autres; tout ce qu’il im-
porte de remarquer, c’est que la pression I, exercée par le
moteur secondaire sur le récepteur, est, en général, suscep-
tible de varier avec la vitesse propre ¢ de cette piéce, de telle
sorte que, étant nulle pour une vitesse de son point d’applica-
tion égale a la plus grande vitesse V que puisse prendre libre-
ment le moteur, elle est, au contraire, la plus grande possible
quand le récepteur est immobile ou que v = o.

La quantité d’action Ff, communiquée par le moteur ala
machine, étantainsi nulle pour les cas extrémes dont il s'agil,
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on voit qu’il y aura une valeur de ¢, comprise entre o et 'V,
qui rendra le produit Ff un maximum (*); cela paraitra évident,
si I'on considére la maniére d’agir de quelques-uns des mo-
teurs secondaires, tels que les animaux et I'eau. D’ailleurs, il
y aura, dans chaque cas particulier, d’autres conditions a rem-
plir pour rendre Ff le plus grand possible : il faudra notam-
ment éviter les chocs et toute décomposition de la force et de
la vitesse du moteur qui serait nuisible a Ieffet, ou ferait
croitre inutilement la pression sur lesappuis et les résistances
passives, etc.; mais il est impossible de donner des préceptes
généraux a cet égard, et ce ne serait pas le lieu d’entrer dans
des détails.

26. Influence de la forme et de la vitesse de I’outil. — In-
fluence de Uinertie des masses.— 1l nous reste a dire un mot
des termes de notre équation (22) qui foncernent I'inertie ou
les forces vives de la machine; car il est assez évident qu’on
peut répéter a I'égard de leffet utile Qg ce qu’on a dit des ré-
sistances passives en général : ainsi I'on aura a examiner la
vitesse, la forme, etc., qui conviennent a 'outil ou opérateur,
pour qu'a dépense égale de travail il produise le maximum
d’ouvrage d’une espece déterminée; 'expérience a, en effet,
appris que chaque outil offre une vitesse qui estla plus avan-
tageuse possible, et dont on ne saurait s’écarter sans inconvé-
nients, soit pour la qualité, soit pour la quantité des produits.

Passant donc aux termes qui contiennent les forces vives
mo? et my'?, possédées par les différentes picces de la machine,

(*) Plusicurs auteurs ont reproduit ce raisonnement, dans le but de démon-
trer que, pour tout moteur, il existe une vitesse du récepteur qui donne lieu
au meilleur rendement ; nous croyons devoir faire remarquer que le raisonne-
ment du texte ne s’applique pas a la question ainsi posée; il répond a la dé-
termination de la vitesse qui conduit au maximum de travail dans I'unité de
temps, vitesse qui, généralement, n’est pas celle qui se rapporte au meilleur
rendement. Quant a la vitesse a laquelle 11 convient de faire fonctionner les
machines industriclles, ct que I'on nomme witesse de régle ou witesse normale,
elle ne correspond, le plus souvent, ni au meilleur rendement, ni au maximum
de travail par unité de temps. Des considérations d’un autre genre doivent
encore intervenir pour déterminer cette vitesse, dans chaque cas (woir la Note
du n° 42). (K.)
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ala fin et au commencement de I'intervalle de temps pendant
lequel on considére son mouvement, on remarquera que I'un
tend 2 augmenter et autre a diminuer I’effet Q¢ ; mais, comme
les machines partent nécessairement du repos et qu’elles
n’acquiérent de vitesse que celle que leur communique le
moteur, on voit que la quantité de travail mesurée par la force

o'

m ) e ’
vive —— en suppose une autre primitivement dépensée par

ce moteur et qui lui est toujours supérieure, a cause de résis-
tances nuisibles inhérentes a la constitution de la machine.
Quant a la force vive %02, qui se présente comme une perte
véritable de travail, on pourra I'utiliser en partie vers la fin du
mouvement de la machine en laissant agir celle-ci seule et en
vertu de sa seule inertie, contre les résistances que préscnte
la matiére a confectionner; ce que, d’ailleurs, ne permet pas
toujours la matiére du travail et le genre de I’outil; mais comme,
dans tous les cas, les résistances passives en absorberont une
portion notable, on voit qu’il y a, de toute maniére, de I'in-
convénient a laisser acquérir une certaine force vive aux dif-
férentes piéces, indépendamment de ce que influence des
chocs et des résistances nuisibles croit avec l'augmentation
des masses et de la vitesse. Néanmoins, si le mouvement de
la machine doit étre longtemps continué, la perte de travail,

. , my? . . RTI
représentée par - devient négligeable par rapport a Ieffet

utile total, et son influence est nulle comparativement a celle
qu'elle exercerait dans le cas ou le mouvement de la machine
serait interrompu par de fréquents repos.

On voit aussi que, si I'effet utile consiste a élever ou mou-
voir des corps dans une direction quelconque, il y a toujours
une certaine perte de force vive ou de travail, lorsque ces
corps quittent la machine avec une vitesse acquise; cetle vi-
tesse doit étre nulle ou la moindre possible.

Quant aux pic¢ces 4 mouvement alternatif, dont la vitesse
s’éteint a la fin et au commencement de chaque oscillation,
on voit aisément que, si cetle vitesse varie par degrés insen-
sibles, leur force vive n’aura d’autre effet que de diminuer et
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d’augmenter périodiquement celle de la machine, de facon
qu’elle redeviendra la méme a la fin et au commencement de
chaque oscillation, et qu’il n’y aura, sous ce rapport, aucune
perte de quantité de travail.

1II. —— CIRCONSTANCES PRINCIPALES DU MOUVEMENT DES MACHINES.

Lois générales du mouvement.

97. Nature particuliére du mouvement des machines. —
Apreés avoir examiné a part U'influence des différents termes
de I’équation des forces vives (22) sur 'effet utile, nous allons
maintenant en déduire les lois mémes du mouvement des
machines.

Les machines sont en effet assujetties & exécuter des pé-
riodes de mouvement qu’on nomme tours, révolutions, ct au
hout desquelles la position des différentes masses redevient
la méme qu’auparavant; or, toutes les piéces étant solidaires,
la vitesse se communique de proche en proche, par des lois
purement géométriques, de facon que celle des divers points
peut s’exprimer en fonction de la vitesse de I'un quelconque
d’entre eux et de la variable qui fixe sa position a chaque in-
stant. L’équation des forces vives donnerait donc celte vitesse
a un instant quelconque, si I’'on connaissait, pour cet instant,
les quantités d’action totale imprimées au systéme par les dif-
férentes forces, et, sous ce point de vue, elle contient impli-
citement les lois du mouvement de toutes les machines.

Si 'on suppose que le systéme soit parti du repos, on fera
v/ = o dans I'équation

Smy*—EZmy"? =22 [Fdf—- 22 [Rdr— 22 [Qdq == 2PH,

et elle donnera la valeur de la vitesse v de la masse quel-
conque m, puisque, d’aprés la nature des machines, les vi-
lesses des diverses autres masses ont avec ¢ des rapporls
donnés et dépendant seulement des grandeurs qui fixent la
forme et la position des différentes parties du systéme a chaque
instant.

Si 'on veut sculement considérer ce qui se passe dans I'in-
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tervalle de temps infiniment petit d¢, pendant lequel I'acerois-
sement de vitesse de m est dv, correspondant aux espaces
élémentaires df, dr, dq, on aura, en différentiant I’'¢quation
ci-dessus, par rapport au temps,

Emydy :ﬁFr{f——ER(Zr»—EQd(/ *=PdH,

¢quation qui servira & faire connaitre l'accroissement de vi-
tesse recue & chaque instant par Pun quelconque des points
de la machine et par suite la loi du mouvement.

Pour le démontrer, nous remarquerons que, si 'on nomme e
le chemin total décrit par la molécule m a Uinstant ou sa vi-
lesse est u, de sorte que ud! = de, puis que 'on représente
par ¢{e) en général la fonction purement géométrique qui ex-
prime le rapport de la vitesse ¢ d’un élément de masse quel-
conque de la machine a la vitesse « au méme instant, on
pourra remplacer les quantités Xmy?, Xmv?, par leurs équi-
valentes

2 _

wEqmo(e), w:im u(e')

dans les équations précédentes, qui deviendront ainsi, en re-

présentant par / et &', pour abréger, les valeurs de Smo(e) ,

\' 2 . . . . . ’ ’
Zmo(e’) relatives aux deux positions distinctes considérées,

kwt — K =23 fFdf — 23 [Rdr — 23 [Qdq == PII,
kudu + ywdlk = S¥df — SRdr — 2Qdq = Pdh,

et comme df, dr et dg ont aussi avec de des rapports qui sont
purement fonctions de e et des constantes qui fixent la gran-
deur et la position relative des parties matérielles du systéme,
qu'enfin F, R et Q sont censées constantes ou variables, sui-
vant des lois quisont données a priori, en fonction du temps,
ou des variables f, r etq, c’est-a-dire de e, on voit que la der-
niére de tes équations donnera, par Jes méthodes connues, la
loi effective du mouvement, de sorte qu’étant réunie avece la
précédente elle doit contenir implicitement toutes les pro-
priétés essentielles des machines telles que nous les envisa-
geons ici.-

Mais, pour qu’il en puisse étre ainsi, il faut supposer que
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I'on ticnne compte de toutes les circonstances qui surviennent
pendant le travail des forces, et notamment de celles qui
peuvent momentanément suspendre ou modifier leur action
et le mouvement des différentes parties matérielles, comme il
arrive, par exemple, dans le jeu des pilons ou des marteaux,
ol certaines masses quitlent et reprennent alternativement la
machine : les intégrales doivent alors évidemment se¢ prendre
dans les intervalles distinects a considérer.

28. Du mouvement & partir du repos. — A linstant ou une
machine sort du repos, le travail élémentaire Fdf du moteur
surpasse nécessairement celui de toutes les résistances réu-
nics, ¢’est-a-dire que Fdf— Rdr—...>o. Cela arrive ordi-
nairement, ou parce que la résistance utile Q a sa valeur mi-
nimum, ou parce que la pression motrice F a le maximum de
la sienne (25). La force vive augmente ainsi & chaque instant
d’une quantité d(me?*) = 2medv, égale au double des quan-
lités d’action élémentaires imprimées par les puissances.

L’accroissement de la force vive continuera tant que le mo-
ment Fdf ou le travail élémentaire du moteur 'emportera sur
celui Rdr 4+ Qdgq. .. des diverses résistances ('); mais il faut
admettre, conformément a 'expérience et a la nature des ma-
chines industrielles, que la force vive ne croitra pas indéfini-
ment, du moins d’une manicre appréciable, et atteindra plus
ou moins rapidement une limite ou maximum pour laquelle

on aura
1d(mv*)=Fdf —Rdr—Qdq=*=Pdh = o,

(') Période de mise en marche des machines.— 11 est bien rare, dans Ia pra-
tique, que le travail ¢élémentaire moteur puisse rester supérieur au travail
élémentaire résistant pendant tout le temps nécessaire a la mise en marche du
systéme; mais il résulte des dispositions des machines industrielles, du mode
d’action du moteur sur le récepteur, qu’il existe des périodes de mouvement
telles que le travail moteur total correspondant a chacune d’elles puisse étre
maintenu supérieur, égal ou inléricur au travail résistant, quelle que soit d’ail-
leurs la loi de variation des travaux élémentaires. Ce résultat est obtenu a Paide
de dispositifs particuliers tels, que les distributeurs et les régulateurs, dont il est
question plus loin (n® 43). Pour que la machine sorte du repos et prenne des
forces vives de plus en plus grandes, au bout des évolutions successives, il faut
que le travail moteur soit plus grand que le travail résistant pour Pensenible de
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ce qui exprime, d’aprés le principe des vitesses virtuelles,
quil y a, au méme instant, équilibre entre les forces mo-
trices et les résistances, abstraction faite des forces d’inertie
—m % (14 ) des diverses masses, dont la somme des moments
virtuels est naturellement égale a zéro.

En effet, si la force vive croissait sans cesse et d’'une ma-
niére sensible a chaque révolution de la machine, il en résul-
terait que la vitesse d’une piéce quelconque, par exemple celle
du point d’application du moteur, croftrait également et at-
teindrait bientdt un terme pour lequel ce moteur ne serait
plus capable (25) d’aucun effort, circonstance qui n’a pas lieu
pour les résistances, puisqu’il arrive souvent qu’elles croissent
avec la vitesse.

La force vive el la quantité de travail communiquée ayant
donc atteint leur maximum, il pourra arriver ou qu’elles
restent conslantes, ou qu’celles décroissent pendant un certain
temps pour recroitre ensuite, et ainsi alternativement, puisque
le mouvement n’est pas censé s’éteindre.

29. Conditions du mouvement uniforme. — Considérons
d’abord le premier cas, qui est le plus simple; ’'accroissement
élémentaire 2mvdv de la force vive élant nul, ainsi que la
somme Fdf—Qdgq... des quantités de travail élémentaires
imprimées, il y aura & chaque instant équilibre pour toutes
les positions de la machine et abstraction faite des forces
d’inertie; la vitesse redeviendra par, conséquent la méme

chaque période. Cette condition est suffisante; en d’autres termes, st le travail
moteur qui correspond & une période est supérieur au travail résistant &
vaincre pendant la méme période, il existe au moins une position de départ de
la machine, & partir de laguelle le mouvement commencera et continuera, quelles
que soient d’ailleurs les variations ou les intermittences des travaux & chaque
instant. Ce théoréme se démontre aisément par la considération des aires de la
courbe du travail; nous I'indiquons ici parce qu’il est d’une certaine impor-
tance dans I’étude du mouvement des machines; il fait reconnaitre nettement
les erreurs souvent commises au sujet du réle des volants, notamment quand
on veut en démontrer la nécessité pour entretenir un mouvement périodique,
pour franchir les points morts, méme dans les cas ol le travail moteur, par
tour, est égal ou supérieur au travail résistant. (k.)

3

urlo - UPMC - Cote - 83 PON 74




34 COURS DE MECANIQUE

pour les mémes positions, et, puisqu'on aura, entre deux
instants quelconques,

my*—my'* =2 (Ff—Qq— Rr)Z=PH =o,

I'inertie n’exercera plus aucune influence directe sur la trans-
mission du travail.

Le cas le plus général et a la fois le plus ordinaire ol ces
circonstances peuvent se présenter est celui ou les différentes
masses du systéme posséderaienl séparément des vilesses
constantes ou uniformes, car on ne concoit pas, a priori,
comment ces vitesses pourraient varier de facon que l'accrois-
sement des forces vives de certaines piéces fit constamment
égal au décroissement de celles de toutes les autres, ce qui est
nécessaire pour que la somme des forces vives reste con-
stante. De plus, il est évident que les vilesses effectives

4! "
v, ¢, 0700 ou (13 et 14) %, (2—;, %
masses ne peuvent rester constantes si les vitesses virtueiles
de, de¢’, de”, . .., qui dépendent uniquement de la nature géo-
métrique des liaisons du systeme, ne sont elles-mémes dans
des rapports invariables, pour toutes les positions qu’il peut
prendre (‘).

Cette condition exclut, comme on voit, touta fait les piéces
a4 mouvement alternatif, puisque leurs vitesses effectives et
leurs vitesses géométriques ou virtuelles ne pourraient étre
cn rapport constant avec celles des autres; mais elle ne suffit
pas pour assurer I'uniformité du mouvement de la machine, il
faut encore qu’on ait, a chaque instant,

s+« des différentes

Fdf—Qdgy— Rdr==PdH = o,

(') Soient K, K',... ces rapports constants, de sorte qu'on ait
de'=K'de" = Kde.. .;
on aura donc aussi, entre deux positions quelconques du systéme,
e=Ke, ¢"=Ke,..;

c’est-a-dire que les espaces enticrs déerits entre ces positions par les différents
points seront également dans les mémes rapports.
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ou qu’il y ait équilibre, abstraction faite toujours des forces
d’inertie, nouvelle condition quine pourra étre remplie d’'une
maniére générale si la puissance et les résistances agissent
par intervalle d’une maniére discontinue, ou varient en in-
tensité ou en direction, par des lois quelconques et indépen-
dantes, dans les diverses positions de la machine. Or, en
supposant méme les forces F, R et Q constantes avec la vi-
tesse, ainsi que les angles qu’elles forment avec la direction
des chemins élémentaires décrits par leurs points d’applica-
tion, condition qui rend les moments virtuels Qdq, Rdr, Fdf
constants, et qui se trouve remplie dans beaucoup de ma-
chines, il faudra encore que le poids p de chaque piéce con-
serve (22) son centre de gravité a la méme hauteur, 3 moins
quayant une vilesse uniforme il ne fasse partie de la puis-
sance motrice ou de la résistance ulile, car dans tout autre cas
il imprimera évidemment des quantités de travail instantanées
== pdh qui seront variables pour les diverses positions du
systeme.

D’aprés ce qui a été dit précédemment, il ne peut entrer
dans la machine de piéce @ mouvement alternatif; elle devra
donc se composer uniquement de piéces de rotation ou de
roues exactement centrées (22), de courroies et de chaines
sans fin, etc.

30. Du temps nécessaire & U'établissement du mouvement
uniforme. — Cet examen peut servir & montrer combien il est
difficile d’établir le mouvement rigoureusement uniforme
dans les machines; on peut méme dire qu’il ne s’y présente
jamais dans toute Iexactitude mathématique, car il suppose
non-seulement que les forces restent constantes en intensité et
en direction, etc., mais encore que les vitesses virtuelles des
différentes parties de la machine soient entre elles dans des
rapports indépendants de la position du systéme, ce qui exige
que les quantités représentées ci-dessus par ¢(e) soient con-
stantes, pour toutes les positions. Enfin on démontre trés-
simplement, soit par la considération de I’équation

dep K%:ZFdf {ﬂ_zQ

de
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df a’r dq
de’ de’ de

posées constantes, soit par des considérations directes de Géo~
métrie, que, lorsque I'actiondes différentes forces est soumise
a des lois continues, analogues a celles de la pesanteur et
dépendant uniquement des variables qui déterminent la po-
sition ou la vitesse du systéme, ce n’est, pour ainsi dire, qu’'au
bout d’'un temps infini que la vitesse acquiert, en général, sa
limite, quoique, dans un temps souvent fort court, elle n’en
differe que d’une quantité inappréciable et qu'on peut né-
gliger pour la plupart des cas de pratique.

Il suffit pour cela de remarquer que, d’aprés les notions
précédentes, la fonction représentée par ce second membre a
sa plus grande valeur quand la machine part du repos ou que
v =o, et qu’elle décroit plus ou moins rapidement a mesure
que la vitesse ¢ augmente, de maniére a devenir compléte-
ment nulle pour une certaine valeur finie de cette vitesse, ce
qui lui suppose implicitement la forme

dans le second membre de laquelle seraient sup-

N(a — )"

ou toute autre forme équivalente, N étant une fonction de v et
de constantes, essentiellement positive, et a la vitesse limite
dont il s’agit. On tire, en effet, de ’équation posée en dernier

lieu, J J
Kdv v
t—*f (a—v) KfN(a——v)"’

intégrale qui, d’aprés les régles connues, étant prise depuis
v = o0 jusqu’a v = a, doit renfermer au moins un terme de la
forme — A log(a—v), si n est impair, ou de la forme
— A(a—v)™+,sin est pair; or ces fonctions sont I'une et
l'autre susceptibles de devenir infinies quand la vitesse ¢
atteint sa limite a.

Ce fait est analogue a celui qui se présente dans le mouve-
ment des parachutes, des fluides qui s’écoulent par les orifices
des vases, et il averlit des précautions a prendre dans certains
cas, quand on ne veut pas courir le risque de se tromper sur
le régime ou I'état de mouvement d’un systéme.
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Des observations analogues sont applicables d’ailleurs aux
machines qui, par leur constitution et celle des moteurs ou
des résistances, ne pourraient acquérir qu’'un mouvement pé-
riodique constant ou permanent, ¢’est-a-dire tel que la vitesse,
quoique variable dans I'étendue de chaque révolution, re-
vienne constamment la méme pour les mémes positions.

31. Advantages du mouvement uniforme. — L’importance
qu’il y a de satisfaire, dans chaque cas particulier, sinon rigou-
reusement, du moins le plus possible, aux conditions propres
a établir 'uniformité du mouvement des machines, sera sentie
si 'on met en paralléle les avantages inhérents a4 ce mouve-
ment avec les inconvénients qui résultent du mouvement
variable.

Dans les machines qui possédent le mouvement uniforme,
et ou les puissances et les résistances agissent d’'une maniére
continue et avec la méme intensité d’action ('), les piéces se
conduisent toujours de la méme maniére et demeurent sans
cesse en contact, sans éprouver aucune secousse nuisible,
aucun changement brusque de vitesse; et, comme les quan-
tités de travail élémentaires recues et transmises par chacune
d’elles sont égales et constantes, ou qu’il y a équilibre a
chaque instant, de méme que pour la machine entiére, les
chances de destruction sont moindres, et I'on peut apprécier,
dans chaque cas, les efforts qu’elles supportent, les flexions
qu’elles éprouvent et la solidité minimum qui leur convient.
Mais ces avantages ne sont pas les plus importants de ceux
qui appartiennent a 'uniformité du mouvement; car, puisqu’il
existe (25) pour chaque moteur une vitesse de son point
d’application qui rend un maximum la quantité de travail

(') Du régime uniforme. — Il résulte de ces considérations que, pour que
les machines se trouvent dans les meilleures conditions de fonctionnement, il
ne suffit pas qu’elles possédent un mouvement uniforme : il faut encore que
toutes les forces qui agissent sur elles conservent, pendant toute la marche, la
méme intensité et la méme direction, condition qui n’est pas nécessairement
remplie dans le mouvement uniforme. Ces circonstances pourraient éire carac-
térisées par la dénomination de mouvement régulier, ou mieux, par celle de
régime uniforme. (K.)
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qu’il communique a la machine et que la qualité et la quan-
tité du travail de 'outil dépendent aussi (26) de sa vitesse et
surtout de la constance de cette vitesse, on voit que le cas le
plus avantageux possible sera celui ou les vitesses des piéces
extrémes de la machine seront telles que le réclame chaque
genre de moteur et de travail utile, et resteront invariables
pendant le mouvement, aussi bien que celles des piéces in-
termédiaires.

32. Inconvénients du mouvement varié. — Dans les ma-
chines dont le mouvement varie a chaque instant d’'une ma-
niére sensible et suivant des lois d’ailleurs continues, les
choses se passent d’une maniére tout a fait opposée, sans
compter les autres inconvénients qui s’y présentent quelque-
fois. Ainsi, par exemple, il pourrait arriver que le mouve-
ment ne put aucunement naitre ou s’entretenir, parce que,
I'action du moteur ou celle des diverses résistances étant in-
termittente, il y aurait des instants pour lesquels cette der-
niére ayant acquis toute son énergie, tandis que l'autre a
atteint le minimum de la sienne, la force vive possédée par la
machine ne serait pas suffisante pour entretenir le mouve-
ment dans ces positions, que les praticiens nomment points
morts, et cela bien que la quantité de travail que put fournir le
moteur dans une révolution de lamachine, supposée parvenue
a un certain état de mouvement, fit égale ou méme supé-
rieure a celles que développeraient toutes les résistances réu-
nies ('). Mais, en supposant que le mouvement puisse naitre
et s’entretenir, il n’en résulterait pas moins, de son élat va-
riable, que la machine ne travaillera pas sous les conditions
les plus avantageuses, et que ses différentes piéces éprouve-
ront des secousses, des pressions et des tractions qui altére-
ront plus ou moins rapidement leur constitution et absorberont
en pure perte une portion du travail moteur (18).

33. Moyens de corriger en partie les inconvénients du mou-
vement varié. — On remarquera que ces derniers inconvé-

(*) La note du n° 28 fait connaitre la restriction qu’il faut apporter a ce
passage. (K.)
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nients, quoique analogues & ceux qui ont déja é1é signalés au
n° 2k, sont pourtant moins graves, attendu que le jeu des di-
verses articulations estici censé tres-faible, et que nous sup-
posons le tracé, la disposition de toutes les parties conformes
a la loi de continuité, de sorte que les piéces a mouvement
alternatif, inhérentes a la constitution de la machine, étei-
gnent graduellementleur vitesse a la fin etau commencement
de chaque oscillation.

Pour bien concevoir les inconvénients qui arrivent dans le
cas actuel et pouvoir y remédier dans I’occasion, il faut con-
sidérer qu’ils ont lieu uniquement, soit parce que la puis-
sance motrice agit sur la premiére piéce (le récepteur), tantdt
dansun sens, tantdt dans le sens directement opposé, soit
parcé qu’il existe dans la machine des poids ou des ressorts
qui tendent, d’'une maniére active, a imprimer de la vitesse a
la mchine, tantdt dans le sens du mouvement, tantdt dans le
sens opposé; il en résulte, en effet, que la piéce qui en con-
duisait une autre peut en étre conduite & son tour, et qu’a
cause du jeu indispensable ces piéces cessent d'étre en con-
lact, ou se quittent pour se reprendre ensuite, et ainsi alter-
nalivement.

3h. Nécessité de s’éloigner, dans cerlains cas, des conditions
de Uuniformité du mouvement. — D’aprés ces divers incon-
vénients du mouvement variable des machines, il semblerait
quon dat en proscrire 'emploi dans toutes les applications
alindustrie, et se borner uniquement aux moyens qui per-
neitent I'uniformité rigoureuse du mouvement; ce qui se
réduit, comme on I'a vu, & n’employer, méme pour le ré-
cepteur et Poutil, que des piéces de rotation continue, et a
éviter toute action intermittente de la part du moteur et des
résistances. C’est aussi 4 quoi tendent tous les efforts des bons
constructeurs et des mécaniciens instruits; mais, quoiqu’on ait
résolu la question pour plusieurs machines importantes, d'une
maniere suffisamment approchée, il n’y a pas d’espoir qu’on
puisse le faire pour toutes. La nature du moteur et du travail,
les circonstances locales, et principalement trop de sujétion
dans I’exécution matérielle, trop de dépense s’opposcront tou-
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jours a ce qu’on atteigne le but d’'une maniere satisfaisante;
du moins on doit chercher a en approcher le plus possible,
dans chaque cas particulier, en évitant les principaux inconvé-
nients du mouvement variable que nous venons de signaler.

Or nous remarquerons qu’il n’existe en réalité que trois
causes essentielles du mouvement varié des machines, et qui
consistent dans I'irrégularité d’action, soit du moteur, soit de
la résistance utile, soit de 'un et de l'autre réunis; il narri-
vera donc pareillement que trois circonstances ou l'on soit
forcé de faire usage de piéces a mouvement alternatil, et,
dans ces trois circonstances, on devra éviter de multiplier
inutilement ces piéces.

Ainsi, le récepteur devant posséder un mouvement alterna-
tif et 'opérateur un mouvement de rotation continu, uniforme,
on transformera immédiatement, a 'aide de manivelles, 1’ex-
centriques, etc., le premier mouvement en un mouvement
pareil au second ; toutes les piéces intermédiaires seront :insi
des roues, des courroies a mouvement continu. On en fera
autant quand, au contraire, le récepteur devra posséder une
vitesse uniforme, et I'outil un mouvement alternatif; mais si
Poutil et le récepteur doivent a la fois posséder un mouve-
ment alternatif, il y aura a examiner si le premier peut immé-
diatement s’appliquer au second, sans interposition de piéces
quelconques, de facon que les oscillations et les alternatives
d’action coincident parfaitement, que la vitesse et la pressien
s’éteignent par degrés vers la fin et le commencement e
chacune d’elles; car alors il ne pourra y avoir de perte d’effet
sensible, et la machine travaillera presque aussi avantageuse-
ment que si elle possédait le mouvement uniforme. Mais cela
arrive rarement, et presque toujours on se voit obligé de faire
usage de piéces intermédiaires auxquelles on donne, quand ie
cas I’exige et qu’il y a de I'avantage a régulariser I'action, un
mouvement de rotation continu dansle méme sens.
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Moyens généraux de régulariser le mouvement des machines (').

35. Précautions a prendre au sujet des tracés et de la répar-
tition des efforts. — Laissant donc de cOté le cas ou toutes les
piéces ont un mouvement alternatif, il n’y aura plus qu’a s’oc-
cuper des trois autres, auxquels on pourra joindre celui ou
toutes les piéces mobiles ont un mouvement de rotation con-
tinu, quoique Ia puissance ou la résistance agissent sur la pre-
miére et la derniére piéce, d’'une maniére intermittente, va-
riable; or, dans tous ces cas, mais surtout dans celui ou il est
avantageux (31) que 'une de ces piéces extrémes posséde la vi-
tesse uniforme, il parait convenable de régulariser le plus pos-
sible le mouvement de la machine, et ce qui précéde nous en
indique les moyens principaux: 1° on tracera les parties par
lesquelles le mouvement de rotation continu se transmet d’une
piéce a 'autre, de facon que la vitesse géométrique reste

(*) Des conditions de bon fonctionnement des machines. — Pour apprécier la
valeur des divers moyens de régularisation, il est nécessaire de définir d’abord
les conditions qui assurent le bon fonctionnement des machines.

La question industrielle se résume a fabriquer, au moindre prix total, 'unité
d’ouvrage, avec la perfection voulue. La bonne exécution du produit, laquelle
constitue le but final, dépend uniquement des conditions du mouvement de
Poutil et des organes accessoires qui réglent arrivée de la matiére a travailler.
Quelquefois il est nécessaire d’adopter, pour ces piéees, des vitesses détermi-
nées; le plus souvent elles peuvent fonctionner a des marches, ¢’est-a-dire a
des vitesses moyennes, assez éloignées 'une de 'autre, pourvu que, pour une
méme marche, la vitesse reste sensiblement constante, ou que du moins les
variations se fassent avec lenteur ; ce sont, cn effet, les variations brusques de
la vitesse qui occasionnent, suivant les cas, la rupture des fils, les arrachements
ou déchirements de la matiére soumise au travail. De méme, la bonne action
du moteur sur le réccpteur, la régularité de la distribution dépendent de con-
ditions analogues; enfin, si I'on étudie la question au point de vue de la con-
servation des organes, dont dépend Vimportance des frais d’entreticn et de ré-
paration, on reconnait que la cause la plus énergique de destruction réside
dans les secousses, les chocs dans les articulations, qui, pour chaque piéce en
particalier, dépendent directement de la grandeur de I'accélération.

En résumé, le bon fonctionnement de ’ensemble exige que les vitesses et les
aceélérations des diverses piéces restent comprises entre des limites spéciales a
chacune d’elles. Or, dans I'hypothése de la rigidité des organes qui est ici

. . dv . .
faite, les vitesses ¢ et les accélérations 7 de tous les points de la machine
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dans un rapport donné, ce qui constitue véritablement Ie pre-
bléme des engrenages pris dans toute sa généralité; 2 on
centrera exactement (22) les roues, ce qui aura pour avan-
tage d’annuler Peffet de la force centifuge ou la pression qui
en résulte sur les axes; 3° on mettra pareillement en équi-
libre le poids des piéces & mouvement alternatif, oul'on fera
concourir ce poids, s’il y a lieu, a régulariser 'action de la
puissance et de la résistance dans chaque position du systéme;
4° on diminuera autant qu’il est possible la vitesse, I'ampli-
tude du mouvement et la masse de ces mémes piéces, c’est-
a-dire autant que le permettront la solidité et I'usage qu’on
en veul faire; 5° enfin on régularisera 'action méme du mo-
teur ou de la résistance par des contre-poids, ou par toute
autre disposition qui peut résulter de 'examen de chaque cas
individuel : par exemple, si I'effet de 'une ou de l'autre de
ces forces se compose d’effets partiels égaux, distincts et ré-
pétés plusieurs fois dans une méme révolution de la machine,
il conviendra de les distribuer de fagon qu’ils se succedent a

peuvent s’exprimer (27) en fonction des vitesses et des accélérations d’un
méme point, que nous supposerons choisi sur une piéce a rotation, de vitesse
angulaire w, a 'unité de distance de I'axe. On a ainsi, en désignant par K nne
fonction connue pour chaque point considéré de espace s décrit, depuis ’ori-
gine, par le point dont la vitesse est w,

1 ds
{V—‘K d-—%w’(—ZL(-,

v=RKa, o =Kz Z

et Yon peut déterminer les valeurs entre lesquelles doivent rester compris
do . , e s dv .
w et 7, Pour que la vitesse ¢ et I'accélération 7 des organes les plus exposés

ne dépassent, pour aucune position, les limites dangereuses; ces valeurs fixent
les deux conditions de régularité de la vitesse, de ’ensemble de la machine,
en fonction de la vitesse et de I'accélération de I'nn des arbres du syst¢me.
On voit, d’aprés la seconde équation, que, quels que soient les procédés de
régularisation que 'on emploie, il existe pour toute machine une limite supé-
rieure de la vitesse w, pour laquelle le fonctionnement deviendrait inadmissible,

dw . .o .
lors méme que e serait toujours nul, c’est-a-dire que le mouvement des piéces

a rotation fut parfaitement uniforme.

Il faut remarquer que les deux conditions nécessaires que nous venons d’in=
diquer ne peuvent pas, a elles seules, régler les tensions des picces, lesquelles
dépendent encore de Vintensité des forces qui agissent sur les machines et de
la répartition des masses en mouvement. (K.)
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des intervalles réguliers et en quelque sorte sans discontinuité,
ou que les plus grands efforts des uns aient lieu en méme
temps que les plus faibles des autres, eic.

Tous ces moyens étant épuisés et les causes de I'irrégula-
rité d’action étant par la corrigées autant que possible, il res-
tera une derniére ressource que nous allons faire connaitre,
atlendu qu’elle se rattache aux lois générales du mouvement
des machines, dont nous avons un instant abandonné la dis-
cussion.

Y

36. Influence des piéces a mouvement alternatif. — Nom-
mons, en général, o la vitesse angulaire ou la vitesse a I'unité
de distance de 'une des piéces de rotation de la machine; sa
force vive aura pour expression

2 — 2 32 — 2 2
= = y
Zmy Zmw?r wZmr

1

r élant la distance a I’axe d’une molécule matérielle quel-
conque, m sa masse et Zmr?le moment d’inertie dela piéce; la
force vive totale possédée par les piéces semblables & un in-
stant donné, et en général par toutes celles qui ont des vilesses
continues, dans des rapports donnés (29), pourra donc étre
représentée par A w?, A élant une constante qui dépend desrap-
ports de vitesses et des moments d’inertie des pieces. Quant
alasomme des forces vives des piéces @ mouvement alternatif,
nous continuerons a la représenter par I’expression générale
me?, de sorte que les équations du n° 27 donneront, pour dé-
terminer & chaque instant la vitesse angulaire o,

Aw?=—2 (Ff—Qq... mv’>,

2

Aowdo =Fdf—Qdg— ... — mvdo.

L'cffet des picces & mouvement alternalif se bornant ainsi a
diminuer le travail élémentaire Fdf imprimé & chaque instant

par les puissances, d’'une quantité variable mydv, on pourra

- dv .
représenter cet effet (14) par celui d’une force 9 =m 772 4ul
n'est autre que la résultante générale des forces d’inertie
tangentielles relatives a ces piéces, et comprendre explicite-

ment cette force, dont la quantité de travail instantanée est,
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abstraction faite du signe, — mvdv — ¢ de, au nombre de celles
qui sollicitent réellement la machine et qui sont étrangéres a
Iinertie.

On remarquera d’ailleurs que, puisque la vitesse v des pieces
dont il s’agit devient nulle a la fin et au commencement des
oscillations de chacune d’elles, il en est de méme de la quan-
1ité de travail ¢ de ou my* que développe leur inertie, ce qui
suppose o de tantOt positif et tantdt négatif, ou que la force o,
relative & une méme piéce, restitue et détruise constamment,
dans chaque demi-oscillation, des quantités de travail égales
et qui n’altérent ainsi aucunement l’effet utile de la machine.
Sous ce point de vue donc, I'action de cette force peut étre
assimilée a celle de la pesanteur (22) sur les piéces a mouve-
ment alternatif, de sorte que les moyens de corriger son in-
fluence sont entiérement analogues; ainsi, indépendamment
de ceux qui ont déja été indiqués au n° 33 ci-dessus, on pourra
opposer a la masse de ces piéces d’autres masses douées
d’un mouvement oscillatoire précisément contraire, c’est-a~
dire tel, que l’accroissement 2mvdv de leur force vive soit a
chaque instant égal, quoique de signe contraire, a celui qui est
relatifa ces mémes piéces; pareillement encore on pourra dis-
poser les périodes de mouvement de ces piéces de facon que
la force ¢, qui remplace leur effet, détruise en partie l'irré-
gularité d’action des puissances et des résistances. Mais ces
divers moyens sont rarement applicables avec simplicité, quoi-
qu’on ne doive aucunement les dédaigner dans chaque cas par-
liculier; on préfére généralement augmenter 'inertie de quel-
qu'une des piéces de rotation de la machine, conformément
aux principes que nous allons exposer.

37. Lois du mouvement varié des machines. — Reprenons
les raisonnements du n° 28; il résultera des équations posées
ci-dessus: 1° que lorsqu’une machine est partie du repos, la
vitesse » qu’elle a acquise, au bout d’'un certain temps, est
d’autant plus grande que la quantité de travail communiquée
par les différentes forces I’est elle-méme davantage, et que la
quantité A, uniquement relative aux moments d’inertie et aux
rapports constants des vitesses géométriques des pieces de
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rotation, est au contraire plus petite; 2° que I'accroissement
élémentaire do de la vitesse, a une époque quelconque du
mouvement, est directement proportionnel & la quantité de tra-
vail élémentaire imprimée au méme instant, et inverse de la
vitesse acquise w et de la quantité constante A. La vitesse o
croitrait donc sans cesse a chaque révolution si, comme nous
I'avons déja expliqué (28), la somme des forces vives du sys-
téme n’atteignait bientot, du moins sensiblement, une limite
absolue qu’elle ne peut dépasser, d’aprés la nature méme des
moteurs et des résistances. La machine étant parvenue a cet
éiat de mouvement, la force vive Aw? et la vitesse » ne pour-
ront plus varier, soit dans un méme tour, soit d'un tour &
l'autre, qu’entre des limites plus ou moins resserrées et re-
latives aux variations mémes de la quantité d’action totale
Ff— Qg —... quilui aura été¢ imprimée dans les intervalles
correspondant a ces tours ou révolutions. Ainsi ces diverses
quantités atteindront successivement et simultanément une
valeur maximum, puis une valeur minimum, pour chacune
desquelles il y aura équilibre entre toutes les forces consi-
dérées (36), attendu qu’on aura

Awdw =Fdf—Qdq— Rdr =P dA — mvdv=o.

Or, quelle que soit la loi suivant laquelle varie I'intensité ab-
solue de ces forces, et pourvu qu’elle ne soit pas tout a fait
irréguliére et qu'on puisse déterminer, soit par le calcul, soit
par I'expérience, la quantité de travail imprimée entre les
deux instants ou la vilesse o, relative 4 un méme tour ou a
plusieurs tours successifs, atteint sa plus grande et sa plus
petite valeur absolue, on sera toujours le maftre de rendre le
mouvement des piéces de rotation de la machine aussi appro-
chant qu’on le voudra de 'uniformité.

38. Moyen général de régulariser le mouvement des ma-
chines. — En eflet, soient »” et o’ la plus petite et la plus
grande valeur de la vitesse », S la somme des quantités d’ac-
tion imprimées, dans I'intervalle qui leur correspond, par les
différentes forces, en y comprenant 9 (§ 36), on aura

A{w" —0'?)=28.
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0]

. ' 4+ . -
Nommons de plus Q la vitesse '—;—, moyenne arithmétique

entre o’ et w”, et d la différence o' — »” entre ces mémes vi-
tesses, on aura
w?2— "= 204d,

et ’équation ci-dessus deviendra
AQd =S8, dol §=1gp

d
Q

. I3 I . . ’
quantité — aussi petite qu'on le voudra('), en augmentant suf-

ce qui montre qu’on pourra rendre le rapport = égal a une

fisamment la quantité A, qui contient les moments d’inertie
des piéces a mouvement continu et la vitesse moyenne £;
dés lors, celle-ci pourra étre regardée, sans erreur sensible,

(") De Uécart proportionnel des witesses au point de vue de la régularisa-
tion; effets du couplement des machines sur la régularité. — L’auteur mesure

la régularité du mouvement d’une machine par le rapport s de la différence

des vilesses extrémes a la vitesse moyenne, rapport que 'on nomme ordinaire-
ment écart proportionnel des witesses. Le probléme de la régularisation du
mouvement se réduit & rendre cet écart inféricur & une quantité donnée. C’est
ainsi que la question a ¢été posée, dés 1819, par Navier (Notes sur I’ Architec-
ture hydraulique de Bélidor), et qu’elle est encore envisagée aujourd’hui par
tous les auteurs.

Lorsque, conformément a la théorie exposce dans le texte, on ne se préoccupe
que des variations périodiques, 'écart proportionnel des vitesses régle en réa-
lité accélération moyenne, et, par suite, I'accélération maxima qui ordinaire-
ment, pour une méme machine, varie sensiblement comme Vaccélération
moyenne; dans ce cas, les deux conditions de régularité établies dans la note
du n° 33 peuvent se réduire a4 une scule consistant a limiter I’écart propor-
tionnel des vitesses. On peut, en effet, exprimer I’accélération moyenne cn

. . . . 1
fonction de la vitesse moyenne Q, de I'écart proportionnel - et du nombre
n
de périodes par tour; on trouve

dw

1%

T
dt " n ogm

11 est constaté par Pexpérience que, pour des machines semblables, mar-
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comme égale a la vitesse moyenne effective qu’on obtiendrait
en divisant, par le temps moyen d’une révolution, la circon-
férence 27 décrite, pendant ce temps, parle point situé a 'unité
de distance de I'axe.

39. Théorie et propriétés des volants. — Pour rendre ainsi
le mouvement d’une machine aussi approchant de I’uniformité
qu’on le désire, il n’est pas nécessaire d’augmenter a la fois
la vitesse et le moment d’inertie de toutes les piéces rota-
tives, ce qui aurait des inconvénients graves, et ferait croitre
les résistances passives; on se conlente de le faire pour une
des piéces de rotation qu’'on nomme volant et qu’on a soin de
placer le plus prés possible de la force dont il importe de ré-
gulariser I'action (33). Quelquefois aussi on emploie deux vo-
lants, lorsque le moteur et la résistance agissent en méme
temps d’'une maniere irréguliére; chacun d’eux est alors des-
iné séparément a rendre uniforme I'action de la puissance
prés de laquelle on le place. Dans tous les cas, il convient que

chant a des vitesses différentes, la régularité obtenue par la théorie du texte
est satisfaisante; on peut en conclure que, dans ces conditions, la limite &
assigner a I'accélération doit varier proportionnellement au carré de la vitesse
moyenne Q, résultat qu’on peut, du reste, établir directement.

Il est important de remarquer que, si plusieurs machines semblables sont
couplées ensemble, ce qui augmente le nombre de périodes par tour, le vo-

lant qui assure une régularité définie par - permet, toutes les conditions de
I’

marche restant les mémes, des accélérations d’autant plus grandes, que le
nombre g de périodes est plus considérable (woir 1a note des n® 88, 94, Sec-
tion II); si donc on tient & avoir la méme régularité pour les accélérations,
dans les divers cas, il faut, en conservant la formule ordinaire, y remplacer n
par des nombres qui peuvent étre exactement déterminés dans chaque cas, et
qui, pour des machines semblables,varient en général sensiblement en raison
inverse du nombre de périodes.

Lorsque le systéme est soumis a des variations accidentelles, et c’est a peu
prés le cas général, la condition relative a ’écart proportionnel des vitesses ne
peut plus suffire pour assurer 4 la machine la régularité voulue; il est néces-
saire alors de faire successivement I'¢tude au point de vue de V’écart des vi-
tesses et a celui de I'accélération, et, dans chaque cas, d’adopter, pour le vo-
lant, les dimensions les plus fortes résultant des deux procédés. Le plus souvent,
lorsque la machine est munie d’un bon régulateur et que le travail est sujet a
des variations brusques, c’est la condition relative i la limite d’accélération
qui devient prédominante et qui doit determiner I'énergie du volant. (K.)
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lIe volant assure 'uniformité de vitesse de son axe, indépen-
damment de I'inertie propre des piéces de rotation qui ne sont
pas directement interposées entre lui et la force dont il doit
régulariser P'action, condition qui tend d’ailleurs a simplifier
le probleme de son élablissement (*).

Le poids des volanls occasionnant un surcroit de frottement
sur les axes, il convient, en outre, de les rendre aussi légers
que possible pour la méme énergie; celle-ci étant propor-
tionnelle (36) a la force vive w?Zmr?, il faut donner 4 la ma-
tiere dont se composent les volants une grande densité et en
rejeter la masse & une certaine distance de P'axe de rotation.

Ce n’est pointici le lieu d’entrer dans des détails sur la
construction et le calcul des volants; nous nous bornerons a
remarquer que leur fonction consiste, d’aprés ce que I’on vient
de dire, & convertir en force vive ou a emmagasiner, selon
Pexpression admise, une certaine portion du travail moteur,
lorsque I'énergie des puissances surpasse celle de toutes les
résistances ou que la vitesse du mouvement augmente, et a
convertir ensuile cette méme force vive en travail employé
contre les résistances, quand le mouvement vient a se ralentir,
par suite de la prépondérance de ces derniéres sur les puis-
sances. Ce sont les propriétés des volants qui les font appeler
quelquefois des réservoirs de force vive ou de travail, et qui
sont surtout précieuses quand il pourrait résulter de I'irré-
gularité du mouvement des pertes de travail ou d'autres in-
convénients (32 et 33); mais il ne faut pas oublier qu’ils intro-
duisent dans la machine de nouvelles causes de résistances,
des pertes de force vive (26) qui doivent les faire proscrire

(') Emplacement du volant. — L’emplacement du volant parait indifférent,
quand on n’étudic la régularisation qu’au point de vue des variations de la
vitesse; la mcilleure répartition a adopter, pour les diverses masses en mou-
vement, ne peut étre déterminée que par les conditions relatives aux ten-
sions (note du n° 76, Section II'). Dans cette étude, il devient indispensable
de renoncer a I’hypothése de Pinvariabilité des dimensions des organes, et de
tenir compte de leur ¢lasticité, qui constitue une sorte d’indépendance relative
des diverses parties des machines; de la, la nécessité d’assurer la régularité
du mouvement de chaque arbre en particulicr, précaution recommandée dans
le texte. (K.)
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dans bien des circonstances. Par exemple, I'emploi d’un volant
ou, en général, tout surcroit donné aux moments d’inertie au
dela de ce qui est strictement nécessaire, serait plus nuisible
qu’avantageux dans les machines qui posséderaient par elles-
mémes un mouvement uniforme ou suffisamment uniforme,
dans celles qui seraient susceptibles de s’arréter fréquemment
et tout a coup, enfin dans toutes celles ou la constance de la
vitesse serait nuisible et méme dangereuse.

k0. Nécessité et avantages de régulariser le plus possible le
mouvement, indépendamment de I'emploi du volant. — On
voit, par cette discussion, combien il est essentiel de chercher
a régulariser I'action des puissances indépendamment du vo-
lant, et quand bien méme on serait finalement obligé d’y avoir
recours; car, la valeur de S qui doit entrer dans I’'équation du
n° 38 étant alors trés-faible, on se trouvera dispensé de donner
a ce volant les dimensions et la vitesse qu’il devrait recevoir
dans la supposition contraire. Nous avons indiqué précédem-
ment quelques-uns des moyens généraux de remplir le but
dont il s’agit, et il pourra s’en offrir d’autres dans chaque cas
particulier; mais la condition la plus importante est de régler
I'intensité absolue de la puissance et de la résistance utile, de
facon que les quantités de travail qu’elles développent sur Ia
machine, supposée parvenue a un état donné de mouvement,
soient constamment égales pour chaque révolution ou tout
au moins pour chaque deux, trois révolutions, afin que la quan-
tité 8 n’acquiére pas de valeurs trop grandes, ou que la force
vive et la vitesse, si elles ne peuvent étre constantes, restent
du moins comprises entre des limiles fixes, et redeviennent
périodiquement les mémes au bout d’un temps donné, en pre-
nant ainsi ce qu’on nomme un régime de stabilité.

Les moyens qu’on emploie pour atteindre ce but se ratla-
chant a la question de I'élablissement des machines, nous
croyons devoir en résumer succinctement les conditions prin-
cipales, et tracer en peu de mots la marche qui est ordinaire-
ment suivie dans la pratique, pour parvenir a une solution,
sinon rigoureuse, du moins suffisamment approchée. C’cst par
la que nous terminerons ces considérations sur les machines.

4
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1V. — DE L’ETABLISSEMENT DES MACHINES INDUSTRIELLES.

Conditions du meilleur établissement des machines (‘).

k1. Division de la question générale. — Nous avons déja
dit que les conditions essentielles d’un pareil établissement
consistent a rendre un maximum U’effet utile ou la quantité
d’ouvrage confectionné, et un minimum la dépense en travail
moteur et en argent; de sorte que 'unité d’ouvrage de chaque
espéce soit fournie au moindre prix possible. Pour traiter
cette question dans toute sa généralité; il faudrait étre a méme
de faire varier a la fois toutes les données dont elle dépend,
dans les relations qui lient I'effet utile & I'effet dépensé; mais
en faisant méme abstraction du prix en argent, qui change
suivant les temps et les localités, on ne peut aborder ainsi la
question de I’établissement des machines. On se contente de
la décomposer en plusieurs autres distinctes pour les traiter &
part: ainsi 'on étudie successivement l'action des moteurs
sur les récepteurs, des oultils ou opérateurs sur la matiére a
confectionner, a déplacer, etc., puis on en vient aux piéces

(') Dénominations usitées pour les diverses parties d’une installation indus-
trielle. — On a trouvé avantageux, dans le langage industricl, de donner des
noms spéciaux & des groupes d’organes qui concourent a un but commun.
L’auteur, dans la suite du Cours, se scrt souvent de ces expressions techniques;
nous croyons donc utile de les définir ici.

L’ensemble d’une installation mécanique se compose d’une ou de plusieurs
machines motrices, de machines outils et de transinissions de mouvement.

La machine motrice comprend le récepteur proprement dit, c’est-a-dire la
pitee qui regoit immédiatement l'action du moteur, les organes néeessaires
pour transformer le motivement ordinairement irrégulier et alternatif de ce
récepteur en mouvement de rotation continue, ainsi que toutes les piéces fixes
ou mobiles qui sont destinées a assurer et a régler P'action du moteur sur le
récepteur, a le condenser, a I’évacuer. Les diverses parties sont réunies sur des
batis en funte, en charpente ou en magonnerie. Le premier arbre i rotation
continue porte le nom d’arbre de la machine motrice; c'est sur cet arbre que
se tronve ordinairement placé le volant de la machine motrice. On exprime
généralement la vitesse de la machine par le nombre de tours que fait son
arbre par minute.

Dans certains cas, le moteur existe tout formé et peut agir sur le récepteur,
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matérielles qui servent simplement a communiquer le mou-
vement.

L’expérience et le calcul ont appris que ces derniéres piéces
exercenl en général peu d’influence sur la quantité d’action
transmise par elles dans toutes les machines qui sont bien
construiles et ou elles ne sont pas trop multipliées; en un
mot, la quantité de travail absorbée par les résistances passives
inhérentes a ces piéces est ordinairement une fraction assez
faible de celle qu’elles recoivent du récepteur. Il n’en est pas
ainsi des pertes de travail qui ont lieu sur le récepteur et sur
Poutil; elles forment, comme nous le verrons, presque tou-
jours une fraction considérable de la valeur absolue et mé-
canique du moteur. C’est pourquoi, dans la question de I'éta-
blissement d’une machine, ce qui importe le plus, c’est le
choix de ces deux piéces extrémes; et, comme le genre du
travail est toujours déterminé, on procéde d’abord au choix
de l'opérateur.

42. Choix de Uopérateur et du récepteur. — L’opérateur
et le récepteur devant étre considérés comme de véritables
machines soumises a une puissance et a des résistances, tout

sans opération préalable : machines hydrauliques, moulins a vent, etc.; dans
d’autres, il est nécessaire de constituer le moteur. Cette opération préliminaire
se fait dans des appareils nommés générateurs ; telles sont les chaudiéres, dans
le cas ol le moteur est la vapeur d’eau.

Les transmissions de mouvement se composent des organes, ordinairement a
rotation continue (arbres, roues, poulies), qui, prenant le mouvement sur
Parbre de la machine motrice, le transportent dans toute 1'usine, pour le com-
muniquer finalement, avec la vitesse et le sens voulus, aux machines outils;
elles comprennent en outre les piéces fixes qui servent de guide ou de support
aux piéces mobiles (consoles, chaises, paliers, coussinets), ainsi que les dispo-
sitifs nécessaires pour interrompre ou rétablir le mouvement sur certains points
(embrayages). Souvent, par suite de nécessités locales, on est obligé d’établir
des ¢ransmissions intermédiaires, des renvois, entrela machine outil et la trans-
mission principale, qui prend le mouvement sur ’arbre de la machine motrice.

La machine outil est composée de 'outil proprement dit, cest-a-dire de la
pi¢ce qui agit directément sur la matiére, pour lui faire subir I'opération
voulue, des organes nécessaires pour transformer le mouvement de 'outil en
mouvement de rotation continue, ainsi que des dispositifs destinés a présenter
la mati¢re a Vaction de Voutil et a régler cette action. Toutes ces piéces sont

.
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ce que nous avons dit des machines en général leur est immé-
diatement applicable; ainsi, en mettant de coté le prix méme
de ces agents, qui doit rarement étre pris en considération,
attendu qu’il est toujours une assez petite fraction de celui
du travail moteur considéré pendant un temps suffisamment
long, on pourra, a I'avance, fixer les conditions essentielles
de leur établissement et motiver, & défaut d’expériences di-
rectes, le choix qu’on doit en faire, la préférence qu’on doit
accorder aux uns sur les autres. Par exemple, nous avons
déja fait remarquer que le meilleur opérateur et le meilleur
réceptleur sont ceux ou la puissance et la résistance agissent
d’une maniére continue, uniforme, sans secousses et sans
chocs, ce qui convient principalement aux piéces a mouve-
ment de rotation uniforme autour d’un axe fixe; il faut en
outre, pour le récepteur, que toute la quantité de travail dont
est capable la puissance dans un temps donné soit compléie-
ment absorbée, et, pour 'opérateur, que le déchet de la ma-
tiére soit le moindre possible, que le produit ait le degré de
perfection désirable, etc.

Si opérateur et le récepteur n’étaient soumis 4 aucune ré-

ordinairement réunies sur un méme batis, de maniére & former un ensemble
qui peut étre déplacé suivant les besoins.

Les divers organes des machines motrices ¢t des machines outils ont des di-
mensions telles, qu’ils ne subissent, pendant la marche, aucune déformation
appréciable; cette condition est, le plus souvent, indispensable pour assurer le
jeu régulier de toutes les pieces, dont le fonctionnement doit se faire rigou-
reusement pour des positions déterminées du récepteur ou de loutil. Les
théories exposées dans le texte s’appliquent donc au mouvement propre et con-
sidéré isolément, soit des machines motrices, soit des machines outils, en sorte
que l'on peut déterminer, par la théorie ou par Uexpérience, les limites de vi-
tesse et d’accélération (note du n° 35) relatives au mouvement de chaque arbre,
pour assurer le bon fonctionnement de la machine correspondante. Mais, si
Pon veut étudier le mouvement d’ensemble des diverses parties d’une instal-
lation mécanique, et avoir égard aux véritables conditions du fonctionnement
d’'un systéme de machines qui réagissent les unes sur les autres, il devient
nécessaire de tenir compte des délormations des organes de transmission; la
torsion des arbres qui ont généralement une assez grande longueur, la flexion
des bras des roues, I'allongement des courroies modifient, & chaque instant, la
situation relative des parties constituantes et, par suite, la corrclation cntre le
fonctionnement des diverses machines. (K.)
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sistance, il résulterait des conditions précédentes qu'’ils uti-
liseraient, de la maniére la plus convenable, toute la quantité
d’action dépensée par la force motrice qui leur est appliquée,
ou qu’'ils produiraient le maximum d’effet absolu ; mais il n’en
est jamais ainsi dans la pratique; fort souvent méme, comme
on l'a déja expliqué (3%), on se voit obligé de renoncer aux
conditions de 'uniformité du mouvement, ete.; d’ou il suit
que, ne pouvant faire produire a 'opérateur et au récepteur le
maximum d’effet absolu, on se borne a rendre son travail
utile un maximum relatif. 1l faut, en effet, se rappeler (26)
que, quelle que soit la constitution d’un pareil agent, ses di-
mensions, sa forme, sa vitesse (') exercent une influence no-

(') Détermination de la vitesse de régle et conditions de régularité des ma-
chines industrielles. — 11 n’est pas possible, en général, de déterminer, par la
théorie seule, la vitesse normale ou vitesse de regle a laquelle il convient de faire
fonctionner les machines. Si 'on n’a égard qu’aux frais d’installation premiére,
de surveillance, d’emplacements nécessaires pour produire une quantité donnée
d’ouvrage par jour, on doit évidlemment adopter la vitesse qui permet, avec une
machine donnée, d’obtenir le maximum de travail par unité de temps; si, au con-
traire, on se préoccupe de I'importance des résistances passives, des frais d’en-
tretien ct de réparation résultant de la détérioration des organes qui augmente
rapidement avec la vitesse, on est conduit a adopter une marche lente. Enfin,
si I'on envisage la question au point de vue du rendement, on reconnait que,
dans certains cas ou le moteur posséde une vitesse déterminée, il existe une
vitesse du récepteur qui conduit a la meilleure utilisation du moteur, mais que,
le plus généralement, le rendement absolu est d’autant meilleur que la vitesse
du récepteur est plus faible. Dans chaque cas, la vitesse de régle de la machine
motrice et des machines outils doit done étre déterminée d’aprés I'importance
relative de ces divers genres de considérations; lorsque cette vitesse est fixée,
on peut calculer les dimensions & donner aux volants, pour atténuer, dans les
proportions voulues, les effets des variations périodiques; mais, par suite des
variations accidentelles inévitables dans toute usine, les vitesses moyennes des
divers arbres sont modifiées plus ou moins brusquement. 11 résulte, de la ma-
niére méme dont la witesse de régle est déterminée, qu'on peut, sans grand
inconvénient, faire fonctionner une machine a des vitesses différentes de celle-
ci, et les écarts qu’on peut admettre dépendent du choix méme de la witesse
normale; une marche plus rapide augmente le travail fourni par unité de
temps, mais diminue ordinairement le rendement et met les organes dans de
plus mauvaises conditions. Une marche plus lente améliore en général le fonc-
tionnement, et I’écart admissible dépend surtout de la diminution que peut
éprouver, sans inconvénient, le travail fourni. On voit donc que, sauf des cas
exceptionnels, il ne peut résulter aucun inconvénient séricux du fait que la
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table surle travail transmis; de sorte que, dans chaque cas, on
doit faire la recherche des combinaisons qui offrent le plus
d’avantages réunis. L’expérience et le calcul ont déja conduit a
quelques résultats précieux, relativement aux divers récep-
teurs, mais il reste encore beaucoup a faire pour les oulils.

Indications générales sur 1'établissement des machines.

43. Moyens de régler le travail de I’outil. — Si'on connais-
sait pour chaque moteur, chaque récepteur et chaque outil
les conditions du meilleur effet et le rapport de la quantité de

machine fonctionne a des vitesses tantét un peu plus grandes, tantdt un peu
plus faibles que la witesse de régle; si, dans la pratique, on reconnait mauvais
un fonctionnement a vitesses variables, la cause principale doit étre cherchée,
non dans I'écart méme des vitesses, mais surtout dans la rapidité avec laquelle
se font les variations.

On reconnait, d’aprés ces considérations pratiques, pour le mouvement moyen
de chaque machine, la nécessité, déja indiquée (note du n° 35) pour le mou-
vement réel, de deux conditions de régularité fixant, Pune ’écart maximum
des vitesses, autre 'accélération maxima.

11 importe de remarquer qu’il est d’autant plus nécessaire de régler, a 1'aide
d’un volant convenable, les accélérations des diverses machines, que le régu-
lateur, quelque parfait qu’il soit, ne peut avoir aucune action sur cet ¢lément,
au moment méme de la production des perturbations (note du n° 33, Sec-
tion 1I).

Lorsque les limites de vitesse et d’accélération relatives au fonctionnement
propre de chaque machine constitutive sont fixées, il faut déterminer les con-
ditions auxquelles doit satisfaire le mouvement pour que, malgré les liaisons
des diverses machines entre elles, le fonctionnement de chacune reste dans les
limites qui lui conviennent; on reconnait ainsi que, bien souvent, il est néces—
saire de donner aux machines motrices un degré de régularité supéricur i celui
qui serait suffisant pour en assurer le jeu normal; qu’il n’est pas indifférent,
au point de vue des accélérations des outils, de leur communiquer une vitesse
donnée, & I'aide de machines motrices marchant plus ou moins vite. 11 est a re-
marquer que, dans ces questions, les déformations des organes de transmission
jouent souvent un réle trés-important; les vitesses et les tensions oscillent au-
tour des valeurs qu’elles auraient si les piéces étaient rigides, ce qui augmente
Pamplitude des variations. Mais, dés qu’un régime uniforme cst établi, les
choses se passent trés-sensiblement comme si les picees étaient de forme in-
variable, sous leurs tensions moyennes; en sorte que les limites de régularité
peuvent étre établies dans cette hypothése, a la condition toutefois que, par
une ¢tude faite & posteriori on prenne les mesures nécessaires pour limiter les
oscillations provenant de Vélasticité des liens (2oir la note du n° 46, Sec-
tion II). (K.)
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travail transmise a la quantité de travail absolue, en combi-
nant ces données avec celles qui sont étrangéres a la Méca-
nique, on serait en état de choisir le récepteur et 'opérateur,
qui, dans chaque cas particulier et pour chaque localité, sont
le plus avantageux possible, et I'établissement des machines
ne souffrirait plus dés lors de grandes difficultés; car la vi-
tesse, la forme et les dimensions relatives que doivent rece-
voir cetle premiére et celle derniére piéce étant réglées, le
choix des piéces intermédiaires, leurs rapports de grandeur,
de position et de mouvement seraient presque enticrement
exempts d’arbitraire, puisqu’on aurait, pour se diriger, les
préceples généraux qui précédent et les tableaux des diverses
transformations de mouvement,

Il resterait ensuite a régulariser I'action du moteur et de la
résistance ulile, c’est-a-dire a en proportionner les effets ou
ie travail, de maniére (40) a assurer la permanence du mou-
vement et son uniformité, s’il est possible.

Il faut supposer que la quantité de matiére a confectionner
ou d’ouvrage quelconque a produire dans un temps donné
soil connue, ainsi que le nombre des révolutions de la ma-
chine, et qu’il s’agisse de régler en conséquence la marche
des opérations et le travail du moteur. La condition la plus
essentielle a remplir, c’est de disposer les choses de facon que
des quantités égales de matiére soient présentées a I'action de
Poutil ou de 'opérateur ('), sinon a chaque instant et d'une
maniére continue, ce qui ne convient qu’aux outils de rota-
tion, du moins & chacune de ses diverses révolutions, de sorte
qu’il y ait le moins d’intervalle possible entre les charge-
ments et le moins de temps perdu. Il en résultera, en effet,
que, si I'on applique & Popérateur une puissance capable de

(') Des distributeurs de la matiére. — Les dispositifs qui sont employés pour
présenter a Yaction de Voutil une quantité déterminée de maticre, par
chaque période d’action, portent le nom général de distributeurs de la matiére.
La quantité de matiére présentée a chaque action de Youtil varie avee la
course, la position ou le degré d’ouverture des distributeurs; ces ¢léments
peuvent étre modifiés soit a la main, soit par le jeu d’apparcils spéciaux reliés
a4 la machine. (K.)
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vaincre toutes les résistances qui y sont attachées, elle devra
développer des quantités de travail égales, sinon a chaque
instant, du moins & chaque révolution, de sorte que les varia-
tions de la vitesse demeureront elles-mémes comprises entre
des limites resserrées et fixes.

Ces conditions sont ordinairement remplies dans toutes les
bonnes machines, soit par les agents préposés a la surveillance
et a la direction du travail, soit au moyen de dispositions par-
ticuliéres inhérentes a I'opérateur lui-méme, et qui font varier
la quantité de matiére qui lui est soumise proportionnelle-
ment a la vitesse ou a I’énergie du moteur : le babillard des
moulins a farine, le pied-de-biche des scieries a bois, etc.,
sont de véritables régulateurs de ce genre.

k. Moyens de régler le travail du moteur. — Il arrive
pourtant, quelquefois, qu’on ne peut ainsi régulariser I'action
de T'opérateur, soit parce que les rechargements de matiére
occasionnent des interruptions plus ou moins fréquentes, plus
ou moins longues, soit parce que la résistance opposée par
cette mati¢re elle-méme n’est pas constante ('); mais alors il
faut au moins chercher a renfermer les inégalités dans des
limites suffisamment étroites, et de facon que les quantités
de travail a dépenser dans chaque unité de temps ne s’é-
cartent jamais par trop de la valeur moyenne déduite d’un
certain nombre de révolutions de I’opérateur.

Dans tous les cas ou il résulterait de cette inégalité d’action
des inconvénients graves pour la machine, on a recours,
comme nous l'avons vu (39), & I'emploi d’un volant, qu’on
place le plus prés possible de I'opérateur, et qui, par son
inertie, sert 8 maintenir 'uniformité du mourement de I'axe
auquel il est appliqué, pourvu que la puissance qui agit tan-

(*) Des séparateurs. — 1l est souvent impossible, par suite du défaut d’ho-
mogénéité de la mati¢re soumise a I'opération, de maintenir constante la résis-
tance opposée au mouvement de I’outil, lors mé¢me que la machine est munic
de distributeurs fonctionnant convenablement. Quelquefois, pourtant, le résul-
tat peut étre obtenu d’une maniére suflisante, par le passage préalable de la
matiére dans des appareils trieurs ou séparateurs, tels que les tamis. (K.)
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gentiellement, par hypothése (34 et 35), a la circonférence de
la roue motrice montée sur cet axe, développe contre elle et
dans chaque unité de temps des quantités de travail égales a
la moyenne dont il vient d’étre parlé ci-dessus, moyenne qui
doit étre censée donnée par le calcul ou 'expérience, ainsi
que la vitesse, sensiblement constante, du point d’application
de la force motrice. Divisant donc cette quantité de travail par
cette vitesse, c’est-a-dire par le chemin que décrit uniformé-
ment le point dont il s’agit, on aura aussi(9) la valeur moyenne
de l'effort que doit exercer la puissance pour vaincre toutes
les résistances qui lui sont opposées, valeur qui, générale-
ment, s’écartera peu de la véritable et qu’on pourra, sans
erreur sensible, lui substituer dans tous les calculs relatifs a
Pappréciation des effets de la machine.

Maintenant si 'on considére, les unes aprés les autres, les
différentes piéces interposées entre le récepteur et I'opéra-
teur, piéces qui, par hypothese, sont toutes douées d’un mou-
vement de rotation sensiblement uniforme et ot I'influence
de Iinertie peut étre négligée, de sorte que les puissances et
les résistances y sont constamment en équilibre (29), si I'on
considére, dis-je, les unes apres les autres, ces piéces ou ma-
chines simples, il deviendra facile de calculer de proche en
proche, et par les théories que nous ferons connaitre, les
intensités moyennes des forces dont il s’agit et, par suite, la
quantité de travail qui devra étre fournie au récepteur dans
chaque révolution ou chaque unité de temps, pour vaincre
a la fois toutes les résistances unies, et en supposant qu’on
ait assuré convenablement la constance de son mouvement au
moyen d’un nouveau volant, si cela est nécessaire (40).

Ainsi finalement, puisque la théorie des récepteurs et des
moteurs est censée faite, on pourra déterminer, a son tour, la
quantité de travail absolue que devra dépenser ce dernier dans
P'unité de temps ou dans chaque révolution de la machine, et
il ne s’agira plus que de régler en conséquence son intensité
d’action, ce qui se fera par des moyens analogues a ceux qui
servent a régler le travail méme de 'opérateur : par exemple,
en levant convenablement la vanne qui donne I'eau a la roue
hydraulique, le robinet qui fournit la vapeur aux cylindres des
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machinesa feu, ete.('). Ces opérations sont encoreici exécutées
par les hommes chargés du soin de la machine, et quelquefois
on emploie des dispositions particuliéres pour que I'intensité
de la force motrice suive naturcllement les variations de la
résistance et maintienne la constance du mouvement : tel est
plus particuliérement le pendule conique ou régulateur & force
centrifuge, dont nous donnerons la théorie dans la section
suivante.

Conditions pratiques de 1'établissement des machines.

k3. Maniére de régler une machine construite. — On voit
par celte discussion que, lorsque la quantité de travail a ap-
pliquer a I'outil est donnée, on peut déterminer la force ab-
solue qui convient au moteur et la régler convenahlement;
mais cetle recherche n’est utile que pour le projet méme
d’établissement de la machine, car, quand il s’agit de la faire
marcher et qu’elle est toute construite, on peut, par un ta-
tonnement facile, régler son travail et sa vitesse en faisant
varier la résistance utile ou I'intensité de la force motrice par
les moyens indiqués. D’ailleurs si, a 'inverse, la quantité de
travail absolue que peut fournir le moteur dans l'unité de
temps était donnée, on s’y prendrait d’une maniére absolu-
ment analogue pour déterminer, de proche en proche, la
quantité de matiére que peut ct doit confectionner I'outil.

La solution du probléme de I'établissement des machines,
que nous venons d’esquisser a la hite, n’est, comme on voit,
qu'approchée; mais elle serait impossible par toute autre voie,
attendu la multitude des indéterminées dont elle dépend;
clle est suffisamment exacte pour la pratique, ol I'on ne sau-
rait jamais prétendre a la rigueur mathématique et ol ap-

() Des distributeurs du moteur. — Ces dispositifs (vanne, robinet, tiroir, ete.),
dont le réle est analogue & celui des distributeurs de la maticre, portent le
nom de distributeurs du moteur. On appelle généralement régulateurs les appa-
reils spéciaux mus par la machine méme qui assurent, i chaque instant, la po-
sition, le degré d’ouverture convenable des distributeurs. Le plus ordinairement
les régulateurs agissent sur les distributeurs du moteur ; mais, dans certains cas,
on peut, avec avantage, régler de la méme maniére le travail résistant. (K.)
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procher, méme d’une maniére grossicre, par exemple a 1 ou
a I prés, du résultat le plus avantageux, c’est avoir atteint
un degré de perfection aussi précicux qu’il est rare. Il n’ar-
rive malheurevsement que trop souvent, en effet, que I'igno-
rance des constructeurs de machines, si elle ne leur fait pas
tout a fait manquer le but, les en éloigne de telle facon que
I’effet utile obtenu n’est pas le { et quelquefois méme le ;5 de
celui qu’on aurait pu espérer d'une meilleure disposition. Au
surplus, si nous insistons sur ce sujet, ¢’est pour faire sentir
la difficulté et I'inutdité, quant & présent, d'une solution ri-
goureuse du probléme des machines; c’est pour éviter aux
éléves P'idée de tentatives qui souvent seraient sans succes, et
pour leur faire apprécier, d'une autre part, le mérite réel des
connaissances basées sur les données certaines de la Méca-
nique et de 'expéricnce; c’est enfin pour les mettre 8 méme
d’entrevoir a Pavance la nature des ressources que I'on peut
espérer en obtenir dans chaque cas.

k6. Objet et avantages réels des machines. — On voit aussi,
par tout ce qui a été dit jusqu’a présent des machines, qu’il
ne peut étre question de leur faire produire les effets mer-
veilleux qu’en attendent parfois des artistes peu instruits des
lois de la Mécanique et dominés par leur imagination. Sou-
mises, comme elles le sont, d’aprés leur constitution néces-
saire, & une foule de résistances passives, elles ne peuvent
que transmettre avec perte le travail qu'on leur confie ('),
et cela & tel point, qu’on estime comme excellentes, sous ce
rapport, celles qui rendent en effet utiles les 0,50 ou les 0,60
de la quantité d’action absolue dépensée par le moteur; il en
existe effectivement, ainsi que nous I'avons déja observé ci-
dessus, un grand nombre qui, grice a la multiplicité ridicule

(") Du travail et de la dépense correspondante. — 11 a été établi (n° 19 et
suivants) que, lorsqu’on exécute, & l'aide de machines, un ouvrage déter-
miné, le moteur développe, pendant la marche normale, un travail égal au tra-
vail utile augmenté de tous les travaux perdus ou inutilement dépensés, soit
par les pertes du cété du moteur, avant, pendant ou aprés son action sur
le récepteur, soit par suite des chocs, des résistances passives de tout genre,
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et a la fausse combinaison de leurs rouages, rendent a peine
le 7 ou méme le {5 de cette quantité d’action.

L’avantage des machines consiste essentiellement dansla pro-
priété, bien autrement précieuse que celle de multiplier sim-
plement la puissance du moteur, de modifier cette puissance
selon les différents besoins des arts et suivant des lois telles,
qu’elle devienne applicable & un genre de travail auquel elle ne
pouvait I’étre dans son état primitif. C’est ainsi que, par leur
secours, on est parvenu i remplacer I'adresse et I'intelligence
de 'homme par la force purement physique des animaux et
autres agents naturels qui, élant beaucoup moins chere, four-
nit 'unité de travail a un prix moins élevé. Souvent méme
I'usage des machines et des outils procure des produits plus
beaux, plus parfaits, parce qwils sont plus précis dans leur
forme et plus réguliers. C’est encore ainsi qu’on parvient a
obtenir des moteurs qu’ils impriment aux corps des vitesses
plus grandes que celles qu’ils possédent ou peuvent prendre
par eux-mémes, et qu’ils soulévent des fardeaux dont le poids
excéde Ieffort absolu dont ils sont capables, circonstances qui
tiennent simplement a ce que la masse des corps, dans le pre-
mier cas, et leur vitesse, dans le second, sont fort petites, de
sorte que les forces vives ou les quantités de travail corres-
pondantes ont en elles-mémes des valeurs assez faibles et qui

soit enfin par des opérations complétement inutiles au but final exécutées par
Poutil sur la matiére qui lui est soumise.

Toute production de travail moteur implique une consemmation qui diminue
d’autant la quantité de travail que le moteur peut encore fournir; cettec con-
sommation se traduit, pour I'industriel, par une dépense en argent. Le travail
moteur développé pour exécuter un ouvrage est donc la mesure de la dépense
nécessaire a cet eflet; le travail utile, ou bicn le travail moteur égal qu’il faut
faire agir, est la mesure de la dépense strictement et absolument nécessaire pour
faire un ouvrage défini et ne faire que lui. C’est pour cette raison que 'on a
adopté, en Mécanique, cette dénomination de travail qui, dans tout ce qui
précéde, désigne le produit d’une force par une longueur. Dans le langage
ordinaire, un travail est mesuré par la fatigue physique ou morale qu’il occa-
sionne. En Mécanique, la notion de travail fait abstraction de la difficulté de
I'opération, de 'adresse, de I'intelligence qu’elle exige; ce n’est donc que dans
les cas ou ces considérations ont peu d’importance et peuvent étre négligées,
tels que les ¢lévations de fardeaux ordinaires, que le travail mécanique peut
étre considéré comme une mesure de Iouvrage, telle que le suppose le sens
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sont en rapport avec les quantités de travail développées par
les moteurs. Enfin 'emploi d’'une machine peut servir quel-
quefois aussi a augmenter I'effet utile dont serait capable le
moteur, s’il agissait immédiatement sur la résistance, ce qui
ne contrarie en rien ce qu’'on vientde dire, attendu que 'aug-
mentation de D'effet résulie uniquement alors d’'un emploi
plus avantageux de la force absolue du moteur.

Tels sont donc les services réels que les machines peuvent
rendre a la société et aux arts en général ; mais, pour leur faire
atteindre ce but important, il est indispensable, comme on I'a
vu, de résoudre une foule de questions, méme sous le point
de vue purement mécanique, dont les unes sont relatives au
travail des moteurs, les autres & la maniére d’agir des outils
des divers opérateurs, les autres enfin a ’évaluation des ré-
sislances passives qui accompagnent nécessairement les piéces
destinées a transmettre I'action et le mouvement.

Nous nous occuperons spécialement, dans ce Cours, de I'é-
tude des moyens de régulariser I'action des forces sur les ma-
chines, d’assurer la transmission des vitesses suivant des lois
déterminées, et nous indiquerons les régles a suivre pour
évaluer les résistances passives dans les cas ordinaires de la
pratique.

ordinaire du mot. Ceci montre qu’il nec faut pas chercher a établir une corré-
lation trop intime entre le travail mécanique et le travail pris dans son sens
vulgaire, sens mal défini et qui se rapporte plus spécialement au cas ou
I’homme est le moteur.

Ce qui précéde fait comprendre aussi comment une force qui ne travaille
pas peut occasionner une dépense; le travail utile peut étre nul sans qu’il en
soit ainsi des travaux résistants nuisibles, et par suite du travail moteur néces-
saire pour développer un effort statique. Dans un essai au frein de machines,
un poids suspendu a 'extrémité d’un levier est maintenu immobile; il n’y a
production d’aucun travail utile, et le moteur fait exactement la méme dépense
que s'il faisait marcher toute 'usine; la dépense est enticrement absorbée par
Ie travail des frottements intérieurs qui, il est vrai, restitue de la chaleur, mais
dont le résultat extérieur apparent est uniquement de maintenir un poids a la
méme hauteur. Cet exemple fait comprendre comment un homme se fatigue,
rien qu’en développant des efforts, en soutenant des fardeaux, ou en les trans-
portant horizontalement, sans faire aucun travail utile au point de vue méca-
nique. (K.)

urlo - UPMC - Cote - 83 PON 74




DEUXIEME SECTION.

DES PRINCIPAUX MOYENS DE REGULARISER L’ACTION DES FORCES
SUR LES MACHINES ET DE TRANSMETTRE LES VITESSES DANS DES
RAPPORTS DETERMINES.

OBJET DE CETTE SECTION.

Nous avons indiqué dans la Section précédente (31 a &1)
les causes qui rendent irrégulier le mouvement des ma-
chines et les principaux moyens dont on doit se servir pour
en corriger I'influence, le plus qu’il est possible; il ne s’agit
pas de revenir sur ces généralités, mais de présenter quelques
exemples particuliers, quelques applications qui se repro-
duisent fréquemment dans 1’établissement des machines. Nous
Lraiterons ainsi succinctement des modérateurs, des régula-
teurs, des manivelles simples ou multiples, des volants, des
engrenages et des autres moyens employés pour transmetlre
les vitesses dans des rapports déterminés.

I. — Dgrs MODERATEURS.

Des divers genres de modérateurs.

1. Objet spécial des modérateurs. — Leur objet est de s’op-
poser a toute accélération de vitesse, qui pourrait étre nui-
sible a I'effet de la machine, ou en elle-méme dangereuse: les
freins, en général, dont on se sert pour presser les roues en
mouvement et augmenter plus ou moins le frottement, les
parachutes, les volants a ailettes, qui, frappant l'air, occa-
sionnent une résistance qui croit rapidement avec la vitesse
de leur axe, appartiennent spécialement a la classe des modé-

rateurs. Comme ils permelttent uniquement de faire varier les
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résistances passives de la machine, ils absorbent en pure perte
une grande portion du travail moteur; on ne doit donc en
faire usage que quand il est impossible de régulariser Iaction
motrice elle-méme, ou celle de la résistance utile, ce qui se
réduit & peu pres au seul cas ol la machine contient des poids
dont l'action ne peut étre mise constamment en équilibre
par les résistances inhérentes a la machine. Les freins ser-
vent aussi dans tous les cas ou il est indispensable d’éteindre
brusquement la force vive possédée par les piéces d’'une ma-
chine; quant aux volants a ailettes, il arrive souvent qu'’ils
ont uniquement pour objet d’obtenir un mouvement rigou-
reusement uniforme. Enfin les soupapes de sdreté qui
servent a laisser échapper I'eau des presses hydrauliques,
la vapeur des chaudiéres, quand la tension y atteint une cer-
taine limite, les déversoirs ou orifices servant & maintenir au-
dessous d’une certaine hauteur le niveau des bassins d’cau
qui alimentent les machines hydrauliques, etc., doivent étre
également rapportés a la classe des modérateurs.

Des freins.

2. Des freins employés dans les voitures. — Lorsque, a la
descente des cotes, on enraye les roues d’une voiture au
moyen de la chaine ou du sabot, on change le frottement de
roulement de ces roues en un frottement de glissement, qui,
comme on sait, est beaucoup plus rude. Un pareil dispositif
est un frein véritable; mais, attendu que Vaccroissement d’in-
tensité du frottement est ici uniquement relatif au poids de la
charge placée sur la voiture, on ne peut le faire varier a vo-
lonté selon I'inclinaison de la pente des routes; c’est pourquoi
M. Molard, ancien directeur du Conservatoire des Arts et Mé-
tiers, a rendu un trés-grand service aux voituriers, en substi-
tuant aux chaines et aux sabots d’enrayage un frein dont l'ac-
tion peut étre réglée suivant les besoins.

Cet appareil, dont 'emploi s’est rapidement répandu, avec
peu de modifications, consiste ( fig. 1) dans une traverse ho-
rizontale terminée a ses extrémités par des piéces armées de
plaques de fer embrassant une portion des bandes des roues
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de derriére de la voiture, contre lesquelles on les force a s’ap-
puyer, plus ou moins fortement, au moyen d’une vis de pres-
sion manceuvrée par un bras de manivelle. Il résulte en outre
de ce dispositif I'avantage trés-grand que I’on n’est nullement
obligé d’arréter les voitures pour enrayer, comme cela se pra-
tiquait autrefois. La disposition représentée sur la fig. 1 exige
que le conducteur descende de sa voiture chaque fois qu’il
doit serrer le frein; on évite cet inconvénient par 'emploi
d’un mécanisme de leviers et de vis qui permet d’opérer la
manceuvre du haut du siége.

Fig. 1.

C’est par un dispositif analogue que les conducteurs de
wagons, sur les chemins de fer, s’opposent a I'accélération de
mouvement dans les descentes ou provoquent arrét complet
du train.

3. Des freins employés dans les moulins & vent. — On
se sert de dispositifs analogues dans la plupart des moulins
a vent : on enveloppe le contour extérieur d’'une grande
roue en bois, montée sur I’arbre incliné du volant, d’une
bande de bois d’orme, d’environ o™, 07 d’épaisseur, et dont la
flexibilité est augmentée par le moyen de traits de scie don-
nés vers sa partie intérieure; cetie bande ( fig. 2) est retenue
a l'une de ses extrémités, en A, a un point fixe, et par 'autre

5
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elle est liée au mouvement d’un levier tournant autour d’un
axe B et qui sert a la tirer avec une force suffisante pour faire

naitre, le long de la roue, un frottement capable de ralentir
a volonté le mouvement de la machine, méme pendant les
plus grands vents : 'emploi des bandes flexibles est ici avan-
tageux, comme on le verra (Section III), pour faire croitre le
frottement plus rapidement que la tension qui est exercée 2
I'une de leurs extrémités.

On remarquera d’ailleurs que cette disposition est principa-
lement employée ici pour suspendre totalement le mouvement
de la machine, et donner au conducteur le moyen de replier
les ailesdes volants et de proportionner ainsi I’éiendue de leur
surface a I'action qu’il est nécessaire de transmetire a la ré-
sistance; en se servant du frein pour modérer d’une maniére
constante le mouvement pendant les grands vents, on fatigue-
rait beaucoup la machine, on risquerait de mettre le feu a la
bande frottante et I'on serait astreint a une surveillance conti-
nuelle pour la manceuvre du frein.

L’objet des freins étant, en général, d’absorber un excédant
de travail moteur ('), il convient de les appliquer a des roues

() Freins des appareils élévatoires. — La plupart des appareils élévatoires
sont munis de freins destinés, soit & maintenir les poids élevés a une certaine
hauteur, soit 3 en modérer la descente. Ordinairement la roue est en fonte et
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d’un grand rayon ou douées d’une grande vitesse, afin qu’a
I'aide d’une petite pression ou d’'un frottement assez faible,
ils soient susceptibles d’un grand effet.

Des volants a ailettes.

k. Notions préliminaires. — Les volants a ailettes, tels que
ceux des tourne-broches et des horloges, sont composés d’un
arbre tournant, auquel on adapte plusieurs bras terminés par

des plaques métalliques trés-minces, dont le plan est ordinai-
rement perpendiculaire a la direction du mouvement; on

la bande en acier non garni de bois ; quelquefois le serrage du frein, au lieu
d’¢tre produit par un mouvement de levier, ainsi que U'indique la fig. 2, est ob-
tenu par la manceuvre d’une vis qui déplace, le long de son axe,un écrou guidé
de manicre a ne pas tourner et auquel est reliée Pextrémité libre de la lame.

Lorsque Varbre sur lequel est monté le frein tourne tantét dans un sens,
tantot dans Yautre, et que le frein doit pouvoir agir dans les deux cas, il est
avantageux de ne pas fixer I'extrémité A; on l'articule, comme I’autre, a wn
petit bras faisant corps avec le levier et dispos¢ normalement a la direction
rectiligne de la lame.

Souvent, pour éviter les accidents, on fixe sur le levier de manceuvre un
contre-poids suffisant pour empécher le mouvement de I'arbre, sous la charge
maxima que celui-ci peut élever. Quand le fardeau doit ¢tre mis en mouvement
d’ascension ou de descente, le conducteur est obligé de soulever le contre-poids,
soit par action directe, soit par lintermédiaire de renvois; dés qu’il Paban-
donne, volontairement ou par inadvertance, le frein se trouve serré et la force
vive de la charge s'éteint rapidement. (K.)

5.
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I'incline quelquefois plus ou moins, par rapport & I’axe, afin
de diminuer convenablement l'intensité de la résistance du
milieu. Le mouvement de I'arbre du volant est lié a celui de
la machine, au moyen de rouages ( fig. 3) ou d’une vis sans
fin, qui en accélére beaucoup la vitesse. L’avantage d’un pa-
reil dispositif consiste principalement a amener le systéme
auquel il est appliqué a une limite de vitesse qu’il ne peut
dépasser et qui devient sensiblement uniforme au bout d’'un
petit nombre de révolutions.

La théorie du volant a ailettes n’offre par elle-méme aucune
difficulté, sous le point de vue mécanique; mais nous devoris
saisir I'occasion qui se présente de donner un exemple de la
maniére dont le mouvement parvient plus ou moins rapide-
ment a 'uniformité dans les machines (§ 30, section I); d’au-
tant plus que le volant a ailettes est souvent employé dans les
expériences comme moyen de se procurer un mouvement
constant servant a déterminer la loi de la vitesse de cerlains
corps.

5. Equation du mouvement. — Nous choisirons plus par-
ticuliérement, pour exemple, le dispositif ( fig. 4) qui a servi
a Borda pour mesurer la résistance que I'air oppose au mou-
vement des corps animés de différentes vitesses: P estle poids
moteur suspendu a I'extrémité inférieure d’un cordon verti-
cal ab enroulé sur un tambour herizontal monté sur 'arbre ¢
du volant, portant les ailes planes ed, ¢'d’ de formes quel-
conques, mais symétriquement placées dans un plan passant
par l'axe c¢. Aulendu d’ailleurs que les bras sont amincis
dans le sens du mouvement et que la vitesse du tambour,
du cordon ct du poids P est trés-faible par rapport a celle
des ailes, nous négligerons, comme on le fait ordinairement,
la résistance qu’ils éprouvent de la part de I'air; mais nous
tiendrons compte de la variation de longueur des parties en-
roulées ou déroulées du cordon, ainsi que de leur inertie,
qui peut exercer quelque influence dans les grandes ma-
chines.

Cela posé, nommant

I1 la densité ou le poids de I'unité de volume du milieu;
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A la surface réunie des ailettes supposées perpendiculaires a
la direction du mouvement;

Fig. 4.

R la distance de leur centre a I’axe;

r celle d’un point quelconque au méme axe;

R’ le rayon du tambour mesuré au milieu du cordon;

p le rayon des tourillons de I'arbre;

o la vitesse angulaire de ce dernier;

L la longueur totale des parties enroulées et déroulées du
cordon;

I celle de cette derniere partie;

o le poids de I'unité de longueur de ce cordon;

P le poids moteur mesuré en kilogrammes;

p le poids de tout le surplus du systeme, y compris celui du
cordon;

g =9",809 I'accélération de la gravité;

m un élément matériel situé a la distance r de l'axe,

la vitesse du centre des ailettes sera wR, celle du poids P
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et du cordon wR’, enfin celle du point m sera or; Paccéléra-
tion de la vitesse angulaire « dans I'élément dt du temps

B do do . . . . s .
étant Tk mr di sera la résistance occasionnée par I'inertie

, . . dw
de la molécule m a cette accélération, r*m Ti le moment de

L. - do
cette résistance par rapporta I'axe, et enfin EZmr’ la somme

des moments semblables pour toutes les parties matérielles
formant corps avec I'arbre. Quant au moment relatif:‘a U'inertie

dw
du poids P et du cordon, il sera évidemment —R" ~z pour le
t)

. oL dw
premier, et — R” —; pour le second.
o

Enfin l'action des ailettes contre le milieu ambiant et du
frottement sur les tourillons qui supportent 'arbre du tam-
bour donne lieu & des résistances qu’il est facile d’évaluer,
d’aprés le résultat des expériences connues, sur lequel nous
reviendrons plus tard : il nous suffira de dire ici que la pre-
miére de ces résistances doit étre mesurée par le produit
yIA w2 R
=
leur moyenne 1,45, pour des vitesses comprises depuis les
plus faibles jusqu’a 50 métres environ par seconde, et que
la seconde est une certaine fraction f de la somme des pres-
sions supportées par les tourillons de I'arbre, somme évidem-
ment égalea P+ p— (P+dl] R’ = dn » attendu que ——— (Pt 90) I{’(—l,gl
g dt’ dt
est la mesure de I'inertie du poids P et de la partie verticale {
du cordon. On aura donc

» dans lequel le coefficient numérique y a pour va-

(Pt )R = [z - a”“”]""’

g dt

/ 5) ., d

-+ ’/I{é o R3 —rf[ Pp lp—l O[) m]
28 - g at

en faisant attention que le frottement dont il s’agit a pour bras

de levier le rayon p des tourillons de I'arbre.
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En posant, pour abréger,

1 -0 - 3
.(__E_. _él:) R"" -t Z[n/’2 _ j' ,(}L_Oi) RIP - H‘-"_ Z._I_I_éB_ oy? s
§ g 28
(P--‘ 61)B’—j(P '—p) == q’,
on trouve
2 slﬂ V22 R
lu dt -+ Vvim— (1 ==

6. Maniére de tenir compte de la roideur du cordon. —
Nous n’avons point tenu compte, dans cetie équation, de la
résistance que présente le cordon a son déroulement en b,
parce qu’elle est ordinairement négligeable ; mais, si le poids P
montait et que le cordon s’enroulit, il offrirait une résistance
trés-comparable, dans certains cas, a celle qui est occasionnée
par Ie frottement des tourillons; nommant alors ¢ la tension
que le cordon supporte en b, tension évidemment égale a

P+dl) ,do
P— (—” )R’ Tk la résistance due a cette roideur rappor-
S5
tée au bras du levier R’ serait mesurée par I'expression
P+dl) do
a+btia+b[p_ﬁ___nf ]

o d[

o
dans laquelle a et b sont des constantes fonctions du diamétre
du cordon, de celui du tambour et du degré d’usé ou de flexi-
bilité de ce cordon; de sorte qu’on aurait a ajouter le terme

. ( ,dov ,
(mfbp—*w—RmJR

a celui qui contient le frottement; ce qui ne changerait nulle-
ment la forme de I’équation ci-dessus,

[u': J(’; 4+ Vit — q-z == o,

dans laquelle il suffirait simplement d’attribuer d’autres va-
leurs aux constantes u*, v*, ¢, qui resteraient essentielle-
ment positives a cause de la petitesse de pet f, aetb.
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7. Conséquences. — On tire de cette équation
@ dw 12} )

== ‘U,2 / T e - e log —}—»- 5
Jo qi—vie? 2qv q — v

puisque » est supposé nui a I'origine du mouvement. Par
suite, on aura, pour calculer la vitesse angulaire w acquise par
le systéme au bout du temps quelconque ¢,

[ o2q vl
o
q\e — 1
-y

‘7{/vt
/ w2
nl\e 41

e élant égal a 2,71828, et le logarithme ci-dessus étant né-
périen, de sorte que, si I'on prend la valeur dans les Tables
ordinaires, on devra ensuite la multiplier par le nombre
2,302585.

On voit que cette valeur converge trés-rapidement vers une

limite g, qu’elle n’atteint rigoureusement qu’au bout d’un

0) =

temps infini. Cette méme limite répondant d’ailleurs a I'instant
ol le mouvement est devenu uniforme, on y arrive de suite,
en écrivant daps I’équation du n° 5, qui exprime les condi-
tions du systéme, que dw est égal a zéro.

L’expression de cette limite est

g_ /28l (P ol)R'—f(P--p)p]

vV S AR k
elle montre que cette valeur croit lentement avec le mo-
ment PR’ du poids, et décroit, au contraire, trés-rapidement
a mesure que le rayon moyen R du volant augmente, I'inertie
n’exercant ici d'influence que sur la durée du temps néces-
saire pour amener le systéme a la vitesse uniforme.

II. — DES REGULATEURS.

Des divers genres de régulateurs.

8. Objet spécial des régulateurs. — Les freins et volants
a ailettes, qui viennent de nous occuper, pourraient évidem-
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ment servir de régulateurs aux machines, s’ils n’avaient I'in-
convénient de consommer inutilement une grande portion
du travail moteur, attendu que leur action régulatrice dépend
essentiellement de lintervention de résistances passives
étrangéres au systéme. Les moyens les plus convenables d’at-
teindre le but consistent dans des dispositions qui permettent
de faire varier, au besoin, la quantité de matiére, la résistance
qui fail I'objet du travail utile ou Uintensité des forces mo-
trices et d’inertie; nous en avons cité quelques exemples
aux n° 33, 43 et &k de la premiére Section, et il nous serait
facile d’en étendre la nomenclature.

Ainsi, par exemple, les réservoirs d’air 4 pression con-
stante des pompes et des machines soufflantes, les grands
réservoirs d’cau ou étangs, qui accompagnent toujours les
machines hydrauliques, les trémies et grils tournants des
fourneaux de machines a vapeur, qui servent a distribuer
réguliérement et uniformément le combustible sous la chau-
diére, 'espace vide laissé au-dessus de I’eau dans cette chau-
diére pour servir de réservoir a la vapeur ('); les excen-
triques et autres dispositifs servant a régler la distribution de
cette vapeur au-dessus et au-dessous des pistons; les méca-
nismes particuliers, qui servent a replier plus ou moins les
toiles qui recouvrent les ailes des moulins a vent, selon la
vitesse du mouvement, les fusées et tambours en spirales,
qui ont pour objet de régulariser 'action du moteur ou de la
résistance utile dans plusieurs machines, notamment dans les

(*) Sur la régularisation en général. — Ces exemples font voir que les moyens
généravx employés pour régulariser le mouvement des machines s’appliquent,
avec une analogie compléte, a la réglementation de Ja marche d’une opération
quelconque; les dispositions 4 adopter doivent toujours remplir les fonctions
des distributeurs, des wolants, des régulateurs et des modérateurs, qu’il s’agisse
de régler I'écoulement de I'eau d’un réservoir, de maintenir constante la tem-
pérature ou la pression d’un milieu, etc D’aprés les distinctions admises dans
la premiére section, les réservoirs d’air des pompes, les réservoirs de vapeur
au-dessus de l’eau des chaudi¢res remplissent un réle analogue a celui des vo-
lants ; les grils tournants, les tiroirs, les vannes, les robincts sont des distribu-
teurs. (Voir le Mémoire sur la réglementation de la température, par M. E. Rol-
land; Mémoires des Savants étrangers, t. XVIIL.) (K.)
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montres et machines amolettes employées dans les mines, etc.,
sont autant d’appareils régulateurs du genre de ceux dont il
s’agit, tandis que les soupapes de sireté, qui servent a laisser
échapper la vapeur des chaudiéres, quand la tension y a at-
teint une certaine limite, les déversoirs ou orifices servant a
vider le trop plein des bassins d’eau, qui alimentent les
machines hydrauliques, etc., appartiennent plus particuliére-
ment a la classe des simples modérateurs, a laquelle se rap-
portent les freins et volants a ailettes.

9. Des régulateurs spontanés. — On doit distinguer parmi
tous ces moyens ceux qui sont indépendants des agenis
chargés du soin de diriger le travail de la machine, et les
dispensent ainsi d’une surveillance continuelle et pénible;
Pessence des bonnes machines est, en effet, de se gou-
verner par elless-mémes, autant qu’il est possible et sans le
secours de l'intelligence humaine. Les machines a vapeur,
dans leur état actuel de perfection, en offrent un modéle
pour ainsi dire parfait, et dont on tiche d’approcher, autant
qu’il est possible, dans les diverses autres machines. Mais
nous ne saurions nous proposer de passer en revue ces diffé-
rents moyens, dont la description et la théorie appartiennent,
pour la plupart, a la description et a la théorie méme des ma-
chines ol on les emploie, et I'on ne peut guére excepter, a
cause de I'universalité de leur application, que le régulateur
& pompe et le pendule conique ou régulateur & force centri-
fuge, que les Anglais nomment simplement gouverneur, aux-
quels nous joindrons le régulateur a ressort et a détente in-
stantané, dont il sera question plus loin, et dont nous avons
proposé l'adoption dés I'année 1829 (Legons faites aux ou-
vriers de Melz ).

En effet, les fusées en spirales et les tambours coniques,
qui paraitraient offrir des applications étendues, ne peuvent
étre utiles que dans les machines ou ’action, soit du moteur,
soit de la résistance, est variable suivant une loi exactement
connue; ce qui n’a lieu que pour quelques cas particuliers.
Leur théorie toute géométrique n’offre d’ailleurs point de
difficulté; on sait qu’ils sont destinés a recevoir les enroule-
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ments, les spires d’'une corde ou chaine sur laquelle agit la
force variable; or toute la question consiste a faire croitre ou
décroitre le bras de levier de cette force, par rapport a I'axe
du tambour, de facon que son moment reste constant pour
les diverses positions du systéme.

Ce moyen n’est d’ailleurs avantageux que lorsque la puis-
sance conserve des valeurs constamment croissantes ou dé-
croissantes dans une série de révolutions de la machine; il ne
faut pas le confondre avec les cames, les ondes et autres dis-
positions, qui ont uniquement pour objet de régulariser mo-
mentanément la vitesse de certaines piéces ou les efforts
exercés sur elles par des puissances constantes ou variables.

Du régulateur a pompe et a flotteur.

10. Description du mécanisme. — A esL un corps de
pompe (fig. 5), prenant I'cau dans un bassin inférieur du
puits C; la tige EF du piston est mise en jeu par la machine

Fig. 5.

dont il s’agit de régulariser le mouvement; cette pompe est
employée a élever et refouler 'eau, qu’elle aspire, dans un
bassin supérieur B, percé en 1) d’un orifice dont I'ouverture
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est réglée au moyen d’une petite vanne intérieure ou d’un ro-
binet extérieur; G est un flotteur suspendu a I'extrémité d’un
levier KL destiné a donner le mouvement aux vannes, sou-
papes, etc., qui livrentaccés au fluide moteur sur le récepteur
de la machine. On concoit que, si, fermant d’abord l'orifice
en D, on laisse le bassin B se remplir d’eau jusqu'a ce que
son niveau supérieur IH force le flotteur a prendre une posi-
tion moyenne, fixée a I'avance et qui corresponde, je suppose,
a celle ou le balancier KL est horizontal; qu’ensuite on ouvre
Porifice en D, de facon qu’il dépense, dans un temps donné,
exactement le volume de liquide qui afflue de la pompe,
pour la vitesse moyenne ou de régime qu’on veut laisser
prendre a la machine, ce que I'on peut constater par une ex-
périence directe; on concoit que, tant que le mouvement de
cette machine ou du piston qu’elle conduit sera régulier, le
niveau IH demeurera constant et le flotteur G immobile;
mais qu’aussitot que la vitesse s’écartera de celle qui a été
adoptée pour régime, soit en plus, scit en moins, le niveau IH
et le flotteur s’éléveront ou s’abaisseront de quantités corres-
pondantes, et feront mouvoir le levier KL et son systéme avec
une énergie relative a 'augmentation ou a la diminution qu’a
subie le volume de son enfoncement ou du liquide qu’il dé-
place.

11. Condition d’équilibre du flotteur. — Examinons d’abord
les conditions de I’équilibre du {lotteur, eu égard a la résis-
tance qu’il a a vaincre de la part des soupapes ou vannes mo-
trices, et a I'excédant de liquide qui serait fourni par la
pompe au hassin B, au bout d’un temps quelconque donné.
Nommons :

H le poids du métre cube du liquide;

P le poids du flotteur, y compris son équipage et sa sur-
charge;

p leffort, en kilogrammes, nécessaire pour vaincre les résis-
tances inhérentes au levier KL, effort qui est censé agir
suivant 'axe vertical du flotteur;

a l'aire de la section de ce flotteur supposé prismatique;

A celle de la section du bassin B;
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H la profondeur a laqueile le flotteur se trouve enfoncé au-
dessous du niveau moyen ou du régime IH, a I'instant ou
la vitesse de la machine est réguliére;

z ce que devient cette profondeur au-dessous du méme ni-
veau immédiatement aprés 'introduction d’'un volume ex-
cédant Q de liquide;

2z la hauteur dont s’est élevé, au méme instant, le niveau dans
le bassin B, au-dessus du niveau primitif ou moyen.

On aura évidemment
P=MaH, Q=(A—a)r+a(H—2), Ma(x+z—H)=p,

attendu que a(x -+ z) est le volume du liquide déplacé au se-
cond instant, et aH celui qui 'est au premier.

Lorsque les dimensions du bassin et du flotteur seront don-
nées, aussi bien que Q et la résistance p a vaincre pour fermer
les.vannes, résistance que I’on obtiendra par une expérience
directe, a défaut de calculs, on connaitra aussi les valeurs
de x et de z et par suite celle de H — z, qui exprime la hau-
teur absolue dont s’est élevé le flotteur et 'extrémité du le-
vier auquel il est suspendu.

Supposant, a V'inverse, que Q représente une diminution au
lieu d'un accroissement du llquide dans le bassin, il n’y aura
que le signe H — z a changer dans les deux derniéres équa-
tions, lesquelles deviendront

Q=(A—a)r+a(z—H), Na(x—z-+H)=p.

4

12. Conditions qui limitent ’étendue de la course du flot-
teur. — La plus grande valeur de # ou de Pamplitude de mou-
vement du niveau dans le bassin B, au-dessus ou au-dessous
de sa position moyenne IH, est déterminée spécialement par
la condition que la vitesse d’écoulement dans I'orifice D n’é-
prouve pas une trop grande variation, a laquelle correspon-
drait une variation proportionnelle dans la dépense de cet ori-
fice. Supposant qu’on ait donné au niveau moyen IH une
hauteur de 2 métres, au-dessus du centre de Porifice D, on
pourra laisser prendre & x la valeur maximum de % ou de 4
de cette hauteur. Quant a 'amplitude de la demi-course as-
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cendante H — z, ou descendante z — H du flotteur et de son
levier, elle est également fixée par les conditions relatives &
Pamplitude de mouvement qu’on veut laisser prendre a la
vanne motrice, & partir de sa position moyenne, et il est na-
turel de la supposer la méme dans les deux cas de I'ascension
et de la descente.

Nommant donc % cette amplitude limite, Q' et 2’ les va-
leurs correspondantes de Q et de z, censées aussi égales entre
elles pour les deux cas de la montée et de la descente, on
aura seulement a satisfaire aux équations

Q=(A—a)z'+ah, ma(z'— h)=p,

qui supposent d’ailleurs que la résistance peut étre la méme
pour les deux positions extrémes du flotteur ou des vannes
motrices; s’il en était autrement, on aurait a satisfaire a2 une
équation de plus, et il ne resterait d’arbitraires que deux des
cinq quantités qu’elle renferme, au nombre desquelles se
trouve nécessairement la quantité Q’, tant qu’on n’a pas réglé
le role que doit jouer la pompe A pour régulariser le mouve-
ment de la machine.

15. Maniére de régler lénergie régulatrice du systéme. —
A cet égard, on remarquera qu’'on ne peut espérer maintenir
a chaque instant la machine a I’état de mouvement rigoureu-
sement uniforme : quand bien méme sa constitution propre
le permettrait, le jeu de Ia pompe, qui est alternatif, s’y op-
poserait; on se donnera donc le plus grand écart qu’on veut
laisser prendre a la machine, en deca et au dela de sa vitesse
moyenne ou de régime, et 'on supposera que ces écarts ré-
pondent précisément aux amplitudes de mouvement du flot-
teur et de la vanne motrice, dont il a été précédemment parlé;
mais cela ne suftira pas encore pour déterminer Q' : il faudra
aussi se donner un nombre qui indique I'énergie régulatrice
de la pompe, ou larapidité avec laquelle on veut qu’elle fasse
élever ou baisser le flotteur, a partir de I'instant ou la vitesse
de la machine serait arrivée a4 I'une ou a I'autre de ses limites,
supposé qu’elle paty arriver brusquement, ce qui ne saurait
étre, a cause de linertie.
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Soient :

N le nombre des coups de piston donnés, en une minute,
par la machine, quand elle posséde la vitesse de régime
uniforme ;

¢ le volume de liquide fourni au bassin B a chacun de ces
coups;

n la fraction dont on veut que cette vitesse puisse augmenter
ou diminuer au maximumj;

nNgq sera, par minute, I'’excédant du volume d’eau fourni au
réservoir sur celui qui est sorti.

Nommant enfin T le nombre de minutes a partir desquelles
le flotteur devrait étre arrivé a sa position extréme, si la vi-
tesse conservait sa valeur maximum ou minimum, on posera

nNgT =Q'
pour condition propre a déterminer Q’.

1h. Moyens d’atténuer les causes d’irrégularité provenant
de la pompe. — D’un autre colé, il est évident qu’a cause
de Virrégularité d’action de la pompe il en résultera une
oscillation du liquide dans le réservoir, méme pour le cas
de la vitesse de régime; or il faut renfermer ces oscilla-
tions dans une limite qui ait fort peu d’étendue, par rapport
a 'amplitude totale de mouvement qui peut résulter de I'af-
fluence du volume d’eau Q' dans le bassin B; c’est-a-dire que
la plus grande différence entre les quantités d’eau irrégulié-
rement fournies et réguliécrement dépensées par l'orifice D,
pendant la durée entiére d’'une oscillation, doit étre une trés-
petite fraction de Q'. Cette différence peut étre rendue assez
faible, soit en construisant la pompe a double effet, ou de ma-
niére que le piston agisse a la fois en montant et en descen-
dant, soit en y adaptant un réservoir a air servant a régula-
riser le jet; soit enfin, ce qui est préférable, en remplacant
cette pompe elle-méme par une machine & mouvement régu-
lier, telle que la vis d’Archiméde, par exemple, qui a surtout
Pavantage de ne point varier dans ses effets, comme il arrive
pour les pompes, qui, au bout d’'un temps plus ou moins
long, cessent de bien fonctionner. Moyennant de semblables
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dispositifs, il deviendra possible de réduire beaucoup @' de
maniére a rendre le régulateur sensible a de faibles accroisse-
ments du mouvement moyen de la machine.

18. Degré de sensibilité du régulateur & pompe. — Quoi
qu’il en soit, la différence maximum entre les quantités d’eau
fournies par la pompe et dépensées par I'orifice D étant connue,
il faudra la multiplier par un nombre suffisammment grand, tel
que 20 ou 3o, pour obtenir Q. Supposant, par exemple, que
la pompe soit a simple effet, la plus grande différence dont il
s’agit pouvant s’élever aux 0,53 (') environ du volume ¢
donné par la pompe a chaque oscillation entiére, on prendra

Q'—=20:<0,53, Q' =20x>x0,53¢=10,6¢ au moins,
et 'on aura a satisfaire, en outre, a la condition
nNgT=10,6¢g ou nNT=10,6;

ce qui montre que 'action régulatrice de la pompe sera ici
trés-peu énergique; car il n’est guére possible de prendre N
supérieur a 30; et, en admettant méme que la vitesse puisse
s’écarter de ;'; de part et d’autre de sa valeur moyenne, ce qui
suppose n = 0,1, 0N aurait

10,6

T =— ~—3—— - 3/,53;

c’est-a-dire qu’a partir de I'instant ol la vitesse limite serait
atteinte il s’écoulerait plus de 3 £ minutes avant que le flot-
teur n’ait produit I'effet voulu.

Pour la pompe a double effet, la différence maximum entre
les quantités d’eau fournies par la pompe et dépensées par I’o-
rifice D ne s’éléverait qu’a la fraction 0,058¢, ¢ étant toujours
le volume d’eau fourni par la pompe dans la double oscilla-
tion du piston, ce qui donne

Q':=203<0,053¢==1,16¢ et nNT:==1,16.

\ . I
Ainsi, dans les hypothéses ci-dessus de n = T N =30, on

(') Poir, a ce sujet, la Théorie des manivelles & simple et & double eftet.
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aurait T = o', 387 seulement, au lieu de T = 3’,53. Enfin I’é-
nergie du régulateur serait pour ainsi dire indéfinie, si I’'on
substituait a la pompe un systéme d’épuisement continu, tel
que la vis d’Archiméde, la noria, le chapelet, etc. Dans tous
les cas, la quantité ¢ restant arbitraire, on pourra en profiter
pour augmenter convenablement la valeur de Q’, qui entre
dans les équations de condition relatives a I'établissement du
flotteur, lesquelles donnent immédiatement
14

. _Q ph
“= Iz — ) A—a= x M (' —h)

’

pour déterminerles aires des sections horizontales du bassin B
et du flotteur, et dont la derniére montre que Q'doit étre pris
d’autant plus grand que 2'— /& est plus petit, afin que A — «
reste positif.

16. Inconvénients de ce régulateur. — Telle est, ce nous
semble, la véritable maniére d’envisager la théorie du régula-
teur a flotteur et a pompe; cela suffit pour montrer que les
avantages qu’on se promet de son adoption sont bien loin de
compenser les inconvénients qui résultent de la perte de tra-
vail notable qu’il occasionne et des accidents qui peuvent étre
produits par les dérangements de la pompe. D’ailleurs on voit
que son action ne se fait pas sentir instantanément au flot-
teur, et qu’il ne fait méme dépendre que fort indirectement
le jeu des vannes motrices de la variation de vitesse de la ma-
chine, le temps pendant lequel cette variation s’opére entrant
nécessairement comme facteur de son effet régularisant; sous
cesdivers rapports, le pendule conique a force centrifuge, que
nous allons décrire, nous parait de beaucoup préférable dans
la pratique (').

(*) On emploie fréquemment, dans la pratique, des régulateurs a pompe qui
ont une grande analogie avec celui qui est décrit dans le texte : le réservoir B
est fermé a sa partie supérieure, et le flotteur est remplacé par un piston qui
met en mouvement les organes de distribution ; le plus souvent, au licu d’opérer
par refoulement d’eau dans le cylindre, on agit par aspiration d’air. Tel est le
cas du régulateur Lariviére. (#oir une Théorie de ce régulateur par M. Resal,
Annales des Mines, t. 11, 7¢ Série, 1872.) (K.)

6
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Du régulateur a force centrifuge.

17. Description de Uappareil. — Ce régulateur se compose
ordinairement d’un losange a charniéres ABCD ( fig. 6), monté
sur un axe vertical AH, mis en communication de mouve-
mentavec une piéce de rotation de la machine; le losange est

fixé a cet axe par 'un de ses sommets A, et en recoit le mou-
vement angulaire; les verges supérieures AB, AD portent sur
leurs prolongements des boules de métal P; 'angle en C est
armé d’un manchon a gorge G qui embrasse I'axe AH et peut
glisser a frottement doux le long de cet axe. L’effet de la force
centrifuge sur les boules est de soulever plus ou moins le
manchon G, qui, par une communication de mouvement fa-
cile & imaginer (voir fig. 24, p. 143, en YyZ), sert a régler
P’admission du moteur, en faisani varier convenablement I'ou-
verture d’'une vanne, d’un robinet, etc., lorsque la vitesse de la
machine vient & changer par 'action d’une cause quelconque.
Nommons
P et M le poids et la masse de chacune des boules;
g=9",8088, m=3,1416;
w la vitesse angulaire de I'axe AH du pendule;
« 'angle des verges AB, AD avec cet axe;
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a le coté AB du losange;

b la distance de A au centre de gravité O des boules P;

h la longueur AC de la diagonale verticale du losange, qui
fixe la position du manchon G.

On pourra considérer ce losange comme soumis a I'action
des forces suivantes, qui se font équilibre :

1° La force centrifuge des deux boules réunies, mesurée
par 2Mw’I0 = 2Mw?b sinx et dont AL = b cos« est le bras de
levier, par rapport au centre A;

2° Le poids 2P=2Mg de ces mémes boules, ayant pour
bras de levier, par rapport a A, la distance O = bsina;

3° Enfin le poids et la force centrifuge des verges du lo-
sange, qu’on a coutume de négliger, aussi bien que le frotte-
ment des articulations et I'effort nécessaire, en C, pourvaincre
la résistance qui s’oppose au mouvement des soupapes régu-
latrices, etc.

18. Conditions de Ué¢quilibre et régle pratique anglaise.
— Négligeant donc la considération de ces derniéres forces,
et observant que I'équilibre doit s’établir entre les deux autres
autour du point A, on aura

2Mw?bsina <X bcosa=2Pbsine,

d’ol, & cause de & =2acosa, P=Mg,

g 2049
bcoso = Al —_2,5 h—==-2.
®* bo?

Ainsi 'on aura la hauteur 4 a laquelle se tient le manchon G
au-dessous du sommet A, quand la vitesse », a I'unité de dis-
tance de 'axe AH, sera connue, et réciproquement.

Soit T la durée en secondes d’'une révolution de cet axe, on

aura
Tw =27}

substituant cette valeur de o dans la relation ci-dessus, on en

déduira L
T=o2% \/ié::),n ﬂ.
2ag g
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C’est, comme on voit, le double de la durée des oscillations
. . b
d’un pendule qui aurait pour longueur la hauteur Al = Ta h

des boules au-dessous du sommet fixe C du losange. Suppo-
sant, par exemple, que le régulateur accomplisse une révolu-
tion en 2 secondes ou fasse 3o révolutions par minute, on
aura T =2, et AI deviendra la longueur o™,994 du pendule
qui bat les secondes dans nos contrées.

19. Insuffisance de cette regle. — Telle est la régle fort
simple, ordinairement indiquée par les auteurs pour déter-
miner la position des boules relative a une vitesse moyenne
ou de régime d’une machine, lorsqu’on s’est donné cette vi-
tesse a I'avance; mais ces régles ne sont rien moins que sa-
tisfaisantes, attendu qu’elles sont indépendantes du poids des
boules et qu’elles ne tiennent nullement compte de I'énergie
que doit posséder leur force centrifuge, pour vaincre les ré-
sistances passives inhérentes au mouvement du systeme, qui
sert a faire ouvrir ou fermer les soupapes, ou vannes motrices.

Tredgold, ingénieur anglais, qui a écrit un 7raité sur les
machines & vapeur, parait avoir senti 'insuffisance de la regle
établie; il propose de fixer la plus grande amplitude du mou-
vement vertical des boules de maniére que, quand la vitesse
de la machine dépasse le vingtiéme de sa valeur moyenne,
les soupapes soient entiérement fermées, tandis qu’elles se-
raient complétement ouvertes, au contraire, quand la machine
atteindrait sa vitesse moyenne de régime, afin, dit-il, d’éviter
pour cette derniére vitesse les étranglements de la conduite
qui ameéne la vapeur sous les pistons de la machine, et la
perte de travail moteur qui en est la conséquence; mais il est
évident qu'une semblable disposition aurait I'inconvénient de
produire une diminution de force motrice précisément a I'in-
stant ol il surviendrait un ralentissement de la vitesse, ce qui
est absurde et montre que, sans avoir égard a 'inconvénient
des étranglements, on doit donner forcément a la soupape,
pour le cas d’une vitesse moyenne, une position intermédiaire
entre celle ou elle laisse affluer en plein le fluide moteur et
celle ou elle I'intercepte d’une maniére compléte.
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20. Féritables conditions de U'établissement de Uappareil.
— Nommant A’ la hauteur du manchon qui correspond a la
vitesse angulaire o’ = (1+ n) o, A" celle qui répond a la vi-
tesse »”= (1 — n)w, » étant toujours la vitesse moyenne de
régime et /i la hauteur correspondante, on aura

2ga h o 280 _ h ,
(1--n)wb (1 +n) (1t —nPwb (1 —n)

=

et, par conséquent, pour "amplitude du mouvement d’éléva-
tion du manchon, qui doit régler celui des soupapes d’admis-
sion,

M —N=h (1_4_——’—1,1_‘—>2:4n/1,

a trés-peu preés, si ’on néglige n? vis-a-vis de 1'unité.
1 1
Supposant, avec Tredgold, n = 5o’ onaura h— W= 3 h en-

viron; ce qui montre que, pour un changement de vitesse as-
sez faible, les espaces décrits par le manchon et le systéme
qui le met en relation avec les soupapes pourront étre tres-
appréciables; de sorte que I’on peut dire avec cet ingénieur
que, si le régulateur a force centrifuge est en défaut, ce n’est
certainement pas a cause du manque de sensibilité que lui
ont reproché certains auteurs, qui lui ont substitué, au détri-
ment de I'action motrice, le jeu d’un régulateur a pompe dans
le genre de celui qui nous a occupé précédemment.

21. Influence du poids des boules et de I'angle des tiges.
— Quant a I'influence du poids des boules sur I'action régula-
trice, Tredgold se contente d’observer que, dans les machines
a vapeur, ce poids varie de 12 a 36 kilogrammes, et que son
effet dépend beaucoup des angles formés par les tiges : dans
la disposition représentée par la fig. 6, la force du régulateur
pour mouvoir le manchon est considérable, mais I’étendue du
mouvement est petite; ce qui a lieu a plus forte raison pour
la disposition représentée fig. 8, et qui est souvent adoptée
dans les machines; dans la disposition de la fig. 9, au contraire,
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la force est petite, mais I'étendue du mouvement trés-grande;
en d'autres termes, 'énergie du régulateur croft en raison in-
verse du chemin que tend a décrire le manchon dans chaque
dispositif, ce qui est bien évident, d’aprés le principe des vi-
tesses virtuelles.

22, Equation d’équilibre dans le cas d’une accélération et
en ayant égard & la résistance & vaincre. — Pour montrer
comment de cette considération dérive la théorie véritable
du régulateur a force centrifuge, nous supposerons, d’aprés
les auteurs anglais, qu’on ait établi I'appareil de fait, ou que
lorsque la machine atteint la vitesse de régime, mesurée par ,
le manchon G (fig. 6) et le systeme du levier et de la vanne
qu’il conduit n’exercentaucune action I’'un sur l'autre; ce qui
exige que ce systéme se trouve, pour la position du manchon,

2ag
2

fixée par la relationh = % (18),dans un état d’équilibre strict
®

et abstraction faite du frottement. Cela posé, on remarquera
que la vitesse angulaire du régulateur pourra augmenter d’une
certaine fraction donnée de sa valeur primitive, avant que I'ef-
fort exercé sur le manchon ne soit capable de faire mouvoir
la vanne motrice, c’est-a-dire de vaincre les résistances inhé-
rentes a ce mouvement; il faudra, en effet, que 'intensité de
la force centrifuge des boules augmente, de maniére qu’elle
puisse faire équilibre a la fois a 'action du poids et des résis-
tances dont il s’agit; ce qui donne une nouvelle équation de
condition a laquelle le régulateur doit satisfaire, et qu’on
obtiendrait facilement a I'aide de la simple décomposition des
forces, mais que, pour plus de généralité, nous rechercherons
par le principe des vitesses virtuelles.

23. Considérons d’abord la premiére disposition qui est
reproduile fig. 7, et, conservant les dénominations déja ad-
mises (17), nommons, de plus, p la résistance a vaincre par
le manchon et w'= (14 n')w la nouvelle vitesse angulaire
que doit acquérir le régulateur pour vaincre cette résistance;
faisant, pour un instant, abstraction du mouvement angulaire
dont il s’agit, on supposera qu'on reléve le sommet C d’une
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quantité infiniment petite dh, qui pourra étre prise pour la
vitesse virtuelle de p; le centre de gravité des boules décrira
'arc élémentaire 08 = bdx, la vitesse virtuelle de la force cen-
trifuge estimée suivant sa direction sera OS cosoe= b cosa de,
celle dupoids deshoules b sina d«; enfin, puisque h=2acos«,
dh= — 2asinada sera la vitesse virtuelle de C ou de p.

D’aprés cela, le principe du travail virtuel donnera, pour
I'équation d’équilibre des forces, en observant que les ac-
tions de 2P et de p sont opposées a celle de la force cen-
trifuge,

2Mo'2b*cosasinadz — 2 Pbsinada — 2pasinedz = o,
P

ou, en divisant par 2sinxdx et observant que M = - el
b

h=2acose,

/

\
(R

Po"b*h — 2ag(Pb~+ pa)=o.

Mais on a, par hypothése (18),
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donc cetle derniére équation devient
bPo" —bPw — apw’=o,

ce qui donne, pour le rapport a établir entre le poids P des
boules et la résistance p,

p

. n?

a
P bw— o
ou, en se rappelant que n est censé trés-petit,

P a a

P b(2n-+n") “an'b’

24. II existe donc une relation nécessaire entre le rapport
dont il s’agit et les quantités a, b, n’, qui fixent les dimensions
du régulateur et la grandeur de I’écart de la vitesse angulaire,
par rapport a la vitesse de régime. Si I'on veut, par exemple,

, . 1
que cet écart ne puisse surpasser le Fo = 0,02 de o, on aura
a
P=25-p;
P

et, comme dans la disposition représentée par la fig. 7, b ne
. 3 o .
peut surpasser sensiblement S @ sans qu’on ait & craindre

que les boules ne viennent rencontrer le levier GL pour la
position la plus basse du systéme, on devra donner & P une

valeur d’au moins% 25 =16,67 fois p pour produire I’effet dé-

siré,

25. C’est parce que cette valeur de P peut devenir trés-
grande, dans certains cas, que 1’'on a été conduit a adopter la
disposition de la fig. 8, dans laquelle on donne & b jusqu’a
trois et quatre fois la longueur a, au moyen d’un allongement
correspondant des verges inférieures CB et CD.
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Nommant ¢ la longueur de ces verges, qui doit étre presque
égale a b, et conservant toutes les autres dénominations, on
aura, par le triangle ABC,

AC=/h =acosa + \c'— a*sin’a;

. acosu
dh = — asina (1 St ~> do:,

Vet — atsina

d’ou

pour le déplacement virtuel de C ou de p, etI’équation d’équi-
libre deviendra ici, aprés avoir divisé par sin ade,

P acosa
2—1)2(1),2C05a—2pb—‘ll L4+ p:0.
o 2 1¢in?2
8 Vet — atsin’a

Faisant p — o dans cette équation, on aura, pour déterminer
I'angle « qui répond a la position moyenne du manchon et &
la vitesse de régime w de la machine,

o
wbcose — g=o0; dolt bcosa=-=2.
)

S

Cette relation, comme on voit, est entiérement identique
avec celle que nous avons obtenue précédemment (18) pour
le cas du simple losange, ce a quoi I'on devait bien s'attendre.
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Substituant la valeur de « qu’elle donne, dans I'équaticn
en p, on aura, pour calculer le rapport de P a p,

P« 0* . ag \)
p o 2b (»"*—w?) e (e — @) bro' + a'g®
Vi o) s

/

7/
e (L ag N\,
4r'b Viet— @) bo' + a2g?
en négligeant n’? vis-a-vis de 2n'.

Ici la valeur du rapport][—: ne dépend plus seulement de

a . .
celle de n’ et du rapport e il varie avec les grandeurs abso-

lues de ¢, a et w, et devient d’autant plus petit que ¢*— a
. a
et »® croissent davantage, la valeur de 7 restant constante.
Prenant, par exemple, b=4a,c=3,5a, a=o™,3, n'=o0,02
el w*=g, ce qui revient a supposer que le régulateur fasse
moyennement prés de 3o révolutions a la minute, on trouvera

P=3,904p,

valeur trés-petite par rapport & celle qui a é1é trouvée pour le
cas précédent, mais qui doit étre considérée comme une li-
mite inférieure dans ce systéme.

26. L’inconvénient que présente en lui-méme I’allongement
des verges BC, DC, résultant de I’obligation de placer le man-
chon G a une certaine distance au-dessous des boules P, fait
souvent préférer a ce dispositif celui de la fig. 9, qui jouit
aussi de la propriété de permettre d’augmenter, en quelque
sorte avolonté, le rapportde b, a, et dans lequel la figure ABCD
estun véritable losange; mais, au lieu de placer les tiges AP,
AP’ qui portent les boules dans le prolongement exact des
cOtés AD et AB, on leur fait former, avec ce prolongement,
un certain angle que nous nommerons m, et qui a pour objet
d’éviterla trop grande acuité des angles A et C lors des faibles
vitesses de la machine.
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Pour cette disposition, on aura évidemment

h=2acos(m+«), dh=—2asin(m—+ a)da,
P, . .
— b'w"*sinacose — Pbsine — ap sin(m -+ o) = o,
g
et loujours
o
beosa=Al=2,
w?

en posant p=o et remplacant o’ par w.

De la on tire successivement et approximativement

P asin(m+-o) »? _a sin(m—+ )

p b sina  (0'—wy 200  sinx

a 8 .
=570 COSM - ————=5SsInm }»
2,04 2
' Vbrot—g

Adoptant les mémes données que ci-dessus, et, de plus,
faisant m = 30°, sinm = 0,50, cosm = 0,866, on trouvera
P=10,125p,

SiI'on prenait, au contraire, m=o ou qu’'on mitles tiges AD,
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AP’ sur le prolongement exact des verges AB, AD, on trouve-
rait P=6,25p seulement, de sorte que I'augmentation de
'angle m tend a faire croitre le rapport de P a p.

Cette discussion servira a fixer le choix ou la préférence que
I'on doit accorder dans chaque cas a I'une de ces dispositions
sur les deux autres; elle fera pressentir, a priori, I'influence
de chaque genre de dispositif, pourvu que I’on se rappelle que
le rapport dont il s’agit ne peut étre diminué sans que I'étendue
de la course du manchon ne décroisse en méme temps (!).

27. Cas o le mouvement se ralentit ; relation entre la plus
petite et la plus grande vitesse nécessaire pour vaincre la ré-
sistance. — Lorsque la vitesse de la machine, au lieu d’aug-
menter comme on vient de le supposer, diminue de maniére a
devenir »” = (1 — n”)w, c’estle poids des boules qui doit faire
équilibre a 'action de la force centrifuge et de la résistance p ;
les équations restent donc les mémes, au signe prés de p, ce
qui établit, dans chaque cas, la relation nécessaire

n? o»n? . ]
= - = — — ou ?i 0" =20
w'?— n? 0 — 0"

d’ou l'on tire, en remplacant o’ par (1-+7n')o et o” par (1—n")o,

n==1—\J1—n'(24+n')

=n 14+ 4n) —n* 1+ fn' P fnP(r 4 R P —

ou, en négligeant les puissances de n’ supérieures a la qua-
triéme,
n’=n'+ %n‘,

résultat qui montre que le manchon et la vanne régulatrice

(') Les développements sur la théorie du régulateur qui sont reproduits dans
les n° 22 & 35 n’existent que dans I’édition de 1836. Toutefois, nous devons
signaler que, dans I’édition de 1826, Poncelet avait déja tenu compte de la
force p nécessaire pour vaincre les résistances du systéme, et avait établi Ié-
quation d’équilibre (1) du no 23.

Depuis cette époque, de nombreuses études ont ¢té faites sur la théorie du
régulateur et sur les meilleures dispositions & adopter; on trouvera un résumé
de ces recherches dans la Note du n° 28 (K.)
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commenceront a se mouvoir pour des écarts de vitesse sensi-
blement égaux de part et d’autre de la vitesse moyenne ou de
régime o, pourvu que la grandeur de ces écarts, qui mesure
ici le degré de sensibilité de I'appareil ou son énergie régula-
trice, soit suffisamment petite.

Mais cet appareil doit remplir d’autres conditions qui, con-
jointement avec les précédentes, servent a déterminer, dans
chaque cas, la valeur qu’on doit adopter pour a et b; il doit,
en effet, étre capable de faire fermer ou ouvrir complétement
la vanne motrice au moyen d'un nouvel accroissement ou
d’une nouvelle diminution de la vitesse de la machine; car le
manchon ne se mettra pas en mouvement tant que cetle vitesse
n’excédera pas w', ou ne descendra pas au-dessous de w”.

28. Conditions relatives aux limites de vilesses qu'on veut
laisser prendre & la machine (). — Soient o’ et a”, I/ et /" les

(") Des régulateurs isochrones. — Pour 'un quelconque des dispositils qui
sont décrits dans le texte, la position du manchon et, par suite, le degré d’ou-
verture de la vanne ou de la soupape d’admission du motcur se trouvent dé-
terminés par la vitesse de la machine a I'instant considér¢. Or, pour que, sous
une charge donnée, la machine conserve un mouvement régulier, il faut que
ce degré d’ouverture soit tel que le travail moteur fourni par tour soit égal au
travail résistant & vaincre dans le méme parcours. 1l résulte de la que, malgré
la présence du régulateur, la vitesse de marche dépend de I'importance du
travail transmis, et que toute variation dans ce travail est nécessairement ac-
compagnée de variations de la vitesse.

On a cherché a éviter cet inconvénient; le probléme revient & faire en sorte
que la vitesse angulaire sous laquelle le régulateur reste en équilibre soit la
méme pour toutes les positions, ou du moins pour celles qui sont comprises
entre les deux limites de la course; les régulateurs qui jouissent de cette pro-
priété ont re¢u le nom de régulateurs isochrones.

Reportons-nous & la fig. 6; conservons les notations du texte d’aprés les-
quelles a est le coté du losange articulé, & la longueur de la tige & boules,
p la résistance a vaincre par le manchon, résistance qui agit toujours en sens
inverse du mouvement et qui doit, par suite, étre affectée du signe + ou du
signe —, suivant que le mouvement est ascendant ou descendant; désignons
de plus par Q le poids du manchon; I’équation d’équilibre, pour la position
définie par I'angle «, devient (23)

O] Ew’b’cosuzpb—}—Qai‘pa.

La valeur de w ne peut évidemment rester constante, pour toutes les valeurs
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valeurs de 'angle « et de la hauteur £ qui fixent simultanément
la position des tiges et du manchon, relatives a la fermeture
et & ouverture compléte de la vanne motrice; nommons, de
plus, o, = (1 +n)w, o, = (1 —r',)o les vitesses angulaires cor-
respondantes, qu’on veut laisser prendre a la machine, on aura
a satisfaire simultanément aux quatre équations suivantes, en
considérant ici, pour exemple, le cas qui se rapporte aux dispo-
sitions de la fig. 6:

P P

—0?b*cosa —Pb—pa=o, —o*b cosa —Pb=o,

g g

P 17[)1 ! P 7?0 "

-l bcosad' —Pb—pa=o0, —wbcosa”"—Pb+pa=o;
o o

=1 o
ce qui suppose d'ailleurs que la résistance p demeure sensi-

blement constante pour toutes les situations de la vanne dont
il s’agit. §'il en était autrement, il faudrait remplacer p par ses

de «, que si p est nul, ce qui n’a jamais lieu en pratique. Il ne peut donc pas
exister, pour les machines industrielles, de régulateur rigoureusement isockrone ;
mais on a conservé cette dénomination pour les régulateurs disposés de telle
maniére qu'ils seraient réellement isochrones, s’ils n’étaient soumis a4 aucune
résistance passive; dans cette hypothése, 1’équation (1) devient

(2) gw’éacosu—:Pb—l—Qa.

Différents systémes de solution peuvent étre adoptés :

1° Régulateurs a contre-poids. — La charge Q qui agit sur le manchon peut
étre rendue variable, et déterminée de telle sorte que, o étant supposé con-
stant, I’équation (2) soit vérifiée quel que soit o.. On a proposé diverses solu-
tions reposant sur Yemploi d’'un contre-poids fixé 4 I'une des extrémités d’un
levier dont V'autre tend a soulever le manchon, en s’appuyant contre lui par
I'intermédiaire de cames convenablement déterminées; la plus ancienne dispo-
sition de ce genre est due & M. Charbonnier (Bulletin de la Société industrielle
de Mulhouse, n° 83, 1842).

20 Régulateurs & ressorts. — Au liew d’introduire des contre-poids dans le
systéme, comme il vient d’ctre dit, on peut faire agir des ressorts convenable-
ment disposés pour faire disparaitre le terme en «. Dans 'une des dispositions
imaginées par L. Foucault, le sommet inférieur C du losange est fixe, le sommet
supérieur A porte la douille mobile le long de I’axe; on fait de plus 6 = 24,
condition ‘qui maintient les boules, pour toutes les positions, dans un méme
plan perpendiculaire & I'axe et passant par le sommet C. Le travail virtuel
du poids P se trouve ainsi annulé; si nous supposons en outre qu’on ait rendu
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valeurs p’ et p” qui correspondent a o’ et «” respectivement.
Ces équations peuvent étre remplacées par leurs équivalentes

»? a
P-4
ot — T onp P

g w'? @ 1+2n') g
heosa = 25 beosa' = — 2 = (7 g,
w* »,? o (1-+2n) o

’ o 12 . 7
200 — "\ g  (1—an') g

"’

bcosa’= . 2 = 2,
0, ) (1—2n) o

en négligeant encore ici, vis-a-vis de I'unité, le carré des frac-
tions n', n',, n”, censées trés-petites.
Delaontire, en remarquantque l'ona en général h=2acos«,

homo 8 o, t0tg _,elit2n) g
0w bo\ter T b(1+21) 0
/1//_25 (20— ") g a(t—o2n') 8
- iy _—‘_—‘ 7 -
o', ) b (1—on)w
2y o

a 0 g _,a(n,—n) g
fo—h'=2 ; l—*,—ﬁ)% (——"’,
b 0, o b(1+2n) o

D ",
/l,,_/lzzg(zoﬁ—ml—m,‘)_g__4 (n l——n g,
b o) ? »? b t—a2n o

nulle la charge Q du manchon, et que nous introduisions une force nou-
velle R, agissant sur le centre de gravité de la boule, suivant la perpendicu-
laire menée de ce centre sur Yaxe, I'équation d’équilibre se réduit

P .

2 —nasing = R.
o
8

Si I'on dispose, suivant la direction de R, un ressort & boudin dont I'unc
des extrémités est reliée a la boule, 'autre & un point fixe, et qui soit a 1’état
naturel quand « = o, la tension du ressort, dans une position quelconque,
sera proportionnelle 4 son allongement, c’est-a-dire & sinz, en sorte que o
aura une valeur constante dépendant de la roideur du ressort.

30 Régulateurs paraboliques. — L’équation (2) devient, quand la charge Q du

manchon est équilibrée,
o -
0= o = "’,— 7
bcose H

H désignant la projection de la tige de la boule sur I'axe : il en résulte que, si
la distance du centre de la boule au point d’articulation A varie de telle ma-
niére que sa projection H reste constante, pour toutes les positions, la vitesse o
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expressions dont les deux derniéres donnent la mesure de
I'amplitude de course du manchon de part et d’autre de sa
position moyenne ou d’équilibre strict.

29. Ces m2mes expressions ayant pour facteur commun la
ag
boy?
pendants, et ont des valeurs complétement déterminées dés
qu’on s’est donné celles des nombres n’, ' et n|, qui reglent
les écarts de la vitesse angulaire sur sa valeur moyenne ou de
régime.

quantité 2 » on voit que leurs rapports s’en trouvent indé-

reste également constante. Ce résultat est obtenu, si ’on fait mouvoir le centre
des boules suivant une parabole : I'exécution d’un tel systéme est diificile et com-
pliquée; on a essayé de lui en substituer un autre dans lequel les courbes
paraboliques sont remplacées par des bras ordinaires a deux articulations,
permettant aux boules de décrire des arcs de cercle trés-voisins des ares de
parabole (Régulateur parabolique de Frank, Tecknologiste, t. 1X, 1878).
1° Régulateurs & bras croisés. — M. Farcot a imaginé un régulateur représenté
dans la fig. 10, qui tient a la fois des
Fig. ro. trois systémes précédents : le centre
de rotation de la tige a Loules est en
dehors de l'axe, et déterminé de telle
maniére, que le cercle décrit par le
centre de la boule soit, entre les deux
limites de course, trés-voisin de l'are
de parabole qui correspond a la solu-
tion rigoureuse; 'erreur résultant de
la non-concordance des deux courbes
est corrigée en partie par un contre-
poids variable, en partic par un res-
sort 2 boudin qui enveloppe ’arbre
et dont 'unc des extrémités est fixée
au batis et 'autre a la face inférieure
du manchon.
Si I'on désigne par p la distance de
I'articulation supérieure a I'axe, par R
la force verticale variable introduite par le ressort, I’équation d’équilibre est

gw"bcosa(b sine—p)=Pébsina +(Q—+ R) asine,

qui donne la condition a laquelle doivent satisfaire la distance petle mode de
variation des forces Q et R, pour assurer la constance de la vitesse w.

50 Régulateurs a boules conjuguées. — M. E. Rolland a donné une solution
rigoureuse du probléme de I'isochronisme, sans faire usage de ressorts ni de
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Si Pon veut notamment s’imposer la condition que les am-
plitudes & — A/, 1" — £ de la course du manchon soient égales
entre elles, ce qui, au premier abord, parait assez convenable,
ces nombres devront satisfaire a 'équation

w? 20— 0'? 0t 20—
[— —— = T —1 ou —'-=

o, o' o\ 20— 0

Cette relation fera connaitre 'une de ces trois quantités, quand
les deux autres seront données : en supposant, par exem-

le, n" = n', = 0,04, ce qui revient a prendre o’ =o0,960
p > 1 1 i 79 ’

contre-poids variables; le principe général consiste 4 compenser, a 'aide d’une
deuxi¢me boule, les variations résultant des déplace-

Fig. 11.
° . ments de la premiére. La fig. 11 indique P'une des
! dispositions des divers systémes dus & M. Rolland.
0" ,

A" A’A" est Paxe du régulateur : & cet axe est 1ié un sup-
/| | port OA portant en O un petit arbre horizontal sur le-
quel sont calées deux tiges a angle droit OB, OB';
celles-ci portent des boules égales B et B’, placées &
la méme distance de O; elles sont articulées en C
| et €/, avee les tiges CO’ et C'0”, qui sount articulées
| clles-mémes en O’ et O” avec les bras horizontaux
0\, O’A’, 0"A”, terminés par des douilles A’, A”, mobiles
1:13\) o le long de I'arbre. Ce dispositif est reproduit de I'autre
¢ /\ \> coté de l'axe; il peut, du reste, étre répété dans un
i nombre quelconque de plans, formant entre eux des

angles égaux, autour de l'axe. Soient :

OA

p la distance 0A = 0'A’ = 0"A";
! la Tongueur 0'C = CO = 0C' = C'0";
L la distance du centre de gravité de chacune des boules B, B’ au point O

P le poids de chaque boule;
x, y des efforts verticaux exercés de haut en bas, I'un en 0", I'autre en 0’;

« I'angle BOO'.

1’éqnation d’équilibre, pour une position définic par o, est
2
% PLp(sin o 4 cosx) = (PL + 2y{)sin o 4 (20/ — PL) cos «,
o

les conditions d’isochronisme sont remplics si 'on annule les coclficients de
sin x et de cos x; on trouve ainsi

L (fo?p L (oo
]._Pg(—g——l), I—P—z—l<§~ml>'

Ces relations permettent de déterminer les valeurs & donner aux charges yet x

7
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®,=1,04n», on trouve o =1,02050 ou n'=o0,04 4 pcu
pres.

Mais il n’est pas indispensable de limiter ici le nombre n’,
dont Ia petitesse indique le degré de sensibilité de I'appareil,
etrien ne s’oppose a ce que, se donnant a volonté »’ et , ou
o' et o, lavaleur de 2’| qui résulte de I'équation ci-dessus dif-
féere un peu de cellede »';; en prenant, par exemple, n'=0,02
et n,=o0,04, on trouve ', =0,9245w’,, ou n” = 0,037, de sorte
que les écarts de la vitesse angulaire de part et d’autre de la
moyenne o, bien qu’'inégaux, ne différeraient entre eux que
des 0,003 de w, quantité tout a fait négligeable.

30. Conditions relatives ¢ la constitution matérielle du
systeme. — Supposons que le nombre »’ ait été déterminé
comme on vient de l'indiquer; la connaissance des nombres
n', o', n’ et des quantités p et h— k' ne suffit pas pour fixer
la grandeur des autres éléments du probléme, tels que P, «,
b, w, h,...;car nous avons ici moins d’équations que d’ineon-
nues; il faut joindre a ces équations les conditions ou don-
nées particulieres que fournit la constitution matérielle du

pour obtenir la vitesse constante w; on voit qu’a Taide de cette disposition
Yappareil peut étre réglé pour une vitesse normale quelconque, par de simples

Pl q F
modifications aux charges additionnelles x et y.

2
Si on choisit p de telle maniére que Q—OE soit égal & 1, la charge » devient
o
L . G s Lo
nulle, et 'on a x =P 7 la douille mobile inférieure peut alors étre supprimée,

ainsi que les tiges CO’, O’A’; on arrive ainsi & un régulateur isochrone dont
I’exéeation n’est pas plus compliquée que celle d’un régulateur ordinaire.
Régulateurs & ailettes. — M. Yvon Villarceau ( Comptes rendus de I’ Académie
des Sciences, 3 et 10 juin 1872) a fait remarquer que les deux boules conju-
gudes des régulateurs de M. Rolland peuvent étre remplacées par une masse
unique convenablement déterminée; il a ¢tudié¢ en outre la question des régu-
lateurs isochrones destinés A maintenir le mouvement uniforme par leur action
sur les résistances, et plus particuliérement, sur la résistance de l'air a I'aide
du déploiement variable d’ailettes reliées a I'apparcil. Dans ce cas, les résis-
tances passives provenant de la manceavre de la valve d’admission n’existent
pas, et les scules causes qui puissent s’opposer a I'isochronisme parfait sont le
{rottement des articulations et du manchon, I’absence d’homogénéité des métaux
employés et les petites erreurs inévitables de I’exéeution. M. Yvon Villarceau a
introduit, dans son appareil, des masses régulatrices qui permettent de corriger
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systéme et qui limitent I'étendue des valeurs a attribuer aux
quantités en apparence tout a fait arbitraires.

Parmi ces derniéres conditions, les plus importantes ont déja
é1é indiquées a I'occasion de la disposition (fig. 6) qui nous
occupe : 1° les boules ne doivent pas, dans leur position la
plus basse répondant a Tangle «”, venir toucher le levier
qui lie le manchon a la vanne motrice et dont la position
est sensiblement horizontale; 2° ces mémes boules ne
doivent pas non plus venir toucher les verges inférieures BC
et DC du losange a I'instant qui répond & cette position la
plus basse. A ces conditions, on peut joindre celle que
Iangle «” ne soit jamais au-dessous de 20 a 3o degrés, afin
de ne pas étre obligé a évider par trop la chape qui recoit
en A les verges des boules ou de courber ces verges elles-
mémes, ce qui se fait néanmoins quelquefois. Enfin on peut
admetire que le rayon des boules ne dépassera pas, en aucun
cas, o™,12, ce qui leur suppose un poids d’environ 52 kilo-
grammes; que, d’'un autre cdté, la demi-largeur des verges CB
et CD, ainsi que celle du levier GL, ne surpassera pas o™,025;

ces derniéres imperfections ; I’écart moyen de la vitesse constaté sur un régula-
teur construit par M. Bréguet dans ces conditions s’est trouvé réduit a 1 millicme
de la vitesse du régime, malgré les variations du poids moteur dans le rapport
de 1 a6.

De tels régulateurs ne peuvent évidemment convenir que dans les cas o
I’on n’a pas i se préoccuper de ’économie du travail moteur; ils sont surtout
destlinés a assurer une vitesse uniforme a des instruments de Physique ou d’As-
tronomie.

Sensibilité des régulateurs isochrones. — Lorsqu’il s’agit de régulateurs des
machines industrielles, les résistances passives ne peuvent jamais étre rendues
négligeables; il en résulte que, si I’équilibre est établi sous un angle «, a la
vitesse normale w,, cette vitesse peut augmenter jusqu’a une valeur o’ ou dimi-
nuer jusqu’'a une autre valeur ", sans que le manchon se mette en mouve-
ment. Ces deux vitesses, qui sont données par 'équation (1), deviennent, dans
le cas de la fig. 6, quand la condition d’isochronisme (2) est remplie,

1
va R 2 :
, . 7 " N b
o = | o, 4+ g—— et o' =lw), —g—~— ) -
( o "Pbicusz) ( 0 ”’Pb'cosu)

La résistance p varie, en général, avec la position de la valve ou du manchon

. . . s e 4
Vécart maximum des vitesses correspond a la position pour laquelle i
€0S o

n
/R
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qu’enfin le jeu a conserver entre les boules et ces verges ou
ces leviers sera au moins de o™, 035.

Désignant par j 'intervalle qui existe entre le milieu du
manchon G et le centre des articulations C, les deux pre-
miéres conditions donnent évidemment lieu aux inégalités

ag
b o

h— bcosa” ou 2

_=—en) g
1— 21 o

BOsinCBO ou (b —a)sin2a”

a\ . 1—an') g
-—= 2 <l — ——> sina” (——‘—’”“ k-2 >0m’18’

= o™, 12+ 0™, 025 ++ 0,035 —j =o0™,18 —,

b 1—2n| o

dans lesquelles «” doit étre pris égal a 20 degrés au moins.

est maximum. On reconnait du reste que, dans les conditions pratiques, la
o' 4+ o . R - . .
moyenne ———— des vitesses extrémes différe trés-peu de la vitesse moyenne o,
2
en sorte que I’écart proportionnel des vitesses est sensiblement égal a

o — o aa P

= — ,
w, w6 cosa

expression dans laquelle il faut attribuer a —_ sa valeur maxima.
cos o

La sensibilité de Pappareil dépend donc directement de I'importance des
résistances passives; il en résulte qu’il n’y a aucun avantage 2 employer des
régulateurs rendus isochrones par I'introduction de masses considérables qui,
en chargeant les articulations, occasionnent un accroissement notable des ré-
sistances passives.

Dans ce qui précéde, nous n’avons envisagé les régulateurs que dans leur état
d’équilibre; si on veut se rendre compte du fonctionnement réel de ces appa-
reils, il est indispensable d’étudier les conditions du mouvement qui les
améne d’une position d’équilibre 4 une autre. A ce point de vue, leur moment
d’inertie joue un grand role; M. Rolland a fait voir (Mémoire sur I’établissement
des régulateurs de la vitesse, Journal de I’Ecole Polytechnique, XLIlIe Cahier)
que, lorsque I'importance de ce moment dépasse certaines limites, il peut en
résulter, pour les boules et par suite pour la vitesse ¢e la machine, des oscil-
lations continues que les praticiens appellent oscillations & longues périodes.
M. Rolland a étudié les moyens & employer pour réduire au minimum I'inertie
de l'appareil, et il a indiqué une disposition d’un régulateur parfaitement iso-
chrone, dans lequel il n’existe aucune masse parasite (voir le Mémoire cité
plus haut). (K.)
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Ces inégalités feront connaitre les limites des valeurs qui
a
b
avec «”, la valeur de I'une ou de l'autre des quantités o et
h— I, qui sont liées entre elles par la relation

peuvent étre attribuées au rapport +-» quand on se sera donné,

a(n,—n')g
bt g,
b 1210 o
RV a N
Ayant réglé les valeurs de «”, w, p, b — A’ et 3 d’aprés ces
considérations et celles qui peuventrésulter de I’établissement
du systéme de leviers servant a transmettre le mouvement des

manchons a la vanne motrice, on en déduira immédiatement

les valeurs de p, b, a,... au moyen des équations
ap (1—2n') g

= ) = e T
2n'b cosa” (1— 2n)) w*

31. Limites des proportions a adopter. — Pour que ces
valeurs soient admissibles, elles ne devront pas dépasser cer-
taines limites que I'usage ou 'expérience indique. Ainsi, par
exemple, il y aurait quelque inconvénient a ce que P excédat
de beaucoup 36 a 4o kilogrammes et que b fit supérieur a
1 métre ou a 1™,10. Or, d’une part, I'expression ci-dessus de b
fait voir que cette derniére limite serait notablement surpas-

L . . ®? -
sée si I’on donnait a cosa” et a — des valeurs trop inférieures
8
a 'unité, condition qu’on remplira en ne donnant pas a 'an-

gle a” plus de 30 degrés, et ne faisant pas faire a 'axe du régu-
lateur moins de 3o révolutions par minute. D’une autre part,
on ne saurait attribuer a n’ une valeur au-dessus de 0,03 sans
faire perdre a I'appareil sa propriété régulatrice; la premiére
des inégalités ci-dessus donne

w1 1—an

>(o"18 —j)— 4+—- ———>>0,1-+0,5=0,6;
/( ’ J)QO”T21—2YLNI) ) ) A

(Sl IESY

puisque j est au moins égal & o™, 02, que w? doit surpasser g,

!

o c , . 1—an
d’aprés ce qui précede, et qu’enfin la fraction T dans
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laquelle n’ est plus petit que n”, surpasse elle-méme I'unité,
on aura nécessairement

4

. 0,6
P> = p>top, etpartant p>> = >4
0,00
Cette condition pourrait conduire a donner & & — /', dans
certains cas, des valeurs trop petites incompatibles avec
I’équation
an, —n g
h—W=4§; “— 2
b 1+2n, o
car le produit p(h — /'), qui exprime en quelque sorte I'effet
utile du régulateur, pour la course ascendante du man-
chon, a une valeur assignée par I'amplitude correspondante
da mouvement de la vanne et de la résistance que ce
mouvement entraine avec lui, de sorte que p ne peut étre di-
minué sans que 2 — A’ augmente. Substituant dailleurs la

valeur de p lirée de cette derniére relation dans I'expression

de P, il en résultera

! 2
n_ 120, o h—
TS — ) T;H( Ll ),
nn,—n)g

nouvelle e\ipression dans laquelle le produit p(h— /") est
donné, >x, et qui peut conduire a une valeur de P supé-

rieure de beaucoup a 4o kilogrammes, auquel cas il faudrait
renoncer au dispositif de la fig. 6 pour recourir a 'un ou a
'autre de ceux des fig. 8 et 9.

Je ne crois pas d’ailleurs nécessaire de rapporter ici les
équations de condition ou inégalités relatives a ces derniers
dispositifs, les discussions qui précedent montrant suffisam-
ment la marche qu’il faudrait suivre.

32. Systeme d’embrayage pour suppléer la force du régu-
lateur par celle de la machine. — Lorsque les valeurs de p et
de b — /' sont tellement grandes qu’il devient impossible de
faire mouvoir directement la vanne par le manchon du régu-
lateur, on sait que l'usage des constructeurs est de tirer, du
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mouvement méme de la machine, la force nécessaire pour
opérer cette manceuvre; le dispositif employé dans ce cas est
représenté dans la fig. 12.

Tig. 10.

Le régulateur est alors uniquement employé a faire mouvoir
le manchon d’embrayage L par I'intermédiaire du levier GL;
OK est un arbre qui tire directement son mouvement de la
machine, et autour duquel peuvent tourner librement, sans
glisser longitudinalement, les roues d’angles N, M qui en-
grénent dans la roue Q servant a transmettre, tantot dans un
sens, tantot dans l'autre, le mouvement de Parbre OK a la
vanne, dés que le manchon a griffe L, qui a au contraire la fa-
culté de glisser sans tourner sur cet arbre, vient a embrayer
I'une ou I'autre des roues N ou M, de maniére a les rendre
solidaires avec ce méme arbre.

Il résulte de ce dispositif que 'effort p est simplement rem-
placé par celui qui est nécessaire pour faire glisser d’abord,
puis embrayer le manchon L avec 'une ou I'autre des roues N
et M dont il s'agit. Mais comme, a partir de I'instant ol les
griffes du manchon L sont amenées en contact avec celles de
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ces roues, I'effort p doit étre augmenté, pour vaincre les ré-
sistances inhérentes a ’embrayage, il s’écoulera un certain
temps avant que la machine ait acquis le nouvel accroisse-
ment ou la nouvelle diminution de vitesse que nécessite ce sur-
croit de résistance (').

33. Conditions de I’établissement de ce systeme. — Nom-
mant p’ I'effort que doit alors exercer le manchon G du régu-
lateur, »,= (1 -+ n,}m, 0,={1—n’, )= les vitesses correspon-
dantes du régulateur, et observant que les angles o', «” et les
hauteurs A’, A" n’ont pas varié, on aura a satisfaire aux nou-
velles équations de condition

s w,*b*cosa’—Pb—p'a=o, B w2 b*cosa”—Pb+ p'a=o,
8 ]

qui serviront simplement 4 déterminer Jes valeurs de o, o},
si 'appareil se trouve déja établi, ou a déterminer les valeurs
de P, q, b,... conjointement avec les équations de condition
précédentes, si I'on prétend se donner arbitrairement ces pre-
miéres valeurs; mais, comme alors on aurait a satisfaire a plus
de conditions qu’il n’y a d’inconnues si I'on continuait a

') Régulateurs a cdnes de friction.— Ainsi que cela est dit, a la fin du n° 35
du texte, le systéme représenté fig. 12 conduit a des écarts de vitesse notables
et souvent a des oscillations a longue période. Cela tient a ce que les résistances
sur le manchon, qui sont ordinairement faibles dans le trajet entre les deux
roues, deviennent brusquement trés-impertantes, au moment des embrayages
ou des débrayages. On a cherch¢ & remédier a cet inconvénient en su'istituant
4 Vembrayage a dents un systétme de cones de friction dont la manccuvre est
plus douce et plus réguliére. M. Farcot est anteur d’un régulateur de ce genre;
il a perfectionné, en outre, la réglementation en adoptant une disposition dans
laquelle la valve d’admission est manccuvrée, non-seulement par la rotation
résultant de Pembrayage, mais encore par le mouvement du manchon le long
de V'axe; les deux cones sont, du reste, mobiles dans le sens vertical entre cer-
taines limites de course et d’effort, en sorte que le mouvement longitudinal du
manchon peut se continuer aprés Pembrayage. Le systéme ingénieusement
combiné, & I'aide d’arbres creux concentriques qui permettent de ramener
toutes les picces autour de l'axe du régulateur, est d’unc exécution et d’un
entreticn difficiles; il n’est, du reste, pas établi au point de vue de Pisochro-
nisme, et le constructeur lui a substitué, depuis quelques années, le régulateur
a bras croisés (Note du n® 28). (K.)
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prendre o' et o} arbitrairement, on devra regarder les équa-
tions d’équilibre, qui renferment ces quantités, comme pro-
pres seulement a les déterminer quand les autres quantités du
probléme auront é1é fixées, et remplacer, en conséquence,
les équations dont il s’agit et toutes celles qui en dérivent par
d’autres, dans lesquelles on devra substituer p’, o, o), 7, 0/,
ap,w,, o\, n,, n, respectivement.

Relativement a la maniére de déterminer p, elle consiste
tout simplement a mesurer, a I'aide du dynamométre ou par
un moyen quelconque, I'effort nécessaire & appliquer au man-
chon G dans la direction de I’'axe AH du régulateur pour faire
embrayerle manchon L avec I'une ou P'autre des roues N et M
pendantle mouvement méme de la machine; ce qui n’aaucune
difficulté lorsqu’une fois le systéeme de I'embrayage et du le-
vier GL se trouve établi. On pourra aussi calculer directement
les résistances de ce systéme, d’aprés ce qui sera dit dans les
sections suivantes de ce Cours, en observant que la résistance
alembrayage, mesurée dans le sens de 'axe OK du manchon L,
provient essentiellement: 1°du froitement produitsurles faces
fies griffes par la pression qu’il faut leur appliquer perpendi-
culairement pour vaincre la résistance opposée par la roue Q;
2°du frottement produit le long de 'arbre OK tant par le poids
propre du manchon que par la réaction qui provient de cette
pression, et qui s’exerce principalement sur la languette sail-
lante servant de guide & ce manchon le long de 'arbre dont
il s’agit.

Il est sans doute inutile d’observer que la résistance p’ doit
étre évaluée, d’aprés les suppositions et pour Pinstant les plus
défavorables possible, de sorte que P'effort réel ne puisse ja-
mais surpasser celui qui aura é1é adopté d’apres le calcul ou
I'expérience; et, comme il faut que cet effort soit exercé dans
toute I'étendue de la course du manchon L, pendant 'em-
brayage ou le débrayage, il serait convenable de comprendre
cette étendue dans les valeurs de &t — A', h” — h, qui sont cen-
sées correspondre aux vitesses limites o, el o’ dont il a été
question ci-dessus.

Les équations de condition spécialement relatives a I'éla-
blissement du régulateur deviendront ainsi, en admettant tou-
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jours la disposition de la fig. 6,

a n?

a ,
—_ — 2, b cosa’ =
bo'—o “onp S o'

a n'?\ & a(n,—n) g
h—NW=2 |1 ——= 2:4—(—~—-—)2,
b 0, o*

a(n,—n') g

W —fh—f - "5
T T— 210, ot
auxquelles il faudrait joindre les inégalités du n° 31, qui de-
viennent ici

a (1—2n') 1.\ w? 0,09 (r—2n})

S <o,09+;‘j>‘—)‘<r
i o

( / o
b 2(I—2n,)

sina” (1 — 2n'),
et dans lesquelles «” doit toujours étre pris au-dessus de
20 degrés.

34. dction de la gravité et de la force centrifuge sur les
verges du régulateur. — Avant de terminer ce sujet, nous
croyons devoir indiquer la maniére de tenir compte de 'action
de la gravité et de la force centrifuge sur les verges du régu-
lateur, action qui peut exercer une certaine influence dans le
cas ou la résistance p serait trés-faible.

Négligeant encore le frottement des articulations du sys-
teme dont I'action, qui s’ajoute a celle de p, en demeure tou-
jours une tres-petite fraction, supposant d’ailleurs aux verges
une forme prismatique ou remplagant, dans certains cas, leurs
sections variables par une section moyenne constante, ce qui
altérera trés-peu les résultats du calcul, on décomposera
d’abord le poids des verges inférieures BC ( fig. 7 et 8) en deux,
I'un agissant en C et l'autre en B : le premier s'ajoutera au
poids du manchon G pour augmenter ou diminuer la valeur
de p, selon la disposition du systéme et le sens propre du
mouvement de ce manchon; le second sera de nouveau dé-
composé en deux autres agissant en O et A, dont I'un s’ajou-
tera au poids P des boules et V'autre sera détruit par la résis-
tance de I'axe A. On décomposera pareillement le poids des
verges ABP en deux autres, agissant aux mémes points A et O.

D'aprés cela, nommant ¢, ¢’ et g, respectivement le poids
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simple des verges inférieures et supérieures ainsi que du
manchon G, on trouvera, en particulier pour le cas de la fig. 6
et en conservant les dénominations jusqu’ici admises, que
le poids P des boules doit étre augmenté de la quantité
I
2
s’éléve, ou diminué de ce méme poids s’il s’abaisse.

Quant a la force centrifuge des verges, on trouve sans diffi-
culté que, pour chacune d’elles, son action équivaut a celle
d’une masse égale au tiers delasienne propre et supposée con-
centrée a I'extrémité la plus distante de 'axe de rotation. Or
il résulte de cette proposition que, pour tenir compte de I’ac-
tion de la force centrifuge sur les verges, il suffira d’aug-

a , - . .
<q 54 > et la résistance p du poids ¢ + ¢, si le manchon

. P .
menter simplement la masse M = — des boules de la quantité

=]
_L< [{f_'_(’
3g 13 =1 )

Dans le cas de la fig. 9, on observera que le poids du
manchon et du losange supérieur ABCD est opposé a celui des
houles; de sorte que, si I'on représente ici par q, ¢’ et ¢” res-
pectivement le poids des verges ou portions de verges AB, AP
et BC, on devra remplacer, dans les équations d’équilibre qui
s’y rapportent,

L, . . BK
P par P'f;([ "';((1“‘"1’ )TI—’
asin(m + o)

-

1 ’ I I3
=P oqg—(qg+q")

b sina
p arg N (g - (,,)AK
g Mg gt T Eg T TRy
P - 1( g a cos(m —+ o}
g '—3gq 3 ) T eos

P par p—q. — q” si la vitesse augmente, et par p + ¢, -+ q”
si, au contraire, elle diminue ou que le manchon s’éléve.

35. Observations générales relatives & ’établissement des
régulateurs & force centrifuge. — Les développements dans
lesquels nous venons d’entrer sont suffisamment motivés par
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I'importance des applications que recoit, dans I'industrie, le
régulateur a force centrifuge et I'élat d’imperfection ou se
trouve encore sa théorie; mais nous n’aurions qu’imparfaite-
ment rempli la tiche que nous nous sommes imposée si nous
n’insistions quelque peu sur I’étendue de ces applications et
les attentions qu’on doit avoir lors de son établissement.

D’abord il est clair que, quelle que soit la maniére dont il ait
é1é primitivement réglé, les effets ne pourront éire que trés-
incertains, trés-irréguliers si la résistance de la vanne ou du
systéme qui la lie au manchon n’est pas constante, ou si elle
est susceptible de croitre au dela des limites qui lui ont été
d’abord assignées, ce qui arrive pour beaucoup de cas.

Ensuite si la machine est par elle-méme douée d’'un mou-
vement oscillatoire ou périodiquement variable, telles que
celles qui portent des balanciers, des bielles et manivelles, le
régulateur ne fera lui-méme qu’osciller a chaque révolution,
autour de la position moyenne, en imprimant a la vanne mo-
trice des mouvements contraires, plus nuisibles qu’utiles, puis-
qu’ils ne peuvent en aucune maniére empécher la périodicité
de la vitesse de la machine. Le volant, dont nous étudierons
la théorie plus loin, est seul capable de diminuer Vamplitude
de ces variations de la vitesse, pour ainsi dire momentanées,
et 'effet du régulateur doit se borner a empécher que ce mou-
vement ne s’accélére ou ne se retarde pas trop dans une suc-
cession de périodes de la machine (*).

Enfin lorsqu’on a recours simultanément & I'emploi d’un
volant et du régulateur, il convient de ne pas donner a ce der-
nier une sensibilité telle, qu’il puisse esciller pendant la durée
du mouvement régulier ou de régime de la machine, ce qui
exige qu’on prenne pour z'e» ou n”w précisément le plus grand
des écarts que recoit la vitesse durant ce mouvement et malgré
la présence du volant. On peut aussi, sans diminuer cetle

(") Corrélation entre le régulateur et le volant. — L'action du régulatear est
en relation intime avec I’énergie du volant; quelque sensible que soit un régu-
lateur, il ne peut pas agir instantanément; les considérations exposées dans le
texte prouvent du reste qu'une trop grande sensibilité serait ordinairement
plus nuisible qu’atile. 11 faut ajouter que, dans la plupart des machines, sur-
tout dans les machines a délente, le régulateur ne peut avoir d’action efficace
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sensibilité, donner a la gorge du manchon qui conduit les
vannes une longueur telle que, moyennant un jeu convenable,
ces derniéres ne se meuvent qu’a partir de la position du ré-
gulateur, qui répond au plus grand écart dont il s’agit. Cette
disposition est surtout nécessaire dans le cas ou I'on est forcé
d’employer, pour manceuvrer la vanne, ’embrayage dont il a
été parlé au n° 32; mais alors le jeu, au lieu de s’établir sur
I'un ou l'autre des manchons, doit I’étre sur I'arbre méme qui
porte 'embrayage, de facon que le manchon de-cet arbre ait
un certain espace a parcourir avant d’embrayer dans I’'une ou
I'autre des roues. De plus, comme ici la vanne est susceptible
de s’élever ou de s’abaisser d’'une quantité trés-grande avant
que I'inertie des masses de la machine ait permis de ramener,
d’'une quantité sensible, la vitesse actuelle vers la vitesse de
régime, on voit que ce dispositif pourra, dans certains cas,
présenter des inconvénients fort graves, et aura dans tous celui
d’amener la vanne a un état d’oscillation d’une durée plus ou
moins grande, ce qui tient a ce que les amplitudes de son mou-
vement n’ont qu’'une dépendance fort indirecte avec la cause
qui fait varier la vitesse de la machine, et qui consiste évidem-
ment dans la variation méme des résistances qui lui’ sont ap-
pliquées.

Cette derniére considération nous conduit & une solution du
probléme qui nous parait plus directe et plus simple, outre
qu’elle jouit de divers avantages trés-essentiels que nous
aurons soin de faire connaitre dans Particle suivant.

sur le moteur que pendant une fraction de la course du récepteur, c’est-a-dire
pendant la période d’introduction. 1l résulte de la qu’il s’écoule nécessairement
un temps plus ou moins long entre le moment de la production d’une varia-
tion dans la vitesse et celui ol le régulateur peut apporter une correction
utile. Pendant cette période, les volants seuls peuvent atténuer les inconvé-
nicnts des variations; leur moment d’inertie doit donc étre calculé de maniére
a ne pas laisser atteindre & Paccélération du systéme sa valeur dangercuse, et, en
second licu, & maintenir la vitesse entre les limites voulues, en supposant que
la variation de travail persiste pendant tout le temps que le régulateur ne peut
pas avoir d’action efficace (voir, au sujet de la corrélation entre le régulateur
etle volant, le Mémoire sur les effets des variations du travail, et sur les moyens
de les corriger, par M. E. Rolland, Comptes rendus de 1’ Académie des Sciences,
Janvier 1872). (K.)
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Nouveau régulateur a ressort et instantané.

36. Description de Uappareil. — A et A’ (fig.13) sont deux
portions indépendantes d’un méme arbre moteur, interrompu
vers le milieu de l'intervalle compris entre les coussinets /g,
qui en supportent les extrémités voisines. L’arbre A entraine,
dans son mouvement, le tambour en fonte CC, qui est évidé

Fig. 13.

intérieurement et armé de mentonnets saillants ab; arbre A’
fait corps avec le noyau a’a’ portant des lames d’acier droites
et flexibles aa’ dirigées suivant les rayons, et dont les extré-
mités les plus éloignées de I'axe sont pressées par les men-
tonnets ab du tambour C; de cette maniére, le mouvement de
rotation de l'arbre A est transmis a P’arbre A’ par Iintermé-
diaire des ressorts ad', et réciproquement.

B, B’ sont deux roues égales portant le méme nombre de
dents, et qui recoivent le mouvement des deux arbres respec-
tifs A et A'; cesroues engrénent avec les pignons F et ' montés
sur I'arbre DD’ paralléle a AA’: mais, tandis que la roue F’ fait
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corps avec son arbre, la roue F, qui porte un manchon a gorge G
et dont le noyau est taillé en écrou, peut cheminer le long de
cet arbre qui, a cet effet, est taillé en vis. Maintenant il est clair
que, siles portions d’arbre A, A’ faisaient systéme, les roues B,
B’ décrivant les mémes angles, I’écrou suivrait le mouvement
de la vis sans cheminer longitudinalement; mais que, comme
ces arbres, au contraire, parcourent des angles différents a
cause de la flexion des ressorts qui les unissent, il arrivera que
laroue F cheminerale long de son arbre d’une quantité qui sera
exactement proportionnelle a I'angle de torsion des arbres A
et A’, et dont elle donnera la mesure précise; qu’enfin, si I’ef-
fort de réaction de ces mémes arbres est constant, ce qui sup-
pose le mouvement rigoureusement uniforme, la roue F tour-
nera, sans cheminer, ala place que lui assigne I'angle de torsion
relatif a cet effort. Concevant donc que le manchon G soit em-
ployé a faire mouvoir la vanne, qui sert a régler le volume du
fluide moteur admis sur lamachine, de maniére que cette vanne
s’abaisse quand la flexion des ressorts augmente et s’éléve
quand elle diminue, on voit que le nouveau dispositif remplira
d’autant mieux les fonctions de régulateur qu’ici les quantités
dont la vanne s’est élevée ou abaissée, c’est-a-dire dont I’ori-
fice s’est agrandi ou diminué, seront exactement en rapport
avec les variations correspondantes de la flexion de ressorts
qui, en deca de la limite pour laquelle I'élasticité est altérée,
sont ellessmémes, comme on sait, exactement proportion-
nelles aux variations de I’effort qui sollicite ces ressorts a leurs
extrémités.

37. Dispositions diverses de ce régulateur. — Au lieu des
roues dentées B et B, F et ', on peut employer de simples
poulies qui se communiquentlemouvement par des cordes sans
fin, pourvu que ces cordes soient convenablement tendues et
que Parbre DE soit assez éloigné de AA’ pour que la poulie F,
qui alors aura trés-peu de largeur, ne se présente pas trop
obliquement par rapport a la corde qui la lie a la poulie B.

Pareillement, au lieu de laisser au pignon F la liberté de
cheminer dans le sens de I'axe DD’, ce qui oblige & donner une
grande largeur, soit a ce pignon, soit a la roue B, on pourrait
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le maintenir a la méme place au moyen d’épaulements laté-
raux fixes, mais alors c’est 'axe DD’ qui porterait le manchon
et aurait la facuité de glisser longitudinalement, soit dans ses
deux coussinets, soit dans I'eil de laroue I, qui serait épaulé
latéralement et porterait des tenons saillants s’engageant dans
des mortaises pratiquées longitudinalement sur I'arbre D, D,

38. Il peut étre avantageux, dans certains cas, de remplacer
le tambour C par une roue d’engrenage de la machine, qui se-
rait folle sur I'arbre AA’, composé alors d’une seule picce, et
ne transmettrait son action a ce dernier que par I'intermédiaire
des ressorts a, a’ disposés comme dans le cas précédent. Dans
ce dispositif la roue B, par exemple, ferait systéme avec la
roue C, ce qui exige qu’elle puisse, de son cOté, tourner libre-
ment autour de Parbre AA’; mais alors la roue C peut elle-
méme trés-bien en tenir lieu, lorsque sa denture est exécutée
avec la précision convenable.

Enfin nous indiquerons encore la disposition trés-simple de

Fig. 14.

e,

ANV UL g

S

la fig. 14, dans laquelle la roue F et le manchon & gorge G,
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qu’elle conduit, sont montés sur I'arbre méme du tambour C,
mis en mouvement par la roue d’engrenage E : I'angle relatif
décrit par ce tambour et par 'arbre AA’, en vertu de la flexion
des ressorts, fait mouvoir le double secteur denté BB, monté
sur un arbre particulier D, faisant corps avec AA’, elc.

39. Calcul des dimensions & donner aux lames (*).— Voyons
maintenant comment on devra procéder a I'établissement du
régulateur qui nous occupe.

Supposons les lames des ressorts égales et prismatiques;
nommons P I'effort total qui les sollicite a leurs extrémités
prés du tambour C, n leur nombre, « leur longueur ou saillie
sur le noyau, b leur largeur, ¢ leur épaisseur, f leur fléche
commune, qui, étant censée fort petite par rapport a leur lon-
gueur a, peut étre prise pour I'arc décrit par leurs extrémités,
on aura, d’aprés les formules connues sur la résistance des
verges élastiques a la flexion,

4P@
J= nEbc’

dans laquelle le coefficient d’élasticité E est d’environ
21000000000 kilogrammes pour l'acier fondu, et lorsque 1'on
prend le métre et le kilogramme pour unités de mesure. Dé-
signons, en outre, par P’ et f” le plus grand effort et la plus
grande fléche que doivent supporter les lames, afin que leur
élasticité ne puisse étre altérée, méme aprés un long usage,
effort qui est environ + de celui qui répond a la rupture, on
aura, pour régler les dimensions de ces lames,
4P 18P'a 3P ber

"’
J'= nEbe’ R= o % Th 6a

dans lesquelles E a la méme valeur que ci-dessus; et R, coel-
ficient de rupture, doit, d’aprés M. Morin, étre pris égal a
103 333 333 kilogrammes.

(') Poir, pour la détermination de la forme ct des dimensions des lames,
la Notice sur divers uppareils dynamométriques, par M. A. Morin. (K.)

8
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De Ia on tire, pour calculer I'épaisseur ¢ et la largeur b,
quand la longueur a et la fléche maximum fsont connues,

_ 4R @ 18P 3, L7P
~ 18E j - 000765f b= Rne @7 00297 3 nat’

Prenant f'=o™,05, n = 32, P = 2000 kilogr. et a=—=o",5,
on trouve ¢=0",0038 et b =om,372. Cette derniére dimen-
sion ne pourrait étre adoptée pour la largeur d’une lame uni-
que; on remplacerait celle-ci par six ou sept petites lames de
o™, 05 a o™,06 de largeur dans le sens de I'axe de la roue, si
mieux on ne préférait augmenter le nombre n ou la largeur a
de maniére a réduire b convenablement; résultat auquel on
arriverait surtout en diminuant f, d’ou dépend essentielle-
ment la sensibilité de Pappareil.

Dailleurs, si 'on donne au profil des lames la forme de la
parabole d’égale résistance, en leur conservant toujours 1'é-
paisseur ¢ prés du noyau de 'arbre, la flexibilité sera augmen-
tée et les résultats seront plus avantageux. En effet, les for-
mules deviendront alors

2 2 ’
ISS—TL% = 0,00|53%, b = IHSRPJ =20,07433 f - P,
ce qui donnera dans les hypothéses ci-dessus, ¢’est-a-dire pour

n—=32,...,

C =

¢c=o",0272 et b=o",122,

W0. Disposition cadopter dans le cas de machines puissantes
exposées & des clocs. — En supposant que I'appareil ait été
monté sur un axe a grande vitesse, ce qui parait convenable,
la valeur 2000 kilogrammes, attribuée a P, répondra évidem-
mentaune machine trés-puissante ; ce quisuffit pourdémontrer
la possibilité de ce genre de régulateur pour les divers cas
d’application. Cetle valeur sera toujours facile a déterminer
approximativement au moyen du calcul ou de I’expérience;
néanmoins on fera remarquer que, si cetle méme machine
était soumise a des chocs ou changements brusques de vi-
tesse, I'effort de réaction P pourrait acquérir momentanément
de trés-grandes valeurs et compromettre la solidilé des res-
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sorts. Dans ce cas, il sera a propos de disposer les choses de
facon que, quand Pangle relatif ou de torsion du tambour C,
par rapport a 'arbre qui supporte les ressorts, dépassera la
limite qui répond a la fleche f7, la couronne de ce tambour
vienne porler contre des saillies ou bras faisant corps avec
I'arbre dont il s’agit, condition trés-facile a2 remplir en placant,
dans I'intervalle des lames, des tiges trés-roides et trés-fortes
contre lesquelles viendront s’appliquer des saillies pratiquées
sur le pourtour inférieur du tambour C. On fera bien d’ailleurs
d’user de cette précaution dans tous les cas, ne serail-ce que
pour éviter les grands efforts de torsion, qui ont lieu, en gé-
néral, lorsque 'on met la machine en train et que le moteur
doit vaincre les forces d’inertie du systéme, en outre des résis-
tances.

b. Loi qui lie le mouvement du manchon de lappareil
aux tensions. — Ayant ainsi réglé les dimensions des lames
et la limite des efforts qu’elles doivent supporter, ou de la
fléche qu’elles doivent prendre, on trouvera sans difficulté Ia
loi qui lie en général ces efforts aux courses correspondantes
du manchon G. Nommant, en effet,

0 rangle relatif ou de torsion du tambour, correspondant &
Ieffort P et a la fléche quelconque f;

a + d la distance de 'extrémité des lames a 'axe AA’;

R le rayon des roues B, B';

r celui des pignons F et F';

e le pas commun aux différents filets de la vis DD';

enfin / la longueur de course du manchon parcourue pendant
que I'angle 6 ou I'arc fest décrit,

onaura évidemment

A 2PaweR
blavd)=f, h= 5= Tila+ d)nkbe

pour fixer les positions du manchon relatives a chacun des
efforts P exercés sur les ressorts.

§2. Cet appareil peut servir de moyen dynamométrique
pour mesurer le travail des machines. — Les longueurs de

8.
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course h, parcourues par le manchon, étant exactement pro-
portionnelles aux efforts, on voit que cet appareil pourrait
trés-bien servir de moyen dynamométrique propre & mesurer
a chaque instant I'intensité de ces efforts; il ne s’agirait a cet
effet que d’adapter au manchon un index et un limbe gradué,
disposés & peu prés de la méme maniére que dans le dynamo-
meétre a ressorts de M. Régnier; ajoutant, en outre, a ce méme
appareil, le dispositif a plateau tournant ('), dont il sera parlé
dans une autre partie de ce Cours, on obtiendrait la succession
des efforts variables de la puissance P et la quantité d’action
ou de travail méme qu’ils produisent, quantités qui sont me-
surées par l'intégrale du produit de ces mémes efforts et des
chemins élémentaires décrits par leur point d’application, si-
tué a la distance a + d de I'axe AA’ en vertu du mouvement
de rotation général de cel axe.

Supposons le mouvement uniforme et la force P constante
remplacée par sa valeur moyenne; nommons, de plus, m le
nombre des révolutions de I'axe AA’ par minute, la quantité
de travail sera pour chaque révolution de cet arbre mesurée

par le produit
an(a-+d)P

et pour chaque seconde par

(') Le Chapitre relatif au régulateur & ressort est extrait de I'édition de 1836.
La description de I'appareil a été donnée par Poncelet, en 1830, dans le Cours
de Mécanique industrielle fait aux ouvriers messins.

Les principes fondamentaux des divers appareils dynamométriques, encore
en usage aujourd’hui, dont il est question dans le n° 42, sont exposés en détail
dans les Lecons préparatoires au lever d’usines (années 1831), professées par
Pauteur 2 ’Ecole d’application de Metz. Poir, i ce sujet, dans la Notice analy-
tique sur les travaux de Poncelet (mars 183}), les articles relatifs aux appareils
suivants : Nouwveau régulateur & ressort ; appareil dynamométrique pour mesurer
le travail des moteurs et des machines; compteur servant & mesurer le travail
wariable des forces, l'aire des courbes et la valeur des intégrales; appareil
pour découvrir expérimentalement les lois du mouvement varié des machines.
Consulter également la Notice sur divers appareils dynamométriques, par M. A.
Morin. (K.)
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expressions dans lesquelles on mettra pour P sa valeur en /
déduite de I'équation ci-dessus qui donne

omr(a-—-dynEbe3h

- ]

- fate R
et partant
an(a+d)P  nw(a -+ dpEbcerh
6o B Goa’e R ’
amr(a--d)P  mnza+ dPEberh
60 o T boateR

k3. Maniére de graduer ou de tarer I’instrument aprés sa
mise en place. — Mais, au lieude calculer directement P et le
travail par ces formules, il sera a propos de déterminer expé-
rimentalement, et cela aprés la mise en place du tambour a
ressort et du manchon, la relation qui existe entre P et 2 ou,
ce qui est la méme chose, I’échelle de graduation de £ dont
les divisions en partics égales correspondront toujours & des
valeurs égales de P, tant que ces valeurs n’excéderont pas la
limite des efforts que peuvent subir les ressorts d’'une ma-
niére permanente sans perdre de leur élasticité, limite que
nous avons désignée par P/, a laquelle correspond une course /A’
du manchon, qui sera donnée approximativement par la for-

mule

h— _ 2aeP'R
' mr(a+d)nEbes’
ou plus exactement par I'échelle de graduation dont il vient
d’étre parlé.

Dailleurs 'expérience par laquelle on se propose de trou-
ver, sans calcul, la longueur /%, qui correspond a chacun des
efforts P, consiste tout simplement a envelopper le tambour C
d’une cordelle flexible a4 laquelle on suspendra verticalement
un poids égal a cet effort, en fixant I'arbre AA’, qui porte les
ressorts, de maniére qu’il ne puisse en aucune maniére tour-
ner, tandis que le tambour et le manchon prendront la posi-
tion d’équilibre qui répond au poids dont il s’agit.

Ces opérations, exécutées avant la mise en place du systéme
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des leviers ou rouages qui servent a transmettre le mouve-
ment du manchon a la vanne motrice de la machine, mettront
a4 méme d’arréter complétement le projet d'exécution de ce
systéme de manicre a atteindre convenablement et sans aucune
hésitation le but qu’on s’est proposé.

bh. Etablissement du systéme de leviers qui donne le mou-
vement & la vanne. — En effet, la vitesse moyenne ou de ré-
gime qu’on veut laisser prendre a la machine étant assurée, il
ne s’agira que de faire travailler celle-ci sous Ia plus grande et
la plus petite des résistances utiles qu’on aura a vaincre pen-
dant la mise en aclivité, en levant a chaque fois la vanne mo-
trice, de maniére a atleindre la vitesse de régime dont il s’agit;
observant ensuite les positions moyennes correspondantes des
manchons ou les valeurs de /&, on disposera le systéme des
leviers de communication entre cette vitesse et ce manchon
de facon qu’ils prennent nécessairement les positions simul-
tanées qui ont été observées lors des expériences.

Si I'on voulait agir d’une maniére tout a fait rigoureuse, on
ferait travailler la machine a la vitesse de régime, sous une
suite de résistances utiles comprises entre la plus grande et la
plus petite et,observant chacune des positions correspondantes
de la vanne et du manchon, on aurait a disposer le mécanisme
qui rend leurs mouvements solidaires de facon que ces posi-
tions fussent simultanément atteintes, ce a quoi on parvien-
drait par le tracé convenable de la piéce que dirige la gorge
du manchon. Mais comme il est dans la nature des machines
que les efforts P croissent et décroissent avec la résistance
utile p, suivant une loi exprimée sensiblement par la formule
P = A + Bp, dans laquelle A et B sont des fonctions de la vi-
tesse et de la grandeur qui fixe la position des diverses piéces
a un instant donné, on voit que, si la vitesse doit rester la
méme a chaque révolution ou & chaque retour de la machine
a la méme position, les efforts P correspondanta cette position
se composeront d’'une quantité constante A, exprimant la ré-
sistance quand p = o ou que la machine marche a vide avec la
vitesse de régime dont il s’agit, et d’une autre quantité Bp
exactement proportionnelie a la résistance utile p. Or cetle
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condition sera naturellement satisfaite sile systeme des leviers
qui lient le mouvement de la vanne motrice a celui du man-
chon est établi de maniére que les espaces décrits demeurent
exactement proportionnels, comme cela a été indiqué en pre-
mier lieu, car la vitesse restant, par hypothése, constante, les
quantités de travail dépensées dans chaque révolution de la
machine ou livrées au récepteur croissent elles-mémes sensi-
blement comme 'cffort P et comme la masse de fluide écoulée
par lorifice de la vanne motrice.

43. Causes d’irrégularité auzxquelles peut échapper cet ap-
pareil.— Ces considérations supposent implicitement que les
causes qui tendent & troubler le mouvement de la machine
proviennent uniquement de la variation des résistances, et
c’est la en effel ce qui a lieu dans presque tous les cas ou il
arrive, comme dans les laminoirs, les machines a filer, les
scieries, etc., que le travail de V'opérateur ou de plusieurs
des opérateurs est momentanément suspendu ou modifié par
une résistance tantét plus forte, tantot plus faible. Or si I'in-
tensité de I'action transmise par le fluide moteur a la machine
pouvait varier par des causes indépendantes et de la vitesse
que prend cette machine et de Pouverture laissée par la vanne
régulatrice, 'appareil quinous occupe ne serait plus d’aucune
utilité, parce que 'effet P, et par conséquent la position du
manchon du régulateur, pourrait demeurer sensiblement con-
slante pour des variations trés-lentes du mouvement du récep-
teur, occasionnées par une variation correspondante de 'action
du fluide moteur. Tout ceci, au surplus, s'éclaircira beau-
coup par 'étude de l'action des moteurs, sur laquelle il ne
conviendrait pas d’insister ici. Nous nous contenterons seule-
ment de faire remarquer que les causes qui tendent & faire va-
rier d’'une maniére absolue I'intensité de 'action motrice sont
trés-rares dans les machines bien établies, et que le véritable
reméde consiste alors dans les soupapes de streté, les orifices
de trop-plein, les grands réservoirs régulateurs dont il a été
parlé aux n° 1et 8. Quant au cas ol cette méme action éprou-
verait forcément un changement d’état durable et sensible,
il sera trés-facile de modifier en conséquence I'ouverture .
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moyenne de la vanne motrice; mais il nous serait impossible
ici d’entrer dans ces détails sans dépasser de beaucoup les
bornes que nous nous sommes prescrites.

h6. Maniére d’éviter les oscillations dans des variations mo-
mentanées de mouvement. — Nous ne terminerons pas néan-
moins ce sujet avant d’avoir dit un mot de la maniére dont on
doit disposer le régulateur a ressort, pour éviter les oscilla-
tions périodiques que ne manquerait pas d'éprouver le sys-
téme de la vanne et des leviers, dans le cas ou la machine ne
serait pas naturellement susceptible d’un mouvement rigou-
reusement uniforme ('),

11 est évident qu’ici, comme dans le cas du régulateur a
force centrifuge, 1'établissement d’un volant est une chose
absolument indispensable pour diminuer Pamplitude de ces

™ Equation du mouvement d’une transmission, en tenant compte de ’élas-
ticité des liens. — On peut ¢tablir les équations du mouvement des deux arbres
Aet A'; celui-ci est un cas particulier du mouvement d’une transmission, quand
on tient compte des déformations de ses organes, en supposant (u’elles ne
dépassent pas les limites d’élasticité. La question peut toujours étre ramengée a la
suivante (De I’élasticité dans les machines en mouvement, par M. Kretz, Comptes
rendus de I’ Académie des Sciences, 2} juillet 1865) :

L’arbre moteur A, dont la vitesse angulaire est o, est sollicité par une force P,
agissant tangenticllement & une roue de rayon r; sur I'arbre mené A’, dont la
vitesse angulaire est o', agit la force résistante Q, tangentiellement a une roue
de rayon ’; le mouvement de rotation est transmis de I'un a I'autre par l’in-
termédiaire d’un lien élastique, agissant tangenticllement aux deux roues, avec
une tension T; trouver les lois du mouvement.

En désignant par m et m' deux masses fictives qui, réparties sur des circon-
férences de rayons r et r’, auraient les mémes moments d’inertie que les
deux arbres avec leurs roues, et remarquant que la différence des chemins élé-
mentaires (row—r'ew')dt décrits par les circonférences des roues est égale a
T'allongement 44T du lien, 4 ne dépendant que des dimensions et du coeffi-
cient d’élasticité du lien, on trouve

do P—T  do'  T—Q ar

J 1
P = ey e == y r'e'=reo-—k—-
dt m de m' d

Il est & remarquer que ces équations sont les mémes que celles du mouvement
rectiligne de deux masses 7 et m', reliées dans la direction du mouvement par
une tige élastique; cette propriété existe du reste, quel que soit le nombre
d’arbres en mouvement.

Il est facile de trouver U'expression de la tension et des vitesses, quand les
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variations momentanées; le tambour & ressort C étant placé
sur 'arbre de ce volant du coté ol les efforts sont le moins
irréguliers dans une méme période, on devra laisser au sys-
téme de levier qui transmet le mouvement du manchon a la
vanne le jeu nécessaire pour que cette derniére ne bouge que
quand les efforts de la machine dépasseront la plus grande ou
la plus petite valeur relative 3 une méme période de mouve-
ment, ce & quoi on arrivera expérimentalement en observant
les osciilations du manchon apres que le volant aura été établi
et quand la machine travaille dans les conditions prescrites
avec sa charge moyenne. Mais, au lieu d’user de ce moyen, il -
serait préférable, sans aucun doute, de donner au systéme de
levier dont il s’agit une élasticité, une flexihilité assez grande
pour qu'il puisse céder aux accroissements ou diminutions
momentanés de P'effort P, sans que le mouvement soit com-

forces extéricures sont constantes. Si I'on désigne par Q’ I'intensité normale
gne par Q
des deux forces P et Q, quand le régime est uniforme, on peut mettre P et
Q sous les formes P = Q'+p, Q =Q + 4, p et ¢ étant supposés constants
pendant tout le mouvement; soit de plus, Q'+ x, @, et o la tension ctles vi-
m -+ m'

tesses angulaires initiales, et posons T = = N; on trouve
mmn'

m - pm' m - pmn ro, oy . <
T = Q’éz-*/——+ ( 7 L )cott\/'\—{» —)—“—,ﬂ sin¢y/'N,

7
m —+=imn m —m' A.v N

'
mro, - m'r'o, qm -+ pm

2 p T —_
re = - - =gt —km'yN —— sinty N
m-=m' Y [ P17 v ( m—m' ) v

, ’ N
—+m'(ro,— r'e, costw\],

qm - pm'

—/ —
Ll _'l_ — [([: —q)t+ km \JN (Z - --—Tn—-,‘>sin tyYN
—m (ro,— r’w",)cost\/N]-

" . v !
, o, mrog+=n'ie,
r'e' ==

m—in'

Les valeurs des tensions et des vitesses oscillent périodiquement au-dessus
et au-dessous de celles qui répondent au cas ou 4 est nul, c’est-a-dire ot les
piéces seraient parfaitement rigides. Si, 4 I'origine, le mouvement normal est
établi, il faut, dans les équations précédentes, faire y =0 et rw,=7'a'; on
peut étudier les circonstances qui se présentent, soit lorsque P et Q varient en
méme temps, soit quand Q est seul variable, ainsi que le suppose le texte;
dans ce dernier cas p est nul. Cette étude fait ressortir les diverses difficultés
que 'appareil déerit peut présenter dans la pratique, difficultés indiquées par
Vauteur dans les n°s 45 et 46. (K.)
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muniqué & cette vanne qui tend a la fois a résister, en vertu
de son inertie et de son frotltement, a ces variations instanta-
nées, tandis qu’elle ne peut manquer de se mouvoir sous
I'action résultant d’un changement durable de I'effort P.
Dans le cas ou I'on se servirait d’un systéme de rouages pour
transmettre le mouvement du manchon ala vanue, il n’y aurait
qu’'a disposer Pune de ces roues & peu prés comme {’est lui-
méme le tambour C, ¢’est-a-dire de maniére qu’elle ne puissc
entrainer son arbre qu’au moyen d’un léger angle de torsion.

k7. Dispositif & adopter dans le cas o le mouvement des
vannes offrirait une grande résistance. — On ne doit nulle-
ment s’inquiéter ici de Peffort plus ou moins grand qui est
nécessaire pour faire cheminer la vanne et son systéme de
levier, altendu que cet effort sera toujours vaincu par les
roues B, B’ aux dépens de I'action motrice de la machine.
Néanmoins, si cet effort était trés-considérable, comme il ar-
rive dans les machines mues par des roues hydrauliques, il
conviendrait de sacrifier un peu sous le rapport de I'instanta-
néité d'action du régulateur en faisant opérer la manceuvre de
la vanne, non plus directement par le manchon G, mais par
Pintermédiaire d’un systéme d’embrayage dans le genre de
celui qui a été mentionné au n° 32, de maniére a faire marcher
la vanne, tout en diminuant considérablement la tension des
lames.

k8. Combinaison du régulaieur & ressorts avec le volant &
atlettes pour régulariser directement le mouwvement. — Enfin
on pourrait encore se servir du dispositif qui nous occupe
pour modificr directement le mouvement de maniére a le ra-
mener sans cesse vers I’état du régime uniforme; il ne s'agi-
rait que de l'appliquer & un axe indépendant de la machine,
mais qui en recevrait directement le mouvement de rotation,
comme cela a lieu dans le régulateur a force centrifuge, et
qui porterait un volant & ailettes dont la résistance, croissant
rapidement avec la vitesse, produirait la torsion du tambour C
sur ce méme arbre. On concoit, en effet, que, les choses étant
disposées de maniére que, pour la viiesse de régime, la vanne
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ait la position moyenne qui lui convient, il ne pourra survenir
aucun accroissement de vitesse sans qu’il ne survienne une
diminution correspondant a Pouverture de I'orifice et récipro-
quement. Or il arrivera ici que les amplitudes de course du
manchon, de part et d’autre de la position moyenne, croitront
sensiblement comme les écarts mémes de la vitesse sur la
vitesse du régime. Du reste les propriétés de cet appareil se-
ront analogues a celles du régulateur a force centrifuge, et le
probléme de son établissement deviendra facile au moyen de
tout ce qui a été dit déja dans les n°* 5 et suivants.

III. — Drs MANIVELLES.

Notions préliminaires sur les manivelles.

b9. Disposition générale des manivelles. — Les manivelles
offrent, comme on l'a vu (24, Section I), le moyen le plus
convenable, en général, de transformer le mouvementalternatif
en mouvement de rotation continu et réciproquement; le plus
ordinairement elles sont formées d’un bras AB( fig. 15 el 18)
fixé perpendiculairement a I'extrémité d’un axe ou arbre tour-
nant A, et au bout duquel agit, par I'intermédiaire d’une piéce

P

rectiligne BF, nommée bielle ou chasse, une résistance ou une
puissance F douée du mouvementalternatif, dans une direction
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quelconque BF, que nous supposerons d’abord constante,
comme cela a lieu sensiblement dans les bonnes machines,
ou I'on cherche a éviter les décompositions de force inutiles,
mais qui, dans la réalité, est soumise a de 1égéres déviations
périodiques, dépendant du mode de mouvement de l'extré-
mité de la bielle opposée au bouton B de la manivelle, c’est-
a-dire du chemin que cette extrémité est assujettie a par-
courir.

Lorsque P'arbre se prolonge au dela du plan du mouvement
de la bielle, on remplace le bras AB par un coude ABA’

(fig- 16).

80. Des excentriques circulaires. — Quelquefois le role des
manivelles est rempli par des piéces spéciales qui portent le
nom d’excentriques circulaires; celaarrive lorsque le bras AB
(fig. 15) serait trop court par rapport au rayon du bouton B
et souvent aussi quand, I'arbre se prolongeant au dela de
la bielle, on veut éviter de couder Parbre. La disposition in-
diquée fig. 15 ou 16 se trouve alors remplacée par un disque
circulaire 4 gorge, embrassé par un anneau fixé a Pextrémité
de la pi¢ce formant bielle ( fig. 17); mais il ne faut pas con-
fondre le dispositif dont il s’agit avec celui de certaines cames

Fig. 17.

nommées également excentiriques, et qui, montées sur des
arbres tournants, sont destinées a agir sur des pi¢ces dont la
direction du mouvement est indépendante de la leur propre.
I’agrandissement du bouton de la manivelle, en permettant
de supprimer presque entiérement le jeu et d'éviter les iné-
galités provenant de 'usé des surfaces ({rottantes, amene avec
lui beaucoup de continuité et de douceur dans le mouvement,
qualités qui s’achetent, comme nous le verrons plus tard, aux
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dépens de la force motrice, ce qui fait qu’on n’emploie guére
les excentriques que dans les mécanismes qui sont soumis a
de faibles efforts, tels que ceux, par exemple, qui, dans les
machines & vapeur, sont destinés a faire mouvoir les robinets
ou tiroirs d’admission (voir fig. 24, p. 143, en Ll).

31. Des manivelles simples. — Variation de l'action dans
le premier demi-tour. — Admettons que, I'arbre étant supposé
horizontal, la direction invariable BF ( fig. 18) soit celle de

la verticale; nommons F la force constante, qui sera censée
agir de haut en bas a la maniére des poids, b le bras AB
de la manivelle, « I'angle variable EAB qu’il forme, dans
un instant quelconque, avec la verticale AE; I'énergie de la
puissance a faire tourner aura pour mesure son moment
virtuel " Fb sinaeda, qui est aussi sa quantité de travail ou
d’action élémentaire; elle sera par conséquent proportion-
nelle au bras de levier bsine=AD=BD’ de la puissance,
c’est-a-dire nulle pour les positions AE, AG de la manivelle,
et la plus grande possible pour la position intermédiaire et
horizontale AC; la valeur moyenne x du bras de levier AD,
dans le demi-tour ECG, s’obtiendra en remarquant que la
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quantité de travail F.EG =F.20, développée dans cec méme
demi-tour par la puissance F, sur la manivelle, doit étre égale
a celle qui serait développée par cette puissance, dans un in-
tervalle pareil, en la supposant appliquée tangentiellement au
cercle de rayon z; or celle quantité d’action est évidemment
Frna, n étant le rapport de la circonférence au diamétre; donc
on aura, pour déterminer z, I’équation

20F =Frnx; dou x=7=0b=0,63660.

2
m

Ainsi la longueur du bras de levier moyen d’une force con-
stante agissant dans une direction invariable, sur une mani-
velle simple, est un peu moindre que les deux tiers du rayon
de cette manivelle : elle s’écarte, comme on voit, des valeurs
extrémes o et b du bras de levier, des quantités respectives
0,3634b et 0,63666. En multipliant ces quantités par Fde, on
aura la mesure des écarts des moments virtuels ou des quan-
lités de travail élémentaire Fbsinada, par rapport a leur
valeur moyenne 0,6366 F b de.

52, Variation de Uuction des manivelles simples dans le
second demi-tour. — Nous n’avons encore considéré que ce
qui se passe dans un demi-tour de manivelle; voyons mainte-
nant ce qui a lieu quand elie achéve 'autre demi-tour EHG.
Or il peut arriver 'une de ces trois choses : ou la puissance F
cesse entiérement d’agir, ou elle agit dans une direction con-
traire a sa direction primitive, ou enfin elle continue d’agir
dans la méme direction.

Dans le premier cas, le travail élémentaire communiqué
par la puissance I' dans le second demi-tour restant constam-
ment nul, celui qui est imprimé dans un tour entier est en-
core 2T b, tandis que le travail de la méme puissance, appli-
quée au bras de levier moyen x, sera 2w« F; on aura donc

x = 9 0,31830,
T

quantité qui différe de ses valeurs extrémes o et b de 0,31835
et 0,68170 respectivement.
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Dans le deuxiéme cas, la puissance continuant a faire mar-
cher l’arbre dans le méme sens développera dans le tour entier
la quantité de travail 4Fb; de sorte qu’on aura

4F¥b=onzxF el xz— {—);é = 0,63660,
F
comme pour le premier demi-tour. La plus grande et la plus
petite valeur du moment de I ayant toujours lieu pour les
positions horizontales et verticales de la manivelle, les écarts
de I'action élémentaire sur la moyenne seront encore mesu-
rés par les nombres 0,6366 et 0,3634; d’ou il résulte que le
plus grand écart sera moindre ici que dans le cas précédent.

Dans le troisicme cas, la quantité de travail fournie par la
puissance pendant un tour entier de la manivelle sera nulle,
etil en sera de méme du travail élémentaire moyen, ce qui fait
que les écarts, mesurés alors par o et 1, seront les plus grands
possibles.

La premiére el la deuxiéme de ces hypothéses se rapportent
spécialement au cas des pistons de pompes, des pédales, des
chissis de scies, etc., a simple ou a double effet, c’est-a-dire
qui agissent simplement en descendant, ou & la fois en mon-
tant et en descendant. Quant a la dernicre, elle s’applique a
'action de la pesanteur, qui agit constamment dans le méme
sens, et ne produit sur les piéces a mouvement alternatif au-
cun effet utile (22, I Section). Comme cette action se joint
toujours & celle d’'une autre force de la nature des précé-
dentes, il convient d’examiner son influence sur le mouve-
ment.

83. Maniére de régler le poids des équipages de manivelles.
— Nommons p le poids des pieces a mouvement alternatif,
composé de la poriion du poids de la bielle BF et du surplus
de 'équipage, qui agit suivant la direction de F, on observera
que l'action de p s'ajoute & la force F, ou s’en retranche alter-
nativement et selon le sens dans lequel elle s’exerce, de sorte
que la quantité de travail développée dans une révolution en-
tiere n'est nullement altérée, non plus que le bras de levier
moyen et la quantité moyenne de travail élémentaire; et,
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comme le moment de la puissance continue a étre nul pour
les positions verticales de la manivelle, on voit que I'effet
de p se réduira simplement & augmenter ou a diminuer la
limite supérieure Fb de ce moment, selon le sens de la puis-
sance F.

Cela posé, il est clair que les écarts du moment total des
forces F et p sur le moment moyen seront, dans le cas ou F
agirait dans les deux demi-tours et dans celui ou elle n’agirait
que dans le premier demi-tour de facon a s’ajouter a p, plus
considérables que pour les cas précédents, ol I'on supposait
p=o. Dans ces circonstances donc, il sera essentiel de mettre
I’équipage en équilibre autour de 'axe de rotation; mais il
pourra en étre tout autrement dans le cas ou F, n’agissant que
dans le premier demi-tour de bas en haut, serait diminué de p.
En effet, la plus grande valeur du moment ayant toujours lieu
pour la position horizontale de la manivelle sera b(F—p) pour
le premier demi-tour et bp pour le second, et 'on devra
prendre la premiére ou la derniere de ces quanlités pour le
moment limite, selon que I'on aura F— p > ou < p, c’est-a-
dire F > ou < 2p. Le cas le plus avantageux se rapporte évi-
demment a la valeur de p qui donne

F;

ol

[)(F—P):[lp, d’ou p=

ainsi le plus grand moment sera alors 0,50F. Le moment
moyen étant toujours 0,3183bF et le plus petit zéro, on voit
que les variations du travail élémentaire seront moindres que
pour les cas précédents.

5h. Des manivelles multiples. — Disposition la plus avanta-
geuse des manivelles doubles. — Afin de diminuer I'irrégula-
rité de l'action qu’exerce une puissance unique sur la mani-
velle, on partage quelquefois cette puissance en deux ou
plusieurs autres égales entre elles, appliquées a autant de
manivelles distinctes, montées sur un méme arbre et dispo-
sées de maniére que les plus grands moments des efforts
exercés sur cet arbre par les unes correspondent précisément
aux plus petits moments des efforts exercés par les autres.
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Tel est, par exemple, le cas des manivelles doubles (fig. 19
et 20), qui tant6t sont dans un méme plan passant par I'axe,

Fig. 19.

mais dirigées en sens contraire, lant6t dans deux plans quel-
conques, formant entre eux un certain angle (fig. 21). La pre-
miére de ces dispositions présente les mémes circonstances
que lamanivelle simple et ne peut servir a régulariser I'action
de la puissance, supposée toujours constante en grandeur et
en direction; la seconde, au contraire, qu’on nomme manivelle
coudée, peut trés-bien étre employée a cet objet.

La discussion qui lui est relative apprend en effet que,
lorsque les puissances paralléles, égales et constantes, appli-
quées aux deux bras, n’agissent que dans un demi-tour, Pac-
tion est, a la vérité, plus irréguliére que pour les manivelles
simples dans lesquelles les équipages seraient en équilibre,
mais qu’il en est tout autrement quand le poids de ces ¢qui-
pages esl moitié de celui des puissances ou quand, les équi-
pages étant en équilibre, les puissances agissent a la fois et
de la méme maniére dans les deux demi-tours; on devra done
rejeter toute disposition ou ces derniéres circonstances n’au-
raient pas lieu.

55. Angle qui répond au minimum d’irrégularité de Uac-
tion. — Soient AB, AB’ (fig. 21) les deux bras de la manivelle
double ainsi disposée, a le demi-angle BAI ou IAB’ formé par

9
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ces bras; il est aisé de s’assurer que le moment total des
puissances F atteindra sa limite supérieure pour les positions

horizontale et verticale de BB/, et sa limite inférieure pour les
quatre positions symétriques, ol I'un des bras AB, .AB’ se
confondra avec la verticale ('). Ces valeurs extrémes du mo-
ment total seront ainsi respectivement

2Fbcosa, 2Fbsina, Fbsinaa=Fbsinacosa.

(*) Si 9 désigne V'angle EAI, la valeur absolue des moments est F4sin (§ — «)
pour la force appliquée en B, et Fésin (9 + «) pour celle qui agit en B'; comme
ces forces changent de sens quand leur point d’application passe de Vautre
c6té du diamétre vertical, I'expression de chaque moment doit étre affectée du
signe + ou du signe —, suivant que le point d’application de la force corres-
pondante est & gauche ou a droite de EG.

On trouve ainsi que le moment total est 2 Fbcosfsina pour les valeurs
de 0 entre o et a, qu'il est 2Fbsinfcosa quand § varie entre aet 7 - a, et
—2Fb cosfsina lorsque § est compris entre 7 — a et 7.

Les écarts maxima des moments sont

J =sina (1—cosa) et y, =cosa(1—sina);

on reconnait immeédiatement, en tracant les courbes représentées par ces équa
tions, guo l'on se trouve dans les conditions les plus avantageuses en donnant

a a la valeur Pour laquelle y = y,; ainsi que cela cst dit dans le texte, cette
valeur est a =50, (K.)
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En discutant ces valeurs, on trouve qu’elles sont le plus resser-
rées possible quand sina=cosa = /%, ou que I'angle BAD'
des manivelles est droit. Dans cette hypothése, on obtient
pour les valeurs ci-dessus des moments

2Fby:, 2Fby:, 2Fb.,
de sorte que le moment moyen se trouvera compris entre
2Fby3=2Fb><0,5071 el 0,5 2Fb.

Les puissances F développant dans un tour entier la quan-
tité de travail 2F. 40, le moment moyen est égal a

_;‘—. = 0,6366 >< 2F b,

et les différences avec le plus grand et le plus petit moment
répondant respectivement a la position horizontale ou ver-
licale de BB’ et des bras AB, AB’ sont seulement lc L et le ¢ en-
viron de sa valeur propre; ce qui prouve que les manivelles
coudées 4 angle droit sont effectivement trés-avantageuses
pour la régularité du mouvement de P’action des forces.

86. Propriétés et inconvénienls des manivelles triples ou
quadruples.— Pour une manivelle triple (fig.22),dont les bras
AB, AB', AB” partageraient, dans leur projection sur un plan
perpendiculaire a I'axe, la circonférence en trois parties égales,
et qui seraient sollicitées par trois forces verticales et égales I’
agissant seulement dans le demi-tour EBG, on trouve que le
moment total a sa plus grande ou sa plus petite valeur quand
I'un quelconque des bras est horizontal ou vertical ('); de
sorte que le moment moyen est compris entre

Fb et Fbsinboo=+Fby3=0,866%b.

(*) 11 en est encore ainsi lorsque chacune des trois manivelles agit a double
effet; les moments ont alors des valeurs doubles de celles du texte. (K.)

9.
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Le bras de levier moyen étant alors

6Fb  30b
x—m ?—_0,95517,

on voit que lc moment moyen 0,955 Fb ne differe que de

1

7 du plus grand et de ;; du plus petit moment. Ces résultats

supposent d’ailleurs les équipages des manivelles en équilibre
autour de I'axe A.

Il serait aisé de prouver que la manivelle quadruple offre
moins de régularité dans son action que la manivelle triple,
mais elle posseéde d’autres inconvénients beaucoup plus graves
pour la pratique, qui lui sont communs avec la manivelle
triple et qui suffiraient seuls pour y faire renoncer : c’est Ia
difficulté de 'exécuteravec une perfection et une solidité suf-
fisantes. En effet, toutes les fois qu’un axe ou arbre tournant
est supporté sur plus de deux appuis ou coussinets, il devient
trés-difficile, pour ne pas dire impossible, lorsqu’il présente
des parties coudées, de placer sur une méme droite les axes
des parties cylindriques que recoivent ces coussinets, et alors
on concoit que 'arbre bride entre ses appuis et donne lieu a
des efforts violents, qui consomment une portion considérable
de la force motrice et aménent la rupture des manivelles. Le
tour est le seul moyen a employer pour mettre ainsi un arbre
en ligne droite; cela est faisable pour un arbre d’une seule
piéce et qui présente assez de roideur pour ne pas {léchir;
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mais cela parait presque impossible lorsqu’il est interrompu
par des manivelles.

Considérations dynamiques sur les effets des manivelles.

57. Loi de variation du travail d’une manivelle simple, —
Les considérations qui précedent, analogues a celles qu’on
trouve établies dans le Livre I, page 63 de I'Architecture
hydraulique de Bélidor, édition de M. Navier, sont purement
statiques et neconcernentque la loides variations élémentaires
de l'action des forces appliquées aux manivelles, ou celle du
moment et du bras de levier propre de ces forces; mais on
peut envisager la question d’une maniere toute différente et
qui se rapporte spécialement aux considérations dynamiques.

Conservant, en effet, les dénominations et conventions
du n° 81 relatives a la manivelle simple, on peut se demander
quelle est la loi des variations mémes du travail de la puis-
sance F, soit dans un demi-tour, soit dans un tour entier de
la manivelle, et de comparer ces différentes valeurs a celles
du travail uniforme d’une puissance constante ou moyenne,
appliquée tangentiellement a la circonférence du cercle décrit
par extrémité B de la manivelle.

Cette manivelle étant supposée a simple effet, de sorte que
la force F n’agisse que dans le demi-tour ECG (fig. 18), et la
quantité de travail élémentaire de F étant mesurée par
Fbsinada, celle qu'elle aura développée a partir de la verti-
cale AF, et pendant que la manivelle décrit 'angle EAB = «,
sera évidemment

o
f Fbsinadx =Fb(1— cosa)=F < ED';
o

ce qu'on apercoit d’ailleurs sans aucun calcul, puisque I est
censé constant. Cette derniére quantité de travail qui a pour
valeur le produit 2F b, quand la manivelle a décrit deux an-
gles droits et est redevenue verticale, est aussi celle que
développerait la composante Fsina de F, qui agit constam-
ment suivant la circonférence du cercle décrit par le point
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d’application B; or, si I'on remplace cette composante va-
riable par sa valeur moyenne,
2Fb

1
Y= o b ) EF:0’3183F,

relative a une révolulion entiére de la manivelle, attendu que
celle-ci est supposée a simple effet, sa quantité de travail
correspondant a I'angle quelconque o décrit par I'axe sera

. Fba . ,
¢videmment ——, dont I’excés sur la précédente a pour va-

™

leur Fb (— —l-~COScx> dans le premier demi-tour et sim-

24 . o« .
plement Fb (_—_ — 2) dans le second, les angles o élant ici
i

mesurés par les arcs qui leur correspondent sur la circonfé-
rence, qui a 'unité pour rayon.

58. Discussion de cetle loi. — En discutant la premiére de
ces expressions, on trouve qu’elle est nulle en méme temps
que a; qu’elle croit positivement jusqu’a la valeur de « déter-
minée par la relation

. 1 . 1
Sine=—= -~ ou o =arc <sxn: —>: 0,32395,
™ s *
a laquelle répond un premier maximum positif

arcsin —

Fb ——l+\/l———

=TFb{0,1031 — 1+ 0,948) = 0,051 Fb;

qu’elle décroit ensuite de maniére a redevenir nulle pour

~

. 2 . .
o =0,21027 aux environs de o = 33 qu’elle devient un maxi-

mum négatif pour la valeur

a=m —arc <sin = %) =0,89697,

qui donne

Fb <7-1_— 1~ cosa)::Fb(o,SgGg—-— 1—0,948)=—1,0511Fb;
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qu’enfin sa valeur absolue décroit dans tout le surplus du
demi-tour jusqu’a devenir égale & — Fb, rigoureusement,
pour la position verticale AG de la manivelle répondant a
o =T.

Quant a 'expression de la différence relative au second
demi-tour, elle demeure sans cesse négative et décroissante,
jusqu’a devenir nulle pour la valeur @ =27, répondant a la
position verticale supérieure AE de la manivelle, aprés la-
quelle les mémes choses reviennent dans le méme ordre.

Ainsi le plus grand écart absolu entre les quantités totales
de travail, communiquées par la force variable Fsin« et la

T . <y . .
force moyenne Y = ;EF supposées agir a la circonférence du
[

cercle décrit par le bouton de la manivelle, est égal a
1,0511Fb =0,5255.2Fb

ou surpasse la moitié de celle 2Fb que développe F dans
une révolution entiére de cette manivelle.

89. Cas des manivelles simples & double effet. — Dans les
manivelles a double effet (52), la quantité de travail déve-
loppée par la force constante F dans la révoluticn entiére
devient 46T ; ce qui donne

y— 4bF _ 2 F = 0,6366F,

la quantité de travail de I' ou de la composante FIsina
étant toujours Fb (1 — cosa), et celle de I'effort moyen Y,

oFboa . ,
Ybo = ——. I'excés de I'une sur I'autre aura pour valeur

i

2 . .

Fb <—:—‘ — 1 cosa> dans le premier demi-tour.
2a .

Fb <? —3— cos;a) dans le second demi-tour;

cequi suppose que I'on fasse croitre les angles « indéfiniment;
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mais il suffira de considérer ce qui a lieu dans le premier demi-
tour, attendu que tout se répete symétriquement dans le se-
cond, si 'on compte « a partir du rayon AG.

Or, la premiére de ces expressions devient nulle a la fois

1 . o
pour z=o, a=—m, =1 el atteint son maximum positif

ou négatif pour les deux positions intermédiaires qui corres-
pondent a

sing = > — 0,6366,
7

d’ol
a=0,219667, «=m—0,219667
et
—
¥h <_2f _»1+005a> =Fb <2 < 0,21966 — 1 + \/1 — i})
T ‘ T
== + 0,21049bF,
Fb(%? — 1+605a> :;Fb[2(1—0,21966) —1— \/ 11— %]
= — 0,21049bF.

Ainsi la valeur absolue du plus grand écart entre les quan-
lités de travail des forces Fcosa et Y est ici seulement

0,0526 < 4bF ou —;—0 de la quantité totale de travail déve-

loppée dans une révolution entiére de la manivelle; ce qui
doit s’entendre pareillement des écarts de la force vive va-
riable imprimée au systéme, dans le cas d’'un mouvement
périodique, par rapport a la force vive moyenne, c’est-a-dire
ala force vive reialive a la vitesse moyenne.

Des manivelles conduisant des piéces & mouvement rectiligne
alternatif.

G0. Recherche du travail élémentaire de la force appliquée
@ la bielle. — Nous avons jusqu’ici supposé que la direction
de la force F ou de la biclle était constante, ce qui n’a jamais
lieu dans la pratique, attendu que 'extrémité de cette bielle,
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opposée a la manivelle, est ordinairement assujettie a décrire
une ligne droite ou un arc de cercle d’un rayon trés-grand, par
rapport au bras de cette manivelle; il est par conséquent in-
téressant d’examiner quelle modification cetle circonstance
peut amener dans les résultats et comment alors on doit éva-
luer les rapports existant entre les vitesses, les forces appli-
quées et les moments virtuels ou quantités de travail relatifs
a ces forces.

61. Considérons d’abord le systétme d’une manivelle AB
(fig. 23) assujetlie & tourner autour de I'axe A et qui agit par

Pintermédiaire de la bielle BC, sur un point C assujetti a dé-
crire d'un mouvement alternaltif la droite JM, dont le prolon-
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gement passe par A. Supposons cette bielle sollicitée par Ila
force constante I, agissant de haut en bas, suivant laligne CA,
pour entrainer AB dans la direction indiquée par la fléche de
la figure. Posons enfin AB=14, BC=!, AC=/, CAB=o,
ACB = §, le triangle ABC nous donnera sans difficulté

2

h=>bcosa +[cosp—=bcosa+ l\/x—?—2 sin? o,

dh—= —bsinadz [ 1+

cetlte vitesse virtuelle du point C estici négative, parce que la
hauteur &+ = AC diminue quand P'angle « =— BAC augmente;
mais comme la force F agit dans le sens méme du chemin
df=—dh décrit par son point d’application C, son moment
virtuel devra étre pris positivement, de sorte qu’on aura

b coS «

7—77_11)2;"‘:: 9

— Z sin?
\/x [25”1“

pour le travail élémentaire de F; freprésentant ici, si 'on
veut, le chemin b + /— /A décril par le point C; a partir de sa
position la plus élevée.

F({f:: — Fdh=TFb sina do I -+

62. Expression simplifiée et approchée du travail de cette
force. — On remarquera que le facteur Fb sin« da n’est autre
chose que le moment virtuel de la force verticale F, supposée
appliquée au bouton B de la manivelle; et comme le deuxiéme
terme de la parenthése est toujours trés-petit, vis-a-vis du
premier ou de I’'unité, on voit que les conséquences exposées
dans tout ce qui précéde en seront fort peu modifiées.

En effet, la plus grande valeur absolue que puisse acquérir
ce second terme répond évidemment a sinx =o, ce qui la

. b . .
rend égale a 7 Or ! surpasse souvent 10 fois b, et il est ra-

rement moindre que 5 {ois b, méme dans les circonstances les
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plus défavorables. D’ailleurs, la plus grande valeur que puisse
acquérir le facteur

I ——— )
b2
—— — ]In?
1 7 Sin‘e

répondant évidemment & sin* =1, on voit que, en supposant
méme [—5b seulement, clle ne sera jamais au-dessus de

5
—— = 1,0200,
Ve

de sorte qu'on pourra prendre
Fdf=Fbsinada <1 “+ ? cOSoz>

00412

1)

b

0,0206 - cOSa

s o
a moins de ———p——— ou de

1 -+ '[COS“

effective, ce qui revient & remplacer simplement I par

1
— —— de sa valeur
1,2 291

b . . .
F<x - —[cosa> dans les considérations relatives aux mani-

velles sollicitées par une force F, dont la direction reste con-
stante.
On aura de méme, par approximation,

162 e 1h
h=bcosa-+I— —--sin’a, ’ Fdf=bF|{1—cosa+ —+sin*x),

2 Jo 21
relations dont la derniére exprime la quantité de travail déve-
loppée par la puissance T sur la manivelle, a partir de sa posi-
tion verticale AF; mais ici I'’erreur commise est beaucoup plus
faible que pour I’expression ci-dessus de Fdf.

63. Valeur approximative et construction rigoureuse du
rapport des vitesses virtuelles de la puissance et de la résis-
tance. — Enfin si I'on veut comparer la vitesse virtuelle —dh
du point C & celle bda de B, vitesse dont le rapport est préci-
sément égal au rapport inverse de la force F a celle qui lui
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ferait équilibre, étant appliquée en B tangentiellement & la
circonférence décrite par ce point, on aura au méme degré
d’approximation

dh df . I+ bcosa
~bda OV pgp = Sine—y .

Mais, quelque simple que soit cette expression, on lui sub-
stituera avec avantage, dans certains cas, celle qui résulte de
la considération directe et rigoureuse des données de la
figure. En effet, nous aurons, sans rien négliger,

dh _ (YB—b*sina + b cosa) i

- sinor.
bda Vit — bisin*a

Or, si I’on prolonge AB jusqu’a sa rencontre I avec I'horizon-
tale menée par C et CB jusqu’a son intersection en O avec
I’horizontale passant par A, puis qu’on abaisse de B et C les
perpendiculaires BK et CH sur CI et BI, on aura évidemment

_dh hsina  CH CI _ AO
bde~ BK ~BK BI  AB’ do

CH__CE_ A0 wou 4 ao,

ce qui démontre que, en prenant AB égal a 'unité, la valeur

du rapport dont il s’agit sera simplement mesurée par AO.
Ainsi, X étant la force qui, appliquée tangentiellement a la

circonférence décrite par B, fait équilibre a F, on aura

% = i—g ou F.AO=X.AB.
De sorte que F produit 'effet d’une force égale et paralléle
agissant en O, résultat auquel on arrive sur-le-champ en ob-
servant que l'effort inconnu qui s’exerce suivant la direc-
tion BC de la bielle doit avoir pour composantes en C la force
verticale F et I'effort horizontal de réaction que supporte le
guide rectiligne du point C. Supposant, en effet, le premier de
ces efforts appliqué au point O de sa direction, et opérant de
nouveau sa décomposition, sa composante suivant AO sera
détruite ou plutdt son bras de levier, pour faire tourner AB,
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sera nul, et celle qui est verticale ne sera autre que la force F
agissant avec le bras de levier AO.

64. Principe général relatif aux vitesses de déplacement
simultanées des différents points d’un systeme matériel. —
Mais on arrive aux mémes conséquences encore a l'aide d’un
principe que nous croyons utile d’énoncer ici, parce qu’il
jette un grand jour sur la loi du mouvement des systémes ar-
ticulés, en général, principe qui nous avait été communiqué
dés 1829 par M. Bobillier, savant professeur aux Ecoles d’Arts
et Métiers, et que M. Chasles, autre géométre distingué, a de
son cdté publié, parmi beaucoup d’autres, dans le tome XIV
du Bulletin des Sciences mathématiques de M. Férussac,
p- 321. Ce principe consiste en ce que, si une figure plane de
forme et de grandeur invariables, quoique arbitraires, éprouve
un déplacement quelconque, infiniment petit, sans quitter ce
plan, elle tendra a tourner, sans glisser, autour d’'un certain
point fixe qu’on obtiendra par la rencontre des normales aux
éléments courbes que décrivent simultanément deux quel-
conques des points de la figure.

Ainsi, par exemple, dans le cas qui nous occupe, tous les
points de la bielle BC tendent a tourner simultanément autour
de l'intersection I des normales IC et IB, aux éléments dh et
b da décrits par les points C et B, de maniére que 'angle BIC
reste invariable dans ce déplacement supposé infiniment petit.
On a donc, en ne considérant que les grandeurs absolues,

dh:bda:: CI:BI

Ce théoréme est trés-important, en ce qu’il donne sur-le-
champ la vitesse d’un point quelconque lié d’une maniére
invariable 4 la droite BC, au moyen de la vitesse de I'une de
ses extrémités B ou C, ce qui permet aussi d’obtenir la force
vive d’un élément matériel quelconque, faisant corps avec la
bielle, el par suite la force vive méme de la masse de cette
bielle, etc.

65. Application de ce principe & la recherche de la force
vive et de la force motrice des bielles conduites par une ma-
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nivelle, — Nommant df I'angle infiniment petit décrit par BC
autour du point I, tandis que B parcourt I'arc bda, ou C
Varc df = — dh,

m un élément de masse quelconque de la bielle, situé ala
distance p de I'axe de rotation instantanée, perpendiculaire
au plan de la figure en I,

dz sa vitesse virtuelle, dirigée suivant la perpendiculaire &
I'extrémité de p,

da
enfin o la vitesse angulaire —— de AB ou wb la vitesse effective,

dt
on aura d’abord
df= —dh=CIldf, bda=Bldf, do=pdi= Q—bﬁ{lﬁ,
el ensuite
Lesse d u do b da bp
vitesse de m ou - = prpop = oo
force vive totale dela bielle = bB—l— 2 mp*, somme qu’il faudra

étendre 4 la masse entiére de cette bielle.

Nommant de plus M cette masse, G la distance de son centre
de gravité a I'axe instantané de rotation, I son moment d’inertie
pris par rapport a un axe paralléle, passant par son centre de
gravité, on aura plus simplement encore

b2y b2

na Zmp = BIF

(M.G* =+ I2).
On trouvera de la méme maniére I'expression de la force mo-
trice ou d’inertie totale de la bielle, etc.

Au moyen des différentes données contenues dans ce para-
graphe, il sera facile de découvrir et de discuter toutes les
circonstances du mouvement et de la transmission des forces
dans le systéme & manivelle et a bielle qui vient de nous oc-
cuper en dernier lieu. En particulier, il sera trés-facile d’é-
tendre a ce systéme général les considérations que, dans le
paragraphe précédent, nous avons appliquées au cas ou la
bielle reste constamment verticale ou paralléle a elle-méme.
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Des manivelles conduisant un balancier 3 mouvement alternatif.

66. Description de l’appareil. — La fig. 24 représente un
balancier conduit par la manivelle AB et servant & communi-
quer le mouvement rectiligne alternatif a la tige verticale FP

@d’un piston. Dans ce systéme, les choses sont ordinaire-
ment disposées de facon que la verticale du point A passe par
les positions extrémes de l'articulation C, répondant aux in-
stants ou la bielle BC et le bras AB de la manivelle sont situés
en ligne droite; par suite, ’horizontale DL du centre de rota-
tion D divise en deux parties égales I'angle total décrit par ce
dernier.

Quant 4 la tige FP, elle ne recoit ordinairement son mou-
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vement que par I'intermédiaire du parallélogramme articulé
EFHN, imaginé par Watt, et qui est dirigé par la tige ou bride
SH, tournant autour du point fixe S, dont la position est réglée
de facon que le sommet F décrive sensiblement une droite
verticale pendant les oscillations du balancier, ce qui se fait
ainsi : Supposons le parallélogramme EFHN établi et unique-
ment dirigé par le mouvement du balancier autour de D et du
sommet F sur la verticale I'G; on détermine la suite des po-
sitions correspondantes occupées par le sommet H, puis on
fait passer au travers de ces différentes positions un arc de
cercle qui s’en écarte le moins qu’il est possible de part et
d’autre, et dont le centre détermine ’axe de rotation S de la
bride SH.

On peut voir, dans le tome XIX, année 1823, des Annales
de Chimie et de Physique, et dans le tome XII, année 1826,
des Annales des Mines, un Mémoire de M. de Prony, dans
lequel cet illustre ingénieur indique les moyens de disposer
le parallélogramme de maniére a rendre les déviations de la
tige aussi petites qu'il est possible. On consultera aussi, au
sujet des divers disposilifs qui peuvent servir a atteindre le
méme but, le Traité des machines & vapeur de I'ingénieur
anglais Tredgold, pages 392 et suivantes, Pl. XII. Il nous suffit
ici de savoir que 'articulation commune aux tiges FP et EF
décrit sensiblement une ligne droite.

67. Relations entre les forces et les vitesses des différentes
parties.— Supposons, pour la clarté, toutes les piéces réduites
a leurs axes (fig. 25); lIa loi du mouvement du point C, sur
I'arc de cercle qu’il décrit autour de D, esta peu prés la méme
que pour le cas précédent (fig. 23, p.137), o ce point étaitas-
sujetti & parcourir la verticale AC; car ici Parc dont il s’agit
s’écarte toujours fort peu de cette verticale; mais I'expression
analytique de cette loi, quoique facile a obtenir, serait trop
compliquée pour qu’on put en tirer un parti avantageux, et il
conviendra de recourir au tracé de la figure, en se servant du
principe énoncé au n° 64, qui donne immddiatement le rap-
portdes vilessesdes différents points et des forces qui leur sont
appliquées.
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Ainsi, par exemple, si, pour une position quelconque, on
détermine I'intersection I du prolongementde la direction AB
de la manivelle avec la ligne d’axe DC du balancier, cetle
intersection pourra étre considérée comme le centre de rota-
tion instantanée du systéme de la bielle BC et du triangle BCI,
supposé de grandeur invariable, de sorte que les vitesses des
points B et C seront entre clles dans le rapport de BI a CIL.

Fig. 25.

]

Pareillement, s1 I'on détermine le point de rencontre I’ du
prolongement de DE avec I'horizontale I'F perpendiculaire au
chemin décrit par F, ce point pourra étre considéré comme
le centre de rotation instantanée du systéme de la tige FE et
du triangle EFY’, supposé de forme invariable, de sorte que
les vitesses des points F et E seront entre elles comme les
cotés FI' et EI’, qui leur correspondent dans ce triangle.
Prolongeant FE jusqu’a son intersection 0’ avec I’horizon-
tale du centre de rotation D, le rapport de I'E a I'F pourra
étre remplacé par celui de DO’ a DE; menant par le centre A
la paralléle AO a DC, qui rencontre BC prolongé en O, le rap-
port de BI & CI pourra étre pareillement remplacé par celui de
10
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ABa AO; posantenfin AB=0,CD=DE =1/, AO=u, DO’'=uw/,
angCDL =6, angCAB=23.

: . . da
Nommant de plus o la vitesse angulaire —

dt
dhla vitesse virtuelle du point F, et F la force verticale qui lui
est appliquée; U et X les forces qui, appliquées tangentielle-
ment aux arcs décrits par les extrémités E ou C et B seraient
équivalentes a F ou lui feraient équilibre, abstraction faite de
toute autre force, on aura, sans avoir égard au signe négatif
de do,

de la manivelle,

U_bdx Bl _AB_ b

X 7d6 " Cl A0 «u

9

d’ou
Uu=Xb, @:—Iic.),
dt l
F_ld6 TE DE I
U dh —TF DO o’
d’out

r_. - bl dh o, do . wuu'om
Fl(,.__U ——X;" a;--lt Ei_w 1 ?

relations faciles a calculer ou a construire, et auxquelles on
atriverait directement (62) par la simple décomposition des
forces ou des vitesses dirigées suivant les lignes BC et FE.

68. Ces mémes relations mettront d’ailleurs en état de dé-
terminer pour chacune des positions du systéme, et en fonc-
tion de la vitesse angulaire w, les forces d’inertie et les forces
vives des différentes piéces, ainsi que nous ’avons montré en
particulier dans le n° 65; mais il serait inutile d’insister ici
sur cet objet, non plus que sur les conséquences qui peuvent
se déduire, par une discussion facile, des relations dont il
s’agit, en ce qui concerne 'irrégularité plus ou moins grande
du mouvement ou de V'action des forces, selon que la tige EF
agit a la fois dans chacune des deux demi-révolutions ou seule-
ment dans 'une d’elles. Il est évident que ces conséquences
seraient, aux chiffres prés, analogues a celles auxquelles on
est parvenu dans le cas particulier ou il s’agit d’'une manivelle
sollicitée par une force constante en grandeur et en intensité.
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Ainsi, par exemple, on trouverait ici encore que, dans le
cas des manivelles a double effet, on doit meltre en équi-
libre leurs équipages qui comprennent le poids de la bielle,
des balanciers, etc., tandis que, dans celui des manivelles a
simple effet, il y a de 'avantage a charger I'une des extrémités
du balancier d’un poids égal a environ moitié de la force F.
D’aprés cela, nous nous contenterons d’indiquer en peu -de
mots comment on devra s’y prendre pour résoudre les prin-
cipales questions ou difficultés qui peuvent se présenter dans
cette discussion.

69. Indication de la maniére de résoudre, dans le cas gé-
néral, les questions traitées aux n* 51 et 57 relativement aux
bielles et manivelles simples. — Considérant, par exemple, le
cas ou la puissance F, supposée constante, n’agit que pendant
une demi-oscillation ascendante du piston ou pendant que la
manivelle décrit le demi-cercle situé a droite de la verticale
du centre de rotation A, nommant £ la hauteur de course du
point F, correspondant a I’angle « décrit par cette manivelle,
a partir de sa position supérieure, et A’ la hauteur totale de
celte course, qui différera en général trés-peu de 20, la quan-
tité de travail développée par la force F dans une révolution
entiére sera mesurée par le produit FA', d’aprés quoi son

bras de levier moyen rapporté a I'axe A aura pour valeur
/4 , . . .
e el I'effort moyen qui pourrait la remplacer et produire le

méme travail & chaque révolution entiére, s’il était appliqué
tangentiellement a la circonférence décrite par I'extrémité B

. n
de la manivelle, sera — F.
270

Or, selon qu’il s’agira des considérations statiques des n°® 51
et suivants, ou des considérations dynamiques des n°s 57, 58
et 89, on aura a rechercher les maxima et minima du moment
virtuel

Fdh =T f‘-;‘— dz,

sy Lo . -
c’est-a-dire du produit I —~ qui représente ici, en quelque

10.
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sorte, le moment de la force constante F, ou bien il s’agira
de trouver les positions du sysieme pour lesquelles excés du

14

travail de I’effort moyen 2Lrb Fsurle travail effectifde la puis-

sance F atteint son maximum et son minimum; ce ui arrive
nécessairement aux instants pour lesquels, ces forces se fai-
sant équilibre, leurs quantités de travail élémentaires sont
égales, de sorte qu'on a

W uu'

—I‘bdoc-— Fdh=o0 ou — —
2mh 27 {

70. Procédé graphique pour trouver le plus grand ou le plus
petit écart du moment et du travail variable de la puissance
sur son moment ou son travail moyen. — Ainsi donc, dans le
premier cas, on aura a rechercher la position du systéme qui
répond a la plus petite et a la plus grande des valeurs de la

X 174 .
fonction - et dans le deuxiéme celles pour lesquelles cette

R . . , N .
méme fonction devient égale au nombre donné ot probléme
T

dont la solution est on ne peut plus facile a aide des données
de la figure, et en construisant une courbe unique ayant pour
abscisses les différentes valeurs de «’ ou DO, et pour ordon-

. uu'
nées les valeurs correspondantes de = que I’'on construira

trés-facilement, en portant la grandeur de « —=AO de D en U
sur la direction de DE et menant la paralléle UV & O’'EF, qui
donnera sur DO’ le segment

py — “%

Les valeurs de u el u', qui satisfont a la question, ¢tantainsi
trouvées, on déduira immédiatement le plus grand et le plus
pelit des écarts du moment moyen sur le moment variable

74

F[ =F.DV,
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. Fl . .
ou du travail moyenz—ﬁ—taz sur le travail variable FA de la

force F supposée constante, ete.

Il est évident que la question ne serait pas beaucoup plus
difficile a résoudre si F variait avec /i, suivant une loi donnée,
par le tracé d’'une courbe, par exemple; car les valeurs des

h o
quantités de travail f Fdh, f Fda seraient alors immd-
(o] o

diatement données par les méthodes de quadrature mention-
nées au n° 9 (Section I).

Du joint brisé ou universel.

71. Description de Uappareil.— Le joint brisé ou universe!
a pour objet de transmettre le mouvement de rolation d’un
axe a un autre, qui le rencontre sous un angle quelconque,
plus grand que Pangle droit; il est ordinairement compos¢
d’un croisillon ( fig. 26) ou d’une boule de métal portant deux

axes rectangulaires et qu’on interpose entre les méchoires
qui terminent, vers leur point de rencontre, les deux axes
proposés. Ce mécanisme est principalement employé en Hol-
lande pour transmettre le mouvement des moulins a vent aux
axes inclinés des vis d’Archimeéde qui servent pour les épui-
sements. Son principal avantage consiste dans la faculté qu'il
offre de pouvoir changer a volonté, quoique entre des limiies
données, 1'angle des axes de mouvement. Généralement on
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n’en fait usage que pour les machines peu puissantes, a cause
de Virrégularité du mouvement qu’il occasionne et de I'é-
norme pression ou résisltance que supportent les axes des
croisillons, dont les bras sont toujours fort petits par rapport
aux rayons des roues d’angles qu’on leur substitue ordinaire-
ment.

Prenons ( fig. 27) pour plan horizontal celui des deux axes
de rotation donnés CL et CM; soient DD’, EE’ les projections,

Fig. 27.

,Iz/ \\n; \\\\\
O
/ \ a| \ \
AT \

sur ce plan, des cercles respectivement décrits par les extré-
mités des axes des croisillons et qui sont perpendiculaires
aux axes CL et CN; concevons la sphére qui contient a
la fois ces cercles, et soient, pour une position quelconque
du systéme, A et A/, Bet B'les projections de celles des extré-
mités dont il s’agit, qui sont diamétralement opposées entre
elles sur les cercles DD, EE’; le grand cercle qui appartient
a ces extrémilés formera, avec les précédents, le triangle sphé-
rique ABC, dont les cdtés AB et AC fixent entiérement la po-
sition des extrémités supérieures B et C des croisillons, par
rapport a l'intersection G des cercles DD’, EE’ ou celle des
rayons CA et CB, par rapport a la verticale qui répond au point
de rencontre des axes. Or, AC étant considéré comme l'are
du grand cercle décrit par I'extrémité B, a partir du point A,
BE complément de CB devra étre considéré comme l'arc dé-
crit simultanément par I'extrémité B, a partir de E, ou de la
position horizontale du rayon CB, correspondant a la position
verticale C du rayon CA.
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72. Relation entre les angles décrits par les croisillons. —
Nommant donc « et 3 les angles au centre des arcs BE et AC,
ces angles seront précisément ceux que décrivent simultané-
ment les rayons CB et CA, autour des axes CL et CM, auxquels
ils sont respectivement perpendiculaires; et, si ’'on nomme
en outre C I'angle MCL = ACB de ces deux axes, on aura, par
le triangle sphérique ABC, dans lequel AB équivaut & un qua-
drant et BC au complément de BE,

tange + cosCtlangf = o.

On arrive au méme résultat en observant que, si 'on porte
de B en a, sur le grand cercle EE’, un arc Ba = BA équiva-
lent au quadrant, ’arc du grand cercle Aa sera perpendiculaire
sur Ca = BE — «, de sorte que, si 'on nomme I I'angle ACa,
supplément de C, on aura, dans le triangle ACaq,

tang o: = cosItangfB.

Or cela démontre que les angles « et 3, décrits simultané-
ment autour des arcs CL et CM, sont précisément ceux que
décriraient, a partir de la position verticale en C, deux rayons
CA et Ca, dont 'un serait la projection orthogonale de I'autre
sur son propre plan de mouvement, propriété remarquée par
MM. de Bétancourt et Bréguet, qui 'ont démontrée dans un
Mémoire présenté a I'Institut de France et I'ont appliquée a
leur systéme de télégraphe.

Différentiant la derniére des relations ci-dessus, elle don-
nera

da  coslcose 1 —sin?lcosta cosl

d3 " cosB cosl " 1—sin*lsin®B

y

pour le rapport des vitesses de rotation des axes MC et LC,
qui est aussi le rapport inverse des forces qui, agissant avec
le méme bras de levier, se feraient mutuellement équilibre
autour de ces axes respectifs.

On voit ici que les valeurs de ce rapport peuvent varier de-

. . o T - .
puis cosI jusqu'a cosl’ €t que 'action sera d’autant plus ré-
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guliere que I'angle I approchera davantage de zéro. D’ailleurs
on peut se proposer les questions analogues a celles que nous
avons résolues (51 et 87), dans le cas des manivelles.

73. Recherche de Ueffort et du travail transmis. — Suppo-
sons, par exemple, I'axe CM, qui décrit les angles (3, sollicité
par une puissance constante F, agissanta I’extrémité du bras
de levier R, qui sera, si I'on veut, le rayon d’'une roue, on
aura : 1° pour l'effort variable transmis a 'autre axe

Fd3 Icosl )
da ~ 1—sin’lcosta’

2° pour le travail élémentaire de cet effort

1 — sinzl cosa’

3¢ enfin pour le travail total imprimé dans toute I'étendue de
I’angle &

f ‘_FR‘COSI(]a. — FRare <lang:tnnga>;
, 1—sin*lcos’a cosl /’

prenant I'angle « =27, il est clair que la quantité de travail
relative & une révolution entiére de I'arbre MC sera F2zR;
donc ici leffort moyen qu’il faudrait appliquer & une roue
de rayon R, montée sur cet arbre, a précisément pour va-
leur F; ou, si 'on veut, R est le bras de levier moyen de la
puissance constante F, supposée appliquée a ce méme arbre;
par conséquent

FRde — ————"" = FRda
1 — sin?l cos*a

]— ——

FR cosl da cosI
1— sin’l'a)sza)’

FRa — FRarc <tang = tzzsgﬁ

=FarR [& — —2—1: arc (tang: lﬁnjﬁ)]

3
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expriment les écarts respectifs des quantités de travail élémen-
taires et totales, par rapport a celles que produirait I'effort
moyen F, pour le méme angle «, décrit par 'arbre MC; ce qui
donne, pour la plus grande et la plus petite des valeurs du
premier de ces écarts,

FRds <_I_ — x>, FRda (1 — cosl)
CcOS

respectivement.
Quant au second de ces écarts, il devient nul a la fois pour

o == 0, o —= T, oL =TT, a:;r;, o= 2T,

I
2

et il atteint ses plus grandes valeurs positives ou négalives
dans les quatre positions intermédiaires du systéme, déter-
minées par I’équation

d [a —are <lang = ‘,?ES_E‘H

cosl cosl
— =1 — — — = 0
da 1 ~- sinzl cos?a ’
qui donne
V1 —cosl W —
€oSor = k= ~— e s tanga — == \/cosl,

et par conséquent, pour les valeurs du maximum de I'écart
demandées,

I
— arc | tang = o= ———=
arc (tang = == \/cosI) ( ° \/cos[>
2T 2T

FazR

Th. Appréciation des plus grands efforts et des irrégularités
d’action auxquelles donne lieu le joint universel. — Suppo-
sant, par exemple,

) G-
I=45 ou cosl=sinl=_ V2 ==o0,7071,

ce qui a lieu, & peu prés, dans le cas de la vis d’Archiméde,
on trouvera, pour la mesure du plus grand et du plus petit des
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¢carts de la quantité de travail élémentaire sur la moyenne, ou
du bras de levier et de I'effort variables par rapport a leur va-
leur moyenne,

1
cosl

—1=0,414, 1—cosl=0,2929,

ce qui répond, comme on voit, & des variations d’action con-
sidérables, et prouve que les axes des croisillons peuvent
éprouver momentanément de trés-grands efforts répondant

aux arcs
a=0, a=Tm, o=2T.

Mais on ne doit pas conclure, pour cela, que les écarts du
travail total ou de la force vive qui lui correspond, par rapport
a leur valeur moyenne, soient eux-mémes trés-grands : en ef-
fet, la derniere des formules ci-dessus donne, pour les nom-
bres qui mesurent cet écart :

-+ 0,02744, répondant a 'angle o= 4o0° 3’ fo”,
dont la tangente est égale a + \/cosl = 0,840g;
+ 0,02744, répondant a 'angle «—=139°56'20",

supplément du précédent, et dont la tangente est égale a
— ycosl = — 0,8409;

—0,02744, répondantal'angle 180°4-40°3'40"=220° 3'40";
+ 0,02744, répondant a 'angle 360°— 40°3'{0”=2319°56'20".

Ces écarts sont, comme on le voit, moindres que ceux qui
ont été trouvés (59) pour la manivelle a double effet.

IV.— APPLICATIONS PARTICULIERES DE LA THEORIE DES VOLANTS.

Considérations générales sur 'emploi et sur la construction
des volants.

75. Impossibilité de découvrir une regle qui soit applicable
& Uétablissement de toute espéce de volant. — D’aprés les
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principes généraux exposés au n° 39 (Section I)sur la théorie
des volants, il est facile de voir qu’on ne saurait trouver une
formule unique, qui pat servir a calculer leurs dimensions
dans tous les cas; et, a cet égard, il est impossible d’admettre
les régles universelles que quelques auteurs praticiens ont
cherché a établir. Chaque genre distinct d’irrégularité d’ac-
tion des puissances et des résistances en exigera une en par-
ticulier, et la théorie des volants ne sera compléte, pour la
pratique, que lorsqu’on Paura appliquée a chaque cas spécial :
ainsi le volant d’une scierie ne peut étre calculé comme ce-
lui d’'une machine a vapeur, d’'un laminoir, etc. C’est pourquoi
nous nous bornerons a montrer, par quelques exemples sim-
ples, relatifs aux systémes & manivelle, la maniére dont on
doit, dans chaque cas, procéder a la solution de la question;
mais, comme cette solution ne laisserait pas que d’étre fort
compliquée si I'on voulait avoir égard a toutes les circon-
stances du mouvementeta ce quise passe dans toute I'étendue
des machines, nous devons présenter ici quelques réflexions
propres a faire éviter des difficultés de calcul qui seraient
souvenl sans objet pour le but qu’on se propose dans I'éta-
blissement des volants.

76. Simplification qu’il est permis d’apporter dans beau-
coup de cas au calcul des volants. — D’abord on doitadmettre
en principe ce qui a été dit au n® 39 (Section 1), que le volant
est placé le plus prés possible de la force, qui exerce des ac-
tions irrégulieres (') et doit assurer 'uniformité du mouve-
ment indépendamment de I'inertie des picces de rotation qui
lui'succédent du cdté opposé a cette force; car, sans cela, ces

M Répartition des divers wolants d’une usine. — Pour assurer, en toutes
circonstances, la bonne marche d’un ensemble .de machines, il suffit de faire
en sorte que, dans les cas extrémes les plus défavorables, 1’écart des vitesses
et I'accélération ne dépassent pas les limites déterminées (Note du n° 42, Sect. 1).
Si T représente le travail transmis a la vitesse de régle w, o la plus grande va-
riation totale, positive ou négative, que le travail moteur puisse éprouver sans
que le régulateur intervienne d’unc fagon efficace, 8 la plus grande variation
du travail résistant, il est clair que I’excés maximum de la force vive sur la
force vive normale correspondra au cas ol « et 3 coexisteront et seront de signes
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piéces pourraient étre soumises a des alternatives d’actions
nuisibles ou dangereuses.

Ensuite on remarquera que les résistances passives, quelle
qu’en soit la nature, introduisant dans I'équation des forces
vives du n° 38 (Section I) des termes qui ne peuvent entrer
que positivement dans le premier membre relatif a ces forces
vives et négativement dans I'expression de S, elles auront
pour effet, dans beaucoup de cas, de diminuer les-plus grands
écarts de la vitesse ou la valeur qu’il serait nécessairc de don-
ner au moment d’inertie du volant, si ces circonstances n’a-
vaient pas lieu; en d’autres termes, elles tendront, par elles-
mémes, a régulariser le mouvement en remplissant ainsi les
fonctions de frein, et par conséquent, en les négligeant dans
de pareilles circonstances, on sera certain d’obtenir, pour le
volant, des dimensions plus que suffisantes.

Drailleurs il arrive presque toujours que les résistances pas-

contraires. Il est toujours prudent de faire cette hypothése extréme; car la
position relative des diverses machines n’est pas constante, elle est modifiée a
chaque instant par la déformation des organes de transmission, et surtout par
les glissements inévitables des courroies, par les embrayages ou débrayages. D’un
autre c6t6, les variations accidentelles se produisent a des époques quine pcuvent
pas étre réglées. D’aprés la théorie exposée au no 38, Scct. I, la force vive A Q*
qu’il est nécessaire de donner au systéme, pour lui assurer une régularité défi-
nie par 2, est déterminée par I’équation A Q* = n(« + 3); on voit qu’elle est
égale a la somme des deux forces vives égales a n« et & n 5, que I'on trouverait

en déterminant séparément un volant assurant I'écart i la machine motrice

soumise &4 un travail résistant constant et a la variation « du travail moteur,
A . r . . .

et un autre volant assurant le méme écart n a la machine-outil, recevant un

travail moteur constant et soumise a la variation g du travail résistant. On
arrive a des conséquences analogues en étudiant la question au point de vue
des accélérations.

Le calcul des volants peut done toujours étre fractionné et ramené a celui de
chaque machine isolée, recevant du dehors un travail constant ct assujettic seu-
lement aux variations de travail qui lui sont propres; il n’en résulte pas qu’une
méme machine doive avoir le méme volant dans toutes les installations, car les
éléments qui servent au calcul du volant d’un appareil donné, c’est-a-dire les
conditions de régularité requises ct le mode d’action des forees, varient dans
chaque cas spécial avee la nature des autres machines de 'usine, avee I'impor-
tance des variations accidentelles, la sensibilité du régulateur employé; ces élé-
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sives les plus influentes font partie intégrante de la puissance
motrice ou de larésistance active, ou peuvent étre comprises
dans les mémes termes de I’équation des forces vives, de sorte
qu’on peut, sans inconvénients, négliger la considération des
résistances passives intermédiaires, en tenant compte seule-
ment de leurs valeurs moyennes ou des quantités de travail
qu’elles produisent dans chaque révolution de la machine,
¢’est-a-dire en ajoutant ces valeurs moyennes a la puissance ou
a la résistance active.

Enfin, dans d’autres cas trés-compliqués, ou I’on aura a con-
sidérer des piéces a mouvement alternatif, on se verra con-
traint de négliger I'influence de I'inertie de quelques-unes ou
de la totalité de ces picces, en ne tenant ainsi uniquement
compte que de I'irrégularité d’action méme de la puissance
et de la résistance, ou bien on sera obligé de faire quelque

ments doivent donc toujours étre déterminés par une étude préliminaire.
(Note du n° 42, Sect. I, et du n° 35).

Le mode d’opérer qui vient d’étre indiqué apporte de grandes simplifications
au calcul des volants; il conduit, en outre, & la répartition la plus avanta-
geuse des volants sur les divers arbres, au point de vue de I’état moyen des
tensions dans les organes de transmission et des oscillations de la vitesse
réelle résultant des déformations élastiques.

En se reportant & la Note du u® 46, on peut se rendre compte de 'importance
d’une bonne répartition des masses en mouvement. Si les forces extérieures
viennent & varier en méme temps qu’elles augmentent, par exemple, le premier
effet de cette modification est un ralentissement de 1’arbre mené, une accélé-
ration de PYarbre moteur, quelles que soient du reste les valeurs relatives des
variations ; lorsque celles-ci sont de peu de durée, on peut, par un choix con-
venalile des masses, c’est-d-dire de la valeur de N, augmenter a volont¢ la durée
de la période des oscillations et la rendre assez longue pour que, au moment
ou la perturbation cesse, la tension de la transmission ne soit pas encore arrivée
4 son maximum et différe aussi pea qu’on le voudra de sa valeur moyenne.

Telle est la raison qui conduit & placer des volants sur les arbres des ma-
chines-outils; il faut remarquer que, par suite de I'emploi de ces volants, la
diminution du travail résistant, au moment des débrayages, se trouve accompa-
gnée d’une diminution de la masse en mouvement; 'inverse a lieu au moment
des embrayages. Ces circonstances concourent pour augmenter les irrégularités
du mouvement, et il est nécessaire d’en tenir compte, soit en calculant en
conséquence le volant de la machine motrice, soit mieux en établissant des
volants spéciaux sur les transmissions, dans des régions voisines de celles ou
se produisent les intermittences de travail. (K.)
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supposition qui tende a simplifier I'état variable du mouve-
ment de la machine, comme il arriverait pour les appareils
des n°s 61 et 66 ( fig. 23 et 24), si 'on supposait la bielle BC
sensiblement verticale, et la puissance F immédiatement ap-
pliquée a 'extrémité du bras DE du balancier, ce qui s’écarte
assez peu de la réalité, dans les cas ordinaires, ou les lon-
gueurs de cette bielle et de ce bras sont environ cing fois ce~
lui de la manivelle AB.

T1. Dispositions les plus ordinaires des volants. — Pour sa-
tisfaire autant qu’il est possible aux conditions indiquées au
n° 39 (Section I), on compose ordinairement les volants d’un
anneau en fonte (fig. 28) relié au moyen de bras, en méme

Fig. 28.

matiére, ou en fer, ou en hois, & un noyau central monté sur
I'arbre (). Presque toujours la section de I'anneau dont il s’agit

(*) Systémes d’assemblage des volants. — Lorsque les volants sont de petite
dimension, ils sont ordinairement fondus d’une piéce; quand ils ont un grand
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est rectangulaire, mais on lui donne quelquefois aussi, de
méme qu’aux bras, une forme elliptique allongée, dans la
vue de diminuer la résistance de I'air; nous ne connaissons
aucune expérience qui melte en état d’apprécier cette ré-
sistance dans le cas dont il s’agit, et il est méme douteux
que, vu la continuité de 'anneau et la succession rapide des
bras dans un méme espace, la forme des bras et de I'anneau
joue un si grand role, que s’il s’agissait de surfaces compléte-
ment isolées. Enfin, dans des machines peu puissantes, on se
contente souvent de placer a 'extrémité de bras en fer, amincis
dans lesens du mouvement, desmasses métalliques, auxquelles
on donne la forme lenticulaire, toujours dans la vue de dimi-
nuer la résistance de I'air; mais ces derniers dispositifs doivent
élre proscrits a cause des dangers qu’ils présentent.

78. Ezxpressions approximalives et simplifiées du moment
d’inertie et de la force vive des volants.— Quoi qu’il en soit,
il sera toujours facile, au moyen des regles posées a la fin de
cette Section, de trouver le moment d’inertie 2mr? et la force
vive o?Zmr* (36, Section 1) d’un pareil systéme. Considé-
rons, en particulier, le cas des volants a anneau continu, et
nommant P’le poids de cet anneau, R, son rayon moyen, V sa
vitesse a l'extrémité de R,, g=9™,809 l'accélération de la
pesanteur, on aura tres-approximativement

P’ . P , P
Imrr=-—R} et o2Zmr=—wlk]=—V,
5 8 s

diamétre, les rayons sont assemblés (fig. 28) a I'aide de boulons et de cales de
serrage sur un noyau DE; I'anneau est composé de plusieurs segments, qui
sont réunis entre eux a l'aide de prisonniers intérieurs traversés par des gou-
jons perpendiculaires au plan du volant; ces jonctions se font, soit dans le pro-
longement des rayons, en A (fig. 29), soit dans Vintervalle compris entre les
rayons, en B { fig. 28). Ces deux figures indiquent en C et ab deux modes fré-
quemment employés par les constructeurs pour I'assemblage de I'anneau avec
les rayons.

Les volants sont souvent utilisés, en dehors de leur role spécial, comme or-
ganes de transmission de mouvement; la surface extérieure de la jante est alors
tournée quand le volant doit recevoir une courroie, ou bien garnie de dents
quand il fait fonction de roue d’engrenage. (K.)
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Quant aux bras, si 'on nomme P” leur poids total, on pourra,
d’aprés les mémes régles, prendre trés-approximativement

2mr*=o0,325 L R,
4

et, par conséquent,
P "o
0 2mr?= 0,325 — »?R*=—= 0,325 — V2;
s 8

ce qui donne, pour la force vive totale du volant

(P’+0,326P") V2

——y

8

. . P .
jue nous représenterons simplement par — V3, soit qu’on
1 g

veuille tenir compte ou non du moment d’inertie des bras,
qui, au surplus, ne saurait guére surpasser le L ou le ! de

€
celui de 'anneau entier.

79. Recherche du moment total des forces qui tendent
rompre les bras des volants (‘). — Le volant est principalement
exposé a l'action de la force centrifuge, qui tend a séparer vio-
lemment les bras et les segments dont se compose I'anneau,
et & laction de la force motrice ou d’inertie qui nait de la
variation instantanée du mouvement de rotation, et tend prin-
cipalement a rompre les bras a leur encastrement prés de
I'arbre et de I'anneau. L’appréciation de I'une ou l'autre de
ces actions peut étre soumise a un calcul rigoureux, quand la
constitution de la machine a laquelle le volant se trouve ap-
pliqué est bien connue.

Conservant toujours les mémes dénominations, on ohser-
vera que w*rm est 'expression de la force centrifuge d’un
élément de masse m, situé a la distance r de I'axe, tandis
dw

que o rm, pris abstraction [aite du signe, est celle de sa force

(*) Consulter, au sujet des conditions de résistance des volants, le Mémoire
sur les volants des machines & vapeur, par M. Resal. (Annales des Mines, t. 1;
1872.)
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motrice ou d’inertie tangentielle (n° 14, Section 1), dont le

T . dow
moment, par rapport a I'axe, a ainsi pour valeur 7i r’m, ce
qui donne, pour calculer a un instant assigné la force to-
tale X, qui, agissant a ’extrémité du rayon moyen R de i'an-
neau, ou suivant sa circonférence moyenne, serait capable de
faire équilibre a 'action des forces qui naissentde la variation
instantanée du mouvement de rotation, ’expression

1 doy

de PR
— _ N R — ) P
=Ra " TR @ RK=T o7

o o

1 dw (P'+ 0,325D")

X

en considérant toute la masse du volant et des bras.
En assimilant cette force a un effort de torsion, agissant

pour rompre les bras & leur encastrement, avec une énergie

2
1

. dw
mesurée par le moment —-
dt g

principes de la théorie de la résistance des solides (') a la
partie de la question qui nous occupe, quand on aura trouvé,
pour le systéme formé par I’arbre du volant, et des piéces qui
donnent lieu a lirrégularité du mouvement, le maximum de

» il sera facile d’appliquer les

la valeur aa{,—ot) ui, pour un instantou une position quelconques,
sera donnée (n® 36, 37 et 38 de la Section I) par I'équation
(A +B)wdow = (A +B) %da:l’df— Qdg —...=ds;

A désignant ici spécialement la somme des moments d’inertic
des piéces a mouvement de rotation continu, qui font partie de
I'arbre du volant; B une somme analogue relative aux piéces
oscillantes du systéme et dont on pourra obtenir la valeur, en
fonction de I'angle o« décrit par I'arbre dont il s’agit, a 'aide

(*) Poirle résumé des Leons données a I'Ecole des Ponts et Chaussécs, sur
P'application de la Mécanique aux constructions, etc., par M. Navier. Nous fe-
rons remarquer 2 ce sujet que, comme les bras se trouvent encastrés aux deux
bouts, il conviendra d’égaler le moment de la puissance a la somme de ceux
des résistances qui agissent aux deux encastrements, tout en conservant a cette
puissance un bras de levier égal a la longueur de ces bras.

It
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des considérations exposées dans les n°® 6k et suivants; enfin F
représentant, si ’on veut, la puissance a action variable, Q la
résistance constante qui agit sur la roue motrice de 'arbre du

, . do
volant, etc. De la on tirera, pour calculer Pk

1t
df dq
{@_—I‘E—QH—&—.”
di A+B

Les quantités qui entrent dans cette expression élant toutes
ou constantes, ou fonctions de 'angle «, qui fixe la position
du systéme, on n’aura plus qu’a rechercher son maximum par
les méthodes ordinaires ou par des procédés analogues a ceux
des n* 6k et suivants, déja cités, pour obtenir celui de la force
d’inertie totale X, qui, dans le cas d’un choc ou changement
brusque quelconque de vitesse, pourra acquérir une grande
intensité, dont les effets devront étre appréciés d’aprés les
principes qui seront exposés dans la suite de ce Cours.

80. Recherche de la vitesse limite que peuvent recevcir les
volants, eu égard & Uaction de la force centrifuge sur leur
anneau supposé d’une seule piéce. — Relativement a I'action
particuliére de la force centrifuge, on remarquera qu’il peut
se présenter plusieurs modes de rupture selon le genre de
construction adopté.

En premier lieu, si ’on suppose I'anneau d'une seule piéce,
ctqu’on le considére comme soumis uniquement a I'action de
la force centrifuge, qui tend a en refouler les parties, du dedans
au dehors, en les distendant dans le sens de la couronne, on
aura, d’aprés les théories connués, en nommant, de plus, e 1’6-
paisseur de cette couronne ou la différence de ses rayons, et
T la limite des efforts que I'on veut faire supporter aux parties
extérieures de 'anneau, sur le métre carré de surface,

1P
1—4—~—i{—,;-
. 12
“(;(’)’Rf ..... 1 N
2 R
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pour exprimer les conditions de I’équilibre de cet anneau, abs-
traction faite de l'action de la pesanteur et de la résistance
des bras.

On prendra seulement pour la fonte douce. T= 3000000%¢

Et pour le fer malléable.............. ... T—=12000000%¢
afin d’étre certain que lélasticité de la matiére ne soit pas
altérée.

Supposons d’ailleurs que 'épaisseur e de 'anneau soit trés-
pelite par rapport au rayon, comme cela a toujours lieu, la re-
lation ci-dessus deviendra

I I . s /o
—0*R!=—=VI=T, dou V, = 2T,
o o

o o] I

ce qui indique qu’il existe une limite absolue de la vitesse
moyenne V, qu’il n’est pas permis de dépasser, quel que soit
le mode de construction adopté. Prenant, pour la fonte douce,
Il = 7100%, on trouvera V, = 64™,38 par seconde. La vitesse
limite sera presque double pour un anneau en fer forgé et bien
soudé.

81. Force nécessaire aux bras des volants et & leurs brides
pour résister a Uaction de la force centrifuge. — Si le volant
est composé de plusieurs segments ( fig. 29) retenus a leurs
extrémités par les bras, il faudra décomposer les forces cen-
trifuges des éléments de 'un quelconque de ses segments
en deux autres agissant, a ses extrémités, suivant la direction
moyenne des bras correspondants; faire la somme de ces com-
posantes et en doubler la valeur pour obtenir la force quitend
a rompre chaque bras ou la bride qui I'unit a la jante, force &
laquelle on pourra d’ailleurs ajouter le poids de cette jante,
pour tenir compte de 'action de la gravité sur la partie infé-
rieure de la couronne.

La décomposition dont il s’agit sera d’ailleurs beaucoup fa-
cilitée par le principe suivant, trés-aisé a établir : 87 un corps,
tournant autour d’un axe fixe, est décomposable en tranches
planes infiniment minces perpendiculaires & cet axe, et dont
les centres de gravité sont situés sur une droite qui lui est pa-
rallele, le corps ayant d’ailleurs une forme et une situation

11,
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quelconques, ou sur une ligne quelconque comprise lout en~
tiere dans un plan passant par cet axe, le corps étant alors di-
visé symétriquement par un certain plan perpendiculaire & ce

Tig. 29.

méme axe et qui en contient le centre de gravité, la force cen-
trifuge de ce corps est la méme que si toute sa masse était con-

centrée en son centre de gravité, Ainsi G étant le centre de gra-
!

. P . .
vité du segment AA, ~ son poids, sa force centrifuge aura

pour intensité
7 H 1 ~
P pig SI

g

Pll,

« étant l'arc qui mesure I'angle des bras dans le cercle dont
le rayon est I'unité.

On aura donc, pour laforce qui tend a faire sortir la jante de
son encastrement en A, en la tirant suivant la direction du
bras correspondant,

, Risin?fa P/
4’4) —_— )
agsine
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el en ajoutant, comme on I’a dit, le poids d’une jante a I’action
de laforce centrifuge,

R, sin*fa p’
4(‘)2 - + I -
agsing l

Mais, comme les différentes parties des brassont elles-mémes
sollicitées par l'action de la force centrifuge, on fera bien
d’avoir égard a cette circonstance pour déterminer la section
de plus facile rupture de ces bras et des liens ou brides qui
les unissent aux jantes, s'il arrivait qu’on n’elt pas augmenté,
dans un rapport convenable, leur grosseur en allant de la cir-
conférence au centre.

82. Enfin on remarquera que la rupture de I'anneau peut
aussi s’opérer, du dedans vers le dehors, par le milieu de
chaque jante du segment distinct AA, qu’on devra alors con-
sidérer comme une piéce posée simplement sur deux appuis
inébranlables a ses extrémités, si les jantes sont détachées
Pune de I'autre, ou comme solidement encastrée a ces mémes
extrémités, si l’anneau est d’un seul morceau, la question con-
sistant alors a égaler le moment de la force centrifuge totale,
par rapport au point de rotation A des parties de la jante, a
ceux des forces de cohésion qui s’opposent a cette rupture,
ainsi qu’enseigne a le faire la théorie de la résistance des so-
lides (1).

83. Opinion de Tredgold relative a la solidité des anneaux
et des bras des volants. — Selon Tredgold (*), des bras en fer
ne résisteraient pas a I'effet occasionné par un arrét subit d’un
volant ayant une jante de méme poids qu’eux, et mi avec une
vitesse de 5™,5 par seconde; si la vitesse doit excéder 4 métres
par seconde, il conviendrait d’employer des bras en fer mal-
léable; une vitesse de 10 métres a la circonférence serait a
peu prés I'extréme limite que comporterait un volant, méme
quand I'anneau serait en fer ductile; enfin Tredgold ne pense

(') Poir ’Ouvrage déja cité de Navier.
(*) Traité des machines & vapeur, traduit par M. Meller.
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pas qu’il soit, en aucun cas, prudent d’excéder la vitesse
de 5™,5. Mais ces résultats, pour lesquels I'auteur renvoie a
son Essai sur la force du fer fondu (art. 261), ne paraissent
pas fondés sur des données bien exactes : ils sont d’ailleurs
contredits par les fails; car on voit souvent des volants de la-
minoirs de 5 &4 6 métres de diamétre, et qui sont assujettis a
de fréquentes et fortes variations de mouvement, faire jus-
qu'a soixante et quatre-vingt-dix tours a la minute; ce qui sup-
pose une vitesse de 15 & 25 métres au moins par seconde. Les
accidents que peut occasionner la rupture des volants doivent
engager les constructeurs a donner la plus sérieuse attention
au degré de solidité que réclament leurs différentes parties, et
justifient les indications et développements que nous venons
de présenter sur la maniére d’apprécier les effets de la force
centrifuge et de I'inertie dans cet appareil.

Calcul du volant des manivelles 4 simple ou a double effet,
dans les hypothéses les plus simples.

8k. Considérations et remarques préliminaires. — Dans ce
qui suit, nous nous proposerons de trouver les dimensions du

volant nécessaires pour assurer I'uniformité du mouvement de
I'arbre d’une manivelle, agissant par l'intermédiaire d’une
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bielle & direction et a action constantes, conformément aux
suppositions des n* 31 et suivants, et en négligeant ainsi le
poids et I'inertie des piéces du sysiéme, qui possédent le mou-
vement alternatif. Nous admettrons d’abord, avec Navier,
qui, le premier, a traité cette question dans les Notes du
tome Ir de 'drehitecture hydraulique de Bélidor (p. 388 et
suiv.), que l'action de la puissance I (fig. 30), appliquée a
la manivelle, est employée a faire élever le poids Q par I'in-
termédiaire d’'une roue, de rayon r, montée sur I'arbre de cette
manivelle ou du volant, et dont nous négligerons d’ailleurs
I'inertie, mais nous abandonnerons ensuite cette hypothese par-
ticuliére et nous simplifierons, plus que ne le fait ce géometre,
les formules définitives qui doivent servir aux applications nu-
mériques ou pratiques.

88. Manivelle & simple effet sollicitée par un poids con-
stant. — Considérant, en premier lieu, le cas ol la puissance I
agit seulement en descendant dans le demi-tour ECG, et con-
servant toutes les dénominations admises dans les n* 1 et
suivants, on posera I’équation de condition

20F =27rQ ou bOF =rrQ,

pour exprimer que les forces I et Q développent des quantités
de travail égales dans chacune des révolutions de I'arbre de la
manivelle, de maniére a assurer la permanence du mouve-
ment lorsque le systéme aura acquis la vitesse moyenne, ou
de régime, qu’il doit conserver et que nous représenterons
par Q.

Le moment de la force F, pour une position quelconque de
la manivelle, étant Fbsina, ct celui de Q étant constam-
ment Qr, ces deux forces se feront mutuellement équilibre
dans les positions de la manivelle pour lesquelles Fb sino=Qr,
ce qui donne, a cause de Fb =nrQ,

. 1 .
sing == — == 0,3183,
i

valeur qui répond a deux angles supplémentaires EAB, EAB’
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et a deux rayons AB, AB’ symétriques par rapportau diamétre
horizontal CH.
Or il est aisé de voir que la quantité de travail

F(b—bcosa)—Qra

livrée, par ces forces, au systéme, a partir de la position verti-
cale AE de la manivelle, pour laquelle « = o, atteindra, ainsi
que la vitesse et la ferce vive, sa valeur minima en B et maxima
en B, puis décroitra constamment avec 'une et l'autre, tant
que la manivelle décrira 'arc B'GHB, au bout duquel elle
reprendra les mémes valeurs qu’auparavant, en atteignant sa
valeur moyenne vers C et H; el ainsi de suite alternativement,
puisque la quantité de travail imprimée dans un tour entier
est nulle en vertu de la relation Fb = nrQ.

L’analogie de ces considérations avec celles qui résulient de
la discussion établie au n° 58 paraitra évidente d’ailleurs, si
Pon observe qu’ici le systéme est censé posséder une force
vive supérieure, ou tout au moins égale, au maximum

2F(b—bcosa)—2Qrea,

que peuvent imprimer simultanément les forces I et Q appli-
quées a ce méme systeme,

Maintenant, on remarquera que, le travail développé séparé-
ment par ces forces dans l'intervalle BCB’ étant

/ Y
BB".F = 2bF cosae = 2bF —_—
2bF cosa = » \/1 -
pour la premiere, et

Q.arcBCB'=Qr.2arc <cos = E)

i“

pour la deuxieme, celui qu’elles auront simultanément com-
muniqué a la machine dans ce méme intervalle aura pour

valeur
— .
2 _ e — — -
bF\/ - 2rQarc (COS 1:)’
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laquelle devra étre égalée a la moilié de la force vive impri-
mée au poids Q et au volant entre la position du systéme dont
il s’agit.

On aura donc, d’aprés le n° 38 de la Section I, pour déter-

. . P P
miner la force vive P Q:R? ou —V* du volant, quand on se
o

. Q - .
seradonné le rapport n = - quon veut établir entre la vilesse

moyenne et 'excés de la plus grande sur la plus petite des
vitesses effectives :

\

PV:-- QQr2- - ang [l)F \/1 - :]; — rQare (COS = ;_):l,

y I
ce qui revient a I'équation donnée par Navier, a la page 3go
de I'Ouvrage cité. On démontrerait aisément d’ailleurs, avee
ce géometre, qu’on arrive & un résultat équivalent, en consi-
dirant ce qui se passe dans la portion de tour B'HB.

86. Recherche de la force d’inertie totale qui sollicite les
bras.—Si Yon veut obtenir, pour les hypothéses actuelles,

) . . . d(:) R .
Iexpression du maximum de la quantité 7 dui serta cal-

culerla force qu’il convient de donner aux bras du volant, pour
leur permettre de résister aux forces d’inertie qui naissent de
la variation instantanée du mouvement, on remarquera que la
quantité de travail développée sur le systéme, pendant qu’il
décrit I'angle dz, est Fbsinada; de sorle qu’on a générale-
ment, pour le premier demi-tour,

Fbsina—Qr  (Fbsina—Qr)

(1’;)
- o oz~

i AT TS TR o

en négligeant toujours le poids et I'inertie des bielles de la
manivelle, etc. Or cette expression acquiert sa plus grande
valeur absolue pour la position ou I’on a

. I
SINx =1 O0ou o= -T,;
2
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ce qui donne, pour son maximum, la quantité

g(F6—Qr)
PRY 4 Qrs

et, pour la force d’inertie totale et maximum qui agit a Pex~
trémité du rayon R,

N (Fb— Ql‘)PR_

ST UOPRI Qe

87. Manivelles & double effet. — Si la force T agissait a la
fois dans les deux demi-tours (52 et 59), on poserait

40F =27rQ ou 26F==rQ,

et toujours ¥b sine = Qr, pour déterminer les positions d’é-
quilibre, évidemmentau nombre de deux, dans chaque demi-
tour, et symétriques par rapport aux diametres CH et EG; de
sorle que la vitesse et la force vive seraient les mémes pour
les points B, B/, et ceux qui leur sont diamétralement et res-
pectivement opposés dans le demi-cercle EHG. On n’aura donc
encore a s’occuper que de ce qui arrive dans le premier demi-
tour ECG, pourvu que 'angle EAB, dont le sinus était précé-

1 . ; . . .
demment = soit remplacé par celui dont le sinus est mainte-

oy 2 . . .
nant égal a =, en vertu des équations ci-dessus.
T

D’aprés cela, on obtiendra, dans les hypothéses actuelles et
en conservant les mémes dénominations,

PV QQ2r?=2ng [Fb /i— :_4« — rQarc (COS: §>]a

i
\

comme I'a également trouvé Navier, a endroit cité.

. do e
Quant aux valeurs maxima de T et de la force d’inertie (')

(') Rapport dcs accélérations maxima des manivelles & simple et & double
effet. — L’expression de I'accélération maxima, en fonction de F et de Q, reste
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totale X, il est clair qu’elles resteront les mémes que dans le
cas précédent, et continueront a avoir lieu pour les positions
horizontales de la manivelle relatives a chaque demi-révo-
lution.

88. Simplification des formules relatives au cas ot le poids
est remplacé par une force quelconque, sans inertie. — On
remarquera que les équations et les expressions qui viennent
d’étre exposées se rapportent uniquement au cas ou la force Q
est un poids véritable, dont I'inertie doit étre prise en consi-
dération, parce qu’elle contribue a régulariser Iaction de la
force F. Si Q était simplement un effort constant exercé a la
circonférence de la roue du rayon r, et qu’on négligeat d’ail-
leurs l'inertie de cette roue, comme il convient de le faire, le
terme QQ2r? devrait disparaitre de ces équations, qui devien-
draient respectivement ('):

12 Pour le cas des manivelles a simple effet, pour lesquelles
ona Fb==Qur,

PV'’=10,8109nmQr;

la méme, mais il faut remarquer que, dans le premier cas, on a

Fo=rnQr
et, dans le second,
. T
b= 3 Qr.
Les accélérations maxima sont donc
do gQr
—_—=0= T—1) our la manivelle & simple effet
di T PR Qi b P I ’
dn _ 2Qr 3

(: — l>, pour la mauivelle a double effet;

di T PR Qi \2

si, dans les deux cas, on donne le méme monient d’inertic aux volants, ces ac-

R T—1 . 15
célérations sont entre elles dans le rapport —— ou environ —. (K.)
m

4

——1

9

(') Les accélérations maxima deviennent dans cette hypothése :

dn

T :gr)c% (m—1), pour la manivelle a simple effet,
1

d\ Qr [+
(Tj—’ =g Pl’l‘z <~ — 1), pour la manivelle & double eflet.
«

(K.)
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2° Pour le cas des manivelles a double effet, ou I'on a
Fbo—= ; Qr,
PV:—=12,0645nmQr.

89. Expression de la force vive du volant en fonction du
nombre de chevaux de force et des révolutions par minute de
la machine. — On évalue ordinairement, dans I'industrie, la
puissance des machines par le nombre des chevaux de force
que développesur ellesle moteur, etleur vitesse par le nombre
des révolutions du récepteur ou de 'opérateur en une minute.

’ . 27TF ;.
Or, m étant ce dernier nombre, m 6o Q sera évidemment,

dans le cas qui nous occupe, la quantité de travail développée
par Q ou F en une seconde, prise pour unité de temps; et par
conséquent, si 'on nomme N le nombre des chevaux dynami-
ques de la machine, dont chacun équivaut a 75 kilogramme-
tres par seconde (7, Sect. 1), on aura

aTrm .. 2250 ..
dou =Qr=

N=_—"—-0,
6o <756~ m

En substituant cette valeur dans les expressions ci-dessus de
la force vive du volant, on trouvera, pour le cas des manivelles
a simple effet,

YW 2 e 2 l"
PV:= 24324 m\’
et, pour celui des manivelles a double effet,
220
PV:= 4645 P N().

Ces formules s’accordent avec les résultats obtenus aux
n°® 58 et suivants, pour prouver les avantages inhérents aux

(*) Comparaison de la régularité des manivelles & simple et a double effet.
Si les deux systémes de manivelles transmettent le méme travail N, font le
méme nombre de tours m et sont munis de volants assurant & tous deux le

méme écart proportionnel —, les variations de la vitesse de la manivelle a
n
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manivelles a double effet pour régulariser le mouvement de
la machine indépendamment de I'action du volant; on voit
qu’elles se prétent facilement au calcul, quand on connait les
nombres m, n et N, dont le dernier doit toujours étre pris
pour le nombre des chevaux de la puissance qui représente
toutes les résistances réunies agissant sur arbre de la mani-
velle, tandis que le premier ou m, qui désigne le nombre des
révolutions de la machine par minute, se rapporte essentielle-
ment a ce méme arbre et non au volant que I'on établit quel-
quefois sur un arbre différent, afin de lui donner une plus
grande vitesse.

90. Valeur & adopter pour le nombre n qui marque le degré
de régularité qu'on doit obtenir. — La plus petite valeur qu’on
puisse adopter pour le nombre r, dans les expressions ci-des-
sus de la force vive du volant, est relative a I’hypothése ou ia
vitesse et la force vive minima du systéme seraient nulles, ce
qui correspond & n = é, puisqu’on a alors (38, Sect.I) Q = (;l:
mais, passé ce terme, quelle sera la valeur & adopter pour n?
Cette question ne peut évidemment étre résolue que dans
chaque cas particulier, et d’aprés les données d’expériences
relatives & la constitution, au genre de la machine et & son
objet, puisqu’il faudra mettre en balance les avantages de la

simple effet sont moins brusques que celles de la manivelle a double effet; le
rapport des accélérations maxima des deux systémes est, en effet,

Si 'on tient, dans les deux cas, a limiter ’accélération angulaire a la méme
valeur, il faut employer des volants dont les poids soient dans le rapport
T—1

=3,75; quand on régle ’écart proportionnel au méme chiftre, dans les

S
2

deux systémes, ce rapport est

(K.)
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plus ou moins grande uniformité de sa vitesse avec les incon-
vénients qui d’ailleurs sont inhérents & I'augmentation des
moments d’inertie et des poids.

Afin de donner au moins une idée de la valeur de n, qui doit
éire adoptée dans I'établissement du volant de quelques ma-
chines mues par des manivelles, nous choisirons pour exem-
ple celui des machines a vapeur, spécialement étudié par les
auteurs anglais, qui ont donné, pour le calcul de leurs volants,
des régles pratiques, déduites de considérations particuliéres,
analogues a celles que nous venons d’exposer, d’aprés Na-
vier, mais qui, en réalité, sont fondées sur des principes bien
moins satisfaisants el surtout moins rigoureux (*).

91. Considérations relatives a Uapplication des formules qui
précédent aux machines & vapeur. — On sait que les machines
a vapeur sont mises en action par un piston agissant par I'in-
termédiaire d’un systéme analogue a ceux qui ont été décrits
dans les n* 61 et suivants, sur I’arbre d’'une roue motrice qui
porte un volant destiné a en régulariser le mouvement. Tantot
il arrive, comme dans les machines a cylindres oscillants
d’Aitkin et Steel, ou dans celles a guides paralléles de Maud-
slay, etc. ( fig. 23), que le mouvement est transmis directement,
du piston a la manivelle, par une tige ou une bielle sans balan-
cier, et tantot il arrive, comme dans les machines de Walt, de
Woolff, d'Oliver-Evans, etc. ( fig-24 ), qu’on fait usage d’'un ba-
lancier plus ou moins puissant. Dans tous les cas, les, choses
sont disposées de maniére ou que les équipages soient en équi-
libre, ou que P’action des poids, s’il en existe, soit atténuée
autant qw’il est possible, par rapport a celle de la puissance
qui agit sur la manivelle et qui est toujours a double effet.

Enfin les vitesses, les angles de rotation et de déviation de
piéces oscillantes sont généralement assez faibles pour qu’on
puisse, dans une premiére approximation, supposer que les
choses se passent sensiblement comme si la tige du piston

(*) Consulter, pour la détermination des volants des divers systemes de ma-
chines a vapeur, a l'aide de procédés graphiques, les Lecons de Mécanique
pratique (3¢ Partie), par M. Morin. (K.)
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était immédiatement appliquée & la manivelle et agissait dans
une direclion constante, ainsi qu’on I’a supposé dans les cal-
culs qui précédent. Néanmoins les frottements et les forces
d’inertie qui naissent de la pression et du changement de mou-
vement de ces piéces oscillantes ne peuvent étre compléte-
ment négligés, non plus que les variations mémes de la force
appliquée aux machines dites & détente. On y aura sulfisam-
ment égard, sous le point de vue pratique qui nous occupe
en supposant, d'une part, ces frotlements compris (76) dans
'action ou le travail de la puissance et de la résistance appli-
quées a la manivelle et & la roue motrice du systéme; de
l'autre, en négligeant la force vive des bras du volant et des
autres parties de son arbre, si I'on n’a pas a craindre que ces
forces d’inertie exercent une certaine influence; enfin en rem-
placant la puissance variable par la valeur moyenne produisant
le méme travail a chaque oscillation.

92. Signification & attribuer au nombre n. — 1l est aisé de
voir, d’aprés les principes qui ont été exposés précédemment
ctaux n° 38 et suivants de la Section I, sur la théorie des vo-
lants, que I’équation relative a leur établissement demeurant,
dés qu’on néglige 'inertie des piéces oscillantes, de la forme
PV:=ngS = ngKQ.2nr, K étant une fonction purement nu-
mérique, qui dépend uniquement de la nature du systéme et
de la loi qui suit la force F, par rapport a I’espace ou a I’angle
décrit, on aura généralement

PV:= nk' N,
m
dans les conditions précédemment indiquées, et K’ représen-
tant une longueur constante ou proportionnelle a g, pour
toutes les machines d’'une méme espéce ou dans lesquelles le
mode d’action des forces reste le méme, les intensités seules
étant changées.

Ces observations peuvent servir a justifier les applications
qu’on prétend faire des formules dont il s’agit, et & montrer
que, sauf les cas ou la machine rentre sensiblement dans les
hypothéses adoptées, le facteur n, déduit de données fournies
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par des observations directes, peut avoir une signification
dans le fond tres-distincte de celle qu’on serait tenté de lui
attribuer, de sorte qu’il conviendrait, dans chaque cas, de lui
substituer la considération du produit nK’ dont la valeur,
conclue de I'expérience, n’en servira pas moins utilement a
faire I’établissement du volant dans les machines a vapeur de
chaque espéce, en se rappelant d’ailleurs qu’il ne s’agit ici,
en réalité, que du cas ol ce volant est destiné a régulariser
I’action de la machine a vapeur elle-méme et non celle des
autres parties du mécanisme interposées entre elle et 'opé-
rateur.

Venons-en maintenant aux regles pratiques des auteurs
anglais.

93. Comparaison de ces formules avec les régles pratiques
des auteurs anglais. — Oliver-Evans (Manuel de I’Ingénieur
mécanicien, traduction francaise, page 183) adopte en principe
que, pour obtenir en quintauz le poids du volunt d’une ma-
chine & vapeur, il faut multiplier par 2000 le nombre de ses
chevaux de force, et diviser le produit par le carré du nombre
des pieds parcourus en une seconde par Uanneauw du volant.

Cette régle, donnée par Murray et Wood, rentre dans I’é-

quation
PV?=9436N,

quand on la traduit en mesures francaises. Elle est, comme
on voit, indépendante du r}ombre m des révolutions de la ma-
nivelle en une minute, et, sous ce rapport, elle ne peut géné-
ralement étre adoptée en pratique. Celle qui lui a été substi-
tuée par Tredgold, page 436 du Traité des machines a vapeur,
a le méme défaut et n’en différe d’ailleurs que par le change-
ment des données qu’elle concerne. D’aprés la théorie adop-
tée par cet auteur, la limite des variations de la vitesse y se-
rait supposée le ;5 de la vitesse moyenne, résultat qui n’est
point admissible.

L’équation ci-dessus, déduite de la régle adoptée par Evans
et comparée a I'équation

PV:- N,

_ 4645

m
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du n° 89, relative aux manivelles a double effet, conduirait, en
supposant qu’elle s’applique a des machines de Watt, pour
lesquelles le nombre des révolutions de la manivelle serait
moyennement 15 a lavaleur » = 30,2. Enfin des observations
faites avec soin par M. Morin, sur des machines a basse pres-
sion sans détente, établies par les meilleurs constructeurs an-
glais, dans le département du Haut-Rhin, lui ont donné une
valeur de n comprise entre 37 et 45; ce qui s’écarte peu du
résultat qu’on déduit d’une autre régle pratique que Farey,
auteur anglais d’un 7'raité surla machine & vapeur, non encore
traduit, dit avoir été généralement suivie par Watt. D’aprés
cette reégle, la moitié¢ de la force vive du volant doit étre prise
égale a 3,75 fois le travail développé dans une course du pis-
ton; de sorle qu’on a, suivant nos notations,

1P

2 O

Vi mQr< 3,95 = D837
8 m

ce qui donne, par la comparaison avec I’équation,
PV: = 4—%4—5 nN, n=35,8,

ou la variation de vitesse égale a ;'; environ de la vitesse de
régime. Mais il est évident que ce nombre, de méme que les
précédents, ne s’applique qu’aux machines qui exigent une
trés-grande régularité dans le mouvement, comme le sont
notamment celles employées aux filatures de laine ou de co-
ton; il serait évidemment exagéré pour les moulins a blé, etc.,
dont les meules remplissent naturellement la fonction de vo-
lant, et cela, d’autant plus que cette valeur de n a é1é obtenue
en négligeant la force vive des bras du volant, qui ne laisse
pas que d’étre considérable, comme on I'a vu (78).

. Valeur de n ou nX' dans les machines de Woolf & dé-
tente et & deux cylindres. — Pour deux machines de Woolf,
a détente et a deux pistons, également établies dans le dépar-
tement du Haut-Rhin, et qui ont été construiles en Angleterre
par Hall, M. Morin a trouvé dans I'une, de la force de 45 che-
vaux, n = 32, et dans Vautre, de 20 chevaux, n = 26; mais,

12
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quoiqu’on et déja rechargé I'anneau du volant de cette der-
niére machine, sa marche ne paraissait pas encore suffisam-
ment réguliére pour I'objet auquel elle était destinée, la fila-
ture du coton; lautre, au contraire, employée a filer des
numéros trés-élevés ou tres-fins, donnait des produits excel-
lents.

La différence de ces nombres avec ceux qui précédent ne
permet pas de conclure que la régle suivie par les construc-
teurs anglais, pour les volants des machines de Woolf, soit
autre que celle qu’ils ont adoptée dans le cas des machines de
Watt; car il régne dans le résultat d’observations directes du
genre de celles dont il s’agit, notamment dans 'appréciation
du nombre N, de trop grandes incertitudes pour en con-
clure d’une maniére exacte la valeur de n ou plutdt du fac-
teur nK’ ().

En supposant donc qu’on prenne, d’apres Watt, pour le cas
des machines qui exigent une trés-grande uniformité de mou-

vement,
nK' = 4645 < 36 == 165220,

() Polant des machines couplées. — Les auteurs admettent généralement
que, dans le calcul des volants, lorsque P'ouvrage & exécuter est le méme, on
doit adopter pour 2 la méme valeur, qu’il s’agisse d’une machine simple ou
de deux machines semblables couplées a angle droit. Les peids des volants,
déterminés conformément a la théorie exposée dans le texte, sont donnés par
les formules

PV: = 4(‘p — N, pour une machine a double effet,

n
P, V*= 468 —N, pour deux machines couplées.

! m

Les accélérations maxima sont
do Qr (= : .
72 =g ol G 1), pour la premiére,
et

do Qr (7: -

— 21 our la se N
7 =8 pae G )1 pour la seconde

Si les deux systémes de machines fournissent le méme travail N, et font le méme
nombre de tours m, le rapportdes poids des volants déterminés comme il vient
d’étre dit est

P, 468
P T o T te0ns
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et observant d’ailleurs que K’ ne saurait, en cffet, étre trés-
différent dans les deux systémes moteurs que nous avons en
vue, on adoptera généralement pour reégle de pratique, dans
ces cas, I’équation
167220
PV — "N,
m

m représentant toujours le nombre de tours de la manivelle
par minute, lequel, redisons-le, peut étre trés-distinct de ce-
lui du volant.

Calcul du volant en tenant compte du poids et de I'incrtie
des piéces oscillantes.

95. Cas d’une machine sans balancier. — Equation des
Jforces vives. — Dans la solution des n° 85 et suivants, relative
a I’¢tablissement des volants destinés & régulariser l¢ mouve-
ment des manivelles, on a négligé entiérement l'influence de

les accélérations maxima obtenues avec ces volants sont dans le rapport

ZVr—1
P 4
5 1,856,
' —1

LR |

d’ou il résulte que les variations de vitesse se fent bien plus brusquement, dans
ces conditions, pour les machines couplées que pour la machine simple. Or
les aceélérations de la machine motrice se transmettent d’un ¢6t¢ & la {ransmis-
sion et par suite aux outils, de Pautre aux organcs ordinairement délicats de la
machine méme qui prennent le mouvement sur Yarbre du volant, aux tiroirs,
pompes, régulateurs, et occasionnent des variations de tension, des secousses,
des chocs dans les articulations. 11 est indispensalile d’assurer aux machines
couplées un fonctionnement an moins aussi régulier qu’aux machines simples,
puisque, étant construites scnsiblement d’aprés le méme tracé, les premicres
ont, cn général, des dimensions plus faibles qu’une seule machine pouvant
les remplacer ; d’aprés ces considérations, il parait convenable d’adopter, pour
ia limite des accélérations des machines couplées, au plus Ia m¢me valeur que
pour la machine simple, ce qui conduit a munir les premi¢res d’un volant qui
soit & celui qui convient i Ia machine simple dans le rapport
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I'inertie et du poids des piéces qui servent a leur transmettre
’action de la puissance ou de la résistance, ce qui a conduit
naturellement a des régles fort simples et analogues a celles
des auteurs anglais; mais quoique la question, lorsqu’on
prétend tenir compte de cette influence et du véritable état
du mouvement, se complique au point de rendre les résultats
presque inapplicables a la pratique, nous n’en croyons pas
moins devoir indiquer ici la marche a suivre dans ces hypo-
theéses générales, et donner une idée de la maniére dont on
peut surmonter les difficultés que présente alors la solution
effective du probléme,

Considérons, en premier lieu, 'appareil du n° 61 sollicité
par une puissance verticale F, constante ou variable, positive
ou négative, c’est-a-dire agissant dans le méme sens que la
pesanteur ou en sens contraire, sens qui restera d’ailleurs in-
variable pour une méme demi-révolution EBL ( fig. 31). De
plus, la force Q appliquée tangentiellement a la circonférence
d’une roue, de rayon r, montée sur ’arbre de la manivelle AB,
sera supposée sensiblement constante; ce qui arrive toujours
dans les hypothéses du n° 39 de la Section I, ou I'on admet

on avu plus haut que ce rapport est seulement 0,1007, sil’on calcule les volants
de maniére a assurer aux deux systémesle méme écart proportionnel. (Mémoire
sur les machines en mouvement, par M. Kretz, Comptes rendus de I’ Académie
des Sciences, 2} juillet 1865.)

Les constructeurs ont, du reste, depuis longtemps reconnu cette nécessité
tandis que, dans le cas des machines simples, ils adoptent pour n la valeur 32,
ils vont souvent au dela de 8o pour les machines couplées. D’autres raisons les
ont probablement guidés a cet égard : il est utile, quand on couple deux ma-
chines, de se réserver la possibilité de n’en faire fonctionner qu’une, en cas
de réparation de V'autre. Or, en supposant méme que l'une des machines ne
doive faire, quand elle marche seule, que la moitié du travail total, son bon
fonctionnement exige un volant bien plus énergique que celui des deux ma-
chines couplées; de plus, le régulateur peut agir efficacement quatre fois par
tour, dans le cas des machines couplées, deux fois lorsque la machine est simple;
il faut donc, dans I’hypothése la plus favorable, que, avec le méme végula-
teur, le volant puisse compenser les effets d’'une méme variation de travail se
continuant pendant un temps qui, pour les machines couplées, est au moins
la moitié de ce qu’il est pour une seule machine. On comprend, d’aprés ces
observations, que le volant pour les machines couplées, calculé d’aprés les régles
ordinaires, ait été reconnu tout a fait insuffisant. (K.)
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pour quelques cas un double volant; mais son action sera
eonstamment opposée a celle de la force F, et, pour fixer les
idées, nous admettrons que c’est une résistance agissant dans
le sens contraire de celui qui est indiqué par la fléche; ce
qui se rapporte au cas des machines a vapeur de Mauds-
lay, etc.

Fig. 31.

Cela posé, nommant : p le poids de I’équipage agissant
en C ( fig. 31), ¢ celui de la bielle agissant au milieu G de
cette bielle; o, la vitesse angulaire de la manivelle AB, quand
elle prend la position verticale AE et qui, par hypothése, dif-
fére trés-peu de la vitesse moyenne Q, de sorte qu’on pourra,
sans erreur sensible, substituer Q & w,, et supposer, dans tous
les cas, que w, est une quantité donnée, qui redevient la méme
a chaque révolution. Conservant d’ailleurs toutes les autres
hypothéses admises dans les n° 61 et suivants, et supposant
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. ’ r I . ’ Al
le poids ¢ décomposé en deux autres - ¢ agissant, P'un en C,
qui s’ajoute avec p, dont la vitesse virtuelle est df, I'autre
en B ayant pour moment virtuel — qb sinada, et qui s’ajoute

a la composante du poids du bms AB de la manivelle, pour
donner une somme que nous représenterons par ¢',on aura,
dans le premier demi-tour, EBL, d’aprés le principe des forces
vives, et ce qui a été établi aux n°s 63 et suivants,

Ao — o)) + b ((1 G+ > 07 - = ( p . I) o) -+ ~A()m‘

b 8 \ig

:zf (p —}-;q—L F> df + 2¢'b (1— cosa) —2Qra,
o .

puisque la valeur de G, qui entre dans le moment d’inertie

%GZ -1 de la bielle, devient ;l pour «==o0 0u ® == w, el que
g 3

. P
la vitesse de la masse - est

<

df  AO bdx
&= b ar —A0v (63)

vitesse qui est nulle cn méme temps que «.

96. Valeur de lavitesse angulaire de la manivelle pour une
position quelconque. — On simplifiera un peu la forme de
cette équation en posant, d’aprés les résultats donnés dans
P’addition a cette Section,

1—=x7p,
g
K étant un nombre qui dépend uniquement des dimensions
de la bielle, puis en menant par le point A la parallele AQ

a IG, qui divise BO en deux parties égales en Q, comme IG le
fait de BC, ce qui donnera, par les triangles semblables ABQ,
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BGI, et en vertu de ce que Q est le milieu de BO,

. BI_BI b BO
Gou 16=AQ gp = AQ, =7

o

AQ =

I
2

AB2—1—§X(—)2—21~362.

Faisant, en effet, ces substitutions dans I’équation dont il s’a-
git, on en tirera sans difficulté

Agol+ g (K—;—%>w§+2r/'bg(1—cosz) ~2Qrgz+2gf Fr{f+2g(p+ér/>j

)

o Lop2 AT L\ 20
Ag I—2r/b+1/<K 4)130 ‘ <17+2(/>A0

expression dans laquelle o, peut étre pris égal a Q, et df a

I+ bcosa

L beosx .
[

Mais comme ordinairement F est immédiatement donné en

fonction du chemin f, décrit par le point C, nous laisserons

AOda ou, approximativement (63), a bsina

o.
sous sa forme actuelle I'intégrale f Fdf, qui représente le
[

travail effectivementdéveloppé par la force F, pendant que AB
décrit 'angle «, travail qui ne deviendra négatif d’ailleurs que
quand Q changera lui-méme de signe ou deviendra puissance.

Pour obtenir la valeur de » relative a la seconde demi-ré-
volution LNE de la manivelle, il ne s’agira que de supposer

24
que langle o croisse de o a 2w, I'intégrale f Fdf crois-

Jo
sant elle-méme indéfiniment, si elle ne devient nulle, puis-

. I
que F est une force motrice, et (p + q> f conservant la va-

leur qui correspond a la grandeur de f=0 +1 - h, qui est
essentiellement positive.

97. Complication de la solution analytique de la question
des volants dans les hypothéses actuelles. — Cette valeur est,
comme on voit, calculable pour chacune des positions de la
machine, au moyen des lignes de la figure, puisque, par hypo-
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thése, f Fdf est elle-méme donnée ou calculable par les
[¢]

méthodes de quadrature connues, et qu’on a pour la condition
de la permanence du mouvement, ou de w, constant,

2mrQ :f‘ﬁFaff,

relation qui fait également connaitre la force constante ou
moyenne Q ; mais cela suppose que le moment d’inertie A de
Parbre de la manivelle et du volant soit donné a priori, et ne
peut en conséquence s’appliquer a la question actuelle ou il
s’agit de I’établissement méme de ce volant. A plus forte rai-
son sera-t-il impossible de conclure de cette expression de ?
les valeurs explicites de la plus petite et de la plus grande des
vitesses angulaires de la machine ou des angles «, dont la
connaissance est, comme on l'a vu, indispensable pour opé-
rer cet établissement, et qui dépend d’ailleurs d’une équation
transcendante d’un degré trés-élevé, méme quand on sup-
pose I constant et qu’on prend approximativement (62 et 63)

— ey < 2 2
AQ — p2 S a(l:bcosa) s h=—=0bcosa —é-l—;«g'l-sin’a,

f=0b(1—cosa)+ % ?sin'cx, df = bsina (H— !; COSa) do,
BO — _ZAO o b(l+_bcos_gc__) c»os:x ’
htango 1 b

l+bcosa — -- —sin’a
2 [

expressions dont la derniére se déduit immédiatement de la
comparaison du rapport des sinus aux cOtés des triangles ABO
et ABC.

98. Méthode des tdtonnements géométriques. — Ainsil'a-
nalyse ne peut ici étre d’aucun secours pour traiter directe-
ment la question de I'établissement des volants, et il faut né-
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cessairement faire usage de la méthode des titonnements
géométriques, fondée sur les données mémes de la figure ().

A cet effet, on se donnera arbitrairement le moment d’iner-
tie A du volant et de son arbre, ou plutdt on déterminera une
premiére valeur approchée, d’apresla régle pratique du n°93,

s T \ .
en se bornant ici a prendre n == 5o Siune trés-grande régu-

larité n’est pas nécessaire, et attendu d’ailleurs qu’on tient
compte du poids de I'inertie des piéces oscillantes du sys-
téme. Observant ensuite que o, est sensiblement égal a Q ou &
2mm ’ . .

G = 0,10472m, m représentant le nombre des révolutions
de Ia machine par minute, on se proposera de rechercher, a
Iinverse, quel est le degré de régularité effectif qui résulte
de Padoption de cette valeur particuliére de A, ou quel est le
plus grand des écarts de la vitesse angulaire o sur la vitesse
de régime Q, lequel sera donné (n° 38, Section I) par I'ex-

pression
®;

(1::'

.__(,Jg

2Q

»? et w3 étant la plus grande et la plus petite des valeurs four-
nies par I'expression ci-dessus de «., dans une révolution de
la manivelle.

Si cet écart surpasse sensiblement la limite qu’on veut adop-
ter pour d, ou en est surpassé, on recommencera les opéra-
tions en choisissant une valeur plus faible ou plus forte de A,
et ainsi de suite, jusqu’a ce qu’on arrive a un résultat suffi-
samment approché, ce qui ne pourra étre fort long, d’aprés
les données particuliéres qu’on posséde sur les limites de la
solution, et si 'on a soin de se servir de la régle de fausse
position ou de courbes d’erreurs.

(*) M. Resal a résolu la question, en tenant compte de la premiére puissance
des termes relatifs aux piéces oscillantes; dans la plupart des cas de la pra-
tique, Vinertic des piéces & mouvement alternatif n’a aucune influcnce. (Mé-
moire sur les volants des machines & vapeur a détente et a condensation, par
M. H. Resal, Annales des Mines, t. I, 1872.) (K.)
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99. Construction des valeurs de la vitesse angulaire du sys-
téme et de la courbe qui en donne le maximum et le mini-
mum. — Pour obtenir la plus grande et la plus petite des va-
leurs de w? dont il s’agit, on construira la courbe qui a pour
abscisses x les valeurs successives de I'arc b« depuis a —=o
jusqu’a & = 2m, et pour ordonnées y celles de w?, qui leur cor-
respondent dans les diverses positions de la manivelle. Tous
les termes du numérateur et du dénominateur de cette frac-

. . . . P .
tion, y compris ceux ou entre A, qui est de la forme — R7, étant
=
le produit d’un nombre par un poids, et le carré ou le rectangle

de longueurs fournies immédiatement par la fig. 31, on les ra-
ménera a ne plus exprimer que de simples distances en divi-
sant, haut et bas, la fraction par le produit de g et d’un certain
poids II’, tel que 1co kilogrammes, par exemple, afin d’éviter,
dans quelques cas, d’opérer sur de trop grandes lignes.

-4
Quant a l’imégralef Fdf, en particulier, qui représente
[

I'aire du trapéze mixtiligne JJ'CC’, appartenant a la courbe
J'C’'M’, ayant pour abscisses les valeurs CJ de f et pour or-
données celles CC' de F, on l'obtiendra facilement par les
méthodes de quadrature connues (').

De cette maniére on n’aura plus a construire que des quan-
tités de la forme

BO q b 24
1 1

ir r g l—l—; g —I—.I—I-b(l-—COSOC),...,
ce qui se fait trés-simplement par des troisiémes ou des qua-
triémes proportionnelles, en prenant une fois pour toutes a
I'échelle des longueurs

| o
(K—14)g® (K-+45)g® "7

() Poir, pour les diverses méthodes de quadrature, I'Introduction a la aé-
canique industrielle (3¢ édition).
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qui serviront a construire, en unités de pareille espéce ou de
toute autre, la valeur de y = w?, par une derniére quatriéme
proportionnelle. Mais, afin d’éviter la confusion des lignes et
de mettre une sorte de continuité dans les opérations, on fera
bien de construire séparément les courbes qui ont pour or-
données les numérateurs et les dénominateurs de w?, afin d’en
conclure, par des tracés symétriques, celles qui appartiennent
ala courbe cherchée. La méme symétrie et la méme continuité
devront également étre observées dans les constructions rela-
tives a chacun des termes isolés de ce numérateur et de ce
dénominateur, de maniére a pouvoir opérer sur les données
propres de la fig. 31, supposée construite a une échelle con-
venable. Il est d’ailleurs inutile d’insister sur ces observations
dont le but et 'esprit sont faciles a saisir.

100. Solution plus directe de la question au moyen de deux
seules courbes extérieures. — On diminuera beaucoup le nom-
bre des titonnements ou des courbes auxiliaires gqu’entraine
avec elle la recherche du moment d’inertie A, en procédant
ainsi qu’il suit.

Représentons par ¢ et § les parties variables ou fonctions
de # = bo du numérateur et du dénominateur de w?; par CQ?
eteleurs parties constantesrespectives, ou, plus spécialement,
posant

2qb _2Qra 2 ek AW
Hr (I COS“) l'II -+ H/ﬁ Fdf+2< g .f" CP’

BO  (p-+1q)AO
(K—§) = B ===y,
I g s Y
A, W b con AT gl
H—,Q —l—(K—f—-;)ﬁ—/E.Q.——LQ, 'IT;T;H',;(;——P»';
de sorte qu’on ait simplement

on obtiendra, en différentiant, par rapport & « ou x, pour ex-
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primer la condition du maximum et du minimum de o?, 1’
quation

(e+¢)g'— (€O + o) =0, ou

dans laquelle

v de _2¢'b 2Q Fodf  2(p+iq)df
Yl W T W TP Wde T T W da
,_dd .y 4 BOdBO __(p-+1q) A0 dAO
Ve TR m T g da

quantités linéaires, qu’il sera facile de construire, comme on
le montrera plus tard.

Cette équation devant étre satisfaite a la fois par toutes les
valeurs de I'abscisse # = ba, qui correspondent a un maxi-
mum ou minimum quelconque de »? relatif a des valeurs par-
ticuliéres attribuées aux constantes C, e ou A, on voit que, si,
pour l'une de ces derniéres valeurs, les abscisses dont il s’agit
étaient connues, il suffirait simplement de les substituer dans

14
la fonction %, indépendante de A, pour obtenir le maximum
ou minimum correspondant, et, par conséquent, si ’on con-
struit la courbe représentée par I’équation

’

=%

ses ordonnées représenteront ’ensemble des maxima ou mi-
nima relatifs aux ditférentes valeurs particuliéres, qu’il est pos-
sible d’attribuer a A, et auxquelles correspondent autant de
groupes distincts d’abscisses de cette courbe, qui, s’ils pou-
vaient étre déterminés au moyen de chacune de ces valeurs,
conduiraient immédiatement a la solution du probléme pro-
posé. Or c’est a quoi I’on parviendra, comme on va le voir, par
la construction d’une nouvelle courbe auxiliaire également
indépendante de A.

En effet, I'expression générale de w* peut étre mise sous la
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forme

e gp o (C— @+ o=y

e+ N e+

pour laquelle

. . _ (K 1)(1[)2 149 b q b
== — )= L — P — 4L ()2,
i (C— ey | B o ok o

Egalant a zéro le coefficient différentiel de cette expression,
et tirant de la nouvelle équation de condition, ainsi obtenue,
la valeur de la constante e, qui dépend seule de A, on aura la

relation
((--9)d' — o’
o — ¢

quilie cette valeur a celles des abscisses # relatives aux maxima
ou minima de la fonction o’
Construisant la courbe qui a pour équation

l+¢W,W

— o

et cherchant les abscisses qui correspondent a ses intersections
avec une paralléle quelconque a 'axe des x représentée par
I’équation

o A 1 g b

y=e= 5+ g if’ é—v

elles seront précisément celles qui appartiennent a la valeur

de eou de A, qu’on aura choisie en particulier, et dont la gran-

deur fixe, dans la premiére courbe y = _43’ » les valeurs des
ordonnées qui représentent le maximum ou minimum corres-
pondant de w?. Prenant enfin la différence entre la plus grande
et la plus petite de ces ordonnées, relative a cette méme valeur
de A, elle représentera la valeur de o} — w}, d’ou ’on conclura
de suite celle de d ou de n.

101. Construction des courbes auxiliaires. — Ainsi toute la
question est ramenée a construire une fois pour toutes deux
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courbes auxiliaires sur les mémes abscisses, et dont les or-
données respectives j. et y,, je suppose, sont li¢es entre elles
par les relations

qui serviront a conclure directement la deuxiéme de la pre-
miére par des procédés graphiques trés-simples, et sur les-
quels il est inutile d’insister autrement qu’en faisant voir com-
ment on peut obtenir linéairement les valeurs des coefficients
différentiels ou des termes qui entrent dans les expressions
de o et .

Or nous savons déja (63) que j‘—); = AO. Quanta dfzxq’ %li_o,
on se rappellera (65) que le point I (fig. 31 et 32) estle centre
de rotation instantané de la bielle ou de la droite BO, de sorte

que le pied P de la perpendiculaire abaissée de ce centre sur
cette droite doit étre considéré comme 'intersection de celle-ci
dans ses positions consécutives ou infiniment voisines; ce qui
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donnera sans difficulté ('), par la comparaison des lignes de
la figure relatives a ces deux positions et en se fondant sur les
relations déja établies aux n° 61 et suivants,

dA0 __ A0 PO dBO _ 3o (_:9
de ~ AC PC° da )
Au moyen de ces données, rien ne sera plus facile ensuite que

de construire la valeur de ¢’ et de ¢'. Prenant, par exemple,
sur le prolongement de CA, une distance

BEESTIA

mesurée a I’échelle du dessin, et élevant au point O la perpen-
diculaire indéfinie VOM a l'extrémité OC, qui rencontre AG’
en M, on ménera, par ce dernier point, la parallele MNa G'O;
ce qui donnera, sur AO, le segment AN, qu’on portera sur CI
de C en N’, par lequel on ménera de nouveau la droite N'P
rencontrant le prolongement de OA en un point X, tel qu'on
aura

_OP ., OPAO.AM _ (p-1g)A0 AO PO
X=N=t a6 ~> W g ACDC
(1)-*-4/)1\0 dAO

14 g da

valeur du second terme de {'.

(") 1 nous suflira ici de remarquer que C'P B’ 0’ étant la position infiniment
voisine de CBO et de 00", I'arc infiniment petit décrit du point I, comme
centre, avee Ol pour rayon, de sorte que B'O" = BO, on a

dAO = 00', dBO == —0'0", bdx=BB, df=CC' = A0dz,
00" B €C
o1 T B T Cr’
ct, par la considération des triangles infiniment petits PCC’/, POO’, 00’0,
CC! _ sinCPC’ 00’  sinOPO’  sinCPCY

CP ~ sinACO’ OP ~ SinAOC ~ sinAOC’
0’0"  sin0G’'00"  cosOIC

007 T sin00'07 ~ sinAOC’

relations dont on déduira immédiatement les expressions rapportées dans le
texte, en observant d’ailleurs que OI cos OIC == AC, etc.
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Pour construire le premier, il ne s’agira que de prendre
sur OM
III

0G” = - :
2(K—1)¢g8

d’élever, a 'extrémité de G” B, la perpendiculaire BV, qui don-
nera, sur le prolongement de MO, la distance OV qu’on portera
de Cen V' sur CI; menant ensuite CY paralléle a BY/, AY sera
la valeur demandée, et, par suite, on aura

¢ = 0X — OY = — XY.

On trouvera sans doute superflu de remarquer que, afind’éviter
la confusion, on devra s’abstenir de tracer d’une maniére effec-
tive les lignes de construction, qui sont simplement ponctuées
sur la figure et dont les extrémités sont seules nécessaires pour
arriver aux résultats. Quant a ¢', sa construction offre encore

moins de difficulté que celle de ¢ et ¢, punsque df —=AQ et

que bsina est le sinus de I'arc BE==ba —=X.

102. Maximum de Ueffort de torsion supporté par Uarbre
du volant et par ses bras. — §'il s’agissait de traiter la ques-
tion relative a la solidité qu’il est nécessaire de donner aux
bras du volant, pour qu’ils puissent résister aux efforts de tor-
sion qui tendent a les rompre, on aurait, comme on l'avu (79),
a trouver le plus grand des maxima de la fonction

d
do 1 dw? I ( e+ U

dt 2 de > do

(Q -+
) 1(e+ U)o — (CQ*+ o)V
2 (e-1-d) V

question que 'on résoudra d’'une maniére analogue a celle qui
concerne I'établissement méme du volant, mais qui n’exigera
que le tracé d’une seule courbe, ayant pour ordonnées les va-
leurs de la fonction dont il s’agit, puisque C, e ou A sont ici
censés donnés « priori ou connus, d'aprés les précédentes
recherches; or il n’est peut-étre pas inutile de remarquer, re-

dw
lativement a ce dernier cas, que le maximum de —— 47 Sera im-

atlo Curlo - UPMC - Coto : 83 PON 74




APPLIQUEE AUX MACHINES. 193

médiatement donné par la moitié de la tangente trigonomé-
trique de I'angle que forme, avec I'axe des abscisses, la tangente
la moins inclinée de la courbe, quia pour ordonnées les valeurs
de la fonction
,_ CQ*+o
W= —F>
e+

que nous avons enseigné a construire (99), et dont les tan-
gentes les moins inclinées sur I'axe des abscisses x corres-
pondent évidemment a ses différents points d’inflexion.

Ayant d’ailleurs obtenu ainsi I'effort maximum de torsion
qui agit a I'extrémité des bras du volant, ou la somme des
moments des efforts semblables, qui agissent sur chacune des
parties matérielles de son arbre ou de la manivelle, il sera fa-
cile d’en conclure I'effort maximum supporté par un autre
point quelconque de cet arbre, par exemple a I'extrémité du
bras de la manivelle, sur les dents d’engrenage de la roue mo-
trice de Q, etc., ce qui est nécessaire pour régler les dimen-
sions de ces parties.

103. Cas d’une machine & balancier. — Si I'on se proposait
de résoudre les mémes problémes pour 'appareil a balancier
(fig. 24), qui a é1é décrit au n° 66, les observations présentées
dans les articles suivants permettraient de le faire, sans aucune
hésitation et par une marche absolument semblable a celle qui
a é1é suivie précédemment. Conservant, en effet, toutes les dé-

nominations admises dans les ns 67, 70, 97, nommant de plus
I Il-z

P’ le poids du balancier, son moment d’inertie par rap-
p p p

port a I'axe de rotation D ( fig. 33), qui en contient toujours le
centre de gravité, moment qu’on trouvera au moyen des regles
exposées a la fin de cette Section; supposant d’ailleurs que p
représente le poids de I'équipage agissant en I'; +¢ la compo-
sante du'poids de la bielle BC, qui agit en G, pour contre-balancer
le précédent, etauquel on peut dailleurs attribuer, sans erreur
sensible, la méme vitesse virtuelle df; enfin F la force mo-
trice, déduction faite des résistances qui ’'accompagnent, Q la
résistance active appliquée a la roue de rayon r, et augmentée
13
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de la force qui ferait équilibre aux frottements inhérents a
Parbre de la manivelle, ete., on trouvera sans difficulté

@®
Ag Q'+ (K+ N gb*Q*+2g¢'(1— cos 7.)/)—2Qrga—|—2gf Fdf+2g(tq—p)f
(o]

Ag+1gb*+(K—!)¢BO + (K'P'+1q) A0 +pDV_

Fig. 33.

M

Y

expression dans laquelle on a également
27
o2nrQ = f Fdf,
(0]

pour déterminer Q, dans le cas ou F agit a la fois en descen-
dant et en montant (').

(*) Si Pon voulait tenir compte du frottement exercé sur le tourillon du
balancier, qui dans certains cas peut avoir une influence appréciable, on remar-
querait que P'+p +- 3¢ — 2T est approximativement la pression qu’il supporte
pendant la course ascendante du point F, et P'+ p + ¢ + 2F celle qu’il sup-
porte pendant la course descendante, de sorte que ’on aura a retrancher du
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10%k. Recherche des quantités dont dépend principalement
la solution du probléme. — On voit que la valeur de »? rela-
tive a chacune des positions du systéme, se construira par les
mémes procédés que celle du n° 95; mais la recherche de la
fonction

—_— —_—2 —— 3
. (K—%) dBO _ (K'P'+'q)dAO P dDV
v'= gll’ T aa * gll’ da +g11' da

entrainera ici a un peu plus de difficultés.

Par la comparaison des triangles semblables AOK et DCK,
formés par les prolongements des c6tés AD et BC du quadri-
latére ABCD, on obtiendra d’abord
AK _ AD dAO AD dDK

l—1=> =1

AO=CD DK DK

do ﬁ’ da

numérateur de o’ une expression de la forme

' . / : df
2gu(P'+p+ig)s—hguee F(d9= F)
A 0

dans le premier cas, et de la forme

“Fdf [*Fdf
23M(P’+P+%q)s—4gﬂp<f Eyevim ey
) DO ’_ DO

dans le second, p. étant le coefficient du frottement du tourillon (Section 111),
p son rayon, s la grandeur absolue ou totale de I'arc du frottement relatif a la
premiére ou a la seconde période et qui correspond a I'angle « décrit par la
manivelle.

La quantité 2pu(P'+p--1¢)s étant trés-facile a calculer ou a construire
pour chacune des positions du systéme, on voit que la seule complication
amenée par la nouvelle hypothése, dans la solution du probléme, consiste i

o a
remplacer U'intégrale primitivef Fdf par f <1i ;—LO‘D;) Fdf, ou la force ¥
o o

parF (xt-i)%)) » expression également trés-facile a construire, pour chacune
des positions du systéme, et dans laquelle le signe + répond a la premiére
période di mouvement, et le signe — a la seconde. Mais on remarquera que
ces résultats supposent P'+4-p -+-1g constamment supérieur a 2F et que, dans
le cas contraire, il conviendrait de changer le signe de u et de prendre s algé-
briquement, c’est-a-dire de supposer négatifs les arcs décrits dans la deuxiéme
période, qui devront ainsi étre retranchés de ceux de la premiére pour obtenir
la valeur absolue de s.

13.
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puis, en considérant que le point I est le centre instantané de
rotation du triangle BCI, et que le pied P de la perpendiculaire
abaissée de ce point sur le prolongement de BC est I'intersec-
tion consécutive de cette derniere, dans le déplacement infi-
niment petit du systéme

(lDK PK cosKCD

“de — PC sinCKD AO;

d’ou il sera aisé de tirer, par la comparaison des lignes de la
figure,

dAO AD PK AD PK PX
o= — AQ — DK EcotKCD AO =— DK PL = AOW,

AX étant une paralléle a PD, limitée a BK: on aura donc fina-
lement

Les triangles ADI et ABO donnant

AN —_— — — O\
dAID 4+ df + da —=0, BO = A0 + AB — 2AB.AOcosAID,

on aura pareillement

BO  JAO N dXO s
@:fm_o—-zbcosAIDM~zbsinAID AO—i—A—Q)
do do da B

’

ce qui donne, en abaissant la perpendiculaire B p sur AO pro-
longée et observant que DU a été pris égal a AO,

480’ _ CU\
L AO(pO pBEB>,

enfin, puisque

_u _DO'.AO
L=

il viendra
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or, le point I’ étant le centre de rotation instantané du trian-
gle I'FE, et le picd P’ de la perpendiculaire abaissée de ce
point sur le prolongement de EF devant étre considéré encore
comme lintersection de cette derniére droite avec sa posi-
tion infiniment voisine, on trouvera sans difficulté

dby’ __DO.AO PO’ DV PO’
de — U PV T P
et, par suite,
dDV'_ o DO (dAG A0 POy
da ] do [ P
—:/PX DV PO/
=2DV <FI‘ * Do P’l’)’

expression dans laquelle on pourra presque toujours négliger
le second terme, vis-a-vis du premier, a cause de sa petitesse

105. Observations générales. — Toules ces valeurs qui,
dans I'expression de §’, doivent étre divisées par de certaines
fractions numériques de g, sont, comme on voit, susceptibles
d’une construction fort simple, et qu'on pourra abréger de
beaucoup en profitant habilement des données directement
offertes par la figure; mais il doit nous suffire ici d’avoir mis
sur la voie de la solution graphique du probléme ordinaire,
ou le systéme de la manivelle du balancier, etc. d’'une ma-
chine & vapeur, se trouvant établi a I'avance, il s’agit seule-
ment de déterminer le moment d’inertie du volant qui est ca-
pable de maintenir la vitesse de rotation de l'arbre de la
manivelle entre des limites déterminées. Quant a la question
qui consiste a régler les dimensions mémes du balancier, de
maniére a corriger, le plus qu’il est possible, et cela indé-
pendamment du volant, les écarts de la vitesse variable, par
rapport a la vitesse de régime, nous renverrons au savant Mé-
moire que M. Coriolis a inséré dans le XXI¢ Cahier du Journal
de I'Ecole Polytechnique (Surlinfluence du moment d’inertie
du balancier des machines a vapeur, etc.), en faisant remar-
quer que les considérations analytiques et géométriques qui
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précédent pourront servir a simplifier et a compléter, en
quelques points, les solutions qu’il a indiquées, et dans les-
quelles il a négligé, a cause de la complication, I'influence de
Pinertie de la bielle, qui néanmoins offre presque toujours un
poids trés-grand, capable de faire équilibre a la fois a celui
des pistons et de leurs tiges.

V. — MOYENS GEOMETRIQUES DE TRANSMETTRE LES VITESSES
DES PIECES DANS UN RAPPORT DONNE.

106. Il existe trois moyens principaux de transmettre les
vitesses dans un rapport constant. — Dans les considérations
généfales sur les machines (n° 22 et 29, Section I), nous
avons vu 'importance qu’'il y a a disposer certaines piéces,
notamment les roues, de facon qu’elles se tranmettent la vi-
tesse géométrique dans un rapport invariable pour toutes les
positions du systéme. Il est essentiel de se rappeler les con-
ditions principales du tracé de ces piéces, afin d’étre en état
de déterminer les quantités d’action dues aux résistances pas-
sives qu’elles introduisent dans les machines ou on les em-
ploie : c’est principalement dans ceite vue que nous allons
exposer succinctement quelques notions sur ce sujet.

On connait trois moyens principaux de résoudre la question
dans le cas de deux roues & axes paralléles ou concourants :
1° par le contact naturel et le roulement des couronnes ou
tambours de ces roues; 2° par I'emploi de chaines ou de cour-
roies sans fin enveloppées sur ces couronnes; 3° par 'engre-
nage de dents ou de courbes en saillie fixées aux couronnes.

Communication du mouvement par le simple contact
ou roulement des roues.

107. Les couronnes, ou plutdt les cylindres ou cones ex-
térieurs des roues ( fig. 34) se développant exactement I'un
sur l'autre, il est évident que, s’il n’y a pas de glissement, les
arcs €lémentaires décrits & chaque instant par ces cercles en
contact seront égaux et les vitesses angulaires des roues se-
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ront entre elles dans le rapport inverse et constant de leurs
rayons respeclifs.

Toute la difficulté consiste, comme on voit, a empécher le
glissement('): il est donc nécessaire, lorsque les efforts tan-

(*) Transmissions par simple contact. — Les transmissions par simple contact
sont fréquemment employées aujourd’hui pour communiquer le mouvement &
certains appareils marchant a grande vitesse. La fig. 35 représente la transmis-
sion d’une essoreuse; un
arbre horizontal qui regoit
le mouvement par unc
courroie le transmet & un
arbre vertical placé au
centre de Iappareil; le
premier arbre porte un
oone en fonte ba parfaite-
ment dressé; sur le se-
cond est fixé un cone cad
formé d’une série de ron-
dellesen cuir ou en papier,
fortement serrées les unes
contre les autres entre
deux picces en fonte ¢, ad
et taillées en coéne sur

le tour; le contact des
] MW\F\” deux cénes est assuré par
’ \' une pression exercée en g
h[ sur l'extrémité de I'axe
horizontal qui peut se dé-
placer légérement dans le sens de sa longueur; la pression est obtenue par
la manceuvre d’un petit volant v¢' monté sur une vis. Cette disposition permet
de faire progressivement les embrayages et les débrayages et d’éviter ainsi les
chocs violents qui se produiraient a de grandes vitesses, et qui seraient des-
tructeurs si le mouvement était transmis par engrenages. (K.)

Fig. 35.
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genliels des roues doivent étre considérables, de faire presser
convenablement les circonférences des couronnes. Cet effet
s’obtient par des ressorts, des coins, des vis de pression, des
leviers agissant sur les axes ou sur les coussinets qui sup-
portent les tourillons. On peut imaginer une foule de disposi-
tions propres a atteindre le but. Dans certaines usines d’An-
gleterre, onrevét extérieurement les roues de bandes de cuir
de buffle qui, par leurs aspérités, offrent une sorte d’engre-
nement, et qui s’usent fort peu par 'action du roulement.

Ce systéme parait pouvoir étre employé sans inconvénient
dans les cas ou les forces agissent d’'une maniére uniforme et
réguliére sur les machines, la vitesse. des roues et Ja pression
qui a lieu sur elles étant exactement constantes; il a été em-
ployé pour donner le mouvement aux lire-sacs de certains
moulins qui présentent beaucoup de douceur; mais lorsque,
comme il arrive dans le plus grand nombre des machines, la
puissance ou la résistance exerce des efforts variables sur les
roues, lorsqu’il y a des secousses, des changements brusques
de vitesse, on concoit qu’il serait fort difficile de s’opposer
au glissement, a moins de comprimer fortement les roues et
d’augmenter les résistances passives, ce qui serait manquer le
but qu’on cherche a atteindre dans I'’emploi de ce systeme.

Communication du mouvement par courroies ou par chaines.

108. Ladisposition parlaquelle on fait mouvoir les roues uni-
formément au moyen de cordes ou courroies sans fin donne
lieu aux mémes réflexions que celles que nous avons déja
faites pour les roues qui se conduisent par le simple attache-
ment, et elle offre de pareils inconvénients; cette disposition
est principalement ultile dans le casou il s’agit de transmettre
le mouvement a une certaine disiance, et c’est ce qui fait que
I'usage en est assez généralement répandu {').

La transmission par courroie permet de suspendre ou de
communiquer a volonté le mouvement; sur 'arbre mené C

(*) Poir les notes relatives aux transmissions par courroies dans la Section I11.

(K.)
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(fig. 36) sont placées deux poulies égales, I'une fixe A, Pautre
folle A’, en regard du tambour T monté sur ’arbre menant C';

Fig 36.

la courroie estamenée sur 'une ou l'autre des poulies a I'aide
d’un levier, terminé par une fourche qui embrasse la courroie,
et dont la disposition varie suivant les besoins.

Les moyens de maintenir la tension des courroies sont
analogues a4 ceux dont il a é1é question pour les roues mues
par le simple contact, ¢’est-a-dire qu’ils consistent a rendre
mobile Uun des axes de roue; mais, comme cette mobilité
présente des difficultés, ou est impossible dans certains cas,
on emploie ( fig. 37) des poulies ou rouleaux de tension A,

qui ont pour objet de presser sur la corde ou sur la courroie;
cette pression est produite ordinairement par un poids Q
placé sur I'un des bras d’un levier QOA.
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109. Forme & donner & la jante des roues, — On sait qu’en
faisant usage des cordes sans fin ('), on doit creuser une
gorge a la circonférence des roues, et que lorsqu’on emploie
des courroies on doit au contraire ( fig. 40) donner une cer-
taine convexité au profil extérieur de la jante AB de la roue
pour empécher la courroie de glisser, ce qui arriverait infailli-

(") Transmissions par cébles en fil de fer. — Ce mode de transmission a été
employé pour la premiére fois en 1850 par MM. Hirn
Fig. 38. fréres, au Logelbach, prés Colmar; la théorie ne preé-
sente aucune différence essentielle avec celle des trans-
missions par courroies; au point de vue pratique, les
cables permettent de transmettre, a des distances qui
dépassent souvent 1 kilométre, des travaux considé-
rables, dans des cas ou les frais d’installaticn et les
résistances passives rendraient tout autre systéme inap-
plicable.

Les cables se composent ordinairement de plusieurs
torons formés chacun de fils de fer enroulés autour
d’une ame en chanvre; ces torons, généralement au
nombre de six, sont groupés autour d’un toron central,
ou autour d’une ame en chanvre de bonne qualité.
Dans le but de réduire la tension des cables pendant la
marche, et par suite la section et le poids qu’il est né-
cessaire de leur donner, on se sert de poulies de fort
diamétre, marchant a grande vitesse ( fig. 38). On fixe
a 3o métres environ la vitessc a la circonférence qu’il est prudent de ne pas
dépasser.

Dans la jante en fonte de la poulie (fig. 39) est pratiquée une gorge bab’ au
fond delaquelle est ménagée une rainure en queue d’hironde dans
laquelle on mate une bande de gutta-percha; quelquefois on em-
ploie le cuir, le bois ou la ficelle; c’est cette bande qui porte le
cable « et donne naissance a une adhérence suffisante pour éviter
le glissement.

Souvent on pratique, sur une méme jante, deux gorges paral-
leles (fig. 38), qui permettent d’effectuer la transmission par
deux cables.

Lorsque la transmission a une grande longueur, on soutient le
cable par un certain nombre de galets intermédiaires établis sur
des supports solides dont la distance varie avec le diamétre du
cable et I'altitude des poulies extrémes. Ce systéme de transmission présente
des avantages sérieux dans les usines ou il est nécessaire d’¢loigner les ateliers
des machines motrices, et surtout des foyers; I'administration des Manufac-
tures de I’Etat vient d’en faire une application importante a la poudrerie ré-
cemment construite & Sevran. (K.)
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blement dans le cas ou I'on y pratiquerait une gorge; quel-
quefois cependant on termine le profil de la jante par une
droite.

Lorsqu’on se sert de chaines, la forme de la jante varie avec
la nature de la chaine employée ( fig. 41 et 42); on ne peut du

Fig. 41. Fig. 42.

reste en faire usage que lorsque le mouvement n’est pas trop
irrégulier ou qu’on I'a rendu a peu prés uniforme par 'emploi
du volant; il existe effectivement des scieries 4 mouvement
alternatif et méme des martinets, ou l'on fait usage de ces
moyens pour communiquer la vitesse, mais alors on place
des volants sur 'arbre de la manivelle et sur celui des cames.
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Lorsqu’on se voit obligé d’employer des chaines pour com-
muniquer le mouvement a des roues sollicitées par de grands
efforts irréguliers, et que I'on a des raisons de craindre que
les chaines ne glissent, on arme les circonférences des roues
de pointes ou dents qui entrent dans les vides des maillons.
Comme il est essentiel d’éviter la tension sur les deux branches
de la chaine, on fait I'une d’elles un peu plus longue que
Pautre, et I'on a soin de régler convenablement I’espacement
des dents et des maillons. Lorsqu’on supprime les dents, on
doit tout au moins faire la couronne de la roue en fer ou en
fonte de fer pour s’opposer au glissement. Dans tous les cas,
onne peut trop recommander de centrer exactement les gorges
ou cylindres extérieurs des poulies et des roues, en les repas-
sant au tour, montées sur leurs axes propres.

Communication du mouvement par engrenages.

110. Noms des diverses parties dont se compose un engre-
nage. — Le moyen le plus généralement adopté pour com-
muniquer le mouvement de rotation d’un arbre & un autre
consiste dans I'emploi de roues dont les jantes sont garnies
de saillies, qui s’engagent réciproquement les unes entre les
autres et rendent ainsi le mouvement de 'une des piéces so-
lidaire de celui de I'autre. Ce dispositif est ce qu’'on nomme
un engrenage.

Les diverses parties dont il se compose prennent, selon
leurs formes, leurs dimensions et leur usage, des noms qu'il
est nécessaire de connaitre.

De deux roues qui engrénent I'une avec l'autre, la plus
grande se nomme roue ou rouet, et la plus petite pignon. Les
saillies au moyen desquelles elles se conduisent s’appellent
dents; lorsqu’elles ne font pas corps avec la roue, comme
cela arrive pour les roues en fonte garnies de dents en bois,
on les désigne quelquefois sous le nom d’alluchons.

Au lieu de pignons, on emploie souvent un systéme com-
posé de deux plateaux circulaires qu’'on nomme tourteaux,
placés parallelement I'un & l'autre sur un arbre tournant et
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réunis par des cylindres en bois ou en métal nommés fu-
seaux ; appareil entier s’appelle lanterne.

Lorsque P'engrenage doit produire un mouvement alternatif
ou intermittent, les dents ont des dimensions particuliéres,
ordinairement beaucoup plus grandes que dans I'engrenage
continu, et elles prennent alors le nom de cames.

Les dents des deux roues s’engageant les unes entre les
autres, il doit exister entre celles d’'une méme roue un inter-
valle suffisant pour le passage de celles de I'autre roue; cet
intervalle s’appelle le creux.

Quand les axes des deux roues a faire conduire I'une par
l'autre sont paralléles et que, par suite, les faces de ces deux
roues sont comprises entre deux plans perpendiculaires a
leurs axes, on dit que 'engrenage est plan. Lorsqu’au con-
traire ces axes se coupent, on a ce que ’on nomme un en-
grenage d’angle ou engrenage conique, par suite de la forme
qu’on lui donne.

111. Conditions auxquelles doivent satisfaire les engre-
nages. — Le tracé et les-dimensions des dents d’engrenage
doivent satisfaire aux trois conditions suivantes : 1° que le
mouvement soit transmis d'une roue a I'autre suivant une loi
donnée; 2° que les dents aient la solidité nécessaire pour ré-
sister aux efforts connus qu’elles doivent transmettre; 3° que
la quantité de travail consommée par le frottement des dents
les unes sur les autres soit un minimum.

Nous ne nous occuperons, dans cette Section, que de la
premiére condition, et nous allons rappeler succinctement les
régles que I'on suit pour la remplir.

112. Conditions du tracé des engrenages. — De la condi-
tion que les vitesses restent dans des rapports constants il
résulte, pour les engrenages, une conséquence qui sert de
base a leur tracé. En effet, si nous considérons les centres des
deux roues C, C'(fig. 43), et que nous partagions la ligne
qui les réunit en deux parties C¢ et C'¢, qui soient dans un
rapport donné, les cercles de rayons C¢ et C’¢ se toucheront
en t, et, si les roues sont poussées I’'une contre 'autre par
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un effort suffisant, il en résultera que, quand I'une des deux
tournera autour de son centre, elle entrainera 'autre dans

Fig. 43.

}F
\_

son mouvement et qu’elles rouleront I'une sur l'autre sans
glisser; c’est ce qui a lieu dans le mouvement des tambours
décrits au n° 107.

Si donc on nomme o et ' les vitesses angulaires respec-
tives des cercles Czet €', les arcs développés dans le roule-
ment de P'une des circonférences sur I'autre seront égaux de
part et d’autre, et 'on aura

~1)

wxXCi=wxCt,
d’ou
o Ot
o~ Ct’
c’est-a-dire que les vitesses angulaires seront dans un rapport
constant et inverse des rayons.

Réciproquement, pour que les vitesses angulaires restent
dans un rapport constant, il faut que le point ¢ partage la ligne
des centres en deux parties inversement proportionnelles a
ces vitesses. Ainsitoute forme de dent d’engrenage doit étre
telle, que le mouvement se transmette d’'une roue a l’autre,
comme si les deux cercles C¢ et C'¢ roulaient I'un sur I'autre
sans glisser, et réciproquement.

Ces cercles Gz et C'¢, dont les rayons sont en raison inverse
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des vitesses angulaires, se nomment par cette raison cercles
proportionnels, mais le plus souvent on les appelle cercles
primitifs, parce qu’ils servent de point de départ au tracé.

113. Conséquence qui sert de base au tracé. — 1l suit de ce
qui précede que siamb et a’'mb’ (PL. 1, fig. 1) sont les courbes
de deux dents montées sur les roues, dont C¢ et C’¢ sont les
rayons primilifs et que ces courbes satisfassent par hypothése
ala condition de 'uniformité du mouvement, la normale com-
mune en m aux deux courbes devra passer par le point ¢. En
effet, puisque le mouvement doit étre transmis de la méme
maniére que si les deux cercles Ct et '# roulaient I'un sur
l'autre, il s’ensuit que, quand la dent amb poussera la dent
a'mb’, le point m tendra, dans le premier instant, & décrire un
petit arc de cercle tangent a l’'une et a I'autre courbe, et que
par conséquent la normale en m, qui est a la fois commune
a ce petit arc et aux deux courbes, passera parle point z.

On parvient encore a la méme conséquence en remarquant
que, la résistance opposée par la roue conduite a 'effort N
exercé par la roue conductrice lui étant égal et contraire, les
quantités de travail élémentaires que développent ces deux
efforts, dirigés suivant la normale commune m¢, doivent étre
égales, ce qui donne

N < CKdo =NC'K'dv,
d’ou
CK d§' o

RE7a - = )

CK™do o
» et o' élant les vitesses angulaires des roues, qui doivent,
par hypothése, rester dans un rapport constant.
Or on a de plus, par les triangles CK¢ et C’'K'¢,
CK Ct . ' .

Tt o
donc le point ¢ de rencontre de la normale commune m¢ doit
partager la ligne CC' en deux parties réciproquement propor-
tionnelles aux vitesses angulaires et rester le méme pour
toutes les positions.
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11h. Premiére méthode du tracé. — Ceci conduit immédia-
tement & une solution graphique trés-simple du probléme des
engrenages; car I'une des courbes, amb par exemple, étant
donnée a volonté, puisque l'autre courbe a déterminer doit
étre telle que le mouvement ait lieu comme si les cercles
roulaient 'un sur ’autre, il suffira de faire rouler le cercle C¢
sur la circonférence du cercle C'¢ et de tracer sur le plan de
celui-ci les positions successives de la courbe amb. La suite
des intersections de ces courbes ou leur enveloppe sera la
courbe cherchée a’mb’, puisque, a chaque instart, elle doit
étre tangente @ amb ; mais cette méthode, trés-simple en dé-
monstration, conduirait, dans la pratique, a des difficultés
d’exécution dont la suivante est exempte.

115. Méthode générale pour le tracé des engrenages. —
Etant donnée une courbe amb (PL. I, fig. 2), formant le profil
des dents montées sur le cercle Cm, cherchons la forme a
donner a la courbe @’ mb', ou le profil a donner aux dents de
la roue C'm, pour que ces deux courbes, en se poussant 'une
Pautre, satisfassent a la condition que les deux cercles primi-
tifs tournent autour de leurs axes, comme s’ils roulaient 'un
sur 'autre. Pour cela, portons de part et d’autre du point m,
correspondant a la ligne des centres CC', des arcs mi, ma,...,
égaux en longueur sur chacun des cercles primitifs. Il est clair,
d’aprés la condition a laquelle les courbes sont, par hypothése,
assujetties, que les points de division correspondants, t.1,
2.2,...,viendront successivement en contact les uns avec les
autres. Tracons les courbes de dents correspondant a ces
divisions, ce qui revient a considérer leurs positions succes-
sives. Soient mn,, mn, avant la ligne des centres, mn’, mn”
aprés cette ligne, les normales aux points de contact, et ob-
servons que ces lignes seront les rayons de cercles tangents
aux deux courbes, au point de contact et que, la courbe amb
étant donnée, il sera toujours facile d’obtenir leurs longueurs
a l'aide du compas.

Or, si nous supposons, pour ne pas compliquer la figure, que
la courbe cherchée a’ mb’ soit construite en a',m, b, puis, qu’a
partir du point m,, ou elle coupe le cercle primitif C' m,, nous
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portions de part et d’autre des arcs m, 1, m,2,. .. égaux aux di-
visions précédentes; que des points 1, 2,..., avec des rayons
égaux aux longueurs mn,, mn,,... des normales obtenues,
comme nous venons de le dire, nous décrivions des arcs de
cercle, il est évident que ces arcs seront tangents a la courbe
cherchée. En opérant ainsi de part et d’autre du point m, et
avec les longueurs des normales qui conviennent a chaque
point de division, nous aurons ainsi une suite d’arcs de cercle
dont la courbe cherchée formera I'enveloppe, ce qui la déter-
minera.

116. Pour obtenir les longueurs des normales correspon-
dant aux diverses positions de la dent amb, il n’est pas né-
cessaire de tracer la figure comme nous I'avons indiqué. Il
suffit de la considérer dans une position quelconque et de por-
ter, a partir du point ou elle coupe le cercle primitif, des arcs
égaux aux divisions adoptées pour l'autre cercle et, de tous les
points 1, 2,... comme centres, de tracer des arcs de cercle
tangents a la courbe et dont les rayons seront les longueurs
cherchées des normales, puis d’achever le reste de la construc-
tion, comme il vient d’étre dit.

117. Observations sur la maniére dont les dents se condui-
sent. — On remarquera dans la fig. 2 que les centres des
cercles tangents, menés a la partie am ou @’m de la courbe
intérieure au cercle primitif, sont situés d’un autre coté du
point m que ceux qui correspondent a la partie extérieure mb
ou mb’, et que la portion de la courbe donnée amb, qui con-
duira mb’, est la partie am intérieure au cercle C¢, depuis le
premier moment de la’prise des dents jusqu'a 'instant ou les
points m et m' sont parvenus en ¢, et qu'au dela de cette po-
sition ¢’est la partie mb de la courbe amb qui conduira la por-
tion intérieure a' m.

La portion mb, mb’ des courbes des dents, extérieure aux
cercles primitifs, se nomme la face des dents, et la portion
intérieure ma, ma’ sappelle le flanc; le résultat que nous
venons de remarquer s’énonce en disant que la face d’une
dent conduit le flanc de lautre, et réciproquement.

14
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118. Application de cetle solution générale a des courbes
quelconques. — Le tracé que nous venons d’indiquer s’ap-
plique a toutes les formes de dents que I'on peut se donner;
mais, si lasolution du probléme est géométriquement possible
pour une courbe quelconque, il n’en est pas de méme de la
solution pratique. 11 suit, en effet, de ’observation précédente
que, si la courbe donnée amb était telle que les centres des
cercles tangents a ses deux portions extérieures et intérieures
se trouvassent d’'un méme c6té du point m’, les deux parties
correspondantes de la courbe a’mb’ se trouveraient aussi du
méme cdlé du point m, et que, bien qu'on put les tracer sur
le papier, on ne pourrait les exécuter matériellement, parce
qu’elles se pénétreraient. 1l faudrait donc opter, dans ce cas,
entre I'une ou l'autre des deux parties, c’est-a-dire renoncer
a faire conduire les roues avant et aprés la ligne des centres, et
comme il est toujours plus convenable, comme on le verra par
la suite, de faire engrener les dents apreés la ligne des centres
qu'avant, il faudra supprimer la portion de courbe qui condui-
rait avant, ou le flanc de la roue conductrice et la face de la
roue conduite. Les circonstances que nous venons d’indiquer
se présentent notamment dans le cas ou I'on emploie des lan-
ternes et dans celui des engrenages intérieurs.

Il peut aussi arriver une autre circonstance de nature a faire
rejeter les courbes trouvées, quoique géométriquement elles
satisfassent a la question, c’est quand 'une des courbes est
concave en tout ou en partie; cette forme offre en effet les
inconvénients d’exposer a des arc-boutements, de conserver
davantage les corps étrangers qui pourraient s’introduire entre
les dents, enfin elle présente des difficultés d’exécution.

C’est par ces divers motifs que les géomeétres se sont atta-
chés a des solutions particuliéres de la question, en choisis-
sant celles qui offrent le plus de facilité pour I'exécution; nous
allons les rappeler successivement.

119. Engrenage a épicycloides. — L’engrenage le plus gé-
néralement adopté est celui dont les dents ont la forme de
courbes épicycloidales; le tracé s’opére de la maniére sui-
vante :
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Soient CC’ (Pl. I, fig. 3) la ligne des centres, Czet C't le
rayon des cercles proportionnels ou primitifs. Si I’on fait rou-
ler intérieurement aux cercles des rayons C¢ et C'¢ d’autres
cercles ayant ces rayons pour diamétres, un point quel-
conque m du cercle mobile parcourra le rayon correspon-
dant a la position ou ce point m était celui du contact des
deux cercles. En effet, ¢ étant le point de contact, les arcs tm
et ¢’ développés par le roulement des deux cercies I'un sur
I'autre sont égaux en longueur et, par suite, le premier est
d’un nombre de degrés double du second. Les angles ¢C'#’
et :C’m, qui ont respectivement pour mesure, I'un, dans le
cercle de rayon C’'#, le nombre de degrés contenus dans ¢/,
Pautre, dans le cercle de diamétre C'¢, la moitié du nombre
de degrés de ¢m, sont égaux et les lignes C't’ et C'm se con-
fondent.

Cela posé, les mémes cercles qui ont pour diamétre C¢
et C'¢, en roulant respectivement sur les cercles primitifs de
rayons ('t et C¢, engendreront, par I'un quelconque de leurs
points, une épicycloide dont le tracé s’obtiendra (PL. 1, fig. 4),
d’aprés laméthode générale, par I’enveloppe des arcs de cercle
successivement décrits des points équidistants 1, 2, 3,... des
cercles C’'t et Gt comme centres, et avec les rayons ¢1, ?2,
t3,... égaux aux cordes des arcs de mémes longueurs ¢1,
t2, 13,... des cercles de diamétre C¢ et C'¢2.

Or, dans ces deux mouvements des cercles de diamétre C¢
et C'¢, un point décrivant quelconque m engendre, a partir
d’'un méme point de contact £, extérieuremental’un des cercles,
une épicycloide, et intérieurement a ’autre un rayon tangent a
cette épicycloide, de sorte que la courbe est la face d’une dent
et le rayon le flanc correspondant de celle de I'autre roue, et
réciproquement. 11 est évident, en effet, que, dans une position
quelconque, le rayon C'm est tangent en m a la courbe ¢ m,
puisque, dans le roulement autour de ¢, le point décrivant m
tend a parcourir un petit cercle élémentaire, a la fois tangent
a l'une et a l'autre en m, et qui a pour normale la ligne ¢m.

Ce tracé, satisfaisant donc a la condition que la normale
passe sans cesse par le point £, la vitesse sera transmise dans
un rapport constant, comme l’exige la question.

14.
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On voit d’ailleurs que le point décrivant se trouve toujours
a Vintersection de I'arc tm et du rayon C¢', mené a 'extrémité
de l'arc t¢’=1tm, et que, par conséquent, en décrivant de C
comme centre avec Cm comme rayon unarc de cercle, il fixera,
pour chaque contact des cercles, la position absolue du point
décrivant sur le petit cercle tangent. La courbe se trouve donc
ainsi décrite par enveloppe et par points, et comme les dis-
tances des points de contact aux centres C et C' des roues
sont données par les longueurs Cm =Cz2,..., on voit qu’'avant
ou aprés la ligne des centres les points de contact se rappro-
chent respectivement des centres C et C' 8 mesure que le con-
tact a lieu plus loin de cette ligne et que, par conséquent,
I'inclinaison de la normale m sur la ligne CC’ varie et augmente
de plus en plus, & mesure que le contact a lieu plus loin de CC'.
La direction de cette normale étant celle des efforts exercés
par les dents 'une sur Pautre, il s’ensuit que ces efforts, dé-
terminés, par exemple, pour une force ou résistance donnée
agissant a la circonférence des cercles primitifs, avec une in-
tensité constante, doivent augmenter a mesure que le point
de contact se rapproche davantage des centres C et ¢/, ou que
le contact a lieu plus loin de laligne des centres, ce qui montre
que, dans I’engrenage a épicycloides, les efforts exercés par
les dents sont nécessairement variables et plus grands vers les
extrémités des dents.

120. Nombre de dents qui doivent étre en prise & la fois. —
Il est nécessaire et il suffit, pour la continuité du mouvement,
qu’il y ait toujours deux dents en prise a la fois, et I'on satisfait
ordinairement a cette condition en disposant I'engrenage de
maniére que chaque dent cesse d’agir lorsque celle qui la suit
arrive a la ligne des centres, et la longueur des dents se trouve
alors limitée; car I'arc ¢#’ élant égal au pas, et m étant le point
de contact correspondant déterminé, ainsi que nous venons
de le dire, il suffira de couper la dent en ce point, pour étre
str qu’elle n’agira pas au dela de I’étendue prescrite; c’est ce
que 'on fait en décrivant du centre C un cercle de rayon Cm,
qui limite toutes les dents de la roue C. La partie utile du
flanc serait aussi limitée par le cercle décrit du centre C’ avec

atlo Curlo - UPMC - Coto : 83 PON 74




APPLIQUEE AUX MACHINES. 213

le rayon C' m; mais, pour que les dents puissent passer libre-
ment dans les creux, il faut prolonger le flanc un peu plus loin:
nous indiquerons tout a I’heure sa limite inférieure, aprés
avoir déterminé la forme de I'autre face de la dent.

121. Les dents doivent étre d’une forme symétrique pour
pouvoir agir dans les deux sens. — Dans presque toutes les
machines, les roues d’engrenage sont exposées a étre contre-
menées, soit accidentellement, soit périodiquement. Il est
donc indispensable que les dents soient construites de ma-
niére a pouvoir conduire ou étre conduites alternativement
dans un sens ou dans l'autre : ¢’est pourquoi on leur donne la
méme forme dans les deux sens. Si I’exécution était parfaite,
il suffirait évidemment que le creux ft égal a I’épaisseur de la
dent; mais, attendu qu’il est impossible d’obtenir cette per-
fection, on a soin de donner au creux un peu plus de largeur
que Uépaisseur de la dent. 11 suffit que cet exces soit au plus
de 5 a 75 de I’épaisseur, et, dans les engrenages taillés ou
ajustés, soit a la lime, soit par des procédés mécaniques, on
peut le réduire a ;5. D’aprés cela, le pas, qui est la somme de
I’épaisseur et du creux, sera égal a 2,10, 2,084 ou 2,05 de 1'é-
paisseur de la dent.

La division des cercles primitifs et la subdivision du pas
étant exécutées, on terminera la dent des deux cotés par deux
courbes de face et par deux flancs symétriques, et la longueur
des courbes ou la saillie des dents sur le cercle primitif sera,
comme nous I’avons dit, limitée aux cercles de rayon Cm et C'm.
Pouravoir la profondeur du creux, on déterminera larencontre
de ces cercles avec la ligne des centres en n et n’, et en prenant
respectivement en deca de ces points ni=n’h=o0",005 envi-
ron, on aura les rayons intérieurs C/ et C’7 du creux de chaque
dent; on sera sur, par cette disposition, qu’il y aura toujours
un jeu suffisant pour le passage des dents.

122. Arc-boutements, leurs inconvénients. — On remarquera
que, quand la roue conduit le pignon, avant la ligne des cen-
tres, la somme des lignes Cm et C'm étant plus grande que CC/,
s’il arrivait que quelque aspérité des dents s’opposit a leur
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mouvement, il pourrait y avoir arc-boutement et par suite rup-
ture, tandis qu’apres la ligne des centres, les points de con-
tact s’éloignant toujours, les distances Cm et C'm tendent &
augmenter, et rien ne s’oppose a la séparation des dents. Ce
danger desarc-boutements est d’autant plus grand que les dents
engrénent plus loin avant la ligne des centres.

C’est pour l'éviter que les anciens constructeurs avaient
adopté l'usage de faire conduire les roues I'une par l'autre,
exclusivement aprés la ligne des centres; mais diverses consi-
dérations ayant conduit a diminuer beaucoup I'épaisseur des
dents, et par suite leur saillie, en augmentant au contraire leur
longueur parallélement a I'axe, les engrenages actuels ne pren-
nent plus qu’a une petite distance avant et aprés la ligne des
centres, et cette circonstance, jointe a la perfection que 'on
apporte aujourd’hui a leur exécution, fait disparaitre toute
crainte d’accidents; aussi est-on actuellement dans I'usage de
faire conduire les roues autant avant qu’aprés la ligne des
centres.

123. Inconvénients de l’engrenage & épicycloides. — Les in-
convénients de 'engrenage a épicycloides sont :

1° Que l'intensité des pressions exercées sur les dents aug-
mente a mesure que le point de contact s’éloigne davantage
de la ligne des centres, ce qui tend a les faire user inéga-
lement;

2¢ Que le tracé des dents de I'une des roues dépendant du
rayon du cercle primitif de I'autre roue, on nc peut faire
conduire par une méme roue des pignons de différents dia-
meétres;

3° Que si les axes des roues éprouvent le moindre dépla-
cement, tout en restant paralléles, I’engrenage n’est plus
exact.

12k. Engrenage a développantes de cercle. — Une autre so-
lution du probléme des engrenages, exempte de ces inconvé-
nients, est celle ou I’on donne aux dents la forme de dévelop-
pantes de cercle. Elle est fondée sur la construction suivante :
Par le point ¢ (Pl. I, fig. 5), qui partage laligne des centres
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CC’ en deux parties réciproquement proportionnelles aux vi-
tesses dont les roues doivent étre animées, menez une ligne
K K’ inclinée sur CC’; puis des points C et C’ abaissez des per-
pendiculaires CK et C'K’ sur cette ligne, et décrivez des cer-
cles dont ces perpendiculaires soient les rayons. La ligne KK’
sera évidemment une tangente commune a ces deux circonfé-
rences, et si l'on enroule respectivement les parties tK et K’
sur les cercles CK et C’'K', le point ¢ décrira les développantes
de I'un et de l'autre de ces cercles.

Si I'on concoit maintenant que 'une des courbes pousse
P'autre, cette action aura toujours lieu suivant lanormale com-
mune, et, comme les normales a chacune des deux courbes
doivent étre tangentes au cercle développé, il est évident que
celle qui est commune aux deux courbes serala tangente KK’.
Ainsi, dans cet engrenage, le point de contact restera toujours
sur la méme ligne, qui sera la normale, et par conséquent I'ef-
fort exercé sur 'une des dents sera constant pendant toute la
durée du contact.

Les roues devant se conduire dans les deux sens, avant et
aprés la ligne des centres, les dents auront la méme forme
des deux cotés, et afin d’éviter que, par le rapprochement
des courbes, leur extrémité se trouve trop affaiblie, il faut
donner a leur tangente commune KK’ la plus faible inclinai-
son possible. On y parviendra par la construction suivante,
en s'imposant, par exemple, la condition que les dents agis-
sent de part et d’autre de la ligne des centres et a une distance
égale au pas que I'on suppose connu. A partir du point ¢ de
contact des cercles primitifs, prenez sur celui du pignon
I'arc ¢’ égal au pas, menez le rayon C' 7' et du point ¢ abaissez
sur C’# une perpendiculaire, qui sera la tangente commune
cherchée. 11 est clair, en effet, que la dent du pignon, parve-
nue a unedistance égale au pas, sera poussée par son premier
élément et ne pourra plus I’étre au dela. Il conviendra d’ail-
leurs de prendre I'inclinaison de la tangente un peu au-dessus
de cette limite, quand on le pourra faire sans que les dents
deviennent trop faibles au bout, afin de parer a de 1égers dé-
fauts de pose.

Quant a la longueur totale des dents, on la déterminera fa-
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cilement en les tracant dans la position extréme ou elles
doivent agir avant et aprés la ligne des centres et les coupant
a cette distance par des arcs de cercle concentriques aux
roues. Quoique les dents n’aient pas de flanc rectiligne, il est
nécessaire de leur mener deux rayons tangents a leur nais-
sance, qui limitent le creux, en donnant a celui-ci ia profon-
deur convenable pour le jeu de I’engrenage.

125. Observation sur le cas o la distance des axes varie.
— On remarquera que si, par un défaut de pose de la machine
ou par 'usé des coussinets, la distance des deux centres C
et ¢’ venait a varier, les dents agiraient néanmoins suivant
une normale commune, dont inclinaison seulement serait
différente de celle qui aurait été fixée et que les efforts trans-
mis resteraient encore dans un rapport constant, de sorte que
I’engrenage a développantes conserverait, méme dans ce cas,
la propriété de produire toujours des efforts constants sur les
dents, qui, par conséquent, s’usent plus uniformément dans
cet engrenage que dans tous les autres.

Le tracé de la courbe du pignon ne dépend que de son
rayon et de l'inclinaison de la tangente; on voit donc que,
celle-ci étant déterminée, par exemple, pour le plus petit des
pignons qu'une roue devra conduire, il sera facile de déter-
miner les arcs a développer et par suite les ¢ourbes de dents
pour autant de pignons de rayons différents que I’'on voudra.

Ces avantages doivent faire préférer, dans beaucoup de cas,
I'engrenage & développantes a celui dont les courbes sont des
épicycloides; mais, si 'on exécute le tracé, on reconnait que
dans le premier mode, quand les rayons des roues sont trés-
petits, Pextrémité des dents s’affaiblit beaucoup par la con-
vergence des courbes; ce qui est, dans certains cas, un grave
inconvénient qui doit le faire rejeter et que présente beau-
coup moins le tracé par les épicycloides.

126. Tracé adopté par les constructeurs. — Nous venons
d’indiquer les deux solutions géométriques le plus en usage
pour le tracé des engrenages; mais, quoique leur exécution
soit fort simple, les praticiens ont adopté une méthode en-
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core plus expéditive, qu’il importe de connaitre et qui s’ap-
plique spécialement a I’engrenage a épicycloides. Nous avons
vu que ces courbes pouvaient étre considérées comme les
enveloppes d’une suite d’arcs de cercle, décrits des divers
points de leur circonférence comme centres, avec des rayons
égaux aux cordes correspondantes du cercle générateur. Il
suit de la que, sur une certaine étendue, la courbe se confond
sensiblement avec les cercles correspondants, et, comme on
limite nécessairement les arcs de contact a une petite portion
de la courbe, on pourra dans la plupart des cas ordinaires de
la pratique lui substituer un des arcs de cercle tangents. On
reconnait, en effet, par le tracé exact, qu’en choisissant con-
venablement le centre du cercle, que 'on veut substituer a la
courbe, il se confond dans toute la partie utile avec cette
courbe, & moins de I’épaisseur d’un trait fin de tire-ligne.
Cette exactitude est certes bien suffisante pour la pratique et
justifie Pemploi de cette méthode expéditive.

Dans les cas les plus ordinaires, ou les cercles ne sont pas
trop petits par rapport aux dimensions des dents et ou par
conséquent la courbure est un peu rapide, on prend ordi-
nairement pour centre de la courbe la naissance de la dent
suivante sur le cercle primitif, et pour rayon le pas de I’en-
grenage mesuré sur ce méme cercle. Lorsque des pignons
trés-petits, destinés a transmettre des efforts considérables,
devront avoir des dents trés-épaisses, et que la courbure de-
vra étre trés-sensible, on pourra déterminer le centre et, par
suite, le rayon du cercle destiné a remplacer la courbe par la
condition qu’il passe par la naissance et I'extrémité ou le der-
nier point de contact, qui est toujours facile a déduire de I'am-
plitude adoptée pour le contact de part et d’autre de la ligne
des centres. En effet, en ¢levantune perpendiculaire au milieu
de la ligne qui joint ces deux points, elle rencontrera la cir-
conférence du cercle primitif en un point qui sera le centre
cherché, et le rayon sera donné immédiatement.

Cette méthode pratique n’est d’ailleurs évidemment appli-
cable qu’au cas ou les dents ont peu de longueur.

Nous avons passé sous silence le tracé des dents des roues
qui doivent conduire des lanternes, parce qu’il rentre immé-
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diatement dans la solution générale en regardant le cercle de
base des fuseaux comme la courbe donnée. On reconnattra
d’ailleurs, en I’exécutant, que les denls ne peuvent se con-
duire qu’aprésouavant laligne des centres, et qu’il conviendra
toujours d’adopter la premiére disposition, afin d’éviterlesarc-
boutements, qui s’opposent aussi, par conséquent, a I'emploi
des lanternes comme roues conductrices. Cet inconvénient,
ainsi que les dimensions considérables que 'on est obligé de
donner aux fuseaux et aux dents de ce genre d’engrenage,
doit le faire proscrire de toute construction soignée.

127. Engrenages coniques ou sphériques. — Passons aux en-
grenages coniques ou des roues d’angle, pour lesquels toute
la difficulté consiste a transporter dans I’espace ce que nous
avons dit pour le cas du plan.

La position des axes CS, ('S étant fixée, on divisera 'an-
gle CSC’, compris entre eux, en deux autres CST, C'ST, dont
les sinus soient réciproquement comme les vitesses de rota-
tion a imprimer a ces axes; en faisant tourner ces angles au-
tour des axes respeclifs qui leur correspondent, on aura ainsi
les cones primitifs, se touchant suivant I'aréte commune TS.
Cest sur les bases circulaires de ces coOnes, prises au milieu
de la largeur de la couronne qui porte ies dents, qu’on fait or-
dinairement la division de I’engrenage. Cela posé, tout ce que
nous avons pu dire pour le cas des roues comprises dans un
plan sera applicable a I’espace, pourvu qu’on remplace les
lignes droites, dont il a été question, par des plans passant par
le sommet S des cones, et les lignes courbes par des cones
ayant ce méme point pour sommet. Ainsi, par exemple, pour
que les surfaces coniques des dents en se poussant puissent
imprimer des vitesses uniformes aux roues, il sera nécessaire
que le plan normal de ’aréte commune de contact de ces sur-
faces passe par 'aréte de contact ST des cOnes primitifs; les
courbes épicycloides des dents, relatives au cas du plan, se-
ront remplacées par des cones épicycloides produits par le
mouvement d’une aréte de I'un des cdnes primitifs roulant sur
I'autre cone primiltif; et, si 'on considére simplement les cer-
cles de base CT, C'T, que I’on peut appeler les cercles primi-
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tifs, les choses se passeront encore d’une maniére analogue
sur la sphére qui renferme ces cercles et dont S est le centre;
sculement les droites seront remplacées par des arcs de grands
cercles, et les épicycloides, les développantes planes, etc., de
viendronrt des épicycloides, des développantes sphériques, etc.

D’aprés cette analogie, qui régne entre les deux cas du plan
et de I'espace, il devient inutile d’entrer dans de nouveaux dé-
tails sur la maniére de disposer les engrenages, selon les di-
verses circonstances; il est évident que toute la difficulté réside
dans les opérations graphiques nécessaires pour tracer les dif-
férentes courbes ou surfaces de dents, d’aprés les principes de
la Géométrie descriptive. Or je ferai remarquer que la rigueur
qu’on apporterait ici dans le tracé, en suivant, par exemple, les
méthodes indiquées dans 'ouvrage de M. Hachette, que cette
rigueur, dis-je, ne conduirait pourtant qu’a des résultats fort
incertains, vu la multiplicité des opérations nécessaires pour
obtenir le tracé d’une surface de dents, ou méme d’un seul
point de sa courbe de base; il me semble que le procédé qui
suit est suffisamment exact pour la pratique, et n’offre pas ces
inconvénients.

128. Solution simplifiée et suffisamment exacte du pro-
bleme des engrenages coniques. — On remarquera que les
couronnes ou jantes qui portentles dents ou fuseaux, etc., sont
et doivent étre, en général, terminées, du cdté opposé au
sommet S des cones ( fig. 44), par d’autres surfaces coniques
mnpT, m'n’p’T, dont les sommets S,, S, sont sur les axes SC et
SC’ des roues, et dont les arétes S, T, S| T, comprises dans le
plan de ces axes, sont perpendiculaires a I’aréte de contact ST
des cOnes primitifs, en sorte qu’elles forment le prolongement
P'une de l'autre, et sont comprises dans le plan perpendiculaire
a ST et tangent & la fois aux cones (S,), (S,) : c’est sur la sur-
face de ces cOnes que 'on appiique les panneaux des dents,
et qu’on vérifie le tracé général de I’engrenage; or je remarque
que, vu le peu d’étendue qu’occupe, sur ce cone, le profil de
la courbe d’une dent et de celle qui la conduit, on peut, sans
erreur sensible pour la pratique, regarder la petite portion
des surfaces coniques (S,), (S,) correspondant a ces dents,
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comme se confondant avec le plan tangent S,TS/, lorsqu’elles
se poussent en T, ou a lieu leur contact mutuel.

Fig. 44.

Cela posé, développant donc les deux surfaces de cones (S,)
et (S,) sur le plan tangent commun dont il s’agit ( Pl /1, fig. 6),
ce qui n’offre aucune difficulté, puisqu’on a la longueur des
arétes et le périmetre des bases, et observant que, dans ce dé-
veloppement, les longueurs dans le sens des arétes et les lar-
geurs dans le sens des cercles méridiens concentriques aux
sommets ne sont nullement altérées, on ramenera de suite le
probléme des engrenages coniques a celui des engrenages cy-
lindriques; car les cercles primilifs des dents sur la surface
des coOnes seront devenus, sur le développement, des arcs de
cercle tangents entre eux, et qu’on pourra regarder comme les
cercles primitifs des deux roues planes a tracer par les mé-
thodes ci-dessus, selon le genre d’engrenage que V'on désire
adopter. On aura ainsi obtenu tous les panneaux nécessaires
pour tracer les dents sur la surface des cones limites (S,)
et (8,); d’aprés quoi, on exécutera facilement les dents tout
entiéres.

ot Marlo Curlo - UPMC - Cot : 83 PON 74




APPLIQUEE AUX MACHINES. 221

On pourra d’ailleurs préparer un nouveau panneau déve-
loppé pour la surface conique qui termine intérieurement la
couronne du cOté de S,, laquelle a ses arétes paralléles a celles
des premiers cones limites, et donne pour les dents des pro-
fils ou figures exactement semblables, en sorte qu’il suffira de
réduire les premiers panneaux dans un rapport convenable,
qui est celui des arétes ST et ST'.

129. Dimensions des diverses parties des engrenages. — A
ces détails sur le tracé des engrenages nous nous bornerons
a ajouter quelques mots relatifs a la maniére de déterminer les
proportions des dents.

La largeur des dents ( fig. 45), parallélement a 'axe de ro-

tation ou dans le sens des génératrices des cones, est ordinai-
rement égale a quatre fois leur épaisseur, mesurée sur la
circonférence primitive, quand la vitesse a cette circonfé-
rence n’excéde pas 1™,50. ‘On la porte a cinq fois cette épais-
seur quand la vitesse est plus grande, pour compenser les
effets plus grands de I'usure. Enfin, quand les dents d’engre-
nage sont exposées a étre mouillées, et par conséquent a étre
souillées de sable, qui en augmente 'usure, on leur donne en
largeur jusqu’a six fois ’épaisseur.

La saillie des dents sur 'anneau qui les porte est déterminée
par le tracé, lorsqu’on se donne l'angle suivant lequel elles
doivent agir avant ou aprés la ligne des centres. Toutefois, la
résistance a la rupture étant en raison inverse de cette lon-
gueur, elle doit étre renfermée entre certaines limites. Tl con-
vient quelle n’excéde pas 1,50 fois I’épaisseur a la circonfé-
rence primitive, ou, si le tracé donne une plus grande saillie,
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il faudra d’abord rechercher si, en augmentant un peu la lar-
geur, on ne pourrait pas diminuer I’épaisseur ou le pas, et par
suite la saillie ; puis, si ce moyen ne suffit pas, il fandrait se bor-
ner a ne faire agir les dents, avant et apres la ligne des centres,
que jusqu’a une distance ou elles atteindraient la saillie limi-
tée. 1l est rare, du reste, que 'on éprouve quelque difficulté
a ce sujet.

Ces proportions entre la largeur, la saillie et I’épaisseur une
fois établies, il ne restera plus a déterminer que I’épaisseur,
et, d’apres I'observation des dimensions adoptées par les meil-
leurs constructeurs, elle peut étre déduite des formules sui-
vantes, dans lesquelles on exprime par

b I'épaisseur en centimétres, mesurée a la circonférence pri-
mitive;

P l’effort en kilogrammes exercé par l'une des roues sur
Pautre :

Pour les dentsen fonte............... b=o0,105\P;
Pour les dents en bronze ou en cuivre.. b=o0,131yP;
Pour les dents de charme, de racine, de

poirier et de sorbier (*)............. b=0,183/P.

(1) Des roues & dents de bois. — On garnit souvent I’'une des deux roues de
dents de bois, surtout quand la transmission marche vite; le bois est beaucoup
plus élastique que la fonte, et I’on obtient ainsi des transmissions moins sacca-
dées ct qui font moins de bruit pendant la marche. Un autre avantage consiste
en ce que, en cas de rupture d’une dent de bois, les chances de détérioration
de tout I’engrenage sont moindres que lorsque les dents sont en fonte, et le
remplacement de la dent cassée se fait plus rapidement et a moins de frais. 1l
faut avoir soin, dans une semblable réparation, de donner & la dent neuve le
profil qu’ont en ce moment les autres dents de la roue qui ont été plus ou
moins amincies par le fonctionnement, sans quoi le jeu, en cet endroit, nc
serait pas le méme que sur le reste de la roue, et il pourrait se produire des
arc-boutements; le plus souvent la rupture d’une dent est un indice que I’en-
semble devient trop faible par suite de I'usure, en sorte qu’il y a alors avan-
tage a remplacer toutes les dents a la fois, avec leur profil primitif.

Dans ce genre d’engrenage, il est indispensable de tailler les dents en fonte,
ou du moins d’enlever a la lime toutes les aspérités; il faut également dresser
avec soin ’intérieur des mortaises de I'autrc roue, afin que, lors de ’enfonce-
ment, les fibres du bois ne soient pas déchirées. (K.)
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En nommant, de plus,

{ la largeur en centimétres,
s la saillie,

on aura, selon les cas désignés ci-dessus,
l=4b, 1=5b ou [=6b et s—=1,50b au plus;

et si 'on nomme a le pas de I’engrenage et que ie jeu dans le
creux soit fixé a 7 de I’épaisseur b de la dent, on aura

a=o2,1b.

Ces relations suffiront donc pour déterminer toutes les pro-
portions d’un engrenage, quand les dents des deux roues se-
ront de méme matiére. Si les substances étaient différentes, et
que les dents de I'une des roues fussent en fonte et celles de
Pautre en bois, ainsi que cela arrive souvent, on aurait de
méme, pour ’épaisseur b’ des dents en bois,

b’ = 0,183 /P
et, pour celle des dents en fonte,
b= o0,105/P.

La largeur / des dents devant étre la méme, on la prendrait
pour les deux roues égale a

=4V,
et le pas, qui doit aussi étre le méme, serait
a="b+1,10'=2,840.

Lorsque les dents sont en métal, on les coule ordinairement
d’une seule piéce avec I'anneau qui les porte, et 'on donne
alors a cet anneau la méme largeur paralléle a I'axe qu’aux
dents, et pour épaisseur, dans le sens du rayon, I'épaisseur des
dents mesurée sur le cercle primitif.

Si les dents sont en bois et enchdssées dans un anneau en
fonte, percé de mortaises, cet anneau a une largeur égale a
celle des dents, augmentée d'une fois leur épaisseur de part
et d’autre de la mortaise, et dans le sens du rayon son épais-
seur est celle des dents.
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D’aprés ces régles pratiques, qui ne s’appliquent qu’aux en-
grenages qui ne sont pas exposés a des chocs, les dimensions
des dents sont faciles a déterminer dans chaque cas, ainsi que
le pas « ou l'intervalle des dents consécutives de milieu en
milieu.

Lorsque les rayons R =Ct¢ et R'=C(’¢ seront donnés, on de-
vra avoir, en appelant respectivement m et m’ les nombres de
dents des roues C et €',

ma=-z2n7R et ma=2nR/,

d’ou I'on tirera m et m'.

Mais comme ces nombres doivent étre entiers, et qu’il con-
vient méme, dans beaucoup de cas, pour la facilité des assem-
blages, qu’ils soient divisibles par le nombre de bras de chaque
roue, on devra prendre pour m le nombre entier inférieur et
a la fois divisible par le nombre de bras de la roue et par le
rapport de R a R/, et ’'on déduira de la relation

ma =27R

une nouvelle valeur du pas un peu supérieure a celle que I’on
avait d’abord trouvée, ce qui n’a pas d’inconvénients. On aura
ensuite
,__ mRY
m = R

pour le nombre de dents du pignon, qui sera ainsi nécessaire-

. : R
ment un nombre entier, puisque le rapport T est contenu un

nombre exact de fois dans m (*).

(') Observation sur le nombre de dents.— 11 arrive souvent que toutes les
dents d’une roue ne présentent pas la méme dureté, que méme elles différent
légérement du tracé, surtout quand elles sont neuves et qu’elles n’ont pas été
retaillées. Pour atténuer les inconvénients de ces imperfections, il convient
de faire en sorte que chacune des dents de 'une vienne engrener successivement
avec toutes celles de P'autre, et pour cela de choisir des nombres m et m’ pre-
miers entre eux, ce qui est toujours possible quand on dispose de quelque lati-
tude dans le choix du rapport des vitesses des deux arbres. (K.)
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Des cames.

130. Cames des marteauzx. — Les considérations que nous
avons exposées sur les formes les plus ordinaires des engre-
nages s’appliquent facilement aux divers cas particuliers qui
peuvent se présenter, et notamment aux cames destinées a
transmettre des mouvements intermittents.

Ainsiles cames, animées d’un mouvement de rotation con-
tinu ( fig. 46), qui doivent communiquer & un levier C’¢ un

Fig. 46.

(TR

iz ///‘/////“MM//EW 700

mouvement de rotation alternatif intermittent, autour du cen-
tre C’, auront la forme d’une épicycloide engendrée par le rou-
lement du cercle de diamétre C'¢ sur le cercle Ct, corres-
pondant a la piéce animée du mouvement continu, le point ¢,
partageant toujours la ligne CC’ en deux parties réciproque-
ment proportionnelles aux vitesses angulaires a transmettre.
Cette courbe agira sur un flanc rectiligne dirigé suivant le
rayon passant par C’ et pousseraa partir dela ligne des centres.

131. Cames des pilons. — Si la came devait soulever un pi-
lon ou produire un mouvement rectiligne (PL 11, fig. 7), le
diamétre C' ¢ devenant infini, la courbe de la dent serait une
développante de cercle. Connaissant, dans ce cas, la quantité
dont la tige doit marcher pendant la durée du contact, et la
portion de la circonférence correspondant a ce contact, on
en déduira facilement le rayon du cercle a développer pour
produire le mouvement donné. Il faudra d’ailleurs donner a la
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courbe une espéce de flanc, pour livrer passage a la tige et
servir en quelque sorte de creux.

Nous n’insisterons pas davantage sur I’examen des cas parti-
culiers qui peuvent se présenter, et dont la solution rentrera
toujours facilement dans la méthode générale que nous avons
exposée.
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ADDITIONS

RELATIVES AUX VALEURS DE DIVERS MOMENTS D'INERTIE (').

Principes généraux.

132. Moment d’inertic par rapport & un axe quelconque. — Nommant,
en général, = le rapport de la circonférence au diamétre, M le volume
total d’'un corps, I son moment d’inertie par rapport & un axe quelconque,
i = MK* son moment d’inertie par rapport a un axe paralléle passant par
son centre de gravité, dont la distance au précédent sera représentée
par d, on aura, d’aprés un principe connu,

1 =Md*+ i = M(d*+ K?),

ce qui indique que le moment d’inertic d’un corps, par rapport a un axe
quelconque, est égal & son moment par rapport aun axe paralléle passant
par son centre de gravité, augmenté du produit de son volume par le carré
de la distance entre les deux axes.

1l résulte en particulier de ce principe que, si la distance dont il s’agit
est trés-grande, par rapport aux distances des molécules du corps a I'axe
passant par son centre de gravité, le moment d’inertie relatif a Iaxe
quelconque sera sensiblement mesuré par le produit du volume M et du
carré de la distance & du centre de gravité & cet axe.

133. Considérations relatives aux corps décomposables en tranches
minces paralléles et symétriques. — Considérant un corps décomposé en
tranches planes paralléles, infiniment minces, dont 'une quelconque a »

(*) Nous ne considérons dans ce qui suit que des corps homogénes, ce qui
nous permet de prendre ’élément de volume pour ’élément de masse, de sorte
que, g=9",809 représentant I’accélération de la pesanteur et Il le poids de

cex s n .
I'unité de volume ou la densité, on devra multiplier par z tous les résultats,

C’est-d-dire la valeur de la somme Zmr?, dans laquelle m serait ’élément de
volume placé a la distance r de P'axe.

15.

urlo - UPMC - Cote - 83 PON 74




228 COURS DE MECANIQUE

pour aire et de pour épaisseur, mesurée sur une droite perpendiculaire
a ces tranches; soient p la distance du centre de gravité de cette tranche
particuliére & un axe de rotation quelconque, et i le moment d’inertie de
I'aire » par rapport & un axe paralléle, mené par ce centre, on aura,
d’aprés ce qui précede, en observant que wde est son volume et i/de son
moment d’inertie, par rapport a la parallele dont il s’agit,

1 :fo”wda’—i—/}dz';

quantité qu’on obtiendra par une seule intégration, entre les valeurs de ¢
qui appartiennent aux limites du corps, quand » et ¢ seront connus en
fonction de cette méme distance ¢ pour une position quelconque de la
tranche.

Cette considération sera principalement applicable aux corps décompo-
sables par des sections paralléles égales ou semblables et semblablement
placées. ,

Lorsqu’un corps est engendré par un profil constant, qui se meut per-
pendiculairement & une courbe, en méme temps que le centre de gravité
de l'aire w de ce profil décrit les éléments ds de cette courbe, on peut
de méme décomposer le moment d’inertie du volume infiniment petit wds,
compris entre deux profils consécutifs : 1° dans le moment d’inertie p?w ds
relatif & I’axe de rotation donné; 2° dans le moment d’inertie qui se rap-
porte a une paralléle passant par le centre de gravité de . Or, si la dis-
tance de ce centre au point qui en est le plus éloigné demeure toujours
fort petite, par rapport a sa distance p de I'axe de rotation, et si d’ailleurs
les longueurs totales des courbes décrites par ce point et par ce centre
sont trés-peu différentes, on pourra négliger le dernier de ces moments
d’inertie par rapport au premier, de sorte qu'on aura simplement

1= w‘/‘pz([.s';

c’est-a-dire que le moment d’'inertie du corps sera mesuré, tres-peu
prés, par le produit de l'aire constante de son profil par le moment
d’inertie de sa directrice.

Ces considérations sont principalement applicables aux verges droites
ou courbes, prismatiques ou cylindriques, dont les profils constants
offrent des dimensions trés-petites, par rapport a leur étendue et a leur
distance de I'axe de rotation.

134. Solides de révolution. — Soient y le rayon et =y 'aire d’une sec-
tion quelconque faite dans une surface de révolution, perpendiculaire-
ment & son axe de figure; dx I'épaisseur de la tranche infiniment mince
qui Iui correspond, mesurée sur I’axe dont il s'agit, on aura, en prenant
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cet axe pour axe de rotation et intégrant entre les limites qui corres-
pondent & ses extrémités
I1=C [yids
5 |0z

et, si 'on prend pour axe de rotation une droite quelconque située, dans
un plan perpendiculaire & 'axe de figure, & une distance  de cet axe, on
aura, en supposant que l'abscisse « de la section =y?* soit mesurée a
partir du plan dont il s'agit,

[= %fv)"(lx -+ 7:‘/?/:73)"‘(1.1? + Md?,

quantités qu'on obtient par de simples intégrations, en observant que y
est ordonnée correspondant & I'abscisse x dans le profil générateur de
la surface proposée.

On se rappellera d’ailleurs qu'on a ici, pour calculer le volume M du
corps et I’abscisse x, de son centre de gravité a un plan quelconque per-
pendiculaire a I'axe de figure,

M= ‘n'fyi({.r, x, = \—7;- xzy *dx.
4 L=

135. Corps pour lesquels il existe un axe de symétrie. — On arrive a
des résullats analogues pour les corps qui ont un axe de symétrie et dont
les sections perpendiculaires & cet axe sont semblables entre elles; mais,
dans le cas des surfaces de révolution, il arrive de plus que I'axe de figure
et toute droite perpendiculaire a cet axe en I'un quelconque de ses points
sont des axes principaux d’inertie, ayant pour moments respeclifs les

valeurs
;‘/u)"/lx, r:f)"(l.b + rfw'lex.

Or il résulte d’un autre principe connu que, en prenant précisément le
centre de gravité pour le point dont il s'agit, il devient possible de cal-
culer le moment d'inertie des surfaces de révolution par rapport a un axe
entiérement arbitraire.

136. Observation relative aux axes et plans principaux. — En géné-
ral, tout plan qui divise un corps en deux parties symétriques est, comme
on sait, un plan principal, ¢’est-a-dire qu’il contient au moins deux des
axes principaux de ce corps; deux plans de symétrie pareils s’entre-
coupent donc suivant un axe principal, et trois plans pareils suivant trois
axes principaux, qui sont & angles droits, lorsque le corps n’a pas une
infinité d’axes principaux, et contiennent nécessairement le centre de gra-
vité du corps, dans le cas de symétrie dont il s’agit.
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137. Expression générale du moment d’inertic, par rapport & une
droite quelconque passant par Uintersection de trois axes principauz. —
Nommant A, B et C les moments d’inertie par rapport a ces trois axes
principaux rectangulaires, «, 6, 7 les angles qu’ils forment respectivement
avec une droite quelconque passant par leur intersection commune, on
aura (Meécanique de Poisson, t. II, p. 56), en prenant cette droite
pour axe de rotation,

I = A cos’xz + B cos?6 + C cos?s.
Aprés avoir ainsi rappelé les principales propositions a I'aide desquelles
on peut simplifier la recherche des moments d’inertie dans chaque cas,
nous passerons a l'exposition des résultats concernant divers corps, et
que nous nous contenterons simplement d’énoncer, en commencant par

ceux qui concernent les lignes ou verges a sections constantes trés-petites
et les aires ou disques minces. '

Moments d'inertie des lignes ou verges a section trés-petite.

138. Ligne droite. — Nommant L la longueur de la ligne droite ou
courbe considérée, et i son moment d’inertie par rapport a un axe quel-
conque, on a :

Pour le moment d’inertie d’une droite, de longueur L, par rapport a
un axe passant par son milieu et formant avec elle I'angle «,

i = {5sin*zL?;

Pour celui de la méme droite, par rapport a un axe quelconque paral-
léle au précédent, et qui est situé a la distance o de son centre,

i = d*L + {5sin*z L2

139. Are de cercle. — Pour le moment d’inertie d’un arc de cercle de
longueur s et de rayon », par rapport au diamétre passant par 'une de

ses extrémités, ‘
oo ro.
= —\|{§— —3ID2s]),
2 2

ce qui donne pour la circonférence entiére
i =xr.

Pour celui du méme arc, par rapport & un axe paralléle au diamétre
dont il s’agit, et qui est situé a une distance a en dessous,

. r o
i = ((t’+ ;-) =7 sinas -+ 2ar?(1 — coss).
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Lorsque l'axe se trouvera situé du coté de ’arc s, par rapport au dia-
metre, il faudra changer le signe de a. Ces mémes formules conduiront
d’ailleurs, par de simples additions ou soustractions, a 'expression du
moment d’inertie d’un arc de cercle quelconque.

140. Ares doubles de parabole. — Pour le moment d’inertie d’un arc
de parabole s, divisé symétriquement par I'axe et ayant la longueur &
pour corde ou double ordonnée, et la longueur a pour abscisse, comptée
du sommet de la courbe, ce moment étant pris :

1° Par rapport a l'axe a,

3
1 b 1 0 (b*+16a%)?

= — e — @S+ -
4 < 64 a 4 a* 64 ’
2° Par rapport a une droite quelconque, perpendiculaire & a et située
a la distance C du sommet de la courbe, vers son intérieur,

3
2

. ( 1 oab? 1 @ [)") . ( ¢ 1 b 2)(!}’—4—1611’)
i= 1+ - = S )ts—({2- - ) —

cad  32.648 a « a3 64

expressions dans lesquelles
a

5t % ‘/1?1“16?),

T 1 b"‘
.y:%\/b’—o-l()ﬂ—!-—ézlog(é ,
le signe log étant celui des logarithmes népériens.

Lorsque 6 sera plus petit que +a et ¢> %a, on pourra se contenter de

prendre

Pour la premiére.............. i =+tab,

Pour la deuxiéme............. P=cts— 2 (—3—C — 1) a,
3\ a
b? a

Obuie s_zn—i—%!ogS[—)-

141. Ares simples de parabole. — Prenant la moitié de ces mémes
valeurs de 7, on aura les moments d’inertic de chacun des demi-arcs de
parabole limités au sommet, d’ou il sera facile ensuite de conclure le mo-
ment d’inertie d'un arc quelconque, par rapport a I'arc de la courbe et a
I'ordonnée passant par V'une de ses extrémités, etc.; ajoutant enfin entre
eux les moments pris par rapport a deux droites, qui se coupent ainsi &
angle droit, on aura le moment d’nertie de I'arc proposé, par rapport a
la perpendiculaire & leur plan, passant par leur intersection commune, ce
qui est évident.

Par exemple, dans le cas ci-dessus d’un arc de parabole s symétrique-
ment divisé par I'axe de figure, le moment d’inertie relatif a la perpendi-
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culaire au plan de cette parabole, et passant a la distance ¢ de son som-
met, est

cts l+_l_”[)z_. 7 ___2{)_ —a® vb _._lﬁ_g)
) 32 ¢’ 32.64 ¢t & R 7 324 3)

ou plus simplement

Les mémes remarques s'appliquent également au cas des lignes droites,
des arcs de cercle, etc., et partant, si 'on prend ces différentes courbes
pour les directrices d’'un profil constant, qui cheminerait le long de ces
mémes courbes, en leur demeurant perpendiculaire en son centre de
gravité, puis que, supposant 'aire du profil trés-petite par rapport aux
dimensions des courbes et & leur distance & Paxe de rotation, on les mul-
tiplie par les moments d’inertie trouvés par les méthodes qui précédent,
on obtiendra le moment méme d’inertie du volume engendré par rapport
a I'axe dont il s'agit.

Moments d’inertie des aires planes ou disques minces.

142. Cercle. — En nommant, en général, A aire considérée et ¢ son
moment d’inertie, on a pour le moment d’inertie d’'un cercle de rayon 7,
par rapport a I'un quelconque de ses diamétres,

pour celui d’une couronne circulaire, dont ' et 7" sont le plus grand et
le plus petit rayon, 7, le rayon moyen, / = »'— r" la largeur, ce moment
étant pris également par rapport & un diamétre ,

_ - 2 /2
i:ﬂ(r 4’ ):—_?_7;.ﬁ<1+%7_,>rf:1<1 % )Arf,
1

. - Lot N .
si I'on peut négliger la fraction i vis-a-vis de I'unité, cette expression
t

se réduit a
i=$Ar};

pour celui d'un quart de cercle de rayon r, par rapport a un axe paral-
lele & I'un de ses rayons extrémes, et qui en est situé a la distance c,

"2
Q= %({:2—4-%)"1:%{;—") = A[(e = 1) Fo0,15er];
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les signes supérieurs appartiennent au cas ou I'axe est situé du coté de la
concavité du quart de cercle, et les lignes inférieures a celui ou il I'est
du coté de la convexité.

143. Ellipse. — Pour le moment d’inertie d’une ellipse dont « et &
sont des demi-axes principaux, on a:
1° Par rapport au diamétre 2a,

. i a .
i= ;—ﬁb‘z = (Al
2° Par rapport au diamétre 25,
b
i —ima'- = LAa*;
4 a 4 ?

3° Par rapport & un diamétre quelconque formant I’angle = avec 2a,
i = [A(a*sin’« + b*cos?a).

144. Segment de parabole. — Pour le moment d’inertie d’'un segment
de parabole limité par une corde de longueur &, perpendiculaire & son
axe de symétrie de longueur a, ce moment étant pris par rapport a I'axe a,

R | 3 __ 2
i = f5ab® = J:AD°.

145. Rectangle. — Pour le moment d’inertie d’un rectangle dont les
cotés sont @ et b, on a:
1° Par rapport & I'axe principal, passant par son centre et les milieux
des cotés a, ‘
i = ab® = H5A0
2° Par rapport a I'axe perpendiculaire sur le milieu des cotés b,
| = 15004 = 5 AdY
3° Par rapport & un axe quelconque, formant I'angle o avec le coté a,
{ =& A(a*sin?o + b?cos’a).

146. Trapéze. — Pour le moment d’inertie d’un trapéze ayant un axe
de symétrie de longueur a, perpendiculaire aux coOtés paralléles b et &' :
1° Par rapport a l'axe a,

i—a (’22;’) (8 07) = LA (62 + b7);

2° Par rapport au coté b,

.oa .Y 2l
= G(b+3b)——‘6—<l+——/)+/l,>-

atlo Curlo - UPMC - Coto : 83 PON 74




234 COURS DE MECANIQUE

Observations générales.

147. Moment d’inertic polaire. — Si I'on ajoute entre eux les moments
d’inertie d'une méme aire, relatifs & deux axes qui se coupent a angle droit
dans son plan, on obtiendra le moment d’inertie de cette aire par rapport
3 la perpendiculaire élevée a ce plan, au point de la rencontre commune
des axes, moment que M. Persy, dans son Cours sur la stabilité des con-
structions, nomme polaire, attendu qul se rapporte aussi a un point du
plan pris pour pole.

Multipliant le moment ainsi obtenu par I’épaisseur du prisme droit, qui
aurait pour base I'aire A considérée, on aura I'expression rigoureuse du
moment d’inertie du volume de ce prisme.

148. Prismes. — En général, si I'on multiplie les différents moments
d’inertie; quiviennent d’étre trouvés, par I'épaisseur du prisme ou disque,
qui a I'aire proposée pour base, on obtiendra le moment d’inertie méme
de ce disque, avec un degré d’approximation d’autant plus grand que
cette épaisseur sera plus petite par rapport aux dimensions moyennes de
I’aire correspondante.

Dans le cas des figures compliquées, il faudra les partager en d’autres
plus simples, en observant que les moments d’inertie s’ajoutent et se
retranchent comme les aires elles-mgmes.

Enfin, si on combine les données de cet article avec celles de I'article
qui précede, relatif aux simples lignes, on obtiendra, en vertu du prin-
cipe dun® 133, les moments d’inertie des volumes de surfaces engendrées
par des profils constants, etc.

Moments d'inertie des corps ou volumes a dimensions quelconques.

149. Cylindre a base circulaire. — Pour un cylindre droit & base circu-
laire dont r est le rayon et @ la longueur paralléle a I'axe de figure :
1° Par rapport a cet axe

— ! 4 __ 1 2.
I=4mar‘=1Mr?

2° Par rapport & une droite située dans le plan de I'une des bases, &
la distance  de l’axe de figure,

™ T , M
[=grla+aric+rriad = %; (3r?+ 4a*+12d%).

180. Jante ou anneaw de révolution. — Pour une jante ou anneau de
révolution a section rectangulaire dont / est la largeur paralléle & V'axe,
e I'épaisseur dans le sens du rayon, enfin r, le rayon moyen, on a:
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1° Par rapport a cet axe

2
M=orrle, I=orrle(ri+4ie’)=M (H—% ;;) r;
1
2° Par rapport a une droite quelconque située dans le plan de 'une
des bases, a la distance < de 'axe de figure,

1= M(d?+ {02+ L7+ Le?),

Dans le cas de e <+ 7,, on peut négliger le terme en e de ces derniéres
expressions, qui, sous cette forme simplifiée, deviennent en méme temps
applicables a des anneaux dont la section par I’axe a un profil quelcenque,
et dont la plus forte épaisseur est également moindre que le + du rayon
moyen, c'est-a-dire de la distance du centre de gravité de cette section
a Paxe.

151, Tronc de céne plein. — Pour un tronc de cone plein a bases cir-
culaires dont 7 et r’ sont les rayons, « étant la hauteur ou I'intervalle
entre ces bases, », = 1(r+r’) le rayon moyen et /=r— r'la diffé-
rence des rayons, on a :

1° Par rapport & I'axe de figure

; )
‘ (r¥—pn \ 112
M=ira————=rar}{1+— = ),
: r—r 12 7
. rP—r® , 1 /* [ A
I=®&ma - =grari{1+—- —< +— — | 17,
r—r ary  8ort

ou approximativement, quand / est <7,

2 1\ 1 lz 2
M=m=art, 1='M{1+ 3 r~f %
2° Par rapport a une droite quelconque, située dans le plan de 'une des
bases & la distance d de I'axe de figure,

P gt

d*M

I:ﬁ?‘t(l( >+|—I(,‘7Tt13(%7"2—4—r7"+27'2)+—‘3"'

, , (AR B AR , 1!l 1Y\, Md?
=grar] \1+= S +c—— |ri+irari {1+—=+——= )@+ ——>
27r* 8or} 2r, 107] 3

r—r'

ou avec une approximation suffisante quand / est <jr,,

MNP, AU A
A1) e (025)-

A Taide de ces formules, on trouvera, par de simples soustractions, celles
qui concernent les trongs de cones évidés, les anneaux tronconiques, etc.;
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s s . - l
a I'égard de ces derniers, on peut d’ailleurs remarquer que le rapport ;‘

sera le méme pour le cone intérieur et le cone extérieur, si ces cones ont
méme sommet; ce qui simplifie beaucoup les calculs dans ce cas.

182. Segment de paraboloide de révolution. — Pour un segment de para-

boloide de révolution compris entre le sommet et une section circulaire
quelconque, de rayon r, située a la distance a de ce sommet :
1° Par rapport a I'axe de figure,

I={rar'={Mr*, M=iwar?

2° Par rapport a une perpendiculaire quelconque a cet axe, élevée en
son centre de gravité situé a la distance ¢ @ du sommet,

1=1M(r*+ ta*).

ATaide de ces formules on trouvera facilement (133, 136 et 137) le mo-
ment d’inertie d'un segment de paraboloide compris entreé deux sections
quelconques et par rapport a un axe arbitraire donné.

153. Ellipsoide et sphére. — Pour un ellipsoide quelconque dont «, b, ¢
sont les trois axes principaux, par rapport a 'axe a,

I=1M(0*+c*), M=‘trmabe.

Pour la sphére entiére dont 7 est le rayon, par rapport a un diamétre
quelconque,

I=2iMr? M=4rr.

154. Parallélépipéde rectangle. — Pour un parallélépipéde rectangle
dont @, b, ¢ sont des longueurs d’arétes :
1° Par rapport & un axe passant par son centre et paralléle aux aréles c,

I=yabe(0’+ a*) = SM(a*+ 0*);

2° Par rapport a un axe paralléle & 'aréte c, passant par le milieu de
la face quia 6 et ¢ pour cotés,

I=5M(0*+ 4a*);
3° Par rapport & l'aréte c elle-méme,
I=1M(a*+ b?).

188. Cylindres ou prismes droits & base quelconque.— Pour un cylindre
ou prisme droit & base quelconque, dont A est l'aire des sections con-
stantes et / la longueur:
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1° Par rapport a I'axe «, qui contient tous les centres de gravité de ses

sections, et en nommant i le moment d’inertie polaire (147) de ces sections,

I=1i;

2° Par rapport a un axe 6 perpendiculaire au précédent, en son milieu,

c’est-a-dire passant par le centre de gravité du corps, ¢ représentant alors

le moment d’inertie des sections constantes A du prisme, par rapport a
un axe paralléle & b, passant par leur centre de gravité,

I=-5A0+ il

186. Prisme droit a base de trapéze. — Pour un prisme droit a bases
de trapéze dont b, &' sont les cotés paralléles, @ la hauteur perpendicu-
laire & la fois sur les milieux de ces cotés, enfin ¢ la distance entre les
bases :

1° Par rapport & la droite qui contient les milieux des arétes ou cdtés
b des bases,

[— C(b—f—b') bbb+ 30

= 1 24 b+
b+36" 1b0*+10"

—= LM /2 —

== {Ma <b+b’ —i-/4 pe >

2° Par rapport a la droite parallele a & et perpendiculaire a la précé-
dente, en son milieu,
7 2
=M (éi‘ié Lt (1) .
- 2 a

3° Par rapport a ’axe de symétrie du prisme perpendiculaire aux droites
précédentes, en leur intersection commune,

)

I =5M(2c+ 0%+ b7).

187. Prisme droit & base parabolique. — Pour un prisme droit de hau-
teur ¢, dont les bases sont des segments de parabole, limités par une
corde de longueur b, perpendiculaire a I'axe de figure et distante de la
quantité @ du sommet :

1° Par rapport a la droite qui contient les milieux des arétes ou cordes

b des bases,
I=M(La+£0%), M= 2abe;

2° Par rapport a la droite perpendiculaire a la précédente, en son mi-
lieu, dans le plan de la corde b,

I=abe({&a*+5¢%) =M S @ + 15 ¢?).
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3° Par rapport & I'axe de symétrie du corps perpendiculaire aux deux
droites précédentes,

2

T=373

abe(L 0+ bet) = 14 1e),
4

188. Observation relative au cas oit les axes de rotation ne seraient pas
perpendiculaires & U'azxe de figure. — Ces derniers articles sont princi-
palement relatifs aux bras des balanciers et des roues, aux cdtes ou ner-
vures saillantes qui servent & renforcer ces bras, les arbres tournants, etc.

Or il est a remarquer que bien qu’on ait supposé les axes de rotation
perpendiculaires & I'axe de figure, dans le plan méme de I'une des bases,
néanmoins rien ne sera plus facile que d’obtenir par une simple soustrac-
tion ou addition de moments d’inertie ce qui concerne des perpendicu-
laires situées & une distance quelconque de cette base.

Cette remarque s’applique d’ailleurs & I'article qui suit ainsi qu’a plu-
sieurs de ceux qui précédent.

159. Prisme trapéezoide. — Pour le prisme trapézoide tronqué symé-
triquement aux deux bouts, représenté en projection verticale et hori-
zontale par les trapézes ABB’A’, CDD'C’ ( fig. 47) coupés symétriquement

Fig. 47
A 1 A
_______ i
T L ST 0
R |
B —'B

par 'axe OO’ et dont les plans respectifs sont censés se confondre avec
ceux qui divisent ce prisme méme en parties symétriques ('), on aura, en
désignant respectivement par b et &', c et ¢’ les arétes paralléles AB et A'B,
CD et C'D’, et nommant de plus a la longueur de 'axe de symétrie O0’,
mesurant U'intervalle entre les deux faces paralléles du prisme :

(*) Ce corps peut étre considéré comme une sorte de pyramide a base rec-
tangulaire tronquée, mais dont les faces non paralléles et opposées, au lieu de
converger 2 un sommet, se couperaient a des distances quelconques de la base.
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1° Par rapport & I'horizontale menée par le point O, parallélement aux
ardtes C et C' et perpendiculaire sur 'axe 00,

I=1a(c' + Lcb) + F5a (cb' + be')
+ i ac(bP+ 200"+ 36' B+ 40°) + Ty ac' (P4 2.0' 62+ 360"+ 40");
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2° Par rapport & la verticale menée par le point O, parallélement aux
arétes O et &' et perpendiculaire sur I'axe 00’,

I=1a(c'b'+ Lcb)+ F5a’(cd' + be')
+rgab(c®+20ec? +3c' P H40P) + g ab’ (G +2ctc’+ 3ec? 4 ¢7),

résultat qui se déduit sur-le-champ du précédent, a cause de la symétrie.
On a de méme, pour calculer le volume du corps,

M =t{a[b{2c+c")+b'(2¢"+ c)].

160. Simplification des formules précédentes pour les cas ordinaires.
— Ces formules, qui se rapportent spécialement a certains bras de roue
et aux manches des gros marteaux, peuvent étre simplifiées, attendu que,
dans le cas d’application, les différences b — &', ¢ — ¢’ sont ordinaire-
ment d’assez petites fractions des dimensions moyennes 4 (& —+ 6'), £ (c +c¢).
Posant en effet

Ho+0)=b, b—0=nb, L(c+c)=c,
b—1b' c—c

n=2a, — m=2. —-—,

b4 0" ¢ ~+c

r__
¢c—c'=mc,,

il viendra, pour les deux cas traités plus haut,

1° 1= 0bca(20—5m—5n~+ 2mn)
+ggc, bl af 201+ £n*) + Smn +tmn*],
et
— S L] .
M = ab,c (1-+5mn);
o0 —_— v 3 —_
2 I =50, cd*(20—5m—5n~+ amn)

5b,ctal20(1+4m? )+ Smn + L nm®].
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On reconnait que 7 et m étant plus petits que I'unité, si ¢, est une petite
fraction de «, la valeur des seconds termes des expressions de I devient
complétement négligeable devant celle des premiers.

Applications.

161. Marteaux de forge. — Lorsqu'on aura a calculer les moments
d’inertie des pieces qui entrent dans la composition des machines, il ne
s'agira que de rapporter les formes de chacune de leurs parties distinctes
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a quelqu’une de celles qui viennent de nous occuper, ce qui se fera, soit
en décomposant le corps proposé en divers éléments, soit en y ajoutant
ou en en retranchant certaines parties dont les moments d’inertie soient
faciles a calculer, etc.

Soit, par exemple, le marteau de forge B ( fig. 48), fixé a 'extrémité

Fig. 48.

du manche en bois CB, qui tourne sur les pivots coniques du collier de
hurasse A; on calculera d’abord le volume M et le moment d’inertie I
des deux parties du manche, par rapport & I'axe A, au moven des formules

M=abc (1+5mn), 1=4;bc d’(20—5m— 5n+ amn)
du numéro précédent, dont les résultats devront étre multipliés respec-
. . I e .
tivement par le poids M et la masse — de I'unité de volume du bois, pour

o]
obtenir le poids et le moment d’inertie véritables des parties du manche
dont il s'agit.

On calculera pareillement les valeurs de M et I relatives au collier
en fonte A et aux deux cones de ses pivots par les formules des n® 130 et
151, qui donnent ici, en nommant r,, ¢, / le rayon moyen, I'épaisseur et
la largeur totales du collier, 7 le rayon commun des bases des deux cones,
a, @' leurs hauteurs ou saillies sur ce collier :

Pour le collier, en négligeant ¢,
M=arrel, 1= M(20+ 3r);
Pour les cones réunis,
M=ir(a+a)r: 1='Mr

Quant au marteau en fonte B, on peut I'assimiler a un parallélépipede
rectangle dont % serait la hauteur, / la largeur et ¢’ Pépaisseur réduites,
qu'on obtiendra approximativement par le tracé de la figure ou sur
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place méme, en menant & vue, sur le plan de sa téle, les paralléles ab.
ed symétriques par rapport a I'axe vertical BB’, et qui retranchent vers
la partie supérieure un peu plus qu'elles n’ajoutent vers la parlie inf¢-
rieure du profil; nommant d’ailleurs 7’ et ¢” la hauteur et la largeur du
vide, d et d'les distances a I'axe A de son centre de gravité g et de celui
G de la partie pleine ramenée & la forme parallélépipédique ; posant enfin
le'h =M, l'e"h'=M", on aura, en vertu des n* 132 et 154,

M=M—M,
= Md— M 5M (1% h) — M (17 + h*?)
= M/ (A 5 AP 0 — M (d" - 5 12 1%,

Sil'on veut se contenter d'une simple approximation, on pourra négliger
enticrement les termes en /4%, 27 et I'* de cette derniére formule, lesquels
ont des valeurs toujours fort petites, par rapport a d? et d"; prendre
pour valeur commune de d* et " celle de d* qui est la plus forte et
répond au milieu de la hauteur % du marteau; enfin négliger la faible-
influence des tourillons de la hurasse, ce quiconduira a des formules d’un
calcul tres-facile, surtout si I'on connait @ priori le poids des diverses
parties.

162. Roues d’engrenages. — Considérant encore la roue en fonte B,
dont les bras sont formés de croisillons trapézoides paralléles et perpen-
diculaires a I'axe AA’, on supposera, pour la simplicité, ces bras prolon-
gés, d'une part, jusqu'a cet axe, de l'autre, jusqu'a la circonférence-
moyenne (130) de la couronne, etl’on négligera, en conséquence,la por-
tion du noyau comprise entre ces bras, dont I'influence est d’ailleurs peu
sensible; cela posé, nommant

R le rayon moyen de la couronne, allant de I’axe au centre de gravité de
son profil;

E son épaisseur réduite et / sa largeur ;

B et B’ les largeurs 4 la base et au sommet des nervures dirigées suivant
l'axe AA';

b et U’ celles des nervures perpendiculaires (ces diverses dimensions doi-
vent ¢tre comptées de maniére a ne comprendre qu’une fois, dans le
calcul, la partie commune aux deux systémes de nervures);

¢ leur épaisscur commune;;

II = 7200 kilogrammes le poids du métre cube de fonte;

i le nombre des bras;

. B+ B b+t
L.:gR( : ))u:eR< _;)>,W=27rREl les volumes res-

pectifs des nervures qui composent un méme bras et celui de la cou-
ronne,

16
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on aura, d’aprés les n” 130 et 185, et en négligeant les termes qui con-
tiennent les carrés des rapports des épaisseurs e et E & R, pour le mo-
ment d’inertie total et approché de la roue,

IRUE B-+3B"Y  , /b+=3H 1 DD .
| e S:LG U < BB ) =gl <'[;~_—‘_—b—,—- —1—4 -—R-‘—> - W] R

Si, comme il arrive pour les volants des machines, R est trés-grand par
rapport & b, &', tandis que B et & surpassent B'eté’au plus de {, on
pourra prendre, approximativement ou a 4 pres,

B+ 3B b+ 3 .
J 7 =1,99.

S R

Enfin on négligera 0*-- 0™ vis-a-vis de R?, ce qui donnera, sans erreur
appréciable,

=

I=--(W-+o0,325U0,)R?,

93

U, représentant le volume total et TTU, le poids correspondant des bras et
de leurs nervures.

163. Considérant, pour dernier exemple, le balancier représenté fig. 24,
p. 143, dont les bras sont composés de deux segments de parabole,
égaux et symétriques par rapport & 'axe de rotation D,, et qui sont ren-
forcés, a leur pourtour et le long de I'axe de figure, par des cotés ou
nervures saillantes, désignons par

R la longueur commune des . ras ou segments paraboliques;

B leur corde commune passant par le centre;

E P’épaisseur de leurs parties planes;

a Vaire constante du profil des nervures paraboliques extérieures;

a’ T'aire du profil des nervures de I'axe horizontal du balancier;

P le poids total du balancier;

1 le moment d'inertie totale de la masse;

u, u', ... les volumes appraximatifs des bourrelets et nervures qui sou-
tiennent les tourillons d’articulation du parallélogramme et de la bielle;

D, D', D",... les distances respectives de ces tourillons 4 ’axe de rotation;

IT = 7200 kilogrammes le poids du métre cube de fonte;

S le demi-contour du profil extérieur.

D’aprés cela, on aura approximativement, en vertu des n*140, 152, 154,
et en observant que B est ici plus petit que +R et que les dimensions des
profils transversaux des nervures peuvent étre généralement négligées vis-
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a-vis de leurs distances & 'axe de rotation (141),

1 B?

Pz 2l(aS -+ a'R-+2BER +u +u'+...), S=2R s

- T 4 - RB? L
1__.2§ [IIS——(IR <§—3: R_‘> “+ ja'R

i 2 n l(‘) i _] n2 D2 1 ! ]),2 2
-+ 3BER <5~ 35 R—> T+l W] R

R
log8 B’

On remarquera que les longueurs R, S et B se rapportent au centre
de gravité du profil des nervures extérieures, et que les aires a et «'
ne comportent pas les parties qui appartiennent au disque plan du ba-
lancier. D’ailleurs, si, au lieu d'étre constantes, comme cela se fait d’ordi-
naire pour la simplicité des constructions, ces aires allaient en augmen-
tant de P'extrémité des bras vers ’axe de rotation, suivant la forme
parabolique réclamée par la théorie des solides d’égale résistance, le
calcul du moment d’inertie du balancier se ferait d’'unec maniére tout
aussi facile en considérant sa masse comme décomposée en ses différents
prismes de vide ou de plein, ayant tous pour bases des segments parabo-
liques de méme axe et de méme sommet.
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TROISIEME SECTION.

CALCUL DES RESISTANCES PASSIVES DANS LES PIECES A MOUVEMENT
UNIFORME ET SOUMISES A DES ACTIONS SENSIBLEMENT INVA-
RIABLES.

I. — CONSIDERATIONS PRELIMINAIRES.

1. Décomposition des machines complexes en machines
simples. — En parlant de I’établissement des machines en
général (44, Section I), nous avons donné une idée succincte
de la maniére donton procéde au calcul de la force motrice qui
doit vaincre toutes les résistances réunies : on considére sé-
parément chaque piéce distincte et mobile du systéme comme
une machine simple, soumise elle-méme a une puissance et
a des résistances qui se font équilibre a tous les instants, ou
dont la somme des travaux élémentaires est constamment

- égale a zéro. La force motrice et la résistance utile appliquées
a chacune d’elles n’étant autre chose, en effet, que les efforts
de réaction que cette piéce éprouve de la part de celle qui la
précéde immédiatement, du c6té du moteur, ou de celle qui
la suit immédiatement du co6té de I'opérateur, on concoit
comment, a 'aide des regles ordinaires de la Statique, on
peut parvenir a calculer, de proche en proche, en partant de
I'une quelconque des piéces extrémes de la machine, la va-
leur des différentes forces, passives ou actives, qui la solli-
citent a un instant donné, en fonction, soit de la pression
motrice du récepteur, soit de la résistance utile de I'opéra-
teur; et, par suite, comment on peut aussi calculer, pour
chacune de ces forces, la quantité de travail, positive ou né-
gative, qu’elle livre a la machine dans chaque élément du
temps, ou entre deux positions quelconques données.

2. Objet spécial de cette Section. — Ces calculs présentent
généralement de trés-grandes difficultés, toutes les fois que
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les vitesses et les forces varient, en intensité et en direction,
suivant des lois quelconques dans les diverses positions des
piéces ou machines simples 4 considérer; et c’est ce qui ar-
rive notamment pour les piéces douées d’'un mouvement
d’oscillation plus ou moins compliqué et excentrique; mais
nous avons vu que, dans la plupart des cas que présentent les
machines, les choses sont disposées de facon que les vitesses
virtuelles ou géométriques des différents points et celles des
forces tant actives que passives demeurent dans des rapports
sensiblement invariables, aussi bien que les intensités propres
de ces forces et leurs quantités de travail élémentaires ou
totales; ce qui permet alors d’établir, entre ces forces et ces
quantités de travail, des relations indépendantes de la position
du systeme, et qui fournissent sur-le-champ les moyens de
calculer les valeurs de celles qui sont inconnues en fonction
de toutes les autres. Or ce sont principalement les machines,
ou ¢léments de machines organisés ainsi que nous nous pro-
posons d’examiner dans la présente Section, en renvoyant a
la suivante pour tout ee qui concerne les cas ou les vitesses
virtuelles et effectives, la direction et I'intensité des forces,
seraient suscepltibles de varier, suivdnt des lois plus ou moins
compliquées.

3. Nature des machines simples qui seront considérées dans
cette Section, et hypotheses d’apres lesquelles on les soumettra
aw calcul. — Les poulies, les différents fours ou treuils, le
plan incliné, la vis, etc., qui constituent ce qu’on nomme pro-
prement les machines simples, appartiennent évidemment a la
classe des organes dont nous avons ici a nous occuper, et
qu’on pourrait définir simplement en disant que le mouve-
ment uniforme y est rigoureusement possible sous I'action
des forces considérées. C’est, en effet, dans la supposition
d’un tel mouvement, et méme dans celle du repos absolu ou
statique, qu’on envisage ordinairement leur théorie dans les
traités de Mécanique, en faisant totalement abstraction des
forces d’inertie qui peuvent étre appliquées a leurs divers
éléments matériels, et c’est aussi dans cette hypothése que
nous nous proposons d’abord de les soumettre au calcul; mais
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il ne faudra pas pour cela oublier, dans les applications, que
les forces d’inertie, et notamment les forces centrifuges, peu-
vent jouer un role dans certains cas (14, Section I), en faisant
varier les pressions et les tensions, d’ou naissent en général
les résistances passives des machines.

Du reste, tout en renvoyant, pour ce qui concerne les effets
de I'inertie et de la variabilité de 'action des forces, aux prin-
cipes qui seront exposés dans la Section suivante, nous fe-
rons, dés & présent, remarquer, dans la vue de faciliter les ap-
plications, que ces effets sont absolument négligeables dans
les cas suivants : 1° quand le mouvement s’opére avec len-
teur, ainsi qu’il arrive, par exemple, dans les machines
employées a soulever ou a trainer de trés-lourds fardeaux;
2° quand le mouvement, quoique trés-rapide, n’éprouve que
des variations insensibles et que les masses des parties ma-
térielles sont distribuées uniformément autour des axes de
rotation, ce qui est également le cas d’'un grand nombre de
machines de l'industrie; 3° enfin quand les puissances et les
résistances actives, appliquées a chaque piéce simple de la
machine, agissent d’'une maniére sensiblement constante ou
telle qu'on puisse, sans inconvénient, remplacer dans les cal-
culs leurs actions variables par celles des forces (9, Section I)
qui auraient pour intensité conslante ce que nous avons
nommé leur valeur moyenne.

h. Idée générale de la maniére dont on procéde au calcul
des résistances passives et de leurs quantités de travail. —
Maintenant, pour concevoir comment peut s’cffectuer, en gé-
néral, le calcul des résistances passives ou nuisibles, pour les
piéces soumises ainsi a des actions constantes el @ un mouve-
ment uniforme, on remarquera que toute la difficulté est ré-
duite a déterminer, pour une position assignée du systeme,
les efforts de pression ou de tension qui s’exercent aux
points de contact des parties en mouvement et donnent nais-
sance aux résistances passives; nous verrons en effet, dans le
Chapitre suivant, que les expériences ont appris & calculer
ces résistances au moyen des efforts qui les occasionnent. La
méthode générale consiste, comme on sait, a supposer le sys-
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téme entiérement libre et a introduire les efforts dont il s’agit
ainsi que les résistances qui en résultent, comme des indé-
terminées parmi les autres forces du systéme; mais cette
méthode générale conduit souvent a des complications de
calculs trés-grandes, et elle peut alors étre avantageusement
remplacée par d’autres plus directes dans chaque cas parti-
culier.

Par exemple, si 'on veut se borner a une premiére approxi-
mation, on pourra calculer les effets dont il est question dans
’hypothése ol il n’y aurait aucune résistance passive; cela
sera souvent facile par les régles ordinaires de la composition
et de la décomposition des forces, et en supposant qu’on ait
préalablement déterminé la valeur de la puissance P qui met
en équilibre la résistance active Q, seules forces qui, avec le
poids des piéces, sont censées agir sur la machine. On obtien-
dra ainsi une valeur approchée, mais un peu faible, des
efforts qui produisent les résistances passives et par suite de
ces résistances elles-mémes; multipliant ces derniéres par
les chemins élémentaires que parcourent leurs points d’ap-
plication dans leur direction propre, qui est censée inva-
riable, aussi bien que leur intensité; faisant ensuite la somme
de tous les produits semblables, on aura une premiére valeur
approchée de la quantité de travail absorhée par les résistances
passives, dans U'intervalle dont il s’agit; ajoutant enfin cette
somme a la quantité de travail que développe, dans le méme
intervalle, la résistance active Q qui est censée connue, on
aura celle que doit dépenser P. Quant a la valeur méme de P,
(ui est censée constante en grandeur et en direction, on
I'obtiendra, soit en divisant le résultat trouvé par le chemin
que parcourt son point d'application, dans I'intervalle de temps
que 'on considére et dans la direction de P, soit, ce qui est
plus général, en cherchant directement la force qui fait a la
fois équilibre & Q et aux diverses résistances passives déja
calculées. Si celle premiere approximation apprenait, d’ail-
leurs, que les résistances passives exercent une influence
assez grande, il serait & propos de recommencer les calculs,
en substituant la nouvelle valeur de P & l'ancienne; mais,
comme les résistances passives sont en général trés-faibles,
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on obtiendra souvent, dés la premiére opération, une ap-
proximation suffisante pour les besoins de la pratique.

8. Cas ot Uaction des forces est variable avec la position
du systeme. — On voit, par cet apergu, que, si la puissance &t
les diverses résistances, au lieu d’étre constantes en direction
eten intensité, comme on vient de le supposer, étaient suscep-
tibles de varier d’une maniére sensible, selon les positions
successives du systéme, on se trouverait obligé de calculer
leur valeur et celle de leur quantité de travail élémen-
taire, pour chacune de ces positions, afin de pouvoir en
déduire ensuite les quantités de travail totales qu’elles déve-
loppent entre deux instants donnés, ce qui réclamerait le se-
cours du Calcul intégral ou des méthodes d’approximation
dont il a été question au n° 9 de la Section I, méthodes qui
ont Pavantage particulier de ne pas exiger que I’'on connaisse
la loi ou I'expression analytique de chaque force en fonction
du chemin décrit par son point d’application. Mais on évite,
dans beaucoup de cas, ces difficultés, en remplacant les résis-
lances variables par leurs valeurs moyennes, calculées une
fois pour toutes, ainsi gue nous en verrons des exemples
dans la Section suivante, spécialement consacrée a I’examen
des systémes soumis & des mouvements et a des actions va-
riables.

Je pense que, d’apres ces développements, on n’éprouvera
aucune difficulté a saisir le but des applications qui suivent,
et qu’on sera parfaitement en état d’en mettre a profit les ré-
sultats lorsqu’il s’agira de calculer, dans chaque cas particu-
lier, les quantités de travail utile transmises a 'opérateur d’une
machine par une force motrice donnée, ou celles qu'il est
nécessaire de dépenser, sur son récepteur, pour produire un
effet utile déterminé. Du reste, nous ferons observer que les
seules résistances passives dont nous ayons ici a nous occu-
per sont les frottements de diverses espéces, I'adhérence et
la roideur des cordages, attendu que la résistance des milieux
peut étre négligée quand le fluide est 'air et que les surfaces
et les vitesses ne sont pas trés-considérables, ce qui est le cas
de presque toutes les applications.
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II. — DEs DIVERSES SORTES DE RESISTANCES.

De la résistance directe du frottement et de l’adhérence des corps
en contact.

6. Lois du frottement, — Lorsqu’on fait glisser deux corps
l'un sur l'autre, tangentiellement a leur surface, c’est-a-dire
sans qu’ils roulent, il se développe, en leurs différents points
de contact, une résistance dirigée dans le sens opposé au mou-
vement relatif de ces points et dont 'intensité dépend a la fois
de la pression normale qu’ils éprouvent, de la nature et de
I’état des surfaces. Il résulte des expériences faites sur le frot-
tement des bois, des pierres, des métaux, avec ou sans enduit,
pour les surfaces planes ainsi que pour les tourillons, que le
frottement est :

1° Proportionnel a la pression, dans un rapport constant
qui ne dépend que de la nature des corps en contact et de celle
de I’enduit ;

2° Indépendant de I’étendue de la surface en contact;

3° Indépendant de la vitesse du mouvement.

On peut tirer, de 'ensemble des résultats obtenus par les
expérimentateurs('), une conséquence facile a graver dans la
mémoire et relative a presque toutes les applications ordi-
naires aux machines industrielles: c’est que pour les surfaces
planes, ainsi que pour les tourillons en bois, en fer, en fonte
ou en bronze, enduites d’huile, de suif ou de saindoux, le
rapport du frottement a la pression est sensiblement le méme

et égal a
0,07 ou 0,08,

et que, quand ces surfaces sont simplement onctueuses, il a

pour valeur moyenne
0,15,

(*) On trouve dans VIntroduction & la Mécanique industriclle (3¢ édition)
I’exposé des lois générales du frottement, des restrictions qu’on doit y apporter,
ainsi que les résultats des diverses expériences faites a ce sujet. (K.)
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Enfin ces résultats démontrent avec évidence I'utilité des ap-
pareils destinés & renouveler et a répandre sans cesse Fenduit
sur les surfaces frottantes; dans ces@uditions, le rapport du
frottement a la pression, avec les mémes enduits que ci-dessus,
s’'abaisse jusqu’a

0,05.

A T'aide de ces résultats il nous sera facile, dans chaque cas,
de déterminer I'intensité des frottements, lorsque nous con-
naitrons la pression supportée par les surfaces en contact.

Quant au frottement qui provient du roulement des corps et
quon nomme frotiement de la seconde espéce, on sait qu’il
est ordinairement négligeable vis-a-vis du premier, et qu’on
peut en faire entiérement abstraction dans la plupart des cal-
culs relatifs aux corps solides et durs qui entrent dansla com-
position des machines; cependant, comme il peutjouer unrole
essentiel dans certaines circonstances, nous allons relater le
petit nombre de données d’expériences que 'on posséde sur
ce sujet.

Reésistance due au roulement des corps.

7. Notions et résultats d’expériences sur le frottement de
roulement. — Soit G ( fig. 49) un rouleau cylindrique posé sur

Fig. 49.
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un plan de niveau AB etsoumis a une pression verticale P, pro-
venant tant du poids du rouleau que d’une force étrangére
quelconque; en vertu de cette pression, de la contexture
et de la compressibilité plus ou moins grande des substances
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en contact, le rouleau et le plan s’imprimeront, s’engageront
I'un dans 'autre; et, si ’on suppose une puissance horizontale
F, appliquée tangentiellument a la partie supérieure T de la
circonférence du rouleau’, elle auraa vaincre la résistance op-
posée par les aspérités ou saillies quelconques situées en ab,
du coté ou s’opére le mouvement de roulement sur le plan AB,
et dont I'effet consiste a repousser le rouleau normalement a
la surface de contact ab, c’est-a-dire suivant des directions
passant par le centre C. La rotation instantanée du cylindre
tendant d’ailleurs a se faire autour du point de contact ¢, on
concoit comment ’équilibre s’établit a chaque instant, entre
la force F et les différentes forces de répulsion dont il s’agit,
en ayant égard a leurs bras de levier respectifs, par rapport a
ce point.

On posséde trés-peu d’expériences sur la résistance des
corps au roulement; elles sont principalement dues a Coulomb,
qui les a faites incidentellement a ’occasion de ses belles re-
cherches sur la roideur des cordes, dont les résultats seront
rapportés plus loin. Ayant fait mouvoir, sur une surface plane
en chéne, des rouleaux de bois de gaiac de 2 et de 6 pouces
de diamétre, sous des pressions de 100 a 1000 livres, il a été
conduit a admettre que la valeur de la puissance F était sensi-
blement proportionnelle a la pression P et inverse du diamétre
des rouleaux; de sorte qu’on a

P
F:AB7

D étant ce diamétre et A un coefficient constant qui ne varie
qu'avec la nature des substances en contact(').
Quant a la valeur de cette constante, Coulomb I’a trouvée
égale a
0,036 pour le rouleau de bhois de gaiac,
0,06 pour le rouleau de bois d’orme,

(') Théorie du frottement de roulement, d’aprés les expériences de Dupuit. —
La théorie du roulement reproduite dans le texte a été donnée par I'auteur,
dans I’édition de 1832. Plus tard, en 1837, Dupuit fut conduit (Essais et expé-
riences sur le tirage des woitures) 4 modifier en partie la loi indiquce par €ou-
lomb. Nous croyons devoir reproduire ici les principes qui permettront d’ap-
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les pressions P étant exprimées en livres et le diamétre en
pouces. Si donc P est mesuré en kilogrammes et D en métres,
on aura, pour le rouleau de bois de gaiac,
Pks
F = 0,00097 o
pour le rouleau de bois d’orme,

K
F = 0,00162 %

Ces valeurs n’assignent a F des valeurs un peu fortes que
lorsque le diametre du rouleau est lui-méme trés-petit. Sup-
posant, par exemple, D = o™, 02, dans la derniére, elle don-
nera F=0,081P, qui serait le cinquiéme environ du frotte-
ment direct du bois d’'orme glissant a sec sur du chéne; on
voit par la que, dans certains cas, il est nécessaire de tenir
compte du frottement de roulement.

8. Maniére dont on doit mesurer la résistance absolue du
Srottement de roulement. — On remarquera que les formules
ci-dessus ne donnent pas, en elles-mémes, la valeur absolue
de ce frottement, mais seulement la valeur relative au bras

pliquer aux diverses questions traitées dans la suite de ce Cours les résultats
des expériences, tels qu’ils ont été interprétés par Dupuit.
D’aprés cet observateur, le frottement de rou-
lement consiste généralement en ce que, lors-
/\\ qu’un corps roule sur un autre, les composantes
/- normales des réactions de ce dernier ont une
résultante qui passe a une petite distance ¢ en
N avant de la normale au point de contact supposé
I\ | géométrique, du c¢6té du mouvement. Si donc,
‘I AN N sur un cylindre de rayon r(fig. 50), pouvant
‘ rouler sur un plan horizontal MN, passe un fil
l ‘ sollicité a chaque extrémité verticale par un
50t effortQ, pour que le roulement une fois com-
mencé se¢ maintienne, il faudra ajouter du cé6té
du mouvement un effort ¢, de grandeur telle que I'on ait §(Q—+¢)=gr
g _ ¢
Q+q 1
D’aprés les expériences de Dupuit, quand les substances en contact restent
les mémes, ¢ varieproportionnellement i la racine carrée du rayon, tandis que

Fig. 5o.
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de levier de la puissance F, par rapport au contact @ du rou-
leau et du plan AB, bras de levier qui peut étre quelconque;
si ’on suppose que cette puissance agisse tangentiellement
la circonférence d’un cylindre concentrique ou connaxique
au proposé, et ayant lui-méme un diamétre quelconque, la
résistance agit réellement au point a, en sens contraire du
chemin décrit par ce point, le long de AB, de sorte que, sa
vitesse virtuelle n’étant que la moitié de celle de F, son in-
tensité doit aussi étre censée le double de ce que donnent les
formules dont il s’agit.

Pour mettre ces circonstances dans tout leur jour, il suffit
d’observer que la puissance F ( fig. 51), appliquée tangentiel-
lement a la circonférence du rouleau, décrit un chemin qui
se compose a la fois de celui TT, = aa,, qui a é1é parcouru
par les points de contact T et a, et de I'arc TT = aa’, qui
s’est en quelque sorte déroulé en ces points, arc égal au che-
min dont il s’agit; cela paraitra complétement évident d’ail-
leurs, si I'on suppose que F agisse par I'intermédiaire d’un fil
tres-délié, enroulé sur le cylindre de F vers T'. Or il en ré-
sulte que, si 'on nomme f la valeur absolue de I’effort tan-
gentiel, quel qu'’il soit, qui s’exerce en a pour s’opposer au

d’aprés Coulomb & resterait constant quel que fit le rayon, ce qui ne parait
pas possible a priori, puisque ¢ doit toujours étre plus petit que r.
Voici quelques chiffres résultant des expériences de Dupuit:

Bois roulant sur bois................ ¢ = 0,0011 y/r,
Ter roulant sur bois humide..... .... ¢ = 0,0010 {7,
Fer roulantsur fer................ .. 8 =0,0007yr,
Roues sur chaussées empierrées....... d=0,03 7.

Les expériences de M. Morin ne confirment pas ces résultats, et tendent a
démontrer que la loi de Coulomb est plus approchée de la vérité, dans les cas
ordinaires de la pratique; d’aprés M. Morin, ¢ devrait en outre augmenter
quand la longueur de contact géométrique diminue.

On admet généralement que, lorsque le cylindre est sollicité en méme temps
par des forces verticales dont la résultante passe par I'axe, et par des forces
horizontales, 1a résultante, qui est alors oblique, passe aussi par le point A’
situé a la distance ¢ en avant de A, ¢ ayant la méme valeur que dans le cas
examiné plus haut. (K.)
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mouvement de translation du rouleau, de 1’élément de chemin
que décrit uniformément son point d’application, dans le sens

Fig. 5r1.
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de AB, sa quantité de travail élémentaire élant mesurée par
fde, celle de F le sera par F.2de, de sorte qu’on aura (15)

fde =2Fde ou f:zF:zA%-

Telle est donc la valeur absolue qu’on doit attribuer a la ré -
sistance, abstraction faite du point auquel est appliquée la
puissance F, qui doit la vaincre dans I’hypothése du mouve-
ment uniforme. Si F, par exemple, agit tangentiellement au
point T, on aura

F=3f;

si elle agit tangentiellement & une circonférence concentrique
a celle du rouleau et de diamétre d, on aura, en observant

que son chemin élémentaire est a celui de f dans le rapport

de d+D aDb,
D 2 AP
S el

valeur qui devient, quand d=—o ou que la puissance agit
directement en C,

ce qui est évident a priori.
Enfin si F, au lieu d’agir tangentiellement 4 un cerlain
cercle concentrique au rouleau, en des points variables de la
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circonférence de ce cercle, était constamment appliquée en
un méme point, dans une direction d’ailleurs arbitraire, son
expression serait trés-différente de celle que nous venons de
lui assigner, et uniquement relalive au rapport de sa vitesse
virtuelle a celle de f ou du point a.

Quant au cas ou le rouleau aurait une forme cylindrique
distincte de la forme circulaire, il est évident que la résistance
absolue au roulement serait encore exprimée par la formule

f: QA%,

pourvu qu’on prit pour P la pression normale résultant de
toutes les forces appliquées a ce cylindre, dans la position
qu’on lui attribue & un certain instant, et que D fat pris égal
au diamétre du cercle osculateur relatif au point de contact
correspondant a cette méme position. On trouverait évidem-
ment, d'une maniére analogue, I’expression du frottement de
roulement dans le cas des surfaces convexes de forme conti-
nue quelconque; mais nous ne pousserons pas plus loin ces
considérations purement théoriques, et qui seraient sans uti-
lité réelle dans I’état actuel de nos connaissances expérimen-
tales.

9. Usage du roulement pour faciliter le transport des far-
deaux. — M. Régnier, ancien conservateur du Dépot central
de VAriillerie, a fait, avec son dynamométre ('), une expé-
rience sur 'emploi des rouleaux circulaires pour trainer des
charges sur un pavé horizontal. Ayant d’abord fait glisser di-
rectement sur ce pavé une caisse en bois chargée d’'un poids
de 24o kilogrammes, il a trouvé que I'effort a exercer, dans le
sensdu chemin décrit, était de 14o kilogrammes. Ayantensuite
placé cette méme caisse sur des rouleaux de o™, 086 de dia-
metre, il a trouvé que, sous la méme charge, ’effort & exercer
n’était plus que de 25 kilogrammes, ou environ * seulement du
précédent; mais comme il y avait & la fois roulement sur la

(') Journal de I’Ecole Polytechnique, V¢ Cabier, p. 171.
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caisse et sur le pavé, on n’en peut rien conclure relativement
a la valeur qui doit étre attribuée séparément a chacune des
résistances qui naissent de ce roulement.

Ces expériences servent donc uniquement a prouver les
avantages que peut offrir 'emploi des rouleaux dans les con-
structions publiques, avanlages qui doivent se reproduire
quand on substitue des sphéres, par exemple des boulets de
fonte, aux rouleaux, comme on I'a fait lors du transport a
Saint-Pétersbourg de I’énorme rocher de granit qui sert de
piédestal a la statue de Pierre le Grand ('). On sait que, pour
effectuer ce transport, on fut obligé de construire, sous les
galets, des chemins a orniéres en fonte, établis sur des mas-
sifs de maconnerie, et de revétir d’orniéres paralléles le des-
sous des brancards du traineau qui supportait le rocher; mais,
comme ces moyens n’auraient pas suffi en eux-mémes pour
rendre le transport possible a I'aide du tirage direct des
hommes et des animaux, on se servit, pour augmenter leur
action, d’un certain nombre de cabestans amarrés a des pieux
fichés en terre de distance en distance, cabestans dont nous
donnerons un peu plus loin la théorie, d’aprés Coulomb, en
ayant égard au frottement et a la roideur des cordes.

10. Qbservations sur la maniére d’évaluer la résistance de
ce transport. — Lorsqu’un fardeau est ainsi transporté sur
des rouleaux, il parcourt nécessairement un chemin double
de celui que décrit leur centre, et c’est ce qui oblige de re-
porter fréquemment les rouleaux de I'arriére a I'avant du trai-
neau qui supporte la charge. Cette opération occasionne une
certaine perte de temps et de travail, qui n’a pas lieu dans le
transport par voiture, ot la puissance estimmédiatement appli-
quée a Paxe ou essieu de chaque roue; mais alors cette perte
estremplacée par celle qui provient du frottement des essieux,
et que nous enseignerons bientdta calculer. Quant ala maniére
d’évaluer la résistance totale, dans le cas qui nous occupe,
elle se conclut immédiatement des observations qui pré-
cédent.

(*) Are de batir, par Rondelet: Transport des fardeaux.
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Il estclair, en effet, que, si un corps P (fig. 52) est supporté
sur un ou deux rouleaux par une face plane et horizontale DE,

Fig. 52.

la force F qu’il est nécessaire d’appliquer dans le sens de
cette face, pour vaincre a la fois sa résistance au roulement
et celle du plan horizontal inférieur AB, devra étre exprimée

pal‘
1 il 7y —. I ! J— ry —— F
';(f”f“’ )-——*(?A-‘I -+ 2A. ']—> —‘l—:(:\ "*‘A )7-—‘ )

f’ étant la valeur absolue de la résistance tangentielle qui se
développe en T et T,

A’ le coefficient relatif aux substances en contact en ces
points.

Pour s’en convaincre directement, il suffit d’observer que,
e étant 1'élément du chemin décrit, dans un certain instant,
par les centres des rouleaux, on devra nécessairement avoir,
dans la supposition du mouvement uniforme,

2Fe = fe + fe,

attendu que l'arc développé en T est simplement égal 4 celui
qui I'est en a, tandis que le chemin décrit simultanément par
le point d’application de F est le double de cet arc. Supposant,
par exemple, que, dans I’expérience citée de M. Régnier (9),
les rouleaux fussent de bois d’orme et la caisse de chéne, on
aurait, d’aprés Coulomb (7),

A = 0,00162;
d’ailleurs
P = 240%, D =:0m,036, F = 25";
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substituant ces valeurs dans la premiére des équations ci-
dessus, on en déduira

A =0,00938,

valeur cinq fois plus forte que celle de A’; ce qui n’a rien
d’étonnant, puisque A se rapporte a la résistance d’un pavé
qui pouvait contenir des inégalités ou obstacles considérables.

De la roideur des cordes et des courroies.

11. Notions et formules sur la résistance provenant de la
roideur des cordes. — Lorsqu’une corde PABQ ( fig. 53) est

Fig. 53,

développée sur un rouleau ou sur une poulie mobile autour de
I'axe C, et qu’elle se trouve tendue, a 'une de ses extrémités,
par un poids Q, que doit mettre en équilibre ou faire mouvoir
une puissance P agissant a I'autre, on observe que la partie
BQ, du co6té de la résistance, sollicitée par la roideur,
s’écarte de la direction propre de Ueffort Q, de sorte que le
bras de levier de cet effort est augmenté. La partie AP de la
corde qui répond a la puissance P parait, au contraire, con-
server une direction qui se confond avec celle de cette puis-
sance, attendu que le ressort de la corde tend plutdt a favo-

17.
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riser le déroulement qu’a 'empécher, et il en résulte que
I'enroulement en B produit seul I’'excés de résistance qu’a a
vaincre la puissance P.

S’il n’y avait pas de roideur, le poids P serait égal a Q; mais,
a cause de la roideur, P doit &re augmenté d’une certaine
quantité, que Coulomb, d’apres le résultat de ses expériences,
a trouvée étre sensiblement indépendante de la vitesse du
mouvement, et dont, pour les cordes ordinaires, il représente
la valeur par la formule suivante:

m:%m+bmw

dans laquelle d et D sont les diamétres respectifs de Ia corde
et de la poulie, exprimés en meétres; Q la tension de la partie
de cette corde qui subit 'enroulement en B, tension qui est
censée donnée en kilogrammes; a un poids constant qui se
rapporte a la roideur naturelle de la corde, et qui provient du
degré plus ou moins grand de tension ou de torsion des fils
simples dont elle se compose ('); b un nombre également
constant et uniquement relatif a I'augmentation de roideur
due a la tension étrangére Q; enfin p un autre nombre qui
varie essentiellement avec I’état de la corde.

Pour les cordes blanches ordinaires, p. se trouve compris
entre 1 et 2, selon le degré plus ou moins grand d’user ou de
flexibilité naturelle : on a p.=2 pour les grosses cordes
neuves, p =1, 5 =1 pour les cordes plus qu’a demi usées,
enfin p =1 pour les ficelles trés-petites et trés-flexibles.

Pour les cordes goudronnées, il est plus exact de rempla-
cer d* par le nombre n des fils de caret dont elles se com-
posent; la formule devient ainsi simplement

n

R:D

(a +bQ)ks,

(') Les cordes se composent de trois torons ou cordes moins grosses,
entrelacées et tordues; les torons sont formés d’un certain nombre de ficelles
ou brins qu’on nomme f£/s de caret.
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et larésistance ne varie plus sensiblement avec le degré d’user
des cordes.

12. Résultat des expériences de Coulomb. — Les résultats
des expériences que Coulomb a faites pour déterminer les
valeurs des quantités d*a ou na, d*b ou nb, dont la premiére
exprime la roideur constante d’une corde d’espéce et de dia-
métre donnés, et la seconde sa roideur par kilogramme de la
charge ou tension Q, se trouvent consignés dans le tableau
ci-aprés, que nous empruntons a Navier, Architecture hy-
draulique de Bélidor, nouvelle édition, page 178, Note (bb’).

Tableau des poids nécessaires pour plier différentes cordes
autour d’un arbre de 1 métre de diametre (').

ROIDEYR
DIAMETRE POIDS ROIDEUR par
INDICATION DES CORDES. des cordes | des cordes | consiante | kilogramme
=d. par métre — d*a de charge
de longueur. | * —d*b
m k k Kk

Cordes blanches de 3o fils de caret.| 0,0200 0,2834 0,222460 | 0,0097382
Cordes blanches de 15 fils de caret.| o,0144 0,1448 0,063514 | 0,0055182
Cordes blanches de 6 fils de caret.| 0,0088 0,0522 0,010604 | 0,0023804
Cordes goudronnées de 3o fils..... 0,0236 0,3326 0,349600 | 0,012551]
Cordes goudronnées de 15 fils..... 0,0168 0,1632 0,105928 | 0,0060592
Cordes goudronnées de 6 fils...... 0,0096 0.0693 | 0,2r2080 | 0,0025968

Nota. — Pour les cordes blanches mouillées, de o™, 02 et au-dessus, il faut
prendre pour d*a le double des nombres portés au tableau. La valeur de d*a
augmente un peu aussi pour les cordes goudronnées, quand la température est
au-dessous de zéro; enfin elle est un peu moindre pour les cordes qui vien-
nent d’étre récemment pliées sur une poulie, ce qui prouve qu’il faut un
certain temps pour que la roideur atteigne sa limite et que, si les cordes pas-
sent sur des poulies consécutives, leur résistance est au-dessous de celle que
leur assigne 1é tableau ci-dessus. On diminue d’ailleurs beaucoup la roideur
des cordages en les imprégnant d'un corps gras ou en les frottant avec du
savon.

(*) Les cordes employées par Coulomb étaient neuves, composées de 3 to--
rons dont les fils, par suite de la torsion, avaient été réduits dans la fabrication
au tiers de leur longueur primitive; les expériences ont donné, pour ces cordes,
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13. Maniére d’appliquer ces résultats au calcul de la roi-
deur des cordes. — Lorsqu’il s’agit d’évaluer la roideur d’'une
corde donnée au moyen du tableau, on y choisit une corde
(ui, par sa constitution et sa grosseur, s’éloigne le moins pos-
sible de celle-la; on substitueles valeurs de d*a, d*b qui lui

correspondent, dans la formule —IIS (d*a + d*bQ), en y rem-

placant D et Q par les valeurs qui conviennent au cas actuel;
ce qui revient, comme on voit, a calculer la roideur de la
corde du tableau, supposée enroulée sur le méme tambour,
et sollicitée par le méme poids Q.

Cela posé, d' étant le diamétre de la corde a calculer,

(f)— (a+ bQ) sera sa roideur, puisque a, b, Q et D ont les

mémes valeurs que ci-dessus; donc il suffira de multiplier
le résultat obtenu pour la corde du tableau par le rapport

d'+ AN . .
7% = \ 7] » en prenant pour p un nombre relatif au degré
d’user de la corde ('), conformément & ce qui a été prescrit
ci-dessus.

Pour les cordes goudronnées, il faudra multiplier le méme
. n'
résultat par le rapport -~ du nombre des fils de caret des deux
cordes.

1h. De la force absolue et du poids des cordages (*). — Afin
de ne rien omettre d’essentiel de ce qui concerne les cordes,

. =1,75 moyennement; pour des cordes presque hors d’état de servir, Cou-
lomb a trouvé u = 1,40. Les nombres adoptés ci-dessus sont un peu plus forts,
ce qui tend a augmenter I'estimation de la roideur et n’a aucun inconvénient
pour Yusage qu’il s’agit d’en faire dans la pratique (voir la Théorie des ma-
chines simples de Coulomb, Mémoires des Savants étrangers, t.X).

(*) D’aprés la Note qui précéde, il faudrait, pour une plus grande exactitude,

.0 . d’ .
multiplier le résultat obtenu par le rapport d—l-‘;;; mais, comme Pexposant 1,75

différe trés-peu des limites 2 et 1,50 adoptées pour les cordes d’une certaine
grosseur, on peut, sans inconvénient, supposer avec Navier, I’exposant de
d' égal & p.

(*) Consulter, a ce sujet, 'Introduction a la Mécanique industrielle (3¢ édi-
tion.)
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nous ajouterons, d’aprés Coulomb, qu’on ne doit jamais les
charger au dela de 4o kilogrammes par fil de caret, quoique,
en général, elles puissent souterir, sans se rompre, de 50 a
60 kilogrammes. Les cordes mouillées perdent prés du L de
leur force, et la résistance, a diameétre égal, n’est pour les
cordes goudronnées guére que les Z ou les & de celie des
cordes blanches.

D’aprésles expériences de Duhamel, la résistance des cordes
blanches a la rupture serait proportionnelle au carré du dia-
métre; mais elleaugmente dans un rapport un peu plus grand
que leur poids sous I'unité de longueur et que le nombre des
fils de caret dont elles se composent : d étant le diameétre
d'une telle corde exprimé en centimétres, on pourra, d’aprés
Navier (voir I'Quvrage cité, page 182, Note bc), représenter
la force nécessaire pour la rompre par 4oo d* kilogrammes;
cette valeur peut d’ailleurs différer, en plus ou en moins, de
1 de la véritable, selon la qualité du chanvre et les circon-
stances de la fabrication.

Ces différents. résultats ne s’appliquent d’ailleurs qu’aux
cordages fabriqués d’aprés 'ancienne méthode; ceux qui le
sont d’aprés les procédés de fabrication introduits par M. Hu-
bert, a 'arsenal de la Marine de Rochefort, outre qu’ils ont plus
de souplesse, offrent encore un surcroit de résistance qui
augmente proportionnellement au nombre des fils de caret.

Il est quelquefois utile de connaitre le poids des cordages
dont le diamétre est donné; on le trouvera d’apres cette régle,
qui nous a été communiquée par le célébre ingénieur dont il
vient d’étre parlé : Prenez le + du carré de la circonférence
du cordage exprimé en pouces : le résultat sera, en livres, le
poids d’'une brasse de 5 pieds de longueur de ce cordage.
Nommant ¢ le nombre des centimétres contenus dans cette
circonférence, le poids du métre courant du cordage sera
ainsi exprimé par la formule

0,00826¢* kilogrammes.
18. De laroideur des laniéres et courroies.— Nousavons vu,

dans la Section 1I, qu’aulieu de cordes on se servait souvent,
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dans les machines, de courroies et laniéres en cuir de Hon-
grie, larges et d’'une petite épaisseur, qu’on renforce quelque-
fois surles bords extérieurs. Comme ces c