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THESE
DE MECANIQUE,

PRESERTEER

POUR ETRE ADMIS AU CONCOURS POUR LG GRADE DE DOCTEUR
ES-SCIENCES MATHEMATIQUES,

On se propose ici d'établir des formules d’une exactitude approchée, mais
suffisante pour représenter le mouvement des fluides élastiques.

1°. Lorsque le fluide sort d’'un vase ou il est d’abord a un état connu.

2°. Lorsqu’il sort d’un vase ot il est maintenu 4 un état constant.

3°. Lorsqu’il se meut dans un tuyau de conduite.

4. Lorsqu'il s’agit de sa force expansive, comme dans les machines & va-
peur A détente.

CHAPITRE PREMIER.

Ecoulement d’un fluide hors d'un vase, ot il est d’abord & un état connu.

1. Admettons I'hypothése du parallélisme des tranches ; c'est- i-dire,
concevons que les molécules d'une méme tranche soient animées de la méme
vitesse , parallelement a I'axc du tuyau, et que la méme masse du fluide passe
en méme temps par toutes ces sections.

Soit ABCD (fig. 1) le vase que I'on considére , et dont je prendrail'axe AB
horizontal. Nous appellerons o Vaire d’'une section quelconque en mn.

0 Vaire de 1'orifice CD; O Vaire de la section MN, u la vitesse du fluide mn.
1
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(2)

p la pression exercée en mn, P la pression dans la section MN, P’ la pres-
sion cxtérieure,qui a liew en CD  la masse de l'unité de volume du fuide
dans la section Mn  am bestt du temps t.

En sorte que Yon a p==4p, k£ étant un nombre constant si la tempéra-~
ture est constanle; g la vitesse imprimée par la pesanteur dans Punité de
temps.

Les pressions p. P. P’ sont supposées mesurées parles hauteurs d'une colonne
de fluide incompréhensible ; en sorte que si Yon nomme = le poids spéei-
fique de ce fluide, £ }a hautéur de la colonne qui mesure la pression p; mle
poids spécifique du fluide élastique & la température 0°, et sous une pression
mesurée par la colonne H, on aura, pour le poids spécifique du fluide a
une température v* et sous la pression 4,

h n .
PE= H 1 4-0,003759 ’

on, dciusede p—=ah et =L,

P
@
K=gH U -+ 0,00375 v).

Pour I'zir atmosphérique, par cxemple, si les pressions sont mesurées par
des colonnes de mercure, on aura

k=
3

H=o0",760 T o= . -
’7 e d'od K=77800 {1 -+ 0,00375).
g =19",309 @ = 135068";

Dans le cas actuel, nous supposons la température constante dans toute
I'étenduc du vase ; de plus, Paxe étant horizontal, 'action e la pesanteur

n’aliérera pas le mouvement des tranches. Par conséquent, jwdz étant la

du
masse de la tranche mn, — pudz —7 serd la force perdue par cetie tranche,

Jaquelle doit étre égale a Yaction exercée sur cette méme tranche en vertu

de la dilference des pressions supportées par Jes deux faces, on anra donce
P'équation

du dp du

wdp = — pudzx — ou — = - —dz 1

P P dt P dt (1)

. . . v . ) ] i

qui doit subsister dans toute 1'¢tendue du vase. Remarquons & présent qu’d

cause de 'hypothése du parallélisme des tranches, la méme masse doit passer
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(3)
au méme instant par toutes les sections : ainsi, pwu; et, par suite, po u, sont
des quantités constantes pour toutes les sections. On aura done

: PPaU
Pou = p'0U; d’ou U= -
pPo

U indiquant la vitesse d’écoulement de la tranche CD, on en tire

__PadU  Pald(pw)

du =
Pw pﬁ wﬁ
valeur qui, substituée dans I'équation (1), donnera
dp PaoadU P> 022
P pe 4 4T T e

1l faudrait intégrer cette éqnation emtre p et x, en supposant U et ¢ constans
et aprés avoir mis pour u 53 svaleur en fonction de 3 puis P étant la pression
qui existe d la premiére couche du fluide, et P’ celle qui existe & 'orifice, {la
longueur du vase, on prendrait I'intégrale entre les limites P P’ correspondantes
aux longueurs o [ ou aux sections O et Q.
. 'y’ : .
Cela posé , observons quef —odx peprésente la masse du fluide contenue

k
]
d(f',%wdw)
’ dt

sera la variation subie par cette masse dans le temps dt, laquelle est égale a
la dépense par Dorifice 5 en sorte que V'on aura la relation

Lp
d(fozwda?)d P,
dt

t=7 QUdt;

o.

dans le vase au bout du temps ¢, et que, par conséquent dt

ou, ce qui revient au méme,

l
-_f dt (‘Q):.,da::P'nUdt,
0 dt
dp

(7;) étant la différentielle partielle de p par rapport 4 ¢. On mettra pour

d A H 4 T ’
(,Ti) sa valeur en (r) et (¢) dans cette équation, et 'on en prendra I'inté-
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grale, ce qui donnera une équation entre U, dU, ¢, d, qu'il s'agira d'intégrer
pour avoir U en ¢.

Ensuite, ayant P en U et Uen ¢, 1l sera possible d’avoir P en ¢.

On voit que cette question canduit A des calculs impraticables, et nepeut étre
zésolue qu’en théorie ; encore le sera-t-ellc imparfaitement , puisqu’on ne pourra
intégrer les équations différenticlles que dans des cas choisis expres.

a. Nous considérerons le cas ou le vase est prismatique et l'orifice tres-
petit. L’équation générale

dU d MQS a 2
K2 —pa - B2 ()
2 Po

devient
de U* Prqe

K1 (= P’nd—U —— "
ogpt+l=—Fa v | —=—75 T

P’ étant la pression 4 Vorifice et 0 la section de.cetiorifice, on aura

dU d Us
KlogP’-[-C——-—P’a—— z_ -
pe 2

d’ot1 retranchant
p dU
Klog-, =—DP'a -
€y di (
si on suppose le vase partout cyliudnque en neghgeant la partie mnp ¢ cd
(fig- 2) voisine de Yorifice, o sera réputé constant, passera hors du signe f,

P2 o

dU dz !
daus le terme P' —f—- , et 'on aura ainsi expression E—Eﬁy do
dt po o dt P
Or o est trés~grande par hypothése par rapport i . Négligeant donc les

. - Q
termes qui contiennent le rapport ~ comme coefficient, 1'équation ci-dessus
2]

devient
Ur=2K log. T’:—,-

pour une autre section du vase , ol la pression serait p’, on aura encore

!

P
2 K log. =
c’est-d-dire que lorsque Vorifice est trés-petit, on peut supposer la pression in-
térieure partout la méme au méme instant, et I'on a en général

G,
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- L
U? = 2K log. P (1),

. dp
—_ dt —wdx=Paldt
. dt

devient, p étant une fonction de ¢ seulement

]
,-—-dpf wdz=DPaUdt

de plus I'équation

soit V le volume du vase, on aura Vdp= —PaUdt (2); éliminonsp
entre les équations (1) et {2), il vient
Us
YV \ U: T
dtm=— —— 2K U= — — —
o U= KdU<1+ "‘;;4@"‘)
A U 1 1 U
d’ont ¢ = const. -—--KB (U+57+7 34/:’_,-

. 1

A4 U J_IU )
et l=€0n$t-—KQ (l i 52k+-|—-; 54k’+

2V 1, p 1 ?2\*
» e o — p —_— hamng e . - sea
donc t = const " \/;I,/]ogf"[l-*—slog '+1.z 5(log P7 ~+ ]

La constante se délerminera en posant pour t=o, p=DP pression initiale;
d’ou l'on conclura

[ ! 2! +——- -(10 2>'+
— ’/log.g’ (1 -+ % log.I{—’,+....)].

Le temps total qui s’écoulera, avant que le fluide intérieur et le fluide exté-
rieur se mettent en équijlibre, sera donné par I'équation

-

2V
v log. P,( +z log P'+ )
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série trés-convergente, car elle I'est plus que la série résultant du développe-
ment de e, et dont on aura 3 prendre d’autant moins de termes que P différera
moins de P’.
On a ajosi le temps en fonetion de la pression; sil’on voulait la pression en
fonction du temps, il faudrait' s’y prendre de la maniére suivante ; l'equation

Vdp=—P aUdt donne, en faisant %,:z, Uz—ﬂ_—dt' ¢t, & cause

. . V2 /dz)\2 . .
de I'équation (1), U“=E; 5 =2 klogz, ona donc 'équation

dz\* LQLI dol d*z k&)’ 1
dt) =2 ¥ og. z ou T -\F—'—;

Maintenant , ppur avoir z en fonction de ¢, supposons
Z=A4Bidnct*+}...;

A.B.L... étant des coefficicns & déterminer convenablement.

done A= _

Pour t—o0 ona 2= P
dz

de plus, on a z:B—l—zct—l—SDt’—l—...,

, dz__ 0 —“ P
et comnme =7 |/ 2 #1065 lorsque t=o,

Q P
on aura val/a klog. P
) dz
De la relation E::B 4 2act.. on tire.

dz
d:= 12 Gt 2.3 Did.. m(m—1)Nem

on aura donc Videntité

1.2.C 4 2.3. Dz ... =K§j . .
VVr  a P
P - v 2k log. °15'f+”2+"'

»s
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ce qui offrira un développement en séric assez convergente, aprés avoir déter-
miné les coefficiens C, D, ete. d’aprés cette identité.

3. Sile fluide, au lieu de se¢ répandre dans un espace indéfini ov la pression
P’ est constante, se répandait dans un autre réservoir ayant un volume V', et
contenant un gaz & une pression initiale P, on poserait ainsi 1'équation du
mouvement.

Soit,p et p’ les pressions.dans les réservoirs V. V' au bout du temps ¢, puis-
que Ja masse du fluide ne change pas, et que P et P sont les pressions ini-
tiales, on aura

(1) Vp+Vp'=VP4 VP

on aura de plus

poaldi=—VYdp et U= 2 klog. —

tirant p’ de P'équation (1), il vient

Vp
U= klog. R
1/2 V@ VP

—VVd
et dt: I? 3

S A\l P
V(P —p,+VP]a Vakf/ log.
[ ( P/+ ] -M"/ 08 V(P—I’)'I-V' P’
Telle est 1a formule que trouve M. Navier dans un mémoire qu'ila lu a ce
sujet & I'Institut.

En vertude larelation VP4V P'=Vp<+4V'p', on peut Ia ramener i
V' dp'

dt =
‘o Vaz /7 o
pa Y2k log-el
P

cas ou V est infini; par exemple, lorsque I'on fait entrer I'air atmosphérique
dans un récipient parfaitement vide, et comme alors p est constant. L'inté-

celle-ci ,» qui devrait convenir au

. L 2V ’/ p : '
grale de cette expression devient ¢— ———— [/ log =, ce qui donne pour
O Vak P
expression du temps Vinfini, entre les limites p'=—o, p'=p, résultat ab-
surde.
Mais on peut remarquer que si 'on évaluait la quantité de fluide qui s'écoule
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pendant le temps dt, elle serait d’aprés les données p'Q I/ 2klog £, ex-
pl

pression nulle au premier instant, puisque alors p'==0, le résultat précédent
n’a donc rien qui dpive surprendre; on verra néanmoins avee facilité que ces
erreurs doivent provenir de ce que pour avoir les valeurs écrites tout-a-’heure,
on a supposé qu'il n'y avait pas brusque changement dans la forme du vase d'od
sortait le fluide ; mais bien passage par degrés insensibles, et par suite que I'ou
avait le droit de regarder au point de séparation P comme égal 3 p', tandis
qu’ici cela n’a pas lieu.

Or, sans revenir sur ce qu'on a négligé dans cette théorie, pourquoi plutdt
supposer la pression 4 laquelle le fluide est soumis, plutot comme égal & p qu’a
P Rien ne l'indique. Il sera donc intéressant d'essayer & quel résultat on par-
viendrait en prenant p’ i son tour. Or alors, la formule —Vdp=P aUd
devient —Vdp=pal dt,

et dt deviendra

dt — YV dp
(V (—=p) 4 VP) & vz /1 YEPHEY
38 Vo'
V! ! 7
ctsiV=oo, dt = ; dp et posant P =z,

Pa \/;7{1/ log 8'7
P

v ( 1\—:
dt = ——— 10g~) dz. et, pour le temps d’écoulement
aVak ot ' ,

Q\/_&f< ) ;dz_a '2kv;,

\—i
Cette intégrale f (l -) se présente dans beaucoup de recherches
0 2

curieuses.

On la trouve encore lorsque I'on se propose de chercher le temps de I'écou-
lement total d’un fluide incompressible contenu dans un vase cylindrique,
dont lorifice est évasé (tel que ABCD), (fig. 3). On sait en effet (Mécanique
de Poisson) qu'en appelant ¢ la différence des pressions supérieures el inférieures;
U la vitesse 3 D'ovilice ; ¥ la seetion supérieure du vase ; k Vorifice, & la dis-
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tance de la tranche supérieure du fluide & V'orifice, » une section quelconque
du vase, z la distance de cette section au niveau supérieur, N l'intégrale

0 dz

L o0 f la densité, g la vitesse imprimée par la pesanteur dans I'unité de

temps, les lois du mouvement d’un fluide incompressible sont données par les
équations

dU UE k*
LPN—-__G-l-gP/l-—p—— —;—) - y'dh=4TU di.
. L. h
Dans le cas d’un cylindre dont b est la section, on a N= ; y=¢b;
hdU ik £ _
d’ou /ﬂpz-zt?=6+gph—|>7<l-—-5;> (1)
et — bdh=FkU dt (2)
—bdh ) _
d’on dt..-:—k—U—, valeur qui, substituée dans (1), donne
—pk*hUdU ; (
T pan o cohert ey
Si P'on fait, pour plus de simplicité, ¢=o A— =m*U*=2agZ, on aura,

toute réduction faite,
m*hdh 4 (1 —m*)Zdh 4 hdZ=o,

équation linéaire du premier ordre ; d’oli I'on tire, H étant la hauteur initiale

de la colonne fluide ,
m*h mé—2
=0 ]

De cette valeur de Z, de la relation U* = 2gZ, et de I'équation (2), on

conclura
= O

= z*, 1l viendra

Faisons

==1 0=
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Tty 3 {in%m 2)\ il
dt.:—/a.m Hdz (I -, )
g

. i 1
Cette expression est intégrale pour m* — g —= —, et m* — 2 == ——— ,
2p 2p 1

p €étant un nombre entier, positif ou négatif ; c’est-i-dire que si I'on pose
1 v
me—2 = zl’mtegrale.pourra s’obtenir sbus forme finie pour toutes les valeurs

entiéres, positives ou négatives de n. Le passage de n, du positif au négatif,
s’obtient en faisant n= c=, ou n = 0. Dans le premier cas, I'expression ci-

. o ..
dessus de dt devient ; Sa valeur s'obtiendra ainsi :

E=+ +<> (la:) .. do0 1 —2 ._—~l$‘*<)%'_)')";"

(;% 3 \i
) (G O (i)

. l .; ?
8§ ¥ faitsr—c0 , cotte expression- ge réduit A (l‘og ;) , ct Pintégrale a

prendre est ’/ f dz <log )_;-

Pour aveir le temps que le yase met i se vider, il faut la prendre de

H

(1]
oe
—
l
H‘Ill

==0 4 z=1; mais, prise entre ces limites , elle est égale a. Va, le temps

cherché sera donc ¢ P ‘

i \,7*-—-— T
x> _
. ‘é‘v‘_”g

Ainsi 'égalité f dz._ Jé_)_;,_..pxiise de.o 3 1, dommes en général, le temps que
Ah - T}
le vase met & vider. i/ __‘

]

———

Pour = positif et pair, on n'a que des valeurs algébriques de ce temps;
pour n positif et impair, on a des fonctions de =. f

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(1)
| Y—)
e { A\ S . 1
Pour n négatif, dr { 1— = ) sera imaginaire 3 mais comme — le sera
0 n
aussi , leur produit sera réel, algébrique pour = impair, eirculaire pour n pair.
Ajusi , pour n—=— 2, par exemple, on aura

[‘1 dz ('_m—')—i 1 log(—1) 7:
NARIVAVE Va — h.v;'

CHAPITRE DEUXIEME.

Ecoulement d’un fluide élastique, maintenu, dans Vintérieur d’un vase dount
il s’écoule , & un état constant.

. d dU dx Pmﬂn Us . 2
Reprenons 'équation K P prg = 2y (_‘_) .
P dt  pwm 2 po
Intégrant entre les limites o et {, on a
P dU o dw Pa o
K l —r T me— 4 —— e ity sy &
og g=—Po g [ b < )

Supposons que le fluide qui secoule soit remplacé an wéme instant par
une égale quantité de fluide soumis & la méme pression , provenant, par
exemple, d'un gazomaétre : alors, ni la pression P, qui a lieu dans la section

o-cha--
supérienre, ni l'intégralef!-— ne varient avec le temps.
Po
ldx

Posant done — ={N', on aura

P, dU VI+ . Prn QB
K lOg I')"‘; o) —;t? \ - P" 0=

PaNdU
P U P:ot
Klon 5~ (1 —5753)

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC

d’ont dt =



(14)
Intégrant, déterminant la constante de maniére 3 ce que t=0 pour U=o0,
ct résolvant Pequation intégrée par rapport & U, on troave

[ P Prg \
2/"]()3' ﬁ;(l — i’_“—()“->

2k Iogg—_, P/ a2 N l
U= C——— /.
1 — P2y P P qe
Pa Oa 2/6105?,(1—-——0;)
s gt N's + [ /

\

Le numérateur et le dénominateur du second facteur du second membre
croissent rapidenent avec le temps ¢, et il arrivera un instant ol leur rapport
seta sensiblement égal A P'unité. On pourra supposer alors

.

' p
2/clog§-,
(1)

U= |/ —

Plz Q'z b

T Por

Mais si p estla pression dans la section » du vase,. on-aura aussi

2% log f—),-
U = PIQQS
1 — ;—n—:‘
d’ou l'on conclut
p Prq
log —1; . p“ w’. —_—1
P~ P:g \2)
— —_1
63 PO

¢quation qui donnera la pression p-lorsqu’on’ connaitra Ia section .
Enfin, le volume de fluide, mesuré sous la pression P, qui a en lieu dans
le gazométre, et qui se dépense daus chaque unité de temps, sera
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/ P

P 2klog 5T
—=Q ——
P I_PIB Ql)
P* O

si l'orifice CI) est trés-petit par rapport 4 la section MN, la valeur de la vi-
tesse U devient

P
U= ’/2:{103'1)—,

Si la pression P différait asscz peu de P’ pour qu on pat négliger les puissances

A H P—P, L4 - I 3 . - .
supérieures de 5 ) les équations (1) et (2) se réduiraienti

P’aﬂﬁ
2k P—P . P—p'__};’w’ -
Poi—pegr’ PP T prar

Pa 03 1)2 02 -
que 'on discutera dans chaque cas particuliers.

5. Jusqu'ici 'on a supposé F'axe du vase horizontal; si I'on veut tenir compte

>
de la gravité, en le supposant vertical, par cxemple, I’équation différentiell
du mouvement devient, dans le cas dn mouvement permanent,

K dp . oy (P0)

T—gd:v—}-P' o U ——= ol

d’ot 'on tire Klogp4-C=ga— - E)__‘.)‘___q_,
2 p*o’

déterminant la constante de maniére 4 ce que »=0 pour p=P

p P=a* P2
L log 1) g.’L‘ - -_ Uﬂ P

il vieut

pta® P> O
équation que V'on discuterait comme précédemment.

6. Dans tout ce qui précéde, on n’a pas tenu compte des pertes de force
vive qui ont lieu lorsque le vase changebrusquement de forme : on a supposé
que chaque molécule tendait & sortir parallélement & 'axe du vase, ce qui n’cst

a
¢
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vrai qu’autant que I’étendue des sections ne varie que par degrés insensibles,
¢’est-3-dire qu’autant que la surfaee du vase est soumise 4 la loi de continuité;
cela n’arrive pas toujours dans la pratique; le plus souvent des ajustages sont
adaptés aux vases , et la loi de continuité est interrompue au point de jonction ;
examinons-en l'effet.

Les molécules du fluide, en coutact avec la paroi, se meuvent nécessairement
suivant les directions tracées sur cette paroi; aussi les molécules appartenantes
4 la surface de la veine fluide tendent 4 sortir du vase dans des directions tan-
gentes  cette paroi. Si ces directions ne sont pas paralléles & I'axe de 'orifice
la veine fluide tend 4 s’élargir ou A se resserrer au~deld de cet orifice ; ce phéno-
meéne , connu sous le nom de contraction de la veine fluide , est trés-compliqué,
d’autant que le mouvemeut d’un fluide au passage d’un orifice ne dépend pas
seulement de la figure de la paroi du vase ;. il dépend encore des circonstances
du mouvement du fluide dans la partie de 12 veine qui est hors du vase; car la
dépeuse n'est pas la méme lersque la veine se meut librement dans V'air, ou
lorsqu’on lui présente un obstacle qui la force i affecter une forme différente;
I'étude de ces effets et la recherche de la dépense de fluide , qui a lieu dans di-
vers cas, n'a €té jusqu'iei qu'une suite de recherches expérimentales.

Toutefois nous essaierons de faire voir cornment on pourrait tenir compte
analytiqueent de cet effet, dans I'hypothése du parallélisme des tranches.
Nous supposerons , pour plus de facilité, le cas qui se présente le plus fréquem-
ment, d’un orifice pratiqué dans une paroi plane.

Soit le vase MNABC (fig. ), dontle fonds 3ABd soit plan, et dans lequel
le fluide sort par T'orifice CD, par suite de 'hypothése, la tranche arrivée en
a€yd doit se contracter subitement, pour s’adapter i la section (D, en se pla-
¢ant dans la position &' 6’ C D, et par conséquent acquérir, dans un temps in-
finiment petit, une vitesse finie; appelant O” I'aire de la section «£, et p’ la
Pal
p'o’
vitesse acquise dans le changement de position de «€yd en « €' CD sera

Pa
U (l -—-;—”—(—)—” .
La force capable de produire cette variation dans le temps d¢ pourrait imprimer,
Pa
U (l — 7

pression, on aura pour la vitesse du fluide passant i cette section s et la

p'o

i , et lamasse de la tranche étant

dans I'unité de temps, la vitesse
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p Pal P’ \ o
poudt ou O 707 dt=— 7@ U dt. Le moment de cette action doit étre
ajouté aux momens de toutes les autres forces qui produisent les variations de
vitesse des tranches du fluide ;s on Paura en remarquant que 'on doit regarder
I'action dont il s'agit comme s’exer¢ant sur la masse de la portion de fluide
qui passe de la position «€34 4 la position « € CD, et qu’d cause de la valeur
trouvée pour la masse de la tranche on a

!

-aUdt
k P/ Udt . ¢
€ &= — et Udt = —_—
P o’ D
= 0
k
ensorte (ue l’espace parcouru par le centre de gravité de cette portion de fluide
1 P'alde
dans le temps dt est lUde—- —
2 2 p'o
Le moment cherché est donc
Po
P U= pla’ v 1 ProUdt 1 P PraTe
—olUdt ———— X - | Vdt— ——— | =5 Udt) 1——- | |
k dt 2 po 2 k plo' ]
du

d’aillevrs . podzx Tha la force motrice d'une tranche quelconque, et... .

du . .
el powde T est le moment de cette force 5 de plus, wdp est la différence des

pressions exercées sur cette face de cette tranche, et o dpudt cst le moment
de cette nouvelle force s 1a somme de tous ces momens doit étre nulle. On aura

done
P o du 1 P s Po\*
fp/ adl;wdx-q—fﬂpwda;zudt+;an dt<| _.’70_ —o0,
ou
P’ i "o\
f —pwudt+ mudt-——-da,- +_ - QUadt<l_W — o0,

ou, divisant par peudt, qui est le méme pour toutes les tranches du fluide,

P P d P U < P'Q)z
— = 0.
fp’ fﬂ dt T+ D” OII
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du P2 o*U? .
Metiant pour — d sa valenr — e d (paj on aura
w

P 4 o P2 02 ]2 "Q\a
f £ f e —d(po) 4 ~ U’(l—— ,,w”> =o.
. dp o P2o*U® 1 P or
Mais , ;v——logp, ﬂwd(pw)z—;[} l-—--PT—O-; H

alors I’équation devient

P
2k10g-1;

(x_P'I_Q) + (l_—::‘T‘(AT'>
P
2klog —
U_V il
1202 P'Q a
D (39

pll Oll

Si o est trés-petit par rapport 4 O, et O on pourra prendre simplement

U= ’/ k log I—I:I, mais en négligeant la contraction on avait U= aklog IB’"

La vitesse sc trouve donc, par le fait de la contraction, diminuée dans le

2 +
japport ——, elle n’est donc réellement, A trés-peu prés, que les 0,71 de ce
1

qu’'elle serait sans cela; ce rapport est compris entre les nombres limites, don-
nés par les expériences.

On peut rechercher encore i apprécier 'effet de la contraction, ainsi qu’il
suit; Yorifice ( fig. 5) étant supposé horizontal ; soit M la projection verticale,
et n la projection horizontale de Paxe du vase; concevons qu’on-fasse passer
par cet axe , une infinité de plans verticaux ; ed représentera en projection ver-
ticale Vintersection du plan de Porifice par un de ces plans. en¢’ dnd’ représen-
tant en projection horizontale la partie du plan de l'orifice, comprise entre
deux plans trés-voisins.

Concevons qu’on ajt partagé l'aire condd’ en une infinité de parties pg dont
les aires soient égales entre elles, et qui seront regardées comme les intersec-
tions d’autant de filets de fluide par le plan de l'orifice. Supposons que les
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directions respectives de ces filets soient telles que si 'on menait du point n,
a chacune de ces directions, des paralléles, la demi circonférence dont ce point
est le centre se trouverait partagée par ces parallélesen parties égales; appelant
U la vitesse commune des filets au point ot ils coupent le plan { fig. 6) de l'o-
rifice, et ¢, I'angle formé par la direction op, de P'un de ces filets avec Vaxe
MN.

Ucos. ¢ sera la vitesse estimée perpendiculairement au plan de Vorifice; la
dépense de fluide sera égale & 1'aire de V'orifice multipliée parla valeur moyenne
de U cos.@. Valeur qui est :

a2 U COs <p d (p —_— [Jg

donc la dépense sera moindre que celle qui aurait lieu si Pouverture de Vori-
2
fice était libre, dans le rapport de b= 0,6366.

Ce résultat est indépendant de la figure de l'orifice , et 'expérience montre
cn effet que la diminution de dépense provenant de la contraction demcure
sensiblement le méme pour des orifices de diverses figures, pourva qu'ils
n'offrent pas d’angles rentrans; d’ailleurs ce résullat tient le milieu entre ceux
qui sont le plus souvent présentés ; on peut donc présumer que les hypothéses
précédentes s'écartent peu de la vérité;

Ainsi pour avoir la.vraie dépense de fluide dans le cas de la contraction , on
peut multiplier I'expression de la dépense sans contraction par le nombre
0,63G6.

En général , on a remarqué que les corrections a faire, résultant des phéno-
ménes de contraction, étaient les mémes, soit pour desfluides incompressibles,
soit pour des fluides ¢lastiques.
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CHAPITRE TROISIEME,
e EHOHDe—————
Mouvement d'un fluide élastique dans un tuyau de conduite.

En supposant, comme cela a toujours lieu dans la pratique, que le tuyau ait
partout la méme section , on fera dans les équations ci-dessus :

—r

P
log P

1 | PIQ )
- ITO"

= 2k

10 l I)fn Q’
S p o o
= P~ o O =0=—uw, etalorselles deviennent
log L ]— —
P p-’ wt
f——r———— "
log r log% - =
U= P2 =t
2K — Pm’ In p '_l e
"~ b iz

On conclut de cettc dernitre équation que la pression est constante dans
toute I'étendue du tuyau, et de plus quel’on peut y satisfaire pour deux valéurs
de P. L'une un peu plus petite que P; l'autre égale & P/, c'est-d-dire & 1a
pression du milieu dans leguel le fluide s’écoule ; Vexpérience a prouvé qu'il
fallait adopter cette derniére valeur.

Au reste les observations indiquent que I'dcoulement du fluide dans les
tuyaux de conduite, dont le diamétre est trés-petit par rapport 4 la longueur
du tuyau , s’opére avec une vitesse beaucoup moindre que celle indiquée par
les formules ci-dessus , et de plus, que la pression diminue progressivement ,
d’une extrémité 4 I'autre du tuyau; de 1a la nécessité d'admettre pour un long
tuyau l'existence de forces retardatrices , analogues 4 celles qui modifient dans
des cas semblables le mouvement des fluides incompressibles. L’expérience
parait indiquer que l'on peut représenter l'aciivité de oes forces par une ex~
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pression semblable 3 celle qui convient A ces derniers fluides; mais en négli-
geant le terme qui contient la premiére puissance de la vitesse. D’aprés cela ,
a étantle périmétre de lasection, et € un coefficient constant, on aura P'équation:

wdp————dewCu-—-pwdx% (1)

d

-]
On a de plus I'équation P'QU=pou,

P's Fok IS 2 2 [J2
d'ot ¢ = ——— et itfd:c:——y——l——d(pw)-
pro’ dt Jal's
On aura donc I'équation
R o, - Paqsllr 12 2 [J
KP __x Pro -{—P d (po), (2)
P ® Pt % w?
équation qu’on peut ramener 3 la forme
P2 U" PorUs dp
Kpdp = ——— (dw——x@d.&)—]— _— /’
o

Daus laquelle on ne pourra séparer les variables qui dans un petit nombre de
as préparés, le seul qui doive qccuper dans la pratique., est celui ou la section
o st supposée constante , et éxalée & . Par conséquent, I'équation devient,

. x dp
I\/)d/):———-— cp-U dm—!—']ﬁ)"” Uz ; y
)

intégrant, déterminant Ia constante de manicre & ce que 1'on ait & la fois x=v
et p="P. supposant le tuvau i sectivn circulaire, designant par D son dia-

. . \ x 4
métre et par A sa longucur, et mettantd la place de = sa valeur oo trouvera:
[

R p—pr & o piug oy pe] P:I U
S (—pr)= | Gerta+Pelog
3) h( = P
toaU— [/ 2N P/
4 eptlog s
D $+ Og,).

En outre, pour s =aon a p=1J",
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@) __g_T)

= 1
Pm i
done U= =

4 P
.D CA +]00 Ef

le volume du fluide qui s’écoule pendant I'unité de temps, mesuré sous la

pression P qui a licu dans le gazométre , est égal au prodmi de Uparn ?A—a‘x %
11 est donce
i -2-(; vy (5)
PV ety
Eliminons U entre (3) et (4), il viendra
P — po LCm - log P
P —pr ffi_,_ log ;’ (6)

Equation qui dohera 1a valeur dé la pression p qui alieu a la distance =, de
Vorigine du'tuyau dans le gazométre 5 cette valeuridécroit progressivement, a
mesure que 'on s'éloigne de cette origine, de la pression I' 4 la pression P'.

Si le tuyau est suffisamment long, ct les pressions P et P’ assez peu diffé-
rentes, on pourra négliger, dans les formules précédentes, les termes

PP ,
log —+~—. On aura alors ; pour.la vitesse de I'écoulement,
p

U_’/ac;\ (7)

pour la dépense du fluidé dans l'unité de temps,

11D
— ___ 8
Q= 8CA P" (©)

pour la valeur de la pression'p’,
PP (r—z)4P"
P= t/ ( z nat \9)
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Ces formules s’appliquent au eas d’un tuyau. qui, a partout le méme diamétye:,
dans la pratique on termine ardinsirement les tuyaux de conduite par un ajus-
tage , mncD.
Alors on ne conunait pas la pression P’ qui a lien en sha; poun la déterminer
ubservons que si U’ est la vitesse en cD. Q' cet orifice, P”la pression extérieure
on aura les relations,

P’ b
Ut==2klog = PoalU=P"0F=pa '/zk log P

PII
k /P* )
— — o— l
o\ P

!ié’ 1 e
D A—i—ODP,

d’'ailleurs,

On auradon [our déterminer P, l’équatiou

— (P2—~P“
Q —-——IT = P"q l/zklo;:—

p*
6 € +]05 P’

D’aprés I'usage établi d’assimiler I'écoulement des fluides élastiques 4 celui des
liquides , M. Girard a été conduit 4 supposer que les lois de I'écoulement
élaient représentées par I’équation
gDZ
A

= ¢ U2

ou z désigne la hauteur de la colonne fluide, considéuée sous la pression P
dont le poids serait capable de produire Ja pression P—p. On adonc, R,

P—PV
étant la densité correspondante i la pression P, z= ————, et puisque
Rg

P=KR, VYéquation précédente revient a

U XD/ P
J T "L‘,;_CT_A("'""P !

Le volume de fluide qui s'écoule sera par seconde

nD* /KD P’
Q= T Ch('._P),
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Expressions qui lorsque P surpasse peu P/, comme cela avait lieu dans les ex-
périences dé M. Girard , donnent des résultats peu différens de ceux des formules

(7) (8) (9) du n°(2).
En effet, soit B—=P' (1-}~d); sid esttrés-petit, on aura i trés-peu-pres
> 4 et v X
| — I-;l—n._._. 2 e 1 — -P"._. "

Ses expéricnces ont d'ailleurs indiqué que I'expression précédente représentait
les effets naturels avec assez d'exactitude; mais ellgs ont fait voir que le coeffi-
cient € dépendait de I'état intérieur du tuyau, et ne dépendait pas sensiblement

de la nature du gaz.
Ainsi pour une conduite en fer fondu de o™,0812 de diamétre, garnie inté-

rieurement d’un conduit résineux, on a trouvé les valeurs suivantes de €.
Air atmosphérique. Gaz hydrogéne percaboné.
0,0056G21 0,005625H
et pour nn conduit fait de canons de fusils de 0,0158 de diaméire, ol il n’exis-
tait pas d’enduit. Elles étaient,
0,003219 0,003219

CHAPITRE QUATRIEME.
e OQO e —— e

Nous terminerons par ’examen de quelques questions relatives ala puissance

expansive du gaz.
Premiére question.

Un piston soumis & l'action de la pesanteur, descend dans un corps de
pompe contenant un gaz. Quelles seront les circonstances du mouvement?
Soit M la masse du piston, z son parcours, o sa section, { la distance de sa
position primitive au fond du cylindre ; P la force ¢lastique dans I'état initial ;
P’ la pression extérieure pour 'unité de surface, g la vitesse imprimée par Ja
gravité dans J'unité de temps. On aura ’équation
d*z Pol

4t P0+ng—-_:m‘.
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Multipliant qar 2 dx, intégrant ct nommant a la vyesse initiale du piston,
on aura

dz\? [—a
M o) = Ma* 42 (Prod-Mg) - 2Pollog —
le chemin parcouru par le piston jusqu'ad ce que la vitesse soit détruite , sera
donc donné par Péquation

{—a .
—=o0. (1

Ma* 42 (Po4+Mg)x —2aPollog

Celle équation aura une racine réelle positive , et n’en aura qu'unc. En effet,

l—a
les racines sont déterminées par l'intersection de la logarithmique y=/{log T
Poa
M(a*tegat2 e
ayant la position m'omz, et d’'unc droite y = L , ayant
2Po

la position ABm D (fig. 7).

Si la vitesse était nulle , la courbe et la droite auraieat la position indiquée
fig. 8.

Enfin, si le corps n'entrait dans le fluide qu'en vertu de la vilesse initiale,
o n aurait simplement

da\= {
M{— ) =Ma—2aPollog ——;
dt L
la position du point ou la viteise serait détraite, est donnée par Péquation

Ma*
21)0[ l LR 2P0
a’-— log, — =0 dot z=[(1—c¢ H

La position ou léquilibre existerait entre le poids du corps, si ce corps
n’avait pas de vitesse acquise en arrivant dans cette position, serait donnée par

V'équation
PO4gM= "ty dou w=! PO\,
T ==t 4% TEI! T Pogmg) T

valeur que nous supposerons positive ; ce qui exige que l'on 2it Po4-Mg > PO,
comme on peut le voir & prior.
Ainsi, lorsqu’on aura résolu par approximation I'équation (1), il sera facile,
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en retranchant de la valeur trousée.paur: &, la longueur x, d’avoic 'écart da a
la premiére oscillation.

Mais, d’'un autre coié, lorsque le corps aura aiteint le point ol sa vitesse est
nulle, il aura dépassé sa position d’équilibre, et sera repoussé de bas en haut
par la force élastique du gaz, il atteindra ainsi une certaine position ou sa vi-
tesse sera pulle de nouveau , mais alors il retombera par Peffet de son poids,
et il en résullera un mouvemeunt oscillatoire indéfini; en effet, si nous appelons
#’ 'espace parcouru en remontant , et £ la longueur de la premiére course dans
ce cas ou la vitess: initiale cstnulle, 'équativn du mouvement ascendant sera;

d*x Pol

el

— (gM +Ploy;
d’ou 'on tire

M (Y =apotiop 4 ZF Mg 4Po),a
) =2 P og,:,,_‘_w,——'»( g+Po),x

. da
en observant que pour 2'=o0, on doit avoir =0
t

Alors I'amplitude de la seconde oscillation sera donnée par l'équation

d

IPo logm —*(Mg+Po)a=o;

Equation 4 laquelle on ne peut satisfaire quen posant o' =1/, c’est-i-dire que
le corps remontera juste au point d’ot il serait descendwr, pour arriver au point
ol sa vitesse a été détruite, si dans son mouvement descendant il n’avait pas
eu de vitesse initiale,, d’oli résulte cette proposition, que si un corps descend
par I'action de la pesanteur dans un corps de pompe contenant un fluide élas-
tique, il remontera par la réaction, i son point de départ, et produira ainsi
indéfiniment une série d’oscillations égales.

Quant 4 la durée de chaque ocscillation , on la déduirait. de l'intégrale de
I'équation.

VM =

di = .
1 l -
4 loTogr_.—x——-(Mg—{-P‘o)x

Elle ne pourra done s’obtenirque par‘approximation, toutefois:les effets naturels
ue sont pas conformes au résultat ci-dessus, ce que Fon doit attribuer:
r% Au frottemént du piston: contre les parois: du cplindre.
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2°. A la résistance extérieure de l'air qui croit commele carré de la vitesse.
3°. A la résistance du gaz intérieur qui doit étre aussi comme le carré de la
vitesse , et de plus étre proportiondelle i la densité du fluide.
On peut essayer de tenir compte de ces effets de la maniére suivante:

Mouvement descendant.

.e— Pot )
Outre la force retardatric ya— il en est, disons-nous, une autre, pro-
bt 4

portionuelle au carré de la vitesse et & la densité du fluide ; elle sera. u dési-
gnant un coeflicient a déterminer par I'expérience,

w Pol /dx\*?
T l—a\dt)’
on aura donc l'équation
d*z Pol Pol fdx\a
1 = ’ —_— — — .
. dt? (Po+Mg) l—x ’”——x(dt)

Posons

Po-+-Mg b Pol! & uPol m
M ~ 2° M 2 M 2’
et multipliant par adz, il vient

d da\?> m dx zd b d a* y
dt) tTra\a) = Ty

équation de la forme dy - f(x)y do =, (=) dz.

~2

dt?
i - . dx ,
naut la constante de maniére 4 avoir a la fois =0 = V, V étant la

Si I'on pose =y, intégrable par conséquent, et qui donne en détermi-

vitesse initiale

(@) =0 —,;:**“)(""*)m o (D)%
l/(v’*‘f%""g)('—?)m e (=5 "z.
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’ H A m—1 } l-— _———
1’équation <V-—- -f-v-—) -7 m—-: - o

donnera la longueur del'oscillation ; et si I’on appelle £ la valeur de x conve-
nable, l'intégrale définie

/ l/("’“;::+ )(1—) ZLn_ e

sera ’expression de la durée de cette oscillation.

1l sera facile d’avoir ces expressions dans ‘chaque cas’ particulier soit par des
interprétations et des résolutions exactes, soit par quelques unes des méthodes
connues d'approximation.

Quant 4 I'équation du mouvement ascendant, elle sera, en appelant &’ Ves-
pace parcouru dans ce mouvement & compter du point le plus bas,

d* a' Pol da"™\*
M == rgz— (ot+Mg)—w (dt

' étant un coefficient constant relatif i la résistance de ’air extérieur, nous

poserons aussi

%I =m, etl—l+Ha"=z;
alors on aura

d’z a? b* m' /dz\*®

e~ 2z 2 ?(E) '

d’ot , multipliant par 2dz, et inlégrant une premiére fois, on tire

d 3 —am'z amfz a
22Y = fe (f'__ b’) dz.
dt z

Cette expression n’est pas connue sous forme finie, & cause du terme

[ )

- En sorte qu'on ne pourra résoudre le probléme que par approximation.
On peut montrer toutefois que l'amplitude de l'oscillation ascendante est
moindre que celle de Poscillation descendante.
Faisaut abstraction de la partie de la résistance de l'air extérieur, due i la
vitesse du mobile , on a pour Péquition du mouvement ascendant.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(27)

M dz" Pol Po.M
ir = I—rga  TorMe)s
dz"™\* [—b 42
d'od M (7’; =2 Pollog — T“’ —a(Po4+Mg);

et I'équation qui donne 'amplitude de l'oscillation est

l—U'42" Po+4Mg
o Xr =

]OO l___ lli - P 0[ =03
La valeur z’ sera donc I'abscisse du point d’intersection de la logarithinique
[— 42"
(AmC) y'=I.log —l‘_%—.
Po4+-M
et de la droite (AmB) ' = Zex s a’;

Po

c'est-d-dire deux lignes passant par l'origine. De plus l'ordonnée CP de lu

{
courbe pour I'abscisse [’ est (l log T_l”> , et celle BP de la droite est

(P'o ~+ Mg l”)
—Po ’

Or on a vu qu’en appellant £’ fa longueur de 'oscillation descendante obtenue
en faisant abstraction de la résistance de 'air due i la vitesse du piston . on
avait la relation.

deduite de I'équation

A

da\* l.x
M 71;) =32 (Po4+Mg)ao--2Pol log T
qui est celle du mouvement descendant quand la vitesse initiale est nulle.

OB (P'o+4-Mg )z, représente la force vive acquise par le corps parvenu i la

l—ax
distance 2, et 2Po/llog —7 roprésente la force perdue pour arriver i ce

méme point.

{
L'expression (P'o+4-Mg) (x {log :—) sera done po-

T Po4-Mg 1
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sitive tant que x sera moindre que /; mais on a évidemment ' < [';
l
done (P'o4-Mg) I'> Pollog 7
donc on a BP > CP, donc l'abcisse 2° du point d’intersection m est moindre
que I’ CQD.

Deuxieme question.

Dans les pompes & feu agissant par expansion, il convient, pour avoir le plus
grand effet avec le'moins de dépense , d’arréter la communication entre le cy-
lindre et la chaudiére , & une certaine distance ¢p du point de départ AB. Alors
la vapeur contenue dans l'espace ABm'n’ agit par expansion. On demande de
trouver la distance ¢p.

Soit P la force élastique de la vapeur dans la chaudiére, ou la force agissany
sur la face m'n’ du piston , P la force opposé agissant sur la face mn. O la section
transversale du cylindre , { sa longueur diminuée de 1'épaisseur du piston, ¢’ la
distance cherchée, M la masse du gaz fourni sous la pression P, K le rapport
de la pression & la densité de la vapeur d'eau: On aura pour le ‘mouvem ent de
AB a cp.

dz
de

en supposant la vitesse initiale nulle ; ainsi la force vive acquise en arriva nt en
mn, sera 2 (P—p') 0 L.

d 2
M =(P—p"H 0, dou M—(d;f)zz(l)——p')()w,

Le gaz agissant par expansion, Ja loi de la seconde partie da mouvement est

dz PO/ - dz\* .
M;j—t—T———P, dOll m('(Tt =8P0‘10g“"'—2p0x+("

d E
pour z=/ M((—;:)::z(P-—p')Ol’, donc on aura

&T

dz\*
M (ﬂ) =2(P—p)O0Ol4POVIlog e 2p 0(x—1},

et lorsque a sera égal & {, la force vive acquise sera

{
2p0¢ l+logi,>——2p'0l;

. P
d’ailleurs, la dépense de la valeur est X of.
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(29)
Pour qu'il y ait le plus d’avantage possible, il faut quele rapport de la force
vive acquise 3 la fin du mouvement, avec la vapeur dépensée, soit un maxi-
mum, ou que l'expression

l
2P01’(1 -{—Iogl-,)—zP'Ol

ok 1 . P t)
P, vrlogn—pp )
K
s0it un wmaximum, ce ui a lieu en posant = 2
P

2
Dans la pratique, on a ordinairement p'=o0, 4 X P dou /= gl, ce

qui est aussi le plus généralement la valeur adoptée.

Vu par le Doyen de la Faculté des Sciences, 15 juillet 1831,
Signé Baron THENARD.
Permis d'imprimer,
L’Inspecteur général des Etudes, chargé de 'administration de I'’Académie de Paris,
Signé ROUSSELLE.
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