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PREMIÈRE THÈSE. 

S U R L E S 

LIGNES S I N G U L I È R E S 
DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 

I N T R O D U C T I O N . 

La première Par t ie de ce travail est consacrée à l 'étude d'une fonction 

dans le voisinage d'une ligne singulière ou coupure. La notion de coupure 

se présente dans la discussion de l'intégrale de Cauchy ; elle peut même 

s'introduire, ainsi que l'a montré M. Hermite , à l'aide d'intégrales définies 

où la variable d'intégration est réelle. La série de Taylor , convergente 

dans un certain cercle, offre aussi un exemple simple de coupure, et 

MM. Weierstrass, Tannery , Appell ont formé de nombreuses séries qui 

représentent deux fonctions distinctes dans deux aires différentes du plan. 

Nous énumérons, dans un premier Chapitre, les singularités diverses que 

peuvent présenter les symboles (et particulièrement les séries) qui définis­

sent, dans un certain espace, une fonction analytique de z. Ceci nous con­

duit à quelques théorèmes sur les séries, dont le plus important est le sui­

v a n t : Quand une série F — 2 V „ ( x , y ) converge uniformément sur le 

contour s d'une aire fermée S, à l ' intérieur de laquelle les fonctions V„ (x,y) 

sont régulières et satisfont à l 'équation A V K = o : i° la série F converge 

uniformément dans S ; 2° les séries, formées par les dérivées de ses 

fermes, convergent uniformément dans toute aire S' intérieure à S et 

sans point commun avec s, et elles représentent les dérivées correspon­

dantes de F . 

Soit une fonction F ( j ) définie d'un côté d'une ligne L et présentant 

celte ligne comme coupure : il peut exister une seconde fonction F , ( , s ) qui 
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coïncide avec la première dans le voisinage de L et la prolonge au delà sans 

discontinuité. La coupure est alors artificielle, elle est essentielle au cas 

contraire : le cercle de convergence de la série de Maclaurin F ( Z ) , qui 

développe la fonc t ion- -^-^ est une coupure artificielle de F ( Z ) ; la série 

F ( Z ) qui représente dans le cercle fondamental C une fonction fuchsienne, 

holomorphe et définie seulement dans ce cercle, admet au contraire C 

comme coupure essentielle. Nous donnons d 'abord une forme de la condi­

tion nécessaire et suffisante pour qu 'une coupure soit artificielle, qui s'ap­

plique à une coupure quelconque. De cette condition, on déduit plusieurs 

théorèmes, concernant les fonctions définies par une relation implicite ou 

par une équation différentielle du premier ordre : ces derniers sont utiles 

dans l'étude des intégrales uniformes d'une équation différentielle, ainsi que 

je le montre dans plusieurs applications, et notamment en recherchant 

toutes les équations de la forme ~ = f(z, u) [où f(z, u) est uniforme], 

dont l'intégrale générale peut être uniforme. 

Dans le cas où la coupure est une ligne analytique, la condition p ré ­

cédente prend une forme plus simple, indiquée dès l 'année 1870 par 

M. S c h w a r z ( 1 ) , et qui permet de discuter plusieurs classes de coupures. 

Des exemples des principales singularités d'une fonction dans le voisinage 

d'une coupure essentielle terminent cette première Par t ie . 

Dans la seconde, nous étendons aux fonctions uniformes les plus géné­

rales les formes de décomposition en sommes et en produits , données dans 

la théorie des fonctions à points singuliers. En 1881, avant le théorème de 

M. Mittag-Leffler, M. Picard indiquait, dans le cas d'une coupure circu­

laire, une forme de développement en produit , applicable à une coupure 

quelconque, et, peu de temps après, décomposait une fonction F ( Z ) , ayant 

pour coupures des segments de droites, en une somme de n fonctions 

n 'ayant qu'une coupure, puis développait ces fonctions en séries (2) . Après 

la découverte du théorème de M. Mittag-Leffler, M. Goursat ( 3 ) a étendu ce 

théorème aux fonctions uniformes présentant des singularités quelconques. 

Enfin, M. Mittag-Leffler ( 4 ) a consacré lui-même un Mémoire à l 'étude de 

(1) Monatsberichte der Academie zu Berlin, o c t o b r e 1870. 

(2) Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 21 mars 1881, 22 mai 1882. 

( 3 ) Id., 26 février 1883 . 

(4) Acta mathematica, t. IV ; 1884. 



ces propositions. Nous donnons, avec une démonstration un peu différente 

de ces théorèmes, plusieurs modes de développements en séries des fonc­

tions présentant dans le plan une seule coupure, auxquelles on se trouve ra­

mené. Un premier développement, analogue à la série de Taylor , repose 

sur la représentation conforme ; les autres généralisent les développements, 

indiqués par M. Appell dans le cas d'une fonction holomorphe à l 'intérieur 

d'un contour d'arcs de cercles. Ils découlent de ce théorème que toute fonc­

tion holomorphe dans une aire convexe peut se développer dans cette aire 

en série de polynômes. 

Les notions de résidu, d'ordre, de reste (définis soit comme intégrales, 

soit comme coefficients) se généralisent dès lors facilement avec les propo­

sitions qui s'y rat tachent . En particulier, le théorème des résidus et les 

théorèmes de Liouville subsistent pour les fonctions doublement pério­

diques à singularités quelconques. 

Enfin, plusieurs des résultats énoncés ont été étendus aux fonctions V 

de deux ou trois variables qui satisfont à l 'équation AV = o. 



PREMIÈRE PARTIE. 

É T U D E D'UNE F O N C T I O N D A N S LE V O I S I N A G E D ' U N E C O U P U R E . 

C H A P I T R E I. 

I . Avant d 'aborder l 'étude d'une fonction dans le voisinage d'une cou­

pure, il convient d 'énumérer brièvement les singularités que peuvent offrir 

les symboles qui représentent, dans une partie du plan, une fonction uni­

forme de la variable z = x •+- iy. 

Soit une expression de la forme P ( x , y ) + iQ(x,y), les fonctions P et Q 

étant uniformes dans tout l'espace du plan xOy où elles sont définies. Nous 

supposons de plus qu'en chaque point d'une certaine aire S, P + iQ admette 

une dérivée par rapport à z et, par suite, qu'elle représente dans S une 

fonction holomorphe de z. 

Considérons dans le plan une aire fermée quelconque i : P + iQ sera 

dans a fonction holomorphe de z, sauf peut-être en certains points. Ces 

points pourront être en nombre infini (comprendre par exemple tous les 

points de a ) et affecter des distributions diverses. 

En premier lieu, si tous les points singuliers peuvent être enfermés à l'in­

térieur de cercles n 'ayant pas de points communs et de rayon aussi petit 

qu'on veut, nous dirons que l'ensemble de ces points E est ponctuel. Les 

points forment alors des suites ayant pour limites d'autres points, formant 

eux-mêmes des suites analogues. La classification de ces ensembles a été 

faite par M. Cantor. 

En second lieu, si tous les. points ne satisfont pas à la condition précé­

dente, mais peuvent être enfermés à l 'intérieur de contours tels que l'aire 

totale enclose soit aussi petite qu'on veut, nous dirons que l'ensemble E est 

linéaire. Les points forment alors des suites ou des ensembles ponctuels, 

ayant pour limites des lignes : autrement dit, il existe des lignes telles que, 

si l'on décrit un cercle d'un quelconque de leurs points comme centre, ce 

cercle renferme un nombre infini de points E, si petit que soit son rayon. 



P a r exemple, l 'ensemble E sera composé de points infiniment voisins (ou 

même de tous les points) de plusieurs lignes. Ces lignes peuvent être elles-

mêmes en nombre infini et former des suites ayant pour limites des lignes 

ou des points. A ces ensembles de lignes, s'étend immédiatement la classi­

fication de M. Cantor sur les ensembles de points : le mot ligne remplace 

par tout le mot point, une ligne pouvant parfois se réduire à un point. 

En dernier lieu, il est possible que les points E soient distribués dans des 

aires finies <r', a", c'est-à-dire qu 'une portion de ces aires, si petite 

qu'elle soit, en renferme un nombre infini (l 'ensemble E comprendra par 

exemple tous les points d'un certain espace). L'ensemble sera dit alors su­

perficiel. Les aires a', a", . . . peuvent être en nombre infini et former des 

suites ayant pour limites des points ou des lignes. 

Telles sont les dispositions possibles dans a des points singuliers de l'ex­

pression P(x, y) -+- iQ(x, y). En chacun de ces points, une au moins des 

fonctions P , Q est soit discontinue, soit indéterminée, ou n 'admet pas à la 

fois de dérivée partielle par rappor t à x et y, ou bien enfin ces dérivées 

partielles ne vérifient pas les deux égalités 

Supposons tout d 'abord que les points E ne forment pas dans <J un en­

semble superficiel. Si, dans ce cas, la fonction P + iQ est continue dans cr, 

il sera démontré plus tard en toute r igueur qu'elle est nécessairement holo­

morphe dans le même espace. Les points E sont donc des points de discon­

tinuité de P + i Q . Un premier genre de singularité qu'il convient de distin­

guer est le suivant : soit za un point isolé de l 'ensemble E , tel que, z tendant 

vers z0 d'une façon quelconque, P + z'Q tende vers une certaine valeur a ; 

pour z = z0, P + iQ est discontinue ou indéterminée. Appelons f (z) la 

fonction de z, qui coïncide avec P + iQ en dehors de z0 et prend pour ; 0 

la valeur a. Cette fonction est holomorphe au point z0. Une telle discon­

tinuité est purement apparente . Un exemple très simple en est fourni par 

l'expression 

où f(z) est holomorphe et différent de zéro à l 'or igine: P + iQ=/(z), 

quel que soit z, sauf pour le point z — o où P + iQ est nulle. Nous suppo-



serons désormais qu'en pareil cas on remplace P + iQ par f ( z ) , et ainsi 

pour tous les points analogues : ces points peuvent former des suites ayant 

pour limites d'autres points z', z", Si ces points z' sont pour f(z) des 

discontinuités du même genre, on les supprime comme les z„. Cela fait, 

l 'ensemble E peut comprendre certaines lignes isolées L 0 , telles que z, ten­

dant d'une manière quelconque vers un point Z de L 0 , la valeur de f(z) 

tende vers une limite aÇÇ). La fonction % (z), qui coïncide avec f(z) en de ­

hors de L 0 et prend sur L 0 les valeurs a(l), est, comme nous le verrons, 

holomorphe dans le voisinage de L 0 . On peut citer comme exemple l 'ex­

pression 

f(z) étant holomorphe sur Ox. Nous remplacerons là encore f(z) par 

o ( j ) , et ainsi pour toutes les singularités analogues. En définitive, s'il 

existe une fonction coïncidant avec P + iQ en dehors de l 'ensemble 

E, continue et par suite holomorphe en certains points E' de cet ensemble, 

on substitue à P + iQ. 

Ces singularités parasites éliminées, quelles sont les discontinuités que 

présente P + iQ ? 

Si l'ensemble E est ponctuel, les points singuliers de P + iQ dans a sont 

des pôles ou des points essentiels. 

Si l 'ensemble E est linéaire, la fonction P + iQ est en outre affectée de 

coupures. Ces coupures sont isolées ou sont les limites de suites de points 

essentiels ou de coupures. Dans le second cas, P + iQ est nécessairement 

discontinue ou indéterminée aux environs de la coupure. Dans le premier 

cas, soit L la ligne considérée : quand ; tend vers un point quelconque 'Ç de 

L en restant du côté C de L, P + iQ peut tendre vers une certaine valeur 

f(Ç) ; du côté opposé C' de L , P + iQ peut prendre également sur L la suite 

de valeurs ft ("C), qui doit différer de f(£)• Il est possible, au contraire, que 

d'un côté de L (ou des deux côtés), pour des points Z infiniment voisins sur 

L , ou même pour tous les points de L , P + iQ ne tende pas vers une limite 

quand z tend vers '( sur un chemin Z, ou que cette limite dépende du chemin 

l. Dans tous les cas, l'expression P + iQ peut n'avoir aucun sens sur L, ou 

ses valeurs pour les points de cette ligne sont entièrement indépendantes des 

valeurs qu'elle prend aux points voisins. 

Si l 'ensemble E est superficiel, P + t'Q présente dans a des espaces lacu­

naires a', a", En tout point E de ces espaces, P + iQ peut n'avoir pas de 



sens, ou être discontinue, ou ne pas admettre de dérivée par rapport à z (1 ) . 

Le contour s' de l'aire a' est une coupure de P + iQ, cette ligne peut être 

la limite de singularités extérieures à a ; au cas contraire, P H - iQ peut 

tendre vers une suite de valeurs quand z tend vers un point '( de s', 

extérieurement à T'. Il arrive notamment que P + iQ est continue sur s' et 

dans a', et n 'admet pas dans a' de dérivée par rappor t à z. 

En dernier lieu, si P -+- iQ est holomorphe dans a et tend vers la valeur 

fÇÇ), fonction continue de Ç, quand le point z de a- tend d'une manière 

quelconque vers le point "C du contour s, nous dirons que la fonction P -+- iQ 

est holomorphe dans i et continue sur son contour. 

2. Toutes ces remarques ont leurs analogues dans l 'étude des fonctions \ ' 

de deux ou trois variables qui satisfont à l 'équation AV = o. Soit F(x,y, ; ) 

une fonction de x, y, z, uniforme dans tout l'espace où elle est définie, et 

représentant dans un certain volume une fonction régulière \(x,y, z), qui 

satisfait à l 'équation AV = o. Les points singuliers de P (x,y, z) seront les 

discontinuités de P et de ses dérivées premières, et les points où ses déri­

vées secondes ne vérifient pas l 'équation AP = o. On voit, comme plus haut, 

qu'à l ' intérieur a d'une surface fermée s ces points peuvent former des en­

sembles ponctuels, linéaires, superficiels, ou être distribués dans des vo­

lumes finis, et former ainsi un ensemble à trois dimensions. 

Ce dernier cas excepté, les points E sont nécessairement des disconti­

nuités de P ou de ses dérivées premières, d'après ce théorème que, si une 

fonction V est régulière dans un espace, sauf peut-être sur une surface où 

elle est continue, ainsi que ses dérivées premières, elle est régulière dans tout 

cet espace. De plus, s'il existe une fonction Q(x,y, z), coïncidant avec 

P (x,y, z) en dehors des points E, et continue en des points ou sur des li­

gnes et des surfaces E' qui sont des discontinuités de P , on supprime ces sin­

gularités apparentes en substituant Q à P . Mais les points E' peuvent être 

encore des discontinuités des dérivées premières de Q. Cette discussion s'a­

chève comme la première. En particulier, si P (x,y, z) est une fonction 

régulière dans <r, et si elle tend vers une valeur f(, '(), fonction continue 

de H, YJ, 'C, quand (x,y, z) tend vers le point (H, YJ, '() de s en restant inté­

rieur à a, on dira qu'elle est régulière dans c et continue sur s; on dira de 

(1 ) P + i'Q peut a d m e t t r e une dér ivée en cer ta ins p o i n t s z0 de s', mais ce t te dér ivée 

n 'ex is te pas pour des po in t s inf iniment vo i s ins . 



même que ses dérivées premières sont continues dans a et sur s, si les fonc­

tions vérifient la même condition. 

3 . Les diverses singularités que nous avons énumérées sont offertes par 

les symboles élémentaires qui définissent une fonction de z. Envisageons, 

par exemple, l 'intégrale où et sont réels. Si à 

chaque valeur de t correspondent des poinls singuliers de f(t, z) ne formant 

pas de suites linéaires, la fonction F ainsi définie présentera en général des 

lignes singulières ; si à chaque valeur de t correspondent des lignes singu­

lières de f(t,z), la fonction F présentera des espaces singuliers. Il en 

serait de même si F était définie par l 'intégrale double 

f(z) ayant des points singuliers pour chaque valeur réelle de t et de ô. 

En particulier, ces intégrales peuvent définir une fonction F continue 

dans une aire S, dont la dérivée par rappor t à z existe dans une partie 

de cette aire et n'existe pas dans l 'autre. Ainsi l 'intégrale 

où représente une fonction uniforme de z ayant pour coupure 

le segment de droite y = t compris entre x = o et x ~ i définit une fonc­

tion de z holomorphe dans le plan, sauf pour les points x 4- iVL dont Yx et 

Y y sont positifs et plus petits que l'unité ; car, en ces points, T" est égale à 

une fonction de z -f- 2JTT(I — y). De plus, F est continue dans le plan, sauf 

pour les points des droites x = o, x = i dont l 'ordonnée est comprise entre 

o et i . 

Il est facile également de former des séries qui définissent dans une aire 

S une fonction uniforme de - , et qui présentent dans le plan des singu­

larités quelconques, notamment celle dont nous venons de parler. Soit en 

effet L ' ( x , y ) -+- iX(x,y) une fonction holomorphe de z, telle que, pour 

x = o, U = o. Développons en série de fonctions de Laplace, entre x = — -, 

x = - et y = o, y = TI, les fonctions V ( x , y~) et U, (x,y) : U , (x,y) étant 

égale à U pour x > o et à — U pour x < o. La série F = U1 + i V sera con­

tinue pour les valeurs de x et de y comprises, les premières entre — TÏ et 



+ ~, les secondes entre o et elle n 'admettra pas de dérivée par rapport 

à j pour les valeurs négatives de x. 

Si les termes d'une série sont des fonctions de z, la série n 'aura pas de 

sens en tout point qui sera singulier pour un de ses termes, et l'on peut faire 

eu sorte que ces points forment des ensembles quelconques. Si, dans une 

aire S, tous les termes sont holomorphes, la série peut représenter une fonc­

tion holomorphe dans une partie de S et diverger dans l 'autre. Mais d'autres 

singularités sont-elles possibles ? P o u r étudier cette question, nous aurons 

recours à quelques propriétés bien connues des séries, que nous rappelle­

rons tout d 'abord. 

4. Une série converge uniformément dans un intervalle si 

à tout nombre positif £ correspond un entier v tel que, n étant égal ou supé­

rieur à v, on ait 

pour toutes les valeurs de t égales à t0, tt, ou comprises entre t0 et t1 (la va­

riable t est réelle). Ceci revient à dire qu'on peut trouver v assez grand pour 

que, p étant quelconque, on ait dans le même intervalle 

Les raisonnements qui vont suivre reposent sur ces deux théorèmes : 

Lemme I. — Si tous les termes d'une série sont susceptibles d' intégra­

tion et si la série converge uniformément dans un intervalle, la fonction 

que représente la série est intégrable dans cet intervalle, et son intégrale 

est la somme des intégrales de tous les termes. 

Lemme II. — Si tous les termes d'une série f(t) admettent une dérivée 

susceptible d'intégration et si de plus la série de ces dérivées converge uni­

formément dans un intervalle, elle représente la dérivée de f(t) dans cet 

intervalle. 

Le lemme I peut s'étendre à une certaine classe de séries non uniformé­

ment convergentes. Soit une série f(l) = 2 ç „ ( f ) qui converge uniformé­

ment dans tout intervalle, compris entre t0 etll et ne renfermant pas certains 

points l', t", Nous convenons de dire alors, pour abréger, que la série 

converge uniformément entre t0 et sauf pour (es valeurs t', t", . . . . Les 

points l'', . . . peuvent former sur l'axe des t des suites ponctuelles. En 
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ces points, la série peut être divergente. Si le module maximum de S„(t) 

entre l0 et t, ne croît pas au delà de toute limite avec le lemme I s'ap­

plique encore à l'intervalle tutK. 

Pour le voir, il suffit de décomposer l'intervalle t0t, en deux parties s et 

s' (formées d'ailleurs d'intervalles séparés), s' renfermant toutes les valeurs 

t", . . . . Soit M la limite supérieure de | ( S„ t)\. On peut toujours prendre s' 

de telle sorte que J M dt soit inférieur à un nombre positif z aussi petit 

qu'on veut : cela fait, il existe un nombre n assez grand pour que, p étant 

un entier quelconque, on ait dans tout l'intervalle s 

Si donc on désigne par S' la somme des n premiers termes de la série 

le module de la différence (S„ — S'„) sera, pour la même valeur de n, in­

férieur à <T[<7 = E(Z -+- 2 ) ] , si / est la longueur du segment . La nouvelle 

série converge donc, et il apparaît aussitôt qu'elle représente l 'intégrale de 

f ( t ) . Il suffit, pour que le raisonnement s'applique, que (l)dt tende 

vers o uniformément avec s' (quel que soit n). 

Il convient d'ajouter qu 'une série 2 o „ ( t ) peut converger dans un inter­

valle t0/n sans converger uniformément dans aucun intervalle fini, si petit 

qu'il soit. Soit par exemple une fonction f ( t ) , à variation limitée entre — -

et + ~, et discontinue dans tout intervalle, ainsi que la suite de valeurs 

La série 

converge dans l'intervalle — T., - f - ~, et représente dans cet intervalle 

Comme ses termes sont fonctions continues de t, elle ne 

converge uniformément dans aucun intervalle (sinon, sa somme serait fonc­

tion continue de t dans cet intervalle). 



Ces remarques faites, considérons une série de la forme 

ou de la forme 

Une pareille série converge uniformément dans l'aire S quand, à tout 

nombre positif E, correspond un entier v tel que, n étant supérieur ou égal à 

v, on ait pour tout point z (ou x,y) de S et de son contour 

Si une série converge uniformément dans tout espace a intérieur à S et 

ne renfermant pas certains points z' ou certaines lignes /' de S, nous conve­

nons de dire que la série converge uniformément, sauf aux points z' ou sur 

les lignes l'. 

La série converge uniformément sur une ligne AB [x = g(t), 

g = h ( t ) ] , si la série 

converge uniformément entre t0 et t,(t0 et /, étant les valeurs de / qui cor­

respondent aux points A et B ) . 

5. Nous pouvons dès lors énoncer le théorème suivant : 

THÉORÈME I. — Soit une série 2 y „ ( z ) = F ( - ) et une aire S à contour 

quelconque : si les fonctions fn(z) sont holomorphes dans S et continues 

sur s, et si la série F ( j ) converge sur s uniformément : 1° la série V(z') 

converge uniformément clans toute aire S' intérieure à S et sans point 

commun avec s; 2° les séries formées par les dérivées successives des 

termes de F(z) convergent uniformément dans S' et représentent les dé­

rivées successives de F ( z ) dont l'existence est ainsi démontrée. 

Formons en effet la série 

et appelons M le module maximum de quand z varie sur le con­

tour s, et x dans l'aire S'. On peut, quel que soit s, trouver un entier v assez 

grand pour que, n étant supérieur à v, | M R „ ( i ) | soit inférieur à t quand j 



parcourt s. D'après le lemme I, la série 

est convergente, et de plus, pour les valeurs de n qu 'on vient de définir, le 

reste de cette série J\tfx) a un module inférieur à le ( / é t a n t la longueur 

de s), quelle que soit la position de x dans S' et sur son contour. D'autre 

part , 

La série 2 /"^(x ' ) converge donc uniformément dans S'. On déduit sans 

peine du lemme II qu'elle représente la dérivée pu'we de la fonction F ( , r ) , 

définie par la série convergente Hffx). 

Le théorème est encore vrai, si chacun des ternies fn ( z ) est discontinu 

sur s, en des points a„, din . . . , ne formant pas de suite linéaire, pourvu que 

\f,fz)\ ne croisse pas dans S et sur s, au delà de toute limite. Il suffit de 

répéter le raisonnement précédent, en remarquant que l'intégrale 

a un sens et représente encore ainsi qu'on le voit faci­

lement. 

Le théorème subsiste même si la série converge uniformément sur „, 

sauf en des points a , , a.2, . . . (ne formant pas de suite l inéaire), pourvu que 

le module maximum de S„ (~) sur -9 ne croisse pas au delà de toute limite 

avec n. Il suffit de raisonner comme précédemment, en .appliquant le 

lemme I généralisé. 

6. Théorème II. — Soit un espace S, admettant la représentation con­

forme sur un cercle, et une série 1,vn(x,y) : les fonctions vn(x,y), qui sa­

tisfont dans S à l 'équation \va = o, sont uniformes et régulières dans cet 

espace, et continues sur son contour s. Si la série 

converge uniformément sur s : 1° elle converge uniformément dans toute 

aire S' intérieure à S, cl sans point commun avec s ; 2 0 les séries formées 

par les dérivées partielles des termes de V ( x , y ) convergent uniformé­

ment dans S', et représentent les dérivées partielles de V ( x , y ) dont 



l'existence est ainsi démontrée. Ces dérivées satisfont à l'équation 

Supposons d 'abord que S soit un cercle C de rayon 1, ayant l'origine 

pour centre. On sait que 

est un point de la circonférence c de C. (x,y) un point de C ; 

Si M est le module maximum de quand parcourt c. 

et quand (x',y) varie dans S', on peut trouver un entier v assez grand pour 

(pie, n étant supérieur à v, M j R„(H, YJ) | soit inférieur à s, quel que soit (H, YJ) 

sur c. P a r suite, la série 

converge uniformément dans S' ; car, pour les mêmes valeurs de n, le reste 

R' n (xy) est dans cet espace inférieur à t. 

La série représente, d'après le lemme II , la fonction V 

définie par la série satisfait donc dans C à l'équation 

et est régulière dans ce cercle. 

En par tant de l'expression 

on voit que la série 

converge uniformément dans S', ainsi que ses dérivées. Ceci résulte encore 

de l 'intégration de la série Toutes les fonctions dont 

la partie réelle est sont de la forme 

Si la série 



converge pour un point (x0,y0) de S, comme la série ( a ) converge pour xoy0, 

la série 2 C « est nécessairement convergente, et par suite ([}) converge uni­

formément dans S'. Autrement dit, u„(x,y) désignant une quelconque des 

fonctions conjuguées de vn(x,y), la série 

converge uniformément dans S'. 

Soit donc une série "ï,fn(z) = Hvn(x, y) -+- iua(x, y), si la série 

~ï.vn(.i-,y) converge uniformément sur c, et si la série '-.u,l(x,y) con­

verge en un point (./:„,_)'„) intérieur à c , la série et les séries formées par 

les dérivées de ses termes convergent uniformément dans tout espace S' 

intérieur à c. 

Remarquons de plus que, si une série -.v/t(x,y) converge uniformément 

dans une aire <j, les séries formées par les dérivées de ses termes convergent 

uniformément dans toute aire T' intérieure à cr; il suffit, pour le voir, de dé­

composer <J' en parties cr,, cr.,, . . . qui puissent être enfermées dans des cer­

cles cn c21 . . . intérieurs à cr, et l'on raisonne sur ces cercles comme sur c. 

Revenons maintenant au cas où l'aire S est quelconque; d'après la re­

marque précédente, tout revient à démontrer que la série 2 r„ ( j ; , _v - ) con­

verge uniformément dans toute aire S ' intérieure à s. Soit 

une fonction qui représente d'une manière conforme l'aire S sur le cercle C. 

Inversement, z, = f,(z) = ot(x,y) - t - i'\>t(x,y). Les fonctions f et f, sont 

holomorphes, la première dans C, la seconde dans S. Posons x = o(x,,yt), 

y = ^(x^y,) : les fonctions v'^x^y^ sont régulières dans C et satisfont 

à l 'équation à.v'N = o. De plus, la série 1,v'll(xl,yt ) converge uniformément 

sur c ; elle converge donc uniformément dans toute aire S'( intérieure à c ; si 

l'on remplace x, par o,(x, y), y, par ^fx, y), le théorème est démontré . 

On généralise de la même manière la remarque relative à la série 

Le théorème II est encore exact si la série 1éVn(x,y) converge uniformé-

ment sur s, sauf en des points ne formant pas de suite linéaire, pourvu 

que le module maximum de S „ ( X , y) sur s ne croisse pas au delà de toute 

limite. 

Les théorèmes I et II ont été établis en supposant que S n'avait pas de 



points à l'infini : mais on ramène tous les cas à celui-là à l'aide de la transfor­

mation le point a étant extérieur à S. 

7. On peut donner du théorème II une démonstration qui s'applique au 

cas où l'aire S est à contour quelconque et au cas où les termes vn de la 

série dépendent de trois variables. 

Soit donc dans l'espace un volume quelconque S, n 'ayant pas de point 

à l'infini, et limité par une surface s à connexité quelconque. Si la série, 

V ( x , y , z) = 1,vn(x,y, z) (dont tous les termes sont des fonctions régu­

lières dans S, continues sur s, et satisfont à l'équation lva = O) converge 

sur s uniformément : 1° elle converge uniformément clans S ; 2° les sé­

ries ( a ) formées par les dérivées de ses termes convergent uniformément 

dans tout espace S' intérieur à S et sans point commun avec s. 

En premier lieu, si l'espace S est une sphère, on établit comme dans le 

plan, en par tant de la formule 

que les séries ( a ) convergent uniformément dans l'espace S'. Il en résulte 

que, si la série V converge dans S uniformément ( S étant quelconque), 

les séries ( a ) convergent dans S' uniformément. 

Tout revient donc à démontrer la première proposition. Considérons 

pour cela la somme 

Cette fonction ^ est régulière dans S, continue sur s, et satisfait à l 'équation 

Acp = o. Elle ne présente dans S ni maximum ni minimum, et, par suite, 

pour tout point (x,y,z) de S, la valeur de o est comprise entre la plus 

grande et la plus petite valeur de o sur .9, ou égale à l'une de ces deux va­

leurs. Si u. désigne le module maximum de cp sur s, le module de o dans S 

est au plus égal à [x. D'autre par t , on peut, par hypothèse, trouver un entier 

v assez grand pour que, quel que soit p, \ o(x,y, z) J soit sur s inférieur à 

un nombre positif donné £, autrement dit pour que a soit inférieur à z. Pour 

tout point de S et de s, l 'expression a donc, quel que soit p, 

un module inférieur à z : la série V converge dans S uniformément. 



Remarque. — Si S comprend le point ce, s ayant tous ses points à dis­

tance finie, chaque fonction v,n holomorphe dans S, est holomorphe pour 

le point co : t ' , t(oo) = aa. Quand la série 2 a „ est convergente, le théorème II 

s'applique encore à l'espace S. Il suffit de prouver que la série 

converge dans S uniformément : pour le voir, on pose 

(l 'origine est supposée extérieure à S ) : la série a tous ses 

termes réguliers dans S', continus sur s', et converge uniformément sur s', 

par suite dans S' : on en conclut qu'il en est de même dans S de la série 

(x,y, z). 

Si la surface s a des points à l'infini et si les fonctions cn régulières dans 

S, sont régulières aussi au point 3 c [ t - - „ ( a c ) = «„] , on voit, en employant la 

même transformation, que la série 2P„ converge dans S uniformément, 

quand la série ^ru„(x,y, z) converge uniformément sur la série—a„ 

étant de plus convergente 

8. La série +.vn(x,y, z) convergeant dans S uniformément, la fonction 

V (.£, y, z) est continue dans S et sur s : quand (x,y, z) tend vers le point 

(H, r^Z) de .s', V(x,y, z) tend vers la valeur V(E, rn Z) = - ^ ( ç , rn Z). 

Gomme la remarque s'applique au cas de deux variables, on en déduit que, si 

la série -.f(z) converge sur s uniformément, elle converge uniformément 

dans S, et, par suite, quand z tend vers un point Z de s, ^,fn(z) tend vers 

la valeur 2/"„(£), ce qui ne résultait pas de la première démonstration. 

Quand la série 2 v„(x, y, z) ne converge pas uniformément sur s, le théo­

rème n'est plus démontré. Toutefois, en s 'appuyant sur la formule 

on peut l 'étendre à certains cas où les séries convergent unifor­

mément sur s, sauf sur des lignes de s. 



10. Les théorèmes qui précèdent nous seront utiles dans la suite. Ils s'é­

tendent facilement aux séries dont les termes sont des fonctions holomor-

phes dans un certain domaine de plusieurs variables complexes, z, u, p, — 

Leur application à la série de Taylor , dans le cas d'une ou de plusieurs va­

riables, est immédiate et évidente. Une autre conséquence très simple est 

relative aux produits de la forme ï\fH(z). Si les fonctions J^/n(z) sont ho-

lomorphes clans une aire S et continues sur son contour s, et si le produit 

converge uniformément sur s, il converge uniformément dans S, et repré­

sente une fonction holomorphe de z dans cet espace. Si le produit des mo­

dules Rn, des f„(z) converge uniformément sur le théorème est encore 

vrai à condition de remplacer dans l 'énoncé S par un espace quelconque S' 

intérieur à S. 

Revenons à la question qui nous a conduit à cette étude. Quand une série 

d e l à forme \fn(z) converge uniformément dans une aire S où les f„(z) 

sont holomorphes, elle représente dans S une fonction holomorphe de z. Il 

est impossible qu'une telle série converge uniformément dans une aire S, 

sauf en des points isolés, si ces points ne sont pas des points singuliers des 

/ „ ( - ) . Supposons qu'elle converge uniformément dans une aire S, sauf aux 

points singuliers des fn(z), et sur une certaine ligne L : si cette ligne n'est 

pas singulière pour une ou plusieurs fonctions /"„(•*), elle rencontre le con­

tour s de S, à moins que les fonctions fn n 'aient des points singuliers situés 

sur L ou tendant vers L, quand n croit indéfiniment. Autrement , en retran­

chant plusieurs termes de la série, on obtiendrait une série dont tous les 

termes seraient holomorphes à l 'intérieur d'un contour fermé s' entourant 

L, et cette série, convergeant uniformément sur s', convergerait uniformé­

ment à l ' intérieur. Ceci suppose les fn(z) uniformes dans S, sinon L peut 

être encore une ligne fermée entourant les points critiques d'une infinité de 

fonctions / „ . 

Enfin, admettons qu'une série de fonctions analytiques "E/U(z) conver­

gente dans une aire S où les f„(z) sont holomorphes ne représente en au­

cune portion de cette aire une fonction analytique : cette série ne saurait 

converger uniformément dans aucune partie de S, ni sur aucun contour 

fermé de s' si petit qu'il soit. D é p l u s , il existe une portion de «'pour laquelle 

la série ne converge uniformément dans aucun intervalle, ou bien le module 

maximum de S „ ( - ) s u r s ' croît avec n au delà de toute limite. En dernier 

lieu, si fn(z) = vn(x,y) -+- ia„(x,y), les deux séries 2)P„ et 2 « „ doivent 

présenter respectivement les mêmes singularités. Ces conditions étant sup-
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posées remplies, on ne saurait d'ailleurs en conclure que la série ne 
représente pas dans S une fonction analytique. 

11 . Pour terminer, nous déduirons des théorèmes I et II une consé­

quence relative au point à l'infini des fonctions holomorphes. 

Soit une fonction f(z) holomorphe pour tout point du plan situé à dis-

lance finie dans l'intervalle A O B compris entre deux droites O A , O B . Si 

| f ( z ) ] ne croit pas au delà de toute limite quand J s'éloigne à l'infini 

entre deux droites quelconques O A , , O B , comprises dans l'angle A O B . 

f ' ( z ) et, peu- suite, toutes les dérivées successives tendent vers zéro. 

Soit S, l'espace A, 013 , . Considérons la série les quantités an 

sont réelles et positives et la série converge La série 

converge dans S, uniformément; car, si M désigne le module maximum de 

, / ' ( - ) dans S, et sur O A , , O B , , la série est convergente. Il en résulte 

que la série converge uniformément clans toutcaire S'inlérieure à S, , 

par exemple dans l'aire S' comprise entre deux droites OA' , OB' , et deux cer­

cles de centre O et de rayon p et p' (p' est plus grand que p ) . On peut trouver 

un entier v assez grand pour que, n étant égal ou supérieur à v, \ f'(a„z ) \ 

soit inférieur à z, quel que soit z dans S'. Si l'on prend p et p' de telle ma­

nière que, pour les mêmes valeurs de n, an+1 p soit au plus égal à a„p', on 

voit aussitôt que l'affixe de tout point 'Ç compris entre OA' , OB ' et extérieur 

au cercle de centre O et de rayon a v p ' est égal à anz, z étant un point de S' et 

a étant au moins égal à v : par suite, If'ÇC) | est inférieur à e, que lque soit 'C. 

Il suffit de faire, par exemple, an = ir et p' = !\ p. La fonction f'(z') tend donc 

uniformément vers o, quand z s'éloigne à l'infini entre OA' cl OB ' ( O A ' et 

OB ' étant deux droites quelconques comprises dans l'angle A O B ) . 

Si le module de la fonction ne croit pas au delà de toute limite 

quand z s'éloigne à l'infini OA, et O B , , on voit de même, en considérant 

la série que et les dérivées suivantes tendent vers o. 

Le théorème est encore vrai si la partie réelle (ou imaginaire) v(.c,y ) de 

est telle epic ne croisse pas indéfiniment quand z s'éloigne à 

l'infini entre OA, et O B , . 

Il peut arriver évidemment que ne croisse pas indéfiniment dans 



une direction OA, sans que f'{z) tende vers O dans cette direction. Mais, 

dans ce cas, \f(z) | croit au delà de toute limite pour des directions infini­

ment voisines. La fonction s in ( s ) est un exemple de ce fait. 

C H A P I T R E II 

1. Soit F ( z ) une fonction de z définie dans une aire S de contour s, où 

elle est uniforme : AB étant un fragment de -9, la fonction F(z) est dite coa­

tinuable au delà de AB s'il existe une fonction f(z) définie de part et 

d'autre de AB, coïncidant avec F ( z ) dans une portion finie de S attenante 

à AB, et holomorphe pour tous les points Z de AB, sauf pour-des points 

ne formant pas sur AB de suite linéaire : autrement dit, pour chaque point 

Z de AB (à l'exception peut-être des points a d'un ensemble ponctuel ), il existe 

une f o n c t i o n / ( s ) représentée par une série de Taylor f(z) = — «„( - — 'C)", 

et qui coïncide avec ¥(z) dans une portion de S. Il est clair que, pour 

chaque point il ne saurait exister qu 'une seule série f(z) : c'est ce qu'on 

exprime en disant qu 'une fonction continuable n'est continuable que d'une 

seule manière. La coupure AB est dite alors coupure artificielle de la fonc­

tion F ( z ) : c'est une coupure essentielle, si la fonction F ( z ) n'est pas conti­

nuable au delà de AB. 

Une condition nécessaire (mais évidemment insuffisante) pour que la 

coupure AB soit artificielle est que F ( z ) tende vers une valeur F , (Z) quand 

le point z de S tend vers un point Z de AB (à l'exception peut-être des points 

Z d'un ensemble ponctuel) . Pour trouver la condition suffisante, nous nous 

nous appuierons sur quelques lemmes très simples, qui ressortent de la 

théorie de la continuité et que nous énoncerons tout d 'abord. 

2. Lemme I. — Soit une fonction quelconque f des deux variables réelles 

,r, y, uniforme et continue dans l'aire S. Si à tout point M de AB corres­

pond un chemin MN variant avec M d'une manière continue, et tel que, le 

point (-r,y) de S tendant vers M sur MN, f ( x , y) tende uniformément le 

long de AB vers la v a l e u r / , (.s) (s désignant l'arc A M ) : 1 ° / , ( s ) est une 

fonction continue de s; 2° f(x,y) tend vers f1, (s) quand (x, y) tend vers 

M d'une façon quelconque. 



Si petit que soit le nombre positif e, il existe une longueur A telle qu'en 

prenant sur chaque chemin MN la longueur MP = X, pour tout point (x,y) 

de M P , \f(x,y)— f<(s)\ soit inférieur à z. Quand M parcourt AB, P décrit 

une ligne continue cr. Désignons par S, Y; les coordonnées de P , par M' un 

point de AB voisin de M et correspondant à l'are s + h : 

La fonction f (H, YJ) étant continue, et le point (ç , yj) variant avec M d'une 

manière continue, on peut trouver sur AB deux points M1, M2 de par t et 

d'autre de M, tels que, M' variant entre M, et M 2 , \f(%, v)') — ,/*(», 't])\ soit 

inférieur à z. Il existe donc un nombre A", tel que, \ h | étant compris entre 

+ k et — k, on ait 

ce qui montre que f, ( s ) est continue. D'autre par t , soit (x,y) un point in­

térieur au quadrilatère curviligne M 1 P 1 M 2 P 2 , formé par AB, 7, M 1 , P 1 , 

M 2 , P 2 ; ce point est situé sur la ligne M ' P ' , et 

par suite, on a 

On peut donc décrire du point M comme centre un cercle C de rayon assez 

petit pour que, (x,y) étant un point de S intérieur à C, cette condition soit 

réalisée. Il en résulte que f(x,y) tend vers f,(s) quand (x,y) tend vers M 

d'une façon quelconque. 

Lemme II. — Inversement, si f(x,y) tend vers f,(s), le point (x,y) 

de S tendant vers M sur un chemin quelconque, f,(s) est fonction con­

tinue de s, et f(x,y) tend uniformément vers f, (s) le long de AB. 

En effet, à chaque point M ( y compris les points A et B) correspond un 

cercle G de centre M et de rayon r , tel qu'on ait, pour tout point (x, y) de S 

intérieur à C, 

|Aut rement , il existerait, comme on le voit sans peine, des chemins MN 

tels que }f(x,y) —f,(s) J fût supérieur à £ pour des points (x,y) de MN 

aussi voisins de M que l'on voudrait , ce qui est contraire à l 'hypothèse.] 



Soient donc M1 et M 2 les extrémités des deux arcs M M 1 , M M 2 , dont la lon­

gueur est r ; M' étant compris entre M, et M 2 , faisons tendre vers M' le point 

(x,y) de C ; f(x,y) tend vers f1(s-hh) et, d 'autre par t , si l'on pose 

f(x, y) — / , ( s ) = vj, on a constamment |YJ|<E; par suite, lim | YJ | ou 

\f, (s -f- h) — / , (s) | est au plus égal à e. La fonction f1, (s) est donc continue. 

De plus, M', et M'2 désignant les milieux des arcs M 1 M , M 2 M , à tout 

point M' de l 'arc M, M', correspond un cercle C' de centre M' et de rayon au 

moins égal à '-, tel que, (x, y) étant un point de S intérieur à C, 

soit au plus égal à 21. En raisonnant sur M'1 et M'2 comme sur M, et ainsi de 

suite, on atteindra les extrémités A, B de l 'arc AB, à moins que le rayon r 

des cercles C ne tende vers o, quand leur centre M tend vers un cer­

tain point L ; mais ceci est impossible, car à ce point L correspond un 

cercle C , , de rayon r n tel que, (x,y) variant à l ' intérieur de C 1 , 

;f(x,y) — f,(s) \ ne soit pas supérieur à >̂ et, par suite, aux points M voi­

sins de L correspondent des cercles C de rayon au moins égal à En défi­

nitive, on peut trouver une certaine longueur p, telle que, (x,y) étant un 

point de S intérieur à un cercle G de centre M et de rayon r , on ait, quel 

que soit M sur AB, 

ce qui prouve que f(x, y) tend uniformément vers f, (.s) le long de A B . 

On dit, dans ce cas, que la fonction f(x,y)prend sur AB les valeurs 

./', ( s ) '• i a fonction est continue dans S et sur s. 

On peut compléter ces remarques par les suivantes : soit une fonction 

f(x,y) définie de par t et d 'autre de AB dans des aires S et S' où elle est 

uniforme et continue ; si à chaque point M de AB correspond un chemin 

NMN, variant avec M d'une manière continue, et tel que, les points (x,y) 

et (x{,yt) de S et de S' tendant vers M sur .\"MX,, f(x,y)—/\(x{,y,) 

tende uniformément le long de AB vers la valeur cp(s): i°çp(.ç) est une 

fonction continue de s ; 2° la fonction f(x,y) définie dans S prendsur AB 

une suite continue de valeurs /, (s), et la fonction f, (xny, ) définie dans 

S 'prend sur AB les valeurs f, (s) + o(s). 

On par t encore de ce fait qu'il existe une longueur l telle, qu'en prenant 

sur MNM, les arcs MP et MP , de longueur l, on ait, si (x, y) est un point de 



MP, x,yt un point de M P , , \f(x,y) - / ( « „ / , ) — <p(s) J <C J> quel que 

soil le point M sur A B . Le raisonnement s'achève comme précédemment. 

De même, si la différence f(x, y) — f(xK,y,) tend vers 0 ( 5 ) quand le 

point (x,y) de S et le point (x^y,) de S' tendent vers M d'une manière 

quelconque, la fonction <p(-s) est continue, et les fonctions f(x,y) et 

/ ( . £ , , J K , ) prennent sur AB une suite continue de valeurs. 

De ce qui précède, il résulte qu'il est impossible que f(x,y) prenne sur 

AB une suite discontinue de valeurs. Il arrive qu'à chaque point M de AB 

correspond un chemin MN, tel que f(x,y) tende sur ce chemin vers f, (.s), 

/ ( ' • s ) étant discontinue; mais sur des chemins infiniment voisins de MN, la 

valeur de f ( x , y ) ne tend vers aucune limite ou tend vers une limite diffé­

rente de / , (.9). On le voit directement, en remarquant qu'il existe des points 

M' aussi voisins de M que l'on veut sur A B , pour lesquels | / , ( . 9 - f - / < ) — / ( * ) 

est supérieur à un certain nombre a. Si l'on prend sur MN, M'N' deux 

points (x,y), (x',y') très voisins de M et de M', JÇ£,y') et f(x',y') diffè­

rent très peu d e / , ( . s ) e t / , (s -+- h), et sur un chemin quelconque joignant ces 

deux points, / prend toutes les valeurs intermédiaires entre f(x,y) et 

f{x',y') : pour des points (x, y~) aussi voisins de M que Ton veut, 

I/( x,y ) — / , (s) \ est donc supérieur à une certaine valeur. 

La même singularité peut se présenter, f ( 9 ) étant continue. Supposons 

par exemple que la courbe ,9 soit formée d'un segment de Ox et d'un demi-

cercle ayant l'origine pour centre. La fonction continue dans S, tend sur 

la normale en M à .9 vers une valeur fonction continue de 

l'arc 9. En particulier, quand z tend vers l'origine sur l'axe des tend 

ve r so ; niais, pour d'autres directions OM, croit au delà de toute li­
mite ( 1 ) . 

Il importe aussi de faire la remarque suivante : soit F ( s ) une fonction de 

('1 ) S o i t e n c o r e un cerc le C de c e n t r e O e t de rayon R. La fonct ion 

1(% d é s i g n a n t un point de la c i rconférence C ) est h o l o m o r p h e dans C, et quand z t end vers 

un point t de C sur un rayon O M , / ( i ) t end vers la va leur j\(X ) = <?i( s) ~ ityi(s), f o n c ­

t ion c o n t i n u e de l'arc i de C. Mais )f(z)\ cro i t au delà de toute l imite quand z tend v e r s a 

sur cer ta ines d i rec t ions . 11 e x i s t e une fonct ion \ \ r , y ) et une seu le , sat is fa isant à l ' équa­

tion A Y = o, régu l i ère dans C, e t prenant sur s les valeurs Y t ( s ) ( V1 é tant fonct ion con-



z holomorphe dans S, et continue sur s, si l'on trace dans S un chemin ANB 

quelconque, 

Tout d 'abord, si A N ' B est un second chemin tracé dans S, on voit aus­

sitôt que 

Par chaque point M de AB menons une parallèle à Ox et prenons sur celle 

parallèle une longueur M P = l, telle que, z, désignant l'affixe de M, z l'af-

fixe de P , on ait, quel que soit M sur A B , 

Par suite, comme dz, = dz, 

étant inférieur à £.?,, si .s, est la longueur de l'arc AB. D'autre part . 

t inue de s). Cet te fonct ion est d o n n é e par l ' in tégra le c o n n u e 

[ E n s 'appuyant sur ce que V 1 ( s ) est u n i f o r m é m e n t c o n t i n u e sur C, on d é m o n t r e , en effet, 

que V( x,y ) tend uniformément vers V 1 ( s ) le l o n g de C ] C e t t e fonct ion V p e u t se déduire 

é g a l e m e n t du d é v e l o p p e m e n t de en série de Four ier , c o m m e on le voi t sans peine en 

remarquant que c e t t e sér ie c o n v e r g e u n i f o r m é m e n t . P r e n o n s en part icu l ier Yi< s i = 2 , 1 .s- 1 : 

la fonct ion V( x, y) - - o( x, y ) es t régu l i ère dans C et tend vers o quand i J , T ] tend ver* C 

sur un rayon OM ; mais e l le n'est pas i d e n t i q u e m e n t n u l l e . Le point x cons idéré plus liant 

étant q u e l c o n q u e , on vo i t qu'il e x i s t e une infinité de fonc t ions Y régu l i ères dans C et t e n ­

dant vers zéro quand le p o i n t (x,y) t end vers C sur la n o r m a l e . Il e x i s t e en c o n s é q u e n c e 

une infinité de f o n c t i o n s V ( x , y ) sat is fa isant à l ' équat ion AY = o, r égu l i ère s dans une aire 

S de c o n t o u r s, et t e n d a n t vers la su i te c o n t i n u e de va leurs V1(s) quand x, y t end vo i s s 

sur la normale à ce t te c o u r b e . Si est d i s c o n t i n u e en cer ta ins po int s a, b, c. . . . de C. 

il e x i s t e e n c o r e une infinité de fonc t ions t e n d a n t vers V 1 ( s ) sur c h a q u e normale à C 

(sauf pour les po ints a, b, . . .) : pour ces po in t s , la fonct ion V ( x , y > qu'on dédui t de la 

série de F o u r i e r tend sur la n o r m a l e à C vers mais ce n'est pas la 

seule. 



sont inférieurs respectivement à M1l et M 2 l , M, et M 2 étant les modules 

maxima de F(z) sur AP1 et sur B P 2 . Il en résulte qu'on peut prendre la 

longueur l assez petite pour que l'on ait 

étant un nombre positif aussi petit qu'on veut ; mais 

Cette dernière intégrale est donc égale à 

On en conclut immédiatement que, s is ' désigne le contour formé par AB 

et une ligne ANB de S, x étant un point intérieur à ce contour, 

Cette égalité est encore vraie quand F ( z ) est continue sur AB, sauf en-

certains points a, b, c, . . . ne formant pas un ensemble linéaire, pourvu 

que, si l'on trace dans S une ligne a (formée de plusieurs part ies) et sépa­

rant les points a, b, c, ... du reste de S, tende vers o avec la 

longueur totale de a. Cette condition est toujours remplie quand | F ( ^ ) | ne 

croît pas dans le voisinage de AB au delà de toute limite. Au cas contraire, 

l 'intégrale peut avoir un sens et ne pas représenter F(x). Pa r 

exemple, supposons que s' soit formé d'un segment de Ox et d'un demi-

cercle ayant son centre à l 'origine, n'a pas pour valeur 

Lemme III. — Si une fonction f(x,y) uniforme dans S admet des déri­

vées partielles continues dans cet espace et prenant sur AB les valeurs 

fx(s),f.(s), la fonction (l désignant une direction quelconque)prend 

aussi sur AB une suite continue de valeurs f(s), et la valeur du rapport 

tend vers f(s) quand le point (x, y) de S tend vers M sur 

une parallèle MN à f. 



Soit a l'angle que fait avec Ox la direction l : 

donc prend sur AB la suite continue de valeurs 

D'autre part , (x,y), (x„,y0) étant deux points de S, 

L'intégrale qui figure dans ce second membre est prise le long d'un chemin 

quelconque de S joignant les points (x0,yn) et (x,y). Si l'on fait tendre 

(x,y) vers le point M (£, r ( ) de AB, on voit aussitôt que l'intégrale tend 

vers une valeur indépendante du chemin d ' intégrat ion; la fonction f(x,y) 

est donc continue sur la ligne AB, f, (s) est sa valeur au point M. ( Considé­

rons un second point M' de AB 

l'intégrale étant prise le long d'une ligne quelconque de S joignant (E', r/ ) 

et (H, Yp. On démontre , comme pour l 'intégrale / F ( dz: que 

Ceci posé, soit un point P ou (x,y) de S, situé sur une parallèle M P à 

/, et désignons par A/ la longueur M P précédée du signe + o u — , suivant 

que les deux directions l et MP sont de même sens ou de sens contraire, 

(l ' intégrale étant prise le long de M P ) ; par suite 

E et E' tendant vers o avec A/. On a donc 

P . 4 



De plus, étant un second point de AB, 

On en conclut que f, (s) admet une dérivée f\ ( s ) , égale à 

désignant l'angle avec Ox de la tangente en M à l'arc AB menée dans le 

sens des arcs croissants) . 

Le raisonnement s'étend au cas où les axes Ox et Oy ne sont pas rectan­

gulaires. 

En particulier, si u = /(z) est une fonction holomorphe dans S et si sa 

dérivée f (z) tend vers f'(V) quand z tend vers un point '( de A B , 

de plus, tend vers quand tend 

vers 'C sur AB. On voit que la courbe A ' B ' , que décrit le point u quand z 

décrit A B , a une tangente en chaque point, et qu'à toute courbe MN, dé­

crite par z dans S et coupant AB sous un certain angle, correspond dans le 

plan des u une courbe M'N' coupant A ' B ' sous le même angle. 

Une fonction /(x, y) peut prendre sur AB les valeurs fK(s),ft (s) admet­

tant une dérivée (s), sans que les dérivées continues dans S, ten­

dent vers une limite le long de A B . Il est facile de former des exemples de 

cette singularité qui se présente nécessairement si f\ (s) est discontinue, 

et étant continues le long de A B . Mais nous démontrerons dans la 

suite que, si une fonction f (z) holomorphe dans S prend sur AB les valeurs 

f1(s), f 1 ( s ) admettant une dérivée continue f1(s), la dérivée f'(z) prend 

nécessairement sur AB les valeurs ceci suppose toute­

fois que, le long de A B , les dérivées existent et soient continues 

Une dernière conséquence est relative aux fonctions V ( x , y ) régulières 

dans S et satisfaisant à l 'équation Si les dérivées prennent 

sur le contour s une suite continue de valeurs, il en est de même de V( . r , y) ; 

de plus, on peut prendre sur chaque normale MN à s une longueur MP = / 

assez petite pour que, les points (x,y) oA(xny,) étant compris entre M et P , 



soit inférieur à £ (n désigne la direction M N ) . Il 

en résulte aussitôt que 

est un point de S, (x0,y0) un point 

Cette égalité subsiste si sont discontinues en certains points de 

s, ne formant pas un ensemble linéaire, pourvu que les modules de 

ne croissent pas dans S au delà de toute limite. Pour qu'elle soit exacte, il 

suffit encore que V soit continue sur s, et qu'à tout nombre £ corresponde une 

longueur l, telle qu'en prenant sur chaque normale MN à s la longueur 

MP = /, on ait, pour deux points quelconques (x,y), (x,,y, ) de M P , 

Les lemmes ( I ) , ( I I ) et ( I I I ) s'étendent évidemment, ainsi cjue les remar­

ques qui s'y rat tachent , aux fonctions f(x,y, z) de trois variables réelles, et 

en particulier aux fonctions X(x,y, z) qui satisfont à l 'équation 

Nous pouvons dès lors énoncer le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Soit une fonction f (z) holomorphe dans l'aire S de con­

tour s, et prenant sur l'arc AB de s les valeurs f, (s). S'il existe une fonc­

tion o(z), holomorphe dans un espace S' extérieur à S et attenant à 

AB, qui prenne sur AB les valeurs f, (s), la fonction F(z) égale àf(z) 

dans S, à o(z) dans S', est holomorphe dans l'aire totale -.formée par 

les deux aires S et S'. 

En effet, traçons dans S et S' les chemins ANB, A N ' B . Si x désigne un 

point intérieur au contour ABNA, x' un point intérieur au contour A B N ' A , 

on a (le sens AB étant le sens direct du premier contour) 



Par suite, 

(a-représentant le contour A N ' B N A ) . La fonction F(x) est donc holo­

morphe dans 

On peut remarquer que le théorème subsiste, si a tout le nombre i cor­

respondent des longueurs l et l' et pour chaque point M de AB un chemin 

N ' M N variant avec M d'une manière continue et tel qu'en prenant sur 

N'MN, de par t et d 'autre de M, les longueurs MP l, MP'=l, on ait, 

quel que soit M, ,/(:•) — z(z') ,5 s, Z et z' étant les affixes des points P et 

P ' . (Cette condition est remplie par exemple si, z et z' étant deux points si­

tués sur la normale en M à AB à la même distance d de M, on peut prendre la 

longueur d assez petite pour (pie '/(z) — cp( V ) ! soit inférieur à sic long de AB. 

D'après le théorème qui précède, on voit qu'une fonction F( z) uniforme 

et continue dans une aire S est holomorphe dans S ou y présente des 

espaces lacunaires ; car, si elle est holomorphe en chaque point de S, sauf 

peut-ètre sur certaines lignes, elle est aussi holomorphe en chaque point de 

ces lignes. 

Ce théorème permet également d'énoncer la proposition suivante : 

Pour qu'une fonction f(z) définie du côté C de AB et holomorphe 

dans le voisinage de AB soit continuable au delà de cette ligne, il faut 

et il suffit qu'il existe une fonction de z, o(z) définie du côté opposé C 

de AB, uniforme dans le voisinage de AB et prenant la même valeur 

que f(z) en chaque point de cette ligne {î\ l'exception peut-être des points 

d'un ensemble ponctuel) . 

En particulier, si une fonction f(z ) holomorphe dans l'aire S de contour 

s prend sur une portion quelconque AB de s une valeur constante, elle est 

une constante dans S. Pa r suite, si deux fonctions f( z) et f, ( r ), holomor-

phes dans S, prennent sur la coupure AB les mêmes valeurs, elles coïncident 

dans S ; car la d i f f é r e n c e / z) - f\ { z), nulle sur AB, est nulle dans S. 

Les raisonnements qui précèdent supposent que la courbe AB admet en 

chaque point M (sauf aux points d'un ensemble ponctuel) une tangente 



variant avec M d'une manière continue. On peut donner de la dernière 

proposition une démonstration qui s'applique à une courbe continue quel­

conque. 

Il suffit de prouver que, si la fonction f ( z ) holomorphe dans S s'annule 

le long de AB, elle est nulle dans S. Soit z0 et z{ deux points de AB ; po­

sons Y = (z — ; 0 ) ( c o s a - f - t s i n a ) ; à la ligne AB et à l'aire S correspon­

dent une ligne A ' B ' et une aire S' qu'on obtient en faisant tourner AB et S 

de l'angle a autour du point ; 0 . Posons de même Y = (Y — ̂ ,)(cos[3 /sin{3); 

à AB et à S correspondent A"B" et S". En prenant les points zu, r , assez 

voisins, on peut choisir les angles a et fi de telle sorte que les aires S, S', S" 

aient une partie commune 2 limitée par des fragments de AB, A 'B ' , A ' B ' . 

Considérons le produit f(z)f(z')f(z"). C'est une fonction de z holo­

morphe dans —, c a r / ( Y ) est holomorphe dans S, f ( Y ) dans S', / ( Y " ) dans S". 

De plus, ce produit P -+- iQ s'annule sur le contour <r de 2 . Les deux fonc­

tions P , Q, régulières dans —, satisfont dans cette aire aux équations 

AP = o, AQ = o et s 'annulent sur <j\ elles sont donc identiquement nulles. 

Il en résulte qu 'un au moins des trois facteurs et, par suite, les trois facteurs 

du produit , sont nuls dans—. La fonction / ( Y ) est nulle dans l'aire S. 

Ajoutons encore que, si la fonction / ( Y ) est continue le long de AB el 

s'annule en des points formant un ensemble linéaire ayant AB pour limite, 

f(z) s'annule le long de A B ; autrement , elle prendrai t pour des points in­

finiment voisins des valeurs discontinues; elle est donc identiquement nulle 

dans S. 

Nous allons appliquer immédiatement les remarques précédentes à l 'é­

lude de quelques propriétés des fonctions définies par une relation implicite 

ou une équation différentielle. 

4. Théorèmes sur les fonctions implicites. — Soit f(z, u) une fonction 

uniforme de deux variables z et u, holomorphe quel que soit u (sauf pour 

Mac) quand z varie dans une aire simple S. Si l 'équation en u,f(za, u) == o, 

( Y 0 étant un point de S ), a une infinité de racines, les points z pour les­

quels l'équation n'a qu'un nombre donné, n, de racines forment au 

plus dans 2 une suite ponctuelle, — étant un espace quelconque intérieur 

à S, sans points communs avec son contour s. 

Supposons que la fonction / ( Y , u) s'annule pour z —- z0, u — u„. Quand 

n'est pas nul, l 'équation / ( Y , u) = o définit une fonction de u 

égale à u„ pour z = zu, et homolorphe dans le voisinage de z = zv. Quand 



une dérivée ne s'annule pas pour [autrement , 

est nulle identiquement, et contient en facteur une puis­

sance de qu'on peut suppr imer] . La relation f = o définit alors 

une fonction égale a u0 au point za et admet tant ce point comme point cri­

tique algébrique : u est dans tous les cas développable suivant les puissances 

de à l ' intérieur d'un certain cercle C. Ces propriétés rappelées, 

traçons dans S un chemin quelconque L de longueur finie joignant les 

points z„, z. Prenons sur L un point z intérieur à C. La fonction u est 

égale à u en z (si z0 est un point critique de «, on choisit arbitrairement 

une des p -+- i valeurs de u). En raisonnant sur z' comme sur z0, et ainsi de 

suite, on arrive à un cercle comprenant z à son intérieur, à moins que le 

chemin z0z ne rencontre un point singulier de u. Soit '( ce point , je dis que, 

quand z tend vers'Ç, u tend vers l'infini. En effet, u ne peut tendre vers 

une valeur finie V ; c a r i e couple ('(, v) serait analogue au couple (z0, u()). 

Supposons que u soit indéterminé; il existe alors un nombre R tel que 

j u(z) | soit inférieur à R pour des points z de L compris entre z et 'C, si 

voisin que z' soit de Ç, et un nombre p tel que pour des points z et z n com­

pris entre z' et on ait \u(z) — M ( r , ) | > p . A l ' intérieur du cercle C, 

décrit dans le plan des u de l'origine comme centre avec R comme rayon, 

l 'équation f('(, u) = o a un nombre fini de racines u.2, ..., «„, qui va­

rient avec 'C d'une manière continue. ( Q u a n d un de ces points est sur C , , on 

donne à R une valeur un peu plus grande.) Traçons dans le plan des z un 

cercle y de centre '( et de rayon assez petit pour que u,, u2, ..., u,, quand 3 

varie dans y, restent compris dans des cercles c,, c.,, . . . , c v de rayon infé­

rieur à >̂ sans points communs et intérieurs au cercle C , . Soit enfin A le 

module minimum de / * ( " , u) quand z varie dans y, et u dans l'espace T in­

térieur à C, et extérieur aux cercles c. On peut toujours, ainsi qu'il sera dé­

montré dans un instant, prendre y assez peti t pour que A ne soit pas nul, 

c'est-à-dire pour que f(z, u) = o n'ait pas dans C d'autres racines cpie les 

v valeurs ut, ..., u,r Quand z tend vers 'Ç, u qui varie avec z d'une manière 

continue n'est ni constamment extérieur à C , , ni constamment intérieur 

à un cercle c, sinon ! u(z) — u ( z , ) ] serait constamment inférieur à p. On 

voit donc que, pour des valeurs z' de z intérieures à y, u prend des va­

leurs u' intérieures à T . Mais \/(z', u') \ est au moins égal à A, et, par hy­

pothèse, / ( ' - ' , u') = o. La fonction u(z) ne peut être indéterminée, et par 

suite tend vers l'infini quand z tend vers 



Ce point établi, nous ferons encore les deux remarques suivantes, néces­

saires à la démonstration : 1° quand z0 varie dans une aire 2 intérieure 

à S, l 'équation f (z0, u) = o n'admet qu'un nombre fini q de racines 

dont le module soit inférieur à un nombre donné M. En effet, pour chaque 

point z„ de 2 , l 'équation n 'admet qu 'un nombre q0 de racines répondant à 

la condition (en tenant compte des degrés de multiplicité). Il suffit de 

prendre pour valeur de q le plus grand des nombres q01 quand - z^ varie 

dans 2 . Ce maximum existe, autrement qlt croîtrait indéfiniment quand z,t 

tendrait vers un certain point En ce point 'Ç, l 'équation n 'admet qu'un 

nombre fini p de racines (égales ou distinctes), de module égal ou inférieur 

à M; ces racines (P ( , P2, ..., p p ) sont développables dans un certain cercle, 

de centre '( et de rayon r, suivant les puissances de (z — C) ou de (z — £)* 

(A* étant un certain ent ier) , et ces développements représentent toutes les 

racines de l 'équation f=o qui tendent vers une des valeurs p , , P2, . . . , \-P 

quand z0 tend vers Mais pour des points z0 infiniment voisins de C, l'é­

quation devrait être satisfaite par des racines u0 de module inférieur à M et 

distinctes des précédentes, par suite ne tendant vers aucune des valeurs 

p , , ..., vp, quand z0 tend vers '(• Autrement dit, pour des points ^ 0 aussi 

rapprochés de £ qu'on voudrait , l 'équation admettrai t des racines uu telles 

que les modules des différences u0 — p , , « „ — p 2 , . . . , « „ — p p fussent supé­

rieurs à un certain nombre Or , soit A le module minimum de f('Ç, u) 

quand u décrit l'espace T intérieur au cercle C, ayant M pour rayon et l'o­

rigine pour centre, et extérieur aux cercles c, de rayon h et de centres 

p , , p 2 , . . . , vp. On peut décrire de l comme centre un cercle y de rayon assez 

petit pour que, z variant dans y et u dans T, on ait constamment 

Or , pour un point z' de y et u' de T, on devrait avoir 

et par suite 

ce cjui est impossible, puisque est au moins égal à A. 

2° S o i t / ( - ) = P + i Q une fonction analytique de z. On sait que, s i / ( z ) 

est holomorphe au point z0 = xu -4- iy0, les deux fonctions P et Q ne peu­

vent présenter au point z0 ni maximum ni minimum. Il en est de même si 



zn est un point critique algébrique de f(z)- En effet, on peut développer 

/( z) de la manière suivante : 

Si z décrit p fois un petit cercle de centre z0, P + iQ décrit un contour en­

fermant P 0 + iQ0 ; par suite, P prend des valeurs inférieures et supérieures 

à P 0 dans le voisinage de .x„ j ' 0 , et la même chose a lieu pour Q et Q 0 . 

Nous pouvons démontrer maintenant le théorème énoncé. Pour z = z0, 

l 'équation a par hypothèse une infinité de racines. Considérons dans l'aire 2 

intérieure à S et comprenant z0 tous les points z' pour lesquels l 'équation 

f(z', u) — o n'a pas plus de n racines, et supposons que ces points forment 

un ensemble superficiel. Ils comprennent alors tous les points d'une certaine 

aire S'; car, si pour un point z0 l 'équation f(zU) « ) = o a / i + i racines, ces 

(n -+- i ) racines peuvent se développer en série dans un certain cercle de 

centre z„, et pour les points z, de ce cercle, l 'équation a (n + 1 ) racines. 

Cet espace S' est séparé du reste de 2 par une ligne continue L, et pour 

tout point zu de L, l 'équation f(z0, u) — o n'a pas plus de n racines ; sinon 

il en serait de même pour les points de S' voisins de zu. 

De même, si les points z' forment un ensemble linéaire ayant pour limite 

une ligne L, pour tout point z0 de L l'équation f(zai u) = o n'a pas plus de 

n racines. Soit donc v le nombre maximum des racines de f(zin u) — o 

quand z0 décrit un segment de L (v est inférieur ou égal à n). Pour z0 = 

l 'équation y — o a v racines. Si t est un point critique algébrique de l'une 

d'elles, on le remplace par un point ^ 0 voisin; au point z0 ainsi choisi, les 

v racines sont holomorphes et développables en série de Taylor dans un 

certain cercle C de centre ; u . 

Pour des points z de C voisins de L et extérieurs à S' (si S' existe), l 'é­

quation f ( z , u) = o admet des racines u' distinctes des précédentes et ne se 

permutant pas avec elles à l ' intérieur de C. Joignons z à un point z0 de L 

par un chemin de longueur finie contenu dans C : si la fonction u' est dé­

finie le long de A, elle tend vers l'infini quand z tend vers ; u sur A ; sinon, 

le chemin X renferme un point pour lequel u' devient infinie. 

Tout d 'abord, si l'on peut séparer un nombre fini de valeurs de u' qui ne 

se permutent qu 'entre elles dans le voisinage de L, le produit u\ ... w'- est 

uniforme aux environs de L et doit tendre vers l'infini le long de cette 

ligne : le théorème établi dans le paragraphe précédent montre que c'est 

impossible. 



Il faut donc supposer que les valeurs de u' présentent dans le voisinage de 

L un nombre infini de points de ramification formant une suite linéaire. 

Appelons C, la partie de C extérieure à S'. D'après la remarque ( i ) , il 

n'existe qu 'un nombre fini q de valeurs de u' dont le module soit inférieur à 

un nombre donné M pour un point de C . De plus, on peut toujours prendre 

le rayon de C assez petit pour qu'aucune de ces valeurs ne s'annule dans C, ; 

fil suffit que C, ne renferme aucun des zéros de la fonction f(z, o ) , lesquels 

sont nécessairement isolés dans S, puisque f ( z , o ) est holomorphe dans 

celte a i re] . Soit donc X le module minimum dans C, de ces q valeurs. Si 

nous posons V = j , la fonction V(z) n'est indéterminée pour aucun point 

de C1 ; tout point z pour lequel une de ses valeurs ne s'annule pas est un 

point ordinaire ou un point critique algébrique de cette valeur. De plus, son 

module dans C, ne peut dépasser = N , , et elle n 'admet qu'un nombre fini 

q de déterminations dont le module pour un point de C, soit supérieur ou 

égal à un nombre donné M, . Enfin, si l'on joint un point de C, à un point 

-„ de L par un chemin /\, toutes les déterminations de V(z) tendent vers 

zéro quand z tend vers zu sur X, ou quand r rencontre des points in termé­

diaires. Ceci posé, employons le raisonnement qui nous a déjà servi à la 

fin du paragraphe précédent. Soient z0 et z, deux points de L ; on pose 

z'= (z — - „ ) ( c o s a + t s i n x ) , z" = (z — s,)(cos{J + i s i n p ) , zu, z n a et fi 

étant choisis de telle sorte que les aires C, et C", qui correspondent à C, aient 

avec C, une partie commune 2 , dont le contour s, soit formé de fragments 

d c L , L' , L". Considérons alors le produit cp(-) — Y ( - ) Y ( Y ) V ( . s " ) . Chacune 

des fonctions Y (z') et V ( V ) jouit dans C'( et C",, et par suite dans l'aire —,, 

des propriétés énoncées pour V ( z ) . En conséquence, le produit o(z) ne 

peut être indéterminé en un point de 2 , ; si une valeur de o(z) ne s'annule 

pas en un point z, ce point est un point ordinaire ou algébrique de cette va­

leur. De plus, | o(z') | ne peut dépasser ] \* dans 2 , ; et, si z décrit un chemin 

A jo ignant un point de 2 , à un point z0 de cr,, toutes les déterminations de 

o(z) s'annulent quand z tend vers z0 sur \ , ou rencontre des points inter­

médiaires. Enfin, o(Y) n 'étant pas identiquement nulle dans 2 , , pour un 

point r de cette aire, une valeur de o(z) a un certain module A. 

D'autre part , chacune des trois fonctions Y, Y', Y" n 'admet qu'un nombre 
fini q de déterminations dont le module prenne dans 2 , une valeur supé-

A 

ricurc ou égale à Si l'on considère une détermination de Y qui ne satis-
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fasse pas à cette condition, le produit V V'V" a un module inférieur, dans 

ou, a fortiori, à A. Il en est de même pour les détermi­

nations analogues de V' et V". Pour tout point 3 de 2 , , il ne saurait donc 

exister que q3 valeurs de fp ( - ) au plus, dont le module soit supérieur ou égal 

à A. Formons pour chaque point de 2 , les q3 valeurs de cp(s) de plus grand 

module. Ces modules, étant inférieurs à Y ] , admettent une valeur maxima P , 

qui correspond à un point z' de 2 , . Ce point z' ne peut être sur le contour 

cr, ; autrement dit, le module d'une valeur de z(z) ne peut tendre vers P 

quand z tend vers un point de L, puisque ce module doit tendre vers zéro. 

De plus, P n 'étant pas nul, ce point z' est un point ordinaire ou algébrique 

pour la valeur 9 ( 2 ' ) dont le module est P , ainsi que pour la fonction 

l o g o ( z ) = LP(x,y) -+- i&. Mais la valeur pour z = z' de la fonction 

\jV(x,y) doit être supérieure ou égale aux valeurs qu'elle prend pour les 

points voisins, ce qui est impossible d'après la seconde remarque. Le théo­

rème est donc démontré . 

Nous avons supposé que pour toute valeur de z intérieure à S la fonction 

f(z,u) était holomorphe dans le plan des u. Mais le raisonnement s'ap­

plique aussi bien si, pour les mêmes valeurs de z, f(z, u) admet , dans le 

plan des n, m points essentiels a , , a.2, ..., am et des pôles en nombre quel­

conque ( a , , . . . , am étant des constantes) . 

On démontre alors, comme plus haut , que, si un point z„ est un point 

singulier (non critique algébrique) d'une racine it(z'), cette racine tend né­

cessairement vers une des valeurs . . . , «,„, quand z tend vers - 0 ; en 

outre, si z0 varie dans une aire 2 intérieure à S, l 'équation f(zti, u) — o 

admet au plus un nombre q de racines telles que le module du produit 

(u — a, ) (u — a.,), ...,(« — am) soit supérieur à un nombre donné M. On 

pose V ( - ) = (u — a , ) , . . . , (a —) ; il suffit de répéter identiquement le 

raisonnement fait sur V('z) dans le premier cas. 

Le théorème subsiste encore si les affixes des points a,, a 2 , ...,am ne 

sont pas des constantes, mais dépendent analytiquement de z. A chaque 

point z de S correspondent m valeurs a , , a.2, ..., am fonctions analytiques 

de z. Les quantités 2a,-, 2 a , a y , . . . sont dans S des fonctions uniformes de 

z, qui n 'admettent que des pôles isolés; en conséquence, a , , a.,, ..., am sont 

racines d'une relation algébrique 



où sont holomorphes dans S. Il suffit de considérer le p ro ­

duit 

et de raisonner sur V comme dans le premier cas. On voit que V devrait 

être identiquement nul, ce qui est impossible, puisque f ( - , u) = o par hv-

pothèse, et cjue f(z, at) est indéterminée. 

Nous pouvons, en définitive, énoncer le théorème suivant : 

THÉORÈME I I . — Soit f(z, u) une fonction uniforme des deux variables z 

et u telle que, pour toute valeur za de z intérieure à une aire S, la fonction 

f(z0, K) ne présente dans le plan des u que m points essentiels, dont les 

affixes sont des fonctions analytiques de z. Si l'équation /(z, « ) = o 

n'admet qu'un nombre n de racines pour des points z' formant dans une 

aire 2 , intérieure à S, une suite linéaire, il en est de même pour tous les 

points z de S. 

En effet, si L désigne une ligne limite de la suite des points z', la démons­

tration précédente prouve cpie l 'équation ne peut avoir plus de n racines 

pour les points z, voisins de L . Considérons donc tous les points de S pour 

lesquels f = o n'a pas plus de n racines. Ces points forment une certaine 

aire S' ; si S' est intérieure à S, elle est séparée du reste de S par une ligne 

L', et pour des points z voisins de L' , intérieurs à S et extérieurs à S', l'é­

q u a t i o n / = o doit avoir plus de n racines, ce qui est impossible. La fonc­

tion u(z), définie par f = o, n 'admet dans S que n valeurs au plus, et n ' \ 

est jamais indéterminée. On en conclut qu'elle vérifie une relation de la 

forme 

étant holomorphes dans S. 

En particulier, supposons que la fonction f satisfasse aux conditions pré­

cédentes pour tous les points z0 du plan z, sauf pour les points r 0 d'une 

suite ponctuelle [ces points z0 sont des points essentiels de la fonction 

f(z, ?/„), quel que soit «„] . Si, pour un p o i n t s , , l 'équation en u,f(zn u) = o, 

a une infinité de racines, les points z pour lesquels elle n'en a qu'un nombre 

donné n ne forment dans le plan qu 'une suite ponctuelle. Les points zu 

sont les seuls où une racine u puisse être indéterminée. Soit, par exemple, 

l 'équation e" — / ( - ) , où f(z) est uniforme dans le plan des z et admet des 



points essentiels z0 et des zéros z' ayant ces points pour limites : pour tous 

les points z% l 'équation n'a pas de racines, et pour les points za, u est indé­

terminée. 

Considérons, pour terminer, une fonction f(z, u) telle que, pour tout point 

z„ de l'aire S, la fonction f (z0, u) présente dans le plan des «des points essen­

tiels formant une suite ponctuelle, les affixes de ces points a , , a2, ..., a,„, ... 

dépendant analytiquement de z. Les valeurs a,, ..., am, ... doivent donc être 

considérées comme les diverses déterminations d'une fonction analytique 

A ( z ) . Nous supposons qu 'une quelconque de ces déterminations ne pré­

sente pas dans S une suite linéaire de points critiques. D'une manière plus 

précise, quand on par t d'un point zlt de S avec une détermination par t icu­

lière d;(z0) et qu'on fait varier z0 de manière à le faire passer une fois et 

une seule par chaque point de S, en contournant tous les points critiques de 

la valeur a;(z) considérée, on définit une branche a,(z) pouvant présenter 

des coupures dans S et ne prenant qu 'une valeur en tout point de S exté­

rieur à ces coupures. Nous admettons que les points critiques de chacune 

de ces branches ne forment pas dans S une suite linéaire. Ces restrictions 

faites, on peut énoncer le théorème suivant : 

THÉORÈME I I I . — Si, pour tout point z„ d'une aire S, la fonction f(z0, u) 

n'admet dans le plan des u qu'une suite ponctuelle de points essentiels 

a,,a2, a,„, ... (les affixes de ces points dépendant analytiquement de 

z„), toute racine u(z) de l'équation f(z, u) — o uni/orme (ou ne prenant 

que n valeurs) dans une aire 2 de contour cr, intérieure à S, est conti­

nuable au delà de cr, et ne présente dans — que des pôles isolés (ou des 

points critiques algébriques). 

On établit encore que, si Z est un point singulier d'une racine u(z), z ten­

dant vers Z sur un chemin X de longueur finie, u(z) tend nécessairement 

vers une des valeurs a,„(Z) et ne peut être indéterminée. La démonstration 

est la même que celle qui sera donnée d'une proposition analogue concer­

nant les équations différentielles, et d'où résulte d'ailleurs la précédente. 

Les points singuliers de la fonction u(z) dans 2 ne peuvent donc être cpie 

des pôles (ou des points critiques algébriques). Admettons qu'elle soit uni­

forme dans 2 et qu'elle présente une ligne singulière L : quand 3 tend vers 

un point Z de L sur un chemin A , en restant du même côté de L, u(z) tend 

vers une des valeurs am(Z), qui est indépendante de X et varie avec Z d'une 
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manière continue ; autrement , d 'après les lemmes établis au début de ce 

Chapi t re , u(z) serait indéterminée quand z tendrait vers L sur certains 

chemins. Les valeurs de u(z) le long de L coïncident donc avec une déter­

mination am(z) de A ( z ) , qui, par hypothèse, ne présentant pas dans 2 de 

suite linéaire de points critiques, est uniforme le long d'un certain segment 

L' de L. Les deux fonctions u(z) et am(z) uniformes d'un côté de L ' dans 

le voisinage de celte ligne, et coïncidant le long de cette ligne, coïncident 

identiquement, d'après le théorème fondamental, ce qui est impossible 

puisque f[a,n(z), z] est constamment indéterminée. 

Le raisonnement subsiste si u(z) prend dans 2 les n valeurs u,, u.2, .... u„, 

à condition de considérer le produit 

qui s'annule sur L . 

Quand f(z, u) satisfait aux conditions énoncées, sauf pour des points z„ 

de S qui ne forment pas de suite linéaire [ces points sont des points essen­

tiels de/(z, u0), quel que soit u 0 ] , la fonction u(z) peut admet t re ces 

points z0 comme points d' indétermination (points essentiels), et, par suite, 

comme points limites de pôles ou de points critiques algébriques. 

Remarque. — Si la fonction /{z, u) est une fonction multiforme, mais 

peut être considérée comme définie par une relation G ( / , z, u) — o, ( i 

étant uniforme, on remplace l 'équation f = o par G ( o , ^ , u) = o. Mais 

quand / ( z, u) est une fonction multiforme quelconque, les théorèmes p ré ­

cédents cessent d'être exacts. Considérons, par exemple, une équation 

J — g (u) = o, g étant une fonction multiforme qui n 'admet dans le plan 

des u qu 'une suite ponctuelle de points singuliers au, ... a„n . . . . Quand r 

Iend vers un point singulier d'une racine u(z), u tend vers une des va­

leurs a,„, ou est indéterminée. Mais, dans ce dernier cas, on ne peut trouver 

p déterminations de g( ?/), telles que, pour des valeurs voisines de Z, u satis­

fasse à la relation F ( - , u) — (z — g, )(z — g.,) ... (z — gp) — o. Sinon, en 

raisonnant sur l 'équation F = o, on verrait que u tend vers une limite quand 

T tend vers Z. Il faut donc qu'on puisse former avec des valeurs de g(u) une1 

suite S — »•,(«) ,£ - g2(u), Z — gq(u), telle que j ^ — gq( u) | tende 

vers o avec^> quand u décrit un chemin fini dans le plan, et, par suite, 

que lque soit u. Une racine u(z) ne saurait donc présenter une coupure L 



(dans le voisinage de laquelle elle ne prend que n valeurs) , à moins que la 

condition précédente ne soit remplie pour tous les points Ç de L, ce qui 

exige que les valeurs z de g(u), pour tout point u, forment une suite li­

néaire ayant L pour limite. Un exemple de ce fait est offert par la fonction 

modulaire z = to(w). La fonction inve r se r = <f8((o) est uniforme et p r é ­

sente l'axe des valeurs réelles pour coupure : les valeurs de co qui corres­

pondent à un point u forment une suite linéaire, ayant cet axe pour limite. 

La même méthode va nous permet t re de démontrer un théorème utile 

dans la théorie des équations différentielles du premier ordre . 

5. Théorème sur les fonctions définies par une équation différen­

tielle. — Soit une équation différentielle du premier ordre , 

0ù f(z, u) est une fonction uniforme de z et u quand z varie dans une aire 

S et u clans le plan des u. Nous rappellerons d'abord quelques propriétés 

connues de l'intégrale d'une telle équation. 

Si une intégrale u(z) tend vers uB quand z tend vers z0, f(z0, u0) étant 

holomorphe, cette intégrale est elle-même holomorphe dans le voisinage de 

z,,, et développable par suite en série de Taylor dont on sait calculer les 

coefficients. Il n'existe pas d 'autre intégrale prenant au point z0 la valeur 

«„, c'est-à-dire tendant vers u0 quand z tend vers ztj sur un chemin de lon­

gueur finie. 

Si la valeur de est infinie, il existe toujours une dérivée de 

par rappor t à u d'un certain ordre par exemple qui ne s'an­

nule pas pour et le point est un point critique algébrique de 

u( z) autour duquel se permutent p + 1 valeurs. 

Quand, z tendant vers za, u tend vers l'infini, on pose et la fonc­

tion ut vérifie l 'équation 

Si f1 (z0, o ) est holomorphe, za est un pôle de u(z); si f1, (z0, o ) est infinie, 

za e s t a la fois un pôle et un point critique algébrique de l ' intégrale. 

(Ce qui précède s'étend au cas où le point z0 est le point -se du plan des z; 



on pose alors l 'intégrale vérifie l 'équation 

et l'on étudie cette équation dans le voisinage de z, = o. 

Ajoutons que la valeur de f(z0,u0) peut être indéterminée, soit parce 

que u0 est un point essentiel de la fonction f(za, u), soit parce que f(z, u) 

est de la forme et que Enfin, est 

parfois infinie ou indéterminée, quel que soit M; dans ce cas, l 'intégrale 

u(z) peut elle-même être indéterminée quand z tend vers zti. 

Nous supposerons que, pour tout point z0 de l'aire simple S, la fonction 

f(za, u) n 'admette dans le plan des u qu 'une suite ponctuelle de points es­

sentiels (ou d ' indéterminations) dont les affixes a , a , „ , ... dépendent 

analytiquement de z0, ainsi qu'il a été expliqué dans l'énoncé du théo­

rème III (les points am comprennent le point oo , si f,(z0, o ) n'est ni holo­

morphe, ni infinie). Les pôles de f(z0, w), b2, b,n, . . . , ne forment eux-

mêmes, en conséquence, qu'une suite ponctuelle [il n'existe pas dans S de 

points ; 0 pour lesquels f(z0, u) est infinie ou indéterminée quel que soit u \. 

Dans ces conditions, soit u0 la valeur d'une intégrale au point z0, f(zu, «„) 

étant holomorphe. Si z, par tant de z0, décrit un chemin X de longueur finie, 

on peut prolonger u(z) le long de ~k à l'aide de la série de Taylor , à moins 

qu'on ne rencontre un point "(qui soit un point singulier de u(z). Si ce point 

n'est ni un pôle, ni un point critique algébrique de u(z), je dis que u(z ) 

tend nécessairement vers un des points a, (Z), ..., a,„(Z), ... quand z tend 

vers Z. 

Tout d'abord, l 'intégrale u(z) ne peut tendre vers une valeur u' distincte 

des valeurs am(Z) ; car, f ( 'Ç, u ) étant déterminée ou infinie, Z serait un point 

ordinaire ou algébrique de u(z) ; de même, u ne peut tendre vers l'infini 

[si le point 30 n'est pas un des points a m ( 'Ç)] , car f1, ('(, o ) étant déterminée 

ou infinie, Z est un pôle ou un point critique algébrique de u(z). D'autre 

part , l 'intégrale peut-elle être indéterminée ? Il existe alors un nombre R tel 

que \ u(z)' soit inférieur à R p o u r des points z de X compris entre z' et t, si voi­

sin que z' soit de Z, et un nombre ip tel que pour des points z et z,, compris 

entre z' et Z, on ait i « ( - , ) — u(z) \ ^>2p. Traçons dans le plan des u un cercle 

C ayant l'origine pour centre et de rayon R, et un cercle ( 7 concentrique à C, et 



de rayon R' supérieur à R ; R' = R + h. A l ' intérieur de C les points singuliers 

am,biade/ÇC, u) ncforment qu'une suite ponctuelle. Nous admettons qu'aucun 

de ces points ne se trouve sur C ou C (sinon on augmenterai t un peu R ou R ' ) . 

On peut donc enfermer les points am, bm dans p cercles c, dont les centres 

sont certains de ces points (a\, ..., ap), de rayon r inférieur à | , et tels que, 

les p cercles c' concentriques et de rayon double 2 r , n'aient entre eux ou 

avec C et C' aucun point commun. La distance minima de deux points si­

tués respectivement sur les circonférences de deux cercles c ' , C ou C' est 

donc un nombre fini k. Désignons par k' la plus grande des quantités ~ 

et | - Pour des points z voisins de '(, les points a,„, bm sont compris dans p 

cercles de centres a\ (z), ..., a (z) et de rayon /•', r' différant peu de 

Traçons dans le plan des z un cercle y de centre Z et de rayon o assez petit 

pour que ! a'fz) — « , - ( ' ( ) j et j r '—/• | soient inférieurs à k' quand z varie 

dans y. On voit qu'alors les points am, bm restent compris dans p cercles c, 

de rayon p' inférieur à | et tels que les p cercles concentriques c\, de rayon 

double, n 'aient pas de points communs entre eux, ni avec C et C'. Ceci 

posé, appelons S, l'espace de C' extérieur aux cercles c,, S., l'espace de C 

extérieur aux cercles c' (, M le module maximum de f(z, u) quand z varie 

dans y et u dans S, . P o u r tout point z0 compris dans un cercle y' concen­

trique à y et de rayon o ' = °-i et pour tout point u0 de S 2 , la fonction 

f(z, w) est holomorphe et de module au plus égal à M quand z varie dans 

un cercle de centre z0 et de rayon 0', et u dans un cercle de centre u0 et de 

rayon l, l désignant la plus petite des quantités h et p'. On en conclut que 

toute intégrale, égale à u0 au point s 0 , est holomorphe dans un cercle de 

centre z0 et de rayon 

Mais, si voisin que z' soit de z décrivant A entre z' et Z, u(z) qui varie 

avec z d'une manière continue n'est ni constamment extérieur à C, ni con­

stamment intérieur aux cercles c\ ; donc, pour des valeurs de ^ 0 telles cpie 

| zu—Z \ soit inférieur à d, u coïncide avec des points u0 de S 2 ; mais il 

n'existe qu'une intégrale égale à w0 au point et cette intégrale est holo­

morphe dans un cercle de centre ^ u et de rayon t/, par suite au point 'C, ce 

qui est contraire à l 'hypothèse. 



Nous pouvons dès lors énoncer le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Soit une équation différentielle du premier ordre, 

dont le coefficient est uniforme quand z varie dans 

S et u dans le plan des u. Si, pour tout point z0 de S, les points d'indé­

termination de f(z0, u) ne forment clans le plan des u qu'une suite ponc­

tuelle (dont les affixcs dépendent analytiquement de z0, avec les restric­

tions indiquées), toute intégrale u(z) uniforme (ou ne prenant que n 

valeurs) dans une aire 2 de contour cr, intérieure à S, est continuable 

au delà de a et ne présente dans 2 que des pôles (ou des points critiques 

algébriques). 

La démonstration est identiquement la même que celle du théorème 111. 

On voit que, si l ' intégrale u(z) présentait une ligne singulière, elle devrait 

coïncider avec une des fonctions am(z), ce qui est impossible. Remarquons 

(que, par la même raison, les points z, tels que u(z) coïncide avec une des 

valeurs a,„(z), ne peuvent former dans 2 , pour chaque intégrale u(z), 

qu'une suite ponctuelle. 

Quand les conditions précédentes sont remplies pour tous les points de S, 

sauf pour certains points - 0 [ces points sont des pôles ou des points essen­

tiels de f(z, u0), quel que soit «.„], le théorème subsiste, à cela près, que 

les points ~r0 peuvent être des points d ' indétermination (points essentiels ) de 

u(z). 

Le théorème subsiste également si la fonction f(z, u) admet p valeurs 

f{,f2: •. - , fp quand z varie dans l'aire S et M dans le plan. Autrement dit, 

est racine d'une équation algébrique 

les fonctions vérifiant les mêmes conditions que la fonction 

f(z, u) précédemment. 

Pour chaque point - 0 de S, la fonction f(z0, u) admet des points d'in­

détermination a , , . . . , am, . . ., formant une suite ponctuelle, des pôles b{, 

b2, ..., b„„ ..., et des points critiques c,, c2, ..., c,„, . . . formant également 

une suite ponctuelle dont a , , . . . , a,„, . . . sont des points limites. Les valeurs 

c,(z), cm(z), ... vérifient la relation obtenue en éliminant u' entre 

et 
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Rappelons qu'il n'existe en général qu 'un nombre fini d'intégrales pre­

nant au point z0 la valeur cin(z0) et que z0 est un point critique algébrique 

de ces intégrales; il n 'y a d'exception que si la quantité est nulle 

pour Ceci n'a lieu d'ordinaire que pour 

des points particuliers z' de S. Quand les trois relations 

sont compatibles pour toute valeur de z, z0 n'est encore en général qu 'un 

point algébrique des intégrales égales à cm(z0) pour z — z0] il n 'y a d 'ex­

ception que pour des points particuliers z' vérifiant une certaine relation 

distincte de 

Ces remarques faites, on voit, comme plus haut , cjue (les points z' ex­

ceptés), si un point - 0 est un point singulier non algébrique de l 'intégrale 

u(z), u tend nécessairement vers une des valeurs a,„(z0) quand ; tend 

vers z„. P o u r les points z', u peut tendre aussi vers une valeur cm(z'). On 

lire de là les mêmes conclusions que plus haut : si u(z) est uniforme, on ne 

prend que n valeurs dans 2 , u est continuable au delà de <i et ne présente 

dans 2 que des points singuliers algébriques. 

Les seuls points où une intégrale u(z') puisse être indéterminée sont, 

comme précédemment, les points zn, pôles ou points d'indétermination de 

/ ( - , #„), quel que soit u0. Il peut exister des points zi qui soient pour toute 

valeur de u0 des points critiques (mais non de discontinuité) de f(z, u„); 

dans ce cas, J(z, u„) admet z, comme point critique algébrique d ' o rd re / ; 

au plus; et f / ( - , u„ ) se met sous la forme 

Si l'on pose on voit que l 'équation 

ne présente plus pour t = o la même singularité ; u(t) ne pouvant être indé­

terminée pour t = o, il en est de même de u(z) pour z = zt. 

En particulier, supposons que le coefficient différentiel f( Y , u) soit uni-



forme ou ne prenne que n valeurs quand z et u varient respectivement dans 

tout le plan. De plus, pour toute valeur z0 de z, sauf pour les points z, 

d'une suite ponctuelle, les points d' indétermination de f(zu, u) ne forment 

dans le plan des u qu'une suite ponctuelle dont les affixes dépendent ana-

lytiquement de zu. P o u r les points znf(z, u0) est infinie ou indéterminée 

quel que soit Le point x est un point z,, si, pour 

est discontinue, cpiel que soit Nous convenons de dire, pour abréger, 

que le coefficient f (z, u) ne présente que des singularités ordinaires, 

quand les conditions précédentes sont vérifiées. Dans les applications qui 

vont suivre, nous admettrons toujours (à moins d'indication contraire) que 

les fonctions f(z, « ) considérées rentrent dans cette catégorie. 

Cette hypothèse faite, si une intégrale u(z) est uniforme dans tout l 'es­

pace du plan où l'on peut la prolonger, elle ne saurait présenter de coupure 

et par suite existe dans tout le plan. De plus, elle ne peut admettre d'au­

tres points essentiels que les points zt. 

De même, si une intégrale u(z) ne prend que n valeurs dans l'espace du 

plan où elle existe, elle existe dans tout le plan et vérifie une équation al­

gébrique 

où les fonctions yn(z), . . . , ? „ ( ~ 0 s o n i uniformes et ne présentent pas dans 

le plan des z d'autres points essentiels que les points zt [ces points z, ne 

sont pas d'ailleurs nécessairement des points essentiels de «•(-)] . 

Si les points z, n'existent pas c'est-à-dire si la fonction n'est dis­

continue quel que soit u pour aucun point z, du plan et s'il en est de même 

de la fonction toute intégrale uniforme de l'équation est né­

cessairement une fraction rationnelle de z\ toute intégrale qui n'admet 

que n valeurs est nécessairement une fonction algébrique de z. 

Nous allons donner quelques applications des résultats précédents. 

6. Applications du théorème précédent. — En premier lieu, j 'envisage 

l 'équation 

où P et Q sont deux polynômes en z dont les coefficients sont des fonctions 



uniformes de u (ou admettent p valeurs). Pour que la remarque précédente 

s'applique à cette équation, il faut et il suffit que le dénominateur Q ne 

renferme aucun facteur de la forme z — a, a étant indépendant de u, 

et de plus que le degré en z du dénominateur surpasse d'au moins deux 

unités le degré correspondant du numérateur. Ces conditions remplies, 

toute intégrale de l 'équation, qui ne prend que n valeurs dans l'espace du 

plan où elle existe, est nécessairement algébrique. 

Quand P et Q sont deux polynômes en z et u, on peut trouver (ainsi cpie 

nous le montrerons dans un autre travail) toutes les fractions rationnelles 

qui vérifient l 'équation différentielle. Si les conditions précédentes sont 

remplies, on est certain d'obtenir ainsi toutes les intégrales uniformes. 

Au lieu de l'équation ( a ) 

on peut considérer une équation de la forme 

F(u', u, s) = o, 

où F est un polynôme en u' et en Si le coefficient ']>p(z-, u) de la plus 

haute puissance u'p de u' ne renferme aucun facteur de la forme 

(z — a) (a étant indépendant de u), cl si de plus le degré en z de 
Aiv(z, u ) surpasse d'au moins i(p — q) unités le degré correspondant du 

coefficient de u'q, '\>v(z, u ), toute intégrale qui ne prend que n valeurs dans 

l'espace où elle existe est nécessairement une fonction algébrique de 

Mais je n'insiste pas davantage ici sur cette première application, qui nous 

entraînerait hors du sujet. 

7. Comme seconde application, nous allons rechercher la forme de l'é­

quation 

( 1 ) 

[où f ( ; , u) est uniforme], quand l'intégrale générale de cette équation est 

elle-même uniforme. 

Nous démontrerons d'abord que l'intégrale générale peut s'écrire ; dans 

ce cas 

étant des fonctions uniformes de z, et A une constante. 



Soit u0 la valeur au point z„ d'une intégrale u(z) : désignons par G et G' 

des cercles de rayon p et décrits respectivement de - 0 et de uu comme 

centres, à l ' intérieur et sur le contour desquels f (Y, u) est holomorphe et de 

module inférieur à M. 

On sait que l 'intégrale u peut se développer ainsi : 

la série (a) convergeant pour toute valeur de - intérieure à un cercle de 

centre ; 0 et de rayon Donnons à uti une valeur quelconque c, 

intérieure à un cercle C, de centre u0 et de rayon '-• La fonction /(z, u) 

est holomorphe quand z varie dans C, et u dans un cercle de centre v et de 

rayon et son module est au plus égal à M. Pa r suite, la série ( 2 ) 

converge pour toute valeur de z telle que soit inférieur à 

et pour toute valeur de v telle que soit inférieur à 

elle converge en outre uniformément, comme il résulte aussitôt de la dé­

monstration de Briot et Bouquet. 

Les termes de la série étant des fonctions holomorphes de v dans G',, pour 

toute valeur de z intérieure à C, u est fonction holomorphe de v dans C',. 

d 'après les théorèmes sur les séries établis dans le premier Chapi t re . 

Ceci posé, admettons que l'intégrale générale de l 'équation ( 1 ) soit uni­

forme; une quelconque des intégrales particulières, u(z), ne peut présenter 

dans le plan que des points singuliers £, formant une suite ponctuelle. O s 

points sont des pôles ou des points essentiels ; dans ce dernier cas, ils appar­

tiennent à l 'ensemble ponctuel des points z' pour lesquels f(z, u) est dis­

continue, quel que soit u. De plus, les points - , du plan tels que la valeur 

u(z,) rende f(u, z,) discontinue ne forment également qu 'une suite ponc­

tuelle. Désignons par E l'ensemble de tous ces points singuliers [à chaque 

intégrale u(z) correspond un ensemble E ] . Soit enfin v la valeur de l ' inté­

grale au point ; 0 ; pour toute valeur ug de v, distincte des points 

« , ( - „ h ...,a„,(z0). ... [tels que f ( - 0 , a m ) soit discontinue], l 'intégrale 



u(z) = F(z, v) a une valeur unique et déterminée en chaque point du plan 

z, sauf aux points de l 'ensemble E . Je dis que u ( - ) est une fonction analy­

tique de P ; la chose vient d'être démontrée pour les points Z voisins de zu. 

Prenons dans le plan des z un point Z quelconque, qui ne coïncide avec 

aucun des points singuliers E de l 'intégrale u(z, «„), et joignons zuZ par un 

chemin L qui ne renferme également aucun des points E. Quand z décrit 

L, u(z) — F(z, u0) décrit un chemin L' . Soit Z' un point de L. On peut 

trouver deux nombres p et r , indépendants de la position de Z' sur L et tels 

qu'en décrivant deux cercles, le premier C de centre Z' et de rayon p, le se­

cond C de centre u(Z', M0) et de rayon /•, f(z, u) soit holomorphe et ait 

un module inférieur à M, q u a n d - varie dans C et u dans C (en effet, pour 

chaque point Z' , r et p existent; il suffit de prendre leurs valeurs minima 

quand Z' décrit L ; ces minima existent, sinon 7- ou p tendrai t vers zéro 

quand - tend vers un point Z' , mais en ce point Z', /• et p ont une valeur dif­

férente de zéro, et l'on en conclut qu'il en est de même pour les points voi­

sins). 11 suffit de prouver que F ( Z , p ) est fonction holomorphe de v pour 

des valeurs de r voisines de ?/ u; décrivons du point z0 comme centre un 

cercle C 0 de rayon et du point u„ un cercle C 0 de rayon 

si Z' est un point de L intérieur à C 0 , la série 

est fonction holomorphe de v dans le cercle C 0 ; pour des valeurs v voisines 

de un, v' prend des valeurs voisines de U ' = F ( Z ' , «„ ) ; décrivons alors un 

cercle C, du point Z' comme centre avec R comme rayon, du point L ' un 

cercle C, de rayon '-; et soit Z" un point de L intérieur à C, et compris 

entre Z' et Z. La série 

est fonction holomorphe de v' dans C',, par suite fonction holomorphe de v 

dans le voisinage de ua. En raisonnant sur Z" comme sur Z' et ainsi de 

suite, on arrive à un cercle C renfermant Z, et l'on voit que V = F ( Z , c) est 

fonction holomorphe de v dans le voisinage de w0 ; la proposition est 

établie. 

La fonction u = F ( ; , c) est donc une fonction analytique des deux va­

riables ; et v. Si l'on excepte les valeurs z' pour lesquelles f ( - , u) est dis-



continue, quel que soit u, F(z, 0) est pour tout système z et p déterminée 

ou infinie. Si, pour une valeur z n F ( s , , p) est infinie en des points v for­

mant une coupure, F est infinie dans tout le plan p; ceci ne peut avoir lieu 

que pour les points Z, d'une suite ponctuelle, sinon F ( s , P 0 ) serait infinie en 

tous les points Z, d'une suite linéaire, par suite dans tout le plan Z, quel que 

fût P 0. En conséquence, la fonction u(z, p) pour toute valeur de z (sauf 

pour les points d'une suite ponctuelle) est définie dans le plan des v et n'y 

présente que des pôles. 

Le raisonnement précédent démontre en toute r igueur que la fonction 

F(z, p), où l'on donne à p une valeur quelconque différant des valeurs 

a, (z„), ..., a,n(z0), . . . , vérifie l 'équation différentielle ( i ) . A deux valeurs 

de p correspondent deux intégrales distinctes, puisqu'elles sont uniformes 

et prennent au point z0 deux valeurs P différentes. On sait d'ailleurs qu'en 

un point Z du plan z il n'existe qu 'une intégrale u(z) prenant la valeur L , 

si / ( Z , U ) est holomorphe. Posons donc 

U étant une valeur quelconque, distincte des valeurs 

F [ Z , a i ( 5 0 ) ] , F [ Z , a i n ( 5 9 ) ] , . . . 

et telle que F ( Z , U ) soit holomorphe. Cette équation en p ne peut avoir 

plus d'une racine, car si elle en avait deux, P0 et P, , les deux intégrales 

F(z, P 0 ) , F(zn p, ) seraient distinctes et prendraient au point Z la même 

valeur U, ce qui est impossible. Il en résulte que la fonction F ( Z , P) est de 

la forme A, B, C , D dépendant de Z, et, comme ceci a lieu quel cpie 

soit Z, l 'équation ( i ) est vérifiée par une fonction 

où l'on donne à v une valeur constante ( A , B, C, D étant des fonctions uni­

formes de z qui ne présentent dans le plan que des points essentiels). Toute 

intégrale u,(z) de l 'équation est donnée par u(z); car on peut choisir des 

points Z qui soient des points ordinaires de A, B, C, D , et pour lesquels u, 

prenne une valeur U , / ( Z , U ) étant holomorphe; si l'on donne à v la va­

leur la fonction égale à u, au point Z, coïn­

cide avec peut être infini, mais ne peut être indéterminé quel 

que soit Z ; sinon on aurait identiquement, et serait indé-



p e n d a n t de v, ce qu i est imposs ib le , p u i s q u e u(z0) = v. L'intégrale géné­

rale de l'équation ( 1 ) p e u t donc s'écrire 

(3) 

ou encore 

(4) 

O n en c o n c l u t i m m é d i a t e m e n t q u e l ' équat ion ( 1 ) , q u i s 'obt ient en d é c r i v a n t 

l ' équat ion ( 4 ) p a r r a p p o r t à z , est de la forme 

(5 ) 

a, b, c é tant des fonct ions un i formes de z. A i n s i , toute équation dont le 

coefficient différentiel est uniforme dans le plan des z et des u, et dont 

l'intégrale générale est également uniforme, est une équation de 

Riccati. 

L ' i n t é g r a l e généra le p e u t alors se m e t t r e sous la forme ( 3 ) ; ce t te re lat ion 

( 3) e x p r i m e q u e le r a p p o r t a n h a r m o n i q u e de q u a t r e in tégra le s est cons tant . 

O n sait q u e cet te p r o p r i é t é a p p a r t i e n t à toute é q u a t i o n de R i c c a t i ( a l o r s 

m ê m e q u e son in tégra l e n'est pas u n i f o r m e ) . 

P a r m i les é quat ions de la forme où P et Q sont des p o l y ­

nômes en u, il était c lair q u e l ' équat ion de R i c c a t i p o u v a i t seule a d m e t t r e une 

in tégra le généra le u n i f o r m e ; car u ne p e u t f igurer au d é n o m i n a t e u r [s inon 

en un p o i n t z 0 une i n t é g r a l e p r e n d la v a l e u r u0 qu i annule Q ( r u , u) et 

a d m e t z 0 c o m m e p o i n t c r i t i q u e ] , et , de p l u s , la m ê m e c o n d i t i o n doi t être 

rempl ie p o u r l ' équat ion trans formée en 1 ce qu i e x i g e que P soit d u second 

d e g r é en u. 

S i l ' i n t é g r a l e g é n é r a l e de l ' é q u a t i o n ( i ) est une J o n c t i o n e n t i è r e , elle 

est de la f o r m e 

u = . - A ( 3 ) + B ( = ), 

A et B é t a n t h o l o m o r p h e s . E n effet, q u a n d le d é n o m i n a t e u r de u dans l 'ex­

press ion ( 3 ) d é p e n d de v, p o u r une v a l e u r z , de z , on p e u t d o n n e r à v la v a ­

leur r , = C ( - ' ) ' 0 t ^ a ^ o n c t ^ o n u ( z i c ' i ) e s t m f i n ' c a u po int z n à moins que 



l'on n'ait , p o u r toute v a l e u r de z,, — \ = — > ce q u i est imposs ib le . 

Il en résulte q u e l ' équat ion ( i ) est , dans ce cas , nécessairement linéaire : 

11 est facile alors de reconna î t re si l ' in tégra le est un i forme : il faut n o t a m ­

m e n t q u e a(z) soit la dér ivée l o g a r i t h m i q u e d'une fonct ion un i forme . 

S i l ' in tégra le de l ' équat ion ( i ) est u n e fract ion ra t ionne l l e , ce t te é q u a t i o n 

est une é q u a t i o n de R i c c a t i d o n t les coeff ic ients # , b, c sont e u x - m ê m e s des 

fract ions ra t ionne l l e s . S u p p o s o n s q u e ni a , ni c ne soient i d e n t i q u e m e n t nuls 

(au cas contra ire , on r a m è n e l ' équat ion à être l inéa ire ) . N o u s al lons c h e r c h e r à 

que l les c o n d i t i o n s l ' in tégra le est e f f ec t ivement une fract ion ra t ionne l l e . R e ­

m a r q u o n s q u e , si l 'on sait d ' a v a n c e que ces cond i t ions sont r e m p l i e s , on ob­

tient F intégrale générale par des opérations purement algébriques. D é ­

s ignons en effet p a r A n , B „ , C , f , D „ des p o l y n ô m e s en z de d e g r é n, à 

coefficients i n d é t e r m i n é s ; p o u r une cer ta ine v a l e u r de n : on p e u t d é t e r m i n e r 

ces coeff icients , en sorte que toute fonct ion u(z) — ^ + vérifie l ' é q u a -

l ion di f férent ie l le ; si l'on a j o u t e de p lus la c o n d i t i o n q u e , p o u r z = z 0 , on 

ait , q u e l q u e soit v, r = ' > ce t te d é t e r m i n a t i o n n'est p o s -

' 1 1 ' (.,,(=0) r + J)., (: 0)
 1 

sible q u e d'une seule m a n i è r e . O n fait d o n c n é g a l s u c c e s s i v e m e n t à i , i . 

3 , . . . , et l 'on finit p a r obten ir un s y s t è m e d 'équat ions a l g é b r i q u e s c o m p a t i ­

b les , et n ' a d m e t t a n t qu 'un s y s t è m e de so lut ions , q u i d é p e n d e n t p a r suite 

d 'opérat ions p u r e m e n t a l g é b r i q u e s . O n p e u t encore e x p r i m e r q u e la fonct ion 

u = ^ vérif ie l ' é q u a t i o n ; le s y s t è m e de re lat ions a u x q u e l l e s on est condu i l 

est i n d é t e r m i n é p o u r une certa ine v a l e u r de « ; on p e u t y a j o u t e r la c o n d i -

t ion v = et les coeff icients de A „ , B „ d é p e n d e n t l i n é a i r e m e n t de v. 

T o u t rev i en t d o n c à t rouver les cond i t ions p o u r q u e l ' in tégra le de l ' é q u a ­

tion soit a l g é b r i q u e et ra t ionne l l e . R a m e n o n s d 'abord ( en p o s a n t u, = u-h- — ) 

l ' équat ion à la forme 

( 7 ) 



ou encore 

a, fi, y é l a n l des p o l y n ô m e s q u i n ' a d m e t t e n t pas un fac teur c o m m u n . 

L e s seules va l eurs de z p o u r lesquel les une i n t é g r a l e puisse être indéter ­

minée sont les rac ines '( d u p o l y n ô m e fi, et la v a l e u r ^ = ce, si le d e g r é de fi 

ne dépasse pas d'au m o i n s d e u x uni tés les d e g r é s de a. et Y- ^ - ' S po ints sont 

aussi les seuls po ints cr i t iques poss ib les des in tégra l e s , car , p o u r tout autre 

po in t z i n une in tégra l e u p r e n d une v a l e u r finie //,, ou d e v i e n t infinie : dans 

le p r e m i e r cas , u est l i o l o m o r p h e d a n s le d o m a i n e de z u , d a n s le s econd cas 

- est l i o l o m o r p h e . P o u r que l ' in tégra le soit u n e fract ion ra t ionne l l e , il faut 

d o n c et il suffit q u e les po in t s '( ne so ient , p o u r a u c u n e des i n t é g r a l e s , des 

po ints de ramif icat ion ou d ' i n d é t e r m i n a t i o n . O n peut r a m e n e r l 'équat ion de 

R i c c a t i à une é q u a t i o n l inéaire et a p p l i q u e r les cond i t ions données par 

M . F u c h s p o u r (pie les po ints s ingul iers poss ib les des in tégra les soient a l g é ­

b r i q u e s ; on p e u t aussi faire la d iscuss ion de la m a n i è r e su ivante , en s 'ap-

p u y a n t sur les résul tats de M M . B r i o t et B o u q u e t . 

S o i t ^ 0 un des po in t s '(, ~„ est le p ô l e au moins d'une des d e u x fonct ions a 

e t r ; en p r e m i e r l ieu, si zu est un pô le d ' o r d r e / » de a(z), c'est un zéro au 

moins d'ordre (m — i ) de. u(z); car , si l'on pose u = M, H- - (u étant une 

in tégra le q u e l c o n q u e ) , la fonct ion c vérifie l 'équat ion — ^ = -lau^- -4- a. 

et l ' intégrale de cet te é q u a t i o n é tant p a r h y p o t h è s e une fraction rat ionnel le , 

le p r o d u i t 2 a « , doi t être la dér ivée l o g a r i t h m i q u e d u n e fraction r a t i o n ­

nelle , et ne p e u t a d m e t t r e p a r suite que des pôles du p r e m i e r d e g r é . M a i s 

r„ est un pô le d'ordre m de a(z) : d o n c doit conten ir en l'acteur 

{z — "„)'""''. F a i s o n s p o u r a b r é g e r l 'écr i ture zu = o, et p o s o n s 

f A ( r ) et i-(z) sont h o l o m o r p h e s p o u r z = o, et A ne s'annule pas avec ^ | . 

L a fonct ion v vérifie l ' équat ion 

P o u r z — o,v a p a r h y p o t h è s e une v a l e u r finie, ainsi q u e sa dér ivée , ce qu i 



e x i g e q u e c(z) con t i enne le fac teur z a u m o i n s à la pu i s sance (m — 2 ) . 

A i n s i t o u t pô le d 'ordre m de a(z') est zéro a u m o i n s d 'ordre (m — 2) de 

c( z). S i l'on pose C(z) = -7^3] > l ' équat ion p r é c é d e n t e d e v i e n t 

D e m ê m e , tou t pô le d 'ordre m' de c(z) est pô l e d 'ordre (m — r ) au moins 

de toute i n t é g r a l e et zéro d 'ordre (m'— 2) de a(z). 

C e t t e r e m a r q u e faite , cons idérons d ' a b o r d un pô le s imple z u de A ( r ) : z0 

ne saurai t être un pô l e de c(z) d 'ordre p lus g r a n d q u e 1 , s inon, d'après ce 

qui p r é c è d e , a(zg) serait fini. P o s o n s e n c o r e , en faisant z — o, 

A et C sont h o l o m o r p h e s p o u r z = o, et A ne s 'annule pas a v e c z. L ' é q u a ­

tion p e u t s'écrire 

S i , q u a n d ; t end vers z é r o , u t end vers une v a l e u r « 0 , le s y s t è m e ; = o, 

u — i/„, annule n é c e s s a i r e m e n t le n u m é r a t e u r du second m e m b r e ne 

peut être infinie, car , dans l ' équat ion trans formée en y = c, le coefficient 

di i férent ie l est infini p o u r z = o, v = o, p u i s q u e A 0 n'est pas n u f ) . T o u t e s 

les in tégra les d o i v e n t d o n c t endre v e r s une des va leurs ± y/ —j~ q u a n d ; 

tend vers o et être b o l o m o r p h e s dans le v o i s i n a g e de ce p o i n t . D é s i g n o n s 

p a r -+- it„ = + ^ / ~ A ~ ^ c e ^ c c ^ e s ^ e u x v a l e i i r s du rad ica l dont le p r o d u i t p a r 

A „ a sa part i e réel le pos i t ive . S i u t end vers — u 0 , on pose 

la fonct ion v s 'annule p o u r z = o et vérif ie l ' équat ion 



L a par t i e réel le d u coeff ic ient de v é tant n é g a t i v e , l ' équat ion n ' a d m e t 

q u ' u n e seule in tégra l e v,(z) s 'annulant a v e c z , et ce t te i n t é g r a l e est l i o l o ­

m o r p h e p o u r z = o. T o u t e s les in tégra les u(z), sauf l ' in tégra le 

d o i v e n t d o n c p r e n d r e la v a l e u r u0 p o u r z = o. P o s o n s 

T o u t e s les in tégra les ( s a u f u n e ) de l ' équat ion 

d o i v e n t s 'annuler et être h o i o m o r p h e s p o u r z — o . P o u r qu'i l en soit ainsi , 

il faut d ' a b o r d , d'après un t h é o r è m e de M M . B r i o t et B o u q u e t , q u e le coef­

ficient de v, -+- 2 v ' — A D C 0 , soit un entier positif n\ d e p l u s , si n = i , le 

V C 

coeff ic ient de z , u = C — -" ù , doit être nul; s inon on d i m i n u e le coeff i -

c ient de v de (/t— i ) uni tés , en p o s a n t 

r , , v \ , . . . , vn_, r eprésentant les va leurs p o u r z = o des (/* — 1 ) p r e m i è r e s 

dér ivées de v(z), v a l e u r s qu i se ca l cu l en t en di f férent iant l ' équat ion 

L ' é q u a t i o n se r a m è n e ainsi à la forme 

Il faut que A' soit nul. Q u a n d ces cond i t ions sont r e m p l i e s , si l'on pose 

w — tz, l ' équat ion d e v i e n t 

( 8 ) 

M , N , P é tant h o l o m o r p h e s p o u r z = o. O n vo i t sans pe ine q u e , dans le cas 

ac tue l , la cond i t ion \' = o e x p r i m e q u e D " [ A ( z ) u * ( z ) -+- C ( z)\ s 'annule p o u r 

z = o, u„(z) d é s i g n a n t le p o l y n ô m e ( « 0 + c, z •+- v2z- - . . . - + - p„_, z" 1 '). 



Q u a n d les d e u x c o n d i t i o n s p r é c é d e n t e s sont r e m p l i e s , l ' équat ion ( 7 ) se 

r a m è n e à la forme ( 8 ) p a r la t r a n s f o r m a t i o n u — u n - h tz". P o u r z = o , 

a u c u n e in tégra l e l(z) de l ' équat ion ( 8 ) ne p e u t être i n d é t e r m i n é e ; si 

une i n t é g r a l e t(z) tend vers t0, elle est h o l o m o r p h e p o u r 5 = 0 , ainsi q u e 

la fonct ion u c o r r e s p o n d a n t e ; si l(z) t e n d vers l'infini q u a n d z s 'annule, on 

pose t = j , et l'on v o i t q u e l ' équat ion en 0 a d m e t u n e i n t é g r a l e et une seule 

s 'annulant a v e c z : ce t te i n t é g r a l e c o r r e s p o n d à la fonct ion u, qui p r e n d la 

v a l e u r — u0 p o u r z = o. L e s cond i t ions énoncées sont d o n c nécessaires et 

suffisantes p o u r q u e z = o soit un p o i n t ord ina ire de u(z). 

L e ra i sonnement suppose C 0 di f férent de o; m a i s , si C „ = 0 , l ' équat ion ( 7 ) 

est de la forme ^ = + < " c o e f f l c j e n ( _ c \ e u éLant nul dans le 
dz z 

second m e m b r e , l ' équat ion ne p e u t a d m e t t r e q u ' u n e i n t é g r a l e l i o l o m o r p h e 

ou a l g é b r i q u e au p o i n t z = o . C e c i r e v i e n t à dire que tout pôle s imple de 

a(z) est pô le s imple de c ( ; ) , e t r é c i p r o q u e m e n t . 

11 i m p o r t e de r e m a r q u e r q u e les d e u x c o n d i t i o n s t rouvées p e u v e n t se v é ­

rifier p a r des opéra t ions purement algébriques, a lors m ê m e qu 'on ne c o n ­

naît pas les rac ines de fi(z) = o. S o i e n t (3, = o l ' équat ion qu i donne les rac ines 

s imples de (3(z) , z 0 une de ces r a c i n e s ; on do i t a v o i r d ' a b o r d 4 C 0 A 0 = — n 2 

(n é tant un n o m b r e e n t i e r ) ; A ( - ) dés igne (z — z 0 ) x a(z) ou — — g - — 

et C ( ; ) dés igne p a r sui te , 

P o s o n s 

( 9 ) 

L a transformée en X, de l ' équat ion (3, = o do i t n 'avoir c o m m e racines q u e 

des n o m b r e s ent iers carrés parfa i t s , ce qu 'on reconna î t p a r des opérat ions li­

néaires q u i d o n n e n t ces rac ines . S o i t n2 l 'une d'elles. P o u r '( = n 2 , les p o l y ­

n ô m e s [ 3 , ( - ) et n 2 fi'2(z) + ^«.(z)y(z) o n t un p lus g r a n d c o m m u n d iv i ­

seur d o n t les racines d o i v e n t vérif ier la cond i t ion 

L e s va leurs p o u r - — ; 0 des dér ivées success ives de A et de C s 'expr iment 



l inéa i rement en fonct ion des coeff icients de a, (3, y , c o m m e le m o n t r e n t aus­

sitôt les ident i tés 

et 

D e p l u s , les coeff icients de u n s ' expr iment l i n é a i r e m e n t en fonct ion de A ( l , 

A' ( 1 , A",, . . . , C 0 , C 0 , . . . quand la première condition est satisfaite 

et ainsi de suite . L a s e c o n d e c o n d i t i o n s'écrit d o n c H ( s 0 ) = o, 11 é tant un 

p o l y n ô m e d o n t les coefficients se c a l c u l e n t l i n é a i r e m e n t à l 'aide des coeff i­

cients de a, [3 et y . I l faut que H ( - ) soit d iv i s ib le p a r (3 2 (~ ) , ce qui se vérifie 

encore par des opérat ions p u r e m e n t a l g é b r i q u e s . 

P a s s o n s au cas où le po in t ^ 0 est un pô le d 'ordre m de a(z). .Nous avons 

dit que z„ est a lors zéro au moins d'ordre (m — i ) de u(z), et que par la 

transformat ion u = czm~' ( n o u s faisons z0 = o ) , l ' équat ion (j) devient 

A et C é tant h o l o m o r p h e s p o u r z — o, et A ne s 'annulant pas avec 

E n raisonnant c o m m e p lus b a u t , on v o i t que v doi t p r e n d r e p o u r ; — o 

une des va leurs c 0 , c'0 de l 'express ion U = 

l'on pose c = U -+- w, l ' équat ion d e v i e n t 

L a discuss ion p r é c é d e n t e m o n t r e q u e s/(m — i ) 2 — 4 A 0 C „ doi t être un e n ­

tier posit i f n, et que de p lus la dér ivée ? i i i m e de | •+- C ( ~ ) ] do i t être nulle 

p o u r ; — o, vn d é s i g n a n t le p o l y n ô m e c„ + c, ; -s- . . . •+• c „ _ , , où 



c u — {OL—1') + 7 t , c t OÙ P ) ) _ ^ P j ] _ ) s o n t i e s v a l e u r s de w' , tv", . . . ca l -
2 A 0 

cu lées , p o u r z = o, «> = o, en di f férent iant l ' équat ion 

Q u a n d ces cond i t ions sont satisfaites , toutes les in tégra le s sont h o l o m o r p l i e s 

p o u r z — o et p r e n n e n t en ce p o i n t la v a l e u r c 0 , sauf une seule qu i p r e n d la 

v a l e u r v'a. 

O n o b t i e n t des cond i t ions a n a l o g u e s p o u r les pô les d'ordre m' de ) en 

ra i sonnant sur la t rans formée en - • C e s c o n d i t i o n s se vérif ient p a r des o p é -
ti 1 1 

rat ions l inéaires , alors m ê m e q u ' o n ne sait pas ré soudre l ' équat ion qui donne 

les rac ines d 'ordre m de J3(- ) . Enf in , si le p o i n t z = oc est un po in t sin­

gu l i er , on rentre dans les cas p r é c é d e n t s à l 'aide de la t ransformat ion 

N o u s v o y o n s qu'en s o m m e on p e u t r e c o n n a î t r e , par des opérationspure­

ment algébriques, si l'intégrale de l'équation de Riccati est une fraction 

rationnelle, cl dans ce cas l'intégrale s'obtient elle-même par des opéra­

tions linéaires. 

Si les d e u x c o n d i t i o n s p r é c é d e n t e s sont satisfaites p o u r tous les po ints '(, 

sauf p o u r un seul p o i n t z0 ( l e p o i n t se , p a r e x e m p l e ) , l ' in tégra le de l ' équa­

tion est u n i f o r m e , e t le p o i n t z0 est néce s sa i rement un p o i n t essentiel de 

l ' in tégra le . P l u s g é n é r a l e m e n t , les c o n d i t i o n s nécessaires et suffisantes pour 

que l ' in tégra le soit une fonct ion u n i f o r m e n ' a y a n t dans le p lan qu 'un point 

essentiel sont les su ivantes : les coeff ic ients a, b, c ont au p lus un po int e s ­

sentiel ( q u i leur est c o m m u n ) , le p o i n t se p a r e x e m p l e , et les d e u x c o n d i ­

tions énoncées sont satisfaites p o u r tous les pô les '( d u coeff ic ient d i f féren­

tiel . S i les fonct ions a, b, c sont a l g é b r i q u e s , ces c o n d i t i o n s do ivent être 

satisfaites p o u r tous les po in t s '(, sauf p o u r un seul . 

E n par t i cu l i er , si le coeff ic ient dif férentie l est une fonct ion p é r i o d i q u e de 

z, il suffit de vérif ier les c o n d i t i o n s p o u r les po in t s z situés dans la b a n d e du 

p lan c o m p r i s e entre d e u x dro i tes , p e r p e n d i c u l a i r e s au s e g m e n t qu i r e p r é ­

sente la p é r i o d e et passant p a r ses e x t r é m i t é s . D e m ê m e , si le coeff ic ient est 

d o u b l e m e n t p é r i o d i q u e , il suffit de vérif ier les c o n d i t i o n s dans le para l l é lo ­

g r a m m e des p é r i o d e s . O n p e u t c h e r c h e r aussi à quel les condi t ions l ' inté­

gra le est e l l e - m ê m e p é r i o d i q u e : on v o i t qu'a lors le coeff ic ient do i t être une 



fonct ion de e k z ; i l suffit d e poser e k z — t, et de c h e r c h e r si l ' in tégra le est 

fonct ion un i forme de t. 

C e q u i p r é c è d e p e r m e t de r é s o u d r e très f ac i l ement la ques t ion su ivante : 

Trouver les équations de la forme 

(0 

(où F est uniforme en z et en u'), dont l'intégrale générale est uni­

forme. 

Différent ions ce t te é q u a t i o n p a r r a p p o r t à z; il v i ent 

ou b ien 

( 2 ) 

Si u( z) est u n i f o r m e , il en est de m ê m e de u', et i n v e r s e m e n t , si l ' intégrale 

« ' d e (z) est u n i f o r m e , l ' in tégra le « ( - ) de l ' équat ion p r o p o s é e est u n i f o r m e , 

p u i s q u e u - V(z, u') ( ' ) . Il suffit d o n c d 'é tudier l 'équat ion (2) dont l ' in tégra le 

généra le do i t être de la forme u ' = ^ | ^ • Je dis que c ne saurait figurer 

au d é n o m i n a t e u r ; a u t r e m e n t , on p o u r r a i t écrire u ' = ^ ( ^ ~ j r | ^ ' ^ i d i f fé­

rant de 1 ) , et D , n 'étant pas u n e cons tante . S o i t z 0 un p o i n t q u e l c o n q u e , 

p o u r l eque l a u c u n e des fonct ions C , B — D , , D', ne s 'annule . Si 

<'o = — D i ( - o ) . 

1 1 ) Cet te remarque est généra le : so i t f(u',u,z) = o une é q u a t i o n où f es t un p o l y n ô m e 

eu a et u n e fonct ion un i forme (le u' et de z. Di f férent ions- la par rapport à z, e t é l i m i ­

nons u entre / = o cl ~~ = o. On o b t i e n t une équat ion /i(u", «'. z) = o, de m ê m e degré en 

a" que f en u. Si l ' in tégra le de c e t t e équat ion est u n i f o r m e , il en est de m ê m e de l ' intégrale 

d e / = o; car u = /u' dz •+- c, et ne p e u t p r é s e n t e r que des po in t s cr i t iques l o g a r i t h m i q u e s , 

ce qui est i m p o s s i b l e , pu i sque u d é p e n d a l g é b r i q u e m e n t de fonct ions un i formes de u e t 

de s. Si u' a d m e t p va leurs , u a d m e t é g a l e m e n t p v a l e u r s . Il n'y a d ' e x c e p t i o n que si f 

ne c o n t i e n t pas D e là d é c o u l e n t p lus i eurs c o n s é q u e n c e s : ainsi le l o g a r i t h m e d'une fonc­

t ion un i forme ou a lgébr ique ne peut vérifier l 'équat ion f = o, sauf dans le cas où f ne c o n ­

tient pas u. 



la fonct ion u'(z, v0) p e u t se d é v e l o p p e r ainsi 

h n 'é tant pas n u l , et l ' in tégra le / u ' ( z , v0)dz présente un p o i n t l o g a r i t h ­

m i q u e , ce qu i est imposs ib l e . L ' é q u a t i o n ( 2 ) do i t p a r suite être l inéaire , et 

son i n t é g r a l e u' est éga le à P H ' ( Z ) + G'(s). Q u a n t à l ' in tégra le u(z), elle 

est de la forme 

E n déf ini t ive , p o u r que l ' équat ion u = F(z, u') ait une i n t é g r a l e généra le 

un i forme , il faut et il suffit que le q u o t i e n t soit un p o l y n ô m e d u p r e ­

mier d e g r é en u', au'-h (3, et que l ' équat ion u" = a « ' + [3 ait son in tégra le 

un i forme . 

8. E n e m p l o y a n t le m ê m e r a i s o n n e m e n t que p lus h a u t , on m o n t r e que si 

l ' intégrale d'une é q u a t i o n F ( w ' , u, Z) = o ( o ù F est un p o l y n ô m e de d e g r é 

p en u' et une fonct ion u n i f o r m e de u et de z) n ' a d m e t pas p lus de n va l eurs , 

ce t te in tégra l e p e u t se m e t t r e sous la forme f ( z , u, u 0 ) = o , / d é s i g n a n t une 

fonct ion un i forme de z e t un p o l y n ô m e de d e g r é np en u et u 0 . E n tenant 

c o m p t e de la r e m a r q u e que n o u s avons faite à la fin d u p a r a g r a p h e p r é c é ­

d e n t , on en c o n c l u t que si l ' intégrale d'une é q u a t i o n F ( « ' , u, z) ( o ù F est 

un p o l y n ô m e , soit en u, soit en u', à coefficients u n i f o r m e s ) n ' a d m e t pas 

p lus de n v a l e u r s , F est néces sa i rement u n p o l y n ô m e en u et en u', ou q u e , 

d u m o i n s , l ' équat ion p e u t se r a m e n e r à une é q u a t i o n de ce t te forme . P o u r 

de telles é q u a t i o n s , M . F u c h s ( ' ) a i n d i q u é à que l l e s condi t ions l ' intégrale 

généra le n'a que des po in t s cr i t iques fixes. A l l a n t p lus lo in , M . P o i n c a r é ( 3 ) 

a m o n t r é q u e , lorsque les condi t ions de M . F u c h s sont satisfaites, l 'équat ion 

se r a m è n e a u n e é q u a t i o n de R i c c a t i , si la re lat ion entre u' et u ( o ù on laisse 

- c o n s t a n t ) est d u g e n r e o ; elle se r a m è n e à des q u a d r a t u r e s , si ce t te rela­

tion est d u genre 1 , et elle s ' intègre a l g é b r i q u e m e n t si le g e n r e est supér ieur 

à l 'unité . L ' é t u d e des cas où l ' in tégra le de l ' équat ion F = o est un i forme est 

(1 ) Sitzungsberichte de l'Académie de Berlin, 26 juin 1884-

(2) Acta rnatliematica, t. VII, i 8 8 5 . 
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ainsi c o m p l è t e . O n p e u t , sans faire in terven ir le g e n r e , d o n n e r les cond i t ions 

qu' i l faut a j o u t e r à cel les de M . F u c h s p o u r que l ' intégrale soit u n i f o r m e , en 

su ivant une m é t h o d e a n a l o g u e à cel le de M M . B r i o t e t B o u q u e t p o u r le cas 

part i cu l i er où z n 'entre pas d a n s F e x p l i c i t e m e n t . P o u r le m o m e n t , nous 

nous b o r n o n s à é tud ier un cas p a r t i c u l i e r d u p r o b l è m e traité p a r M . P o i n -

caré , ce qu i va nous c o n d u i r e à une généra l i sa t ion du t h é o r è m e de M . H e r -

mite sur les é q u a t i o n s F ( « ' , U) = o, où F est un p o l y n ô m e en u' et u. 

J 'env i sage une é q u a t i o n de la forme 

(') A (m', U, Z) h - U B ( « ' , m, :) — o, 

où A et B d é s i g n e n t d e u x p o l y n ô m e s en u' et d e u x fonct ions uni formes de ;/ 

et de z, et L une fonct ion a l g é b r i q u e définie p a r la re lat ion i r réduc t ib l e 

F ( « , U ) = o. O n p e u t t o u j o u r s supposer q u e la re lat ion ( i ) est irré­

d u c t i b l e , c ' es t -à -d ire q u e A et B n ' a d m e t t e n t pas de fac teur c o m m u n 

'i /(«' , « , O n o b t i e n t l ' équat ion différentie l le sous sa forme ordina ire 

/'(«', u, z) — o , en r e m p l a ç a n t , dans F = o , U par — ^ - L e s théorèmes 

énoncés au n° 5 s 'app l iquent à ce t te é q u a t i o n . 

S i une in tégra l e u = cp(.s) est un i forme dans l 'espace où elle ex i s te , elle 

existe d a n s tout le p l a n , et n'y a d m e t q u e des po in t s essentiels . I l en est de 

m ê m e de u = <p(~). D e p lus , si l 'on r e m p l a c e , dans A et B , u et u' p a r o et 

o', a u c u n e des d e u x fonct ions ne p e u t être i n d é t e r m i n é e , que l que soit z; a u ­

t rement p o u r u = 9 ( ~ 0 , la fonct ion u' définie p a r / ( w ' , u, z) — o est indé­

terminée , et l'on ne p e u t dire que o est une in tégra l e d e / = o. Il est i m p o s ­

sible é g a l e m e n t q u e A ou B soit n u l , q u e l que soit z p o u r u = ç ( - ) , 

a u t r e m e n t la re la t ion F ( « , L ) = o serait vérif iée , q u e l q u e soit u, p a r 

L = o, ou U = =c. M a i s il p e u t arr iver que A et B so ient nuls à la fois p o u r 

toute v a l e u r de z : la fonct ion u = o ( - ) vérifie alors la re lat ion y(z, u) = o 

ob tenue en é l iminant u' entre A = o et B = o. E n c o n s é q u e n c e , si l ' équa­

tion a d m e t une in tégra l e un i forme ne véri f iant pas la re lat ion •/ = o , la fonc-

t ion U - —p" , '_' \ " est une fonct ion un i forme de z , qui ne saurait p r é -

senler de c o u p u r e , pu i squ'e l l e d é p e n d a l g é b r i q u e m e n t de u(z) et que u(z) 

n'en présente pas . D ' a p r è s un t h é o r è m e b ien c o n n u de M . P i c a r d , les c o o r ­

données u et L de la c o u r b e a l g é b r i q u e F — o s ' e x p r i m a n t en fonct ions uni ­

formes et sans c o u p u r e s d'un p a r a m è t r e z , la c o u r b e est d u g e n r e o ou i . 

L'intégrale générale de (1) ne peut être uniforme que si le genre de 

F = o ne dépasse pas l'unité. 



E n v i s a g e o n s m a i n t e n a n t une é q u a t i o n G(u', u, s , U ) = o où G est un p o ­

l y n ô m e en u' et en U d o n t les coeff ic ients sont un i formes en u et z : on peut 

tou jours supposer que U n'entre dans G q u ' a u d e g r é (n — 1 ) , n é tant le 

d e g r é de F en U . L ' é q u a t i o n s 'obt ient sous la forme ordina ire en é l iminant 

U entre les re lat ions G = o, F = o. P o u r tou t s y s t è m e u 0 , u u , z 0 vérif iant la 

c o n d i t i o n / = o, les é q u a t i o n s G = o, F = o ont une rac ine c o m m u n e , et 

en g é n é r a l une seule , qu 'on o b t i e n t en fonct ion un i forme de u'u, u 0 , z„. 

A ( M ' 0 , U0,Z0)V H - B ( K ' 0 , W 0 , = 0 ) = O . 

L e r a i s o n n e m e n t fait p lus h a u t s 'appl ique encore ic i , à m o i n s q u e , p o u r 

u — 9 ( 2 ) , M ' = 9 ' ( - ) ) A et B ne so ient nuls i d e n t i q u e m e n t . O n p e u t donc 

é n o n c e r ce t h é o r è m e : Si l'équation proposée admet une intégrale parti­

culière uniforme u = 9 ( 2 ) , la relation F — o est du genre o ou 1, à 

moins q u e , p o u r u = z>(z), u' = o'(z), les d e u x équat ions en L , F = o, 

G = o , n'aient p lus ieurs rac ines c o m m u n e s , q u e l que soit z . S i l'on e x p r i m e 

que F = o et G = o ont d e u x rac ines U c o m m u n e s , on o b t i e n t d'ordinaire 

d e u x re lat ions d is t inctes en u', z e t , en é l i m i n a n t u' entre ces d e u x rela­

t ions , une certa ine re lat ion ']*(z, u) = o entre z et u. O n p e u t t o u j o u r s v é ­

rifier si ce t te re lat ion définit une fonct ion u n i f o r m e sat isfaisant à l 'équat ion 

différentiel le . Q u a n d '\>(z, u) — o se r é d u i t à u n e ident i t é , que l s que soient 

z et u, p o u r une v a l e u r de u' vér i f iant la c o n d i t i o n / = o , les d e u x équat ions 

G = o, F = o ont p lus ieurs rac ines c o m m u n e s . N o u s écar tons ici ce cas 

p a r t i c u l i e r q u i d e m a n d e une d iscuss ion spéc ia le . D a n s t o u t autre cas , l'in­

t égra le généra le de l ' équat ion ne p e u t être u n i f o r m e si F = o est de genre 

supér ieur à 1. 

C o n s i d é r o n s de m ê m e 1 é q u a t i o n 

( 2 ) G ( « ' , M, S , U , U , , . . . , U „ _ , ) , 

où G est un p o l y n ô m e en « ' , U , U , , . . . , U „ _ , , et U , U , , . . . , U„ ._ , des fonc­

t ions a l g é b r i q u e s de u définies p a r les re lat ions 

(3 ) F ( « , U ) = o, F 1 ( M , U 1 ) = O , F „ _ , ( w , U „ _ , ) = o. 

L ' é q u a t i o n différentiel le s 'obt ient sous la forme / ( « ' , u, z) = o en é l iminant 

L . . . . , U „ _ , entre les re lat ions ( 2 ) et ( 3 ) . P o u r tou t s y s t è m e u 0 , u 0 , z 0 v é ­

rifiant la c o n d i t i o n / = o , les équat i ons s imul tanées ( 2 ) e t ( 3 ) n'ont en g é ­

néra l q u ' u n s y s t è m e de so lut ions U , U , , . . . , U „ _ n q u i s ' e x p r i m e n t l inéa ire ­

m e n t en fonct ion de «'„, u 0 , z 0 . O n en c o n c l u t q u e si l ' intégrale u = 9 ( 2 ) 



est u n i f o r m e , U , U ( , . . . , U „ _ , sont des fonct ions un i formes de z sans c o u ­

p u r e s . Les relations qui lient U t - à u et celles qui lient \Jtà U y sont, en 

conséquence, de genre o et i . C e c i suppose toutefois q u e p o u r u = o(z), 

u ' = o ' ( z ) , les é q u a t i o n s ( 2 ) et ( 3 ) n ' a d m e t t e n t pas p lus ieurs solut ions 

c o m m u n e s que l q u e soit z . 

L e t h é o r è m e s 'appl ique aussi b ien si, dans l ' équat ion 

G(u', u,z, U , . . . , U „ _ , ) , 

U , U , , . . . , U „ _ , sont fonct ions a l g é b r i q u e s , non p lus de u, mais de u ; car 

si u(z) est u n i f o r m e et sans c o u p u r e , il en est de m ê m e de u'(z). Q u a n d G 

est un p o l y n ô m e en u, U , U , , . . . , U „ _ , , et une fonct ion un i forme de u' et de 

z [ U , U , , U „ _ , véri f iant les re lat ions F , ( « ' , U , ) = o ] , on é l imine u entre 

G = o o t ^ = o , en r e m p l a ç a n t dans ce t te dernière é q u a t i o n p a r 

O n o b t i e n t ainsi une é q u a t i o n 

si une in tégra le u(z) est u n i f o r m e , u'(z) est u n i f o r m e , et le t h é o r è m e 

énoncé s 'appl ique à l ' équat ion G , = o : les re la t ions F , = o sont d o n c du 

genre o ou 1 . 

Enf in , si U , U , , U „ _ , sont fonct ions a l g é b r i q u e s de z , l ' équat ion 

n ' a d m e t d ' in tégra le un i forme u = 9 ( 2 ) cju'au cas où U , U , , . . . , U n _ , sont 

rat ionnels en z , à m o i n s q u e , p o u r u = y(z), u ' = o ' ( z ) , les équat ions 

F,-(z , U , ) = o , G = o n'aient p lus ieurs so lut ions c o m m u n e s . 

S o u s sa forme la p lus g é n é r a l e , le t h é o r è m e p e u t s 'énoncer ainsi . So i t 

(3) G(u', u, z, U , . . . , U „ _ 1 ? V , . . . , V „ _ „ W , . . . , W V O = o 

une é q u a t i o n différentiel le où G est un p o l y n ô m e en u' ( o u en u), et en V,-, 

\ j , 'W* : U i 5 V y , W A sont r e s p e c t i v e m e n t des fonct ions a l g é b r i q u e s de u, 

de u' et de z , définies p a r les re lat ions 

(4) 

Quand une intégrale u = o(z) de celte équation est uni/orme, les \ V A 

sont des fonctions uniformes de z, et les relations qui lient U , à U y ou à 



« , Y,- à Yj, ou à u', sont du genre o ou i [à m o i n s q u e , p o u r u = o(z'), 

u' = ? ' ( z ) ; ^ e s y s t è m e d 'équat ions ( 3 ) et l ' équat ion G = o n'a ient , que l q u e 

soit .z, p lus ieurs s y s t è m e s de so lut ions c o m m u n e s ] . S i l ' in tégra le généra l e 

de G = o est u n i f o r m e , les cond i t ions p r é c é d e n t e s sont r e m p l i e s , à moins 

q u e , p o u r tou t s y s t è m e z 0 , u0 et p o u r u n e v a l e u r u'0 véri f iant la cond i t ion 

f ( u 0 , u 0 , z 0 ) — o, l ed i t s y s t è m e n ' a d m e t t e p lus ieurs s y s t è m e s de solut ions 

c o m m u n e s , ce q u ' o n reconna î t sans pe ine p a r des opéra t ions p u r e m e n t al­

g é b r i q u e s . 

R e v e n o n s à l ' équat ion G(u', u, z , U ) = o , où U vérifie la re lat ion a l g é ­

b r i q u e F ( w, U ) = o , et supposons q u e u' n 'entre q u ' a u premier degré dans 

G . S i l'on écar te le cas e x c e p t i o n n e l i n d i q u é , on sait que l ' intégrale g é n é ­

rale de l ' équat ion ne p e u t être u n i f o r m e que si la c o u r b e F = o est du g e n r e 

o ou i . A d m e t t o n s q u e ce t te p r e m i è r e c o n d i t i o n soit sat isfaite , et c h e r ­

c h o n s le cas où ce t te i n t é g r a l e est e f f ec t ivement u n i f o r m e . 

L a c o u r b e F = o é t a n t d u g e n r e o o u i , ses c o o r d o n n é e s u et U p e u v e n t 

s ' expr imer en fonct ion rat ionne l l e e t a l g é b r i q u e d'un p a r a m è t r e t et d'un 

rad ica l d u q u a t r i è m e d e g r é en t, y / R ( Z ) , 

et cela de tel le sorte qu 'à t o u t p o i n t ( « 0 , U 0 ) de la c o u r b e F = o ne c o r r e s ­

p o n d e qu 'une seule v a l e u r de t, 

y é tant ra t ionne l . S u p p o s o n s « et U e x p r i m é e s en fonct ion u n i f o r m e de z : 

on a 

« = % ( ? i » ^ i ) = 5 r ( - ) : 

t est d o n c fonct ion u n i f o r m e de u. S i l 'on pose u = o(t), l ' équat ion à la ­

quel le satisfait la fonct ion t(z) a son i n t é g r a l e ra t ionne l l e , en m ê m e t e m p s 

que l ' équat ion p r o p o s é e . C e t t e é q u a t i o n est de la forme ( e n r e m p l a ç a n t e 

et L en fonct ion de f ) , 

M et N é tant un i formes en t et z . N est t o u j o u r s i d e n t i q u e m e n t nu l , si 

F — o est du g e n r e o ; et le fait p e u t aussi se p r é s e n t e r q u a n d la c o u r b e est 



d u g e n r e i . D a n s cet te h y p o t h è s e , l ' équat ion se rédu i t à 

et M doit être un polynôme du second degré en t. O n se t r o u v e r a m e n é à 

l ' équat ion de R i c c a t i d o n t la d iscuss ion a été faite p r é c é d e m m e n t . S i l ' inté ­

gra le de ce t te é q u a t i o n est un i forme , on p e u t l 'écrire 

g , g , , h, h, é t a n t u n i f o r m e s . Q u a n d la c o u r b e F = o est d u g e n r e o, 

a =. cp[^(^)] est t o u j o u r s un i forme a v e c l(z); il en est de m ê m e c h a q u e fois 

que ç ( Q ne d é p e n d pas de y / R ( £ ) . A u cas contra ire , u n'est j a m a i s uni ­

f o r m e ; il f audra i t p o u r cela q u e y / R [ ï ( ^ ) ] fût ra t ionne l en z , e t , p a r suite , 

que c h a c u n e des équat ions 0 = ( , ' ^ n'eût p o u r toute v a l e u r de r que 

des rac ines de mul t ip l i c i t é p a i r e [6 dés igne u n e des q u a t r e rac ines / 0 , ( 2 , 

tz de R ( 0 ] - C e c i e x i g e q u e les rac ines de l ' équat ion — r = ^ — ^ so ient 

m u l t i p l e s p o u r toute v a l e u r d e v, e t , c o m m e on n'a p a s i d e n t i q u e m e n t 

— = ^ - = ô, la c o n d i t i o n ne p e u t être vérifiée que si la dér ivée de ^ 

est nu l l e i d e n t i q u e m e n t , c 'est-à-dire si ce t te fonct ion est une cons tante 

— vB. P o u r v = P 0 , t(z) = ' h . est c o n s t a m m e n t éga le à 0, et p o u r 

toute au tre v a l e u r de v, t(z) ne p r e n d pas la v a l e u r 0. M a i s cec i ne p e u t 

a v o i r lieu p o u r les q u a t r e v a l e u r s de 0, a u t r e m e n t des fonct ions un i formes 

— " + h ( sans c o u p u r e s ) ne p r e n d a i e n t dans le p lan a u c u n e des q u a t r e v a ­

leurs t0, t n t2, t3, ce qu i est en c o n t r a d i c t i o n a v e c le t h é o r è m e de M . P i c a r d 

sur les zéros des fonct ions un i formes . O n v o i t d o n c q u e si N est i d e n t i q u e ­

m e n t n u l , i l faut e t il suffit, p o u r q u e u(z) soit u n i f o r m e , q u e la fonct ion 

t(z) soit elle-même uniforme et que u — o ( / ) ne renferme pas y l T ( 7 ) . 

T r a i t o n s m a i n t e n a n t le cas où N n'est pas i d e n t i q u e m e n t n u l ; F = o est 

alors d u g e n r e i . L a fonct ion t vérifie l ' équat ion 

(4) 

D ' a p r è s la r e m a r q u e faite au d é b u t d u p a r a g r a p h e , q u a n d l ' intégrale l est 

un i forme , M et N sont des fonct ions a l g é b r i q u e s de t. S i l'on o b s e r v e q u e t 



ne p e u t f igurer au d é n o m i n a t e u r de M et de N , et que la m ê m e condi t ion 

do i t être r e m p l i e p o u r l ' équat ion trans formée en^-> on v o i t que M est un p o ­

l y n ô m e d u second d e g r é en t, et N une fonct ion de z s eu l ement ( c e c i résulte 

d'ai l leurs des cond i t ions de M . F u c h s ) . D ' a u t r e p a r t , si ô dés igne une rac ine 

de R ( / ) = o, 0 d o i t annuler M ( G , z), q u e l q u e soit z . S o i t , en effet, ^ 0 une 

v a l e u r de z p o u r laque l l e M ( 0 , z ) e t N ( ^ ) sont h o i o m o r p h e s , et cons idé ­

rons une i n t é g r a l e l(z), é g a l e à 9 p o u r z = z 0 . S i cet te in tégra l e est u n i ­

forme , elle est l i o l o m o r p h e , ainsi que ses d é r i v é e s , au p o i n t z 0 ; or , q u a n d on 

ca lcu le l", on v o i t nue l" = y. -f- ^ ( - " " - > 1 ( " i l , a é tant une q u a n t i t é finie: l" ne 
4 v i U O 4 

p e u t d o n c être finie p o u r z — z0 q u e si ï ( z 0 ) est nu l le , ce q u i e x i g e que 

la q u a n t i t é M ( ô , z 0 ) soit n u l l e ; m a i s M ( £ , z 0 ) est d u second d e g r é en / , et 

ne p e u t s 'annuler p o u r les q u a t r e v a l e u r s de G, à m o i n s d'être i d e n t i q u e m e n t 

n u l ; c o m m e cec i a l ieu q u e l q u e soit z 0 , M ( / , z) est i d e n t i q u e m e n t nul . L ' é ­

q u a t i o n ( 4 ) do i t d o n c se rédu ire à la su ivante : 

ou b ien 

ou enfin 

'C d é s i g n a n t l ' i n t é g r a l e ^ " N(z)dz e t C une c o n s t a n t e . C ' e s t le résul tat 

o b t e n u p a r M . P o i n c a r é d a n s le cas g é n é r a l où la re la t ion F(u', u, z) = o 

( e n t r e u' cl u) est d u g e n r e i . 

D a n s le cas a c t u e l , la fonct ion N ( s ) é t a n t ra t ionne l l e , les d iverses v a l e u r s 

de 'Ç en un p o i n t z sont de la forme (z) -f- i m i ~ a -+- im'ir.b + . . . ( « cl 

b é tant des c o n s t a n t e s ) . S o i t 2 J - c o , ii~(x> les p é r i o d e s de s n ( ^ ) ; p o u r que 

/ = sn('( -f- C ) soit u n i f o r m e , il faut et il suffit q u e tous les rés idus de N 

soient é g a u x à m w + ^ w ' ( « et j ) d é s i g n a n t des ent iers q u e l c o n q u e s ) : la 

fonct ion c n ( £ -f- C ) dn(U -t- C ) est a lors u n i f o r m e , e t p a r suite l ' intégrale 

u(z) = ? [ s n ( ' C - l - C ) , c n ( r -t- C ) d n ( ' C -f- C ) ] . 

L a d i s c u s s i o n p r é c é d e n t e s ' a p p l i q u e a u s s i t ô t à l ' é q u a t i o n G(u', u, z, U ) = o, 

où G est un p o l y n ô m e en U et en u ( d u p r e m i e r d e g r é en u) et une fonct ion 

uni forme de u' c l z , U d é p e n d a n t a l g é b r i q u e m e n t de u' : F ( w ' , U ) = o. Il 

suffit de di f férent ier l ' équat ion G = o p a r r a p p o r t à z , et de r e m p l a c e r 



p o u r r a m e n e r l ' équat ion à la forme u = G , ( u , z , U ) . O n 

r e t o m b e sur la ques t ion p r é c é d e n t e . 

L e s t h é o r è m e s sur lesquels n o u s nous s o m m e s a p p u y é s ont encore de 

n o m b r e u s e s a p p l i c a t i o n s . M a i s j ' a b a n d o n n e ce su je t p o u r le m o m e n t , e t j ' a r ­

rive à l ' é tude des condi t ions qu i e x p r i m e n t q u ' u n e fonct ion est c o n t i n u a b l e 

au de là d'une l i gne a n a l y t i q u e . 

9. Conditions pour qu'une fonction soit continuable au delà d'une 

ligne analytique. — N o u s avons d é m o n t r é q u e la c o n d i t i o n nécessaire et 

suffisante p o u r q u ' u n e fonct ion u n i f o r m e F ( ^ ) soit c o n t i n u a b l e au de là 

d'une c o u p u r e L est qu' i l existe u n e fonct ion f(z) définie de l 'autre côté de 

L et p r e n a n t sur L les m ê m e s v a l e u r s que F ( s ) . Q u a n d la l i gne L est ana­

lytique, la c o n d i t i o n p r e n d une forme p lus s imple . 

O n sait qu 'une l igne analytique est une l i gne telle q u e ses d e u x c o o r ­

d o n n é e s x ety so ient fonct ions a n a l y t i q u e s d'un p a r a m è t r e t; a u t r e m e n t d i t , 

p o u r tou t p o i n t ( x 0 , y 0 ) de la c o u r b e ( sauf p o u r certains po in t s f o r m a n t une 

suite p o n c t u e l l e ) , x et y se m e t t e n t sous la forme 

•r — x9— ax(t ~ t0) + a,(t — t0)' . ., 

y — y» = b \ ( t —10 ) -+- bi ( t — 1 0 y •+-... ; 

les d e u x séries c o n v e r g e n t p o u r des va leurs de (t — / „ ) suf f i samment pet i tes . 

R e m p l a ç o n s t p a r z = t -+- t'i ( les d e u x séries c o n v e r g e n t e n c o r e ) , et p o ­

sons 

z=jc-h iy = o ( / + ( ' ( ) + ( i ( f + ( ' ( ) = G ( : ) ; 

; est une fonct ion a n a l y t i q u e d e : , et r é c i p r o q u e m e n t la v a l e u r d e ~ éga le à /„ 

p o u r z = Z-Q est fonct ion a n a l y t i q u e de z; t = G , ( - ) . A un s e g m e n t A B de 

L c o r r e s p o n d un s e g m e n t de l 'axe Ot, à des po in t s z vo is ins d e z 0 et s i tués 

de par t et d 'autre de L c o r r e s p o n d e n t des po in t s 7 vois ins de t0, de p a r t et 

d'autre de Ot, et i n v e r s e m e n t . 

S o i t f(z) une fonct ion u n i f o r m e définie du cô té C de L et qu i a d m e t cet te 

l i gne p o u r c o u p u r e . S i f ( z ) est c o n t i n u a b l e au delà de L , il existe une fonc­

tion F(z) co ïnc idant a v e c f(z) d u côté C de L , et h o l o m o r p h e dans le vo i s i ­

n a g e d'un s e g m e n t A B de L . S i l'on pose 

/ [ G ( T ) ] = / , ( ? ) , F [ G ( r ) ] = F 1 ( r ) , 



la fonct ion F , ( ~ ) p r o l o n g e , au de là de Ot, Q u a n d f ( z ) est cont i ­

nuable au delà de A B , / , (-.') est d o n c c o n t i n u a b l e au de là de Ot, et inverse­

m e n t . P o u r - = t (t é tant réel et vois in de f,(~) doi t p r e n d r e une suite 

de v a l e u r s / , ( / ) qui soient les va leurs p o u r t ' = o d'une fonct ion F , (t -h t'i), 

l i o l o m o r p h e dans le v o i s i n a g e de t0. P o u r qu' i l en soit ainsi , il faut et il suffit 

q u e / , (t) soit d é v e l o p p a b l e en série de T a y l o r p o u r des va leurs de | t — t01 

suf f i samment pet i tes . N o u s arr ivons ainsi à la conc lus ion su ivante : poiw 

quef(z) soit continuable au delà de A B , il faut et il suffit que f(z') 

prenne sur A B une suite de valeurs f,(t), fonction analytique de t. 

A j o u t o n s que toute fonct ion a n a l y t i q u e / , ( ? ) p e u t être r e g a r d é e c o m m e re­

présentant les va leurs sur A B d'une fonct ion a n a l y t i q u e / ( - ) — f, [ C R ( ( - ) | , 

définie de par t et d'autre de A B . 

O n peut d o n n e r à la cond i t ion une forme encore plus s imple , i n d i q u é e 

p o u r la p r e m i è r e fois p a r M . S c h w a r z ( ' ) . 

Pour que la fonction f(z) définie du côté G de A B soit continuable au 

delà de A B , il faut et il suffit que sa partie réelle P (ou sa partie imagi­

naire Q ) prenne sur A B une suite de valeurs Y ft), fonction analytique 

de t. 

S u p p o s o n s d 'abord q u e Y ( x , y ) s 'annule le l o n g de A B . P o s o n s , c o m m e 

plus h a u t , r = G ( / ) , et 

/ [ = (?)]=/.(*), 

o ù / , dé s igne aussi une fonct ion a n a l y t i q u e de t . P o u r que / ( z) soit c o n t i ­

nuab le au de là de A B , il faut et il suffit que la fonct ion / , ( / -f- FI} soit c o n ­

t inuable au delà du s e g m e n t A , B , de l 'axe réel O ^ . S o i t 

P a r h y p o t h è s e , P , s'annule sur O ^ le l o n g de A , B , ; mais la fonct ion 

- P . U . - O ^ - ' Q i C - O 

est une fonct ion a n a l y t i q u e de ~ , 

/ , ( r ) = P , U , T') + IQ.2(T, F). 

P o u r des po ints 7 s y m é t r i q u e s p a r r a p p o r t à O t, t -t- F I, t - - FI, les fonc­

t ions Q , ( / , / ' ) , Q.,(t, — F) c o ï n c i d e n t ; et , d 'autre p a r t , on p e u t p r e n d r e F 

(') Monatsberichte (le VAcadémie de Berlin, o c t o b r e 1870. 
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assez pe t i t p o u r que | P , (t, t') [, | P 2 ( £ , — t') | so ient inférieurs à tout n o m b r e 

d o n n é e, q u a n d le p o i n t t décr i t A , B , . I l en résulte q u e les d e u x f o n d i o n s 

se r a c c o r d e n t le l o n g du s e g m e n t A , B , , et que f-f~) p r o l o n g e 

/ . 0 O -
P a s s o n s au cas où P(x,y) p r e n d sur A B les va l eurs P | ( Q , P t ( 0 étant 

une fonct ion a n a l y t i q u e de t. 

S o i t encore z = G ( 7 ) . I n v e r s e m e n t , 7 = G , ( - ) . L a fonct ion 

P I ( T ) = «f( = ) 

est une fonct ion a n a l y t i q u e de z , définie de p a r t et d 'autre de A B , et d o n t la 

v a l e u r le l o n g de A B est é g a l e à P , ( Q ; la fonct ion f(z) — d o n t la 

part i e réelle s 'annule sur A B , est c o n t i n u a b l e au delà de A B ; il en est de 

m ê m e en c o n s é q u e n c e de f(z), s o m m e d e d e u x fonct ions c o n l i m i a b l e s . L a 

propos i t ion est d o n c d é m o n t r é e . 

C e s d e u x t h é o r è m e s p e r m e t t e n t de d i scuter p lus ieurs classes de c o u ­

pures . 

1 0 . E n p r e m i e r l ieu , cons idérons les fonct ions 

- , = ? ( 5 ) , 

qui représentent d'une manière conforme un espace S sur le d e m i - p l a n des 

z , s itué au -des sus de T a x e des x \ . L a c o n d i t i o n nécessa ire e t suffisante p o u r 

q u e o(z) soit c o n t i n u a b l e au de là du c o n t o u r s de S , est que ce contour .vo / / 

formé de lignes analytiques. 

L a c o n d i t i o n est néces sa i re ; car , si 9 ( 3 ) est c o n t i n u a b l e au de là d'un s e g ­

m e n t A B de s, i n v e r s e m e n t z = o , ( - , ) est c o n t i n u a b l e au delà de O , / ; , ; les 

po in t s z de A B véri f ient d o n c l ' équat ion z — 9, ( r , ) , où x est réel, et où z>, 

est une fonct ion a n a l y t i q u e de x , ; A B est par suite une l i gne a n a l y t i q u e . 

L a condi t ion est suff isante; car , A B étant une c o u r b e a n a l y t i q u e , c o n n u e 

la part ie réel le de o(z) s 'annule sur A l i , o(z) est c o n t i n u a b l e au delà 

d e A B . 

Q u a n d une par t i e s eu l ement s' de s est une l i gne a n a l y t i q u e , z*(z) est 

c o n t i n u a b l e au de là d e .s' e t a d m e t le reste de s c o m m e c o u p u r e essen­

tielle. 

Si tout le c o n t o u r 5 est a n a l y t i q u e , il c o n v i e n t de d i s t i n g u e r p lus ieurs 

cas : 

i ° P o u r tou t p o i n t ( x 0 , y 0 ) de s, x et y sont d é v e l o p p a b l e s en série de 



T a y l o r ( n o u s p r e n o n s c o m m e p a r a m è t r e Tare Z de s). O n d ira dans ce cas 

q u e . ? est formé d'une ligne analytique régulière. L a fonct ion 9 ( 3 ) est 

c o n t i n u a b l e au delà de s et ne présente dans le v o i s i n a g e de s a u c u n p o i n t 

s ingul i er . 

2 0 L e d é v e l o p p e m e n t de x et y est imposs ib l e p o u r certa ins po in t s 

(•cai _}'<>) i nifiis p o u r des po in t s z'(x',y'), z"(x", y"), vois ins et situés de p a r t 

et d'autre de ( x 0 , y 0 ) , les d é v e l o p p e m e n t s de z en fonct ion de l re lat i fs , 

d'une p a r t à z', d 'autre p a r t à z'\ c o ï n c i d e n t p o u r des va l eurs i m a g i n a i r e s de 

/ vois ines de / „ ; la fonct ion a n a l y t i q u e de /-, x -h iy = a d m e t l0 c o m m e 

po in t s i n g u l i e r ; nous d irons alors q u e le c o n t o u r . ? est formé d'une seule 

ligne analytique. L a fonct ion 9 ( 3 ) est c o n t i n u a b l e au de là de s ; elle p r é ­

sente ces po in t s zu = x0-\- iyu c o m m e po int s s ingul iers , m a i s n'offre pas de 

c o u p u r e dans le v o i s i n a g e de s. 

3° L e s condi t ions p r é c é d e n t e s ne sont pas r e m p l i e s p o u r tous les po ints 

s ingul iers ( x i n y u ) . L a fonct ion z(l) p r é s e n t e des c o u p u r e s q u i passent par 

c h a c u n des po ints e x c e p t i o n n e l s (x',y'). O n d ira dans ce cas q u e s est 

formé de plusieurs lignes analytiques : 9 ( 3 ) présente des c o u p u r e s e x t é ­

rieures à s et s 'arrètant à c h a q u e po in t z' — x -f- iy'. 

P l u s g é n é r a l e m e n t , q u a n d z, = 9 ( 3 ) représente d'une m a n i è r e c o n f o r m e 

un espace S du p lan des ; sur un e space S , d u p l a n des z t , la fonct ion 9 ( 3 ) 

est c o n t i n u a b l e au de là d u s e g m e n t a n a l y t i q u e A B de s, si le s e g m e n t c o r ­

r e s p o n d a n t A , B , de s, est a n a l y t i q u e ; au cas c o n t r a i r e , A B est c o u p u r e es­

sentiel le de 9 ( 3 ) . 

1 1 . É t u d i o n s m a i n t e n a n t le g e n r e des c o u p u r e s ind iquées p a r M . I l e r -

mi le et q u e p r é s e n t e n t les in tégra le s de la forme 

où F et ( i sont des fonct ions h o i o m o r p h e s de z , G(z, t) n ' a y a n t q u e des 

pôles s imples . 

N o u s ferons dans ce b u t la r e m a r q u e su ivante : q u a n d d e u x fonct ions 

f(z) e t / , ( 3 ) définies du côté o p p o s é d'une l i g n e L p r e n n e n t le l o n g de L 

les v a l e u r s / ( 7 ) , / , (7) , d o n t la différence e s t 9 ( Z ) , la c o n d i t i o n nécessa ire 

et suffisante pour q u e / ( ' s ) et f,(z) so ient c o n t i n u a b l e s au de là de L est 

que o(l) représente les valeurs sur L d'une fonction analytique 9 ( 3 ) , 

définie de part cl d'autre de L . 



L a cond i t ion est nécessaire : si f et ft sont e o n t i n u a b l e s , / — f, est une 

fonc t ion a n a l y t i q u e de z q u i existe de p a r t et d 'autre de L et d o n t la v a l e u r 

sur L est 

L a cond i t ion est suff isante; car , si la fonct ion cp(~r) ex is te , la s o m m e 

/ , (z) -h 9 ( 5 ) p r o l o n g e f ( z ) au de là de L . 

P o u r q u e l ' énoncé soit vérif ié , il faut e t il suffit ( d ' a p r è s une r e m a r q u e d u 

l e m m e I I d u C h a p i t r e I I ) q u e , / ( - ' ) — / , ( ; " ) tende uniformément vers 

cp(/) , q u a n d z' et z" t e n d e n t vers u n p o i n t £ de L , de p a r t et d 'autre de L , 

sur un certa in chemin v a r i a n t a v e c 'Ç d 'une m a n i è r e c o n t i n u e . P a r e x e m p l e , 

on p e u t t r o u v e r un n o m b r e z tel , qu 'en p o r t a n t sur la n o r m a l e à L en c h a q u e 

p o i n t Z les l o n g u e u r s 'Çz' = Zz" = z, de p a r t et d'autre de Z, on ait 

(r, é tant un n o m b r e posit i f aussi pe t i t qu 'on v e u t ) . 

Q u a n d la l i gne L est a n a l y t i q u e , il faut et il suffit, p o u r que f et / , soient 

e o n t i n u a b l e s , que ^(l) soit une fonct ion a n a l y t i q u e de / . 

A p p l i q u o n s ce t te r e m a r q u e a u x in tégra le s d o n t nous v e n o n s de par ler , et 

tout d ' a b o r d à l ' intégrale 

ce t te in tégra l e é tant prise le l o n g d'un cer ta in c h e m i n A B \ Z = »•( / ) , si / 

dé s igne l 'arc de A B c o m p r i s entre Z0 et Z]; la fonct ion f(Z) est définie en 

c h a q u e po in t de AB, f(Z) = / , ( / ) . D e p a r t et d 'autre de A B , J ( ^ ) p r e n d 

des v a l e u r s différentes J , ( ; ) , 3-,(z) : q u a n d les po ints z' et z" situés sur la nor ­

m a l e en Z à A B de par t et d 'autre de Z t e n d e n t vers ce po in t , J , ( - ' ) — J 2 ( - " ) 

t e n d vers -il-fÇZ). S i / ( u ) est d i s c o n t i n u e , J , et.) . , ne p e u v e n t être toutes 

d e u x eont inuables au delà de A B ; si f(Z) est c o n t i n u e , on vo i t sans pe ine 

que la différence J ( ( - ' ) — J 2 ( s " ) t e n d vers lir.fÇZ) u n i f o r m é m e n t le l o n g 

de A B , sur la n o r m a l e à A B . L a cond i t ion nécessaire et suffisante p o u r que 

J , et Jo soient eont inuab les est d o n c que f(Z) représente les va l eurs sur A B 

d'une fonct ion a n a l y t i q u e . Q u a n d A B est une l i gne a n a l y t i q u e , il faut et il 

suffit q u e / ( ( / ) soit fonction analytique de L S i , p a r e x e m p l e , / , ( / ) 

n ' a d m e t pas de dér ivée d 'ordre n, les d e u x fonct ions J , et J 2 ne sont pas 

e o n t i n u a b l e s au de là de A B . O n r a m è n e à la p r é c é d e n t e l ' in tégra le 

en p o s a n t 



A r r i v o n s au cas p lus g é n é r a l 

T o u t e s les l i gnes A B , décr i tes p a r les po in t s z q u i véri f ient l ' équat ion 

G ( 0 , z) = o , q u a n d on donne à G des v a l e u r s réel les c o m p r i s e s entre t0 et 

t,, sont des c o u p u r e s de J ( . z ) . S o i t Z un de ces po in t s , Z = g ' ( G ) , et soit 

P ( £ , z) = G(t, z); q u a n d les po in t s z' e t z", s i tués sur la n o r m a l e en Z à 

A B de par t et d 'autre de Z, t e n d e n t vers ce p o i n t , la différence J , (z') — J.,(z") 

tend vers p^g ' ̂  = ? ( ^ ) > e t c e ' a u n i f o r m é m e n t le l o n g de A B , si 9 ( G ) est 

c o n t i n u e . L o r s q u e J , et J , sont c o n t i n u a b l e s , 9 (G) représente les va l eurs sur 

A B d'une fonct ion a n a l y t i q u e . S i A B est a n a l y t i q u e , Z = «-(G) p e u t être 

fonct ion a n a l y t i q u e de G; d a n s ce cas , 9 (G) do i t être aussi fonct ion ana ­

l y t i q u e de G; s inon, Z est fonct ion a n a l y t i q u e de / , G = et cpf/t( / )J 

do i t être fonct ion a n a l y t i q u e de / . 

O n v o i t q u e , si F et G sont fonct ions a n a l y t i q u e s de t, les condi t ions 

sont sat isfai tes; les d e u x fonct ions J , et J 2 sont c o n t i n u a b l e s au de là de A B . 

Q u a n d G(t,z) est fonct ion a n a l y t i q u e de t, sans q u e F le soit , une au 

moins des d e u x fonct ions n'est pas c o n t i n u a b l e . 

L a m ê m e discuss ion s 'appl ique a u x c o u p u r e s des in tégra le s d o u b l e s indi ­

quées p a r M . L a g u e r r e . 

1 2 . N o u s d o n n e r o n s , p o u r t erminer cet te é t u d e , q u e l q u e s e x e m p l e s des 

pr inc ipa les s ingular i tés qu 'une fonct ion p e u t présenter dans le d o m a i n e 

d'une c o u p u r e . 

Il c o n v i e n t d ' a b o r d de d i s t i n g u e r les c o u p u r e s fermées des c o u p u r e s 

ouvertes. Q u a n d une c o u p u r e est fermée et enc lô t l 'espace S , il n 'y a a u c u n 

r a p p o r t entre les d e u x fonct ions f(z) elf,(z) représentées p a r les s y m b o l e s 

à l ' extér ieur ou à l ' intérieur de S . I l est facile de f o r m e r , à l 'aide d' inté­

gra les ou de séries , une fonct ion F(z) éga le à f(z) à l ' extér ieur de S , et 

p r é s e n t a n t S c o m m e espace l acuna ire , ou é g a l dans S à une fonct ion q u e l ­

c o n q u e o ( - ) . L e s d e u x fonct ions / e t o p e u v e n t a d m e t t r e toutes d e u x le 

c o n t o u r s de S c o m m e c o u p u r e essentie l le , ou c o m m e c o u p u r e art i f ic ie l le; 

ou b i en , l 'une est c o n t i n u a b l e a u de là d'un s e g m e n t s sans q u e l 'autre le 

soi t . D a n s le cas où s est c o u p u r e essentiel le de 9 ( 2 ) , p a r e x e m p l e , il 

n 'existe , à a u c u n t i tre , une fonct ion qu i puisse être r e g a r d é e c o m m e le p r o -



l o n g e m e n t na ture l de 9 ( 3 ) ; c a r les s y m b o l e s a n a l y t i q u e s p e u v e n t associer 

d e u x fonct ions q u e l c o n q u e s , e t , d 'autre p a r t , on ne saurai t t r o u v e r une fonc­

tion '•{>(-), tel le q u e '\>(z,)— 9(^2) t ende vers o q u a n d z, etz.2 t e n d e n t vers 

un p o i n t de s de p a r t et d 'autre de ce t te l i g n e ; a u t r e m e n t , 9 ( 3 ) serait c o n ­

t inuab le . 

Q u a n d o(z) est c o n t i n u a b l e au de là de S , la c o u p u r e s p e u t être pure­

ment artificielle ; il arr ive , p a r e x e m p l e , q u e la fonct ion p r o l o n g é e est l i o ­

l o m o r p h e dans le p l a n . 

A u contra ire , soit A B une c o u p u r e ouverte de / ( - ) ; de p a r t et d 'autre 

de AB,f(z) p r e n d des v a l e u r s d i f f é r e n t e s / , ( - ' ) , f ( - " ) ; il est c lair q u e les 

d e u x fonct ions ne p e u v e n t être associées a r b i t r a i r e m e n t . D e p l u s , s i f , ( z ' ) 

définie d u côté C de A B est c o n t i n u a b l e au de là de A B p a r u n e fonct ion 

9 ( 3 ) , les po in t s A et B sont n é c e s s a i r e m e n t des points singuliers ( c r i t i ­

ques ou e x t r é m i t é s de c o u p u r e s ) de 9 ( 3 ) ; a u t r e m e n t , z t o u r n a n t a u t o u r d u 

p o i n t A , après a v o i r franchi la c o u p u r e A B de C en C , la fonct ion 9 ( 3 ) 

p r e n d r a i t , p o u r des po in t s z vo i s ins de A B et situés d u côté G de ce t te l i g n e , 

les va leurs f,(z'), de m ê m e q u e la f o n c t i o n / ( ^ ) ; 9 ( 3 ) co ïnc idera i t d o n c 

avec f.2(z) p o u r les po in t s z" vois ins de A B et s i tués d u côté C de A B , ce 

qu i est i m p o s s i b l e , f2(z) ne p r o l o n g e a n t p a s / , (z). 

D a n s le cas d'une c o u p u r e o u v e r t e A B , peut - i l a r r i v e r q u e la fonction 

fi(z') soit continuable au delà de A B sans que f{z") le soit aussi ? 11 est 

facile de former des e x e m p l e s de ce fa i t ; cons idérons un cerc le C de centre 

O et de r a y o n R ; f o r m o n s une fonct ion o(z) a y a n t c o m m e c o u p u r e essen­

tielle la d e m i - c i r c o n f é r e n c e située au-dessus de Ox et l i o l o m o r p h e dans le 

reste d u p l a n . P o s o n s z = zK -\-\jz\— G - , le s igne d u rad ica l é t a n t chois i de 

m a n i è r e q u e | 3 ] soit infér ieur à R . L a fonct ion o(z) = '\>(z,) est u n e fonc­

t ion u n i f o r m e de z t , a d m e t t a n t le s e g m e n t A B de Ox, c o m m e c o u p u r e ; 

q u a n d zt t end vers A B d u côté des y , posi t i fs , z t end v e r s un p o i n t de la 

demi -c i rconférence inférieure de C ; ^(zt) est p a r suite c o n t i n u a b l e au de là 

de A B q u a n d z, passe d u d e m i - p l a n supér ieur au d e m i - p l a n in fér ieur ; on 

v o i t de m ê m e q u e '\>(z,) n'est pas c o n t i n u a b l e q u a n d z, t end vers A13 d u 

côté des y néga t i f s . 

O n p e u t p r e n d r e encore une fonct ion f(z) définie dans un espace S et q u i 

n'est pas c o n t i n u a b l e au de là de ce t e space . S i A B est une port ion de sur 

l a q u e l l e / ( - ) soit c o n t i n u e , on cons idère o(x) — f LI^L dz; 9(.<••) n'est 

pas c o n t i n u a b l e au de là d e A B q u a n d x passe de S en S ' ( S ' d é s i g n a n t l 'es-
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pacc e x t é r i e u r à S ) ; au c o n t r a i r e , cp(ie) est c o n t i n u a b l e q u a n d z passe de S ' 

en S , c o m m e le m o n t r e n t auss i tôt les d e u x éga l i t é s 

p o u r x intér ieur à S , e t 

p o u r x e x t é r i e u r à S . 

L n e x e m p l e très s imple de fonct ions c o n t i n u a b l e s des d e u x côtés d'une 

c o u p u r e A B est offert p a r les fonct ions m u l t i f o r m e s q u ' o n r e n d un i formes 

e n j o i g n a n t leurs po ints cr i t iques d e u x à d e u x . I n v e r s e m e n t , s i , / ( - ) p r é ­

sente une c o u p u r e A B j o u i s s a n t de ce t te p r o p r i é t é , la fonct ion f(z) p e u t -

el le être cons idérée c o m m e une b r a n c h e d'une fonct ion m u l t i f o r m e n 'ayan l 

a u x env irons de A B q u e des po in t s cr i t iques d i s tr ibués sur A B ? O n se 

rend c o m p t e d u contra ire de la m a n i è r e su ivante : s o i t ç p ( - ) une fonct ion 

a y a n t c o m m e p lus h a u t la d e m i - c i r c o n f é r e n c e supér ieure d'un cerc le C 

c o m m e c o u p u r e , ce t te c o u p u r e é tant essentie l le q u a n d z entre d a n s le cerc le 

e t artif iciel le q u a n d J en sort . S i l'on pose z = z, -+- ̂ z*-— C , la fonct ion 

' i ( - i ) — 9 ( 2 ) est c o n t i n u a b l e des d e u x côtés d u s e g m e n t A B de O x ' f ; m a i s , 

si z, passe du d e m i - p l a n supér ieur au d e m i - p l a n infér ieur et t o u r n e ensui te 

a u t o u r de B , la fonct ion ' ! , ( " , ) q u i p r o l o n g e présente A B c o m m e 

c o u p u r e essent ie l le q u a n d z, r e v i e n t sur ce t te dro i t e . 

N o u s a v o n s , dans ce qu i p r é c è d e , d o n n é les condi t ions nécessaires et suf­

fisantes p o u r qu 'une fonct ion soit c o n t i n u a b l e au de là d'une c o u p u r e . M a i s 

les cond i t ions nécessaires p e u v e n t p r e n d r e un g r a n d n o m b r e de formes : il 

suffit de reconna î tre q u e la fonct ion ne présente pas dans le v o i s i n a g e de la 

c o u p u r e un des carac tères d 'une fonct ion h o l o m o r p h e , p o u r être certain q u e 

la c o u p u r e est essent ie l le . A i n s i , q u a n d la fonct ion a d m e t dans le v o i s i n a g e 

d'une l igne une infinité de zéros , de pô le s ou de po int s essentiels formant 

une suite linéaire, ce t te l i g n e est s û r e m e n t une c o u p u r e essentiel le de la 

fonct ion . (Tes t le cas du cerc le f o n d a m e n t a l p o u r les fonct ions fuchs iennes 

définies s e u l e m e n t dans ce cerc l e . 

S i / ' ( ' - ) est h o l o m o r p h e dans le v o i s i n a g e de A B , d u cô té C de c e l l e l i g n e , 

sa v a l e u r p e u t ne pas tendre vers une l imi te q u a n d z tend vers des po ints Ç 

de A B f o r m a n t une suite l inéaire [ / ( - ) est i n d é t e r m i n é e sur le c h e m i n 'Çz. 

m\f(z) t end vers des l imites différentes sur d e u x c h e m i n s Zz différents | . 



V o i c i un e x e m p l e c u r i e u x de ce fait : cons idérons la fonct ion 

O n p e u t toujours p r e n d r e n assez g r a n d p o u r qu 'à l ' extér ieur d'un cercle 

a y a n t a p o u r centre et p p o u r r a y o n le m o d u l e d u reste l\n de la série soit 

inférieur à e. F o r m o n s une suite de fonct ions h,(z), ..., //^(z), les 

points qu i c o r r e s p o n d e n t à ces fonct ions é tant tous d is t incts et d i s tr ibués 

sur la l i gne A B où ils f o r m e n t une suite l inéaire (ces po ints sont , p a r e x e m p l e , 

d é t e r m i n é s par la loi su ivante : a , est le mi l i eu de A B , a.> et a3 les m i l i e u x 

de A a , et de a , B , et ainsi de su i t e ) . D é s i g n o n s p a r p v la d i s lance m i n i m a 

de d e u x po ints q u e l c o n q u e s pris p a r m i les v p r e m i e r s a n a.,, . . . , a.,. P o u r 

c h a q u e v a l e u r de v, on p e u t p r e n d r e n assez g r a n d p o u r que 

ait un m o d u l e p lus pe t i t q u e ZV p o u r tous les po in t s M ou r ex tér ieurs à un 

cercle C v a y a n t « v p o u r centre et de r a y o n 0p v (0 est un n o m b r e d é t e r m i n é 

plus pet i t q u e i ) . P o s o n s 

C e t t e série est u n i f o r m é m e n t c o n v e r g e n t e dans l 'espace e x t é r i e u r à tous les 

cerc les C v , si la série 2 î v c o n v e r g e . 

F a i s o n s tendre M vers un des points « v ( s o i t a^) de man ière qu' i l reste 

ex tér i eur a u x cerc les C „ , + l , C ^ + o , . . . ( c e q u i est t ou jours poss ib le : si 0 = ^, 

il suffit que M soit c o m p r i s dans l 'angle dro i t de s o m m e t a^ et d o n t la b i s ­

sectr ice est n o r m a l e à A B ) . D a n s ces c o n d i t i o n s , z(z) — ll(P'-(z) tend vers 

une v a l e u r d é t e r m i n é e , car on p e u t t o u j o u r s p r e n d r e q assez g r a n d p o u r que 

soit inférieur à I e t , d 'autre p a r t , 

est h o l o m o r p h e au p o i n t a^. L a fonct ion z>(z) est d o n c indéterminée 

comme \\^(z) dans te voisinage de a^. 



O n p e u t é g a l e m e n t former des fonct ions qu i t endent vers des va l eurs 

/ ' , ( / ) d i scont inues q u a n d z t e n d v e r s A B sur certa ines d irec t ions , par 

e x e m p l e sur la n o r m a l e à A B . So i t / ( O ) u n e fonct ion de la v a r i a b l e réel le 0, 

d i scont inue dans tout i n t e r v a l l e , ma i s à v a r i a t i o n l imi tée , et telle que la 

suite de va leurs -fi—.0) +JSJ.—°-). soit d i s c o n t i n u e . S i Ton c h e r c h e à d é v e -

2 

l opper ce t te fonct ion en série de F o u r i e r , on o b t i e n t une série t r i g o n o m é -

tr ique } L ( A „ c o s / i O - I - B „ s i n « 0 ) , q u i , p o u r toute v a l e u r de 0 entre o et -JZ, 

est éga le à ^ J ~^ ^ a série — ( A „ — Bni)z" est une fonct ion F 

de z , d o n t la par t i e rée l le , q u a n d z t end vers un po in t du cercle C de 

r a y o n i et de centre O , sur la n o r m a l e à ce cerc le , tend vers la v a l e u r 

' ^ J - ° ' ) ° \ fonct ion d i scont inue de 0. Q u a n d z tend vers un point 

de la c irconférence C sur certa ins c h e m i n s , F ( r ) est i n d é t e r m i n é e . 

Q u a n d une fonct ion F ( ; ) p r e n d sur une c o u p u r e A B une suite cont inue 

de v a l e u r s F , ( / ) , la c o u p u r e est essentiel le au cas o ù , A B é tant une l igne 

a n a l y t i q u e , F , ( 7 ) n ' a d m e t pas de dér ivée d 'ordre / / . P a r e x e m p l e , les 

séries 

( d a n s lesquel les a,f dé s igne ou 1 . 2 . . . » , . . . ) r eprésentent des fonct ions 

h o i o m o r p h e s de z dans le cercle C de r a y o n 1, qui prennent sur la c irconfé­

rence de C une suite cont inue de v a l e u r s F , ( 0 ) , mais qui ne sont pas eont i ­

nuables au de là de C ; car les séries 

sont des fonct ions cont inues de 0, n ' a d m e t t a n t pas de d é r i v é e , c o m m e l'a 

d é m o n t r é M . D a r b o u x ( ' ) . 

L e s fonct ions q u i r e p r é s e n t e n t un e space à c o n t o u r a n a l y t i q u e sur un es-

p a c e d o n t le c o n t o u r est tel q u e n'existe p a s , fournissent un autre 

e x e m p l e de ce t te s ingu lar i t é . D e m ê m e à toute fonct ion \ ( x , y ) , satisfai­

sant à l é q u a t i o n A \ = o, qu i p r e n d sur un c o n t o u r fermé s une suite de 

1 1 1 -Mémoires sur les fonctions discontinues (./finales de l'Ecole Normale supérieure. 

année 187")). 

P . I O 



v a l e u r s non a n a l y t i q u e ( le c o n t o u r s é tant a n a l y t i q u e ) , correspond une 

fonct ion de z, Y -+- / U , q u i présente s c o m m e c o u p u r e essentie l le . 

O n p e u t encore cons idérer l ' intégrale F ( ^ ) = / —-"J prise le l o n g 
-Ail •» _ Z 

d'un c h e m i n a n a l y t i q u e A B , la fonct ion f('Ç)=f,(J) n ' a d m e t t a n t pas de 

dér ivée /i[i'me (ou é tant d i s c o n t i n u e , mai s suscept ib le d ' i n t é g r a t i o n ) . L a fonc­

tion F ( r ) n'est s û r e m e n t p a s c o n t i n u a b l e des d e u x côtés de la c o u p u r e . 

Soit J , (z) et J 2 ( r ) les va leurs de F(z) de p a r t et d 'autre de A B , soit de 

p l u s / , ( 7 ) = P ( 7 ) iQ(f)- Q u a n d une seule des fonct ions P ( / ) , Q ( 7 ) est 

a n a l y t i q u e , A B est c o u p u r e essentiel le de J, et de .L ; car , si J , ( ~ ) est c o n -

t inuab le , la fonct ion L — . ] , , définie d'un cer ta in cô té d e A B , p r e n d sur A I » 

des v a l e u r s d o n t la part ie réel le ( o u i m a g i n a i r e ) est fonct ion a n a l y t i q u e de 

/ , et n'est pas c o n t i n u a b l e au delà de A B , ce q u e nous a v o n s d é m o n t r é être 

imposs ib le . C e s r e m a r q u e s s 'é tendent sans pe ine à l ' in tégra le J" ^J-'—d/. 

A u contra ire , l orsque la l i gne A B n'est pas a n a l y t i q u e , la fonct ion _ / \ - ) 

qui p r e n d sur A B la suite des v a l e u r s / , ( / ) = 1 5 ( 0 + 1'Q(0> fonct ion a n a ­

l y t i q u e de / , n'est pas c o n t i n u a b l e . P l u s g é n é r a l e m e n t , q u a n d les dér ivées 

Vh-' 7TC*' " ' n ' c x i s l c n t f I u c j u s q u ' à l 'ordre n p o u r la c o u r b e A l > , les dér i ­

vées d e / , ( / ) , s i / ( V ) est c o n t i n u a b l e , d o i v e n t ex is ter j u s q u ' à l 'ordre n et 

s eu lement j u s q u ' à l 'ordre n. Il suffit, p o u r le v o i r , de r e m a r q u e r que les 

points z de la c o u r b e A B vérif ient l ' é q u a t i o n / ( - ) = / , ( / ) , où/(z) est a n a ­

l y t i q u e dans le v o i s i n a g e de A B . Il faut m ê m e q u e la part i e réel le P ( / ) | ou 

i m a g i n a i r e Q ( 7 ) J de / , ( / ) satisfasse à cet te c o n d i t i o n . C h a q u e fois qu'e l le 

n'est pas r e m p l i e , la c o u p u r e A B est essent ie l le . O n v o i t ainsi (pie l ' inlé-

gra le . ] ( ; ) = / ' - } ~ r ' 0 1 1 la fonct ion de / , F(Z) = / , ( / ) . est a u a l v l i q u e , 
••Ai! •» 

le c h e m i n A B ne l 'étant p a s , présente A B c o m m e c o u p u r e essent ie l le . D e 

m ê m e , les fonct ions F ( ; ) = Y -f- i\J d o n t la par t i e réelle p r e n d sur A B la 

suite a n a l y t i q u e de va leurs \ , ( / ) , ne sont pas c o n t i n u a b l e s au delà de A B . 

Kiifin, lorsque la fonct ion = o(z) r e p r é s e n t e d 'une m a n i è r e c o n f o r m e un 

^ r ' t <l'1 Y •> ' 
espace S sur un espace S , , et q u e la dér ivée n'existe pas p o u r l'arc L 

d" Y 

de .v, ~ ex i s tant p o u r l 'arc L , de s , , L est c o u p u r e essentiel le de o(z ). 

A j o u t o n s , p o u r t e r m i n e r , q u e , si u n e f o n c t i o n / ! ' z ) p r e n d sur A B des 

v a l e u r s / , ( 7 ) d o n t la dér ivée est c o n t i n u e , f ( z ) p r e n d sur A B les 



valeurs / ' ( 1) ainsi que cela sera démonIré dans la suite Tceei sup­

pose toutefois ^ c o n t i n u e sur A B ) . 

1 3 . D a n s l ' é tude qu i p r é c è d e , nous a v o n s a d m i s que la c o u p u r e A B n'é­

tait pas l imi te d'autres l ignes s ingu l i ères . A u cas c o n t r a i r e , q u a n d un point 

3 tend vers un p o i n t 'Ç de A B , il r e n c o n t r e une infinité de c o u p u r e s A „ B „ d e 

F ( ; r ) . S i ces c o u p u r e s sont essentiel les , A B est n é c e s s a i r e m e n t coupure es­

sentielle de F ( ' z ) . S i n o n , il c o n v i e n t de d i s t i n g u e r les d e u x cas su ivants : 

l orsqu ' i l ex is te un e space S a t t e n a n t à A B où la fonct ion F(z') est c o n t i ­

nuable au de là de c h a q u e c o u p u r e A „ B „ p a r une fonct ion F , ( r ) qu i existe 

au delà de A B , on p e u t dire (pie F est co/iiinitabfe au delà de A B ; si ce l t e 

c o n d i t i o n n'est pas r e m p l i e , F ( ; ' ) n'est pas c o n t i n u a b l e . P a r e x e m p l e , soit 

f(z) une fonct ion u n i f o r m e définie d é p a r t et d 'autre de O x , a d m e t t a n t les 

point s O et A de l 'axe des x c o m m e po int s essentiels et les p o i n t s ^ et 

a -+- j c o m m e zéros s imples . L a fonct ion un i forme F ( z) = \/(:'), qui pré ­

sente c o m m e c o u p u r e s les droi tes A „ B „ j o i g n a n t J à a + j , est c o n t i n u a b l e 

au de là de ces c o u p u r e s et de O A . C o n s i d é r o n s , au contra ire , une suite de 

f o n c t i o n s / , / , , . . . , / « ( - ) , • • • > / « ( - ) d é s i g n a n t une fonct ion d o n t O x est 

c o u p u r e essentie l le . L a fonct ion V(z) éga le hf„(z) entre les droi tes r = ^ . 

r = — - — , est c o n t i n u a b l e au de là de ces dro i tes , mais présente O x c o m m e 

Il -r- i 1 

c o u p u r e essent ie l le . D a n s ce cas , il arr ive parfois q u e Y(z) tend vers des 

va leurs F , ( x ) , fonct ion a n a l y t i q u e de x , q u a n d z tend vers O x ; ainsi, a p ­

pe lons çp(-s) une fonct ion cont inue sur O x , mai s d o n t O x est c o u p u r e es­

sent ie l l e ; on p e u t f a i r e / ( 3 ) = 0 ( 3 ) , ...,/„(z) = • • •> et F(z') tend 

v e r s o , q u a n d z t end vers O x . 

1 4 . L e s t h é o r è m e s p r é c é d e n t s o n t leurs a n a l o g u e s dans l 'é tude des fonc­

t ions Y de d e u x v a r i a b l e s qu i sat isfont à l ' équat ion A V = o. 

Q u a n d d e u x fonct ions un i formes \ ( x , y ) , V , ( x , r ) , définies d u m ê m e 

côté d'une c o u p u r e A B , c o ï n c i d e n t le l o n g de ce l te l i gne ainsi que — et 



elles c o ï n c i d e n t dans le v o i s i n a g e de la c o u p u r e . O n le v o i t en ra i son­

nant sur r i n t é g r a l c c o m m e sur l ' in tégra le 

11 suffit, p o u r que le t h é o r è m e soit e x a c t , qu' i l existe une l o n g u e u r A telle 

qu 'en p o r t a n t sur la n o r m a l e à A B , en c h a q u e po in t M , la l o n g u e u r M X = A, 

I \ ( .v, y)— \ ,(./;, y ) | et — c / n ' so ient intérieurs a tout 

n o m b r e donné z. 

Q u a n d les d e u x fonct ions \ et \ , sont définies de p a r t et d'autre de A B , 

elles se r a c c o r d e n t et f o r m e n t une fonct ion a n a l y t i q u e régu l i ère aux, y , 

qui satisfait à l ' équat ion A Y = o. I l faut p o u r cela et il suffit (pie, si l'on 

p o r t e sur la n o r m a l e en M à A B les l o n g u e u r s M N = M X , = A, de p a r t et 

d 'autre de M , | Y ( . r , y ) - Y , ( x , , y , ) j et j ^ (x,y) - ~ (xt, y , ) soient 

inférieurs à s (x, y é tant un p o i n t de M X , x { , y t de M X , ) . C e c i résulte du 

leniine I I I du C h a p i t r e I I . 

P a r suite , la condi t ion nécessaire et suffisante p o u r que Y ( . r , y) soit c o n ­

t inuable au de là de A B est que la fonct ion Y , ex i s te . Il suffit encore que 

les différences [Y(x,y) — \ { ( x n y , ) \ et ~{x,y) - x{ , \ •,) t e n ­

d e n t u n i f o r m é m e n t le l o n g de A B vers des v a l e u r s c ( / ) , v'(l) (/, d é s i g n a n t 

l'arc A M ) q u i puissent être cons idérées c o m m e les v a l e u r s sur A B d'une 

fonct ion Yv (x, y ) r é g u l i è r e et sat isfaisant à A W = o . 

L a cond i t ion est é g a l e m e n t satisfaite q u a n d V et Y , se r a c c o r d e n t sur A B , 

en m ê m e temps que ^ et ou, p lus g é n é r a l e m e n t , q u e \ = a ^ + j 

et A ( = a ^ 4 - fi -jj* (Y. et fi d é s i g n a n t d e u x fonct ions de / , mais Y ' et A dif­

férant de ~ , ^ ~ j - C e q u e n o u s v e n o n s d e dire s 'appl ique é v i d e m m e n t aux 

fonct ions \ ( x , y , :•) de trois v a r i a b l e s , qu i satisfont à l ' équat ion A Y = o. 

D a n s le cas où A B est une l i gne a n a l y t i q u e , il faut et il suffît, ainsi q u e 

nous l 'avons d é m o n t r é , q u e \ ( x : y ) p r e n n e sur A B une suite de va leurs 

( ' , ( / ) , fonct ion a n a l y t i q u e de / , p o u r que Y(x,y) soit c o n t i n u a b l e au delà 

de A B . Q u a n d cet te c o n d i t i o n est réal isée , les dér ivées ~ sont e l les-
ôx or 

m ê m e s des fonct ions a n a l y t i q u e s régu l i ères dans le vo i s inage de A B , et p r e n -



nent en c o n s é q u e n c e sur A B d c s v a l e u r s v'(l), P"(0> v' et v" é tant des fonct ions 

a n a l y t i q u e s de / . M a i s ex i s te - t - i l t o u j o u r s une fonct ion V(x,y) telle que "V 

prenne sur A B des valeurs i>, ( / ) , ~ des valeurs P'(0> v> ( 0 e ' t ! t o / i / 

fonctions analytiques de Z? O n v o i t sans pe ine qu' i l en ex is te une et une 

seule : soit (x,y) un po in t de A B , x = o(l), y = '•]>(/); si P ex i s te , la fonc­

tion ~ — i ™ est une fonct ion a n a l y t i q u e de z définie de p a r t et d 'autre de 

A B , et l'on a sur A B 

O r il existe une fonct ion f(z) définie de p a r t et d 'autre de A B , et prenant 

sur A B les v a l e u r s p ' ( / ) - t - ï V ' ( / ) , fonct ion a n a l y t i q u e de / . S i l'on pose 

f f z)dz - F ( - ) , la part ie réel le de F ( ; ) , T?(x,y), p o u r une v a l e u r c o n ­

v e n a b l e de la cons tante d ' i n t é g r a t i o n , satisfait a u x cond i t ions énoncées . 

D ' a p r è s les p r e m i e r s t h é o r è m e s , il est c la ir qu'i l n'en saurai t ex i s ter 

d 'autres . 

P l u s g é n é r a l e m e n t , on d é m o n t r e d e m ê m e qu' i l existe une fonct ion 

\ (x,y) p r e n a n t sur A B les va leurs <•',(/), et telle q u e a ( / ) ( ~ 4 - — 

prenne sur A B les va l eurs c ' ( / ) : a ( 7 ) , 3 ( / ) , v,(l), v ( / ) é tant des fonc ­

tions a n a l y t i q u e s de / . 

D e ces t h é o r è m e s , on d é d u i t au s u j e t des c o u p u r e s des fonct ions \ (x,y) 

des r e m a r q u e s ident iques à cel les q u ' o n a faites sur les c o u p u r e s des fonc­

tions de z . 

L e s condi t ions nécessaires p o u r q u ' u n e fonct ion v(x,y) soit c o n t i n u a b l e 

au de là d'une c o u p u r e a n a l y t i q u e p e u v e n t s 'étendre a u x fonct ions \ (x, y,z) 

de trois v a r i a b l e s . M a i s il n'en est pas de m ê m e des cond i t ions suffisantes. 

S o i t S une surface a n a l y t i q u e , c o u p u r e d'une fonct ion \ ( x , y , z). N o u s 

a p p e l o n s fonction analytique de d e u x ou trois v a r i a b l e s une fonct ion qui 

p o u r tout p o i n t ( x 0 1 y 0 , z0) ( s a u f p o u r des po in t s e x c e p t i o n n e l s ) est d é v e -

l o p p a b l e en série de T a y l o r , ce t te série c o n v e r g e a n t tant q u e \x— r 0 j . 

\y — y 0 |, \ z — z0 \ r e s tent inférieurs à cer ta ines v a l e u r s , p o u r des v a l e u r s 

réel les ou i m a g i n a i r e s de x , y , z . 

L e s fonct ions Y ( x , y , z) sont des fonct ions a n a l y t i q u e s . U n e surface 



analytique est une surface tel le , q u e ses c o o r d o n n é e s x , y , z s ' e x p r i m e n t 

en fonction analytique de d e u x p a r a m è t r e s a et 3 

o, ' | , / é tant définies p o u r des v a l e u r s réel les et i m a g i n a i r e s de a, 3 vois ines 

de a 0 , 3 0 ( l e c o u p l e a 0 , 3 0 définit u n po in t de la s u r f a c e ) . S i V ( . r , j ' , 2 ) est 

c o n t i n u a b l e au de là de S , Y p r e n d sur S (a ins i q u e ses dér ivées d'ordre 

q u e l c o n q u e ) des valeurs V , ( a , 3 ) , où V , ( a , 3) e,?/ une fonction analy­

tique de x, 3; car r e m p l a ç o n s _)', 2 en a, 3 dans Y ( x , y , z ) ' , les c o o r ­

données x , )', 2 sont définies en fonct ion de a, 3 p o u r des va l eurs i m a g i ­

naires de a, 3 vois ines de a 0 , 3 0 , et Y ' ' ( , r , j ' , est définie p o u r des v a l e u r s 

i m a g i n a i r e s de x , y , z vois ines de x 0 , y 0 ; il en résulte q u e Y , ( a , 3) est une 

fonct ion de a, 3 définie p o u r les v a l e u r s réel les et i m a g i n a i r e s de a, 3 vo i ­

sines de a 0 , 3 0 ; c'est d o n c une fonct ion a n a l y t i q u e de a, 3. Il en est de m ê m e 

1 1 1 <A' ôv dv 
des va leurs de - ^ - , - - 0 1 1 - 7 - 1 

I n v e r s e m e n t , q u a n d une fonct ion Y ( x , y , z) p r e n d sur S des va l eurs 

Y , ( a , 3 ) , e l — des va leurs Y ' ( a , 3 ) , V , et Y ' é tant fonct ions a n a l y t i q u e s de 

y., 3, cet te fonct ion est-e l le c o n t i n u a b l e au de là de S ? A u t r e m e n t d i t . 

ex is te - t - i l une fonct ion Y ( x , y , z) r égu l i ère de p a r t et d 'autre de S et v é r i ­

fiant sur S ces d e u x c o n d i t i o n s ? Il n'en p e u t é v i d e m m e n t ex is ter q u ' u n e , et , 

si elle ex is te , les v a l e u r s de ses dér ivées par t i e l l e s en un p o i n t x' ( ), y 0 , z0 de 

S s 'obt iennent en d é r i v a n t les équat ions 

EL 

L a p r e m i è r e cond i t ion d o n n e , p a r dér iva t ions success ives , (/* -+- 1 ) é q u a ­

t ions c o n t e n a n t l i n é a i r e m e n t les dér ivées de V j u s q u ' à l 'ordre n i n c l u s i v e ­

m e n t ; la d e u x i è m e d o n n e n équat ions a n a l o g u e s ; la t ro i s i ème , ^ n 1 ^ " ; en 

tout , équat ions l inéaires , c es l -a-dire a u t a n t que de dér ivées 

d 'ordre n c l d 'ordre inférieur. O n p e u t d o n c ca lcu ler les va l eurs au po int 

û'o> Xo> z o ) de ces d é r i v é e s ; si la série de T a y l o r formée à l 'aide de ces va l eurs 



est c o n v e r g e n t e , la fonct ion <I>(.r,y, z) ainsi définie véri l ie les condi t ions 

énoncées . M a i s il n'est pas d é m o n t r é qu'e l le c o n v e r g e néces sa i rement . 

D a n s le cas où la surface de S c o m p r e n d une por t ion 7 de surface s p h é -

r iquc 2 , sur laque l l e \ ( x , y , z) s 'annule [la fonct ion Y ( x , y , z) é tant r é g u ­

lière dans ce t te sphère et cont inue sur sa surface | , \ ( ./•, y , z) est conl i -

nuahle au de là de ainsi que le m o n t r e aussitôt l 'égal i té 

où /' et a ont une s ignif icat ion c o n n u e . 

T o u t e s les formes de conditions nécessaires, p o u r q u ' u n e fonct ion / ( z ) 

soit c o n t i n u a b l e au delà d'une c o u p u r e , s 'étendent sans pe ine a u x fonctions 

\ (./:, r , ; ) et p e r m e t t e n t de t r o u v e r des fonct ions "\ a y a n t dif férentes es­

pèces de c o u p u r e s essentie l les . 



SECONDE PARTIE. 

D É V E L O P P E M E N T EN S É R I E S D E S F O N C T I O N S A S I N G U L A R I T É S Q U E L C O N Q U E S . 

C H A P I T R E I . 

I . \ o u s a l lons , dans ce t te s econde P a r t i e , c h e r c h e r à d é c o m p o s e r en 

s o m m e s et en p r o d u i t s les fonct ions affectées de c o u p u r e s . P o u r obten ir 

l 'expression exp l i c i t e en séries des fonct ions a u x q u e l l e s on se t rouve r a m e n é , 

il esl nécessa ire de savo ir d é v e l o p p e r en série une fonct ion l i o l o m o r p h e dans 

une aire q u e l c o n q u e ou à l ' extér ieur d'une l igne q u e l c o n q u e . C ' e s t ce po int 

ipie nous trai terons dans le p r e m i e r C h a p i t r e . 

I n p r e m i e r m o d e de d é v e l o p p e m e n t repose sur les propr i é t é s de la repré­

sentation conforme. S o i t u n e l i gne q u e l c o n q u e s d u p lan des z , assujet t ie 

à la seule cond i t ion de ne pas se c o u p e r . Il existe une fonct ion z, = /'(-) 

qui représente d'une m a n i è r e c o n f o r m e l 'espace S ex tér i eur à s ( o u l 'espace 

intér ieur à s, si s es l f e r m é e ) sur l 'espace S , e x t é r i e u r à un cerc le C d u p lan 

des z, a y a n t l 'or ig ine p o u r centre . A u t r e m e n t d i t , z , est une fonct ion de r 

l i o l o m o r p h e dans S ( s a u f en un p o i n t z 0 qu i esl un p ô l e ) , et telle qu'à 

c h a q u e po int z, de C c o r r e s p o n d e un seul p o i n t 3 de S , et r é c i p r o q u e m e n t : 

3 =fi(z,) est l i o l o m o r p h e dans S , , sauf en un po in t qu i esl un pô le . L a 

f o n c t i o n / ( j ) d é p e n d de trois cons tantes réel les a r b i t r a i r e s ; on p e u t faire 

c o r r e s p o n d r e à un p o i n t de S et à un p o i n t de son c o n t o u r s un po in t arb i ­

traire de S , et de la c i rconférence c. F a i s o n s c o r r e s p o n d r e les po ints à l'in­

fini de S et de S , ; à l ' extér ieur de C , la fonct ion z = ? ( - t ) qui a d m e t le 

po int ce p o u r pôle se d é v e l o p p e ainsi : 

D ' a u t r e p a r t , la fonct ion zt=/(z), à l ' extér ieur d'un cercle C a y a n t 

l 'origine p o u r centre et c o m p r e n a n t s, est de la f o r m e 



O n en d é d u i t q u e p = q — i et q u e , p a r sui te , 

L a fonct ion z = q(zl) cont i en t encore une cons tante réel le a r b i t r a i r e ; on 

p e u t écrire 

a d é s i g n a n t une cons tante réel le . 

P o s o n s z' = kz, ; q u a n d z, p a r c o u r t C , z' décr i t un cerc le c o n c e n t r i q u e 

de r a y o n R p , si R est le r a y o n de C et p le m o d u l e de k. D a n s ces c o n d i ­

t ions, 

et , si To n c h a n g e , en dern ier l ieu, z' - h a en z , , il v i e n t 

L a l imite de j z — zt I est zéro p o u r z = ? c . E n déf in i t ive , é tant d o n n é l'es­

p a c e S , il existe une fonct ion — f(z), telle q u e l i m | z — r, | soit zéro 

p o u r z infini, et qui représente d'une m a n i è r e c o n f o r m e l 'espace S sur l'es­

p a c e ex tér i eur à un cercle b ien d é t e r m i n é C , d u p lan d e s ; , . L a manière 

d o n t nous a v o n s o b t e n u ce l t e fonct ion m o n t r e qu' i l n'en existe qu 'une seule . 

D é s i g n o n s p a r a le centre de G , ; nous d irons , p o u r a b r é g e r , que z, = J \ z ) 

[ou z = o(z,)\ osl fonction figurative de l 'espace S e l que a est l'ajjixe. de 

la ligne s. 

S o i t m a i n t e n a n t une fonct ion u = F ( ; ) h o l o m o r p h e dans l'aire S ( y c o m ­

pris le po int 3 c ) ; posons z — o(zt)\ la fonct ion F , ( ; , ) , h o l o m o r p h e à 

l ' extér ieur du cercle C , , de centre r/, se d é v e l o p p e ainsi 

et , c o m m e zr, =f(z), on en conc lu t q u e V(z) p e u t se m e t t r e dans l 'espace S 

sous la forme 

(0 

C e c i s 'appl ique à une q u e l c o n q u e des fonct ions z, = f(z) qu i représentent S 

P . i i 



sur un cerc le d 'une man ière c o n f o r m e . M a i s la fonct ion figurative est la seule 

q u i vérifie les éga l i tés su ivantes : 

i ° So i t n un c o n t o u r f ermé e n t o u r a n t s : 

E n effet, l ' intégrale p r é c é d e n t e est é g a l e à f g(z, ) dz,, crl d é s i g n a n t un 

c o n t o u r fermé e n t o u r a n t le cerc le C , , e t g(z{) le p r o d u i t F , ^ , ) - ^ - -

I J après ( i ) , 

D ' a u t r e p a r t , 

P a r suite , 

L e seul t e r m e d o n t l ' in tégra le ne soit pas nul le est 

2 0 F ; F ( ; ) ( f c = A a + B , si F(z) s 'annule p o u r z x . C e t t e in l é -
" " G 

gra lc est éga le à r i n l é g r a l c J • ^ ^ ( z l ) d z i , où ' j / ( - I ) = z(zt)F,(z, ) — • 

O n v o i t , c o m m e p lus h a u t , q u e dans ce p r o d u i t le seul t e r m e d o n t l ' inlé-

gra le ne soit pas nul le est 

PAR SUITE, 

Q u a n d les égal i tés p r é c é d e n t e s sont vérif iées , p o u r une des fonct ions 

3 , = / ( z ) , on aperço i t a i s é m e n t q u e l i m j — ; | = o p o u r z = oc. L a fonc ­

tion figurative j o u i t d o n c seule de ces d e u x p r o p r i é t é s . C e s r e m a r q u e s nous 

seront uti les dans la sui te . 

l in par t i cu l i er , si s se rédu i t au p o i n t a, la fonct ion F(z) p e u t se m e l l r e 

sous la forme 



A et p. é tant des cons tantes . M a i s il faut que X = o et q u e a = i p o u r que 

les éga l i tés énoncées soient satisfaites . L a fonct ion f igurat ive d e v i e n t d o n c 

z, = z q u a n d s se r é d u i t à un p o i n t . 

L o r s q u e S est une aire à d o u b l e c o n t o u r , M . S c h o l t k y a m o n t r é q u e S 

peut se représenter d'une m a n i è r e c o n f o r m e sur la couronne c o m p r i s e entre 

d e u x cerc les c o n c e n t r i q u e s . Il s'ensuit q u e F ( ; ) se d é v e l o p p e dans l'aire S 

de la man ière su ivante : 

(Test la généra l i sa t ion d u t h é o r è m e de L a u r e n t . 

2. L e s m o d e s de d é v e l o p p e m e n t q u e nous i n d i q u e r o n s m a i n t e n a n t n'exi­

gent la conna i s sance d 'aucune fonct ion par t i cu l i ère re la t ive à la l igne .v. 

VAX p r e m i e r l ieu, soit une aire q u e l c o n q u e S ne présentant [ tas d 'ang le 

L'entrant et l imi tée p a r une c o u r b e -y. T r a ç o n s un cercle C t a n g e n t à .s- au 

point M et ex tér i eur à S . Si a est le centre de C. z l'a f fixe de M , ./.• un point 

intér ieur à S , l 'express ion ' p e u t se d é v e l o p p e r ainsi 

F a i s o n s p a r c o u r i r a u p o i n t z la c o u r b e .v. a var iant avec ; d'une manière 

c o n t i n u e , sauf a u x po int s a n g u l e u x de .y : la série A(z) c o n v e r g e un i formé­

m e n t et représente ' • D ' a u t r e p a r t , si F( 'x') e s t i m e fonct ion h o l o m o r p h e 

de ,/; dans S . cont inue sur .v, on a 

P a r sui te . 

M a i s on p e u t t o u j o u r s t racer un c o n t o u r ex tér i eur à .y, intér ieur à la 

c o u r b e a décr i te p a r a, e l f o r m é de h arcs de cerc les tournant tous leur c o n ­

v e x i t é vers .y. A l ' intér ieur de ce c o n t o u r , d 'après un t h é o r è m e de M . A p p e l l , 



L e s a i n b,n /„ sont des fonct ions cont inues de a , p a r suite de l 'arc 

/ = M , M de .ç; les a , , a 2 , . . . , a A sont des cons tante s . D e m ê m e , 

D o n c 

et 

S i S est l'aire ex tér i eure à une cer ta ine l i gne o u v e r t e s, on rentre d a n s le 

cas p r é c é d e n t , en posant 

( « e t b sont les affixcs des e x t r é m i t é s de •s). L a fonct ion F , ( 3 , ) es l l i o lo ­

m o r p h e à l 'extér ieur d'un certa in e space et p e u t se m e t t r e sous la forme 2. 

Il suffit, p o u r a v o i r le d é v e l o p p e m e n t de F ( \ r ) , de r e m p l a c e r z, en fonct ion 

de z. 

D a n s le cas où S est l'aire in tér ieure à une c o u r b e c o n v e x e 6', un ra i sonne­

m e n t a n a l o g u e au p r é c é d e n t p e r m e t d 'obten ir des résul tats p lus s imples : 

N o u s supposons q u e -s n'a en c h a c u n de ses po ints qu 'un c o n t a c t s imple 

avec sa t a n g e n t e . T r a ç o n s un cercle C t a n g e n t à s au p o i n t M et c o m p r e ­

nant S à son intér ieur . S i a est le centre de C , z l'affixe d e M , x un point 

in tér ieur à S , l ' express ion 1 p e u t se d é v e l o p p e r ainsi 

F a i s o n s p a r c o u r i r au po int z la c o u r b e s, a v a r i a n t a v e c z d 'une man ière 

c o n t i n u e , sauf a u x po in t s a n g u l e u x de s. L a série A ( ^ ) c o n v e r g e sur .9 un i ­

f o r m é m e n t et représente ZZR^' D ' a u t r e p a r t , si F(x) est l i o l o m o r p h e d a n s 

S e t sur s, on a 



p a r suite , 

Vn(x) d é s i g n a n t un p o l y n ô m e en x de d e g r é n. O n v o i t d o n c qu 'une fonc­

t ion F(x), h o l o m o r p h e dans S , peut se développa- dans cette aire en série 

de polynômes. 

Discussion. — N o u s a v o n s a d m i s q u ' o n p o u v a i t t racer , en c h a q u e po in t 

de s, un cercle t a n g e n t à la c o u r b e et comprenant s à son intérieur. C e c i 

est e x a c t si la c o u r b e s n'a, en c h a q u e p o i n t , q u ' u n c o n t a c t s imple a v e c sa 

t a n g e n t e . S o i t , en effet, une c o u r b e c o n v e x e p a s s a n t p a r l 'or ig ine et a y a n t 

en ce po in t un c o n t a c t s imple a v e c Ox (Oy est d i r igé vers le centre de c o u r ­

b u r e ) . P o u r les v a l e u r s de x c o m p r i s e s entre — 3 et + a (— 3 et + - a é tant 

les abscisses des t a n g e n t e s paral lè les à Oy), on a 

T r a ç o n s un cercle t a n g e n t à O x , de r a y o n supér ieur au plus g r a n d des n o m ­

bres a et 3 , ainsi qu 'à d (d dé s igne l 'ordonnée de la t a n g e n t e , paral lè le à 

Ox). S i , entre — 3 et + a, l ' ordonnée d u cerc le 

est p lus pe t i t e q u e l 'ordonnée c o r r e s p o n d a n t e de s entre a et — 3 , le cercle 

c o m p r e n d s à son intér ieur . So i t LK une v a l e u r inférieure ( o u é g a l e ) à la p lus 

f"(0r) 
pet i te v a l e u r de - — ^ — entre -+- a et — 3 ( a est pos i t i f ) : entre a et — 3, y 

est supér ieur ou éga l à \J.X-. Il suffit d o n c q u e [i.x- — \ ne soit j a m a i s n é g a ­

tif entre — 3 et -f- a. C e c i p e u t s'écrire 

( R — u.x- est positif , p u i s q u e R est supér ieur à d). E l e v o n s au c a r r é ; il 

v i e n t , après r é d u c t i o n , 

P r e n o n s m a i n t e n a n t un po in t M q u e l c o n q u e sur la c o u r b e s; x cl y sont 

fonct ions d'un certa in p a r a m è t r e , et le l o n g de s, (x y" — y'x") est , p a r 



h y p o t h è s e , p lus g r a n d q u ' u n certain n o m b r e positif . M e n o n s en M la nor­

male M Y vers le centre de c o u r b u r e ; M X est la d i r e c t i o n p e r p e n d i c u l a i r e à 

M Y q u i fait a v e c M Y l 'ang le — | ; si a dés igne l 'ang le ( M X , Ox), u n s imple 

c h a n g e m e n t de var iab le s m o n t r e q u e , p o u r le po int M , 2 u d o i t être éga l ou 

inférieur à l 'express ion , , x y ^ = ( x v a r i a n t d a n s l ' interval le où le 
1 (x' cosa -t-r suia) ! v 

d é n o m i n a t e u r est pos i t i f ) . C e t t e c o n d i t i o n est satisfaite à c o u p sûr si 2 a esl 

inférieur ( o u é g a l ) à la p lus pe t i t e v a l e u r sur s de '— ; — T - S o i e n t d o n c 

Dhidislance maximaàc d e u x t a n g e n t e s paral lè les c l 2 /n la courbure minima 

de .<?; il suffit de p r e n d r e R supér ieur à la fois à D et à m ^ '—> p o u r (jue les 

cerc les de r a y o n R t a n g e n t s i n t é r i e u r e m e n t à s r e n f e r m e n t .y. 

L e r a i s o n n e m e n t n ' ex ige pas à la r i g u e u r q u e s a d m e t t e en c h a q u e point 

un cerc le osc i l la teur , c 'est-à-dire que tende vers une l imi t e , mais seu le ­

m e n t q u e , p o u r les v a l e u r s de As inférieures à un certa in n o m b r e 0 , le r a p -

p o r t ~ soit supér ieur à une q u a n t i t é finie, i m , le l o n g de s. 

Si s présente des po in t s a n g u l e u x , il suffit q u e la cond i t ion re lat ive à M 

soit r e m p l i e p o u r c h a q u e arc d i s t inc t de s. 

Q u a n d x'y" — y'x" s 'annule en des po in t s M , de s ne f o r m a n t pas une 

suite l inéaire , on d é c o m p o s e s en d e u x part ies : la p r e m i è r e 1 c o m p r e n a n t 

ces po ints et d o n t la l o n g u e u r p e u t être rendue aussi pe t i t e qu 'on v e u t ; la 

seconde-s — a; on ra isonne sur ^_^]_^^ c o m m e sur l ' in tégra le a n a l o g u e 

prise le l o n g de s. O n vo i t ainsi que ce l te in tégra l e p e u t se d é v e l o p p e r en 

série de p o l y n ô m e s : 2 P ^ ( / j ) . Q u a n d on fait t endre o-vers zéro , l ' in tégra le 

re la t ive à T tend vers z é r o , e t les p o l y n ô m e s P^,( '0 t e n d e n t vers une l imite 

P „ ( . r ) ; 2 P „ ( x ) r eprésente F ( . r ) . 

Si les po in t s M , f o r m e n t une suite l inéaire sur s ( p a r e x e m p l e , si .y c o m ­

p r e n d des s e g m e n t s de d r o i t e s ) , on a recours à la r e m a r q u e généra le su i ­

v a n t e : so i t une aire S in tér ieure ( o u e x t é r i e u r e ) à u n e c o u r b e f ermée .y; s'il 

ex is te , en dehors de S , un p o i n t A , tel q u e , en p o s a n t 3 , = — ' l 'es­

p a c e S se transforme en un espace S , in tér ieur à une c o u r b e convexe' .ç,, 

sans po ints d' inf lexions, la fonct ion F(x) p e u t se m e t t r e , dans S , sous la 



forme 

A que l l e s cond i t ions ce p o i n t A ex i s te - t - i l? O n sait q u e la figure qu i cor ­

r e s p o n d à s d a n s la t rans format ion z, = p e u t co ïnc ider a v e c la l igure 

inverse de s p a r r a p p o r t au p o i n t A (1 é tant la pu i s sance d ' i n v e r s i o n ) . Si 

Tare B C de s t o u r n e sa c o n v e x i l é vers A , Tare inverse B , C , tourne sa c o n ­

cav i t é vers A . S i B C tourne sa c o n c a v i t é vers A et si A est in tér ieur à tous 

les cerc les C osc i l lateurs de l 'arc B C , B , C , tourne sa c o n c a v i t é vers A . Si 

A est e x t é r i e u r à tous les cerc les C , B , C , tourne sa c o n v e x i t é vers A . Q u a n d 

un cerc le C passe p a r A , B , C , présente une inf lex ion. 

C e c i p o s é , une discuss ion très s imple m o n t r e q u e le po int A existe aux 

c o n d i t i o n s su ivantes : S ne présente pas d 'ang le r e n t r a n t ; de p lus , si C dé­

s igne les cerc les osc i l lateurs à s en tous les po in t s où s t ourne sa c o n v e x i t é 

vers S , C " les cerc les o scu la t eurs a u x autres po in t s , il faut qu' i l y a i t , en 

d e h o r s de S , une aire intér ieure à tous les cerc les C et ex tér ieure à tous 

les cerc les C " . 

U n p o i n t q u e l c o n q u e de ce t te aire j o u i t de la p r o p r i é t é é n o n c é e . 

L e s cerc les C et C " se rédu i sen t à des droi tes a u x po ints d' inf lexion. S i , 

en par t i cu l i er , s est c o n v e x e , mai s ren ferme des s e g m e n t s de dro i tes , il faut , 

p o u r q u e A ex is te , q u e les d e m i - p l a n s s itués p a r r a p p o r t à ces droi tes du 

coté o p p o s é à la c o u r b e s a i ent une par t i e c o m m u n e ( c e c i a t ou jours lieu si 

•y ne ren ferme q u e d e u x s e g m e n t s de d r o i t e s ) . 

Q u a n d le p o i n t A n'existe p a s , on peut tou jours ( S é tant une aire q u e l ­

c o n q u e sans a n g l e r e n t r a n t ) d é c o m p o s e r s en arcs P Q assez pet i t s p o u r qu'i l 

existe 1, en dehors de S , un p o i n t a, tel q u e les cerc les t a n g e n t s à s en c h a q u e 

p o i n t de P Q et passant p a r a so ient ex tér i eurs à S . O n p e u t écr ire 

la fonct ion f, ( x ) — présente la l i gne P Q c o m m e c o u p u r e . P o ­

sons 



L'arc P Q se I r a n s f o r m e en un arc P ' Q ' dont toutes les tangentes sont ordi­

naires et extérieures à Taire S'. La fonction f, (jp -+- est développable en 

série de polynômes dans un contour convexe s' comprenant P ' Q ' et renfer­

mant Taire S'. Remarquons toutefois que ft devient infinie aux points P' et 

JC f dz' 
1 — ^ représente donc bien encore 
s' ~" 

/', (•£''), et le raisonnement employé n'est pas en défaut. Il résulte de là que 

F( ' . r) peut se développer ainsi, dans Taire S, 

O ' , mais de l'ordre de L r pour représente donc bien encore 

/', (.£"'), et le raisonnement employé n'est pas en défaut. Il résulte de là que 

F( ' . r) peut se développer ainsi, dans Faire S, 

a,, a.2, ..., aA étant des points extérieurs à S. 

Le cas où S est Taire extérieure à une ligne ouverte se ramène au précé­

dent par la transformation déjà employée 

Les développements ( 2 ) , ( 3 ) , ( 4 ) s'étendent facilement aux fonctions de 

plusieurs variables. 

.3. Propriétés des développements ( 2 ) , ( 3 ) et ( 4 ) - — Les développe­

ments ( 2 ) , ( 3 ) , ( 4 ) convergent uniformément et absolument dans toute aire 

intérieure à S et sans point commun avec s. Leur convergence est compa­

rable à celle des progressions géométriques. Les dérivées de F ( x ) sont re­

présentées par les séries obtenues en dérivant les différents termes de ces 

développements, séries qui sont de même forme que les premières. 

Etudions, en particulier, le développement ( 2 ) . Les termes ov(z) de ce 

développement sont identiquement nuls dans Taire — extérieure aux cercles 

a,, a.,, . . . , a / (, qui ne renferme pas S. Par suite, la somme de la série ( 2 ) 

est nulle dans 2 , et égale à F ( x ) dans S. On déduit de là un moyen de 

former des séries dont les termes sont des fonctions rationnelles, et qui re­

présentent deux fonctions quelconques dans deux aires distinctes absolument 

quelconques. 

Le développement ( 2 ) est possible d'une infinité de manières. En effet, 

quand la fonction oy(x) est déterminée, ses coefficients ne le sont pas entiè­

rement; de plus, on peut ajouter aux termes de la série ( 2 ) les termes d'une; 



série de la f o r m e ç v ( x ) , q u i représente zéro dans l'aire 2 ' , ex tér ieure a u x 

cerc les a , , a , , . . . , a A , et r e n f e r m a n t S . 

R e m a r q u o n s q u e , d a n s la d é m o n s t r a t i o n , on p e u t r e m p l a c e r la fonct ion 

' p a r la fonct ion ^(.s — x ) , ']>(%') a y a n t au p o i n t x = o u n pô le d 'ordre 1 , 

d o n t le rés idu est éga l à l 'uni té , e t ses po in t s s ingul iers A , , A 2 , . . . é tant tels 

que les p o i n t s x -+- A , , x -t- A , , . . . r e s tent c o m p r i s clans l'aire 2 q u a n d x 

reste c o m p r i s dans l'aire 2 ' . L ' e x p r e s s i o n - - — — est a lors r e m p l a c é e p a r 

cl'1 

~p-'^(z — a A ) , et les coeff ic ients sont i n d é p e n d a n t s de la forme de y . O n 

p e u t p r e n d r e , p a r e x e m p l e , p o u r '\>(z) la fonc t ion Z ( - ) . O n d é d u i t de là , 

p o u r un c o n t o u r q u e l c o n q u e , des r e m a r q u e s a n a l o g u e s à cel les qu'a i n d i ­

q u é e s M . A p p e l l dans le cas d'un c o n t o u r d'arcs de cerc les ( 1 ) . 

S i nous c o n s i d é r o n s les p r e m i e r s t e r m e s de o, (x) 

O n vo i t q u e , dans le cas où S est l 'espace ex tér i eur à un c o n t o u r s, 

c'est-à-dire que ce t te s o m m e est éga le au résidu de la coupure s. 

Q u a n d S est l'aire intér ieure à s, r a p p e l o n s - n o u s que 

et q u e 

i d e n t i q u e m e n t . D ' a u t r e p a r t , 

d o n c 

(') Mathematische Annalen, t. X X I . 
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A j o u t o n s un m o t au suje t des d é v e l o p p e m e n t s ( 3 ) et ( 4 ) . S o i t d ' a b o r d la 

série ( 3 ) 

C o m m e les dér ivées success ives de F ( a ? ) sont représentées p a r les séries q u e 

f o r m e n t les dér ivées des t e r m e s , on en c o n c l u t q u e la série 

c o n v e r g e et est éga le à F ( o ) . P l u s g é n é r a l e m e n t , 

L e s coefficients de ( 3 ) ne sont pas d é t e r m i n é s : on p e u t se d o n n e r a r b i t r a i ­

r e m e n t les n p r e m i e r s t ermes d u d é v e l o p p e m e n t ( s i g r a n d q u e soit n); on 

p e u t aussi e x i g e r qu'à p a r t i r d u p l è m c t e r m e les p o l y n ô m e s ne r e n f e r m e n t 

pas de t e r m e de d e g r é inférieur à p, et q u e , p o u r v < p, 1 \ soit éga l à k.r': 

k co ïnc ide alors a v e c ^ ' ' ^ • 

1 . 2 . . . V 

L e d é v e l o p p e m e n t ( 2 ) ne c o n v e r g e p a s , en général, en d e h o r s de S , car 

les séries q u e n o u s a v o n s in t égrées p o u r l 'obten ir d i v e r g e n t en d e h o r s de S . 

M a i s posons n = o ( r ) , o(z) é tant h o l o m o r p h e et sa dér ivée ne s 'annulant 

pas dans S . A f a i r e S correspond u n e aire S ' que nous supposons c o n v e x e ; 

r = '\i(u ) d a n s S' f ' | ( « ) est h o l o m o r p h e ] ; on v o i t d o n c q u e F ( ; ) = F , ( « ) 

est h o l o m o r p h e dans S', et , p a r suite , 

( • » ) 

Si à une v a l e u r de u c o r r e s p o n d e n t , dans le p lan des z-, d 'autres va leurs z , , 

z,, la série (")) c o n v e r g e aussi dans les aires S , , S 2 , . . . décr i tes p a r 

r ^ ( - e ' 1 ° r e m a r q u e s 'appl ique aussi b i en a u x d é v e l o p p e m e n t s (2 ) et ( 3 ) . 

Q u a n d l'aire S est ex tér i eure à un c o n t o u r s, 

dans le cas le p lus g é n é r a l . O n v o i t q u e 



a'H d é s i g n a n t le coeff ic ient de — - — d a n s P' , , e tc . O n p e u t , d a n s ce d é v e l o p -
OC — 5fj 

p e i n e n t , faire en sorte q u ' à p a r t i r de v = n les P.* ne r e n f e r m e n t p lus de 

t ermes de d e g r é inférieur à n en — 1 — , et q u e , p o u r v • < /?, les P * se r é -

duisent à ^_ ^ ^ • F a i s o n s , en par t i cu l i er , v = 3 ; dans ce cas , 

(4') 

Q u a n d s se r é d u i t à une l i g n e o u v e r t e d o n t a et b sont les e x t r é m i t é s , on 

sait cpie les d é v e l o p p e m e n t s ( 2 ) , ( 3 ) , ( 4 ) subs is tent à c o n d i t i o n d 'y r e m ­

p l a c e r x p a r x , = ^ | Î + a

 A

 b -+- \ ( x — a)(x — b) : le s igne d u r a d i c a l 

é t a n t chois i de sor te q u e x , d e v i e n n e infinie a v e c x , l im | x t — x | = o p o u r 

x - - ac. S i l 'on se r e p o r t e a u x éga l i t é s é tabl ies dans le n ° 1 , on v o i t q u e les 

éga l i tés ( 2 ' ) et ( 4 ' ) sont encore vra ies d a n s ce cas . 

T e l l e s sont les p r i n c i p a l e s r e m a r q u e s re la t ives à ces d é v e l o p p e m e n t s . 11 

est faci le d ' a p p l i q u e r , p a r e x e m p l e , le d é v e l o p p e m e n t ( 3 ) à une aire con­

v e x e , f ormée d'arcs de cerc les , d isposés d'ai l leurs d 'une façon q u e l c o n q u e . 

Q u a n d F ( x ) est une c o n s t a n t e , les coeff icients se c a l c u l e n t a i s é m e n t , et l'on 

o b t i e n t ainsi la s o m m e de séries assez c o m p l e x e s . M a i s j e n'insiste pas d a v a n ­

tage sur ce p o i n t p o u r le m o m e n t . 

4. N o u s a v o n s , dans les r a i s o n n e m e n t s e m p l o y é s , supposé q u e F ( ^ ) était 

liolomorphe dans S et continue sur 5 ; q u a n d cet te c o n d i t i o n n'est pas r e m ­

pl ie ( s a u f dans cer ta ins cas par t i cu l i er s i n d i q u é s dans la p r e m i è r e P a r t i e , au 

l e m m e I I d u C h a p i t r e I I ) , l ' in tégra le F^~z~~ N A P M S s e n s o u n e r c p r é -
j s ~- J-

sente pas F ( x ) , et la d é m o n s t r a t i o n d o n n é e t o m b e en dé faut . 

P r e n o n s , p a r e x e m p l e , le cas d'un c o n t o u r c o n v e x e s. S o i t x un po in t 

de S ; e n t o u r o n s ce p o i n t d 'un c o n t o u r fermé 1 in tér ieur à s et c o n v e x e : 



on p e u t écrire là encore 

(a é tant une fonct ion cont inue de z), e t la série 2 P „ ( x ) c o n v e r g e dans rs : 

J r V ( _ \ ^_ 
' _ _ est cons ta inn ient é g a l e 

à 2?V. F ( x ) ; m a i s rien ne p r o u v e q u e les t e r m e s d u s e c o n d m e m b r e tendent 

r e s p e c t i v e m e n t vers une l i mi t e . 

S u p p o s o n s qu' i l existe une fonct ion de P + iQ, h o l o m o r p h e dans la 

partie de S vois ine de s, con t inue sur s, et telle q u e , si l'on pose 

le p o i n t a, q u a n d z p a r c o u r t s, soit sur la n o r m a l e en z à s. C o n s i d é r o n s 

dans S l ' ensemble des c o u r b e s n vo is ines de s, et n o r m a l e s en c h a c u n de 

leurs po in t s z à la dro i te j o i g n a n t ce p o i n t z au p o i n t a défini p a r l 'égal i té 

p r é c é d e n t e . N o u s a d m e t t o n s encore q u e ces c o u r b e s sont fermées , sans 

po ints c o m m u n s , et q u e c h a c u n e d'elles est c o m p r i s e à l ' intér ieur des c e r ­

cles qui passent p a r un de ses po in t s z et o n t a p o u r c e n t r e . 

( Choisissons une c o u r b e T assez vois ine de s p o u r q u e P -t- iQ soit h o l o ­

m o r p h e entre .v et cr; on p e u t écr ire , p o u r t o u t p o i n t x in tér ieur à <r, 

S i l'on d é s i g n e p a r n' une s econde c o u r b e 1, c o m p r i s e entre s et la p r e ­

mière , p o u r tout p o i n t x in tér ieur à 

mais 

C a r la fonct ion p l a c é e sous le s igne / est h o l o m o r p h e entre cr et cr'. l i e n 

résulte que la série 2 l P „ ( x ' ) co ïnc ide a v e c la série ^ P ^ ( x ' ) ; elle c o n v e r g e 

d o n c à l ' intérieur du c o n t o u r cr' et , p a r su i te , dans l'aire S . 

T o u t rev ient , p a r sui te , à t rouver une fonct ion P + iQ j o u i s s a n t des 



propr ié t é s a d m i s e s . N o u s a l lons d é m o n t r e r qu' i l existe une telle fonct ion 

p o u r toute c o u r b e c o n v e x e s, n'ayant qu'un contact simple avec toutes ses 

tangentes, si, en chaque point z de cette courbe, les dérivées ~ 

(/ étant l'arc de courbe) existent et sont continues. 

P r e n o n s c o m m e p a r a m è t r e arbi tra ire l 'ang le 0 q u e fait a v e c la d irec t ion 

fixe Ox la droi te O M q u i j o i n t l 'or ig ine O , intérieure à s, à un p o i n t M 

cp.x d'Y • i • JC1 y" y' r'' 

de s. L e l o n g de s, - ~ sont c o n t i n u e s , et l ' express ion — - • — r i reste 
(x'2-h/-)2 

supér ieure à un cer ta in m i n i m u m positif . 
P a r h y p o t h è s e , la dro i t e (z — a) est n o r m a l e à s, q u a n d z p a r c o u r t s. Il 

Q x' 

faut t r o u v e r une fonct ion P -F- i ' Q , telle q u e p t ende vers q u a n d z tend 

vers M , te l le , p a r sui te , q u e , le l o n g de s, 

P o s o n s 

il v i en t 

S i la fonct ion P , -f- iQ, existe et q u e U -f- Yi dé s igne son i n t é g r a l e , L 

p r e n d sur s une v a l e u r c o n s t a n t e . 

C e c i p o s é , la d é m o n s t r a t i o n est facile dans le cas où s est une ligne ana­

lytique régulière. 

Cas où s est une ligne analytique régulière. — S o i t zt = %(~-) une des 

fonct ions qu i r e p r é s e n t e n t , d'une m a n i è r e c o n f o r m e , l 'espace S sur un 

cercle de centre O . P o s o n s L -+- Yi = L o(z) : U p r e n d une v a l e u r cons tante 

R , le l o n g de s. N o u s a v o n s d é m o n t r é , d a n s la p r e m i è r e P a r t i e , (pic la fonc­

tion U -+- iY est c o n t i n u a b l e au de là de S , et l i o l o m o r p h e dans le vo i s inage 

de s, de p a r t et d 'autre . I l en est de m ô m e de ses dér ivées success ives . So i t 

l\ = ^ , Q ( = _ le l o n g de s, P , dx — Q , dy = o ; P , et Q , ne s'an-

n u l e n t pas à la fois sur S, s inon la c o u r b e s, LJ(x,y) = R , , présentera i t un 

p o i n t s ingul i er . 

S i l'on pose 



la fonct ion P -+- iQ est h o l o m o r p h e et différente de zéro a u x env irons de 

et p r e n d sur s des v a l e u r s telles q u e Pa; ' - ! - Qy' = o . 

C e t t e fonct ion est h o l o m o r p h e dans t o u t l 'espace S, car P + iQ = J y ^ y 

et o'(z) ne s 'annule pas dans S; P + iQ s 'annule p o u r la v a l e u r ; 0 qu i a n ­

nule Ç(Â), v a l e u r qu 'on p e u t tou jours supposer être o . D a n s le v o i s i n a g e de 

o'( '•) 

z o , P -+- iQ est de la forme z(i -+- zA), car le rés idu de ^——^ relat i f 

au pôle z = o , est é g a l à + i . 

C o n s i d é r o n s alors les c o u r b e s C n o r m a l e s , en c h a c u n de leurs po ints z, à 

la droi te z — a. E l l e s véri f ient l ' équat ion différentie l le Vdx -t- Q dy = o , qu i 

a p o u r in tégra l e gé néra l e L = R . P o u r des v a l e u r s de R - < R | , ces c o u r b e s sont 

fermées , sans po int s c o m m u n s , intér ieures à s et t e n d e n t vers s q u a n d R 

tend vers R ( ; elles e n t o u r e n t le p o i n t z = o p o u r l eque l o(z) s 'annule , ,1e 

dis , de p l u s , q u e ces c o u r b e s sont c o n v e x e s et n'ont q u ' u n c o n t a c t s imple 

a v e c leurs t a n g e n t e s . E n effet, soit [1 l 'angle q u e fait a v e c Ox la n o r m a l e 

en M à l'une des c o u r b e s C . 11 suffit de p r o u v e r q u e ^ g a r d e un s igne c o n ­

stant et ne s 'annule pas q u a n d M p a r c o u r t la c o u r b e C . P a r h y p o t h è s e , 

sur .9, ~ est toujours posi t i f ; d é s i g n o n s p a r x = / ( O , R ) , y — ft(0, R ) , 

les c o o r d o n n é e s d'un po in t de C ( C c o r r e s p o n d a n t à la v a l e u r R ) , / et / , 

sont des fonct ions cont inues de 0 et de R : 

O n sait q u e 

et, d'autre part. 

O n d é d u i t de là q u e 

X é tant une fonct ion de 0 et R ( o u de x et y) éga le à ' -• } -- : A est 

une fonct ion c o n t i n u e q u i ne s 'annule pas d a n s S, et q u i , p a r suite , g a r d e 

un s igne c o n s t a n t ; en effet, 



v-(xy) est la par t i e rée l le d u p r o d u i t ( P + z ' Q ) l- ( l i o l o m o r p h e dans S , 

p u i s q u e P -t- t ' Q s 'annule p o u r z = o ) ; c'est d o n c une fonct ion q u i satisfait 

à l ' équat ion AIJ. = o, r é g u l i è r e dans S , et p r e n a n t sur s une suite cont inue 

de v a l e u r s d o n t le s igne est c o n s t a n t ; a u t r e m e n t , l?x -t- Qy s 'annulerait 

sur s, et une t a n g e n t e à la c o u r b e s passera i t p a r l 'or ig ine O , ce q u i est i m ­

poss ib le . C o m m e la fonct ion ~k est é g a l e à i p o u r z = o, elle est t o u j o u r s 

p o s i t i v e . O n v o i t ainsi q u e 

mai s 

p a r suite 

et 

P C est une fonct ion qu i satisfait à l ' équat ion A P R = o , e t p r e n d sur s des v a ­

leurs ^ y t ou te s pos i t ives . C o m m e elle est r égu l i ère dans S , elle est c o n -

s t a m m e n t pos i t ive dans ce t e s p a c e ; est d o n c t o u j o u r s p lus g r a n d q u e o 

sur u n e c o u r b e C . 

E n dern ier l ieu , les cerc les décr i t s de a c o m m e centres et passant p a r z, 

c o m p r e n n e n t - i l s à l eur intér ieur la c o u r b e C q u i passe p a r ce p o i n t S o i t 

C , u n e des c o u r b e s C ; t r a ç o n s un cerc le q u i lui soit t a n g e n t et d o n t le 

centre soit du cô té du centre de c o u r b u r e de C , . C e cercle en toure C , si son 

r a y o n /• est supér ieur à la fois à d et à m d + l , d é tant la d i s tance m a x i m a 
J 1 2 111 

de d e u x t a n g e n t e s paral lè les de C , , et i m le m i n i m u m sur la c o u r b e de l 'ex-

X1 y" y'x" , • 
press ion ' — : — ^ , c'est-à-dire de la c o u r b u r e de C , ( o u une q u a n t i t é m -

fér icurc à ce m i n i m u m ) . D ' a u t r e p a r t , d 'après ce q u i p r é c è d e , 



S o i t B la p lus pe t i t e v a l e u r de P^. sur s ; d a n s l'aire S , l*'(x) est au m o i n s 

éga le à B ; soit b le m a x i m u m de y T ^ + Q 2 sur s, e t D la d i s lance m a x i m a 

de d e u x t a n g e n t e s para l l è l e s de la c o u r b e s. 

11 suffit q u e /• soit supér ieur à la fois à D et à — , ^ 4 — C e t t e dernière 

q u a n t i t é g a r d e la m ê m e v a l e u r q u a n d on mul t ip l i e P -+- iQ p a r une c o n ­

stante K . 

(Ce p o i n t é tab l i , on p e u t t o u j o u r s ( sans q u e r ien soit modif ié d a n s les r a i ­

sonnements p r é c é d e n t s ) m u l t i p l i e r la fonc t ion P + iQ p a r un n o m b r e réel 

et posit i f A, assez g r a n d p o u r q u e ( a d é s i g n a n t le m o d u l e m i n i m u m de 

P + iQ entre C , et s), ixk soit supér ieur à D et à ^ ^ • L a fonct ion 

A ( P + iQ) r e m p l i t dès lors toutes les c o n d i t i o n s e x i g é e s : les c o u r b e s C , 

compr i se s entre C , e t s, sont in tér ieures a u x cerc les q u i passent p a r un po in t z 

de ces c o u r b e s et q u i o n t a p o u r c e n t r e ; car le p o i n t a = z — A P — ikQ 

est sur la n o r m a l e en z à la c o u r b e C , et à u n e d i s tance de z supér ieure à r , 

du cô té d u centre de c o u r b u r e x K , y K , p u i s q u e 

h é t a n t positif . I l est m ê m e aisé de v o i r q u e l 'on p e u t p r e n d r e k assez 

g r a n d p o u r que cet te c o n d i t i o n soit r e m p l i e p o u r toutes les c o u r b e s C (s i 

vois ines qu'e l les soient de l ' o r i g i n e ) . 

O n p o u v a i t chois ir au l ieu de cp(~) une fonct ion T'(z) ( d o n t la par t i e 

réel le fût c o n s t a n t e sur s), et p r é s e n t a n t dans S des s ingu lar i t é s q u e l ­

c o n q u e s . L e r a i s o n n e m e n t p r é c é d e n t s 'appl ique aussi b i e n . 

Cas où la courte s est quelconque. — L o r s q u e la c o u r b e c o n v e x e s v é ­

rifie s e u l e m e n t les c o n d i t i o n s énoncées , la d é m o n s t r a t i o n est p lus dé l i ca te . 

N o u s p r o u v e r o n s , en p r e m i e r l i eu , qu' i l ex is te u n e fonc t ion P + iQ, h o l o ­

m o r p h e d a n s s, e t p r e n a n t sur s une suite c o n t i n u e de v a l e u r s telles que 

S o i t , en effet, 

F ( 0 ) cro î t de 2 7 : en m ê m e t e m p s q u e 0. P o s o n s 



O n sait qu' i l ex is te une fonct ion Q ' , r égu l i ère dans S , sat isfaisant à l ' équa­

t ion A Q ' = o, et p r e n a n t sur s la suite cont inue de v a l e u r s G ( 0 ) . D é s i g n o n s 

p a r R la fonct ion c o n j u g u é e de Q ' , 

Il suffit d'établ ir q u e R p r e n d sur s une suite cont inue de va leurs . 

S o i t z, = x , -+- iy, une des fonct ions de ; q u i r e p r é s e n t e n t d'une manière 

c o n f o r m e l 'espace S sur un cercle C , a y a n t l 'or ig ine p o u r centre et de 

r a y o n r; R ( . r , y) d e v i e n t une fonct ion R , ( . r ( , y , ) q u a n d on r e m p l a c e ./.• el 

}' en fonct ion de x,, y , ; R , ( . r , , y , ) est r égu l i ère dans C et satisfait à l ' é q u a ­

tion A R , = o. 

A c h a q u e p o i n t z de s c o r r e s p o n d un p o i n t r, de la c irconférence et 

r é c i p r o q u e m e n t ; 0 est une fonct ion cont inue de o qui croi t c o n s t a m m e n t 

avec o e t a u g m e n t e de ir. en m ê m e t e m p s que o (o dés igne l 'angle que fait 

a v e c Ox, la droite? qui j o i n t O à z,); G ( 0 ) est une fonct ion cont inue de 

o, G , ( o). A une cons tante réelle p r è s , R ,(./.•,, y , ) est d o n n é e par l ' intégrale 

(a el o sont les c o o r d o n n é e s pola ires d'un po int zt). R e m a r q u o n s que 

£ tend vers o avec AO, et , q u a n d G ' ( û ) est cont inue entre o e l 2 - ( ce qui est 

l ' h v p o t h è s e ) , on p e u t t r o u v e r un n o m b r e A, assez pet i t p o u r q u e . étant 

inférieur à A , , | E | soi l inférieur à un n o m b r e rp qu 'on p e u t p r e n d r e aussi 

]>etit (ju'on v e u t , e t cela p o u r toute v a l e u r de 0 entre o et 2 - . 

Il s'ensuit qu 'on p e u t t rouver 0 assez pe t i t , p o u r q u e , j ^ j é tant p lus petit 

eiue 

| £ | é t a n t infér ieur à r n que l l e que soit la v a l e u r de cp entre o el i ~ . [ D a n s 

( i ' ( 0 ) , 0 rc[)résenle la v a l e u r de 0 c o r r e s p o n d a n t à o. \ 

O n aura d o n c 



O n p e u t t r o u v e r un n o m b r e a, assez vo is in de l 'unité p o u r q u e , a é tant 

c o m p r i s entre i et a , , on ait 

que l que soit cp. 

C o n s i d é r o n s J ( a , o ) : 

A d m e t t o n s , p o u r un ins tant , qu' i l ex is te un n o m b r e a\ assez vois in de 1 

p o u r q u e , a' et a" é tant c o m p r i s entre a\ e t 1, on ait , que l que soit z , 

R e m a r q u o n s que la différence 6(cp -f- •];) — 0 ( ç ) a le s igne de ^ ; p a r suite , 

dans l ' intégrale J , , tous les é l éments sont pos i t i f s ; J , s 'obtient en m u l t i ­

p l iant tous ces é l é m e n t s p a r une q u a n t i t é e de m o d u l e inférieur à YJ; par 

suite , 

| a [ é tant inférieur à YJ, et la di f férence 

( j a ' j et | a " | sont inférieurs à YJ) . S o i e n t M le m o d u l e m a x i m u m de C ' ( 0 ) , 

q u a n d 0 varie de o à 2TC; m la v a l e u r m a x i m a de J , ( a , çp). S i a' e t a" sont 

c o m p r i s entre 1 e t a\, on a 

M est i n d é p e n d a n t de 0 , » Î décro i t a v e c 0 , p a r sui te , a v e c YJ. O n p e u t d o n c 

chois ir YJ assez pet i t p o u r q u e 

E n déf ini t ive , il ex is te un n o m b r e A assez vois in de 1 p o u r q u e , a et a" 

étant c o m p r i s entre 1 et A , on ait 

que l que soit o (-J é tant un n o m b r e d o n n é , aussi p e t i t qu 'on v e u t ) . 



M a i s cec i suppose l 'exis tence d u n o m b r e a\. T o u t rev ient d o n c à d é m o n ­

trer q u e l 'express ion 

tend u n i f o r m é m e n t vers une l imi te le l o n g de c, q u a n d a t end vers i . 

P o u r ce la , cons idérons encore la fonct ion z , de z , d o n t nous v e n o n s de 

faire u s a g e , et soit z = ot(z,) la fonct ion inverse . P r e n o n s un po in t M sur.v, 

et dé s ignons p a r u-\-iv u n e fonct ion de z l i o l o m o r p h e dans le p l a n ; u(.r,y) 

p r e n d sur s une suite cont inue de va leurs g"(0), 

./v, e t y \ sont des fonct ions cont inues de s q u i ne s 'annulent à la fois p o u r 

a u c u n p o i n t de s, et l'on p e u t tou jours chois ir u de telle sorte que ^ ne 

soit pas nul au p o i n t M . P a r sui te , dans un certa in interva l le « M / ; de v, 

le m o d u l e de ~ fou de £"'(0)] est supér ieur à un n o m b r e a . S i l'on r e m ­

place J en fonct ion de z,, u -t- iv d e v i e n t une fonct ion / / , -+- iv, de z , , l io lo­

m o r p h e dans le cerc le C , e t £'(0) une fonct ion cont inue de cp, g,(?)-

( leci posé , on v o i t , c o m m e p lus h a u t , qu' i l existe un n o m b r e o, assez 

petit p o u r cpie, l'h \ é tant inférieur à o ( , 

i £ ! é tant inférieur à y;, que l que soit cp. [ D a n s «-'(O), 0 d é s i g n e la v a l e u r de 0 

qu i c o r r e s p o n d à cp.] S i o, est inférieur à o, on r e m p l a c e o p a r c, dans le 

p r e m i e r r a i s o n n e m e n t , cpii subsiste a fortiori. S i n o n , on g a r d e o c o n n u e in­

terva l le . D a n s tous les cas (o représentant la m ê m e v a l e u r que dans la p r e ­

mière part ie de la d é m o n s t r a t i o n ) , on a 

M a i s on p e u t t r o u v e r un n o m b r e a, assez vois in de i p o u r q u e , a étant 



compr i s entre a, et J , on ait 

D e m ê m e , il existe un n o m b r e b, tel q u e , a é tant c o m p r i s entre b, et i , 

on ait 

11 en résulte qu 'on p e u t t r o u v e r un n o m b r e A assez vois in de i p o u r qui; , 

d el a" é tant c o m p r i s entre A et i , on ait 

M a i s on vo i t , c o m m e plus h a u t , que 

( . et j 3" j é tant inférieurs à •/]). 

N e faisons v a r i e r 9 qu 'entre les l imi tes o 0 et o, q u i c o r r e s p o n d e n t a u x 

e x t r é m i t é s de l 'arc a . M , ( c o r r é l a t i f de a~Slb). D a n s ce t in t erva l l e , !^'(0) j 

est supér ieur à a . L ' é g a l i t é qu i p r é c è d e m o n t r e d ' a b o r d q u e J, (a, 9) ne 

croit pas au de là de toute l imi te q u a n d a t end vers i . S i n o n , d res tant fixe, 

a" t e n d a n t vers i , le s econd m e m b r e cro î tra i t indéf in iment . S o i t d o n c v une 

l imite supér i eure des va l eurs de J , (a, z) q u a n d a p r e n d toutes les va leurs 

de A à i (9 v a r i a n t entre o0 et o , ) : j . ) ( « ' , 9 ) — ,T(a" , o ) j est infér ieur à 

' " ; - 5 que l q u e soit 9 entre ç 0 et 9 , . (Comme u. est i n d é p e n d a n t de 0, et 

que c tend vers o a v e c 0, et p a r suite a v e c r n on p e u t chois ir r( assez pet i t 

r, Ci 4- 1 v ) . . », . , T . , , 
p o u r ([lie - ^ soit intérieur a cr. L e r a i s o n n e m e n t p o u v a n t se répéter 

p o u r un arc aMb q u e l c o n q u e , il existe un n o m b r e a\ assez vo is in de r p o u r 

q u e , a' cl a" é tant c o m p r i s entre 1 e l a\, on a i t , q u e l que soit 9 outre o 

el 2 - , 

En c o n s é q u e n c e , la fonct ion R , ( « , 9 ) t end vers une l imi te R , ( i , 9 ) q u a n d 

a tend vers 1, et cela u n i f o r m é m e n t le l o n g de c. D ' a p r è s le l e m m e I d u 

( C h a p i t r e I I ( d e la p r e m i è r e P a r t i e ) , R , ( 1 , 9 ) est fonct ion cont inue de o ; la 

fonct ion R ( x - , ^ ) , et p a r suite P -t- iQ,prend donc sur s une suite continue 

de valeurs vérifiant la condition 



D é p l u s , P et Q ne s 'annulent pas à la fois sur .s; s inon ~R(x,y), é g a l e à 

— L y P 2 -I- Q 2 + L s , d e v i e n d r a i t infinie en un p o i n t d u c o n t o u r .v. 

Posons 

L e l o n g de .9, P , -+- j ' Q , est c o n t i n u e , et Vxdx— (){dy = o. D e p lus , 

P 4 - / Q é tant l i o l o m o r p h e dans S et ne s"annulant q u e p o u r ; = o, 

1 1 I ( j ) est l i o l o m o r p h e dans S ] . C o n s i d é r o n s l ' in tégra le 

elle est i n d é p e n d a n t e d u c h e m i n suivi entre (x0, y 0 ) et (x, y ) , p o u r v u q u e 

d e u x c h e m i n s différents ne c o m p r e n n e n t pas l 'or ig ine . E l l e est de la forme 

[ u(x,y) é tant régu l i ère dans s ] . D ' a p r è s le l e m m e I I I d u C h a p i t r e I I , si 

(•l'()j)'o \ c t (xj y) sont d e u x po ints de s, et Z u n c h e m i n q u i les j o i n t à l ' inté -

rieur de .9, les d e u x in tégra les / P , dx — Q , dy pr ises , l 'une sur le c h e m i n 

/ , l 'autre sur s, sont éga l e s . C o m m e on a P , dx — Q , dy — o sur ,9, l ' prend 

sur .9 une v a l e u r cons tante . L ' i n t é g r a l e J ^ P I dx — Q , dy est d o n c nul le , et 

c o m m e , d'autre p a r t , elle est é g a l e à — 2T.fi, on v o i t q u e fi = o . M u l t i p l i o n s 

enfin P -+- ( O p a r a, L 1 (x,y) est d iv i sée p a r a, et p r e n d la forme 

sur .9, U(x,y) est cons tante et é g a l e à R , . C o m p a r o n s cet te fonct ion au 

l o g a r i t h m e népér ien de o(z) é tant une des fonct ions q u i r e p r é ­

sentent d'une man ière c o n f o r m e l 'espace S sur un cerc le de centre < ) et de 

r a y o n eK', et qu i de p lus s 'annulent à l 'or ig ine . L a différence 

est une fonct ion \J,(x,y), r égu l i ère dans S , sat isfaisant à A U , = o, et s'an­

n u l a n t sur s; elle est d o n c i d e n t i q u e m e n t nu l l e . 

http://2T.fi


C e po int é tab l i , on v o i t , c o m m e dans le cas où s est a n a l y t i q u e , que les 

c o u r b e s C ou L — R ( R é t a n t inférieur à R , ) sont des c o u r b e s fermées , 

sans po ints c o m m u n s , e n t o u r a n t l 'or ig ine , et n o r m a l e s en c h a c u n de leurs 

points z à la droi te z — a ( z — a = P -h ? Q ) ; ces c o u r b e s t e n d e n t vers &• 

q u a n d R t e n d vers R , . 

Il faut p r o u v e r de p lus qu'e l les sont convexes et n'ont quun contact 

simple avec leurs tangentes. O n d é m o n t r e , ainsi q u e dans le p r e m i e r cas , 

q u e , p o u r une c o u r b e C[x = / ( Q , R ) , y = fK(0, R ) | , 

des fonct ions de x c l y ( o u de 0 et A ) cont inues dans S et sur s\ A 

esl p lus g r a n d q u e zéro dans l'aire S et sur s \ ^ est é g a l e m e n t posit i f 

en tout po in t de s. I l suffit de p r o u v e r q u e l 'express ion Q ^ -f- l ' - j ^ j 

tend vers ^ TJïï~) ' f I u a n d (xi y) ^end vers un p o i n t (£ , YJ) de s, ™ > A,( 0,) 

e l 0, é tant les va leurs de A et 0 au po in t ( H , YJ) ; le r a i s o n n e m e n t s 'achè­

vera dès lors c o m m e p r é c é d e m m e n t . 

E n v i s a g e o n s d o n c l 'express ion 

l 'osons 

et c h e r c h o n s d i r e c t e m e n t s'il existe u n e fonct ion p -+- iq de r telle q u e 

+ pQ t ende vers la v a l e u r yj^j q u a n d (x, y) t e n d vers le p o i n t de s qui 

c o r r e s p o n d à la v a l e u r 0. P a r h y p o t h è s e , F ' ( 0 ) est cont inue c l a d m e t la p é ­

r iode 2 - ; on sait qu' i l en est de m ê m e de À, ( 0 ) . 11 existe d o n c une fonct ion 

\ V (x, y ) qu i p r e n d sur s la suite de va leurs y - | ^ j > régu l i ère dans S et sat i s ­

faisant à l ' équat ion A W - o ; cons idérons la fonct ion de z , w -f- iW', e l soit 

p 4 - iq — p ^ ^ : la fonct ion p -f- iq r é p o n d à la c o n d i t i o n é n o n c é e . C e t t e 



fonct ion est l i o l o m o r p h e dans S , sauf au p o i n t 3 = 0 , qu i est un pô l e d u p r e ­

m i e r ordre ; 

( 3 é tant l i o l o m o r p h e dans S ) , a 4-J '3 est la v a l e u r de «•' + j ' W p o u r 

z = o , et c o n t i e n t une c o n s t a n t e réel le arbi tra ire ( « ' = w, -f- C ) , q u e Ton 

d é t e r m i n e p a r la c o n d i t i o n q u e w soit n u l p o u r 3 = 0 . A l o r s 

S o i t 

D ' a p r è s le l e m m e 111 d u C h a p i t r e I I , si ( x 0 , y o ) et (x,y) sont d e u x po ints 

de s, 

l ' in tégra le é tant prise le l o n g de s. 

M a i s , le l o n g de s, 

donc 

D ' a u t r e p a r t , <o(x,y) est de la forme [30 -f- k , ( x , y ) , la fonct ion A', é tant 

régu l i ère dans S . Q u a n d 0 var ie de 2 - , F ( 0 ) a u g m e n t e de 2 - , p a r suite 

3 = i . C e c i posé , faisons C = o, et c o m p a r o n s les d e u x fonct ions co et il de 

x , y . L a différence D(x,y) = t o ( x " , y ) — ù ( x , y ) est un i forme et r égu l i ère 

dans S où elle satisfait à l ' équat ion A D = o ; elle s 'annule sur le c o n t o u r .y. 

F i l e est d o n c i d e n t i q u e m e n t nu l l e . L express ion + ^ >'o re la t ive à 

une c o u r b e C tend b ien vers F ' ( 0 ) q u a n d C tend vers s. 

L ' e x i s t e n c e de la fonct ion P - 1 - iC) est d o n c é tabl ie en toute r i g u e u r p o u r 

toute c o u r b e s p o u r laque l l e e s t c o n t i n u e , e t qu i n'a en c h a q u e po in t 

q u ' u n c o n t a c t s imple a v e c sa t a n g e n t e (' ). 

i ! ) 11 résu l te de ce qui p r é c è d e que . pour toute c o u r b e s vérif iant l e s c o n d i t i o n s p r é c é ­

dente? , la fonct ion sl = z(z) qui r e p r é s e n t e S sur C a d m e t une dér ivée 'f(z) qui prend sur 



Cas où la courbe s présente des points singuliers. — S i la c o u r b e s p r é ­

sente des po ints A,- où les dér ivées p r e m i è r e s ou secondes de x et y sont 

d i scont inues ( sans d e v e n i r infinies ou i n d é t e r m i n é e s ) , p a r e x e m p l e si s p r é ­

sente des points a n g u l e u x , le d é v e l o p p e m e n t en série de p o l y n ô m e s est 

*• une sui te cont inue de va leurs O'(JS') et j o u i t , par s u i t e , des propr ié té s é n o n c é e s au 

l e m m e III du Chapi tre II : quand z tend vers un point z' de s, à l ' intérieur de s ou sur s, 

, , o i î l - o l ; ' | , d3z . . ,. . . 
o l 3 ) = Il m - - j - ; quand e x i s t e e t est c o n t i n u e , o {:•) e x i s t e auss i sur s. Un 

déduit de ià p lus ieurs c o n s é q u e n c e s : tout d'abord, soit un s e g m e n t de courbe A B qui jouit 

de la propr ié té é n o n c é e (^yp o s t c o n t i n u e ^ ; si une fonct ion f\ z) prend sur A B des va leurs 

/ ' ] ( /1 a d m e t t a n t une dér ivée cont inue , f (z) prend sur A B les valeurs - ' - • A l'aide 
dl • dl dz 

dl 

île la représenta t ion conforme , on ramène ce cas généra l au cas où A B est un cerc le de 

ravon 1. dans lequel /{ z ) est l i o l o m o r p h e . S o i t fis') — V -.- i ' V . / | ( o ) = «( <s )-!-«(••( o K si 
df . , • • 
-,- ex i s t e sur s. on doi t avo ir 
dz 

Il ex i s t e une fonct ion L"i(.r, y) régu l i ère dans C, sat isfaisant à AL'i = <> et prenant sur C les 
valeurs — n ' i o i . l ' o sons 

1 - r " 

•• - Uj étant la fonction c o n j u g u é e de U , , dont on d é t e r m i n e la c o n s t a n t e , en sorte que 

I ) - /L 1 s'annule pour z = o. ce qui est poss ib le , car Lt( x,r 1 = o pour ^ = o, puisque 

J II'I -ii = o. P o u r une valeur c o n v e n a b l e de la c o n s t a n t e . ÇP d.r — Q dy prend sur r 
• 0 . 

les va leurs m o ) . et par suite c o ï n c i d e avec U ; ainsi P = —- , O -= — . —, et l'on a 
• 1 ' O.r " <>y 

L , étant c o n t i n u e sur 5. De m ê m e , en ra i sonnant sur Xyx.r) c o m m e sur U. on voit que 

\ -, é tan t c o n t i n u e sur c. D o n c ~ - — /* -~— ou /"( z ) est c o n t i n u e sur c. Le t h é o r è m e est d é -
OJ: a y 

montré . 
, . . . . , d\ dX , „ , 

A i o u t o n s que si une l o n c t i o n \ (x, v ) et sa dérivée -— 011 - , - prennent sur AB des v a -
J 1 ' Ox dr ' 



encore poss ib le , p o u r v u cpi'à c h a q u e p o i n t A , c o r r e s p o n d e un c h e m i n m A , 

d a n s S , le l o n g d u q u e l ^ e n t e n d e vers u n e l imi te (x d é s i g n a n t un po in t 

de S ) . N o u s v e r r o n s en effet p lus lo in q u e la fonc t ion F(x) p e u t se d é c o m ­

poser alors en une s o m m e de fonct ions , h o l o m o r p h e s r e s p e c t i v e m e n t à l 'ex­

tér ieur de l ignes A , A 2 , A 2 A 3 , L a p r e m i è r e se d é v e l o p p e r a en séries 

de p o l y n ô m e s à l ' intérieur d'une c o u r b e c o n v e x e ordinaire A , A 2 M A , en­

tourant S , et ainsi des autres . 

Il suffit m ê m e qu' i l existe une série de p o l y n ô m e s / ( - ) , c o n v e r g e n t e dans 

S , el telle q u e la di f férence F ( z ) — / ( - ) r é p o n d e à la c o n d i t i o n é n o n c é e . 

C e c i est t o u j o u r s poss ib le q u a n d la fonct ion F a d m e t les A , , A 2 , A „ 

c o m m e po int s s ingul iers isolés . P l u s g é n é r a l e m e n t , nous i n d i q u e r o n s dans 

le C h a p i t r e I I d 'autres cas où l 'on p e u t d é c o m p o s e r la c o u p u r e s en c o u ­

pures part ie l l es A , A , , . . . . 

S i , en p lus ieurs po ints A , , A 2 , A „ , la c o u r b e a un c o n t a c t d 'ordre 

supér ieur avec sa t a n g e n t e , F(z) étant continue sur ,9 a u x env irons de ces 

po in t s , on d é c o m p o s e l ' in tégra le en d e u x part ies / et / , cr d é s i g n a n t un 
J <j J S — (T 

f r a g m e n t de s q u i c o m p r e n d tous les po in t s A „ , et qu 'on p e u t p r e n d r e aussi 

pe t i t qu 'on v e u t ; en faisant t endre cr vers o , on v o i t q u e le d é v e l o p p e m e n t 

subs is te . 

A u cas contra ire ( e t cec i s 'appl ique aussi b i en q u a n d s n'est pas c o n v e x e ) , 

s'il existe un p o i n t a tel qu 'en p o s a n t z , = r.__a ^ a fonct ion F , (x, ) = F ( . r ) 

soit h o l o m o r p h e dans l'aire S , c o n v e x e , e t d o n t le c o n t o u r s, n'a pas de 

s ingu lar i t é , F(x) se m e t sous la f o r m e ^ ^NI/yzTa^' ^ e P o m t a e x i s l ( ' 

t o u j o u r s , q u a n d il n 'y a sur s que d e u x po in t s A , , A , . 

L o r s q u e s est une c o u r b e q u e l c o n q u e , on p e u t tou jours la d é c o m p o s e r en 

part ies A , A , assez p e t i t e s , soit p o u r que les t a n g e n t e s en c h a q u e p o i n t M 

leur* Y i ( / ) , admet tant une dér ivée p r e m i è r e c o n t i n u e , il en est de m ê m e des deux 

dér ivées par t i e l l e s . 

d3 z 
Quand , le l o n g de A B , —jj- e x i s t e et est c o n t i n u , si \(x,y) prend sur A B des valeurs 

Y( / ) ayant une d é r i v é e p r e m i è r e c o n t i n u e , la fonct ion c o n j u g u é e est c o n t i n u e sur A B . Si , 

le l o n g du m ê m e arc A B , \(x,y) p r e n d des va leurs a d m e t t a n t une dér ivée s e c o n d e , 

<)Y <)Y 

— cl -y^ s on t c o n t i n u e s sur A B . Ces p r o p o s i t i o n s sont ut i les dans l ' in tégrat ion de l 'équation 

à d e u x variables AY = o. 

P . L/ ( 



do A , A , soient ordinaires et ex tér ieures à S , soit p o u r q u e les cerc les tan­

gents à s en c h a q u e po in t M et passant p a r un certain p o i n t a ( e x t é r i e u r 

à S ) soient ex tér ieurs à S . S i To n p e u t chois ir les po in t s A , , A 2 , en 

sorte qu 'à c h a c u n d 'eux c o r r e s p o n d e un c h e m i n A , m { , A 2 w 2 , . . . , sur l eque l 

/
' F (~ ) 

dz t ende vers une l imi te , la fonct ion F ( x ) se d é v e l o p p e dans S sous 

la forme ( 4 ) . 

Discussion du développement ( 2 ) . — L a poss ibi l i té du d é v e l o p p e m e n t 

( 2 ) s 'établ i t c o m m e cel le d u d é v e l o p p e m e n t ( 3 ) , a v e c q u e l q u e s simplifi­

ca t ions . 

S o i t . ? un c o n t o u r fermé q u e l c o n q u e ( sans a n g l e r e n t r a n t ) tel q u e . p o u r 

c h a q u e p o i n t de s, — existe et soit c o n t i n u . L e c o n t o u r p e u t offrir des 

t a n g e n t e s d' inf lexion. O n é tab l i t qu' i l existe une fonc t ion P -t- iQ, h o l o ­

m o r p h e dans S et cont inue sur s, tel le q u e le l o n g de .y 

O n p e u t t o u j o u r s la mul t ip l i e r p a r un n o m b r e réel K assez pe t i t en v a l e u r a b ­

solue p o u r que les cerc les a y a n t a p o u r centre e t p a s s a n t p a r z (z- — a = P -t- iQ) 

soient ex tér ieurs à la c o u r b e C p a s s a n t p a r z (z é tant vois in de s). O n en 

c o n c l u t q u e l ' in tégra le ^ °^ dz est i n d é p e n d a n t e de C q u a n d C 

t e n d vers s; ce q u i m o n t r e que le d é v e l o p p e m e n t , t r o u v é p o u r C , c o n v e r g e 

dans S . 

S i s présente des po in t s s ingul iers A , , A 2 , . . . , le d é v e l o p p e m e n t est encore 

poss ib le , p o u r v u q u e la c o u p u r e s puisse se d é c o m p o s e r en c o u p u r e s p a r ­

tiel les , A , A 2 , . . . . 

L e cas où S est l 'espace ex tér i eur à une l i gne non fermée se r a m è n e a u x 

p r é c é d e n t s à l 'aide de la t rans format ion 

L e s d é v e l o p p e m e n t s d a n s une aire l imi tée p a r des arcs de cerc le s ou e x ­

térieure à un c o n t o u r rec t i l i gne sont des cas part icu l i ers des d é v e l o p p e m e n t s 

( 2 ) , ( 3 ) e t ( 4 ) - Us s 'app l iquent à tou te fonct ion d i scont inue sur s, ma i s 

rempl i s sant a u x po int s a n g u l e u x les cond i t ions i n d i q u é e s . 

5 . Calcul des coefficients du développement ( 3 ) . — R e v e n o n s au cas 

d'une aire c o n v e x e régu l i ère S . N o u s a v o n s d é m o n t r é q u ' à tou te c o u r b e s 



c o r r e s p o n d une fonct ion 

l i o l o m o r p h e dans S , s 'annulant p o u r z = o , e t tel le q u e 

L a fonct ion z 4- 'j* n'a dans s q u ' u n zéro s imple , z = o ; cr est une c o u r b e 

q u e l c o n q u e e n t o u r a n t l 'or ig ine et in tér ieure à s. C h a q u e t e r m e d u second 

m e m b r e a une v a l e u r i n d é p e n d a n t e de cr, v a l e u r q u i , p o u r le t e r m e de r a n g 

n, n'est autre chose que le rés idu relat i f au pô le z = o de l 'express ion 

l ' o sons 

(y. est rée l et positif, c o m m e nous l ' avons v u ) . 

D ' a p r è s une formule c o n n u e , le rés idu est é g a l à 

C e c i m o n t r e que V„(x) s ' expr ime en fonct ion des va l eurs p o u r 3 = 0 des // 

p r e m i è r e s dér ivées de f(z) e t de F ( 3 ) . S i d o n c on conna î t la fonct ion f(z), les 

coeff icients p o u r r o n t se ca lcu ler n o n p lus à l 'aide d ' intégra les définies , mais 

en fonction de F ( o ) , F ' ( o ) , . . . , F „ ( o ) . 

M e t t o n s ces dér ivées en é v i d e n c e dans l 'express ion de P„(x) : 

S o i e n t 

O n a 

L ' e x p r e s s i o n 



est i n d é p e n d a n t e de F 

(a) 

L a q u a n t i t é u" est la v a l e u r p o u r z — o de T>q

zu", 

C'es t d o n c u n p o l y n ô m e en x de d e g r é n, de la f o r m e x'l~q(b -+- xB) et dont 

les coefficients s ' expr iment en fonct ion de w ( o ) , u'(o), ..., uq(o), p a r suite 

en fonct ion de g(o), g'(°)i •• ••> o ? ( ° ) - P o s o n s 

O n v o i t q u e 

C e c i posé , é levons u à la pu i s sance n et c h e r c h o n s le coeff icient B ? de z q . 

D ' a p r è s une formule c o n n u e , 

L e s a 0 , a , , . . . , a ? sont des n o m b r e s ent iers posit i fs vér i f iant les d e u x 

éga l i tés 

Il en résulte que 

T e l l e est l 'express ion d irec te des p o l y n ô m e s P „ ( J ? ) en fonct ion des con­

stantes g0, g'0, g„(o). 

O n p e u t aussi e x p r i m e r les uq

n en fonct ion des p o l y n ô m e s d' indices inl'é-

j i e u r s , en p a r t a n t des ident i tés 



ou encore 

Réciproque du théorème précédent. — S o i t une fonct ion arbi tra ire 

' ] ' ( -) a y a n t un zéro s imple au p o i n t z — a q u ' o n p e u t t o u j o u r s supposer 

être l 'or ig ine . P o s o n s z -+- '\>(z) = A ( - s ) = P + iQ, et v o y o n s à que l les 

condi t ions les c o u r b e s C q u i sat isfont à l ' équat ion P dx + Qdy — o sonl 

fermées et c o n v e x e s dans le v o i s i n a g e de l 'or ig ine . N o u s avons dit q u e , si 

L~> -h V i dés igne l ' i n t é g r a l e ^ ^p}' c e s c o u r ' : > e s sat isfont à l 'équat ion 

L = R . C o m m e 

Si les c o u r b e s C sont f ermées , [3 est n u l . D ' a u t r e p a r t , on p e u t t o u j o u r s 

supposer a é g a l à i , et 

P o s o n s 

( G + / G , est b o l o m o r p b e dans le v o i s i n a g e de l ' or ig ine ) . C o m m e 

la fonct ion ^(z) est b o l o m o r p h e dans toute aire S ne r e n f e r m a n t ni po int 

s ingul ier , ni zéro de h(z) ( e n dehors d u p o i n t z — o ) , et sa dér ivée o'(z) 

ne s'annule pas d a n s S . P a r su i te , la fonct ion inverse z — o,(zt) est b o l o ­

m o r p h e dans l'aire S , c o r r e s p o n d a n t à S ; S c o m p r e n a n t le p o i n t O , S , c o m ­

p r e n d le p o i n t O , , et l'on p e u t t o u j o u r s décr ire u n cerc le de centre O , et in­

térieur à S , ; la c o u r b e c o r r e s p o n d a n t e est une c o u r b e f ermée , en tourant 

l 'or ig ine O et vér i f iant l ' équat ion U = R . Q u a n d R a une v a l e u r n é g a t i v e 

très g r a n d e , la c o u r b e C se r é d u i t s e n s i b l e m e n t au p o i n t O ; q u a n d R croî t , 

on o b t i e n t une famil le de c o u r b e s q u i ne se c o u p e n t pas et cpii se f e r m e n t 

a u t o u r de l 'or ig ine , tant q u e R n'at te int pas une cer ta ine v a l e u r l imite p. 

C e s c o u r b e s sont -e l l e s c o n v e x e s ? N o u s a v o n s d i t qu 'en un p o i n t de ces 



c o u r b e s ( 0 é tant l 'angle de la n o r m a l e a v e c Ox) 

Il faut q u e ne d e v i e n n e ni n u l , ni infini. 

C o n s i d é r o n s d o n c les d e u x c o u r b e s 

D é tant régu l i ers près de l 'or ig ine ) ; con­

s idérons aussi les po in t s s ingul iers de P + ?'Q ( q u i sont c e u x de P ^ ) ; soit 

II' la plus pet i te v a l e u r de R p o u r laque l l e la b r a n c h e de c o u r b e U — R q u i 

se ferme a u t o u r de O r e n c o n t r e un de ces po in t s ou une de ces c o u r b e s ( 1 1 ' 

est au plus éga l à p ) . P o u r toute v a l e u r de R inférieure à I I ' , la c o u r b e C 

est f ermée et c o n v e x e , et l'on p e u t t r o u v e r un n o m b r e R assez g r a n d p o u r 

q u e le cercle p a s s a n t p a r z et a y a n t p o u r cen tre a = z— Kh(z) c o m ­

p r e n n e à son in tér i eur la c o u r b e C (z é tant un p o i n t de C ) . S i l'on se 

d o n n e a priori h, (z) = K.h(z) ( K est rée l et p lus g r a n d q u e i ) , on v o i t 

bien a i s é m e n t q u e ce t te c o n d i t i o n est réal isée p o u r les c o u r b e s C vois ines 

de l 'or ig ine ( q u i c o r r e s p o n d e n t à des v a l e u r s de R inférieures à un certa in 

m a x i m u m R , ) . 

E n r é s u m é , soit / « , ( - ) une fonct ion de la forme Kz [ i -t- z A (z')\, où K 

est réel e t supér ieur à l 'unité et A une fonct ion h o l o m o r p h e près de l 'ori­

g ine : la série 

esl convergente dans une certaine courbe U = R , , si F(z) est h o l o m o r p h e 

dans cet te c o u r b e 

inon , elle c o n v e r g e d a n s la première des courbes U = R qui rencontre 

une discontinuité de F(z). L a s o m m e de ce t te série est F(x). D e p lus , on 

p e u t d i sposer de K , en sorte q u e R , soit é g a l à un n o m b r e q u e l c o n q u e infé -



rieur à II' ( R ' é tant la v a l e u r à p a r t i r d e l aque l l e les c o u r b e s U = R cessenl 

d'être f e r m é e s , c o n v e x e s ou régu l i ère s a u t o u r de l ' o r i g i n e ) . 

Applications. — P o u r h{ (z) = K T , les c o u r b e s C sont des cerc les a y a n t 

p o u r centre l ' or ig ine ; elles sont fermées c o n v e x e s et sans inf lex ion, q u e l (pie 

soit R ; on v o i t i m m é d i a t e m e n t q u e c'est la seule fonction ht(z) qui 

jou i s se de ce t te p r o p r i é t é . 

Q u a n d h, (z) = ( i + az), les c o u r b e s C sont des cerc les a y a n t m ê m e 

axe rad ica l savo ir la dro i te p e r p e n d i c u l a i r e a u s e g m e n t O A , eu son 

m i l i e u ; A , a p o u r affixe — et R ' = — L | a \. 

S i h,(z) = Kz(i + a z 2 ) , les c o u r b e s C sont des q u a r t i q u e s b ic i rcu la ires 

qu 'on p e u t définir p a r la re la t ion g é o m é t r i q u e p 2 = C p ' p " ('p, p', p"étant les 

d is tances d'un po in t M de la c o u r b e a u x p o i n t s O , A , A ' ; A et A ' ont pour 

affixes — ^ et + Çj- E n p r e n a n t h, (z) = Kz\/r — c-z'1, on o b t i e n t poul­

ies c o u r b e s C des q u a r t i q u e s b i c i r c u l a i r e s , inverses , par r a p p o r t à leur centre 

O , de c o n i q u e s h o m o f o c a l e s d o n t les f o y e r s sont ± c (c est r é e l ) . D a n s ci-

cas R' = L — c — = \ en c h a n g e a n t x en - > on o b t i e n t une forme de d é v e l o p -

I + V 2 X 

p e i n e n t p o u r l'aire S extérieure à une ellipse a y a n t p o u r f o y e r ± c et dont 

l ' excentr ic i té est infér ieure à 

V 2 

P l u s g é n é r a l e m e n t , soit . ' = ' + ~ h . . . -H ' , > a, 8, . . . , A 

é tant rée l s ; les c o u r b e s C sont définies p a r la propr i é t é pp* . . .p\ = const . ; 

p, p , , . . : „ sont les d i s tances O M , A M , . . . , L M de M a u x po int s O , a, b , I . 

Si y. = i e t si j3 = . . . = X = o, ces c o u r b e s sont des ova les de C a s s i n i . 

S a n s m é t e n d r e d a v a n t a g e sur ces e x e m p l e s , j ' a j o u t e s e u l e m e n t q u e les 

p o l y n ô m e s P „ ( ~ ) se r e n c o n t r e n t d a n s une série assez a n a l o g u e à cel le de 

L a g r a n g e , e t q u i p e u t s'en d é d u i r e . 

L ' é q u a t i o n j = ax -+- ( i — a) z f ( z ) a u n e rac ine 'Ç q u i tend vers z é r o 

a v e c a. A p p l i q u o n s la p r e m i è r e forme de la série de L a g r a n g e à l ' é q u a ­

tion 

en faisant 



O n sait q u e , dans un cer ta in c h a m p , 

E n p a r t i c u l i e r , p o u r a — o , l ' équat ion ( i ) d e v i e n t 

et le p r e m i e r m e m b r e d u d é v e l o p p e m e n t p r e n d la forme 

en t enant c o m p t e de ( 2 ) . P a r suite , 

( P o u r a = 1 , '( = x . ) D ' a p r è s la c o n d i t i o n c o n n u e , ce l t e série c o n v e r g e 

p o u r 7. = 1 , si a? reste in tér ieur à une c o u r b e f ermée c o m p r e n a n t l 'or ig ine 

et tel le q u e , tout le l o n g d u c o n t o u r , soit inférieur à 1 . L a cond i t ion 

p e u t s'écrire 

Si d o n c il existe une aire S telle q u e , x é tant un p o i n t in tér ieur q u e l -

c o n q u e et r un p o i n t d u c o n t o u r s, le m o d u l e de „ + ,| ^ s o i t p l u s pe t i t 

que l 'unité , 2 P „ ( i c ) c o n v e r g e d a n s ce t te aire et représente F(x'). C e c i 

résulte é g a l e m e n t d u t h é o r è m e é tabl i p r é c é d e m m e n t . M a i s i n v e r s e m e n t , 

p o u r d é m o n t r e r ce t h é o r è m e en p a r t a n t de la série de L a g r a n g e , il faudrai t 

p r o u v e r qu 'à un c o n t o u r c o n v e x e d o n n é s c o r r e s p o n d une fonct ion ' i ( - ) 

vérif iant la c o n d i t i o n é n o n c é e . O r la r e c h e r c h e de ' | ( - ) r ev i en t p r é c i s é m e n t 

à ce l le de la fonct ion dés ignée p a r P + iQ ; c'est ce t te r e c h e r c h e qu i c o n ­

st i tue d'ai l leurs la seule diff iculté de la p r e m i è r e d é m o n s t r a t i o n . 

6. Développement en séries des fonctions Y (x, y, z') satisfaisant à 

Véquation A V = o et régulières dans un espace quelconque. — A c h a q u e 

f o r m e de d é v e l o p p e m e n t i n d i q u é e p lus h a u t , c o r r e s p o n d une forme c o r r é -



lat ive de d é v e l o p p e m e n t p o u r les fonct ions Y(x,y) de d e u x var iab les qu i 

satisfont à l ' équat ion A V = o. S i l 'on e n v i s a g e les fonct ions de trois v a ­

r iables qu i sat is font à la m ê m e é q u a t i o n , le p r e m i e r d é v e l o p p e m e n t , basé 

sur la représenta t ion c o n f o r m e , ne c o m p o r t e pas d 'extens ion nature l l e . 

M a i s les d é v e l o p p e m e n t s ( 2 ) , ( 3 ) et ( 4 ) se généra l i s ent sans diff iculté . 

S o i e n t , en p r e m i e r l ieu, une surface f ermée q u e l c o n q u e s, sans a n g l e r e n ­

t r a n t ; a, [3, y un d e ses po in t s ( a , (B, Y sont fonct ions de d e u x p a r a m è t r e s 0 

et l). O n p e u t en c h a q u e p o i n t a, [3, Y construire une sphère de centre 

a, b, c, t a n g e n t e à s e t e x t é r i e u r e à ce t te surface . S o i t , d 'autre p a r t , 

F(x, y , z) une fonct ion q u i satisfait à A F = o, r é g u l i è r e dans le v o l u m e S 

. . ., / . . dF\ 
et cont inue ainsi que ses dér ivées p r e m i è r e s ( o u ainsi q u e ^ Isur s : 

où 

et 

a, b, c, A, u., v sont fonct ions c o n t i n u e s de a, [3, Y, p a r suite de l et 0, sauf 

p o u r les l i gnes s ingul ières de s. O n p e u t écrire 

en réunissant V _ ( n + ) ) et V ^ . S o i t <r la surface l ieu des centres a, b, c ; on 

p e u t cons tru ire une surface s' f ormée de f r a g m e n t s de sphères extér ieurs 

à 5 , t o u r n a n t vers s l eur c o n v e x i t é et intér ieurs à <J. S o i e n t A , B , C , , . . . , 

A A B A Gfr les centres de ces s p h è r e s ; la fonct ion 

se m e t dans s' sous la forme 

i 5 



A p r è s l ' in tégrat ion , la fonct ion F(x, y , z) est représentée p a r la série 

(l>„ é tant une express ion de la forme ( a ) . 

L e s r e m a r q u e s faites dans le p lan s 'app l iquent ici : la série c o n v e r g e a b ­

s o l u m e n t et u n i f o r m é m e n t dans tou t v o l u m e S , in tér ieur à S , et sa c o n v e r ­

g e n c e est de l 'ordre des progres s ions g é o m é t r i q u e s . L e s dér ivées de 

F(x,y, z) s 'obt iennent en d é r i v a n t les t ermes de ( 2 ) , ce qu i c o n d u i t à des 

séries de m ê m e forme . L e s t ermes de ( 2 ) sont nuls i d e n t i q u e m e n t dans l'es­

p a c e — ex tér i eur a u x sphères S , , S 2 , . . . , S A et q u i ne c o n t i e n t pas S ; la 

série ( 2 ) c o n v e r g e d o n c et est é g a l e à o sans 2 . D e là le m o y e n de former 

une série de la forme ( 2 ) représentant dans d e u x espaces q u e l c o n q u e s d e u x 

fonct ions V ( . ' / , y , z) d i s t inctes . 

L e d é v e l o p p e m e n t ( 2 ) est poss ib le d'une infinité de manières : c h a q u e 

t e r m e ^ ( x ' , y , z) é tant d o n n é , on p e u t lui a j o u t e r une série d o n t la 

s o m m e est n u l l e ; de p lus on p e u t a j o u t e r , t e r m e à t e r m e , à la série ( 2 ) e l l e -

m ê m e des séries de m ê m e forme d o n t la s o m m e est nul le dans s'. 

L e s Y p ( x — A k , y — B , f , z — C A . ) sont des c o m b i n a i s o n s l inéaires des 

dér ivées pieme* de j - O n p e u t r e m p l a c e r j p a r 'l(x — Ak, y— B A > z — C A ) ; 

•\i(x,y, z) est une fonct ion q u i satisfait à A ' | = o , a d m e t l 'or ig ine p o u r 

pôle d u p r e m i e r o r d r e , le rés idu étant éga l à 1, et ses autres po in t s s ingu­

liers ( a , , c, ), . . . sont tels que le p o i n t (x-+-a,), (y -+- b,), (': + c, ) 

est ex tér i eur à (s i x , y , z est c o m p r i s dans s') ainsi q u ' a u x sphères 

( A A , B A , C A ). L e s coeff ic ients sont i n d é p e n d a n t s de la forme de v];. O n p e u t 

déduire de là , p o u r un espace q u e l c o n q u e , des r e m a r q u e s i d e n t i q u e s à 

celles de M . A p p e l l sur les espaces d o n t la surface est formée de f r a g m e n t s 

de sphères . 

Si l'on cons idère le p r e m i e r t erme de ( 2 ) 

on vo i t , c o m m e p o u r le p l a n , q u e la s o m m e a, 4 - a2 4 - . . . -+- ak est nu l l e . 

Q u a n d l 'espace S est ex tér i eur à la surface s, r ien n'est c h a n g é dans le r a i -



s o n n e m e n t p r é c é d e n t ; ma i s , dans ce cas , 

A est le rés idu de la s u r f a c e - c o u p u r e s. 

L e s d é v e l o p p e m e n t s ( 3 ) et ( 5 ) s ' é tendent de la m ê m e m a n i è r e . I l sull it 

d 'entourer la surface c o n v e x e s de sphères 2 qu i lui so ient t a n g e n t e s en 

c h a q u e po in t , et l'on v o i t q u e 

Y „ é tant un p o l y n ô m e de d e g r é n en x , y , z, qu i sat isfait à l ' équat ion 

Il en résulte que 

( 3 ) 

P „ - ) é tant un p o l y n ô m e de d e g r é n en x , y , z-, qu i satisfait à 1 é q u a t i o n 

A P „ = o. I l suffit, p o u r q u e le t h é o r è m e soit e x a c t , que F(x, y , z) soit con­

t inue sur .s; car , en a p p l i q u a n t à la surface S la m é t h o d e de C . X c u m a n , 

on m e t la fonct ion F sous la forme 

( j é tant une certa ine fonct ion cont inue de / et de 0. E n ra i sonnant sur cette 

i n t é g r a l e c o m m e dans le p r e m i e r cas , on vo i t que la fonct ion F(x,y. z), 

continue sur s cl régulière dans S , p e u t se d é v e l o p p e r , d a n s ce v o l u m e , 

en une série de polynômes P „ , satisfaisant à V équation A P „ — o. 

Discussion. — O n d é m o n t r e ( c o m m e dans le cas d u plan ) q u e , si 

(rt — s-') ne s 'annule en a u c u n po in t de s, on p e u t t rouver un r a y o n U 

assez g r a n d p o u r que toutes les sphères t a n g e n t e s à s et de r a y o n /• c o m ­

p r e n n e n t S à leur intér ieur . Si {rt — s- ) s 'annule en des po in t s ou sur des 

l ignes de s, le t h é o r è m e subsis te , car il suffit de d é c o m p o s e r 1 in tégra l e eu 

d e u x par t i e s , d o n t l 'une, re la t ive a u x part i e s s ingul ières de la surface , p e u t 

être prise aussi pet i te qu 'on v e u t . Q u a n d (rt — s2) s 'annule sur une por t ion 

finie de s (s c o m p r e n d un f r a g m e n t de surface d é v e l o p p a b l e ) , il faut avo ir 



recours à la r e m a r q u e su ivante : S o i t l 'espace S in tér ieur ( o u e x t é r i e u r ) à 

une surface f ermée q u e l c o n q u e s. S'il ex i s te , en d e h o r s de S , un po in t 

( A , B , C ) , tel q u e , en le p r e n a n t p o u r pô le d ' invers ion , S d e v i e n n e l 'espace 

in tér ieur à une surface c o n v e x e , la fonct ion F(x,y, s ) r égu l i ère dans S se 

m e t sous la forme 

P'LT est une c o m b i n a i s o n l inéaire des dér ivées d 'ordre n et d 'ordre inférieur 

C e p o i n t ( A , B , C ) existe a u x cond i t ions su ivantes : so ient M et N les 

d e u x centres de c o u r b u r e des sect ions pr inc ipa l e s de la surface au po in t 

P ( a , (3, y ) , M P le p lus g r a n d r a y o n . S i , au p o i n t P , la surface s est à c o u r ­

b u r e pos i t i ve , n o u s constru isons la sphère 2 ' d o n t le r a y o n est M P , q u a n d 

•s tourne sa concavité ver s S ; a u t r e m e n t , nous contru i sons la sphère 2 " d o n t 

le r a y o n est N P . S i , au p o i n t P , la c o u r b u r e de s est n é g a t i v e , n o u s c o n ­

struisons la sphère 2 " q u i passe p a r P et qu i a p o u r centre ce lui des d e u x 

po ints M , N qui est , p a r r a p p o r t à s, d u côté o p p o s é à S . I l faut et il suffit, 

p o u r que ( A , B , C ) ex i s te , qu' i l y a i t , en d e h o r s de S , une p o r t i o n d'es­

p a c e S , ex tér i eure à toutes les sphères 2 ' et in tér ieure à toutes les sphères 

i " . C e s sphères se rédui sent à des p lans a u x po int s où (ri — s~) est nu l . 

Q u a n d (/•/ — s2) est t o u j o u r s posi t i f ou n u l , i l faut et il suffit ( s i l 'on d é ­

s igne p a r P l 'espace s i tué, p a r r a p p o r t à un p l a n t a n g e n t en un p o i n t de s, 

du côté opposé à S ) que tous les espaces P relatifs a u x po ints où (rl — s2 ) 

s'annule a ient une part i e c o m m u n e . 

Q u a n d le p o i n t ( A , B , C ) n'existe p a s , on p e u t t o u j o u r s d é c o m p o s e r .s (si 

S ne présente pas d 'ang le r e n t r a n t ) en part i e s s , , s 2 , S/,, assez pet i tes 

p o u r qu'i l y ait , en dehors de S , des po in t s M , , tels q u e toutes les sphères 

qui passent p a r M,- et sont t a n g e n t e s à s, en c h a q u e p o i n t so ient ex tér i eures 

à S . E n d é c o m p o s a n t l ' intégrale qu i représente F(x,y, z) en p lus ieurs 



autres re la t ives r e s p e c t i v e m e n t à « ( , s , , s h on v o i t q u e 

est une c o m b i n a i s o n l inéaire des dér ivées d 'ordre n et d 'ordre inférieur 

de A,-, B ( , C,- d é s i g n a n t les c o o r d o n -

L e s séries ( 3 ) e t ( 4 ) c o n v e r g e n t a b s o l u m e n t et u n i f o r m é m e n t dans tout 

e space 2 in tér ieur à S . L e s dér ivées de F s 'obt iennent en d é r i v a n t les 

t ermes des séries ( 3 ) e t ( 4 ) , ce qui c o n d u i t à des séries de m ê m e f o r m e . 

D a n s le d é v e l o p p e m e n t ( 3 ) en p a r t i c u l i e r , si 

pour x = y = z = o. 

L e s d é v e l o p p e m e n t s ( 3 ) et ( 4 ) sont poss ib les d'une infinité de man ière s . 

O n p e u t se d o n n e r a r b i t r a i r e m e n t les n p r e m i e r s t e r m e s ou assujet t ir les 

p o l y n ô m e s Vn à ne pas conten ir , au de là du p'eme, de t e r m e s de d e g r é infé­

rieur à p. O n p e u t faire en sorte , p a r e x e m p l e , q u e les t e rmes en — > 
' ' i 

~i • • •> ~ f igurent s eu l ement dans le p r e m i e r t erme d u d é v e l o p p e m e n t (Y). 

Si S est l 'espace ex tér i eur à une surface , le rés idu de ce t te c o u p u r e est alors 

é g a l à a, + a 2 + . . . + a k , les le t tres a , , a 2 , a k d é s i g n a n t les coeff icients 

respect i fs de •> — • 

Q u a n d F(x,y, z) n'est pas c o n t i n u e sur s, la c o n v e r g e n c e des séries ( 2 ) , 

( 3 ) et ( 4 ) ne s 'établ i t q u e dans des cas par t i cu l i er s . 



C H A P I T R E I I . 

I . S o i t F ( - ) une fonct ion un i forme de z q u i ne présente dans le p lan des 

; qu 'un n o m b r e fini de s ingular i tés L ( , L 2 , L „ ( c o u p u r e s , espaces la­

cunaires , po ints essentiels ou p ô l e s ) : L , , L 2 , L „ n'ont pas de po ints 

c o m m u n s . C e t t e fonct ion p e u t se m e t t r e sous la forme d'une somme de 

n f onctions n'admettant chacune dans le plan qu'une singularité. 

Il suffit, p o u r le v o i r , de répé ter le r a i s o n n e m e n t e m p l o y é p a r M . B o u r -

gue l dans le cas des po in t s s ingul iers . O n trace n c o n t o u r s s , , s.2, s„, 

c o m p r e n a n t c h a c u n à son intér ieur une des s ingular i tés et une seule : q u a n d 

la l igne L , est f ermée et n 'enclôt pas un e space l a c u n a i r e , le c o n t o u r s{ est 

m u l t i p l e . L a fonct ion F(z) ( q u ' o n suppose régu l i ère à l ' infini) est h o l o ­

m o r p h e dans l'aire S ex tér ieure a u x c o n t o u r s .?, et in tér ieure à un cerc le C de 

centre O et de r a y o n assez g r a n d p o u r e n f e r m e r toutes les c o u p u r e s L,-. S i 

x dé s igne un p o i n t de S , s le c o n t o u r de ce l t e a ire , on a 

L a p r e m i è r e i n t é g r a l e est une cons tante -xi-h ; l ' in tégra le Ç*'}"^
 (lJ 

définit une fonct ion de x h o l o m o r p h e à l 'extér ieur de L,-, car on p e u t p r e n d r e 

Sj aussi vois in de L qu 'on v e u t sans c h a n g e r la va leur de l ' in tégra le p o u r 

les po in t s x ex tér i eurs à s( : F ( . ï ) se m e t d o n c sous la forme 

c h a c u n e des f o n c t i o n s f 2 , fn n ' a d m e t t a n t q u ' u n e des s ingular i tés L , , 

U : . . . . L „ . 

L e cas où F(x) n'est pas h o l o m o r p h e à l'infini se r a m è n e au p r é c é d e n t , 

en posant z = -—-—- ; F ( . c ) est alors une s o m m e de n fonct ions d o n ! l 'une 

a, p o u r l ignes s ingul ières , p lus ieurs l ignes L ' a y a n t des po in t s à l'infini. 

L e l o n g de s, l ' in tégra le / F(z)dz est nul le : si d o n c on appe l l e résidu 

de L , la v a l e u r de l ' intégrale -—^ / F ( - ) dz, on v o i t que la somme des ré-

si dus de F ( . r ) dans le plan est nulle. Q u a n d la fonct ion F(x) est h o l o m o r p h e 



à l ' infini, le rés idu d u p o i n t z = oc est le coeff ic ient de ~ , c h a n g é de s igne , 

dans le d é v e l o p p e m e n t de F(x) à l ' ex tér ieur d'un ce ix l e de r a y o n suff isam­

m e n t g r a n d . S i le p o i n t z = ce est un p o i n t s ingu l i er de F(x), le rés idu re­

latif à la c o u p u r e L ' est la v a l e u r de l ' in tégra le -X^ JF(z) dz pr ise , dans le 

sens inverse , le l o n g d'un c o n t o u r f ermé e n t o u r a n t toutes les s ingular i tés , 

sauf L ' . 

C e qu i p r é c è d e s a p p l i q u e à la fonct ion . ; q u a n d F(x) n'a, dans le 
v 3- ) 

p l a n , q u ' u n n o m b r e fini de zéros ou de s ingu lar i t é s , on en conc lu t , en inté­

g r a n t et en passant d u l o g a r i t h m e à la fonc t ion , q u e F(x) peut se d é v e ­

lopper ainsi 

,l\if-ii •••ifn n ' a y a n t r e s p e c t i v e m e n t q u ' u n e s ingular i té L , , L 2 , . . . , L „ . S i 

l 'on appe l l e ordre de la c o u p u r e L , l ' in tégra le -X- f—y^j~' ^n m m ™ e 

ordres de F(x) est nulle dans le p l a n . 

Remarque. — Il est poss ib le , dans b ien des cas , de décomposer une sin­

g u l a r i t é formée d'une l i gne cont inue en plus ieurs ordres , g r â c e à l ' observa­

t ion su ivante : 

S o i t L une c o u p u r e non fermée de F(x)\ A et B sont ses e x t r é m i t é s , C 

un po in t de A B . P o s o n s 

(cr d é s i g n a n t un c o n t o u r fermé ne c o n t e n a n t que la c o u p u r e L ). S'il existe 

un c h e m i n / , t r a v e r s a n t A B au p o i n t C , et sur l e q u e l | F (Vf) J ne croisse pas 

indé f in iment , on p e u t d é c o m p o s e r / " ( . f ) en u n e s o m m e de d e u x f o n d i o n s , 

qu i n ' a d m e t t e n t r e s p e c t i v e m e n t c o m m e c o u p u r e que A C et C B . E n effet. / 

r e n c o n t r e a aux po ints M et N et d é c o m p o s e cr en d e u x part i e s cr, et t7 2 , for­

mant a v e c / d e u x c o n t o u r s fermés IK -+- M X et 7 2 -+- M M , qui cont iennent le 

p r e m i e r A C , le s e c o n d B C , O n p e u t écrire 

/ , ( ,r ) est définie p o u r toute v a l e u r de x ex t ér i eure à A C , car on p e u t tou­

j o u r s tracer un c o n t o u r cr', la issant à l ' ex tér ieur le po in t x et e n t o u r a n t A B : 



ce c o n t o u r r e n c o n t r e le c h e m i n / a u x po int s M ' , N ' , et l'on a 

car F ( o ? ) est h o l o m o r p h e à l ' intér ieur d u c o n t o u r f o r m é p a r cr,, G0 M M ' et 

N N ' . D e m ê m e , f2{x) est h o l o m o r p h e à l ' ex tér i eur de B C . Il suffit, p o u r 

que la r e m a r q u e s 'appl ique , qu' i l existe un c h e m i n / , tel q u e , - et z t t endant 

vers C sur / de p a r t et d 'autre de L et su ivant une certa ine loi , 

tende vers une l imi te o(x). I l suffit m ê m e qu 'on puisse t r o u v e r d e u x fonc­

tions g{(x), g2(x) n ' a y a n t r e s p e c t i v e m e n t p o u r c o u p u r e s q u e A C et C B , 

telles q u e F , (x) = F(x) -+- g t (x) + g2{x) vérif ie la cond i t ion p r é c é d e n t e . 

Q u a n d la c o u p u r e L est une l i gne f ermée ne l imi tant pas un espace l acu ­

na ire , si cet te c o n d i t i o n est r e m p l i e p o u r d e u x po int s C et D de L , on p e u t 

la d é c o m p o s e r en d e u x c o u p u r e s C E D , C E D . 

Q u a n d L l imi te un e space l a c u n a i r e 2 , si, p o u r d e u x po int s C et D de 

L , il existe d e u x c h e m i n s l et V sur l e sque l s | F(x) | ne croisse pas indéf ini­

m e n t q u a n d z t end vers C sur / , et vers D sur l', à l ' ex tér ieur de 2 , la c o u ­

pure p e u t se d é c o m p o s e r en d e u x part i e s C E D , C E D . Il suffit m ê m e q u e , ; 

et z' t e n d a n t s i m u l t a n é m e n t vers C et D sur / et / ' ( s u i v a n t une cer ta ine l o i ) , 

/ ; t ende vers une l imi te o (x). 

J \ Z — X Z — X J i v / 

D a n s tous les cas , ce l t e c o n d i t i o n n 'é tant pas r e m p l i e , on p e u l t racer un 

c h e m i n arbi tra ire M N r e n c o n t r a n t la c o u p u r e L ( q u ' o n suppose o u v e r t e ) 

au po in t C , et d é f i n i r / , (x) et f2(x) de la m a n i è r e su ivante 

a, é tant un c o n t o u r q u i passe p a r M et N , sans r e n c o n t r e r le c h e m i n M X en 

d'autres po in t s , et q u i en toure A C en la issant x à son ex tér i eur . D e m ê m e , 

i 2 en toure B C ; / , et f2 a d m e t t e n t r e s p e c t i v e m e n t les c o u p u r e s A C c l 

B C , e t la c o u p u r e c o m m u n e M N , q u ' o n p e u t p r e n d r e aussi pet i te qu 'on 

v e u t . E n a p p l i q u a n t le m ê m e r a i s o n n e m e n t à l ' ex trémi té A de A B , 

on vo i t q u e / , ( % ) est la s o m m e de d e u x fonct ions f \ et a y a n t 



c o m m e c o u p u r e s la p r e m i è r e une l i gne M C A M , , la seconde une l igne 

X C A M , M , est un p o i n t arbi tra ire q u i , parfo i s , p e u t se confondre a v e c A , 

n o t a m m e n t si j C>~ ne croî t pas indéf in iment q u a n d z t end vers A . 

Q u a n d la c o u p u r e L est une l igne f ermée , on p e u t d é c o m p o s e r f(x) en 

une s o m m e de d e u x fonct ions f\(x),f2(x) a y a n t r e s p e c t i v e m e n t p o u r cou­

pures les l i gnes C E D , C F D , et les d e u x c o u p u r e s artif iciel les c o m m u n e s 

M C X , M , D X :

( . S i Ton r e m a r q u e que ffx) et f.2(x) d e v i e n n e n t infinies 

a u x po ints M , N , M , , Z\, c o m m e l o g ( . r ) p o u r x — o, il est c lair qu 'on peut 

d é c o m p o s e r / , (x), p a r e x e m p l e , en q u a t r e fonct ions a y a n t re spec t ivement 

pour c o u p u r e s M C D M , , M X , M , X , , M , C D X , . L a conc lus ion est a n a l o g u e 

si L l imite un espace l acuna ire . O n p e u t , en déf ini t ive , d é c o m p o s e r , dans 

tous les cas . la fonct ion F(x) en une s o m m e de fonct ions d o n t chacune est 

holomorplie dans l'aire extérieure à un contour fermé ou à une ligne 

non fermée ne se coupant pas. 

Q u a n d L est d é c o m p o s é e en d e u x c o u p u r e s L ' , L". le résidu de F ( . / • ) re­

latif à L ' e s t é g a l à la va leur de l ' intégrale 4 ^ f / , (z)dz, / , (.*•) n ' a d m e t t a n t 

<[ue la c o u p u r e L ' qu 'entoure cr. C e s rés idus jou i s sen t des propr ié tés o r d i ­

naires . S i p lus ieurs c o u p u r e s L ' o n t des po ints à l'infini, la fonction f(z) 

qui a pour c o u p u r e L ' est la s o m m e de p lus ieurs fonct ions dont c h a c u n e 

a d m e t p o u r c o u p u r e une des l ignes L ' et une certa ine l igne L , arb i tra ire , 

a v a n t un point à l'infini, et qu i disparaî t dans certa ins cas . 

L e s m ê m e s r e m a r q u e s s 'appl iquent à la fonction ~y c L > P i l 1 ' s u l t e • ; l ' a 

d é c o m p o s i t i o n en p r o d u i t . 

i. L a fonct ion F(x) é tant r a m e n é e à une s o m m e de f o n d i o n s p lus s im­

ples , on p e u t c h e r c h e r à d é v e l o p p e r ces f o n d i o n s à l'aide des séries é tu ­

d iées p lus h a u t . 

Il est facile de d é c o m p o s e r dans tous les cas F ( . / ; ) e n une s o m m e de lonc-

lions "V ov('./.'), a u x q u e l l e s le d é v e l o p p e m e n t (V) s 'appl ique , pu i sque ce l l e 

forme de d é v e l o p p e m e n t c o n v i e n t p o u r toute fonct ion f(x) h o l o m o r p l i e à 

l 'extér ieur d'une l igne ( f e r m é e ou non) q u i ne se c o u p e pas . L a fonction 

P . 6 



F(x) est alors de la f o r m e 

L a s o m m e ^ A v est nu l le , car A v est le rés idu re lat i f à c h a q u e c o u p u r e L v . 

i 

L e s d é v e l o p p e m e n t s ( 2 ) , ( 3 ) , ( 4 ) p e u v e n t ne pas s 'app l iquer a u x f o n c ­

tions cp„ ( .*) ; nous avons i n d i q u é dans que ls cas au C h a p i t r e p r é c é d e n t . O n 

tâche alors de d é c o m p o s e r les fonct ions e x c e p t i o n n e l l e s cpv(a?) en une s o m m e 

de fonct ions p o u r lesquel les ces d é v e l o p p e m e n t s c o n v i e n n e n t . M a i s la chose 

n'est pas réa l i sable néces sa i rement . C e s cas écar tés , la fonct ion F(x) p e u t 

se m e t t r e sous la forme d'une s o m m e de p séries ( 2 ) , ( 3 ) ou ( 4 ) . N o u s 

a v o n s i n d i q u é les va leurs des rés idus en fonct ion des coeff icients de ces sé­

ries : la s o m m e de ces v a l e u r s est nu l l e . 

C e s d é v e l o p p e m e n t s fournissent a u t a n t de formes de d é c o m p o s i t i o n en 

p r o d u i t de F(x) : p a r e x e m p l e , la forme ( 1 ) d o n n e 

1—1 
L a s o m m e 21 ay- - 1 - 21^ { - est nul le . 

3 . S u p p o s o n s m a i n t e n a n t que F(x) a d m e t t e dans le p l a n u n e infinité de 

s ingular i tés L , , L 2 , L „ , sans po in t s c o m m u n s . C h a c u n e d'el les , L , 

suite ou non d'autres s ingular i té s , p e u t t o u j o u r s être en tourée d'une cer ­

taine aire S à d o u b l e c o n t o u r , à l ' intér ieur de laque l l e F(x) est h o l o m o r p l i e : 

F(x) p e u t se d é v e l o p p e r dans S à l 'aide des séries c i -dessus , ou b ien 

encore , en se r a p p e l a n t q u e l'aire S a d m e t la représenta t ion c o n f o r m e sur 

une c o u r o n n e l imi tée p a r d e u x cerc les c o n c e n t r i q u e s , on m e t F(x) sous la 

forme 

et 

(Tes t la généra l i sa t ion d u t h é o r è m e de L a u r e n t . O n p e u t définir la fonc­

t ion carac tér i s t ique de la s ingular i té L c o m m e dans la théor ie des po in t s 



essentiels , et elle j o u i t des m ê m e s p r o p r i é t é s . O n p e u t définir é g a l e m e n t 

le'résidu et V ordre p a r les in tégra le s j " ¥(z)dzc\ dz (cr étant le 

c o n t o u r f ermé q u i l imi te S à l ' in tér ieur) : ces d e u x in tégra le s v a r i e n t en 

g é n é r a l a v e c a. I l est c lair q u e les t h é o r è m e s énoncés sur les rés idus et les 

ordres subs i s tent a v e c la n o u v e l l e déf ini t ion. Enf in , la classif ication des 

po in t s s ingul iers s 'étend sans modi f i ca t ion a u x l ignes s ingu l i ère s ; mai s j e 

r envo ie p o u r ce t te ques t ion à un M é m o i r e de M . G u i c h a r d sur les po ints 

essentiels (Annales de VEcole Normale, année 1884)-

E n ra i sonnant c o m m e au n ° 1 , on met la fonct ion F (a;) sous la forme 

f{(jc) n ' a y a n t q u e la s ingular i té L , et E , ( r ) é tant h o l o m o r p h e sur L , ( L , 

p e u t c o m p r e n d r e un e n s e m b l e de s i n g u l a r i t é s ) . M a i s , q u a n d les l ignes L , , 

L 2 , . . . , L , „ . . . f o r m e n t une suite d o n t la l imi te est L , ex i s te - t - i l une série 

c o n v e r g e n t e 1<f„(x) = F(x), te l le q u e c h a q u e t e r m e n ' a d m e t t e en dehors 

de E qu 'une s ingular i té L „ ? E e t h é o r è m e de M . M i t t a g - L e f f l e r p e r m e t de 

r é p o n d r e à ce l te ques t ion . 

THÉORÈME DE M . MITTAG-LEFFLER . — S o i l / „ ( • » ) = J r" ( ' » ""entou­

r a n t que la c o u p u r e L „ ) . Il existe une fonction il„(x) 11 ayant que des 
n = se 

pôles isolés su/- L , telle que la série ^ \fn(
x) — H « ( R ) | •s0'i convergente 

n = 1 

pour tout point x extérieur à L et aux L „ . 

E n effet, c h a q u e t e r m e f n ( x ) est h o l o m o r p h e dans l 'espace S „ ex tér i eur 

à un certa in c o n t o u r sn d'arcs de cerc les d o n t les centres a , , oc.,, . . . , a „ 

sont s u r L , ctf„(x) se d é v e l o p p e dans S r t ainsi : 

O n p e u t p r e n d r e un n o m b r e qn assez g r a n d p o u r q u e ( q u a n d x varie à 

l 'extér ieur d'un c o n t o u r a'n vo is in de un et l ' en tourant , mais sans p o i n t c o m ­

m u n a v e c l u i V le reste 



ail un m o d u l e inférieur à un n o m b r e posi t i f d o n n é e„. S i I o n chois i t les in 

n = x n ~ x 

de manière que la série V t n soit c o n v e r g e n t e , la série ^ R ? ( x ) r e p r é -

sente une fonct ion holomoz'phe de x p o u r tout p o i n t x qu i n 'appar t i en t ni 

à L , ni aux s ingular i tés L „ ; car , p o u r des v a l e u r s de n supér ieures à un 

certain n o m b r e v, le po in t x est ex tér i eur a u x contours s'H ( p u i s q u e ces 

contours t endent v e r s L q u a n d n croi t i n d é f i n i m e n t ) , et la série ^ \\qn(x) 

c o n v e r g e a b s o l u m e n t et u n i f o r m é m e n t dans un certa in espace e n t o u r a n t ./•: 

d autre p a r t , la s o m m e ^ R ? n ( x ) est h o l o m o r p h e au po in t x . 

n — 1 

A j o u t o n s que la di f férence V(x) p e u t s'écrire 

I'",,, et lïin é tant h o l o m o r p h e s dans le v o i s i n a g e de L „ r L a fonct ion V(x') 

peut d o n c se d é c o m p o s e r en une s o m m e de fonct ions on(x) n ' a y a n t q u ' u n e 

s ingular i té en dehors de L , 

l>(x) n 'admet que la s ingular i té L dans le v o i s i n a g e de ce l t e l i g n e . 

L e s r e m a r q u e s faites sur la d é c o m p o s i t i o n des c o u p u r e s en p lus ieurs 

autres p e r m e t t e n t d 'apercevo ir a i s é m e n t les cas p r i n c i p a u x où le t h é o r è m e 

subsis te , les c o u p u r e s hn a y a n t des po in t s c o m m u n s . 

D a n s le cas où L l imite un espace l acuna ire 2 , on p e u t p r e n d r e les centres 

a, des cercles qui f o r m e n t le c o n t o u r s n , non p lus sur L , mais à l ' intérieur 

de 2 . L e cas d'une c o u p u r e o u v e r t e A B p e u t se r a m e n e r à celui d'un espace 

lacunaire p a r la t rans format ion 

Q u a n d l 'espace S ex tér i eur à L a d m e t la représenta t ion conforme sur un 

cerc le , on p e u t d o n n e r une autre d é m o n s t r a t i o n d u t h é o r è m e . 

S o i t = o(x) la fonct ion figurative de L ; ce l t e fonct ion représente S 



sur l 'espace 2 ex tér i eur à un cer ta in cercle G d u p lan des x , , de r a y o n R : 

à des cercles C ^ de m ê m e centre et de r a y o n R^ (R' / ; é tant supér ieur à R ) . 

c o r r e s p o n d e n t des c o u r b e s nn e n t o u r a n t L et sans po ints c o m m u n s avec 

ce t te l i gne . O n p e u t ra i sonner sur ces c o u r b e s c-„, c o m m e sur les contours .s-,, 

d'arcs de cerc les : la fonct ion à r e t r a n c h e r est alors de la forme 

C e sont les p r e m i e r s termes d u d é v e l o p p e m e n t de f„(x) à l 'extér ieur du 

c o n t o u r cr„ q u i en toure L et hn. D a n s ce cas [si V(x) n ' a d m e t pas de sin­

gular i té s en dehors des L , , L 2 , L „ , L ] , ce t te fonct ion se met sous la 

forme 

(3 ) 

où 

P p d é s i g n a n t un p o l y n ô m e en 1 

O ^ OC J — CL 

O n p o u r r a aussi a p p l i q u e r , dans b ien des cas , les d é v e l o p p e m e n t s ( 

( 3 ) ou ( 4 ) . P a r e x e m p l e , si L est une c o u r b e c o n v e x e à l 'extér ieur de la­

que l l e F ( . r ) n'est pas définie, et qu i sert de l imite à des espaces lacunaires 

L „ , à l ' extér ieur desque l s le d é v e l o p p e m e n t ( 3 ) c o n v e r g e ( les L „ peuvent 

être des po ints isolés , ou des c e r c l e s ) , la fonct ion F ( x ' ) est de la forme 

Ci) 

où 

L e s 1 \ ( ^ ) , V':f"(z') sont des p o l y n ô m e s en z, c o m m e les Q,,(z) [ces der­

niers sont les p r e m i e r s termes d u d é v e l o p p e m e n t des fp(z) à l ' intérieur 

d'une aire c o n v e x e , qu i tend vers L ] . O n p e u t p r e n d r e aussi p o u r les Qp(x) 

des fonct ions q u i n'ont q u e des pô les d i s tr ibués sur L , ou des pôles e x t é ­

rieurs à L ( d ' a p r è s la p r e m i è r e d é m o n s t r a t i o n ) . 



S i la fonct ion V(x) a m s ingular i tés , tel les q u e L , elle est la s o m m e de m 

d é v e l o p p e m e n t s a n a l o g u e s a u x p r é c é d e n t s . 

A u t h é o r è m e sur la d é c o m p o s i t i o n en s o m m e c o r r e s p o n d un t h é o r è m e 

sur la d é c o m p o s i t i o n en p r o d u i t . I l suffit d ' a p p l i q u e r les résul tats o b t e n u s à 

F ' ( r ) 

],-•( r j ' S i présente une suite de zéros at et de s ingular i tés bj, q u i 

t endent vers L , on a [d 'après la formule ( 2 ) ] 

les hn(x) ne s a n n u l a n t pas et n ' a d m e t t a n t q u ' u n e s ingu lar i t é b n , en d e h o r s 

de E ; a, dés igne u n p o i n t de L , tel que | a , — a , | t ende vers o avec j , 

et gi(:-) est un p o l y n ô m e en E n p a r t i c u l i e r , q u a n d les s ingular i tés bj 

sont des po in t s isolés, on a 

est une fonct ion h o l o m o r p h e de z, g'n(
z) u n p o l y n ô m e en z. S i ces 

s ingular i tés bj n 'ex is tent p a s , on r e t o m b e sur la formule de d é v e l o p p e m e n t 

en p r o d u i t , i n d i q u é e p a r M . P i c a r d . 

O n o b t i e n t d 'autres formes de d é v e l o p p e m e n t en a p p l i q u a n t la for­

m u l e ( 8 ) . P a r e x e m p l e , si L est un cerc le C de centre O à l ' ex tér ieur d u q u e l 

F(x) est définie et h o l o m o r p h e , les zéros de F t e n d a n t vers C , V(x) se d é ­

v e l o p p e ainsi 

O n p a r v i e n t au m ê m e d é v e l o p p e m e n t en a p p l i q u a n t la formule ( 4 ) , ou eu 

se servant de la r e m a r q u e qu 'on p e u t p r e n d r e les po in t s a,- à l ' intérieur de C , 

et ici les faire co ïnc ider a v e c l 'or ig ine . 

Il est à r e m a r q u e r que ce l te dern ière ' forme est i d e n t i q u e à cel le du d é v e ­

l o p p e m e n t de F ( x ) q u a n d F a l 'or ig ine p o u r p o i n t essentiel c l est h o l o ­

m o r p h e dans le reste d u p l a n . P l u s g é n é r a l e m e n t , si G est la l imite de c e r ­

cles C „ , qui e n f e r m e n t un espace lacunaire de F ( . r ) , le d é v e l o p p e m e n t de 

la fonct ion en s o m m e ou en p r o d u i t p e u t se m e t t r e sous la m ê m e forme q u e 

dans le cas où F(x) a d m e t le p o i n t essent ie l O , l imi te d 'autres po ints es­

sentiels . 



O n v o i t que l l e d ivers i té de formes on p e u t d o n n e r a u x d é v e l o p p e m e n t s 

p r é c é d e n t s . L a seule diff iculté p r a t i q u e de la m é t h o d e rés ide , c o m m e p o u r 

le cas des po in t s essentie ls , dans le ca l cu l d i rec t de la fonc t ion d é s i g n é e p a r 

G(x) et q u i a d m e t L c o m m e c o u p u r e . 

Il est facile dès lors de former l ' express ion la p lus g é n é r a l e des fonct ions 

s i m p l e m e n t et d o u b l e m e n t p é r i o d i q u e s . N o u s d irons un m o t de ces der ­

nières . 

4. Applications aux fondions doublement périodiques. — E n p r e m i e r 

l ieu, le t h é o r è m e des rés idus et le t h é o r è m e de L i o u v i l l e subsis tent q u a n d la 

fonct ion d o u b l e m e n t p é r i o d i q u e F(x) a d m e t des s ingular i tés q u e l c o n q u e s ; 

car les in tégra les / F(z)dz et / -y-rrr dz ( P d é s i g n a n t le p a r a l l é l o g r a m m e 

des p é r i o d e s ) sont nul les . Donc la somme des résidus et celle des ordres 

sont nulles dans P . 

S i , de p lus , on cons idère l ' in tégra le 4 ^ J' —jjjzy-' on v o i t , sans p e i n e , 

en la m e t t a n t sous la forme 

q u e sa v a l e u r est de la forme mco -+- n<x>', w et to' d é s i g n a n t les p é r i o d e s . 

D ' a u t r e p a r t , soit f ( x ) une fonct ion h o l o m o r p l i e et ne s 'annulant pas à 

l ' extér ieur d'un cercle C de centre a, s e d é v e l o p p e dans cet e space de 

la manière su ivante 

et l'on a 

Si l'on cons idère c h a q u e fonct ion f ( x ) = f 1 ^ " ^ c L [cr,- e n t o u r a n t un 

seul zéro ou une seule s ingular i té de F ( V ) ] , la s o m m e des q u a n t i t é s nLaL + a,, 

dans P , est de la forme ; H W -f- «co'. 

E n par t i cu l i er , supposons q u ' o n d é v e l o p p e la fonct ion / , ( • ' ) en s o m m e 



ou en p r o d u i t , à l 'aide de la série i , 

et 

les s o m m e s ^ À-,- et^T//,- d o i v e n t être nulles dans P , e t la s o m m e ^ ( / / ,« / —3,) 

i i i 

est de la forme />uo 4 - noi'. C e c i résulte des égal i tés établ ies au n° 1 d u C b a -

pitre p r é c é d e n t . N o u s avons dit que at é tai t Y a/fixe de la s ingular i té corres­

p o n d a n t e : si l'on appel le reste de ce l l e s ingular i té le coefficient 3,- c h a n g é 

de s igne , on voit que la somme des restes des singularités dans P', aug­

mentés du produit de leur affixe par l'ordre correspondant, doit être 

/'gale à une somme de multiples des périodes co et OJ ' . 

S i l'on a p p l i q u e à ft(x) les d é v e l o p p e m e n t ( 2 ) , (.'>), ( 4 ) , les égal i tés 

( X ) et ( 4 ' ) , é tabl ies dans le C h a p i t r e I , fournissent les va leurs des trois i n -

légrales définies cons idérées , en fonct ion des coeff icients . 

R é c i p r o q u e m e n t , on p e u t former une fonct ion d o u b l e m e n t p é r i o d i q u e 

a y a n t p s ingular i tés données ( o u p s ingular i tés et p z é r o s ) dans P , si les 

rés idus, ordres et restes de ces s ingular i té s , vérif ient les condi t ions é n o n ­

cées . Il suffit, p o u r établ ir cet te r é c i p r o q u e , de ra isonner c o m m e dans le 

cas des po ints essentiels : on p e u t e n t o u r e r toutes les s ingular i tés ( f o r m é e s 

ou non d'un e n s e m b l e de s ingular i tés d i s t inc te s ) , de contours d'arcs de cer­

cles, et a p p l i q u e r la m é t h o d e de M . A p p e l l , ou la m é t h o d e de d é c o m p o s i ­

tion en s o m m e s et en p r o d u i t s d o u b l e m e n t infinis. Je renvo ie , p o u r cet te 

ques t ion , au M é m o i r e d é j à cité de M . G u i c h a r d . 

Q u a n d les s ingular i tés se c o m p o s e n t de n e spaces lacunaires , on p e u t a p ­

pl iquer aussi à ces espaces le m o d e de d é v e l o p p e m e n t ( 2 ) , où la fonct ion 

é l émenta ire ' est r e m p l a c é e p a r rL{ z— x). L e s termes du d é v e l o p p e ­

ment sont des fonct ions l inéaires de Z et de ses dér ivée s . C'es t la g é n é r a l i ­

sation de la m é t h o d e de M . A p p e l l . 

Il est facile encore de d é v e l o p p e r V(x) ( c e t t e fonct ion présen tant dans P 

un n o m b r e fini de zéros ou de s ingu lar i t é s ) en s o m m e s ou en p r o d u i t s d o u ­

b l e m e n t infinis, d o n t les termes op(z-+- moi 4- nia') sont représentés p a r 

des in tégra les définies ou p a r des d é v e l o p p e m e n t s de la forme ( 1), (:?.), (3) 

ou ( J ). L a d é m o n s t r a t i o n ordinaire s'étend a i sément au cas ac tue l . 



Enf in , si l'on emplo i e la m é t h o d e de M . H e r m i t e , on v o i t q u e 

et l'on sait d é v e l o p p e r f ( t ) et o(t) q u i ont n s ingular i tés dans le p l a n . 

L e s fonct ions de p r e m i è r e et de seconde espèce s 'obt i ennent de la m ê m e 

m a n i è r e ; mai s j e n'insiste pas d a v a n t a g e sur ces cons idéra t ions , d o n t le 

seul in térêt est de m o n t r e r la généra l i t é des r a i s o n n e m e n t s sur lesquels 

repose la théor ie des po in t s essent ie ls . 

5 . Extension des théorèmes précédents aux fonctions \(x, y, z) 

qui satisfont à l'équation A V = o . — L e s t h é o r è m e s que n o u s v e n o n s 

d 'énoncer ont leurs c o r r e s p o n d a n t s dans l ' é tude des fonct ions \(x,y, z) de 

trois v a r i a b l e s , q u i sat isfont à l ' équat ion A V = o . N o u s n o u s c o n t e n t o n s de 

les é n o n c e r : les d é m o n s t r a t i o n s se d é d u i s e n t de cel les q u ' o n a d o n n é e s dans 

le p l a n , à c o n d i t i o n de ra i sonner sur l ' in tégra le 

c o m m e sur 

i ° Une fonction affectée de n singularités (sans points communs) est 

la somme de n fonctions Yp n'ayant chacune qu'une singularité. — 

L o r s q u ' u n e l igne L d iv i se une surface c o u p u r e cr en d e u x par t i e s cr, et cr,, et 

q u e , sur une surface s t raversant n et passant p a r L , Y et ses dér ivées p r e ­

mières ne croissent pas au delà de toute l i m i t e , on p e u t d é c o m p o s e r la fonc­

t ion q u i a d m e t cr c o m m e c o u p u r e , en une s o m m e de d e u x fonct ions a d m e t ­

tant r e s p e c t i v e m e n t les c o u p u r e s cr, et cr,. C e t t e d é c o m p o s i t i o n est poss ib le 

dans tous les cas , à cond i t ion d 'a jouter une c o u p u r e arb i t ra i re s. 

2 ° L a s o m m e des rés idus de V est nul le d a n s t o u t l ' espace , en définissant 

c o n v e n a b l e m e n t le rés idu relatif au p o i n t à l'infini. ^ L e rés idu de cr est la v a ­

leur de l ' in tégra le définie J"J" ^ d s , s e n t o u r a n t la seule s ingu lar i t é cr. ) 

Q u a n d V ( . r , y , z) présente des espaces lacunaires sur la surface d e s q u e l s 

V est cont inue , on p e u t d é v e l o p p e r les fonct ions sous les formes ( 2 ) , ( 3 ) 

ou ( 4 ) . L a s o m m e des coefficients de ces d é v e l o p p e m e n t s qu i r e p r é s e n t e n t 

les rés idus est nu l l e . 

3° L o r s q u e les s ingular i tés S „ de V f o r m e n t une suite a y a n t p o u r l imi te S , 

on p e u t encore m e t t r e \ ( x , y , z) sous la forme YV(.x-, y , z) + 2 V „ ( x , y . z). 

les V n ( # , y , z) n ' a y a n t qu 'une s ingular i té S / ; et des pô les sur S , e t Y V ( , r , y , z) 
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n ' a y a n t d 'autre s ingular i té que S . L a d é m o n s t r a t i o n est i d e n t i q u e à celle 

qu 'on a d o n n é e p o u r le p lan ; on e n t o u r e les S „ d'une surface 2 „ formée de 

p o r t i o n s de sphères d o n t les centres a,- sont sur S , e t l'on r e t r a n c h e de 

c h a q u e fonct ion 1 ds les p r e m i e r s t e r m e s de 

son d é v e l o p p e m e n t à l ' extér ieur de 2 „ . Q u a n d S l imite un espace l a c u n a i r e , 

on p e u t p r e n d r e les a,- dans ce t e space . O n p e u t aussi r e m p l a c e r la surface 

2 / 2 p a r une autre surface , à l ' extér ieur de laque l le on d é v e l o p p e V „ . 

S'il ex is te p s ingular i té s , telles que S , \ ( x , y , z) est la s o m m e de p séries 

a n a l o g u e s . 

C e q u i p r é c è d e s 'app l ique , en p a r t i c u l i e r , a u x fonct ions \ r ( x , y , z) à 

trois p é r i o d e s . L a s o m m e des rés idus est nul le d a n s le p a r a l l é l é p i p è d e élé­

m e n t a i r e . S i T o n entoure c h a q u e s ingular i té à l 'aide de por t ions de sphères , 

on p e u t e m p l o y e r la m é t h o d e de M . A p p e l l . Q u a n d \ ( x , y , z) présente 

n e spaces lacunaires sur la surface desque l s Y(x, y , z) est c o n t i n u e , le d é ­

v e l o p p e m e n t ( 2 ) , où l'on r e m p l a c e l ' é l ément s imple j (x, y , z) p a r 

Z(x, y , z), p e r m e t de généra l i ser cet te m é t h o d e . I l est facile aussi de 

m e t t r e V ( x , y , z) sous la f o r m e d'une série t r i p l e m e n t infinie, d o n t les 

t ermes V ( ( , r + mu>', y + nco , z + j»w") sont représentés p a r des in tégra le s 

définies ou des d é v e l o p p e m e n t s ( 2 ) , ( 3 ) ou ( 4 ) . M a i s j e r e n v o i e , p o u r ces 

d ivers po in t s , au M é m o i r e de M . A p p e l l sur les fonct ions Y ( x , y , z) qu i 

satisfont à l ' équat ion A V = o (Acta mathemalica, t. I V ) . 
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