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PREMIERE THESE.

SUR LES

LIGNES SINGULIERES

DES FONCTIONS ANALYTIQUES.

INTRODUCTION.

LLa premic¢re Partic de ce travail est consacrée a I'étude d'une fonction
dans le voisinage d'une ligne singuliére ou coupure. La notion de coupure
sc présente dans la discussion de I'intégrale de Cauchy; elle peut méme
s'introduire, ainsi que I'a montré M. Hermite, a I'aide d’intégrales définies
ou la variable d’'intégration est réelle. La série de Taylor, convergente
dans un certain cercle, offre aussi un exemple simple de coupure, ct
MM. Weierstrass, Tannery, Appell ont formé de nombreuses séries qui
représentent deux fonctions distinctes dans deux aires différentes du plan.
Nous ¢énumérons, dans un premicr Chapitre, les singularités diverses que
peuvent présenter les symboles (et particulierement les séries) qui définis-
sent, dans un certain espace, une fonction analytique de z. Ceci nous con-
duit & quelques théorémes sur les séries, dont le plus important est le sui-
vant : Quand une séric F = ZV, (., ) converge uniformément sur le
contour s d’une aire fermée S, a I'intérieur de laquelle les fonctions V,, (x, y)
sont régulieres et satisfont & Péquation AV, =o0: 1° la série F converge
uniformément dans S; 2° les séries, formdes par les dérivées de ses
lermes, convergent uniformément dans toute aire S’ intérieure a S el
sans point commun acec s, el elles représentent les dérivées correspon-
dantes de 17,

Soit une fonction F(z) définic d'un ¢dté d'une ligne L et présentant
cette ligne comme coupure : il peut exister une seconde fonction I, (z) qui

P. I
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2 P. PAINLEVE.

coincide avec la premiére dans le voisinage de L et la prolonge au dela sans
discontinuité. La coupure est alors artificielle, clle est essentielle au cas
contraire : le cercle de convergence de la séric de Maclaurin I (5), qui

1

» est unc coupure artificielle de F(5); la série

développe la fonction—]

F(s) (ui représente dans le cercle fondamental C une fonction fuchsienne,
holomorphe et définie seulement dans ce cercle, admet au contraire C
comme coupure essentielle. Nous donnons d’abord une forme de la condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu'une coupure soit artificiclle, qui s’ap-
plique a une coupure quelconque. De cette condition, on déduit plusicurs
théorémes, concernant les fonctions définies par une relation implicite ou
par une ¢quation différentielle du premier ordre : ces derniers sont uliles
dans I'étude des intégrales uniformes d'une équation différenticlle, ainsi que
je le montre dans plusieurs applications, et notamment en recherchant

toules les équations de la forme Z—;‘ = f(z,u) [0t f(z, u) est uniforme|,

dont Uintégrale générale peut étre uniforme.

Dans le cas ot la coupure est une ligne analytique, la condition pré-
cédente prend une forme plus simple, indiquée des l'année 1870 par
M. Schwarz ('), et qui permet de discuter plusicurs classes de coupures.
Des exemples des principales singularités d’une fonction dans le voisinage
d’une coupure essentielle terminent cette premiére Partie.

Dans la seconde, nous étendons aux fonctions uniformes les plus géné-
rales les formes de décomposition en sommes et en produits, données dans
la théorie des fonctions a points singuliers. En 1881, avant le théoréme de
M. Mittag-Leffler, M. Picard indiquait, dans le cas d’une coupure circu-
laire, une forme de développement en produit, applicable & une coupure
quelconque, ct, peu de temps aprés, décomposait une fonction IF(z), ayant
pour coupures des scgments de droites, en une somme de 2 fonctions
n'ayant qu'une coupure, puis développait ces fonctions en séries (*). Apres
la découverte du théoreme de M. Mittag-Leffler, M. Goursat (*) a étendu ce
théoréme aux fonctions uniformes présentant des singularités quelconques.
Enfin, M. Mittag-Leffler (*) a consacré lui-méme un Mémoire & I'étude de

(V) Monatsberichte der Academie su Berlin, octobre 1850.

(2) Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, 21 mars 1881, 22 mai 1882.
(3) Id., 26 février 1883.

(%) Acta mathematica, t. IV; 1884.
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SUR LES LIGNES SINGULIERES DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 3

ces propositions. Nous donnons, avec une démonstration un peu différente
de ces théorémes, plusieurs modes de développements en séries des fonc-
tions présentant dans le plan une seule coupure, auxquelles on se trouve ra-
mené. Un premier développement, analogue a la série de Taylor, reposc
sur la représentation conforme ; les autres généralisent les développements,
indiqués par M. Appell dans le cas d’une fonction holomorphe & l'intérienr
d'un contour d’arcs de cercles. Ils découlent de ce théoréme que toute fonc-
tion holomorphe dans une aire convexe peut se décelopper dans cette aire
en série de polyndmes.

Les notions de résidu, d'ordre, de reste (définis soit comme intégrales,
soil comme coefficients) se généralisent dés lors facilement avec les propo-
sitions qui s’y rattachent. En particulier, le théoréme des résidus et les
théorémes de Liouville subsistent pour les fonctions doublement pério-
diques & singularités (uelconques.

Enfin, plusieurs des résultats énoncés ont été étendus aux fonctions V
de deux ou trois variables qui satisfont a 'équation AV = o.
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P. PAINLEVE.

FERN

PREMIERE PARTIE.

ETUDE D'UNE FONCTION DANS LE VOISINAGE D'UNE COUPURE.

CHAPITRE L

1. Avant d’aborder I'étude d’unc fonction dans le voisinage d'une cou-
pure, il convient d’énumérer briévement les singularités que peuvent offrir
les symboles qui représentent, dans une partie du plan, une fonction uni-
forme de la variable z = x + iy.

Soit une expression de la forme P(x, y) + i Q(x, y), les fonctions P et Q
étant uniformes dans tout 'espace du plan O y ou elles sont définies. Nous
supposons de plus qu’en chaque point d’une certaine aire S, P + 7Q admette
unc dérivée par rapport a 5 et, par suite, qu'elle représente dans S une
fonction holomorphe de s.

Considérons dans le plan une aire fermée quelconque s: P 4 {QQ sera
dans s fonction holomorphe de z, sauf peut-étre en certains points. Ces
points pourront étre en nombre infini (comprendre par exemple tous les
points de o) ct affecter des distributions diverses.

En premier licu, sitous les points singuliers peuvent étre enfermés a I'in-
téricur de cercles n’ayant pas de points communs et de rayon aussi petit
qu'on veut, nous dirons que I'ensemble de ces points E est ponctuel. Les
points forment alors des suites ayant pour limites d’autres points, formant
eux-mémes des suites analogues. La classification de ces ensembles a ¢té
faite par M. Cantor.

in second licu, si tous les. points ne satisfont pas & la condition précé-
dente, mais peuvent étre enfermés a U'intérieur de contours tels que laire
lotale enclose soit aussi petite qu'on veut, nous dirons que I'ensemble E est
linéaire. Les points forment alors des suites ou des ensembles ponctuels,
ayant pour limites des lignes : autrement dit, il existe des lignes telles que,
st on décrit un cercle d’'un quelconque de leurs points comme centre, ce
cercle renferme un nombre infini de points E, si petit que soit son rayon.
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SUR LES LIGNES SINGULIERES DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 5

Par exemple, I'ensemble E sera composé de points infiniment voisins (ou
méme de tous les points) de plusieurs lignes. Ces lignes peuvent étre elles-
mémes en nombre infini et former des suites ayant pour limites des-lignes
ou des points. A ces ensembles de lignes, s’étend immédiatement la classi-
fication de M. Cantor sur les ensembles de points : le mot ligne remplace
partout le mot point, une ligne pouvant parfois se réduire & un point.

En dernier lieu, il est possible que les points E soient distribués dans des
aires finies o', ¢”, ..., c’est-a-dire qu’une portion de ces aires, si petite
qu’elle soit, en renferme un nombre infini (I'ensemble E comprendra par
exemple tous les points d’un certain espace). L’ensemble sera dit alors su-
perficiel. Les aires ¢’, ", ... peuvent étre en nombre infini et former des
suites ayant pour limites des points ou des lignes.

Telles sont les dispositions possibles dans ¢ des points singuliers de P'ex-
pression P(z, y) + Q(x, y). En chacun de ces points, une au moins des
fonctions P, Q est soit discontinue, soit indéterminée, ou n’admet pas a la
fois de dérivée partielle par rapport & x et y, ou bien enfin ces dérivées
partielles ne vérifient pas les deux égalités

Supposons tout d’abord que les points E ne forment pas dans ¢ un en-
semble superficiel. Si, dans ce cas, la fonction P +- iQ est continue dans s,
il sera démontré plus tard en toute rigueur qu’clle est nécessairement holo-
morphe dans le méme espace. Les points E sont donc des points de discon-
tinuité de P -+ Q. Un premier genre de singularité qu'il convient de distin-
gucr est le suivant : soit 5, un point isolé de I'ensemble E, tel que, = tendant
vers 7, d'une facon quelconque, P + 7Q tende vers une certaine valeur a;
pour 5 = z,, P + Q) est discontinue ou indéterminée. Appelons f(z) la
fonction de z, qui coincide avec P +- 7Q en dchors de z, et prend pour 3
la valeur a. Cette fonction est holomorphe au point z,. Unec telle discon-
tinuité est purement apparente. Un exemple trés simple en est fourni par
I'expression

P —+ l'Q =

[f(z)si11(1'2+}’2)+ 3 5

3~

S(3)sind (2?4 f(s)sind (20 ]

ol f(z) est holomorphe et différent de zéro a lorigine: P + 1Q = f(3),
(uel que soit z, sauf pour le point 3 = o ot P + () est nulle. Nous suppo-
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6 P. PAINLEVE.

serons désormais qu'en pareil cas on remplace P + iQ par f(z), ct ainsi
pour tous les points analogues : ces points peuvent former des suites ayant
pour limites d'autres points z', 37, .... SI ces points z’ sont pour f(s) des
discontinuités du méme genre, on les supprime comme les z,. Cela fait,
P'ensemble E peut comprendre certaines lignes isolées L, telles que s, ten-
dant d'unc maniére quelconque vers un point { de L, la valeur de f(z)
tende vers une limite (). La fonction ¢(z), qui coincide avec f(z) en de-
hors de L, et prend sur L, les valeurs a({), est, comme nous le verrons,
holomorphe dans le voisinage de L,. On peut citer comme exemple I'ex-
pression

A - M 2 - in S 2
l’+z‘(g:$[f(:)sinx2+ f(s)sindx -+ f(“')s.mar +...],

3 b}

f(z) étant holomorphe sur Ox. Nous remplacerons la encore f(s) par
%(5), et ainst pour toutes les singularités analogues. LEn définitive, s'il
existe une fonction ¢(z) coincidant avec P + iQ en dchors de I'ensemble
E, continue ct par suite holomorphe en certains points E’ de cet ensemble,
on substituc ¢(z) a P + Q.

Ces singularités parasites ¢liminées, quelles sont les discontinuités que
présente P -+ 1Q?

Si I'ensemble I est ponctuel, les points singuliers de P + /Q dans & sont
des poles ou des points essentiels.

Sil'ensemble E est linéaire, la fonction P + {Q est en outre affectée de
coupures. Ces coupures sont isolées ou sont les limites de suites de points
essentiels ou de coupures. Dans le second cas, P + i(QQ est nécessairement
discontinue ou indéterminée aux environs de la coupure. Dans le premier
cas, soit L la ligne considérée : quand s tend vers un point quelconque 7 de
L en restant dua coté C de L, P + ¢Q peut tendre vers une certaine valeur
S(0); du coté opposé C’ de L, P + ¢Q peut prendre également sur L la suite
de valeurs f, (1), qui doit différer de f(%). Il est possible, au contraire, que
d’un coté de L (ou des deux cdtés), pour des points { infiniment voisins sur
L, ou méme pour tous les points de L, P + 7Q ne tende pas vers une limite
quand s tend vers { sur un chemin /, ou que cette limite dépende du chemin
{. Dans tous les cas, I'expression P -+ ¢ Q peut n’avoir aucun sens sur L, ou
ses valeurs pour les points de cette ligne sont entiérement indépendantes des
valeurs qu’elle prend aux points voisins.

Si 'ensemble E est superficiel, P + ¢Q présente dans o des espaces lacu-
naires o', ¢”, .... EEn tout point E de ces espaces, P + i/(Q peut n’avoir pas de
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SUR LES LIGNES SINGULIERES DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 7

sens, ou étre discontinue, ou ne pas admettre de dérivée par rapport as (*).
Le contour s* de I'aire ¢’ est une coupure de P + ¢Q), cette ligne peut étre
la limite de singularités extérieures a ¢'; au cas contraire, P + {Q peut
tendre vers une suite de valeurs f(7), quand = tend vers un point { de ¢/,
extérieurement & o’ Il arrive notamment que P + () est continue sur s’ et
dans o', ct n’admet pas dans ¢’ de dérivée par rapport a z.

En dernier licu, si P + 7Q est holomorphe dans ¢ ct tend vers la valeur
S(2), fonction continue de , quand le point 5 de o tend d'une manicre
quelconque versle point { du contour s, nous dirons que la fonction P + ()
est holomorphe dans 7 et continue sur son contour.

2. Toutes ces remarques ont leurs analogues dans I'é¢tude des fonctions V
de deux ou trois variables qui satisfont & 'équation AV = o. Soit P (i, y, 5)
une fonction de x, y, 3, uniforme dans tout I'espace ot clle est définie, et
représentant dans un certain volume une fonction réguliére V(x, y, 3), qui
satisfait & I'équation AV = o. Les points singuliers de P (, y, 5) scront les
discontinuités de P et de ses dérivées premiéres, et les points ot ses déri-
vées secondes ne vérifient pas I'équation AP = o. On voit, comme plus haut,
qu'a I'intéricur o d’une surface fermée s ces points peuvent former des en-
sembles ponctuels, lindaires, superficiels, ou &tre distribucs dans des vo-
lumes finis, et former ainsi un ensemble a trois dimensions.

Ce dernier cas excepté, les points E sont nécessairement des disconti-
nuités de P ou de ses dérivées premiéres, d’aprés ce théoréme que, si une
fonction V est régulicre dans un espace, sauf peut-&tre sur unc surface ol
elle est continue, ainsi que ses dérivées premieres, elle est réguliére dans toul
cet espace. De plus, s'1l existe une fonction Q(x, y, s), coincidant avec
P(x, y, z) en dchors des points E, et continue en des points ou sur des li-
gnes ct des surfaces I qqui sont des discontinuités de P, on supprime ces sin-
gularités apparentes en substituant Q a P. Mais les points I peuvent étre
cncore des discontinuilés des dérivées premicres de Q. Cette discussion s’a-
chéve comme la premicre. En particulier, st P(x, y, 5) est une fonction
régulicre dans o, et si elle tend vers une valeur f(, 1, {), fonction continue
de £, 4, ¢, quand (z, y, 5) tend vers le point (£, 7,{) de s en restant inké-
rieur & 7, on dira qu’elle est réguliére dans s et continue sur s; on dira de

(1) P+ {Q peut admetire une dérivée en certains points 5, de o', mais cette dérivée
n’existe pas pour des points infiniment voisins.
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8 P. PAINLEVE.

méme que ses dérivées premiéres sont continues dans ¢ et sur s, si les fonc-
oP JP oP . .. A ..
tions ~—, ——-» = vérifient la méme condition.
dx’ dy’ 0
3. Les diverses singularités que nous avons énumérées sont offertes par
les symboles ¢lémentaires qui définissent une fonction de z. Envisageons,

B
par exemple, l’intégralef (1, 5)dE=TF(3), ol ¢, o et B sont réels. Si a
o

chaque valeur de 7 correspondent des points singuliers de f(Z, ) ne formant
pas de suites linéaires, la fonction F ainsi définie présentera en général des
lignes singuliéres; si & chaque valeur de 7 correspondent des lignes singu-
lieres de f(¢, =), la fonction I présentera des espaces singuliers. Il en
serait de méme si I était définie par I'intégrale double

~

[5 [of(:.,t,ﬁ)dtdé,

<y Yy

J(=) ayant des points singuliers pour chaque valeur réelle de 7 et de 6.
En particulier, ces intégrales peuvent définir une fonction F continue
dans une aire 3, dont la dérivée par rapport & z existe dans une partie

. . S LY — 1t
de cette aire et n'existe pas dans 'autre. Ainsi l’mtegralef L_,,

o — 11—t

dt
. 35— it
<0u Lj—l—— représente une fonction uniforme de z ayant pour coupure

le segment de droife y = ¢ compris entre x = o et z = 1> définit une fonc-

tion de 5 holomorphe dans le plan, sauf pour les points x + g dont 'z et
I'y sont positifs et plus petits que 'unité; car, en ces points, g est ¢gale a
une fonction de 5 + 2w (1 — y). De plus, I¥ est continue dans le plan, sauf
pour les points des droites = o, x = 1 dont I'ordonnée est comprise entre
octr.

Il est facile ¢galement de former des séries qui définissent dans une aire
S une fonction uniforme de 5, et qui présentent dans le plan des singu-
larités quelconques, notamment celle dont nous venons de parler. Soit en
effet U(x,y) + iV (z,)y) unc fonction holomorphe de z, telle que, pour
x=o0,U=0.Dév eloppons en s¢rie de fonctions de Laplace, entre x = — =,
r=mcty= les fonctions V(e, y) et U,(x,y) : U,(x,y) étant
¢galed U pour # >oet 4 — U pour # < o. Laséric F = U, + { V sera con-
tinue pour les valeurs de « et de y comprises, les premiéres entre — = et

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



SUR LES LIGNES SINGULIERES DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 9

-+ =, les secondes entre o et w5 clle n’admettra pas de dérivée par rapport
a5 pour les valeurs négatives de .

St les termes d'une série sont des fonctions de =z, la série n'aura pas de
sens en tout point qui sera singulier pour un de ses termes, ct 'on peut faire
en sorte que ces points forment des ensembles quelconques. Si, dans une
aire S, tous les termes sont holomorphes, la série peut représenter une fone-
tion holomorphe dans une partic de S et diverger dans 'autre. Mais d’autres
singularités sont-elles possibles? Pour étudier cetle question, nous aurons
recours a cquelques propriétés bien connues des séries, que nous rappelle-
rons tout d’abord.

4. Une séric 2o, (1) converge uniformément dans un intervalle 4,7,, si
a tout nombre posttif e correspond un entier v tel que, 2 étant égal ou supé-
ricur a v, on ail
| R.(0) | <o

pour toutesles valeurs de ¢ égales 4 £,, ¢,, ou comprises entre ¢, et 7, (la va-
riable 7 est réelle). Ceci revient a dire qu’on peut trouver v assez grand pour
que, p étant quelconque, on ait dans le méme intervalle

| Soup(B)—8,(8) | <-.

Les raisonnements qui vont suivre reposent sur ces deux théoremes :

Lemme I. — Si tous les termes d'une série sont susceptibles d'intégra-
tion ct si la série converge uniformément dans un intervalle, la fonction
(que représente la série est intégrable dans cet intervalle, et son intégrale
est la somme des intégrales de tous les termes.

Lemme 1. — Si tous les termes d'une série f(¢) admettent une dérivée
susceptible d'intégration et si de plus la série de ces dérivées converge uni-
formément dans un intervalle, elle représente la dérivée de f(7) dans cet
intervalle.

Le lemme I peut s'étendre a une certaine classe de séries non uniforme-
ment convergentes. Soit une série f(Z) = Zz,(¢) qui converge uniform¢-
ment dans tout intervalle, compris entre 7, et Z, et ne renfermant pas certains
points £, ¢, .... Nous convenons de dire alors, pour abréger, que la série

converge uniformément entre t, el t,, sauf pour lesvaleurs t', ", .. .. Les
yoints ¢/, 7, ... peuvenl former sur 'axe des 7 des suites ponctuelles. En
I » b P

. 2
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10 P. PAINLEVE.

ces points, la série peut étre divergente. Si le module maximum de S,(¢)
entre 4, et Z, ne croit pas au dela de toute limite avec n, le lemme T s’ap-
plique encore a I'intervalle 7,¢,.

Pour le voir, il suffit de décomposer l'intervalle ¢,¢, en deux parties s et
s’ (formées d’ailleurs d’intervalles séparés), s’ renfermant toutes les valeurs
y¢, ....S0it Mla limite supérieure de | (S, 2)|. On peut toujours prendre s’

[ Mdt

quon veut: cela fait, il existe un nombre n assez grand pour que, p étant

de telle sorte que soit inférieur 4 un nombre positif ¢ aussi petit

un entier quelconque, on ait dans tout P'intervalle s
] b/z-&—p(t) n(t) l <.

Si donc on désigne par S, la somme des n premiers termes de la série

Ef (¢)dt,

le module de la différence (b”w S, ) sera, pour la méme valeur de n, in-
férieur & s[s = ¢({ + 2)], st [ est la longueur du segment 7,¢,. La nouvelle

série converge donc, ct il apparait aussitot qu'elle représente Pintégrale de
f(t). 1l suffit, pour que le raisonnement s’applique, que [S,,(z)(ll tende

vers o uniformément avee s” (quel que soit 7).

Il convient d’ajouter qu’une séric Xz, (¢) peut converger dans un inter-
valle 7,¢,, sans converger uniformément dans aucun intervalle fini, si petit
qu'il soit. Soit par exemple une fonction f(¢), i variation limitée entre — =
et + =, et discontinue dans tout intervalle, ainsi que la suite de valeurs

Sty +fle—0) La série

2
1 A+ T L =
:/ J(3)d3 ;4—2005/1(‘3*/)
5 “ l
converge dans l'intervalle — w, + =, et représente dans cet intervalle
(t+o0)+f(t—o0 . .
J{t-+o) n it ). Comme ses termes sont fonctions continues de {, elle ne

converge uniformément dans aucun intervalle (sinon, sa somme serait fone-
tion continue de £ dans cet intervalle).
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Ces remarques faites, considérons une séric de la forme

2 /(3

ou de la forme
2ou{x,¥).

Une pareille série converge uniformément dans Uaire S quand, a tout
nombre positif ¢, correspond un entier v tel que, n étant supéricur ou ¢gal a
v, on ait pour tout point 5 (ou x, y) de S et de son contour

I Rn(s) l ou R,,(I,“l') l <.

Si une séric converge uniformément dans tout cspace ¢ intéricur a S el
ne renfermant pas certains points 3 ou certaines lignes  de S, nous conve-
nons de dire que la série converge uniformément, sauf aux points s ou sur
les hignes 7.

La série converge uniformément sur une ligne AB [z = g(1),
g =h(t)], silasérie

20581 ou Zo,[x(e), v(t)]

converge uniformément entre Z, et ¢,({, et ¢, étant les valeurs de ¢ qui cor-
respondent aux points A et B).

5. Nous pouvons dés lors énoncer le théoréme suivant :

Tutoriye I. — Soit une série Zf,(z) = F(z) et une aire S & contour
quelconque : st les fonctions f,(3) sont holomorphes dans S et continues
sur s, et si la série ¥(z) concerge sur s uniformément : 1° la série I'(z)
converge uniformément dans toute aire S' intérieure a S el sans poin!
commun avec s; 2° les séries formdées par les dérivées successives des
termes de ¥(5) convergent uniformément dans S et représcntent les di-
ricées successives de ¥ (z) dont I’existence est ainsi démontrée.

IFormons en effet la série

Jn(3)
2 (s —a)p~! ’

N\ . 1 .
et appelons M le module maximum de - quand z varie sur le con-
)y

(s
tour s, et x dans I'aire §'. On peut, quel que soit ¢, trouver un entier v asscz
grand pour que, n étant supérieur a v, | MR,(5)|soit inférieur 4 ¢ quand 5
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parcourt s. D’apres le lemme 1, la série

Efu—z)fm :

est convergente, ct de plus, pour les valeurs de 7 qu’on vient de définir, le
reste de cette séric R, (x) a un module inféricur & le ({ étant la Jongueur
de s), quelle que soit la position de & dans. &' et sur son contour. D’autre
part,

___'r)[H—l - [ 9.,

/(f,,( Ydr 207 2(2).

Lasérie X f7(x) converge donc uniformément dans 3. On déduit sans
n o]
peine du lemme I qu’elle représente la dérivée pieme de la fonction IF (),
définie par la série convergente X7, ().

Le théoréme est encore vral, si chacun des termes f,(5) est discontinu
sur s, en des points a,, «,, ..., ne formant pas de suite linéaire, pourvu que
| ne croisse pas dans S et sur s, au deld de toute limite. 11 suffit de

n | ’

1cpeterlel‘alsonnementprcccdcnt enremarquant que l'intégrale /j&—l
I)l)—v‘

a un sens et 1‘eprésonte encore 77“[) p(l,), alnsi (qu ‘on le voit faci-
lement.

Le théoreme subsiste méme si la série converge uniformément sur
sauf en des points a,, a,, ... (ne formant pas de suite linéaire), pourvu (que
le module maximum de S,(z) sur s ne croisse pas au dela de toute limite
avee n. Il suffit de raisonner comme précédemment, en appliquant le

lemme I généralise.

Tueorive 1. — Soit un espace S, admettant la représentation con-
forme sur un cerele, et une série X, (x, y) : les fonctions ¢,(x, y), qui sa-
tisfont dans S & I'équation A¢, = o, sont uniformes et réguliéres dans cet
espace, ol conlinues sur son contour s. Si la série

Ve, )= Ze, (2, ),

converge uniformément sur s : 1° elle converge uniformément dans toute
aire S' intéricure a S, et sans point commun asvec s; 2° les séries Jormées
par les dérivées partielles des termes de N (x, y) convergent uniformd-
ment dans ', et représentent les dérivées partielles de V(x,y) dont
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Pexistence est ainst démontrée. Ces dérivées satisfont a Iéquation

AV — 6.

Supposons d’abord que S soit un cercle C de rayon 1, ayant Porigine
pour centre. On sait que

,),[:(’i, . I—a Zoe N ds
dx%gyd T 2thdx°‘0)5< >‘”(C"r‘) AN

(%, 1) est un point de la circonférence ¢ de C. (w,)) un point de C;
((2:'1.2_*_),2; 7% — (JC o E)2+<)’—l])2
S1 M est le module maximum de 0 <' — aﬂ) quand (£, v) parcourt ¢,
dl‘“dy?‘ r2 2y :

et quand (w, y) varie dans ', on peut trouver un entier v assez grand pour

que, n élant supéricurav, M| R, (&, 1) | soitinférieur a ¢, quel que soit (%,71)
sur . Par suite, la série

1— a?
22: [d.r“dwj< r? )V" &) ds,

converge uniformément dans 5'; car, pour les mémes valeurs de n, le reste
IR, (xy) est dans cet espace inférieur a .

arv
3 ) :xd ﬁ)
définie par la série Ho,l(x, y) satisfait donc dans C i I'équation AV = o

01 ,
La série Z e L ﬁ représente, d'apres le lemme 11 la fonction V

et est réguliére dans ce cercle.
Iin partant de I'expression

e(ay) + fu (e, 3) = [ (5 ) S ds,

on voit que la série
(2) F(a)=Z2¢p(x, )+ iu, (2, ¥)

converge uniformément dans ', ainsi que ses dérivées. Cecl résulte encore
9

oy
la partie réelle est o,(x, y) sont de la forme ¢,(z, y) + tu,(.r,y) + iCn.
Sila série

do, .
de intégration de la série 2 ’ - Toutes les fonctions f,(5) dont

(3) E"n(*r’y)_"_iun(‘r’]')"!_"c”
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converge pour un point(ir,, y,) de S, comme la série (a) converge pour &),
lasérie ZCn est nécessairement convergente, et par suite (3) converge uni-
formément dans 8. Autrement dit, u,(x, y) désignant unc quelconque des
fonctions conjuguées de ¢,(x,)"), la série

2o,z ) + ifun(x, y) — wa (20, ¥0)]

converge uniformément dans S'.

Soit donc une sériec Xf,(3) = Z¢,(x,y) + tu,(x,y), st la série
¢, (x,y) converge uniformément sur ¢, et si la série Xu,(x,y) con-
verge en un point (.r,,y,) intérieur a c, la série et les séries formées par
les dérivées de ses termes convergent uniformément dans tout espace
Intérieur a c.

Remarquons de plus que, si une série X¢,(x, ) converge uniformément
dans unec aire o, les séries formées par les dérivées de ses termes convergent
uniformément dans toute aire 5’ intéricure & 731l suffit, pour le voir, de dé-
composer g’ en parties s, ,, ... qui puissent étre enfermées dans des cer-
cles¢,, ¢,, ... Intérieurs a o, et 'on raisonne sur ces cercles comme sur e.

Revenons maintenant au cas ot l'aire S est quelconque; d'aprés la re-
marque précédente, tout revient & démontrer que la séric ¢, (z, )’) con-
verge uniformément dans toute aire S intéricure a s. Soit

s=f(5) =o(x, ) +Ed(x, )

une fonction qui représente d’une maniére conforme 'aire S sur le cerele C.
Inversement, 5, = f,(35) = 2,(x,y) + i¥4,(x,y). Les fonctions f et f, sont
holomorphes, lapremicre dans C, la seconde dans S. Posons.c = ¢ (.z,,),),

)y =%(x,,y,) : les fonctions ¢, (x,, y,) sont réguliéres dans C et satisfont
a I'équation A¢), = o. De plus, la série ¢, (z,, y,) converge uniformément

sur ¢; elle converge donc uniformément dans toute aire S| intérieure & c; st

)
Pon remplace x, par 3, (x, y), ¥, par 4, (z, ¥), le théoréme est démontré.

On généralise de la méme maniére la remarque relative a la série
“';"n (‘T’ }) 4+ U, (l‘, .:V)'

Le théoréme II est encore exact silasérie Z¢,(x, ¥ ) concerge uniformdé-
menl sur s, saufen des points ne formant pas de suite linéaire, pourvu
ue le module maximum de S,(x, y) sur s ne croisse pas au dela de toute
limite.

Les théoremes I et I1 ont été établis en supposant que S n’avait pas de
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points a I'infini : mais on raméne tous les cas a celui-la & 'aide de la transfor-

mation z = —— lc point @ étant extéricur & 3.

On peut donner du théoréme 11 une démonstration qui s’applique au
cas ot 'aire S est & contour quelconque ct au cas ot les termes ¢, de la
séric dépendent de trois variables.

Soit done dans I'espace un volume quelconque S, n'ayant pas de point
al'infini, et limité par une surface s & connexité quelconque. St la série
V(w,y,z)=20,(x,y, ) (dont tous les termes sont des fonctions rézu-
lieres dans S, continues sur s, et satisfont a Uéquation Av, = o) concerge
sur s uniformément : 1° elle converge uniformément dans S; 2° les sé-
ries (o) formdées par les déricées de ses termes convergent uniformément

dans tout espace S' intérieur a S et sans point commun asvec s.

a
En premier licu, si I'espace S est une sphere, on ¢tablit comme dans le

plan, en partant de la formule

R?— a2
A ,I(r,)w)uff o5 v, (21, L) ds,

(que les séries (o) convergent uniformément dans I'espace 8. Il en résulte
(que, si la série V converge dans S uniformément (S étant quelconque),
les séries () convergent dans S’ uniformément.

Tout revient donc & démontrer la premicre proposition. Considérons
pour cela la somme

v+ p

?(I,J‘, 3) :E "lz(‘r, 9~')

v

Cette fonetion 7 est réguliére dans S, continue sur s, et satisfait a I'équation
Az = o. Elle ne présente dans S ni maximum ni minimum, et, par suite,
pour tout point (x,),s) de S, la valeur de ¢ cst comprise entre la plus
grande et la plus petite valeur de % sur s, ou égale a 'une de ces deux va-
leurs. Si u désigne le module maximum de ¢ sur s, le module de 4 dans 3
est au plus égal & . D'autre part, on peut, par hypothése, trouver un entier
v assez grand pour que, quel que soit p, {2(x,y, 5) | soit sur s inférieur &
un nombre positif donné ¢, autrement dit pour que wsoit inférieur a ¢. Pour
vp
tout point de S et de s, 'expression E 0,(x,y, 3) a done, quel que soit p,
v

un module inféricur & e: la série V converge dans S uniformément.
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Remargue. — S1 5 comprend le poinl =, s ayant tous ses points a dis-
tance finie, chaque fonction ¢,, holomorphe dans S, est holomorphe pour
le point »: ¢,(o0) = a,. Quand la séric Za, est convergente, le théoréme 11
s'applique encore a l'espace S. 1l suffit de prouver que la série

E["n(xa,}’y"”) ——a,l]::.\:.ll,l(.l‘,j',ﬂ)

converge dans S uniformément : pour le voir, on pose

. . " L Q@ " w, (&', 3
(lorigine est supposée extéricure a S): la scmez Yu () )
P

a tous scs

termes réguliers dans §', continus sur s, et converge uniformément sur s,
par suile dans 5" : on en conclul qu’il en est de méme dans S de la série
S (v =

2u,(x,y, 7).

i la surface s a des points 4 l'infini et si les fonctions ¢, réguliéres dans
S, sont réguliéres aussi au point =[¢, (%) = a,], on voit, en emplovant la
méme transformation, que la série Z¢, converge dans S uniformément,

‘ ‘Srie S7 ,o= o
quand la série Xru,(x,y, ) converge uniformément sur s, la série Xa,

étant de plus convergente (r = u? 4+ y* 4~ 52).

8. La séric Z¢,(r,y, 5) convergeant dans S uniformément, la fonction
V( x, y, ) est continue dans S et sur s : quand (,y, 5) tend vers le point
1y &) de s, V(x, y, ) tend vers la valeur V(%,7,0) = X¢, (%, 7, 0).
Comme laremarque s’applique au cas de deux variables, on en déduit que, sl
la série X f,(z) converge surs uniformément, elle convcerge uniformément
dans S, ct, par suite, quand = tend vers un point {de s, £, () tend vers
la valeur 27, (%), cc qui ne résultait pas dela premiere démonstration.
Quand la série X¢,(z, y, ) ne converge pas uniformément sur s, le théo-
reme n'est plus démontré. Toutefois, en s’appuyant sur la formule

=V 2y — ;_IdV - .
(.Z' Y ) f/ ‘(C’ ”’)(I'Il r dll("r’: d-‘,

., . . . . . dy R
on peul I'étendre & certains cas ou les séries 2o, E 7, convergent unifor-

mément sur s, sauf sur des lignes de s.
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10. Les théorémes qui précedent nous seront utiles dans la suite. Ils s7¢-
tendent facilement aux séries dont les termes sont des fonctions holomor-
phes dans un certain domaine de plusieurs variables complexes, =, «, ¢, ...
Leur application & la série de Taylor, dans le cas d’une ou de plusicurs va-
riables, est immédiate ct évidente. Une autre conséquence trés simple est
relative aux produits de la forme I1/,(z). Si les fonctions L /,(5) sont ho-
lomorphes dans une aire S et continues sur son contour s, ct si le produit
converge uniformément sur s, il converge uniformément dans S, et reprdé-
sente une fonction holomorphe de = dans cet espace. Sile produit des mo-
dules R, des /,(5) converge uniformément sur s, le théoréme est encore
vrai a condition de remplacer dans I'énoncé S par un espace quelconque &'
mlérieur a S.

Revenons a la question qui nous a conduit a cette étude. Quand une série
de la forme X f,(3) converge uniformément dans une aire S ot les £, (5)
sonl holomorphes, clle représente dans S une fonction holomorphe de 5. Il
est impossible quune telle série converge uniformément dans une aire S,
sauf en des points 1solés, si ces points ne sont pas des points singuliers des
/»(3). Supposons qu’elle converge uniformément dans une aire S, sauf aux
points singuliers des f,(z), et sur une certaine ligne L : si cette ligne n’est
pas singuliére pour une ou plusieurs fonetions f,(z), elle rencontre le con-
tour s de S, & moins que les fonctions £, n'aient des points singuliers situés
sur L. ou tendant vers L, quand 7 croit indéfiniment. Autrement, en retran-
chant plusieurs termes de la série, on obtiendrait une séric dont tous les
termes seraient holomorphes & Pintéricur d'un contour fermé s entourant
L, ct cette série, convergeant uniformément sur s, convergerait uniforme-
ment & I'intérieur. Ceci suppose les f,(5) aniformes dans S, sinon L peut
¢tre encore une ligne fermée entourant les points critiques d'une infinité de
fonclions f,.

Enfin, admettons qu'unc série de fonctions analytiques £ /,(3) conver-
gente dans une aire S ou les f,,(z) sont holomorphes ne représente en au-
cune portion de cctte aire unc fonction analytique : cette série ne saurait
converger uniformément dans aucune partic de S, ni sur aucun contour
fermé de s si petit qqu'il soit. De plus, il existe une portion de s’ pour laquelle
la série ne converge uniformément dans aucun intervalle, ou bien le module
maximum de S,(z) sur s’ croit avec n au dela de toute limite. En dernier
licu, si f,(3) = ¢,(w,y) + iu,(x,y), les deux séries T¢, et Xu, doivent
présenter respectivement les mémes singularités. Ces conditions étant sup-

P. 3
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posées remplies, on ne saurait d'ailleurs en conclure que la série X /,(z) ne
représente pas dans S une fonction analytique.

Pour terminer, nous déduirons des théorcmes I et 1I une consé-
quence relative au point a 'infini des fonctions holomorphes.

Soit une fonction f(5) holomorphe pour tout point du plan situé¢ a dis-
tance finic dans l'intervalle AOB compris entre deux droites OA, OB. Si
| /()] ne croit pas au dela de toute limite quand z s'¢loigne a linfini
entre deux droites quelconques OA,, OB, comprises dans l'angle AOB,
/7 (3) et, par suite, toutes les dérivées successives tendent vers zéro.

Soit S, I'espace A,OB,. Considérons la séric 3 PACTEY - <lesqu(mmc~a

1

Stans)

a,

. o o I . ~y
sont réelles et posilives et la sencE—— converge ). La scrie >
converge dans S, uniformément; car, st M désigne le module maximum de

. ~ - M .
J(3) dans 5, et sur OA,, OB, la série }: — est convergente. 1l en résulte

n

quelasérieX /" (a, z)converge uniformément dans touteaire S'intéricure as, .

par exemple dans l'aire S’ comprise entre deux droites O/, OB’, et deux cer-

cles de centre O et de rayon ¢ et ¢’ (¢ est plus grand cque p ). On peut trouver

un entier v assez grand pour que, 72 étant égal ou supérieur a v, | /" (a,3);
/

soit inférieur & ¢, quel que soit 5 dans §'. Si 'on prend ¢ et ¢ de telle ma-

o soll au plus ¢gal a @,g’, on

niére que, pour les mémes valeurs de n, @,

voit aussitot que laffixe de tout point { compris entre OA’, OB’ et extéricur
au cercle de centre O et derayon a, 5’ est égal a @, 5, 5 ¢tant un point de ' et
n ¢tant aumoins égal a v : par suite, | /(7)) ] est inféricur a ¢, quel que soit 2.
Il suffit de faire, par exemple, @, = n* et ¢’ = 4¢. Lafonction /" (5) tend done
uniformément vers o, quand z s'¢loigne & 'infini entre OA” et OB’ (OA’ et
OB’ ¢tant deux droites quclconques comprises dans 'angle AOD).

f(

St le module de la fonction

ne croit pas au dela de toute limite

quand s s'¢loigne a Finfim OA, et OB,, on voit de méme, cn considérant

3) Ce .
la série 2‘ /(,,fl s que fP+'(3) et les dérivées suivantes tendent vers o.

Le thcorcmc est encore vrai si la partie réelle (ou imaginaire) ¢(.z, )7 ) de
J () est telle que } ‘—1 ne croisse pas indéfiniment quand z s'¢loigne

I'infint entre OA, et OB,.

Il peut arriver ¢videmment que | f(z) | ne croisse pas indéfiniment dans
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une direction OA, sans que f7(z) tende vers O dans cette direction. Mais,
dans ce cas, | f(5)] croit au dela de toute limite pour des directions infini-
ment voisines. La fonetion sin(z) est un exemple de ce fait.

CHAPITRE II.

1. Soit IF(z) une fonction de z définie dans une aire S de contour s, ot
clle est uniforme : AB étant un fragment de s, la fonction F(z) est dite con-
tinuable au dela de AB s'il existe une fonction f(z) définie de part el
d'autre de ADB, coincidant avec F( ) dans une portion finic de S attenante
a AB, et holomorphe pour tous les points  de AB, sauf pour-des pointx
ne formant pas sur AB de suite linéaire : autrement dit, pour chaque point
Cde AB (al'exception peut-ctre des points « d'un ensemble ponctuel), il existe
une fonction /(' z) représentée par une série de Taylor f(3) = Za, (5 — Ly,
et qui coincide avec I'(z) dans une portion de S. Il est clair que, pour
chaque point g, il ne saurait exister qu'une seule série f(3): cest ce qu'on
exprime en disant qu'une fonction continuable n'est continuable que d’une
scule manicre. La coupure AB est dite alors coupure artificielle delafonc-
tion I'(z) : ¢’est une coupure essentielle, si la fonction IF(z) n'est pas conti-
nuable au dela de AB.

Une condition nécessaire (mais évidemment insuffisante) pour que la
coupure AB soit artificielle est que () tende vers une valeur F, () quand
le point 5 de Stend versun point {de AB (a I'exception peut-¢tre des points
{ d'un ensemble ponctuel). Pour trouver la condition suffisante, nous nous
nous appuicrons sur quelques lemmes trés simples; qui ressortent de la
théorie de la continuité et que nous ¢noncerons tout d’abord.

2. Lemme I. — Soit unc fonction quelconque fdes deux variables réelles
., y, uniforme et continuc dans l'aire S. Si & tout point M de AB corres-
pond un chemin MN variant avec M d'une maniére continue, et tel que, le
point (.r, y') de S tendant vers M sur MN, f(z, y") tende uniformément le
long de AB vers la valeur f,(s) (s désignant 'ave AM): 1° f,(s) est une
Sonction continue de s; 2° f(x,y) tend vers f,(s) quand(x, y) tend vers
M d’une facon quelcongue.
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Si petit que soit le nombre positif ¢, il existe une longucur A telle qu'en
prenant sur chaque chemin MN la longucur M = A, pour tout point (., y)
deMP, | f(x,y) — f,(s) | soit inféricur a c. Quand M parcourt AB, P décrit
une ligne continue o. Désignons par &, 7 les coordonnées de P, par M’ un
point de AB voisinde M ct correspondant & lare s + /4 :

Sils+ 1) —=[i(s)=[/1(s+ ) — ()L = LG0T+ () — f(9)].

La fonction /(Z, 7)) étant continue, et le point (%, %) variant avec M d’une
maniére continue, on peut trouver sur AB deux points M,, M, de part et
dautre de M, tels que, M variant entre M, et M,, | /(5, n') — f(%, 0)] soit
inférieur & . Il existe donc un nombre 4, tel que, |2 | étant compris entre
+ ket — &, on ait

P Si(s =) — fi(s) < 3,

ce qui montre que f,(s) est continue. D’autre part, soit (., ) un point in-
téricur au quadrilatére curviligne M,P M, DP,, formé par AB, 7, M,P,,
M, P,; ce point est situé sur la ligne M'P’; et

S ) = fi(8) =[S0, 0) = fils = )]+ [fi (s + ) — [()]5

par suite, on a

FS(e, ) —J1(s) i <A,

On peut done déerire du point M comme centre un cercle C de rayon assez
petit pour que, (z,y) étant un point de Sintérieur & C, cette condilion soit
réalisée. Il en résulte que f(x, y) tend vers £, (s) quand (., y) tend vers M

d’une facon quelcongque.

Lemme 1I. — Inversement, si f(.x,y) tend vers f,(s), le point (£, ))
de S tendant vers M sur un chemin quelconque, f,(s) est fonction con-
tinue de s, el f(.x,y) tend uniformément vers f,(s) le long de AB.

Ln effet, & chaque point M (y compris les points A et B) correspond un
cercle € de centre Met de rayon r, tel qu'on ait, pour tout point (&, y)de S
mtéricur a C,

LS ) = fils) [T
| Autrement, il existerait, comme on le voit sans peine, des cheming MN

tels que | /(e y) — fi(s) | fit supéricur & ¢ pour des points (2, y) de MN

aussi voisins de M que Pon voudrait, cc qui est contraire & Ihypothése. |
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Sotent donc M, et M, les extrémités des deux arcs MM,, MM,, dont la lon-
gueur est 775 M’ étant corhpris entre M, et M,, faisons tendre vers M' le point
(x,y) de C; f(x,y) tend vers f,(s—+ k) et, d’autre part, si 'on pose
Sz, y)—fi(s)=m, on a constamment |7 |Je; par suite, lim|7n| ou
L fi(s =+ h)—/f,(s)|est au plus égal & €. La fonction f, (s) est donc continue.

De plus, M, et M, désignant les milieux des ares M, M, M, M, & tout
point M’ de I'arc M/, M, correspond un cercle C’ de centre M’ ct de rayon au

. . A . . s s
moins égal a - tel que, (i, y) étant un point de S intérieur a C,
LSy p) — fils+A)

soit au plus égal & 2¢. En raisonnant sur M, et M, comme sur M, et ainsi de
suite, on atteindra les extrémités A, B de I'arc AB, & moins que le rayon r
des cercles C ne tende vers o, quand leur centre M tend vers un cer-
tain point L; mais ceci est impossible, car a ce point L correspond un

)

cercle CG;, de rayon r,, tel que, (x,y) variant a I'intéricur de C,,
. - 1 . . o LA £ N . : . Lt
JS(x,y) — fi(s)|ne soit pas supérieur & -, ct, par suite, aux points M voi-

r ~ [P
. n defi-

sins de L. correspondent des cercles € de rayon au moins égal a —
nitive, on peut trouver unc certaine longueur g, telle que, (x, y) étant un
point de S intéricur a un cercle C de centre M et de rayon 7, on ait, quel

(que soit M sur AB,
P, ) —i(s) {Z2e,

ce qui prouve que /(x, y) tend uniformément vers £, (s) le long de AB.

On dit, dans ce cas, que la fonction f(.z, y) prend sur AB les valeurs
J(s) @ la fonction est continue dans S et sur s.

On peut compléter ces remarques par les suivantes: soit une fonction
J(x,y)défime de part et d’autre de AB dans des aires S et 8 ot elle est
uniforme et continue; si & chaque point M de AB correspond un chemin
NMN, variant avec M d'une manicre continue, ct tel que, les points (i, )7)
et (i, 3) de Set de S tendant vers M sur NMN,, f(e,y) — /,(2,y,)
tende uniformément le long de AB vers la valeur 9(s): 1°¢(s) est une
Jonction continue de s; 2° la fonction f(.x, y) définie dans S prend sur AB
une suite continue de valeurs f,(s), et la fonction f,(x,,y,) définie dans
S prend sur AB les valeurs f,(s) + ¢ (s).

On part encore de ce fait qu'il existe une longueur / telle, qu'en prenant
sur MNM, Tes ares MP et MP, de longucur /, on ait, si (x, y) estun pointde
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MP, z,y, un point de MP,, | f(x,y) — f(z,,y,) —9¢(s) | <g, quel que
soit le point M sur AB. Le raisonnement s’achéve comme précédemment.

De méme, si la différence /(x, y) — f(x,,y,) tend vers 2(s) quand le
point (&, y) de S etle point (x,,y,) de S tendent vers M d’une maniére
(ueleconque, la fonction ¢(s) est continue, et les fonctions f(x,y) et
/S (x,,y,) prennent sur AB une suite continue de valeurs.

De ce qui précede, 1l résulte qu'il est impossible que f(r, ) prenne sur
AB une suite discontinue de valeurs. II arrive qu'a chaque point M de AB
correspond un chemin MY, tel que f(x, y) tende sur ce chemin vers £, (s),
/i (s) étant discontinue; mais sur des chemins infiniment voisins de MN, la
valeur de f(x, y) ne tend vers aucune limite ou tend vers une limite diffé-
rente de £, (s). Onle voit directement, en remarquant qu’il existe des points
M’ aussi voisins de M que 'on veut sur AB, pour lesquels : f,(s+/h)—f,(s)
est supéricur & un certain nombre 2. Si Uon prend sur MN, M"N deux
points (x,)7), (&', ") wes voisins de M et de Ny /e, y) et f(&, y") duffe-
rent tres peu de fy(s) et f, (s -+ A), et surun chemin quelconcue joignant ces
deux points, f prend toutes les valeurs intermédiaires entre f(x, ) ) et
S’y y"y ¢ pour des points (.r, y) aussi voisins de M que l'on veut,
L/, y) — fi(s) est done supéricur & une certaine valeur.

La méme singularité peut se présenter, f,(s) étant continue. Supposons
par exemple que la courbe s soit formée d'un segment de O et d'un demi-

“

cerele avant orvigine pour centre. Lafonction e ™, continue dans S, tend sur

la normale en M & s vers une valeur /,(s) + ¢/, (s), fonction continue de

1 -

are s. En particulier, quand s tend vers origine sur 'axe des ), e ¥ tend
{
. . . . - =z! \ ‘ .
vers o3 mais, pour d'autres directions OM, !c #* croit au dela de toute li-

mite ('),
[l importe aussi de faire la remarque suivante : soit F(z) une fonction de

(1) Soit encore un cercle C de centre O et de rayon R. La fonction

1
Jisi=e XEmdt=airy) iz, y)

(2 désignant un peint de la circonférence C) est holomorphe dans C, et quand 5 tend vers
un point % de C sur un rayon OM, f(5) tend vers la valeur f1({)=o,(s)~- ¢ ¥(s), fonc-
tion continue de 1'arc s de C. Mais | f(z)] croit au deld de toute limite quand 3 tend vers x
sur certaines directions. 11 existe une fonction Vi, ¥ ) et une scule, satisfaisant a I'équa-
tion AV = o, réguli¢re dans G, et prenant sur s les valeurs Vi(s) (V; étant fonction con-
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= holomorphe dans S, et continue sur s, si I'on trace dans S un chemin ANB
(quelconque,

~

/ F(:)d':[F(z)d:

~"ANDB ~"AB

Tout d’abord, si AN’B est un second chemin tracé dans S, on voit auns-
sitot que

/1 F(z)ds:/) F(z)ds.

<" ANB “AN'B

Par chaque point M de AB menons une paralléle & O.x et prenons sur cetie
parallele une longueur MP =/, telle que, z, désignant T'affixe de M, z I'af-
fixe de P, onait, quel que soit M sur AB,

F(s) —F(5) <e

Par suite, comme dz, = d=,

/’. F(z)dz = /n F(z)dz+mu,

- AB bl Y
(7} ¢tantinféricur a es,, si s, estla longueur de I'are AB. Dautre part.
{

et [F(:)d:i
|

b,

! F(s)ds

IYap

tinue de s). Cette fonction cst donnée par I'intégrale connue

L. | (1—a2)Viis\ds
“1".}’): P /‘7 '.') —
27 r2

[ En s'appuyant sur ce que Vy(s) est uniformément continue sur G, on démontre, en eflet.
que Vix,y ) tend uniformément vers V(s)le long de G.] Ggtte fonction V peut se déduire
é¢galement da développement de Vi(s) en série de Fourier, comme on le voit sans peine en
remarquant que cctte série converge uniformément. Prenons en particulier Vitsy=2yis1:
la fonction Y{x, ) --o(x, ) est réguliére dans C et tend vers o quand (.r, ») tend vers (
sur un rayon OM; mais elle n’est pas identiquement nulle. Le point « considéré plus haut
¢tant quelconque, on voit qu'il existe une infinité de fonctions V régulicres dans C et ten-
dant vers zéro quand le point (2, ) tend vers G sur la normale. 1l existe en conséquence
une infinité de fonctions V(ur, ) satisfaisant & I'équation AV = o, régulicres dans une aire
S de contour s, et tendant vers la suite continue de valeurs Vi(s) quand », 3 tend verss
sur la normale & cette courbe. Si V,(s) est discontinue en certains points a, b, ¢, ... de C.
il existe cncore une infinité de fonctions tendant vers Vi(s) sur chaque normale & C
¢sauf pour les points @, b,...): pour ces points, la fonction V(z,3 ) quon déduit de la
série de Fourier tend sur la normale & C vers ‘Q({f,gt;‘, hfiff), mais ce est pas T
seule.
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sont inférieurs respectivement & M, 7 et M,/, M, et M, étant les modules
maxima de F(z) sur AP, et sur BP,. Il en résulte qu’on peut prendre la
longueur [ assez petite pour que l'on ait

.f,, R [ R 1 <3,

¢ étant un nombre positif aussi petit qu'on veut; mais

f F(z)dz = F(z)ds
AP, P,B ANB

Cette derniére intégrale est donc égale & f F(z)ds.
AB

On en conclut immédiatement que, sis” désigne le contour formé par AB
et une ligne ANB de S, o étant un point intéricur & ce contour,

a].fF(;)d:':F(x).
2in ), s —x

Cetle ¢galité est encore vraie quand F(z) est continue sur AB, sauf en
certlains poinls a, b, c, ... ne formant pas un ensemble linéaire, pourvu
(que, sil'on trace dans S une ligne o (formée de plusicurs parties) et sépa-

. z)dsz
rant les points a, b, ¢, ... du reste de S [ F(—)——} tende vers o avee la
1 y Uy &y ) s—x |
3

longueur totale de 5. Cette condition est toujours remplie quand | F(3)| ne
croit pas dans le voisinage de AB au dela de toute limite. Au cas contraire,

v ds
I'intégrale f&_ peut avoir un sens et ne pas représenter F(x). Par
.3

exemple, supposons que s soit form¢ d’un segment de O et d'un demi-

s

]

4

1
- . . e **ds T
cercle ayant son centre & l’orlglnc,f,—n’a pas pour valeur ¢ ¥
~ T

5
Lemme I11. — Siune fonction f(x,y) uniforme dans S admet des déri-

of

, : af .
vees partielles 05 dy continues dans cet espace et prenant sur AB les valeurs

S (8), [:(s), la foncllon (ldesr gnanl une direction quelconque) prend
ausst sur AB une suite continue de valeurs f,(s), etla valeur du rapport

PAC y) =115 yond vers f,(s) quand le point (x, y)de S tend vers M sur

une paralléle MNa l
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Soit 2 I'angle que fait avec Oz la direction /:

df _df ar . .
di = o7 cosa+g)38111¢,

ar

donc —; prend sur AB la suite continue de valeurs /,(s) cosz + f,(s)sino.

D’autre part, (z,y), (x,,y,) ¢tant deux points de S,

; —d'—/—dJ'—ré» i/a’r.
P .

S (&, y) =S (20, p0) + AR

¢ Xy .‘-ll

[’intégrale qui figure dans ce second membre est prise le long d’un chemin
quelconque de S joignant les points (x,, )7 ) et (x,)). Silon fait tendre
(x,y) vers le point M (%, v) de AB, on voit aussitdt que l'intégrale tend
vers une valeur indépendante du chemin d'intégration ; la fonction S(xy))
est donc continue sur la ligne AB, /() est sa valeur au point M. Considé-
rons un second point M’ de AB

Siisy —f1(s) ,/‘”g/(il +£;ld

P

¥

I'intégrale étant prise le long d'une ligne quelconque de S joignant (2, 1)
et (5, 7). On démontre, comme pour l'intégrale fF(z)dz, que

[ ar Ly = [ utsyde s fos) .

5 U . <y

v

D%

o

Jecl posé, solt un point u (x,y itué sur u allele MP &
Cecl posé, soit tP ou (x,y) de S, situé s ne parallele MP
/, et désignons par Alla longueur MP précédée du signe + ou —, suivant
que les deux direetions / et MP sont de méme sens ou de sens contraire,

. o (TTef _af
S, ) —fis) m*fzn or dr 0‘;(1)

(I'intégrale étant prise le long de MP); par suite
S, y) —fils) = [fats)+ ]z —2) + [/3ls) 10 — ),
¢ el ¢ tendant vers o avee AL On a done
lim VACRR R AR = [.(8) cosa + fy.(s)sina = f,(s).
P. 4
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De plus, (¥, ') étant un second point de AB,

Ji(s") = fils) = Jx(8)dx + f(s) dy.

MW
On en conclut que f,(s) admet une dérivée £ (s), égale a
Jx(8) cosB + fy(s)sinf

(B désignant 'angle avec Ox de la tangente en M & 'arc AB menée dans le
sens des arcs croissants ).

Le raisonnement s’é¢tend au cas ot les axes Ox et Oy ne sont pas rectan-
gulaires.

En particulicr, si # = f(z) est une fonction holomorphe dans S et si sa
dérivée f(”) tend vers f/7({) quand z tend vers un point { de AB,

lim :/(—3_)—:' = /f"(%); de plus, ﬂ’é)a S vend vers S (O quand T, tend

vers { sur AB. On voit que la courbe A’B’, que décrit le point « quand =

déerit AB, a une tangente en chaque point, et qu’a toute courbe MY, dé-
crite par 5 dans S et coupant AB sous un certain angle, correspond dans le
plan des z une courbe M'N’ coupant A’B’ sous le méme angle.
Une fonction f(x, y) peutprendre sur ABles valeurs /', (s), f, (s)admet-
of of

tant une dérivée £ (s), sans que les dérivées 5o o continucs dans S, ten-

dent vers une limite le long de AB. Il est facile de former des exemples de
cette singularité qui se présente nécessairement si f(s) est discontinue,

dx dy , . . ,
+; ¢t ¢tant continues le long de AB. Mais nous démontrerons dans la

suite que, si unc fonction f( z) holomorphe dans S prend sur AB les valeurs
f1(s), f1(s) admettant unc dérivée continue f',(s), ladéricée f'(z) prend

; . L , ds .
nécessairement sur AB les valeurs f(0) = f,(s) Z <ccc1 supposc toule-

dr dzr
fois que, lelong de AB, les dérivées R
Une dernicre conséquence est relative aux fonctions V(x, )) réguliéres
V oV
dans S et satisfaisant & I'¢quation AV = o. Si les dérivées 3 W prennent

existent ct solent COHUHUCS)

sur le contour s une suite continue de valeurs, il en est de méme de V(x,y);
de plus, on peul prendre sur chaque normale MN & s une longueur MP =/
assezpetite pour que, les points (.z,y) et (x,, y,) étant compris entre Met P,
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dV(x,y) dX_(?«fh,"x)

dn dn
en résulte aussitot que

soit inférieur & ¢ (n désigne la direction MN). TI

I [\n(s) dLr _ av,

27 J, dn dn

(S)LI‘] ds=V(x,y)

/ ) 2 1 ]

[r=y(x = Zy)* 4+ 1y — ¥0)% (@,)) est un point de S, (z,,y,) un point
: o . .9V oV . . . .

de s]. Cette égalité subsiste si e (()_V sont discontinues en certains points de
i o , oV 9V
s, ne formant pas un ensemble linéaire, pourvu que les modules de 5% o
T
ne croissent pas dans S au dela de toute limite. Pour qu’clle soit exacte, il
suffit encore que V soit continue sur s, et qu'a tout nombre ¢ corresponde une
longueur /, telle qu’en prenant sur chaque normale MN & s la longucur

MP = [, on ait, pour deux points quelconques (z,y), (z,,y,)de MP,

dV(2,y) _ dViz,y) |
dn - dn

<&,

Les lemmes (1), (1I) et (IIT) s’étendent évidemment, ainsi que les remar-
ques qui s’y rattachent, aux fonctions f(x, y, ) de trois variables réelles, et
en particulier aux fonctions V(x, y, z) qui satisfont & I'équation AV == o.

3. Nous pouvons dés lors énoncer le théoréme suivant :

Tutorene. — Soil une fonction f(z) holomorphe dans Uaire S de con-
tour s, et prenant sur l’arc AB de s les valeurs f,(s). S’il existe une fonc-
tion %(3), holomorphe dans un espace S' extérieur a S el atienant d
AB, qui prenne sur AB les valeurs f,(s), la fonction ¥ (z) égale a f(z)
dans S, a %(z) dans S', est holomorphe dans Uaire totale X formée par
les deur aires S et 5.

En cffet, tracons dans S et 8’ les chemins ANB, AN'B. Si « désigne un
point intérieur au contour ABNA, 2 un point intéricur au contour ABN'A|
on a (le sens AB étant le sens direct du premier contour)

PN f(3)d= I o(3)dz

‘/([) _Q_L: . O:'*:: —— ’
T Japyy ° A 2T gy X
1 o(z)ds I (z)dsz

?(l”)i;ff T 0:—~f 'LJ—T'
T gavg = — & 2T Jygxa 5 — %
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Par suite,

’ (z)dz w(s)dsz
2inF(x) = L_()J -+ ‘75—';
ABNA 7 AN Y
f(z)dz s(3)ds /L
- T T 7’”7’- )
Jpxa STF Javg T4 <AL s—ax

4[ )d{

(5 représentant le contour AN'BNA). La fonction IF(xr) est donc holo-
morphe dans X.

On peut remarquer que le théoréme subsiste, si a tout le nombre ¢ cor-
respondent des longueurs L el I et pour chaque point M de AB un chemin
N'MN variant avee M d'une maniere continue et tel qu'en prenant sur
N'MN, de part et dautre de M, les longueurs MP =/, MI” =/, on ait,
quel que soit M, | f(5) — 2(35"),S¢, zet 3 ¢lant les affixes des points P et
P, Cette condition est remplie par exemple si, 5 et 5° étant deux points si-
tués sur la normale en Ma AB alaméme distance d de M, on peut prendre la
lonﬂucm d assezpetite pour que ' /() — 2 (3)! soitinféricur d ele lonn de AB.

D’aprés le théoréme qui précede, on voit qu'une fonction (=) uniforme
el continue dans une aire S est /to[omorl)/ze dans S ou y présente des
espaces lacunaires; car, si clle est holomorphe en chaque point de S, sauf
peut-¢tre sur certaines lignes, elle est aussi holomorphe en chaque point de
ces lignes.

Ce théoréme permet également d'énoncer la proposition suivante :

Pour qu’une fonction f(z) définie du cété C de AB et holomorphe
dans le voisinage de AB soit continuable au dela de cette ligne, il faut
et 1l suffit qulil existe une fonction de =, 2(z) définie du coté opposé €7
de AB, uniforme dans le voisinage de ADB et prenant la méme valeur
que [(3) en chaque point de cette ligne (a U'exception peut-¢tre des points
d’un ensemble ponctuel ).

n particulier, st une fonction /() holomorphe dans aire S de contour

s prend sur une portion quelconque »\B de s une valeur constante, elle est

une constante dans 3. Par suile, s1 deux fonctions /(z) et /,(z), holomor-

phes dans S, prennent sur la coupure AB les mémes \f.\l( wurs, elles coincident
dans S car la différence /() - /i (=), nulle sur AB, est nulle dans S.

Les raisonnements qui précedent supposcnt que la courbe AB admet en

chaque point M (sauf aux points d'un ensemble ponctuel) wune tangente
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variant avec M d’une maniére continue. On peut donner de la derniére
proposition une démonstration qui s'applique 4 une courhe continue quel-
conque.

Il suffit de prouver que, si la fonction f(z) holomorphe dans S s’annule
le long de AB, elle est nulle dans S. Soit z, ¢t 7, deux points de AB; po-
sons 5" = (35— 3,) (cosa + isine); ala ligne AB et a l'aire S correspon-
dent une ligne A’B’ et une aire S’ qu’on obtient en faisant tourner AB et S
de'angle o autour du point z,. Posons de méme 5" = (35— z,)(cos 3 + (sin §);
a AB et a S correspondent A”B” ct 8. Lin prenant les points z,, z, assez
voisins, on peut choisir les angles « et § de telle sorte que les aires 8, ', 8”
alent une partie commune X limitée par des fragments de AB, A'B’, A”B".
Considérons le produit f(3) /() f(5"). Cest une fonction de s holo-
morphe dans X, car f(z) est holomorphe dans S, f(s')dans &', f(z")dans 5",
De plus, ce produit P + /Q s"annule sur le contour 7 de X. Les deux fone-
tions P, Q, régulicres dans X, satisfont dans cette aire aux équations
AP = 0, AQ = o ct s’annulent sur o3 elles sont done identiquement nulles.
Il en résulte qu'un au moins des trois facteurs ct, par suile, les trois facteurs
du produit, sont nuls dans X. La fonction f(z) est nulle dans aire S.

Ajoutons encore que, si la fonction f(z) est continue le long de AB et
s"annule en des points formant un ensemble linéaire ayant AB pour limite,
f(z) s'annule le long de AB; autrement, elle prendrait pour des points in-
finiment voisins des valeurs discontinues; elle est done identiquement nulle
dans S.

Nous allons appliquer immédiatement les remarques précédentes a 1'é-
tude de quelques propriétés des fonctions définies par une relation implicite
ou une ¢quation différentielle.

4. Théorémes sur les fonctions implicites. — Soit f( =z, w) une fonction
uniforme de deux variables s et «, holomorphe quel que soit « (sauf pour
ux) quand s varie dans une aire simple S. Si I'équation en u, f(z,, ) == o,
(5, ¢lant un point de S), a une infinité de racines, les pornts = pour les-
quels Uéquation r’a q’un nombre donné, n, de racines forment au
plus dans = une suile ponctuelle, X étant un espace quelconque intéricur
A S, sans points communs avec son contour s.

Supposons que la fonction f(z, u) s'annule pour s = z,, v = «,. Quand
d i : . . . . .
0’—/(:0, u,) n'est pas nul, Péquation f(z, u) = o définit une fonction de w
121
égale & w, pour 5= 3, ct homolorphe dans le voisinage de z = z,. Quand

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



30 P. PAINLEVE.

of e Of

i (=4, uy ) = 0, une dérivee Jup e s annule pas pour u,, 5, [autrement,
S (3, w) est nulle identiquement, ct f(3, u) contient en facteur une puis-
sance de (5 —5,) qu'on peut supprimer]. La relation /= o définit alors

une fonction égale & v, au point z, et admettant ce point comme point cri-

tique algébrique : « est dans tous les cas développable suivant les puissances
1
de (z-—5,)"*, & U'intéricur d'un certain cercle C. Ces propriétés rappelées,

tragons dans S un chemin quelconque L de longucur finie joignant les
points 3,, 5. Prenons sur L un point 5’ intérieur & C. La fonction u cst
égale 4 ' en 5 (st 5, est un point critique de #, on choisit arbitrairement
une des p + 1 valeurs de ). En raisonnant sur = comme sur 3, ct ainst de
suite, on arrive a un cercle comprenant =z & son intérieur, a moins que le
chemin z, = ne rencontre un point singulier de . Soit { ce point, je dis que,
quand s tend vers ¢, u tend vers Uinfini. En effet, « ne peut tendre vers
une valeur finiec V3 car le couple (¢, ¢) serait analogue au couple (5, u,).
Supposons que # soit indéterminé; il existe alors un nombre R tel que
|2¢(5) | soit inférieur & R pour des points = de L compris entre 5" et g, si
voisin que 5" soit de {, et un nombre g tel que pour des points 5 et 5,, com-
pris entre ' et §, on ait Ju(s) — w(z,)|>¢. A lntérieur du cercle C,
déerit dans le plan des « de l'origine comme centre avec R comme rayon,
I'équation /(C, ) = o a un nombre fini de racines «,, u,, ..., u,, qui va-
rient avee { d'une manicre continue. (Quand un de ces points est sur C,, on
donne 4 R une valeur un peu plus grande.) Tracons dans le plan des 5 un
cercle v de centre { et de rayon assez petit pour que u,, u,, ..., «, quand 3
varie dans v, restent compris dans des cercles ¢, ¢,, ..., ¢, de rayon infé-

. « D . . ’ . o . ~
ricur @ = sans points communs et intérieurs au cercle C,. Soit enfin A le

module minimum de f( =, «) quand = varic dans v, ct « dans 'espace T in-
téricur a G, et extéricur aux cercles ¢. On peut toujours, ainsi qu'il sera dé-
montré dans un instant, prendre ¥ assez petit pour que A ne soit pas nul,
c’est-d-dire pour que f( 3, #) = o n’ait pas dans C d’autres racines que les
vvaleurs ¢, ..., u,. Quand s tend vers {,  qui varic avec 5 d'une maniére
continue n'est ni constamment extérieur & C,, ni constamment intéricur
a un cercle ¢, sinon u(3) — u(3,)|serait constamment inférieur & . On
voit donc que, pour des valeurs 5° de = intérieures & vy, u prend des va-
leurs «’ intéricures & T. Mais | /(=', «')| est au moins égal 4 A, et, par hy-
pothise, f(5',«’) = o. La fonction #(z) ne peut étre indéterminée, ct par
suite tend vers 'infini quand s tend vers Z.
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Ce point établi, nous ferons encore les deux remarques suivantes, néces-
saires & la démonstration : 1° guand 3, varie dans une aire % intéricure
a S, Uéquation f(z,,u)=o0 nadmet gqu’un nombre fini q de racines
dont le module sott inférieur & un nombre donné M. En effet, pour chaque
point z, de X, I'équation n’admet qu'un nombre ¢, de racines répondant a
la condition (en tenant compte des degrés de muluplicité). Il suffit de
prendre pour valeur de ¢ le plus grand des nombres ¢,, quand =, varie
dans 2. Ce maximum existe, autrement ¢, croitrait indéfiniment quand =,
tendrait vers un certain point {. En ce point {, I'équation n’admet qu'un
nombre fini p de racines (égales ou distinctes), de module égal ou inféricur
a Mj ces racines (¢,,¢,, ..., ¢,) sont développables dans un certain cercle,

1
de centre { et de rayon 7, suivant les puissances de (5 — {) ou de (z — ‘C_)Z
(k étant un certain entier), et ces développements représentent toutes los
racines de I'équation f= o qui tendent vers une des valeurs ¢, ¢, ..., v,
quand 3, tend vers {. Mais pour des points z, infiniment voisins de J, I'¢-
(uation devrait étre satisfaite par des racines %, de module inférieur & M et
distinctes des précédentes, par suite ne tendant vers aucune des valeurs
€1y .00y ¢py quand z, tend vers {. Autrement dit, pour des points =, aussi
rapprochés de 4 qu’on voudrait, I'équation admettrait des racines «, telles
que les modules des différences u, — ¢,, #,— ¢y, ..., u,— ¢, fussent supc-
ricurs & un certain nombre Z. Or, soit A le module minimum de f(Z, «)
quand z décrit I'espace T intérieur au cercle C, ayant M pour rayon ct I'o-
rigine pour centre, et extéricur aux cercles ¢, de rayon 2 et de centres
4y Oay - -0y €5 On peut déerire de  comme centre un cercle v de rayon assez
petit pour que, z variant dans y ct z dans T, on ait constamment

/(& u) = flsu) <

W | -

Or, pour un point 5" de vy et &’ de T, on devrait avoir

?

© [

S w)y=o0 et par suite LS5, 6) <

ce qui est impossible, puisque | £(Z, &) | est au moins égal L A.

2° Soit f(5) = P 4 ¢ Q une fonction analytique de 5. On sait que, si /()
est holomorphe au point 5, = ., -+ iy, les deux fonctions P et Q ne peu-
vent présenter au point 5, ni maximum ni minimum. Il en est de méme s/
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z, est un point critique algébrique de f(z). En effet, on peut développer
f(z) de la maniére suivante :
1
J(5) =P +iQ=(Py+iQ,) +a(s—3)P+....
Si 5 déerit p fois un petit cercle de centre z,, P + Q) déerit un contour en-
fermant P, 4 7Q, ; par suite, P prend des valeurs inférieures et supéricures
a P, dans le voisinage de ¢, )7, et la méme chose a licu pour Q et Q,.

Nous pouvons démontrer maintenant le théoréme énoncé. Pour = = =,
I'équation a par hypothése une infinité de racines. Considérons dans 'aire X
inléricure a S et comprenant 3z, tous les points = pour lesquels I'équation
S(5, u) = o n’a pas plusde 7 racines, et supposons que ces points forment
un ensemble superficiel. Ils comprennent alors Zous les points d'une certaine
aire 3'; car, si pour un point z, I'équation f(z,, #) = 0 a n + 1 racines, ces
(n =4 1) racines peuvent se développer en série dans un certain cercle de
centre 5, et pour les points z, de ce cercle, I'équation a (n + 1) racines.
Cet espace S’ est séparé du reste de X par une ligne continue L, et pour
tout point 3, de L, I'équation f(z,, «) = o n'a pas plus de 2 racines; sinon
il en serait de méme pour les points de S voisins de z,.

De méme, st les points =’ forment un ensemble linéaire ayant pour limite
une ligne I, pour tout point z, de L 'équation f(z,, ) = o n’a pas plusde
n racines. Soit done v le nombre maximum des racines de f(z,,u) = o
quand z, déerit un segment de L (v est inférieur ou égal 4 »). Pour 7, =,
I'équation /== 0 a v racines. Si { est un point critique algébrique de 'une
d’elles, on le remplace par un point z, voisin; au point z, ainsi choisi, les
v racines sont holomorphes et développables en série de Taylor dans un
certain cercle C de centre z,.

Pour des points =z de C voisins de L et extérieurs a &' (s1 S existe), I'é-
quation f( 3, u) = o admet des racines «’ distinctes des précédentes et ne se
permutant pas avee elles a l'intérieur de C. Joignons s & un point z, de L.
par un chemin de longueur finie contenu dans C : si la fonction @ est dé-
finie Ie long de 2, clle tend vers l'infini quand = tend vers 3, sur %; sinon,
le chemin 2 renferme un point pour lequel #' devient infinie.

Tout d’abord, si I'on peuat séparer un nombre fini de valeurs de ' qui ne
se permutent qu’entre elles dans le voisinage de L, le produit | ... ) est
uniforme aux environs de L ct doit tendre vers I'infini le long de cette
ligne : le théoréme ¢tabli dans le paragraphe précédent montre que clest

impossible.
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I1 faut donc supposer que les valeurs de @’ présentent dans le voisinage de
L un nombre infini de points de ramification formant une suite linéaire.
Appelons C; la partic de C extéricure & &'. D’aprés la remarque (1), il
n'existe qu’un nombre fini ¢ de valeurs de «’ dont le module soit inférieur i
un nombre donné M pour un point de C'. De plus, on peut toujours prendre
le rayon de C assez petit pour qu’aucune de ces valeurs ne s'annule dans C, ;
[1l suffit que €, ne renferme aucun des zéros de la fonction f( 5, 0), lesquels
sont nécessairement isolés dans S, puisque f(=, o) est holomorphe dans
cette aire |. Soit done N le module minimum dans C, de ces ¢ valeurs. Si

I . . B . B .
nous posons V == = la fonction V(z) n’est indéterminée pour aucun point

de G5 tout point = pour lequel une de ses valeurs ne s’annule pas est un
point ordinaire ou un point critique algébrique de cette valeur. De plus, son

' 1 - - s .
module dans C; ne peut dépasser = N,, etelle nadmet qu'un nombre fini
L

¢ de déterminations dont le module pour un point de C, soit supéricur ou
¢gal @ un nombre donné M,. Enfin, si 'on joint un point de C; & un point
z, de L par un chemin %, toutes les déterminations de V(z) tendent vers
zéro quand = tend vers z, sur A, ou quand s rencontre des points intermeé-
diaires. Cect posé, employons le raisonnement (ui nous a déji servi a la
fin du paragraphe précédent. Soient z, et z, deux points de I.; on pose
2= (z— 3,)(cosa + ising), 5 = (z— 3,)(cosB + isinB), 5,, 5,, 2 ct 3
¢lant choisis de telle sorte que les aires C, et €| qui correspondenta C, aient
avee C, une partie communc =, dont le contour g, soit formé de fragments
deL,, L', L”. Considérons alors le produit o (z) = V(3) V(=) V(z”). Chacune
des fonctions V(5') et V(5") jouitdans C| et C, et par suite dans laire O
des propri¢iés énoncées pour V(z). Ln conséquence, le produit ¢(3) ne
peut ¢tre indéterminé en un point de X, st une valeur de 2(z) ne s'annule
pas en un point 3, ce point est un point ordinaire ou algéhrique de cetle va-
leur. De plus, [9(5) | ne peut dépasser N? dans =5 et, si 5 déerit unchemin
2 joignant un point de X, & un point z, de 5,, toutes les déterminations de
(z) sTannulent quand s tend vers z, sur A, ou rencontre des points inter-
médiaires. Enfin, ¢(s) n’é¢tant pas identiquement nulle dans =, pour un
point = de cette aire, une valeur de (z) a un certain module A.

D’autre part, chacune des trois fonctions V, V', V/n’admet qu’un nombre
fini ¢ de déterminations dont le module prenne dans X, une valeur supdé-

. A
ricurc ou ¢gale a i - Si 'on considére une détermination de 'V qui ne salis-

P. 5
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fasse pas a cette condition, le produit VV'V”a un module inférieut, dans

s A oy S . , .
N, A= Vi IV ou, a fortiori, 1 A. 1l en est de méme pour les détermi-
1 N 2 i I ? ? p

nations analogues de V' et V”. Pour tout point s de X, il ne saurait done
exister que g* valeurs de 9 (5) au plus, dont le module soit supérieur ou égal
4 A. Formons pour chaque point de X, les ¢ valeurs de ¢(z) de plus grand
module. Ces modules, étant inféricurs 4 N?, admettent une valeur maxima P,
qui correspond & un point 3’ de X,. Ce point 5" ne peut étre sur le contour
o, ; autrement dit, le module d'une valeur de 2(z) ne peut tendre vers I
quand z tend vers un point de L, puisque ce module doit tendre vers zéro.
De plus, P n’étant pas nul, ce point 3* est un point ordinaire ou algébrique
pour la valeur ?(z’) dont le module est P, amsi que pour la fonction
logz(z) = LP(x, y)+ 0. Mais la valeur pour s =3 de la fonction
L[’(\x,y) doit étre supéricure ou égale aux valeurs qu’elle prend pour les
points voisins, ce qui est impossible d'aprés la seconde remarque. Le théo-
réme est donc démontreé.

Nous avons suppos¢ (que pour toute valeur de 5 intéricure 4 S la fonction
(3, u) était holomorphe dans le plan des «. Mais le raisonnement s’ap-
plique aussi bien si, pour les mémes valeurs de =, f(z, «) admet, dans le
plan des «, m points cssentiels a,, a,, ..., a,, et des poles en nombre quel-
conque (@,, ..., @, ¢tant des constantes).

On démontre alors, comme plus haut, que, st un point 3, est un point
singulier (non critique algébrique ) d'une racine «(z), cette racine tend né-
cessairement vers une des valeurs @, @,, ..., a,, quand = tend vers 3,5 en
outre, si 3, varic dans une aire X intérieure & S, Uéquation f(z,,u) =0
admet au plus un nombre ¢ de racines telles que le module du produit

(v —a)(u—a,), . . (¢ — a,,) soit supérieur & un nombre donné M. On
pose V() = (u — a‘) (4 — a,); il suffit de répéter identiquement le

raisonnement fait sur V( 4) dam le premier cas.

Le théoréme subsiste encore si les affixes des points «,, @, ..., @, ne
sont pas des constantes, mais dépendent analytiquement de z. A chaque
point = de S correspondent m valeurs @y ay, ..., a, fonctions analytiques
de 3. Les quantités Xa;, Xa;a;, ... sont dans S des fonctions uniformes de
5, qui n’admettent que des poles isolés; en conséquence, a,, a,, ..., a,, sont
racines d'une relation algébrique

oo, (3) U7 Yo, 1 (3)+.. .+ 2,(3) —o,
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OU @y Pucss - - -5 P SONt holomorphes dans S. 11 suffit de considérer le pro-
duit

V= P X (lt - al) e (ll —(l") — ll'"’,?,,,(:) -+ ll"'*lcpmq(*'") BaRE '_l":?o(:)s

ct de raisonner sur V comme dans le premier cas. On voit que V devrait
¢tre identiquement nul, ce qui est impossible, puisque f( 5, #) = o par hy-
pothése, et que f( 5, a;) est indéterminée.

Nous pouvons, en définitive, énoncer le théoréme suivant :

Tutoreme II. — Soit f(z, ) une fonction uniforme des deux variables z
et u telle que, pour toute valeur =, de s intérieure & une aire S, la fonction
/(3,, w) ne présente dans le plan des u que m points essentiels, dont les
affixes sont des fonctions analytiques de z. Si Uéquation f(sz,u)—= o
r'admet qi’un nombre n de racines pour des points 5’ formant dans une
aire X, intérieure a S, une suile linéaire, il en est de méme pour tous les

points z de S.

En effet, si L. désigne une ligne Limite de la suite des points =/, la démons-
tration précédente prouve que l'équation ne peut avoir plus de n racines
pour les points z, voisins de L. Considérons donc tous les points de S pour
lesquels f= o n’a pas plus de 2 racines. Ces points forment une certaine
aire 8'; si S’ est intéricure a S, clle est séparée du reste de S par une ligne
L/, et pour des points 5 voisins de L, intérieurs 4 S et extérieurs a &/, I'é-
(quation £ = o doit avoir plus de n racines, ce qui est impossible. La fonc-
tion u(z), définte par f = o, n'admet dans S que n valeurs au plus, et n’y
est jamais indétermincée. On en conclut qu'elle vérifie une relation de la
forme

L!/n. unr ‘IJn—l un—-l AR o 'JKO — 0,

Yy Vurty + -1 by lant holomorphes dans S.

I‘n particulier, supposons que la fonction fsatisfasse aux conditions pré-
cédentes pour tous les points 5, du plan =, sauf pour les points =, d’une
sutte ponctuelle [ces points z, sont des points essentiels de la fonction
[(3,u,), quel quesoit i, ]. i, pour un point 5,, 'équation en «, f(3,, u) =o,
a une infinité de racines, les points 5 pour lesquels ellen’en a qu'un nombre
donné n ne forment dans le plan qu'une suile ponctuelle. Les points z,
sont les sculs ot une racine « puisse étre indéterminée. Soit, par exemple,
I'équation e¢* == f(z), ot f(5) est uniforme dans le plan des s et admet des
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points essenticls =, et des zéros 5" ayant ces points pour limites : pour tous
les points =/, Péquation n’a pas de racines, ct pour les points z,, « est ind¢é-
termincée.

Considérons, pour terminer, unc fonction f(z, u) telle que, pour tout point
5, delaire S, la fonction /' z,, &) présente dans le plan des « des points essen-
ticls formant une suite ponctuclle, les affixes de cespoints @y, @,y .+ vy @y - .-
dépendant analytiquementde 5. Les valeurs a,, . .., @, . .. doivent donc étre
considérées comme les diverses déterminations d'une fonction analytique
A(3). Nous supposons qu'unc quelconque de ces déterminations ne pre-
sente pas dans S une suite lincaire de points critiques. D'une manitre plus
préeise, quand on part d'un point =, de S avee une détermination particu-
licre @;(z,) et quon fait varier =, de maniére 4 le faire passer une fois el
une seule par chaque pointde S, en contournant tous les points eritiques de
la valeur ¢;(5) considérée, on définit une branche @;( =) pouvant présenter
des coupures dans S et ne prenant qu'une valeur en tout point de S exté-
vicur & ces coupures. Nous admetlons que les points critiques de chacune
de ces branches ne forment pas dans S une suite lincaire. Ces restrictions
faites, on peut ¢noncer le théoréme suivant :

Taroreye 1. — Si, pour tout point z, d'unc aire S, la fonclion f( 5, ©)
n'admet dans le plan des z qu'une suite ponctuelle de points essentiels
@y Qay vvey Uy, .. (les affixes de ces points dépendant analytiquement de
30), oute racine u(s) de Uéquation f( 3, w) = o uniforme (ou ne prenant
que n valeurs) dans une aire X de conlour s, intéricure a S, est conlti-
nuable au dela de 5, el ne présente dans 2 que des poles isolss (ou des
points critiques algébriques).

On établit encore que, si £ est un point singulier d'uneracine «( z), = ten-
dant vers  sur un chemin A de longueur finic, u(3) tend nécessairement
vers une des valeurs @, () et ne peut ¢tre indéterminée. La démonstration
est la méme que celle qui sera donnée d’une proposilion analogue concer-
nant les ¢quations différentielles; et d’ou résulte dailleurs la précédente.
Les points singulicrs de fa fonction () dans X ne peuvent done étre que
des poles (ou des points critiques algébriques). Admettons qu’elle soit uni-
forme dans X et qu’elle présente une ligne singulicre L ¢ quand = tend vers
un point £ de 1. sur un chemin , enrestant du méme coté de I, w(z) tend
vers une des valeurs @, (2), qui est indépendante de A et varie avee £ d'une
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maniére continuc; autrement, d’aprés les lemmes ¢tablis au début de ce
Chapitre, u(z) serait indéterminée quand = tendrait vers L sur certains
chemins. Les valeurs de #(z) le long de L coincident donc avec une déter-
mination @,,(3) de A(s), qui, par hypothése, ne présentant pas dans X de
suite lincaire de points critiques, est uniforme le long d'un certain segment
1" de L. Les deux fonctions u( ) et @,,(5) uniformes d'un coté de L’ dans
le voisinage de cette ligne, ct coincidant le long de cette ligne, coincident
identiquement, d’apres le théoréme fondamental, ce qui est impossible
puisque f{a,(s), 5] est constamment indéterminée.

Le raisonnement subsiste si #(3) prend dans Zles nvaleurs u,, s, - ... u,,
a condition de considérer le produit

[”1’_ am.(-")][“z* a/ni(:')] e [U/z - ((,””(:-)],

(qui s'annule sur L.
Quand f(z, ©) satisfait aux conditions énoncées, sauf pour des points z,
< . s U, y ] (
de S qui ne forment pas de suite linéaire [ ces points sont des points essen-
ticls de f(3, @), quel que soit w,], la fonction u( =) peut admetlre ces
. s Uy )y q | oy 1
pomts =, comme points d'indé¢termination (points essentiels), et, par suile,
comme points limites de poles ou de points critiques algébriques.

Remarque. — Sila fonction f( =z, ©) est une fonction multiforme, mais
peut étre considérée comme définie par une relation G(f, 5, u) = o, (x
¢tant uniforme, on remplace I'équation /= o par G(o, 7z, #) = o. Mais
quand /'( 3, u) est une fonction multiforme quelconque, les théorémes pre-
cédents cessent d'¢étre exacts. Considérons, par cxemple, une équation
s — g(u) = o, g ¢tant unc fonction multiforme qui n'admet dans le plan
des u qu'une suite ponctuclle de points singuliers a,, ... @, .... Quand =
tend vers un point singulier {, d'une racine z(z), « tend vers une des va-
leurs @, ou est indéterminde. Mais, dans ce dernier cas, on ne peut trouver
p déterminations de g (@), telles que, pour des valeurs voisines de 7, u satis-
fasse alavelation I(z, ) = (s — g, )(5—-g.) ... (5 -—g,) == 0. Sinon, en
raisonnant sur I'équation I¥ = o, on verrait que « tend vers une limite quand
s tend vers Z. 11 faut done qu’on puisse former avee des valeurs de g () une

suite L — o (), T — g.(u), ..., C—gy(w), ..., telle que [ {— g, (u) | tende
I B . . . .
vers o avee 7 quand z décerit un chemin fim dans Ie plan, et, par suile,

(quel que soit 2. Une racine «(s) ne saurait donc présenter une coupure L
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(dans le voisinage de laquelle elle ne prend que n valeurs), & moins que la
condition précédente ne soit remplie pour tous les points { de L, ce qui
exige que les valeurs z de g(u), pour tout point u, forment une suite li-
néaire ayant L pour limite. Un exemple de ce fait est offert par la fonction
modulaire z = w(u). La fonction inverse u = ¢*(w) est uniforme et pré-
sente l'axe des valeurs réelles pour coupure : les valeurs de w qui corres-
pondent & un point « forment une suite linéaire, ayant cet axe pour limite.

La méme méthode va nous permettre de démontrer un théoréme utile
dans la théoric des équations différentielles du premier ordre.

5. Théoréme sur les fonctions définies par une équation différen-
du
ds
ou f( s, u) est une fonction uniforme de z et z quand z varie dans une aire
S et « dans le plan des ». Nous rappellerons d’abord quelques propriétes

tielle. — Soit —- = f(z, u) une équation différenticlle du premier ordre,

connues de I'intégrale d'une telle équation.

St une intégrale «( ) tend vers u, quand s tend vers z 3,, Uy ) etant
o] 0 0) 0 o
holomorphe, cette intégrale est elle-méme holomorphe dans le voisinage de
z,, ct développable par suite en série de Taylor dont on sait calculer les
coefficients. Il n’existe pas d’autre intégrale prenant au point z, la valeur
u,, ¢'est-a-dire tendant vers u, quand s tend vers s, sur un chemin de lon-
gueur finie.

Si la valeur de f(s,, «,) est infinie, il existe toujours une dérivée de -;
av( -
par rapport a « d’un certain ordre ol\—l}{par excmple |, qui ne s’an-
nule pas pour (3,,%,), ct le point 3, est un point critique algébrique de
u( 3 ) autour duquel se permutent p + 1 valeurs.

. . 1
Quand, s tendant vers z,, « tend vers l'infini, on pose « = et la fone-
1

tion z, vérifie I'équation

duy

2 I ’ {
s T u;f<;, 2;) = f1(3, uy).
Si f,(5,,0) est holomorphe, z, est un pole de u(z); si f,(3,,0) estinfinie,

5, st a la fois un pole et un point critique algébrique de Pintégrale.
Ce qui précide s'¢tend au cas ot le point 3, est le point % du plan des =;
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i . 1 . v .
on pose alors z = —; l'intégrale u <:—> vérifie 'équation
©1 <1

;[];,l.t‘ —_ %f(;—’l‘ > :fi(zh u)’
3y 517\ 3

et 'on étudie cette équation dans le voisinage de z, = o.
Ajoutons que la valeur de f(z,,u,) peut étre indéterminée, soit parce
que u, est un point essentiel de la fonction f(z,, u), soit parce que f(z, u)

est de la forme% et que P(z,,u,)=0Q(z,u,)=o0. Enfin, f&zo, ©) est

parfois infinie ou indétermince, quel que soit u; dans ce cas, I'intégrale
u(3) peut elle-méme étre indéterminée quand z tend vers z,.

Nous supposerons que, pour tout point z, de 'aire simple S, la fonction
S (34, u) n’admette dans le plan des u qu'une suite ponctuelle de points es-
sentiels (ou d'indéterminations) dont les affixes a,, ..., a,, ... dépendent
analytiquement de z,, ainsi qu'il a été expliqué dans l'énoncé du théo-
reme III (les points @, comprennent le point «o , si f,(5,, 0) n’est ni holo-
morphe, ni infinic). Les poles de f(z,, ©), b,, b,, b, ..., ne forment cux-
mémes, en conséquence, qu'une suite ponctuelle [il n'existe pas dans S de
points 3, pour lesquels f( 5,, «) est infinie ou indéterminée quel que soit «|.

Dans ces conditions, soit z, la valeur d'une intégrale au pomt z,, f(z,, «,)
¢tant holomorphe. Si 3, partant de z,, décritun chemin A de longueur finie,
on peut prolonger z(s) le long de A a I'aide de la série de Taylor, 4 moins
qu’on ne rencontre un point { qui soit un point singulier de «(z). Sice point
n'est ni un pole, ni un point critique algébrique de #(z), je dis que «(s)
tend nécessairement vers un des points a,(0), ..., a, (L), ... quand s tend
vers L.

Tout d’abord, Vintégrale () ne peut tendre vers une valeur «’ distincte
des valeurs a,,(0); car, f(%, «') étant déterminée ou infinie, { serait un point
ordinaire ou algébrique de u(3); de méme, « ne peut tendre vers 'infim
[st le point o n’est pas un des points a,,(%)], car £, (%, o) étant déterminée
ou infinie, { est un pole ou un point critique algébrique de u(z). D'autre
part, I'intégrale peut-clle étre indéterminée ? 11 existe alors un nombre R tel
que |«(3) soit inféricur & R pour des points z de X compris entre 5" et Z, si voi-
sin que 3" soit de {, et un nombre 2p tel que pour des points s et z,, compris
entre z' et g, onait| u(s,)— u(z)|{>=2z. Tracons dansle plan des « un cercle
Cayantl'originepour centre et de rayon R, et un cercle €2 concentriquea C, et

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



40 P. PAINLEVE.

derayon R supérieur a R; R"=R + /. A l'intéricur de C’les points singuliers
Ay b, de (€, u)yneforment (qu'une suite ponctuelle. Nous admettons qu'aucun
dc ces points nese trouve sur C ou C/ (sinon on angmenterait un peu R ou R).
On peut donc enfermer les points a,,, b, dans p cercles ¢, dont les centres
. . ; . ' . v D
sont certains de ces points (), ..., @,), de rayon rinférieur & e tels que,
les p cercles ¢ concentriques et de rayon double 27, n’aient entre cux ou
avee C et €7 aucun point commun. La distance minima de deux points si-
tuds respectivement sur les circonférences de deux cercles ¢, C ou 7 est

/‘.

donc un nombre fini £. Désignons par A’ la plus grande des quantités S

et % Pour des points = voisins de ¢, les points a,,, b,, sont compris dans p
cercles de centres &, (5), ..., a,(s) et de rayon 7/, 7' différant peu de 7.
Tracons dans le plan des = un cercle y de centre et de rayon ¢ assez petil
pour que ! @;(z) — a,({)|et|r'—r| solent inféricurs & &' quand s varie
dans v. On voit qu'alors les points a,,, b,, restent compris dans p cereles ¢,

P

de rayon ¢’ inféricur & & ct tels que les p cercles concentriques ¢/, de rayon

double, n’aient pas de points communs entre cux, ni avec C et C'. Ceel
posé, appelons S, T'espace de C’ extérieur aux cercles ¢, S, I'espace de C
extéricur aux cercles ¢, M le module maximum de f(z, #) quand = varie
dans v ct w dans S,. Pour tout point 5, compris dans un cercle ¥ concen-

. . ) . .
trique & v et de rayon ¢’ = 5> ¢l pour tout point u, de S,, la fonction
f(z, u) est holomorphe et de module au plus ¢gal & M quand s varie dans
un cerele de centre 5, et de rayon ¢, et « dans un cercle de centre «, et de
ravon /, [ désignant la plus petite des quantités £ ct ¢’. On en conclut que
toute intégrale, égale & u, au point z,, est holomorphe dans un cercle de

2\ [
5 3
centre z, et de rayon d = - (I —e ‘“‘).

Mais, si voisin que 5" soit de {, 5 déerivant A entre 5 et {; u(z) qui varie
avee = d'une maniére continue n’est ni constamment extéricur &4 C, ni con-
stamment intéricur aux cercles ¢, 3 done, pour des valeurs de =, telles que
| z,— {| soit inféricur & d, u coincide avee des points u, de S,; mais il
n’existe quune intégrale égale & u, au point 5, et cette intégrale est holo-
morphe dans un cercle de centre =z, et de rayon d, par suite au point ¢, ce
(qui est contraire & I'hypothese.
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SUR LES LIGNES SINGULIERES DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 41
Nous pouvons dés lors énoncer le théoréme suivant :

TuioriMe. — Soil une équation différentielle du premier ordre,

{u . . . .
;{—_ = f(z,u), dont le coeflicient f(z, u) est uniforme quand = varie dans

S el u dans le plan des u. Si, pour tout point z, de S, les points d’indé-
termination de f(z,, u) ne forment dans le plan des u gi’une suite ponc-
tuelle (dont les affixes dépendent analytiquement de =, avec les restric-
tions indiquées), toule intégrale u(s) uniforme (ou ne prenant que n
valeurs) dans une aire X de contour o, intéricure a S, est continuable
auw dela de o et ne présente dans X que des poles (ou des points critiques
algébrigues).

La démonstration est identiquement la méme que celle du théoréme 111
On voit que, si I'intégrale z(z) présentait une ligne singuliere, clle devrait
coincider avee une des fonctions a,, (=), ce qui est impossible. Remarquons
que, par la méme raison, les points =z, tels que «(z) coincide avec une des
valeurs @,,(3), ne peuvent former dans X, pour chaque intégrale u(z),
(qu’une suite ponctuelle.

Quand les conditions précédentes sont remplies pour tous les points de 3,
sauf pour certains points z, [ ces points sont des pdles ou des points essen-
tiels de f(z, u,), quel que soit u,], le théoréme subsiste, & cela pres, que
les points z, peuvent étre des points d'indétermination (points essentiels) de
w(s).

Le théoréme subsiste également si la fonction f(z, ) admet p valeurs

S5 [for ooy fpquand = varie dans I'aire S et « dans le plan. Autrement dit,

du . . . b
~- estracine d’une équation algébrique

F(u', u, 2) =op(s,u)u'P+ g, (2, uyu'P=t 4+ g4(5,u) =o0,

les fonctions ¢, ..., 5, vérifiant les mémes conditions que la fonction
J(z,u) précédemment.

Pour chaque point z, de S, la fonction f(z,, ) admet des points d'in-
détermination a,, ..., @,, ..., formant une suite ponctuelle, des poles b,
b,y ..., b,y ..., et des pointscritiques ¢,, ¢y, ..., ¢, ... formant également
une suite ponctuelle dont @, ..., a,, ... sont des points limites. Les valcurs
¢, (2), ..oy €u(5), ... verifient la relation obtenue en ¢liminant @’ entre

JF

I' = — =
oct 00 0,

p. 6
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42 P. PAISLEVE.

Rappelons qu'il n'existe en général qu’un nombre fini d'intégrales pre-
nant au point 3, la valeur ¢,,(3,) ctque 5, est un point critique algébrique

., s . . ., OF JF
de ces intégrales; il n’y a d’exception que si la quantité 55 g 1 est nulle

pour s = 3,4, & = ¢,(3,), ' = f(3,, ¢»). Ceci n'a licu d’ordinaire que pour
des points particulicrs z” de S. Quand les trois relations

IF _ OF | OF

F=o, ()u’#o’ Js  du

sont compatibles pour toute valeur de z, z, n’est encore en général qu'un
point algébrique des intégrales égales a ¢, (z,) pour z = 5,51l n’y a d'ex-
ception que pour des points particuliers 3’ vérifiant une certaine relation
distincte de F = o, % =o0

142

Ces remarques faites, on voit, comme plus haut, que (les points 5" ex-
ceptés), st un point 5, est un point singulier non algébrique de T'intégrale
u(s), wtend nécessairement vers une des valeurs a,,(z,) quand = tend
vers 3,. Pour les points 7, « peut tendre aussi vers une valeur ¢,(3"). On
tire de i les mémes conclusions que plus haut : s1 (=) est uniforme, on ne
prend que n valeurs dans X, @ est continuable au dela de s et ne présente
dans X que des points singuliers algébriques.

Les seuls points ot une intégrale «(z) puisse étre indétermindée sont,
comme précédemment, les points 5, poles ou points d'indétermination de
S (=, uy), quel que soit u,. Il peut exister des points =, qui soient pour toute
valeur de #, des points critiques (mais non de discontinuité) de /(= u,):
dans ce cas, f(z, u,) admet =, comme point critique algébrique d'ordre p
au plus; et f( =, ,) se met sous la forme

n m

Sz, 1) = A(u,) (5 — 57 = B(u)(s—3)" +....

1
Sil'on pose (3 — =,)"= ¢, on voit que I'équation

d
a"llt = ptrT (54 tP, u)

ne presente plus pour £ = ola méme singularité; »(¢) ne pouvant ¢ire inddé-

terminée pour ¢ = o, il en est de méme de u(z) pour z = z,.
En particulier, supposons que le coefticient différentiel /(5 ) soit uni-
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SUR LES LIGNES SINGULIERES DES FONCTIONS ANALNYTIQUES. 43

forme ou ne prenne que n valeurs quand z et « varient respectivement dans
tout le plan. De plus, pour toute valeur =, de =, sauf pour les points s,
une suite ponctuelle, les points d’indétermination de f(z,, #) ne forment
dans le plan des w qu'une suite ponctuelle dont les affixes dépendent ana-
lytiquement de z,. Pour les points 5, f( 5, u,) est infinie ou indétermince

. . . . 1 I |
(quel que soit z,. [Lc point = est un point z,, si, pour 5" == o, 72(/<7,11',>

est discontinue, quel que soit uu.] Nous convenons de dire, pour abréger,

que le coefficient f(=,u) ne présente que des singularités ordinaires,
quand les conditions précédentes sont vérifices. Dans les applications (ui
vont suivre, nous admettrons toujours (4 moins d'indication contraire) que
les fonctions f( 7, u) considérées rentrent dans cette catégorie.

Cette hypothese faite, si une intégrale u(z) est uniforme dans tout I'es-
pace du plan ol Pon peut la prolonger, clle ne saurait présenter de coupure
et par suite existe dans tout le plan. De plus, elle ne peut admettre d’au-
lres points essentiels que les points 3.

De méme, si unce intégrale «(z) ne prend que 2 valeurs dans I'espace du
plan ot clle existe, elle existe dans tout le plan et vérifie une équation al-
gébrigue

o, (3) ...+ 9(5),
ot les fonctions ,(5), ..., 9,(5) sont uniformes el ne présenient pas dans
le plan des = d’autres points essentiels que les points 5, [ces points 3, ne
sont pas d’ailleurs nécessairement des points essentiels de #(5)].

Si les points =, n’existent pas {C’est—a\—dirc st la fonetion f( 3, «) n'est dis-

continue quel que soit « pour aucun point z, du plan ct s'il en est de méme
. 1 I . , . , . ’
de la fonction _—2f<¢, u>], toute intégrale uniforme de l’équation est né-

cessairement une fraction rationnelle de 5 toute intégrale qui 1”’admet
que nvaleurs est nécessairement une fonction algébrique de s.
Nous allons donner quelques applications des résullats précédents.

6. Applications du théoréme précédent. — Fn premier licu, j'envisage
I'équation
due Pz, u)
d: Q5 u)

olt P et ) sont deux polynomes en 5 dont les coefficients sont des fonctions
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uniformes de # (ou admettent p valeurs). Pour quela remarque précédente
s'applique & cette équation, il faut et il suffit que le dénominateur ) ne
renferme aucun facleur de la forme = — a, a étant indépendant de u,
et de plus que le degré en s du dénominateur surpasse d’au moins deur
unités le degré correspondant du numdérateur. Ces conditions remplies,
toute intégrale de I'équation, qui ne prend que n valeurs dans I'espace du
plan ot elle existe, est nécessairement algébrigue.

Quand P et () sont deux polyndmes en s et #, on peut trouver (ainsi que
nous le montrerons dans un autre travail) toutes les fractions rationnelles
qui vérifient I'équation différentielle. Si les conditions précédentes sont
remplics, on est certain d’obtenir awnsi toutes les intégrales uniformes.

Au licu de 'équation ()

de Pz, w)
ds  Qzu)

on peut considérer une équation de la forme
F(u', u,zs)=o,

ot I est un polyndéme en ' el en z. Si le coefficient b ,(z, u) de la plus
haute puissance u'? de u' ne renferme aucun facteur de la forme
(z—a) (a élant indépendant de u), et si de plus le degré en s dv
¥, (z, u) surpasse d’au moins 2(p — q) unités le degré correspondant du
coefficient de ', 4,(=, u), toute intégrale qui ne prend que 7 valeurs dans
Iespace ou elle existe est nécessairement une fonction algébrique de .
Mais je n'insiste pas davantage ici sur cette premiére application, qui nous
enlrainerait hors du sujet.

7. Comme seconde application, nous allons rechercher la forme de 1'¢-
(quation

() D i)

[o0 f( =z, u) est uniforme}, quand I'intégrale générale de cette équation est
elle-méme uniforme.
Nous démontrerons d'abord que l'intégrale générale peut s'éerire dans

ceoCcas
_AS+9

U T ———
A+ oy

[ 15 70y 2, ¢tant des fonctions uniformes de z, et A une constante.
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Soit u, la valeur au point 5, d'une intégrale u(z) : désignons par Cet €/
des cercles de rayon ¢ et r, décrits respectivement de 3, et de u, comme
centres, a I'intérieur etsur le contour desquels /( z, ) est holomorphe et de
module inféricur a M.

On sait que l'intégrale « peut se développer ainsi :

(z— 3¢)"

1.2...1n

(2) = ug+ (3 — 5900 (39, Up) + oo Uy + ..oy

la série (2) convergeant pour toute valeur de = intéricure & un cercle de

—r

“‘P>. Donnons a u, une valeur quelconque ¢,

centre z, ct de rayong <1 —c
- v . \ ; r . R
intéricure a un cercle € de centre u, et de rayon 5 La fonction f(z, u)
est holomorphe quand = varie dans C, et « dans un cercle de centre ¢ et de

r ] \ . . .
rayon -, et son module est au plus égal & M. Par suite, la série (2)

ez n
W= 4 (35— 35)u'(¢) ~l—...+<f——0l> w, (¢) ...

o
~

converge pour toute valeur de s telle que |z — 3, soil inféricur a

2o |

e
<1 —¢ > ct pour toute valeur de ¢ telle que ¢ — w,! soit mféricur a

I~ "0

; elle converge en outre uniformément, comme il résulte aussitot de la deé-

oo

monstration de Briot et Bouquet.

Les termes de la série étant des fonctions holomorphes de ¢ dans €, pour
toute valeur de s intéricure & C, u est fonction holomorphe de ¢ dans C|.
d’aprés les théorémes sur les séries établis dans le premier Chapitre.

Ceci posé, admettons que I'intégrale générale de T'équation (1) soil uni-
forme; une quelconque des intégrales particulicres, #(s), ne peut présenter
dans le plan que des points singuliers ¢, formant une suite ponctuelle. Cex
points sont des poles ou des points essentiels; dans ce dernier cas, ils appar-
tiennent & 'ensemble ponctuel des points =* pour lesquels f(z, w) est dis-
continue, uel que soit #. De plus, les points =, du plan tels que la valeur
u(z,) rende f(u, 5,) discontinue ne forment également qu'une suite ponc-
tuelle. Désignons par I Pensemble de tous ces points singuliers [a chaque
intégrale «(z) correspond un ensemble E]. Soit enfin ¢ la valenr de I'imté-
grale (=) au point z,; pour toute valeur #, de ¢, distincte des poinls
a, (30 oy @(5,), ... [tels que f(5,,a,) soit discontinuc], U'intégrale

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



46 P. PAINLEVE.

u(

3, sauf aux points de I'ensemble E. Je dis que u(5) est une fonction analy-

s) = F (5, ¢) a une valeur unique ct déterminée en chaque point du plan

12

tique de ¢; la chose vient d’étre démontrée pour les points Z voisins de s,.
Prenons dans le plan des 5 un point Z quelconque, ¢ui ne coincide avece
aucun des points singuliers E de l'intégrale u(z, «,), ct joignons 5,7 parun
chemin L qui ne renferme ¢galement aucun des points E. Quand = déerit
L, u(s) = ¥ (5, u,) décrit un chemin L. Soit Z’ un point de L. On peut
trouver deux nombres ¢ et 7, indépendants de la position de Z’ sur L et tels
qu'en déerivant deux cercles, le premier C de centre Z et de rayon g, le se-
cond € de centre u(Z', u,) et de rayon r, f( 5, u) soit holomorphe et ait
un module inféricur & M, quand = varie dans C et « dans C' (en effet, pour
chaque point Z/, r ct g existent; il suffit de prendre leurs valeurs minima
quand Z' déerit L; ces minima existent, sinon 7 ou g tendrait vers zéro
quand s tend vers un point Z’, maisen ce point Z', 7 ct 5 ont une valeur dif-
férente de zéro, et I'on en conclut qu'il en est de méme pour les points voi-
sins). 1l suffit de prouver que F(Z, ¢) est fonction holomorphe de ¢ pour
des valeurs de ¢ voisines de u,; déerivons du point =, comme centre un

-7
cercle G, de rayon R = p(\l — e“‘r"> et du point #, un cercle C; de rayon

r .y . . .. « ro.
=5 81 Z' est un point de L intéricur a C,, la série
OC=FZ, )=+ (I — ) (s) +...

est fonetion holomorphe de ¢ dans le cerele € ; pour des valeurs ¢ voisines
de u,, ¢ prend des valeurs voisines de U'=F(Z, u,); décrivons alors un
cercle G, du point Z' comme centre avec R comme rayon, du point U’ un

. r - . . . .
cercle €, de rayon 55 et soit Z7 un point de L intéricur a €, et compris

entre 7/ ot Z. La séric
o= F (2", ) = o' = (' — TV, (¢) + ...

est fonction holomorphe de ¢* dans C|, par suite fonction holomorphe de ¢
dans le voisinage de #,. In raisonnant sur Z” comme sur Z’ et ainsi de
suite, on arrive aun cercle G renfermant Z, et I'on voit que V= F(Z, ¢) est
fonction holomorphe de ¢ dans le voisinage de w,; la proposition est
établie.

La fonction # = F (5, ¢) est donc une fonction analytique des deux va-
riables 5 et ¢. 51 U'on excepte les valeurs 5" pour lesquelles f(z, v) est dis-
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continue, quel que soit u, F(z, ¢) est pour tout systéme z et ¢ déterminée
ou infinie. Si, pour une valeur z,, F(z,, ¢) est infinie en des points ¢ for-
mant une coupure, F est infinie dans tout le plan ¢; ceci ne peut avoir lien
ue pour les points Z, d'une suite ponctuelle, sinon F(z, ¢,) serait infinic en
tous les points Z, d'une suite linéaire, par suite dans tout le plan Z, quel que
fut ¢,. En conséquence, la fonction u(z,¢) pour toute valeur de z (sauf
pour les points d’unc suite ponctuelle) est définie dans le plan des v et 0’y
présente que des pdles.

Le raisonnement précédent démontre en toute rigueur que la fonction
F(z,¢), oul'on donne & ¢ une valeur quelconque différant des valeurs
a,(5y)y ey @p(2y), ..., vérific 'équation différentielle (1). A deux valeurs
de ¢ correspondent deux intégrales distinctes, puisqu’clles sont uniformes
et prennent au point 5, deux valeurs ¢ différentes. On sait d’ailleurs qu’en
un point Z du plan s il n’existe quunc intégrale #(z) prenant la valeur U,
st f(Z, U) est holomorphe. Posons done

U—F¥(Z ),
U étant une valeur quelconque, distincte des valeurs
FlZ,ai(s)], ..., F[Z, a,(z0)],

et telle que I(Z, U) soit holomorphe. Cette équation en ¢ ne peut avoir
plus d'unce racine, car si elle en avait deux, ¢, ct ¢,, les deux intégrales
F(z,v¢,), F(35,, ¢ ) scraient distinctes et prendraient au point Z la méme
valeur U, ce qui est impossible. Il en résulte que la fonction F(Z, ¢) est de

Av 4+ B
‘la forme oD

soit Z, P'équation (1) est vérifiée par une fonclion u(s) =

» A, B, C,D dépendant de Z, ct, comme cecia lieu quel que
? ? 2 P ? ? I [
cA(s) +B()
¢ G(z) = ,l)\:)’
ot 'on donne & ¢ une valeur constante (A, B, C, D ¢tant des fonctions uni-
formes de 5 qui ne présentent dans le plan que des points essentiels). Toute
intégrale ¢, (5) de I'équation est donnée par u(z); car on peut choisir des
points Z qui soient des points ordinaires de A, B, C, D, ct pour lesquels «,
prenne une valeur U, f(Z, U) étant holomorphe; si I'on donne a ¢ la va-
B(:) —UD(Z)
UC(CZ) — A7)
cide avee u, ()3 ¢, peut étre infini, mais ¢, ne peut étre indéterminé quel

leur ¢, = » la fonction u(s,¢,), égale a u, au point Z, coin-

- . . A B . . A .. ,
que soil Z; sinon on aurait T=1 identiquement, et u = A& serait inde-
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pendant de ¢, ce qui est impossible, puisque #(z,) = ¢. Lintégrale géné-
rale de I’équation (1) peut donc s’écrire

. ¢A(z)+=B(3)
3 5) =

3 =m0
ou encore

, —uD(z)Y+B(3)
(4) = .

«C(z)—A(3)

On en conclut immédiatement que 'équation (1), qui s’obtient en déerivant
I'équation (4) par rapport & s, est de la forme

(D) %:au%—bu%—c,

a, b, ¢ ¢tant des fonctions uniformes de 5. Ainsi, toute équation dont le
coefficient différentiel est uniforme dans le plan des 5 et des u, et dont
Pintégrale générale est également uniforme, est une dquation de
Riccati.

Lintégrale générale peut alors se mettre sous la forme (3); cette relation
(3) exprime que le rapport anharmonique de quatre intégrales est constant.
Ou sait que cetie propriété appartient a toute équation de Riccati (alors
méme que son intégrale n’est pas uniforme).

d z, \ -
Parmi les ¢équations de la forme = (};E Do P et (Q sont des poly-

nomes en «, il était clair que l’équaﬂon de Rlccatl poumi[ seule admettre une
intégrale générale uniforme; car « ne peut figurer au dénominateur [sinon
en un point 3, unc intégrale prend la valeur «, qui annule Q(z,, &) ct
admet =, comme point critique], et, de plus, la méme condition doit étre

. 2 . ' 1 . . .
remplie pour I'équation transformdée en -7 e quuiexige que P soit dusecond

degré en u.
Si Uintégrale générale de Uéquation (1) est une fonction enticre, elle
est de la forme
u—=vA(s)+ B(s),

A et B étant holomorphes. En effet, quand le dénominateur de « dans 'ex-
pression (3) dépend de ¢, pour une valeur 3, de z, on peut donnera ¢ la va-

e ‘), et la fonction u(z, ¢,) est infinic au point z,, & moins que
l

leur ¢, =
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D(s) B(z)

I'on n’ait, pour toute valeur de z,, — HEN NN qui est impossible.
I3 S

Il en résulte que Téquation (1) est, dans ce cas, néeessairement linéaire :

%:all+b.

Il est facile alors de reconnaitre si I'intégrale est uniforme : il faut notam-
ment que a(s) soit la dérivée logarithmique d’une fonction uniforme.
Sil'intégrale de Péquation (1) est une fraction rationnelle, cette équation
est une équation de Riccati dont les coefficients «, b, ¢ sont cux-mémes des
fractions rationnelles. Supposons ue ni @, ni ¢ ne soient identiquement nuls
(aucas contraire, on raméne 'équation a étre linéaire). Nous allons chercher &
quelles conditions 'intégrale est effectivement une fraction rationnelle. Re-
marquons que, si I'on sait d’avance que ces conditions sont remplies, on oh-
tient Uintégrale générale par des opérations purement algébrigues. 1eé-
signons en effet par A,, B,, C,, D, des polynémes en s de degré n, a
coefficients indéterminds; pour une certaine valeur de 7, on peut déterminer

. . . ;\ ¢+ B . .
ces cocflicients, en sorte (ue toute fonction u(z) = T vérifie I'équa-
An n
tion différentielle; si F'on ajoute de plus la condition que, pour == z,, on

. . s o _A,Z(SO)"+B/L(:O)
ait, quel que soit ¢, ¢ = NESEES DNEN)

sible que d'une seule maniére. On fait donce 7 ¢gal successivement a 1, 2.

» cette détermination n'est pos-

3, ..., etTon finit par obtlenir un systeme d'équations algébriques compati-
bles, et n'admettant qu'un systeme de solutions, qui dépendent par suite
d’opérations purement algébriques. On peut encore exprimer que la fonction

A, ‘) . \ . .
u=5y" vérifie I'équation; le systéme de relations auxquelles on est conduil
123

est indéterminé pour une certaine valeur de 23 on peut y ajouter la condi-

An (:‘0)
B, (z0)

Tout revient done & trouver les conditions pour que U'intégrale de I'équa-

tion ¢ = » et les coefficients de A, B, dépendent linéairement de ¢.

. . o . . ! b
tionsoitalgébrique et rationnelle. Ramenonsd’abord ( en posantu, = u + ;;)
\

I'équation a la forme

(7 %g = aqu®+c,
P.
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Ol cncore
du aut+4-y
T s

Z TP

%, 3, v ¢lant des polynoémes qui n’admettent pas un facteur commun.

Les seules valeurs de 5 pour lesquelles une intégrale puisse élre indéter-
minée sont les racines { du polynéme B, et la valeur 5 = =, si le degreé de 3
ne dépasse pas d’au moins deux unités les degrés de o et y. Ces points sont
aussi les seuls points critiques possibles des intégrales, car, pour tout autre
point z,, une intégrale « prend une valeur finie #, ou devient infinie @ dans
le premier cas, « est holomorphe dans le domaine de =, dans le second cas

1 . . . . . . .
- est holomorphe. Pour que I'intégrale soit une fraction rationnelle, 1l faul

donc et il suffit que les points T ne solent, pour aucune des intégrales, des
points de ramification ou d’'imdétermination. On peul ramener I'équation de
Riccati & une équation linéaire ct appliquer les conditions donmées par
M. Fuchs pour que les points singuliers possibles des intégrales soient alge-
briques; on peut aussi faire la discussion de la maniére suivante, en <"ap-
puyant sur les résultats de MM. Briot et Boucuel.

Soil 7, un des points {, =, est le pole au moins d'une des deux fouctions «
et ey en prenmier lieu, si 3, est un pole d'ordrem de « (3), Cest un séro au

. . cN o 3e 1 .
moins d’ordre (m — 1) de u(z); car, si Pon pose v = u, + — (u ¢tant une
\ -

< . . " - . dv

intégrale quelconque), la fonction ¢ vérifie I'équation — I 2au .
: az

et imtégrale de cetie équation ¢tant par hypothése une fraction rationnelle,

le produit 2au, doit ¢tre la dérivée logarithmique d'une fraction ration-

nelle, et ne peut admettre par suite que des poles da premier degre. Mais

5, estoun pole dordre m de a(z) : done w, doit conlenir en facteur

(s — 5,)""". Faisons pour abréger I'éeriture =, = o, et posons
a(z)yz"=A(s). w(s)==z"m l¢(z)

[A(3) et e(5) sont holomorphes pour 5 = o, et A ne sannule pas avee z|.
La fonction ¢ vérifie I'équation

de A(z)32m-D— (m—1)32m=N ¢ poe(z)zm

—(E - Z2m—1

Pour = = o, ¢ a par hypotheése une valeur finie, ainsi que sa dérivee, ce qui
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exige que ¢(3) conticnne le facteur s au moins & la puissance (m — 2).
Ainsi tout pole d’ordre m de a(:-) est zéro au moins d’ordre (m — 2) de

c(3). Silon pose C(= )_

7, Péquation précédente devient

Ill

de  A(z)er—(m—1)¢ + C(3)
dz z ’

De méme, tout pole d'ordre m’ de ¢(z) est pdle d’ordre (in" — 1) au moins
de toute intégrale et zéro d’ordre (m' — 2) de a(z).

Cette remarque faite, considérons d’abord un péle simple z, de A(z): =,
ne saurait étre un pole de ¢( =) d'ordre plus grand que 1, sinon, d’apres ce
qui précede, a( z,) serait fini. Posons encore, en faisant = = o,

A(s)=az, C(s)=r¢cs,

A ct C sont holomorphes pour = = o, et A ne s’annule pas avee z. Iéqua-
tion peut s’éerire

du  w[A(0) + A (0)+... ]+ C(o) +<sC (o) +. ..
d= <

, quand 3 tend vers zéro, « tend vers une valeur ug, le svstéme z = o,

= u,, annule nécessairement le numeérateur du second membre <u(, ne
. . . ., . , I ..

peut ¢tre mfinie, car, dans 'équation transformée en — = le cocflicient

différenticl est infini pour = = o0, ¢ = o, puisque A, nest pas nul). Toules

les intégrales doivent donce tendre vers une des valeurs = /—— quand =

tend vers o et ¢ire holomorphes dans le voisinage de ce pomL Désignons

—C . .
par 4+, = —|—\/— \ * celle des deux valeurs du radical dont le produit par
-9

A, asa partie réelle positive. St # tend vers — «,, on pose

/Co
—_-— -+ 3

A,

la fonction ¢ s’annule pour = = o et vérifie I ¢quation

— 2;\0110c-'—i—s<C'0 #) + ...

i ]

[ Qpe—

Z
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La partie réelle du coefficient de ¢ étant négative, I'équation n’admet
(qu’une seule intégrale ¢, (5) s'annulant avee z, et cette intégrale est holo-
morphe pour s = o. Toutes les intégrales u(5), sauf 'intégrale

= — g+ vy (3),

. /—C
doivent donc prendre la valeur u, pour = = o. Posons « = + \/T" -+ .
Ag
Toutes les intégrales (sauf une) de I'équation
A'oCo> .
A, o le+ps+.

2Ag Uy + 5 <C’0 —

| R

¢

doivent s’annuler et étre holomorphes pour s = o. Pour qu'il en soit ainsi,
il faut d’abord, d’aprés un théoréme de MM. Briot et Bouquet, que /2 coe /-
ficient de ¢, + 2y— N\, G, soit un entier positif ny de plus, si n =1, le
coctlicient de 3, u. = C — ‘Aif‘)
cient de ¢ de (22— 1) unités, en posant

» dott étre nul; sinon on diminue le coeffi-

V= (05 et L, ) - sy

€y, 2y -+, 0oy Teprésentant les valeurs pour z = o des (7 — 1) premicres
dérivées de ¢(z), valeurs qui sc calculent en différentiant I'équation

’ ¢ )
s¢l—de4+us+...=o e R L
] ’ T

L’équation se ramene ainst a la forme

WA s

=

w' =

1l faut que N\ soit nul. Quand ces conditions sont remplies, =i I'on pose
w = (3, 'équation devient

dt 21 . [N
M, N, P étant holomorphes pour 5 = o. On voit sans peine que, dans le cas
actuel, la condition X' = o exprime que D[ A (z) () + C( )] s’annule pour
s = o, u,(3) désignant le polyndéme (u,+ 0,3 4+ ¢,3%-+... + ¢, 3" ).
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QQuand les deux conditions précédentes sont remplies, Péquation (7) se
ramcéne a la forme (8) par la transformation u = u,+ t3*. Pour 5 = o,
aucunc intégrale {(z) de l'équation (8) ne peut étre indéterminée; si
unc intégrale £(z) tend vers ¢, elle est holomorphe pour z = o, ainsi que
la fonction « correspondante; si ¢(=) tend vers l'infini quand s s’annule, on

I S . s . .,
pose £ = 4, ct F'on voit que I'équation en § admet une intégrale ct une seule

s'annulant avee 5 : cette intégrale correspond a la fonction u, qui prend la
valeur — u, pour 5 = o. Les conditions énoncées sont donc nécessaires el
suffisantes pour que 5 = o soil un point ordinaire de ().

Le raisonnement suppose C, différent de o3 mais, si C, =0, I'équation (7)

du + ¢u .. . ,
est de la forme = o= ‘i——;- Le coefficient de @ étant nul dans le

second membre, I'équation ne peut admettre qu'une intégrale holomorphe
ou algébrique au point 5 = o. Ceci revient & dire que tout pole simple de
a(3) est pole simple de ¢( =), et réciproquement.

Il importe de remarquer que les deux conditions trouvées peuvent se vé-
rifier par des opérations purement algébrigues, alors méme qu'on ne con-
nait pas les racines de B(z) =o. Soient §, = o I'équation qui donne les racines

simples de 8(3), =z, unc de ces racines; on doit avoir d’abord 4C, Ay = —n?
, ) " SN ~ n - _ _ (z —35))a
(n ¢tant un nombre cntier); A(z) désigne (35— 3,) < a(s) ou ——3‘0—
~ e 3 —35)y(5), .
et CG(z) désigne —f“é’/—, par suite,
x(30) . 7(50)
A= Co= < .
! ,3/(30), ’ 3'(50)
Posons
. 12(35)7(3)
G ) - = YR
© 5%)

La transformée en { de 'équation 3, = o doit n'avoir comme racines que
des nombres entiers carrés parfaits, ce qu’on reconnait par des opérations li-
néaires qui donnent ces racines. Soit 22 I'une d’elles. Pour { = n2, les poly-
némes 3,(z) et n232(s) + 4a(s)y(s) ont un plus grand commun divi-
seur dont les racines doivent vérifier la condition

D2l (50)A(50) + C(z0)] =o.

Les valeurs pour s = 5, des dérivées successives de A et de C s'expriment
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linéairement cn fonction des coefficients de «, 3, v, comme le montrent aus-
sitot les identités

A(zo) +A’(50)(3—50) +...= %+ 0;0”(5-—50)_‘__ ..

2

Il

C(z0) + 0 (30)(5—356) +. ..

De plus, les coefficients de u, s'expriment lindairement en fonction de A

0

ALAL L CL G, quand la premiére condition est salisfaite
It
Uy — —
0 A . ’
AL

C 00
0 '
(o — I[’ — *AO i 1 ! %y 70
1 — pa— fRom— - b
0 n—i (n—1)p, Vo o

Q

et ainst de suite. La seconde condition s'éerit done H(z,) = o, H ¢tant un
polynome dont les coefficients se calculent linéairement & 'aide des coceffi-
cients de o, B ct y. Il faut que H(3) soit divisible par B,(s), ce qui se vérifie
encore par des opérations purement algébriques.

Passons au cas ot le point z, est un pdle d’ordre m de «(z). Nous avons
dit que =, est alors zéro au moins d'ordre (m — 1) de u (), et que par la
transformation # = ¢3”* (nous faisons 3, = o), I'équation (7) devient

, A —(m—1)e +C(3)

[ S —— E

A el C étant holomorphes pour = = o, et A ne s"annulant pas avee z.
Fn raisonnant comme plus haut, on voit que ¢ doit prendre pour = = o
. T N 7 A o
, ) . - m—1i= s+ \(m—1)?— A, .
une des valeurs ¢, ¢, de T'expression U = \; \ L v sl
o

on pose ¢ = U + w, I'équation devient

i — Y {i\/(};z—l)‘l—_’;AOCO—}—p: +LLY] _ vt ps

Kl

La discussion précédente montre que V(im —1)*—4A,C, doit ¢tre un en-
tier positif z, et que de plus la dérivée nieme de | Aol + C(z)] doit ¢tre nulle
pour z==o0, ¢, désignant le polynéme ¢,+ ¢,z + ... + ¢, 37", ou
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(m-—1)+n . Y
Fy = —2—8——, et ou ¢,y ¢,, ..., ¢,_, sont les valeurs de «', w”, ... cal-
N 0

culées, pour = = o, w == o, cn différentiant'équation
= N e T -

(Quand ces conditions sont salisfaites, toutes les intégrales sont holomorphes
pour = = o ct prennent en ce point la valeur ¢,, sauf une seule qui prend la
valeur ¢.

On obtient des conditions analogues pour les poles d’ordre m' de C(s)en
. ' 1 < . . v .
raisonnant sur la transformée en - Ces conditions se vérifient par des opé-

rations lincaires, alors méme qu’on ne sait pas résoudre I'équation qui donne
les racines d’ordre m de 3(z). knfin, si le point 5 =2oc est un point sin-
gulier, on rentre dans les cas précédents a aide de la transformation

| —

Nous voyons (u'en somme on peut reconnaitre, par des opérations pure-
ment algébriques, si Uintégrale de ’équation de Riccali est une fraction
rationnelle, et dans ce cas Uintégrale s'obtient elle-méme par des opéra-
tions linéaires.

Si les deux condilions précédentes sont satisfaites pour Lous les points Z,
sauf pour un scul point z, (le point =2, par excmple), Pintégrale de équa-
tion ext uniforme, et le point 3, est nécessairement un point essentiel de
I'intégrale. Plus généralement, les conditions nécessaires et suffisantes pour
que Fintégrale soit une fonction uniforme n’ayant dans le plan qu'un point
essenticl sont les suivantes : les coefficients @, b, ¢ ont au plus un point es-
senticl (qui leur est commun), le point == par exemple, et les deux condi-
lions ¢noncées sont salisfaites pour tous les poles T du coefficient différen-
tiel. Si les fonctions a, b, ¢ sont algébriques, ces conditions doivent ¢hre
satisfailes pour tous les points I, sauf pour un seul.

kin particulier, si le coefficient différenticl est une fonction périodique de
3, il suffit de vérifier les conditions pour les points = situés dans la bande du
plan comprise entre deux droites, perpendiculaires au segment qui repre-
sente la période et passant par ses extrémités. De méme, st le coefficient est
doublement périodique, il suffit de vérifier les conditions dans le parallélo-
gramme des périodes. On peut chercher aussi a quelles conditions I'inte-
grale est elle-méme périodique @ on voit qu’alors le coefficient doit étre une
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fonction de €*%; il suffit de poser ¢**=1¢, et de chercher si I'intégrale cst
fonction uniforme de 7.

Ce qui précede permet de résoudre trés facilement la question suivante :
Troucer les équations de la forme

(1) u="F(z,u")

(ot ¥ est uniforme en = el en '), dont Uintégrale générale est uni-
Sorme.
Différentions cette é¢quation par rapport a 53 il vient

= oK 1w -+ oF
ol ds
ou bien
,  JF
" —=—
(2) u' = T .
o

Si u(z) est uniforme, il enest de méme de ¢/, etinversement, sil'intégrale
«’ de (5) est umforme, I'intégrale «( =) de I'équation proposée est uniforme,
puisque zz=1'(z, ") (). Hsuffit donc d’étudier I'équation (2) dont I'intégrale
Avr+B

eénerale doit éire de la forme ¢/ = ————
: Ce+D

- Je dis que ¢ ne saurait figurer
.

, . S A/e+B o
au dénominateur; autrement, on pourrait écrive ' = t(( - l)‘l » B, diffe-
- !

ant de D, et D, n'étant pas une constante. Soit 5, un point ueleonque,
pour lequel aucune des fonctions C, B— D,, D) ne sannule. Si

o —=— 1)1(50),

(1) Cette remarquc cst générale : soit f(u', u, 3) = o une équation ot f est un polynime

en u et une fonction uniforme de «' et de s. Différentions-la par rapport a z, et ¢limi-
nons ¢ entre f = o et 0—/1 = 0. On obtient une équation f,(u", i, 5) = o0, de méme degré en
5

¢ que fen u. SiVintégrale de cette équation est uniforme, il en est de méme de Uintégrale
de f=o0; car u = fu' ds+ ¢, et ne peut présenter que des points critiques logarithmiques,
ce qui est impossible, puisque © dépend algébriquement de fonctions uniformes de ' et
de 5. Si u' admet p valeurs, u admet ¢galement p valeurs. 1L n’y a d'exception que si f
ne contient pas u. De la découlent plusicurs conséquences : ainsi le logarithme d’une fonc-
tion uniforme ou algébrique ne peut vérifier Péquation f = o, sauf dans le cas ot f ne con-
ticnt pas u.
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la fonetion u'( 3, v,) peut se développer ainsi

(s, vy) = a4 b(s—30) ...,

=
Pt

~0

L w’étant pas nul, et l'intégrale fu'(z, ¢,)dz présente un point logarith-
mique, ce qui est impossible. L’é¢quation (2) doit par suite étre linéaire, et
son intégrale u’ est égale &4 ¢H'(z) + G'(z). Quant a l'intégrale u(z), clle
est de la forme

w(z)y=vH(z) + G(z) +~P(v).

En définitive, pour que 'équation = F(z, ") ait une intégrale généralc
., OF

[ ——

uniforme, il faut et il suffit que le quotient "Ti soit un polynéme du pre-

du'
mier degré en @/, au + B, et que 'équation u” = au’+ 3 ait son intégrale
uniforme.

8. En employant le méme raisonnement que plus haut, on montre que si
I'intégrale d'une équation F(#', u, z) = o (ot I¥ est un polynéme de degr¢
p en «' ct une fonction uniforme de z et de z) n’admet pas plus de n valeurs,
cette intégrale peut se mettre sous la forme f( 3, u, ©,) = o, fdésignant une
fonction uniforme de z et un polynéme de degré np en « et u,. En tenant
compte de la remarque que nous avons faite & la fin du paragraphe précc-
dent, on en conclut que si I'intégrale d’une équation F(«', u, 5) (ot F est
un polyndme, soit en u, soit en #’, a coefficients uniformes) n’admet pas
plus de n valeurs, F est nécessairement un polynéme en « et en «’, ou que,
du moins, I'équation peut se ramener a une équation de cette forme. Pour
de telles équations, M. Fuchs () a indiqué a quelles conditions I'intégrale
générale n’a que des points critiques fixes. Allant plus loin, M. Poincaré (*)
a montré que, lorsque les conditions de M. Fuchs sont satisfaites, I'é¢quation
se rameéne dune ¢quation de Riccali, si la relation entre @’ et « (ou on laisse
z constant) est du genre o; elle se rameéne 4 des quadratures, si cette rela-
tion est du genre 1, ct elle s'inteégre algébriquement si le genre est supéricur
a l'unité. L’étude des cas ot 'intégrale de 'équation F = o est uniforme est

(1) Sitzungsberichte de U Académie de Berlin, 26 juin 1884.
(2) Aeta mathematica, t. VI, 1885.

P. 8
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ainsi compléte. On peut, sans faire intervenir le genre, donner les conditions
qu'il faut ajouter a celles de M. Fuchs pour que I'intégrale soit uniforme, en
suivant une méthode analogue a celle de MM. Briot et Bouquet pour le cas
particulicr ot 3 n’entre pas dans F explicitement. Pour le moment, nous
nous bornons & ¢tudier un cas particulier du probleme traité par M. Poin-
caré, ce qui va nous conduire & une généralisation du théoréme de M. Her-
mite sur les équations F(«', u) = o, ot I est un polyndme en o’ et u.
Jenvisage une équation de la forme

(1 A(u'yu,3) - UB(d,u,z)=o,

ou A et B désignent deux polyndmes en «’ et deux fonclions uniformes de «
ctde z, et U une fonction algébrique définie par la relation ieréductible
I°(u, U) = 0. On peut toujours supposer que la relation (1) est irré-
ductible, c’est-a-dire que A et B n’admetient pas de factcur commun
Y(w', u, 5). On obtient I'¢quation différentielle sous sa forme ordinaire
JS(«',u, 5) =o0, enremplacant, dans I' = o, U par — l—§ Les théoremes
¢noncés au n° 5 s'appliquent & cette équation.

Si une intégrale u = ¢(5) est uniforme dans 'espace ot clle existe, elle
existe dans tout le plan, et n’y admet que des points essentiels. Il en est de
méme de @' = ¢(5). De plus, si 'on remplace, dans A et B, « ct &' par 7 ct
', aucune des deux fonctions ne peut étre indéterminée, quel que soit 35 au-
trement pour z = (=), la fonction &’ définie par (', u, z) = o est indé-
terminée, et 'on ne peut dire que ¢ est unc intégrale de £ = o. 1l est impos-
sible ¢galement que A ou B soit nul, quel que soit 5 pour u = 2(z),
autrement la relation F(u, U) = o serait vérifice, quel que soit u, par
. = o0, ou U =9=. Mais il pcut arriver que A ct B soient nuls i la fois pour
toute valeur de =z : la fonction # = ¢(5) vérifie alors la relation y (=, u)= o
obtenue en éliminant #’ entre A = o et B = o. En conséquence, st I'équa-

tion admet unc intégrale uniforme ne vérifiant pas la relation 7 = o, la fone-
. - —A(d, 0,3 . . . . .
tion U = Bl o) if ' )) est une fonction uniforme de =, qui ne saurail pre-
9,3

senter de coupure, puisqu’elle dépend algébriquement de ¢ (=) el que u (=)
n'en présente pas. D'aprés un théoréme bien connu de M. Picard, les coor-
données u et U de la courbe algébrique IF = o s'exprimant en fonctions uni-
formes ct sans coupures d'un parameétre =, la courbe est du genre o ou 1.
Iintégrale générale de (1) ne peut étre uniforme que si le genre de
I'= o ne dépasse pas Uunité.
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Envisageons maintenant une équation G (#/, u, 5, U) = 0 ot G est un po-
lynéme en ' ct en U dont les coefficients sont uniformes en « et z : on peut
toujours supposer que U n'entre dans G qu'au degré (n — 1), n étant le
degré de I en U. L’équation s’obtient sous la forme ordinaire en éliminant
U entre les relations G = o, F = o. Pour tout systtme u,, u,, 5, vérifiant la
condition f = o, les équations G = o, I = o ont une racine commune, ¢l
en général une seule, qu’on obtient en fonction uniforme de u), u,, =,.

1'\(":3, Uoy 59) U —|—B(ll’0, Ugy 59) = O.

Le raisonnement fait plus haut s’applique encore ici, 4 moins que, pour
u=15(3), "’ =29'(s), A et B ne soient nuls identiquement. On peut donc
énoncer ce théoreme : St I'équation proposée admet une intégrale parti-
culicre uniforme u=3(3), la relation ¥ = o est du genre o ou 1, i
moins que, pour v = 3(3), 1'=¢'(z), les deux équations en U, F=o,
(+ = o, n"aient plusicurs racines communes, quel que soit z. Sil'on exprime
que I' = o0 et G = o ont deux racines U communes, on obtient d’ordinaire
deux relations distinetes en ¢/, u, = et, en éliminant «' entre ces deux rela-
lions, une certaine relation Y (=, ) = o entre s et z. On peut toujours v¢-
rifier si cette relation définit une fonction uniforme satisfaisant a I'équation
différentielle. Quand 4 (3, #) = o se réduit & une identité, quels que soicnt
= et u, pour une valeur de «’ vérifiant la condition f= o, les deux équations
(i =0, I'=0 ont plusicurs racines communes. Nous écartons ici ce cas
particulier qui demande une discussion spéctale. Dans tout autre cas, l'in-
tégrale générale de I'équation ne peut étre uniforme si I = o est de genre
supérieur a 1.
Considérons de méme I'équation

(2) G(uyu,z,U0,0,...,U0,,),
ou G est un polynéme en «’, U, U,,..., U,_,, et U, U,, ..., U,_, des fonc-
tions algébriques de « définies par les relations
(3) F(u, U)y=o, F,(u,U))=o0, ceey F,_i(u,U,_;)=o0.
L’équation différentielle s'obtient sous la forme f'(«/, u, 5) = o en ¢liminant
U. ..., U, entre lesrelations (2) et (3). Pour tout systéme ), u,, =, vé-

rifiant la condition f = o, les ¢quations simultanées (2) et (3) n'ont en gé-
néral qu'un systéme de solutions U, U, ..., U,_,, qui s’expriment linéaire-

ment en fonction de ), u,, z,- On cn conclut que si I'intégrale v = ¢ (=)
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est uniforme, U, U, ..., U,_, sont des fonctions uniformes de z sans cou-
pures. Les relations qui lient U; a u et celles qui lient U; a U; sont, en
conséquence, de genre o et 1. Ceci suppose toutefois que pour v = 4(z),
w'=9'(3), les équations (2) ct (3) n’admettent pas plusieurs solutions
communes quel que soit .

Le théoréme s’applique aussi bien si, dans I'équation

G(uyu,s5,0,...,U,),

U, U, ..., U, sont fonctions algébriques, non plus de u, mais de «'; car
si #(z) est uniforme ct sans coupure, il en est de méme de ¢'(5). Quand G
est un polynéme en v, U, U, ..., U,_,, et unc fonction uniforme dec «’ et de
=[U, Uy, U,_, vérifiant les relations F,(«/, U;) = o], on élimine u entre

. G . ' . dG;
G=oct % =0, en remplacant dans cctte derniére équation - par
I ()F,' ” . . . r .
— 5¥F g &+ On obtient ainsi une équation
()[Y,

G (', 5, 0,0, ..., U,.y)=o0;

st une intégrale u(z) est uniforme, «'(z) est uniforme, ct le théoréme
¢noncé s'applique & I'équation G, = o: les relations IF;= o sont donc du
genre o ou 1.

Enfin, si U, U,, ..., U,, sont fonctions alg¢briques de s, I'équation
n'admet d'intégrale uniforme « = ¢(z) qu'au cas ou U, U,, ..., U,_, sont
rationnels en z, & moins que, pour u=o(3), u'= o'(3), les équations
Fi(z, U,) = 0, G = o n"aient plusieurs solutions communes.

Sous sa forme la plus générale, le théoréme peut s'énoncer ainsi. Soit

(3) Gy u,5,U, .Uy, Voo, Vo, W, W, ) =0

une équation différentielle ot G est un polynéme en &’ (ou en ), et en V,,
Vi Wit Uy, Vi, Wy sont respectivement des fonctions algébriques de w,
de «’ et de 5, définies par les relations

( (e, U, ..., U, ) =o, $p(e,V, ., VY=o, ve (5, W, W, ) =o.

Quand une intégrale u = () de cette équation est uniforme, les NV,
sont des fonctions uniformes de z, et les relations quilient U;a U; ou a
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u, V;a V;, oua v, sont du genre o ou 1 [d molns que, pour u = %(3),
u' = ¢'(z), le systéme d’équations (3) et I'équation G = o n’aient, quel que
soit 7, plusieurs systémes de solutions communes]|. Si l'intégrale générale
de G = o est uniforme, les conditions précédentes sont remplies, & moins
que, pour tout systéme z,, u, et pour une valeur u, vérifiant la condition
S(uy, uyy 5,) = o, ledit systéme n’admette plusieurs systémes de solutions
communes, ce quon reconnait sans peinc par des opérations purement al-
gébriques.

Revenons a I'équation G(«', u, z, U) = o, ou U vérifie la relation algé-
brique F'(u, U) = o, ct supposons que &' n’entre qu’au premier degré dans
G. Sil'on écarte le cas exceptionnel indiqué, on sait que l'intégrale géné-
rale de I'équation ne peut étre uniforme que si la courbe F = o est du genre
o ou 1. Admettons que cette premiere condition soit satisfaite, et cher-
chons le cas ot cette intégrale est effectivement uniforme.

La courbe I = o étant du genre o ou 1, ses coordonnées z et U peuvent
s'exprimer en fonction rationnelle et algébrique d’un paramétre ¢ et d’'un

radical du quatri¢cme degré en ¢, yR(?),

w=A(0) + VR(OB(2) = 9(0),
U = C(6) +-VR()D (£) = b(2),

et cela de telle sorte qu'a tout point (u,, U,) de la courhe ¥ = o ne corres-
ponde qu'une seule valeur de ¢,

t—=y(u, U),
7 ¢tant rationnel. Supposons « et U exprimées en fonction uniforme de = :

u=0o(s), U=di(5);
on a
t=y(od)=g(5):
¢ est donc fonction uniforme de . Si I'on pose u = ¢(¢), I'équation a la-
quelle satisfait la fonction ¢(z) a son intégrale rationnelle, en méme temps
que I'équation proposée. Cette ¢quation est de la forme (en remplacant u
ct U en fonction de ¢),

£'=M(t,5) +N(¢ 5)VR(0),

M et N ¢tant uniformes en ¢ et 3. N est toujours identiquement nul, si
F = o est du genre o; et le fait peut aussi se présenter quand la courbe est
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du genre 1. Dans cette hypothése, 'équation se réduit a
' =M(4, =),

et M doit étre un polynéme du second degré en t. On se trouve ramené i
I'équation de Riccati dont la discussion a été faite précédemment. Silinté-
grale de cette équation est uniforme, on peut ’écrire

co+h ) thy— h
= ——— ou bien —_— = - )
Coy -+ Ry gy, — g

Zy &1y Iy by étant uniformes. Quand la courbe I' =0 est du genre o,
u = ¢[#(z)] est toujours uniforme avec 7(z); il en est de méme chaque fois

uc «(?) ne dépend pas de VvR(7). Au cas contraire, « n’est jamais uni-
q Y P P ’ J

formej il faudrait pour cela que \/R[#(z)] fut rationnel en z, et, par suite,
co4h
og1 I
des racines de multiplicité paire [§ désigne une des quatre racines Z,, ¢,, ¢,
Gh,— h
baoy—g
multiples pour toute valeur de ¢, et, comme on n'a pas identiquenment

h ‘e A Lo . L Ghy—h
= ;- =10, la condition ne peut étre vérifice que si la dérivée de /- —=
1

ue chacune des équations 0 = n’'efit pour toute valeur de ¢ que
p

l; de R(2)]. Ceci exige que les racines de I'équation — ¢ = solent

s
&1 bgr—g
est nulle 1dentiquement, c'est-d-dire si cette fonction est une constante
A
toute autre valeur de ¢, ¢(z) ne prend pas la valeur 6. Mais ceci ne peut

avoir lieu pour les quatre valeurs de §, autrement des fonctions uniformes

cgh
g4 Ry
leurs ¢,, ¢,, 1,, t;, ce qui est en contradiction avec le théoréme de M. Picard
sur les zéros des fonctions uniformes. On voit donc que st N est identique-
ment nul, il faut et il suffit, pour que u(z) soit uniforme, que la fonction
1(z) soit elle-méme uniforme et que u =< (1) ne renferme pas vR(1).
Traitons maintenant le cas oi N n’est pas identiquement nul; I = o est
alors du genre 1. La fonction 7 vérifie 'équation

— ¢,. Pour ¢ =9, ((3)= est constamment ¢gale a 0, et pour

(sans coupures) ne prendaient dans le plan aucune des quatre va-

) = M(1,5) - N (6, 2) (.

D’aprés la remarque faite au début du paragraphe, quand l'intégrale ¢ est
uniforme, M et N sont des fonctions algébriques de ¢. Si Pon observe que ¢

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



SUR LES LIGNES SINGULIERES DES FONCTIONS ANALYTIOUES. 63

ne peut figurer au dénominateur de M et de N, et que la méme condition
oA . ' . 14 1 .
doit ¢tre remplie pour 'équation transformée en > on voit que M est un po-

lynéme du second degré en ¢, et N une fonction de z seulement (ceci résulte
d’ailleurs des conditions de M. Fuchs). D’autre part, si § désigne une racine
de R(¢) = o, 0 doit annuler M(9, z), quel que soit =. Soit, en effet, 5, unc
valeur de = pour laquelle M(#8, z) et N(z) sont holomorphes, et considé-
rons une intégrale ¢(z), égale a 6 pour z= z,. Si celte intégrale cst uni-
forme, eclle est holomorphe, ainsi que ses dérivées, au point z,; or, quand on
N(z0) ¢'(=0)
VI(Z)
peut donc étre finie pour z = 3, que si £'(z,) est nulle, ce qui exige que
la quantité M(0, z,) soit nulle; mais M (7, z,) est du second degré en ¢, et
ne peut s’annuler pour les quatre valeurs de 0, a moins d’étre identiquement
nul; comme ceci a lieu quel que soit z,, M(¢, z) est identiquement nul. 1.°¢-
(quation (4) doit donc se réduire 4 la suivante :

calcule 77, on voit que ¢ = a + > o étant une quantité finie; ¢” ne

dt . S
ou bien
d_t = N(s)d=z
vE()

ou enfin
t=sn({+ C),

{ désignant l’intégralef N(z)ds et C une constante. Clest le résultat

obtenu par M. Poincaré dans le cas général ou la relation F (¢, u,3) =0
(entre ' et u) est du genre 1.

Dans lec cas actuel, la fonction N(z) étant rationnelle, les diverses valeurs
de T en un point 5 sont de la forme | (z)+2mica +2m'inb+... (acl
b ¢lant des constantes). Soit 2iww, 2:ww les périodes de sn(z); pour que
t =sn({ + C) soit uniforme, il faut et il suffit que tous les résidus de N
solent ¢gaux a mow + pw’ (n et p désignant des entiers quelconques) : la
fonction en({ + C) dn({ + C) est alors uniforme, et par suite I'intégrale
u(z)=2g[sn({ + C), en({ 4+ C)dn(l + C)].

La discussionprécédentes’applique aussitotal’équation G («', u, 5, U) =o,
ou G est un polynéme en U et en u (du premier degré en «) et unc fonction
uniforme de u’ et z, U dépendant algébriquement de «': F(w/, U)=o0.1l
suffit de différentier 'équation G = o par rapport a z, ct de remplacer
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o¥

% par — u’ %’;—/; pour ramener 'équation a la forme «” = G, («, z, U). On
at’
retombe sur la question précédente.

Les théorémes sur lesquels nous nous sommes appuyés ont encore de
nombreuses applications. Mais j’abandonne ce sujet pour le moment, ct j’ar-
rive & I'étude des conditions qui expriment qu’une fonction est continuable
au dela d’'une ligne analytique.

9. Conditions pour qu’une fonction soit continuable au deld d’une
ligne analytique. — Nous avons démontré que la condition nécessaire ct
suffisante pour qu’unc fonction uniforme F(z) soit continuable au dela
d'unc coupure L est qu’il existe une fonction f(z) définie de I'autre coté de
L et prenant sur L les mémes valeurs que F'(z). Quand la ligne L est ana-
Iytique, la condition prend une forme plus simple.

On sait quune ligne analytigue est une ligne telle que ses deux coor-
données x et y soient fonctions analytiques d’un paramétre ¢; autrement dit,

pour tout point (x,, y,) de la courbe (sauf pour certains points formant une
suite ponctuelle), x et y se mettent sous la forme

2—xo= (L — &)+ a(t— ) +. ..,

Y—ro=bi(t—t)) + by (Lt — L) +. ..

les deux séries convergent pour des valeurs de (¢ — ¢,) suffisamment petiles.

Remplagons ¢ par =~ =1+ ¢ (les deux sérics convergent cncore), ct po-
SONS

s=x+ly=o(l+ D)+ id(t+ 1) =G(<);

s est une fonction analytique de =, et réciproquement la valeur de < égale a ¢,
pour s = 3, est fonction analytique de 55 = = G,(3). A un segment AB d¢
L. correspond un segment de Paxe O¢, & des points 5 voisins de z, et situds
de part et d’autre de L correspondent des points = voisins de ¢,, de part et
d’autre de O¢, ct inversement.

Soit f(5) une fonction uniforme définie du c6té C de L et qui admet cette
ligne pour coupure. Si f(z) est continuable au dela de L, il existe une fonc-

tion F(5) coincidant avec f(z) du coté Cde L, et holomorphe dans le voisi-
nage d'un segment AB de L. Si 'on pose

SIGEN=/1(=),  FIG()]=Fi(2),
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la fonction I, (<) prolonge, au dela de O¢, f,(<). Quand f(z) est conli-
nuable au delacde AB, £, (=) est done continuable au dela de O¢, et inverse-
ment. Pour v = ¢ (¢ ¢tant réel et voisin de ¢,), f,(=) doit prendre une suite
de valeurs £, () quisolent les valeurs pour ¢ = o d'une fonction F, (¢ + £'7),
holomorphe dans le voisinage de ¢,. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit
que f,(1) soit développable en série de Taylor pour des valeurs de | ¢ — ¢, |
suffisamment petites. Nous arrivons ainsi & la conclusion suivante : pour
que f( =) soit continuable au dela de AB, il faut et il suffit que f(z)
prenne sur A une suile de valeurs f,(t), fonction analytique de 1.
Ajoutons que toute fonction analytique £, (¢) peut étre regardée comme re-
presentant les valeurs sur AB d'une fonction analytique f(3) = f,[G,(3)],
définie de part et dantre de ADB.

On peut donner a la condition une forme encore plus simple, idiguée
pour la premiere fors par M. Schwarz (').

Pour que la fonction f( =) définie du cété C de AB soit continuable au
dela de AB, 1l faut et il suffit que sa partie réelle P (ou sa partie imagi-
naire Q) prenne sur AB une suite de valeurs P (), fonction analylique
det.

Supposons dabord que P(x, y) s'annule le long de AB. Posons, comme
plus haut, z = G(¢), et

ST = /i),

ol f, désigne aussi une fonction analytique de <. Pour que f(5) soil conti-
nuable au dela de AB, il faut et il suffit que la fonction f, (7 + 7'1) soil con-
tinuable au dela da segment A, B, de I'axe réel O¢. Soit

=000 =P, )+ iQ.(¢, t).
Par hypothese, P, sannule sur O¢le long de A, B, ; mais la fonction
— Py, — )y +iQ,(¢,— 1)
est une fonetion analytique de =,
So(2Y=Py(, ')+ 7Qa(¢, 8.

Pour des points = symétriques par rapport a O, ¢ + 04, t-- 7, les fone-
tions Q, (¢, ), Q,(t, — t') coincident; et, d’autre part, on peut prendre ¢/

(V) Monatsberichte de U’ Académie de Berlin, octobre 1870.

P. 9
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assez petit pour que | P (¢, )|, | P,(¢, — )| soient inféricurs & tout nombre
donné ¢, quand le point ¢ déerit A, B,. I en résulte que les deux fonctions
Si(7), f2(7) se raccordent le long du segment A, By, et que £, (=) prolonge
fi (7).

Passons au cas ot P (i, y) prend sur AB les valeurs P, (¢), P,(¢) ¢tant
une fonction analytique de ¢.

Soit encore 5 = G (7). Inversement, = = G, (s). La fonction

P, (z) = ¥(s)

est unc fonction analytique de =z, définie de part et d’autre de AB, et dont la
valeur le long de AB est égale a I’,(¢); la fonction f(z) — @(3), dont la
partie réelle s’annule sur AB, est continuable au deld de ABy il en est de
méme en conséquence de f(z), somme de deux fonctions continuables. La
proposition est donc démontrée.

Ces deux théorémes perniettcnt de discuter plusicurs classes de cou-
pures.

10. En premier licu, considérons les fonctions
~1 = O (: )v

qui représentent d’une maniére conforme un espace S sur le demi-plan des
3, situ¢ au-dessus de axe des @,. La condition nécessaire et suffisante pour
que ¢( 7) soil continuable au deld du contour s de S, est que ce contour sorf
Sormé de lignes analytigues.

La condition est nécessaire; car, si ¢(z) est continuable au dela d'un seg-
ment AB de s, inversement 5 = 7, (z,) est continuable au dela de Oz, ; les
points 5 de AB vérifient done I'équation 5 = %, (e,), otz est réel, el ou o
est une fonction analylique de x5 AB est par suite une ligne analytique.

La condition est suffisante; car, AB étant une courbe analytique, comme
la partie réelle de o(s) s'annule sur AB, o(z) est continuable au dela
de AB.

Quand une partic sculement s* de s est une ligne analytique, (=) est
continuable au dela de s’ et admet le reste de s comme COUPUTC CR8C11-
tielle.

S1 tout le contour s est analylique, il convient de distinguer plusicurs
cas :

1° Pour tout point (i, y,) de s, & et y sont développables en série de
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Taylor (nous prenons comme parametre I'are [ de s). On dira dans ce cas
que s est formé d’'une ligne analytique régulicre. La fonction ¢(z) est
continuable au dela de s ¢t ne présente dans le voisinage de s aucun point
singulier.

2° Le développement de @ el y est impossible pour certains points
(9, 70 )3 mais pour des points 5'(x', '), z”(x", ¥"), voisins et situés de parl
et dantre de (z,, y,), les développements de = en fonction de [ relatifs,
d'une part & 3', d’autre part & 57, coincident pour des valeurs imaginaires de
! voisines de /,; la fonction analylique de 4,  + iy = 5(I) admet {, comme
point singulier; nous dirons alors que le contour s est formé d’une seule
ligne analytigue. La fonction (=) est continuable au dela de s; elle preé-
sente ces points 3, =, + L), comme points singuliers, mais n'offre pas de
coupure dans le voisinage de s.

3° Les conditions précédentes ne sont pas remplies pour tous les points
singuliers (., ¥,). La fonction (/) présente des coupures ¢ui passent par
chacun des points exceptionnels (&, ). On dira dans ce cas que s est
Jormé de plusieurs lignes analytiques : 5(3) présente des coupures exté-
ricures a s cl 'arrétant a chaque point 3'= ' + 1y,

Plus généralement, quand 5, = ¢(3) représente d’'une maniére conforme
un espace S du plan des z sur un espace S, du plan des z,, la fonction ¢(z)
est continuable au deld da segment analytique AB de s, si le segment cor-
respondant A, B, de s, est analylique; au cas contraire, AB est coupure es-
sentielle de ¢(=).

I1. Etudions maintenant le genre des coupures indiquées par M. Her-
mite et que présentent les intégrales de la forme

f" F(z,0)
— t’
A (1(5, t)
ou I¥ et (v sont des fonctions holomorphes de z, G(z, ¢) n’ayant que des
poles simples.

Nous ferons dans ce but la remarque suivante : quand deux fonctions
f(3) ct fi (=) définies du coté opposé d'une ligne L prennent le long de L
les valeurs (1), f,(1), dont la différence est 2 (7), la condition nécessaire
et suffisante pour que f(z) et f,(5) soient continuables au dela de L est
que 2(l) représente les valeurs sur L. d’une fonction analytique 4(z),
définie de part et d’autre de L.
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La condition est nécessaire: si f et f, sont continuables, f — f, est une
fonction analytique de z qui existe de part et d’autre de L et dont la valeur
sur L est ¢ (7).

La condition est suffisante; car, si la fonction 4(z) existe, la somme
fi(z) + 9(z) prolonge f(z) au dela de L.

Pour que I'énoncé soit vérifié, il faut et il suffit (d’aprés une remarque du
lemme II du Chapitre IT) que, f(3')— f,(35") tende uniformément vers
¢ (1), quand " ct 5" tendent vers un point £ de L, de part ct d’autre de L,
sur un certain chemin variant avee { d’une manicre continue. Par exemple,
on peut trouver un nombrc ¢ tel, qu'en portant sur la normale & L en chaque

point { les longueurs (3" = 15" = ¢, de part ct d'autre de £, on ait

[ S —=fi(z) —o(D)] <n

(v étant un nombre positif aussi petit qu’on veut ).

Quand la ligne L est analytique, il faut etil suffit, pour que fet f, soient
continuables, que 2 () soit une fonction analytique de /.

Appliquons cette remarque aux intégrales dont nous venons de parler, et
tout d’abord al'intégrale

e >—/ G

celte intégrale étant prise le long d'un certain chemin AB (= g({), st {
désigne I'arc de AB compris entre 7, et {3 la fonction f(7) est définie en
chaque point de AB, f(Y) = £,({). De part et dautre de AB, J(5) prend
des valeurs différentes J, (), J,(5) : quand les points 3" et 5" situés sur lanor-
male en T a AB de part et d’autre de L tendent vers ce point, J,(5') — J,(5")
tend vers 207 f(2). Si f({) est discontinue, J, et J, ne peuvent étre toutes
deux continuables au delide ABj si f(Y) est continue, on voit saus peine
que la différence J,(5) --J,(5”) tend vers 2/= /() uniformément le long
de AB, sur la normale & AB. La condition nécessaire et suffisante pour que
J, et J, soient continuables est donc que f({) représente les valeurs sur AB
d'une fonction analytique. Quand AB est une ligne analytique, il faut et il
suffit que f,(l) soit fonction analytique de [. Si, par exemple, f,({)
n’admet pas de dérivée d’ordre n, les deux fonctions J; et J, ne sont pas
continuables au dela de AB. On raménc & la précédente lintégrale

f‘f(t)( );cnposantsz(l) f(C)——— )

o
&
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Arrivons au cas plus général

“F(t,3)de

10=] TG

1y
Toutes les lignes AB, décrites par les points 5 qui vérifient I'équation
G (0, 5) = o, quand on donne & § des valeurs réelles comprises entre 7, et
t,, sont des coupures de J(z). Soit { un de ces points, { = g(0), et soit

P(t, )= % G (¢, 5); quand les points =’ et 27, situés sur la normale en { &

ABdc partet d’autre de g, tendent vers ce point, la différence J, (z") — J,(5”)

F5,8)

tend vers PO — ¢(0), et cela uniformément le long de AB, sio(0) est

continue. Lorsque J, et J, sont continuables, () représente les valeurs sur
AB d'une fonction analytique. Si AB est analytique, { = g(0) peut étre
fonction analytique de 63 dans ce cas, o() doit étre aussi fonction ana-
Iytique de 635 sinon, { est fonction analytique de , 0 = A (1), ct 2[Ah ()]
doit ¢tre fonction analytique de /.

On voit que, si I et G sont fonctions analytiques de ¢, les conditions
sont satisfaites; les deux fonctions J, et J, sont continuables au deld de AB.

Quand G(¢, ) est fonction analytique de ¢, sans que F le soit, une an
moins des deux fonctions n’est pas continuable.

La méme discussion s'applique aux coupures des mtégrales doubles indi-
quées par M. Laguerre.

12. Nous donnerons, pour terminer celte étude, quelques exemples des
principales singularités qu’une fonction peut présenter dans le domaine
d’unc coupure.

Il convient d’abord de distinguer les coupures fermdes des coupures
ouvertes. Quand une coupure cst fermée ct enclot'espace 5,1l n’y a aucun
rapport entre les deux fonctions f( ) et f, () représentées par les symboles
a lextéricur ou & U'intéricur de S. Il est facile de former, & laide d'inté-
grales ou de séries, une fonction IF(3) égale & f(5) a Pextérieur de S, et
présentant S comme cspace lacunaire, ou ¢égal dans S a une fonction quel-
conque %(3). Les deux fonctions f et ¢ peuvent admettre toutes deux le
contour s de S comme coupure essenticlle, ou comme coupure artificielle;
ou bicen, 'une est continuable au deld d'un segment s sans que l'autre le
soit. Dans le cas oll s est coupure essentielle de ¢(z), par exemple, il
n’existe, & aucun titre, une fonction qui puisse étre regardée comme le pro-
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longement naturel de (z); car les symboles analytiques peuvent associer
deux fonctions quelconques, et, d’autre part, on ne saurait trouver une fonc-
tion 4 (), telle que Y (5,) —¢(s,) tende vers o quand 3, et z, tendent vers
un point de s de part et d’autre de cette ligne; autrement, ¢ () serait con-
tinuable.

Quand 3 (=) est continuable au deld de S, la coupure s peult étre pure-
ment artificielle; 1l arrive, par exemple, que la fonction prolongée est ho-
lomorphe dans le plan.

Au contraire, soit AB unc coupure ougerte de f(z); de part el dautre
de AB, f(3) prend des valeurs différentes f,(5"), f,(5"); il est clair que les
deux fonctions ne peuvent ¢étre associées arbitrairement. De plus, si f,(5")
définie du coté G de AB est continuable au dela de AB par une fonction
2(z), les points A et B sont nécessairement des points singuliers (criti-
ques ou extrémités de coupures) de ¢ (z); autrement, 5 tournant autour du
point A, apres avoir franchi la coupure AB de C en (¥, la fonction 3(3)
prendrait, pour des points z voisins de AB et situé¢s du coté C de cette higne,
les valeurs f,(z"), de méme que la fonction f,(z); () coinciderait done
avec f,(z) pour les points 5” voisins de AB et situés du coté C' de AB; ce
qui est impossible, f;(z) ne prolongeant pas f,(z).

Dans le cas d'une coupure ouverte AB, peut-il arriver que la fonction
JS1(5") soit continuable au dela de AB sans que f,(3") le soit aussi ? 11 est
facile de former des exemples de ce fait; considérons un cercle C de centre
O et de rayon IR 5 formons une fonction »(z) ayant comme coupure essen-
tielle la demi-circonférence située au-dessus de Ox et holomorphe dans e
reste du plan. Posons 5 = z, +y/z> — C2, le signe du radical étant choisi de
maniere que | 5 | soit inférieur & R. La fonction 2(z) = {Y(z,) est une fone-
tion uniforme de z,, admettant le segment AB de Oz, comme coupure;
quand z, tend vers AB du coté des y positifs, = tend vers un point de la
demi-circonférence inférieure de C; 4(5,) est par suite continuable au deli
de AB quand sz, passe du demi-plan supéricur au demi-plan inféricur; on
voit de méme que 4(z,) n'est pas continuable quand =, tend vers AB du
coté des y négatifs.

On peut prendre encore une fonction f(z) définie dans un espace S et qui
n'est pas continuable au dela de cet espace. Si AB est une portion de s, sur
S(=)

x

laquelle /(=) soit continue, on considére 2 (x) :f dz; z(w) nest
AB

pas continuable au dela de AB quand . passe de S en S’ (8 désignant U'es-
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pace exlérieur @ S); au contraire, ¢ () est continuable quand s passe de 5’
en S, comme le montrent aussitot les deux égalités

f(s)ds

z—

-+ o (x),

sy=[

“'s— AR
pour x intérieur a S, ct
Sf(z)ds

o= [ L% 0w,
“s— AB

pour x extéricur a S.

Un exemple trés simple de fonctions continuables des deux cotés dune
coupure AB est offert par les fonctions multiformes qu’on rend uniformes
en joignant leurs points critiques deux d deux. Inversement, st f(3) pré-
sente une coupure AB jouissant de cette propriété, la fonction f(z) peut-
elle ¢tre considérée comme une branche d'une fonction multiforme n’avant
aux cnvirons de AB que des points critiques distribués sur AB? On se
rend compte du contraire de la maniére suivante : soit ¢(s) une fonction
ayant comme plus haut la demi-circonférence supéricure d'un cercle C
comme coupure, cette coupure étant essentielle quand =z entre dans le cercle
et artificielle quand =z en sort. Si 'on pose z = 5, + y5]— C?, la fonction
(=) = (=) estcontinuable des deux edtés du segment AB de Oz, 5 mais,
s1 3, passe du demi-plan supéricur au demi-plan inféricur et tourne cnsuite
autour de B, la foncuion ¥,(=z,) qui prolonge 4 (z,) présente AB comme
coupure cssenticlle quand z, revient sur cette droite.

Nous avons, dans ce qui précede, donné les conditions nécessaires et suf-
fisantes pour qu'une fonction soit continuable au deli d’une coupure. Mais
les conditions nécessaires peuvent prendre un grand nombre de formes: il
suffit de reconnaitre que la fonetion ne présente pas dans le voisinage de la
coupure un des caracteres d'une fonction holomorphe, pour étre certain que
la coupure est essentielle. Ainsi, quand la fonction admet dans le voisinage
d'une ligne une infinité de zéros, de poles ou de points essentiels formant
une suite lindaire, cetie ligne est sirement une coupure essentielle de la
fonction. (Test le cas du cerele fondamental pour les fonctions fuchsiennes
défimies seulement dans ce cerele.

Si /(=) est holomorphe dans le voisinage de AB, du eoté C de cette ligne,
sa valeur peut ne pas tendre vers une limite quand = tend vers des points 4
de AB formant une suite lincairve [ £(z) est indéterminée sur le chemin l=.
ou f(3) tend vers des limites différentes sur deux chemins Lz différents].
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Voici un exemple curieux de ce fait : considérons la fonction

N % 28} n
/l(”)_z-—a+ (z—(z)2+"'+ (3 —a)"

On peut toujours prendre 7 assez grand pour qu’a I'extéricur d'un cercle
ayant @ pour centre et g pour rayon le module du reste R, de la série soit
inféricur a e. Iormons une suite de fonctions /o, (), ..., /1, (3), ..., les
points a, (ui correspondent a ces fonctions étant tous distinets et distribués
surlaligne AB ot ils forment une suite linéaire (ces points sont, par exemple,
déterminés par la loi suivante : @, est le milieu de AB, «, ct @, les milicux
de Aa, et de @, B, el ainst de suite). Désignons par g, la distance minima
de deux points quelconques pris parmi les v premiers «,, «,, ..

) N
., a,. Pou

chaque valeur de v, on peut prendre 2 assez grand pour cue

o . '
R =g ™
ait un module plus petit que ¢, pour tous les points M ou z exiérieurs a un
cercle C, ayant @, pour centre et de rayon fz, (0 est un nombre déterminé
plus petit que 1). Posons

Y—c

()= P R¥(3).
V=1
Cette série est uniformément convergente dans I'espace extéricur a tous les
cercles C,, st la séric X, converge.
Faisons tendre M vers un des points a, (soit @, ) de mani¢re qu'il reste
extérieur aux cercles Gy, Cyuy, ... (ce qui est toujours possible : si § = !

ER)

il suffit que M soit compris dans I'angle droit de sommet ay,, et dont la bis-
sectrice est normale & AB). Dans ces conditions, 2(3) — R®(5) tend vers

une valeur déterminde, car on peut toujours prendre ¢ assez grand pour que

- |
Sre

| g+t
soil inféricur a s ct, d’autre part,

v=gq

SR (2) — R (2)

v=1

est holomorphe au point a,. La fonction ?<:) est done  (nddéterminée
comme R¥(z) dans le voisinage de a,.
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On peut également former des fonctions qui tendent vers des valeurs
S dlsconlmms quand z tend vers AB sur certaines directions, par
exemple sur la normale & AB. Soit £(0) une fonction de la variable réelle 0,
discontinue dans tout intorvallo, Inais 4 variation limitée, ct telle que la
-+ 0) +/(%-

2
lopper cette fonction en série de Fourier, on obtient unc série trigonomeé-

sulte de v dlems 501t discontinue. Sil'on cherche & déve-

trique (A, cosnf) + B,sinnf), qui, pour toute valeur de 0 entre o et 2%

_4‘-Q
, . b+ 0)+ — 0 . . . \
est ¢gale a Aty ,,,L2, S 0), La série (A, — B,7)s" est une fonetion I

de z, dont la partie réelle, quand s tend vers un point du cercle C de
rayon 1 ct de centre O, sur la normale & ce cerele, tend vers la valeur
S ==0)+ f{5—0)

"2

» fonction discontinue de 0. Quand s tend vers un point

de la eicconférence G sur certains chemins, I'(s) est indétermincée.

Quand une fonction I'( ) prend sur une coupure AB une suite continue
de valenrs I, (), la coupure est essentielle au cas o, AB étant une ligne
analytique, IY,(/) n'admet pas de dérivée d'ordre n. Par exemple, les

Series
S
2

(dans lesquelles @, désigne »*, ou 1.2...n, ...) représentent des fonctions

holomorphes de = dans le cerele C de rayon 1, quiprennent sur la civconfe-
rence de C une suite continue de valeurs I9, (4), mais qui ne sont pas conti-
nuables au dela de Cy car les séries

y cosa,y E sina, 9
o, ’ a,
. . . ro. ' .
sont des fonctions continues de 0, n’admettant pas de dérivée, comme La
démontré M. Darboux (').

Les fonctions ui représentent un espace a contour analytique sur un es-
(3

dry .
pace dont le conlour cst tel que == n ‘existe pas, fournissenl un autre

exemple de cette singularité. De méme a toute fonction V(r,y7), satisfai-
sant a I'équation AV = o, qui prend sur un contour fermé s une suite de

1y Mémoires sur les fonctions discontinues ( Annales de 1'Ecole Normale supéricure.
année 1875 ).

P. 10
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valeurs non analytique (le contour s ¢tant analytique), correspond une
fonction de z, V - U, qui présente s comme coupure essenticlle.

f )d

On peut encore considérer l'intégrale F(z) =
< AR

d'un chemin analytique AB, la fonction f(7) :(ﬁ(\l) n'admctlant pas de

> prise le long

dérivée n'™¢ (ou ¢tant discontinue, mais susceptible d'intégration ). La fone-
tion (=) nest sirement pas continuable des deux cotés de la coupure.
Soitd, (5) et J, () les valeurs de F(z) de part et d’autre de AB, soit de
plus /,(1) =P (1) + (Q(/). Quand unc scule des fonctions I’(/), Q (/) est
analytique, AB est coupure essentielle de J, et de J,; car, si J,(z) est con-
tinuable, la fonction J, — J,, définie d'un certain coté de AB, prend sur AB
des valeurs dont la partie réelle (ou imaginaire) est fonction analytique de
[, et n'est pas continuable au dela de AB, ce que nous avons démontré dre

4
mmpossible. Ces remarques s’¢tendent sans peine al'intégrale el

fo

Au contraire, lorsque laligne AB n'est pas analytique, la fonction f(3)
qui prend sur AB la suite des valeurs f, (1) = ({) -+ i Q (), fonction ana-
Ivticque de /; n'est pas continuable. Plus généralement, quand les dérivies
:?1’ :—;L—)a -« nexistent que jusqu'a Pordre 7 pour la courbe AB, les déri-
vées de £, (1), st f(3) est continuable, doivent exister jusqu'a lordre n ct
seulement jusqua lordre n. 11 suffit, pour le voir, de remarquer que les
points = de la courbe AB vérifient I'équation f( ) = /,(1), ol f( =) esl ana-
Iytique dans le voistnage de AB. Il faut méme que la partie réelle P (/) [ou
imaginaire Q(/H)] de £, (1) satisfasse & cette condition. C haque fois qu’elle

nest pas uymplu la coupure AB est essentielle. On voit ainsi que Tinteé-

/(_)i{f, ot la fonction de I, /() =/ (1), est analylique,

CAB ~

grale J(z)=

le chemin AB ne I'étant pas, présente AB comme coupure essentielle. De
méme, les fonctions I(z) = V 4= 71U dont la partie réelle prend sur AB Ia
suile analytique de valeurs V, (1), ne sont pas continuables au dela de AB.
Fnfin, lorsque la fonction 5, = «(z) représente d’une maniére conforme un
| N e, odry L
espace N sur un espace S, et que la dérivée %% n'existe pas pour l'ave L
RS

d"H . \ . .
de s, ({I;% existant pour Fare L, de s, L est coupure essenticlle de z(3)
£

Ajoulons, pour lerminer, que, si une fonction f(f:‘) prend sur A des

valeurs f, (/) dont la dérivée ﬂ est continue, /() prend sur AB les
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R | .o , , . .
valeurs Ji(l) > ainst_que cela sera démontré dans la suite <cec1 sup-
dl
1=? °

conlinue sur AB) .
/

pose toutefois

13. Dans I'é¢tude qui précede, nous avons admis que la coupure AB u'¢-
tail pas limite d’autres lignes singuli¢res. Au cas contraire, quand un point
s tend vers un point { de AB, il rencontre une infinité de coupures A, B, de
1°(5). 51 ces coupures sont essentielles, AB est nécessairement coupure es-
sentielle de F(z). Sinon, il convient de distinguer les deux cas suivants :
lorsqu'il existe un espace S attenant & AB ou la fonction IY(5) est conti-
nuable au deli de chaque coupure A, B, par une fonction It, ( ) qui existe
au dela de AB, on peut dire (ue F estcontinuable au deld de AB; si cette
condition n’est pas remplie, F(3) n'est pas continuable. Par exemple, soil
/(=) une fonction uniforme définie de part et dantre de O, admettant les

. . . . . {
points O et A de T'axe des «w comme points essentiels et les points - ¢l
@ + — comme z€ros simples. La fonction uniforme I'(7) =y f( 5), qui pre-

. . . [ . { .
sente comme coupures les droites A, B, joignant —ia -+ = osl continuable

au dela de ces coupures et de OA. Considérons, au contraire, une suite de
fonctions £, fo, ..y f[u(5), ..., [,(5) désignant une fonction dont Q. est

. . ~ N e . N . 1
coupure essenticlle. La fonction I( =) ¢gale a f,(7) entre les droites y = —

1 . N . . N -
b= ——— csl continuable au delavde ces droites, mais présente O comme

coupure essentielle. Dans ce cas, il arrive parfois que I°(5) tend vers des
valeurs F, (), fonction analytique de &, quand = tend vers O.x; ainsi, ap-

pelons ¢ (z) une fonetion continue sur O, mais dont O est coupure cs-
enticlle: ire £(5) = o(= oy = #3) i F(s
sentielles on peut faire f1(3) =72(3), ..., [,(3) ==~ - el F(s) tend
verso, quand s tend vers O.e.

14. Les théorémes précédents ont leurs analogues dans I'étude des fone-

tions V de deux variables qui satisfont a I'équation AV —o.
Quand deux fonctions uniformes V(x,y), V,(.c, ), définies du méme

Aot . . .o d
cOté dune coupure AB, coincident le long de celte ligne ainsi que el
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dy e - .. . .
- clles coincident dans le voisinage de la coupure. On le voit en raison-
Iz
. dLr dy .
* Torpaln 7 . N > 3 N ? N Y
nant sur lmugmlut[ {\ (s)— - (S)LI_ ds, comme sur lintégrale
/ f( \(/‘

]l sufht pour que le théoréme soit exact, quil existe une longueur % telle
qu’en portant sur la normale & AB, en chaque point M, la longucur MN =2,

IV(’.L‘ )y —V (.1: ))l ol dV (., ) dV (., v)

— soient inféricurs 4 lout
dn dn
nombre donné «.

Quand les deux fonctions Vet 'V, sont définies de part et dautre de AB,
clles se raccordent cl forment une fonction analytique régulicre de )y,
qui satisfait & 'équation AV = o. Il faut pour cela et il suffit que, si L'on
porte sur la normale en M & ADB les lonwucurs MN = MN, =%, departet

d’autre de M, |V (e, ) — V(e y, M(t ( LY ) — g—'(aj,,)’,)

mféricars i ¢ (e, y étant un point de MY, .L',,y, de MN,). Cect résulte du
lemme III du Chapitre I1.
Par suite, la condition nécessaire et suffisante pour que V(x, y) soit con-

sotent

tinuable au dela de AB est que la fonetion V| existe. Il suffit encore que
les diffévences [V (e, )) — V (r,,p)] et [(l” (@, y)— 9”' (4507 [ len-
dent uniformément le long de AB vers des valeurs ¢(1), ¢'({) (/ désignant
Fare AM) qui puissent étre considérées comme les valeurs sur AB d'une
fonction €W (i, y) réguliére ct satisfaisant 4 AW = o.

La condition est également satisfaite quand V et V| se raccordent sur A,

cn mcnie lemps que ﬂ et 2 o, plus g 1¢ralement V=g D +3 Al
pPs q Loz, 0w, plus généralement, que V= 2 oI

- 1)\'1 ()\ , - . R < ey

et V, = 2o+ j {2 et 3 désignant deux fonctions de /, mais Vet V', dif-

0\
ol

fonctions V(:)z,)’, 5) de trois variables, qui satisfont al'¢quation AV = o.

., ()\
férant de — Ce ue nous venons de dire s'applique ¢videmment aux

Dans le cas o AB est une ligne analytique, il faut et il suffit, ainsi que
nous l'avons démontré, que V(.r, y) prenne sur AB une suite de valeurs

¢,(1), fonction analytique de /, pour que V (i, y) soit continuable au dela
; .. AT A TNAY

de AB. Quand cette condition est réalisée, les dérivées 55 gy sont clles-
A }

mémes des fonctions analytiques réguliéres dans le voisinage de AB, et pren-

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



SUR LES LIGNES SINGULIERES DES FONCTIONS ANALYTIQUES. i

nent en conséquence sur ABdes valeurs ¢o'(£),¢7(1), ¢ ct ¢ étant des fonctions
analytiques de /. Mais existe-t-il toujours une fonction V(x,y) telle que V
prenne sur AB des valeurs o, (1), % deswvaleurs ¢'(1), v,(1) et o'(1) étant

Jonctions analytiques de I? On voit sans peine qu'il en existe une et une
scule: soit (i, y) un point de AB, x = 4 (1), y = J({); si ¢ existe, la fone-

N T : : .
tion :)—1 — 1 % est une fonetion analytique de 5 définie de pact et d’autre de
AB, et l'onasur AB

dey O
_(_)X_“/( ()‘T_W_‘ (l)‘f(l)— e
or )s ()—‘ = AW = ¢"({).

Or 1l existe une fonction f(z) définie de part et d’autre de AB, et prenant
sur AB les valeurs ¢'(/) 4+ i¢”(1), fonction analytique de /. Si 'on pose

[f(:) dz = 1I'(z), la partieréelle de I'(z), P(.z, y), pour une valeur con-

venable de la constante d’intégration, satisfait aux conditions ¢noncées.
Daprés les premiers théorémes, il est clair qu’il n'en saurait exister
d’autres.

Plus généralement, on démontre de méme qu'il existe unc fonction

oV
Jy

prenne sur AB les valeurs ¢ (1) : (1), 3(1), ¢,(I), ¢ (/) étant des fone-
tions analyticues de /.

V(.r,y) prenant sur AB les valeurs ¢, (), et telle que «(/) %‘; + (D

De ces théorémes, on déduit au sujet des coupures des fonctions V(. y)
des remarques identiques 4 celles qu'on a faites sur les coupures des fone-
tions de =.

Les conditions nécessaires pour qu'une fonction ¢(x, y) soit continuable
au deld d’une coupure analytique peuvents'étendre aux fonctions V(r, ), 5)
de trois variables. Mais il n’en est pas de méme des conditions suftisantes.

Soit S une surface analytique, coupure d'une fonction V(x, ), ). Nous
appelons fonction analytique de deux ou trois variables une fonction qui
pour tout point (,, ¥, 5,) (sauf pour des points exceptionnels) est déve-
loppable en série de Taylor, cette séric convergeant tant que [z — 5 |.
|y — ¥, |, |5 — =,| restent inférieurs & certaines valeurs, pour des valeurs
réelles ou imaginaires de «, y, =.

Les fonctions V(z,y, 5) sont des fonctions analytiques. Une surface
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analytigue est une surface telle, que ses coordonnées x, y, s s'expriment
en fonction analytique de deux paramétres « et 3

'1?:?(2"6)9 ,)":'!(17.3)’ ;r;./,(ai :)),

9, ¥, 7 ¢tant définies pour des valeurs réelles et imaginaires de o, 3 voisines
de a,, By (le couple o, 3, définit un point de la surface). Si V(u, ), 5)est
continuable au dela de S, V prend sur S (ainsi que ses dérivées d'ordre
quelconque) des valeurs V, (2, 3), ot V (e, 8) est une fonction analy-
lique de =z, 35 car remplacons x, y,, 5 en «, 3 dans V(.z,y, 5): les coor-
données «, ), 5 sont définies en fonction de =, 3 pour des valeurs imagi-
naires de =, 3 voisines de %,, 3,, et V{(.r,y, 3) est définie pour des valeurs
imaginaires de &, y, 5 voisines de @, )73 il en résulte que V, (2, 3) est une
fonction de «, 3 définic pour les valeurs réelles et imaginaires de =, 3 voi-
sines de 2, 3,5 ¢’est done une fonction analytique de o, 3. 11 en est de méme

Jdv odv dy
des valeurs de =,

= Oou 55—
dr” dr dn

) e

Inversement, quand une fonction V(x,y,s) prend sur S des valeurs
- A Yo . .

vV (o, 8), ct o des valeurs V' (2, 3), V, et V' étant fonctions analyliques de

%, g, celte fonction esi-elle continuable au deld de S? Autrement dit.
existe-t-il une fonction V(.r, y, 5) régulicre de part et d’autre de S et véri-
fiant sur S ces deux conditions? Il n’en peut ¢videmment exister qu'une, et,
si elle existe, les valeurs de ses dérivées partielles en un point x,, 37y, 5, de
S s'obtiennent en dérivant les équations

‘?I(I’L"" :) — \?1(17 3))
A%

W(‘r,}', 5=V (2, 3)

AV —o.

La premiére condition donne, par dérivations successives, (1 + 1) équa-
lions contenant lincairement les dérivées de V jusqu'a Vordre n inclusive-

) . , . (n—1)n
ment; la deuxiéme donne n ¢quations analogues; la troisieme, %; en

(n+1)(n-+o2
2

tout, ¢quations linéaires, c’est-d-dire autant que de dérivées

? Al AFaY 2} ? 3 TR 3 'l 1. 3 8 ~ - - :
d’ordre 2 et d'ordre inférieur. On peut donc calculer les valeurs au point
(g, Vo, 7, ) de ces dérivées; sila série de Tavlor formée alaide de ces valeurs
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esk convergente, la fonction @ (&, y, =) ainsi définie vérifie les conditions
¢noncées. Mais il n’est pas démontré qu’elle converge nécessairement.
Dans le cas ou la surface de S comprend une portion & de surface sphe-
rique X, sur laquelle V(z,y, 5) s'annule {la fonction V( .z, ), 3) ¢lant régu-
litre dans cette spheére et continue sur sa surface|, V(.ryy, 3) est conli-

nuable au deld de X ainsi que le montre aussitor 'égalité

. ; OV (o, BV R — @) ds ot V(R — Y ds

\ (.I” ¥V, S) e e - T / / — e
: e A e

ou 7 et @ ont une signification connue.

Toutes les formes de conditions nécessaires, pour qu'une fonction f(z)
soit continuable au dela d’une coupure, s'é¢tendent sans peme aux fonctions
V(e yy 2y et permettent de trouver des fonctions N avant différentes es-
peces de coupures essentielles.
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SECONDE PARTIE.

DEVELOPPEMENT EN SERIES DES FONGTIONS A SINGULARITES QUELCONQUES.

CHAPITRE 1.

I. Nous allons, dans cette seconde Partie, chercher & décomposer en
sommes et en produits les fonctions affectées de coupures. Pour obtenir
Fexpression explicite en séries des fonctions auxquelles on se trouve ramené,
il est nécessaire de savoir développer en série une fonction holomorphe dans
unc aire quelconque ou a U'extérieur d'une ligne quelconque. (Cest ce point
(que nous traiterons dans le premier Chapitre.

Un premier mode de développement repose sur les propriéiés de la repre-
senlalion conforme. Soit une ligne quelconque s du plan des z, assujettic
& la scule condition de ne pas se couper. Il existe une fonction s, = /()
qui représente d'une maniére conforme 'espace S extérieur & s (ou lespace
intéricur & s, si s est fermée) sur 'espace S, extéricur & un cercle C du plan
des z, ayant l'origine pour centre. Autrement dit, z, est une fonction de =
holomorphe dans § (sauf en un point z, qui est un pole), et telle qua
chaque point z, de C corresponde un seul point = de S, et réciproquement :
s=/i(5,) est holomorphe dans S, sauf en un point qui est un pole. La
fonction f(s) dépend de trois constantes réelles arbitraives; on peut faire
correspondre i un point de S et & un point de son conlour s un point arbi-
traire de S, et de la circonférence ¢. Faisons correspondre les points a l'in-
fini de S et de Sy5 a lextéricur de C, la fonction = = z(=,) qui admel le
point == pour pole se développe ainsi :

s=hpl i hs a2 s 2
D'autre part, la fonction 5, = f(3), a extéricur d'un cerele ¢ ayant
l'ovigine pour centre ct comprenant s, est de la forme

a’
= sl e

~
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On en déduit que p = ¢ = 1 ct que, par suite,

a,
s=hks4+a+— +.. ..
<1
La fonction 5 = g(z,) contient encore unc constante réelle arbitraire; on
peut éerirve
s=vu[35(cosa+ isina)],

2 désignant une constante réelle.

’

Posons "= kz,; quand z, parcourt C, " décrit un cerele concentrique

de rayon Ry, si Rest le rayon de C et ¢ le module de k. Dans ces condi-
tions,

S=5 +a-+ — +...
et, si 'on change, en dernier lieu, 3°+ @ en 5, il vient

24

!

ST= 3 —_

I —a

La limite de |z — 5,

b

esl zéro pour z = s¢. En définitive, étant donné es-
pace S, il existe une fonction =z, = f(z), telle que lim| z — =, | soit zéro
pour s infini, ¢t qui représente d'une maniere conforme espace S sur Ues-
pace extéricur a un cercle bien déterminé C, du plan des z,. La manicre
dont nous avons obtenu cette fonction montre qu’il n’en existe (quune seule.
Désignons par « le centre de C, 5 nous dirons, pour abréger, que 3,== /(=)
[ou 5 =15(5,)] est fonction figurative de Vespace S et que a est Uaffice de
lalignes.

Soit maintenant une fonction « = F( z) holomorphe dans Laive S (y com-
pris le poinl =); posons 3 =z(z,); la fonction I¥,(z,), holomorphe &
Uextérieur du cercle €, de centre «, se développe ainsi

A B L

N = - ST N
I —da (sy— ) (35— )"

ety comme 3, = f(z), on en conelut que I°(z) peat se metire dans Pespace S
sous la forme
A B

(1 |:(:):/1+f(:)_%a T e T

Ceel s"applique dune quelconque des fonetions 5, = f(5) quireprésentent S
P. 11
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sur un cerele d’'une maniére conforme. Mais la fonction figurative est la seule
qui veérifie les égalités suivantes :
o Soit 5 un contour fermé entourant s :

- /g(:-,)ds,, 7, désignant un

v G

En effet, I'intégrale pré

1

contour ferm¢ entourant le cercle C,, et g(z,) le produit F|(:|')(([—_

Dapres (1),

g A , B
Fi(s) == Zi—a  (5—a)
D’autre part,
ds
ds = d:s L.
(55— a)?
Par suite,
A B B’ )
o(z)dz,=dz, | h +— - : )][I—Fk)
gz s ‘[ (s1—a) " (;—a) (21— a)*
Le scul terme dont 'intégrale ne soit pas nulle est
Adsy I [, N
p—t donc ey F(s)ds=A.
2° Y= sI9(s)ds = Aa + B, si F(z) sannule pour s, Cetle inté-
grale cst (*gdk a lmtcvrale/ — f(di)dﬂ, o Y(z,) =12(z)k (3, :;:
<

On voit, comme plus haut, que dans ce produit le seul terme dont 'inté-
grale ne sott pas nulle est

. L
—ds,, par suite, — /:F(s)(l;::\a—w‘—B.
207 J

Quand les égalités précédentes sont vérifides, pour une des fonctions
5, == /(3 ), onapercoitaisément que lim | 2, — s | = o pour z = . La fone-
tion figurative jouit done seule de ces deux propriétés. Ces remarques nous
seront utiles dans la suite.

‘n particulier, si s se réduit au point «, la fonction F(z) peut se mettre

sous la forme
S . \
A /.\;—le 4B L3+ T
s — a s — A
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A et g étant des constantes. Mais il faut que & = o et que w =1 pour (ue
les égalités énoncées soient satisfaites. La fonction figurative devient done
3, = 7 quand s se réduit & un point.

Lorsque S est une aire & double contour, M. Schottky a montré que S
peut se représenter d'une maniére conforme sur la couronne comprise entre
deux cereles concentriques. I s’ensuit que F(3) se développe dans laive S

de la maniére suivante :
H=-+x

F(s)= ¥ an/"(z).

(Cest la généralisation du théoréme de Laurent.

2. Lesmodes de développement que nous indiquerons maintenant n’exi-
gent la connaissance d'aucune fonction particulicre relative & la ligne s.

Iin premier lieu, soit unc aire quelconque S ne présentant pas d’angle
rentrant et limitée par une courbe s. Tracons un cerele C tangent & s au

point M et extéricur a S. Si a est le centre de C, s 'affixe de M, .« un point
1

intéricur & 3, expression - peut se développer ainsi

ST

¥I*:_V 1 - :—(L\2+.'.+l_ﬂ “o = Az

s — = (v —a) (0 — ayit

Faisons parcourir an point 5 la courbe s, @ varviant avee s d'une maniére
continuc, sauf aux points anguleux de s : la sériec A(z) converge uniformé-

ment et représente

=

e D autre part, i () est une fonction holomorphe

de .« dans S, continue sur s, on a

Flry = [

< — L

Par suite.

ne: o

—ain F(x) tE/ F(:) vr:%:l)?t-—l dz

n—o °

Mais on peul toujours tracer un contour extéricur a s, intéricur i la
courbe 7 déerite par @, et formé de L ares de cercles tournant tous leur con-
vexité vers s. A intéricur de ee contour, daprésun théoréme de M. Appell,
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Les @,, b,, ..., [, sont des fonctions continues de¢ «, par suite de l'are
I=M,Mde s;les a,, a,, .., oz sont des constantes. De méme,

n=aw,

1 <1 a’ . ‘ )
e A [y B e

Donce
F(z ) ~a)""‘d- iy N L,
’”'f (x— a) E(xﬁyl)” ' "’-‘ﬁ(x_ak)u*?v(l)
el
() F(z)=¥ o, (2).

v=0

Si S est l'aire extérieure & une certaine ligne ouverte s, on rentre dans le
cas précédent, en posant

a-+b WA —
235, =3 - V(s —a)(z— )

(@ ct b sont les affixes des extrémités de s). La fonction 17,(3,) est holo-
morphe & Uextéricur d’un certain espace et peut se mettre sous la forme 2.
[t suffit, pour avoir le développement de (=), de remplacer =, en fonetion
de z.

Dans le cas oit S est Iaire intérieurce & une courbe convexe s, un raisonne-
ment analogue au précédent permet d’obtenir des résultats plus simples :

Nous supposons ue s n’a en chacun de ses poinis qu'un contact simple
avee sa tangente. Tracons un cercle C tangent & s au point M ct compre-

nant S & son intéricur. Si @ est le centre de C, s laffixe de M, » un point

intéricur a 3, I’ O\presswn

— peut se développer ainsi

1 _ 1 o —a . Lr—ayr \
S—~.I'*S-—/‘[ T (\S——(()Z ‘...T_—QS__([)”H“T—...A—A (‘)

Faisons parcourir au point s la courbe s, @ variant avee = d’unc manicre
conlinue, sauf aux points anguleux de s. La série A (3) converge sur s uni-

formément et représente — L D’autre part, si F(x) est holomorphe dans

. 1 F(3) ds
]‘('ﬂ):ﬁ‘/_;(j.l' J

Setsurs, on a
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par suite,

n=umwxn

(3) F(z)=;

\[__(4_(%;;%—[{:'_21/:(”),

n=20 n=29

P,(«) désignant un polynome en x de degré n. On voit done qu'unc fone-
tion F(x), holomorphe dans S, peut se décelopper dans cette aire en série
de polyndmes.

Discussion. — Nous avons admis qu’on pouvait tracer, en chacue point
de s, un cercle tangent a la courbe et comprenant s a son intérieur. Ceci
est exact si la courbe s n'a, en chaque point, qu'un contact simple avec sa
tangente. Soit, en effet, une courbe convexe passant par Porigine et ayant
en ce point un contact simple avee Oz (Oy est dirigé vers le centre de cour-
bure). Pour les valeurs de x comprises entre — 3 et + « (— 3 et + « étant
les abscisses des tangentes paralleles 4 Oy), on a

2

X

(z) =

y= "(52).

-G
-G

1.2

Tracons un cercle tangent a O, de rayon supéricur au plus grand des nom-
bres « et 8, ainst qu'a d (d désigne 'ordonnée de la tangente, parallele &
O.x). Si, entre — 3 et + «, 'ordonnée du cercle

Y=R—\R—

est plus petite que 'ordonnée correspondante de s entre z et — 3, le cercle

comprend s & son intéricur. Soil w une valeur inféricure (ou égale) ala plus

J"(Or)
2

petite valeur de = entre + o et — 3 (w est positif) : entre 2 et — 3, y

est supérieur ou égal & px?. Il suffit done que px* — Y ne soit jamais néga-
tif entre — 3 et —+ «. Ceci peut s’écrire

R—pat< V/R?——?-’

(R — w.x? est positif, puisque R est supérieur a d). Elevons au carré; i
vient, apres réduction,
n2x? 41
R>o .
. 2%
)
Prenons maintenant un point M quelconque sur la courbe s; x et y sont
fonctions d'un certain paramétre, et le long de s, ()" — )"x”) est, par
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hypothése, plus grand qu'un certain nombre positif. Menons en M la nor-
male MY vers le centre de courbure; MX est la direction perpendiculaire i

-

MY qui fait avee MY Pangle — ~; sia désigne langle (MX, Ow), un simple

changement e variables montre que, pour le point M, 2u. doit étre égal ou

/l,lly,” . 'V! $’/

inférieur a l'expression —; R
(2! cosa 4y sina

7 (« variant dans I'intervalle ot le

dénominateur est positif). Cette condition cst satisfaite & coup sir si 2 1. esl
C e , \ . 'y = L.
mféricur (ou ¢gal) ala plus petite valeur sur s de ™ -+ Soient donc
(/24 y'2)?
Dladistance maximade deuxtangentes paralleleset2m la courbure minima
. . . . L mEDra g
de s il suffit de prendre R supéricur a la fois a D et a —,., — bour que les
cercles de rayon R tangents intéricurement & s renferment s.

Le raisonnement n'exiee pas a la ricucur que s admette en chague point
o el

) 1 - ([,’Z . . .
un cercle osculateur, c’est-d-dire que T tende vers une limite, mais scule-

ment que, pour les valeurs de As inféricures & un certain nombre ¢, le rap-
Horl Az soit supéricur & une quantité¢ finie, 2m, le long de s
I A supéricur & une q ¢ , 2m, le long de s.

St s présente des points anguleux, il suffit que la condition relative & R
soil remplie pour chaque are distinet de s.

Quand #'y” — y’&” sannule en des points M, de s ne formant pas une
suite linéaire, on décompose s en deux parties : la premicre s comprenant
ces points et dont la longueur peut étre rendue aussi pelite quon veut; la
F(z)ds

= comme sur l'intégrale analogue
s —a -

secconde s -— 53 on raisonne sur

vi—ag
prise le long de s. On voit ainsi que cette intégrale peut se développer en
série de polynomes : L), (7). Quand on fait tendre 5 vers zéro, intégrale
relative & 7 tend vers zéro, et les polynomes P (72) tendent vers une limite
P,(e)s ZP, () représente F (o).
Si les points M, forment une suite linéaire sur s (par cxemple, si s com-
prend des segments de droites), on a recours a la remarque géncrale sui-

vante : soit une aire S intéricure (ou extéricure) 4 une courbe fermée s; 'l
. < . 1
existe, en dehors de S, un point A, tel que, en posant z, = —", Pes-

pace S se transforme en un espace S, intéricur & une courbe convexe Sis
sans points d'inflexions, la fonction I'(.e') peut se metire, dans S, sous la
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/

forme

n= e

Fa)=¥ P,l<l. - a>.

n=90

A quelles conditions ce point A existe-t-i1? On sait que la figure qui cor-
\ . 1 N . N
respond & s dans la transformation 5, = —— peul coincider avec la figure

inverse de s par rapport au point A (1 ¢tant la puissance d'inversion). Si
I'are BC de s tourne sa convexilé vers A, 'arc inverse B, (, tourne sa con-
cavité vers A. Si BC tourne sa concavité vers A et si A est intérieur a tous
les cercles C osculateurs de I'are BC, B, C, tourne sa concavité vers A. Si
A est extérieur a tous les cercles C, B, C, tourne sa convexité vers A. Quand
un cercle C passe par A, B, C, présente une inflexion.

Ceci posé, une discussion tres simple montre que le point A existe aux
conditions suivantes : S ne présente pas d’angle rentrant; de plus, si €' dé-
signe les cercles osculateurs a s en tous les points ot s lourne sa convexité
vers 8, €7 les cercles osculateurs aux aulres points, il faut quiil y ait, en
dchors de S, unc aire mtérieurce a tous les cercles €' et extérieure i tous
les cercles (7.

Un point quelconque de cette aire jouit de la propriété ¢noncée.

Les cercles (07 et €7 se réduisent a des droites aux points dinflexion. Si,
en particulicr, s est convexe, mais renferme des segments de droites, il faut.
pour que A existe, que les demi-plans situés par rapport & ces droites du
cOLé opposé a la courbe s aient une partie conmimune (ceci a toujours licu si
s ne renferme que deux segments de droites).

Quand le point A n'exisle pas, on peul toujours (S ¢tant une aire quel-
conque sans angle rentrant) décomposer s en arcs PQ assez petits pour qu'il
existe, en dehors de S, un point «, tel que les cercles tangents a s en chaque
point de P(Q) et passant par « soient extéricurs a S. On peut éerire

fras-y o

<pg

prcsente la ligne PQ comme coupure. Po-

la fonction f, () = / }__(

</pg
sSOons
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[’are PQ) se transforme en un arc ’Q’ dont toutes les tangentes sont ordi-
naires et extéricures a aire . La fonction f, (; - a> est développable en
série de polynomes dans un contour convexe s' comprenant P’ QQ’ et renfer-
mant aire 8’. Remarquons toutefois que f, devient infinie aux points P’ et

=/

. . ds . .
(), mais de I'ordre de Lz pour s = o ;f _f,i représente donc bien encore
s

2!
/1(x"), ctle raisonnement employ¢ n'est pas en défaut. Il résulte de la que
I'(.r) peut se développer ainsi, dans aire S,

n=z=x

) F(x):Z[P‘(l—_'*JI>+P<J—_[;>+J—P"(l_l—a/)J

%y, %ay ..y % 6tant des points extérieurs a S.
Le cas ot S est Iaire extérieure a une ligne ouverte se rameéne au précd-
dent par la transformation déja employée

a-+b

2

=5 - +V{s—a)(s—b).

253,

Les développements (2), (3), (4) s’étendent facilement aux fonctions de
plusicurs variables.

3. Propriétés des développements (2), (3) et (4). — Les développe-
ments (2), (3), (4) convergent uniformément et absolument dans toute aire
intéricure & S ct sans point commun avec s. Leur convergence est compa-
rable & celle des progressions géométriques. Les dérivées de F(«) sont ve-
présentées par les séries obtenues en dérivant les différents termes de ces
développements, séries qui sont de méme forme que les premiéres.

Etudions, en particulier, le développement (2). Les termes o,(z) de ce
développement sont identiquement nuls dans I'aire X extéricure aux cercles
Lyy %oy« v -y %, qui ne renferme pas S. Par suite, la somme de la série (2)
est nulle dans X, et égale & F(x) dans S. On déduit de 1a un moyen de
former des séries dont les termes sont des fonctions rationnelles, et qui re-
preésentent deux fonctions quelconques dans deux aives distinetes absolument
(quelconques.

Le développement (2) est possible d’une infinité de maniéres. En effet,
quand la fonction 4,(x) est déterminée, ses coefficients ne le sont pas entié-
rement; de plus, on peut ajouter aux termes de la série (2) les termes d'une
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série de la forme ¢,(x), qui représente zéro dans I'aire X', extérieure aux
cercles a,, a,, ..., o, ct renfermant S.
Remarquons que, dans la démonstration, on peut remplacer la fonction

—— par la fonction 4 (z—2), $(z)ayantau pointx =oun pole d’ordrer,

dont le résidu est égal a 'unité, ctses points singuliers A, A,, ... étant tels
que les points z + A,, z + A,, ... restent compris dans 'aire 2 quand =

reste compris dans 'aire 2’. L’expression est alors remplacée par

I
(. — o )"
ar . . '
= Y(5 — o), et les coefficients sont indépendants de la forme de . On

peut prendre, par exemple, pour 4(z) la fonction Z(z). On déduit de li,
pour un contour quelconque, des remarques analogues a celles qu'a indi-
quées M. Appell dans le cas d’un contour d’arcs de cercles (*).

N1 nous considérons les premiers termes de ¢, ()

”

a U a
= ...+ -+ .
x — o, x-—op (x— o)

On voit que, dans le cas ot S est 'espace extéricur & un contour s,

(2") fF(x)dx*a’—‘—b’—i— A=l

2T

¢’est-a-dire que cette somme est ¢égale au résidu de la coupure s.
Quand S est 'aire intérieure & s, rappelons-nous que

1 a, {, a,
= ... ~+- 5 =
xr—a T — oy T — oA (v —oy)?
et que
a+-b+...+l=o
identiquement. D’autre part,
= — z— ds= o
“C=Sie al( a)f(s)ds,
done
At bt = orf(d—a)f( Y@ byt . .+ 1) ds=o.
(1Y Mathematische Annalen, t. XXI.
P. 12
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Ajoutons un mot au sujet des développements (3) ct (4). Soit d’abord la
série (3)

F(x)=2XP,(r)=Z32a +alx+...+ aPz".

Comme les dérivées successives de F(x) sont représentées par les séries que
forment les dérivées des termes, on en conclut que la série

al+al+...+al+...

converge ct est ¢gale a F(o). Plus généralement,

Fr(o) )

ab+all,, ... 4al,, +...—
P Pt e 1.2...p

Les coefficients de (3) ne sont pas déterminés : on peut se donner arbitrai-
rement les 22 premiers termes du développement (si grand que soit n); on
peut aussi exiger (u'a partir du pm© terme les polvndmes ne renferment
pas de terme de degré inféricur & p, et que, pour v < p, P, soit égal A ko
(o)

Le développement (2) ne converge pas, en général, en dehors de S, car
les séries que nous avons intégrées pour obtenir divergent en dehors de .
Mais posons « = 5(5), %(z) étant holomorphe et sa dérivée ne s'annulant
pas dans S. A Taire S correspond une aire S’ (JUC NOUS SUPPOSONS CONVEXC;
s =Y(u) dans ¥ [4(u) est holomorphe|; on voit done que F(z) =T (u)
est holomorphe dans ¥/ et, par suite,

k coincide alors avee

Fi(«)=2XP,(u),

(7) F(z)=ZIP.[9(3)]

St i une valeur de « correspondent, dans le plan des =, d’autres valeurs z,,
Say ooy lasérie (5) converge aussi dans les aires S,, S, ... déerites par z,,
Zay ... Celle remarque s*appliquc aussl bien aux déVeloppemenls (2)et (3).

Quand I"aire S est extéricure & un contour s,

n=x

PR v ] ——
1 (‘,1)72 [P”<.Z‘— 11> -+ 4 P"(.l‘ - 1/{)],

n=1
dans le cas le plus général. On voit que

n=x

F(r)yde=3» al+bL+.. .+ 1!,
JFnae=3 l

n=1
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a, désignant le coefficient dL dans P!

n?

etc. On peut, dans ce dévelop-
pement, faire en sorte qu'a partir de v =n les P! ne renferment plus de

e P w I v
termes de degré inféricur & n en ———, ct que, pour v < n, les P! se ré-
X — Ay

. \ I . . .
duisent a T Faisons, en particulier, v = 3; dans ce cas,
T — o

19

f Fr)de —al + 01+ .+ 1}

[l‘b‘(x)dx:(a}11+a§)+ (Dlo,+03) ...+ (Lo + 13).

Ll

QQuand s sc réduil & une ligne ouverte dont « et b sont les extrémités, on
sait que les développements (2), (3), (4) subsistent & condition d'y rem-

|2

¢tant choisi de sorte que x, devienne infinie avec @, lim |z, — x | = o pour

placer « par x, =

(SR

] : le signe du radical

w = . Sil'on se reporte aux égalités ¢tablies dans le n° 1, on voil que les
¢galités (27) et (4') sont encore vraies dans ce cas.

Telles sont les principales remarques relatives & -ces développements. 11
est facile d’appliquer, par exemple, le développement (3) & unc aire con-
vexe, formée d'ares de cercles, disposés d’ailleurs d'une facon quelconque.
Quand F(x) est une constante, les coefficients se calculent aisément, et I'on
oblient ainsi la somme de séries assez complexes. Mais je n'insiste pas davan-
tage sur ce point pour le moment.

. Nous avons, dans les raisonnements employés, supposé que I'( 7) élail
lzolomorp/ze dans S et continue sur s; quand cette condition n'est pas rem-
plic (sauf dans certains cas particuliers indiqués dans la premicére Partic, au

lemme IT du Chapitre II), lmteoralef 4( )DL n’a plus de sens oune repré-

sente pas (), ct la démonstration donnée tombe en défaut.
Prenons, par exemple, le cas d'un contour convexe s. Soit .« un point
de S; entourons ce point d'un contour fermé s intérieur a s et convexe :

F(s)ds=

2l F () = R

s — X
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on peut ¢crire la encore

n—=x

fF' )'CL Ef( a)"‘HF( s)ds ZP”(x)

n=1

(@ ¢tant une fonction continue de 5), et la séric ZP,(x) converge dans 5 :
F(z)ds

est constamment ¢gale

(uand le contour s tend vers s, 'intégrale f

L=

a 207 I'(); mais rien ne prouve que les termes du second membre tendent
I‘CS[)CCLIV cment vers unc limite.

Supposons qu’il existe une fonction de 3, P+ 7Q, holomorphe dans la

partic de S voisine de s, continue sur s, et telle que, si 'on pose

P+-iQ=5—a,

Y

le point @, quand = parcourt s, soit sur la normale en s & s. Considérons
dans S l'ensemble des courbes & voisines de s, et normales en chacun de
leurs points 5 i la droite joignant ce point s au point @ défini par I'égalitd
précédente. Nous admetlons encore que ces courbes sont fermées, sans
points communs, et (que chacune d’clles est comprise & intéricur des cer-
cles qui passent par un de ses points s et ont @ pour centre.

Choisissons une courbe 7 assez voisine de s pour que P + ¢Q soit holo-
morphe entre s et o3 on peut éerire, pour tout point « intérieur & s,

Flr) = - f]‘ )(L _ 2‘/‘ .r——a()llzilF( yds Zl)n(‘[)-

Si 'on désigne par o’ une scconde courbe s, comprise entre s et la pre-

micére, pour tout point « intéricur a s,

(o) ds = B P ()

a)lh—l

F(r)=

Zl'_
mais

X ~ o (J’—(l)” . }
[(”—(()”’1 (")(L‘———VG'(T;—(I——)H_HI‘(»)(Z'G.

Car la fonction placée sous le signe f est holomorphe entre 5 et 5. Il en
résulte que la série XP,(x) coincide avee la série TP, ()3 elle converge
donc & I'intéricur du contour 5 et, par suite, dans laire S.

Tout revient, par suite, & trouver une fonction P + Q) jouissant des
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propri¢tés admises. Nous allons démontrer qu’il existe unc telle fonction
pour toute courbe convexe s, ’ayant qu’'un contact simple avec tloules ses

) . . , o, ds dis
langentes, si, en chaque point s de cette courbe, les dérivées TRAVIE

(I étant Uarc de courbe) existent et sont continues.

Prenons comme parametre arbitraire I'angle 0 que fait avee la direction
fixe Ox la droite OM qui joint 'orvigine O, intéricure & s, & un point M
d2r d) ’,/1,!/ v

—7e g7 Sont continues, et expression ———=— reste

(1/2_‘_),/2)3
SllpCI‘lCUl‘C a4 un certain minimum pOSl[lf.

de s. Le long de s,

Par hypothese, la droite (3 — @) est normale & s, quand = parcourt s. 1l
faut trouver une fonction P +iQ, telle que Q tende vers = quand = tend

vers M, telle, par suite, que, le long de s,

Pdr+Qdy=o.
Posons
] p — P _—Q
1)z+()e 12 0?
il vient
P,de —Q,dy —o.

Si la fonction P, + {Q, existe et que U + Vi désigne son intégrale, U
prend sur s une valeur constante.
Cecl posé, la démonstration est facile dans le cas ot s est une ligne ana-
b &
lytique régulicre.

Cas ot s est une ligne analytique réguliére. — Soit 3, = 5(3) une des
fonctions qui représentent, d'une maniére conforme, Uespace S sur un
cerele de centre O. Posons U + Vi= L 2(z): Uprend une valeur constante
R, le long de s. Nous avons démontré, dans la premicre Partie, que la fone-
tion U + ¢V est continuable au dela de S, et holomorphe dans le voisinage
de s, de part et d’autre. Il en est de méme de ses dérivées successives. Soit
p =9 o __ U

dr’ % ()y
nulent pas & la fois sur s, sinon la courbe s, U, y) = R, présenterait un

; le long de s, Pode— Q,dy =o0; P, et Q, ne san-

point singulier.
Si Pon pose

P Q
[): 3 ! N2 L> _____)_\-l (N2’
Py Q3 P03
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la fonction P + £QQ est holomorphe et différente de zéro aux environs de s,
et prend sur s des valeurs telles que Pz’ Qy'=o.

9 (=)
o'(s)’
et ¢'(5) ne s'annule pas dans 335 I’ + 7Q) s’annule pour la valeur z, qui an-
nule ¢(5), valeur qu'on peut toujours supposer étre o. Dans le voisinage de

Cette fonction est holomorphe dans tout 'espace S, car P+ {Q =

s=0, P+ 1Q est de la forme z(1 + zA), car le résidu de ;((f;

» relatif
au pole s = o, est égal & + 1.

Considérons alors les courbes C normales, en chacun de leurs points s, A
la droite = — a. Elles vérifient I'équation différentielle Pdu + Q dy = o, qui
a pour intégrale générale U=R. Pour des valeurs de R<R,, ccs courbes sonl
fermcées, sans points communs, intéricures & s et tendent vers s quand R
tend vers Ryj elles entourent le point = = o pour lequel 2 (z) sTannule. Je
dis, de plus, que ces courbes sont convexes et n'ont qu'un conlact simple

avee leurs tangentes. En effet, soit Q Pangle que fait avee Ox la normale

T dQ .
en M é I'une des courbes C. 11 suffit de prouver que T garde un signe con-

stant et ne s’annule pas quand M parcourt la courbe C. Par hypothése,

Q2 . .. , .

7 ost loujours positif; désignons par .« = f(0, R), )= f,(0, R),
les coordonnées d'un point de C (C correspondant a la valeur R), fet /,
sont des fonctions continues de f et de R :

sur s,

On sait que
, v
et, d’autre part, - = tang 5.

On déduit de la que
2'=—QL(5R).,  y=PL5R).

. . TR PR L S SN
A élant unc fonction de O et R (ou de x et y) égale a B0, hest

~ .

une fonction continue qui ne s’annule pas dans S, et qui, par suite, garde
un signe constant; en effet,

Px+ Qv
=p(a y) =

a? 4=y

bl
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u(xy) est la partie réelle du produit (P +iQ)= (holomorphe dans S,
puisque P + £Q) s’annule pour 3 = 0); c’est donc une fonction qui satisfait
a I'équation Ap. = o, réguliére dans S, et prenant sur s une suite continue
de valeurs dont le signe est constant; autrement, Px + Q) s’annulerait
sur s, et une tangente & la courbe s passerait par I'origine O, ce qui est im-
possible. Comme la fonction A est égale a 1 pour =z = o, clle est toujours
positive. On voit ainsi que

O o
d‘f :).<_ Q"_Q 4P E))

d5 ox dy
mais
Q — arctang = —arctan %
par suite
opP . idP
0 02 dx O
dr T dy —L(P—;—z())_ P+iQ
ct
9 (P
dh T Px+Qy

P’ est une fonction qui satisfait & I'équation AP, = o, et prend sur s des va-
dQ 1
leurs ~77 5 toules positives. Comme clle est régulicre dans S, elle est con-

- dQ2
stamment POSILIVC dans cet espace; —

75 ost donc toujours plus grand que o

sur une courbe C.

z,
comprennent-ils a leur intéricur la courbe C ui passe par ce point =? Soit
C, unc des courbes Cj tracons un cercle qui lui soit tangent ct dont le

centre soit du ¢6té du centre de courbure de C,. Ce cerele entoure C, si son
m2d? 41

En dernier lieu, les cercles décerits de @ comme centres et passant par =

rayon 7 est supéricur a la fois & d et » d étant la distance maxima

de deux tangentes parallélcs de C,, et 2m le minimum sur la courbe de I'ex-

. x' oy — !
ression —’-—*7 c’est-a-dire de la courbure de C, (ou une quantité in-
I3 ! ; I
(2 = y"2)?

féricure 4 ce minimum). D’autre part, d’aprés ce qui précede,

/I""V"»-— "V'J;” PI

3 T , )
(224 ymE VP EQE
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Soit B la plus petite valeur de P, sur s; dans l'aire S, P’() est au moins

¢gale & By soit b le maximum de P?+Q? sur s, et D la distance maxima
de deux tangentes paralléles de la courbe s.

D*B? + 40 .
—B Cette derniére

quantité¢ garde la méme valeur quand on multiplie P + ¢ par une con-
stante K.
Ce point établi, on peut toujours (sans que rien soit modifi¢ dans les rai-

N

11 suffit que 7 soit supéricur a la fois 4 D et &

sonmements précédents) multiplier la fonetion P + () par un nombre réel
et posiif k&, assez grand pour que (w désignant le module minimum de
n?]}‘.’_i_ ib‘l
—n
k() +7Q) remplit dés lors toutes les conditions exigées : les courbes C,

P+ iQ entre C, ct s), wk soit supérieur a D et & - La fonction
comprises enire G, et s, sontintérieures aux cercles qui passent par un point =
de ces courbes et qui ont @ pour centre; car le point a =5 — AP — ik Q)
est sur la normale en 5 & la courbe C, et a une distance de =z supéricure a r,
du coté du centre de courbure x,, y,, puisque
d9 s
= —y — =ax—hP n—y+x' — =y —9LQ
i Ly dﬁ) » Jl .)/ d(s) ,)’ W ¥
hv étant positif. Il est méme aisé de voir que P'on peut prendre & assez
grand pour que cette condition soit remplie pour toutes les courbes C (si
voisines qu’clles soient de I'origine).
On pouvait choisir au licu de ¢(z) une fonction P(z) (dont la partie
réelle fut constante sur s), et présentant dans S des singularités quel-
conques. Le raisonnement précédent s’applique aussi bien.

Cas ou la courbe s est quelconque. — Lorsque la courbe convexe s vé-
rific seulement les conditions énoncées, la démonstration est plus délicate.
Nous prouverons, cn premier lieu, qu'il existe une fonction P + /Q, holo-
morphe dans s, et prenant sur s une suite continue de valeurs telles que

Pz'+ Qy'—o.
Soit, en effet,

2 —arc tang 5

J— L’L"
Q <: arc tang — = F(9) sur s)-

F(0) croit de 2= en méme temps que 0. Posons

Q=2 —-6=G(9) surs.
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On sait qu’il existe une fonction ', régulicre dans S, satisfaisanta I'équa-
tion AY == o, et prenant sur s la suite continue de valeurs G(0). Désignons
par R la fonction conjuguée de O,

L(P-+iQ)=—R=+iQ~Ls,
P+ iQ = se ™+,
Il suflit d’¢tablir que R prend sur s une suite continue de valeurs.

Soit 3, =.c, + iy, une des fonctions de = qui représentent d’une manicre
conforme Pespace S sur un cercle C, ayant Porigine pour centre ct de
rayvon 13 R(.r, y) devient une fonetion R,(.ry, ),) quand on remplace . ¢t
)y en fonetion de .y, y,5 R,(ey, y,) estrégulicre dans C et salisfait & Péqna-
tion AR, = o.

A chaque point = de s correspond un point z, de la eirconférence €, et
véciproquement; 0 est une fonction continue de 2 qui croit constamuient
avee = et augmente de 2w en méme temps que ¢ (3 désigne angle que fait
avee O, la droite qui joint O & z,); G(0) est une fonction continue de
%, G (2). X une constante réelle pres, R, (e, y,) est donnée par I'intégrale

1 G (o= U) — Gy (

27 ), 1+ ¢ — 2 COs

~

=G

2

sin

dy

-

(a ¢t % sont les coordonnées polaires d'un point z,). Remarquons que

GO = A0) — G(9) = AO[G(9) =],

¢ tend vers o avee A, ety quand (7(0) est continue entre o et 27 (ce qui st
hypothése), on peut trouver un nombre A, assez petit pour que, 'A§! ¢tant
inféricur & A, | <] soit inférieur & un nombre 7, qu'on peut prendre aussi
petit qu'on veut, ct cela pour toute valeur de 0 entre o ct 27.

Il <ensuil qu'on peut trouver ¢ assez petit, pour que, |4 | ¢taut plus petil
que s,

Gule = 9= Ga(2) = (905 1) = 2] [G'(9) + <],

7

| ¢ | ¢tantinférieur a 7, quelle que soit Ja valeur de ¢ entre o et 27, | Dans
G'(0), O représente la valeur de 0 correspondant d . |
On aura done

PG ) — 6y (9
"17“1("717)'1)iﬂﬁl{l(a,"q): f (l( .) l(.)

N = @t — 20 cosy

o
R

sind dl

7

Y Sl 44 [G(0) +ce]sindbdl

p. ]
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On peut trouver un nombre a, asscz voisin de 'unité pour que, @ ¢tant
compris entre 1 et @,, on ait

|K(a,0) —K(1,9)| <%,
el que soit 5.
Considérons J(a, 7) :

0 L, Y
J(a,0)= G’(Q)/ (9 + %) 9(:‘7? siny db +f
SWw

s 1+a*—aaco
)

43

(o +9) —(9) |

'l
l—i—a‘—Z[l(,ObJ !

=G (9 J(a, )+ T,(a, ).

Admettons, pour un instant, qu'il existe un nombre &, assez voisin de i
pour que, @' et a” étant compris entre @, et 1, on ait, quel que soit <,

"ll(aru ?) - ']I(a”7 ?) I <.

Remarquons que la différence 6(4 + ¢) - 0(9) a le signe de ¢ par suite,
dans I'imtégrale J,, tous les ¢léments sont positifs; J, s’obtient en multi-
pliant tous ces ¢léments par une quantité ¢ de module inférieur a 73 par

suile,
Jy= 2],
Lo ¢tant inférieur & 7, et la différence
T, 0) =I(a’, 2) = G'(5) [Ji(a', 9) = Ji(a’, 9)] + 2 Jy (@', 0) — 2" Ty (', %)

(|2'] et |o”] sont inférieurs & ). Soient M le module maximum de G'(%),

quand § varie de o a 2w; m la valeur maxima de J,(a, 9). Si @’ et «” sont

compris enlre 1 et @, on a
[J(a',0) —J(a’, o) | << a(M +2m).

M estindépendant de 8, m décroit avec 8, par suite, avee 7. On peut donce
cholsir 7 assez petit pour que

N(M + m) soit inférieur a

LOIQ

Iin définitive, il existe un nombre A assez voisin de 1 pour que, @’ el &’
étant compris entre 1 et A, on ait

| Ri(a’, o) —Ri(a", 0)| <o,

(quel que soit 2 (7 étant un nombre donné, aussi petit qu’on veut).
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Mais ceci suppose l'existence du nombre a,. Tout revient done a démon-
trer que 'expression
+8
: (e +9) —5(9)
Was=[ 2

N 1—a-—>acos‘

-G

siny dl
tend uniformément vers unc limite le long de ¢, quand a tend vers 1.

Pour cela, considérons encore la fonction =, de s, dont nous venons de
faire usage, et soit z=2,(z,) la fonction inverse. Prenons un point M sur s,
¢t désignons par « -+ iv une fonction de z holomorphe dans le plan; u (., y)
prend sur s une suite continue de valeurs g(9),

du Jdu , ' du

—_ = — Ty —— ¥y

d5 ~ 9x b gy Y
xy et ) sont des fonctions continues de s qui ne s’annulent & la fois pour
du .
o e
soil pas nul au point M. Par suite, dans un certain intervalle @M/ de s,

aucun point de s, et I'on peut toujours choisir z de telle sorte que

e module de [ou de g'(0)] est supéricur a un nombre .. Silon rem-

place zen fonchon de z,, u 4 v devient une fonction w«, + i¢, de =, holo-
morphe dans le cerele C, et g(0) une fonction continue de ¢, g,(%)-
Ceci posé, on voit, comme plus haut, qu'il existe un nombre ¢, assez
1 3 ) 1 y 1

. [ . v . L]
petit pour que, ' ¢tant inférieur a ¢,
(g + ) — &) =[0(g + ¢) = 9(9)]Lg"(5) +¢l.

(| ¢lant inféricur a v, quel que soit 3. [ Dans g'(0), 0 désigne la valeur de §
. R RN . . . N ~ (\

(qui correspond & ¢.] Si ¢, est inféricur & ¢, on remplace ¢ par . dans le

premier raisonnement, qui subsiste @ fortiori. Sinon, on Ozude ¢ colme -

tervalle. Dans tous les cas (J représentant la méme valeur que dans la pre-

micre partie de la démonstration ), on a

a2V ‘NY=arV,(a, o) = Cs(e =) f”’(—duvbd"
2T 1(.1‘“)1)—21- 1(”:”' R 1_4_(1-—2(1(034 CoY
v
+a(,,ﬂ,,, ;5,,
*f 008 %) =909 1 () e siny dy
L 14+ ar-—sacos

=L(a, 9) +jla@, 9).

Mais on peut trouver un nombre @, assez voisin de 1 pour que, a étanl
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Compris entre @, et 1, on ait
ar| e (e, o)y — ey (1, 9) | <.

De méme, il existe un nombre b, tel que, « étant compris entre b, et 1,

on ait
l/\((l,u)-——/\ ,‘/)|<!‘

I en résulte qu'on peut trouver un nombre A assez voisin de 1 pour que,
@ el @ étant compris entre A et 1, on ait

(a, o) —jla’, o) ] <l
Mais on voit, comme plus haut, que
S o) — (o) =g (D I(dy o) = Da(a, )] + 5 0i(a, 9) — 3", (', 9),

(3| ct]3] étant inférieurs & 7).

Ne faisons varier ¢ qu’entre les limites o, et =z, (ui correspondent aux
extrépités de are @, M, b, (corrélatif de @ Mb). Dans cetintervalle, g’ (0),
esl supérieur a w. L (wnhtu qui précede montre d'abord que J, (@, ¢) ne
croit pas au dela de toute limite quand @ tend vers 1. Sinon, @ restant fixe,

" lendant vers 1, le second membre croitrait indéfiniment. Soit done v une
lumln supéricure des valeurs de J,(a, 2) quand @ prend toutes les valeurs
de Ador (¢ vartant entre g, et ¢, [J(a@, ) —J(a’, 5)| est inféricur a

(4 -+ 2v) . N .o,
——— > quel que soil  entre g, et ¢,. Comme w est indépendant de 3, el
5

N . .« .
que ¢ tend vers o avee s, et par suile avee 7, on peut choisir +

i
1 |+ . . v
1)()[11’ ([U(‘ — {J,,ﬁz_ qul II]fLI‘ICUI‘ d 7. ]JC rasonnement I)Oll\'illll se l'(‘[)(.‘[(‘l'
2

assez petil

pour un arc @ Mb quelconque, il existe un nombre @ assez voisin de 1 pour
que, @ et a” ¢lant compris entre 1 et @), on ait, ([ud (ue soit % entre o

et 27w,

iy 5) = ia', 9) | <

Iin conséquence, la fonction R, («, ) tend vers une limite R, (1, ) quand
a tend vers 1, ct cela uniformément le long de e. Daprés le lemme T du
Chapitre IT (de la premiére Partic), R, (1, %) est fonction continue de 73 la
fonction R, y), ct par suite P 4+ 7 Q, prend done sur s une suite continue
de valeurs vérifiant la condition

Pr'+-Qy'=o.
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De plus, P et Q ne s’annulent pas a la fois sur s; sinon R(xz,y), égale a

I’0sons
1

P1>%— l'le m :/I(:-).

Le long de s, P+ 7Q, est continue, et P,de — Q,dy =0. De plus,
P+ 7Q ¢tant holomorphe dans S et ne sannulant que pour = = o,

.y

P Q= 2T s

| HH(z) est holomorphe dans 3]. Considérons I'intégrale

x,

.
Pyde — Qudy =U(x,));
Vg Yy
elle est indépendante du chemin suivi entre (i, y,) et (0, y), pourvu que
deux chemins différents ne comprennent pas Porigine. Elle est de la forme

aLo— 39+ u(x, y)

[2(.ryy) ¢tant réguliere dans s|. Dapreés le lemme T du Chapitee 1, si
(245 )0 ), et (2, y)sont deux points de s, et Jun chemin quiles joint a l'inteé-

S, Y
ricur de s, les deux intégrales / P, dx — Q, dyprises,I'une sur le chemin
SN

/,Vautre sur s, sont ¢gales. Comme ona Pyde — Q, dy =osurs, U prend
sur s une valeur constante. L'intégrale fP' de — Q, dy est done nulle, et

comme, dautre part, elle est égale & — 273, on voit que 3 = o. Multiplions
enfin P+ Q) par z, U(x, y)est divisée par «, ct prend la forme

Lo+ uix,yv);

sur s, U(w, y) est constante et égale & R;. Comparons cctte fonction au
logarithme népérien de

5(3)1, 2(=) ¢tant une des fonctions (ui repré-
sentent d'une maniere conforme l'espace S sur un cercle de centre O et de
rayon ¢™, ct qui de plus s'annulent a l'origine. La différence

Lizia)[—Uir )

est une fonction U, (., ), régulitre dans 3, satisfaisant & AU, = o, ets"an-
nuhant sur s; clle est done identiquement nulle.
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Ce point établi, on voit, comme dans le cas ou s est analylique, que les
courbes G ou U = R (R étant inférieur & R,) sont des courbes fermées,
sans points communs, entourant 'origine, et normales en chacun de leurs
points z & la droite 53— a (53— a="P + 1Q); ces courbes tendent vers s
quand IR tend vers R,.

Il faut prouver de plus qu’elles sont convexes et n'ont qu'un contact
simple acec leurs tangentes. On démontre, ainsi que dans le premier cas,

que, pour une courbe Clx = f(0, R), y = £,(0, R)],

d2 (0% p o2
Fol-goery

Q 2 N~
“ = arctang = arctang — —,; et h(R,0) = mJ P, Q, » sont

P
des fonctions de » et y (ou dé 0 et %) continues dans S et sur s; A

est plus grand que zéro dans laire S et sur s est ¢galement positif

d
{{
, . . . o-- L0

en toul point de s. Il suffit de prouver que l'expression 0 + 1 ﬁ)

(’Q,x 0,)

tend ver 7

1 ~ a1 b N S
lO T quand (x, y ) tend vers un point (&, ) de s, L

. dQ . . - . \
et 0, ¢tant les valeurs de —5 hetlau point (£,7) |5 le raisonnement s'ache-

vera des lors comme précédemment.
Envisageons donc 'expression

PPosons
Q2 0Q
w1

et cherchons directement s'il existe une fonction p + i¢ de = telle que
F’(9 )

({
correspond a la valeur §. Par hypotheése, F'(0) est continue ¢t admet la pé-
riode 2735 on sait qu'll en est de méme de 7, (O) Hl existe donc une fonction
(%)
( )
faisant 4 I'équation AW == o; considérons la fonction de =z, & + { W, el soil

oo W \
P+ iq = 55— la fonction p + ig répond a la condition ¢noncée. Cette

gP + pQ tende vers la valeur - quand (x, y) tend vers le point de s qui

W (£, ») qui prend sur s la suite de valeurs 1§ WAL réguliere dans S et satis-
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fonction est holomorphe dans S, sauf au point = = o, quiest un pole du pre-
mier ordre;

ﬁy—i—ﬁi — k(z)

P

(g ¢tant holomorphe dans S), o+ ¢} est la valeur de & + W pour
5 = o, et contlient une constante réelle arbitraive (w = w, + C), que P'on
détermine par la condition que w soit nul pour 5 = o. Alors

. i3
p—ig= —é -+ k(3).
Soit
2y
o)== [ pdr—qdy.
L""U!]’O

Dapres le lemme 11 du Chapitre 11, si (@, y,o) et (i, y) sont deux points
de s,

x, ¥y
w(x,y)—= [ pdx —qdy,

“ Xy Yo

I'intégrale ¢tant prise le long de s.
Muais, le long de s,
pdr+qdy =F (5)df:
done
w(z,y)=—F(9)+ C.

D’autre part, o(.r, y) est de la forme 30 + &, (., ), la fonction A, étant
régulicre dans S. Quand 0 varie de 2w, F(0) augmente de 27, par suite
3 =1. Ceci pos¢, faisons G = o, et comparons les deux fonctions w et ) de
x, . La différence D(wz, y) = w(x, y) - Q(x, y) est uniforme et réguliére
dans S ou clle satisfait a I'équation AD = o; clle s’annule sur le contour s.
- . . , .0 aQ . .
IElle est donc identiquement nulle. L'expression S 4 gy Yo relative
une courbe C tend bien vers I (6) quand C tend vers s.

I’existence de lafonction P + i(Q) est done établie en toute rigueur pour

d*z . . .

toute courbe s pour laquelle —7 est continue, eb qui n'a en chaque point

qu'un contact simple avec sa tangente (').

() Il résulte de ce qui précéde que, pour toute courbe s vérifiant les conditions précé-
dentes, la fonction 3y = 2(z) qui représente S sur C admet une dérivée <'(5) qui prend sur
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Cas oit la courbe s présente des points singuliers. — Sila courbe spreé-
sente des points A; ot les dérivées premicres ou secondes de x et y sont
discontinues (sans devenir infinies ou indétermindes), par exemple si s preé-
sente des poinls anguleux, le développement en série de polynomes est

s une suite continuc de valeurs ¢'(5") et jouit, par suite, des propriétés énoncées au
lemme I du Chapitre IT : quand 5 tend vers un point &' de s, a l'intéricur de s ou suv s,
— (5 3z ” . .

g quand T existe et est continue, ©”(3) existe aussi sur s. On
déduit de 1a plusicurs conséquences @ tout d'abord, soit un segment de courbe AB qui jouit

<03y =lim

2 3

de la propri¢té énoncée < est Conlinuc>; si une fonction /1 z) prend sur AB des valeurs

iz
. L, . ) . df .
JyiZyadmettant une dérivée continue (7[‘[; » f1{z)prend sur AB les valeurs {z_lll—l ;;:_. - Alaide
dl

Jde la représentation conforme, on raméne ce cas général au cas ou AB est un cercle de
ravon 1, dans lequel f{s) est holomorphe. Soit f(5) = U =iV, fi(o) = u(s)-+ (v(z): s

f . .
—Z existe sur s. on doit avoir
oz
ol . Z1%
— $Iny — —usc:fzuv)
dx oy :
av AY

—— $INo — — CosT = — ¢ (),

0.2,. i ’)J T P
It existe une fonction Uy (x, 37} régulicre dans C, satislaisant & AU, = o et prenant sar € les
valeurs — v’ 2). Posons

Fiiz) =P -0 = h;f_lL’

1

- Uy ¢tant la fonction conjuguée de Uy, dont on détermine la constante, en sorte que
Uy = /U <annule pour 5 =o0. ce qui est possible. car Uy, 3) = o pour 5= o0, puisque
o

/ 1'1zvdz = 0. Pour une valeur convenable de la constante. [l’ dr —Qdy prend sur ¢
il

. . R . . l){ e
les valeurs wi o), et par suite coincide avee U; ainsi P = - (R oo et I'on a
. b > 2%
ot ; U Uy--ily
. - T I

o rn z

Ly étant continue sur s. De mdéme, en raisonnant sur V{r. 3 ) comme suar U. on voit que

A A ) . oU \ AT
e — = —_ — =
oy or Jr oy
. . o .l " . L ,
V, étant continue sur ¢. Done e 2 A ou f'tz) est continue sur ¢. Le théoréme est dé-
- DI /
montre,
. . . . A A%
Ajoutons que si une fonction V(, 1) et sa dérivée 5y oW prepnent sur B des va-
dr dy
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encore possible, pourvu qu’a chaque point A; corresponde un chemin mA;

dans S, le long duquel f Ff; dztende versune limite (z désignant un point
de S). Nous verrons en effet plus loin que la fonction F(x) peut se déconi-
poser alors en unc somme de fonctions, holomorphes respectivement & 'ex-
téricur de lignes A, A,, A,A,, .... La premicre se développera cn sérics
de polynomes & lintérieur d’une courbe convexe ordinaire A, A,MA, en-
tourant S, ct ainsi des autres.

Il suffit méme qu'il existe une série de polynémes f(z), convergente dans
3, ct telle que la différence F(s) — f(5) réponde a la condition énoncée.
Ceci est toujours possible quand la fonction F admet les A, A,, ..., A,
comme points singuliers isolés. Plus généralement, nous indiquerons dans
le Chapitre 1T d’autres cas ot 'on peut décomposer la coupure s en cou-
pures partielles A /A, .. ..

Si, en plusicurs points A, A,, ..., A,, la courbe a un contact dordre
supérieur avee sa tangente, I'(z) étant continue sur s aux cnvirons de ces
points, on décompose l'intégrale en deux particsf et , o désignant un

[} s —a

fragment de s qui comprend tous les points A,,, et qu’on peut prendre aussi
petit qu'on veut; en faisant tendre o vers o, on voit que le développement
subsiste.

Au cas contraire (ct ceci s'applique aussi bien quand s n’est pas convexe),

la fonction IF, (z, ) = F ()

1

. , ) L
¢'il existe un point @ tel qu'en posant 3, = _—

soit holomorphe dans l'aire S, convexe, et dont le contour s, n’a pas de

. ., i
singularité, I'(z) se met sous la forme E P”<
\Z‘ —_—

>- Le point @ cxiste
a

toujours, uand il n’y a sur s que deux points A, A,.
Lorsque s est une courbe quelconque, on peut toujours la décomposer cn
partics A, A, assez petites, soit pour que les tangentes en chaque point M

leurs Vy(72), V(7). admettant une dérivée premiére continue, il en cst de méme des deux
dérivées partielles.
d3z . . . x-

Quand, le long de AB, i existe et est continu, si V(z,y) prend sur AB des valeurs
Vi /) ayant une dérivée premicre continue, la fonction conjuguée est continue sur AB. Si,
le long du méme arc AB, V(z, ») prend des valeurs Vi(/) admettant une dérivie seconde,
AN . .. . v . . .
oz o Py sont continues sur AB. Ces propositions sont utiles dans l'intégration de I'équation
[ f
a deux variables AV = o.

].). I:

-—
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de A, A, soient ordinaires et extéricures & 3, soit pour que les cercles tan-
gents & s en chaque point M et passant par un certain point z (extérieur
a8) soient extéricurs & S. Si I'on peut choisir les points Ay, Ay, ..., en
sorte qu'a chacun d’eux corresponde un chemin A, m, A,m,, ..., surlequel

f _F(:'l dz tende vers une limite, la fonction I'(.) se développe dans S sous

la forme (4).

Discussion du déceloppement (2). — La possibilit¢ du développement
(2) s’établit comme celle du développement (3), avee quelques simplifi-
cations.

Soit s un contour fermé quelconque (sans angle rentrant) tel que. pour

,}

chaque point de s, —F - existe et soit continu. Le contour peut offrir des

tangentes d'inflexion. On ¢établit qu'il existe une fonction P -+ 7(QQ, holo-
morphe dans S et continue sur s, telle que le long de s

Pa'+Qy' =o.

On peut toujours la multiplier par un nombre réel K assez petit en valeur ab-
solue pour que lescerclesayantapour centreetpassantpars (z —a=P +iQ)
soient extéricurs & la courbe C passant par z (s étant voisin de s). On en

conclut que I'intégrale [(—";CLF() dz est indépendante de C quand C

)!L+1

tend vers s; ce qui montre que le développement, trouvé pour C, converge
dans S.

Si s présente des points singuliers Ay, A,, ..., le développement est encore
possible, pourvu que la coupure s puisse se décomposer en coupures par-
telles, A, A, ...

Le cas ot S est I'espace extéricur a une ligne non fermée se raméne aux
précédents a Paide de la transformation

a+b

]
Il
h

+y{(s —a)(z— D).

Les développements dans une aire limitée par des arcs de cercle s ou ex-
térieure a un contour rectiligne sont des cas particuliers des développements
(2), (3) et (4). Ils s’appliquent a toute fonction discontinue sur s, mais
remplissant aux points anguleux les conditions indiquées.

Calcul des coefficients du déceloppement (3). — Revenons au cas
d’une aire convese régulicre S. Nous avons démontré qu'a toute courbe s
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correspond unc fonction
a(z) =— y(

holomorphe dans S, s"annulant pour z = o, ct telle que

[

n=c n=x

F(x) 22“ f(a’i—:.zlnf‘jl )d‘—EPn(L

n=90 n=0

La fonction 5 -+ ¢ n’a dans s qu'un zéro simple, z = 0; & est une courbe
quelconque entourant Porigine et intérieure a s. Chaque terme du second
membre a une valeur indépendante de o, valeur qui, pour le terme de rang

n, n'est autre chose que le résidu relatif au pole s = o de 'expression
(v + U)”F (=)
( 5L ) 2+1
Posons

L=zf(5)=z(x+34A)

(=2 est réel et positif, comme nous 'avons vu).
D’aprés une formule connue, le résidu est égal a

D"' '1;+5f\ll F .
n oo\ 14 f t+f

Ceci montre que P, () s’exprime en fonction des valeurs pour z = o des n
premicres dérivées de f(z) et de IF(z).Si donc on connait la fonction /(s), les
cocfficients pourront se calculer non plus a Paide d’intégrales définies, mars
en fonction de F (o), F'(0), ..., F,(o).

Mettons ces dérivées en évidence dans 'expression de P, (x) :

IZ'P,,(J):D,_O(M>H' f

1+ f 1—+—f'
Solent
x+af " x—k—:f)” Ly L
T i+f ) - f T 1+ f 7
On a
'S (n—p+1)
' N Ty TR _ ;. m)
n.p,l(.r)_l):_:(,\F*E R Fprp(0)V, = (V= F)im,.
]7:0
L’expression

V,=DI_,gu"
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est indépendante de I

. g1 u .
(a) V":E&%—I(]_J Ep-qfo)ug=(u"+ 0).40

La quantité «; est la valeur pour 5 = o de D?u”,
ug=Dlo[gx +s(1—g)]".

C’est donc un polyndéme en x de degré n, dela forme x*~7(b + 2 B) et dont
les coefficicnts s’expriment en fonction de u (o), @'(0), ..., ©,(0), parsuite
en fonction de g (o), g'(0), ..., g,(0). Posons

g8y = A+ a5 ... a3 ...,
w(z)y=gx +3—s8=by+b5+...+ b,3"+

=ayx +s5{aqx+1—ay) +3(agr—a)+...+3"(a,r —d,.,)—....

On voit que
b — g”(o) — /l“l(o)

x
1.2...0 (n—l)

Ceci posé, ¢levons u & la puissance n et cherchons le coefficient B, de 7.
D’apres une formule connue,

n! )
B,— E e O O Al
oy log ool

Les @, 2, ..., 2, sont des nombres entiers positifs vérifiant les deux
egalités
Sy Syt g n,

Ay 20 - GUag= .
Il en résulte que

O, Z)"l

2
l/ (/y ~/0

Telle est Pexpression dircete des polynomes P, () en fonction des con-

stantes gy, g4y - -y &a(0)-
On peut aussi expr imer les zf en fonction des polynomes d'indices infé-

rieurs, en partant des identités

1 Typl gl
upii = DIty = (n+ 0Dy up o,
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ou cnceore

"N (P )
" +1)..(p—qg+2
wttt = PPl yn gy — Z P UP U, e
. ==0 1.2...q g arimg
7=9
Réciproque du théoréme précédent. — Soit une fonction arbitratve
Jg(:) ayant un zéro simple au point = a qu’on peul loujours supposcr

¢tre Torigine. Posons z + 4(z) =A(z) =P +{Q, et voyons a quelles
conditions les courbes C qui satisfont a I'équation P dx + Q dy = o sonl
fermées et convexes dans le voisinage de Porigine. Nous avons dit que, si

- o ., c o ds . e .
U + Vi désigne l’mtegralef hia)’ ces courbes satisfonl a I'équation

U = R. Comme

1 o+ 3 i
/T(?)——;—"—FH(*),

U=oaLs— 39+ G(x, ).
Si les courbes C sont fermées, 3 est nul. D’autre part, on peut toujours
supposer « ¢gal a 1, et

U(z,y)=Lp+G(x,y)=R.
Posons
— eU+iV — S oG+iG — ?(;)

s

(G + £ Gy est holomorphe dans le voisinage de Porigine). Comme

la fonction ¢ () est holomorphe dans toute aire S ne renfermant ni point
singulier, ni zéro de () (en dehors du point z = o), et sa dérivée ¢/(3)
nc s’annule pas dans S. Par suite, la fonction inverse 5 = ¢,(z,) est holo-
morphe dans 'aire S, correspondant & S; S comprenant le point O, S, com-
prend le point O, ctl’on peut toujours décrire un cercle de centre O, ct in-
téricur 4 S, la courbe correspondante est une courbe fermée, entourant
I'origine O et vérifiant I'équation U = R. Quand R a une valeur négative
tres grande, la courbe C se réduit sensiblement au point O3 quand R croit,
on obtient une famille de courbes qui ne se coupent pas ct qui se ferment
autour de U'origine, tant que R n’atteint pas une certaine valeur limite ¢.
Ces courbes sont-elles convexes 2 Nous avons dit qu'en un point de ces
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courbes (Q étant 'angle de la normale avec Ox)

dQ xr y?

& T Prray e

-

Il faut que 7 ne devienne ni nul, ni infini.

Considérons donc les deux courbes

Pz —+-Qy
_ 0

‘1"2 -+ }72

Pr+Q “ , . . . e
<—f;‘if =1+ Cx + Dy, C ct D étant réguliers pres de 1 01‘15:111@) 3 con-
I— +J,‘— Lo

et P.—o

sidérons aussi les points singuliers de P + 7Q (qui sont ceux de P): soit
R la plus petite valeur de R pour laquelle la branche de courbe U = R qui
se¢ ferme autour de O rencontre un de ces points ou une de ces courbes (R
est au plus égal & ¢). Pour toute valeur de R inféricure & R/, la courbe C
est fermée et convexe, et 'on peut trouver un nombre K assez grand pour
que le cercle passant par = et ayant pour centre ¢ =z — KA (z) com-
prenne a son intérieur la courbe C (z étant un point de C). Si l'on se
donme a priori b, (5) = KA(z) (K est réel ct plus grand que 1), on voit
bien aisément que cette condition est réalisée pour les courbes C voisines
de Torigine (qui correspondent & des valeurs de R inféricures & un certain
maximum R,).

En résumé, soit /£, (5) une fonction de la forme Ks|1+3A(3)], ou K
estréel et supérieur & I'unité et A une fonction holomorphe prés de Vori-
gines la série

n=w -
DPuey= X Di[gr—(1— g)"F(5) g(3)

n!
n=90 n=>0

est convergente dans une certaine courbe U = Ry, 1 F(z) est holomorphe
dans cette courhe

() — vw [T .
[b(-)—,“(:), U+L\-I\fso hl(:)dv],

inon, clle converge dans la premiére des courbes U = R qui rencontre
une discontinuité de F(z). La somme de cette séric est F(x). De plus, on
peut disposer de K, en sorte que R, soit égal & un nombre quelconque infé-
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ricur & R (R’ ¢tant la valeur & partir de laquelle les courbes U = R cessent
d’étre fermées, convexes ou régulieres autour de l'origine).

Applications. — Pour h,(z)= Kz, les courbes C sont des cercles ayant
pour centre 'origine; elles sont fermées convexes et sans inflexion, quel que
soit R; on voit immédiatement que c'est la seule fonction h,(3) qui
jouisse de cette propriété.

Quand /i, () = K= (1 + az), les courbes C sont des cercles ayant méme

axe radical <z‘1 savoir la droite perpendiculaire au segment OA, en son
milieu; A, a pour affixe — I;), ctR'=—Lj«a|.
Sil,(5)=NKz(1+ as?), les courbes C sont des quartiques bicirculaires
qu'on peut définir par la relation géométrique g* = Cg'p” (9, ¢y ¢ ¢tant les
\
distances d'un point M de la courbe aux points O, A, A’; A et A" ont pour
affixes — Ig el + IE> En prenant £, (z) =Ksy1 — ¢*3%, on obtient pour

les courbes C des quartiques bicirculaires, inverses, parrapport a leur centre
O, de coniques homofocales dont les foyers sont == ¢ (¢ est réel). Dans ce

. c 1 . .
cas R'=1L ——=; cn changeant = en -, on obticnt une forme de dévelop-
1-+2 z

pement pour l'aire S extéricure a une ellipse ayant pour foyer == ¢ et dont

e, P V1
I’excentricité est inférieure 4 —— .

2
Plus généralement, soit —— = + —%— + ’ 4,7
us nglC]ﬂCmCH, S01 m—z—'—s__a "‘+§_—1’“?1"""

étant véels; les courbes C sont définies par la propriété gz%...o% = const. ;

5,51y ---s 2o sontles distances OM, AM, ..., LM de M aux points O, a, b, ..., L.

)
Siz=1ctsi3=...="h=o, ces courbes sonl des ovales de Cassini.

~
o
{

Sans m'é¢tendre davantage sur ces exemples, j'ajoute seulement que les
?

polynomes P, (5) sc rencontrent dans une séric assez analogue a celle de

Lagrange, et qui peut s’en déduire.

L’équation z =ax + (1 — «)3f(5) a unc racine Z qui tend vers zéro
avee z. Appliquons la premicre forme de la série de Lagrange a I'équa-
ton
(1) G(z)=s—a—ak(zs)=o,

en faisant
F(s)

>+ 35f(3) N .
MWe)= ————~ H(s)= T f5)

1+ /()
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On sait que, dans un certain champ,

H Z n=w= n .

En particulier, pour @ = o, I'équation (1) devient

.r—|—zf(;;),
1 f(5)

(2) s—al(z)—a

et le premier membre du développement prend la forme

(s F)(1+/) (¢

GE) T+ —alG+ NS+ —fe+LNH] 1+ —a)(f+%/)

I

en tenant compte de (2). Par suite,

N n . N\ 1
F©) “ _pr ('”+"/> D N e, (),

]f(l—d)(_f—FCf,):EI.Z...HDUZO\I—l—f 1+ f

(Pour o =1, {==.) D’aprés la condition connue, cetle séric converge
pour z = 1, si & reste intérieur & une courbhe fermée comprenant origine

Az e . . ..
et telle que, tout le long du contour, »ﬁ_l( soit inférieur & 1. La condition
peut s"¢erire

x + oo
s+ <1 (b= s/(5)]

Si donc il existe une aire S telle que, x étant un point intérieur quel-
. x4+ b(s

congue ct 5 un point du contour s, le module de —,(—)
24 9(3)

que T'unité, ZP,(x) converge dans cette aire et représente F(x). Ceci

soit plus petit

résulte également du théoréme établi précédemment. Mais inversement,
pour démontrer ce théoréme en partant de la série de Lagrange, il faudrait
prouver qu'a un contour convexe donné s correspond une fonction 4(s)
vérifiant la condition énoncée. Or la recherche de (=) revient précisément
a celle de la fonction désignée par P 4 iQ ; c’est cette recherche qui con-
stitue d’ailleurs la seule difficulté de la premiére démonstration.

6. Déceloppement en séries des fonctions V(x,y, z) salisfaisant
Péquation AV = o et réguliéres dans un espace quelconque. — A chaque
forme de développement indiquée plus haut, correspond une forme corré-
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lative de développement pour les fonctions V(x, y) de deux variables qui
satisfont & I'équation AV = o. Si I'on envisage les fonctions de trois va-
riables qui satisfont & la méme équation, le premier développement, basé
sur la représentation conforme, ne comporte pas d’extension naturelle.
Mais les développements (2), (3) et (4) se généralisent sans difficulté.
Soient, en premier licu, une surface fermée quelconque s, sans angle ren-
trant; o, 3, y un de ses points (a, §, v sont fonctions de deux paramétres )
et £). On peut en chaque point «, 3, y construire une sphére de centre
a, b, c, tangente & s et extéricure a cette surface. Soit, d'autre part,
I'(x, y, z) unc fonction qui satisfait 4 AF = o, réguliére dans le volume S

et conlinue amnsi que ses dérivées premicres <Oll alnsi que an sur s

1 1 dF d—,I-_
I‘(fal}'n'l):z—ﬂ | ;(—{,—l“FEF ds,

on
1 I <
- = _— = Vo (x —a, y—b,5—¢)
TV (= B () Z
et
g,;:"~7+.“—y+'/§;:EVMH\,U’—&)’—’),5—0);

n=0
a, b, ¢, A, u, v sont fonctions continues de «, 3, ¥, par suite de ¢ ct 0, sauf

pour les lignes singuliéres de s. On peut écrire

QTrF(I,y,:):EffVi,l(.r——a, y—b,5—c¢)ds,

en réunissant V_,.,; ¢t V. . Soit ¢ la surface licu des centres «, b, ¢; on
peut construire une surface s’ formée de fragments de sphéres extérieurs
a s, lournant vers s leur convexité et intérieurs & ¢. Soient A, B, C,, ..

Y
A B, Cy les centres de ces sphéres; la fonction

Vi(x—a,y— b, s—c)

se met dans s" sous la forme

p=w»
(@) B V(e — Ay vy — By, 5 —C) ..+ V(2 — Agy ¥ — By, 5 — Cp),
II:II
P. 15
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Apres Uintégration, la fonction ¥ (x, y, 5) est représentée par la série

n=muw

(2) E(I),l(x, ¥, 3,

n=0

], étant unc expression de la forme (2).

Les remarques faites dans le plan s’appliquent ici : la série converge ab-
colument et uniformément dans tout volume S, intéricur a S, et sa conver-
genee cst de lordre des progressions géométriques. Les dérivées de
F(r, )y, z) sobliennent en dérivant les termes de (2), ce qui conduit a des
séries de méme forme. Les termes de (2) sont nuls identiquement dans l'es-
pace X extéricur aux sphéres S,, S,, ..., S; et qui ne contient pas S; la
série (2) converge done et est égale & o sans Z. De i le moyen de former
une serie de la forme (2) représentant dans deux espaces quelconques deux
fonctions V(.r, y, =) distinctes.

Le développement (2) est possible d'une infinité de manicres : chaque
terme ¢, (z, ¥, z) ¢tant donné, on peut lui ajouter une séric dont la
sommnic estnulle; de plus on peut ajouter, terme & terme, & la série (2) elle-
méme des séries de méme forme dont la somme est nulle dans ¢'.

Les V(e — Ay, y — By, 35— C;) sont des combinaisons lincaires des
L N i¢ S I -~ L v E . b3 - N .
dérivées piome (e = On peut remplacer P Ve — Ay, )y — Bz — G

v(x, y, 3) est une fonction qui satisfait & Ab = o, admmet Torigine pour
pole du premier ordre, le résidu étant égal a 1, et ses autres points singu-
liers (a,, by, c,), ... sont tels que le pomnt (x +a,), () + b)), (z+¢,)
est extérieur & s° (st x, ¥, 3 est compris dans §') ainsi qu'aux sphéres
(A, By, Gy). Les coefficients sont indépendants de la forme de 4. On peut
déduire de la, pour un espace quelconque, des remarques identiques &
celles de M. Appell sur les cspaces dont la surface est formée de fragments
de spheres.

=1 1'on considere le premier terme de (2)

on voit, comme pour le plan, que la somme a, + a, + ...+ a; est nulle.
Quand l'espace S est extérieur a la surface s, rien n'est changé¢ dans le rai-
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sonnement précédent; mais, dans ce cas,

d
if/‘_FdS:al‘*‘ag'F...—!—ak:—_A,

dn

A cst le résidu de la surface-coupure s.

Les développements (3) et (5) s'étendent de la méme manicre. 11 suflit
d’entourer la surface convexe s de sphéres X qui lui soient tangentes en
chaque point, et on voit que

F(x, v, 3):#2\[/ V.(r-—a, y— 0,5 —c)ds,

V, ¢tant un polynome de degré n en ., ), 5, qui satisfait & l'¢quation

AV, —o.
Il en résulte que

(i}) F(J', ,1">;)::I)lz<‘rv 3 ;)’

P, (x,y,3)étant un polyndme de degré 7 en «, y, z, qui satisfait al'¢quation
AP, = o. Il suffit, pour que le théoréme soit exact, que F(x, y, 5) soit con-
tinue sur s; car, en appliquant a la surface S la méthode de C. Neuman,
on el la fonction IF sous la forme

I

[ ({7
> A N 7 ¢
I(‘r,),\)-f% (8, 0) o ds,

G ¢tant une certaine fonction continue de ¢ et de 9. En raisonnant sur cette
intégrale comme dans le premier cas, on voit que la fonetion F(w, y, 5),
continue sur s el régulicre dans S, peut se développer, dans ee volume,
en une série de polynémes P, satisfaisant ¢ Uéquation AP, = o.
Drscussion. — On démontre (comme dans le cas du plan) que, =1
(rt —s*) ne sannule en aucun point de s, on peut trouver un rayon R
assez gl‘and pour que toutes les Sphércs tangentes a s ct de rayon r com-
prennent S a leur intéricur. Si (17 — s*) s'annule en des points ou sur des
lignes de s, le théoréme subsiste, car il suffit de décomposer intégrale en
deux parties, dont I'une, relative aux parties singulicres de la surface, peut
détre prise aussi petite qu’on veut. Quand (r¢ — s*) s'annule sur une portion
finie de s (s comprend un fragment de surface développable), il faut avoir
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recours & la remarque suivante : Soit I'espace S intérieur (ou extérieur) a
une surface fermée quelconque s. 5l existe, en dehors de S, un point
(A, B, C), tel que, en le prenant pour pole d’'inversion, S devienne 'espace
intérieur a une surface convexe, la fonction F(«, y, z) régulicre dans S se
met sous la forme

S z—A y—B s
F(rh"‘)*/l*ZP"[(x_A)2+(VV_B)2+(5—C'72’ (r—A)P+... (e —Ay+...
n=0

. 1
Vie—AY - (y — B2+ (s — 0)?

n=c

:/l+EP'n(l‘,)’:~'):

n=9

P’ est une combinaison linéaire des dérivées d’ordre n et d'ordre inféricur

1 T

de = -
Ve =AY+ (y—By+(s—Cp 7
Ce point (A, B, C) existe aux conditions suivantes : soient M et N les

deux centres de courbure des sections principales de la surface au poiut
P (a,B,v), MP le plus grand rayon. 3i, au point P, la surface s est & cour-
bure positive, nous construisons la sphére X’ dont le rayon est MP, quand
s tourne sa concavité vers S; autrement, nous contruisons la sphére Z” dont
le rayon est NP. Si, au point P, la courbure de s est négative, nous con-
struisons la sphére X7 qui passe par P et qui a pour centre celui des deux
points M, N qui est, par rapport a s, du coté opposé a S. Il faut ct il suffit,
pour que (A, B, C) existe, qu'il y ait, en dehors de S, une portion d’es-
pace S, extérieure & toutes les sphéres X’ et intérieure & toutes les spheres
~”. Ces spheres se réduisent & des plans aux points ou (rf — s*) est nul.
Quand (7¢ — s*) est toujours positif ou nul, il faut et il suffit (si Fon dé-
signe par P l'espace situé, par rapport 4 un plan tangent en un point de s,
du coté opposé a S) que tous les espaces P relatifs aux points ou (r7 — s*)
s'annule aient une partie commune.

QQuand le point (A, B, C) n’existe pas, on peut toujours décomposer s (si
S ne présente pas d'angle rentrant) en parties s,, $,, ..., S, assez pelites
pour qu’il y ait, en dehors de S, des points M, tels que toutes les sphires
(qui passent par M; et sont tangentes & s; en chaque point soicnt extérieures
4 S. En décomposant l'intégrale qui représente I'(x,y,z) en plusicurs
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autres relatives respectivement a s,, S,, ..., S, on voit que

n=w

. ' — — 5 — G\
l‘(«l‘,y’z):h —{—2 [’i‘ P‘{”(I ,,,2—\17 Y 3 Bl; X l)+ .
n=90

1

.2 - .
r; ri ry

1] .
(4 + —P‘,{”(
Iy
nmo;

=h-+ 3 P (2,5,3) ...+ P (@, 3)

n=9

.I'—Ak t)"—B/f 3 CA>]

[P;f’“ cst une combinaison linéaire des dérivées d’ordre n et d’ordre inféricur

I

1 [
de — = » Ay, By, C; désignant les coordon-

oo AWz — A (y — B+ (5 —C)°
nées de .\Ii].

Les séries (3) et (4) convergent absolument ct uniformément dans tout

espace X Intérieur & S. Les dérivées de F s'obtiennent en dérivant les
termes des séries (3) et (4), ce qui conduit a des séries de méme forme.
Dans le développement (3) en particulier, st

n=—o
P.(x,y,3) :Za(a’t)ﬁﬁ X x%yP sy,
n=0
n=ox
9*F(x, v, = .
R NCINAED ):2%{?‘5’1, pour xr—y=—3s=o.

dx* 9B g3y

n=p
Les développements (3) et (4) sont possibles d’'une infinité de maniéres.
On peut se donner arbitrairement les n premiers termes ou assujettir les
polyndémes I, a ne pas contenir, au dela du p'm¢, de termes de degré infé-

. . . 1
ricur & p. On peut faire en sorte, par exemple, que les termes en —
1

1 I . r N
— e figurent sculement dans le premicr terme du développement (4).
2 k ’

S1 S est Iespace extérieur & une surface, le résidu de cette coupure est alors
cgal L @, + ay +.. .+ ay, les lettres a4, a,, ..., a; désignant les coefficients
. I I T
respectifs de —> —, -+, —-
ryor, s
Quand F(x,y, ) n’est pas continue sur s, la convergence des séries (2),
(3) et (4) ne s’établit que dans des cas particuliers.

e G P—
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CHAPITRE IL

I. Soit I'(5) une fonction uniforme de 5 qui ne présente dans le plan des
s qu'un nombre fini de singularités L, L,, ..., L, (coupurcs, espaces la-
cunaires, points essentiels ou poles) : Ly, L, ..., L, n’ont pas de points
communs. Cette fonction peut se mettre sous la forme ’une somme de
n fonctions n’admettant chacune dans le plan qi’une singularite.

Il saffit, pour le voir, de répéter le raisonnement emplové par M. Bour-
guel dans le cas des points singuliers. On trace n contours s,, $,, ..., S,
comprenant chacan a son mtéricur une des singularités et une scule : quand
la ligne L; est fermeée et n’enclot pas un espace lacunaire, le contour s; est
multiple. La fonction IF(z) (qu'on suppose régulicre & I'mfint) est holo-
morphe dansaire S extéricure aux contours s; el intéricure dun cercle Cde
centre O et de rayon assez grand pour enfermer toutes les coupures L. Si
x désigne un point de 5, s le contour de cette aire, on a

1. fl‘ )(L_;[/’l'(:)u’:_:_”'*. l*(:)(/\ /l( Yds ]
o 3—x 2w | J, - J o z—ux

v
8/ Sn

F(z)ds
La premicre intégrale est une constante 2iw/; Uintégrale [———
T

définit une fonction de & holomorphe a Uextérieur de Ly, car on peut pwmlrc
s; ausst voisin de L quon veut sans changer la valear de intégrale pour
fes points ¢ extéricurs as; @ () se met done sous la forme

Fley=/le+ fi{we)y + folx) = . [, (),

chacune desfonctions £, /., ..., f, n'admettant qu'une des singularités L,

T, ... L

Le cas ot () n'est pas holomorphe a I'infini se raméne au précédent,

n*

I . -
-5 F () est alors une somme de 7 fonctions dont Tune

eon posant 3 = -
a, pour lignes singulicres, plusicurs lignes 1. ayant des points a I'infint.
Lelong de s, Tintégrale [F(;)d: est nulle : st done on appelle résidu
s
e, 1 - . ,
de L, la valeur de 'intégrale ;Ffl‘ (35)d=, onvoit que la somme des ré-
rJ,

sidus de ¥ () dans le plan est nulle. Quandla fonction Iv(«) est holomorphe
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N . . . . . 1
a Iinfini, le résidu du point 5 = oo est le coefficient de - et changé de signe,

dans le développement de F(x) a 'extérieur d'un Cerclc de rayon suffisam-

ment grand. Sile point z = o est un point singulier de I' (i), le résidu re-
FPN N 1 .

latif & la coupure L est la valeur de Uintégrale ;l—_fF(:) dz prise, dans le

sens inverse, le long d’un contour fermé entourant toules les singularités,

sauf 1.

Fx) <, .
Ce qui précede s’applique a la fonetion l( ¥ quand I'(x) n'a, dans le
plan, qu’un nombre fini de zéros ou de singularités, on en conclut, en inté-
grant ct en passant du logarithme a la fonction, que I (z) peut se déve-

lopper ainsi

Flry=(r —a )P (o0 —a)l. . (2 —a)lix el xelv < o efal
S0 Jas ooy fu Wayant respectivement qu'une singularité Ly, Ly, oo Lo Si
. v ' (s)ds=
Fon appelle ordre de la coupure L; 1 111Lo0r'1l( /J——— slasomme des

ordres de ¥ () est nulle dans le plan.

Remarque. — 11 est possible, dans bien des cas, de décompaoser une sin-
gularité¢ formeée d’une ligne continue en plusicurs ordres
tion sutvante :

cs, grace & I'observa-

Soit L. une coupure non fermée de I7(.e)s A et B cont ses extrémités, €
un point de AB. Posons
Fis)ds
J(x) :v i ey
(7 désignant un contour fermé ne contenant que la coupure L), 31l existe
un chemin /, traversant AB au point C, et sur lequel | I'(.r) | ne croisse pas
indéfiniment, on peut décomposer /() en une somme de deux fonctions,
(qui n’admettent respectivement comnie coupure que AC et CB. En effet, /
rencontre 5 aux points M et N ct décompose s en deux parlies 7, et gy, for-
mant avee [ deux contours fermés s, + MN et 5, + NM, qui conticnnent le
premier AC, le second BC. On peut éerive

3)ds |
= EETa - 5
7 '“[H-Mx S /,_‘¢W s—.o =/i{r)+falx

Gy

Si(x) est définie pour toute valeur de @ extéricure & AC, car on peut tou-
jours tracer un contour o', laissant a I'extérieur le point « et entourant AB :
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ce contour rencontre le chemin / aux points M, N, et 'on a

Y dz F(s)ds
JARY A (VIR (EY5

3 — T —a
YowN © x G +MN

car I'(.r) est holomorphe a l'intéricur du contour formé par s,, o,, MM’ et
NN’. De méme, f,(x) est holomorphe a I'extérieur de BC. 1l suffit, pour
que la remarque s’applique, qu'il existe un chemin /, tel que, s et =, tendant
vers (sur / de part et d’autre de L et suivant une certaine loi,

f[F:,(:_) ;{: — r:(fi (318:.1]

tende vers une limite 2 (). Il suffit méme qu'on puisse trouver deux fonc-

lions g, (), g.,(w) n'ayant respectivement pour coupures que AG et CB,
telles que I, (x) = F(x) + g,(x) + g,(x) vérific la condition précédente.

Quand la coupure L est une ligne fermée ne limitant pas un espace lacu-
naire, si cette condition est remplie pour deux points C et D de L, on peut
la décomposer en deux coupures CED, CIFD.

Quand L limite un espace Jacunaire X, si, pour deux points C et D de
L., il existe deux chemins [ et {” sur lesquels | F(ir) | ne croisse pas indéfini-
ment quand s tend vers C sur /, et vers D sur I, a 'extéricur de X, la cou-
pure peut se décomposer en deux parties CED, CI'D. Il suffit méme que, s

et 57 tendant simultanément vers G et D sur [ et I’ (suivant une certaine loi),

1'F(s)ds= (3N A ..
/ll,( ) —P(, ) : ]tende vers une limite 2 ().

—x 3 —u

Dans tous les cas, celte condition n'étant pas remplie, on peut tracer un
chemin arbitraire MN rencontrant la coupure L (qu'on suppose ouverte)
au point C, et définir £, () et f,(«) de la maniére suivante

F(s)ds
L) == —_—
filny= [HEE,
Gy
, ¢lant un contour qui passe par M et N, sans rencontrer le chemin M\ en
d’autres points, et qui entoure AC en laissant z 4 son extéricur. De méme,

fzm:fmF(:_)fl:,

S5 — &

s, entoure BC; f, et f, admettent respectivement les coupures AC cl
BC, et la coupure commune MN, qu’on peut prendre aussi petite qu’on
veut. En appliquant le méme raisonnement & lextrémité A de AB,
on voit que f,(x) est la somme de deux fonctions f, et f, ayant
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comme coupures la premi¢re une ligne MCAM,, la seconde une ligne

NCAM, [.\L est un point arbitraire qui, parfois, peut se confondre avee A,

F dz ) . . )
notamment si | _(—)T i ne croit pas indé¢finiment quand = tend vers AJ.

Quand la coupure L est une ligne fermée, on peut décomposer f(.r) en
une somme de deux fonctions f,(x), fo(x) ayant respectivement pour cou-
pures les lignes CED, CEFD, et les deux coupures artificielles communes
MCN, M, DN,. Si I'on remarque que f,(z) et f,(x) deviennent infinies
aux points M, N, M, N, comme log(ix) pour & = o, il est clair qu'on peut
décomposer f,(x), par exemple, en quatre fonctions ayant respectivement
pour coupures MCDM,, MN] M, N, M, CDN,. La conclusion est analogue
s1 L limite un espace lacunaive. On peut, en définitive, décomposer, dans
tous les cas. la fonction () en une somme de fonctions dont chacune est
holomorphe dans Uaire extéricure a un contour fermé ou a une ligne
non fermée ne se coupant pas.

Quand L est décomposée en deux coupures LYy L7, e résidu de 19(r ) ve-

[I.: / S ()ds, f () n’admettant

fatif & I est égalala valeur de I'intégrale -

que la coupure I” qu'entoure 5. Ces vésidus jouissent des propri¢tés orvdi-
naires. Si plusicurs coupures L ont des points a linfini, la fonction f(=)
(qui a pour coupure I/ est la somme de plusicurs fonctions dont chacune
admet pour coupure une des lignes L et une certaine ligne L, arbitraive,
avant un point a Finfini, et qui disparait dans certains cax.

R . . . . . F(r . .
Les mémes remarques sappliquent i la fonction Tf(‘( ;% el, par suite. a la

décomposition en produit.

2. La fonction F(x) étant ranenée & une sonnne de fonetions plus <im-
ples, on peut chercher & développer ces fonctions & Faide des séries ¢tu-
dices plus haut.

Il est facile de décomposer dans tous les cas I'(.e ) en une somme de fone-

lions > o, (), auxquelles e développement (1) sapplique, puisque cetie
forme (le développement convient pour toute fonction /() holomorphe i

extérieur d'une ligne (fermée on non) qui ne se coupe pas. La fonction
P. 6
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F(x) est alors de la forme
/:‘l)

) - ‘ A, B,
(N f(x):211V+j;(x‘)ﬁa+[fv(x)%a]2+""

v=1

»
La somme EA" est nulle, car A, est le résidu relatif a chaque coupure L.
1

Les développements (2), (3), (4) peuvent ne pas s’appliquer aux fone-
tions 4, (. ); nous avons indiqué dans quels cas au Chapitre précédent. On
tache alors de décomposer les fonctions exceptionnelles 9,(«) enune somme
de fonctions pour lesquelles ces développements conviennent. Mais la chose
n’est pas réalisable nécessairement. Ces cas écartés, la fonction F(a) peut
se mettre sous la forme d'une somme de p séries (2), (3) ou (4). Nous
avons indiqué les valeurs des résidus en fonction des coefficients de ces sé-
ries : la somme de ces valeurs estnulle.

Ces développements fournissent autant de formes de décomposition en
produit de F(z) : par exemple, la forme (1) donne

i=p

Fla)=Clz — ay (e — by%. . (2 — 1) [ /i) — airet L],

i=1

La somme Zo; -+ Xp; est nulle.

3. Supposons maintenant que I'(«x) admette dans le plan une infinité de
singularités L, L, ..., L,, ..., sans points communs. Chacune d’elles, L,
suite ou non d’autres singularités, peut toujours étre entourée d’une cer-
taine aire S a double contour, a l'intéricur de laquelle F () est holomorphe :
I(x) peut se développer dans S 4 l'aide des séries ci-dessus, ou bien
encore, en se rappelant que 'aire S admet la représentation conforme sur
une couronne limitée par deux cercles concentriques, on met F(x) sous la
forme

L

Fey=[f(z)—al"(z—a)...(x—De ~

(Dest la généralisation du théoréme de Laurent. On peut définir la fone-
tion caractéristique de la singularité L comme dans la théoric des points
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essentiels, ct elle jouit des mémes propri¢tés. On peut définir également

!
le résidu et Uordre par les intégrales /‘F(j:-)d: et fF
I s

F

contour fermé qui limite S a Iintéricur) : ces deux intégrales varient en

fj)) d= (7 élant le

géndral avee o. Il est clair que les théorémes énoncés sur les résidus et les
ordres subsistent avec la nouvelle définition. Enfin, la classification des
points singuliers s'é¢tend sans modification aux lignes singuliéres; mais je
renvoie pour cette question a un Mémoire de M. Guichard sur les points
essentiels (Annales de U Ecole Normale, année 1884%).

En raisonnant comme au n® 1, on met la fonction F (z) sous la forme

F(ry=F,(x) =+ fi(r),

Ji(x) n’ayant que la singularité L, et I, () étant holomorphe sur L, (L,
peut comprendre un ensemble de singularités). Mais, quand les lignes L,
Ly, ..., L,, ... forment une suite dont la limite est 1., existe-t-il une série
convergente X f,(.£) = F(x), telle que chaque terme n’admette en dehors
de 1. quune singularité L, ? Le théoréme de M. Mittag-Leffler permet de
répondre a cette question.

. N *F(z)dz .
I'méoriye pE M. MitTac-LEFFLER. — Soit f, () = / __E)_l (7, nentou-

rant que la coupure L,). Il existe une fonction H,(x) r’ayant que des

n ==

poles isolés sur L, telle que la série E [/, () — H,(x)] soit concergente
n=1

pour tout poinl x ertéricur a L el aux L,.

kn effet, chaque terme f,(x) est holomorphe dans Pespace 5, extérieur
a un certain contour s, d’ares de cercles dont les centres o,,2,, ..., 2,
sont sur L, et £, (.c) se développe dans S, ainsi :

Ap . by, a L Iy

(v — )0 (=t T (e S

Julx)=

On peut prendre un nombre ¢, assez grand pour que (quand x varic a
'extéricur d'un contour s, voisin de g, et 'entourant, mais sans point com-
mun avec lui), le reste

P=n
a

R(/,‘;('l‘\) :':/n(‘l) 3 E —

(r—a)r Y,
p=0
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ait un module inféricur & un nombre positif douné ¢,. Sil'on choisit les ¢,
== =%
1 LA 3 - - LA 2 TP
de manicre que la série E g, soit convergente, la série 2 R, (&) vepre-
n—=1 o

sente une fonction holomorphe de « pour tout point z ¢ui n’apparticnt ni

a L, ni aux singularités L, ; car, pour des valeurs de n supéricures & un

certain nombre v, le point x est extéricur aux contours s, (puisque ces
nw

contours lendent vers L quand » croit indéfiniment ), et la série 2 R, (1)
n="-y41i

converge absolument et uniformément dans un certain espace entourant .r:

n=yy
d'autre part, la sommcE R, (x) est holomorphe au point x.
nzzl
n ==
Ajoutons que la différence I'(z) — Z R, () peut s’éerire
n=1

n==

F(l) Nafm(‘l‘) - 2 R’lu(‘r) 4./"/)1("[) — F,”(J') -+ l[/”(‘l.\)’

_n=1

I, et H,, ¢tant holomorphes dans le voisinage de L,,. La fonction I'(x)
peut donc se décomposer en une somme de fonctions ¢, () n"ayant qu'une
singularité en dehors de L,

(2) F(ry==6G(z)+ Zh,(x).

Gi () wadmet que la singularit¢ L dans le voisinage de cette ligne.

[Les remarques faites sur la décomposition des coupures en plusicurs
aulres permeltent d'apercevoir ais¢ément les cas principaux ot le théoreme
subsiste, les coupures L, ayant des points communs.

Dans Ie cas ot L limite un espace lacunaire X, on peut prendre les centres
; des cercles qui forment le contour s,, non plus sur L, mais a I'intéricur
de X. Le cas d'une coupure ouverte AB peutse ramener & celui d'un espace
lacunaire par la transformation

= L_);i)  (r—a)(r — b).

Quand Fespace S extéricur & L admet la représentation conforme sur un

cercle, on peut donner une autre démonstration du théoréme.
Soit x, = »(x) la fonction figurative de L; celte fonction représente S
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sur P'espace 2 extérieur 4 un certain cercle C du plan des «,, de rayon R :
& des cercles C), de méme centre et de rayon R, (¥, ¢tant supéricur & R).
correspondent des courbes 7, entourant L et sans points communs avec
cette ligne. On peut raisonner sur ces courbes 5,, comme sur les contours s,
d’arcs de cereles : la fonction & retrancher est alors de la forme

v=p
S S
-t () —a T [e(w)—a] T [e(x) —alr
V=0

Ce sont les premiers termes du développement de f,(x) & Fextéricur du
contour 5, qui entoure L et L,,. Dans ce cas [s1 I'(x) n'admet pas de sin-
gularités en dehors des L, L,, ..., L, ..., L], cette fonction se mel sous la
forme

V==

(3) l\)vE ["(x)-—a]' Elzp

p=1

V==

e "
fip(2) = E [Jz( (l,,] - P, lw;—-—;’Ja

P, désignant un polynome en

1
o(z)—a
On pourra aussi appliquer, dans bien des cas, les développements (2),
(3)ou (4). Par exemple, si L. est une courbe convexe a 'extéricur de la-
quelle I1 () n'est pas définie, et qui sert de hmite a des espaces lacunaires
L,, a I'extéricur desquels le développement (3) converge (les L, peuvent
¢tre des points isolés, ou des cercles), la fonction I'(.e) est de la forme

V== p==

) S‘P (z) + 3 hy,(r
=0 pa=
ol
V==
e r)¥21)p< a,,) Q,(x).
v =10

Les P,(2), P?’(=) sont des polynomes en =, comme les Q,(s) [ces der-
niers sont les premiers termes du développement des f,(z) a Uintérienr
d’une airc convexe, qui tend vers L]. On peut prendre aussi pour les Q,(.x)
des fonctions qui n'ont que des poles distribués sur L, ou des poles exté-
vicurs & I (d’aprés la premicre démonstration).
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Si la fonction (&) a m singularités, telles que L, elle est la somme de e
développements analogues aux précédents.

Au théoréme sur la décomposition en somme correspond un théoremce
sur la décomposition en produit. Il suffit d’appliquer les résultats obtenus a
F'(x)
IF(ax)

tendent vers L, on a [d’aprés la formule (2)]

D R
(D) F(r)= e”"«“H <ﬂ>l‘eg' e ’H/,n(x%

X — O

- S1 (%) présente une suite de zéros a; ct de singularités b;, qui

les /i,,(r) ne s'annulant pas et n'admettant qu'une singularité b,, en dehors
, . . ]
de Ly 2, désigne un point de L, tel que |a;,— 2;| tende vers o avee =

ct g;(5) est un polynéme en s. En particulier, quand les singularités &;
sont des poils isolés, on a

1 ) 1
xr—b %;y(—_-—m,f—T)
/I“(I):< Qﬁ) e'” I*bu) ° (\.1—-,6" ,

X D,

va(3) cst unc fonction holomorphe de s, g/ (z) un polynéme en z. Si ces
singularités b; n’existent pas, on retombe sur la formule de développement
en produit, mmdiquée par M. Picard.

On obtient d'autres formes de développement en appliquant la for-
mule (3). Par exemple, si L est un cercle C de centre O a lextéricur duquel
F(x) est définie et holomorphe, les zéros de I tendant vers G, F(x) se dé-
veloppe ainsi

F(x)= ec('%*) H <x‘%z—i>pieg'(‘l;).

On parvient au méme développement en appliquant la formule (4), ou en
sc servantde la remarque qu'on peut prendre les points 2, & I'intéricur de C,
et ict les faire coincider avee I'origine.

Il est & remarquer que cette derniére forme est idcnliqu'e a celle du déve-
loppement de I'(ix) quand F a Vorigine pour point essentiel et est holo-
morphe dans le reste du plan. Plus généralement, si C est la limite de cer-
cles G, qui enferment un espace lacunaire de I¥(x), le développement de
la fonction en somme ou en produit peut se mettre sous la méme forme que
dans le cas ou I'() admet le point essentiel O, limite d’autres points es-
sentiels.
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On voit quelle diversité de formes on peut donner aux développements
précédents. La seule difficulté pratique de la méthode réside, comme pour
le cas des points essentiels, dans le calcul direct de la fonction désignée par
G (i) et qui admet L comme coupure

11 est facile dés lors de former U'expression la plus générale des fonctions
simplement ct doublement périodiques. Nous dirons un mot de ces der-

niéres.

Applications aux fonctions doublement périodiques. — Ln premier
licu, le théoreme des résidus et le théoréme de Liouville subsistent quand la
fonction doublement périodique F(/c) admet des singularités quelconques:

p F=)
des périodes) sont nulles. Done la somme des résidus et celle des ordres

car les intégrales [F(:) dz et F(s )(l, (P désignant le parallélogramme
' p

sont nulles dans P.

s (s)ds . .
Ty on voit, sans peine,

Si, de plus, on considére 'intégrale e
ie

en la mettant sous la forme

f
zz'tfPLF@) az,

(que sa valeur est de la forme mo -+ nw’, et o' désignant les périodes.
D’autre part, soit f(.x) une fonction holomorphe ct ne s’annulant pas a

!
I'extéricur d'un cercle C de centre a, ;(( ) se développe dans cet espace de
la maniére suivante
i 2
e n x v
f():_ R
Sf(x) i—a (s—a) (z3—a)

et1lon a
/(5
———d3=na -+ 2.
(5

l()d

Si l'on considére chaque fonction f;(x) f [ o; entourant un

seul zéro ou une scule singularité de F(z)], la somme des quanlités nia; -+ ;.
dans P, est de la forme mo + no'.
Iin particulier, supposons qu'on développe la fonction f;(.) en somme
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ou en produit, a I'aide de la série 1,

K N 4 ,
olu)—a; " [ole)—a; P 777

{ B ) Yi Lt
filz)= [O(T)—a-]xfe'?*-l')—“i’*l?(-")—u.iﬁ -
EAR S e i ,

P q q
les sommes 2 ket E n; doivent ¢étre nulles dans P, et la somme E (n;a;—3;)
1 1 1

est de la forme m o + no’. Ceci résulie des égalités établies au n° 1 du Cha-
pitre préeédent. Nous avons dit que @, ¢tait Uaffive de la singularité corres-
pondante : si I'on appelle reste de cette singularité le coefficient 3; changé
de signe, on vout que la somme des restes des singularités dans P, aug-
menteés du produit de leur affice par Uordre correspondant, doil étre
ceale a une somme de mulliples des périodes o et o'

Si Lon applique & fi(z) les développement (2), (3), (1), les égalités
(3 )et(4), etablies dans le Chapitre I, fournissent les valeurs des trois in-
tégrales définies considérées, en fonction des coefficients.

Réciproquement, on peut former une fonetion doublement périodique
avant p singularités données (ou p singularités et p’ zéros) dans P, i les
résidus, ordres et restes de ces singularités, vérifient les conditions énon-
cees. I suffit, pour ¢tabliv cette réciproque, de raisonner comme dans le
cas des points essenticls : on peul entourer toutes les singularités (formées
on non d'un ensemble de singularités distinetes), de contours dares de cer-
cles, et appliquer la méthode de M. Appell, ou la méthode de décomposi-
tion en sommes ct en produits doublement infinis. Je renvoie, pour cette
(question, au Mémoire déja cité de M. Guichard.

Quand les singularités se composent de 7 espaces lacunaires, on peut ap-
pliquer aussi & ces espaces le mode de développement (2), ot la fonction

clémentaire - - estremplacée par Z.(z— ). Les termes du développe-

ment sont des fonctions lincéaires de Z et de ses dérivées. Clest la générali-
sation de la méthode de M. Appell.

Il est facile encore de développer I () (cette fonction présentant dans I
un nombre fini de zéros ou de singularités) en sommes ou en produits dou-
blement infinis, dont les termes 2,(5 + m® + nw’) sont représentés par
des intégrales définies ou par des développements de la forme (1), (2), (3)
ou (). La démonstration ordinaire s'¢tend aisément au cas actuel.
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-~

Linfin, si'on emploie la méthode de M. Hermite, on voit que
F(z) = f(snz) + en(x)dn(x) ¢[sn(x)],

et I'on sait développer f(?) et o(?) qui ont n singularités dans le plan.

Les fonctions de premiére et de seconde espéce s’obtiennent de la méme
maniére; mais je n'insiste pas davantage sur ces considérations, dont le
seul intérét est de montrer la généralité des raisonnements sur lesquels
repose la théorie des points essentiels.

5. Exlension des théorémes précédents aux fonctions V(z, y, z)
qui satisfont ¢ Uéquation AV=o0. — Les théorémes que nous venons
d’¢noncer ont leurs correspondants dans I'é¢tude des fonctions V(z, y, z) de
trois variables, qui satisfont & 'équation AV = o. Nous nous contentons dec
les énoneer: les démonstrations se déduisent de celles qu'on a données dans

I
av o 5

le plan, & condition de raisonner sur 'intégrale —— - ———V, |ds
dn r dn

3)ds
comme sur f'_()_

1° Une fonction affectée de n singularités (sans points communs) est
la somme de n fonctions V, n’ayant chacune qu’une singularité. —
Lorsqu'unc ligne L divise une surface coupure 7 en deux partics 7, et 7,, ct
que, sur une surface s traversant s et passant par L, V et ses dérivées pre-
micres ne croissent pas au dela de toute limite, on peut décomposer la fone-
tion qui admet ¢ comme coupure, cn une somme de deux fonctions admel-
tant respectivement les coupures s, et 5,. Cetle décomposition est possible
dans tous les cas, & condition d’ajouter une coupure arbitraire s.

2° La somme des résidus de 'V est nulle dans tout I'espace, en définissant

convenablement le résidu relatif au point a I'infini. ( Le résidu de 7 est la va-
e i . dv . o,
leur de I'intégrale définie =, (s, s entourant la scule singularité 7. )
s 4

Quand V(x, y, 5) préscnte des espaces lacunaires sur la surface desquels
V est continue, on peut développer les fonctions 'V, sous les formes (2), (3)
ou (4). La somme des cocfficients de ces développements qui représentent
les résidus est nulle.

3° Lorsque les singularités S, de 'V forment une suite ayant pour linite 3,
on peut encore mettre V(z, y, 5) sous la forme W(z, y,3) + 2V, (z, y, 5),
les V,(z, y, 5) n’ayant qu’une singularité S, et des pdles sur S, et W(x, y, 3)

P. 17

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



130 P. PAINLEVE. — SUR LES LIGNESVSINGULIERES, ETC.

n'ayant d’autre singularité que S. La démonstration cst identique a celle
u'on a donnée pour le plan; on entoure les S, d'une surface X, formée de
portions de sphéres dont les centres «, sont sur S, et I'on retranche de

1
dvVv 1 d;

chaque fonction V, = —— = — V ==/ ds les premiers termes de
n s dn r dn

son développement a 'extérieur de %,. Quand S limite un espace lacunaire,
on peut prendre les «; dans cet espace. On peut aussi remplacer la surface
X, par une autre surface, & Pextérieur de laquelle on développe V.

Sl existe p singularités, telles que S, V(z, y, ) est la somme de p séries
analogues.

Ce qui précéde s'applique, en particulier, aux fonctions V(z, y, 5) a
trois périodes. La somme des résidus est nulle dans le parallélépipede élé-
mentaire. Si I'on entoure chaque singularité a 'aide de portions de spheres,
on peut employer la méthode de M. Appell. Quand V(x, y, =) présente
n espaces lacunaires sur la surface desquels V(z, y, 5) est continue, le dé-

veloppement (2), ot l'on remplace I'élément simple ;(1, Yy, 3) par

Z(x, y, 5), permet de généraliser cette méthode. Il est facile aussi de
mettre V(x, y, 5) sous la forme d'une série triplement infinie, dont les
termes V;(x 4+ mo’, y + nw , 5 4+ po”) sont représentés par des intégrales
définies ou des développements (2), (3) ou (4). Mais je renvoie, pour ces
divers points, au Mémoire de M. Appell sur les fonctions V(x, y, =) qui
satisfont a I'équation AV = o (Acta mathematica, t. IV).

FPu et approuve :
Paris, le 5 janvier 1885,
Le Doven,

E. HEBERT.
Permis d’smprimer :

Paris, le 6 janvier 1887.
Lt Vice-RecTtEUR pE L’AcapEmie pe Panis
?

GREARD.
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SECONDE THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Exposer la formation des groupes lin¢aires d’ordre fini, a une variable.

Vu et approuce :
Paris, le 5 janvier 188-.
Lz Dovex,
E. HEBERT.
Permis d’imprimer :
Paris, le 6 janvier 1887,
Le Vice-Recreur pE L’Acapémie peE Paris,

GREARD.
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