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THESE D’ANALYSE.

INTRODUCGTION.

Dans une Lettre 3 M. Liouville, communiquée par ce dernier i I’Aca-
démie des Sciences en 1861, M. Hermite a indiqué de quelle maniere
la considération des développements en séries simples de sinus et de
cosinus des fonctions doublement périodiques de troisieme espece (')
conduit a la démonstration des théoremes de M. Kronecker sur les
formes quadratiques. L’année suivante { Comptes rendus du 7 juillet
1862}, M. Hermite est revenu sur lesrésultats précédents pour en faire
une étude plus complete. Le point de départ de ses recherches se
trouve dans les séries qu'il obtient en particularisant la variable dans
les développements de certaines fonctions doublement périodiques de
troisicme espéce, tandis que M. Kronecker était parvenu au méme but,

{Y) M. Hermite a donné le nom de fonctions doublement periodiques de premiére espece
aux fouctions qui possédent deux périodes a et b, celui de fonctions doublement périodiques
de deuxiéine espece & des fonctions (ui possedent une période « et se reproduisent a un
facteur constant preés lorsqu'on change z cn z—+ b, enfin celui de fonctions doublement
périodiques de troisicme espece & des fonctions qui possédent la période « et qui se repro-
duisent & un facteur exponentiel variable prés quand on change z en z -+ b. Nous conser-
verons ces dénominations et nous adopterons la notation de Jacobi dans ce qui suit.

i
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¢’est-a-dire & la détermination du nombre des classes quadratiques de
méme déterminant, par 'élude des équations algébriques & coeffi-
cients entiers, dont dépendent les modules qui donnent lieu, dans la
théorie des fonctions elliptiques, a la multiplication complexe.

Les fonctions dont I'étude a permis & M. Hermite de donner cette
nouvelle extension aux travaux de Jacobi sur ’Arithmétique supérieure
sont des quotients de fonctions 0, dans lesquelles il figure au numéra-
teur deux fonctions 6 distincles 'une de I'autre ou ¢gales entre elles
et au dénominateur une autre de ces fonctions. M. Hermite a donné,
sans démonstration, les formules qui lui ont servi de point de départ
dans ses recherches arithmétiques. La premiere Partie de ce travail a
pour objet la démonstration des formules de M. Hermite.

Ces formules, au nombre de vingt-quatre, se partagent en deux Caté-
gories : la premiere Catégorie comprend les douze fonctions dans
lesquelles les deux facteurs @ qui figurent au numérateur sont distincts;
la deuxieme Catégorie comprend celles qui renferment au numérateur
le carré d’une fonction 0.

La deuxieme Partie a pour objet la démonstration de formules nou-
velles analogues aux formules de M. Hermite; ce sont les développe-
ments des fonctions de troisieme espece dans lesquelles le numérateur
est le produit de trois facteurs © et le dénominateur un autre. Ces
formules, au nombre de quarante, se partagent en trois Catégories. La
premiere Catégorie comprend les quatre formules qui donnent les déve-
loppements des fonctions dans lesquelles les trois facteurs du numé-
rateur sont distinets; la deuxieme Catégorie comprend vingt-quatre
formules qui donnent les développements des fonctions dans lesquelles
il figure au numérateur le carré d’une fonction 0; enfin, la troisieme
Catégorie comprend douze formules donnant les développements des
fonctions dans lesquelles le numérateur est le cube de 'une des fone-
tions o.

La troisieme Partie a pour objet la démounstration des formules qui
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donnent les développements des inverses des fonctions envisagées dans
les deux premieres.

Enfin, il m’a paru qu’il ne serait pas sans intérét d’ajouter aux déve-
loppements précédents ceux d’autres fonctions dans lesquelles le
dénominateur est le produit des carrés de deux fonctions 6 et le numé-
rateur la premiere, la seconde ou la troisicme puissance d'une autre.
Ces formules m’ont donné comme conséquence la cinquieme, la sixieme
el la septieme puissance des quantités (o), 0, (o), H,(0). On sait que
les travaux de Jacobi ayant pour objet les applications de la théorice
des fonctions elliptiques & I’Arithmétique supérieure ont eu pour point
de départ les expressions des puissances paires de ces quantités; les
travaux plus récents de M. Kronecker et de M. Hermite reposent sur
les expressions du cube de ces fonctions. Mon but, pour le moment,
n’est pas d’obtenir les conséquences arithmétiques que peuvent offrir
les formules trouvées; je me contente de signaler quelques-unes de
celles qui se présentent immédiatement.

Pour établir les formules dont la démonstration fait Pobjet des deux
premieres Parties de ce travail, j’ai fait usage de laméthode de M. Liou-
ville. Le principe de cette méthode consiste i associer a chaque fonction
celle qui s’en déduit par le changement de z en z + ¢K'; 'une de ces
deux fonctions, devenant infinie pour z = o, n’est plus développable
par la formule de Fourier; on en retranche une partie simplement
périodique, choisie de maniere que la différence ne devienne plusinfinie
pour z = o. Cette différence est alors développable en série de sinus et
cosinus, et, en comparant les développements de deux fonctions asso-
ciées, on obtient des relations entre les coefficients des deux développe-
ments ; ces relations déterminent alors les coefficients.

Jai faitusage également de la méthode donnée par M. Hermite, pour
le développement des fonctions doublement périodiques, dans une
Note insérée par lui dans le Traité de Calcul differentiel et intégral de
Lacroix. Cette méthode s’applique aux fonctions de troisieme espece ;

I.
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elle fournit une relation linéaire entre deux coefficients qui permet de
trouver I'expression générale de ces coefficients.
Pour établir les formules qui font I'objet de la troisieme Partie,
J’abandonne les méthodes précédentes, quoiqu’elles s’appliquent encore

. A . 1
comme je le montre sur le développement de la fonction = —» pour

2]
me servir de celle qu’ont donnée MM. Briot et Bouquet dans la
deuxieme édition de leur Traité des fonctions elliptiques. Cette méthode
fournit le développement d’une fonction doublement périodique, en
une somme illimitée de termes simplement périodiques. Mais cette
méthode, comme Pont fait remarquer MM. Briot et Bouquet, s’applique
aussi aux fonetions de troisieme espece. Elle a 1'avantage de fournir
rapidement expression générale d’un terme de la somme dont il a ét¢
question plus haut, et, par une transformation simple, elle donne deux
expressions nouvelles du développement de chaque fonction.

Biencern.

Paris, le 2 mai 1878,
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SUR LES

DEVELOPPEMENTS EN SERIES

DES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES

DE TROISIEME ESPECE.

PREMIERE PARTIE.

i. Les douze premieres formules de M. Hermite peuvent étre divi-
sées en trois groupes comprenant chacun quatre formules.
Le premier groupe comprend les développements des fonctions

HzH'z)  a(z)00z) Hlz)Hz) 6,07z

0z  Ha 0,z T HZ

le second groupe comprend ceux des fonctions

Hiziolz 621l (z) H{z)0(z /2 0z
oz’ T H{z ey  THi

enfin le troisieme groupe renferme ceux des fonctions

Dz His)  Ho(z10.(2)  O{z)H(z) @lz1H 2}
oz Hiz) ~ 6z T Hiz

Nous dési ; . Saer 1: ite T2 nar o lex
Nous désignerons, pour abréger, par x la quantité Sicc par o Pex-
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- itk
pression Ti\ > el nous poserons

K

(1:9 K

DEVELOPPEMENTS DES FONCTIONS DU PREMIER GROCDE.

H{z) H, ()
0(z)
tinue dauns toute I’étendue de la bande limitée par les deux paralleles
mences i la direction K par les deux points z = + iK' et z = — iK’;
elle est donce développable par la formule de Fourier, en série con-

itz

vergente, suivant les puissances de I’exponentielle e® ou e** pour
toutes les valeurs de z comprises dans U'intérieur de la bande.
Pour ces valeurs on a

2. La fonction admet la période 2K elle est finie et con-

L N m=—4r
Hiz Uiz
R I n/r{‘)m e
[PIC
Nl = —
ou bien
H1_= -«
. . N ; .
+-b_p, COS2MT + 1 Z (~by— by Sinomx;

m =1

la fonction qui figure dans le premier membre de 1'équation est im-
paire, a cause des relations

O{--z = 0z,
H(—z =-—H{z,
Hi—2z2)= H.iz);

les termes d’ordre pair doivent donc disparaitre du second membre,

H(z) H,{
———(ﬁ'\ est développable de la maniere suivante :

L H; 4, H,\Z
a; A,sinoemao.
s 0.z

et la fonction

. LBz e L .
3. Considérons actuellement la fonction T;\—_ Cette fonction de-
T
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vient infinie pour z = o, et en général pour
z=o2mK + am’'iK':

elle n’est donc pas développable, par la formule de Fourier, suivant
les puissances de ’exponentielle ¢ dans la bande counsidérée; mais,
si I’on choisit convenablement 1a constante «, la fonction

CRFARCNS4 2
Hz) sinx

restera finie pour les valeurs z = 2mK ou o =mn, qui annulent
H(s); elle sera développable en série convergente, par la formule de
Fourier, dans toute I'étendue de la bande limitée par deux paralléles
a la direction K menées par les points z = 21K’ et 2= — 2/K’: elle
n’admet pas, comme la précédente, la période 2K, mais elle admet la
période 1K, et, par suite, elle est développable suivant les puissances
de I'exponentielle e :

A{z; 0,'z) o .
e ettt JL ML
H{z) sinx

La fonction 22 ,(n)'f‘/z\' — -z

Hiz) sin z
done du second membre; de plus, elle change de signe quand on
change « en x + @3 par suile, les multiples pairs de P'arc « ne figu-
reront pas non plus sous les sinus.

On a done

est impaire; les cosinus disparaitront

50z 0
(B) Olz10.z) . E Busin(om + 1z,
! Hiz) sinx ’

%. Nous venons de trouver la forme des développements de nos
deux premieres fonctions; il nous reste 4 en calculer les coefficients.
Remarquons, a cet effet, que I'on a

in
SR . ——12z+ K"
Oz —iK'= iH{z)e *¥ ’

i -
— =2z + ik

H{z+(K')= i0(z)e *¥

A0z i Ky

0,(z + (K') =+ H/z)e *¥ )
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et, a cause de la notation que nous avons adoptée,

(‘).\Z—i—l[\’/‘:‘_——;—_vll {\z‘e"‘t,
vdq
i

%

Hz+ K=

O (z; e,

]

- . rd 1 7 AY ;
6,12 4 iK'= —= Hl;‘\zj e—'r,

/

)

par suite
0(s -+ iK'} 6,(z -+ iK')
Tz + iK'

—iT .
’

mais

oz +1K50,(z+ iK', «
Nz -+ (K’ T sin{x + o)

—i—E B.sinjam +1;{x + .

Comparant cette relation avec la précédente et avec I'équation {a),
il viendra

A

B. sin/ Vg v A si
ST —+ w SIN (200 112 -+ m) = =€ mSin2max.
SN xr -4 ») / id

vy

En développant les deux membres suivant les puissances de 1'expo-
nentielle e* et en égalant les coefficients des mémes puissances de e
dans les deux membres, on obtiendra des relations entre les coeffi-

cients au moyen desquelles on pourra les déterminer.
On a d’abord

o 212 — 2l z €7+
sin ’\Z' —+ o - 6i(z+(”)—' etz - 1 — [ FHw) ?
ou hien
o —alayyer
sin'x + o, 1— gers

%

T (—'_———9.1.2\/(18"1(1 _:_qezz'.r+ (12e‘i‘r+.. .—i—(['“@z'"i‘—f—...v‘
h i ~ Oy

. .. . B L oL B 2 =3
EB,,,sm(:zm—.—x/'\:c—‘r—cu/:;—s. erqt—eirg * 4 — gt —erg )4,

21

, AL o A -
V Ansinemr == — (% — e ¥ 4 lghr g uimi 4
et 2¢ ! 217

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(9)

Il faut done égaler les coefficients des mémes puissances de e
dans Pégalité

_ 21'1\/qeiz(l +qe:'i1‘_+_q2eéi:+_.‘_*_qme:mi:_‘_.-‘)

-+ E (8.'qu2 __e—iz q—%)

21

H

B 2 3 B 2 m—+1 _emt
—“"-(/3"‘9?—— e—diz q‘?) _}_'.._*__";(e(zm-i—l)i:q 2 __ e—(2m+1)i.zq Fl o

21 21
, —ir
— etz __ e-zi:)
. 4~
21" vq
A . e A . e
*2—;(6“2—8_“‘:) — +."+;%'(emnl:_e—2nxlz)_‘7:+.’.,
vyq * vq
ce qui nous donne les relations
. — B, 1 A,
—211\/q+—.q’: ——=>
21 2lvq
. ,—3- 1 % A2
— 2layq +—q =—=>
21 zl\/q
it s
em+1 A
_2ix\/qzm+l+_’t‘q 2 .""*‘P‘_’
21 Zl\/(]
et
B, —1
- — g ¢
2lq
B -i__ _A
R — Y4
21 2l§/'q
.................. s
B __2”14—1 A
m 2 — m .
2l 2ivyq
On en tire
2m+1
. A A
-2iaq 2 4 .:"_ 2m+t "’;*':_
27 /q 20y

ou bien

Am+( == Am qzm+, -+ 4a qm+‘ )

&)
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Sil’on pose

il viendra
ou

et, par suite,

d’ol

mais

et, par suite,

Am = q"™ c‘-‘m;

ma - - im0

ﬁ“‘m -+ 4 o q ! s

vf\“m-ﬁ- 1=

20241,

Homar == olom -+ 4aq ¥ ’

_i?m—lﬂ
R = Aoy + faq o,
_2m—373
Mop1 == Aom—s = 4 aq * B
........................ 5
9
R ™ ~—4o'q ;,

9 25 2 —13
f\.‘,,,:p,l.,.+4az(q fg gt >:

3
Ai=4aq", Ai=gq,

1

4

A= o s

on en tire la valeur de A, sous la forme

1 R 25 2147
¢ _h——)

a=talg T g g g

A"':qu:(q_%*'q 9++ q_—l)

5. La relation

ou bien

@m+12 1 9 Qe -1)%
B, =4aq (q ‘g ‘+...+q—~"*);

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



on a donc
H{z)H, (2) i ;-
fa q"
l,l\
et
m= 4= Smaq?
IEIPI
“Hz sinz © 9 7

m=1

il reste A déterminer la valeur de ¢.

+q "+
_9
+q “+.

(3 — 12

5

2m—1 2

4

6. Il suffit d’exprimer, a cet effet, que la fonction

)Sinzmx,

)sin(zm 1l

0(z)0(z} 2
H(z) sinx
reste finie pour s = o. Cela exige que
{ .
sinxi; [0(2)0.(2)] + cosx 6({z)0,(z) — aZ—I} Wizj=o0

pour z = o ou & = 0 ; celte condition donne

40} 64/0) = = 22 Hrfo).

. sm amz
Or, on sait que ———

. 1 Hiz
sinamsz = ——
\/]f . 7}
sinam z 1 H{z) 1
=
z vk 2 ©z;
our = = o, D47 limite H'(o); d
pour = = o, —— a pour limite H(0); on a donc
:_ H'(o) < .
' Vi (] 0 u;

et, par conséquent,

Ho = k0 0;

a pour limite I'unité, pour z = o,
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o sera done donné par I'équation

K -
8{0)0,(0) = « 2_ 0 (o) ks

[

mais on a
2K 0 nt
O0)=¢\/— —=1+a2gqg+ta2g+2¢+. . .+2¢"+ ...,
¥is

H, (o) :\/zljl{:2(/§+2‘V’E+...+zi”<?m’+

i

.

par suite, apres la suppression des facteurs communs 6(o), 0,(0), il

viendra
1

H.{o}

/

1=2H, (0}, dou a=

Nous désignerons, comme I’a fait M. Hermite, par 9, 0,, » les quan-
tités {o), 0,(0), H,(o) :

0:(-)(0):\/2}“{ =r1—o2g+42¢'—2¢°+...,

iy
TR S
s=Bifo)= \ /228 =2l oV 2l

Il est aisé de s’assurer que, pour cette valeur de «, la fonction
0(z)0,(s) =«

H{z} ~ sinz
z = 2mkK.

En introduisant cette valeur de « dans les équations précédentes, il

viendra

restera finie pour z=o, ..., et en général pour

Hi—= -+ o

H(z)H,(z e _9 _@rn(—iﬁ)
K ((.j/z)( ):4 2 q (q gt g ’ sin2mux,
\
m=t

M=% N

0(z)0,(z I gmitiy 10 2 _mn/—nf)

hn \l-l)(z)( ):sinx+4 2 q 4 q lv_i_q ‘+~--+q 4 Sin(2n1+l)x,
m=1

7. Pour obtenir les deux autres formules du premier groupe, il
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o ™ >
suffira de changer dans les précédentes « en x + S ou zen z+ K. Or

on a
9 (z +K)=0,(z), H(z +K)=Hzj,
oz +K)=0 (),  Hfz+K——H(z):
par suite,
Hiz+K)H{z+K) _ H(z)H(z) o(z+K)o,(z+K) 6(z)0iz) )
6(z +K) o 0,(3) H{z + K) ~ TH.z

On a aussi

Wi

sinam (.Z‘—i— > =sin(emx + my) = (—1)"sinamxz,
Y

sin {2m —« 1) <x+ f) =sin [(2m+ 1)2—;— (2m + l)x]: (—1)™ sin [g +(2m + 1) x|,

2

. T
sin (2m + 1) <x+ ;—) = (—1j"cos{zm +1)x;

il en résulte donc les développements

m=—=-+ x .
H(z) H{z / n( —% -4 “(—Em:“-) .
" Tons q“\g " +4q "+...+¢q (—1j™tsinamx,
ThE nm—=i
0:(z)0(2) I " %.“_’( _2. _9 _w:m) \ \
i H"Z> :COS.Z‘+4 2 q ) q +q 4+---+q (——I)’"cos(2m+1 X,
' m—=1
8. Le premier groupe des développements comprend donc les quatre
formules
H( H mo—_-
z b4 N .
7 ‘—"(_))(z)'( ):4 E q™ ansinzmxz,
m=1
I == 4 o0 9 2
0lz)0s) _ 1 o Gme
"TH{E = sinz +4 2 q asin{z2m +1)x,
’ m=1
H )H m=—4+x
z 3 . )
N ‘((.)(z)( ):4 2 qm.am(_l)’"ﬁ‘ sinamux,
Tz
m=1
GI 'z (;) z I m=—_—+ x B2 \
i L)'z)( ):cos:c_*_4 E ¢ ' aa(—1mcos{zm+ 1)z,
LAY
m=1
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ou

L1 a (2m—1)*2

Q=g *+q "+ L

DEVELOPPEMENTS DES FONCTIONS DU DEUXIEME GROUPE.

9. Ce groupe comprend les quatre fonctions

Hiz10,(z) 0.z H (s Hizolz 0/zH(z
oz Hz) ’ 0,13; ’ H. z

Hiz) 6,(z)

92
impaire; elle change de signe quand on change z en z + 2K elle est

finie pour toutes les valeurs de z comprises dans lintérieur de la
bande limitée par les paralleles a la direction K menées par les points

La premiere fonction admet la période 4K; elle est

z= + 1K',z = —iK'; elle est donc développable suivant la forme
;o m=-+=x
Hiz 0, (z) Z o \
———— Ansiniom 41}z,
-z : ’
s nm=0
0z 0 (2] .. - . . .
La fonetion ———~ admet la période 2K; elle devient infinic pour
. \Z)
z = 0; mais
Oz H,/z" o
Hz; angx’

pour une valeur convenablement choisie de la constante «, reste finic
pour x = o et * = mr; elle est développable suivant la forme

0(z) H,'z)
Hz 2 B.sin2mx.

l«lllgl

10. Pour obtenir les coefficients des développements, changeons
dans cette derniere égalité z en z + iK' oux en o = .
En vertu de la relatlon
e z—rll\)H.(z-FiK"y_ T H(z 0,(2)

= T=e 't

Hz+ /K" v oz

<
\
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(1

on aura
M=+ = =S
24 .
e E B.sinom(x 4+ o) = ——e iz z Ansinfem-+1'zx,
tanglx + o)
m=1 m=0
o . el q _|_ e ir ~/q . I - qulr
tang(x = e Vg ST T e’
)] iz / -iz —1 -— *
gl -+uw) e \q + e T\g q
ou
a2 . fqu?:”‘-
——————— g |1+ ——— ]
lang(x + o) 1 — ge**
24

_________T:___l'a I+ 2 e?f.r_|_2 26‘”%-.-4‘2 me]miz,i‘..‘ :
ng(x + o) ( q 9 1

il suffit d’égaler les coefficients des mémes puissances de e* dans
I'équation
. iﬁ(l—*—2q€1""‘+'lq'ze‘iix—i—...+2q"'€2"'i1+...>

B,, . . B .
- ___’_.,\ezuq . e—z:zq-l) 4+ __2_ (euxqz_ efu.rq-ﬂ‘} o

21 21
—- B_"i (ezmizqm_ eAzrni.rqu) ..
20"
= —lf emiT — Ay Y (efr —e~ir) 4 = al eielesis — geniz) L
Vg oo 2iVq
On obtient ainsi les équations

. A,
— la = =
20y q

- 1 A.'
— 21 + — = T =
751 2iVq
........................ ,
—2iagm ” q'" —_;",_,
21 r)l\/q

et
B, A,

21 o 21’{/5’

................... ,

_Timq_,,, A

T —_ 4 =

21 2i4/q
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On en tire

1
m— -

A, = A%| qzm - 42 q 4,
et, si 'on pose

Bm+ 12

Am = by q & >

on obtient
dom == om—1 4 x q——m*,

d’ou
Ap==2a(1 +2g ' = 2g 4. 207,
et, par suite,
212

Ap=a2xq * (14+2¢7'+2¢ "~+.. S 2g7)

et
B, — 21(]'":(l+244'+2q_’+---+'—"(]_"""')1)-

Les développements des deux fonctions sont done

m==w=

Hiz)0,(z) ml , ) )
—-—{_)'(?———:20: q (1 +2¢7'+2¢'+...+2¢ ) sin{am +1)x,
! m=0
/ ) ( \ m—_+w
0z le o 2 sy o . R
' - = “+a2x (M) L og=! f-2q ...+ 2q¢~™)sin(2m +-2)x.
Hiz, tang = q9 { q q g )sing

m=0

11. La constante o se déterminera, comme précédemment, par la
condition que I’expression

lang % [0(z) H,(2)] + 0(z) H,(z) x ?—:—(— H' (z)

|
cos’x |

soit nulle pour z = o, ce qui donne

ou bien

12. Si l'on change ensuite s en z + K, on obtient les séries qui se
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rapportent aux deux autres fonctions; on a done

Himoes) _ "N
: CIE B E q Wor Sin(2m + 1)z,
n=0
9(3\ H‘ '/Z) 1 5 1 . \
'TH{z) T wngz 2 g W, sin(2m + 2z,
m=90
H(2elk) g 2me . |
6, sz z q Uom (— 1" COS(2m + 1 2,
m=0
I m=+ o
6. il ([_;;\‘(I:}"»z’ — CO'“U ~ E g Ay, (— 1) sin (2m + 2'x;
1
m="0

dans cette formule, w,, a pour valeur I’expression

Vo =T 2¢ '+ 247 ...+ 297,

DEVELOPPEMENTS DES FONCTIONS DU TROISIEME GROUPE.

13. Ce groupe comprend les quatre fonctions

0,z2H./z) H'ze/z20 0z7H{z 62202

0z T Hyz ez Hiz

.

La premiére fonction admet la période 4K; elle est paire, et elle
change de signe quand on change z en 5 + 2K; elle est développable
suivant la forme

, L m=—+w
0,2 H, . o
—_— Y = ¢Am cos‘2m —+1 x.
@/ \ .
' =0

{ . ( I3 - - v .
La fonction Iiﬁ)(g)"z) admet la période 2K; elle devient infinie pour
Z == o; mais
ox
-9
langx

W
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pour z = o, reste finie et est développable suivant la forme

n ==
H,(z)0,(2

(2]0,f )— B.sinamax.

H(z) tanvx
m=1

1%. De la relation
Hiz+ (K)0,(z+ K) _ —ielziilial
Hz+ k) yg 9
on tire
M= 4 £ nm—_-— %
4
- Basinam x + ) —Te iz 2 B,cos 2m -+ x,
tang(x + o Vq
me=1
ou
—I.d(l -+ 2q821'1+ 2(12(36{255_. . 2qme7mir+' .
B'( Ur —ui R B‘l : 2 AT -2 B"” L pem iz gqm
—|—~2—l.\e- q—e gt - ;—i(e“’q — e T —!—; eIt — e Mg 4oL
— Ag eiz e”—'r— o u\/ o __A_'_ e—it '63"——‘—6 iz Dl f{"" P(2nz+l)l,t+ e -+ e Ayl
24yyq 20yq 204

En égalant les coefficients des mémes puissances de e, il vient
1
. ) ™=
Am:__ Am—lq'm—.‘ 40((1 'y
et, si 'on pose

Pm+12

Am: Z_I\‘m C{)mq i 3
on obtiendra

o = s+ (— U g

{ \m— —(ma-1)2
Ay = 2l g — T g

Qo 7= ey — g A — 4 g,

o = 22 {1 — 2f]“‘+2(1“'—. el L
1

Am:(_l'/\mqué(iln—l-l)':[l_2q7(+2q-6+.4.+?“1wy/mq m?

R

Biio: e l}‘"’*"22(1(”’+‘>2 [] —2q 7+ 2T — . 2l — q RN
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(1
par suite

+2{—1"g "} cos{zm+1)z,

W=
0.{z H,/2) , . .
'(U M7= (—1)m2a @t tm 1 — 2g~ 4. ..
Az
\ ) m=20
m-—— "
H,/z: 0,z o ) . . .
—_— = -+ (—i)yHiog gm0y g4 .. 4 2l—1"g]sin2m+ 2z,
HEZ) Gngs Z (=1 g i —2gq g sing ,
m=0

. . 2 . .
15. Si I'on change ensuite # en « + = ou z en s + K, on obtient

les quatre formules

0z Mz 212
- LTy (—tmqg * Chpcos(zm—+1 x,
0 (z; ’
m—0

mo=—4x

) 1 \ .
2 2 (_ l)m+1 q(m+|)3 Cm sin (2”1 + 2).T,

9 1
Mz  tlangz
m=0
(2)H(z) N0 am
0z z Im4-102 \
.9,z B . |
6 —(')—r’;\)‘ﬁ_z 2 q 4 CmSlﬂ('),nl—*—]“x,
\ =0
M=%

b H‘.(z)‘ " colx

0z H(z 1 . . .
( £l — 2 E g+ Cpsin(am 4+ 2 a0,

m=0

en posant } o
Cn—=1 —ogTtt+2q7  —. . 2 g,

Ce sont les formules qui appartiennent au troisieme groupe.
Nous allons maintenant passer a la démonstration des développe-

ments de la seconde espece.
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DEVELOPPEMENTS DES FONCTIONS DE LA DEUXIEME CATEGORIE.

16. Celte seconde Catégorie comprend les douze fonctions

Hiz)  oz)  Hiz)

b

6(z) H{z)’ 0.z’
H:(z) 02z) Hz)
0(z) ’ H(z ’ 0,2} ?

0:(z) Hiz) @z
o(z)’ H(z, 0.z

divisées comme les premieres en trois groupes de quatre fonctions.

PREMIER GROUPE.

17. La fonction %i("f))- est paire et admet la période z = 2K; elle est
développable suivant la forme

H » m=_=-+ x
iz
- \‘7\/: \ A,cos2max;
9(z) Lod
m=0

)2

\

A . .
Wiz est développable suivant la forme

’ \ m—=—tx
()2 =
€] \Z) o

T =+ B.sin{2m +)x.
H(z} sinz E m L )+l)x
m=0

La relation

Oz iK)_ i B
Hiz+K) T 55° 63
nous donne

M= me=4 x
24

. ; 1

- -+ B.sinlom + 1) (x — e« ( i

sin (& -+ w) m )z + ) T e A, cos2mz.
m=0

m=90

En opérant comme précédemment, on obtient entre A,, et A da
relation

. m
Auz+| —_ Am q'"H—’ —_ 40(q T .
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Posant

il viendra

s v -
A, = -by, + 40: — 1"y o,
25

9. _ *27//114"
Wk = oo -+—49:[—q fg t— i (—1mg + ],

5

A =24, + 49:(]_*,

1 9 Q=13
r,{-'/11:2~A9+41[q r—gq "+__.+{_,)m—|(1 % ],

1 2 —1,2
‘A’":?'AU,:_'}qu’*_Liq(__l:,mqm:[([ '4_.'.'__+‘T___,'\.;m—l(/ + }.

Cette formule subsiste pour toutes les valeurs de m, depuis m = 1
jusqu’a m = + % ; il faut en excepter la valeur zéro. On a de méme

1997412 (277 +12 1 9 BEIEER
B”‘:2A0\_l;mq B +42(—l}m(] B [q 'o_(j 3+_."j_l"‘::1—v’1 ' ]’

formule qui a lien également pour toutes les valeurs de m, depuis
m =0 jusqu’a m = -+ ©.
On a, par suite,

m=-+=
Ii",_—"\: A, + 24, Z (—1,"q™cos2mzx
0z P
m=—=xx 1 PP
+fa 2 (—amq=|q ‘+...—f—;~t""'—-qwiﬁ"‘_] cosamrx,
=t
6z 2 N Bamad? .
e A, Z 2{—1mg ' sinfom -+ x
\Z sinz S~
m=t= 2m41d 1 _Ee-tE
+4a Z (—mg * [q P g ]sinigmﬂ}-x}x:
m=1

« se détermine comme précédemment :
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22 )

. A Qs
et, st Uon pose — = A, il viendra

7 x

o —13

nm == 1
A(‘),i:\ +4 Z \— 1! ”'qu[q P .—f‘(—')""lq A
m=1
me e 2m12 1
el \m—
= »+AH(Z)+4E{—1;",(I [q b {—am g
s
m=1
18. Posant
m=e s 9 (2m—1.2
— f Loy meet nﬁ[ _Tv__ —7;_*__ i /_]\Ill~| a 4
=4 Y (=il g T 1
m=1
. " amslEF 4 9
= + (—1™q * [ g e
SNz 42\ "q g "4 \ q

m=1

les formules précédentes deviendront

6.0 T2(z) o
B o 0e
90 92 _ AWz 4 ULa).
b 0z} s
SiTon fait dans la premiere formule z = o, il viendra
A0(o)—Z({o) =0,
Z/
A == g))y
et, par suite,
6in W z) =7{0)0(z) —0Zx
' G(Z) @) s
17 6;(2} { \
oo g ) =Z{o)H(z)+6U(x).

am—12

4

4

2m - 13

] cos2mz,

]sin(2m+1‘x.

] cosz2mz,

]sin(zm—H x,

Changeant z en « + ~ou z en s + K, et désignant par U,(x), Z,/x)

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(23)

ce que deviennent U(x) et Z{x) par cette transformation, nous aurons

me= = 1 a9 (207 — 1.2
7, xr = — y ""’[(—’:—-(_7 R T ] cosa2muax,
x, 4 2 q°lg q —1ny
2 _1 _e _amer
Uy = +4 2 q * «] g vy | ]cos:gm-‘.—l
m =t
H?(z)
0,1 -~ =17(0)0,! 87, x),
L 91(2) ( ) \Z) £
0%z . .
Q.WH\Zj—70\H() 00, (.

On obtient ainsi les quatre formules du premier groupe.

DEUXIEME GROUPE.

200

19. La fonction -+ peut étre développée suivant la forme
D3

m=

e Ancosomz,
CR3
=0
L+ suivant 'expression
fzlz)
L
SR 4+ M B.sin(om +1' x;
H{z) = sinz ? ;
et, comime
CHESERA N — et H2'z
Haz-+/K, vqg  9lE

on obtient I’équation

1o e

24

— e QO
sin (o + o

-
\ Bu.sinfem—+1llx+o —=-
4_,‘ \ PN I3 4/'
P Ve

Aacosamz,

el on en tire

9 EV IR
;\;,,:2.‘\0”—1.}'”{/""\"” !l\’lv"‘]"'([m{[q 4__(1 4_!__'. ! Ly it T

~—r~—~l”*t/

At
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pour toutes les valeurs de m de 12 + =, et

P

(2m+412 2412 1 _8 _”_"L._:]
B.=—2A/—1"q * —fa{—1)"q * [q b g e[ g ¢

pour toutes les valeurs de m de 1 & -+ oo;

B0:—2Aoq-'-
On a, par suite,
Hz' 7 —x
’@'J\:) = Ao+ 2 2A,/— 1" g™ cosamzx
= m=1
" 1 9 _am—ap?
P e a U RN S L cosama,
m=1
m—_—+tx (gma1i?
— 24, 2 (—1mqg * sinfam--1jx
m=90
m=r @mtr 1 9 amot
I T R PV
m=1
Y A oy e
aa pour valeur 1: %% et, en posant . =A il vient
1
n9 H2/ 2
== = A0(z) + Z(x)
0‘ @(Z) ( J ( JAd
nf 0!(z)
= —=— = —AH(z + Ulx);
6, H(z) A (%3

7

faisant dans la premitre formule z =K ou @ =

Af, + Z <Z> —=o,
2

et, par suite,

2/,
‘AGH"'T): Z<

\

9;(2 - _7 <

z

) 0(z) + 6.Z(2),

@
SR

L]

-

w0

> H(z, + 6,U0(x};

WA
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L 3 T . .
si I'on change x en & -+ - il viendra

o ) z(f) 0.(2) + 0,Z.'%),
@1\2) 2 '
0?2 /z) T i
v - — | = [z 1]( .
A7 e = <2>H.<\ )+ 6,U (x)

TROISIEME GROUPE.

20. La fonction %Lz)) est paire et admet pour période 2K. Elle sc
A

développe suivant la forme

m=c

S‘ A,cosz2mzx;

m:O

0%z
(3]

2 ,'

est impaire et admet pour période 4K ; elle se développe suivant

li
la forme
Hz m=—_—4+w
w'( ) _ Z B,sic{em +1) 2.
H{z; ~ sina
m=0
La relation
H?(z+ K’ —i 0z
s T — e
Hiz +iK') — yq 03
nous donne
nm—_w Iﬂ'?v‘
o % . g \
_— Businlom~+1) (r 4+ o) = = Am cosamx.
sinxr + o) L
m=90 m =0

Cette équation est la méme que la précédente ; elle nous donnera pour
A,, et B, des valeurs de méme forme.

- . .,] i D)
¢ a pour valeur o el I'on a

69, 01z) \ oy
—n— (‘)’\Z‘} = A@(z,—{—Z\z‘,,
69, 3 {z) N
TT[(—‘) '—AH( )+L-\l/.‘.

-y
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Si P'on fait z = K dans cette derniére égalité, il viendra

—An+ U<ﬁ>:o, U <E>: Ui (o,
2 2

03(z) .
6o D1E (2) 4 nZiz,
64, o(5] =U,(0)0{2) +nZix

H: ,
66, T(%) — U (o) H(z) Uz

Sil'on change «x en ‘2 + a dans ces formules, il viendra

a2 z) y N

= 1 'l( nZ [

68, o) U,{0)0,(2) - nZ (2
H2(z) , -
65, - = — ! 1 NnuLx).
64, () U,(0)H,(z2) + U,z

Ce sont les formules du troisieme groupe de la seconde Catégorie.

21. On voit que, dans ces douze dernieres formules, il n’entre, outre
les quatre fonctions ©(z), 0,(s), H(z), H,(z), que deux fonctions dis-
tinctes, savoir :

M=
[ 97112

Z(x):4z (——1)"'+'q""[q Yeeg o [—1)mrg ‘ ]coszmx,

m=1

m=te 12m+1)‘1[ 1 9 91— 12

{ ; ! \ 4 4 A} A
U‘\x,: +4 }‘ (_I)mq B ‘g h—‘l—-..-—l—(——l)"‘_‘q n

sinz ]sin"\zm—ﬂ}x,

m=1

et celles qu'on en déduit en changeant x en x + =, savoir:
2

meete 1 9 D — 12
Zl(»’lf} :‘—4 Z q”"[q_z—qu—F...-i—(—1}”‘~‘q_ * ]coszmx,
n =1
1 o Gmrviro_t e _m—t
U,(x):cosx—;—ﬁ, E qg * [q g "+...+(—1)'""q s ]COS(ZIIZ—{-]/:JL‘.

m=1
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II'y figure également les constantes Z (o), Z, (o) et U,(0):

Mmoo -1 -g _l?m—ﬂ
Z {0 —4 2 (—1)mrrgm™ [q e g e (—)mmg 7 ],
m=1
m=uw _-1 _2 _(gm——i)
Z(o)=—§ Ew’[q e,
m==1

m=—cw (2_”!+le ——1‘ —2 —‘(?m_‘l«f
Ul(°>:'+427 o P |

m=1

Nous allons passer maintenant a la démonstration de formules nou-
velles, analogues aux précédentes; nous emploierons encore pour cela
la méthode de M. Liouville, qui nous a permis d’arriver aisément aux
résultats auxquels nous venons de parvenir.
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DEUXIEME PARTIE.

22. Cette deuxieme Partie comprend les développements de frac-
tions dont le numérateur est formé par le produit de trois fonctions ¢
distinctes ou égales entre elles, et le dénominateur par une seule de
ces fonctions. Si les trois fonctions du numérateur sont distinctes, on
obtient une premiere Catégorie comprenant quatre fonctions, savoir

\

. ,
z {
5 iz’ 0.(z) H.(3)

JH.(z)  0z)H,(5)0,(z) H/(z)0(z)H(z) o,(z)H({z)0{z

@

H’z‘()(
0

On en obtient deux autres respectivement de vingt-quatre et de douze
formules, qui se partagent également en groupes de quatre formules
chacun, si on suppose deux des fonctions 6 du numérateur égales, et
si 'on fait égales les trois fonctions du numérateur.

DEVELOPPEMENTS DES FONCTIONS APPARTENANT A LA PREMIERE CATEGORIE.

. H(z) 6, (z) H, . . .
23. La fonction L)@w est une fonction impaire qui admet

pour période 2K; elle est développable de 1a maniere suivante :

H ‘@‘ HI m——t-x
(=) éw = 2 Ansin2me.
m=1
{z)H, . . .
La seconde _—H%))_(‘_) est impaire et admet la période 2K ; elle est

done développable, comme nous 'avons vu précédemment pour d’autres
fonctions, sous la forme

QR H(E)0.0s) @ Ny
Ho = nge  Sin2me,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(29)

On a
Oz +iK')H(z + iK)0 (s +iK) _ v H(s)0,(z) Mz,
H(z + (K’ = Ve —
par suite,
x4 E B.sinam(z + w) = 2 Ansinzmaz | — e—vis,
tang(z + o) \/q
m=t m=1

Nous avons déja utilisé le développement de ———-——— suivant les
tang (z + o)

puissances de ¢. En nous reportant a ce qui a été établi, nous aurons
—ia{14+2ge¥ 4 2qPett 4. 4 2greMmiT ..

B, B. , L
{ pliz —24z y—1 4izr o2 —4iz p—2
F oy letg —eEgT) b (et — et

I A, . A, )
- e—'uz (em- e—-z:z) 4 — e—zzz (6“‘ 8_“‘} R

\/q 21 \/q 27

En égalant les coefficients des diverses puissances de I’exponentielle,
il viendra

x Anss

Vg 2t ’

Bn A,

—m

- Bm
_2l“qm+ ;;_qm:

i
P
Am+l: Ap q’m -+ 40Cq 2,
Posant A,, = 4aq* doy, OD 2

m?

Y —— B q ?;
on tire de cette formule les deux suivantes :

1
—=-(2m—1.2

gy = 2lgm_2t+ ¢ 2 N

bm?

1
11“2n1+l — "J:l‘)zrn—l -+ q 2 ’
et, par svite,

- = _imoit
dorme =oM:+¢q *4q *4+...4+¢q T
22 42 b

Mg = o+ g Pq P gq T
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1
il est aisé de voir que A, =¢ *et A, = %; par suite,

4 1 32
—_— —_— —_—— —=(am—1;
A =—2aq* (2(] *h0g 24...+2q *? ),
42 1, .~>
—_— —sbm?

{2m 41,2 _
¢ (1-%-2(1 +2q *4...4+2q *

Aam-H =2aq

On déduit des formules précédentes

bm 22 42 1
—0 s - . — 5 (2m—2)®
Bzm :zaq2(1+2q _+2q "—r'...—‘-—?.q = ),
emrvis 1L _® N —
Bowy —=2aq ? (2(1 2402q *4+...t2q * />,
et, par suite,
== 2 .
Hiz)0,(z) H(z T
lz) =2« q 14+2q *-+2q *+4+...+2q * /)sin(fm-+2)x
o m=0
m=e ams 1 R emot
+ o q * \2¢q “+2q ..+ 29 2 )sin4mx,
m=1
A (z) H(2) &, (2) -1‘” “”"“’ IO f%m—h'—')
\ 1 { = 3 2 9 -
2 — b 2 2 .2 N singm—+23x
H(z langx q ) 9 q 4 )
I" %(em—g)‘-’ .
...+ 29 singmx.

m = Am’ et
7—2429 [+2q +2q

24. Nous déterminerons ¢ comme précédemment par la condition

que
d
tangz ——[0(2) H,(2) 0,(2)] + w;x

[0(z) H,(2) 0,(3)] — o 22 H ()

s

soit nul pour z = o; d’ou

©(o) H,{0) ©,(0) — 2 —0(0) Vk = o,

. » T .
et par suite = 1. Remplacant ensuite x par‘; -+ x, on obtiendra le
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groupe des quatre formules

M= (amy KL
M:g q Azng SID (M4 2) 2 + 2 q * amsingma,
0{z) Ld -
m=0 m=:i
n ==« 9 mI—-—w
0z (z10.02) 1 "—m:-*a sin{§m+-2)z+2 ‘; Qapr SINfmx
0z tanga 1 " 07 ssin o

m=—1

=&
m (27412

H, (z)0(z) H(z)

m—‘i

MDDy g2

q® amsingma,

“WZZ q A SID (4 + 2) 2 —
m=0 m=1
6,12 H{z) 0 (z) ' o e o v .
H, !\:\ = colx 2 q az’"snl(4m -+ 2)55‘ -2 2 q Azp— SINf M,
m=1 =1
22 2 hm?
Qi ==1—42g 42 *4...+29 2,
1 32 9 —12
B ==2q¢ H42qg o4...-29 " .

Dans ces formules, a,,,, devra étre pris égal & 1 pour m = o.

DEVELOPPEMENTS DES FONCTIONS DE LA DEUXIEME CATEGORIE.

25. Cette Catégorie comprend vingt-quatre formules divisées en six
groupes de quatre formules chacun. Ce sont les développements des

fonctions

" Rz H,(z)  ©z)0,(z) Hi{z)H{z) ©i(z)0(3
- o] 7 H[E T8 “HT«T ’
o 0z H.(z) T?2(z)10,(2) 0*(z) H{z) H:z) 0z
S oz H{(z) 0.(z) H.(z,»
" W:(z) 0,(z) eUz)H.(z) Hz)0(z) 02z Hiz)
e olz) Hiz) ’ 0,(3) H,(z)
b H¥(z)0,(z) ©}(z)H/{z) H(z)0(z) 0'{z) H{z)
o 0(z) H(z) 0.(z) [TRE
o H2(z) H(z) 0% (z) 0(3) H:z)H.(z) ©(z) 0,2
“ 6s) T H{E T e Hiz
" 0'(z)H(z) Hiz)0(z) (2 Hi(z) Mz} 0,03)
o 6(z) 7 T HE T 63 Hizl
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26. Les fonctions des groupes (a) et (a’) se développent de la
maniere :

Bz H iz m=w |
%): z Am COS(2nl+1)x’
-7 N m=ew
-)v‘f—ll,@;”’) =2+ Y Businfm i)z,
2 i
k m=0
G)z( .\ ( m-—w
;\g)—)’?)!—\Z): Z A;nCOS(2m.{_I)x
' m=0
m=e
H(z) 0,z / .
'i;)(z)( ) :Slorzlx_*_ 2 B;nsul(2m+1)x’
m=0

pour les premieres on a I’égalité

m==

—+ E B.sin(2m-+1){x +w) = ‘/—e—“'zAmCos\zm—k[,x,
q

o

sin (x =+ w)
n=0

et pour les autres,

nm-—=x
o' \" —1
S B sj — . etz ! \
Silw - o) Z sin(2m +1) (2 + o) N e EA,,, cos(2m +1)x.
m=0

On en tire

(b +3:2 1 25

, \ um—ﬂ' 2
A3/11+1:(-1}’Il+'q 8 (ﬁ{'0+41 [q s—q 8+“ +( m q ],’

(un+1\ \

(4m - ﬂ) Mwm——iv
A ={—1)" ¢ 8 oy +fa [q g S+...(—1)mg 8 ]f

On obtient, par suite, les valeurs de B,,..,, Bs, :

332 ‘

9 49 _ma-1® |
Bzm_'_,_\-—ll'"q 8 A, ~4a[ 8—q 8—+—...—i—(—l)"’ q 8 ]‘,

(hm +1) ( _1 _?_5 32 ;
B.. == —1"q 8 lgl:u+4g¢[q 3__q 8_‘_..__’_(__1‘/"1—((1 3 ]S

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(33)
Quant aux valeurs de A/, B, on obtient

om0 § LU _tem1ry,
Aoy = (=1t g ¢ i:d-"a—l;a’[q g (= g F ]s‘,
(Lm+n?‘ 9 _4_&_) _(Lm—ﬂ’)
S s KU ] T e a1
(ym+3)2 _9 _ e _mm~1‘=)
Bopy = (—1)mrq ° telv’o—4a’[q S—q f (gt ]5,
G I _tem=3y
o = (=g F 2a17’0—4a’[q P—g f (g F ]h

et, par suite,

m=—+4=

H:(z)H, (2 tm+3)2 mete (hm 1)
-\0h/<zl\* =1, Z (—1jmvtg % coslfm+3)x+ &, 2 (—1)"g * cos(fqm—+ilx
- m=0 m=0
m=x Gmasir 1 K fem bt
+4“2 (—1mtg ° [‘1 S g A (=1 g ° ]cos(4m+3)x
m=0
m=c (bmj};i-)_’ '_9 —‘39 _@_”5
+ 4= (—umq ° [q f—q (g P ]COS(4m +1x;
m=1

0
o= —:
n
27. Posons
m=w= m 3 m= e Gm1)2
l“(‘){\xt'ZE(__l)m%—lq s cos(4m+3)x+2(——l)“q 8 cos(4m+1}x
m=0 m=0
et
m=cx em 32 1 % __('un+i‘z
Z(«)(x}:llE(—l)"'*'q o= e Jeostmr)e

o +10% g .__.'_q -mm_l,:‘
4N i g g g g T Jeosigm e
5
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Si I’on fait, de plus,

m=4n 32 m= 132
| v s 8 o )
POz = E (—1mg * sin{4m+3)zx+ 2(—1)"‘4’ sin{4m +1)x,
m=0 m=0
. M=+ AmAsip 9 L _thm—12
Uiz) = —— + 4 (—1)mg ° [,, g e —amg 8 ]Si"(4"’+33’
sinx
m=1
m=x St 4t)? 1 % v‘(’un—&z
+ 4 2 (—1)mq °* [q S g P (—apry B ]sin(ﬁm—i—l_}x,
m=1

et si 'on désigne par F{'(x), Z{"(z), ®{"(x) et U’(x) ce que deviennent
FO(x), ZV(x), ®"(x) et UM(x) quand on y remplace = par g -+ x,

on aura
Foofo) 5 AR — — 20(0] Fo(a) + FOlo) 20(ar,
Fofo) § A = 20(0) 400(2) 4 o) U
F(l)(o)%’ Hfgz)(g(z"' = Z0() F(z) — FW(o) Z\V(x),
Foofo) § SR = — 26000 00(e) 4+ Ffo) U

Telles sont les formules appartenant au premier groupe.

28. L'expression des valeurs de A,,, A,,.,, ... nous montre que

02(z)H.(z , .

—kG)(z)( ) = A FO(z) — o ZO) (),

H:(3)0.(z r o P
I(I)(_Z# - c!\-vo (I’\‘)(x) -+ o ”(l){x).

v . s , y . .
La constante ¢’ a ici la valeur 5‘, et A, est donné par I'équation

=4 W TN gm(E
0=, d (2> ay \2>
on

A, 00 (0) — gUf')(o) — o.
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On obtient ainsi le second groupe au moyen des mémes éléments

W0 2 TEDE = U FOa) — 0 o) 0,

o Hf(;)/‘j;("’) — — UV0) D0z + Do) UO(z)
\

W0 7 R o U000 B+ 0(0) 20

®fo ) H.’(}i)(f)(z) = — U0} 02) + 00(0) (&

29. Passons actuellement aux groupes des formules désignés par
biet (b :

m=x

H’(z G). E
A,cos2mux,
m=0
m—_=
0z 3 .
\Izl)(lj)‘(z) = la:gx = ZB,,,smzmx,
m=1
H ( / m=—_=w
2(z)0
S gzz)l\Z) = y A’ cosamuz,
e
GZ(Z)HI(Z) a, m=—=wo .
! = —+ B’ sina2 .
H(zj langx 2 W SIn2mx
=1

Pour déterminer les coefficients, on a les relations

m=c

m=aa A
x 1 le—iT
. p v
R —+ Z B.sinamizx + o) = E Ajcosamx | — -,
tang(x —+ o) \/(]
m=1 m=0
m—_oc n=om h
5 N — jetE
—_ B sinoem(x <+ o) — A’ cosamx =
lang(x ~+ (L)) e / m \/q
N ’ m=1 m=" /
5.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



d’olr

(2m+-132 e 4 _ (2w
Ay =2 (—1)tig ® [1~2q tg2q 2—...F2(—1mg ? ],
(2m1)

A?m —2x (_I\m q 2

7

B'un—H =2« (’* l}”‘ q 2

B, —=20(—1) q_

;nz—H - 20:’(— I)m q 2

{2m1)? 1 9 #(Zlm—l\a
Ay, =2d(—a)mtrg 2 Ay +2¢ *—ag 24 o{—1" g 2 ],

(2_1:1—4—1; ! i '?mfli
Boy =22/ {—1)m ¢ 2 [Q{..’a—’f—zq P—ag P-4 2(—1)"yg 2 ]

92 52 2m.-9 2
2

1—2q -+ aq 2—‘..+2{—r‘,"‘*'q_ 2 .

30. Sil’on fait

"~ @m?
l“(w);’x\::»,E (—1)"q * cosime,
m=90
n= (imfl,i
qnz)(x):zz (—1ymg * sin{fm + 2)x,
m=0
1 "':,12 2m4-1)? 2 4 2m)2
Z(Z>(x):*2q?coszx~2>‘(~—l)”‘+'q ? [I—zq P42q P —42(—1mg P ]cosﬁmﬁ—z‘;x
m =1
m== ‘e 1 9 (2m—-133"
+2E(——|}"’q z [9,(] P—og P+ 2(—1m'g . Jcos4mr,
m—1
= (2m+12 1 9 (2m—1%
U2 ) — 22 —1m 2 [2 ERNPY T2 of e 1 m—t - T ] L Lo
T Gangz (=1j"q q g *+.t2i—1)mig sin fm—+2 2
=1
m—e (2m)2 = 4 2m—2*
—zq’sin4x+22(—1)’"q 2 [1~2q *42g P—l42(—1)"g 2 ]sin4mx,
m=1
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il viendra
H:{z)0,z)
0(3)

Ay

= -4 F2) 4+ 2ZC) (2],

oz H.[2)

TTETR 2l PO} + 2 U 2) 5

’ . 0 ’ s, M
la constante « est égale & 7> et 4, est donné par I'équation

Ao Fo) + Z(3) 0} = o.

On obtient le groupe des quatre formules () comme plus haut, en
désignant par F¥(x), 0{7(x), Z(x), U¥(x) ce que deviennent les fonc-

' 22 @ ) @ : z ;
tions F#(x), @®(x), Z*(r), U%(x) en y remplagant x par > + x, sous
la forme

5 H'(2) 6,(2)

F(»)!o) 7 —.ﬁ‘(-)(z) = = — Z®[0) F®{x) + F¥{o) Z{x,
. 5, 02 (z)H,{z . , L
F (2)10" 7}‘_ kl—]) (z)“ ) — Z(z)_‘\o) (I)(z)*\x) —+ F(’){o) U(?)xx’j’

z) . e o) s
D= — 200} FP(2) + F 0, 217 27,

5, H(z) 0
T

~rmy N 6! (:)::‘Z\HZ\ JPRVEREE N ) FI ey (2)
Py “ gy~ = 20000 Pl U

31. Les formules relatives au groupe des fonctions (') s’obtiennent
an moyen des mémes éléments

iz - = — A FO () — 2 2 (2,
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par suite, les formules du groupe (/') prendront la forme

5 L) H:(z)0,(2 (), ; (1) \
g ¥ (o) T = ZY0)F™{z) — FP(o) 2 (2},
A
45 )/ 02(2\. H.(Z} y{2)- / -(2); ;
7 F.” (o) HE Z {0} Dz} 4 T 7o) U (),
5 2! 5\ .
I e W20 ey ney, () (D)
—fj-, 11 (O/ W»; ZI \0) r| ]'\'T)-—Fl k()) Z‘ \‘ZII,
V5
9 o,y ©2(2 Hiz) (2) (1) s (2) (1) .
5 F." (o} H.(’)\ = 7 o) ® " (a})—F (o) U " ().
(z
32. Passons maintenant aux huit dernieres formules dont les
groupes onl été désignés par (c) et (¢).
On a
37 =0
H(z) H{z) 'S*
AT — Apsin(em +1)x
0z ) >
N ) m=—=0
02(z) 0(z) 2 i‘ .
- —+- B.sin{2m 4+ 1\
H (z sinae 2y \ s
( ) m—==0
m—w=
02 (z) H{z) .
‘(9)(5)\ L Al,sin(am +1}x,
m =9
17 gy
H2{z)0(z2) o .
\sz)( = Snm -+ z B,.sin(2m +1)z.
n =0
A, B, A, et B se déduisent des formules
H—== nyI- o
4 . \ \ I i .
— - 2 B,sin(om + 1) (x o' == — %= 2 Agsin{zm + 1,
sinfx + ) Vg
m—=0 m==0
m—_oo ==
pa ’ . \ N ’ . ;
TP - 2 Bsin(eam <1} (2 + o' — — g3 Alsin{om +1 .
b“]\ ‘)l m=90 \/q i 0

On voit done que les équations qui déterminent les coefficients
A,, et B,, ne different de celles qui donnent A, et B, qu’en ce que z
est changé en «'.
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On obtient pour ces coefficients les valeurs suivantes:

15 432 1 _% et

A —=9¢q ° [—&u—'ré,a g "+q Pty § ,
v+ 12 _ 9 o_q _dm—1

App =¢q B Ay-dalg P+q P4+...+g 8 ,

33. Si 'on pose

m=—x

. 2 m—o .
) ~ :;niﬂ ‘ hpr+3 %
F®{z) = q °® sin(4m—:—x)x—2q osin{{m =+ 3 x.
m=0 m ==y
ou, ce qui est la méme chose,
= (2m—+12
FOlx) = 2 (—1mg * sinfam+1'x,
nr=0
m= o thor 413 *3 4'4‘.2 —"4»141.1
Z\a);;x}:l;Eq s [q Pe-g Pl g F ]sin(!;m—;—r)x
m—=1
PN tmstf 1 % _tm
—'—4211 § [q S+q P+ q  F sin(§m +3)x,
m=0
I m:ﬂt ihm 1.2 __i_ “E _rbm—i‘n’
Uz = — + s [ = S 8 ]sinf m-—ux
@ = gz 424 ¢ °+q q 4
=1
m= Qm—i _&3 _’._9 715111—11
“*‘427 : [q S4-q Y. q  ° ]sin{4m+3,x,
m=1
il viendra
H?/zYH!z) , ,
) = A FO x4 2Z6)ix,
0(z) o
02{z)0(z , .
L (2) (—) = — A FOz) + Uiz,
H(z\ AT
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0 . . .
et, dans ces formules, « a la valeur =, et &, est donné par I'équation

7

A, Fe >( >+ 7Lk”<;>:o,

et, suivant la notation adoptée,

(3)r

{(3) 7
A F, )v\o,+aZ {0} = o.

On obtient ainsi le groupe des quatre formules (c)

7 Hf-\'z‘,H(z)

280 FO® (2) +F®0) Z0)2),

9. 0.z

‘?%Qz_h\.;m)—*z(s)( o) F (2} + F™ (o) Uz

. ___“Ofl)(z) = — 2P0 FY (2) £ FO(o) 2},
)5 Oztzl:g(:f) ~ 27 0)F%(z) + F (o) U (a).

34. Les formules (¢’) s'obtiennent en remplacant dans les formules
précédentes les valeurs de o et de «, par d’autres, qui s’obtiennent
d’une maniére analogue.

Le groupe des formules (c¢') est

F:”r\/o

96

v

1‘\0/

Fo = == = U0 F(2) +
o 1

R HECTE)
‘o Hz

L6,z H (z)

6,0}z H{z) ,
' = Ff”\u} 76 ()

=

U(z

= — U (0)F®(z) +FP (0} U0 ),

’ ~ ~(5) 3},
R 000 #0201,
, 9 H*{3)0.(z) ) s
J— VR(3)  (3) (3),
"n Hiz; — 17 (0)F e} +F (0] U ).

Remarquons qu’il n’entre dans ces huit derniéres formules que trois
fonctions distinctes, savoir F®(x), Z®(x), U*)(x), tandis que, dans les
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seize formules analogues établies précédemment, il figure quatre
fonctions différentes.
Nous allons actuellement établir les formules de la troisieme
Catégorie.

DEVELOPPEMENTS DES FONCTIONS DE LA TROISIEME CATEGORIE.

35. Ces fonctions, au numérateur desquelles figure le cube de 'une
des fonctions ©, sont au nombre de douze. Elles forment trois groupes
de quatre fonctions chacun, savoir :

H3{z) 03z Bz &z
e

at bz 0 Hz ez’ HWiz)
03z} H3{z) 03 (3 H:(z)

b// ) A b \,
0{z) H(z) 0.(z) H.(z

Wiz ez) Hia) ez
v’ oz H(z) 6z)° Hlz)

36. Les équations qui donnent les coefficients des fonctions appar-
tenant aux deux groupes (a”) et (") sont celles qui nous ont déja donné
les coefficients des fonctions des groupes (a’) et (&) de la Catégorie
précédente, savoir :

m==x
HES) \
I-(l)‘/\ o= 2 Al cos(am +1jx,
3z
= m=0
@3z ax” o . .
Hl(\ L= E B” sin{2m + 1,
2 sinx g
A m=90
d’ou Von tire
m=-—uw m=aw
—1
S B” sinj2m +1){x + o) = —= e N A’ cosiam +1)x,
siniz 4 o) Ve L
m=90 m=0
, par suite,
3
Wz o) — ez,
03] ¢
s
(';]?\Z? = AT + @ U0 (2]
(&
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«” a pour valeur %, et
bn
ﬁj — A F(”‘/O) — TV
g o BN
d’on
0 0 FUiio)

On obtient, par suite, pour les fonctions du groupe a”, les valeurs
sutvantes :

b F(')‘o) }(1)3((2) — [GfZ(‘)(O) -+ '/1‘] F(x)(x; __ Gf]«‘('){o)Zi‘)f\x\-,
53 (

95 F(){o) 2 z)) = —[01Z 0} 4+ [P (2} + 1 F V(o) U 2,

3 \

50 F) o) i (‘zz)) —[02Z00) + v ]F ) + B2 F00) 2 &,

/ 03 ) / . o

9 F O o) 2 fz) =[5 Z000) + #] 8 (@) + HTFM o) UV 2.
"

Quant aux fonctions du groupe (4”), on obtient

. M=o
@J,z\
Tl(\zT} e E Al cosamzx,
m=0
O A A
fz) — tangz E B sinam,
/ g m=1
d’otr
m=c m—_=x
” 1
" . , . —1 )
it & 2 B,’,’lsmzmﬁx + ) = —— e 2 A’ cosamux,
wng(x + n) ~ Vq et
et, par suite,
ii3) A F) g 7703
== e T
3
}}Illk(zz)) = W) - 2 U0
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«” a pour valeur o’ =

A ==
0

A= —
[

(43)

%7 et

o) 5?68,

F®o) 6§ %

7)oy n* + 6
F®{o) 72

1

Failo!

et I'on a, par suite, le groupe des quatre formules suivantes :

56, Fi)io) (Z)?!(jﬁ

(2
65, F){o) I:I?(\{zzj\) _
56, F{o) %ﬁéj\’ _
56, F(o) [I:’é’ .

[Z00) 2 + 61 FO(a) — 7 20 {z) F{o),

— [ZO{o}n" + 4] @) &) + 2 U™z} F) (o),
o (2)

= Zl (Z‘) F”)\Ol'

ASICIFEES ]Fm\x

[Z®(0) 0+ 6110 (z) — 02 U™ (2) F(o).

38. 1l nous reste a trouver les développements des fonctions du

groupe {c”"). Or

H{z)

par suite, I'équation

m—o

A’sin(am + 1)z

m=0
m—_—x
al/ @l .
— + B” sin(2m + 1)x;
sinx m ’
m=0

. =
-——Z—- + 2 B’ sin{2m -+ 1) (x + o) = Tl e Z AVsin{am +1lx
Sin iz - o; " \/q -

m=0 m=0
nous donne
|577/+'%> l' __1. _E _ +1:2
N g T gl g g )],
f4m+ii 9 49 (3 —1,°
A, = [1”3—41”(q_gfq—§+- g )],
(wm+3’ 9 49 thmr—1.2
Boyr = — [ ~4’a”(q"‘*+ g *+...+q 8—)],
(4m+1, i o5 har —3.2
B.... [k + 4o ( JE q—E -+ —+ q4 8 )]
6.
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On obtient donc

Ay Fd (z) — 2" ZO)(z),

= — A FOz) + 2" UG 2).

. .
La constante «” est égale a —7 et
./i s
v I s
0T G FY o)

On obtient, par conséquent, les quatre derniers développements sous
la forme

3~

=

9.0 Ff:‘)\'o) 5 ’/\Z‘;) — [92Zf3)(0} . ‘/)‘] Fo.le) — 0 FI(J)(O) yADREN
{

5 o) f,f; e — [Z5) (0} -+ 0 FOa) + 5 FP (o) U0

b0 F,(o0) %.?f(zz)\ = (PLP0) w1 B (@) — 9 F 70 27 2,
z

6:0F," (o) ?1'[\(3 = — (92 0) + v ] F¥x) + 2 F0) UM (2).

39. La méthode de M. Liouville nous a permis de faire, d’une ma-
niére simple, le développement de nos fonctions; nous allons appli-
quer, dans le méme but, la méthode que M. Hermite a donnée pour
le développement des fonctions doublement périodiques; en modifiant
cette méthode ainsi que P'ont indiqué MM. Briot et Bouquet dans leur
Théorie des fonctions elliptiques, on arrive rapidement a expression
générale d’un coefficient queleconque.

METHODE DE M. HERMITE.

2)H,(z) Hiz H, z.
()_)— — La fonction —4

est périodique; elle admet pour période 2K; elle est deweloppahle

im=z

40. Développement de la fonction — Bis

suivant les puissances de U'exponentielle ¢ © pour toutes les valeurs de =
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comprises dans I'intérieur de la bande formée par deux paralleles a Ia
direction K menées par les points z = + ¢K', = —/K".
On a pour ces valeurs
m=tx mitz

E@EIL 2/\6!\'..
0{z)

m—=—%

Un coefficient quelconque A, a pour valeur

To+ 2K

Ap— —- iz)dz,

11 (z) étant la fonction
H(Z"* — HQ‘Z)‘H.(Z) e—_—h'_‘.
' 0{z)

I veste & évaluer I'intégrale qui fournit la valeur de A,,. A cet eflet,
considérons le parallélogramme dont les sommets sont les points z = 50,
z=1z,+ 2K, s =13, + 20K, 5 == 5, + 2K + 27K'; soit ABCD {/ig.
ce parallélogramme. L’intégrale prise le long du coté AB est prem—

Fig. 1.

sément la quantité a évaluer; sur les cotés AD, BC, paralleles 2 /K’ et
distants de la quantité 2K, la fonction II(z) a la méme valeur, et,
comme ces cOtés sont parcourus en sens contraires quand on eflectue
Iintégration autour du parallélogramme, ils fournissent dans I'inté-
grale une somme nulle; I'intégrale relative au contour du parallélo-
gramme se réduit donc aux deux parties qui sont relatives aux cotés
AB, CD, c’est-a-dire a

zp+2K
f [M(z) — M (2 - 2iK’)] dz;
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mais on sait que l'intégrale prise le long du contour d’une aire est
égale au produit de 277 par la somme des résidus de la fonction rela-
tifs aux poles de cette fonction situés dans l'intérieur du contour; il
v’y a qu'un seul pole dans Vintérieur du parallélogramme : c’est
2K + ¢K’. En appelant A le résidu correspondant & ce pole, il vient

“a+2K
f M(z) —(z+ 2iK'}]dz = 2ix A
(nous supposons z, compris dans le parallélogramme z =0, = = 2K,
s = 20K’, 53 = 2K + 27K, ce qui est toujours perinis).

1. Calculons les éléments de cette formule :

Hiz +20K)=—H{z e—fg,;M,, ,

Bz +2:(K') — Hl(z)e~;$(:+ixr,’

© (Z —+ 'ZiK') — — 0 (:\ e—i{‘wﬁxu;
par conséquent,

H(z—+— 2[]{’} — H{zj;e‘— ‘2"::«1-:% e_'%: ,

(s 20K ) =T(z}g—+v e &

d’on

Or

par suite, I’égalité précédente devient
2I{(Am - Am—H q_(’”"*")) = Ziﬂ'A.
Il reste & évaluer A.

Or, on sait que A est la limite de eI1(2K + (K’ -+ ¢) pour ¢ = o, car
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1K'+ 2K est une racine simple de I'équation 6(z) = o :

eMl{2K + iK' ¢l =

QK -+ ¢)
= (2eviny
H ':I[\I+ g)==1i(0 5‘15) e K ,
. f (9: (K"
H{K +¢e — 0l ay ,
- . —,ii,ﬂ."h
0] ‘;lK’*l— E\; == (H {\Eje in '
par suite,
Qi) 0,/ —Zieiky —TI ik
2K + iK'+ &' =¢ \Hfal\— e K e &
pour : = o,
! , A —_ ll—v"]'
/_\:00\0 o) 1 g A= f, q (' 3),
H'(o) - ‘/]l
‘I
—\ =
2K{An— App g+ — 20 ( )
\,lf
ou bien
Ap— Ami q7(2m+|):_ Mq—— m~—)_ _(m_._ )
2Kyk
et enfin
nl+:?

Am+1 =

21
A‘ wn+1 __ i,
nq '

Cette relation donnerait A,, au moyen d’un calcul analogue a

nous avons fait.

H{K + ) H,(iK ¢ e—’—’;—iﬂwm:

celui que

Mais on peut trouver I'expression d’un coefficient quelconque
en intégrant, comme 'ont fait MM. Briot et Bouquet, non plus autour
du parallélogramme considéré, mais autour d’un parallélogramme ayant
pour sommets z = z,, s=75,+ 2K, s =3,+2mK’, =75, +2K+2nK,
qu’on peut regarder comme la réunion de r parallélogrammes égaux

au premier.

Les poles de la fonction II(z), situés dans U'intérieur de ce parallélo-

gramre, sont les points z = 2K+ (2n' — 1) K",
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/

On obtient, comme précédemment, I'égalité

2K (Ap— Ap, g0 = 27 A,

A 2K2 —w——m 2n'—1
T ’
n=1
par sutte,
/1’:11
(9"—-“ —mien'—1
l\m'— '\rn-r-n.q (ni+zmn) — - E .,
n'=1

St I'on fait ensuite dans cette formule 72 = o, on aura

n=n 2n —1)
r‘—Aoq"—*q Zq L
n'=1

A, est U'intégrale

AY
——\—’dz.
A j

Cette intégrale est nulle, car

H(2K—2z = H(z),
H (2K —z)=—H (2,

0 2K—2z — 0 (z),
d’otr
H2K —z|H,2K—2)  H(z)H, (2
oGK -3 T e

On a, de plus,
An+A_.==o,

car
zo+2K mizz
TR (z) Hy(s) -
A, = ! K .
?Kj ~o e dz,
I -u+2!\H(z) H (Z\ mivz
AL, = — 2 TR
sz; o ¢ %
Zo+2K inr imz
' o 0+2 H(Z) HI(Z) __n!l‘:‘ I)I:"-.o
Am-r— A_,,,—- ;i fb ‘@(Z) (e -+ e )([Z,

Zu+2K
. T H(HH(3)  mmuz
Am+ A= — f —lEl LiiE)
KJ 0z) 7k
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En appelant, pour abréger, ®(z) la fonction qui est sous le signe f,

on a
O2K — 2)=— ®z);

par suite,
A+ A_,,,: 0.

. H(z H, [z , - .
La fonction (0’,3)‘ ! se développe done de la maniére suivante :
{
m—_=
Bt Y
0{z)
m=t
Nous avons trouvé
};:m o
21’ A —~ _."_7:1-—1','
LA
! p=1
d’oll
\ I] 4"1*w _I (9“' ‘
- — . mrTs
o & sin
XX K
m=t w=1
ou encore
m=—on
II(Z‘ /Z\, _1_ #:‘2 _lzm—lyf .
—————@ \ e Eqm 6+q $_'_+q 4 sinomx.
m=1

0z 1)

C'est le développement de la fonction 5 o)

» tel que nous avons

déja obtenu.
Les développements des autres fonctions qui ne deviennent pas
infinies pour z = o s’obtiennent de la méme maniére.

43. Counsidérons, comme second exemple, le développement de

m=-+x

(..\ [
H %ZH"H' ZAe“.
(2]

m—_=—w

En posant _
Mg o HiE 02 Hiz) —m7=
o @\Z

~a
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on aura

2nins

H(Z -+ 2lliK') = H(Z) e K q—(”'f*?’"")’

et, par suite,
P K( A, — Ao q—.’2ui+2mn‘,) — 2inA,

n=n s N
4.1 L Gl LA SO
A= "— S‘ q 2 s
\//{' A"-Jll
=
LR
d’olt
n'=n . o
N R . —Q-n—jl«uu'zn'——l‘
f\m+'1n -— Aqun-—{»zm'z _ 21q771-+:’mn Y (I 2
=
n=

Si Pon fait successivement m = o, m =1, il viendra

n=n

nt L It T
A == Aiq P —2ig? zq :
n'—1t
2n+1% Qun12 Sy dn'
A,,,,H:Aq' 2 — 2lg 2 qﬁ z
n'==1

ou
1

Agr=A,.

Ce sont les formules que nous avons trouvées plus haut.
On a, comme dans 'exemple précédent,

Apn+A_= 0,

et, par suite,

. zo+ 2K -
i [T HZ) ez Hi(2) . ws
[\0_0, A= *‘K ) ———W“blnmd.-.

4%. Appliquons encore la méthode 2 un troisieme exemple, &
fonetion

H*(z)
a(z)
On a
ims ‘III:—FQ }}1':‘;".
cw E Ny R
(:)/ m b
(z)
o —o
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- B (z)
O (z)

[’

car e®

@

m

(51)

1_.-

admel, grace au facteur e**, la période 2K :

Zo4-2K ins mi=s s+ 2K
o e We) =, :
QK/:_‘" e G)(z)e rlz__gK ] I (z)dz,

niTz

Hiz +2n/K') = (—1l"¢g~e % H{z),

0 (z +2niK') = (—1"¢g~"e ¥ 0(3z),

H*(z+ 2niK') - ""'"H*\z\
T ,—:q—"e
0z +2niK’) 03)

. _.omKl_,_‘""” 28 #?ni’rz
iz + 2niK') =1 {3) &% K ¢ge &,
(7 + 2niK') = I[{5) gwo—mmntng K
iz — Iz =+ 2niK’} —= H(Z) (( — q—zni—?m"+"6ﬁ

m

Si Uon fait, dans cette formule, 72 = o, m =1, on obtiendra

2K (Am . Am+2n q—2115—2m11+n) — 9 I.TTA,

3 n=r _fen—1 1
9 —— — (2R — )+ n'— =
Ae—e—— q 2 2,
Vi 6,
n=1
m+2n q—2n——-2mn+n [e— 21 E q
n_l

‘i 2n'—1;2 an'—1
. 216* - [——~-- =
AD — ‘Am q——zn-—.—n —_— E q 2 2 s

. 2n'— 12  2n'—1
. 2152 —[ex ——+—u—]
A —Aup q Tt = — Z q 2 *

017
n'=1
n=n (2n'—12  en'—1
i [
Am — Ao . 2 q—f—?n-fn
n'=1
2621."':" w[(?n’fvhz ) gn'—i]
§ 2 2 2
A2n+1: A1+ 6'{) (] l]”‘"’".
1
n'=1 -
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45. La forme de ces coefficients n’est pas la méme que celle qu’on
obtient par la méthode de M. Liouville; cela tient 4 ce que, dans les

formules données plus haut, il figure sous le signe ? le facteur ¢ 3
dowaed

1 . . .
et en dehors le facteur ¢g*. En introduisant ce facteur, il vient

m=n n'—32 | tn—12
A, = Aoq +9f2q 8 8 y

n'=—=n 5 2
202 Y - GrtTiE ) femedd
[\2,,+,:[A q 3+W2q 8 q 8 .

Mais nous avons posé

i / m=e mizs
Tz H3(z ~
ek \ ) = A/ne y
01z
! m——x
d’olr
3 me—=tw @2m—1iivsz
H (z) J— A 2K -
alzy e
* m—_—wx
on a également les relations
f\m —_— A——(m——l;y
H3(z
car —- >) est de la forme
' m—aw
H(z) . T3
ol — a,,,sm\zm—{—l)ﬁy
m=1
dou
m'=
492 _(km'+1|= (% m—+372
e It T T B TR
- m'=0
462111‘:111 —(!'m,_“’ NJ’“*‘_‘_”
m'=1
ou
2, =27A,.

Ce sont précisément les valeurs des coefficients sous leur premiere
forme.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



TROISIEME PARTIE.

46. Cette troisieme Partie comprend les développements des fone-
tions doublement périodiques de troisieme espece formées par des
fractions dans lesquelles il figure au dénominateur une ou plusieurs
fonctions © de plus qu’au numérateur. Ces nouvelles fonctions peuvent
étre développées en séries de sinus et de cosinus, soit par la méthode
de M. Liouville, soit par celle de M. Hermite; mais il est & remarquer
(ue les développements que I'on obtient ainsi présentent, au premier
abord, apparence de séries divergentes. Une étude plus approfondie
fait disparaitre ce caractere de séries divergentes, et I'on obtient pour
coefficients des sinus et cosinus des fonctions de ¢ qui tendent rapi-
dement vers zéro quand le rang du terme considéré augmente.

Pour mettre ce fait en évidence, nous allons présenter avec quelques

. . . X .
détails ce qui concerne la fonction a7 QU rentre dans la classe de

celles que nous étudions dans cette troisieme Partie.

- . . .. , , 1
47. Jacobi est le premier qui ait donné un développement de —
2

conduisant a I'expression de cette fonction en série de sinus et cosinus’
(Fundamenta, p.187). Apres avoir obtenu I’expression de @(z) en un
produit d’un nombre illimité de facteurs sous la forme

1—2gcoszx +¢)) (1—ag’cos2x ¢ ... (1—a2g™ ' cos2x +¢™ ...

3t e b
O(Z)_—O(O) lri\l_q)“—(f)(l—q"/‘:...J“’

N ;. - T3 s - .
ol z désigne la fonction - comme précédemment, Jacobi arrive, par
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la transformation de la constante — v —» & I'équation
=gl g (= P

2 K3
\2 \/~ (_ — gl — g (t—g" (1 —g"). 1

' 0z i — 2 0S¢V —2¢ CUS AL . (T — 2 T COs2 T g

il ajoute qu'on peut tirer aisément de cette égalité la suivante :

\//'/’,<"Z_l:> 4 y L \ 125 104
L s VAR .

T r—agcosox4q¢'  1—2¢7C0S2x-+¢° 1 —2¢°COS22 + ("

en appliquant au second membre de P'égalité (2) la méthode connue
de la décomposition des fractions rationnelles en fractions simples.
Chacune des fractions qui figurent dans cette derniere équation étant
développée suivant les puissances de ¢, on obtient

\/,']1 ——> ,”:1! (2m—1:2 m=x p= 2 '1_##‘2"1 1
i Yo _ ey e o
4 ar =2 Z\*l» g +4 (=1

m=1 m=1 w=

-

En effet, ’équation (3) peut s’écrire

s )
\/lilf’(ll(‘ me—=x . ‘@"’."1"" ) .
s y (__ 1 wm“]‘i W '\l . qwtfzi

e == D .
(‘)\Z; Ly 1— 2q2m—-l coS2x - q.’.m»—-: *
=1
or,
21 — (I4m -2} 1 +q2m~l e I +(/2rrx—| ez
I — qum—l cosa2x (14111 -2 - I ____q';m—l e—z/.r L _q:m—z e'.'iz;

chacun des termes da second membre étant développé par le procédeé
de la division, on aura

[ - g2 ()»—.'lar
(/ — ( Sr—1)n e wir ,
1 — (1 e
/=

2m—1 ot
,I_tq,”;e i — {(2m—1)x gapir
B i 142 q semer

a=1
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ef, par suite,

5 (l _ (/uu—z\’
[ — 2q-zm—| cosS2x _+_([.m«2

= 2 + qim-rrcosapx,

\
&)
e
b

ce qui fournit bien le développement de la formule (4).
Nous allons maintenant arriver 2 cette méme formule par des pro-
cédés plus rigoureux que celui qu'a indiqué Jacobi.

48. Cauchy, dans Pun des beaux Mémoires qu’il présenta, en 1843,
a I’Académie des Sciences, sur les Factorielles geométriques [ Memoire
sur Uapplication du calcul des résidus aw développement des produits
composes d’un nombre infini de facteurs (Comptes rendus, t. XVII,

p-572;1843)], donna Iexpression de 5z Sous forme d’une infinité de

fractions. En appliquant le calcul des résidus a la fonction

[r— = r—s

fix, = e — —
’ =l —CxioL i — i — T, L.
il trouva
= — e —
s . ' l'.’ [U
‘5 ‘ T iz x| 1 — iz
' ‘ 1 12 ' tl?
N | — Pt e D
chl posan{
T=—1+t— 54— .

ou

~ ;
i A K Sa— g ner)
T = {—1n 5

il trouva aisément

par suite,
[l — i — i — g,

R

i

(W—lx) (L —Px). L — LT = L

o '.r—-l , \ T—-l»i—l’
=T -~ z+a) 4 ——————
I ! t

X 4
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Ce développement peut s’écrire

n—w

fay=T+ ¥ Tfer 4z,

n—1
ou
g
:]v" — }‘ (.__|>}'~—I l(n+}b—l)(ll+;1~) —112,
a1
1 B2 (1
— - + {2 p—1
l":[ 4 (—’>:L_It n g s
w=1
et
Ry (35 —1
T =1¢"* (—1i'e *
=1
par suite,
Rz w P12 n=w p==x ("1*—”:_'_”,7 ‘
VAT ey T AT e .
tG» \ ff\\.z‘) :2 (—l)-"_‘l AR Z E (—l\““l 4 e
w=t n=1 a=1
Si l'on fait, dans cette formule,
i_4'~_7- _—.K'
rx=e" e t=¢g—e ¥,

+ premier membre vqf(z) devient égal, d’apres la formule (2), &

)
9 (2]

5
de Cauchy, n’est autre chose que ’égalité (4) déduite de la formule (3)
de Jacobi.

, et 'on voit que I'égalité (6), déduite de la formule (5)

49. Cauchy indique ensuite une autre méthode pour arriver au
méme résultat. I fait de cette méthode un fréquent usage dans un
Mémoire intitulé : Mémoire sur les fonctions dont plusieurs valeurs sont
lices entre elles par une équation linéaire, et sur diverses transformations
de prodwits composés d’un nombre infini de facteurs (Comptes rendus,
t. XVII, p. 523 et 567).
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La fonction f(«) jouit en effet de la propriété indiquée par I'équa-
tion suivante :

((l\. f(tzx: -+ l.l‘f(.l‘) 0.

Si I'on pose

n=—+4»

flz) = E T, z,

il semble que ’équation (a) entraine
TM—I - Tn tzuﬂl — 07

de laquelle on conclurait
Ty== (1) Ty .
Cauchy fait remarquer que cette équation est inexacte, puisqu’elle

donnerait pourf(x) une série divergente, et il rend compte de ce
résultat, qui parait si singulier au premier abord.

50. 11 fait observer a cet effet que f(x) se décompose en une somme

de fractions simples dont 'une, ————, offre un développement qui
1—lx

change de nature quand on remplace « par >x. Le module de tx est
supposé plus petit que 1, quand on développe f(x) suivant les puis-
sances positives de ¢, et I’égalité

1 13 A

e I L o — L
1— lx! x x?

devient, par la transformation de x en *z,

dont le second membre n’est pas convergent quand le module de ¢«
est inférieur a 1. Pour lever la difticulté, Cauchy retranche de f(z) la

fraction 1——[—7’ dont le développement n’est plus légitime apres la
8

lx
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transformation de x en 2>z, et applique ensuite au développement de
f(x) la formule (a).
Posant

n—=-+w

flay= Y T.an

n=-—x

. !
il trouve, pour toutes valeurs de x et de ¢ telles que le module de —
soit moindre que 'unité, ainsi que celui de zx,

K 4
/(x;—l—:‘EF:To—l+ {T_,-—t).z‘“—}—.. .+T,x—+—T,x’—i—...;

remplacant « par #*« dans les deux membres, il vient

+ T, tx+T, x>+ .. .;

mais

(12 1 - s _ tx .
frez) T ez — ¢

tx

par suite, en vertu de (a),

flea)— —+ == ta|fle) - =5 |

[ — —

tx

1

— o[ fl) -

] Ty 1 (T #) 22 (Togme ) 2
1— iz

+~Tlx +T. x4+ ...

remplacant f(x) et - par leurs développements dans cette égalité,

—tx
et égalant les coefficients de z*” dans les deux membres, il obtient

Tpmi— 171+ T, 17— = o,

Tp= T—m
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par suite,

et, par conséquent,

T —14 80— 5. .. fr(n—0)
T": (_ 1)” tn: ?

qui est I'expression de T, déja trouvée.

51. Remarquons que la propriété, dont jouit la fonction /(x), de
satisfaire a I’équation linéaire

(a) f(tz)+ txflz)=o,

n’est autre que la propriété bien connue de la fonction 0(z)

(b) 0(z + 2iK') = —0(z)e =T,
La méthode de Cauchy revient donc & utiliser I’équation (&) pour
déterminer les coefficients A,,, apres avoir posé

1 mmTz
( L n .
(«) o0 EA €os —
La fonction ﬁ devenant infinie pour z = =+ iK', ’équation
; 1 . 2mT sy
(B) m—zAmCOS K (z +2{K’)

n’est pas exacte, car le développement donné par la formule («) ne
s'applique qu’aux points du plan situés dans I'intérieur de la bande
formée par deux paralleles menées a la direction K par les points
z=-+1K’, = —(K'. Pour chaque bande formée par deux paralléles &
la direction K menées par les points z = (2m+1)iK', 5 = (am — 1)K/,
les coefficients du développement de\,@ sont différents; I’équation (8)
ne peut donc pas servir a déterminer les coefficients A, et, par suite,
8.
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la propriété représentée par I'équation (b) ne peut pas servir a trouver
les coefficients.

52. MM. Briot et Bouquet ont donné (Thcorie des fonctions ellipti-
ques, Livre 1V, Chapitre V) une méthode pour opérer le développement
d’une fonction doublement périodique en une somme d’une infinité
de termes simplement périodiques; comme ils 'ont fait remarquer,
cette méthode s’applique aux fonctions de troisieme espece, etils I'ont
appliquée aux fonctions formées par les inverses des fonctions @, ainsi
qu'aux dérivées logarithmiques des fonctions 6. Cette méthode repose
sur le calcul des résidus, et le principe de cette méthode a été donné
par Cauchy.

MM. Briot et Bouquet ont trouvé ainsi

I in N gmotl o o’
— = — g1 & i — — —
a5 = e O T ¢ eof|s-Gmon? ]
ou
m=o 2772 — 142
LI _2§_Z<_,),,H g (e
6(z) w §' (o) .t a2z s
m=1 l——-2qm~ COST+91" -

ol w désigne la quantité que nous avons représentée par 2K; o dé-
signe la quantité 2:K’, et ¢, (z) la fonction H(z).

La seconde de ces formules est précisément la formule (3) de Jacobi.
Nous ne nous arréterons pas a indiquer dans ses détails la maniere dont
MM. Briot et Bouquet sont arrivés a ce résultat; nous développerons la
méthode qu’ils ont donnée sur les exemples plus complexes dont1’étude
fait I'objet de cette troisieme Partie, et nous passons immédiatement a
la méthode de MM. Liouville et Hermite.

53. En posant

@ ILEN\ mrz
@ @(Z) = A, cos K ’
m=0
N B, ig (277 1)
1 o o . N a2m-+1)T2
(1)) H(Z) - Tz - EBmSlﬂ h——“zi—’
s 2K ™=
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T L { \m gy - m? mmnz 1 \m g—m? e & . -
—_-(—z—‘_m;\.,-%zA“Ep—x)q cos — +4a2( 1)"q 2( 1)4q cos —-

(61)
on obtient, comme nous I’avons vu précédemment, entre A, etB,,
les relations

C4 = N R B,
— 1 \/q Ap— —2ix \/q2m+. -+ ;_i \/qzuu-[,
I Y Am [ B," — 2__’":’_1
_[\/(IT*':_Z_iq ( 2 )’

ce qui donne
(1)
Am: _ Am~|q2m—-.l + 41(] 4 ,

et, par suite,

w=m

- L
{c) Ang@=(—1)"2 Ao—%—za}‘(—-x)l*q v );

p=1

dans ces formules, « a une valeur telle que la différenceﬁﬁ —
soit finie pour z = o. HIK

On voit donc que 6(z)~' se présente sous I'apparence d’une série
divergente, car la formule précédente (a) nous donne

n—_mx m= =nm
et L (2a—12

mvz

/
m=1 m=1 p=1

les deux séries

m=uwo m=cw w=rm @12

2(—1)"'q—""cosmtza E(~!‘:"'q‘"‘§2(*')'“q T eos T
K ’ ‘ Ko

m=t m=—1 p=t

sont divergentes; il nous est aisé de lever cette indétermination.

Iy

Remarquons a cet effet que, dans I’égalité

- _”i"’A cos mnz
0(z) " K’

m=0

le coefficient A,, tend vers zéro quand m augmente indéfiniment,
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par suite, A,¢™ aaussi pour limite zéro. L’équation (c), savoir

w=rm (B 1t
Angm=(— 12 | Avt 22 2 (—1)rq * |
p=1
nous donnera done
=2 (2p—1?
A.,—i—zozz (—1)rg * =o;
w=1
par suite,
= (2 —1:3
A= — 2« E (—1)rq ¢
n=1
»u bien
p= 2u—172 B=© 2p—1s
Ao:—zaez (—r)rqg * — 2« 2 (—1)*q *
p=1 w=m-+1
d’olr
p=m 2y—12 p== 2y 1.2
Ao—}—zacE(—l‘)P‘q 4 :-—29(2 (—1)rg .
p=1 p=n-+1
L’équation (c) devient donc
= Py —42
(d) Mg =(—1yiha Y (=g ¢
p=m-1
mais
p== . (?3:1»5 H:o ) . (2m+;2y.—1;3
T FER
w=m-1 w=1

en substituant dans (d) cette valeur, il viendra

@2m+920—12

p=wo
Amqma———4a E (*—[)F—iq 4 )
p=t

et, par conséquent,

-
7]

(01,2
‘iz-l’— “+m (2 —1)

le) Av=fa Y (—1)ig ;

=
il
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done

p=x ()u_“ 29112

)u 2 2 —— - m2a—1j mmoz
=) —1) # COS —— -
‘ K

a=1

| -

Rim=
<2}

(2)

On voit aisément que la constante i est égaled \/Iz'k’ <2TK>5 ouda by, v;

par conséquent,

nm—wo m—w p—=o

69.n A et Cetmen—t)  mrz
—t) g.»—l 4 _‘ 1—-1 & I N
0 (\Z) 2‘ +4 E 2 08 K’

w==1 m=t u—1

ce qui est la formule trouvée par les méthodes de Jacobi, de Cauchy et
de MM. Briot et Bouquet.

54. La méthode de M. Liouville et celle de M. Hermite, appliquées
aux fonctions plus complexes qui forment les inverses des fonctions
développées dans les deux premieres Parties, donneront toujours lieu
a une difficulté du genre de celle que nous venons de lever & propos

du développement de 5— z), mais on voit des maintenant que I'indéter-

mination qui se présente dans ce cas pourra se lever de la méme
maniere que précédemment.

55. Signalons, avant de terminer ce sujet, la différence essentielle

entre la difficulté qu’a rencontrée Cauchy pour développer o par le

( )

moyen de I'équation linéaire
(a) flex)+ 1z flz) =o,

et celle que nous venons de rencontrer en appliquant 2 la mém:
fonction les méthodes de MM. Liouville et Hermite; Pemploi de
I’équation (@) conduisait & une détermination fausse des coefficients,
que I'illustre géometre n’a évitée qu’en recourant a ’analyse que nous
avons exposée; I'application des méthodes de MM. Liouville et Hermite,
au contraire, est parfaitement légitime et ne conduit qu’a une indéter-
mination aisée a lever.
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Dans ce qui va suivre, nous appliquerons exclusivement la méthode
de MM. Briot et Bouquet, qui conduit rapidement au résultat.

56. Nous appliquerons d’abord la méthode aux inverses des douze
premieres fonctions de M. Hermite; ce sont les fonctions

0/(z) H(z) 0.(3) H,(z)
HEHGE) 6@Ee(s)’ HEHE 6(5)0()

6(z) H(z) 0,(3) H.z
Hizj6,(z) 6z M=)’ H(3)6() 6H{)

0(z) H(z) 0,(2) H(2)

6 W) WEe ) @ RE 6@EHE

DEVELOPPEMENTS DES FONCTIONS DU PREMIER GROUPE.

57. Considérons d’abord la fonction

I1(z) admet la période 2K, car F(z + 2K) = F(z).
Les infinis de II(z) sont les zéros des deux fonctions H(z), H,(z), aux-

1 T
quels s’ajoutent encore ceux de tang 2—'K (z — 1.

La fonction II(z) est, comme toutes les fonctions que nous considé-
rerons dans la suite, méromorphe dans toute ’étendue du plan; par
suite, I'intégrale définie de II(z) prise le long d’un contour sur lequel
la fonction ne devient pas infinie est égale a4 la somme des résidus
relatifs aux poles de cette fonction, situés dans I'intérieur de ce con-
tour.

Prenons pour contour celui d'un parallélogramme dont les sommets
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sont les points A(z, + 2mK'), B(z, — 2niK’), D(3, + 2K + 2:K’),
C(zo + 2K — 2 K'), et soit 5, (fig. 2) un point situé dans I'intérieur
du parallélogramme dont les sommets sont les points z = o, z = K,
z=1K', z == K+ {K'.

' BF H C

Les zéros de la fonction H(z) situés dans le parallélogramme ABCD,

sont les points
z=—2K -+ 2miK’;

ils sont représentés par les points ronds de la droite GH.
Les zéros de I,(z), dans le méme parallélogramme, sont

z=K + 2niK’;

ils sont représentés par les points ronds de la droite EF.
Les zéros de 0(z) et de 0,(z) sont donnés par les formules

z=2K+ (2m —1)iK’,

z= K+ (2m—1)iK';

ils sont figurés par les petites croix placées sur les droites GH et EF.
La fonction F(z) devient infiniment petite sur les cotés AD et BC du
parallélogramme quand ces cotés s’éloignent de 'origine de part et
d’autre; 'intégrale [1I(z)dz, le long de AD et de BC, tend également
vers zéro quand ces cotés s’éloignent indéfiniment.
De plus, sur AB et CD, I'intégrale [T1(z)dz a des valeurs égales et
de signes contraires; la somme des résidus de la fonction II({z) relatifs
9
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aux poles de cette fonction, situés dans I'intérieur du parallélogramme

ABCD, est donc nulle. La fonction tang;%(z — ¢) n’a qu’un seul zéro

dans I'intérieur de ce parallélogramme : ¢’est z = ¢ (¢ étant supposé en

un peint quelconque dans lintérieur du méme contour). Le résidu

F(t +¢) _ 2K .
—5 cette limite est — F (2.

‘F.

relatif au pole z = ¢ est la limite de
lang 2K ©

Cherchons les résidus de la fonction H( ) relatifs aux poles

z==2K + 2miK',

z= K- a2miK’,
provenant des zéros des fonctions H{z) et H,(z). On sait que

_miﬂz
. l):nq—-nﬂe K H ’Z),

minz

Hiz +2miK) = {+1)"¢g~e K Hiz),

mitszs

H{z+2miK)=

/
{
\

0 {z+2miK') = [—1/"g e ¥ 0 (2}

AY
par suite,
mivs

Fiz+-2miK') = ¢q™e K- Flz).

En appelant A le résidu relatif au pole 2K + 2m/K’, A, le résidu
relatif au pole K + 27K, il vient

1 010\ !
= 77 ’
H'{o) H,(0) tang (2K+2mzK’—l
K
— | vnar __O1(0) I .
A= gri(— H (o) H'{v) = ] ,

1angR(K—+—2mzK’—- t)

par suite,

m=n m=n

Ve

BvVkn O kn ®2K

m=—in—1i mo——tn—1)

Si I’on fait croitre » indéfiniment, on obhtient

mo—4-w m=+w

?'j]SF_\'t): 2 ,]m-—g cotm(tmzmiK’)—i— E [ q)m qi-e—tanﬂ_(t—-zmil(’}.

1 . \ Y + . N
wu,”‘ Flt)=0 2 qm=cot2lh{z —2miK') -+ 6, Z (— I}qunangfl—((e_znuxq.

m—=—u®n mnm—_=—cw
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Cette formule subsiste pour toutes les valeurs de ¢ comprises dans

la bande formée par les paralleles a la direction /K’ menées par les
points z = 34, 5 = z,+ 2K, et, comme on a

F(t + 2K} =F (¢},

et que le second membre admet aussi la période 2K, elle subsiste dans
toute ’étendue du plan.
in adoptant la notation ordinaire, on a

K m—_=— = m—-+x
- 2 . 3
Sykn 2 F(z) =9 2 g™ cot(z — 2me) + 4, Z (—1)rg tang(z — 2maw,
" nm—_=-—wo m= -
ou encore
. m=—x m=- =
Qﬁ.w’ﬂ;— =96 2 g™ cot(x —amuw) + 0, E {(—1)mg™ tang(x — 2me).
YHEHE) ' . '
in——x m—_=—m=

Nous allons transformer le seeond membre.

58. Considérons les termes qui sont fournis par des valeurs de m,
égales et de signes contraires,

Ggm{cot(x — 2me) + col{z -+ 2moej],

. ei(z+2nnw)+ e—i(z+mu) eizqm+ e""q"""
cot(x+2mm):1—-——,— == . —
ez\z-i—mzm) — e—t(z-f—zmtu) eu‘qm — ew:zq ”n

v ei(z—me) i p—i(z—2mo) . eizq—nx+ e fizqm
collx —2mw) =i — e = o — L T
el(z—muw)__ e—l(z—zmm) elzqu——* e—l.tqm

\ ; 1 e;i.zq?m [ e—-'zizqzm
col{x + 2mw) +cot{x — 2me) =i { — ———~— + "
1 — euzq m 1 — e—Az.zqu

ou bien
Y= R’i'q m 9 e—n’zq?m
cot{x +2me) + cot{lx —2mw) == A + ),
/ {— euqum I -— e—z:xq:m
4qmsinax

coL(x + 2me) + col(x — 2mw) = : "
1 —24g*cos2x + g

On transformerait de méme la somme

tang(x + 2mw) - tanglx —- 2mo’,
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qui donne
4q™sin2x

tang(x 4+ 2mon) 4+ tang(xr — ame) = .
8l ! 8l ) 1+ 2™ cos2x + g™

La formule précédente devient alors

Oz mim gin o
59,72 \ ) = F§] cotx + 4 2 . 2qqm cosz2a + g

+ 6, | tangx + 4 T sina®
x
J 1 + :>q“" cos2x + g™

59. Cette égalité peut prendre une troisieme forme qui nous don-
nera les deux sommes sous forme de séries de sinus des multiples de

I'are x
On a, en effet,

p=oa

g™ sin2x . .
yes q " sin2ux,

I —2¢*cos2x + ¢

w=t
msino N .
? :2(—1)'r*+'q""=* sinaux;
1+ 2¢™cos2x + ¢ ‘
par suite,
) m=w =t
09.! *"—‘6 COLz‘-‘— Z m-z 2mJ~SIn2 x
" H(z ) (3] PARPA ¢
m=1
w=om
-+ 0, ingx + 4 2 q™ 2 — 1) gmesing o
=1 p=1

60. Considérons en second lieu la fonction

H(z
0(z)0,(z) Fiz);
PG admet 1 période 2K, et, de méme que pour la précé-

LT \
Sin 2K (u — 1)
dente, la somme des résidus de cette fonction relatifs aux poles situés
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dans I'intérieur du parallélogramme ABCD est nulle. Ces poles sont les
points
z—=2K+ (2m —1)i{K’ pour 6(z),
\

z= K- (am—1)iK’ pour 0.z,

H{z+2m—1)iK']={— 1)'"—'q—('"—‘)’e*(’n#”-"(H(z),

(m——l)lrz Lz ~£

Hz+ om—1)iK]={—1)1g-(m1e K g—mni0(z)e Kq 7,

_l’2m——1«3 —am

H{z+ (2m—1)iK]=(—1)m—1g  * e """ g(z),

_(2771—!!3 —(2m——h£'_—'-z

6 [z2+4+ (2m—1)iK'| = (—1)" ¢ L oe 2k 7H(z),
@m—1)? . ivz
- IR . _—— —(an—ii-w—.

jz+am—1)iK]|=(+1)" ¢ * e 2k H,(z),

i2m—1)2 iz
2= em—-1il 0{2)
F{ ( — ViK' = P e 9K __ -\
{2+ (2m—1) Y=¢q G H‘(z)’

et, par suite,

—12 f e
B 1) @(E\;E @m—t =
( e 2h

& { —_— 1 '+ = — @ _e
eF[2K + 2m—1)iK'+ €] q H{e ) ,
{2m—112 6
limeF[2K + om —1)iK'+¢e]l=—¢q * ——
Ovkn
2m—1)2 A \ iwe
. . Eme '61{5)5(—1) (2m — 10—
cF] K+ {om —1)iK'+ ¢} = b pymeg DS EUT ) K
[ \ I) :1 q ( ) H.(E)H(E\)
@2m—12 g
limeF[ K+ (2m —1)iK'+¢] = by
(Ko lam ik d= ¢ (i
il en résulte
mis. - x 2m—1*
— _ 4
5Vh %(F(t) +0 _ 9
ma— 5 sin 2K [2K + (2m —1)iK'— (]
M= 4o @m—1)2
-+ 9: ™ (_—l)’nlq - == 0,
me=—a S“];K [K+ (2m ——l)lK —_ t:'
ou bien
MmM=a4w 2m—12 m=+ta ) 2m—12
OQ,Y)ZF(Z):Q Z —-.—[‘q%————\—-{._& Z ('—l)m+llq P ’
&L sinfz-—2m—ijo] cos[z — iam — 1jn|
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ou encore

m=—=o ,’)m——h 9,,1_1 i am— 1\ S'nx
99,4 ————— = 4q T 2 ('v 9 '3t -
)"" 0.\2) l_zqz.n—AcUSZx_!_qm—-z
m=1

m=a
2m--12 2m—1

T — AR
-+ B, E 4 m+r 7t . (l q” _’?T_x_q;‘

1 2gPmtros2x 4+ gt t

m=1

en développant chaque somme, il vient

=

21t Rkl T
R p "0 749 Eq s Zq 2 sin(ep—1lw
m=1 =1
& am—12 P=2 et
—+—49.Z(—1)"’+‘q ¢ 2(——1)*“‘(1 * 7 siniau—1)x.
m=1 n=1

En changeant, dans les formules que nous venons d’obtenir,
T . ;
z en s+ K ou @ en o + -, on obtient toutes les formules du premier

groupe, savoir :

( \ m=-+x m=+ o
(¢S] Zj v
59.6* L —f " eotlx—ame: + 5 Z —1)mgm tang(z — 2mo’,
vh H(Z)H.(Z) A-J q ( / t ( ) I g\ .
m——m=x m-—_—x
H(z M=ER oy,
2) 2m—12
56,42 —F——— =14 & coséclr — (om— 1o
niz) 0,5 q [ ( o]
m=—ax
m=t= 12— 12
0 E (—1pig T séefz — (2m — 1wl
m=-—-x
X \ m=—+=x n= 4+ e
6,(z)
99 _9 m-lan .Z'—‘Zm() +6 V __I\m m2 .
e H"z)H\z q g( o) q cot{ x amant,
m—=—« m:—x
H'(Z\ m=-—-=+=< 2 m—12
69,47 —————— = § i séelx — (em— 1y
0,(z) 83 1 L \ i)
m-—=—==
m=-+x i2m—12
4, 2 (—1jmig * coséelz — (am — 1)w].
m—_=—
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62. Ce groupe de formules peut aussi s’écrire

7 =
0z grmsino x
09, v o =6 | cotz +
YU H{z)H (5) 4 E 2q2"' cosax —+— g
m=1

m=x .
(—1jmgm+msinax

+ 6i) tanga + 4 2 1+ 2™ coS22 — ¢

m=1

m=w
2m—0% Im—1

56, 72 i) =0 Y 4g g isine

0(z)0,(2) 2¢*™'cos2x —+ ¢*

m=0
=
12)n-—-1)- 2m—1 (5 — ag2m—1\ gy
—1—624—1"* P “. q isinx ,
I - 2q1m~—l COS2x -+ qlm 2
m=0
- wm—m
@,z m’+2msin2x
69,0 —% =0 | tangx + 4 Z g
H,(z)H(z) mﬂl—r-zq cos2x + ¢
m=wx

(—1)rge+msinas
+ 6, cotx+421—‘ 2'q,jcosn+q,m )

HI(Z) m=ow ml’_i)’-y?m—l ( +q7’" ')(‘OSx
56, 4 —— — ' :
56,1 0,z 0(2) __9241]

1 + .-,qzm LcOS2x q4m—-

m=0
m==w=
(2~ 12 __"Jm—i o gzmet
9[24(_1)m+|q 4 ’ 2 *(' q (‘OS.Z' .
1 — 2 —1 coszx im -2
m=0 q q

63. Ce premier groupe se présente enfin sous une troisieme forme

M—_xc Ww—wm

0 'z)

99,4 w—a— = 7| cotzx + E mm gin o p
U H{(z H2) 4 Eq ¢

m=1

m=x

-+ 4, | tan :c—.—42 E —~1"‘+*+‘q”'+2'“sm2ux )

m=1 p=t

Pmi—12 v 1y

Hiz - >
06 .2 — 4 4 2 3 \
‘un—,——__AQZ Z sin(ap —1}2
CTEI NI 4 (>p
m= n=1
"%x u-:ﬁ:x: (‘7m~71;_ 2m—ti2a—~1
4 [ __ 1Ym+ 4 2 .3 3
—f—q@.‘_‘ Z\ e g sin(ep — 1),
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m—x p=cw
0,(z)
56, <) e g \p—t gme2mn g
] n*—H,(z)H(z) 5 lzalng.zc—‘~4§:1 Z( 1)rig sinzpx
m= n=

m==

p=o
—+ 6, cotx+42 2(——1)"’q’”’+2"'l‘sin2p.x y

m=1 p=1

@em—1% 2m—1)2pr—1}
~+

H, .
99,n’6—)|—(z)—(§%z—)—:402 2(-—1)H~'q 4 2 cos(2p —1)x

m=1 p=1

@em-—1?2 @m—1i2u—1)

+4912 2(—1)’"“(} T T cos(ap—1)a.

m=1 p=t

Sil'on fait dans cette derniere formule x = o, z = o, il vient

mM—_ec u— = =
= m=x p== (2111—11’4_(21"—1»42;:.*1‘

f‘zm——h‘3+{9m—1r(2u—h —
=48y Y i—upg T4 Y Y (g T

m=1 p=t m==1 p—=1

DEVELOPPEMENTS DES FONCTIONS DU DEUXIEME GROUPE.

64%. Le second groupe comprend les quatre fonctions

0(z) H(z) 0,(3) H,(z)

H{z)0,(z)" @z H(z)’ H(z)6(z) 6z Hz

En opérant sur les fonctions

0(z) sin (z— 1) ot —HE L iang T 0)
H{z)6z) "2k \* ° GEmE s ()

comme nous P’avons fait sur les précédentes, on obtient aisément

m=-+w m=-+owx \a
(')(Z) — \ i 1‘2771;1‘-

N —_ m . i1 7 4 g \
19 ) (_W)_e 2 g™ cosée(x —2mn)-+n E (—1)m+'ig séela — (2m — 1) 0],

m=— m=—co

m—+w

H(7\ (@m—12 m=-co,
5400 AT L) =0 2 g ' cotlx— (am—1)n]+n z (— g™ lang{x — am »),

m—m—o m=—cx
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Mm=—x

M=+ N
('),ﬁZ\ (2m — 1 o
giﬂe H.(z) -@“’,'- =96 2 quséc(x —amw] + 7 Z (—r)mig * coséelx — (2m—1) 0],
J
m=—o m—=—cw
) I{‘( ) e iﬂ_l_’ m——o n
G;nG‘;W 7] z g * tanglr—(2m—1)el+mn 2 (—I)Mq""cot(x——zmm).
m-—-——w

m=—cc

65. Si I’on élimine w au moyen de la relation yg = ¢€'®, les équations
précédentes prennent la nouvelle forme

m=cw

Oz 1 -+ ¢ sinx
9?7]9 # f— 0 4 qm ne q ) -
H(z) 0, (2) sinz 2q2"‘ cos2x + ¢
m=1
n — o
Y (i Brofltmt (i gm)sing
+4'ﬂ —-I . 9
1+ qum——l cCOoS2x qém—2
m_l
="
6200 H( (9m71| +2m=—1 sinaox
Xy 4q un—1 am—2
6(z) H,( 1— 2¢* coS2X + ¢
m=1
7)1:@

. 4 m+2rn Sln'Tx
-+ angx -+ »
' 8 ! + 2q"" cosz2x - ¢'"

m=o
92 7 6 (Z) jd m2—4-m ] -+ qzm> cosx
H,(z)0(z) 1-+2¢*Ccos2x —i- ¢**
m=t
= (2m—1)2 2m—t _
~+ 4n (—1)mrg * R (r—gm) cosx ,
: 1 —2¢*™ 1 COS2Z + g
m=1
m—_= 9 —1)2 R
6200 H'(Z) — 98 4 ( ml, Eremt sin2x
K 6‘(2) H(Z) - q I+ 2q2'"—1 coS22 + qém—z
m=1
cot +4 germsinox
¥ x
+ n 1 1_2q1”100\2x+q4"1
m=

66. Si I'on développe ces quatre fonctions suivant les sinus et cosi-

10
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nus des multiples de «, il vient

mz==o p—o

2. 6(5) —_ m3m(2u—1} —
G'IIQH(Z)G).(Z)”6 sinz 42 Z(I sin{2p: I)

=1 pr=1

me e o em—12 (2m—higp—1

4 4,1 2 E ln—{»—:. & * 2 Sin('l‘lj.——l)x.

m=1 u=1

M—w p==

G290 ( =46 2 }‘ 4 B v sina2upx

m=1 u=1

m=—«a—=x

3
+ 7 | tangx + 4 X E (— r)mre—tgmitmne sinopx |,
L

m=t p=1

m=aw p=o

2, (;)‘(z) PN I : E 2 oy \r— N gmEdm(ip—1} )
g’ n@—————H‘(Z) oE 9 cosz + 4 (—1)—'q cos{zy — 1)z

m=1 p=t

=% p=w
” “ 2m—1% 2m—12x—1

+A4‘nz E (~—1)’““'q— T cos{2p—1)x,

m=tp=1

m=ow p=m
271 —112

6inb (H) = 92 2 +'2m~i)'usir1zgtJL.7c

m=1 p==1

m—=z p=x

+n | cotr+4 2 E — 1 gt gina pa

m=1 u=1

Si dans la troisieme de ces quatre dernieres formules on fait x = o,
on obtient

m=« p=a«
@m—12 (2m—12p—1

m=1 p=1 m=1 p=1
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DEVELOPPEMENTS DES FONCTIONS DU TROISIEME GROUPE.

67. Ce groupe comprend les quatre fonctions

A(z) , H(z) 0,(z) H{z)
0.z H,(z) H.(2)0.(z) 6z H(z) 0z Hz)

dont les développements, sous les trois formes indiquées plus haut,

sont
() M=+ o M——+x lﬁlnv—v]‘
0:0"n G/ ) (z z g™ séc(x—2mw)—mn E qg * séefz —(2m—1)0],
!
H(z) m—_+ e m-—_—+ = (2m—1)
9, 6%q mm—):n 2 g™ tang{x —a2mw) — 6, 2 q * tang[z —(2m —1) 0],
o, (2) N e N
Q.GZWW:Q, 2 g™ cosée(x —amw) —u E q coséc[x —(2m—1)o],
H (Z\ m=-t« Mmoo (Q_IEL_E
9‘927‘H(’z)1®ﬁ:7' E g™ cotlx—2mw)— 6, 2 qg * cotfx —(2m—1)w].
68. Ou bien
6( ) m=uw s +q7m\ cosz
6.6 "0,(z) Hi(z) )H.\z) [cosx +4 E 7 1+ 2¢*cos2.x + ¢*"
m=1

em—12 2m—1

4q—,7~+~—2 (14 ¢} cosx ,
1+ 2¢*7' cosaz + ¢ ?

-7

m=1

., H(z) L N et sin2x
6.6 Hz) 0 " [tangx 4 }4 q 1+ 2¢’™cos2x + ¢

m—=1

m—=o (@m—1)2

+2m—1 sina2z
— 0, E 4g *

2
1+ 2¢™ ' cos2x + ¢**
m=1

io.
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(1+ ¢*)sinx

1— 2g*cos2x + g

(l -+ qm—-l) sina

?
1 — 2qzm—l COS2x q{ln——«z

sinex

m=ew
0,(2)
6 6 fund m2m
O S aE = | se 2‘1
m=1
m==» ("m—i\a 2n1—1
—a 3 g
m=1
HI(Z} m-—w )
9 62. Jr— A neE =2
{ f'H(z)@(z) 7 cotx++m:1q
m=—x 212 —1)2
— +2m—1
— 9 24(1 )
m=1

1 — 2q2m cos2x + (Iim

sinax

1—2¢™'cos2x + ¢

69. Ces formules peuvent prendre encore cette troisieme forme

M—=m L=

481 Z—”

m*l w=1

2. 0 _—
9|9 7 (:)I(Z)H (Z) —_— 61

(‘OS.Z‘

m=w ==

1 gmi4m(2e—1) oS (2{1 —l)

2m—1)2n—1)

2m—1) -
—iny Y=g

M=o u—=»

6, 6%y, H{z) = n| tangx + 4

‘ Hl(Z) GI(Z) m=1 1
=1 p=
m—_=x p"w

2m~h
[)‘ 2 S‘ —I o

m=1 L:I

M= L =n

2

cos{2u —1)x,

Z Z (— 1jp—tgm+me sinop

4+ (2m—1)a

sinz2p.x,

sin{op —1)x,

6.5 H(z] ~ 7| sinz 42 S‘q”‘ ey sin(ap =)o
' ' m=t ;—1
m=o p=® @m—12 Rm—112u—1)
— A4n 2
m=1 p=1
m=ow p=x
0, 6%0 = — )

@( J
m=1 p=1

m=wo p=n

)

m=1 g =1

(2 —1)2

+ q

+i2mae-tpe
smzy. X

=1 cotx—|—42 2 gmrrsine px
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Si dans la premiere formule on fait z = o, il vient

u. -1 m“+m(24 I)J

m== p—owx

=i 143, 3

m=1 =1

M — o W=
(@m—172

SO

m=1 u=1

E om0

2

70. Les formules précédentes fournissent donc les cubes des trois

fonctions
m=—+= 4‘)m+1> m=—+w m=-+x
by 2 . o E o= 2 g,
m=—wx m—=—mx m—=—=
M=—w p=—x Gm—1t @m—ti@a—t Mm=w p=ow @ m—1)?
73:402 ? _I);:.—l 5 2 _*_491 _I\r:1~ +
pa q (—1) g
m=1 2=—1 m=1 p=1
m—x» L= M= p=xn [P
) a—i o n— —t g &
=9 [r+42 (1)t genenee '>] +ha Y Y (=
m=1 pn=1 m=1 p=1

(—1)—q

=1 m=1 u=1

@m—n*
+

12m—11i25—1
[Nt S

2m—1.29—1}
[ S k. Sk

2 —412a—1
—_—

DEVELOPPEMENTS DES INVERSES DES FONCTIONS DE LA DEUXIEME CATEGORIE.

71. Ces fonctions, au nombre de douze, peuvent étre groupées de

la maniere suivante :

P . 0 (z) Hiz) 0.(2) Hi(z)
remier groupe. ... .. ) Q) mE 6

Deuxiéme groupe 6lz) H(z Oufz) = Hifz)
CUXIOME EIOUPE W) B1E” W) @)

Troicis 0(z) H(z) 0z Hz
roisiéme groupe. . 0ie)’ Wiz) o) W)

Nous allons effectuer le développement de la premiere de ces fone-
tions avec quelque détail, et nous présenterons simplement les résul-

tats pour les autres.
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DEVELOPPEMENTS DES FONCTIONS DU PREMIER GROUPE.

(“_.\, elle admet la période 2K et les

72. Considérons la fonction -
n:{z;

infinis doubles
z=a2m'K +-2miK'.

Dans le parallélogramme envisagé précédemment, cette fonction n’ad-
met que les infinis doubles

2 = ZK - 2miK’.

La fonetion
0(z)
H."’\Z>

T . \
rtang —- (3 — ¢!}
85K

admet la période 2K, et dans le méme parallélogramme, outre les
infinis z = 2K + 277 K’, elle admet encore 'infini z =¢. La somme
des résidus de cette fonction est nulle lorsqu’on étend le parallélo-
gramme jusqu’'a linfini dans la direetion ¢K'. Il suffit done, pour
effectuer le développement, de chercher la somme des résidus de la
fonction.

(-)(z)
Hi(z)
tion H(z), situé dans le parallélogramme

73. Soit, pour abréger, F(z) = » et 801t «,, un zéro de la fone-

Flom+e) =2z An
¢? €
coti(a,,.—'r—smt\:cot'—‘?(a”—t\—kei coL— (a +e—t)7 -+
2K Y 2K T H e 2K Vo _, e
, . . F(z) . .
Le résidu de la fonction —————— relatif au pole o, de la

tang z_IR (z —1)

fonction F(z) est le coefficient de é dans le produit

F(an +€) cot &

L( + t)
Y ’
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¢’est-a-dire

T L ’ T,
— Ap ‘K - —- AL, cot ﬁ{ (ot — £).
Sin? —= (am — t)
2K
Il nous veste a calculer A,, et A’ ; or,
an=2K + 2miK’;
par suite,
% 0l
2K 4+ 2amiK' +¢) = (—1)mg™e &
)=(—1)"q Tank

Or,
F(E):%—}—AI—}—A”SZ—F...,

= .- miTe . miirier
€ = —_
K 12 K2
A A mAin 1
e * F(e)
2 K .
£ €

le résidu cherché est donc

: __‘__
(—1)mg A2K 3 - t)+2'm cot
')K
On obtient donc I’équation
m=-+ow Mm—+x

(__I\mqm=

2K\? 1 R ( ‘ o .
(?) A—F(t): 2 ._%% _— 2 (—I)"‘Zmlq"‘ Colﬁ(am——'['

. 4 ’
m——« SIN? H{ Em — t) m=—w

A —=limeI'{s) pour ¢ —o,

= =0k,

=
o
<€
x
>
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ou bien

m=-+x i m—

-+ =

(‘.)/z\_ (— 1)mgm® .

51,267 B}(_j: E s?égl—gm—w); E (—1)"2mig™ col{r — 2man).
mo=—c

m=-—ot 7

Considérons, en second lieu, la fonction

D(z)=

0°(z)

(4]
bz] admet la période 2K; ses infinis, dans le parallélogramme

sin —TK (z— 1)
considéré, sont z = ¢, et les infinis doubles z = 2K + (2m — 1)iK'.
La somme des résidus de cette fonction est nulle quand on étend indé-

finiment le parall¢logramme dans la direction iK'

Or, on a
.. _(Emﬁ —(m—-i)
Hiz + (2m — ;iK' ] = (—1)"1q * “‘l@( )s
N _(‘zm'—i) —iem—1)EE
Oz + (2m— 1K' =(—1)"'qg * e 2“lH( z);
par suite,
@2m —1)2 o m— I:Z»: .
Oz +f2m—1)iK']={—1)7qg * e “ﬂgiﬁ;,
(z
ou bien
2m—12 ,7,,,_;,_ . 0l
/ - n
Plow+ej=(—1)"rqg * ¢ Hﬂ -
. B, B,
(D’\d,,,—FS): E—:—%——é’—l—F—...,
am-1 ime
2 = — — ...
e 1+ {2m —1) i ,
Ofe) __ .
B _~—2—*—A .
(2m —1)* l."‘E A -
, . . 7
O 2+ g) = (—1)mg l[é—z-{—(2nl—l)mz+...Js
2m —1)2

7

Bm = (— ])’"-H q % lA,
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®(z)

sinj{ (2 — 1)

coefficient deé dans le produit

Le résidu de la fonction relatif au pole z = a,, est le

., m \
D (o 4+ €) cOséC ' (atm — € -+ ¢},
¢’est-a-dire
™
CcOS — — 1)
B 2K (a”l / n ; B;n .
"o, T 2K .7 )
sin® & (otm — 1) sin 2o (o — 1)
par suite,
- m=te COS‘:E“( —t) (9 m —4i%
2K T 2K ; —7 ,
—q)<t):-—~A w\_l)rlz+lq i
B 2K sin? {otm — 1)
m=-—=——4 2m—-—13'2
N A E m+l P (an 1>,‘7
K
mo——e sin H{‘ (am — t)
m=—=-a (971t "= x?m[‘—l,:
by H{z] (1 —_ lcos[x—(zm——l m] E T (em—ilg *
CTters) T 4 sin*{x — {2m — 1) o] sin[x— (2m-—1)m]
n—_—uw _—
T . .
75. En changeant a en x + 5 dans ces formules, on obtient le
groupe des quatre formules
) m=—-+=x ( ) mi——+ %
@!z — nxqm 3 .
Gpth? — I e T —1™2miq™ col{x — 2mw
O Hzz) E sin® (z —2m ) (—1) q ( Js
. m=-—wm m-_-—auwm
2 —1:*
=+ (Qm—l\/E n=-+w« —_
6729211(2}7:__4 (—1jrg ? l.cos[x—(zm—r)m] N Z —— .(z:m—l)q 3 ,
' ez) sin*{xz — (2m — 1) w] sin{z — (2m — 1) o]
m=—w m=—c
) m=-+=x ( \ m—+ew
@1'{5 — [)quz Z -
G2t ) —_ —1)" ' amig™ tang (x — 2mw),
d "H3(z) 2 cos?*(x — 2mw) (1) 1 8 )
m—=—» m——
m=-+w m=—+= (2m—1)°

H/(z 221t sin[x —(2m —1)w) 2: {2m —1)q *
fi.,202 S _ m4-1 A i — m4-1 .
50205 s = E (—ur+g lcosz[x_‘f\gmﬁxjm] " (—=1) coslx — (2m—1)m]

m=—c m=-— =

11
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76. Ces formules peuvent prendre une autre forme, savoir :

n—ow mo—ew P‘:w
N .
o0 uz\ri} - sil:"x 4 2 (g 8 2 E (— o)t (m = ) gt cosopr,
i
m =1 m=1 p=1

ian—1)  @em—1{2a—1
2n—1) )

s2gz SAED (L mr —% T T3 .
0063 2] =8 2 Z 1™ m -+ —1)q sin{a2p—1' 2,

m=owx m=—a p—Ta
202 Hl'(z) T N ’ \ 2 \m—-1 { 3 PV
G-n-G, m — ('652—x +4 [— Um«;—l I'llq"" 4 3 (__ [ ),n+.l.+l {m - v qmg S 0 OS89, na,
B ’ m=1 m=1 wn=1

m=® p=x

Y @2m—1)* 2m—1{20—11
9 702 H.‘\Z) ——8 { ‘maa gy & - 'I.\ - L/ -
7 ‘(‘)”Z\ - Sl 'L‘nl-—f‘-[!,——l)q C05\2{J.—l;,l.
'

m=1 pn=1

En faisant dans la troisieme et la quatrieme de ces formules = o,
il viendra
o —
=1+4 2 =1 gt - 8 E 81 ML ) g
m=1 m=1 A__l

et

M= op= o
} {2m—1) P—112a—1:

- p -+ E
9/‘3:82 2 ___,I\m-f-L nl__l_u__x)q 4 2

m=1 yp=1

DEVELOPPEMENTS DES FONCTIONS DU DEUXIEME GROUPE.

77. Ces fonctions sont les sulvantes :

0{z) H{z} o/(z) H{z
? b

CHENCHE N R

En appliquant la méthode précédente, on obtient

M= m— -+«
o N e Y
7267 L e — o —1)gmoamilang(x —2mo)
Hi{z) cost(z —2mw) (—1lg 8l .
N == n——w
m=—=-+wo 5 12 . , n=-+« s .
2 2 sinfor— (2m— 1) o) . Z , Amou (am—1)
L - 7 _— N
7 q costle — (2m—1)0] q COS|T— 2m— 10
m—=—w mo—=-—x ) ’
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L. 003 m
672 T == Z ———z—q-—— g omicot{x —2man),
H:{z) sin®(x — 2 m)

m—_=—wx

==

m—-—

m=—-x m—4=

—1)2 9m—12
o H iz 20 as (o —(2m— 1) emets (2m — 1)
50260 b E q T [ ( o] 2 ig *

9rz) sin*|z—(2m-—1}n] sin[r—(:).m—l)m]'
H=—cx

78. On peut encore écrire ces formules

m—_= NI I ®
. 012 8
AL = - mg"* — 8 (m—+p) g+ cosapx,
Hi(z)  cus*x 4 Z 1 2 2x U

m—=1 m_l n=1

m=» p—w

H (Z (mn41“-'47(‘2m—1\!2;1~ﬂ
L2 ! \ ’ N .
9,26 o7 2 82 Z (—iprm-+p—a1)g * 2 sin{2p.—1)x,
1

m=1 p=1

m—== m—«c p=wx

0,z 1 \ 5
5,02 6% o ) =4 mg™ —8 y (m -+ ) g7+ cosana,
H:{z) sinx Ly : ‘

m=—1 m=1 p=1

H {Z) * —~ \"2711—1\5_*‘5.1))1—1(‘_)3»1\
G025 0:{‘2\ :82 > (m+up—1x)g ° : cos{ou —1)x.
Ve

En faisant « = o dans la premigre et la quatrieme de ces formules,
il viendra

m=ax Mm—e p=w
6,6°=—=1— 4 qu"“—-SZ E (- o gme,
m=1 m=1 p—=1

M P (7/71—13 +’2m-—1v42:;——f
73 =8 E V m—l—u-l\q b 2

ni==i 'r_l

DEVELOPPEMENTS DES FONCTIONS DU TROISIEME GROUPE.

79. Ce troisieme groupe comprend les fonctions

1L,
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et I’on trouve, comme pour les deux premiers,

Mo 2m—12 et 2m—1)*

Y . A & -
£6°6? 0{z) 2 - q S q (2m —1)1 ’
: = S

BCRES cost [z —(2m—1)w] cot[xr — (2m —1}w]
M= n-—-—o
m=-+cw m=+ew .
2 / 3\ m?
062672 qm™ sin{x — 2mo) . E qm2mt _,
'H2 cos*(x — 2mo) cos(x — 2mw)
Mm=—c m—=—coc
m=-+w (____‘zm—x\‘! m=—+m iﬂfﬁ .
p
7075 Ofz) Z —q N E —q (2m~1}17
1 - il —_— —_—1)
02(2) sin*[x—(2m—r1)w] tanglx —(2m—r1)o]|
m-—-——® m—_——=®
HL = ® m=-taw N .
2 m=
15197 Bl Hiz) _ g™ cos(x — 2mn) N 2 gmaml
! H” sin(x — 2mo) sin{x — amow)
m-——=x m—=—ao

80. Ces développements prennent également la forme suivante :

m=w 2 M=o p—w -
, 0z) e e
76:6% — \:2 (2m—1)g * -+ 4 (—1}(2m—t2p—1)q
H2{z
\2!
! m=1 m=1 p=1

. m=ow p—=o
. B(z)  sinz

Vi mi+ m{2p— IS
’ ~ —r1*(oam 4+ 2y — 1 gmrnCE) gin (e — 1) 2,
|l‘?[\z) COSZ.Z' ( ) ( i /q \ P )

m=1 a=1

m—ow . M=% nTe

2m—12 (7m—1)

cos2ux,

(3] (Z\) s - i2m— |1
rﬁ?(jf@_:z?:z {om —1)q ° +4E 2 (am 4 2p-—1)g °* cosapx,

m=1 m=1 =1

M=o p—=x

76°0° :1122 )‘_ ;(::; 42 2 P 2[*41 g e 2p—1) COS( 2p — [)

m=1 p=1

Si 'on fait dans la premiere et la troisieme de ces formules = o, il

viendra

= =mp=o
m=ox 2 g2 m=m

mm_’—a-\‘)/n-—i >
n93:22 (am—1)q * ~+—4V 2 (—1k2m 2y —a1)qg *

m=1 m._i =1

et

m=—o . N M=o p=ox
9m—i)? 2m—1:2

'ﬁef——:ZE(Z”’—‘l)‘I-E ’*‘42 2\2171—1—2;1—1)(1 g

m=t m= p—=1
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81. Nous allons passer maintenant aux développements desinverses
des fonctions qui font l'objet de la seconde Partie. Nous diviserons
les fonctions dont il s’agit en trois Catégories. La premiere comprend
les quatre fonctions

a(z) H(z) 0 ()

6,:)H.(z)° @&z H(56(s) M0

H(z

La deuxieme comprend les vingt-quatre fonctions

0 /z) H(z) 0.(z) H.(z)
) 3 B 57 ’
H:z)H(s) 0z 6(z) MW(2)H(z]  ©i(z)0()
0/{z) H (z) a,(z2) H,{z)
iz H{z)” Ri(e)6(z) @[z H{z)’ H{z)e(s)’
6!z) H|(z) 0,(z) H.(z)
Hz)0.z)" @z H{z)’ Hiz)6(z) 81z Uiz
0{z) H{z 6.(z) H.z)
H:z)0.(3)° o z)H,(z)’ Hz)0{z) ez H(z)
0(z) H/(z) 0.(z) H,(z)
Hi()H(z) 83(z)6(s) H{gjH(z) & (g)6i(z)
0{z) H(z 0,(z) H,(z

oTzH(z Hizez oz (s ()60
La troisieme comprend les douze fonctions

0(z) H{z 0,{z) H,{:)_
0z’ ©j(z)" W)
9(z2) H(z) 0:(2) H. z)
6iz)) MWz’ ©(5  HY

),
)

0!z H(z) 0.(z) Hi(z)
Wz’ ez Hiz)' 03

Nous allons présenter les développements des fonctions qui appar-
tiennent 4 la premiere Catégorie, et nous ne donnerons le développe-
ment que d’une seule fonction de chacun des groupes qui font partie
de la deuxieme Catégorie; nous choisirons celle qui ne devient ni nulle
ni infinie quand on y fait z = o.
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DEVELOPPEMENTS DES FONCTIONS APPARTENANT A LA PREMIERE CATEGORIE.

82. Les développements des fonctions de la premiere Catégorie sont :

M=+ a

(:)(Z) (2m—1)*
6315407 —— — = — 7 > tangxr —(2m— 1w
G T H z) B (7) A gl — jol
. m—_——c<
m=- e me= o=
-+ 6 2 g™cot({x —2mm) + 6} 2 g™ langlx — 2mo),
m_—c " —=--x
== e 2m—1)2
H(z 2 s \
G263, . -— 2 = — _— ‘
92587 ——— = 6 cotfx — (2m — 1) 0]
T bE O i) I
m-—_—c
m=-ro {,2”1_1’2 M=
— 62 2 g * tanglz—(2m—1jw]+n’ y g*™tang(x —2mo),
davened
m=-—a M=
m=—+w 2
(2m—1),%
0,(z) 3 , .
£202.,.2 J e o2 2 — — 1
GEGpt e e o — cotfx — (2m — 1) o)
S T (2) H (5] t 2 (== )
h=—u
n=-+ = m=—+=x
N 2 v 2 an® {
-+ g tang(x — 2mw; -+ 07 g cot{x — 2mm),
lamecd
nm=—=xx m_-—mx
Mo a2
H|‘{z) .
L L — i R R L 2 g > tanglx —(em—1)n
9,5%
9,z 0(z) Hz) 1 el Jol
m-—=-—-x
mw :;w 120 —1)2 =4«
— 62 Z g * collz—{2m—1)w]+ 0 2 ¢ ecotix—2mo).
m—_=—= m—_-—x

Nous avons donné plus haut les expressions de
tang[x — (am — 1) w], col{x —2me), lang(x — 2mn), colfz —(2m — 1))

développées de deux manieres différentes; nous nous dispenserons de
les reproduire et nous allons passer anx fonctions appartenant 3 la
deuxieme Catégorie.
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DEVELOPPEMENTS DES FONCTIONS DE LA DEUXIEME CATEGORIE.

83. Les développements des fonctions de la deuxieme Catégorie sont:

. @Bm—12 _ P2r—1.°
M A . —_— . = R
52 H.(z) z (—i+tig 2 sin [x—«(z))z—l)(,)]+ 2 (—1mtg 2 2j2am—1
00 e &&= " = " - T
EACHEICTE) cost |l —2m — 1)) cos[x —2m—1 !
"= — M=z - .
\"1/1—1)-
2
L g2 2 (—1 ‘m”/ j
U, = Nk
sinfx —{2m — 1) n)
m=-t» (2m—12

(02, B{z) o 2 (—1mig 2 sinle—lam — 0ol
00 s T =
S i{2)

cost [z —(2m — 1) o]

12m —1F RIS ]

*‘-"IJ’"( SR 2(.,,"1_ 1 ‘L_x"m et
+ 1 L SRS S
cos[x —2m—1)m] coslz —2mmn

m=—x m= —x

oyt
Mmom— % 2m !

n gyt A} { Yoy 2
grhmi } (— 1Jmiq
72

9
(x —2mu) tang [z —iom —1 m
nm—=-—or m—_——r=x
M= x nizox 2m -t
{ \m p2m? m+| me { m 2
{—1)mg —1] G mi ) [—1imyg .
fﬁ,—[——— + = g e -+ 0 ! ;
cos*lx—2mn) colir — 2mm) cotfx — ‘am — 1 m)
N me=—c : -
Mo (2M—1F = - 2m2 13
5 H.z qg ° nox[x—‘_’o.m—*l)m] g * 2flam—r1ii
(4 '(_)2! 3 (7 2 { - inl T
{7) 6,(z sin*lz —{(2m — 1)) sinflz — 2m—1"m]
nm=——o wm=— h
m‘ » 12
—+ 02
cus[x— zm—n)ml
m=—_—
Mmoo 1213 M=t (XMt

615 01(2, Eq ? cos[x—{2m—1ln] Z g * 2am-—ii
19 —

02 (z) [,(2) sin*jz —{2am — 1 0] sinfz—ioam—1 o]
m=—om= m=—x - X
"=+ w
2m#
— f2 ____._..g_..,,.
coslx —2me
"o - x
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84%. Ces formules peuvent étre mises sous la forme

H ( mo/=w g (‘)m—-1) +(.2,'.':_“l27‘ﬂ’
P (— )™ {ap—1) g R 2 cos{ey—1)x
67.2)0
m=1 p=1
m=—ow p—ow (2m—1)*  (2m—1)i2p—1)
-+ 8 Z Z —1’”+F(2nz—-1)q 2 2 COS{2‘U.—I).I‘
m—=1 p=1
m—w p =0 (27}1—1)‘4_(2171—1)(2?--“
-+ 467 2 2(—-1)’"*'(1 2 2 cos(2p—1),
m=1 p=1
iz R ke (2m—12  (2m—1)i2p—1)
6202, il \mA-pt E 2 5
582y —— L - —1 2 —1 cos(zu—1)x
Y ey (2ee=1)
m=1 p=1
m=ow p—=wo (»?ln—i)‘_‘_(?m—Ai)‘-‘(_?p.i
) - . B 2 (o1 — 1)
= 8 E Z (—a)m+e+toam—1) g cos(zu—1lx
m=t p=1
m=—e L=
1 o
- B2 ' E — ) g2 (23— 00§ (2 gy — 1) 2 .
i cosx 4 ( ) q \ {l )
- m=1 p=1 -
n = p=ow
\ @,(z)
53426 - i — 2 . I)m+)t+x uq’”"+”"*(ospux
H‘(Z)(TH\ZI cosz
m=1 p.,_i

m=w p=o

+ 8 2 (_ I)m+| qumi+ 16 E E (_I>”l+}L+l mq’""“’“i‘coszgj.x

m=1 p=1

M= T
= {2m—1)%

m =
2m—1)2 O —t
. \ 2 Y 7 " —b
“”""""Z“”M'q + 4 2 2 —intg cos2p.z,

m=1 m=1 p=—1

m—uw

2]
93 29[ z ()z())t )‘: cosz i E S . I\m+g+|luqzm —+200% COS?[J.T

m=1 u_i

M= pn=c

-8 2 — I)m4-l q2m! + 16 Z 2 (_. l\}'"+:*+‘ I)lqr”‘=+2”';‘ coszux

m=1 =i

m=aw = =
(2m—1:% P r== (2m—13%
+2m—1ip

war Yl T 3N (g T s,

m=1 p=1

m=1

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



( 89)

M=o p=0 Qm—12% (@m—1){2a—1
-+

342 I‘L(\Z\ P >
75 6.@(2)T"(z):4 Z 2(2;;— 1)qg °* : cos(2p-—1)x

m=1 w=1

@m—1° (dm—1)2p—1

4-82 Z(zm—l)q : 2 cos(ap— 1)z

m=1 u=1

M=o x=®
‘ 2m—1"  (2m—-1{2u—1
m (S m {(2n )

+4922 2(—1)"*‘(1 ’ ; cos(2p — 1)z,

m=1 p—1

m== p=x em—1%  (2m—1)2pn—1
(2m +( 7—41) (20

@| 9 2
6?6’n3®—2(z)<§—)l(z):42 2(2;;——1)(] cos(ay —t)x

m=1 pu=1

m=wp== 2m—10% (@m—1)(2u—1:
o

+ 8 2 z(zm—l)q - : cos{op—1lx

m=1 p=1

M—e p—o

I
+ b2 -+ (— )ptgami+o(z—1) cos{oapm —1)x
cosz 4 E E (—1)rg \2 K )

m=1 p=1

Ces formules fournissent sous deux formes différentes les quantités

5,69, 4.

DEVELOPPEMENTS DES FONCTIONS DE LA TROISIEME CATEGORIE.

85. Nous nous bornerons a faire le développement de la fonction
Oz

2]

B(a]
Cette fonction change de signe quand on change z en z + 2K; par
0(z) . %

sul —L 51N
sulte, H S 5K

*(2)

Si I’on désigne par F(z) la fonction

(z — t) admet la période 2K.

6(2)
H:(z)’

o2miws

F(z + 20uK') == ¢g*e % F(z),

2miTe \
; — O (e
F(2K + 2miK'+ ) = — ¢*¢ ¥ G

12

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(9o)

Le résidu de la fonction —- A:—(Z)—— » relatif au pole o, = 2K + 2mK’
sin — (z —1)
de cette fonction, est le coefficient de ~ dans le développement de

F (otm + €) . Or

. ks
sin —— (ot — ¢ 4+ €)
2

K

2 i e

Flan +¢)=—g¢™e X 0(c) H2(e),

i 2mine 1 fmrinie?
e = e T L
1.2 K>
82
bl = Blo) + = o) ..,

SR _a_ & Ho)
H W“éﬂ@wk Seswe T

1 g2 H”[0) 1
() . ot
H \5) = E3H’(0)3 _— H'(O\,“ @
) 1 11 B”(0)
s I =
W2 = amor — 2 72 Wop ’

) o " 2mimne - e, _ I I y 1 H"o .
L S| LA TNEoN RS

: .4 O0) 1 2min 8o} 1 1 . fmew? H”{0)] 1 |
i re— __ q2W i _ A Q) \ i
Flomta=q %H’a(o) £ K Ho) e 2H%0) [0 for- blo) ] v

Le résidu cherché est done

-
. C0S — (ot — t) .
R T 1 mim? " — \Xm —
) qu,,.a, sin—' (Otm—t) - [G)”(O\, 4@ TL .00 H (0) _ = 2K 2mi 0 o
2K 2H I\O) 2 ' 2K X T ) K H’3 0.

N I . m  Ola) ,
T T T : [Ty 12
sin? 7K {otm -~ 8) sin EK (et - 1) 4K* H*io) \

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(9r)

Pr=w 2 M=t COS — \am . t)
530362 F (1) == E «——_ — — 4 2 migm —“——~
m—=-—c sin® —l:-K {dm mo——c Sln’——K (d,,,*-‘ t)

me=-+=x é_ . ﬂ_> 9‘ o /I —+ mz)] qzmz

syl

m=—_—zx 2k (1m - [>
ou bien
\ m—=--x m=-x
g 02 N _agm N cosie —amo
H?(z) sin*{x — z2mo; i sin?(# — 2mw)
o — HI=-—

" N/
m_+ac[< 5 -/', 64 (1 -+ ,n2>] qzm'-'

sm\x —2me

2

m:—a:

en posant §”= 6"(o), v'= H'(o), v"= H"(0).
On obtiendrait de méme les développements des autres fonctions de
la troisieme Catégorie.

86. Pour faire une étude complete des fonctions dans lesquelles il
tigure au dénominateur un ou plusieurs facteurs ¢ de plus qu’au nu-
mérateur, il faudrait ajouter aux vingt-quatre premieres fonctions qui

1 1 1
6(z)’ H{z)" 0.(3)’
i ( - Aux quarante suivantes, dans lesquelles il figure au dénominateur

ﬁgurent dans la troisieme Partie les quatre fonctions

doux fonctions © de plus qu’au numérateur, il conviendrait d’ajouter

H(zj6,(z) H(z)H,(z)’ 0.3 Hi(3)
1 1 1 1

oz)’ Hiz) Hi(z) 03z

87. Ces développements s’effectuent comme ceux qui leur sont ana-
logues. Nous ne les donnerons pas ici, et nous allons passer 4 un groupe
12,
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de fonctions de la forme
H,(z)

5°(z) 07 (3]’

et, parmi les fonctions de ce genre, qui sont au nombre de douze.
nous prendrons les trois suivantes :

H, (z) 0(z) 0:(2)
o(z)0ifz)" 0z Hiz) @ (z) Hifz)

qui ne s’annulent pas pour z = o et qui ne deviennent pas infinies
pour z = o. Ces fonctions nous fourniront les expressions de »?, 6°, 6%,
puis nous développerons

H?(z) @ﬂ ) 0?(z)
0'(2)02(z)" Oz H(z)" ©(z H'(z)

qui appartiennent 2 un autre groupe de douze fonctions; elles nous

donneront »°, ¢° et 6$.
Enfin nous ferons le développement des trois fonctions

H1{z) 0°iz) 0:{2)
0ifs) (s’ 6i(s|Hi(z) Hi(s)e(s)

qui nous fourniront les septiemes puissances de ¢, 7, 0,.

Développements des fonctions

H.(z) 0{z) 0z
8:(z)0i(z)” ©i(z)Bi(z)’ Hilz)62(s)

88. Ces développements sont les suivants :

m—=-4w 3(2m—1)2 "=z 3@gm—1?
G261y Hi(z\ —9 2 —q & cos[x—(zm—x)m] - 2 —q % 3(2”l—l)i
G CHE . sin'lx — (2m —1)w) sinfjx — (2m — 1) |

D=2 o

nm=-—=
me——+ o . 32m—1)? . . +x 3(2m —1)
s (—1ymriig ¢ sinflz—(2m—1)e + —1jmHg * 3lam—1)
l” 2
2 cos*le — (2m —1)w] 2 €oS x~(2m—1)(,)
m=—x [ =Rl
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m=4 = 3i2m—1)3 m=-tow diem—1)2
0(z 4 — Y 3(2m—1)¢
e e
@I(z) H cos*lr — (2m —1)w) cotfx — (2m — 1))
m—_—om M= —
m—=+wx . m—_—-+=x 6
3m o g3mMT mi
=+ b, 2___(] —_— +Y—%‘/ e
cos*{x — 2mn) Ld COL(x — 2me)
M= m=—o
m=-+tow s m=— =
N o
T ELL) B 2 = L\ [ urteemi
'Hi(z) 02(z) ) cos?(x — 2m o) cot{z — 2ma)
== — 0w m———w _
m=-+ow 3:2m—1)2 M= S2m—1?
Y q * q v 3lam— i
—n — e
i SRtz — (2m —1)0] tanglz — (2m — 1))
me—a—w m—=—w»

89. Ces formules peuvent s’écrire

2 H|(Z)

AN

§2n* 6‘

.oz
7561 iz oz

02{z) Bz

)T

@ _
SHOLHON

):

m=w w
- 7 — 112 r‘)rn—(iut—!\

3i2m
42‘ 2[30m—1\+2p—1]q 4 2 coslop —1)

m—=1 p=1

[~ M=z = . a R -
v 3i2m—1.% 2 —11{20—1

-+ § 42 Z(——])mé—:‘«[?)(?,ln-—-l)—{—?“u_l]q % 3 coslau—1lz |,

+ 6

7 62 (om—1lq * +4Z Z[S(zm—l)+2p.]q

m—=1 p=1

- = M=w == N
7m—1\- = 3i2m—1:2

— T 1 2m—1x
-7 62 2m—1) B 42 E —i*8am—1)+2plg ¢ cosapx

| m—1 m=1 p=1
[~ m=ew M= p=w
1 3me L 2, 4
I cosim "2 E, mg" —8 E E(—IMSm+.u>q3"'+m-*cosw :
| m=1 m=1 p=1
- m=c m=c n=o
cosie T2 E (— 1) tmg -8 E E (=) 3m + p) gt cosapa
m=1 m=1 p=1}
[ m=w 3am—1 M= p = 3lam 1
7 +@2m—1)p
’ cos2ux

m=1 m=i p=1

En faisant dans la premiere de ces formules x = o, on obtient

=

mEwmrT® 3@m—12  Bm—1i2u—1

7 42 2[3(2171—-1)—4—2‘1;,_..](1' PR 2

m=1 u=t

Mm—a p==o 3i2m—12 (2771—1)(‘211*1)

—+ 6 42 }‘——1"‘“**‘(2";——1\4-2;1——1](1 ‘ 2

m=—f p=1
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On obtient de méme, au moyen de la seconde,

(94 )

m= 3(’-)771—“ o .‘wzm;1»34_’2,)1_”.u
b= |6Y (2m—1)q 2 E 3(am —1)+ 2p]q
. m=1 m=1 pu=1
m=—o m=ow p=mx
+ 6, 1—12 2 mit — 8 2 2 (—1)*(3m + p)gmrome
m=1 p=1

La derniere formule donne de méme

— m=c Mm— e p=o
67: g l+122(_')m+lmq3ma+82 E(_.,)rn+;:.+|(\3,n+H)q3m’+2mg
- m—1 m=1 p—1
[ "= 3i2m— 1) m= e pe pem—ta
+7 62 am —1)q * +4EE (am—1)+o2plqg *
L m=1 m=1 p=1

90. Nous allons passer maintenant aux développements de

Hi(z) ©*(z) 61z )
6'(z)01(z)" Oi(z)Hi[s) HMi(z)0%(s]
On trouve
™ m=—+« @2m—1)2. =t 2m—1'2 .. -7
G202 Hf(z) =] — Z q @ . q * 2(2m—”l
' 0z} 072 sin*[z — (2m —1) 0] tang{z —(2m —1jw]
[~ m—=—+ 12m—~1* M=t (2m—13% o]
S+ q ° q 7 alam—1)i
L COS[x— (2m—1)m] cotfz — (2m — 1) o]
T M=o {2m—1)2 m=+ o Qm—1% . -
ef'ﬁzei“—%f‘: 2 E - q 2 . q 2 2(2171—['1
0i(z) Hi(z) cos’lx — (2m —1) o] cot[z— 2m — 1))
[~ @ m=-4x . m—-+ o . . -
42 2 _L_ B E hqzm-4ml )
! L COS* (X — 2mw) cot{x — 2mm)
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m==- = m—_=-+4

g ) g, Z ™ _ E g4 mi
'Hi(z) 0*(3) L COS*x—2mo) cot{x — 2mm)
M=+ {2m—1)2 m=-+w (2m—1)2
42 2 —q . g = 2{a2m—r)7
sin?’[z — (2m —1) w) tang[x—{2m—1)0]

91. Ces formules peuvent s'écrire

Hz{Z\ 2m—1% mEer== xzm 1) +(@m—1
G100 = 0} fam—1)qg * -+8 (2m—+1— “cosaux
RCHOCHEIR 4 2 ]
m=t m=1 p=1 -
m=x @m—1s Mmoo p=u e e ameta ]
- 6 42 2m—1)g °® +82 2 (—1) 2m—14—mq i cosapx |,
. m=1 m=1 p=1 _
) [~ m=a 212 M= p=os (2m—1): -
(‘)"(Z) | ( +{em—1p
Gln29 e — 2 42‘(9m—1) R +82 2 —1)(am—14-p)g * ‘
v X 2 ! : ©iq cos2ux
01(z) Hi(z)
| m=1 m=1 p=1 i
[~ DIz m—w p=x .
32 2 2
e 6| 0—0"52— — 8 2 mq?m S 2 2 —[ 2m 4 H‘) q2n 2 b cosapx |,
_ =1 m=1 p=1 -
02( ) [ m==x m—e: = ]
312 1
29 —_—t 62 - . 8 maq* — 8 _ I 2'“ \ WmE—4-2m coS2ux
" H#{z) 02(z) cos’x E 9 g ¢
[ m=t m=1 p=1
[~ M= @m—1 M= p=a« 2m 132
3 —— H2m—die
“+ 7] 4 (2m —1)gq +8 zmvl—f—y)q 2 cosaux
dnud
) m=1 m=1 p=1

Si I'on fait & = o dans ces formules, on obtient les expressions
de »°, 6°,69;

mee (22— 112 moe = 2m~1 @m—t
X —ip
=514 E fam—1)qg * 8 E E (2m — 1+ plq ®
m=:1 m=1 p=1

e Mmoo rT"%
m_x 2m—12 !

2 12 @M1 e g
- 42(2m~1)q * -e-SZ E(—I)i‘(2Mhl+‘u)q : ,
m=1

m—=1 ==
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[~ M= mm/—o N

(j_il_l—l\ ”’;1’:-.-(‘1»1—11;;
= —n? 42 2am —1) * +8 E E —1) 2’”—""“)‘1
| =t m=1 p—1
m=—=wx M=o p=w
-+ 92 1 —8 2 mg¥™: — 8 E E —1)¥{am + mq’""*”’“ ,
m=1 m=1 p=1
m=ow M=o p—w
s 2m+-2myp.
98 = 6 1—827}1(]2’"—82 2—1 (am + p)g*™
=1 m=1 p=1
— m=o @m—112 mER R (2m— ”a + (2m—1)p
+ 4“(2m—1 2 —1—82 Eam—l—{—p)q 2
e
. m=1 m=1 n=1

Développements des fonctions

H: (3) 0% {2) 0ilz)
0'(z) 01(z)” O:(z) Hi(z)" H?(z) 0?3

92. En appliquant encore la méme méthode, on trouve aisément

(— m =4 (2m—12 _ m=-—4+x 2 —112 .
52 oo H?(s) g Z —q ¥ cos[r—(2m—1jo] g+ (am—1i
' a9z 0{z) ! sin?[x —(2m—1) o] sin[xr—(2m—1)w]
_771:—1 m—=—co
— 7t = . (2mm—1)2 m——4= . @2m—12
Y 2 (—1)mig— % sin[x—(?,m-—x)m]+ S‘ (—1)mqg « {2m—r)
cost[x —(2m—1)w] Ly cosjz—(2m—1)o)
’_In:—w M=-ox
R [~ m——+ 2m—1% m=-+= @m —12 .
267 G 0%(z) o z g =+ o 2 g+ (2m—i)i
" 0i(z) Hi(3) cos*{x —(2m—1)w] collxr —{2m—r1)w]
| m=—=x m——
[~ =+ o m—_=to
vy E 2 qiami
cos® [x—zmw] cot(x —2ma) |’
m=—c< = —
(,.)S(z e — 1 \m gm? I)I=+=°/ m1 gm? ;
1726264 ) — 43 E ( I) q + \"‘I> q 2
' H?(z) 0*(3) cos![x—2mm| coljz—2mon)|
| mM=—o m-_—awo
[~ =+ {2m—1)2 m=x 2m—1)2
—_ Z q_* N 2 g « (2m—1)I
sin?[z —(2m—1)w] tanglz —(2m— 1) w]
_nl:—-:7: m—_=—oc
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93. En développant tous les termes en série, il vient

, [~ M=o p= —1)2 ~4)2p—1) -
Hskz) (iﬂ,ﬂ__,___(gm el
! 1 ! [J q ¢ S(2H i
0*(2) ©i(2) - '
| = =
M=o p=x fem—t12  @m—1@p—1

+ & 822 (—)me—im+p—1)gq * : cos(2p—1)x |
. m=1 p=1
[~ m= % Jf - CRRS S oY . 4

B B Y
LIV o 57y — — 1 2 2m-—1 2m 20— 1 COS2 0.2
MCHErHE 1 0 & e ‘
| m= m=1 p=o
m=—w m=—w p=o
) R e T |
m=1 m=1p=1
m—ee M=o p=
A Tl B esr S b Y (—ammgt 8 Y (e (m o p) g cosapa
"Hi(z) 0*(z) cos'x Lo '

- m=1 m=1 p=1
[ o~ f2m 2 "= e ol L PP YN )

+n)2 ¥ (2m—1)g * +42 2 fom +2p—1)g¢ T cosapx |-
. =1 m=1 p—=1

En faisant daps ces formules « = o, on obtient les expressions
de 47, 67, 07:

nie= 8}
-+ G
=
~+ 63
6= &

+ 0

[~ m=—wxn

p=0

(‘2m—l)’~+(‘2m—1)(£‘p.—1)
8 E(m—l—p.—l)q b z
. m—1 p=1 ]
[~ M= = (‘2777—*1"_’_(2"1——-1)(2}—“-.
5 E(—l)"‘+”“("L+y--l)q ’ : )
dd
|_ m=1p=1
- m=x (2m—112 M= = iﬂm—I) e 1)
@m—1)p
22(21}1—1)(] 4 -5—42 E —1)am 420 —1) ¢ o
L m=1 m=1 p=1
m=—w M=o p=aw
1—42mq"" 82 E (— ) (m 4+ ) gmorame
m =1 m=1 p—=1
m=xw= mm=u=w
,_{__4 Z(_lm+nmqmi+82 Z —I +J»+l(m+[J)qm+2mu.

m=1 p=1

- m—o M= p—w

+42 E 2m—*—2u——x)q

1)%

+i2pm—1;

m=13 p=1

13
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94. Nous allons, en terminant, faire quelques applications des ré-
sultats obtenus a I’Arithmétique.

Dans sa Lettre & M. Liouville (1861), M. Hermite a indiqué la liaison
qui existe entre la théorie des fonctions elliptiques dans ses applica-
tions & I’Arithmétique et les fonetions numériques qui ont fait 'objet
des recherches de M. Liouville (Journal de Mathématiques pures et
appliquées, années 1857 2 1866). Il a fait observer, & cet effet, que les
formules

2m—+1

m=—ae
kKK sKx qg L \
—- sinam = ———sin{2m +1)x,
T T 1—¢q 1
m=0
g 2 +1
K 2K x q '
- cosam = PRy cos(2m +1}x,
T T Ls 1
m=0 q
m—w
K 2Kz 1 q"
— Aam = - —X—— cos2mx
27 T 4 14 g
m=1

peuvent prendre la forme suivante :

en posant

les sommes s’étendant a tous les diviseurs 0 du nombre impair n.
A I'égard de la fonction T,, si Pon pose » = 2N, N étant impair, et si
I'on désigne par ¢ un diviseur de N, on aura

§—1

T, :Z (—1 )T cos 2"+ dx.
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Ce sont les fonctions numériques qui se sont présentées fréquemment
dans les recherches de M. Liouville.

95. Passant ensuite aux fonctions de troisieme espece formées par
le produit de deux fonctions @ divisé par une autre de ces fonctions,
M. Hermite a établi qu’en posant

K H{(z) 0.(z) YU in

)-A- '\

,F_’K H'(z’)/ 9'(2) :E V. q;. "“
27 0{3)

kK H 2““[1
27

on a, en désignant par J et o' deux diviseurs conjugués de n, c’est-a-dire
tels que 09’ = n,

L

les sommes s’étendent a tous les diviseurs de », lequel est == 1 (mod. 4).
On a aussi

‘V”: <in O_i-_O x,
Ld 2
ol n==— 1 (mod. 4).

On voit figurer dans ces développements, sous les signes sinus ct

. .. . .. 0+ o
cosinus, non plus les diviseurs de », mais les combinaisons ——— et
cette remarque s’applique aux douze premieres fonctions de M. Her-
mite.

96. Si I'on considere les fonctions dont le numérateur est le carré
d’une fonction @, on sait qu’il ne figure dans les développements des

douze fonctions de cette seconde Catégorie que deux éléments analy-
13.
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tiques nouveaux, savoir :

m=ao 8 (2m—12
5

1
Z{x) =4 2 (—-:)"‘+'q""[q_;—q—"+... 4+ (—1)mtg ]coszmx,

m=1

g ‘—q b4 (=1t N ]sin(zm-;—x)a:.

m=e x2m+1 [ 1 a _t‘zm—ha

Ulw) = sinx 42

M. Hermite a établi & I'égard de Z(x) que, en posant

on a

S,,:Z (——x)—é—cos 9+ 9
2

==—1(mod.4),d < 9"et la somme ne comprenant que les diviseurs o
inférieurs i yn.

On voit s’offrir des parties de fonctions, au lieu des fonctions com-
pletes qu’on a rencontrées jusqu’ici, et la méme remarque s’applique
a la fonction U(x).

Posant

on a

n=o (mod.8), § < d"; 0 désigne tous lesdiviseurs de n supérieurs a y/n.

97. Nous allons voir actuellement quelles sont les fonctions qui
s'introduisent lorsqu’on considere les développements des fonctions
plus complexes dans lesquelles il figure trois © au numérateur pour
un seul au dénominateur. Nous avons trouvé

H( \ —® ‘>m+1\-
H{z) @((? 2 E q T amsin{fm + 2) z q . amsm4mt,

m=0 m=1

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



( 101 )

ol
_i'_aj _'f _Am®
Amys —=1+2¢ *42q *+...+2q ?,
_2 _3: _2m e
dm—2q *+2q *+...+2¢q 2
Soient
MZ® (a4 12
Sfl@)=2Y ¢ * amu.sin(dm+2)z,
m=0
m—nmxn rme
¢ (z) =2 g * amsingma.
m=1

Un terme quelconque de f () est de la forme

24112 4u?

g ® 2sin(4m + 2)x,

t variant de zéro a m. Sil’on introduit les valeurs de u tant négatives
que positives, f(x) pourra s’écrire

m=w op=-4m 2
* Qm -+ 12 b2
2

=23 Yg

m=1p—=—m

sin{4m + 2)x.

Si 'on pose
om + 1) — fp*=—n,
2m—+2p -+1=2,
om—op+1=2,

on aura
00'=mn, {m+2=2044d;

par suite, f(x) pourra s’écrire

fla) =23 Tg*

T. :Z sin(0 + ¢')x;

dans cette formule, n=1 (mod. 4), et la somme s’é¢tend 3 tous les
diviseurs ¢ et ¢’ du nombre n. On voit s’offrir ici les combinaisons

Y A

6+ 0.
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Considérons en second lieu la fonction ¢ () :

m-—=x hme
olx) =2 Z ¢ amsinfmaz,
m=1

ou

",
s ame
IR 2 B H .
olx) =2 2 \ q sinfmzx ;

o(x) pourra s’écrire

dans cette formule, n=-— 1 (mod. 4), et Ia somme s’étend a tous les
diviseurs 0 et 0’ de n sans exception. Les fonctions qui figurent dans
ces formules sont donc des fonctions completes.

La combinaison & -+ &’ caractérise les fonctions de seconde espece
qui sont formées de trois fonctions © divisées par une autre fonc-
tion 0, car ce caractere persistera tant que le nombre des facteurs du
numérateur surpasse de deux unités celui du dénominateur.

98. Les développements des fonctions analogues IB%
"]

o) ont mis en évidence six fonctions distinctes que nous avons dési-
\

gnées par

et a

20z}, Uz}, ZO)z), UB(x), ZO®(x), U {(x).

Considérons la premiere :

m=w N
th 1532 1 25 (o112

Z(l)'\x;zi qg °® (__l)::x+1[q s_q 8_*_.”_*_5;_“)"; q 3 ]cos(,’;nz—+—3)x

m=0

m=w -
413 9 49 g m—2

+4)q P (=1 [(I f—gq® +.. 4+ {—1)q 8 ]cos(4n1+|)x.

m=t
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Soit
20z} = f O(a) + (),
m==x x=in (""”""Lﬂ_”':“"ii
[z =4 2 E (—a)mrarrg B 8 cosifgm+ 3\x,
m=0 pn=0
Mm=a = m412 e —132
o(z)=4 z 2 (—a)mre—rg 8 8 cos{qgm -+ 1)x;
m=1 u—1
en posanl
~ z
f(,)(x) — 4ZT,(.')‘12’
on a

5
T :E(— 1)°cos (0 + d')x;

dans cette formule, n==2 (mod. 8), et le diviseur ¢ est plus grand
que yn. On a de méme

o(z) =4 Y UV ¢,
dand

U=V 1) cos(d + &)z,

n=o (mod. 4), ou = 2 (mod. 4); & est plus grand que yn. On voit
donc s’offrir de nouveau des parties de fonetions.
Considérons la fonction U (x) :

. = MI—Q—EE _9 49 ot
U(‘)(x)zsinx+42 (—i)"q °® [q $—¢® +.+{—1)gq B ]sin(4m+3}x
m=1
m=> LS % _tim—32
+4 Y (—1)"g °® [q Smg P+ {—1mrg ]sin(4m+1)x.
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Soit
U(z) = —— + bO(z) + = (),
sinx '
mEe = magp 1R
m=1 p—=1
m=— p=m (hm-1)2  hp—3*
42 E (—y)mre—tq T8 T8 Tsin(fm+ 1)
m=1 p=
Posant

TE(‘) 4Z\W(l)q ,

on aura pour V) et WY les valeurs

S§+1
V;":Z(—I)Tsin(a+6')x
S—x

W(')_E (—1) 2 sin(d + &')z;

dans les deux formules, z= 2 (mod. 4) ou & o (mod. 4), et & est supé-
rieur & V.

99. En posant de méme

L0(z) = fO(2) + o@(a),
X
langx

foE) =2y 1%

o) =2 Y, Uff’qTZ,
‘1}(2) — 5 2 AY (2)
n(i)(x) — 9 Ewl(:)qif,

U@ (x) fma

-+ (2] + 7)),
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[ |

b /

m)AE (—1)

(~1)_2 cos

(0 +¢)x,

o

cos {0 + d’)x,

105 )

—

n

= —1 (mOd.4),

n==+1(mod. 4},

v (;\:E (~[)—2+1
wf{”:z (—1

les sommations s’étendent sur tous les diviseurs de n; dans les deux
dernieres formules, ¢ et ¢’ sont des diviseurs pairs quelconques de rn.
On a donc, pour les fonctions qui figurent dans Z® (x) et dans U® (x),
des fonctions numériques completes.

n=zo(mod. 16> ou n=4(mod. 16),

n==o0{mod. 8};

100. Enfin, posons encore

YAEY :f<”(x) + ¢ z),

U z) = —— -+ $@(z) -+ 2Oz},
Fo) = 4 E g%,

o)z 2 U“)g-

YO x) =4 fo)q"-’,

=z

Z“() 9"
T(a)ZE

v :E sin(é + ¢') x.

Daus la premiere formule, ¢ est un diviseur de la forme 44 ou 44 + 2
et 7" est de la forme 44 + 1 ou 44 — 1; dans la deuxieme formule, ¢

14

il viendra

A7

sin (6 + d'jx,
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est de la forme 4/ ou 4k + 2, et le diviseur conjugué correspondant
est 44 — 1 ou 44 + 1.
On a également

Ve —E sin(d - &)z,
(3) . IR N7
W= ¥ sin(¢ +d)z,

et la remarque précédente s’applique i ces deux nouvelles formules;
d est un diviseur de n supérieur 3 yn. On a donc encore dans ce cas
des parties de fonctions.

101. Passons actuellement aux fonctions dont les développements
font 'objet de la troisitme Partie, et considérons en premier lieu la
. 1
fonction o

Nous avons établi la formule suivante :

m=w ‘9 112 m_w o 2 nr—1;t
69|77 / Ym—1 - A ) ! —‘{—/‘ Tt
[E— H N - * m— -
YD A | T E e oSz
T nr =1 m=1 a=—1
Posant
m==x p== . N
) O, . I‘“)"',-—’_%—vzm——i‘w;x
Fla) =4y Y=g cos2p
m=1 u=1
on aura
2
fla) :42 Tog's
ol
N /
'1":2‘(——-1) cos P nz=1 (mod. 4,

et 8, &’ sont les diviseurs conjugués de n; & est supérieur a \n.
28 a7
. e . . 0O—0 . . . ’
On voit s’oflrir ici la combinaison —— des diviseurs conjugués de n

el nous verrons figurer la méme combinaison dans les développements
de Ia plupart des fonctions dans lesquelles il figure au dénominatenr
une fonction 6 de plus qu’au numérateur.
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102. Les éléments qui figurent dans les développements des inverses
des douze premieres fonctions de M. Hermite sont les sommes

Mm== =«

f:(x> — Z E qu+7mp. Sin'zyz,

m=—1 pn—1

mm=—® p—w

f;(x) - E E {——I)qu:'{—zm}LSinz‘U-xy

fg(x‘) o= Z (~I)’"q”"+2'"i‘sin2[xx,

M=wm n=wo

flay =Y ¥ (—aps greesinopa,

m=1 p=1

m=wop=a o,

_':+(2,n_1:;‘ .
cp.(x):E Eq ¢ sin2px,

m=1 p=1

. . ‘2’"__,”"_‘34__(2,,,_1.3‘ N
— \a v .
(2} = (—r1jrq sin2pa,

MEX A= em—12 2m—1) 22—1)

b () ":E Eq b : sin(2p—1)z,

m=1 p=1

m=o p== @m—12  2m—1 2% —1

'\'Ha(x)ZE E(——l}”‘**‘q T 2 sin(2u. —1)a,

m=1 p=1

et d’autres analogues dans lesquelles les cosinus remplacent les sinus.
Considérons les fonctions

FACIECCONEE ACK

elles peuvent s’écrire

e fla=Y Tg
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Tn—_-zsm(a— &)z

ar afe)= Y g,
U, :E'sina—a x;
2

n==1i (mod 4); o et ¢’ sont tous deux=1 (mod. 4) ou & — 1 (mod. 4,

30 biwy =Y Vad',

n==1(mod. 2); o et &' sont donc impairs, et d > y/n.

103. Comme conséquences des formules

m=w M= j=»

‘( \ — ! 4 4 M 2y ‘ \mt-p-t \ et .
6020° T )__ COS’;_F’{'E — 1 g+ 8 E 2(_,/,n+,+1(m+[_l_/qn+ *cosap,

m=1 m=1 p:=1

m=x :‘-:w 2
H (7 v‘zm—l)-_l_‘zm—i)_(ﬂy.-i)
14 L —
6n?0? CHE 8 E E (=1 im~ n—1)q 2 cosl2p— 1),
1 /

m=1 =t

|

m==x ST LI 0

{ 1
o0 =t = 4 Y g8 Y W (arm ) g cosap,

m=1 m—l =1

=

m=o p=x

;-1 am—1i{2p—1}
4 2 II ' Z \ 8 \ N o s [
.j,‘/; z (ln—r‘J—I (1 COS.\?.PL-—-])J,’,

m=1 p=1

M= M=o p=mx

(‘_‘)(Z\ l"m—ip 2m 1 —_—— 2 1

2 . - ! . R ' N .

7,610° o )kzx(zm x)q Z z flam—+ 2u l)q coszux,
m=—1 m—=1 p—=1

() i ) m=—w nm——h M—=wi=wx "m-l» ey
2 V20 _ . T R

n6? 9,§ﬁ*22(2m l)q 2 E A 42— 1)¢ cosa2ux,

m=1 m=3 ar==t
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nous avons trouvé

Hl = oo M=o 2=
99? — 7 + 4 Z —_— l\'"""l)lq"‘ —+ 8 2 2 —1 """‘“‘”m 4 U. qm
m=t1 m=—=1 p=—1

M=o gz
@m—112 (9m—112a—1

9773:322—1)”'+1‘(m+[x—1)q T

m=1 p=—t
m=ew m=wur=mn
9|93:l__42’nqm~h82 Z —1 (m—i—u) m+2m1
m=1 m=1 p==t

m—=m 1= w»
: Rmr—12  p—12u—1

0w=8Y Y mp—rig *

m=1 =1

m=—c m/—me p—ao

("m—l;’ .
- 4 im—1i
P =2 (2m—1)q (—1p(em+2u—1)gq !
m=t m=1 p=1
m—_oo (2 —12 m—_—m p=c0 {‘)]n_’

24~ 2 m

{7m~—1,

3 & — +2m - T
79} =2 Y (2m—r1)g +4 (2m-+2p—1)g * .

m=1 p=1

10%. Si m® + amp = n n’est pas un carré parfait,
devient

m—=w
914 S e § YT
m=1
S

N ~
(3 @—!—0:
o e

3 et & sont des diviseurs conjugués de n, et & > yn.
On a de méme

g3 =8 T(Z) I,
;531

on

m—=x

9|93:1——42 mg™ — 8 Tff)q",

m=
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ol -
ra ___ 6 7
T0=Y -y 2L,
6'7‘3:821‘5‘4)(12,
olt
(s) d—+d . N ‘/_.
T, = 7 s n==1 (mod. 2}, ¢>n;
sty 2m—1, n
() %
=2y fm—njg © +4 )T,
m=1
ol
S8 s
Tis):+2(—l) ' 2 ; n==1 (mod. 2), § >/n;
T~ em—1)* »
Wi=2 Y m—1)g * +4Y 100",
m=1
ol1

T;G":Ea—ﬂ;‘l, n=1 (mod. 2), 8 > yx.

105. Dans les développements des fonctions ou figurent deux
fonctions © de plus au dénominateur qu’au numérateur, on veit appa-
raitre les éléments

]
i
8
]
it
8

Fz) = gt cos2p.x,

@12 s
Filx) = E q °* ' " cos2px,
m=1 p—=t
TEEET® omo 12 (am—tiep -1
2 + 9
Fy(z) = Zq : : cos{2uy—1)x,
m=1 p =1
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¢t d’autres analogues. Si 'on pose
F|(.Z‘) ::ET“qﬂ, ona T,, ‘:ECOS{'Z(; . ar>x'
le\xj — 2 Ian;, ona U,= 2 cos (a — a’} xz,
u
F"(.Z‘) = 2 V,,qQ, ona V,= 2 cos 1\6 _ 6').1‘.

106. Si Pon considere les développements dans lesquels il figure
trois fonctions © de plus au dénominateur qu’au numérateur, on voit se
présenter les fonctions de l1a forme

m=om p==e

!’ A o 1,
Oz, — E E gt eosa pr,
Mm—1 o ow=zd

mm—w = N
‘ 39m—q 2

‘ —————— - 2m =)
D z) = q ° cos2ux,

m=1 a=1

M=o u—w
% 32m—12 @m—1-2x—1

N -
ta= Y Ng T cos(ap e,

m=1 x=1

et, en faisant

P lx) = 2 T.q", ona T, f:Y cos(s — 39" | x,
d

n N 2
/ 7 57— 34
o, ) :E U.¢*, ona U, :,:2 €o0Ss ——— x,
2
n ~ Ny
i 6 — 30
b lx) = V.qg', ona V,=Y% cos — .
. q ”

107. On voit done apparaitre des combinaisons tres-diverses des
diviseurs conjugués 0 et ¢’ du nombre donné #, et il semble difficile de
formuler une loi qui embrasse tous les cas; mais, si I'on s’astreint i

. . n
n’introduire dans les formules que la seule forme Zde I'exposant, on
voit se révéler une loi tres-simple,  savoir :

Pour les fonctions qui renferment au numeérateur m facteurs o de plus
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qu’au dénominateur, on vout JSigurer sous les sinus et cosinus la seule

.. S+ md .. . , .
combinaison ——— des diviseurs 9 et 0’ conjugués de n, n etant le qua-

druple de I"exposant de q.

Pour les fonctions qui renferment au denominateur m facteurs © de

s , . .. d— md .. .

plus qi'au numérateur, c’est la combinaison ——— des diviseurs conju-
gues de n qui se présente, n étant toujours le quadruple de U'exposant
de q.

Quant aux fonctions qui renferment au numeérateur autant de fac-
teurs © qu’au denominateur, m devra étre pris égal a zero.

B N
v

) . . o -mno o . >
C’est donc la combinaison — L qu il convient d adopter comme ca-

ractérisant chaque espece de développements.

108. Pour montrer que les fonctions ou figurent au numérateur
deux facteurs 6 de plus qu’au dénominateur rentrent dans la regle

précédente, considérons le développement de ——LJ~E§Z%IL( 2y sa-

v

VOIr :
m—w p=-m "md—ly " m=—x p=-+m

Hi{z 0(z) H |\Z 2 z 2
0z 1

m=0 g==—m

b2 2p—

sin{fm—+2)zx+2 2 2 q° ; smynz.

m=1 p=—in

4
B

Si l'on pose

mo—mw p=—+m ?/ﬂ-r‘i“ At .
E 2 q * sin{gm--a2)x :2 T.q%,
m=0 p=—m

on aura

2f(am 1) — ] =n,

202m—+ap+1)(2m—2p+1) = n;
posant

d=4m+4p+2, ¢=2m—2u+1,
on aura s s

\ -+ 20
0+ 20 =({m-+2)2, dou —;2——:4171-': 2,
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on a done

T,,:E sino—:?6 x, n=2 (mod. §),

et 0 est un diviseur pair de n.
Posant de méme

= w=-
m=x ; oemt (op—1)® n

2 zq‘l_ 2 sin4mx:ZU,.qT,

2[4m — (2p —1)] =n,

2(2m—-2p —1) =32,

on aura

am—op+1 =9,

4m:8+228,

et, par suite,
. 0424’
U, = sin ——, n=—2 (mod. 8},

et ¢ est un diviseur pair de 7.
Les fonctions Z™(x), UM (x), ... qui ont été étudiées fournissent

Q

. .. 9+ 29
la méme combinaison —

109. Parmi celles qui semblaient faire exception a la regle se
trouvent encore les fonctions

m=x p=wn

'f“ (x> 2 2 qu “+2m COSZV.‘Z',

m=1 p=1

m=—x p=w»

2 2 q2m‘-'+zm;L coS2 P’x’

m=1 x==1

Fi{z)

I

M=o p=w

(D| (.Z') fy E 2 qsmi+2m:‘ cos2ux.

m=1 p=1

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(114)

Posant

n !

fi(z) :28,,(1:, ona Sn:zcosa_za z,

Lo R N 0 —24
F‘(x)zg’l"q‘, ona T,=) cos—_—2,

L .
(D,(x):zU,,q‘, ona U,.:Zcosa—%a-x.

En effet : 1° si 4(m®+ 2mp) = n, on aura am(2m + 4p) = n,

d=2m-+4p, O'=2m, 6—3 —=4u, §—9

== 25

{

2° Si 4(2m® + 2mp) = n, on aura 2m(fm + 4u) = n,

¢ — 20
=4m—+4p, &' —=—am, O—20=4p, — T =23

3° Si 4(3m® + 2myp) =n, on aura 2m(6m + 4p) = n,
d==6m +4p, &==2m, ¢—33 =4y, -—— =2u.

Ces exemples suffisent pour montrer comment on ferait voir que
toutes les formes trouvées rentrent dans la loi générale énoncée plus
haut.

110. M. Liouville, dans ses travaux sur les fonctions numériques, a
été conduit a considérer des combinaisons de la forme ¢ + ¢’, ¢ + 29"
des diviseurs conjugués d’'un nombre, et ces quantités figurent dans
des expressions analogues a celles que nous avons trouvées plus haut;

elles interviennent sous la forme 2/‘(8 + 0'), ,Vf(a“—i— 20"), ol fest

une fonction arbitraire. Il n’est pas fait mention, dans les formules de
M. Liouville, de combinaisons plus complexes, analogues aux précé-
dentes et se rapportant a deux diviseurs conjugués d’un méme nombre,

0 mo’ ,
telles que Ef(—z—) par exemple, que nous avons rencontrées.

Notons encore que ¢’est précisément dans la décomposition du nombre
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en une somme de trois carrés que la combinaison 2/’(8 + ¢’} s'offre
dans les formules de M. Liouville.

111. Nous allons ajouter quelques autres applications des formules

qui ont été établies.
Nous avons trouvé

\ Ty temat TS ame
Hizl 6.(z) H {z) Can . o
- ((z—)— =2 Yq Bmpi SIN(fM+2)x+2 Y ¢ amsingma,

=¢ m=t

m=sw= .
hm?*

m== .
0lz) Hi(z)0,(3) _ + 2 . N Sin(4m +2)x+2 oy, sinfmx
H(z) langx 7 " o L ‘

m—=1

m=1

. . T K ., .
Si I’on fait dans ces formules «x = 7’ ou 3= il viendra

2/ 5 p
=2 q Qa1 )7,

K
H|(— MZ=C to)m 412
‘m

m=z1

a?
p — 1+ 2¢ 2
! -3
ap=—=2q 2429 *-4...+2¢q

On sait que

de méme,
K /
2 2
R

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(116 )
les formules précédentes deviennent donc

m—=®

" T -y
Hf(E)ZzE(—')”'q T (1mng Tag T2y 7 ),
m=0
K = meter 1 _® _‘2_".:‘_>
9’1(2):22<—1)”q g g T ey T ),
m=1
Or
TEZ @mn2
H,(z):zZq “ cos(zm-+1)z,
m=0
d’ou

o K)_ —wwvo mZT 4+ Z).
.;’_224 R N

Si m est pair et égal & 2y,

T T ; T, \u\/;
cos{m—-+—)=(—r1jrcos - = (=1}t —-
2 4 : 4 2
Si m est impair et égal a4 2p 41,
cos (m T—'+£> = (—1)*cos (E + T—‘) = {—ap \/—,
o2 4 2 4 2
d’otr
K N = gprtr FED g 32
H'<‘):"’2 N irg C Y (=g
2
p=0 %=0
On a aussi
m=-ow
0,(z) = Z g™ cos2maz,
m—_=—aw
m—=+ o
K fi
9'(—>: 2 g™ cosm -
2 2

m=—wx

Pour des valeurs impaires de m, cosm% 0; pour m =2y,
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cosm _ = (— 1)¥; par suite,

m=+ow

()= S e

m-—=—3o

On obtient donc les deux identités

@ = 12 |.¢u.—|—31 m=® 2rn-(l 2
(a) E —1)rg b A4 (=g Zq ~1)m(1—|—zq 4. .4-ag
w=0 m=0
W=+ » 2 m—=m (em+ 12 1 _9 _eme=1
(&) z (—1)r g -_—1+42q ? (—l)’"(q g .. 4gq )
p=—w» m=t

112. Considérons la premiere (). Un terme quelconque de [H.(F—?)Jz
a 'une des trois formes

a2 (bo/+1)2
4

(_ 1 )}L_HL/ qT b ’

ou bien
(p-3% Gy
(_ 1 ):H_}qu ¢ N 4—7

ou enfin

G102 | (bp'+3)2
w1 + 4
2 (__ 1 ). h q 4 4

Si donc on désigne par p.,, p, une solution entiére positive de
Péquation
(o +1)+ (fp'+1p =2N,
par ., @, une solution entiere et positive de I’équation
G+ 3+ (4 + 3)= 2N,
et enfin par p1;, u, une solution entiere et positive de I'équation

(o +1)+ (4 + 3)2=2N,

N
le coefficient de ¢* dans le premier membre sera
Y (— x)mres 2 — 1R — o Z {—pjmtel;

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC




(m8)

le second membre de I'égalité (@) est de la forme

2+ 12

m=—aw
—— —2m'?
Pl B

m=0

m variantde — m i + m, etmdeod + o .
SiT’on pose
(om 12
2 2
(2m +1)2 —4m'*=N,
ou bien
fom—+1—am')a2m-+1+2m')=N,

Nest==1 (mod. 4). Si 'on fait N = 90", les facteurs ¢ et 0’ seront =1

N
(mod. 4), ou les deux = — 1 (mod. 4); le coefficient de ¢* sera donc
S48 —o
E (—1)", c’est-a-dire E (—1) %
0 et ¢’ étant deux diviseurs conjugués de N.
Par suite, on aura I’équation
S+ 2

E(_I)wﬂ,+2(—x;a+.u;_22(_x).w;:Z(-_,) B

113. Considérons en second lieu I’équation

= : m== pmett s 1 3 _am—i
N e =i Y mrg (g g ).
p=—® m=1

Un terme quelconque du carré qui figure dans le premier membre
est

V! paat-paple,
(—1 q TS

)

le coefficient de ¢'™ dans le premier membre est done

Y (=,

12, et @, élant une solution entiere quelconque de I'équation

p? 4+ u'r=N.
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Un terme quelconque du second membre est de la forme

2m+12 (2m'—n*

(—u"4q * *

Si ’on pose

il viendra successivement

{am—+1)"—{2m'—1)>=_8N,
{2m + 14+ 2m’—1)(2m+1—2m'+1) =8N,
(m—+m)m—m'+1)=12N,
Faisant
m+m=4, m—m'+1=4,

I'un des facteurs ¢ ou ¢’ est toujours pair, et I’on aura

0+ d—1
m-— ———3
%

par suite, le coefficient de ¢*~ dans le second membre sera

et Pon aura

S+Aq

QA=Y=

114. Revenons a I'équation

m==m a m= 2
H 2 G)’z H (24112 . “i
_L)__W_—_z ¢ * umusin(gm —{—2)x+22q > amsingmz,
m=0 m=t

Divisons les denx membres de cette équation par = et faisons ensuite

x = o,
2Kz 2K
H(z)_H<“,-?‘> _ 2K A (% )

r x o aKx ?

n
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pour x = o, Hg devient donc

Koy ou 2KyFolo);
s ™

.

le premier membre devient donc 62%*; par suite,

m=uw a m=w

92'/)7: 2% E (4 m —+ 2)(] 2 P 8 E mq ? 2.
nme=0 m=1
Comme l'on a
m=-two m:;dc (2m+4-1:2
6,:2(]"", n:)q Lo,
m——ot m—=—c

N

le coefficient de ¢* dans le premier membre est le nombre des solu-
tions entieres, tant positives que négatives, de 'équation

hoe 4+ fm'* + (2m, 4+ 1) 4 (2m' 4+ 1) = 2N,

dont le premier membre est une somme de quatre carrés dont deux
sont pairs et les deux autres impairs. Soit 9t ce nombre de solutions.
Un terme quelconque du développement de

mn== (2m 412

E dm+2q * 2y

m=0

N

est de la forme

2m 415

— e — 2’2

flam+1)q *

?

m' variant de — m a —+ m.
Sil'on pose
(am -1V

, N
—2m't= —,
2

il viendra successivement
fom +1F —4m2=N, [2m-+om'+1)am—2m'+1)=N,

ou

en falsant
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(mod. 4), et les facteurs ¢ et d sont

N est un nombre impair
=1 (mod. 4) tous les deux ou =— 1 (mod. 4).

On en tire
fm -2 =¢+0d;
b
par suite, le coefficient de ¢* sera, dans le premier développement,

22(64—0;.

Considérons maintenant la seconde partie, savoir

M pm N e 12— 12
2

2 2
’

0, et 0 élant deux diviseurs quelconques de N=— 1 (mod. 4). On a
done, quel que soit N, qu’il soit =1 (mod. 4) ou =— 1 (mod. 4),

K=2Y B+ ou o :426,
P
en excluant le cas out N serait carré parfait, ce qui donne un théoreme

connu.
Vu et approuve :

Paris, le 20 décembre 1878.
Le Doyex pE pao FacuLté pES Sciences,

MILNE EDWARDS.

Permis d’imprimer :
Paris, le 21 décembre 1878.

Le Vice-RecTEur pE L'AcaptviE pE Paris,

A. MOURIER.
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THESE I’ALGEBRE" .

SUR LA THEORIE DES EQUATIONS.

Vu et approuve :
Paris, le 20 décembre 1878.
Le Dovex oe ra Facurré pes Sciences,

MILNE EDWARDS.
Permis d’imprimer :
Paris, le 21 décembre 1858.

Le Vice-RecTeur DE L’AcApemie pE Paris,

A. MOURIER.

(') Celte Theése d’Algébre est imprimée & part.
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