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PREMIERE THESE.

R O E—

SUR

UNE CLASSE D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

DU SECOND ORDRE, DU TYPE HYPERBOLIQUE

A 3 OU & VARIABLES INDEPENDANTES.

PREFACE.

Les équations aux dérivées partielles peuvent étre étudiées a deux
points de vue : ou bien l'on cherche une intégrale contenant Zow?
Uarbitraire possible (') : c’est le probLiME pE Cavchy, et 'on regarde
alors, en général, tous les éléments comme analytiques (dévelop-
pables en série de Taylor); ou bien 'on cherche une intégrale définie
par des conditions données sur une frontiére donnée : c’est le pro-
bleme de la Physique mathématique, le PROBLEME DANS LE DOMAINE
REEL, et les éléments ne sont pas forcément analytiques.

Ce Mémoire est consacré 4 I'étude du prosLEME RiEL pour les équa-
tions :

0%u Ju J2u du Jdu Ju
A(LL)-——dxg —l—a;;—az———aa; +b()—y—+052+fu+/l

(') G. Darnoux, Legons sur la théorie des surfaces (Gauthier-Villars), t. 1I,
p- 97- — E. Goursat, Legcons sur les équations aux dérivées partielles (Her-
mann).

A. 1
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R. D’ ADHEMAR.

to

et
%u d*u ’u _ du
d 2

0,)’2 —W;-—ad—‘;—l—...—l—h,

B(u) =
lesa, b, ..., h étant des fonctions des variables indépendantes.
L’équation
A(u) = f(z,y,5)

a été étudiée, a ce point de vue de détermination d’une intégrale par
ses valeurs sur une surface, par M. Volterra ('), professeur a 1'Uni-
versité de Rome.

Le Mémoire de M. Volterra est d’une lecture difficile, mais il suffit
de lire les pages 182-184, puis 185-193, pour saisir son idée fonda-
menlale, qui se rattache a la méthode de Green pour le probléeme de
Dirichlet, et &4 la méthode de Riemann pour les équations du type :

02u @ o du

(H) 7 as—+ b + cu—+d.

Les équations (H), dites hyperboliques, admettent pour caractéris-
tigues les paralléles aux bissectrices des awxes (). M. Volterra a
reconnu intuitivement que les cones A paralléles au cone

x? 4 )/2 Lo
jouent le réle de caractéristigues pour ’équation
A(u) = f,

et cela plusieurs années avant que M. J. Beudon, au point de vue du
probleme de Cauchy, ait étendu la définition des caractéristiques au
cas des équations a plus de deux variables indépendantes.

Pour I'équation de Laplace, I'analogue de A est un point, et il
existe des différences profondes entre les équations & caractéristiques

(') Acta mathematica, t. XVIII, 189g4.
(2) Ew. Picarp, Bulletin des Sciences mathématiques, 1899 et Cours de la
Sorbonne, 1899, a insisté sur la disposition nécessaire des données par rapport

a ces droites.
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SUR UNE CLASSE D EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 5

réelles, dites hyyperboliques, et les équations & caractéristiques ima-
ginaires, dites elllpllgu(’s( ). '

Nous traitons donc ici du Probléme réel pour des équations &
caractéristiques réelles.

Tout d’abord j’ai mis en relief la notion de conormale (?), et I'idée
et le mot ont été adoptés, de suite, par MM. Hadamard (*) et Cou-
lon (*).

Par la j’évite les longs calculs de M. Volterra et, en second lieu,
je détermine les surfaces privilégides, c’est-a-dire celles qui sont
susceptibles de déterminer une intégrale avec moins de données que
les surfaces ordinaires, et cela tout intuitivement. _

Ces surfaces sont les plans a4 45° sur le plan Oy, ou les cénes A,
pour (A), comme pour (H) les bissectrices sont les droilesprivile’gie’es.

Ce Mémoire se divise tout naturellement en trois Parties dont je
résume ici le contenu :

Premiire Partie : Etude du probléme intérieur pour A(u) = f.

Soit une surface S découpée intérieurement par un cone A°.
M. Volterra obtient la valeur de « au sommet du céne A° en fonction
des valeurs de « et des dérivées premiéres sur S. Jai repris ceci : il
faut donner, sur S, I'intégrale et sa dérivée conormale. Jai étudié
quelles sont les formes acceptables pour les surfaces S.

J'ai ¢tabli la réciprogue difficile et d’un haut intérét : si le point A,
sommet de A°, s’approche indéfiniment de S, la valeur de « en A tend
vers la valeur donnée sur S au point (1), point limite des positions
de A.

Dans le cas ot la surface S est une surface privilégiée, un cone A',
Jjai commencé l’elude de cette réciproque. 1l se présente les plus
grandes difficultés et, & cette heure, I’¢tude n’est pas encore comple-
tement terminée. Elle devra étre I’ obJet d’un Mémoire ultérieur.

(*) R. ’ApneMar, Bulletin de la Société mat/zemaltque de France, 19o1.

(*) R. o’Apntmar, Comptes rendus de I’ Acad. des Sciences, 11 février IQoI.

(*) Legons sur la propagation des ondes (Hermann), 1903, et Bulletin de
la Société mathématique de France, 1903.

(*) Theése (Hermann), 1go2.
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4 R. D ADHEMAR.

Devxiine Parris : Etude du probléeme extérieur pour
A(u)=f(z,y, 7).

Ici la surface S, qui porte les données, a la forme d'un cylindre
d’axe Oz au point de vue de I’Analysis situs et I'on considére sa
section extérieure & un cone A°.

M. Volterra a donné la formule de I'intégrale et, ici encore, j'ai
simplifié. Mais cette formule ne représente la solution quesi la solu-
lion existe!

En effet, M. Volterra a trouvé une condition fonctionnelle trés
complexe a laquelle doivent satisfaire les données sur S.

J’ai trouvé de nouvelles conditions fonctionnelles et j’ai montré que
le probléme, en général, est impossible. Sil'on a une solution, cette
solution véritable satisfera a des identités remarquables. 11 semble
difficile de préciser davantage, & cette heure.

Troisiime Partie : Extensions diverses.

v

Plusieurs problémes, extensions de celui de M. Volterra, ont été
étudiés et résolus récemment. Considérons d’abord les équations :

P
0u NAu
A”"(u):zm e = F(wt )
4

Pour ces équations M. Tedone (') a résolu, sans peine, le probléme
intérieur et aussi le probléme extérieur pour p = 2n. Personne
n'avait réussi pour le probléme extéricur lorsque p est impair.
J'y suis arrivé pour p = 3(?). Bien entendu, 'on retrouve une
accumulation de conditions pour les données dont il ne semble
pas que 'on puisse dire grand’chose. En général, le probléme est
impossible.

(V) Annali di Matematica, 1898.
(?) Comptes rendus de U’ Académie des Sciences, 16 décembre 19o2.
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SUR UNE CLASSE D EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 5

Considérons maintenant les équations étudiées par M. J. Coulon (*)

e

P q
02 0?2
AP (u) = ¥ 5 E— = f (2, ).
1 1

L’on connait les beaux résultats de M. Picard, par les approxima-
tions successives dans le cas de deux variables indépendantes, pour
les types elliptiques et liyperboliques (et dansle cas de deux variables,
tous les types se raménent a ces deux-la ou au type parabolique).

Jai tenté d'intégrer :

qu(u)_Za,, o Ebﬁ o hu + f.

Mais, aprés ma Note (*), a paru la Thése de M. Coulon. Pour p
et ¢ supérieursa un, 'on n’a plus affaire qu’au probléme extérieuret
I'on retrouve les conditions. Ma solution était formelle, par suite.
Mais, pour ¢ =1, j'ai intégré U'équation dont le second membre
est linéaire par rapport aux dérivées premieres.

Ainsi donc la méthode d’approximation de M. Picard, aussi bonne
pour le probléme réel que pour le probléme de Cauchy, est encore
féconde pour certaines équations, du type hyperbolique, a plus de
deux variables indépendantes.

Je n’ai pas abordé I'étude des systémes d’équations du type hyper-
boligue. M. Hadamard a fait I'’extension aux systémes de la notion
de caractéristique (*), introduite par M. Beudon. Mais il n'y a plus
V'analogue de la conormale et je n’aurais pu querépéter MM. Volterra
et Tedone. -

L’on peut, pour les systéemes de M. Volterra, mettre un second
membre linéaire par rapport aux dérivées premiéres et intégrer en
usant des approximations comme je le fais pour A?"! (u).

Je dois citer, relativement aux équations du type hyperbolique, les

(1) Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, 19 mars 19oo.

(2) Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, 16 février 1902, et Bulletin
de la Société mathématique de France, 19o1.

(*) J. Beunon, Bulletin de la Société mathématique de France, 1897, et
J. Hapamarp, Legons sur la propagation des ondes et les équations de I’Hydro-
dynamique, Hermann, 1903.
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6 R. D’ADHEMAR.

travaux de Cauchy, Poisson ('), M. Boussinesq, M. Poincaré,
Riemann (*), M. Darboux (*), M. Picard (), M. Le Roux ()
Kirchhoff (*), M. Hadamard (), etc.

Pour les approximations, on doit citer d’abord les mémorables écrits
de M. Picard (*), puis M. Zaremba (°), M. E. Le Roy ('*), M. De-
lassus ('"), ete.

Il 'y a la une méthode fondamentale également féconde dans la
théorie ('*) des équations fonctionnelles ct dans la théorie des équa-
tions différentielles, et qui permet de ne pas rester exclusivement
dans le domaine analytique qui est un domaine restreint.

(est sous linfluence de 'enseignement de M. Picard que j’ai entre-
pris ce travail et je dois beaucoup a ses conseils trés bienveillants et a
ses encouragements pour les quelques résultats que je donne ici, et
que j’ai eu I'honneur de présenter & I’Académie des Sciences les 11 fé-
vrier 19oT, 16 février 1go2, 16 décembre rgo2 ('*).

(') Voir le Cours de M. P. Dunem, Sur I’Hydrodynamique. Hermann.

(?) OFuvres, traduction frangaise, Gauthier-Villars.

(®) Legons sur la Théorie des surfaces, t. 11.

(*) Bulletin des Sciences mathématiques, 1899, et Cours professé a la Sor-
bonne, printemps 1899.

(%) Journal de Mathématiques, 1900, et Thése (Annales de U’Ecole Nor-
male, 1897).

(*) Zur Theorie der Lichstrahlen (Kaiserliche Akademie, 1882). *

(") Legons. Hermann, 19o3.

(*) Journal de Mathématiques, 18go et 1893. Traité d’Analyse, t. IlI, et
supplément au Tome IV des Legons de M. Darboux.

(*) Journalde Mathématiques, 1895.

(1) These (Annales de I’ Ecole Normale, 1898).

(1) These (Annales de I’ Ecole Normale, 1898).

(**) Mémoires de M. Picard (Acta mathematica, t. XVII et XXIII), ete.

(**) Pour les renseignements bibliographiques détaillés, voir la Thése de
M. J. Coulon.

On pourra étre étonné que je ne cite pas avec plus de détails les travaux de
Kirchhoff, par exem.ple, si importants; mais c’est que M. Volterra est le seul
géométre qui ait étudié les équations (A) au point de vue qui est celui de ce
Mémoire,
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SUR UNE CLASSE D EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 7

INTRODUCTION.

UNE FORMULE FONDAMENTALE. LA NOTION DE CONORMALE.

1. Soit une surface fermde X, soit W le volume intérieur, soient
o, B, y les cosinus de la normale extérieure en un point, soient u et ¢
des fonctions de x, y, z, admettant des dérivées des deux premiers
ordres; représentons, d’autre part, par le symbole A Popération

d? 02 ()2
(@ + 3~ 5)

et par le symbole D, Popération

d 9J Jd
Grrssiin

La méme méthode qui donne la célébre formule de Green, fonda-
mentale dans la Physique mathématique, donnera

[ [ [TuA@) — oA (u)] s —_—.(fz)f[an((;) L e

(W)

Mais ceci, on peut le dire, est banal. C’est la forme employée par
M. Vito Volterra dans son Mémoire (') et par M. Joseph Coulon
dans sa premiére Note () du 19 mars 19oo. Jai indiqué, dans ma
Note (*) du 11 février 19o1, que D, n’est pas un pur symbole schéma-
tique, mais une déripée véritable suivant la direction qui a pour
cosinus : a, 3, —v. Cette direction, symétrique de la normale exté-

(') Sur les vibrations des corps élastiques isotropes (Acta mathematica,
t. XVIII, 1894).

(*) Comptes rendus de I’ Académie des Sciences.

() 1bid.
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8 R. D ADHEMAR.

rieure par rapport au plan zy, je I'ai désignée sous le nom de coxor-
MALE.
d
Ainsi D, s’écrira o o I’on aura la formule fondamentale :

@& [ffi uA(v)—vA(u)]dﬂ'_f/{ ‘(%]d@).

(W) ()

2. Considérons un plan & 45° sur I'horizon (xy) ou une surface
polyédrale de plans de cette espéce, ou une surface enveloppe de tels
plans, par exemple un cone dont les génératrices soient a 45°. Pour
toutes ces surfaces 'on voi¢ que la direction conormale est située sur
la surface méme, d’ou ce théoréme :

TukoriMme. — Pour ces surfaces privilégiées, le fait de donner
sur elles la valeur d’une fonction détermine la valeur de la dérivée
conormale de celte fonction; en particulier, si une fonction est
nulle sur une surface privilégiée, il en est de méme de sa dérivée
conormale.

Dans sa Note (') du 15 juillet 1gor, M. J. Coulon a étendu ce
théoréme a I’équation générale du type hyperbolique & trois variables.
Dans sa Thése (?), il a fait un usage constant de mon théoréme en
voulant bien adopter aussi la désignation de conormale.

Les surfaces que j'appelle privilégiées, d’aprés ce théoréme tout
intuitif, font partie des Mulllplzcztes caracteéristiques de M. J. Beu-
don (?), dont I’étude a été poursuivie par M. J. Hadamard (*).

Ces préliminaires posés, nous pouvons aborder I'étude de la mé-

thode de M. Volterra.

() Comptes rendus de I’ Académie des Sciences.
(?) Sur Uintégration des équations aux déripées partielles du second ordre,

Paris, Hermann.

(®) Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXV.

(*) Lecons professées au Collége de France en décembre 1goo et Lecons pu-
bliées chez Hermann, déja citées.
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SUR UNE CLASSE D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 9

PREMIERE PARTIE.

PROBLEME INTERIEUR.

CHAPITRE 1.

INTEGRATION DE A (u) =F(x, ¥, 5), LORSQUE LA SURFACE QUI PORTE LES DONNEES
EST DECOUPEE INTERIEUREMENT D’ UNE MANIERE UNIQUE PAR TOUT CONE A AXE VER-
TICAL ET DONT LES GENERATRICES SONT INCLINEES A 45°.

Principe de la méthode d’intégration.

4. Considérons la formule (G) et cherchons une fonction V(z, y, z)

telle que
A(V)=o,

telle que V soit nulle sur un céne A & 45°, de sommet A.

Nous sommes alors certain que, sur A, 'on a

av

d—N:().

d’apres notre théoréme.
A. 2
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1o R. D’ADHEMAR.

(MM. Volterra et Coulon étaient obligés de faire un calcul pour
s’en assurer.)

En plus, V(x, y, z) sera infinie sur I’axe vertical Az’.

Dans ces conditions, si I'on applique la formule (G) au volume

marqué par des hachures, si « et e sont donnés sur X, la formule (G)
q p ) dN /

se réduira a une intégrale simple étendue de A en P égalée & un terme
connu.
Une inversion donnera u(A).

Intégration.

Soit A : (xy, ¥, 5,), soient

3=z — 3, T'=x—x,, Y=Y =Y
42: x/2__|_y/2
soit ‘
hH = é L.
Cherchons une fonction V= o (0). L’on a
AWM =3[ -G +0%]=o,

Vot el
V est bien nulle éur le cone A, qu

ia pour cquatlon

:I.

S |

Soit 7 =¢ I’équation du cylindre vertical T', de rayon infiniment
petit. La formule (G) donne

Mo | ety

(41

INAE -T2 f f V2 dads

(r
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SUR UNE CLASSE D EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. it
(o étant 'angle polaire) et comme
lim (V<e)= o,
£:=0

ce terme est nul a la limite.
Puis, sur T', 'on a

b PRl BT
dN or — 7'\/5""——7'9,

et u est fonction de z seul. On a done

limffu%dw:limf/”/ === (ubo,yo,.,)i do dz
r=0d J g z

= 27cf lu(xo,yo,z)dz.

~e

D’ou

_f/fVFd,_ff(_ av. %)d b J‘\zzn/:iu(z)(lz.

(W) 2

Par inversion,
9y
SR, Vi oy == o

dz,
Et c’est, établie plus rapidement, la formule donnée par M. Volterra
[formule (2) de la page 183)].

2. L’énoncé du théoréme (p. 184) manque de clarté en ce qu'il y
est question de dérivée normale. Nous énoncerons ainsi le TuRorEME
pE M. VOLTERRA :

Si un céne @ 45°, ayant un point A pour sommet, découpe d’une
maniére unique el intéricurement une surface X, sur laquelle sont
données les valeurs de Uintégrale et de sa dérivée conormale, Uon
peut obtenir la valeur de Uintégrale en ce point A.

Ce qui a été dit dans I'Introduction (n° 2) donne le complément
suivant :

Tutorime coMPLEMENTAIRE. — Pour toule portion de la surface
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12 R. D ADHEMAR.

quia le caractére desurface privilégiée, le fait de donner la valeur
de Uintégrale est nécessaire et suffisant.

Ces surfaces privilégiées jouent, dans I'intégration de A (u)=TF, le
role que jouent les droites caractéristiques = == y = const. dans I'in-
tégration de

?u *u du

dé‘bﬂ =3 '(F i F<x? )/) Gt —dx—dy o (1)<w,'}/>,

role mis en lumiére, d’une maniére immeédiate et sans aucune hypo-
thése sur la nature, analytique ou non, des fonctions, par M. E.
Picard, dans une courte Note (*).

La forme du terme connu

A_fff\ff*d‘:+[f jg)d

(W) (%)

montre que l'intégrale u(z,, y,,z,) peut étre regardée comme la
somme de deux intégrales, la premiére satisfaisant a

Al w )=,
avec les conditions imposées sur X; la deuxiéme satisfaisant
&lup= oy s,

avec des données nulles sur X. Mais lorsque nous connaissons ainsi la
forme analytique de w(w,, ¥,,2,), il nous reste encore un travail
important a faire.

L’on ne peut, en effet, affirmer a priori la réciprogue du théo-
reme qui vient d’étre énoncé. M. Volterra n’a pas étudié U'intégrale
et ses déripées, et c’est ce que nous devons faire maintenant afin

(') Bulletin des Sciences mathématiques, 189g. Voir aussi les Lecons sur la
théorie générale des surfaces, t. 11, par G. Darboux.
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SUR UNE CLASSE D EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 13

de reconnaitre si Uintégrale troucée est une solution du probléme,
c’est-d-dire si sa valeur au point (&, ¥,, z,) tend vers la valeur
donnée «,, lorsque le point (z,, y,, =,) tend a se confondre avec le
point (1) de X (ou la valeur donnée est u,).

CHAPITRE II.

ETUDE DE L’INTEGRALE ET DE SES DERIVEES,
LES DONNEES A LA FRONTIERE ETANT NULLES.

L’on peut faire cette étude directement en partant de la définition
méme de la dérivée; c’est ce que je montrerai tout d’abord en obtenant
une forme explicite de u(x,y,, z,). L’'on pourrait faire de méme
pour les dérivées, et 'on rencontre des études intéressantes d’infini-
ment petils; mais c'est long et, pour I’étude compléte, je prendrai un
autre point de départ.

A. Etude directe (') de Uintégrale. — L’on a :

aJ
ZEu i, V5, 2= d—z:’

si I’on convient d’écrire

{lA.:/:A]MT;/‘F(x,y, z)V,dx.

J'affecte la lettre V de I'indice A pour bien montrer que la fonction
auxiliaire V varie avec le point A (x,, ¥, ,)-

; ir e O
Nous devons évaluer la dérivée Eﬁn

<0
Donnons pour cela & z, un accroissement infiniment petit dz,.
A vienten A’ et I'on a

Jy :fffF(x,y, 2N w T

(A'd'e!)

(') Communiqué a la Société mathématique de France, juin 1gor.
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14 R. D’ADHEMAR.

La dérivée cherchée est

Ja—Jy
ds,

Evaluons
Jy,—J,=—H.

On a évidemment

JA:fffFVAdfc—k—fffFVAdw.

(A%b'c") (AA'Dbec)

Fig. 2.

A (20,0, X0)

Considérons d’abord la deuxiéme intégrale; V, ayant un signe
constant, 'on peut faire sortir I de I’élément différentiel (théoréme de
la moyenne) ; nous avons donc a calculer

ff e

le volume d’intégration étant le volume compris entre les deux cones.
Comme, d’ailleurs, on a

v;\> 0,

nous augmenterons l'intégrale en augmentant le volume, c’est-a-dire
en remplacant S par le plan horizontal le plus élevé qui ait un point
commun avec S (il peut étre tangent a S, il peut ne I'étre pas).

Application systématique du théoréme de la moyenne, emploi de
ce plan horizontal majorant, voila d’ailleurs la marche constamment
suivie dans ces recherches.
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SUR UNE CLASSE D EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

fffvoh

(AA'BB'CC)

Calculons donc

Le volume se décompose naturellement en deux parties : APQ
et BB'PA’QCC/, mais la fonction V, jouit d'une propriété remar-
quable. Pour tout volume conique régulier 'on a

[ffvea=[ fo

Donc notre intégrale relative au volume APQ est égale & ~ AA’ et
8 8 3 )

comme AA’ = dz,, elle est du troisiéme ordre.
Evaluons I'intégrale relative 4 BB'PA’QCC'. Soit

—Z,

f+dzndzf daf‘%—d,

Z0

lldl’

log[

(Z est la cote du plan majorant).

Or
fleslE=eay/ (5 T o

Ici, en prenant pour r les limites voulues : z — z, et 3 — 5, — dz,,

I’on a

‘ (5 — 5g—dz,)? log [; iy __Oato —r-\/( ?_ ({UO>2 i ']

2

2

<
]' ST _2 = V2(3 — 34)dz, — dz:.

L ’ 2 A ) 2 N
L’intégrale relative a I'angle polaire ¢ donne 2= (constante sans
1mportance) Il reste a intégrer cette derniére expressmn par rapport

az.
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16 R. D ADHEMAR.

Intégrons, par parties, le premier terme. L’on obtient (')

SIS R P e o L = [ B
6<Z %o le()) log[Z—zo—dzo +\/<Z—50——d50> IJ

i . (3 — zp— dz,)? — d3,
Syt dzy 6 (3"'30“({50)\/2(3‘“50)‘{50—“'"

il faut ajouter I'intégrale du deuxiéme terme

dz,

2
0

Z

&
Z

- 23 E g, iz, — dz. da.

+

Y zo+d3zy

Laissons le terme tout intégré et réunissons les deux intégrales précé-
dentes; cela donne, pour élément différentiel,

I

]

6\/ (,. = )d" dﬁq?3(5"‘50)[2<zwzo>dzo'—dzﬁl—(Z—Zo—dzo>2dz0=.
2(5—23 Fy— az .

<0

Les termes en dz] et dz) dans le crochet donnent naissance a des

3 2 c - :
termes en dz2 et dz? qui ne jouent aucun role puisque, pour avoir la
dérivée, on divisera par dz,, et il reste & considérer

G 5 — 39)dz D e “ 5 —15, )2
AL V2(z — 3,) ds,— dz? V26

ds
f e T
2

(N

=0
Zo+dzg

Ici encore nous n’avons a conserver que

—?M— 5

—2 5
6\/5 vd;()g(Z D zO) .

) 3 k
le reste étant d’ordre ~ au moins en dzy:

(') En effet, le terme soustractif de la partie intégrée est nul, car, si 'on
pose

& — 5,—dz,=z¢,
I'on doit avoir

£ — (5 oy 50)1+h_
Dot

st ) |
. & 53— 3 A et
ﬁ‘f;\'log[ : +\/< : > ‘]5“0'

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 43/2 -4



SUR UNE CLASSE D’P’JQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 17

Nous obtenons en somme
i
Adz2

= 7 —z, 17—z 2
_%(Z_Zondz°>3log[m+\/<Z—~ _(L > _‘I]
i Vg2 Y,

Développons en série, en posant u =7 — z,,
L
il £2 SRR \/d“’ ~d‘°+23<d‘°> Lot
o0 _:_ , b u 32\ w {
=5 "‘WW“’ w2/ =)
u
S =
u 32 u

2

xX

log (7 —i—x)——? +.

2

D’oti, pour le logarithme, ce développement :

— —\ 3 TN
/B + dz+3+/2< 2y +_[L+\2<V‘L> |
u 4 u L s

Si I'on multiplie par — %(u —dz,)? et que 'on tienne compte du

5
troisitme terme en y/dz,, I’on voit que 'on a en facteur (dz,)* dans
la somme des deuxi¢me et troisitme termes. Tenant compte du pre-

3 S ‘ c :
mier A(dz,)?, 'on obtient en somme, @ étant fini quel que soit dz,,
Jo= u(dz,)* +fffFv du dy dz.
(A" bre)
Le second terme est seul & conserver et 1'on a

HZIIJ-F(:L',}/,Z)[VA(;U,)/,z)—VA,(x,y,zﬂd‘:

(A b ¢

A. 3
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18 ‘ R. D’ADHEMAR.

Remarquons maintenant que I'on peut écrive :

Nulw, vus) = Nl a2 4 de, )
d’ott

Ny, 27— Yl v, %)

= V(% ¥, 5+ dug) — V@, y, 5) = dz, SBT3 (0,

Lorsque dz, s’approche de zéro, A’ vient en A, V, devient V,, et

’on a
T U( Xy Voy'By ) == — ff F ()\Azl'c _ff (())Y:d

(Abc) (Abe)

résultat assez surprenant par sa simplicité.

! oV, i s
D’ailleurs —= ayant un signe constant, on peut écrire

dz
SR Wy Wiy By) 2= == ECE q,y)/f[m“d'
(Abc)
= 5T F<EHY%C>6A‘££/‘%877

ou enfin

u(:l;o,y,zo):—F(E,v],'(,)OAé(Z—30)2 (o B, < 1)

Q. Ftude de Uintégrale d’aprés une formule d’Ostrogradski.
— Comme nous le disions, il serait assez long d’étudier directement

les dérivées de
ZL('Z.O?)/U? ZO)'

() Pour étre rigoureux on ne peut appliquer cette formule que dans une ré-

A%
gion out Vy et d”A soient finis.

Or la premiére fonction est infinie sur la verticale passant par A’ et la deuxiéme
est infinie surle cone A’B’C/. On isolera donc la verticale par un petit cylindre
vertical et le cone A'B'C/ par un cdne ou un hyperboloide intérieur a ce cone.
Dans les petits volumes ainsi isolés, on remplacera (V,—V,) par 2V, et I'on
verra que I'influénce de ces volumes infiniment petits est nulle.
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SUR UNE CLASSE DEQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 19

Nous allons donc reprendre tout ceci en faisant usage d’une for-
mule, convenablement interprétée (1), d’Ostrogradski.

Etablissons, d’aprés M. C. Jordan (), la formule d’Ostrogradski,
simplifi¢e pour notre usage. Soit

I:fffcp(x,y,z)dwdydz;
W(A)

le champ d’intégration W, comme ¢, dépend d’un paramétre 2.

I—i—AI:fff(?—f—Ago)da;dydz.
(W+AW)
Nous voulons calculer
a1 LT Al
EX = 1mﬂ-

Pour cela, amenons les deux intégrales & avoir méme champ d’in-
tégration. Nous y arriverons en faisant correspondre & tout point

xz,y,z) de (W -+ AW) un point (X,Y,Z) de W par les formules:
b4 P P

z=X+E&,
y=Y+n,
z:Z—i——C,

avec la condition que la transformation vaille pour passer d’une fron-
tiére 4 autre. &, », {sont des fonctions infiniment petites assujetties
a cette seule condition.

Alors
1+A1=ff W dX dY dZ,

(W)

(') Note de Pauteur dans les Arnales de la Société scientifique de Bruxelles,
1902. :
(*) Cours d’Analyse, 2¢ édition, t. I, p. 530. Paris, Gauthier-Villars.
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20 R. D’ADHEMAR.

J ¢tant le jacobien,

TN I3 0%
S oY o7
d, dn dn

ﬁ 1+ d—Y az )
9 0t Y hl4
0X oY 0Z

W étant la fonction ¢ + Ao exprimée en X, Y, Z.

On a :
J:l—!——g)%—l—dr' gé—l—mf petit.
Or
2 v 0% do v 09
q)(w,y,z):cp(X,Y,L)-I—EK-I‘Y]d—Y—J—Cd—Z-i—
et
A:p(x,y,z):Acp(X,Y,Z)—{—...:—g—;iAl—i—..
Donc

- ’ ) d i) aJ ,
WI=9(X, Y, 2)+ Sah + | 55 (#8) + sy (om) + 55(30) | +
Enfin, 'on a
() Al fff[‘)mx + 5% (7E) + 33 (9m) + 37(30) | X dY dZ;
(W)
c’est la formule cherchée. Appliquons-la. Soit
W = Abe.
Pour avoir la dérivée par rapport a z,, faisons
A=z, Ah=— Aﬁo_AA’.
Alors
W+ AW=A'¥c¢.

Soient S” et S’ les surfaces obtenues en abaissant S respectivement
de Az} et Az} + Az,

0

vol. A'b'c = vol. A’ ¢\ + vol. (b'¢’, b ¢}),
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SUR UNE CLASSE D’I:JQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 21

nous ferons correspondre A’b) ¢, a A3y de W par les formules
E=, =0, {=Az,= const.
Puis nous ferons correspondre (&'c’, b c,) a (bc,By) de W ou, aux

Fig. 3.

T

A

infiniment petits d'ordre supérieur pres: (b"c”, b, c,) a (b’c”, By) par
les formules

A (e 0,Y0:%0)

= 7 =0, C:(Z,—Z)————M :

Z, étant la cote d’intersection de la verticale du point 'avec S.
La formule (1) donne ainsi

AI_fffd% «z0d~+fffm,0_o¢

(Abe) (ABY)

+fffdz[’?<z >Af0—|—A ]dﬂ:.

(be, BY)

La deuxiéme intégrale donne une intégrale de surface

a5, [ eadxay.

(cone ABY +surf. By)

La troisiéme intégrale donne, de méme, une intégrale de surface
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22 R. D’ADHEMAR.

¢tendue & be qui est nulle, puisque alors Z, — Z = o et une intégrale

étendue a By
— ffgoAzo dXdy,

(sul’f.ﬁ}')
puisque, sur By, 'on a
7, — 1=Az,+ Az’

Nous obtenons, en somme, en remplacant maintenant X, Y, Z par
x’ y7 z’
d
Al = &z {fffdfod'v - ff godwdy,,
(Abc) (cone A be)

formule fondamentale dont nous allons poursuivre I'application.

3. Ewpresswn de u(z,, ¥, 3,). —~ Posons ¢ =FV,, @ étant nul

sur le cOne, nous avons de suite

()VA

Adr,

27 u(’vm Yo, %
(Abc)

expression obtenue directement (n° 11).

4. Expression de —gu(xo, Vo 0)‘ — Soit posé ici g = F()‘A

on a

D% T o Z°>"AZ"’fffd”< ZY:)d T+ fdeVAd dy f

(Abc) (cone A bc)

La formule ne doit pas étre appliquée brutalement, mais, I’élément
différentiel devenant infini sur le céne A be,

(s~ 20— P —o,
Je regarderai ce cone comme la limite, pour ¢ = o, de I'’hyperboloide

(3—3)) —p*=¢2
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SUR UNE GLASSE D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 23

4 Vs . oV,
Dr’ailleurs, o et P

maine intérieur au cone, nous pouvons d’abord faire sortir F de 'inté-
grale; ensuite majorer en remplacant S par H, le plan horizontal le
plus haut, de co1é Z, ayant un point commun avec S. On a

<|ff/f}

(Abu (ABC)

fff(;:/ — docf dzf > :(:)——~o) ]3 rdr
(ABQG) z
:27:[" (z——zo)[z__zo__[(z—“) ros. ]dz

=2n£zdz— 2“/ (z — zy)ds.

Pour le cone, nous avons encore

<lfJ]

(Ab(‘ (ABC)

ayant touJours le méme signe dans le do-

ol

Nous considérerons le cone comme la limite de I’hyperboloide

(5 — 2y — gt =7,
d’out’

%:]im(— 3) et ffdxdy=_7;<z__zo>z

(puisque la normale extérieure fait, avec Oz, un angle obtus).
En somme

o Au == Az, 3 6,F(E, m, ‘c){zw(z et ‘,>J
+ 0, F (&, 0, 1) 2 (Z — 5, ) $
avec o <0, <1, 0 < 0, <1 (puisque I'on a remplacé A be par ABL),

(& m, {) étant un certain point moyen du volume Abc et (¥, el
un point moyen de la surface du cone A be.
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Choisissons ¢ et ¢ tels que les deux infinis se détruisent et il reste

0 G
55“(-”07 Yos Zo) = eAF(E, 1, Z)[/J —‘-ZO]

(Z est la cote du plan majorant H). Mais le fait de prendre ainsi les
deux infiniment petits ¢ et ¢ tels que les deux termes infinis se détrui-
sent peut paraitre artificiel et laisse subsister un doute. Je vais donc
montrer autrement que le coefficient de Az, est bien fini.

On a
J <I dV) Y @ (I‘ 0\’)
0z 0z,) 03, 0s 03 05,

¥rs AR JOF
Jdz d3,’ 0%y =

d’ou fff> premier terme du coefficient de Az,, est égale a

(Abc)

e e e

(Abcy (Abc)

e rdal i o ey

{Abc) {coneAbc+ surf.be)

e
car, évidemment,

Le coefficient de Az, est donc

S 8 e [ [ 2 ey

(Abc) (be)

et 'on voit bien que les deux intégrales infinies sur le cone Abc se

détruisent.
On peut, d’ailleurs, en majorant les deux intégrales ci-dessus,
retrouver la forme de la dérivée relative a z,.

8. Expression de -d%u(aco, Yoy o). — Pour obtenir la dérivée
0

en x,, ou en y,, nous emploierons la méme formule d’Ostrogradski,
adaptée d’une maniére un peu différente. S étant la surface qui porte
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SUR UNE CLASSE D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 25

les données (nulles), S’ et S” seront les surfaces résultant d'une trans-
lation paralltle & ox et égale respectivement & (Aw, + Az}) et a Ax;.
Il est inutile de tout répéter, soit

J :ff/q/ ds.
L’on trouve e

AJ:Acco?fffd‘P di+ [ ?dydz,,

(Abc) (eone Adbc)

AJ:Axdf(if%( ()ao)d + ff l‘gidyd‘,l{.

(cone A be)

L’on verrait, comme au n° 4, que le coefficient de Az, est la
partie finie de I'intégrale de volume, car il y a deux termes infinis sur
le cone A bc'qui se détruisent exactement. Mais, si 'on remarque que
l'on a

9V — rcosa

[z — =)= r2)*

0xy0z,

I’on constate que cette fonction est négative i droite du plan paralléle
4 zoy passant par A, positive & gauche de ce plan. Il faut donc appli-
quer séparément le théoréme de la moyenne dans chaque région, en
méme temps que I'on majorera par le plan H de cote Z.

Donc

S fFa(E)

{(Abe)

=FCGono ) [ [ [7:(5) d+FEm W [ [ [ (5) &

(Age) (Agb)

en majorant, nous prendrons les intégrales dans les volumes AGC
et AGB qui, par la formule de Green, donnent des intégrales de sur-

face :
A%
° Dans le plan AG, on a 37 =03

A. 4
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20 R. D' ADHEMAR.

2° Sur le cone ABC, on a des termes infinis dont, on I'a vu, il n’y a
as & tenir compte;
]
3° Nous avons enfin des intégrales é¢tendues au cercle BC :

7

A o, 0, 20).

.+§ 7—2zy 7
cosocdocf T(“—‘(’) — 7 dr
K 0 rV(Z —z4)2—r?
= cosa da(Z — z,)[arcsin(o) — arcsin(1)] = — w[Z — z,],
U

. 9
. . T T
et pour la seconde, les limites pour a seront —~ et —; d’ou

+n[Z — 3,];
en somme

2TAU(Tyy Vo) Bo) = Az,.n[Z — ::0'|[6A,2F(§2, N2y C2) — 00, F (&, M4, 0]

(les deux coefficients 6 sont compris entre o et 1, égaux a 1 lorsque be
se confond avec BC) Enfin

p) Bpn Fy— By F
ﬁ;u<xoayo’ %) = AA_zg—“‘—i [Z —3,].

Il est bien assuré que nous avons une expression analogue pour

d T
bﬂu(‘r“’y“’ z,), par symétrie.
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SUR UNE CLASSE D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 27

Remarque. — 1on peut calculer les trois dérivées secondes; I'on
trouve, pour chacune,

0.F(§, 0, 0),

0 ayant une limite supérieure facile & évaluer.

6. Concrusion. — Il résulte de tout ce qui préceéde que I'intégrale
et ses dérivées premiéres prennent les valeurs données zéro lorsque
(4, ¥4y 7,) vient sur S si (Z — z,) tend vers zéro, lorsque A se rap-
proche indéfiniment de S. Ceci a lieu s'il y a unicité de section de S
par tout come A et si les plans tangents de S sont inclinés a moins
de 45° sur le plan zoy.

CHAPITRE 111.

ETUDE DE L’INTEGRALE, LES DONNEES N ETANT PAS NULLES A LA FRONTIERE.

Nous devons maintenant prendre A (#) = o avec des données non
nulles sur S.

I’on peut faire d’abord une remarque du plus haut intérét.

Comme dans le cas de 'équation hyperbolique 4 deux variables,
cas traité par M. Picard ('), il faut d’abord qu’il y ait unicité de scc-
tion de S par tout cone A.

Ceci exclut les surfaces S présentant certaines ondulations dans
leur forme. Mais, en plus, 'on constate immédiatement ceci, c’est que
les surfaces S ne doivent avoir aucun plan tangent incliné & plus
de 45° sur le plan zoy. Sinon, en effet, soit un point A infiniment
votsin d'un point (1) de S, le cone A du point A découperait dans S
unc aire finie et donc, certainement, la valeur de « en A ne dépen-
drait pas seulement de la valeur «, ().

Réservons donc, pour l'instant, le cas ot les données seraient

(') Bulletin des Sciences mathématiques, 189g. Voir aussi : J. Hapamarp,
Note sur Uintégrale résiduelle (Soc. math. de France, 19o1.

(*) Par exemple l'on ne peut prendre pour S la surface étudiée par M. Vol-
terra (p. 217), savoir : une portion de cylindre vertical limitée supérieurement
par un plan horizontal.
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portées par un cone A' et ¢tudionsintégrale a la frontiere. Cette étude
étant difficile nous prendrons d’abord pour S un plan P.

1. Etude de Uintégrale a la frontié¢re pour des données quelcon-
ques portées par un plan. — Par rapport a des axes passant par A,
so1t

Z=ax'+ by +gq

I'équation du plan P portant les données. L’on sait que 'on a
a®+ b* <,

parce que le plan P doit avoir une inclinaison sur le plan horizontal
moindre que 45°.

Fig. 5.

Y

Nous étudierons donc u(z,, y,, 2,) lorsque le point A (x,, ¥,, %)
vient sur P.

L’on voit que lorsque A s’approche d'un point (1) de P, g tend vers
zéro. Ceci est fondamental & remarquer.

Reprenons la formule qui donne I'intégrale

znu(xo,yo,zo)_ ff( R ;)dc .

le champ d’intégration étant I'aire de P intérieure a A.
Soit, en général,

I:ff:p(w, y)dxzdy.
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L’on verra (II* Partie, Chapitre 1, n° 3) que 'on a
- d d :
Al =/‘f[A:p =+ gt —i—g);(cpv;)] dx dy.
Comme les deux derniers termes donnent une intégrale étendue au

bord de aire
f@.x.dl,

'on voit que si ¢ s’annule sur le bord, I’on obtient la dérivée de I en
dérivant la fonction @ sous le signe; mais si la fonction ¢ ne s’annule
pas sur le bord, en particulier si elle devient infinie, il n’y a aucun
intérét a scinder en deux parties Uintégrale Al. ‘
Done ;
27 U( Xy Voy Bo) =3+,
en posant

ffdw(‘,_l)_,z
=l S Suimdel =il [ [+ [ fa—wd e

u, désignant la constante, valeur donnée de u en (1) sur P. Mais la
formule de M. Volterra représente I'intégrale du probléme, si elle
existe.

Ceci nous donne aussitot une identité importante :

27Uy = 5 lffu‘dN

Nous allons donc prouver que J, d'une part, et d’autre part
p q part, P

:;z_ogfﬂu"u,)ggd;g,

tendent vers zéro, lorsque A tend vers (1).
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Etude de J..

2. En désignant par (¢ ), une valeur moyenne de la fonction 9 dans

un champ, I'on a
L= (@SS ®

ot I'on a posé, pour simplifier,
R=(z—35)—r.

Or l'intégrale ffiil?% est facile a évaluer ('); elle contient ¢ en

facteur.
Donc J, s’annule avec ¢.
Voici un premier résultat obtenu.

Etude de J,.

3. Ona
¥ dv
dN

== fR—I[cos(n, )

——*cos(n, I)J

Yei cos(my 2) = K = const, et dedy = K do.
v R R
Représentons par i la quantite
[ ay
dN

J, est, & une constante multiplicative pres, J,

0,,03][(“ U= dxdy%

11 faut voir que J, tend vers zéro lorsque A tend vers (1).

o

(1) L’on se sert des hyperboloides (~ —— 34)*— r?=p2 et l'on a une intégrale

simple en .
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SUR UNE CLASSE D LEQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 31

D’aprés la forme trouvée pour Al, en remarquant que

do  do d9
dr = oz %oz’
do  do o
nous avons
d1 d¢ 1 de Jdo
=SSR+ &HE %)
1 09 : I 0% )
o —;+b;)+r <%+(~);>Id dy

lei g = (u — u,) > doin

2 —(u — )5 (5)
%20& ')dx<> 11%%

. de Od¢
et deux expressions semblables pour F il

Ecrivons J, =J, + J,

V= f—uw| () + & ()
+%m—i(ﬂ)ﬂtm%@)+A—;<%+3—;>%]dxd%

= i PR e

4. Considérons Jes |

r I 5—3
R=rt g —cos(nr).

K
R

Le premier terme i donne une partie de J;, qui tend vers zéro avec g.
En effet les quantités

b

.
Az, Az,
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32 R. D'ADHEMAR.

sont finies et les dérivées de u sont supposées finies sur la surface P,

et 'on a vu que
"ds
S/
=

tend vers zéro avec q. ;
Considérons le deuxiéme terme de & et ne gardons sous le signe

d’intégration que
1 5-— 3

R 7

y

qui a un signe constant.
Sur le plan P on a

P

5 — 3
=

q

o g i
=m+ - <+

(m = acosw + bsinw et |m| <1 parce que a* + b*<1).
Il reste donc a considérer :

ff([ —+ %)%{rdrdw.

Ceci comprend d’abord
“ds
JI%

qui tend vers zéro avec ¢; puis

e

11 faut montrer que 'intégrale placée devant g reste finie.
q 8 P q

Ecrivons
Rz e - =
] \/1——m,2
en posant
: st
u:I(I m?) — mgq
q
ou

2
du =1=" dpr.
q
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SUR UNE CLASSE D EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 33
Laissantd’abord w constant(c’est-a-dire 7 =
nous avons une intégration en «

du
[t — m? \/1 — u?

entre les limites w =1, u = — m. Cette intégrale est finic.
Puis il faut intégrer en ® et, comme on a 1 — m*=£ o, cette inté-
gration donne encore un nombre fini.

Donc J; tend vers zéro lorsque A tend vers le point (1)

@cos® + bsinw = const. ),

3. Considérons J .
Prenons d’abord le dernier terme

()E + o
(I o By et —rdr dw.

Jusqu'ici nous n’avons nullement fixé les variations de £ et ul
n q

A [ T

sont simplement astreints & coincider & la frontiére avec les variations
de 'z et de I'y dela frontiére.
Nous pouvons poser

£ = pcosw, == psinw

et prendre p identiquement nul dans I'aire, sauf dans une couronne

touchant le bord de I'aire et intérieure & l'aire, comme cela a été
indiqué déja.

£
¢ contient, en tous cas, Az, en facteur, de sorte que — <(;)% L 3;)
5y \ 0
£
est fini comme a et — A:o
A.
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34 , - R. D'ADHEMAR.

Dans ces conditions, le dernier terme de J, donne zéro lorsque ¢-
tend vers zéro; et ceci résulte de I'étude de J,. Prenons ce qui reste

de J;, soit
d

= ffe=w0l ()- 56+ 23 (6)

-+ o <£>_] dx dy;

Azg - 03
I ) T 5— 23, N
E:\/(_~~—TGI-?[K+ P -COS(n,’)],
= —
I " %
cos(n, 1) = —————(acosw + bsinw
(a2 \m( et )
coswzg, sinw:—.y:y"
d’out '
oA g ary F—(z—so)_l_cos(n,r).
Pz VR cao i 0z Ry e R? R ¥
—Q(E A .« COSW
dz \'R/ — or \ R et
Sy sin @
o \R) = or\R)"™
D’ailleurs
J /K 7
2(5) =%
diris -3 I %—mg 0 :
de[ﬁ : cos(n, 7')]:~ﬁ E _0%—[008(17/, )]
T N0 (5—23 5 — 2, NG
+ECOS<"’">()_x< = >+ - cos(n,l)()—x<ﬁ>

= 2= 2 cos(n, r)%cosw + %cos(n, r):ﬁ—ﬂ_izcosw

I 5—3% 0 j
+ R 5 gz lcos(n, )]

T 1 . 12 . I
D’apres la forme de cos(n, ) ses dérivées x et y contiennent s en

facteur.
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L’on a

Var+ b2+
a(w— Zo) + b(y — ,,Vo),
=

£ 55 [cos(n, )] + 15 [eos(n, )]

Coiso ot 2F Gt 2 IS
—P oz Ay oA

aas (70, F = (a cosw + bsinw),

acosw 4+ bsinw =

Le coefficient de (z — u,) dans J, est donc

I‘Z—_ZO gp cos(n, 7‘):|<I AL an>
[ e R r Az,

R J (K 2 Thi2
R [(W <~ﬁ>(cos o +sin®w)

o e, /) (cos ® + sin*w)
~ 1 _];‘50 ———COS(,,.;’ £ (cos*o +sin*w)
E—5 m—m
e

c’est-a-dire

RI—S [K L35 cos(n, ,)} [(z —E A_%m(z — ZU)]

[h—f— 2 cos(n, l)]—A—I'

1 cos(n,r) P 1 cos(nm,r) p
— e e e S oo o N SN S
R r < Az, . R r? A30< ")’

ou bien

[K+ cos(n I)] [(3—~’0>— m(‘,—zo)—i—A‘%"]

1 cos(n,r) O ]
— & __I_’_<I—~ Tzom> e l—{ R ]2( — 34)[— cos(n, r)].

Représentons les trois termes ci-dessus par H,, H,, H, et reportons-
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36 R. D'ADHEMAR.
nous aux valeurs de J, et J; dont J, est la somme. Posons
ot <3 on
P e e Y
: Az, R

D’aprés ce qui a été dit, nous avons l'identité

dav
= ()zo(ffu‘dec

me:/YGL+HﬁJL+HQ%,

1

27

<

d’ot.

puisque, si I'on fait &= 1, tous les termes de J; disparaissent.

Or les parties de cette intégrale relatives a H,, H;, H, ont un sens,
c’est-a-dire que les portions d’intégrales voisines de 'axe r=o et
voisines du cone z — z,=r donnent zéro 4 la limite quand on fait
¢vanouir I'aire entourant la ligne singuliére.

Donc il en est de méme pour

/IHJm

6. Ayant constaté ce fait fondamental qu'il ne serait pas facile de
metlre directement en évidence, il nous sera aisé de montrer que

ff(u« d.)(H,+H2+H3+H4)do-

tend vers zéro lorsque A vient vers (1) [oulorsque ( — u, ) tend vers
zéro, puisque la fonction est continue].

En effet, si z admet des dérivées premiéres finies, ce qui a été sup-
© posé, le théoréme des accroissements finis permet d’écrire

u—u,=r.y,

¢ étant une fonction finie.
Il résulte des études précédentes que

ff\}z r(H, + H,+H,)rdrdw

tend vers zéro avec q.
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' /f(u —u)H, do.

Décomposons le champ en trois parties :
1° D, petite aire autour de 'axe : 7 =o;
2° D,, petite aire autour du cdne, 5 — 5,=r;
3° D,, aire restante ot II, reste fini.
‘Dans D, écrivons # — «, = r.J et nous trouvons zéro pour l'inté-
grale lorsque D, s’évanouit.

Il reste a étudier

n

et
. teos(a, £}l < K =cosln, 7),
puisque
(ny 5) = 13,
d’ou
Py <o,
d’ou

K + :75°cos(n, Py >0

d’ailleurs on a
1 —m>o,

d’ou
{7—0[7 —m(s—3,)] > o,
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38 : R. D'ADHEMAR.
d’ou
o]
z— 35,+ A‘—zo[r — m(3 — 34)] > o.

L’élément de H, est positif.‘Donc’nous pouvons mettre (z — u,)y
hors du signe d’intégration et nous avons encore une intégrale qui
tend vers zéro lorsque D, s’évanouit.

Enfin, dans D, il y a une partie ot I'élément est négatif, mais cette
partie n’atteint pas le bord, d’aprés ce qui a été vu.

La partie négative; ombrée sur la figure, est tout entiére a droite de
la ligne pp du plan horizontal et & angle droit avec la normale.
~ Pour chague région on peut faire sortir (u — u,)y du signe d’'in-
tégration et a la limite, puisqu’on aura

lim(u— u,)y=o.

On trouvera en somme, & la limite, la valeur =éro pour

/j(u —u)H, do.

7. CoxcrusioN. — La convergence est établie pour des données
quelconques portées par un plan incliné de moins de 45°.

1l suffit de modifier trés peutout ce quiprécéde pour établir la con-
vergence lorsque la surface S portant les données est quelcongue avee
plan tangent toujours incliné de moins de 45° et unicité de section par
tout cone A.

L’on pourrait, de la méme maniére, étudier la dérivée conormale.

Pour la convergence de « a la frontiére, il fallait que la fonction
donnée v admette des dérivées premiéres finies; pour la convergence

duw . ek L
de N il faudra que « admette des dérivées secondes finies.

Tout est changé si la surface S est un cone A a 45°. Abordons
I'étude de ce cas relativement auquel nous avons un théoréme inté-

ressant.
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SUR UNE CLASSE D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 39

CHAPITRE 1V.

ETUDE DE L'INTEGRALE A LA FRONTIERE LORSQUE LA FRONTIERE
EST UN CONE CARACTERISTIQUE. |

Ici, on I’a vu, si la surface des données est le cone A, de sommet €,

2

T oyt =gk,

le faitde donner u surle céne détermine lavaleur de? cW\T sur le cone.

PREMIERE SECTION.

On donne u non nul sur le céne.

Il faut, comme précédemment, examiner I'expression

ffzz \/(0_‘;) o‘, 3]f(u u.)deGg

et voir si elle.iend vers zéro lorsque le point A(z,, y,, z,) se rap-
proche du point (1) situé sur le céne Q, w«, étant la valeur donnée
de u au point (1). .

1. Ecrivons encore y(z — z,)? — 7? = R et ¢tudions l'intégrale

=4
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étendue a I'aire découpée sur le cone Q par le cone ayant son sommet

en A.

Grice a la symétrie, nous pouvons transformer l'intégrale de surface
en intégrale simple avec la variable p. qui définit I'hyperboloide

(5 — 5 —r*=p2

L’hyperboloide de paramétre et le cone Q se coupent suivant
Uellipse

T ‘T’(Q))x/z_l— (: i yo))/- — 22, ¥, 2y

—2Ux X — 2uy,y — u*

N
3]
ERY)

= 0.

L’on a pos¢

Or

— 2iA
Al_'uzm

|52

= | 32|

D’ou, & une constante multiplicative pres,

Ainsi, l'on a
[f dp. f [L-dd-]__ ,0<I___§>.

Or ce qui marque que le point A vient sur le céne Q, c’est que A tend
vers zéro. Puisque A n’intervient pas dans I'intégrale J,, celle-ci ne
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SUR UNE CLASSE D’ EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 41

tend pas vers zéro lorsque le point A se rapproche de la surface
des données.

C’est linverse de ce qui arrivait avec une surface quelconque. Nous
prévoyons que le probléme de la congergence va sc présenter avee
une surface privilégi¢e, d’une maniere toute nouselle.

L’on a donc ce résultat, par le théoréme de la moyenne :

J_ffduds

du
(d‘N)C

lorsque A vient en (1); z, ¢tant la cote de A, C, unc constante et

tend vers

<il£ ne valeur renne d i la eénératrice du cone Q qui
N ), une v eur moyenne de —< sur la genératrice du q

passe par (1).

2. Ftudions maintenant

J; —*0% ff(u u,)d\ E:;—z(j

otl'on a pose

ff(u-~ u,)%dc%,

T = cos(n, 5) + =

— 3, s
r cos(ns )

Suivons pas & pas I'étude analogue faite avec une surface quelconque.
L’équation du cone Q est

8 =

(nous conservons la lettre 7+ pour la distance polaire au point A),
d’ou
——=iE

Lo = — cosf
0 e Y
@E !

Tthes e sinf.

oo oy do do |
— cos0 et — sinf remplaceront @ et b dans les dériveées = d}' Le

A. 6
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terme (@& + b)) devient

— (cos0.Z +sinf.y).

Or
E=pcosw; 1 =psinn,
donc
(af + by)
devient

—pcos(w —0) =pm,.

Nous aurons 72, & la place de m, mais m, étant un cosinus, 'on a tou-
jours
| m, tap
inégalité importante 4 noter.
J, donne donc d’abord un terme J, qui contient l}{ en facteur dans

I’élément différentiel

. £ Ou o Jdu
“'*—// t i Ty

0% dn”
~~ P i)_lf. — _.__d'r - Z)J ...y .E oF
+ o S, . Rc{J.

La partic entre crochets est Jfinie si la fonction donnée u et ses pre-
miéres dérivées sont Jinies. 1on a donc

<emuf 5

Or ceci tend vers zéro lorsque A vient sur le cone, car 1" devient nul,
comme on le voil sur la figure,

cos(n, 5) = cos 2,
4
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Or

Lot

"= cos(n, z) + S cos(n, r).

,,
Donc

J3: J,, —{—.]5

et J, devient nul quand A vient sur le cone.

5. Etudions J. :

b

~to=f G~ w) [ (R) + & % (5)

T G I emy d [T\
+ 5o (n) + 5 m(v) |4

éos(n, z) =1,

L’on a, sur tout le cone,

la dérivée est nulle.
Evaluons
eos( 7y 7 )i
Les cosinus de 7 sont

= I

& Y i
Yz s rya Ve
1
Va
a0 )
T Ve VeV @B+ V(@ — 2 )+ (F — yo)

cos(n, 1) = —=(cosw cosh + sinwsinf)

Les dérivées en 5 ou en z, sont nulles et il est inutile de calculer les
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44 torrnloRe D' ADEEMAR.

dérivées en  ou en )y parce que 'on a ¢ en facteur. Or p étant nul sur
I'axe vertical de A, les puissances négatives de r ne peuvent empécher
la convergence.

En somme nous avons, pour coefficient de (v — u, ),

COS(” ’>][<Z“"n>— ”%(z—zo)"i—{,—r
0

T [cos(n, z) 5

Par le méme raisonnement qui a été fait pour le cas d’une surface

2 o 1
quelconque, 'on voit que les intégrales contenant 7> comme  celles

1
contenant =, onl un sens. L’on a

R
|m, | <1,
d’ott
(& —z)————m,(~-—~,o)+ 7>o
et g
cos(n, 1) = m, \—/23>
d’ou

cos(n, 3) + ——2cos(n, r)>o0
sur le bord du céne A°, puisque, sur tout le cone Q, I'on a :

cos(n, &) =

et, sur le bord du cone A° de sommet A :

D’ailleurs ¢ est identiquement nul, sauf au voisinage de ce bord.
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Done — J; se réduit & deux termes, celui en

e [\/2 2 73°cos(n, 7)]

1 cos(n, 7)
=il r

et celui en

Le premier terme donne une intégrale J, qui se réduit & zéro lorsque A
vient sur le cone Q en (1), car on a, a la limite,

Donc enfin J; se réduit a

], _ff<u 1)1{ cos(;z I)d

4. Concrusiox. — Il faut, pour la convergence, que l'on ait,

lorsque A vient en (1),
L J g =0

du u-—u
S“If[d\l - *cos(n, 7)]

Je ne saurais dire si ceci est vérifié quelle que soit la fonction donnée

avec

(continue).
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J’abandonne cette question pour I'instant, car 'on voit & quel point
le maniement de J, est difficile :

Le champ d’intégration devient nul (étant infiniment petit du pre-
micr ordre);

L’¢lément d'intégration devient infini, d’une maniére particuliére-
ment difficile & manier.

L’on peut esquisser une vérification pour le cas ou la donnée serait

uUu=3z3z,

mais l'on ne voit pas bien, sur ce cas particulier, quel est le mécanisme
général. '

La vérification serait immédiate pour le cas suivant : donnée con-
stante le long d’une génératrice du cone. Mais alors, la continuité de
la donnée exigerait que la région du sommet du céne soit remplacée
par une portion de surface autre et se raccordant avec le cone.

DEUXIEME SECTION.
w est nul sur le céne, F(z, ¥, 3) n'est pas nul.
Nous devons revenir sur le cas de 1'équation A(u)=T avec la
donnée u nulle pour le cas de la surface privilégiée.
Ici (Z — =,) ne tend pas vers zéro quand (x,, y,, 5,) vient sur le
cone de sommet Q.
D’aprés le théoreme de la moyenne il suffit d’examiner U'intégrale

N g
T

(vol. Abe

J:f Vds.

aire bc)

ou

L’on a vu que
arrebe="K .z .k,

si 'on a posé
Sl =2 o 2
e — \/"0—‘1;0_.}/0‘

Isolons la verticale de A par un cylindre de rayon ¢. Dans la portion
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restante de I'aire (bc), I'on a, si|sz,| < H,

Coxcruston. — L’on voit que J tend vers z€éro, c'est-a-dire que
u(x,y, vy, 3o) tend vers zéro, valeur donnée, lorsque A vient sur le
cone : il suffit de faire décroitre convenablement A lorsque I'on fait
décroitre e; par exemple, 1'on peut prendre A = ¢.

s @ S

DEUXIEME PARTIE.

PROBLEME EXTERIEUR.

CHAPITRE 1.

1. Les conclusions de la premiére Partie montrent clairement que
le probléme intérieur n’est résoluble que pour certaines formes de la
surface des données. Imaginons, par exemple, que celte surface soit
une sphere.

Menons par le centre un cone a 45°. Dans la région intéricure au
cone, inférieure ou supérieure, 'on se trouve dans les conditions exi-
gées par le probléme intérieur; il n’en va plus de méme pour les points
intérieurs a la sphére et extérieurs au cone.

Nous devons donc étudier l’intégration de A(u)=V¥(z,y, z),
lorsque la surface qui porte les données est analogue, aw point
de vue de I’Analysis situs, @ un cylindre & axe vertical et est
découpée extérieurement par le cone & 45° et a axe vertical.

D’ou cette désignation de « Probléme extérieur ».
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2. Principe de la méthode d’intégration. — L'idée de M. Vol-
terra ne consiste plus, comme pour le probleme intéricur, a trouver
une sorte de fonction de Green et & faire une inversion d’intégrale,
mais bien & revenir & une sorte de probleme de Dirichlet dans le plan
horizontal 1 passant par le point A (zy, ¥y, 2

Pour cela, I'on appliquera la formule (G) au volume limité par S
ct par le cone A (extérieurement) avec une fonction auxiliaire V dis-
continue au passage par le plan.T, c’est-d-dire I'on appliquera deux
fois la formule (G) : 1° au volume W” limité par le plan T” de cote
(2,4 ¢); 2° au volume W’ limité par le plan T' de cote (7, — £).

Fig. 11.
#x;
AI' \ SI!
S R
N Wn
i 77 NN NN e
LI S AN 7 7
: o
S/ N \: s’
AI

Comme nous aurons & faire plusicurs dérivations d’intégrales (de-
rivations que M. Volterra semble faire intuitivement), jevais donner,
de suite, la théorie rigoureuse de ces dérivations..

5. Adaptations diverses de la formule d’Ostrogradski. —
I. Nous aurons d’abord & dériver, par rapport'a z,, une intégrale
de surface étendue a l'aire du plan T limitée par S

I:ffcpdxdy:[fcprclrdo:.
(aire T,8) 1,8

Spient done C la courbe d'intersection de S avec le plan T =22y,
et C, la courbe d'intersection de S avec le plan: z =5, + A2,

Soit C’ la projection de C,, nous allons prendre un contour C’ voi-
sin de C et & une distance BD infiniment petite par rapport a DD’ et
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nous aurons a établir une correspondance sur un rayon vecteur fixe,

entre les points de BD’ et les points de BD. '
Pour cela, nous donnerons  rla variation p (I'* Partie, Chap. I, n°2)

’

p=o, en B,

g D= Az .cot( N, 2), en D;

ce qui donne, pour x :

£ <
E = BieEa;

pour y :
¥ = psina;
bomE iy g
Al:ffAf‘a.dxdy+ /f id—x@zw—@(w)gdxdy.
(aire C) (aire C—C")
Fig, 12,

La seconde intégrale se réduit a

f?.Azo.cot(N, z).(dycose — dzsina)
G

:Azoffp.cot(N,z)d.l,
C

[ étant I'¢lément de longueur de C.
Finalement,

== [Fdedy —i—fcq)cot(N,z)dl.

aire G

4. II. Nous avons ensuite & dériver, par rapport & z,, une intégrale
de surface étendue, par exemple, i la surface BC découpée extérieu-

rement dans S par le cone A.
A. 5
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Soit AA’ = Az,. L’aire découpée BC devient B'C'.

Par une surface de révolution afBy située & une distance d’ordre
supérieur a 1 en Az, des deux nappes coniques, nous isolons une sur-
face By dont tous les points se correspondent a eux-mémes. Puis, il
faut faire correspondre les points de B’} & ceux de B et ceux de C'y
a ceux de Cy.

Solent mn = dl, mp =d\, (mnpg) =dld\ et d\=K.dz.

Pour (m'n'p'q’), dlestle méme et A éprouve une variation p :
E=o enf, p=KAz, enB;

Fig. 13.

ce qui donne, pour la deuxiéme intégrale et pour la partie supé-

rieure BB,,
B
d 5
dl | dn == odl.KAz,.
Lmn fﬁ e (%) ﬁw‘o ;

1

iy sin(N, 5)

Az, dl.

1
)(? sin (N, )

( BBi

Pour la courbe CC,, I'on trouve, de la méme maniére,

I
i Af* (N, 7 1
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[ [ 9o Fﬁwﬁzj(u -fwm—)dz]

(aire BB, CC,)

en tout :

et la partie entre crochets donne donc

oL
03,

5. ITI. Pour la méme translation de CAB en C’A’B’ nous aurons
a dériver une intégrale de volume.
Toujours de méme I’on trouve

Al=as,[ [[odedy— [ [ gdwdy+ [ [ [5Ea).

( surf. AB) (surf. AC) (vol, ABC)

Cela fait, nous pouvons intégrer, d’aprés M. Volterra.

6. Intégration. — Cherchons une solution V” de I'équation
A(V)=o0 |
qui soit nulle sur le cone supérieur A” et de la forme
S (0) +[logr] g(0),
h=2=2 _’ o Sy

ou I'on a posé

I’on trouve

]
V”.—_c+/ log (1 — eﬂ)ﬁ"’_‘*_m

il faut prendre

c:——f 10g(1—02)\/1_6f_02:_q,

[Nous trouverons (II¢ Partie, Chap. II, n° 5) la valeur numérique ¢
qui n’est pas utile en ce moment. |

@

|

|
© 3
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La formule (G) donne alors, puisque I'on a A(u) =T,

gl dv’ 7
—fwf)/Vqu:_ ff( — Vo) do
+f/< av’ —V”d">(/o

De méme, soit V' nulle sur A’,

=+4+q —l—/ log(r — 02)-—~——— + [log 7] <arc sinf) + g>,

[y [f v
e

Ajoutons les membres de ces deux égalités :

_qff(q—k- log;> % i

Cette derniére intégrale est donc connue en fonction de z, et des
données.
Nous avons donc

'on a

ff(g + glogr>3—gdw =1,
(T)

Il suffit de dériver par rapport a z = z, pour arriver au but.
D’apres le n° 3, 'on a /

;:Af@ +Elog,.>%%edm+fw<g+glogr> cot(N,;)%dz,
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u et ses dérivées étant donnés sur S, I'intégrale de surface est connue :

[ [ (g+ Zlogr) St de =1..
{(T)

u u 0 u =

f(q + gldgr>Audw:J2—+—ff<g+§logr>Fdw —
\ (T}

(T)

Or

d’oui

Mais v étant la normale extérieure ¢ la courbe plane C, l’on a
(probléme de Dirichlet)

ffAudco —f%dl:o,
o

ff]og;Audw—i—f[u——(IOO‘r)—-]ogi ]a’/_.o'rtu(aco,yo, 3,).

Cecl donne :

do= gfdudl -+ g[zﬁu(xo,yo,zo) ~f<u %logr—— logr %) dl],
C

d’ou

T2 u (X, Yoy 50) =d3—¢q d —df s f<u—lo,, — logr du)dl_ 1

J, est connu, donc w aussi, si 'on donne, sur S, les valeurs de « et

de toutes ses dérivées. ,
L’intégration est achevée, en principe, mais nous devons tout

exprimer plus explicitement pour montrer que Z—f& intervient seul.

7. Calculons donc gf—
Or
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Pour alléger I'exposition, supposons # = o sur S, ce que l'on peut
toujours obtenir par une différence d’intégrales.

1° Expression de od-f — D’aprés le n° 8, c’est
~0

[Pt [ ¥iwta [ o [ f (1S

(T)

W

. d i A 4 g
2° Expression de —07/ . — Cest le méme résultat, car il y a
~UoAY

double changement de signe pour l'intégrale de surface.
3° Expression de —ff— V= du w. — D’aprés le n° 4 c’est

A du , du I
ff 0z, dN f V dN sin(N, g)dl
4° Expression de ~— g f — De méme on obtient
Zo

ff 3V’ TR do fc V’ngmlvT)dl

Finalement
oAl o' du OV'
o8 Tl o N ot BN i

2f<q - ;logr>Fdw
f(q = logr) - gﬁl\l—z——)dl

alors, posant W = W'+ W” et 5 =548/,

J,= 3—2 —f(q—f— logr)cot(‘l z)3 dudl
:-—;3[ szod %%d@i—l(g—l-glogr)f’dm
1 du cos(N, z) du]dl

+f<9+ logr> [sm(N z) dN sin(N, z) dz
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Le crochet se réduit, dans l'intégrale curviligne, a (')
du
v’
enfin, donc

Jy=—11 [Folds fj;gldw(+f<g+ Zlogr) G dl,

(1) Soit M un point de la courbe C, Mv la normale @ G, M~ la normale a la

surface S. Soit MP =1, on a
=MQ, 8 =0QR, +=RP

(=, B, v sont les cosinus de M »).

Fig. 13 bis.

Soient a, b les cosinus de Mv, on a

azw, b=Q'R’ (W:l),
d’ou
e L z B

_sin(n,z):sin(N,z)’ b? sin(N, z)

Or cos(N, z) =— vy, d'ou
Ju du

I du Jul|  du _du
sin(N, z)[ Sl )(_?;]_adx—’_bdy_ v
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c’est-a-dire

BBy Vips By )= — ;—;ﬁ —fi
» 2T2ff/v"_(‘.~ﬁo)q|og[ (‘;_;O)Q]Fd'c
T ont f[\/z-*—( —zO)21 g[ ‘—(f'r”‘“’")g] %dw

C’est la formule donnée par M. Volterra (p. 193), sauf que, si nous
n’avions pas choisi la donnée u nulle sur S, nous aurions, en plus, un
terme

ot s f Wf (@, 5, 5 B0 Yor 22 o

que Uon ne peut melire sous une forme simple parce qu’il se présen-
terait des intégrales curvilignes dont 1'élément différentiel est infini.

8. Concrusion. — Cette intégration exige donc la donnée de u et .
du A ; X
d_i\tl et Uunicité de la section extérieure de S par A
I est encore des surfaces privilégiées.

Mais l’intégrale prend-elle la valeur donnée a la frontiére? Ceci
entraine des conditions de possibilité et M. Volterra a montré la
présence d’autres conditions encore.

L’intégration précédente appelle donc quelques remarques fonda-
mentales.

Jusqu'ici elle n’est que formelle :

Si Uintégrale existe, elle est représentée par la formule obtenue,
mais la formule peut ne pas représenter une veritable intégrale du
probléme extérieur.
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CHAPITRE II.

CONDITIONS D’EXISTENCE DE L'INTEGRALE DANS LE PROBLEME EXTERIEUR.
ETUDE D'UN CAS PARTICULIER.

Soit donc A (u) = F(x, y, z) avec des données extérieures.
En prenant des différences d’intégrales, nous pouvons supposer

I — O SHEES,

1. La condition de M. Volterra. — Pour obtenir I'intégrale,
M. Volterra emploie une fonction V qui se réduit a

K +K’logr
dans le plan horizontal T.
Dans l'aire découpée par ce plan dans le volume W il a alors a
appliquer la formule ordinaire de Green.
De méme, soit une fonction V, nulle sur le cone, se réduisant a

K = const.
dans le plan T.

L’application & la méme aire de la formule ordinaire de Green
donnera zéro d’un coté et une fonction des données de 'autre, d’otr
une condition imposée aux données.

La fonction V, intégrale de A (V) = o, sera, dans W,

. & —2 ™
V” = arc sin 2
r )
dans W’
. &— 5 T
V'=arcsin=— = + -,

et alors la méme marche exactement que celle suivie pour intégrer
donne

(Mémoire de M. Volterra, p. 188).
A. 8
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Cette condition de M. Volterra, gu’il ne commente aucunement,
se simplifie si nous prenons I = o et devient

(G0 Y —/ f T e A do.

Je T'appellerai une condition mobile puisquelle doit étre réalisée
pour toute aire (S) découpée par un coéne A ayant son sommet en un
point quelconque du volume W, en particulier pour toute aire (S,)
relative & un céne A ayant son sommet en un point & de S.

2. La condition de I’auteur. — Au moment out j'abordai cette
étude, je proposai (') une autre mani¢re de trouver une condition
mobile. Toute intégrale de A(u)=o, soit {(=z, y, z, Ty, ¥y, 54)
nulle sur le cone A et exempte de singularités a I'extéricur de ce cone
donne, par I'application de la formule fondamentale de I'Introduction,
une condition.

Mais j’ai été amené a reconnaitre que la fonction §, que j'ai donnée,
avait une dérivée discontinue, en sorte qu’'elle n’est pas utilisable, et,
a défaut de recherches plus profondes sur une équation de Laplace,
je me borne & signaler cette idée : on pressent que ¢ peut exister et
qu’'une condition peut donc exister (?). »

Mais il y a encore autre chose, dont M. Volterra ne s’est point
préoccupé.

1l faut que Uintégrale prenne la valeur donnée a la frontiére, et
ceci me donne, dans les conditions ot je me suis placé, et ou il faut
se placer pour pouvoir faire une discussion, (S,) étant l'aire relative
a un point frontiére &,

©) o= ff et [

(So)

(Y) Comptes rendus, 11 février 1go1.
() L’existence effective de ¢ parait résulter d’une remarque énoncée dans la
Thése de M. Le Roux.
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c’est encore une condition mobile, mais relative seulement aux
points &, et non, comme la précédente, aux points A et .
Avant d’aborder la comparaison des deux conditions, je vais mon-

Fig. 14.
AON N ol
\ /
N\
S ‘ S

trer, sur un exemple simple, qu’elles peuvent parfois étre compa-
tibles.

3. Sur un cas particulier du probléme extérieur. — Supposons
les données portées par un cylindre & axe vertical et invariables pour
une méme génératrice. Soit o l'angle polaire qui caractérise une

génératrice, 'on donne :
Ui=0
sur le cylindre,

du

s = f(a) = dérivée normale extérieure.

I est clair alors qu’il suffit d’examiner les conditions C, et C, dans
une section droite.
La condition (C,) donne

ff\/r__ (a)Rdad(., ~ z,)=0;

r étant le rayon vecteur, par rapport & A, d’un point de la circon-
férence de la section droite, 'on voit que, pour une méme généra-

trice, ——° = y variede — 14 +1.
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Donc (C,) devient
27 d +1 (Z[l w3
[ f@daf =0

() [ F@da=o,

ceci quel que soit le point A dans l'aire de la section droite. Donc ici
la condition mobile (C,) se résout en la seule condition fonctionnelle
qui précede (').

Fig. 15.

_ Envisageons la condition (C,) et supposons d’abord & dans le pro-
longement de wz’ ( fig. 15), alors on a

7= MM = 2R cos ;’

ct M doit parcourir successivement les demi-circonférences ab ., ab’-\..
D’ailleurs

1Og["2_”'<;7’“_50_)2] = log2R + log cosg + log (1 — u?).

Donc G, () donne :

el a 1 du
jf[longi-i—logcos;+log(1—zﬁ)J\/l_[u?Rf(a)doc:.o.

(1) Et qui a une signification physique : « étant un potentiel des vitesses, elle
exprimerait que le flux total a travers la circonférence est nul. =
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Il y a trois termes; le premier et le troisiéme nous donnent I’équa-
tion ().

[L’on a d’ailleurs, en faisant

f log (1 — Lﬁ)\/][a_,_lfu2 = 2f log (cos¢) dp == 2glogé (EuLer),

et

—+1

Il =2([1=27:log§’-

0

mais cette valeur numérique est sans importance. |
Le second terme, au contraire, donne du nouveau, savoir :

fo f(oc)logcos%doc-{—-/oﬂf(zn—a)lbgcosgdoczo

ou

j:n[f(a) + f(2n — a)| log cos%du =~ o.

Supposons maintenant que le point 4 ait une position quelconque 4,
caractérisée par I'angle % (fig. 99), la condition devient, quel que
soit & entre o et 27,

fob[f(oz’%— h)+ f(2n — &'+ h)|log cos%/doc’: 0.

En un mot, la condition mobile C, se réduit a ceci : l'intégrale

() s=[ 1f@+y)+f(am —a+y)|logeos T dz

doit étr® nulle quel que soit y entre o et 2.
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4. Je vais montrer, par I'intuition géométrique, que ceci est pos-
sible.

Soit, d’'une maniére plus générale,

b
2 :/{; o(z,y) dx.

L’on veut que z soit nul quel que soit y.
Soit ®(x, y) une fonction telle que

. 0%
Y=

On s’imposera en plus que la surface
C=2(z,y),

contienne deux droites paralleles & Oy de méme cote, d’ailleurs
quelconque, dans les plans

z sera bien nul, quel que soit y.

Il faut, bien entendu, que ® renferme y, c’est-a-dire que la surface
ne soit pas un cylindre. ® renferme un trés grand arbitraire, donc ¢
aussi, et il reste & résoudre 1'équation fonctionnelle:

e(z, )
x
logcos;

Flety)ed@r=o-ty)=

f contient une part d’arbitraire comme ¢ et I'on imposera, en plus, & f
la condition :

IQﬂf(a)da = 0.

L’on voit, sur ce cas simple, que les conditions de M. Volterra et de
'auteur peuvent bien étre remplies en méme temps, et méme ici la
condition (C,) contient la condition (G, ). o
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B. Sur un cas particulier (suite). Etude de la dérivée conor-
male. — Nous allons étudier la dérivée conormale dans le cas du
cylindre portant des données constantes sur unc méme génératrice.
Pour simplifier, prenons seulement un point particulier, le point
sur wx’. En ce point I'on a

Le point & peut étre regardé comme la limite vers laquelle tend un
point A.
Etudions la dérivée de I'intégrale

log r2—(z—23,) du

I T
ool // V= (s — 2 PR AN

pour un déplacement AA’.

L’on trouve, comme toujours, d’abord la méme intégrale avec,
sous le signe, la fonction dérivée, puis deux intégrales curvilignes.
Ces deux derniéres se détruisent lorsque la donnée est la méme sur
une méme génératrice; cela est facile & reconnaitre et je n'y insisterai
pas.

Il reste donc

-+ —Ii;f[ﬁda b8
omi ) 3 0x,

g5 _dodn_ durar dyir)
0xry  da 0z, 0z | Ou or du

L’on a

Pour évaluer <ﬁ> et <0r
- dx,

5 £_>¢% nous prendrons les limiles respec-
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da. ar>
[l

L’équation de la circonférence en a et r = AM s’obtient ainsi :

tives de

rcosw = x, + Rcosa,

rsinm = Rsine,

d’ou
r*=ux, + R*+ 22,Rcosa,
d’ou
ar\ xoRsina
(—)_; A__ r 4
b
<%> =— Rs—ma; = — Rsing;
b 2Rcos -
2
de méme
Jdo _ xy+ Rcosa
0z, )y~ x,Rsina
[ da “R([_i—co“)—lcta'
0z /A R¥sina  ~ R L
alors on a
d¢ i o T r?— (53 —3¢)% ,,
e e
\
T

_Rsingf(a>[ i

. 1
(1 — u?)? r2(1— u?)?

ey e 3 log r?—(z.,‘—— 50)2]$

(1 — u?)?

(l’on pose toujours =—— = u)
7

(g‘%)m 7S 2_115 ff <§%>Aqd“ ik

Ainsi
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e e ke I .
d’ou les 4 intégrales, a —— prés,

1, i//cot S (2)[logr +log (1 — u?)] da _""_;,
I;_,:U//)coszf(a) : adaw%)ga

2Rcos ~-
R ss

lszf/cosff(o:) - — do Ly
. . 2Rcos f Vi—w?

// f(oc) 901‘+10 (I—uQ)]dam.

Mais, « variant de" L'y + 1, les mtegrales en u, dans I, et I
n’ont pas de sens.

La présence des conditions (§) et (§) les élimine, fort heureuse-
ment.

49

Les conditions étaient donc blen nécessaires pour la convergence
de la dérivée conormale. Comme, d’ailleurs, I, est nul en vertu aussi
des conditions, il resterait & etudler la premlcre intégrale et & montrer
que-T'on a bien ; ;

= f(n).
Or
logr =1log2R + log CO.SEJ

S s “og (1 — u?) du MR R
-‘% Eo=n 71" —“Z— s==li0) Laau Og;.
S - V1—u

On devrait avoir

log2R

Fm= P8R [1f (@)~ f (am — )] cor? d
()

IOO‘ —

/ L/ (d)—f(z'rr—a)]cot logcos do.

9
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6. Concruston. — En général, I'on peut dire que les deux con-
ditions, celle de M. Volterra, celle de ’auteur, peuvent ou non étre
compatibles.

Peut-étre, méme, la convergence de la dérivée conormale & la fron-
tiere conduit-elle & une nouvelle condition mobile qui serait ( J¢) pour
le point particulier choisi et, pour embrasser tous les points fronticre,
plus complexe encore.

Le Probléme extérieur appellerait donc des recherches excessive-
ment difficiles. :

TROISIEME PARTIE.

EXTENSIONS DIVERSES.

CHAPITRE 1.

EXTENSION DU PROBLEME EXTERIEUR. — INTEGRATION DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE

Zu  Qu u  Ju
Bl T g rae = T e

1. Sil'on passe de I'équation & trois variables A (%) & I'équation
analogue a quatre variables B(u), la belle méthode de M. Volterra
pour le probléme intérieur s'étend immédiatement, sans aucune dif-
ficulté, comme I’a montré M. Orazio Tedone (*).

Mais, pour le probléme extérieur, il se présente une particularité
trés remarquable.

Posons

AP"(u)_—_ \ —02 i

v dxl =~ o
1

(1) Annali di Matematica, sévie 111, t. 1, 1898. Milan.
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Dans le Mémoire que nous venons de citer, M. Tedone montre que
la méthode de M. Volterra s’étend facilement aux équations
A" (u)=F (probléme extéricur).
Il wWest pas question des eéquations

A" (y) = I (probléme extérieur ).

Or nous avons exposé, dans la deuxiéme Partie, la méthode de M. Vol-
terra pour le probléme extérieur relatif a

A(u) ou A¥(u). '
Ayant essayé de généraliser banalement cetle méthode au cas
B(u) ou A%(u),

nous avons reconnu une impossibilité absolue.

Il est inutile de transcrire ici les caleuls : 'on ne peut aboutir.

M. Coulon m’a dit ’avoir reconnu de son coteé.

Par une voie trés sensiblement différente 'on arrive, au contraire,
aintégrer1équation (')

B(u) =F(x, y, z, t) (probléme extérieur).

Il faudra prendre des fonctions auxiliaires V autres que celles de
M. Volterra, les combiner d’'une maniére différente, enfin effectuer
deux dérivations au lieu d’une.

2. Afin de faciliter 'intuition des choses nous parlerons le langage
géométrique dans 'espace & quatre dimensions :

o, B, v, 0 seront les cosinus d’une normale extérieure ; nous écri-
rons

dr = dw.dy.dz.dL,
0.do = dz.dy.dz;

(') Jai annoncé ce résultat a I’Académie des Sciences le 15 décembre 19o2.
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enfin quand nous écrirons’ d/, par analogie avec le cas de I'espace
ordinaire, ce dl représentera un élément de variété a deux dimen-
stons (*). v :

Il est bien évident que la formule fondamentale (G) dans I'Intro-
duction s’étend immédiatement. :

Nous appellerons encore T le pldiz horizontal de A, t =1t,, et A le
conede A, r=1t—1,,

[r*=(z — xo>f+ (Y = ¥)+ (5= 5)*]

Nous affecterons de deux accents les éléments supérieurs a T, d'un
seul les éléments inférieurs.

Fig. 17.
7 A" :
& 2 1 >
sl iR ,
w? W . :
T T(t=to)
W ’ Wl
S’ S’
5 A AN
(0. Yo, %0)

Les fonctions auxiliaires, solutions de B(V) = o ¢t nulles sur A”
et A, seront :

o r~(t; b)

il as 7 —|—,(t'——-~lo)'.
et

Dans le plan T on a

(1) =

(1) Voir le calcul élégant de d=, d’une variété & p dimensions dans un espace
a n dimensions dans le Mémoire de M. Poincaré (Acta mathematica, t. XXII).
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e e
Enfin ’on a constamment

IV" = A L gl
(2) T8 i e

3. [nle’gmlioﬁ. % A'ppliq{\lonrsv AW ety Wia fAO‘rmullAe (G) et

ajoutons membre' a membre, il vient

L/“‘”V”Fd” +f Vdewf” (u gy _vjm

e ? + [ (uly ~ ViR ) do

= 2fT;_udxd)/dz.

) dw

C’est cette équation (1) qui, dér}vée deux fois en ¢,, dcznnera %—;; et,

par suite, ST R T N
: : m O g
; RS o L ;

et I'on appliquera alors Iafal mule clasmgué de Green, i
Les dérivations se font conformément aux formules demontrees
dans la deuxieme Partle L’on £ R S A T

(2) | ato[£,+f] f Fd*—f 1R dr,
: ‘()‘io [ f V2 g+ f - J 8 )

<%) : 1 du

: I du At sokiatass 1
= - dVd v de 15324

(certains termes se détruisent. D autres sont nuls car V” sannule
sur A” et V' s’annule sur A"). '

Nous appelons _encor¢ €’ la variété a deux dlmenslons, inter-
section de A” par S C 1 mtersectlon de A’pdr S enfln C l intersection

deSetT.
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L’on a encore

0] dV”
55[ 2 do -i—fu——de

g e ‘“’jﬁ"’ r?dw,%—fuc———os(r',:’r)dm
(4) s Megron B jer 6
_ £ u(t—- ty)cos(n,r) +recos(n,t) dl
B r? sin (N, ¢)

e cdl
—2fu-cos(n,t)—— -
/(; r ( 2 >sm(N,t)

(car cela résulte de

G ot o
TS B D T

dVI/ A t“‘—'to —— ,dvl.

o W

dvV' _  dV' _ (t—t)cos(n,r)+ rcos(n, t)

aNE TGN T r?

n étant la normale extérieure, N la conormale).
D’autre part, la dérivée par rapport & ¢, du deuxiéme membre

de (1) est 4
I dudxdydz—*—z/ ucot(N, ¢ dl.

De ;
- cos(n, t) = —cos(N, ),

il résulte que l'intégrale relative & C, que 'on vient d’écrire, est égale

a la derniére intégrale qui figure dans (4).
Il reste donc, aprés une premiére de'rivalion, .

f ch—f lFdr f‘“’“
, §

(1) 4+ ;ﬁdw — / u-———cos(r’;’r)dw —l—fu C——Os(_': ") de>
S’ l.s!/

av’ dl
+‘/G‘"+c'u—m- sin(N,2) — zfr ot ¢ d d_)/dz
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SUR UNE CLASSE D EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 73

Dérivons (1) comme nous avons dérivé (1);'on a

(60)

— [ iFdvdyds— 2V[;Fdxdyd{.

Puis, pour les quatre intégrales de surface, 'on a

‘ ot <—f*‘f)

(6) ?-fc

+2u
c

et il reste

1 du /‘1 du dl

7 a’N sm(N t) r dN sin(N, ¢) ;

cos (n, ) dl _f cos(n, r) dl
C"+C

72 sin (N, ¢) 7l sin (N, ¢)

9 udV" dl
+52; . dN sin(N, ¢)

et le second membre de (I)) donne

xdu
= r o

dxdydz = of- 2 cot(N, 1) dL.

Or, nous avons quelques groupements intéressants :

Ry A 0,, +F=Ayu,
1 du + dul.  du
(8) sin(N, £) [W“COS(N" ’)T)Z]ZZ‘E"

en appelant v la normale a G sit@é dans le plan T (car C posséde

une variété a deux'd
gauche dans ’espace
De méme nous avo

(9)

Or, ces combinaiso

imensitons de normales, tout comme une courbe

ordinaire).
ns
o
S a!
T cos(n,r) r
sin(N, ¢) (5 - dv

ns (7), (8), (y) se présentent naturellement et
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nous avons enfin
R E ‘ I ;
o EFdedyds — [ L9 -
AT Eo e g dN sin (N, ¢) ‘

y cos(n, r) dl DHAELY av’ dl ‘I ]
(11) ’Lw“ T SN T ot [fmc AN sin(N, ) |

N

—2/ Audxdydz—azf(ldu —u I>d[

Or, sur C, dl Qstl’élément de sut‘face dans l’espace ordinaire.
Donc, le second membre de (11'), d’aprés la formule de Green, est

— Bru(xy, ¥y Zar ly)-
L’intégration est effectuée.

4. La valeur de waupoint A (z,; ¥,, 3., t,) est.obtenue en fonc-

du H :
tion des valeurs de u et —— NS les deuJ; varleles 4 deux dimen-

sions C” et C’ sections de la surface S qui est donnée pa/ le cone A
relatif au point A.

Ainsi la valeur de l’mtegrale n’est pas du tout la méme fonction
des données dans le probléme extérieur pour A(u) et dans le pro-
bléme extérieur pour B(u). Il n’est pas surprenant, par conséquent,
que nous ayons di prendre une méthode d’i mtegratlon différente de
celle de M. Volterra.

. Remarque. — Parla méme voie que M. Volterra, I'on trouve ici la
meme condllwn que dans le cas de trois variables. k

Il existe encore d’autres conditions de possibilité du probleme,
comme je I’ai montré dans le cas de trois variables.

La conclusion est la méme : il est extrémement difficile de recon-
naitre si la solution obtenue est une véritable solution.
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SUR UNE CLASSE D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 73

CHAPITRE 1I.

INTEGRATION DE

Au *u 0%u Jdu Ju i
E ey oh U S e
(E) i PIE T b 5 Bt b = [

(PROBLEME INTERIEUR), PAR LA METHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES.

1. Etantréalisées quelques hypothéses, trés larges, relativement aux
données, nous savons que l'intégrale de

?u ?u 0%u
() AW =g+~ =@

existe et prend les valeurs données (ainsi que sa dérivée conormale) a
la frontiere.

Nous pouvons essayer, par suite, de passer de lequatlon (1 )
I'équation (E) par cette méthode d’approximations successives, qui a
donné des résultats si importants a M. Picard (') pour I’¢quation
linéaire du deuxiéme ordre & deux variables.

Le principe est le suivant :

Ecrivons (E) sous la forme

(E) A=)+ f(z,y,2)

(a, b, ¢, h, f sont fonctions de x, y, z finies).
On forme d’abord 'intégrale «, de

<E0> A(“O) :f('xhy? z),

duy 3 '
u, et —< prenant Jes valeurs données sur la surface des données S.

Connaissant «,, on forme 'intégrale «, de
<Ei) A(u1):@(u0),

du,
u, et —

dN étant nuls sur S.

(1) Voir Préface.
A, 1o
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Puis on intégre

(E,) A(uy) =0(u,),
du Ly %
an ©
Les équations (E, ), (E,), ... sont toutes du type (1) et 'on a pour
Vintégrale cherchée

étant nuls sur S, et ainsi de suite.

U= Uy+ U+ Uy~+...,
a condition que

du du, Jdu,, du,
pH ’ dy’ a0z

soient COIZ(«’CI‘é’C’IZZCS.

2. Etudions donc les séries considérées. Puisque f(x,y, z) reste
Jini dans la région considérée de 'espace (enveloppe des cones A tou-
chant le bord de S), u,(w,y, z) et ses dérivées premiéres restent
Jinis. On peut donc connaitre, en fonction des données, un nombre
M > o tel que, dans tout le champ, on ait

@[ = a5 + 052

o W

Appelons Z la cote du point le plus élevé de 'aire de S découpdie
par un céone quelconque A ayant pour sommet un point (@, y, z) du
champ d’intégrabilité déterminé par la forme et I'étendue de S.

On a (I** Partie, Chapitre I, n° 1)

Tz )%
[u e, 3, 5) | < MZ=ES

|, (2, )y, 3>E<M<Z—3>
(I'accent désigne 'une quelconque des trois dérivées partielles).

D’ou
3),

K étant supérieur au plus grand des modules des fonctions a, b, ¢, £,
dans le champ.

b

|®(u,)| < KM(Z — z)<Z_

.
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Or, dans ce champ total, nous pouvons fixer encore un nombre H
tel que

L 3> ol

ce qui donne

10 (u,)| < HM(Z — z).

Voici l'essentiel obtenu : le facteur (Z — z) que I'on fera passer sous
le signe de quadrature. Avec cela nous obtenons le mode de conver-
gence de /”; sans cela, nous avons le mode de convergence de la pro-
gression géométrique.

3. Reportons-nous, en effet, aux valeurs de

du Jdu, du
uz(xo,.yo,zo)’ d_xZ’ E’ Z)?:

On a (I Partie, Chapitre I, n° 4 et 5), par 'emploi du plan majo-
rant BC de cote Z, "

0
ABC)

|27 (@, o )| <HM| [ [ [(Z = ) T2 dn
5 (

<HMz'r»/:(Z - z)dzfoz—:nﬁ%—%—ﬁ

Z
<HMQTCI (Z —z)(z — 3,)dz

(Z— 5,)*

<HM27E 5 b

enfin

i 3 (Z —z)°
Iu2<xoy,yoa “0)[<IIM 31 :
Pour les dérivées premiéres «,, il se présente une intégrale

YA
o f@o yo 2Yds,

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 43/2 -4



6 R. D ADHEMAR.
qui donne

z ~ 2
HMf (Z—5)ds = HME=>),

7—&0
|4 (%r Yoy z,)| < HMEZ—2Y,

en sorte que nous pouvons former une limite supérieure de

@ ()],
e e T e
Et alors le méme mécanisme donne
| 23 (®0s ¥or 50) | < I—Pwﬂzzﬁi,

B J: 9 Z——ZO 3
|t (@0, Yoy 50) | < HEMEZ 2L,
d’ou

7 — z,)?
0w, y, ]| < HOMEZ 2,

Ainsi les séries 2 7 E u,, convergent comme
PLEAEN :
on peut donc écrire

ad d
A(u‘—l—uz—l—...):aﬂ(uo—f—u,—}-...)+b@(u0+u,|—l—...)

c%(”o"“ uy+.o) + h(uy+u, +. .0,

et comme
[&(LLO) — f,

on a bien

A(u,+ v+ u, + )—a—(Zu”>+b <2un>
+cé<21¢n>+h2un+f(x, Py Bl
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SUR UNE CLASSE D EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. %)
4. Coxcrusion. — Comme Z peut étre aussi grand que I'on veut,
on peut donc intégrer I'équation (E) dans le méme champ ot 'on
peut intégrer I'équation (1).
L’on peut intégrer de méme, pour le probléme intérieur
P
du Jdu
AP =2a e — u Z, 1
ot 193+ f (2,0,
1
ainsi que je 'ai dit dans la Préface de ce Mémoire, ou jai résumé les
résultats obtenus sans dissimuler ceux qui restent & obtenir.

Vu et approuvé :
Paris, le 24 décembre 1903,

Lt Dovexy pE LA FAcCULTE DES SCIENCES,

Paivr APPELL.

Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 24 décembre 1903,
Lt Vice-Rectevr pE L’AcADEMIE DE PARis,

L. LTARD.

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 43/2 -4



SECONDE THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Etude des fonctions algébriques d’une variable et des intégrales
abéliennes d'aprés Weierstrass.

Vi et approuyé :
Paris, le 24 décembre 1903,
Le Dovex DE LA FACULTE DES SCIENGES
Pavr. APPELL.
Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 24 décembre 1903,

Le Vice-Recrevr pE L’AcapiMie pE Paris,

L. LIARD.

34584 Paris. — Imprimerie GauTmier-ViLLARs, quai des Grands-Augustins, 55.
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