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INTRODUCTION. 

En 1811, Poisson inaugura la théorie des phénomènes élec
triques; depuis ce temps, l'étude des lois auxquelles obéissent 
l'Électricité et le Magnétisme a suscité les efforts d'une foule de 
grands physiciens et de grands analystes. Leurs innombrables 
travaux se sont succédé sans relâche pendant toute la durée du 
siècle et dans tous les pays; leurs découvertes forment aujourd'hui 
l'un des plus vastes ensembles scientifiques qui soit au monde. 

Le moment semble venu de coordonner les résultats de tant 
d'efforts; de réunir en un faisceau unique ces recherches conçues 
d'après les idées les plus diverses, écrites dans toutes les langues, 
dispersées dans toutes les revues. Il semble que, si l'on parvenait 
à réaliser cette vaste synthèse, on se trouverait en présence du 
plus beau système de Philosophie naturelle qui ait jamais été en
gendré par l'esprit humain. 

Dans le présent Ouvrage, nous avons cherché, dans la limite de 
nos forces, à tracer une première ébauche de cette synthèse. 
Notre œuvre présentera certainement bien des imperfections; mais 
peut-être, malgré ses défauts, préparera-t-elle d'autres œuvres 
plus achevées; s'il en est ainsi, nous n'aurons pas perdu notre 
peine. 

Ce que nous nous sommes proposé d'écrire, c'est un exposé 
aussi un, aussi logique que possible des théories sur l'Electricité 
et le Magnétisme, et non pas une compilation de ces théories. On 
ne trouvera pas ici tout ce qui a été dit sur les phénomènes élec
triques et magnétiques ; nous désirons seulement qu'on y trouve 
les idées vraiment nettes et fécondes qui ont été émises à leur su-



jet. Le minerai qui contient la Science renferme toujours de la 
gangue; nous avons rejeté beaucoup de cette gangue : le titre de 
ce que nous avons gardé n'en sera que plus riche. 

Après avoir, pendant dix ans, médité les diverses parties de la 
Science électrique, nous nous sommes convaincu que tout ce qu'il 
y a de clair et de fécond dans cette Science pouvait se grouper, 
avec beaucoup d'ordre et d'unité, autour de quelques principes 
empruntés à la Mécanique et à la Thermodynamique, et c'est ce 
groupement que nous avons essayé d'exposer. 

Avant de montrer comment la Mécanique et la Thermodyna
mique permettent de débrouiller, de trier, de classer les théories 
relatives à l'Electricité et au Magnétisme, faut-il reprendre et dis
cuter les principes de ces sciences? Logiquement, oui; car l'ex
posé que l'on donne ordinairement de ces principes suffit bien à 
l'examen de quelques-uns des problèmes les plus simples de la 
Physique; mais on le trouve, au contraire, constamment défec
tueux et contradictoire lorsqu'on veut l'appliquer aux questions 
plus complexes que soulève l'étude de l'Electricité et du Magné
tisme. 

Cependant, cette revision logiquement nécessaire des principes 
de la Mécanique et de la Thermodynamique, nous ne l'avons pas 
faite ici. La raison en est simple : pour prévoir tous les cas, si 
compliqués, qu'offriront les théories électriques, il est nécessaire 
de surcharger les démonstrations de la Mécanique et de la Ther
modynamique d'une foule de restrictions, de conditions, d'hypo
thèses, qui en font l'une des parties les plus épineuses de la 
Science. Présenter d'abord ces théories d'une manière abstraite, 
en les séparant des applications qui exigent et, partant, justifient 
ce luxe de précautions, ce serait les rendre difficiles à comprendre 
peut-être, rebutantes à coup sûr. 

Nous avons donc cru qu'il était bon de renverser l'ordre logique : 
dans le présent Livre, nous nous proposons de faire fonctionner, 
sous les yeux du lecteur, l'instrument thermodynamique; de lui 
faire exécuter l'ouvrage pour lequel il a été nécessaire de tant 
compliquer ses rouages. Nous nous bornerons à donner, de temps 
en temps, sur son mécanisme quelques sommaires indications. 
Plus tard, si nos forces ne nous trahissent pas, nous démonte
rons cet instrument pièce à pièce, nous en expliquerons tous les 



organes et nous montrerons les autres applications qu'on en peut 
faire. 

Ce premier Volume est consacré à l'étude des lois qui prési
dent à l'équilibre de l'Electricité et à son mouvement permanent 
sur les corps conducteurs. Après avoir donné un tableau de la 
théorie classique de l'équilibre électrique et des méthodes mathé
matiques qui servent à résoudre le problème de l'Electrostatique, 
nous étudions, clans les trois derniers Livres, les applications de 
la Thermodynamique aux conducteurs métalliques homogènes ou 
hétérogènes et aux conducteurs électrolytiques. 

Nous sommes très bref sur les électrolytes, non pas que les 
méthodes employées pour les conducteurs métalliques ne per
mettent d'en pousser très loin l'étude; mais cette étude ne peut 
être faite sans un examen approfondi des propriétés des dissolu
tions salines, et la longueur de cet examen excéderait les bornes 
de notre Ouvrage. 

Au contraire, nous traiterons très complètement les propriétés 
des conducteurs métalliques; l'exposé que nous en donnons est, 
croyons-nous, le plus étendu et le plus approfondi qui ait été 
donné jusqu'ici. 

Le second Volume sera consacré aux propriétés des aimants et 
des corps diélectriques ; les méthodes indiquées dans notre Théorie 
nouvelle de l 'aimantation par influence, fondée sur la Ther
modynamique, nous ont permis de ramener à l'unité le vaste 
ensemble de recherches auxquelles ces corps ont donné lieu, 
de les rectifier sur plusieurs points, de les compléter sur beau
coup. 

Dans un troisième Volume, nous étudierons les phénomènes 
que produisent les courants linéaires, les lois de l'induction entre 
tels courants, leurs actions électrodynamiques, l'induction que les 
aimants engendrent dans les fils métalliques, l'aimantation par les 
courants, les actions qui s'exercent entre les aimants et les cou
rants. La méthode nouvelle suivie dans cette partie de notre Ou
vrage nous permettra d'étudier les propriétés de courants linéaires 
quelconques et non pas seulement des courants uniformes, aux
quelles on se borne en général. 

La méthode suivie dans ce troisième Volume sera étendue ulté
rieurement à l'étude de la propagation de l'électricité dans les 



milieux d'étendue finie en toute dimension, qu'ils soient conduc
teurs, magnétiques ou diélectriques. 

Nous avons laissé de côté, en général, l'étude des méthodes 
destinées à mesurer les diverses grandeurs électriques; les Traités 
classiques renferment, sur ces méthodes, des renseignements suf
fisants. De même, nous nous sommes borné à indiquer sommaire
ment les expériences qui servent à vérifier les lois que nous étu
dions; la description détaillée des instruments et des précautions 
exigés par leur emploi se trouve dans d'autres livres. Notre but, 
d'ailleurs, n'est pas d'écrire un Manuel propre à servir de guide à 
l'expérimentateur et au praticien, mais de marquer nettement le 
lien théorique qui unit entre elles les diverses parties de la Science 
électrique. La vue claire de ce lien provoquera la découverte de 
nouveaux phénomènes, de nouvelles lois, qui, à leur tour, servi
ront à le fortifier et à l'étendre. 

L i l l e , 1er j u i l l e t 1 8 9 1 . 



L E Ç O N S 
S U R 

L'ÉLECTRICITÉ 
ET LE 

MAGNÉTISME. 

TOME I. 

LIVRE I. 

LES FORCES ÉLECTROSTATIQUES ET LA FONCTION 
POTENTIELLE. 

CHAPITRE PREMIER. 
PREMIÈRES DÉFINITIONS. — LES LOIS DE COULOMB. 

§ 1. — Premières définitions. 

Symmer et Franklin ont apporté le premier contingent à l'en
semble des hypothèses qui représentent les propriétés des corps 
électrisés. Ces hypothèses étaient, dans leur origine, intimement 
liées à des suppositions sur la nature de l'électricité; mais il est 
aisé aujourd'hui de briser ce lien, de laisser de côté ces supposi
tions sur la nature de l'électricité, suppositions si étrangères au 
véritable objet de la Physique, que cette science n'a même pas le 
droit d'en montrer la vanité; de ne laisser, enfin, aux hypothèses 
fondamentales que le caractère de définitions de paramètres ana
lytiques qui est essentiellement le leur. 

D. — I. 1 



Un système électrisé se composera, pour nous, d'un certain 
nombre de corps soit homogènes, soit doués d'une constitution 
que définissent certains paramètres et certaines grandeurs géomé
triques variables d'un point à l'autre d'une manière continue. Ces 
corps sont séparés les uns des autres et du milieu non électrisable 
qui les entoure par des surfaces de discontinuité. 

A chaque point M(x,y, z) intérieur à l'un de ces corps corres
pondra une quantité p, fonction de x , y , z, ayant en tout point M 
des valeurs positives ou négatives, mais finies et que l'on nommera 
la densité électrique solide au point M. Si, autour du point M, on 
trace un élément de volume dv = dx dy dz, la quantité dq — p dv 
sera la quantité d'électricité, la charge électrique, ou la masse 
électrique que renferme cet élément. 

A chaque point P situé sur l'une des surfaces de discontinuité 
que renferme le système correspondra une quantité a-, fonction 
des deux paramètres u et v qui déterminent la position d'un point 
sur cette surface. Cette fonction aura, en tout point P, des valeurs 
positives ou négatives, mais finies; elle sera nommée la densité 
électrique superficielle au point P. Si, autour du point P, sur 
la surface considérée, on trace un élément superficiel dS, la quan
tité dq = ud$ sera'la quantité d'électricité, la charge électrique, 
ou la masse électrique que renferme cet élément de surface. 

L'intégrale 

étendue au volume entier de l'un des corps qui forment le système, 
représente la quantité totale d'électricité répandue à l'intérieur de 
ce corps. 

L'intégrale 

étendue à tous les éléments de l'une des surfaces de discontinuité 
du système, représente la quantité totale d'électricité répandue sur 
cette surface. 

Si l'on forme pour tous les corps du système les intégrales ana
logues à celle que nous venons de considérer en premier lieu, pour 
toutes les surfaces de discontinuité du système les intégrales ana-



logues à celle que nous venons de considérer en second lieu, et si 
l'on ajoute entre elles toutes les intégrales ainsi obtenues, la somme 
représentera la quantité totale d'électricité que renferme le système. 

Nous admettrons que cette quantité demeure invariable dans 
une modification quelconque du système. 

Cette hypothèse a été introduite en Physique par Franklin, lors
qu'il a admis que tout phénomène électrique pouvait être repré
senté par la formation de quantités égales de fluide positif et de 
fluide négatif aux dépens du fluide neutre. Depuis l'époque de 
Franklin, les physiciens n'ont cessé de l'admettre, explicitement 
ou implicitement, et d'en faire un fréquent usage dans leurs théo
ries. C'est ainsi que, dans un Mémoire d'Ohm, paru en 1827, 
Mémoire dont nous aurons bientôt à signaler l'importance, nous 
trouvons ce principe très explicitement énoncé (1). «C'est une 
condition, dit Ohm, au cours de l'un de ses raisonnements, qui 
résulte de ce principe fondamental, que les deux électricités se dé
veloppent toujours dans le même temps en quantités égales. » De 
nos jours, on a donné à cette hypothèse le titre de Principe de 
l'a conservation de l'électricité (2). 

§ 2. — Lois de Dufay et de Coulomb. 

Ces définitions une fois posées, nous admettrons, sur la foi des 
expériences bien connues de Dufay, de Cavendish et de Coulomb, 
que si l'on met en présence l'une de l'autre, à une distance sen
sible, deux masses matérielles m et m' infiniment petites, portant 
de l'électricité répandue à leur intérieur ou distribuée à leur sur
face, chacune de ces deux masses est soumise à une force vérifiant 
les lois suivantes : 

1° L'action F' que la masse m exerce sur la masse m' est dirigée 

(1) G.-S. OHM, Théorie mathématique des courants électriques, traduite par 
J.-M. GAUGAIN, p, 109. 

( 2 ) G. LIPPMANN, Principe de la conservation de l'électricité ou second prin
cipe de la théorie des phénomènes électriques (Journal de Physique pure et 
appliquée, 2° série, t. X, p. 381; 1881). 



suivant la droite qui joint un point M de la masse m (fig. 1) à un 
point M' de la masse m'. 

2° Si l'on désigne par q la charge électrique totale portée par 
la masse m, par q' la charge électrique totale portée par la masse 

F i g . 1. 

m', par r la distance MM', par e un certain coefficient positif et 
absolument constant; si, de plus, on suppose la force F' comptée 
positivement quand elle est répulsive, c'est-à-dire dirigée de M 
vers M', et négativement quand elle est attractive, c'est-à-dire di
rigée de M' vers M, la force F' est représentée en grandeur et en 
signe par la formule 

3° La force F que la masse m' exerce sur la masse m est égale 
et directement opposée à la force F' que la masse m exerce sur la 
masse m'. 

On voit, par la formule qui précède, que, le coefficient e étant 
positif, le force F' a le même signe que le produit qq' ; en d'autres 
termes, que deux masses matérielles électrisées s'attirent ou se re
poussent selon qu'elles sont chargées d'électricités de signes dif
férents ou de la même électricité. 

La valeur du coefficient £ étant absolument constante, on peut, 
si l'on veut, donner à ce coefficient la valeur 1 et, par conséquent, 
la faire disparaître des formules, à la seule condition de choisir 
d'une manière appropriée l'unité de charge électrique laissée, jus
qu'ici, arbitraire. Si l'on définit la quantité d'électricité qui doit 
servir d'unité par cette condition que deux masses matérielles infi
niment petites, chargées chacune de cette quantité d'électricité et 
placées à l'unité de distance l'une de l'autre, exercent l'une sur 
l'autre une action répulsive égale à l'unité de force; si l'on sup
pose, en outre, les charges q et q1 rapportées à cette unité, la for
mule précédente pourra s'écrire 



La simplification qui résulte de cette suppression du coefficient e 
est assez faible pour ne présenter, en théorie, que peu d'intérêt. 
Au contraire, lorsque nous traiterons des relations entre les diffé
rents systèmes d'unités électriques, il nous sera commode de con
sidérer les formules dans lesquelles l'unité de quantité d'électricité 
a été laissée arbitraire et dans lesquelles, par conséquent, e a été 
conservé. Nous laisserons donc cette quantité figurer dans nos for
mules. 

L'expérience n'a établi l'exactitude des lois de Coulomb que 
pour des masses électrisées dont la distance est supérieure à une 
certaine limite. Les forces qui s'exercent entre des masses élec
trisées situées à des distances insensibles les unes des autres sont-
elles encore données par ces lois? C'est une question que nous 
examinerons plus loin('). Pour le moment, nous allons étudier 
les forces qui s'exercent entre des corps électrisés, dans l'hypo
thèse où ces forces sont exactement et en toute condition données 
par les lois de Coulomb. Les résultats obtenus ainsi nous serviront 
pour la discussion ultérieure des lois de Coulomb (2). 

(1) Voir Livre IV, Chapitre II. 
(2) Les travaux de Coulomb sur l'Électricité et le Magnétisme ont été publiés, 

de 1785 à 1789, dans les Mémoires de l'Académie Royale des Sciences de Paris. 
Ceux qui se rapportent à la démonstration des lois dites de Coulomb sont les sui
vants : 

Premier Mémoire sur l'Électricité et le Magnétisme, par M. COULOMB. Con
struction et usage d'une balance électrique fondée sur la propriété qu'ont les 
fils de métal d'avoir une force de réaction de torsion proportionnelle à l'angle 
de torsion (Mémoires de l'Académie pour 1785, p. 569-577). 

Second Mémoire sur l'Électricité et le Magnétisme, où l'on détermine sui
vant quelles loix le fluide magnétique, ainsi que le fluide électrique, agissent 
soit par répulsion, soit par attraction, par M. COULOMB (Mémoires de l'Aca
démie pour 1785, p. 578-611). 

Les Mémoires de Coulomb forment le Tome I des Mémoires de Physique 
réimprimés par la Société française de Physique. 



CHAPITRE II. 
DÉFINITION DE LA FONCTION POTENTIELLE. — PROPRIÉTÉS DE CETTE 

FONCTION EN UN POINT SITUÉ HORS DES CHARGES AGISSANTES. 

La loi de Coulomb présente, avec la loi de l'attraction uni
verselle, une étroite analogie. Aussi a-t-on pu étendre à l'étude de 
l'électricité les méthodes analytiques que les astronomes avaient 
créées pour résoudre les problèmes de la Mécanique céleste. Ces 
méthodes, transportées en un champ nouveau, y ont montré une 
fécondité extraordinaire, qui s'est manifestée à la fois par de magni
fiques théories mathématiques et par des conséquences physiques 
d'une grande importance. 

C'est aux propriétés d'une fonction dont le nom au moins a pé
nétré partout, la fonction potentielle, que se rattachent les consé
quences dont il s'agit. Nous allons voir comment les lois de Coulomb 
nous conduisent à la définition de la fonction potentielle. 

Supposons tout d'abord, pour simplifier notre exposé, que l'on 
remplace par des points les éléments, solides ou superficiels des 
corps électrisés et que l'on concentre en chacun de ces points la 
charge électrique totale répartie sur l'élément auquel il correspond. 

Soit M un point de coordonnées x, y, z, renfermant une quan-

Fig. 2. 

tité égale à l'unité d'électricité positive. Soient A, A', A", . . ., 
d'autres points en nombre quelconque (fig. 2,). Le point A ren-



ferme une quantité q d'électricité, le point A' en renferme une 
quantité q', le point A'' une quantité q'', . . . . Les coordonnées du 
point A sont a , b, c; celles du point A' sont a', b', c ' ; celles du 
point A" sont a", b", c"; .... 

Le point A exerce au point M une action F, dirigée de A vers M, 
qui a pour valeur 

r désignant la distance AM. 
Le point A' exerce de même au point M une action F', dirigée 

de A' vers M, qui a pour valeur 

r' désignant la distance A 'M; . . . . 
Soit R l'action résultante exercée au point M par les points A, 

A', A'', . . . ; soient X, Y, Z, les composantes de cette action suivant 
les trois axes de coordonnées. Soient £, r„ Ç les composantes de la 
force F; y, Ç' les composantes de la force F'; vj", Ç" les 
composantes de la force F"; . . . . 

Nous aurons 
X = Ç +£'+Ç" H-...-
Y = N +N'-+-N" -...-
Z = Ç + £ ' - + - Ç " H - . . . -

Désignons par a, §, y les angles que la direction AM fait avec les 
trois axes de coordonnées. Nous aurons 

£ = Fcosa, 7) = Fcos(3, Ç = FCOSY. 

Mais, d'autre part, 

ou bien 

d'après l'égalité 

r2 = (x — a)2+ (y — b)2 + (z — c)2. 



Nous avons donc 

ce qui peut encore s'écrire 

Nous avons de même 

De ces formules, nous déduisons les suivantes 

ou bien, en posant 

(1 



et, en remarquant que q, q', q", . . . sont des quantités indépen
dantes de x, y, z, 

(2 ) 

La quantité V, dont les dérivées partielles font ainsi connaître les 
composantes de l'action R exercée au point M, chargé d'une unité 
d'électricité, par les charges q, q', q", . . ., placées aux points A, 
A', A", . . ., a reçu le nom de fonction potentielle au point M 
des charges réparties aux points A, A', A", . . . . 

On peut, au moyen de la fonction potentielle, connaître la com
posante de la force R suivant une direction quelconque. 

Soient a, b, c les angles que cette direction fait avec les trois 
axes de coordonnées et T la composante de la force R suivant cette 
direction. Si nous désignons par l, m, n les angles que la direction 
de la force R fait avec les axes de coordonnées et par 6 l'angle que 
la direction de la force R fait avec la direction donnée, nous aurons 

COS 8 = COS A COS l + COS b COS m + COS C COS N. 
et 

T = R COS 8 = R COS L COS A + R COS M COS b + R cos n COS C. 

Mais 
X = R COS L, Y = R COS M, Z = R COS N. 

Nous aurons donc 
T = X COS A + COS b + Z coS C. 

Menons par le point M une parallèle à la direction considérée. Dé
signons par s la distance du point M à une origine fixe prise sur 
cette droite, cette distance étant comptée positivement si, pour aller 
de cette origine au point M, on marche dans la direction considérée. 
Soit M' un autre point, pris sur la même droite, à une distance 
(s + ds) de l'origine. La fonction potentielle a, en ce point M', une 

valeur V que nous représenterons par ^V + ^ ds^j. La quantité 

dY 
-jjj ainsi définie est ce que nous nommerons la dérivée de la fonc
tion potentielle suivant la direction s. 



Les coordonnées du point M' auront pour valeurs 

, en sorte que nous aurons 

Mais, d'autre part, 

en sorte que, si, dans l'expression de T, nous remplaçons X, Y, Z 
par leurs valeurs (2), nous aurons 

ou bien 

(3) 

Nous avons supposé, dans ce qui précède, que chacun des élé
ments de volume ou de surface que renferme le système était rem
placé par un point de cet élément, et que la charge portée par cet 
élément était concentrée en ce point. Cette opération est toujours per
mise, pourvu que les éléments auxquels appartiennent les points A, 
A', A", . . . soient tous à distance finie du point M; ou, en d'autres 
termes, que l'on puisse tracer autour du point M une surface fer
mée dont tous les points soient à une distance finie de M et qui ne 
renferme pas d'autre électricité que la charge égale de l'unité qui 
se trouve au point M. Si ces conditions sont remplies, nous dirons 
abréviativement que le point M est extérieur aux charges agis
santes. 

Dans ces conditions, il est aisé de voir que l'expression de la 
fonction potentielle au point M peut s'obtenir de la manière sui
vante : 

Pour chacun des volumes électrisés que renferme le système, 
formons l'intégrale triple 

0 étant la densité électrique solide en un point de l'élément da db de, 
et r la distance de ce point au point M (x, y, z). 



Pour chacune des surfaces électrisées que renferme le système, 
formons l'intégrale double 

cr étant la densité superficielle en un point de l'élément dS, et r la 
distance de ce point au point M(x, y, z). 

Ajoutons ensemble toutes les intégrales ainsi obtenues, et nous 
aurons la valeur de la fonction potentielle au point M 

(4) 

La fonction V ainsi définie est une fonction des coordonnées x, 
y, z du point M. 

Le point M demeurant à distance finie de tous les points é lec
trises, r est toujours différent de o. L'élément soumis à l'intégration 
est toujours fini; il varie d'une manière uniforme et continue avec 
les coordonnées x, y, z du point M. La quantité V est donc une 
fonction uniforme, finie et continue des coordonnées x, y, z du 
point M. 

Lorsque l'une des trois variables x, y, z croît au delà de toute 
limite, toutes les quantités r croissent au delà de toute limite ; tous 
les éléments sous le signe d'intégration tendent vers o, et i l en est 
de même de la fonction V. Mais les produits xV, yV, zV gardent 
en général, dans ce cas, des valeurs finies. 

On a évidemment, en vertu de l'égalité (4), 

(5) 

De cette formule, on déduit aisément la conclusion suivante : 
Lorsque le point M reste extérieur aux masses agissantes, les 

dérivées partielles d'ordre quelconque de la fonction potentielle au 
point M par rapport aux coordonnées de ce point existent et sont 
des fonctions uniformes, finies et continues des coordonnées de ce 
point. Toutes ces dérivées tendent vers o lorsque le point M s'é
loigne indéfiniment. Le produit d'une dérivée quelconque d'ordre p 



par une fonction homogène et du degré p des variables x, y, z 
tend également vers o dans ce cas, tandis que le produit de la même 
dérivée par une fonction homogène et de degré (p + 1) des mêmes 
variables demeure, en général, fini. 

La relation 

(6) R2= (X — a)2 + (y — b)2 + (z — c)2 

donne 

et, par conséquent, 

L'égalité (5), qui est applicable toutes les fois que le point M est 
extérieur aux masses agissantes, donne alors 

On a de même 

Si l'on ajoute membre à membre les trois égalités ainsi obtenues 
en tenant compte de l'égalité (6), on arrive à la proposition sui
vante, dont nous verrons à chaque instant l'importance : 

En tout point M, extérieur à l'espace qui renferme l'agent, 
on a l'égalité 

(7) 



L'expression 

se présente si fréquemment dans les calculs qu'il est utile de la 
représenter par un symbole ; on adopte, en général, aujourd'hui, 
dans les Traités français et allemands, le symbole AV. L'équation 
précédente devient alors 

(7 bis) AV= o. 

Nous venons d'esquisser brièvement les principales propriétés 
de la fonction potentielle en un point extérieur à l'espace qui ren
ferme l'agent. Ces propriétés ont une telle importance qu'il serait 
impardonnable d'ignorer l'histoire de leur découverte (1). 

Lagrange, le premier, dans ses Remarques générales sur le 
mouvement de plusieurs corps qui s'attirent mutuellement en 
raison inverse des carrés des distances (2), a signalé la pro
priété fondamentale de la fonction potentielle : 

« Soient, dit-il, M, M', M'', . . . les masses des corps qui com
posent le système donné ; x, y, z les coordonnées rectangulaires 
de l'orbite du corps M dans l'espace ; x', y', z' celles de l'orbite 
du corps M', etc. ; qu'on fasse, pour abréger, 

et qu'on dénote, à l'ordinaire, par ^> • • • les coefficients de dx, . .., 

dans la différentielle de la quantité Q regardée comme fonction des 
variables x, y, z, x', . . . ; on aura 

(1) Voir MAX BACHARACH, Abriss der Geschichte der Potentialtheorie (Dis
sertation inaugurale). Würzbourg; 1883. 

(2) Lues à l'Académie de Berlin le 20 octobre 1777 (Nouveaux Mémoires de 
l'Académie de Berlin, année 1777, publiés en 1779, pp. 155-174). 



pour les forces avec lesquelles le corps M est attiré par les autres 
corps M', M" , . . . , suivant les directions des coordonnées x, y, z,.... 
Cette manière de représenter les forces est, comme on le voit, 
extrêmement commode par sa simplicité et sa généralité. » 

Lagrange ajoute en terminant (p. 171) : « On prouverait par les 
mêmes principes que ces théorèmes seraient également vrais si les 
corps agissaient les uns sur les autres par une force d'attraction 
mutuelle proportionnelle à une fonction quelconque de la dis
tance. » 

La remarque de Lagrange paraît n'avoir pas été aperçue de ses 
contemporains et Laplace a dû, par ses propres efforts, retrouver 
la fonction potentielle ; car le premier qui en fasse usage, après 
Lagrange, est Legendre (1), et il désigne la propriété fondamentale 
de cette fonction comme « un théorème que M. Laplace a bien 
voulu me communiquer ». 

Laplace a employé, pour la première fois, la fonction potentielle 
en 1784, dans sa Théorie du mouvement et de la figure ellip
tique des planètes. Il en a fait ensuite un fréquent usage dans la 
Mécanique céleste et, par là, a contribué, plus que tout autre, à 
révéler l'importance de cette fonction. 

Dans le Mémoire (2) où Poisson a fondé l'Électrostatique théo
rique, la fonction potentielle a, pour la première fois, été employée 
dans les recherches de Physique ; le rôle qu'elle y joue n'a cessé 
de grandir depuis cette époque. 

Le nom de fonction potentielle lui fut donné par Green (3) en 
1828. Gauss (4) lui donna en 1840 le nom de potentiel; ce nom 
prête à certaines confusions; aussi Clausius (5) a-t-il proposé de 

(1) LEGENDRE, Recherches sur l'attraction des sphéroïdes homogènes (Mé
moires des Savants étrangers, pp. 411-434. Paris; 1785). 

(2) POISSON, Mémoire sur la distribution de l'électricité à la surface des 
corps conducteurs, lu à l'Académie des Sciences les 9 mai et 3 août 1812 (Mé
moires des Savants étrangers, p. 1; 1811). 

(3) G. GREEN, An essay on the application of mathematical analysis on 
the theories of electricity and magnetism. Nottingham; 1828. 

(4) C.-F. GAUSS, Allgemeine Lehrsätze in Reziehung auf die im verkehrten 
Verhältnisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Abstos-
sungs Kräfte (Mémoires de Goettingue, 1840, GAUSS, Werke, t. V ) . 

(5) CLAUSIUS, La fonction potentielle et le potentiel; traduit en français par 
Folie. Paris; 1870. 



reprendre la dénomination de Green. Il est à regretter que cet 
exemple, auquel nous nous conformerons dans le présent Ouvrage, 
n'ait pas été suivi par tous les physiciens. 

Le symbole AV, adopté aujourd'hui en France et en Allemagne 
pour représenter l'expression 

est dû à Murphy (1). Lamé désignait cette expression par A 2V, 
Betti par A 2V, Green par SV. Les auteurs anglais emploient volon
tiers les symboles VV et V 2V. 

L'égalité fondamentale 
AV= 0 

est due à Laplace. On lui donne, en général, le nom d'équation 
de Laplace. Laplace l'a donnée, sous cette forme, seulement en 
1787 (2). Mais, dès 1782 (3), il avait donné l'équation, transformée 
de celle-là en coordonnées polaires, qui sert de point de départ à 
la théorie des fonctions Yn de Laplace. 

(1) MURPHY, Elementary principles of the theory of electricity, heat and 
moleculars attractions, Part I, p. 140; 1853. 

(2) LAPLACE, Mémoire sur la théorie de l'anneau de Saturne (Mémoires 
de l'Académie des Sciences pour l'année 1787, pp. 249-267. Paris; 1789). 

(3) LAPLACE, Théorie des attractions des sphéroïdes et de la figure des pla
nètes (Mémoires de l'Académie des Sciences pour l'année 1782. Paris; 1785). 



CHAPITRE III. 
T H É O R È M E D E G R E E N . 

Pour pousser plus avant l'étude de la fonction potentielle, nous 
aurons souvent besoin de faire usage d'une identité analytique dont 
l'énoncé porte le nom de théorème de Green. 

Pour démontrer cette égalité, nous nous appuierons sur un lemme 
que nous allons tout d'abord établir. 

Considérons un espace clos limité par une surface simplement 
connexe ou à connexions multiples. Soient U et F deux fonctions 
de X, y, z , qui sont finies, uniformes et continues en tous les points 
de cet espace et de la surface qui le limite, et dont les dérivées par
tielles par rapport à x sont finies en tous les points du même espace 
et de la surface qui le limite. 

Envisageons l'intégrale 

étendue à cet espace. Nous allons, au moyen d'une intégration par 
parties, transformer cette intégrale. 

Soit M un point de la surface qui limite l'espace considéré. Me
nons en ce point une normale à la surface vers l'intérieur de cet 
espace. Désignons par (Ni, x ) l'angle formé par cette normale 
ainsi dirigée avec la direction positive de l'axe des x . 

Menons, au point M, une parallèle à la direction positive de l'axe 
des x . Si, au point M, cette parallèle pénètre à l'intérieur de l'es
pace considéré, l'angle (Ni, x ) sera aigu. Il sera obtus si cette 
parallèle sort de l'espace. 

Menons un plan perpendiculaire à l'axe des x , laissant entière
ment du côté des x positifs l'espace considéré. Tous les points de 
cet espace se projettent sur ce plan à l'intérieur d'une certaine 
courbe fermée, à connexion simple ou multiple, qui est le contour 
apparent de cet espace. Divisons l'aire intérieure à cette courbe 
fermée en éléments superficiels. 



Soit d?S un de ces éléments. Par tous les points du contour de 
l'élément d?2, menons des parallèles à l'axe des x. Nous obtien
drons ainsi un cylindre infiniment délié qui découpera sur la sur
face de l'espace considéré un nombre pair d'éléments. Nous dési
gnerons ces éléments, d'après l'ordre dans lequel ils sont rencon
trés lorsqu'on s'avance parallèlement à l'axe des x, par les indices 
1, 2,..., 2 n. Leurs surfaces seront dSf, dS2,..., dS2n. En un point 
d'un élément de rang impair, une parallèle à la direction positive 
de l'axe des x pénètre à l'intérieur de l'espace ; l'angle (Ni, x) est 
aigu. Au contraire, en un point d'un élément de rang pair, une pa
rallèle à la direction positive de l'axe des x sort de l'espace clos ; 
l'angle (Ni, x) est obtus. On peut donc écrire 

(1) 
dï. = dS1 c o s ( N i , x)1 = — dS2 c o s ( N i , x)2 

= dS3 c o s ( N i , x)3 = . . . = — dS2n c o s ( N i , x)2n. 

Soient x1 l'abscisse d'un point de l'élément dS1 ; x2 l'abscisse 
d'un point de l'élément dS2,... ; x2n l'abscisse d'un point de l'élé
ment dS2n. Nous aurons évidemment 

le signe |s| indiquant une sommation qui s'étend à tous les élé
ments dit compris à l'intérieur du contour apparent de l'espace 
considéré. 

Lorsque x varie de x 2 p _ 1 à x2p, il résulte des hypothèses faites 
que les deux fonctions U et F restent finies, uniformes et continues 
et que les dérivées partielles de ces deux fonctions par rapport à x 
restent finies. On peut donc appliquer à l'intégrale 

la formule d'intégration par parties et écrire 

(UF)k désignant la valeur que prend le produit UF lorsqu'on donne 
aux variables y et z les valeurs, des coordonnées d'un point de l'élé-

D. — 1. 2 



ment dE, et à la variable x la valeur de l'abscisse d'un point de 
l'élément dsk. 

On a alors 

La seconde ligne de cette égalité peut évidemment être remplacée 
par l'expression suivante 

l'intégrale triple s'étendant à l'espace considéré. 
La première ligne peut être remplacée, en vertu des relations 

(1), par 

— SUF cos(N / ; x) dS, 

le signe s indiquant une sommation qui s'étend à tous les éléments 

dS de la surface qui limite l'espace considéré. On a donc 

(2) 

Tel est le lemme que nous voulions établir. 
Nous en déduirons aisément le théorème de Green. 
Soit U une fonction de x, y, z, uniforme, finie et continue à 

l'intérieur d'un espace limité par une surface à connexion simple 
ou multiple et sur cette surface même ; les dérivées du premier 
ordre de U existent et sont finies à l'intérieur de cet espace et sur 
la surface qui le limite. Soit V une autre fonction de x, y, z, qui 
est uniforme, finie et continue, ainsi que ses dérivées partielles du 
premier ordre à l'intérieur de cet espace et sur la surface qui le 

limite ; les trois dérivées secondes -̂v> sont supposées 
<te2 c(y2 dz2 1 r 

finies en tous les points de cet espace et de la surface qui le limite. 



Faisons usage de l'égalité (2), en supposant que 

Nous aurons 

De même 

Ajoutons membre à membre les trois égalités ainsi obtenues et 
nous trouverons 

Si nous désignons par ̂  la dérivée de la fonction V suivant la 

normale à la surface qui limite l'espace considéré, cette normale 
étant dirigée vers l'intérieur de cet espace, la définition même de 
la dérivée d'une fonction suivant une direction nous donnera 

et l'égalité précédente deviendra 

(3) 

Telle est l'identité qui est connue sous le nom de théorème de 
Green. 

On donne souvent à cette identité de Green une autre forme. 



Admettons que les dérivées partielles du premier ordre de U 
soient uniformes, finies et continues, comme celles de V, à l'inté
rieur de l'espace considéré et sur la surface qui le limite, et que les 
,, . , j d'-U d'-U d'-V . • r • i dérivées secondes -r-̂ , -, -̂ -r- existent et soient finies en tous les ox* oyî dz-
points de cet espace et de la surface qui le limite. Nous pourrons 
écrire 

En comparant cette égalité à l'égalité (3), nous trouvons 

(4) 

Cette nouvelle forme du théorème de Green est souvent employée 
pour transformer une intégrale triple étendue à un espace clos en 
une intégrale double étendue à la surface qui limite ce volume, 
transformation que l'on a à chaque instant occasion d'effectuer en 
Physique mathématique. 

Au moyen d'hypothèses particulières faites sur les fonctions U 
et V, on peut déduire des formules (3) et (4) d'autres formules 
souvent employées. 

Si, par exemple, nous supposons U = V, l'identité (3) devient 

(5) 

Si nous faisons U = 1, soit dans l'identité (3), soit dans l'identité 
(4), nous trouvons 

(6) 

Nous aurons souvent, dans la suite de ces Leçons, à faire usage dos 
égalités (5) et (6). 

Green a, le premier (1), insisté sur la grande importance du 

(1) GEORGES GREEN, Essay on the application of mathematical analysis on 
the theories of electricity and magnetism (Nottingham, 1828). 



théorème que nous venons de démontrer, mais ce théorème était, 
au moins partiellement, connu avant lui : « La formule (4), dit 
M. E. Mathieu (1), est celle qui sert à déterminer les coefficients 
de la série qui donne le refroidissement d'un corps ; elle a donc été 
employée dans différents cas par Fourier et Poisson, longtemps avant 
l'apparition du Mémoire de Green sur la théorie de l'Electricité. » 
Le lemme dont nous avons fait usage pour l'établir a été souvent 
employé par Poisson. 

(1) EMILE MATHIEU, Théorie du potentiel et ses applications à l'électrosta
tique et au magnétisme. Première Partie : Théorie du potentiel, p. 14 (Paris, 
1885). 



CHAPITRE IV. 
L E M M E S D E G A U S S . 

A T T R A C T I O N D ' U N E C O U C H E S P H É R I Q U E H O M O G È N E . 

§ 1. — Les trois lemmes de Gauss. 

La démonstration de l'identité de Green repose essentiellement 
sur la division d'un espace clos en une infinité de cylindres infini
ment déliés ayant tous leurs génératrices parallèles entre elles. 

Il existe un autre mode très naturel de division d'un semblable 
espace en volumes infiniment petits : il consiste à décomposer cet 
espace en cônes infiniment aigus ayant tous leur sommet en un 
même point. 

Ce mode de division a été employé, pour la première fois, par 
Lagrange, dans l'étude du problème de l'attraction des ellip
soïdes (1). Legendre retrouva, de son côté, ce même mode de 
décomposition de l'espace dans son premier travail sur l'attrac
tion des ellipsoïdes (2). Dans son second Mémoire sur le même 
problème, Legendre (3) reconnaît, à cet égard, la priorité de La-
grange : « Ce principe, dit-il, auquel j'étais parvenu par des consi
dérations géométriques, ne s'est point trouvé différent d'un moyen 
de transformation indiqué par M. de Lagrange. . . . La propriété 
en appartient donc à cet illustre géomètre. » 

Ce mode de division de l'espace s'est montré très puissant entre 
les mains des géomètres qui se sont occupés de la théorie de l'at
traction. Il leur a notamment permis de résoudre le problème de 
l'attraction des ellipsoïdes. 

Il existe une sorte de parallélisme entre les méthodes fondées 
sur la décomposition de l'espace en cylindres infiniment déliés 
dont les génératrices ont même direction et les méthodes fondées 

(1) LAGRANGE, Mémoires de l'Académie de Berlin, p. 125; 1773. 
(2) LEGENDRE, Mémoires des Savants étrangers, t. X; 1778. 
(3) LEGENDRE, Mémoires sur les intégrales doubles (Mémoires de l'Acadé

mie des Sciences, p. 455; 1788). 



sur la décomposition de l'espace en cônes infiniment déliés issus 
d'un même point. Ce parallélisme a été, à plusieurs reprises, si
gnalé par Gauss(1). 

Le rôle que joue, dans la première espèce de méthodes, le théo
rème de Green, semble être tenu, dans la seconde espèce de mé
thodes, par trois lemmes très simples que Gauss (2) a imaginés 
afin de résoudre le problème de l'attraction des ellipsoïdes. Ce 
sont ces lemmes que nous allons démontrer, suivant la forme même 
de Gauss. 

Imaginons une surface fermée S, à connexion simple ou mul
tiple, limitant un certain espace clos E; imaginons aussi un point 
M que, pour le moment, nous supposerons n'être point situé sur 
la surface S. 

Du point M, faisons partir un rayon vecteur qui rencontre la 
surface S; si le point M est à l'intérieur de l'espace E, ce rayon 
vecteur rencontrera la surface S un nombre impair de fois. A 
chaque rencontre d'ordre impair, il sortira de l'espace considéré, 
et, à chaque rencontre d'ordre pair, il y entrera. Si, au contraire, 
le point M est extérieur à l'espace considéré, le rayon vecteur ren
contrera la surface S un nombre pair de fois; à chaque rencontre 
d'ordre impair, il entrera dans l'espace considéré ; à chaque ren
contre d'ordre pair, il en sortira. 

Désignons par rp la distance du point M au pième point de ren
contre de notre rayon vecteur avec la surface S. Soit N e la nor
male en ce point à la surface S, celte normale étant dirigée vers 
l'extérieur de l'espace E, et soit (r,Ne)p l'angle que la normale 
ainsi dirigée fait avec le rayon vecteur. L'angle (r, Ne)p est aigu 
ou obtus, selon qu'au point considéréle rayon vecteur sort de l'es
pace E ou pénètre dans cet espace. 

Dès lors, si le point M est intérieur à l'espace E, nous au-

(1) GAUSS (C.-F.), Theoria attractionis corporum sphœroidicorum ellipticorum 
homogeneorum methodo nova tractata (Nouveaux Mémoires de Goettingue, 
t. II, 1813; GAUSS, Werke, t. V, p. 1). — Principia generalia theoriæ figurai 
fluidorum in statu œquilibrii (Nouveaux Mémoires de Goettingue, t. V, t83o ; 
GAUSS, Werke, t. V, p. 43). 

(2) GAUSS (C.-F.), Theoria attractionis corporum sphœroidicorum elliptico-
rum homogeneorum methodo nova tractata (Nouveaux Mémoires de Goettin
gue, t. II, 1813; GAUSS, Werke, t. V, p. 9). 



rons 
cos(r , N e ) 1 > 0, cos (r , N e ) 2 < 0, ..., COS(R, N e)2m_1 > 0, 

et, si le point M est extérieur à l'espace E, nous aurons 

cos (r , N e ) 1 < 0, c o s ( r , N e ) 2 > 0, ..., cos (r , N e ) 2 n > .0. 

Sur la surface d'une sphère de rayon 1, ayant pour centre le point 
M, prenons un élément d<? voisin du point où cette surface sphé-
rique est percée par notre rayon vecteur. Le contour de cet élé
ment étant pris pour directrice d'un cône infiniment délié dont le 
sommet est en M, ce cône découpera sur la surface S des éléments 
ds1 , ds2, . .., dsp, . . .. 

Si l'angle (R, Ne)p est aigu, nous aurons 

Si, au contraire, l'angle (R, Ne)p est obtus, nous aurons 

Cela posé, considérons, en premier lieu, le cas où le point M est 
intérieur à l'espace considéré. Nous aurons 

et, par conséquent, 

Écrivons les égalités analogues qui nous sont fournies par tous les 
éléments d<r de la sphère de rayon 1, et ajoutons-les membre à 
membre; nous verrons sans peine que le premier membre de 
l'égalité résultante sera l'intégrale 

étendue à toute la surface S, et que le second membre sera la sur
face de la sphère de rayon 1, c'est-à-dire 47T- D'où le théorème 
suivant, qui constitue le premier lemme de Gauss : 



Lorsque Le point M est intérieur à l'espace clos limité par la 
surface S, on a 

(1) 

Considérons maintenant le cas où le point M est extérieur à 
l'espace E limité par la surface S, on a, dans ce cas, 

et, par conséquent, 

En écrivant des égalités analogues pour tous les éléments da et 
en les ajoutant membre à membre, on trouve le résultat suivant, 
qui constitue le deuxième lemme de Gauss : 

Lorsque le point M est extérieur à l'espace clos limité par 
la surf ace S, on a 

( 2 ) 

Examinons maintenant le cas un peu plus compliqué où le 
point M est sur la surface S, et supposons d'abord que la surface 
S admette au point M un plan tangent unique P. Ce plan P divise 
l'espace en deux régions faciles à distinguer l'une de l'autre. Si, 
par le point M, on mène une demi-droite normale au plan P, 
selon la direction que l'on aura attribuée à cette demi-droite, elle 
entrera dans l'espace E au point M, ou bien elle en sortira. Nous 
nommerons première région la région dans laquelle se trouve la 
première direction, et deuxième région la région dans laquelle se 
trouve la deuxième direction. 

Le plan P divise en deux hémisphères la sphère de rayon 1 ayant 
le point M pour centre. Nommons premier hémisphère l'hémi
sphère situé dans la première région, et deuxième hémisphère l'hé
misphère situé dans la deuxième région. 

Soit dar un élément superficiel du premier hémisphère. Prenons 
le contour de cet élément d e pour directrice d'un cône infiniment 



délié ayant pour sommet le point M. Ce cône découpe sur la sur
face S un nombre impair d'éléments dS1, dS2, ..., dS2m-1. Les 
éléments d'ordre impair correspondent aux points où le cône sort 
de l'espace E, les éléments d'ordre pair aux points où il pénètre 
dans cet espace. On a donc 

et, par conséquent, 

Écrivons des égalités analogues pour tous les éléments de du pre
mier hémisphère, et ajoutons-les membre à membre; nous aurons 

(a) 

l'intégration s'étendant à tous les éléments de la surface S qui sont 
situés dans la première région. 

Soit de même de un élément superficiel du second hémisphère ; 
à cet élément, circonscrivons un cône infiniment délié ayant le 
point M pour sommet. Ce cône découpe sur la surface S un nombre 
pair ou nul d'éléments dS1, D S 2 , . . ., dS 2 n . Les éléments d'ordre 
impair correspondent aux points où le cône entre dans l'espace E, 
les éléments d'ordre pair aux points où il sort de cet espace. On a 
donc 

et, par conséquent, 

Ajoutons membre à membre les égalités analogues fournies par 
tous les éléments du du second hémisphère, et nous trouverons 

(b) 



l'intégration s'étendant à tous les éléments de la surface S qui se 
trouvent dans la deuxième région. 

Ajoutons membre à membre les deux égalités (a) et (b); la 
somme des premiers membres sera l'intégrale 

étendue à la surface S tout entière, et nous obtiendrons le troi
sième lemme de Gauss : 

Lorsque le point M est situé sur la surface S et que la sur
face admet en ce point un plan tangent unique, on a 

( 3 ) 

Si au point M la surface S, au lieu d'admettre un seul plan tan
gent, admettait plusieurs plans tangents ou un cône de tangentes 
à une ou plusieurs nappes, un raisonnement analogue donnerait 
aisément la valeur de l'intégrale 

Si, par exemple, le point considéré est un point conique simple, 
on aura 

a étant l'ouverture sphérique de la nappe du cône qui renferme la 
surface à son intérieur au voisinage du point considéré; si le point 
considéré fait partie d'une arête, on aura encore la même formule, 

î étant l'angle plan du dièdre qui, au voisinage de l'arête, com

prend la surface à son intérieur. 

§ 2. — Existence de la force d'attraction en un point intérieur aux charges 
agissantes. Conséquence des lemmes de Gauss. 

Supposons qu'un système soit formé d'un ou de plusieurs corps 
renfermant à leur intérieur de l'électricité dont la densité solide soit p 
au point (a, b, c). Ce système renferme des surfaces de disconti
nuité sur lesquelles l'électricité est distribuée, et sa densité superfi
cielle est o- en un point de l'élément superficiel dS. Soit M(x,y, z) 



un point extérieur à toutes ces masses agissantes. Si ce point porte 
une unité d'électricité, il sera soumis, en vertu des lois de Cou
lomb, à une force ayant pour composantes 

( 4 ) 

r désignant, suivant les circonstances, soit la distance du point M 
au point (a, b, c), soit la distance du point M à un point de l'élé
ment dS. 

Prenons maintenant le point M(x,y, z) à l'intérieur des régions 
occupées par les charges agissantes, soit à distance finie de toute 
surface de discontinuité, soit même sur une surface de discontinuité. 
Laissons de côté, pour le moment, ce dernier cas, qui est le plus 
compliqué. Désignons par l'indice 1 le corps électrisé auquel ap
partient le point M, c'est-à-dire une masse d'étendue finie, entou
rant le point M et ne renfermant aucune surface de discontinuité. 

Autour du point M, traçons une surface fermée assez petite pour 
qu'elle ne pénètre dans aucun corps du système autre que le corps 1, 
et qu'elle ne rencontre aucune surface de discontinuité. Désignons 
par © cette surface. 

Soit 2 la partie du corps 1 non comprise dans la surface 0. 
Imaginons que toutes les charges électriques, situées en dehors 

de la surface ®, agissent sur le point M, chargé d'une unité d'élec
tricité, conformément aux lois de Coulomb. La force exercée a 
pour composantes des quantités X, Y , Z, données par les éga
lités (4), qui peuvent encore s'écrire de la manière suivante : 

( 5 ) 

Dans ces expressions, le signe ̂  qui porte sur l'intégrale triple 



s'applique à tous les corps du système autres que le corps 1 ; le 

signe ^ qui porte sur l'intégrale de surface s'applique à toutes 

les surfaces de discontinuité du système; l'intégrale triple non 

soumise au signe ̂  s'étend à tous les éléments de l'espace 2. 

Ces expressions (5) peuvent se transformer. 
Considérons la sphère de rayon 1 ayant le point M pour centre ; 

soit dffi un élément de la surface de cette sphère. Prenons le con
tour de cet élément pour directrice d'un cône infiniment délié 
ayant pour sommet le point M. Deux sphères décrites du point M 
comme centre avec des rayons r et (r + dr) découpent sur ce cône 
un élément de volume r2dSdr; on peut adopter, pour l'es
pace 2, ce mode de division en éléments de volume. 

On peut donc écrire, au lieu des égalités (5), 

Y = . . . , 

Z=.... 

le dernier signe ^ indiquant une sommation qui s'étend à tous les 

éléments dl, de la sphère de rayon 1 ayant le point M pour centre. 
Supposons maintenant que la surface 0 se contracte de manière 

à venir s'évanouir au point M par une série quelconque de formes. 
Les deux premiers termes de l'expression de X demeurent inva
riables durant cette modification. Le troisième terme formé par 
une intégrale dont les limites et les éléments demeurent finis, 
lorsque la surface 0 s'évanouit, tend vers une limite finie dont la 
valeur ne dépend pas de la série de formes par lesquelles passe 
la surface 0. Donc X tend aussi vers une limite finie, indépen
dante de la série de formes par lesquelles passe la surface 0 , et 
cette limite peut être représentée par la première des égalités (4). 

Une démonstration analogue s'applique à Y et Z et nous permet 
d'énoncer la proposition suivante : 

Si l'on suppose que la loi de Coulomb exprime toujours 
l'action mutuelle de deux particules électrisées, quelque petite 
que soit la distance qui sépare ces deux particules, l'action 



exercée sur un point chargé d'une unité d'électricité conserve 
une grandeur et une direction bien déterminée, même si le point 

fait partie d'un volume électrisé, pourvu qu'il soit à distance 
finie de toute surface de discontinuité électrisée. Les compo
santes de cette action sont représentées par les égalités (4). 

Nous allons voir de plus que, dans ces conditions, chacune des 
trois composantes de la force est une fonction continue des 
coordonnées du point sur lequel agit la force. 

Soient, en effet, deux points voisins M ( x , y , z ) et M'(x', y', z'). 
Autour du point M, traçons une surface fermée convexe, 0 , en
fermant aussi le point M' (x', y', z'), et ne rencontrant aucune sur
face de discontinuité. 

Soit X l'une des composantes de la force exercée au point M. 
Nous pourrons écrire 

X = X1 + X2, 

X1 étant la composante de l'action exercée au point M par l'élec
tricité répandue à l'intérieur de la surface 0, et X 2 la composante 
de l'action exercée au point M par l'électricité extérieure à la 
surface 0. Une notation analogue nous permet d'écrire, pour le 
point M', 

X' = X'1 + X'2. 
Nous aurons donc 

X ' — X = X'1 — X1 + X'2 - x 2 . 

Les raisonnements faits précédemment nous montrent que, pour 
tout point M" intérieur à la surface 0, on peut écrire 

dS étant un élément superficiel de la surface de rayon 1 ayant pour 
centre le point M", et R la distance au point M" d'un point de la 
surface 0 ayant sa perspective sphérique sur l'élément clS. Cette 
expression nous montre que l'on peut toujours prendre la sur
face 0 assez petite, pour avoir en tout point M" intérieur à cette 
surface 

(1) La notation a, empruntée à M. Weierstrass, signifie valeur absolue de a. 
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T| étant une quantité positive quelconque donnée d'avance. On 
aura donc, en particulier, 

La surface & étant ainsi choisie, remarquons que X 2 est évi
demment une fonction continue des coordonnées du point M, en 
sorte qu'on pourra tracer autour du point M une sphère S, en en
tier comprise à l'intérieur de la surface ©, et assez petite pour 
que l'on ait 

toutes les fois que le point M' sera intérieur à cette sphère. On 
voit alors que, toutes les fois que le point M' sera intérieur à la 
sphère S, on aura 

|X'— X | < n, 

ce qui démontre la continuité de la quantité X . 
La proposition que nous venons de démontrer, combinée avec 

les lemmes de Gauss, va nous fournir un théorème que nous au
rons constamment à appliquer au cours de ces Leçons. 

Supposons que nous ayons un système formé d'un certain 

Fig. 3. 

nombre de corps continus à l'intérieur desquels la densité élec
trique solide a, en tout point, une valeur finie p; ces corps sont 
séparés les uns des autres par des surfaces de discontinuité en tout 
point desquelles la densité superficielle a une valeur finie o-. Un 
élément de volume d x d y d z peut renfermer un élément d% d'une 
semblable surface. Il contient alors une charge électrique 

dm = p dx dy dz + a dd. 

Au travers de ce système, traçons une surface fermée S (fig. 3), 



à connexion simple ou multiple, dont tout point soit à distance 
finie de toute surface de discontinuité électrisée. Traçons en
suite deux surfaces qui puissent, par une déformation continue, 
venir coïncider avec la surface S : l'une S', intérieure à l'espace 
limité par la surface S; l'autre, S", extérieure au même espace; 
nous supposerons, ce qu'il est toujours possible de faire, que l'on 
ait tracé ces surfaces de manière que l'espace qu'elles comprennent 
entre elles ne renferme aucune surface de discontinuité du sys
tème. 

L'espace entier se trouve alors divisé en quatre régions : 

La région 1 , intérieure à la surface S'; 
La région 2 , comprise entre S' et S ; 
La région 3, comprise entre S et S"; 
La région 4, formée par l'espace illimité extérieur à S". 

Considérons un élément de volume de la première région, élé
ment situé autour du point M1. Pour cet élément, qui renferme 
une quantité dm d'électricité, formons l'expression 

r désignant la distance du point M1 à un point de l'élément dS 
et l'intégration s'étendant à toute la surface S. D'après le premier 
lemme de Gauss, cette quantité aura pour valeur 

4its dm. 

Si nous intégrons ces deux quantités égales entre elles pour tout 
l'espace 1, intérieur à S', nous trouverons l'égalité 

(6) 

Considérons maintenant un élément de volume de la région 4, 
élément de volume situé autour du point M4. Soit r la distance 
du point M4 à l'élément dS. Pour cet élément, nous aurons, 
d'après le second lemme de Gauss, 



et, en intégrant pour toute la région 4, 

Considérons maintenant un point M 2 de la région 2. Si l'on 
désigne par d<\> la perspective de l'élément dS sur une sphère de 
centre M 2 et de rayon 1, on aura 

| cos(r, N e ) d S | = r2 dif. 

On aura donc, pour tout point M 2 de la région 2, 

ou 

Pour tous les points de la région 2, p demeure inférieur en 
valeur absolue à une certaine limite P 2 . On a donc 

( 8 ) 

Mais JJjf dx dy dz est le volume compris entre les deux sur
faces S et S'. On peut prendre ces deux surfaces assez voisines 
pour que ce volume soit plus petit que toute quantité positive 
donnée d'avance. 

L'inégalité (8) peut donc être remplacée par l'égalité 

(9) 

7' étant une quantité que l'on peut rendre aussi petite que l'on 
veut en valeur absolue, pourvu que l'on choisisse la surface S' 
assez voisine de la surface S. 

On démontrerait de même l'égalité 

( 1 0 ) 

•/)" étant une quantité que l'on peut rendre aussi petite que l'on 
veut en valeur absolue en choisissant la surface S" assez voisine 
de S. 
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Enfin on a évidemment 

ou bien 

ce qui peut s'écrire 

11) 

7i étant, comme T/, une quantité que l'on peut rendre aussi petite 
que l'on veut en valeur absolue en choisissant la surface S' assez, 
voisine de la surface S. 

Soit 3T0 la quantité totale d'électricité comprise à l'intérieur de 
la surface S. Nous aurons 

(12) 

Les égalités (6), (7), (9), (10), (11), (12) donnent alors 

Le premier membre de cette égalité ne dépend pas de la position 
des surfaces S' et S". Le second membre peut être rendu plus 
petit que toute quantité donnée si l'on rapproche assez les surfaces 
S' et S" de la surface S. Il est dès lors évident que semblable éga
lité ne peut avoir lieu que si l'on a 

(13) 

Cette égalité (13) peut se mettre sous une autre forme. 
La quantité 

est la composante suivant la normale extérieure à la surface S de 
l'action que toutes les charges électriques dm répandues sur le 
système exerceraient sur l'élément <fS, si la surface S était revêtue 
d'une couche électrique fictive de densité superficielle égale à 
l'unité. Moyennant cette définition de F N , définition rendue légi
time par ce que nous avons dit au début de ce paragraphe de l'exis-



tence de la force même à l'intérieur des charges agissantes, l'éga
lité (13) peut s'écrire 

(14) SFN dS = 4 TE M 

Cette égalité sera pour nous d'un fréquent usage. Nous nous bor
nerons, pour le moment, à en déduire les célèbres théorèmes de 
Newton (1) sur l'attraction d'une couche sphérique homogène. 

§ 3. — Attraction exercée en un point par une couche sphérique 
homogène. 

Un volume compris entre deux surfaces sphériques (fig. 4) 

Fig. 4. 

concentriques est rempli d'électricité qui y est répandue avec une 
densité solide uniforme ; soit Dit la quantité d'électricité qu'il 
renferme. En un point M se trouve une masse matérielle por
tant une charge électrique [x. Cette masse matérielle subit, de la 
part de la couche sphérique, une action <I> IJ., $ ayant, évidem
ment, la même valeur pour tous les points équidistants du centre O 
de la couche sphérique et l'action étant évidemment dirigée suivant 
la ligne menée du centre O au point M. Convenons de compter 
positivement l'action lorsqu'elle est dirigée de O vers M et négati
vement lorsqu'elle est dirigée de M vers O. 

Prenons une surface sphérique S ayant pour centre le point O 
et passant par le point M. Soit le rayon de cette surface. Il est 

( 1 ) NEWTON, Ph i losophiæ naturalis principia mathematica. Liber I, Sec
t i o n s XII, XIII. 



aisé de voir que, pour une semblable surface, la quantité F N , dé
finie comme nous l'avons fait tout à l'heure, aura précisément, en 
tout point, la valeur <£>. Nous aurons donc 

(15) s FN dS = 4 Tr2O. 

Deux cas sont maintenant à distinguer : 

1° Le point M est situé dans la cavité intérieure à la couche 
sphérique. Dans ce cas, toutes les charges électriques dont émanent 
les actions F N sont extérieures à la surface S. 

D'après l'égalité (14) on a 

s F N dS = 0, 

ou bien, en vertu de l'égalité (15), 

<î> = 0. 

Une couche sphérique homogène n'exerce aucune action sur 
les points renfermés dans la cavité qu'elle délimite. 

2° Le point M est extérieur à la couche sphérique. Dans ce cas, 
toutes les charges électriques de cette couche, qui produisent 
l'action F N , sont intérieures à la surface S. On a donc, d'après 
l'égalité (14), 

S F N D S = 4 T O 3 1 I , 

3TL étant la somme de ces charges, et l'égalité (15) devient 

Une couche sphérique homogène agit sur un point extérieur 
comme si toutes les charges qu'elle renferme étaient réunies 
en son centre. 

Ces deux théorèmes permettent aisément de calculer l'action 
exercée sur un point situé d'une manière quelconque dans l'espace 
par une sphère sur laquelle l'électricité est distribuée en couches 
concentriques homogènes. En particulier, si le point électrisé est 
extérieur à la sphère, la sphère doit agir sur lui comme si toutes 



les charges électriques qu'elle renferme étaient ramassées en son 
centre; l'action exercée doit donc varier en raison inverse du carré 
de la distance du point au centre de la sphère. On sait que Cou
lomb a vérifié expérimentalement cette conséquence de sa loi en 
observant les oscillations d'un petit corps électrisé en présence 
d'une sphère conductrice électrisée. 



CHAPITRE V. 

PROPRIÉTÉS DE LA FONCTION POTENTIELLE EN UN POINT INTÉRIEUR 

AUX CHARGES AGISSANTES. 

§ 1. — Existence et continuité de la fonction potentielle en un point 
intérieur aux charges agissantes. 

Au Chapitre II, nous avons défini la fonction potentielle et 
étudié ses propriétés seulement en un point situé à distance finie 
de toutes les charges agissantes. Nous allons maintenant étendre 
les résultats obtenus, en les modifiant au besoin, de manière qu'ils 
deviennent applicables à un point placé au contact des charges agis
santes. 

Nous allons, dans le présent Chapitre, considérer un point M 
placé dans une région où la densité solide de l'électricité n'a pas 
une valeur nulle, mais situé en même temps à distance finie de 
toutes les surfaces sur lesquelles existe une distribution superfi
cielle. 

Pourvu que la densité solide ait, au point M, une valeur finie, 
nous savons, par ce qui a été dit au Chapitre précédent, que l'ac
tion exercée par toutes les charges électriques du système sur une 
charge égale à l'unité supposée placée au point M a des compo
santes parfaitement déterminées X, Y , Z, qui nous sont données 
par les égalités (4) du Chapitre IV. 

Autour du point M, on peut tracer une surface fermée S, sim
plement connexe et convexe, limitant un volume en tous les points 
duquel la densité solide de l'électricité existe et a une valeur 
finie. Ce volume ne renferme aucune surface de discontinuité. 
Désignons ce volume par l'indice 1 et le reste de l'espace par l'in
dice 2 . 

L'électricité répandue dans la région 1 exerce au point M une 
action dont les composantes sont X1, Y1, Z1 ; l'électricité répan
due dans la région 2 exerce au point M une action dont les com-



posantes sont X 2 , Y 2 , Z 2 ; on a 

(1) 
X = X 1 + X2, 

Y = Y1 + Y2, 

Z = Z1 + z 2 . 

Les quantités X 2 , Y 2 , Z 2 obéissent aux lois indiquées au Cha
pitre Il ; en particulier, si l'on désigne par x, y, z les coordonnées 
du point M, et par V 2 ( x , y , z) la fonction potentielle au point M 
de toute l'électricité répandue dans la région 2, on aura 

(2) 

Notre étude doit porter sur les quantités X1, Y1, Z1. De ces quan
tités, nous ne savons rien, si ce n'est qu'elles sont finies, déter
minées et représentées par les égalités 

( 3 ) 

p étant la densité électrique solide en un point de l'élément 
da,db1dc1, pris dans la région 1, et r la distance de ce point au 
point M. 

Entourons le point M d'une surface fermée S (fig. 5) simple-

Fig. 5. 

ment connexe, entièrement contenue dans S, et pouvant, par une 



déformation continue, venir s'évanouir au point M. Soit 3 la ré
gion comprise entre la surface S et la surface S. Envisageons la 
quantité 

(4) 

Cette quantité tend vers une limite finie et déterminée lorsque 
la surface S tend à venir s'évanouir au point M en passant par 
une série quelconque de formes. 

Soit, en effet, un rayon vecteur issu du point M. Il rencontre 
d'abord la surface S un nombre impair de fois, en des points dont 
les distances au point M ont pour valeurs r1, r2, . . ., r2p, r 2 p + 1 ; 
il rencontre ensuite la surface convexe S en un point unique dont 
la distance au point M est R. Supposons que ce rayon vecteur 
soit l'une des génératrices d'un cône ayant le point M pour som
met et pour ouverture sphérique dw. Nous verrons sans peine que 
l'on peut écrire 

Supposons maintenant que la surface S vienne s'évanouir au point 
M. Toutes les intégrales qui figurent entre crochets tendent vers 
o, sauf la dernière qui tend vers une limite finie et déterminée 

La quantité J tend donc vers une limite finie et déterminée 

Si nous nous reportons à l'expression (4) de J , nous voyons que, 
lorsque la surface S vient s'évanouir au point M(x,y, z), la 
quantité J tend vers une limite finie et déterminée, que nous 
désignerons par V1 (x, y, z) et que nous nommerons fonction po
tentielle au point M de l'électricité répandue dans la région 1. 

Suivant l'usage établi dans l'étude des intégrales définies, cette 
proposition s'exprime par l'égalité 

(5) 



Par définition, la fonction potentielle au point M de toute l'élec
tricité répandue sur le système sera la quantité 

(6) V(x,y,z) =V1(x,y,z)+V2(x,y, z). 

Si l'on se souvient de la définition de V 2 ( X , Y , z) et si l'on en 
rapproche la définition de V1(x,y, z) donnée par l'égalité (6), 
on voit que l'on aura encore, comme pour un point extérieur aux 
masses agissantes, 

(7 ) 

les notations ayant la même signification que dans l'égalité (4) du 
Chapitre II. 

Cette fonction V ( X , Y , z), dont l'existence est ainsi démontrée, 
est une fonction continue des coordonnées du point M. 

La continuité de V 2 ( x , y, z) étant une vérité reconnue, il nous 
suffit, pour prouver cette proposition, de démontrer la continuité 
de V1(x,y, z). 

Démontrer la continuité de V1 (x,y, z), c'est démontrer que, du 
point M comme centre, on peut décrire une sphère II (fig. 6) 

Fig. 6. 

avec un rayon MM' si petit que, pour tout point M"(x",y", z") in
térieur à cette sphère, on ait 

( 8 ) | V1(x", y", z") – V1(x, y, z) | < ri, 

v) étant une quantité positive quelconque choisie d'avance. 
Commençons par entourer le point M d'une surface fermée, 

simplement connexe et convexe S entièrement contenue dans S. 
Désignons par 3 la région comprise à l'intérieur de la surface S et 



par 4 la région comprise entre la surface S et la surface S. La 
région 1 se composera de l'ensemble des régions 3 et 4. 

Soit M'"(x"', y"', z'") un point quelconque de l'a région 3; 
soient 

V1(x"', y"', z"'), V3(x"', y"', z"'), V4(x"', y"', z"') 

ou, plus brièvement, 
V'"1, V"'3, V"'4 

les fonctions potentielles au point M'" des charges réparties res
pectivement dans les régions 1, 3, 4; o n aura 

V"'1 = V"'3 + V"'4. 

Soit R la longueur du rayon vecteur mené du point M'" à un point 
de la surface S; soit d<ù l'ouverture sphérique d'un petit cône dont 
ce rayon vecteur forme une génératrice. Nous pourrons écrire 

le signe jvj indiquant une sommation qui s'étend à tous les élé

ments de la sphère de rayon 1 ayant pour centre le point M'". 
Cette formule nous montre que l'on peut prendre la surface S 

assez petite pour que, pour tout point intérieur à cette surface, la 
quantité V"'3 soit inférieure en valeur absolue à une quantité donnée 
d'avance. Nous supposerons que l'on ait pris la surface S assez 
petite, pour que, pour tout point M'" intérieur à cette surface, on 
ail 

(9) 

Envisageons maintenant la fonction V". C'est la fonction poten
tielle au point M'" de charges auxquelles ce point M'" est extérieur. 
C'est donc une fonction continue des coordonnées x"', y'", z'" du 
point M'". 

Le point M étant l'une des positions possibles du point M'", on 
voit que, du point M comme centre, on pourra décrire une sur
face sphérique II, en entier contenue dans S et si petite que, pour 
tout point M" intérieur à cette surface II, on ait 



Aux deux points M et M", on peut appliquer l'inégalité (9). On a 
donc 

On peut donc, autour du point M, tracer une sphère II si petite 
que, pour tout point M" de cette sphère, on ait 

ou bien 
|V"3+V' 4 -V3-V4 |<7) , 

|V"1-V1|<7), 

ce qui est l'inégalité (9). La fonction potentielle en un point 
varie donc d'une manière continue lorsque ce point se déplace 
dans une région où la densité solide des charges agissantes 
existe partout et a partout une valeur finie. 

§ 2. — Existence des dérivées partielles du premier ordre de la fonction 
potentielle. — Leur relation avec les composantes de la force. 

Considérons au voisinage du point M(x, y, z) un autre point 
M'(x + Ax, y, z), situé avec M sur une même parallèle à Ox 
(fig. 7). Adoptons d'ailleurs les mêmes notations qu'en la dé-

Fig. 7. 

monstration précédente. Envisageons la quantité 

qui, d'après l'égalité (5), peut s'écrire 



en posant 

Or on a 

et l'on a aussi les inégalités 

cette dernière résultant de ce que la valeur absolue de Ax est la 
longueur du troisième côté d'un triangle dont les deux autres ont 
pour longueurs r et r'. 

Ces inégalités, jointes à l'égalité précédente, donnent 

Si r est inférieur à r', le second membre est inférieur à Si 

r est au moins égal à r', le second membre est au plus égal à ~ . 

On a donc, en tout cas, 

Cette inégalité obtenue, on voit que l'on aura 

Or la quantité qui figure au second membre peut se transformer 
en prenant deux systèmes de coordonnées polaires. On aura 

la première intégration s'étendant à tous les éléments dw de la 
sphère de rayon 1 ayant le point M pour centre, et R étant la lon
gueur comprise entre le point M et la surface S sur un rayon pas
sant par l'élément dw. 



On aura de même 

la première sommation s'étendant à tous les éléments dw' de la 
sphère de rayon 1 ayant pour centre le point M', et R' étant la 
longueur comprise entre le point M' et la surface S sur un rayon 
passant par l'élément dw'. 

Ces deux formules montrent que l'on peut toujours choisir la 
surface S assez petite pour que l'on ait, quelle que soit la position 
des points M et M' dans le domaine 3, 

•r\ étant une quantité positive choisie d'avance, et par conséquent 

(10) 

quelle que soit la position du point M' sur une parallèle à Ox 
menée par le point M et comprise à l'intérieur de la surface S. 

Soit X4 la composante, parallèle à Ox, de l'action exercée au 
point M par l'électricité répandue dans la région 4. Nous avons 

Or nous savons que l'on peut toujours choisir la surface S assez 
petite pour que l'on ait 

(11) 

Nous pouvons supposer que l'on ait choisi la surface S assez petite 
pour que l'on ait à la fois l'inégalité (10) et l'inégalité (11). 

La surface S étant ainsi choisie, remarquons que les propriétés 
de la fonction potentielle en un point extérieur aux masses agis
santes nous donnent 

ce qui montre que l'on peut toujours choisir ex assez petit pour 
que le point M' soit compris à l'intérieur de la surface S toutes 



les fois que l'on a 

et que l'on ait aussi, toutes les fois que cette dernière condition 
est remplie, 

(12) 

Si l'on observe en outre que 

V1 (x, y, z) = V3(x, y, z) + V4(x, y, z), 
V1(x+ \x, y , z ) = V 3 ( x + Ax, y, z) + V4(x + Ax, y, z), 

on voit que les inégalités ( 1 0 ) , (11) et ( 1 2 ) conduisent à la conclu
sion suivante : 

Quelque petite que soit la quantité positive t\ donnée d'a
vance, on peut toujours trouver une quantité finie ox, telle que 
l'on ait 

(13) 

toutes les fois que Lx est au plus égal en valeur absolue à ox. 

Tirons les conséquences de cette inégalité. 
Elle nous montre que V1 (x, y, z) admet au point M une dérivée 

partielle du premier ordre par rapport à x, et que cette dérivée a 
pour valeur 

X 
c'est-à-dire, d'après la première des égalités (3), — Ce résul
tat, joint aux égalités (1) , ( 2 ) et (6), nous démontre aisément les 
propositions qui suivent, du moins en ce qui concerne la variable x ; 
les propositions qui concernent les deux autres variables s'éta
blissent d'une manière analogue. 

En un point d'une région où la densité solide de l'électricité 
existe et a une valeur finie, la fonction potentielle admet des 
dérivées partielles du premier ordre par rapport à chacune 
des trois variables x, y, z. 



Ces dérivées partielles sont exprimées par les égalités 

(14) 

les notations ayant la même signification que dans l'égalité (7). 
Entre ces dérivées partielles et les composantes de la force 

au point considéré, on a les relations 

(15) 

Enfin, en répétant presque textuellement la démonstration qui a 
servi à prouver la continuité de la fonction potentielle, on prou
vera que ces dérivées partielles du premier ordre varient d'une 
manière continue. 

Les égalités (15) entraînent une conséquence qui nous sera utile 
tout à l'heure. 

Supposons qu'à l'intérieur d'un corps en chaque point duquel 
la densité solide de l'électricité existe et a une valeur finie, nous 
tracions une surface fermée S. 

En un point de cette surface, prenons la composante F N de la 
force suivant la normale N e extérieure à la surface. 11 résulte des 
égalités (15) que l'on a 

Mais les lemmes de Gauss donnent [Chap. IV, égalité (14)] 

S FN dS = 4 MEM, 

3XL> étant la charge électrique totale répandue à l'intérieur de la 
surface S ; la définition même de cette charge est 

l'intégrale triple s'étendant au volume entier compris à l'intérieur 
de la surface. 



Les trois égalités que nous venons d'écrire donnent 

(16) 

C'est l'égalité que nous voulions établir. 

§ 3. — Existence des dérivées partielles du second ordre de la fonction 
potentielle en un point intérieur aux charges agissantes. 

Jusqu'ici nous avons admis seulement que l'on pouvait, autour du 
point M (x, y, z), tracer une surface S, fermée, simplement con
nexe et convexe, telle que la densité solide p de l'électricité existe et 
ait une valeur finie en tous les points intérieurs à la surface S. Dans 
le présent paragraphe, nous supposerons en outre qu'en tous ces 
points la densité solide de l'électricité soit une fonction conti
nue de x, y , z, admettant, par rapport à ces variables, des 
dérivées partielles du premier ordre qui soient finies. 

Désignons toujours par 1 la région du corps intérieure à la sur
face S, et par 2 la région extérieure (fig. 3). 

Fig. 8. 

La première des égalités (14) nous donne aisément 

(17) 

Traçons, autour du point M, une surface S, comprise dans S, 
séparant la région 1 en deux autres régions : l'une, 3, intérieure 



à S ; l'autre, 4, comprise entre S et S. Nous aurons alors 

(18) 

En premier lieu, on peut toujours prendre la surface S assez petite 
pour que l'on ait 

(19) 

7i étant une valeur positive donnée d'avance. 
En second lieu, on voit aisément que 

(20) 

car 

La fonction y est finie, continue et uniforme en tout point de la 

région 4; la fonction p (a4, b4, c4) est uniforme, finie et continue, 
et admet, en tout point de la région 4, des dérivées partielles du 
premier ordre qui sont finies. Si donc on désigne par 

dS un élément de la surface S ; 
N la normale à l'élément dS vers l'intérieur de la région 4 ; 
R la distance de l'élément dS au point M ; 
dH un élément de la surface S ; 
i l la distance de cet élément au point M ; 
v la normale à cet élément vers l'intérieur de la région 4, 

on aura, en vertu de l'égalité (2) du Chapitre III, 

(21) 

D. - I. 4 



La quantité 

est la fonction potentielle au point M d'une masse électrique qui 

serait répandue dans l'espace 4 de manière à avoir — pour densité 

solide en chaque point. Il résulte alors de ce qui a été dit au § 1 
du présent Chapitre que l'on peut toujours prendre la surface S 
assez petite pour que l'on ait 

(12) 

Si l'on désigne par dw l'ouverture sphérique du petit cône 
ayant pour sommet le point M et pour directrice le contour de 
l'élément dS, on aura 

la seconde sommation s'étendant à la surface de la sphère de 
rayon 1 ayant le point M pour centre. On voit alors q.ue l'on peut 
prendre la surface S assez petite pour que l'on ait 

(23) 

On peut évidemment choisir la surface S assez petite pour que 
chacune des inégalités (19), (22) et (23) soit vérifiée. Alors, si 
l'on tient compte des égalités (17), (18), (20) et (21), on arrive 
au résultat suivant : 

Il est toujours possible de prendre la surface S assez petite pour 
que l'on ait 

7] étant une quantité positive quelconque donnée d'avance. Mais, 
si l'on observe que le premier membre ne dépend pas de la sur
face S, on voit qu'il faut que ce premier membre soit identique
ment nul. 

Ainsi, moyennant les restrictions indiquées au commencement 



de ce numéro, on arrive au résultat suivant : 

(24) 

Cette égalité (24) nous montre que moyennant les restrictions 

indiquées, la quantité peut être regardée comme la fonction 

potentielle d'une certaine distribution électrique; dans tout l'es

pace 1, cette distribution a pour densité solide > et, sur la sur

face S, elle a pour densité superficielle p cos(N, x ) . On peut, dès 
lors, étendre à cette quantité les propriétés connues de la fonction 
potentielle, et notamment les propriétés dont la démonstration a 
fait l'objet du paragraphe précédent. On arrive ainsi à cette pro
position : 

S i , d a n s l e d o m a i n e d ' u n p o i n t , l a d e n s i t é é l e c t r i q u e e s t 
u n e f o n c t i o n u n i f o r m e , finie e t c o n t i n u e d e s c o o r d o n n é e s , a d 
m e t t a n t d e s d é r i v é e s p a r t i e l l e s d u p r e m i e r o r d r e q u i s o n t 
f i n i e s , l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e e n c e p o i n t a d m e t , p a r r a p p o r t 
a u x c o o r d o n n é e s d e c e p o i n t , d e s d é r i v é e s p a r t i e l l e s d u s e c o n d 
o r d r e q u i s o n t c o n t i n u e s . 

§ 4. — Équation de Poisson. 

Supposons qu'en tout point situé à l'intérieur d'une surface 
fermée S, la densité électrique solide soit finie et varie d'une ma
nière continue de ce point aux points voisins ; supposons en outre 

d 2 V d 2 V d V 2 

que les trois dérivées partielles > existent et soient des 
fonctions finies et continues de x , JK, z. 

Traçons une surface quelconque S à l'intérieur de la surface S. 
Soit dH un élément de cette surface. Soit N e la normale à l'élé
ment du vers l'extérieur de la surface S. D'après l'égalité (16), 
nous aurons 

l'intégrale triple s'étendant au volume enfermé par la surface S. 
Si Ni désigne la normale à l'élément dH vers l'intérieur de la 



surface 2, nous aurons 

D'ailleurs, dans les conditions où nous nous trouvons, nous 
pourrons appliquer l'équation (6) du Chapitre III, qui donne 

Nous trouvons donc 

Cette égalité exige que (AV-h4^p) soit égal à o en tout point 
intérieur à la surface S. Supposons, en effet, qu'en un point M, 
intérieur à la surface S, cette quantité soit différente de o et qu'elle 
soit, par exemple, positive ; en vertu des hypothèses faites, elle 
varie d'une manière continue autour du point M; on peut donc, 
autour du point M, tracer une surface S assez petite pour que 
( A V + 4~p) soit positif en tout point du volume enfermé par cette 
surface; pour que, par conséquent, l'intégrale 

étendue au volume qu'enferme cette surface, soit une quantité po
sitive, contrairement à ce que nous venons de démontrer. 

Donc, si, dans le domaine d'un point, la densité électrique 
solide existe, est finie et continue; si, dans ce domaine, les 
dérivées partielles du second ordre de la fonction potentielle 
existent, sont finies et continues, on a, en ce point, 

(25) AV = — 4^P-

Cette équation, dite équation de Poisson, renferme comme cas 
particulier l'équation 

AV= 0, 

donnée par Laplace pour le point extérieur aux charges agissantes. 

§ 5. — Historique. 

L'équation (25) a été découverte en 1813 par Poisson (1). La 

(1) POISSON, Remarques sur une équation qui se présente clans la théorie 



démonstration que Poisson en donna à cette époque ne s'applique 
en toute rigueur qu'aux corps à l'intérieur desquels l'électricité est 
distribuée d'une manière homogène. Si un point M est situé à 
l'intérieur d'un semblable corps, on peut le prendre pour centre 
d'une sphère qui partage l'espace en deux régions : l'une 1, in
térieure à la sphère; l'autre 2, extérieure à cette sphère. 

On a alors 
v=v1+v2. 

L'équation de Laplace nous donne 

AV2= 0, 

et, d'autre part, le calcul de AV1, facile à faire au moyen des théo
rèmes de Newton sur l'attraction des couches sphériques homo
gènes, donne 

AV2 = - 4 - p , 

ce qui démontre l'équation (25) pour un volume uniformément 
électrisé. Lorsque le volume qui entoure le point considéré n'est 
pas uniformément électrisé, on peut, d'après Poisson, prendre le 
rayon de la sphère auxiliaire assez petit pour pouvoir regarder 
comme homogène l'électrisation à l'intérieur de cette sphère et re
produire la démonstration précédente. 

Cette démonstration manque évidemment de rigueur. Poisson 
s'en aperçut et donna ultérieurement deux autres démonstrations 
du théorème important qu'il avait découvert. 

La première de ces deux démonstrations (1) est celle que nous 
venons de donner au paragraphe précédent; elle repose sur l'em
ploi des lemmes de Gauss, que Poisson démontre comme Gauss. 
Bien que Poisson ne cite pas le nom de Gauss, il est probable 
qu'il connaissait le travail publié par ce dernier sur l'attraction des 
ellipsoïdes; car, ainsi que le remarque justement M. Bacharach(2) : 

des attractions des sphéroïdes (Nouveau Bulletin de la Société philomathique 
de Paris, vol. III, p. 388-392; 1813). 

(1) POISSON, Mémoire sur la théorie du magnétisme en mouvement (Mé
moires de l'Académie des Sciences pour l'année 1823, t. VI, p. 455-463. Paris; 
1827). 

(2) MAX BACHARACH, Abriss einer Geschichte der Potentialtheorie, p. 11 
(Inauguraldissertation. Würzbourg; 1883). 



« Il est difficile de supposer que Poisson, qui s'occupait si profon
dément du problème de l'attraction des ellipsoïdes, comme en font, 
foi les importants travaux qu'il a publiés sur ce sujet, ait encore 
ignoré après treize années le travail de Gauss, qui n'avait pas tardé 
à devenir célèbre. » 

La seconde démonstration de Poisson (1) repose sur les pro
priétés des fonctions de Laplace. 

Poisson admettait, sans se préoccuper de la démontrer, l'exis
tence de la fonction potentielle et de ses dérivées partielles du pre
mier et du second ordre à l'intérieur des charges agissantes. Gauss, 
le premier, sentit cette lacune et chercha à la combler dans un Mé
moire (2) qui a une importance capitale pour la théorie de la fonc
tion potentielle. Gauss montra ( 3 ) , par la méthode que nous avons 
reproduite au § 1 du présent Chapitre, que l'intégrale qui définit, 
la fonction potentielle en un point extérieur aux charges agis
santes continue à représenter, à l'intérieur des charges agissantes, 
une fonction finie et continue des coordonnées. 

Gauss (4) donna aussi une démonstration analogue au sujet des 
intégrales qui, à l'intérieur des charges agissantes, représentent les 
dérivées partielles du premier ordre de la fonction potentielle. 
Cette démonstration a été reproduite par Dirichlet(5), Riemann (6) 
et Heine (7). 

Mais il ne suffit pas de démontrer que ces intégrales continuent 
à représenter des fonctions continues des coordonnées à l'intérieur 
des charges agissantes, pour pouvoir affirmer que ces fonctions 

(1) POISSON, Mémoire sur l'attraction des sphéroïdes (Connaissance des 
Temps pour 1829, p. 354-364. Paris; 1826). 

(2) GAUSS, Allgemeine Lehrsätze in beziehung auf die im verkehrten Ver-
hältnisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Abstos-
sungs- Kräfte (Resultate aus den Beobachtungen des magnetischen Vereins im 
Jahre, 1839. Publiés par Gauss et Weber à Leipzig en 1840. — GAUSS, Werke, 
t. V, p. 197). 

(3) GAUSS, Allgemeine Lehrsätze, § 6 (GAUSS, Werke, t. V, p. 202). 
(4) GAUSS, ibid. 
(5) LEJEUNE-DIRICHLET, Vorlesungen über die im umgekehrten verhältniss 

des Quadrats der Entfernung wirkenden Kräfte, publiées par F. Grube, § 4. 
Leipzig ; 1876. 

(6) RIEMANN, Schwere, Elektricität und Magnetismus, rédigé par K. Hat-
tendorff, § 6. Hanovre; 1876. 

(7) HEINE, Handbuch der Kugelfunktionen, t. II, § 17. 



continues sont encore, à l'intérieur des charges agissantes, les trois 
dérivées de la fonction potentielle. 

Clausius (1) donna, le premier, une démonstration de cette der
nière proposition; mais sa démonstration repose sur l'emploi 
d'une intégration par parties dont la légitimité même suppose 
l'exactitude de la proposition à démontrer. 

La première démonstration satisfaisante du théorème en ques
tion est due à Bouquet et se trouve dans la Théorie mécanique de 
la chaleur de Briot ( 2 ) . La démonstration que nous avons donnée 
est due à M. Otto Holder ( 3 ) . 

L'existence des dérivées secondes de la fonction potentielle a été 
démontrée par Gauss (4) à peu près comme nous l'avons indiqué 
dans ce Chapitre. Cette démonstration, comme celle qui a été 
donnée par Clausius ( 5 ) suppose essentiellement l'existence des 
dérivées partielles de la densité électrique au voisinage du point 
considéré. M. Otto Holder (6) a montré que les dérivées partielles 
de la fonction potentielle existaient encore dans le cas beaucoup 
plus général où l'on admet seulement l'hypothèse suivante : 

Autour du point M(x, y , z), on peut tracer un domaine tel 
que, pour tout point M'(x', y', z') de ce domaine, on ait 

| p(z', y', z') — p(x, y, z) | < A.MM''', 

A et µ étant deux constantes positives; si, de plus, pour deux 
points quelconques M'(x', y ' , z') et M"(x", y", z") de ce domaine, 
on a, 

| p(x", y", z") - p(x', y', z') | < A.M'M"̂ , 

les dérivées partielles du second ordre de la fonction poten
tielle sont continues au point M. 

(1) CLAUSIUS, Die Potentialfunktion und das Potential; Brunswick, 1859. 
Traduit en français, sur la deuxième édition, sous le titre : La fonction poten
tielle et le potentiel, par F. Folie. Paris; 1870. 

(2) BRIOT, Théorie mécanique de la chaleur. Paris ; 1869. 
(3) OTTO HOLDER, Beiträge zur Potentialtheorie, §3 (Inauguraldissertation. 

Stuttgart; 1882). 
(4) GAUSS, Allgemeine Lehrsätze, § 9 (GAUSS, Werke, t. V, p. 206). 
(5) CLAUSIUS, La fonction potentielle et le potentiel, p. 46. Égalité (59). 
(6) OTTO HOLDER, Beiträge zur Potentialtheorie, § 4 et 5. 



Quant à l'équation de Poisson, il en a été donné d'innombrables 
démonstrations. Outre celle que nous avons donnée, qui, nous 
l'avons dit, est due à Poisson, nous mentionnerons celle de 
Gauss (1), qui repose sur l'expression des dérivées partielles du 
second ordre que l'on peut déduire de l'égalité (24); celle de Clau-
sius ( 2 ) , fondée exclusivement sur les théorèmes les plus élémen
taires du Calcul intégral; celle de M. Weingarten ( 3 ) , qui emploie 
les propriétés des intégrales de Fourier; enfin celle de M. Kro-
necker 

(1 ) GAUSS, Allgemeine Lezrsätze, § 10 (GAUSS, Werke, t. V, p. 208). 
(2) CLAUSIUS, Sur la démonstration de l'équation 

(Journal de Liouville, 2E série, t. III, p. 57; 1858). — De la fonction poten
tielle et du potentiel, § 20. 

( 3 ) WEINGARTEN, Zur Theorie des Potentials (Crelle's Journal, t.XLIX, p. 367; 
1855). 

(4 ) KRONECKER, Zur Potentialtheorie (Borchardt's Journal, t. LXX, p. 246: 
1869). 



CHAPITRE VI. 
CRITERIA DE LA FONCTION POTENTIELLE D'UN VOLUME ÉLECTRISÉ. 

ATTRACTION DES ELLIPSOIDES. 

§ 1. — Criteria de la fonction potentielle d'un volume électrisé. 

Imaginons qu'en un certain volume, limité par une surface fer
mée S, l'électricité soit répandue avec une densité solide p, finie 
en tout point ; ce volume ne renferme aucune surface de disconti
nuité électrisée et la surface S n'est pas, non plus, électrisée. Au 
dehors de la surface S, il n'existe pas d'électricité. 

A l'intérieur de la surface S, la densité solide p est supposée non 
seulement avoir en tout point une valeur finie, mais encore varier 
d'une manière continue d'un point à l'autre et admettre en chaque 
point des dérivées partielles du premier ordre qui sont finies. 

Quelles sont alors les propriétés, connues par ce qui précède, 
dont jouit la fonction potentielle d'une semblable distribution 
électrique, tant à l'intérieur du volume 1 qu'enferme la surface S 
(fig. 9) que dans l'espace illimité 2 extérieur à cette surface? 

Fig. 9. 

1° Dans l'espace entier, formé par les régions 1 et 2, la fonction 
potentielle V(x, y , z) dont il s'agit est une fonction uniforme, 



finie et continue des coordonnées ; en tout point, elle admet, par 
rapport aux coordonnées, des dérivées partielles du premier ordre 
qui sont finies. 

2° En tout point de l'espace 1, intérieur à la surface S, elle 
admet, par rapport aux coordonnées, des dérivées partielles du 
second ordre qui sont uniformes, finies et continues. Elle s'offre 
donc à nous comme une fonction uniforme, finie et continue, 
ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres, à l'inté
rieur de l'espace 1 ; ce qu'on exprime en disant qu'elle est r é g u 
lière dans l'espace 1. 

Si l'on désigne par f(x, y , z) la fonction uniforme, finie et con
tinue (— 4^?), on aura, en tout point de l'espace 1, en vertu de 
l'équation de Poisson, 

(1) AV = f(x, y,z). 

3° En tout point de l'espace 2, extérieur à la surface S, la fonc
tion V (x, y , z) admet, par rapport aux coordonnées, des dérivées 
partielles du second ordre qui sont uniformes, finies et continues ; 
en sorte que cette fonction est aussi régulière à l'intérieur de l'es
pace 2. 

En tout point de cet espace, elle satisfait à l'équation aux dérivées 
partielles de Laplace 

(2) AV = 0. 

On exprime ordinairement cette double propriété de la fonc
tion V d'être régulière dans l'espace 2 et de satisfaire, en tout 
point de cet espace, à l'équation de Laplace, en disant qu'elle est 
harmonique à l'intérieur de l'espace 2. 

4° Lorsque le point (x, y , z) s'éloigne au delà de toute limite 
de la surface S dans une direction quelconque, les quantités V, 
à-X > T^-j ~- tendent vers 0 ; et, si l'on désigne par R la distance du àx oy dz ' ' 0 1 
point (x, y , s) à un point fixe quelconque O de l'espace 1, les 
quantités 

ne croissent pas au delà de toute limite. 
Ces propriétés caractérisent la fonction potentielle de la distri

bution électrique considérée. Aucune autre fonction ne peut les 



posséder. Nous allons montrer, en effet, qu'attribuer la posses
sion simultanée de l'ensemble de ces propriétés à deux fonctions 
V ( x , y , z ) , V ' (x , y , z ) , c'est supposer que ces deux fonctions ont 
la même valeur en tout point de l'espace ou, en d'autres termes, 
qu'elles ne forment qu'une fonction. 

Désignons par &(x, y , z) l'excès de la fonction V ' (x, y , z) sur 
la fonction V ( x , y , z ) , et examinons les propriétés de cette fonc
tion ®(x,y, z ) . 

1° Comme les deux fonctions V et V , la fonction 0 est uni
forme, finie et continue en tous les points de l'espace ; elle tend 
vers 0 lorsque le point (x, y , z) s'éloigne infiniment, dans une 
direction quelconque, de la surface S. Ses dérivées partielles du 
premier ordre possèdent les mêmes propriétés. 

2° Comme les deux fonctions V et V , la fonction 0 est régu
lière en tout point de l'espace 1. Les deux fonctions V et V véri
fiant l'équation (1) en tous les points de cet espace, la fonction 0 
vérifie, en tous les points de cet espace, l'équation de Laplace 

A0 = 0. 

La fonction 0 est donc harmonique en tous les points de l'espace 1. 
3° Comme les deux fonctions V et V , la fonction 0 est harmo

nique en tous les points de l'espace 2. 

4° Les produits R 0 , R 2 ^ > R 2 ^ > R 2 ~ , ne croissent pas au-1 1 ox oy ûz 1 

delà de toute limite lorsque le point (x, y , z) s'éloigne infiniment 
de la surface S. 

Soient dS un élément de la surface S; N1 la normale à cet élé
ment vers l'intérieur de l'espace 1 ; N 2 la normale à ce même élé
ment vers l'intérieur de l'espace 2 . 

La fonction 0 vérifie, à l'intérieur de l'espace 1, des conditions 
telles qu'il est permis de lui appliquer l'égalité (5) du Chapitre III; 
cette égalité devient, parce que la fonction 0 est harmonique, 

(3) 

Du point fixe O, intérieur à l'espace 1, comme centre, avec un 
rayon vecteur variable R, décrivons une surface convexe S et choi
sissons le rayon R assez grand pour que la surface S soit, en entier, 
extérieure à la surface S. 



La surface S sépare l'espace 2 en deux régions : une région 3 
limitée par les surfaces S et S, et une région illimitée 4 extérieure 
à la surface S. 

Soit dH un élément de la surface S ; soit v la normale à cet élé
ment dirigée vers l'intérieur de l'espace 3. 

La fonction 0 jouit, dans l'espace 3, de propriétés telles qu'il 
est permis de lui appliquer l'équation (5) du Chapitre III; et, 
comme la fonction 0 est harmonique dans l'espace 3, cette équation 
devient 

L'élément dH est vu du point o sous un angle dw. On a donc 

et 

la sommation qui figure au second membre s'étendant à tous les 
éléments de la sphère de rayon 1 ayant pour centre le point O. La 
surface S étant convexe, l'angle cos(v, R) n'est jamais égal à 0. La 

quantité R 2 ^ ne croît pas au delà de toute limite avec R; 0 tend 

vers 0 lorsque R croît au delà de toute limite. Si donc on fait 
croître tous les rayons vecteurs R de la surface S au delà de toute 
limite, le second membre de l'égalité précédente tend vers 0. 

Ce résultat entraîne le suivant : 
L'intégrale 

étendue à l'espace compris entre la surface S et une surface S 
convexe et extérieure à la surface S tend vers la limite bien déter
minée 



lorsque la surface S grandit de telle manière que tous ses points 
s'écartent indéfiniment de la surface S. C'est le résultat qu'exprime 
l'égalité 

(4 ) 

La quantité © et ses dérivées partielles du premier ordre étant 
continues dans tout l'espace, on a évidemment 

en sorte que les égalités (3) et (4), ajoutées membre à membre, 
donnent 

(5) 

l'intégrale s'étendant à tout l'espace. 
Il est aisé de voir que cette égalité (5) ne saurait être satisfaite 

si l'on n'avait, en tous les points de l'espace, l'égalité 

c'est-à-dire 

(6) 

Imaginons, en effet, qu'en un point M de l'espace la quantité F 2 ne 
soit pas égale à 0. Comme cette quantité F 2 est une fonction con
tinue des coordonnées, on pourrait toujours, autour du point M, 
délimiter un domaine A assez petit, pour que la quantité F 2 soit 
différente de 0 en tout point du domaine A. Soit 13 l'espace exté
rieur au domaine A. On aurait 

Au second membre, la deuxième intégrale ne pourrait être que 
nulle ou positive ; la première serait certainement positive; l'inté
grale qui figure au premier membre ne pourrait donc être égale à 0 
comme l'exige l'égalité (5). 

Ainsi, la fonction @ est une fonction continue dans tout l'espace, 
admettant, dans tout l'espace, des dérivées partielles du premier 



ordre qui, d'après les égalités (6) , sont identiquement nulles. La 
fonction 0 a donc, dans tout l'espace, la même valeur constante ; 
comme, d'ailleurs, la quantité &(x, y, z) doit tendre vers 0 lorsque 
le point (x, y, z) s'éloigne indéfiniment de la surface S, il faut que 
la quantité 0 soit identiquement nulle, et que les deux fonctions V 
et V aient identiquement la même valeur en tous les points de 
l'espace. C'est la proposition même que nous avions énoncée. 

Les propriétés que nous avons énumérées comme appartenant à 
la fonction potentielle d'un volume électrisé sont donc particulières 
à cette fonction et ne peuvent appartenir à aucune autre fonction. 
On peut leur donner le nom de criteria de la fonction dont il 
s'agit. Il suffit d'être assuré qu'une fonction les possède toutes (1) 
pour pouvoir affirmer qu'elle représente la fonction potentielle 
d'une distribution électrique intérieure à la surface S et ayant en 
chaque point la densité solide 

Cet important théorème est dû à Lejeune-Dirichlet ( 2 ) , qui en a 
fait usage dans l'étude du problème de l'attraction exercée par un 
ellipsoïde homogène. 

§ 2. — Fonction potentielle d'un ellipsoïde homogène. 

L'étude de l'action exercée par un ellipsoïde homogène sur un 
point extérieur ou intérieur à cet ellipsoïde a sollicité les efforts de 
presque tous les grands géomètres qui se sont succédés depuis 
Newton jusqu'à nos jours (3). Newton, Maclaurin, d'Alembert, 

(1) Au lieu d'énoncer les criteria de la fonction potentielle relatifs à l'infini, 
nous nous contenterons souvent de dire que la fonction potentielle s'annule à l'in
fini, toutes les fois qu'aucune confusion ne sera à craindre. 

(2) LEJEUNE-DIRICHLET, Sur un moyen général de vérifier l'expression du 
potentiel relatif à une masse quelconque, homogène ou hétérogène (Crelle's 
Journal. Bd. XXXII, p. 80-84 ; 1846). 

( 3) On trouvera exposée très complètement l'histoire du problème de l'attrac
tion des ellipsoïdes dans C. Paraira : Over de Methoden ter bepaling van de 
aantrekking eener ellipsoïde op en willekeurlig punt (Academisch prœfschrift. 
Amsterdam; 1879). 

Une histoire plus résumée du même problème sert d'introduction au Mémoire 
de Chasles : Mémoire sur l'attraction des ellipsoïdes ; solution synthétique 
pour le cas général d'un ellipsoïde hétérogène et d'un point extérieur. Paris : 
1846. 



Lagrange, ont amorcé la solution de ce problème. Elle a été donnée 
par Legendre et par Laplace. Ivory, Gauss, Poisson, Chasles et 
bien d'autres l'ont résolu par des méthodes différentes. 

La solution de Lejeune-Dirichlet (1) diffère de celles dont nous 
venons d'énumérer les auteurs, en ce qu'elle n'aurait pu servir de 
méthode d'invention. Lejeune-Dirichlet p r e n d , en effet, la fonction 
qui, d'après les travaux de ses prédécesseurs, doit représenter la 
fonction potentielle d'un ellipsoïde homogène, et, par l'emploi des 
criteria établis au paragraphe précédent, il s'assure que cette 
fonction est bien, en effet, la fonction potentielle de l'ellipsoïde 
considéré. 

Cette méthode est évidemment moins satisfaisante pour l'esprit 
que les belles et élégantes méthodes d'invention proposées par 
différents géomètres, et notamment par Gauss et par Chasles. Mais 
elle a sur toutes les autres un avantage qui nous la fera préférer, 
la brièveté. 

Soit 

( 7 ) 

l'équation de l'ellipsoïde rapporté à son centre et à ses axes. 
Envisageons l'équation 

(8) 

La quantité u, qui figure dans cette équation (8) , est, en vertu de 
cette équation, une fonction algébrique de x, y, z. 

Il est aisé de voir que cette équation, ramenée à la forme entière, 
est du troisième degré en u. Elle donne donc, en général, pour u, 
trois déterminations. 

Supposons que l'on ait les inégalités 

a > b > c. 

Les trois déterminations de u séparent les unes des autres les 

(1) LEJEUNE-DIRICHLET, Sur un moyen général de vérifier l'expression du 
potentiel relatif à une masse quelconque, homogène ou hétérogène (Crelle's 
Journal. Bd. XXXII, p. 80-84; 1846). — Vorlesungen, etc., rédigées par F. Grube ; 
2e Partie. Leipzig; 1876. 



quatre quantités 
— a2, —b2, — c2, +00. 

Le théorème des substitutions conduit immédiatement à ce résultat ; 
en effet 

Pour u — — c o ? le premier membre de l'équation ( 8 ) a le signe — 

» u = — a2 — N » » — 
» u = — a2 — N » » + 
» u = — a2 — N » » — 
» u = — a2 — N » » + 
» u = — a2 — N » » — 
» u = — a2 — N » » + 
» u = +00 » » — 

Considérons la plus grande des trois racines, celle qui est comprise 
entre —c2 et +oo; cette racine est positive si le point (x,y,z) est 
extérieur à l'ellipsoïde, nulle si le point (x, y , z) est situé à la 
surface de l'ellipsoïde, et négative si le point (x, y , z) est intérieur 
à l'ellipsoïde. Il suffit, pour le démontrer, de remarquer que, par 
la substitution u = 0, le premier membre de l'équation (8) devient 

quantité positive, nulle ou négative, suivant que le point (x, y , z ) 
est extérieur à l'ellipsoïde, situé à la surface de l'ellipsoïde ou 
intérieur à l'ellipsoïde. 

La somme des trois racines de l'équation (8) a pour valeur 

Cette somme croît au delà de toute limite lorsque le point (x, y , z ) 
s'éloigne indéfiniment, dans une direction quelconque, du centre 
de F ellipsoïde. Par conséquent; la racine comprise entre — c2 et 
+ oo croît au delà de toute limite lorsque le point (x, y , z ) s'éloigne 
indéfiniment de l'ellipsoïde. 

Ces préliminaires posés, envisageons l'expression 

( 9 ) 



dans laquelle U a pour valeur 0 si le point (x, y, z) n'est pas 
extérieur à l'ellipsoïde, tandis que, si. ce point est extérieur à 
l'ellipsoïde, U désigne la racine positive de l'équation (8) . Si le 
point (x, y, z) est situé à la surface de l'ellipsoïde, ces deux règles 
conduisent l'une et l'autre à prendre pour U la valeur 0. 

La quantité p est la densité électrique uniforme à l'intérieur de 
l'ellipsoïde. 

Enfin le radical est pris en valeur absolue. 

L'intégrale qui figure dans cette expression (g) a une limite 

infinie; mais cette intégrale n'est pas illusoire, car, pour les va

leurs infinies de A, la quantité sous le signe J est de l'ordre 

de r i 
Nous allons montrer que la fonction V (x, y, z) présente tous 

les criteria de la fonction potentielle de l'ellipsoïde, et que, par 
conséquent, elle représente cette fonction potentielle. 

i" La limite inférieure de l'intégration, U, représente deux 
fonctions analytiques différentes de x, y, z, selon que le point 
(x, y, z) est extérieur ou intérieur à l'ellipsoïde; mais ces deux 
fonctions analytiques prennent la même valeur o en un point de 
la surface de l'ellipsoïde; U est donc, dans tout l'espace, une 
fonction uniforme, finie et continue, de x, y, z. 

D'ailleurs, l'élément sous le signe j " est aussi, clans tout l'es

pace, une fonction uniforme, finie et continue, de x, y, z; car 

aucune des quantités 

a2 + y, b2 + y, c2 + y 
ne devient égale à o entre les limites de l'intégration. 

Il résulte de là que, dans tout l'espace, la fonction V ( x , y , z) 

est une fonction uniforme, finie et continue, de x, y, z. 

2 ° Soit R la distance du point (x, y, z) à l'origine des coor
données; montrons que, lorsque R augmente au delà de toute 
limite, le produit RV demeure fini. 

Nous avons 

Si nous nous reportons à la définition de U pour un point exté-

D. - I . 5 



rieur à l'ellipsoïde, nous voyons que l'on peut poser 
U = Rv, 

v étant une fonction de x , y , z qui demeure finie, positive, et 
ne tend pas vers o lorsque R croît au delà de toute limite. 

Faisons alors un changement de variable défini par l'égalité 

1 = R2(v + t), 
et nous aurons 

Lorsque R croît au delà de toute limite, j ^ , ~ ne croissent 

pas au delà de toute limite; v est toujours fini, positif, et ne tend 

pas vers s i ' « 5 ' tendent vers 0; VR demeure donc fini. 

3° Calculons la dérivée ̂ - • 
ax 

La formule de la différentiation sous le signe J", appliquée à 

l'égalité (9), donne 

Deux cas sont à distinguer : 
Si le point ( x , y , z ) est intérieur à l'ellipsoïde, U a la valeur 

constante 0, et il en est de même de le second terme du fac

teur entre accolades est égal à 0. 
Si, au contraire, le point (x, y , z) est à la surface de l'ellip

soïde ou à l'extérieur de l'ellipsoïde, on a 



et le second terme du facteur entre accolades est encore égal à 0. 
La formule précédente se réduit donc, en toutes circonstances, à 

(10) 

—, ont des expressions analogues. 
i)y ôz 1 

De ces expressions il est aisé de conclure, par des raisonne-
i • - i . d\ d\ d\ , i f ments analogues aux precedents, que j^. ' ' sont des fonc_ 

tions de x,y, z uniformes, finies et continues en tous les points 

de l'espace, et que les produits R - ^ > M.- —̂ demeurent 

finis lorsque R croît au delà de toute limite. 

4° La formule de différentiation sous le signe Ç, appliquée à 

l'égalité (10), nous donne 

(11) 

Cette expression montre que est une fonction uniforme, finie 

et continue en tous les points extérieurs à l'ellipsoïde, et aussi en 
tous les points intérieurs. Pour les points de la surface même de 

l'ellipsoïde, cette expression perd tout sens, comme 

5° De cette équation (11) et des expressions analogues que l'on 

peut donner pour - ^ j et -̂ —> on déduit 

Mais, par différentiation, on vérifie aisément que 



en sorte que l'équation précédente devient 

( 1 2 ) 

Deux cas sont à distinguer : 
Si le point (x, y, z) est intérieur à l'ellipsoïde, on a 

D'ailleurs, le radical étant, par hypothèse, pris en valeur absolue, 
l'égalité ( 1 2 ) devient 

AV = - - 4itp. 

Si, au contraire, le point (x, y, z) est extérieur à l'ellipsoïde, 

on a 

et, par conséquent, 

Prenons ces trois équations; multiplions les deux membres de 

la première par ^ ^ ; les deux membres de la deuxième par 

gTT-^jî les deux membres de la troisième par g 8 ** > , et ajoutons 

membre à membre les résultats obtenus. Nous trouvons 

Comme, pour aucun point extérieur à l'ellipsoïde, 



ne peut être égal à 0, cette égalité devient 

Ce résultat, reporté dans l'égalité (12), donne, pour tout point 
extérieur à l'ellipsoïde. 

AV = 0. 

Ainsi la fonction V(x, y, z) offre tous les criteria de la fonc
tion potentielle de l'ellipsoïde représenté par l'égalité (7), en sup
posant que l'électricité soit répandue uniformément à l'intérieur 
de cet ellipsoïde avec la densité solide p. La fonction V(x, Y, z ) 

représente donc bien cette fonction potentielle, 

Posons 

(13) 

Les quatre quantités 0 , L, M, N sont des constantes pour les 
points intérieurs à l'ellipsoïde ou situés à sa surface, et des fonc
tions de x , y , z pour les points extérieurs à l'ellipsoïde. 

La formule (9) donnera alors 

(14) V (x, y, z) = p(6 — Lx2 — My 2 - Nz2 ). 

L'égalité (10) nous donnera la première des égalités 

( 1 5 ) 

qui nous seront utiles plus tard. Une charge électrique égale à 
l'unité étant fixée à un point matériel placé en (x, y, z), ce point 



subira, de la part de l'ellipsoïde, une action dont les composantes 
auront pour valeur 

( 1 6 ) 

X = 2EpLx, 
Y = EPMy, 
Z = -2spNz. 

Ces formules achèvent la solution, donnée par Lejeune-Dirichlet, 
du problème de l'attraction d'un ellipsoïde homogène. 



CHAPITRE VII. 
ACTION ÉLECTROSTATIQUE ET FONCTION POTENTIELLE 

D'UNE SURFACE ÉLECTRISÉE. 

§ 1. — Étude de la composante normale de l'action exercée en un point 
par une surface électrisée. 

Supposons qu'un système soit formé par des corps continus sé
parés les uns des autres et du milieu non électrisable qui les envi
ronne par des surfaces de discontinuité. L'électricité est répandue 
à l'intérieur des corps avec une densité solide p et sur les surfaces 
de discontinuité avec une densité superficielle a-. 

Cette électricité, agissant suivant les lois de Coulomb, exerce 
sur un point matériel chargé d'une quantité d'électricité égale à 
l'unité une action dont la grandeur et la direction sont parfaite
ment déterminées, que le point électrisé se trouve à l'extérieur ou 
à l'intérieur des charges agissantes, pourvu toutefois qu'il se trouve 
à distance finie de toute surface de discontinuité électrisée. Le 
Chapitre V nous fait connaître quelles sont, dans ces conditions, 
les plus importantes propriétés de cette force. 

Il nous reste à étudier ce qui advient de cette force lorsque son 
point d'application s'approche indéfiniment d'une surface de dis
continuité électrisée, ou même vient se placer sur cette surface de 
discontinuité. C'est l'objet du présent Chapitre. 

L'existence et la continuité en tout point de l'espace de l'action 
électrique exercée par des volumes électrisés étant une vérité re
connue, nous pourrons nous contenter d'étudier l'action exercée 
par les surfaces électrisées, action qui, composée avec la précé
dente, nous donnera l'action de tout le système. 

Soit donc un système formé seulement de surfaces électrisées, 
et un point M(x,y, z) qui n'est situé sur aucune de ces surfaces. 

Soient 

dS un élément de l'une des surfaces électrisées; 

(a , b, c) un point de cet élément; 



<j la densité superficielle au point (a, b. c) ; 

r la distance du point M au point (a, b, c ) . 

L'action au point M a pour composantes 

( 1 ) 

Prenons un point M ( x , y, z), que l'on puisse faire tendre d'une 
manière continue vers une des surfaces S du système. Supposons 
que, de ce point M, on puisse abaisser sur la surface S une nor
male Mµ dont la longueur tende vers 0 et dont l'orientation varie 
d'une manière continue lorsque le point M tend vers un point de 
la surface S; cela sera toujours possible si, comme nous le suppo
serons, au point P de la surface S, vers lequel tend le point M, et 
en tous les points assez voisins du point. P, la surface S admet un 
plan tangent, et si l'orientation de ce plan tangent varie d'une 
manière continue d'un point à l'autre de la surface S. 

Soit µ (gig. 10) le pied de la normale en question. On pourra 

Fig. 10. 

toujours supposer le point M si voisin de la surface S que le point 
µ soit aussi voisin que l'on voudra du point P vers lequel tend le 
point M. 



Par Le point M menons un plan T parallèle an plan tangent à la 
surface S en µ. Si le point µ est suffisamment voisin du point P, 
nous pourrons toujours, sur la surface S, tracer une ligne fermée L. 
découpant sur cette surface une aire limitée S1 qui renferme à son 
intérieur le point P et tous les points µ relatifs à toutes les posi
tions successives du point M et qui, en outre, possède la propriété 
suivante : 

Une normale A a au plan T rencontrera toujours l'aire S, en un 
point au plus a. et fera toujours un angle fini avec le plan tangent en a. 

Cela posé, nous observerons que la force exercée au point M 
par toutes les surfaces électrisées du système résulte toujours de 
deux forces : l'une engendrée par l'électricité répartie sur la ca
lotte S1 ; l'autre répartie sur le reste des surfaces électrisées. 

Cette dernière demeure évidemment une fonction uniforme, 
finie et continue des coordonnées du point M, même si le point M 
tend vers le point P de l'aire S1, ou vient à traverser l'aire S1 ; ne 
nous en occupons pas plus longtemps et étudions la première. 

La première a une composante dirigée suivant la normale N à la 
surface S1, normale comptée dans un sens déterminé, le sens µM. 
Cette composante, que nous désignerons par FN, va solliciter notre 
attention. 

Par µM, menons deux plans normaux en µ à la surface S1, fai
sant entre eux un angle d'b. Ils ont pour trace, sur le plan T, deux 
lignes droites MA, MB. Envisageons l'élément du plan T compris 
entre ces deux droites et deux circonférences de cercle ayant pour 
centre le point M et pour rayons MA = R et MC = R + dR. Cet 
élément ABCD a pour aire 

R dRdi>. 

Il est la projection d'un certain élément ajïyo de l'aire S1. Soit 
v la normale à l'aire S1 au point a, cette normale étant prise dans 
un sens tel qu'elle vienne coïncider avec la direction N si l'on fait 
venir le point a au point M. L'élément aJ3yô aura pour aire 

On aura alors 



Si désignant le rayon vecteur de la projection de la courbe L sur 
le plan T. 

Jusqu'ici, nous avons supposé que la densité superficielle cr de
meurerait finie dans le champ d'intégration; que la quantité 

V demeurait finie et variait d'une manière continue dans ce 
cos(i\, v) champ. Nous allons supposer maintenant que ces quantités admet
tent, par rapport à R, des dérivées partielles du premier ordre qui 
demeurent finies dans le champ d'intégration. 

Soit z la distance Aa du point a au plan T, comptée positive
ment d'un tel côté du plan T que la normale N traverse ce dernier 
de la face positive à la face négative. Nous aurons 

r2 = R2 + z2. 
Nous aurons aussi 

Nous aurons donc 

Mais 

On a donc, en appliquant à l'expression de FN la formule de 
l'intégration par parties et en désignant par S, L, M, ce que de
viennent o-, z, v en un point de la courbe L, 

(2) 

Remarquons bien que cette transformation de l'intégrale donnant 
FN suppose essentiellement que le point M n'est pas situé sur la 



surface S; sinon la formule de différentiation sur laquelle elle re
pose perdrait tout sens. 

Mais le second membre de la formule ( 2 ) possède, comme nous 
l'allons voir, une valeur finie, qui varie d'une manière continue 
lorsque le point M se rapproche de la surface S1 d'un côté déter
miné de cette surface et même lorsqu'il vient se poser sur la sur
face S t . Seulement, cette valeur, qui représente F N tant que le 
point M n'est pas sur la surface S1, quelque voisin qu'il soit d'ail
leurs de cette surface S1, peut cesser de représenter F N au moment 
où il vient se placer sur la surface S1. 

Ce que nous venons d'énoncer est évident pour le premier des 
trois termes qui figurent au second membre de l'égalité ( 2 ) . 

Envisageons le second de ces termes. Il peut s'écrire 

En vertu des hypothèses faites, tous les facteurs dont se compose 

la quantité sous le signe Ç demeurent finis dans le champ d'inté

gration, même si le point M vient se placer sur la surface S1, sauf 

le terme R 2 . La théorie des intégrales dans lesquelles la quantité 

sous le signe J devient infinie nous montre alors que l'intégrale 

précédente garde une valeur finie et varie d'une manière continue 
lorsque le point M s'approche de la surface S1 ou vient se placer 
sur cette surface. 

Une démonstration analogue s'applique au dernier terme du 
second membre de l'égalité ( 2 ) . 

Nous arrivons donc à la conséquence suivante : 

Considérons une surface S dans une région S1 de laquelle le 
plan tangent varie d'orientation d'une manière continue pen
dant que la courbure a une valeur finie [cette condition équi
vaut à l'existence de la dérivée de cos(N, v), comme on le voit ai
sément]. 

Supposons en outre qu'en tout point de cette région S1 la 
densité électrique superficielle ait une valeur finie, varie 



d'une manière continue et admette des dérivées partielles par 
rapport aux paramètres qui fixent la position d'un point sur 
la surface S. 

Prenons un point M situé au voisinage de cette surface 
d'un côté déterminé de cette surface. L'action exercée par la 
surface électrisée sur ce point M admet une composante sui
vant la normale à la. surf ace qui va joindre le point M. Lorsque 
le point M tend d'une manière quelconque vers un point P de 
la surface, cette composante normale FN tend vers une limite 
finie et bien déterminée. Celte limite varie d'une manière 
continue avec la position du point P sur la surface. On n'est 
pas autorisé à dire que cette limite représente la valeur de FN 

sur la surface. 

Prenons deux points M, M' situés de part et d'autre de la sur
face S1 et infiniment voisins d'un même point P. Dans ce cas, la 
direction N' est sensiblement opposée à N; la direction v' à v. 
La quantité cos(N', v') a donc sensiblement la même valeur que 
la quantité cos (N, v). De même z et z' ont sensiblement des va
leurs égales et de signe contraire. Il semble donc q u e , lorsque 
ces deux points tendent simultanément vers le point P, les deux 
quantités F N et FN doivent tendre vers des limites égales et de 
signe contraire. Mais, si l'on observe que la quantité qui figure 

sous le signe j " dans les deux derniers termes du second membre 

de l'égalité ( 2 ) devient infinie dans le champ d'intégration, on 
voit sans peine que cette conclusion n'est plus nécessaire. Ainsi, 
lorsque deux points, situés de part et d'autre de let surface S1, 
tendent tous deux vers un même point de cette surface, les 
composantes normales des forces exercées sur ces deux points 
tendent vers des limites qui ne sont pas forcément égales et de 
signe contraire. 

Prenons le point M sur la surface S1 (fig. 11). Autour du 
point M, sur cette surface S1, traçons une ligne fermée l séparant 
l'aire S1 en deux autres; une aire limitée S 2 entourant le point M 
et une aire annulaire S 3 comprise entre l et L. Par le point M, 
menons la normale N à la surface S1. 

L'électricité répartie sur l'aire S 3 exerce au point M une action 



dont la composante suivant N est 

p étant le rayon vecteur de la projection de la courbe l sur le 

Fig. 11. 

plan T tangent en M à la surface S1. 

Or on a 

On a donc 

Gomme la surface S1 a une courbure finie au point M, on peut 

écrire 
z = KR2, 

K tendant vers une limite finie lorsque R tend vers 0. On a alors 

Sous cette forme, on voit que, si la courbe l se contracte de ma
nière à venir s'évanouir au point M en passant par une série quel
conque de formes, ce qui fait tendre vers 0 toutes les quantités p, 
la quantité <PX tend vers une limite finie et déterminée, représentée 



par le symbole 

ou 

Cette limite est, par définition, la composante normale de l'ac
tion que la surface électrisée S1 exerce en un de ses points M 
en vertu des lois de Coulomb. 

La démonstration de l'existence de cette limite suppose seule
ment que la quantité cr soit finie et intégrable. Si, de plus, la 
densité superficielle varie d'une manière continue sur la sur
face S1, celle composante normale varie d'une manière con
tinue d'un point à l'autre de la surface S1. 

Résumons les résultats trouvés dans ce paragraphe pour la com
posante normale de l'action exercée en un point par une surface 
électrisée. 

1° Soit un point M situé sur une surface S dont la courbure au 
voisinage du point M a une valeur finie. Cette surface est recou
verte d'une couche électrique ayant une densité superficielle finie 
en tout point voisin du point M. La normale à la surface S au 
point M (fig. 1 2 ) admet deux orientations que nous désignerons 
par N1, N 2 . 

L'action exercée au point M par l'électricité répandue sur la 

Fig. 12. 

surface S admet suivant N1 une composante finie et déterminée $ N 1 . 
2 0 Si la densité superficielle est continue, au voisinage du 

point M, la quantité $N1 varie d'une manière continue avec la posi
tion de ce point sur la surface S. 



3° Supposons maintenant que la densité superficielle admette, 
au voisinage du point M, une dérivée finie par rapport à l'arc de 
toute courbe tracée sur la surface S. Soit M" un point extérieur 
à la surface S qui tend vers le point M en demeurant du côté 
de la surface S marqué par la normale N1. Soit N"1 une normale à 
la surface S allant à la rencontre de ce point. La composante sui
vant N"1 de l'action exercée au point M" par l'électricité répandue 
sur la surface S tend vers une limite finie et déterminée lorsque le 
point M" tend vers le point M d'une manière quelconque. Cette 
limite FN1 varie d'une manière continue avec la position du point M. 

Soit de même M' un point extérieur à la surface S qui tend vers 
le point M en demeurant du côté de la surface S marqué par la 
normale N 2 . Soit N , la normale à la surface S allant à la rencontre 
de ce point. La composante suivant N'2, de l'action exercée au point 
M' par l'électricité répandue sur la surface S tend vers une limite 
finie et déterminée lorsque le point M' tend vers le point M d'une 
manière quelconque. Cette limite. FX2 varie d'une manière con
tinue avec la position du point M. 

4° Les quantités FN1 , FN2 ne sont pas forcément égales et de 
signe contraire ; la quantité FN1 n'est pas forcément égale à <E>N1 ; la 
quantité FN2 n'est pas forcément égale à — <3>N1 ou $N2. 

Nous trouverons plus loin la valeur des quantités 

FN1 + FN2, 

FN1 — FN1, 

FN2 — FN2. 

§ 2. — Étude des composantes tangentielles de l'action exercée 
en un point par une surface électrisée. 

Prenons dans le plan T (fig. 13), mené par le point M parallè
lement au plan tangent en µ à la surface S1, une direction déter
minée M 0 . Convenons de compter les angles <l à partir de cette 
direction. 

L'action exercée au point M par l'électricité répandue sur la sur
face S1 admet suivant M© une composante F©, qui a pour valeur 



Mais on a 
cos (iM, 0 ) = sin (aM, N) cosi, 

r2 = R2 + z2 
O n a d o n c 

Fig. 10. 

Mais on a, d'ailleurs, 
costl di> = d( sin <b ) . 

On peut donc, en remarquant que 

est une l'onction uniforme finie et continue de A, écrire 



Soit dl la longueur de l'arc BA. Nous aurons 

dl = Rdù. 

Nous pourrons donc écrire 

( 3 ) 

Si, comme nous le supposons, la surface S1 admet en tout 
, r. • àz , „ • à cos ( N . v ) 

point une courbure iinie, JJ a une valeur inné; ^ a une 

valeur finie. 
Si, comme nous le supposons également, la densité superfi

cielle a- admet une dérivée par rapport à l'arc de toute ligne tracée 

sur la surface S1, ^ a une valeur finie. 

Enfin, nous savons que 

z = KR2, 

K croissant au delà de toute limite lorsque R tend vers 0, si le 
point M est extérieur à la surface S1, et tendant vers une limite 
finie si M est situé sur la surface S1, en sorte que les quantités 

ne croissent pas au delà de toute limite lorsque R tend vers 0. 
La quantité F@ garde donc une valeur finie et variable d'une 

manière continue avec la position du point M, non seulement si le 
point M s'approche de la surface S, mais encore si ce point vient 
se placer sur la surface S ou se déplace sur cette surface. 

Or, tant que le point M n'est point sur la surface S, nous 
sommes assurés que la quantité F© représente la composante sui
vant M& de l'action exercée au point M sur la surface S1. 

Nous arrivons donc à la conclusion suivante : 

Prenons une surface S qui admet en tout point une courbure 
finie et qui est recouverte d'une couche électrique dont la den

D. — I. 6 



sité, variable d'une manière continue, admet une dérivée finie 
par rapport à l'arc de toute courbe tracée sur la surface S. 
Soit M un point extérieur à la surface, situé d'un côté déter
miné de cette surface et qui s'approche d'un point P de cette 
surface; soit M0 une direction issue du point M, cette direc
tion tendant à devenir parallèle au plan tangent en P à la 
surface S. La composante FQ suivant M0 de l'action exercée au 
point M par la surface S tend vers une limite finie et déter
minée, variable d'une manière continue avec la position du 
point P sur la surface S et la direction limite de la droite M0. 

Prenons maintenant le point M sur la surface S1 (fig. 14). 

Fig. 14. 

Traçons sur cette surface une ligne fermée l, entourant le point M 
et partageant l'aire S1 en deux autres : l'une, S 2 , limitée par la 
courbe l et renfermant le point M ; l'autre, annulaire, S 3 , comprise 
entre les courbes L et l. 

L'action exercée au point M par l'électricité répandue sur l'aire 
S 3 a, suivant M 0 , une composante qui a pour valeur 

p étant le rayon vecteur de la projection de la courbe l sur le 
plan T. 

Une transformation de tout point semblable à celle qui a donné 



la formule ( 3 ) permet d'écrire l'égalité suivante : 

Sous cette forme, on voit que, si p tend vers o, la quantité F e 
tendra vers une limite finie, déterminée, variable d'une manière 
continue avec la direction M 0 et la position du point M sur la 
surface S1, cette limite ayant pour expression 

c'est-à-dire ce que devient le second membre de l'égalité ( 3 ) 

lorsque, clans le cas auquel se rapporte cette égalité, le point M 
vient se placer sur la surface S1 . 

Nous arrivons donc à la conclusion suivante : 

La surface S1 exerce en un point M qui. lui appartient une 
action dont la composante suivant une tangente M© à la 
surface S1 au point M a une valeur finie et déterminée, va
riable d'une manière continue avec l'orientation de la tan
gente M0 et la position du point M sur la surface S1. Cette 
valeur est la limite vers laquelle tend la composante suivant 
une droite M'0' de l'action exercée par la surface en un 
point extérieur M' lorsque le point M' et la direction M'0' 
tendent respectivement vers le point M et la direction M0. 

Nous énoncerons abréviativement les diverses propositions que 
nous avons établies au présent paragraphe, en disant que les com
posantes tangentielles de l'action d'une surface en un point 
varient d'une manière continue, même si ce point traverse la 
surface. 

§ 3. — Réfraction de la force au passage d'une surface électrisée. 

Nous allons maintenant chercher les relations qui existent entre 



les trois quantités que nous avons désignées au § 1 par les lettres 
FN1, FN2, ^N1. La détermination de ces relations repose sur une 
conséquence des lemmes de Gauss, conséquence qui n'est elle-
même que la généralisation du théorème établi au § 2 du Cha
pitre IV. 

Imaginons un système formé, comme tous ceux que nous étu
dions, par des corps continus, en tout point desquels la densité 
électrique solide a une valeur finie et par des surfaces de disconti
nuité en tout point desquelles la densité électrique superficielle a 
une valeur finie. 

Au sein de ce système, traçous une surface fermée S. 

Cette surface S peut couper certaines surfaces de discontinuité 
en de certaines lignes ou les toucher en certains points; elle peut 
aussi avoir des aires d'étendue finie communes avec certaines de ces 
surfaces de discontinuité. 

Nous supposerons, désormais, que si le point M est un point 
commun à la surface S et à une surface de discontinuité S, celle-
ci est soumise, au voisinage du point M, aux conditions sui
vantes : 

1° Elle admet une courbure finie ; 
2° La densité superficielle de la couche électrique qui la re

couvre admet une dérivée finie suivant toute ligne tracée sur la 
surface S. 

Moyennant ces conditions, nous serons assurés que le point M et 
que tout point voisin du point M subiraient, s'ils portaient une 
charge électrique égale à l'unité, une force finie et déterminée de la 
part de l'électricité répandue sur le système. 

Cela étant, nous sommes assurés que, de quelque manière que 
l'on place une charge électrique égale à l'unité sur la surface S, 
l'action de tout le système sur le point où se trouve cette charge 
admet une composante fnc finie et déterminée, suivant la normale nc 
extérieure à la surface S en ce point. 

Envisageons alors la somme 

S Fnc dS. 

Par une série de raisonnements analogues en tout point à ceux 
qui nous ont servi au Chapitre IV, § 2 , nous trouverons que l'on 



peut écrire 

( 4 ) S fnc dS = 4 TIE Dit + 2TÏEµ, 

3To étant la quantité totale d'électricité répartie à l'intérieur de la 
surface S et µ la quantité totale d'électricité répartie sur cette 
même surface. 

Telle est l'égalité que nous allons appliquer immédiatement et 
dont nous aurons encore à faire un fréquent usage au cours de ces 
Leçons. 

Considérons une surface de discontinuité S (f ig. 15) chargée 

Fig. 15. 

d'électricité et, sur cette surface, un point M au voisinage duquel 
la surface S possède les propriétés que nous avons rappelées il y a 
un instant. 

Du côté de cette surface vers lequel est dirigée la normale N 2 , 
traçons une surface S', parallèle à la première. Soit S la distance de 
ces deux surfaces. 

Sur la surface S autour du point M, prenons une aire AB. Par 
tous les points A, B, . . . du contour de cette aire, menons des nor
males AA', BB', Elles forment une surface réglée T qui dé
coupe une aire A'B' sur la surface S'. 

Les aires AB, A'B' et la portion de la surface T, qui est située 
entre elles, limitent un espace clos. On peut toujours choisir la 
distance S assez petite pour qu'aucune surface de discontinuité autre 
que la surface S ne pénètre dans cet espace clos, ou ne rencontre 
la surface fermée qui le limite. 

Cette surface remplit alors assurément des conditions telles, que 
l'égalité ( 4 ) lui soit applicable. Moyennant l'emploi de notations 
dont le sens est bien facile à deviner, cette égalité ( 4 ) pourra 



s'écrire, dans le cas actuel, 

( 5 ) 

La quantité fnc n'est autre chose que la quantité désignée à la fin 

du § 1 par <ï>N1 . On a donc 

Lorsqu'on fait tendre o vers o, chaque élément cffl tend vers un 
des éléments "cffl, et f'nc tend vers la quantité désignée à la fin du 
§ 1 par F N a . On peut donc prendre o assez petit pour que l'on 
ait 

7) étant une quantité positive quelconque donnée d'avance. 
La densité p étant finie dans tout le volume considéré, et celui-

ci tendant vers o, en même temps que o, on pourra toujours 
prendre S assez petit pour que l'on ait 

La quantité cpnc est finie en tout point de la surface T; celle-ci a 
une aire qui tend vers 0 avec o. On peut donc prendre S assez 
petit pour que l'on ait 

En tenant compte de l'égalité (5) et des divers résultats que nous 
venons d'obtenir, on voit que l'on peut toujours prendre o assez 
petit pour que l'on ait 

•f\ étant une quantité positive quelconque. 
Or, le premier membre de cette inégalité ne dépendant pas de ô, 



l'inégalité ne peut avoir lieu que si l'on a 

( 6 ) S (AB) 
(*N1 + FN2 — 2Tta) dZ = 0, 

l'aire AB étant une aire quelconque tracée sur la surface S et con

tenant le point M. 

Cette égalité, à son tour, ne peut avoir lieu, à moins que l'on 

n'ait, au point M, 

*N1 + FN2 — 2TEO = 0. 

Supposons, en effet, qu'au point M, la quantité 

*N1 + FN2 — 2TEO 

soit différente de 0. La valeur de cette quantité varie d'une ma

nière continue avec la position du point M sur la surface S; car, 

d'après les hypothèses faites et les conséquences qui s'en déduisent, 

chacune des trois quantités <I>N1, FN2 et o- possède cette même pro

priété. On pourrait, dès lors, tracer autour du point M un domaine 

en tout point duquel cette quantité aurait le même signe qu'au 

point M; en prenant pour AB la totalité ou une partie de ce do

maine, l'égalité (6) ne pourrait plus avoir lieu. 

On a donc, en tout point de l'aire S, 

( 7 ) *N1 + FN2 — 2TEO = 0. 

On démontrerait de même que l'on a 

( 8 ) *N1 — FN2 + 2TEO = 0. 

Ces deux égalités, combinées entre elles, donnent la troisième re
lation 

( 9 ) FN1 + FN2 — 4TEO = 0. 

Soient F1, F 2 , <!>1 les trois forces dont les composantes normales 

sont F N , F N a , <J>N]. Ces trois forces, nous le savons, doivent avoir les 

mêmes composantes tangentielles. Elles sont donc situées dans un 

même plan normal au point M à la surface S. Si A 2 M représente 

la force F2, Ma la force ( P et MA, la force F , (fig. 16), les deux 

lignes Ma, MA, devront avoir, sur le plan tangent en M à la sur

face S, une même projection MB1, égale et directement opposée à 

la projection MB 2 de la longueur M A 2 sur le même plan. 



Si cr est positif, les forces en question seront disposées comme 
l'indique la fig. 16. La longueur C 2 C 1 sera égale au double de la 
longueur C 2 F1. 

Ces diverses propriétés sont souvent désignées sous le nom 

Fig. 16. 

de réfraction de la force au passage d'une surface élec
trisée. 

Un cas particulièrement intéressant par ses applications à l'Élec
trostatique est le cas où la force F 2 est égale à o. 

Lorsqu'une couche électrique n'exerce aucune action sur les 
points situés en l'une des deux régions en lesquelles elle sépare 
l'espace, elle exerce en un point de la surface qu'elle recouvre une 
force normale à cette surface, dirigée vers l'autre région de l'espace 
et ayant pour grandeur arao-; sur un point situé dans cette der
nière région de l'espace et infiniment voisin de la surface, elle 
exerce une force dirigée comme la précédente et ayant pour gran
deur 4 TOO-. 

§ 4. — Fonction potentielle d'une surface électrisée. 

Si nous prenons un point situé à distance finie de toute surface 
de discontinuité électrisée, nous savons que la fonction potentielle 
en ce point est une fonction uniforme, finie et continue des coor
données de ce point. Que devient cette fonction lorsque le point 
auquel elle se rapporte s'approche indéfiniment de l'une des sur-



faces électrisées du système, ou même vient se placer sur cette 

surface? 

Pour répondre à cette question, on peut évidemment réduire le 
système à la surface électrisée dont il est question, ou même 
à la portion de surface que nous avons désignée par S1 dans les 
§ 1 et 2 . 

La fonction potentielle de l'électricité répandue sur la surface S1, 
en un point extérieur à cette surface, peut, en faisant usage des 
notations employées aux § 1 et 2 , s'écrire 

Or, tant que le point M n'est pas sur la surface S1, le rapport 

— tend vers 0 lorsque R tend vers o. Il tend vers l'unité lorsque R 

tend vers 0 si le point M est venu se placer sur la surface S1. La 
quantité précédente représente donc, comme on le voit aisément, 
une fonction finie, continue et uniforme des coordonnées du point 
M, même dans le cas où le point M vient se placer sur la sur
face S1. 

La fonction potentielle au point M d'un système quelconque 
électrisé est donc une fonction finie, continue, uniforme, des 
coordonnées du point M, même si le point M s'approche des 
surfaces de discontinuité électrisées ou vient se placer sur ces 
surfaces. 

En un point M extérieur à toute surface électrisée, la fonction 
potentielle admet des dérivées partielles du premier ordre qui sont 
continues et sont liées aux composantes de la force par les rela
tions 

Ces relations, jointes aux propriétés de la force électrostatique que 
nous avons étudiées aux paragraphes précédents, nous fournissent 
de suite la démonstration d'un certain nombre de théorèmes sur 



la fonction potentielle : il nous suffira d'énoncer ces théorèmes. 
Soit M un point d'une surface électrisée S; N1, N 2 sont les 

deux directions de la normale à la surface S au point M (fig. 17). 

Fig. 17. 

La surface S est supposée avoir une courbure finie au point M et 
aux points avoisinants. La densité électrique superficielle en ces 
points a une dérivée finie par rapport à tout arc tracé sur la sur
face S. 

Dans ces conditions : 

1° Lorsque le point (x, y , z) tend d'une manière quelconque 
vers le point M en demeurant du côté de la surface, que désigne 
la normale N1, la quantité 

tend vers une limite finie et déterminée, variable d'une 
manière continue avec la position du point M sur la sur
face S. 

2° Lorsque le point (x, y , z) tend d'une manière quelconque 
vers le point M en restant du côté de la surface S que marque 
la normale N2, la quantité 

tend vers une limite finie et déterminée, -rrr> qui varie d'une 
manière continue avec la position du point M sur la sur
face S. 



3° Entre ces deux quantités 4s-> -^r existe la relation 

(10) 

4° Soit T une direction quelconque tangente en M à la sur
face S. La quantité 

tend vers la même limite finie et déterminée lorsque le point 
(x, y , z) s'approche de la surface S en se trouvant d'ailleurs 
d'un côté ou de l'autre de cette surface. 

5" Soient L1, L2 deux directions opposées, issues du point M. 
Lorsque le point (x, y , z) tend vers le point M en demeurant 
du côté de la su/face marqué par la normale N1, 

tend vers une limite finie et déterminée ĵ- • Lorsque le point 
(x, y , z) tend vers le point M en demeurant du côté de la sur
face marqué par la normale N2 

tend vers une limite finie et déterminée ~- Entre ces deux 
quantités on a la relation 

(11) 

6° La fonction potentielle admet une dérivée suivant l'arc 
d'une ligne quelconque tracée sur la surface S; mais, en un 
point de la surface S, elle n'admet pas de dérivée par rapport 
à la normale à la surface S, ni, par conséquent, par rapport 
à l'arc d'une courbe quelconque non située sur la surface S. 

Telles sont les principales propriétés de la fonction potentielle 
au voisinage d'une surface de discontinuité électrisée (1). 

(1) Les recherches relatives aux discontinuités qu'éprouvent les dérivées se-



§ 5. — Criteria de la fonction potentielle d'un système électrisé. 

Prenons un système formé par un corps continu C (fig. 18) 

Fig. 18. 

électrisable séparé du milieu non électrisable qui l'environne par 

condes de la fonction potentielle lorsqu'on franchit une surface électrisée n'ont 
qu'un intérêt mathématique. Aussi nous bornerons-nous à donner, à cet égard, 
les renseignements suivants, que nous empruntons à M. Max Bacharach. 

Les recherches relatives aux discontinuités des dérivées secondes sont récentes, 
bien que déjà Green, dans l'étude de la bouteille de Leyde ( E s s a y , art. 8 ) , ait déjà 
donné une formule qui se rapporte à cette question. Cette formule, que Clausius 
et Betti ont ensuite démontrée et généralisée de diverses manières, est la suivante : 
Soit Nc la normale extérieure à une surface, à l'intérieur de laquelle la fonction 
potentielle est constante et dont les rayons de courbure principaux sont R1, R2. 
On a 

M. Paci déduisit de là [Sopra la funzione potenziale di una massa distribuita 
sopra una superficie (Giornale di Matematica da Battaglini, t. XV, p. 289; 
1877)] que l'on devait avoir, en un point quelconque d'une surface électrisée, 

Mais il ne démontra directement cette formule que pour l'ellipsoïde; il l'étendit 
aux autres cas en confondant la surface avec l'ellipsoïde oscillateur. .M. Carl 
Neumann a donné [Neue Sätze über das Newton'sche Potential ( Mathematische 
Annalen, t. XVI, p. 432; 1880)], mais sans démonstration, l'expression de la discon
tinuité qu'éprouvent, en traversant une surface électrisée, les dérivées secondes, 
suivant une direction quelconque, de la fonction potentielle. Celte formule ren
ferme celle de M. Paci comme cas particulier. M. Beltrami [Intorno ad alcuni 
nuoviteoremi del sig. Neumann sulle funzioni potenziali (Annalidi Matematica, 
série II, t. X, p. 46; 1880)] donna bientôt deux démonstrations très générales de 
cette équation. Enfin, les résultats énoncés par M. Carl Neumann ont été démon
trés par M. Horn [Die Discontinuitäten der zweiten Differentialquotienten des 
Oberflächenpotentials (Schlömilch's Zeitschrift, t. XXVI, p. 145 et 209; 1881)]. 



une surface S dont la courbure est finie en chaque point. En tout 
point du corps C, la densité électrique solide a une valeur finie p, 
qui varie d'une manière continue d'un point à l'autre du corps C 
et admet des dérivées partielles du premier ordre par rapport aux 
coordonnées du point auquel elle se rapporte. La densité super
ficielle a- a une valeur finie en tout point de la surface S ; elle varie 
d'une manière continue d'un point à l'autre de la surface S, et 
admet une dérivée par rapport à l'arc de toute courbe tracée sur la 
surface S. 

Dès lors, nous savons que la fonction potentielle V de l'électricité 
répandue sur ce système satisfait aux conditions suivantes : 

1° Cette quantité est, dans tout l'espace, une fonction uniforme, 
finie et continue des coordonnées x, y, z du point auquel elle se 
rapporte. 

2° Dans l'espace 2, extérieur à la surface S, elle est harmo
nique. 

3° Dans l'espace 1, intérieur à la surface S, elle est régulière et 
elle satisfait à l'équation 

AV = — 4 u p . 

4 ° En tout point de la surface S, on a 

5° Si l'on désigne par R la distance du point (x, y, z) à un 
point fixe O pris à l'intérieur du corps C, les produits 

demeurent finis lorsque R augmente au delà de toute limite. 
Réciproquement, si une fonction V possède toutes ces pro

priétés, on est assuré qu'elle est la fonction potentielle de la dis
tribution électrique considérée, car deux fonctions distinctes 
ne peuvent posséder à la fois ces propriétés. 

Supposons, en effet, que ces propriétés appartiennent à la fois à 
deux fonctions, et désignons par 0 leur différence ; celle-ci possédera 
les propriétés suivantes : 

1° Elle sera, dans tout l'espace, une fonction uniforme, finie 



et continue des coordonnées (x, y, z) du point auquel elle se rap
porte. 

2° Elle sera harmonique dans l'espace 2 , extérieur à la surface S. 
3° Elle sera harmonique dans l'espace 1 intérieur à la surface S. 
4° Ses dérivées premières satisferont, sur la surface S, à la con

dition 

5° Les produits 

demeureront finis lorsque R augmentera au delà de toute limite. 
Or nous avons vu, au Chapitre VI, § 1 , que ces propriétés 

entraînaient la conséquence suivante : La fonction @ est identi
quement nulle ; les deux fonctions dont elle est la différence sont 
donc identiques, comme nous l'avions annoncé. 

Les cinq propriétés que nous avons énumérées sont, on le 
voit, les criteria de la fonction potentielle d'un système élec
trisé. 

§ 6. — Historique. 

Coulomb a découvert, en 1786, comme nous le verrons au Livre II, 
que, lorsque l'équilibre électrique est établi sur un corps conduc
teur, il ne peut pas y avoir d'électricité répandue à l'intérieur de 
ce corps, en sorte que sa surface seule est électrisée. C'est cette 
découverte qui a amené les théoriciens à rechercher les propriétés 
des couches électriques. 

Toutefois, pénétrés de l'idée que l'électricité était un fluide 
matériel, capable, à la vérité, de se condenser en un très petit 
volume, mais point d'être réduit à occuper un volume nul, les pre
miers qui se sont occupés de ces recherches, à savoir Coulomb, 
Laplace et Poisson, ont considéré des couches électriques très 
minces, mais point des couches électriques infiniment minces. 
C'est plus lard seulement que Green a introduit dans la Physique 
mathématique la notion de couche électrique superficielle. 

IL y a plus. 
Les premiers essais, guidés par les lois de l'équilibre électrique 

sur les corps conducteurs, se sont bornés à l'étude de couches 



électriques n'exerçant aucune action électrostatique sur les points 
situés à l'intérieur des conducteurs qu'elles recouvrent. 

Une couche homogène, de très petite épaisseur, comprise entre 
deux sphères concentriques, est un exemple d'une semblable couche. 
Or, tandis que son action en un point intérieur est égale à o, elle 
exerce, en un point de la surface qui la limite extérieurement, une 
action normale à cette surface, dirigée vers l'extérieur de cette 
surface, et ayant pour grandeur 4~£pJK, si l'on désigne par y 
l'épaisseur de la couche et par p sa densité. Cette remarque avait 
été faite, dès 1709, par Lagrange (1). 

En 1788, Coulomb (2), développant la théorie du plan d'épreuve, 
marque très nettement qu'à la traversée d'une couche électrique en 
équilibre, couche que, dans ce passage, Coulomb considère comme 
infiniment mince, la composante de l'action électrostatique suivant 
la normale à la couche varie brusquement; égale à 0 en un point 
infiniment voisin de la couche, mais intérieur au corps, elle est 
proportionnelle au double de la densité de la couche en un point in
finiment voisin de la couche, mais extérieur au corps. La démon
stration que Coulomb donne de cette proposition renferme, en 
germe, la démonstration qu'en ont donnée, peu après, Laplace et, 
Poisson. 

C'est, en effet, dans les Mémoires de Poisson, que nous trouvons 
ensuite le développement de l'idée émise par Lagrange et Coulomb. 
Dans son premier Mémoire sur l'Electrostatique (3), Poisson dit : 
« Lorsque la figure de la couche électrique est déterminée, les 
formules de l'attraction des sphéroïdes font connaître son action 
sur un point pris en dehors ou à la surface du corps électrisé. En 
faisant usage de ces formules, j'ai trouvé qu'à la surface d'un sphé
roïde peu différent d'une sphère, la force répulsive du fluide élec
trique est proportionnelle à son épaisseur en chaque point ; il en 
est de même à la surface d'un ellipsoïde de révolution, quel que 

(1) LAGRANGE, Miscellanea Taurinensia, t. I, p. 142-145; 1759. 
(2) COULOMB, Sixième Mémoire sur l'électricité. Suite des Recherches sur la 

distribution du fluide électrique entre plusieurs corps conducteurs ; détermi
nation de la densité électrique dans les différents points de la surface de 
ces corps, § 45 (Mémoires de l'Académie pour 1788, p. 676-677. Paris; 1791). 

(3) POISSON, Mémoire sur la distribution de l'électricité à la surface des 
corps conducteurs, p. 5 (Mémoires des savants étrangers, t. XII, p. 1811). 



s o i t l e r a p p o r t de ses d e u x a x e s ; d e s o r t e q u e , s u r c e s d e u x e s p è c e s 

de c o r p s , l a r é p u l s i o n é l e c t r i q u e e s t l a p l u s g r a n d e d a n s l e s p o i n t s 

o ù l ' é l e c t r i c i t é e s t a c c u m u l é e e n p l u s g r a n d e q u a n t i t é . I l e s t n a t u r e l 

d e p e n s e r q u e c e r é s u l t a t e s t g é n é r a l e t q u ' i l a é g a l e m e n t l i e u à l a 

s u r f a c e d ' u n c o r p s c o n d u c t e u r d e f o r m e q u e l c o n q u e ; m a i s , q u o i q u e 

c e t t e p r o p o s i t i o n p a r a i s s e t r è s s i m p l e , i l s e r a i t c e p e n d a n t t r è s dif

f i c i l e d e l a d é m o n t r e r a u m o y e n d e s f o r m u l e s d e l ' a t t r a c t i o n d e s 

s p h é r o ï d e s ; e t c ' e s t u n d e s ca s o ù l ' o n d o i t s u p p l é e r à l ' i m 

p e r f e c t i o n d e l ' a n a l y s e p a r q u e l q u e c o n s i d é r a t i o n d i r e c t e . O n 

t r o u v e r a , d a n s l a s u i t e d e c e M é m o i r e , u n e d é m o n s t r a t i o n p u r e 

m e n t s y n t h é t i q u e , q u e M . L a p l a c e a b i e n v o u l u m e c o m m u n i 

q u e r , e t q u i p r o u v e q u ' à l a s u r f a c e de t o u s l e s c o r p s é l e c t r i s é s , l a 

f o r c e r é p u l s i v e du f l u i d e e s t p a r t o u t p r o p o r t i o n n e l l e à s o n é p a i s 

s e u r ( 1 ) . » 

L a d é m o n s t r a t i o n d e L a p l a c e c o n c e r n a i t s e u l e m e n t u n e c o u c h e 

n ' e x e r ç a n t a u c u n e a c t i o n à l ' i n t é r i e u r d u c o r p s q u ' e l l e r e c o u v r e . 

A u l i e u d e r e p r o d u i r e s i m p l e m e n t c e t t e d é m o n s t r a t i o n , P o i s s o n 

c h e r c h e à l ' é t e n d r e à u n e c o u c h e t r è s m i n c e q u e l c o n q u e , e t i l e s t 

a i n s i a m e n é à d é c o u v r i r l a d i s c o n t i n u i t é d e l a c o m p o s a n t e n o r m a l e 

e t l a c o n t i n u i t é d e s c o m p o s a n t e s t a n g e n t i e l l e s d e l ' a c t i o n e x e r c é e 

p a r u n e s e m b l a b l e c o u c h e : « O n d é m o n t r e a u s s i , d i t - i l ( 2 ) , s ans 

a u c u n c a l c u l , q u e l a r é p u l s i o n é l e c t r i q u e à l a s u r f a c e d ' u n c o r p s d e 

f o r m e q u e l c o n q u e e s t p r o p o r t i o n n e l l e à l ' é p a i s s e u r o u à la q u a n t i t é 

d ' é l e c t r i c i t é a c c u m u l é e e n c h a q u e p o i n t ; m a i s c e t t e p r o p o s i t i o n e s t 

c o m p r i s e d a n s u n e a u t r e p l u s g é n é r a l e , d o n t j e v a i s d o n n e r l a 

d é m o n s t r a t i o n . 

» Je c o n s i d è r e u n e c o u c h e i n f i n i m e n t m i n c e , s o l i d e o u f l u i d e , 

m a i s d e t e l l e f o r m e q u ' o n v o u d r a ; j e s u p p o s e q u e l ' o n p r e n n e u n 

p o i n t A s u r sa s u r f a c e e x t é r i e u r e e t q u ' o n y é l è v e u n e n o r m a l e à 

c e t t e s u r f a c e , q u i a i l l e c o u p e r l a s u r f a c e i n t é r i e u r e e n u n p o i n t q u e 

j ' a p p e l l e a; j e d é s i g n e p a r y l ' é p a i s s e u r Aa d e l a c o u c h e ; p a r R 

s o n a c t i o n s u r l e p o i n t A d é c o m p o s é e s u i v a n t l a n o r m a l e Aa e t 

p a r R ' s o n a c t i o n s u r l e p o i n t a d é c o m p o s é e s u i v a n t l a m ê m e d r o i t e : 

(1) Pour bien entendre ce passage et le suivant, on doit supposer que la den
sité de la couche électrique et la constante s ont été, toutes deux, prises égales à 
l'unité. 

( 2 ) POISSON, loc. cit., p. 3o. 



j e d i s q u ' o n a u r a t o u j o u r s 

d é s i g n a n t l e r a p p o r t d e l a c i r c o n f é r e n c e a u d i a m è t r e . » 

A p r è s a v o i r d é m o n t r é c e t t e p r o p o s i t i o n , P o i s s o n c o n t i n u e e n 

c e s t e r m e s ( 1 ) : « D e m ê m e , s i l ' o n a p p e l l e T l ' a c t i o n d e l a c o u c h e 

e n t i è r e s u r l e p o i n t A , d é c o m p o s é e s u i v a n t l e p l a n t a n g e n t o u 

p e r p e n d i c u l a i r e à A a , e t q u e l ' o n d é s i g n e p a r T ' s o n a c t i o n s u r l e 

p o i n t a, a u s s i p e r p e n d i c u l a i r e à c e t t e d r o i t e , o n t r o u v e r a T = T ' . 

. . . G é n é r a l e m e n t , j e r e p r é s e n t e p a r p l ' a c t i o n d e l a c o u c h e s u r 

le p o i n t A , s u i v a n t u n e d i r e c t i o n q u i f a i t a v e c l a n o r m a l e u n 

a n g l e q u e l c o n q u e 9, e t p a r p' s o n a c t i o n s u r l e p o i n t a, s u i 

v a n t u n e d i r e c t i o n p a r a l l è l e ; j ' a i a l o r s p = R cos0 + T s in0 et 

p' = R ' cos0 + T ' s in0 ; m e t t a n t p o u r R ' e t T ' l e u r s v a l e u r s , i l v i e n t 

p'= R cos0 + T sin0 — c o s 0 , e t p a r c o n s é q u e n t 

» . . . S ' i l s ' a g i t d ' u n e c o u c h e f l u i d e r é p a n d u e s u r u n s p h é r o ï d e 

d e f o r m e q u e l c o n q u e , e t d i s p o s é e d e m a n i è r e q u ' e l l e n ' e x e r c e 

a u c u n e a c t i o n s u r l e s p o i n t s i n t é r i e u r s , c e q u i e s t l e ca s d u f l u i d e 

é l e c t r i q u e , o n a u r a T ' = o , R ' = o ; d o n c a u s s i T — o , R = 4 7 I y / ; 

d ' o ù i l s u i t : I° q u e l a f o r c e t a n g e n t i e l l e e s t n u l l e à l a s u r f a c e e x t é 

r i e u r e , c o m m e n o u s l ' a v i o n s d é j à p r o u v é d a n s l e n u m é r o p r é c é d e n t ; 

2 ° q u e l a f o r c e n o r m a l e à c e t t e s u r f a c e e s t p r o p o r t i o n n e l l e à l ' é p a i s 

s e u r d e l a c o u c h e e n c h a q u e p o i n t . 

» C e t t e d é m o n s t r a t i o n e s t c e l l e q u e n o u s a v o n s a n n o n c é e a u 

c o m m e n c e m e n t d e c e M é m o i r e , e t q u i n o u s a é t é c o m m u n i q u é e 

p a r M . L a p l a c e . N o u s l ' a v o n s r e n d u e u n p e u p l u s g é n é r a l e , e n 

c o n s i d é r a n t d ' a b o r d u n e c o u c h e f l u i d e o u s o l i d e , q u i n ' é t a i t p a s 

a s s u j e t t i e à n ' e x e r c e r a u c u n e a c t i o n s u r l e s p o i n t s d e sa s u r f a c e 

i n t é r i e u r e . » 

L a p l a c e e t P o i s s o n c o n s i d é r a i e n t , o n l e v o i t , l e s p r o p r i é t é s d ' u n e 

c o u c h e t r è s m i n c e , m a i s p o i n t d ' u n e c o u c h e r i g o u r e u s e m e n t s u p e r 

f i c i e l l e . G r e e n c o n s i d é r a , e n 1 8 2 8 , c e t t e s o r t e d e c o u c h e ( 2 ) et 

( 1 ) POISSON, loc. cit., p. 33. 

( 2 ) G E O R G E G R E E N , An essay of the application of mathematical analysis 

to the theories of electricity and magnetism. Nott ingham ; 1828 ( M a t h e m a t i c a l 

papers of the late George Green, p. 3o. Londres; 1 8 7 1 ) . 

D . — I. 7 

p' = p — 4 7 1 y cos 0. 



d é m o n t r a , p o u r c h a c u n d e s e s p o i n t s , la r e l a t i o n f o n d a m e n t a l e 

S a d é m o n s t r a t i o n , f o n d é e s u r l ' e m p l o i d e l ' i d e n t i t é q u i p o r t e son 

n o m , e x i g e r a i t , p o u r ê t r e r e n d u e r i g o u r e u s e , q u e l ' o n f î t , a u p r é a 

l a b l e , l a p r e u v e d e s d i v e r s e s p r o p o s i t i o n s q u e n o u s a v o n s e x p o s é e s 

a u x ' p a r a g r a p h e s 1 e t 2. 

C ' e s t à G a u s s ( 1 ) q u e l ' o n d o i t l a m é t h o d e p a r l a q u e l l e i l es l 

p o s s i b l e d ' é t a b l i r t o u t e s c e s p r o p o s i t i o n s d ' u n e m a n i è r e a u s s i 

r i g o u r e u s e q u ' é l é g a n t e . 

R é c e m m e n t , M . O t t o H ö l d e r ( 2 ) a m o n t r é q u e t o u t e s c e s p r o p o 

s i t i o n s d e m e u r a i e n t e x a c t e s d a n s u n c a s é t e n d u o ù l a d e n s i t é é l e c 

t r i q u e n ' a d m e t p a s d e d é r i v é e s u i v a n t l ' a r c d e la s u r f a c e q u ' e l l e 

r e c o u v r e . 

E n f i n L e j e u n e - D i r i c h l e t ( 3 ) a i n s i s t é l e p r e m i e r s u r l e r ô l e de 

c r i t e r i a j o u é p a r l e s p r o p o s i t i o n s q u e G a u s s a v a i t d é m o n t r é e s . 

( 1 ) G A U S S , Allgemeine Lehrsätze, nos 12, 13, 14, 15, 16 ( G A U S S Werke, Bd. V, 
p. 2 1 2 ) . 

( 2 ) O T T O H O L D E R , Beiträge sur Potenlialtheorie. IIer Abschnitt (Inaugural 
Dissertation. Stuttgard ; 1 8 8 2 ) . 

( 3 ) L E J E U N E - D I R I C H L E T , Vorlesungen über die im umgekehrlen Verhältniss 
des Quadrats der Entfernung wirkenden Kräfte, p. 65. Leipzig ; 1 8 7 6 . 



CHAPITRE VIII. 

RAPPEL DE QUELQUES PRINCIPES DE MÉCANIQUE. 

§ 1. — Énoncé du principe des vitesses virtuelles. 

N o u s a l l o n s , d a n s c e C h a p i t r e , r a p p e l e r b r i è v e m e n t q u e l q u e s -

u n e s d e s n o t i o n s d e M é c a n i q u e d o n t n o u s a u r o n s à fa i re u n f r é 

q u e n t u s a g e d a n s l a s u i t e d e c e s L e ç o n s . 

N o u s c o m m e n c e r o n s p a r r e t r a c e r l ' é n o n c é d u p r i n c i p e d e s v i 

t e s se s v i r t u e l l e s , q u i , a i n s i q u e l ' a m o n t r é L a g r a n g e , d o m i n e l a 

S t a t i q u e t o u t e n t i è r e . 

C o n s i d é r o n s u n s y s t è m e m a t é r i e l e t , p o u r f i x e r l e s i d é e s , s u p 

p o s o n s - l e f o r m é d ' u n n o m b r e f in i de p o i n t s m a t é r i e l s s é p a r é s l e s 

uns d e s a u t r e s p a r d e s d i s t a n c e s finies. S o i e n t M1 (x1,y1,z1), 

M 2 ( x 2 , y 2 y z 2 ) , ... , Mn(xn,yn,zn) c e s p o i n t s . 

C e s y s t è m e e s t s o u m i s à c e r t a i n e s l i a i s o n s ; c e s l i a i s o n s s o n t de 

d e u x s o r t e s . 

L e s u n e s s ' e x p r i m e n t p a r u n e é g a l i t é o u p l u s i e u r s é g a l i t é s e n t r e 

l e s c o o r d o n n é e s d ' u n o u d e p l u s i e u r s p o i n t s d u s y s t è m e . T e l l e 

e s t , p a r e x e m p l e , p o u r u n p o i n t , l a c o n d i t i o n d e d e m e u r e r s u r 

u n e s u r f a c e o u s u r u n e c o u r b e . N o u s l e s n o m m e r o n s liaisons bila

térales. 

L e s a u t r e s n e s o n t p o i n t s u s c e p t i b l e s d e s ' e x p r i m e r p a r u n e 

o u p l u s i e u r s é g a l i t é s . S u p p o s o n s , p a r e x e m p l e , q u e l e p o i n t 

M1 (x1,y1,z1), s o i t a s s u j e t t i à d e m e u r e r , s o i t e n d e h o r s d ' u n c e r 

t a i n c o r p s , s o i t à sa s u r f a c e , s a n s p o u v o i r p é n é t r e r à s o n i n t é r i e u r . 

S o i t 

l ' é q u a t i o n d e l a s u r f a c e d e c e c o r p s ; s u p p o s o n s q u ' à l ' i n t é r i e u r 

d e c e c o r p s o n a i t 

e t , à l ' e x t é r i e u r , 



L a l i a i s o n i m p o s é e a u p o i n t M , s ' e x p r i m e a l o r s de la m a n i è r e 

s u i v a n t e : 

U n e t e l l e l i a i s o n , d a n s c e q u i v a s u i v r e , se ra n o m m é e liaison 

unilatérale. 

S u p p o s o n s q u ' e n t r e l e s p o i n t s d u s y s t è m e i l e x i s t e p l i a i s o n s 

b i l a t é r a l e s 

(1) 

e t q l i a i s o n s u n i l a t é r a l e s 

( 2 ) 

S u p p o s o n s q u e l e s q u a n t i t é s 

v é r i f i e n t l e s c o n d i t i o n s ( r ) e t ( 2 ) ; s u p p o s o n s q u e l ' o n c h o i s i s s e 

les q u a n t i t é s i n f i n i m e n t p e t i t e s 

d e t e l l e f a ç o n q u e l e s q u a n t i t é s 



v é r i f i e n t a u s s i l e s c o n d i t i o n s ( i ) e t ( 2 ) : 

c o n s t i t u e n t l e s c o m p o s a n t e s d u m o u v e m e n t d e s d i v e r s p o i n t s d a n s 

un déplacement virtuel du système ; o u , p l u s b r i è v e m e n t , c o n 

s t i t u e n t u n d é p l a c e m e n t v i r t u e l d u s y s t è m e . 

U n d é p l a c e m e n t v i r t u e l dx1 dy1, . . . s e r a renversable si — d x 1 , 

— dy1, . . . e s t a u s s i u n d é p l a c e m e n t v i r t u e l d u s y s t è m e . 

S i t o u t e s l e s l i a i s o n s a u x q u e l l e s l e s y s t è m e e s t a s s u j e t t i s o n t d e s 

l i a i s o n s b i l a t é r a l e s , t o u s l e s d é p l a c e m e n t s v i r t u e l s d u s y s t è m e s o n t 

d e s d é p l a c e m e n t s r e n v e r s a b l e s . E n e f fe t , d a n s l e cas o ù le s y s t è m e 

n ' e s t s o u m i s q u ' à d e s l i a i s o n s b i l a t é r a l e s , p o u r q u e dx1, dY1, DZ1 ; 

dx2, . . . c o n s t i t u e n t u n d é p l a c e m e n t v i r t u e l , i l e s t n é c e s s a i r e e t 

su f f i s an t q u e c e s q u a n t i t é s v é r i f i e n t l e s r e l a t i o n s 

e t c e s r e l a t i o n s s o n t é v i d e m m e n t v é r i f i é e s a u s s i p a r l e s y s t è m e d e 

q u a n t i t é s 

S o i e n t X 1 , Y 1 , Z1 l e s c o m p o s a n t e s d e la f o r c e e x p l i c i t e m e n t 

d o n n é e q u i a g i t s u r l e p o i n t M1 ; X 2 , Y 2 , Z 2 l e s c o m p o s a n t e s d e 

la f o r c e e x p l i c i t e m e n t d o n n é e q u i a g i t s u r l e p o i n t M 2 ; . . . . P a r 

d é f i n i t i o n , d a n s t o u t d é p l a c e m e n t v i r t u e l dx1, dY,..., l a p r e m i è r e 

f o r c e e f f e c t u e u n travail virtuel 

la d e u x i è m e f o r c e e f f e c t u e u n t r ava i l v i r t u e l 

e t c , . . . . 

L e Principe des travaux virtuels, n o m m é s o u v e n t a u s s i 



Principe des vitesses virtuelles, p e u t a l o r s s ' é n o n c e r d e la m a 

n i è r e s u i v a n t e : 

Pour qu'un système soit en équilibre, il est nécessaire et 

suffisant que, clans tout déplacement virtuel du système, la 

somme des travaux virtuels des forces données appliquées à 

ses divers points soit nulle ou négative. 

E n d ' a u t r e s t e r m e s , l e s c o n d i t i o n s n é c e s s a i r e s e t s u f f i s a n t e s p o u r 

l ' é q u i l i b r e d ' u n s y s t è m e m a t é r i e l s ' o b t i e n n e n t e n é c r i v a n t q u e , 

p o u r t o u s l e s s y s t è m e s d e v a l e u r s d e hx1, S y 1 , sz1,, . . . q u i c o n s t i 

t u e n t u n d é p l a c e m e n t v i r t u e l , o n d o i t a v o i r 

S i t o u s l e s d é p l a c e m e n t s v i r t u e l s d o n t l e s y s t è m e e s t s u s c e p 

t i b l e s o n t r e n v e r s a b l e s , c e p r i n c i p e s ' e x p r i m e s i m p l e m e n t p a r 

l ' é g a l i t é 

C ' e s t s o u s c e t t e d e r n i è r e f o r m e q u e le p r i n c i p e d e s t r a v a u x v i r 

t u e l s a é t é , p o u r la p r e m i è r e f o i s , é n o n c é p a r J a c q u e s B e r n o u l l i (1) ; 

c ' e s t a u s s i s o u s c e t t e f o r m e q u e L a g r a n g e , d a n s la Mécanique ana

lytique, e n a fa i t l e f o n d e m e n t d e l a S t a t i q u e t o u t e n t i è r e . L a f o r m e 

p l u s c o m p l è t e e x p r i m é e p a r l ' i n é g a l i t é ( 3 ) e s t d u e à G a u s s ( 2 ) ; e l l e 

a é t é e x p o s é e a v e c g r a n d s o i n p a r C l a u s i u s ( 3 ) e t p a r M . C a r l N e u -

m a n n ( 4 ) . S a u f l e T r a i t é d e S t u r m , a u c u n T r a i t é d e M é c a n i q u e 

f r a n ç a i s n e m e n t i o n n e c e t t e f o r m e c o m p l è t e d u p r i n c i p e d e s tra

v a u x v i r t u e l s . 

(1) Lettre citée dans Varignon, Nouvelle Mécanique. 
(2) G A U S S , Ueber ein neues allgemeines Grundgesetz der Mechanik (Crelle's 

Journal, t. 4 ; 1829 . G A U S S , Werke, Bd. V, p. 2 7 , en note ) . — Principia gene-
ralia t h e o r i a e figurœ fluidorum in statu œquilibrii (Nouveaux Mémoires 
de Goettingue, vol. VII; 183o. G A U S S , Werke, Bd. V, p. 35 ) . — Lettre de Gauss 
à Mœbius citée par M. Carl Neumann. 

( 3 ) C L A U S I U S , De la fonction potentielle et. du potentiel, trad. Fol ie ; Paris, 
1870 . 

(4 ) G. NEUMANN, Ueber das Princip der virtuellen oder facultativen Ver-
rückungen. 



§ 2. — Énoncé du principe de d'Alembert. Formule fondamentale 
de la Dynamique. 

L e p r i n c i p e d e s v i t e s s e s v i r t u e l l e s , q u i s e r t d e f o n d e m e n t à 

t o u t e l a S t a t i q u e , p e u t a u s s i s e r v i r à é t a b l i r t o u s l e s t h é o r è m e s d e 

la D y n a m i q u e , m o y e n n a n t u n e m o d i f i c a t i o n q u i se d é d u i t d u Prin

cipe de d'Alembert. 

C o n s i d é r o n s u n s y s t è m e f o r m é d e n p o i n t s e n m o u v e m e n t , M 1 , 

M 2 , . . . , Mn. A u n c e r t a i n i n s t a n t t, l e s c o o r d o n n é e s d e c e s p o i n t s 

s o n t 

C e s y s t è m e e s t s o u m i s à c e r t a i n e s l i a i s o n s . C e s l i a i s o n s p e u v e n t 

ê t r e b i l a t é r a l e s , c o m m e i l a r r i v e s i u n p o i n t e s t a s s u j e t t i à se m o u 

v o i r à l a s u r f a c e d ' u n c e r t a i n c o r p s , o u u n i l a t é r a l e s , c o m m e il 

a r r i v e si u n p o i n t e s t a s s u j e t t i s e u l e m e n t à n e p o i n t p é n é t r e r à 

l ' i n t é r i e u r d ' u n c e r t a i n c o r p s . N o u s l a i s s e r o n s d e c ô t é l e ca s d e s 

l i a i s o n s u n i l a t é r a l e s , d o n t l ' é t u d e se f a i t d a n s la t h é o r i e d e s p e r c u s 

s i o n s , e t n o u s s u p p o s e r o n s q u e l e s y s t è m e s o i t e x c l u s i v e m e n t a s s u 

j e t t i à d e s l i a i s o n s b i l a t é r a l e s , e x p r i m a b l e s à c h a q u e i n s t a n t p a r 

d e s é g a l i t é s e n t r e l e s c o o r d o n n é e s d e s d i v e r s p o i n t s d u s y s t è m e à 

c e t i n s t a n t . 

D e u x c a s p e u v e n t se p r é s e n t e r p o u r c h a c u n e d e c e s é g a l i t é s : 

o u b i e n la f o r m e d e l a r e l a t i o n q u i l i e l e s c o o r d o n n é e s d e s d i v e r s 

p o i n t s d u s y s t è m e e t e x p r i m e u n e l i a i s o n b i l a t é r a l e d e m e u r e la 

m ê m e à t o u t i n s t a n t ; c ' e s t c e q u i a r r i v e , p a r e x e m p l e , si u n p o i n t 

e s t a s s u j e t t i à d e m e u r e r s u r u n e s u r f a c e q u i d e m e u r e fixe p e n d a n t 

le m o u v e m e n t d u s y s t è m e ; o u b i e n l a f o r m e d e c e t t e é g a l i t é v a r i e 

d ' u n m o m e n t à l ' a u t r e : c ' e s t c e q u i a r r i v e , p a r e x e m p l e , s i u n 

p o i n t e s t a s s u j e t t i à d e m e u r e r s u r u n e s u r f a c e q u i se m e u t e n m ê m e 

t e m p s q u e l e s y s t è m e . 

D a n s l e p r e m i e r c a s , l a l i a i s o n c o n s i d é r é e p e u t s ' e x p r i m e r , p o u r 

t o u t e l a d u r é e d u m o u v e m e n t , p a r u n e r e l a t i o n e n t r e l e s s e u l e s 

c o o r d o n n é e s d e s d i v e r s p o i n t s d u s y s t è m e 



D a n s le s e c o n d c a s , l a l i a i s o n c o n s i d é r é e p e u t s ' e x p r i m e r , p o u r 

t o u t e l a d u r é e d u m o u v e m e n t , p a r u n e r e l a t i o n e n t r e l e s c o o r d o n 

n é e s d e s d i v e r s p o i n t s d u s y s t è m e e t l e t e m p s : 

Les équations de liaison peuvent donc contenir explicite

ment le temps. 

C o n s i d é r o n s u n s y s t è m e f o r m é d e n p o i n t s m a t é r i e l s M , , M 2 , . . . , 

Mn d o n t l e s c o o r d o n n é e s à l ' i n s t a n t t s o n t x 1 , y 1 , z 1 ; x 2 , . . . , zn. 

C e s y s t è m e e s t s o u m i s à p l i a i s o n s b i l a t é r a l e s e x p r i m é e s p a r d e s 

é q u a t i o n s q u i p e u v e n t d é p e n d r e e x p l i c i t e m e n t d u t e m p s 

( 5 ) 

D o n n o n s à t, d a n s c e s é q u a t i o n s , u n e c e r t a i n e v a l e u r c o n s t a n t e 

t0, e t p o s o n s 

( 6 ) 

S o i e n t m1, m2, . . . , m n l e s m a s s e s d e s n p o i n t s M1, M 2 , . . . , Mn ; 

s o i e n t X 1 , Y 1 , Z1, l e s c o m p o s a n t e s d e l a f o r c e e x p l i c i t e m e n t d o n n é e 

q u i , à l ' i n s t a n t t0, a g i t s u r l e p o i n t M , ; s o i e n t 

l e s c o m p o s a n t e s , a u m ê m e i n s t a n t , d e l ' a c c é l é r a t i o n d e c e p o i n t ; 

a d o p t o n s d e s n o t a t i o n s a n a l o g u e s p o u r l e s p o i n t s M 2 , . . . , M n , et 

n o u s p o u r r o n s é n o n c e r l e p r i n c i p e de d ' A l e m b e r t d e la m a n i è r e 

s u i v a n t e : 

Quel que soit, dans la durée du mouvement, l'instant t0 

que l'on considère, si l'on prenait un système formé des n 

points M 1 , M 2 , . . . , M n , placés sans vitesse initiale dans les 

positions qu'ils occupent à l'instant t0; si l'on soumettait le 

point M1 à une force dont les composantes seraient 



le point M 2 à une force dont les composantes seraient 

etc., . . . ; si enfin on assujettissait le système ainsi constitué 

aux liaisons 

(7) 

le système ainsi constitué serait en équilibre. 

T e l e s t l e p r i n c i p e d e d ' A l e m b e r t q u i r a m è n e a i n s i t o u t p r o 

b l è m e d e D y n a m i q u e à u n p r o b l è m e d e S t a t i q u e . 

C e p r i n c i p e c o n d u i t , a v e c l ' a i d e d u p r i n c i p e d e s t r a v a u x v i r 

t u e l s , à u n e f o r m u l e d o n t o n p e u t d é d u i r e l a m i s e e n é q u a t i o n d e 

t o u t p r o b l è m e d e D y n a m i q u e . 

V o i c i c o m m e n t o n p e u t o b t e n i r c e t t e f o r m u l e . 

L e s c o n d i t i o n s n é c e s s a i r e s e t s u f f i s a n t e s p o u r l ' é q u i l i b r e d u 

s y s t è m e f i c t i f q u e n o u s v e n o n s d e c o n s i d é r e r s o n t e x p r i m é e s p a r 

l e p r i n c i p e d e s v i t e s s e s v i r t u e l l e s ; s i d o n c &x1, &y1, cz1, ; & x 2 , . . . 

d é s i g n e u n d e s m o u v e m e n t s v i r t u e l s c o m p a t i b l e s a v e c l e s l i a i s o n s 

( 7 ) q u i s o n t t o u t e s b i l a t é r a l e s , o n d o i t a v o i r 

(8) 

C e t t e f o r m u l e ( 8 ) r é s u m e , c o m m e n o u s l ' a v o n s d i t , la m i s e e n 

é q u a t i o n d e t o u t p r o b l è m e d e D y n a m i q u e . O n l u i d o n n e l e n o m 

d e formule fondamentale de la Dynamique. E l l e e s t d u e à 

L a g r a n g e , q u i e n a fa i t l e f o n d e m e n t d e t o u t e l ' é t u d e d e l a D y n a 

m i q u e d a n s s a Mécanique analytique. 

§ 3. — Remarques diverses sur les liaisons. 

L ' é g a l i t é ( 8 ) d o i t a v o i r l i e u p o u r t o u s l e s d é p l a c e m e n t s v i r t u e l s 

c o m p a t i b l e s a v e c l e s l i a i s o n s ( 7 ) ; e n d ' a u t r e s t e r m e s , e l l e d o i t 

a v o i r l i e u p o u r t o u t s y s t è m e d e v a l e u r s d e &x1; &y1, &z1, . . . , q u i 



vér i f i e l e s é g a l i t é s 

(9 ) 

L e s (p+1) é q u a t i o n s l i n é a i r e s e t h o m o g è n e s ( 8 ) e t ( 9 ) d o i v e n t 

ê t r e v é r i f i é e s p a r t o u t s y s t è m e d e v a l e u r s de &x1, &y1, &z&, . . . q u i 

v é r i f i e n t l e s é q u a t i o n s ( 9 ) . L ' é q u a t i o n ( 8 ) d o i t d o n c ê t r e u n e c o n 

s é q u e n c e d e s é q u a t i o n s ( g ) . L a t h é o r i e d e s é q u a t i o n s l i n é a i r e s 

n o u s a p p r e n d q u ' i l f a u t e t i l suf f i t p o u r c e l a q u e l ' o n p u i s s e 

t r o u v e r p f a c t e u r s y1, y2, yp, i n d é p e n d a n t s d e &x1, &y1, 

&z1 ; &x2, . . . , t e l s q u ' e n m u l t i p l i a n t p a r Xt l e p r e m i e r m e m b r e de 

l a p r e m i è r e é g a l i t é ( g ) , p a r ) \ 2 l e p r e m i e r m e m b r e d e l a s e c o n d e . 

. . . , p a r yp l e p r e m i e r m e m b r e d e la d e r n i è r e , e t e n a j o u t a n t l e s r é s u l 

ta ts o b t e n u s a u p r e m i e r m e m b r e d e l ' é g a l i t é ( 8 ) , o n o b t i e n n e u n e 

s o m m e i d e n t i q u e m e n t n u l l e . 

11 d o i t d o n c e x i s t e r p f a c t e u r s 

d é p e n d a n t s e u l e m e n t d e x 1 , y 1 , z 1 ; x 2 . . . , z n , t , t e l s q u e l ' o n a i l , 

q u e l s q u e s o i e n t &x1, &y1, &z1,&x2, . . . , &zn, l ' é g a l i t é 

c e q u i e x i g e q u e l ' o n a i t l e s 3n é g a l i t é s 



C e s é g a l i t é s n o u s m o n t r e n t q u e l e p o i n t M 1 , p a r e x e m p l e , se 

m e u t c o m m e s i , s a n s ê t r e a s s u j e t t i à a u c u n e l i a i s o n , i l é t a i t s o u m i s 

n o n s e u l e m e n t à l a f o r c e e x p l i c i t e m e n t d o n n é e d o n t l e s c o m p o 

san t e s s o n t X 1 , Y 1 , Z 1 , m a i s e n c o r e à u n e f o r c e d o n t l e s c o m p o 

san tes s e r a i e n t 

C e t t e f o r c e f i c t i v e p o r t e l e n o m d e force de liaison appliquée au 

point M 1 . L e s p f o n c t i o n s y1, y2, . . . , yp d e s (3n + 1) v a r i a b l e s x 1 , 

y 1 , z 1 , x 2 , . . . z n , t p o r t e n t l e n o m d e multiplicateurs de La-

grange. 

F a i s o n s e n c o r e , a u s u j e t d e s l i a i s o n s a u x q u e l l e s u n s y s t è m e 

p e u t ê t r e a s s u j e t t i , u n e r e m a r q u e f o n d a m e n t a l e . 

T o u t d é p l a c e m e n t v i r t u e l Sx1, &y1, &z1, . . . , &zn d u s y s t è m e e s t 

a s s u j e t t i a u x l i a i s o n s ( 6 ) . I l d o i t d o n c v é r i f i e r l e s é g a l i t é s ( 9 ) , q u i 

d e v i e n n e n t , e n v e r t u d e l a d é f i n i t i o n d e s f o n c t i o n s F 1 , F 2 , . . . , Fr 

d o n n é e p a r l e s é g a l i t é s ( 6 ) , 

(10) 

t a y a n t d a n s f1, f2, . .., fp la v a l e u r t0 ; o n o b t i e n t t o u s l e s d é p l a 

c e m e n t s v i r t u e l s à l ' i n s t a n t t0 e n p r e n a n t t o u s l e s s y s t è m e s d e 

v a l e u r s d e & X , , & y 1 , &z3,, . . . , &zn q u i v é r i f i e n t c e s é g a l i t é s ( 1 0 ) . 

P e n d a n t le t e m p s q u i s ' é c o u l e e n t r e l e s i n s t a n t s t0 e t tQ + dt, l e 

s y s t è m e en m o u v e m e n t é p r o u v e u n déplacement réel, d o n t l e s 

c o m p o s a n t e s s o n t 

C e d é p l a c e m e n t e s t a s s u j e t t i a u x l i a i s o n s e x p r i m é e s p a r l e s é g a l i t é s 



( 5 ) , q u i r e n f e r m e n t l a v a r i a b l e t. O n a d o n c 

L a c o m p a r a i s o n d e s é g a l i t é s ( 1 0 ) e t ( 1 1 ) c o n d u i t a l o r s a u r é s u l t a t 

s u i v a n t . 

P o u r q u e l e d é p l a c e m e n t r é e l d u s y s t è m e à l ' i n s t a n t t0 c o ï n c i d e 

a v e c u n d e s d é p l a c e m e n t s v i r t u e l s d u s y s t è m e a u m ê m e i n s t a n t , i l 

f a u t e t i l suf f i t q u e l e s é g a l i t é s 

( 1 2 ) 

s o i e n t v é r i f i é e s à l ' i n s t a n t t 0 . P a r c o n s é q u e n t , pour qu'à tout 

instant le déplacement réel du système coïncide avec un des 

déplacements virtuels du système au même instant, il faut et 

il suffit que les équations de liaison ne dépendent pas expli

citement du temps. 

§ 4. — Théorème des forces vives. 

C ' e s t à c e ca s p a r t i c u l i e r o ù l e s l i a i s o n s n e d é p e n d e n t p a s du 

t e m p s q u e n o u s a l l o n s m a i n t e n a n t n o u s l i m i t e r . N o u s c o n s i d é r e 

r o n s u n s y s t è m e f o r m é d e n p o i n t s e t a s s u j e t t i à p l i a i s o n s b i l a t é 

r a l e s d o n t a u c u n e n e d é p e n d e x p l i c i t e m e n t d u t e m p s ; d a n s c e c a s , 

l e d é p l a c e m e n t r é e l dx1, dy1, dz1, . . . , dzn q u e l e s y s t è m e é p r o u v e 

p e n d a n t l e t e m p s dt e s t l ' u n d e s d é p l a c e m e n t s v i r t u e l s S x 1 , Sy1, 

& z 1 , . . . , & Z n . L ' é g a l i t é ( 8 ) d o i t d o n c ê t r e v é r i f i é e e n p a r t i c u l i e r si l ' o n 

r e m p l a c e S x 1 , S y 1 , S z 1 , . . . , &zn, p a r dx1, dy1, dz1, . . . , dzn ; e l l e 

d e v i e n t a l o r s 



M a i s o n a 

en so r t e q u e l ' é g a l i t é p r é c é d e n t e d e v i e n t 

D ' a i l l e u r s 

E n o u t r e , si l ' o n d é s i g n e p a r vq l a v i t e s s e d u m o u v e m e n t du p o i n t 

q à l ' i n s t a n t o n a 

O n a d o n c , f i n a l e m e n t , 

(13) 

L e p r e m i e r m e m b r e e s t , p a r d é f i n i t i o n , l e travail e f f e c t u é p e n 

d a n t l e t e m p s dt p a r l e s f o r c e s q u i a g i s s e n t s u r l e s d i v e r s p o i n t s 

d u s y s t è m e . 

L a q u a n t i t é e s t , p a r d é f i n i t i o n , la force vive d u s y s t è m e 

à l ' i n s t a n t t ; e l l e n e d i f f è re q u e p a r l a p r é s e n c e d u f a c t e u r d e la 

q u a n t i t é à l a q u e l l e L e i b n i t z d o n n a i t l e m ê m e n o m . D ' a p r è s c e s 

d é f i n i t i o n s , l ' é g a l i t é ( 1 3 ) p e u t s ' é n o n c e r a i n s i : 

Le travail effectué pendant un temps infiniment court par 



toutes les forces explicitement données qui agissent sur un 

système est égal à la variation que subit pendant le même 

temps la force vive du système. 

C e t t e p r o p o s i t i o n s u p p o s e , n o u s l ' a v o n s v u , l e s y s t è m e u n i q u e 

m e n t s o u m i s à d e s l i a i s o n s b i l a t é r a l e s d o n t a u c u n e n e d é p e n d 

e x p l i c i t e m e n t d u t e m p s . O n d o n n e à c e t t e p r o p o s i t i o n le n o m d e 

Principe des forces vives. 

§ 5. — Du potentiel. 

L ' é t u d e d e l ' é g a l i t é ( 1 3 ) v a n o u s c o n d u i r e à u n e n o u v e l l e n o t i o n 

q u i j o u e , e n M é c a n i q u e , u n r ô l e f o n d a m e n t a l , l a n o t i o n d e Po

tentiel. 

P o u r c h a c u n d e s é l é m e n t s d e t e m p s dt c o m p r i s e n t r e l e s i n 

s t a n t s T e t T ' , é c r i v o n s l e s é g a l i t é s a n a l o g u e s à l ' é g a l i t é ( i 3 ) et 

a j o u t o n s - l e s m e m b r e à m e m b r e . 

L e s e c o n d m e m b r e d u r é s u l t a t a u n e v a l e u r f a c i l e à t r o u v e r . 

S i Vq d é s i g n e la v i t e s s e d u p o i n t Mq à l ' i n s t a n t T e t v'q la v i t e s s e 

d u m ê m e p o i n t à l ' i n s t a n t T ' , c e s e c o n d m e m b r e a u r a p o u r v a l e u r 

O n v o i t q u e , p o u r c o n n a î t r e c e s e c o n d m e m b r e , i l suf f i t d e c o n 

n a î t r e l e s v i t e s s e s d o n t s o n t a n i m é s l e s d i f f é r e n t s p o i n t s a u x d e u x 

i n s t a n t s e x t r ê m e s q u e l ' o n c o n s i d è r e , s a n s a v o i r b e s o i n d e s a v o i r 

p a r q u e l s é t a t s a p a s s é l e s y s t è m e e n t r e c e s d e u x i n s t a n t s . 

I l n ' e n e s t p a s d e m ê m e d u p r e m i e r m e m b r e . 

D a n s l e c a s l e p l u s g é n é r a l , X q , Y q , Zq s o n t d e s f o n c t i o n s d e 

e t d e t. 

S i l ' o n c o n n a î t l e m o u v e m e n t q u e c h a c u n d e s p o i n t s d u s y s t è m e 

a s u b i e n t r e l e s i n s t a n t s T e t T ' , o n p e u t é v a l u e r l e s c o o r d o n n é e s 

d e s d i v e r s p o i n t s e t l e s c o m p o s a n t e s d e l e u r v i t e s s e e n f o n c t i o n 

d e l a s e u l e v a r i a b l e t. L e p r e m i e r m e m b r e d e l ' é q u a t i o n ( 1 3 ) d e 

v i e n t a l o r s u n e q u a n t i t é d e l a f o r m e 



e t e n a j o u t a n t m e m b r e à m e m b r e t o u t e s l e s é q u a t i o n s , t e l l e s q u e 

l ' é q u a t i o n ( 1 3 ) , o n o b t i e n t u n e é g a l i t é d o n t l e p r e m i e r m e m b r e a 

p o u r v a l e u r 

O n v o i t q u e l e c a l c u l d e c e p r e m i e r m e m b r e s u p p o s e , e n g é n é r a l , 

la c o n n a i s s a n c e c o m p l è t e d u m o u v e m e n t p r i s p a r l e s y s t è m e e n t r e 

les i n s t a n t s T e t T ' . 

I l e s t c e p e n d a n t u n c a s o ù i l n ' e n e s t p o i n t a i n s i ; c e c a s , p a r 

t i c u l i e r e n a p p a r e n c e , e s t e n r é a l i t é c e l u i q u e l ' o n r e n c o n t r e l e 

p l u s g é n é r a l e m e n t d a n s l e s a p p l i c a t i o n s . 

Commençons par supposer que Xq, Yq, Zq dépendent seule

ment des coordonnées x1, y1 z1,..., zn des divers points du 

système et point de 

Le système est soumis auxp liaisons ne dépendant point expli

c i t e m e n t d u t e m p s 

C e s p r e l a t i o n s p e r m e t t e n t d ' e x p r i m e r l e s 3n c o o r d o n n é e s x1,y1 

z t , . . . , z n e n f o n c t i o n d e k = 3n—p v a r i a b l e s i n d é p e n d a n t e s 

c o n v e n a b l e m e n t c h o i s i e s a 1 , a 2 , . . . , ak. E n r e m p l a ç a n t l e s c o o r 

d o n n é e s p a r l e u r s e x p r e s s i o n s e n f o n c t i o n d e c e s v a r i a b l e s , o n 

t r a n s f o r m e r a la q u a n t i t é 

en 

e t l ' é q u a t i o n ( 1 3 ) d e v i e n d r a 

0 4 ) 

C h a c u n e d e s q u a n t i t é s P 1 , P 2 , . . . , P k e s t u n e f o n c t i o n d e s v a 

r i a b l e s a 1 , a 2 , . . . , rJ-k-



L a q u a n t i t é 

n ' e s t p a s , e n g é n é r a l , l a d i f f é r e n t i e l l e t o t a l e d ' u n e f o n c t i o n u n i 

f o r m e d e s v a r i a b l e s i n d é p e n d a n t e s a 1 , a 2 , . . . , a k . M a i s 1 s e t r o u v e 

q u e c e t t e c o n d i t i o n e x c e p t i o n n e l l e e s t r é a l i s é e d a n s l a p l u p a r t d e s 

a p p l i c a t i o n s ; e n d ' a u t r e s t e r m e s , dans la plupart des cas qui 

intéressent le physicien, il existe une fonction uniforme de a 1 , 

telle que l'on ait 

D a n s c e c a s , l ' é q u a t i o n ( 1 4 ) d e v i e n t s i m p l e m e n t 

S i l ' o n d é s i g n e p a r a1, a2, . . . , a k l e s v a l e u r s d e a 1 , a 2 , . . . , A K à 

l ' i n s t a n t T , e t p a r a'1, a ' 2 , . . . , a'k l e s v a l e u r s d e s m ê m e s v a r i a b l e s 

à l ' i n s t a n t T ' , e n a j o u t a n t m e m b r e à m e m b r e l e s é q u a t i o n s , a n a 

l o g u e s à l a p r é c é d e n t e , q u e l ' o n p e u t é c r i r e p o u r t o u s l e s i n s t a n t s 

dt c o m p r i s e n t r e T e t T ' , o n t r o u v e r a 

A i n s i , d a n s c e c a s , l ' é q u a t i o n d e s f o r c e s v i v e s s ' i n t è g r e l o r s q u e 

l ' o n c o n n a î t l e s p o s i t i o n s i n i t i a l e s e t f i n a l e s e t l e s v i t e s s e s i n i t i a l e s 

e t f i n a l e s d e s d i v e r s p o i n t s d u s y s t è m e , s a n s q u ' i l s o i t n é c e s s a i r e 

d e c o n n a î t r e l a s u i t e d e s é t a t s p a r l e s q u e l s l e s y s t è m e a p a s s é e n t r e 

l e s d e u x i n s t a n t s q u e l ' o n c o n s i d è r e . 

L a q u a n t i t é 

e s t u n e c o m b i n a i s o n h o m o g è n e d u s e c o n d d e g r é d e 



L ' é q u a t i o n ( 1 5 ) e s t d o n c u n e é q u a t i o n d i f f é r e n t i e l l e d u p r e m i e r 

o r d r e e n t r e l e s k v a r i a b l e s a 1 , a 2 , . . . , a k , d o n t l e s v a l e u r s à c h a q u e 

i n s t a n t d é t e r m i n e n t l a p o s i t i o n d u s y s t è m e . L'équation des forces 

vives fournit donc, dans le cas qui nous occupe, une intégrale 

première des équations du mouvement du système. 

L a f o n c t i o n U ( a 1 , a 2 , a k ) e s t c e q u e n o u s n o m m e r o n s l e 

potentiel des forces X1, Y 1 , Z 1 , . . . . C e n o m e s t d û à G a u s s . 

L a g r a n g e , q u i a l e p r e m i e r i n s i s t é s u r l ' i m p o r t a n c e d e c e t t e f o n c 

t i o n , d a n s sa Mécanique analytique, n e l u i a p o i n t d o n n é c e 

n o m p a r t i c u l i e r . H a m i l t o n e t J a c o b i o n t d o n n é à l a f o n c t i o n 

( — U ) l e n o m d e fonction des forces; W . T h o m s o n e t R a n k i n e 

o n t n o m m é l a f o n c t i o n U l'énergie potentielle e t C l a u s i u s 

l ' e r g i e l . 

S i l a q u a n t i t é 

e s t , q u e l s q u e s o i e n t dxq, dyq, dzq, l a d i f f é r e n t i e l l e t o t a l e d ' u n e 

f o n c t i o n u n i f o r m e d e s q u a n t i t é s xq, y q , zq, l a q u a n t i t é 

s e r a a fortiori la d i f f é r e n t i e l l e t o t a l e d ' u n e f o n c t i o n u n i f o r m e d e 

a , , a 2 , O n d i t a l o r s q u e le système admet de lui-même 

un potentiel. 

M a i s i l p e u t a r r i v e r q u e l a q u a n t i t é 

s o i t l a d i f f é r e n t i e l l e t o t a l e d ' u n e f o n c t i o n u n i f o r m e de a , , a 2 , . . 

y.k, s a n s q u e l a q u a n t i t é 

s o i t l a d i f f é r e n t i e l l e t o t a l e d ' u n e f o n c t i o n u n i f o r m e d e s q u a n t i t é s 

xq, y q i z q l a i s s é e s i n d é p e n d a n t e s . O n d i t a l o r s q u e le système 

admet un potentiel en vertu des liaisons qui lui sont imposées. 

D a n s l e c a s o ù l e s f o r c e s a g i s s a n t e s a d m e t t e n t u n p o t e n t i e l s o i t 

d ' e l l e s - m ê m e s , s o i t e n v e r t u d e s l i a i s o n s i m p o s é e s a u s y s t è m e , le 
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p r i n c i p e d e s v i t e s s e s v i r t u e l l e s p e u t ê t r e m i s s o u s u n e f o r m e n o u 

v e l l e . 

D a n s c e c a s , e n e f f e t , o n a 

&x1, &x2, &xk n ' é t a n t l i é s p a r a u c u n e r e l a t i o n , e t , d e p l u s , e n 

d é s i g n a n t p a r U l e p o t e n t i e l 

e n s o r t e q u e l e p r i n c i p e d e s v i t e s s e s v i r t u e l l e s p e u t s ' é n o n c e r 

a i n s i : 

P o u r q u ' u n s y s t è m e d o n t l e s f o r c e s a g i s s a n t e s a d m e t t e n t u n p o 

t e n t i e l s o i t e n é q u i l i b r e d a n s u n é t a t d o n n é , i l f a u t e t i l suff i t q u e , 

d a n s c e t é ta t , o n a i t 

q u e l s q u e s o i e n t &x1, &x2, . . . , &xk; e n d ' a u t r e s t e r m e s , i l f a u t e t i 

suf f i t que l ' o n a i t 

O n v o i t d o n c q u e , p o u r r e c h e r c h e r l e s é t a t s d ' é q u i l i b r e d ' u n 

s y s t è m e q u i a d m e t u n p o t e n t i e l , o n e s t a m e n é à é c r i r e l e s m ê m e s 

é g a l i t é s q u e s i l ' o n v o u l a i t c h e r c h e r l e s m a x i m a e t l e s m i n i m a du 

p o t e n t i e l . 

§ 6. — Criterium de la stabilité de l'équilibre. 

C e t t e r e m a r q u e se t r o u v e c o m p l é t é e p a r l e t h é o r è m e s u i v a n t : 

Si, pour un état donné du système, le potentiel est mini

mum, cet état est un état d'équilibre stable. 

C o m m e n ç o n s p a r d é f i n i r e x a c t e m e n t c e q u ' o n d o i t e n t e n d r e p a r 

c e d e r n i e r m o t . 

N o u s p o u v o n s t o u j o u r s s u p p o s e r q u e l e s p a r a m è t r e s a 1 , a 2 , . . . , 

s o i e n t é g a u x à O p o u r l ' é t a t du s y s t è m e q u e n o u s c o n s i d é r o n s ; 

c a r , s ' i l s é t a i e n t é g a u x r e s p e c t i v e m e n t à A 1 , A 2 , . . . , A k , i l su f f i r a i t 



d e p r e n d r e p o u r n o u v e a u x p a r a m è t r e s p r o p r e s à d é f i n i r l 'état, d u 

s y s t è m e l e s p a r a m è t r e s 

p o u r q u e l a c o n d i t i o n d o n t i l s ' a g i t se t r o u v â t v é r i f i é e . 

S u p p o s o n s d o n c q u ' u n s y s t è m e s o i t e n é q u i l i b r e p o u r 

S u p p o s o n s , e n o u t r e , q u e l e s q u a n t i t é s x1, y2, z1 ..., zn s ' e x p r i 

m e n t p a r d e s f o n c t i o n s c o n t i n u e s de a , , ou, a k . N o u s d i r o n s 

q u e la position d'équilibre du système est stable si elle réalise 

les conditions suivantes : 

Soient A 1 , A 2 , A k , k quantités positives quelconques. 

On peut toujours trouver des quantités positives a1, a2, 

a k , . . . , uq,... assez petites pour que l'on ait 

à tout instant t postérieur à t0, si l'on a, à l'instant t0. 

C e t t e d é f i n i t i o n p r é c i s e é t a n t p o s é e , a r r i v o n s à la d é m o n s t r a 

t i on du t h é o r è m e q u e n o u s a v o n s é n o n c é . 

N o u s r e m a r q u e r o n s , e n p r e m i e r l i e u , q u e , l e p o t e n t i e l é t a n t d é 

t e r m i n é s e u l e m e n t à u n e c o n s t a n t e a r b i t r a i r e p r è s , n o u s p o u v o n s 

c h o i s i r c e t t e c o n s t a n t e a r b i t r a i r e d e m a n i è r e q u e l ' o n a i t 

o u , e n d ' a u t r e s t e r m e s , q u e , p o u r l a p o s i t i o n d ' é q u i l i b r e c o n s i 

d é r é e , l e p o t e n t i e l s o i t à l a f o i s m i n i m u m e t n u l . D a n s c e c a s , p o u r 

des v a l e u r s a s s e z v o i s i n e s d e O d e a 1 , a2,... ou , . . . , U s e r a é v i d e m 

m e n t p o s i t i f e t a u s s i v o i s i n d e O q u e l ' o n v o u d r a . 

E n s e c o n d l i e u , n o u s r e m a r q u e r o n s q u ' a u l i e u d e s ' a s s u r e r 

q u e x1, ou , . . . , 0 . 1 , s o n t , à t o u t i n s t a n t , i n f é r i e u r s e n v a l e u r a b s o l u e 

à c e r t a i n e s q u a n t i t é s A 1 , A 2 , . . . , A k , i l suf f i t d e s ' a s s u r e r q u e a 1 , 

ou, ...,0.1s s o n t , à t o u t i n s t a n t , i n f é r i e u r s e n v a l e u r a b s o l u e à 

d ' a u t r e s q u a n t i t é s p l u s p e t i t e s . N o u s p o u r r o n s a l o r s c h o i s i r c e s 

n o u v e l l e s q u a n t i t é s A 1 , A 2 , . . . , Ak d e t e l l e m a n i è r e q u e , p o u r 



t o u t e s l e s v a l e u r s d e a 1 , a 2 , . . . , a k i n f é r i e u r e s o u é g a l e s e n v a l e u r 

a b s o l u e à A 1 , A 2 , . . . , A k , o n a i t 

s a u f p o u r l e c a s p a r t i c u l i e r 

C e l a p o s é , j e d i s q u e l ' o n p e u t d o n n e r a u x q u a n t i t é s a 1 , a 2 ) . . . , 

ak, Uq, . . . d e s v a l e u r s a s s e z p e t i t e s p o u r q u ' a u c u n e d e s v a 

r i a b l e s a 1 , a 2 . . . . , AK n e p u i s s e , à a u c u n i n s t a n t a t t e i n d r e s a l i 

m i t e A 1 , A 2 , . . . , A k . 

S u p p o s o n s , e n effet , q u ' à u n c e r t a i n i n s t a n t u n e o u p l u s i e u r s 

d e s v a r i a b l e s a 1 , a k , a t t e i g n e n t l e u r l i m i t e . A c e m o m e n t , 

U a u r a u n e v a l e u r p o s i t i v e q u i n e p e u t ê t r e i n f é r i e u r e à u n e c e r 

t a i n e l i m i t e ; o n p o u r r a é c r i r e 

L e s e c o n d m e m b r e s e r a u n e q u a n t i t é p o s i t i v e q u i n e p e u t ê t r e 

i n f é r i e u r e à u n e c e r t a i n e l i m i t e . A u c o n t r a i r e , o n p e u t c h o i s i r a 1 , 

a 2 , . . . , ak, . . . , uq . . . a s s e z p e t i t s p o u r q u e le p r e m i e r m e m b r e 

s o i t p l u s p e t i t q u ' u n e q u a n t i t é p o s i t i v e q u e l c o n q u e d o n n é e d ' a 

v a n c e , c a s a u q u e l l ' é g a l i t é p r é c é d e n t e d e v i e n d r a a b s u r d e . 

O n v o i t d o n c b i e n q u e l ' o n p e u t i m p o s e r a u x q u a n t i t é s a1, 

a 2 , . . . , ak, . . . , U q , . . . d e s v a l e u r s si p e t i t e s q u ' a u c u n e d e s q u a n 

t i tés a k , a 2 , . . . , ak n e p u i s s e à a u c u n m o m e n t a t t e i n d r e sa l i m i t e ; 

c o m m e n o u s l ' a v o n s a n n o n c é , l ' é q u i l i b r e e s t s t a b l e . 

C e t t e i m p o r t a n t e p r o p o s i t i o n e s t d u e à L a g r a n g e ( 1 ) ; l a b e l l e 

e t r i g o u r e u s e d é m o n s t r a t i o n q u e l ' o n v i e n t d e l i r e e s t d e L e j e u n e -

D i r i c h l e t ( 2 ) . 

( 1 ) LAGRANGE, Mécanique analytique, IRE Partie, Section I I I . 
( 2 ) LEJEUNE-DIRICHLET, Ueber die Stabilitàt des Gleichgewichts (Crelle's 

Journal, t. X X X I I , p. 85; 1846). 



CHAPITRE IX. 

D U P O T E N T I E L É L E C T R O S T A T I Q U E . 

L e s f o r c e s é l e c t r o s t a t i q u e s d é t e r m i n é e s p a r l a l o i d e C o u l o m b 

v o n t n o u s f o u r n i r u n r e m a r q u a b l e e x e m p l e d e f o r c e s q u i a d m e t 

t e n t u n p o t e n t i e l . 

C o n s i d é r o n s d e u x m a s s e s m a t é r i e l l e s , d e t r è s p e t i t e s d i m e n 

s i o n s , m e t m', p o r t a n t r e s p e c t i v e m e n t d e s c h a r g e s é l e c t r i q u e s g 

e t q'. S o i t /• l a d i s t a n c e d ' u n p o i n t M d e l a m a s s e m à u n p o i n t M ' 

d e l a m a s s e m ' . S o i e n t x, y , z l e s c o o r d o n n é e s d u p o i n t M , e t x', 

y', z' l e s c o o r d o n n é e s d u p o i n t M ' . L e p o i n t M e s t s o u m i s à u n e 

f o r c e p r o v e n a n t d e l a m a s s e m', d o n t l e s c o m p o s a n t e s s o n t 

e t l e p o i n t M ' e s t s o u m i s à u n e f o r c e p r o v e n a n t d e l a m a s s e m, 

d o n t l e s c o m p o s a n t e s s o n t 

S u p p o s o n s q u e l e p o i n t M é p r o u v e u n d é p l a c e m e n t hx, $y, et 

l e p o i n t M ' u n d é p l a c e m e n t &x ' , &y', &-S'; l a s o m m e d e s t r a v a u x 

d e s d e u x f o r c e s q u e n o u s v e n o n s d e c o n s i d é r e r a u r a p o u r v a l e u r 



o u b i e n , d ' a p r è s l a r e l a t i o n 

D e c e t t e é g a l i t é , o n d é d u i t i m m é d i a t e m e n t l a c o n s é q u e n c e s u i 

v a n t e : l o r s q u ' u n c e r t a i n n o m b r e d e p o i n t s é l e c t r i s é s s o n t d é p l a c é s 

l e s uns p a r r a p p o r t a u x a u t r e s , e n c o n s e r v a n t c h a c u n u n e c h a r g e 

é l e c t r i q u e i n v a r i a b l e , l e t r a v a i l e f f e c t u é p a r l e s f o r c e s q u i a g i s s e n t 

e n t r e c e s d i v e r s p o i n t s , d ' a p r è s l a l o i d e C o u l o m b , e s t é g a l , au 

s i g n e p r è s , à l a v a r i a t i o n d e l a q u a n t i t é 

(1) 

L e s i g n e r e p r é s e n t e l a s o m m e d e t o u t e s l e s c o m b i n a i s o n s , 

t e l l e s q u e , q u e l ' o n p e u t f a i r e d a n s l e s y s t è m e , c h a c u n e d e c e s 

c o m b i n a i s o n s é t a n t p r i s e u n e e t u n e s e u l e f o i s . 

L a q u a n t i t é W r e p r é s e n t e d o n c , d ' a p r è s l e s d é f i n i t i o n s p o s é e s 

a u C h a p i t r e p r é c é d e n t , l e potentiel des forces électriques ; n o u s 

d o n n e r o n s à c e t t e q u a n t i t é l e n o m d e potentiel électrostatique ; 

o n l u i d o n n e s o u v e n t , d a n s l e s T r a i t é s , l e n o m d'énergie élec

trique q u e n o u s n ' e m p l o i e r o n s p a s . 

C e t t e q u a n t i t é e s t s u s c e p t i b l e d ' u n e e x p r e s s i o n r e m a r q u a b l e . 

S u p p o s o n s q u e l ' o n m u l t i p l i e s u c c e s s i v e m e n t l a c h a r g e q p a r 

t o u t e s l e s q u a n t i t é s f o u r n i e s p a r l e s a u t r e s p o i n t s é l e c t r i s é s d u 

s y s t è m e , e t q u e l ' o n a j o u t e t o u s l e s p r o d u i t s o b t e n u s , d e f a ç o n 

à f o r m e r l ' e x p r e s s i o n 

d a n s l a q u e l l e l e s i g n e i n d i q u e u n e s o m m a t i o n q u i s ' é t e n d à 

t o u t e s l e s c h a r g e s d u s y s t è m e a u t r e s q u e l a c h a r g e q; p u i s , q u ' o n 

r é p è t e l a m ê m e o p é r a t i o n s u r t o u t e s l e s c h a r g e s d u s y s t è m e e t q u e 

l ' o n a j o u t e e n s e m b l e t o u s l e s r é s u l t a t s o b t e n u s , d e m a n i è r e à 

f o r m e r l ' e x p r e s s i o n 



l e p r e m i e r d e s d e u x s i g n e s ^ s ' é t e n d a n t à t o u t e s l e s c h a r g e s du 

s y s t è m e ; i l e s t é v i d e n t q u e , d a n s u n e s e m b l a b l e a d d i t i o n , n o u s 

a u r o n s f a i t figurer d e u x f o i s c h a c u n e d e s e x p r e s s i o n s d i s t i n c t e s 

qn' 
J - y - , e t q u e , p a r c o n s é q u e n t , n o u s a u r o n s 

le s i g n e ^ a y a n t a u s e c o n d m e m b r e l e m ê m e s e n s q u e d a n s l ' é g a 

l i té ( 1 ) . -

M a i s , d ' a u t r e p a r t , s i V d é s i g n e l a v a l e u r d e l a f o n c t i o n p o t e n 

t i e l l e a u p o i n t M o ù se t r o u v e l a c h a r g e q, n o u s a u r o n s 

( 3 ) 

D e s é g a l i t é s ( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) r é s u l t e c e t t e n o u v e l l e é g a l i t é f o n d a m e n 

ta le 

(4) 

J u s q u ' i c i , n o u s a v o n s , p o u r é t u d i e r l e p o t e n t i e l é l e c t r o s t a t i q u e , 

s u p p o s é l ' é l e c t r i c i t é c o n c e n t r é e e n d e s p o i n t s i s o l é s , m a i s n o u s 

p o u v o n s t o u t a u s s i b i e n l a s u p p o s e r r é p a n d u e e n d e s v o l u m e s o u 

s u r d e s s u r f a c e s . D a n s c e c a s , si les diverses parties du système 

subissent des déplacements durant lesquels tous les éléments 

des volumes électrisés et tous les éléments des surfaces électri-

sées conservent des charges électriques invariables, le travail 

effectué par les forces électrostatiques est, au signe près, la 

variation d'un potentiel W d o n t l ' e x p r e s s i o n s ' o b t i e n t d e la m a 

n i è r e s u i v a n t e : 

O n f o r m e , p o u r c h a c u n e d e s s u r f a c e s é l e c t r i s é e s , l ' i n t é g r a l e 

a- é t a n t l a d e n s i t é s u p e r f i c i e l l e e n u n p o i n t d e l ' é l é m e n t dS e t V l a 

v a l e u r d e l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e a u m ê m e p o i n t . 

O n f o r m e , p o u r c h a c u n d e s v o l u m e s é l e c t r i s é s , l ' i n t é g r a l e 



p é t a n t l a d e n s i t é é l e c t r i q u e s o l i d e e n u n p o i n t d e l ' é l é m e n t 

dx dy dz e t V l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e a u m ê m e p o i n t . 

E n f i n o n a j o u t e e n t r e e l l e s t o u t e s l e s i n t é g r a l e s o b t e n u e s . 

O n a a i n s i 

( 5 ) 

C e t t e e x p r e s s i o n e s t s u s c e p t i b l e d e t r a n s f o r m a t i o n s t r è s i m p o r 

t a n t e s q u e n o u s a l l o n s i n d i q u e r . 

O n s a i t q u e l ' o n a 

e t 

L ' é g a l i t é ( 5 ) p e u t d o n c s ' é c r i r e 

C e t t e é g a l i t é ( 6 ) m o n t r e q u e W est déterminé lorsqu'on con

naît la valeur de la fonction potentielle V en tous les points de 

l' espace. 

L e t h é o r è m e d e G r e e n v a n o u s p e r m e t t r e d e d o n n e r u n e n o u 

v e l l e f o r m e à l ' é g a l i t é ( 6 ) . 

P o u r n e p o i n t c o m p l i q u e r l e s c a l c u l s s a n s a v a n t a g e s é r i e u x p o u r 

l a g é n é r a l i t é d e s d é m o n s t r a t i o n s , n o u s s u p p o s e r o n s q u e l e s y s t è m e 

r e n f e r m e u n s e u l c o r p s é l e c t r i s é A (fig. 1 9 ) e t u n e s e u l e s u r f a c e 

( 6 ) 

é l e c t r i s é e , la s u r f a c e S , q u i s é p a r e c e c o r p s d u m i l i e u n o n é l e c t r i -

s a b l e q u i l ' e n t o u r e . L e s d i r e c t i o n s N 1 , N2 d e v i e n n e n t a l o r s r e s -



p e c t i v e m e n t l e s d i r e c t i o n s N i , N e , d e l a n o r m a l e à l a s u r f a c e S 

d i r i g é e s v e r s l ' i n t é r i e u r o u v e r s l ' e x t é r i e u r d u c o r p s A . D a n s c e s 

c o n d i t i o n s , l ' é g a l i t é ( 6 ) s ' é c r i t 

(6 bis) 

A l ' i n t é r i e u r d u c o r p s A , t r a ç o n s u n e s u r f a c e S ' i n f i n i m e n t v o i 

s i n e d e l a s u r f a c e S . S o i t A ' l ' e s p a c e e n f e r m é p a r l a s u r f a c e S ' . 

S o i t N ' l a n o r m a l e à l a s u r f a c e S ' v e r s l ' i n t é r i e u r d e l ' e s p a c e A ' . 

L e t h é o r è m e d e G r e e n [ C h a p i t r e I I I , é g a l i t é ( 5 ) ] n o u s d o n n e 

F a i s o n s m a i n t e n a n t t e n d r e l a s u r f a c e S ' v e r s l a s u r f a c e S ; l ' e s 

p a c e A ' t e n d v e r s l ' e s p a c e o c c u p é p a r l e c o r p s A ; t e n d v e r s 

e t l' é g a l i t é p r é c é d e n t e d e v i e n t 

A l ' e x t é r i e u r d u c o r p s A t r a ç o n s u n e s u r f a c e f e r m é e S " e n v e l o p 

p a n t l e c o r p s A e t i n f i n i m e n t v o i s i n e d e la s u r f a c e S . S o i t N " l a 

n o r m a l e à l a s u r f a c e S " v e r s l ' e s p a c e i l l i m i t é q u i l ' e n v i r o n n e . 

S o i t B " c e t e s p a c e i l l i m i t é . P a r u n r a i s o n n e m e n t a n a l o g u e à c e l u i 

q u i n o u s a d o n n é l ' é g a l i t é ( 4 ) d u C h a p i t r e V I , n o u s t r o u v e r o n s 

F a i s o n s m a i n t e n a n t t e n d r e l a s u r f a c e S " v e r s l a s u r f a c e S ; l ' e s -

p a c e B " t e n d v e r s l ' e s p a c e i l l i m i t é B e x t é r i e u r à l a s u r f a c e S ; 



t e n d v e r s e t l ' é g a l i t é p r é c é d e n t e d e v i e n t 

(8 ) 

L e s é g a l i t é s ( 6 bis), ( 7 ) et ( 8 ) d o n n e n t l a f o r m u l e s u i v a n t e 

(9) 

l ' i n t é g r a t i o n q u i f i g u r e a u s e c o n d m e m b r e s ' é t e n d a n t à t o u t l ' e s 

p a c e . 

T e l l e e s t l ' i m p o r t a n t e e x p r e s s i o n d u p o t e n t i e l é l e c t r o s t a t i q u e à 

l a q u e l l e n o u s v o u l i o n s p a r v e n i r . 

C e t t e e x p r e s s i o n n o u s m o n t r e , e n p r e m i e r l i e u , q u e le potentiel 

électrostatique ne peut jamais être négatif. 

P e u t - i l ê t r e é g a l à o ? 

N o u s a v o n s v u , a u § 1 d u C h a p i t r e V I , q u e l ' é g a l i t é 

e n t r a î n a i t , e n t o u t p o i n t d e l ' e s p a c e , l ' é g a l i t é 

V = o. 

D è s l o r s , e n t o u t p o i n t i n t é r i e u r à l ' u n d e s c o r p s q u i f o r m e n t l e 

s y s t è m e , o n a 

e t e n t o u t p o i n t d e s s u r f a c e s d e d i s c o n t i n u i t é q u i l i m i t e n t c e s 

c o r p s , o n a 

D o n c , pour que le potentiel électrostatique soit égal à o , il 

faut et il suffit que le système entier soit à l'état neutre. 

Le potentiel électrostatique de tout système électrisé est 

positif. 

E n s e c o n d l i e u , s i l ' o n s u p p o s a i t c h a q u e é l é m e n t d e v o l u m e d e 

l ' e s p a c e s o u m i s à d e s f o r c e s d o n t l e p o t e n t i e l s e r a i t 



l 'ensemble de toutes ces forces aurait le même potentiel que les 

forces qui , d'après les lois de C o u l o m b , agissent entre les diverses 

part icules électr isées du sys tème; ces forces effectueraient donc, 

dans tout déplacement virtuel du système, le même travail que les 

forces données par les lois de C o u l o m b . Il en résulte que l 'on 

pourrai t subst i tuer ces forces aux forces données par les lois de 

C o u l o m b . 

Que l l e s sont ces forces, dont le potent ie l sur chaque élément 

de volume nous est seul connu? C 'es t une quest ion qui a donné 

lieu à d ' importants travaux de M a x w e l l ( 1 ) , mais que nous n 'exa

minerons pas dans le présent V o l u m e . 

( 1 ) MAXWELL, Traité d'Électricité et de Magnétisme, Ire Partie, Chap. V . 
Voir aussi H . POINCARÉ, Électricité et Optique: I . Les théories de Maxwell 

et la théorie électromagnétique de la lumière, Chap. I I . 



LITRE II. 
L A D I S T R I B U T I O N É L E C T R I Q U E S U R L E S C O R P S C O N D U C T E U R S 

E T L E P R O B L È M E D E L E J E U N E - D I R I C H L E T . 

CHAPITRE PREMIER. 

CONDITION DE L'ÉQUILIBRE ÉLECTRIQUE. — L'ÉLECTRICITÉ RÉSIDE 

A LA SURFACE DES CORPS CONDUCTEURS. 

§ 1. — Principes de la théorie de Poisson. 

J u s q u ' i c i n o u s a v o n s l a i s s é i n v a r i a b l e l a c h a r g e é l e c t r i q u e p r i s e 

p a r c h a c u n d e s é l é m e n t s d ' u n s y s t è m e ; n o u s a v o n s s u p p o s é q u e 

c h a c u n d e s é l é m e n t s p o u v a i t s e d é p l a c e r , m a i s q u e l ' é t a t d ' é l e c -

t r i s a t i o n d ' a u c u n d ' e n t r e e u x n e p o u v a i t v a r i e r . 

L o r s q u ' u n c o r p s s e r a s u p p o s é s a t i s f a i r e à u n e s e m b l a b l e r e s 

t r i c t i o n , i l s e r a d i t mauvais conducteur. S i , à u n i n s t a n t d o n n é , 

u n c o r p s m a u v a i s c o n d u c t e u r n e p r é s e n t e d ' é l e c t r i c i t é e n a u c u n d e 

s e s p o i n t s , i l n ' e n p r é s e n t e r a à a u c u n i n s t a n t . L e m i l i e u n o n é l e c -

t r i s a b l e d a n s l e q u e l s o n t s u p p o s é s p l o n g é s l e s c o r p s q u e n o u s é t u 

d i e r o n s e s t , p a r h y p o t h è s e , u n c o r p s m a u v a i s c o n d u c t e u r . 

I l n e s ' a g i t p a s i c i d e s a v o i r s i l e s c o r p s q u e la n a t u r e n o u s p r é 

s e n t e e t a u x q u e l s o n d o n n e l e n o m d e mauvais conducteurs o f 

f r e n t e x c l u s i v e m e n t d e s p r o p r i é t é s s u s c e p t i b l e s d ' ê t r e r e p r é s e n t é e s 

p a r l a d é f i n i t i o n p r é c é d e n t e . E n v é r i t é , l e c o r p s m a u v a i s c o n d u c 

t e u r o u i s o l a n t q u e n o u s v e n o n s d e d é f i n i r e s t u n c o r p s i d é a l , d o n t 

n o u s a l l o n s n é a n m o i n s é t u d i e r l e s p r o p r i é t é s , q u i t t e à c o m p a r e r 

e n s u i t e p a r l ' e x p é r i e n c e c e s p r o p r i é t é s à c e l l e s d e s m a u v a i s c o n 

d u c t e u r s r é e l s . 

E n g é n é r a l , s u r d e s c o r p s p l a c é s d a n s d e s p o s i t i o n s d é t e r m i 

n é e s , l a d i s t r i b u t i o n é l e c t r i q u e n e c e s s e r a d ' ê t r e v a r i a b l e q u e 

l o r s q u e c e r t a i n e s c o n d i t i o n s s e r o n t v é r i f i é e s p a r l a d e n s i t é é l e c 

t r i q u e e n c h a q u e p o i n t . L e s c o r p s s o n t d i t s a l o r s bons conduc-



teurs, e t l e s c o n d i t i o n s d o n t i l s ' a g i t s o n t d i t e s conditions d'équi

libre électrique. 

C e s o n t c e s c o n d i t i o n s q u ' i l s ' a g i t d e f i x e r . 

P o i s s o n ( 1 ) a c h e r c h é à l e s d é t e r m i n e r p a r d e s c o n s i d é r a t i o n s 

h y p o t h é t i q u e s . N o u s v e r r o n s , a u L i v r e I I I , q u e c e s c o n s i d é r a t i o n s 

h y p o t h é t i q u e s n e f o u r n i s s e n t p a s u n e r e p r é s e n t a t i o n s a t i s f a i s a n t e 

d e t o u t e s l e s l o i s d e l a d i s t r i b u t i o n d e l ' é l e c t r i c i t é s u r l e s c o r p s 

c o n d u c t e u r s ; n o u s s e r o n s a m e n é s a l o r s à r e m p l a c e r l a t h é o r i e d e 

P o i s s o n p a r u n e a u t r e t h é o r i e . M a i s l e s r é s u l t a t s d e l a t h é o r i e d e 

P o i s s o n s e r o n t c o n s e r v é s d a n s l a n o u v e l l e t h é o r i e . 

L ' h y p o t h è s e f o n d a m e n t a l e d e P o i s s o n c o n s i s t e à r e g a r d e r l e s 

a c t i o n s é t u d i é e s p a r D u f a y e t C o u l o m b n o n p a s c o m m e d e s f o r c e s 

a p p l i q u é e s a u x p a r t i c u l e s m a t é r i e l l e s q u i p o r t e n t d e s c h a r g e s é l e c 

t r i q u e s , m a i s c o m m e d e s f o r c e s a p p l i q u é e s a u x c h a r g e s é l e c t r i q u e s 

e l l e s - m ê m e s . 

C e t t e h y p o t h è s e se t r o u v e d é j à r e n f e r m é e d a n s l ' é n o n c é m ê m e 

q u e C o u l o m b a d o n n é d e s l o i s d é c o u v e r t e s par l u i . II y p a r l e d e s 

a t t r a c t i o n s e t d e s r é p u l s i o n s q u i s ' e x e r c e n t e n t r e l e s c o r p s é l e c 

t r i s é s , o u e n t r e l e s c h a r g e s é l e c t r i q u e s , s a n s é t a b l i r a u c u n e d i s 

t i n c t i o n e n t r e l e s s e n s d e c e s e x p r e s s i o n s ( 2 ) . 

C e t t e h y p o t h è s e n ' e s t p a s s a n s s o u l e v e r d e g r a v e s d i f f i c u l t é s l o 

g i q u e s . U n e f o r c e é t a n t , p a r d é f i n i t i o n , l e p r o d u i t d ' u n e c e r t a i n e 

a c c é l é r a t i o n p a r u n e m a s s e m a t é r i e l l e à l a q u e l l e e l l e e s t a p p l i q u é e , 

p a r l e r d e f o r c e s a p p l i q u é e s a u x c h a r g e s é l e c t r i q u e s , c ' e s t a d 

m e t t r e , a priori, q u e l e s c h a r g e s é l e c t r i q u e s s o n t d e c e r t a i n e s 

( 1 ) POISSON, Mémoire sur la distribution de l'Électricité à la surface des 
corps conducteurs, lu les 9 mai et 3 août 1 8 1 2 à l'Académie des Sciences ( S a 
vants étrangers, 1 8 1 1 , p. 1 ) . 

( 2 ) COULOMB, Second Mémoire sur l'Électricité et le Magnétisme, où l'on 
détermine suivant quelles loix le fluide magnétique, ainsi que le fluide e l e c 
trique, agissent, soit par répulsion, soit par attraction {Mémoires de l'Aca
démie des Sciences, 1 7 8 5 , p. 5 7 9 ) . 

En terminant ce Mémoire, Coulomb s'exprime ainsi : 
« Des recherches qui précèdent il résultera : I° Que l'action, soit répulsive, 

soit attractive, de deux globes électrisés et, par conséquent, de deux molécules 
électriques, est en raison composée des densités du fluide électrique des deux 
molécules électrisées, et inverse du carré des distances 4° Que la force attrac
tive et répulsive du fluide magnétique est exactement, ainsi que dans le fluide 
électrique, en raison composée de la directe des densités, et inverse du carré des 
distances des molécules magnétiques. » (Loc. cit., p. 6 1 1 . ) 



q u a n t i t é s d ' u n fluide m a t é r i e l . C ' e s t , d u r e s t e , l ' h y p o t h è s e a d o p t é e 

d ' u n e m a n i è r e g é n é r a l e à l ' é p o q u e d e C o u l o m b e t d e P o i s s o n . S i 

l ' o n n e v e u t p o i n t f a i r e c e t t e h y p o t h è s e , s i l ' o n v e u t r e g a r d e r l a 

c h a r g e é l e c t r i q u e c o m m e u n s i m p l e p a r a m è t r e d o n t o n a f f ec t e t o u t e 

m o l é c u l e m a t é r i e l l e é l e c t r i s é e , o n n e p e u t p l u s a t t r i b u e r a u c u n s e n s 

a u m o t force appliquée à une charge électrique. 

N o u s t r o u v e r o n s p l u s t a r d le m o y e n d e n o u s a f f r a n c h i r d e c e t t e 

h y p o t h è s e q u i a s s i m i l e l e s c h a r g e s é l e c t r i q u e s à d e s m a s s e s m a t é 

r i e l l e s ; p o u r l ' i n s t a n t , n o u s l ' a c c e p t e r o n s s a n s l a d i s c u t e r e t n o u s 

e n d é d u i r o n s l e s c o n s é q u e n c e s . 

D e c e t t e h y p o t h è s e P o i s s o n d é d u i t l a c o n d i t i o n d e l ' é q u i l i b r e 

é l e c t r i q u e s u r u n s y s t è m e d e c o n d u c t e u r s , c o n d i t i o n q u i s ' é n o n c e 

a i n s i : 

Pour que l'électricité soit en équilibre sur un conducteur ou 

sur un système de conducteurs, il est nécessaire et suffisant 

que l'électricité répandue sur ces corps n'exerce ni attrac

tion ni répulsion sur un point quelconque pris au hasard dans 

l'intérieur d'un quelconque de ces corps, ce point étant sup

posé affecté d'une charge électrique égale à l'unité. 

O n s u p p o s e , e n effe t , l e s f l u i d e s é l e c t r i q u e s s u s c e p t i b l e s d e s e r 

v i r d e p o i n t d ' a p p l i c a t i o n à d e s f o r c e s d o n n é e s p a r l e s l o i s d e C o u 

l o m b , e t l i b r e s d e s e m o u v o i r à l ' i n t é r i e u r d e c h a q u e c o r p s c o n 

d u c t e u r . D è s l o r s , p o u r q u ' u n e c h a r g e é l e c t r i q u e p l a c é e e n u n 

p o i n t p r i s à l ' i n t é r i e u r d ' u n c o r p s c o n d u c t e u r d e m e u r e i m m o b i l e , 

i l f a u t e t i l suf f i t q u ' e l l e n e s o i t s o u m i s e à a u c u n e f o r c e . D e là l e 

p r i n c i p e d e P o i s s o n r é s u l t e n é c e s s a i r e m e n t . 

C o n s i d é r o n s , e n e f fe t , u n p o i n t p r i s à l ' i n t é r i e u r d ' u n c o r p s c o n 

d u c t e u r ; o u b i e n i l y a e n c e p o i n t u n e c e r t a i n e q u a n t i t é d ' é l e c t r i 

c i t é , o u b i e n i l n ' y a p a s e n c e p o i n t d ' é l e c t r i c i t é l i b r e . 

S ' i l y a e n c e p o i n t u n e c e r t a i n e c h a r g e é l e c t r i q u e , p o u r q u e 

c e t t e c h a r g e y d e m e u r e e t q u e , p a r c o n s é q u e n t , l a d i s t r i b u t i o n s o i t 

p e r m a n e n t e , i l f a u t et i l suff i t q u e l ' a c t i o n e x e r c é e s u r c e t t e c h a r g e 

e t , p a r t a n t , s u r u n e c h a r g e é g a l e à l ' u n i t é p l a c é e a u m ê m e p o i n t , 

p a r t o u t e s l e s c h a r g e s p o s i t i v e s o u n é g a t i v e s d u s y s t è m e , s o i t é g a l e 

à o . 

S ' i l n ' y a p a s d ' é l e c t r i c i t é l i b r e a u p o i n t c o n s i d é r é , o n p e u t t o u -



j o u r s c o n c e v o i r q u ' i l y a i t e n c e p o i n t d e u x c h a r g e s é l e c t r i q u e s 

é g a l e s e t d e s i g n e s c o n t r a i r e s p. e t — p.. S i l e s c h a r g e s r é p a r t i e s s u r 

l e s y s t è m e e x e r c e n t s u r l a q u a n t i t é I d ' é l e c t r i c i t é s u p p o s é e m i s e e n 

c e p o i n t u n e c e r t a i n e a c t i o n F , d i r i g é e d ' u n e c e r t a i n e m a n i è r e , la 

p r e m i è r e d e n o s c h a r g e s s u b i r a u n e a c t i o n u .F d a n s l e s e n s d e l a 

f o r c e F ; l a s e c o n d e s u b i r a u n e a c t i o n é g a l e e t d e s e n s c o n t r a i r e . S i 

l ' a c t i o n F e s t n u l l e , l e s d e u x c h a r g e s d e m e u r e r o n t a u p o i n t c o n s i 

d é r é , q u i r e s t e r a à l ' é t a t n e u t r e ; m a i s , s i l ' a c t i o n F e s t d i f f é r e n t e 

de o , l a c h a r g e p o s i t i v e q u i se t r o u v e a u p o i n t c o n s i d é r é s e r a e n 

t r a î n é e d a n s u n s e n s , l a c h a r g e n é g a t i v e e n s e n s c o n t r a i r e , e n s o r t e 

q u e l a d i s t r i b u t i o n é l e c t r i q u e s u r l e c o r p s c o n s i d é r é s e r a m o d i f i é e . 

C ' e s t a i n s i q u e l e s h y p o t h è s e s d e P o i s s o n c o n d u i s e n t d e s l o i s d e 

C o u l o m b a u p r i n c i p e d e l ' é q u i l i b r e é l e c t r i q u e s u r d e s c o r p s c o n 

d u c t e u r s . L ' i n c e r t i t u d e d e s h y p o t h è s e s d o n t i l s ' a g i t e n t r a î n e u n e 

i n c e r t i t u d e é g a l e p o u r l e p r i n c i p e d e l ' é q u i l i b r e é l e c t r i q u e , q u i n e 

p o s s è d e p o i n t l a c e r t i t u d e d e s l o i s d e C o u l o m b . N o u s a l l o n s m a i n 

t e n a n t é t u d i e r l e s c o n s é q u e n c e s a n a l y t i q u e s d e c e p r i n c i p e e t l e s 

c o m p a r e r à l ' e x p é r i e n c e . C e se ra l ' o b j e t d u p r é s e n t L i v r e e t d u 

s u i v a n t . 

§ 2. — Dans l'état d'équilibre, l'électricité réside à la surface des corps 
conducteurs. 

C o u l o m b a é n o n c é l e p r e m i e r ( 1 ) c e t t e p r o p o s i t i o n : 

« Dans un corps conducteur, chargé d'électricité, le fluide 

électrique se répand sur la surface du corps, mais ne pénètre 

pas dans l'intérieur du corps. » 

C e t t e p r o p o s i t i o n , C o u l o m b l ' a d o n n é e c o m m e u n e c o n s é q u e n c e 

d e l ' e x p é r i e n c e ; m a i s , e n r é a l i t é , a u c u n e d e s e x p é r i e n c e s d e C o u 

l o m b n e d é m o n t r e d i r e c t e m e n t l a p r o p o s i t i o n d o n t i l s ' a g i t , e t 

( 1 ) COULOMB, Quatrième Mémoire sur l'Électricité, où l'on démontre deux 
principales propriétés du fluide électrique : la première, que ce fluide ne se 
répand dans aucun corps par une affinité chimique ou par une attraction 
élective, mais qu'il se partage entre différents corps mis en contact unique
ment par son action répulsive ; la seconde, que dans les corps conducteurs le 
fluide parvenu, à l'état de stabilité, est répandu sur la surface du corps et 
ne pénètre pas dans l'intérieur (Mémoires de l'Académie pour 1 7 8 6 , p. 7 2 ) . 



m ê m e a u c u n e e x p é r i e n c e n e p e u t l a d é m o n t r e r d i r e c t e m e n t , c a r 

t o u t p o i n t i n t é r i e u r a u v o l u m e q u ' u n c o n d u c t e u r o c c u p e e s t i n a c 

c e s s i b l e . L a p r o p o s i t i o n p r é c é d e n t e n e p e u t d o n c , p a r sa n a t u r e 

m ê m e , ê t r e é t a b l i e q u e t h é o r i q u e m e n t . 

L a p o s s i b i l i t é d ' é t a b l i r t h é o r i q u e m e n t c e t t e p r o p o s i t i o n a d é j à 

é té r e c o n n u e p a r C o u l o m b . « C e t t e p r o p r i é t é d u f l u i d e é l e c t r i q u e , 

d i t - i l ( 1 ) , d e se r é p a n d r e s u r l a s u r f a c e d e s c o r p s c o n d u c t e u r s et 

d e n e p o i n t p é n é t r e r d a n s l ' i n t é r i e u r d e c e s c o r p s l o r s q u e c e f l u i d e 

e s t p a r v e n u à l ' é t a t d ' é q u i l i b r e , e s t u n e c o n s é q u e n c e d e l a l o i d e l a 

r é p u l s i o n d e s e s é l é m e n t s , e n r a i s o n i n v e r s e d u c a r r é d e s d i s t a n c e s , 

l o i q u e n o u s a v o n s t r o u v é e d a n s n o t r e p r e m i e r M é m o i r e ; m a i s , 

c o m m e c ' e s t l ' e x p é r i e n c e , e t n o n l a t h é o r i e , q u i n o u s a c o n d u i t s , 

n o u s a v o n s c r u d e v o i r s u i v r e l a m ê m e m a r c h e d a n s l ' e x p o s é d e n o s 

r e c h e r c h e s ; v o y o n s a c t u e l l e m e n t c o m m e n t l a t h é o r i e g é n é r a l i s e l e 

r é s u l t a t a n n o n c é p a r l ' e x p é r i e n c e . » S u i t u n e d é m o n s t r a t i o n , 

i n e x a c t e d ' a i l l e u r s , d o n t n o u s a u r o n s à r e p a r l e r t o u t à l ' h e u r e . 

M a l g r é c e t t e i n d i c a t i o n d e C o u l o m b , P o i s s o n n e p a r a î t p a s s ' ê t r e 

p r é o c c u p é d e d é d u i r e d e sa t h é o r i e l a d é m o n s t r a t i o n d e c e fa i t q u e 

l ' é l e c t r i c i t é e n é q u i l i b r e r é s i d e s e u l e m e n t à l a s u r f a c e d e s c o r p s 

c o n d u c t e u r s ; i l p r e n d t o u j o u r s c e t t e v é r i t é c o m m e u n e c o n s é 

q u e n c e d e l ' e x p é r i e n c e ( 2 ) . 

G r e e n e s t l e p r e m i e r ( 3 ) q u i a i t m o n t r é q u e c e t t e v é r i t é é t a i t 

u n e c o n s é q u e n c e s i m p l e e t i m m é d i a t e d e l a t h é o r i e d e P o i s s o n . L a 

d é m o n s t r a t i o n d e G r e e n p e u t ê t r e r e m p l a c é e p a r l a s u i v a n t e : 

S u p p o s o n s , p o u r u n i n s t a n t , q u ' à l ' i n t é r i e u r d ' u n c o r p s c o n 

d u c t e u r i l e x i s t e d e l ' é l e c t r i c i t é d i s t r i b u é e s o i t s u r d e c e r t a i n e s 

s u r f a c e s a v e c u n e d e n s i t é s u p e r f i c i e l l e f i n i e , s o i t e n d e c e r t a i n s v o 

l u m e s a v e c u n e d e n s i t é s o l i d e f i n i e . T r a ç o n s à l ' i n t é r i e u r d e c e 

c o n d u c t e u r u n e s u r f a c e f e r m é e S , a s s u j e t t i e à r e n c o n t r e r l e s s u r 

f a c e s c e n s é e s é l e c t r i s é e s s e u l e m e n t s u i v a n t c e r t a i n e s l i g n e s . A 

c e t t e s u r f a c e , a p p l i q u o n s l a c o n s é q u e n c e g é n é r a l e d e s l e m m e s d e 

( ' ) COULOMB, LOC. cit., p. 7 5 . 
( 2 ) POISSON, Mémoire sur la distribution de l'électricité à la surface des 

corps conducteurs, p. 2 (Mémoires des Savants étrangers, 1 8 1 1 ) . — Second 
Mémoire sur la distribution de l'électricité à la surface des corps conduc
teurs, p. 1 (Ibid.). 

( 3 ) GREEN, Essay... (Nott ingham, 1828 . Mathematical papers of the late 
George Green, p. 22 ) . 
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G a u s s , é t a b l i e a u L i v r e V , C h a p i t r e V I I , § 3 . N o u s a u r o n s 

M é t a n t l a m a s s e é l e c t r i q u e t o t a l e e n f e r m é e à l ' i n t é r i e u r d e l a s u r 

f a c e S . M a i s , d ' a p r è s l e p r i n c i p e d e P o i s s o n , si l ' é q u i l i b r e é l e c 

t r i q u e e s t é t a b l i s u r l e c o n d u c t e u r c o n s i d é r é , l ' é l e c t r i c i t é q u i 

r é s i d e e n t o u t l e s y s t è m e e x e r c e u n e a c t i o n n u l l e e n u n p o i n t q u e l 

c o n q u e p r i s a u h a s a r d à l ' i n t é r i e u r d e c e c o n d u c t e u r . O n a d o n c , 

e n t o u t p o i n t d e l a s u r f a c e S , F N = o , e t , p a r c o n s é q u e n t , l ' é g a l i t é 

p r é c é d e n t e d e v i e n t 

M. = o . 

A i n s i , à l ' i n t é r i e u r d ' u n c o n d u c t e u r , i l n ' e x i s t e p a s d ' é l e c t r i c i t é 

l o r s q u e l ' é q u i l i b r e e s t é t a b l i ; l ' é l e c t r i c i t é r é s i d e e x c l u s i v e m e n t à l a 

s u r f a c e d e s é p a r a t i o n d u c o n d u c t e u r e t d u m i l i e u i s o l a n t . 

C o u l o m b ( 1 ) p e n s a i t q u e la p r o p r i é t é q u e n o u s v e n o n s d e d é 

m o n t r e r p o u r r a i t e n c o r e ê t r e e x a c t e , l o r s m ê m e q u e l e s a c t i o n s q u i 

s ' e x e r c e n t e n t r e d e u x p o i n t s é l e c t r i s é s n e s e r a i e n t p a s e n r a i s o n 

i n v e r s e d u c a r r é d e l e u r d i s t a n c e . I l s u f f i s a i t , s e l o n l u i , p o u r q u e 

c e t t e p r o p r i é t é d e m e u r â t e x a c t e , q u e , l a d i s t a n c e r t e n d a n t v e r s o , 

l ' a c t i o n é l e c t r i q u e c r û t m o i n s r a p i d e m e n t q u e ^ • 

C e t t e p e n s é e d e C o u l o m b n ' e s t p a s c o n f o r m e à l a v é r i t é . S i l ' o n 

a d m e t l e p r i n c i p e d e l ' é q u i l i b r e é l e c t r i q u e p r o p o s é p a r P o i s s o n ; si 

l ' o n a d m e t , d ' a u t r e p a r t , q u e l ' é l e c t r i c i t é e n é q u i l i b r e s u r u n c o n 

d u c t e u r se p o r t e e x c l u s i v e m e n t à l a s u r f a c e d e c e c o r p s , o n p e u t 

e n d é d u i r e q u e l ' a c t i o n m u t u e l l e d e d e u x p a r t i c u l e s é l e c t r i s é e s e s t 

e n r a i s o n i n v e r s e d u c a r r é d e l a d i s t a n c e q u i l e s s é p a r e . 

E n e f fe t , d e s h y p o t h è s e s f a i t e s , e t d ' u n e é v i d e n t e r a i s o n d e s y 

m é t r i e , i l r é s u l t e q u ' u n e s p h è r e c o n d u c t r i c e é l e c t r i s é e d o i t ê t r e 

r e c o u v e r t e d ' u n e c o u c h e é l e c t r i q u e a y a n t e n t o u t p o i n t l a m ê m e 

d e n s i t é , e t q u e c e t t e c o u c h e e x e r c e u n e a c t i o n n u l l e e n t o u t p o i n t 

i n t é r i e u r à l a s p h è r e . 

O r u n e c o u c h e s p h é r i q u e h o m o g è n e p e u t - e l l e , d a n s u n e a u t r e 

l o i q u e c e l l e d e n a t u r e , e x e r c e r u n e a c t i o n n u l l e e n t o u t p o i n t q u i 

( 1 ) COULOMB, LOC. cit., p . 7 5 . 



l u i es t i n t é r i e u r ? L a p l a c e ( 1 ) a d é m o n t r é q u ' e l l e n e l e p o u v a i t , et 

M . J . B e r t r a n d ( 2 ) a d o n n é d e c e t t e i m p o s s i b i l i t é u n e i n g é n i e u s e 

d é m o n s t r a t i o n q u e n o u s a l l o n s r e p r o d u i r e . 

S o i t 

la g r a n d e u r d e l a f o r c e r é p u l s i v e q u i s ' e x e r c e e n t r e d e u x p a r t i 

c u l e s é l e c t r i q u e s s i t u é e s à l a d i s t a n c e r. 

S i l e p r o d u i t r 2 f ( r ) d e m e u r e c o n s t a n t , la p r o p o s i t i o n es t d é 

m o n t r é e . S u p p o s o n s d o n c q u e c e p r o d u i t v a r i e et a i l l e , p a r 

e x e m p l e , e n c r o i s s a n t , l o r s q u e r a u g m e n t e d e p 0 à p 1 . 

P r e n o n s u n e s p h è r e de d i a m è t r e ( p 0 + p 1 ) (fig- 2 0 ) et r e c o u 

v r o n s - l a d ' é l e c t r i c i t é , q u i f o r m e à sa s u r f a c e u n e c o u c h e h o m o 

g è n e de d e n s i t é <r. E x p r i m o n s q u e l ' a c t i o n d e ce t t e é l e c t r i c i t é en 

u n p o i n t i n t é r i e u r à l a s p h è r e , p a r e x e m p l e a u p o i n t M , d o n t l e s 

d i s t a n c e s a u x d i v e r s p o i n t s d e l a s p h è r e v a r i e n t e n t r e p 0 e t p1, e s t 

é g a l e à z é r o . P a r l e p o i n t M , m e n o n s u n p l a n AB, n o r m a l a u d i a 

m è t r e C D q u i p a s s e p a r c e p o i n t . I l p a r t a g e l a s p h è r e e n d e u x c a 

l o t t e s , e t l ' a c t i o n d e l ' u n e , A C B , d o i t f a i re é q u i l i b r e à l ' a c t i o n d e 

l ' a u t r e , A D B . L ' a c t i o n d e la c a l o t t e A C B e s t é v i d e m m e n t d i r i g é e 

s u i v a n t l e d i a m è t r e C D . C e t t e a c t i o n e s t l a s o m m e d e s c o m p o -

( 1 ) L A P L A C E , Mécanique céleste, première Partie, Livre I I , n° 12 ( 1RE édition, 
t. I, p. 1 4 0 . ) 

( 2 ) J . B E R T R A N D , Loi des actions électriques (Journal de Physique pure et 
appliquée, 1RE série, t. I I , p. 4 1 8 ; 1 8 7 3 ) . 

M. Liouville a démontré le premier que la loi de la raison inverse du carré de 
la distance est la seule dans laquelle l'électricité se porte à la surface des corps. 
Voir J. Bertrand, Note sur quelques points de la théorie de l'électricité (Jour
nal de Liouville, t. I V , p. 495; 1 8 3 9 ) . 



s a n t e s s u i v a n t c e d i a m è t r e d e s a c t i o n s e x e r c é e s a u p o i n t M p a r 

c h a c u n d e s é l é m e n t s P Q d e l a c a l o t t e s p h é r i q u e A C B . O r l a c o m 

p o s a n t e s u i v a n t M O d e l ' a c t i o n d e l ' é l é m e n t P Q es t , e n d é s i g n a n t 

pa r dw l ' a n g l e s o u s l e q u e l d u p o i n t M o n v o i t P Q e t p a r N la n o r 

m a l e à c e t é l é m e n t v e r s l ' e x t é r i e u r d e l a s p h è r e , 

C o n s i d é r o n s l a c o m p o s a n t e s u i v a n t M C d e l ' a c t i o n e x e r c é e a u 

m ê m e p o i n t M p a r l ' é l é m e n t P ' Q ' d e la c a l o t t e A D B , c e t é l é m e n t 

P ' Q ' é t a n t d é c o u p é p a r l e m ê m e c ô n e d ' o u v e r t u r e s p h é r i q u e dw. 

E l l e a p o u r v a l e u r 

M a i s on a 

o n a d o n c 

r et r' s o n t c o m p r i s e n t r e p 0 e t p1 e t e s t s u p é r i e u r à r. O n a 

d o n c 

L e s a c t i o n s d e l ' é l é m e n t P ' Q ' e t d e l ' é l é m e n t P Q o n t u n e c o m 

p o s a n t e p o s i t i v e d i r i g é e de M v e r s C . T o u s l e s é l é m e n t s d e la 

s p h è r e p e u v e n t a i n s i se c o m b i n e r d e u x à d e u x d e m a n i è r e à d o n 

n e r u n e c o m p o s a n t e p o s i t i v e d i r i g é e d e M v e r s C . L e p o i n t M 

e s t d o n c s o u m i s à u n e f o r c e d i r i g é e d e M v e r s C . P a r s u i t e , on 

e s t c o n d u i t à u n e c o n t r a d i c t i o n si l ' o n n e s u p p o s e p a s q u e l ' o n a i t 



CHAPITRE II. 

IL EXISTE UN ET UN SEUL ÉTAT D'ÉQUILIBRE ÉLECTRIQUE. 

§ 1. — Traduction analytique du principe de Poisson. 

S o i t M u n p o i n t p r i s à l ' i n t é r i e u r d ' u n c o n d u c t e u r s u r l e q u e l 

l ' é q u i l i b r e é l e c t r i q u e e s t é t a b l i . C e p o i n t es t e x t é r i e u r a u x m a s s e s 

a g i s s a n t e s , p u i s q u e l ' é l e c t r i c i t é r é s i d e e x c l u s i v e m e n t à l a s u r f a c e 

d u c o n d u c t e u r . L e s d é r i v é e s p r e m i è r e s d e l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e 

e x i s t e n t e n c e p o i n t e t s o n t l i é e s a u x c o m p o s a n t e s d e l a f o r c e p a r 

l e s r e l a t i o n s 

M a i s , d ' a p r è s l a c o n d i t i o n d ' é q u i l i b r e d o n n é e p a r la t h é o r i e d e 

P o i s s o n , o n a 

O n a d o n c , e n t o u t p o i n t i n t é r i e u r à u n c o n d u c t e u r . 

A i n s i , lorsque l'équilibre électrique est établi sur un sys

tème de corps conducteurs électrisés, la fonction potentielle 

a une valeur constante à l'intérieur de chacun des conduc

teurs ; réciproquement, si cette condition est remplie pour 

chacun des conducteurs, l ' é q u i l i b r e électrique est établi. 

D e u x r e m a r q u e s à p r o p o s d e c e p r i n c i p e . 

E n p r e m i e r l i e u , l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e , é t a n t c o n s t a n t e a u x 

p o i n t s i n f i n i m e n t v o i s i n s d e l a s u r f a c e d u c o n d u c t e u r e t é t a n t 

c o n t i n u e d a n s t o u t l ' e s p a c e , a l a m ê m e v a l e u r e n t o u s l e s p o i n t s d e 

la s u r f a c e d ' u n m ê m e c o n d u c t e u r . 

E n s e c o n d l i e u , s i N i , N e s o n t l e s d e u x d i r e c t i o n s , i n t é r i e u r e e t 

e x t é r i e u r e , d e l a n o r m a l e e n u n p o i n t à l a s u r f a c e d u c o n d u c t e u r , 

l a d e n s i t é s u p e r f i c i e l l e a- e s t d o n n é e e n c e p o i n t p a r l a r e l a t i o n 

X = o , Y = o , Z = o . 



g é n é r a l e 

O r , d a n s l e c a s a c t u e l , l e s d é r i v é e s p a r t i e l l e s d u p r e m i e r o r d r e 

d e la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e s o n t n u l l e s e n t ou t p o i n t i n t é r i e u r au 

c o n d u c t e u r , fû t - i l i n f i n i m e n t v o i s i n d e la s u r f a c e . O n a d o n c 

e t , p a r c o n s é q u e n t , 

(1) 

§ 2. — Existe-t-il un état d'équilibre électrique? 

C e s d e u x r e m a r q u e s é t a n t d o n n é e s , v o i c i l a q u e s t i o n q u e n o u s 

a l l o n s e x a m i n e r e n p r e m i e r l i e u : 

Un système est formé d'un certain nombre de corps placés 

dans des positions données ; les uns sont mauvais conducteurs 

et possèdent une distribution électrique donnée; les autres sont 

conducteurs et chacun d'eux renferme une charge électrique 

totale déterminée. Peut-on, à la surface de chacun d'eux, dis

tribuer cette charge de manière que l'équilibre électrique soit 

établi sur le système? 

P o u r r é p o n d r e à c e t t e q u e s t i o n , n o u s d é m o n t r e r o n s e n p r e m i e r 

l i e u la p r o p o s i t i o n s u i v a n t e : 

Une distribution électrique qui rend maximum ou mini

mum le potentiel électrostatique W est une distribution d'équi

libre. 

S u p p o s o n s , en e f fe t , q u e , p o u r u n e c e r t a i n e d i s t r i b u t i o n , le p o 

t e n t i e l é l e c t r o s t a t i q u e 

s o i t m a x i m u m o u m i n i m u m ; s u p p o s o n s q u e la d i s t r i b u t i o n s u b i s s e 

u n e v a r i a t i o n i n f i n i m e n t p e t i t e ; l a v a r i a t i o n s u b i e p a r W d o i t ê t r e 

é g a l e à z é r o . 



O r , u n e v a r i a t i o n d e l a d i s t r i b u t i o n n e d o i t a l t é r e r n i l a d i s t r i 

b u t i o n s u r c h a q u e c o r p s m a u v a i s c o n d u c t e u r , n i l a c h a r g e t o t a l e 

s u r c h a q u e c o r p s c o n d u c t e u r ; t o u t e v a r i a t i o n d e l a d i s t r i b u t i o n 

s ' o b t i e n t d o n c e n s u p e r p o s a n t u n c e r t a i n n o m b r e d ' o p é r a t i o n s 

a n a l o g u e s à l a s u i v a n t e : 

U n e c h a r g e é l e c t r i q u e dq p a s s e d ' u n c e r t a i n p o i n t M d ' u n c o n 

d u c t e u r à u n a u t r e p o i n t M ' d u m ê m e c o n d u c t e u r . 

I l f au t d o n c q u e l a v a r i a t i o n de W s o i t n u l l e p o u r t o u t e o p é 

r a t i o n d e c e g e n r e . 

S u p p o s o n s , e n p r e m i e r l i e u , q u e l a c h a r g e a u p o i n t M d i m i n u e 

d e dq, t o u t e s l e s a u t r e s c h a r g e s d e m e u r a n t c o n s t a n t e s . W a u g m e n 

te ra i t é v i d e m m e n t d e 

V é t a n t la v a l e u r d e l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e a u p o i n t M . 

S u p p o s o n s e n s u i t e q u e , l e s c h o s e s é t a n t d a n s c e t é ta t , l a c h a r g e 

a u p o i n t M ' a u g m e n t e d e dq, t o u t e s l e s a u t r e s c h a r g e s d e m e u r a n t 

c o n s t a n t e s . W v a r i e r a i t é v i d e m m e n t d e 

V é t a n t l a v a l e u r i n i t i a l e d e la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e a u p o i n t M ' , e t 

(V' + dV') c e q u e d e v i e n t c e t t e v a l e u r l o r s q u e l a c h a r g e a u p o i n t 

M d i m i n u e d e dq. 

O r o n a é v i d e m m e n t 

O n a d o n c 

E n n é g l i g e a n t l ' i n f i n i m e n t p e t i t d u s e c o n d o r d r e s ^ e t e n 
b * r MM' 

é g a l a n t S W à O , o n t r o u v e 

V' = V, 

c e q u i m o n t r e q u e l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e a l a m ê m e v a l e u r e n 

d e u x p o i n t s q u e l c o n q u e s p r i s à l ' i n t é r i e u r d ' u n m ê m e c o n d u c t e u r 

e t , p a r c o n s é q u e n t , q u e t o u t e d i s t r i b u t i o n é l e c t r i q u e q u i r e n d W 



m a x i m u m o u m i n i m u m es t , c o m m e n o u s l ' a v i o n s a n n o n c é , u n e 

d i s t r i b u t i o n d ' é q u i l i b r e . 

C o n s i d é r o n s m a i n t e n a n t l e s y s t è m e p o u r l e q u e l n o u s v o u l o n s 

p r o u v e r q u ' i l e x i s t e u n e d i s t r i b u t i o n d ' é q u i l i b r e . Q u e l l e q u e so i t 

l a - d i s t r i b u t i o n é l e c t r i q u e s u r c e s y s t è m e , n o u s s a v o n s q u e W p e u t 

s ' e x p r i m e r d e l a m a n i è r e s u i v a n t e [ L i v . I , C h . I V , é g a l i t é ( 9 ) ] , 

l ' i n t é g r a l e t r i p l e é t a n t é t e n d u e à t o u t l ' e s p a c e . 

C e t t e e x p r e s s i o n m o n t r e q u e la q u a n t i t é W n ' e s t j a m a i s n é g a 

t i v e . Q u e l l e q u e s o i t l a d i s t r i b u t i o n é l e c t r i q u e s u r l e s c o n d u c t e u r s 

q u i f o r m e n t l e s y s t è m e , e l l e n e p e u t d e v e n i r i n f é r i e u r e à u n e c e r 

t a i n e l i m i t e ; l a q u a n t i t é W , e n v i s a g é e c o m m e u n e f o n c t i o n d e l a 

d i s t r i b u t i o n é l e c t r i q u e , e s t u n e f o n c t i o n d o n t l e s v a r i a t i o n s s o n t 

l i m i t é e s i n f é r i e u r e m e n t . 

S i , p o u r u n e c e r t a i n e d i s t r i b u t i o n é l e c t r i q u e , l a f o n c t i o n W at 

t e i g n a i t sa l i m i t e i n f é r i e u r e , e l l e p a s s e r a i t c e r t a i n e m e n t a l o r s p a r 

u n m i n i m u m e t l a d i s t r i b u t i o n d o n t i l s ' a g i t s e r a i t u n e d i s t r i b u t i o n 

d ' é q u i l i b r e . M a i s , d e c e q u ' u n e f o n c t i o n e s t l i m i t é e , i l n ' e n r é s u l t e 

p a s f o r c é m e n t q u ' e l l e a t t e i g n e sa l i m i t e ; o n p o u r r a i t c o n c e v o i r 

u n e s é r i e i n f i n i e d e d i s t r i b u t i o n s é l e c t r i q u e s t e l l e s q u e , l o r s q u e l e 

s y s t è m e p r é s e n t e s u c c e s s i v e m e n t t o u t e s c e s d i s t r i b u t i o n s , s o n p o 

t e n t i e l é l e c t r o s t a t i q u e s ' a p p r o c h e i n d é f i n i m e n t d e sa l i m i t e s a n s 

j a m a i s l ' a t t e i n d r e . P a r c o n s é q u e n t , c e q u e n o u s v e n o n s d e d i r e , 

t o u t e n r e n d a n t t r è s v r a i s e m b l a b l e l ' e x i s t e n c e d ' u n e d i s t r i b u t i o n 

d ' é q u i l i b r e , n e suf f i t p a s , e n t o u t e r i g u e u r , à d é m o n t r e r l ' e x i s 

t e n c e d e c e t t e d i s t r i b u t i o n . 

§ 3. — S'il existe une distribution d'équilibre, il n'en existe 
qu'une seule. 

V o i c i m a i n t e n a n t u n e p r o p o s i t i o n , r é c i p r o q u e e n q u e l q u e s o r t e 

d e l a p r é c é d e n t e , m a i s s u s c e p t i b l e d ' u n e d é m o n s t r a t i o n r i g o u r e u s e . 

Si, sur un système constitué comme nous venons de l ' i n d i 

quer, il existe une distribution électrique d'équilibre, il en 

existe une seule. 

D a n s c e r t a i n s c a s , i l p e u t a r r i v e r q u ' a u l i e u d e se d o n n e r la 



c h a r g e t o t a l e q u e r e n f e r m e u n c o n d u c t e u r , o n se d o n n e l a v a l e u r 

q u e l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e d o i t p r e n d r e à s o n i n t é r i e u r ; n o u s 

s u p p o s e r o n s , p o u r p l u s d e g é n é r a l i t é , d a n s l a d é m o n s t r a t i o n q u i 

v a s u i v r e , q u e c e r t a i n s c o n d u c t e u r s d u s y s t è m e se t r o u v e n t a u s s i 

p l a c é s d a n s c e t t e c o n d i t i o n . 

P o u r s i m p l i f i e r l a d é m o n s t r a t i o n , s a n s n u i r e à sa g é n é r a l i t é , 

s u p p o s o n s q u ' i l e x i s t e u n s e u l c o r p s c o n d u c t e u r 1 e t u n s e u l c o r p s 

m a u v a i s c o n d u c t e u r 2 . 

S u r l e c o r p s m a u v a i s c o n d u c t e u r , l a d i s t r i b u t i o n é l e c t r i q u e e s t 

d o n n é e . S u p p o s o n s q u e , s u r l e c o r p s c o n d u c t e u r , d e u x d i s t r i b u 

t i o n s d ' é q u i l i b r e d ' u n e m ê m e q u a n t i t é d ' é l e c t r i c i t é s o i e n t p o s 

s i b l e s . D a n s l a p r e m i è r e d i s t r i b u t i o n , la d e n s i t é s u p e r f i c i e l l e a u 

p o i n t M d e la s u r f a c e d u c o n d u c t e u r a u n e v a l e u r o-, l a f o n c t i o n 

p o t e n t i e l l e e n u n p o i n t d e l ' e s p a c e e s t V . E n t o u t p o i n t s i t u é à 

l ' i n t é r i e u r d u c o r p s 1 o u à sa s u r f a c e , c e t l e f o n c t i o n p o t e n t i e l l e 

p r e n d u n e m ê m e v a l e u r V 1 . 

D a n s l a s e c o n d e d i s t r i b u t i o n , la d e n s i t é s u p e r f i c i e l l e a u p o i n t M 

a u n e v a l e u r cr'; l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e e n u n p o i n t d e l ' e s p a c e 

e s t V . E n t o u t p o i n t s i t u é à l ' i n t é r i e u r d u c o n d u c t e u r 1 o u à sa 

s u r f a c e , c e t t e f o n c t i o n p r e n d u n e m ê m e v a l e u r V'1 

L a c o n d i t i o n p o u r q u e l a c h a r g e é l e c t r i q u e t o t a l e d u c o n d u c t e u r 

s o i t l a m ê m e d a n s l e s d e u x c a s s ' e x p r i m e a i n s i 

o u b i e n 

Q u a n t à l a c o n d i t i o n p o u r q u e l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e , à l ' i n t é 

r i e u r d u c o n d u c t e u r , s o i t l a m ê m e d a n s les d e u x c a s , e l l e s ' e x p r i m e 

s i m p l e m e n t p a r l ' é g a l i t é 

(2) 

( 2 bis) 

O n a, d ' a p r è s l ' é g a l i t é ( I ) , 

V, - V'1 = o. 



c e q u i p e u t s ' é c r i r e , p u i s q u ' à l ' i n t é r i e u r d u c o n d u c t e u r I V p r e n d 

la v a l e u r c o n s t a n t e V , e t V la v a l e u r c o n s t a n t e V ' 1 , 

( 3 ) 

S o i t W la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e d e s c h a r g e s d i s t r i b u é e s s u r l e 

m a u v a i s c o n d u c t e u r ; s o i t U l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e d e s c h a r g e s 

d i s t r i b u é e s s u r l e b o n c o n d u c t e u r d a n s la p r e m i è r e d i s t r i b u t i o n ; 

s o i t U ' l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e d e s c h a r g e s d i s t r i b u é e s s u r l e b o n 

c o n d u c t e u r d a n s la s e c o n d e d i s t r i b u t i o n . O n a 

(4) 

C o m m e e n t o u t p o i n t du c o r p s b o n c o n d u c t e u r on a 

l e s ( ' 'gai i lés ( 3 ) d e v i e n n e n t 

( 5 ) 

C e l a p o s é , e n v i s a g e o n s l ' é g a l i t é 

( 6 ) 

L e t h é o r è m e d e G r e e n p e r m e t , c o m m e n o u s l ' a v o n s d é j à v u a u 

L i v r e I, C h a p . I X , d e r e m p l a c e r l e s e c o n d m e m b r e p a r 

l ' i n t é g r a t i o n s ' é t e n d a n t à t o u t l ' e s p a c e . 

D ' a u t r e p a r t , e n v e r t u d e s é g a l i t é s ( 4 ) , o n a, d a n s t o u t l ' e s p a c e , 

U ' — U = V ' — V , 



en s o r t e q u e , s u r l a s u r f a c e S 1 , ( U ' — U ) p r e n d l a v a l e u r c o n s t a n t e 

( V ' 1 — V 1 ) . L e p r e m i e r m e m b r e d e l ' é g a l i t é ( 6 ) p e u t d o n c s ' é c r i r e 

ce q u i e s t é g a l à o , e n v e r t u o u d e l ' é g a l i t é ( 2 ) , o u d e l ' é g a l i t é 

( 2 bis). 

L ' é g a l i t é ( 6 ) d e v i e n t d o n c 

c e q u i s u p p o s e q u e l ' o n a i t d a n s t o u t l ' e s p a c e 

et , p a r c o n s é q u e n t , e n v e r t u d e s é g a l i t é s ( 5 ) , 

en t o u t p o i n t d e l a s u r f a c e S 1 . C e t t e é g a l i t é d é m o n t r e l e t h é o r è m e 

é n o n c é . 

P a r u n e a u t r e m é t h o d e , G a u s s ( 1 ) a v a i t d é j à d é m o n t r é c e t h é o 

r è m e p o u r u n c o n d u c t e u r u n i q u e s o u s t r a i t à t o u t e i n f l u e n c e . L a 

d é m o n s t r a t i o n g é n é r a l e q u e l ' o n v i e n t d e l i r e es t d u e à L i o u 

v i l l e 

( 1 ) GAUSS, Allgemeine Lehrsätze... (Gauss Werke, Bd V ) . 
( 2 ) LIOUVILLE, Note à l'occasion du Mémoire de M. Chasles, Addition à la 

Connaissance des Temps pour 1845. 



CHAPITRE III. 

L ' I D E N T I T É D E G A U S S E T L E T H É O R È M E D E L A M O Y E N N E 

A R I T H M É T I Q U E . 

§ 1. — L'identité de G a u s s . 

D a n s c e C h a p i t r e e t d a n s c e u x q u i v o n t s u i v r e , n o u s a l l o n s p a s 

s e r r a p i d e m e n t e n r e v u e q u e l q u e s - u n e s d e s p l u s b e l l e s i d é e s a n a l y 

t i q u e s d o n t l e s g é o m è t r e s a i e n t fa i t u s a g e p o u r r é s o u d r e l e p r o b l è m e 

d e l a d i s t r i b u t i o n é l e c t r i q u e . 

L ' i d e n t i t é de Gauss ( 1 ) a s e r v i d e p o i n t d e d é p a r t à d ' i m p o r 

t a n t e s t h é o r i e s . 

S o i t V l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e d ' u n s y s t è m e d e c h a r g e s é l e c t r i 

q u e s M ' , M " , M ' " , . . . c o n c e n t r é e s e n d e s p o i n t s P ' , P " , P ' " , . . . . 

S o i t , d ' a u t r e p a r t , v l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e d e c h a r g e s é l e c t r i q u e s 

m', m", m'", . . . c o n c e n t r é e s e n d e s p o i n t s p', p", p"',.... 

A u x p o i n t s P ' , P " , P '" , . . . , l a f o n c t i o n v a l e s v a l e u r s v\ v", v"' . . . . 

A u x p o i n t s p', p", p'", . . . . l a f o n c t i o n V a l e s f o n c t i o n s V , V " , 

Y"', . . . . 

O n a é v i d e m m e n t 

e t , d e m ê m e , 

E n v i s a g e o n s l a q u a n t i t é 

( 1 ) GAUSS, Allgemeine Lehrsàtze..., art. 19 (Gauss Werke, Bd V, p. 2 2 1 ) . 



E l l e a p o u r v a l e u r 

ce q u i p e u t e n c o r e s ' é c r i r e 

o u L i e n 

O n a d o n c l ' i d e n t i t é 

o u , a b r é v i a t i v e m e n t , 

(I bis) 

L e s c h a r g e s é l e c t r i q u e s q u i f o r m e n t l ' u n d e s d e u x s y s t è m e s , o u 

q u i l e s f o r m e n t t o u s l e s d e u x , a u l i e u d ' ê t r e c o n c e n t r é e s e n d e s 

p o i n t s i s o l é s , p e u v e n t ê t r e r é p a n d u e s s u r d e s s u r f a c e s o u e n d e s 

v o l u m e s . L ' i d e n t i t é p r é c é d e n t e d e m e u r e e x a c t e , à la s e u l e c o n d i 

t i o n q u e l ' o n r e m p l a c e l e s s o m m a t i o n s p a r l e s i n t é g r a t i o n s c o r r e s 

p o n d a n t e s . 

S u p p o s o n s , p a r e x e m p l e , q u e l e p r e m i e r s y s t è m e s o i t f o r m é p a r 

u n e s u r f a c e S , s u r l a q u e l l e l a d e n s i t é é l e c t r i q u e a u n e v a l e u r S , e t 

le s e c o n d p a r u n e s u r f a c e s, s u r l a q u e l l e l a d e n s i t é é l e c t r i q u e a 

u n e v a l e u r <x. L ' i d e n t i t é d e G a u s s s ' é c r i r a 

11 e s t i m p o r t a n t d e r e m a r q u e r q u e c e t t e é g a l i t é d e m e u r e e n c o r e 

e x a c t e , s i l ' o n s u p p o s e q u e l a s u r f a c e S c o ï n c i d e a v e c l a s u r f a c e s, 

q u e V s o i t l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e d ' u n e c o u c h e d e d e n s i t é S d i s t r i 

b u é e s u r c e t t e s u r f a c e , e t v l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e d ' u n e c o u c h e d e 

d e n s i t é a- d i s t r i b u é e s u r l a m ê m e s u r f a c e . 



§ 2. — Le théorème de la moyenne arithmétique. 

D e c e t t e i d e n l i t é , G a u s s ( 1 ) a d é d u i t u n t h é o r è m e f o n d a m e n t a l 

a u q u e l M . C a r l N e u m a n n a d o n n é l e n o m d e Théorème de la 

moyenne arithmétique. 

L e p r e m i e r s y s t è m e q u e n o u s c o n s i d é r e r o n s , p o u r d é m o n t r e r c e 

t h é o r è m e , e s t f o r m é d e m a s s e s q u e l c o n q u e s d i s t r i b u é e s d ' u n e m a 

n i è r e q u e l c o n q u e . L a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e V d e c e s y s t è m e p r e n d 

u n e v a l e u r V 0 a u p o i n t P 0 . 

L e s e c o n d s y s t è m e e s t f o r m é d ' u n e c o u c h e d e d e n s i t é s u p e r 

ficielle é g a l e à l ' u n i t é r é p a r t i e s u r l a s u r f a c e d ' u n e s p h è r e d e r a y o n R 

a y a n t p o u r c e n t r e P0. L a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e v d e c e l t e s p h è r e a 

la v a l e u r c o n s t a n t e l e n t o u t p o i n t s i t u é à l ' i n t é r i e u r d e l a s p h è r e 

o u à sa s u r f a c e ; e n u n p o i n t e x t é r i e u r , d o n t l a d i s l a n c e a u p o i n t P 0 

es t r, e l l e a l a v a l e u r A±JL . 
7 7' 

L a q u a n t i t é ^ m V d e v i e n t i c i J V d S , la s o m m a t i o n é t a n t é t e n 

d u e à l a s u r f a c e d e l a s p h è r e . 

S i M0 e s t l a c h a r g e é l e c t r i q u e to ta le q u i , d a n s l e p r e m i e r s y s 

t è m e , se t r o u v e à l ' i n t é r i e u r d e l a s p h è r e , e t s i M ' , M " , . . . s o n t 

l e s c h a r g e s q u i se t r o u v e n t à l ' e x t é r i e u r d e l a s p h è r e o u à sa s u r 

f a c e , o n a u r a 

O n a d o n c 

S i l a s p h è r e n e r e n f e r m e a u c u n e c h a r g e é l e c t r i q u e du p r e m i e r 

s y s t è m e , o n a u r a 

e t l ' é g a l i t é p r é c é d e n t e d e v i e n d r a 

( 2 ) 

( 1 ) GAUSS, Allgemeine Lehrsàtze..., art. 20 (Gauss Werke, Bd V, p. 2 2 2 ) . 



A i n s i , l o r s q u ' u n e sphère ne renferme aucune charge agis

sante à son intérieur, la valeur de la fonction potentielle au 

centre de cette sphère est la moyenne arithmétique des va

leurs que la fonction potentielle prend sur la surface de celte 

sphère. 

T e l e s t l e t h é o r è m e d i t de la moyenne arithmétique. 

§ 3. — Théorèmes sur la variation de la fonction potentielle 
hors des charges agissantes. 

L e t h é o r è m e t rès s i m p l e q u e n o u s v e n o n s d e d é m o n t r e r e s t 

d ' u n e r a r e f é c o n d i t é . I n d i q u o n s - e n d è s m a i n t e n a n t q u e l q u e s - u n e s 

d e s c o n s é q u e n c e s l e s p l u s i m p o r t a n t e s . 

I° Si la fonction potentielle a une valeur constante dans une 

certaine région d'un espace linéairement connexe ne renfer

mant aucune masse agissante, elle est constante dans tout cet 

espace (1). 

S o i t l ' e s p a c e l i n é a i r e m e n t c o n n e x e c o n t e n u à l ' i n t é r i e u r d e la 

s u r f a c e T (fig. 2 1 ) . D a n s c e t e s p a c e , la s u r f a c e S l i m i t e u n a u t r e 

e s p a c e l i n é a i r e m e n t c o n n e x e a , à l ' i n t é r i e u r d u q u e l l a f o n c t i o n 

p o t e n t i e l l e a u n e v a l e u r c o n s t a n t e a. P e u t - i l a r r i v e r q u e , a u s 

s i t ô t f r a n c h i e l a s u r f a c e S , l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e p r e n n e u n e v a 

l e u r v a r i a b l e d ' u n p o i n t à l ' a u t r e ? 

S i c e t t e h y p o t h è s e e s t e x a c t e , c o m m e la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e 

( 1 ) GAUSS, Allgemeine Lehrsàtze..., art. 21 5 G a u s s Werke, [Bd V, p. 224). 



v a r i e d ' u n e m a n i è r e c o n t i n u e d ' u n p o i n t à l ' a u t r e , o n p o u r r a t o u 

j o u r s t r o u v e r u n d o m a i n e l i n é a i r e m e n t c o n n e x e (3, c o n t i g u à l ' e s 

p a c e a, e n t o u s l e s p o i n t s d u q u e l la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e a u r a o u 

u n e v a l e u r i n f é r i e u r e à a , o u u n e v a l e u r s u p é r i e u r e à a. S u p p o 

s o n s , p o u r f i x e r l e s i d é e s , que l a p r e m i è r e s u p p o s i t i o n s o i t r é a l i s é e . 

T r a ç o n s u n e s p h è r e a y a n t s o n c e n t r e e n u n p o i n t M d e l ' e s 

p a c e a, u n e p a r t i e A D B d e sa s u r f a c e à l ' i n t é r i e u r d e l ' e s p a c e a, e t 

u n e a u t r e p a r t i e A C B d e sa s u r f a c e à l ' i n t é r i e u r d e l ' e s p a c e [3. L ' i n 

t é g r a l e |S|VDS , é t e n d u e à l a s u r f a c e d e c e t t e s p h è r e , a u r a f o r c é 

m e n t u n e v a l e u r i n f é r i e u r e à /\-K2a, t a n d i s q u e ^T^W-a d e v r a i t 

ê t r e sa v a l e u r , d ' a p r è s l e t h é o r è m e d e l a m o y e n n e a r i t h m é t i q u e . 

L ' h y p o t h è s e fa i t e e s t d o n c i n a d m i s s i b l e , e t l e t h é o r è m e é n o n c é 

e s t d é m o n t r é . 

2 ° En un point situé à distance finie de toute masse agis

sante, la valeur de la fonction potentielle ne peut être ni un 

maximum ni un minimum. 

S u p p o s o n s , e n effe t , q u e l a v a l e u r V 0 d e l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e 

a u p o i n t M 0 s o i t u n e v a l e u r m a x i m u m o u u n e v a l e u r m i n i m u m ; 

u n e v a l e u r m a x i m u m , p o u r fixer l e s i d é e s . 

A u t o u r du p o i n t M 0 , n o u s p o u r r o n s t o u j o u r s t r a c e r u n d o m a i n e 

ne r e n f e r m a n t a u c u n e f o r c e a g i s s a n t e , e t tel q u ' e n t o u t p o i n t M d e 

c e d o m a i n e l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e a i t u n e v a l e u r V , i n f é r i e u r e 

à V0. S i d u p o i n t M 0 c o m m e c e n t r e , n o u s t r a ç o n s u n e s p h è r e d e 

r a y o n R e n e n t i e r c o n t e n u e d a n s c e d o m a i n e , l ' i n t é g r a l e | S V d S é t e n 

d u e à c e t t e s p h è r e s e r a f o r c é m e n t i n f é r i e u r e à 4 ' n : R 2 V o , c o n t r a i r e 

m e n t a u t h é o r è m e d e l a m o y e n n e a r i t h m é t i q u e . L ' i m p o s s i b i l i t é d e 

l ' h y p o t h è s e fa i t e e n t r a î n e l ' e x a c t i t u d e d u t h é o r è m e é n o n c é . 

C e t h é o r è m e e n t r a î n e à s o n t o u r d e n o u v e l l e s c o n s é q u e n c e s , 

é n o n c é e s d é j à p a r G a u s s ( 1 ) d a n s d e s c a s p a r t i c u l i e r s e t d é m o n t r é e s 

d ' u n e m a n i è r e e n t i è r e m e n t g é n é r a l e p a r M . C a r l N e u m a n n ( 2 ) . 

( 1 ) G A U S S , Allgemeine Lehrsätze..., art. 26 , 2 7 , 28 ( G a u s s Werke, Bd V, 
p. 2 2 8 ) . 

( 2 ) G A R L NEUMANN, Revision einiger allgemeinen Sàtze aus der Theorie des 
logarithmischen Potentiales (Mathematische Annalen, t. III, p. 34o-344 et 
43o-434; 1 8 7 0 ) . — Untersuchungen über das logarithmische und Newton'sche 
Potential, p. 39-49. Leipzig; 1 8 7 7 . 



C o n s i d é r o n s u n e s u r f a c e f e r m é e S à l ' i n t é r i e u r d e l a q u e l l e n e se 

t r o u v e a u c u n e c h a r g e a g i s s a n t e ; i l p e u t a r r i v e r q u e l a f o n c t i o n p o 

t e n t i e l l e a i t l a m ê m e v a l e u r e n t o u t p o i n t i n t é r i e u r à c e t t e s u r f a c e , 

o u b i e n q u e sa v a l e u r v a r i e d ' u n p o i n t à l ' a u t r e d e l ' e s p a c e e n f e r m é 

p a r c e t t e s u r f a c e ; d a n s c e d e r n i e r c a s , l e s v a l e u r s q u ' e l l e p r e n d 

d a n s l ' i n t é r i e u r d e c e t e s p a c e e t s u r l a s u r f a c e q u i l e l i m i t e s o n t 

t o u t e s c o m p r i s e s e n t r e u n e l i m i t e i n f é r i e u r e A e t u n e l i m i t e s u p é 

r i e u r e B ; c o m m e la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e est u n e f o n c t i o n c o n t i n u e , 

i l e x i s t e , d a n s l ' i n t é r i e u r d e c e t e s p a c e o u s u r la s u r f a c e q u i l e l i 

m i t e , a u m o i n s u n p o i n t o ù e l l e p r e n d l a v a l e u r A et u n p o i n t o ù 

e l l e p r e n d la v a l e u r B . U n s e m b l a b l e p o i n t , où l a f o n c t i o n p o t e n 

t i e l l e a t t e i n t sa l i m i t e i n f é r i e u r e o u sa l i m i t e s u p é r i e u r e , n e peut, 

ê t re s i t u é à l ' i n t é r i e u r d e la s u r f a c e S , c a r e n c e p o i n t la f o n c t i o n 

p o t e n t i e l l e p r é s e n t e r a i t u n m i n i m u m o u u n m a x i m u m . I l e s t d o n c 

f o r c é m e n t s i t u é s u r la s u r f a c e S . 

A i n s i , si l'on trace une surface fermée ne renfermant au

cune masse agissante, ou bien la fonction potentielle est con

stante en tout point intérieur à celte surface, ou bien, à l'inté

rieur de cette surface, elle est constamment comprise entre la 

plus grande et la plus petite des valeurs qu'elle prend sur la 

surface. 

C e t t e p r o p o s i t i o n e n t r a i n e do s u i t e c e t t e c o n s é q u e n c e : 

Si la fonction potentielle a la même valeur en tous les points 

d'une surface fermée qui ne renferme aucune charge agis

sante, elle a aussi la même valeur en tous les points intérieurs 

à cette surface. 

N o u s v e r r o n s p l u s l o i n l ' i m p o r t a n c e c a p i t a l e q u e p r é s e n t e c e t t e 

p r o p o s i t i o n d a n s l ' é t u d e d e l ' é q u i l i b r e é l e c t r i q u e . 

C o n s i d é r o n s u n e s u r f a c e f e r m é e S r e n f e r m a n t t o u t e s l e s m a s s e s 

a g i s s a n t e s ; l ' e s p a c e i l l i m i t é e x t é r i e u r à c e t t e s u r f a c e S p e u t ê t r e 

c o n s i d é r é c o m m e u n e s p a c e c l o s c o m p r i s e n t r e l a s u r f a c e S e t u n e 

s u r f a c e d o n t t o u s l e s p o i n t s s o n t à l ' i n f i n i . S i l ' o n r e m a r q u e q u ' e n 

t o u t p o i n t d e c e t t e d e r n i è r e l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e a l a v a l e u r o e t 

si l ' o n r a i s o n n e c o m m e clans le ca s p r é c é d e n t , o n a r r i v e au r é s u l 

ta t s u i v a n t : 

D. - I. 10 



Traçons une surface fermée renfermant à son intérieur 

toutes les charges agissantes. 

Si la fonction potentielle a la valeur o en tous les points de 

cette surface, elle a la valeur o dans l ' e s p a c e illimité qui lui 

est extérieur. 

Si elle n'a pas la valeur o en tous les points de cette surface, 

désignons par B et A la. plus grande et la plus petite des va

leurs qu'elle y prend, ces deux valeurs pouvant être égales 

entre elles. Dans l'espace illimité extérieur à la. surface consi

dérée, la fonction potentielle est toujours comprise entre la, 

plus petite et la plus grande des trois valeurs o, A , B . 

U n e r e m a r q u e s u r l e p r e m i e r de c e s d e u x c a s : 

D ' a p r è s c e q u e n o u s a v o n s d i t p o u r c e c a s , o n v o i t q u e , si l a 

f o n c t i o n p o t e n t i e l l e V a la v a l e u r o e n t o u s l e s p o i n t s d ' u n e s u r 

f ace f e r m é e c o n t e n a n t t o u t e s l e s m a s s e s a g i s s a n t e s , o n a, e n t ou t 

p o i n t d e c e t t e s u r f a c e , 

O r , p o u r t o u t e s u r f a c e f e r m é e , on a 

é t a n t la s o m m e d e s c h a r g e s q u e la s u r f a c e c o n t i e n t . O n a r r i v e 

d o n c a u r é s u l t a t s u i v a n t : 

Pour que la fonction potentielle ait la valeur o en tous les 

points d'une su/face fermée qui contient toutes les charges 

agissantes, il faut que la somme de ces charges soit égale à o . 

Q u ' a r r i v e - t - i l d a n s l e c a s o ù l a s o m m e d e s m a s s e s a g i s s a n t e s e s t 

é g a l e à o s a n s p o u r c e l a a v o i r u n e f o n c t i o n p o t e n t i e l l e i d e n t i q u e 

m e n t n u l l e e n t o u t p o i n t e x t é r i e u r ? 

S o i t T (fig- 2 2 ) u n e s u r f a c e q u i r e n f e r m e t o u t e s l e s m a s s e s a g i s 

s an t e s s o i t à s o n i n t é r i e u r , s o i t à sa s u p e r f i c i e . T r a ç o n s u n e s p h è r e d e 

r a y o n R c o n t e n a n t l a s u r f a c e T . C o m m e n o u s l ' a v o n s v u d a n s la 

d é m o n s t r a t i o n d u t h é o r è m e d e l a m o y e n n e a r i t h m é t i q u e , n o u s 



a u r o n s 

A u p r e m i e r m e m b r e , l ' i n t é g r a t i o n s ' é t e n d à t o u t e l a s u r f a c e d e 

la s p h è r e . A u s e c o n d m e m b r e , M 0 e s t l a s o m m e d e s m a s s e s i n t é 

r i e u r e s à la sphère, c ' e s t - à - d i r e à la s u r f a c e T, M' , M", . . . l es 

m a s s e s e x t é r i e u r e s . D a n s le ca s a c t u e l , o n a 

et , p a r c o n s é q u e n t , 

D ' a p r è s c e t t e é g a l i t é , si l a f o n c t i o n V n ' e s t p a s é g a l e à o e n 

t o u t p o i n t d e la s p h è r e , e l l e y a t a n t ô t d e s v a l e u r s p o s i t i v e s e t t an 

tô t d e s v a l e u r s n é g a t i v e s . 

A i n s i , d a n s l e ca s q u i n o u s o c c u p e , si la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e 

n ' e s t p a s é g a l e à o e n t o u s l e s p o i n t s d e l ' e s p a c e e x t é r i e u r à la s u r 

face ï , e l l e n e p e u t a v o i r e n t o u s c e s p o i n t s d e s v a l e u r s d e m ê m e 

s i g n e ; o n e p e u t a l o r s ê t r e p o u r e l l e n i u n e l i m i t e i n f é r i e u r e , n i 

u n e l i m i t e s u p é r i e u r e ; sa l i m i t e i n f é r i e u r e e t sa l i m i t e s u p é r i e u r e 

s o n t t o u t e s d e u x a t t e i n t e s e n d e s p o i n t s d e l a s u r f a c e T . 

S i l ' o n r a p p r o c h e ce r é s u l t a t d e c e l u i a u q u e l o n es t p a r v e n u 

d a n s le c a s o ù l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e e s t é g a l e à o e n t o u t p o i n t d e 

s u r f a c e T , o n v o i t s ans p e i n e q u e l ' o n p e u t é n o n c e r c e t h é o r è m e 

g é n é r a l : 

L o r s q u ' une surface fermée contient à son intérieur ou à sa 

superficie toutes les m a s s e s agissantes et que la somme de ces 



dernières est égale à o , les valeurs de la fonction potentielle à 

l'extérieur de cette surface sont limitées supérieurement et in-

férieurement par deux des valeurs de cette fonction sur la sur

face; ces deux limites sont de signe contraire, à moins qu'elles 

ne soient toutes deux égales à o . 



CHAPITRE IV. 

QUELQUES THÉORÈMES SUR LE SIGNE DE LA DENSITÉ ÉLECTRIQUE 
A LA SURFACE D'UN CONDUCTEUR. 

L e s t h é o r è m e s d é m o n t r é s a u C h a p i t r e p r é c é d e n t p e r m e t t e n t d e 

d é m o n t r e r q u e l q u e s p r o p o s i t i o n s t r è s s i m p l e s e t t rès g é n é r a l e s s u r 

la d i s t r i b u t i o n é l e c t r i q u e à la s u r f a c e d ' u n s y s t è m e q u i r e n f e r m e 

e x c l u s i v e m e n t d e s c o r p s c o n d u c t e u r s . 

L o r s q u e la d e n s i t é é l e c t r i q u e a u r a l e m ê m e s i g n e e n t o u s l e s 

p o i n t s d e l a s u r f a c e d ' u n c o n d u c t e u r , n o u s d i r o n s , a v e c M . C a r l 

N e u m a n n , q u e l a d i s t r i b u t i o n e s t monogène à l a s u r f a c e d e c e 

c o n d u c t e u r ; l o r s q u e , a u c o n t r a i r e , l a d e n s i t é é l e c t r i q u e a u r a d e s 

s i g n e s d i f f é r e n t s a u x d i v e r s p o i n t s d e l a s u r f a c e d ' u n c o n d u c t e u r , 

n o u s d i r o n s q u e l a d i s t r i b u t i o n es t amphigène. 

THÉORÈME 1. — Si un système est formé d'un conducteur 

électrisé unique, La distribution à La, surface de ce conducteur 

est nécessairement monogène. 

S o i t , e n effe t , A l a v a l e u r c o n s t a n t e q u e p r e n d l a f o n c t i o n p o 

t e n t i e l l e à l a s u r f a c e d e c e c o n d u c t e u r , v a l e u r q u e n o u s s u p p o s o n s 

d i f f é r e n t e d e o . I m a g i n o n s , p o u r f i x e r l e s i d é e s , q u ' e l l e so i t p o s i 

t i v e . D a n s l e c h a m p e x t é r i e u r a u c o r p s c o n d u c t e u r , n o u s s a v o n s 

q u e l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e p r e n d r a d e s v a l e u r s t o u t e s c o m p r i s e s 

e n t r e o e t A , p a r c o n s é q u e n t t o u t e s i n f é r i e u r e s à A . O n a u r a d o n c , 

dV 
e n t ou t p o i n t du c o n d u c t e u r , < o , e t , p a r c o n s é q u e n t , o- > o . 

S i l ' o n a v a i t s u p p o s é A n é g a t i f , o n a u r a i t e u , e n t o u t p o i n t d u 

c o n d u c t e u r , <j < ^ o . S i l ' o n a v a i t s u p p o s é A é g a l à o , o n a u r a i t e u , 

en t o u t p o i n t d e la s u r f a c e d u c o n d u c t e u r , c r = o . L e t h é o r è m e 

é n o n c é e s t a i n s i d é m o n t r é . 



C e t h é o r è m e e s t d û à G a u s s ( 1 ) . . L e s s u i v a n t s s o n t d u s à M . C a r l 

N e u m a n n ( 2 ) . 

THÉORÈME I I . — Deux conducteurs C et C ' , portant des 

charges quelconques, sont mis en présence et soustraits à l'in

fluence de tout autre corps électrisé ; la distribution est mono

gène au moins sur l'un d'entre eux. 

S o i t V l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e ; s o i e n t A e t A ' l e s niveaux poten

tiels d e s d e u x c o n d u c t e u r s C e t C , c ' e s t - à - d i r e l e s v a l e u r s c o n 

s t a n t e s a u x q u e l l e s se r é d u i t l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e à l ' i n t é r i e u r d e 

c e s c o n d u c t e u r s . 

S i l ' o n c o n s i d è r e l ' e n s e m b l e d e s p o i n t s e x t é r i e u r s a u x d e u x c o n 

d u c t e u r s C e t C , l e s v a l e u r s d e la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e e n c e s p o i n t s 

s o n t l i m i t é e s i n f é r i e u r e m e n t e t s u p é r i e u r e m e n t p a r d e u x d e s t ro i s 

q u a n t i t é s 

D o n c , d e t o u t e s m a n i è r e s , l ' u n e a u m o i n s d e s d e u x q u a n t i t é s A 

e t A ' e s t l i m i t e so i t i n f é r i e u r e , s o i t s u p é r i e u r e , d e s v a l e u r s q u e 

p r e n d l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e d a n s l e c h a m p . S u p p o s o n s , p a r 

e x e m p l e , q u e l a q u a n t i t é A j o u e c e r ô l e d e l i m i t e . I l s e r a f a c i l e , en 

r é p é t a n t u n e d é m o n s t r a t i o n a n a l o g u e à c e l l e du t h é o r è m e p r é c é 

d e n t , de p r o u v e r q u e l a d i s t r i b u t i o n à l a s u r f a c e du c o n d u c t e u r C 

e s t f o r c é m e n t m o n o g è n e . 

L e t h é o r è m e p r é c é d e n t e s t e n t i è r e m e n t g é n é r a l . D ' a u t r e s p r o p o 

s i t i o n s a n a l o g u e s p e u v e n t ê t r e d o n n é e s , q u i s o n t u t i l e s l o r s q u e 

l ' o n p o s s è d e c e r t a i n s r e n s e i g n e m e n t s s o i t s u r l e s c h a r g e s d e s c o n 

d u c t e u r s e n p r é s e n c e , s o i t s u r l e s n i v e a u x p o t e n t i e l s . V o y o n s 

d ' a b o r d l e s t h é o r è m e s d o n t l ' a p p l i c a t i o n n é c e s s i t e c e r t a i n s r e n s e i 

g n e m e n t s s u r l e s c h a r g e s d e s c o n d u c t e u r s . 

THÉORÈME I I I . — En présence d'un conducteur induit ren

fermant une charge totale égale à o , on place un inducteur 

électrisé; la distribution sur l'induit étant nécessairement 

( 1 ) GAUSS, Allgemeine Lehrsàtze.... art. 28 (Gauss Werke, Bd V, p. -231). 
(2) C. NEUMANN, Untersuchungen über das logarithmische und Newton'sche 

Potential, Chap III, § § 4 , 5 , 6. Leipzig; 1 8 7 7 . 



amphigène, la distribution sur l ' i n d u c t e u r sera forcément 

mono gène. 

C e t h é o r è m e r é s u l t e i m m é d i a t e m e n t d u p r é c é d e n t . 

THÉORÈME I V . — Si l'on met en présence deux conducteurs 

portant l'un la charge totale + u., l'autre la charge totale 

— u., la distribution sur chacun d'eux est nécessairement mo

nogène. 

E n ef fe t , d ' a p r è s l e t h é o r è m e d é m o n t r é à l a l i n d u C h a p i t r e p r é 

c é d e n t , l e s l i m i t e s s u p é r i e u r e e t i n f é r i e u r e d e s v a l e u r s de la f o n c 

t ion p o t e n t i e l l e d a n s l e c h a m p s o n t a l o r s l e s n i v e a u x p o t e n t i e l s d e s 

d e u x c o n d u c t e u r s . U n e d é m o n s t r a t i o n a n a l o g u e à c e l l e d u t h é o 

r è m e I m o n t r e q u e c h a c u n d ' e u x p o r t e u n e d i s t r i b u t i o n m o n o g è n e . 

THÉORÈME V. — Une charge — ï , concentrée en un point 

quelconque, produit une distribution monogène sur un conduc

teur portant la charge totale + 1. 

C e t h é o r è m e e s t u n ca s p a r t i c u l i e r d u p r é c é d e n t . 

THÉORÈME V I . — Une charge — 1 , concentrée en un point 

quelconque P, produit une distribution monogène sur un con

ducteur C portant la char g e totale (I -+- U), \J. étant une quan

tité positive quelconque. 

S o i t A le n i v e a u p o t e n t i e l du c o n d u c t e u r C . L e p o i n t P p e u t 

ê t r e c o n s i d é r é c o m m e u n e s u r f a c e é v a n o u i s s a n t e e n t o u t p o i n t d e 

l a q u e l l e l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e a l a v a l e u r — c e . L e s l i m i t e s d e s v a 

l e u r s de la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e d a n s le c h a m p s o n t d o n c d e u x d e s 

t ro i s q u a n t i t é s 

— c© es t f o r c é m e n t l a l i m i t e i n f é r i e u r e d e s v a l e u r s d e l a ( o n c t i o n 

p o t e n t i e l l e d a n s l e c h a m p . L a l i m i t e s u p é r i e u r e d e c e s v a l e u r s ne 

p e u t ê t r e o , c a r la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e a u r a i t e n t o u t p o i n t du 

c h a m p d e s v a l e u r s n é g a t i v e s , t a n d i s q u ' i l e s t a i s é d e v o i r q u ' e n u n 

p o i n t t r è s é l o i g n é d e s m a s s e s a g i s s a n t e s e l l e se r é d u i t s e n s i b l e -



m e n t à — > c ' e s t - à - d i r e à u n e q u a n t i t é p o s i t i v e . D o n c l a l i m i t e s u p é 

r i e u r e d e s v a l e u r s d e la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e e s t A , e t il e n r é s u l t e 

i m m é d i a t e m e n t q u e l a d i s t r i b u t i o n s u r l e c o n d u c t e u r C e s t m o n o -

g è n e . 

E x a m i n o n s m a i n t e n a n t l e s p r o p o s i t i o n s r e l a t i v e s a u x c a s o ù l e s 

d e u x c o n d u c t e u r s e n p r é s e n c e , C et C , s o n t m a i n t e n u s à d e s n i 

v e a u x p o t e n t i e l s c o n n u s . 

THÉORÈME VII. — Si deux conducteurs en présence sont main

tenus à des niveaux potentiels de même signe, la distribution 

est monogène sur celui des deux dont le niveau potentiel est le 

plus grand en valeur absolue ; elle a le même signe que le ni

veau potentiel. 

S i , p a r e x e m p l e , o n a 

A s e r a l a l i m i t e s u p é r i e u r e d e s v a l e u r s d e l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e 

d a n s l e c h a m p , e t a l o r s , s u r l e c o n d u c t e u r C, la d i s t r i b u t i o n se ra 

m o n o g è n e e t p o s i t i v e , c e q u i d é m o n t r e l e t h é o r è m e é n o n c é . 

THÉORÈME VIII. — Si deux conducteurs en présence sont 

maintenus à des niveaux potentiels de signe contraire, sur 

chacun d'eux la distribution est monogène et de même signe 

que le niveau potentiel. 

L e s d e u x l i m i t e s e n t r e l e s q u e l l e s s o n t c o m p r i s e s t o u t e s l e s v a 

l e u r s d e la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e d a n s l e c h a m p s o n t ; en ef fe t , d a n s 

c e c a s , A e t A ' . 

THÉORÈME IX. — Si l'un des deux conducteurs, C, est main

tenu au niveau potentiel A , et l'autre, C ' , au niveau poten

tiel o , la distribution est monogène sur chacun d'eux ; sur G , 

elle a le signe de A ; sur C', un signe contraire à celui de A . 

D a n s c e c a s , e n ef fe t , l e s d e u x l i m i t e s e n t r e l e s q u e l l e s s o n t 

c o m p r i s e s t o u t e s l e s v a l e u r s d e l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e d a n s l e 

c h a m p s o n t A e t o . 



THÉORÈME X . — Sur un conducteur mis en communication 

avec le sol, une charge électrique d'un certain signe, concen

trée en un point, engendre une distribution monogène de signe 

contraire. 

C ' e s t u n c a s p a r t i c u l i e r d u t h é o r è m e p r é c é d e n t . 

R e m a r q u o n s , e n t e r m i n a n t , q u e l e t h é o r è m e I p e u t se g é n é r a l i 

s e r . U n e d é m o n s t r a t i o n a n a l o g u e à c e l l e q u i a f o u r n i c e t h é o r è m e 

p e r m e t t r a d ' é t a b l i r l e s u i v a n t : 

THÉORÈME X I . — Dans un système formé d'un nombre quel

conque de corps conducteurs, l'un au moins de ces conduc

teurs porte une distribution monogène. 

T o u t e s l e s d é m o n s t r a t i o n s q u e n o u s v e n o n s d e d o n n e r s u p p o 

s e n t q u e l e s s u r f a c e s d e s c o n d u c t e u r s l i m i t e n t u n e s p a c e l i n é a i r e 

m e n t c o n n e x e i n d é f i n i m e n t é t e n d u e n t o u t s e n s . L ' e x a c t i t u d e d e s 

t h é o r è m e s p r é c é d e n t s s u p p o s e d o n c t o u s l e s c o n d u c t e u r s e x t é r i e u r s 

l e s u n s a u x a u t r e s . I l s p e u v e n t c e s s e r d ' ê t r e a p p l i c a b l e s s i l ' u n d e s 

c o n d u c t e u r s e s t i n t é r i e u r à u n e c a v i t é d o n t l ' a u t r e f o r m e l e s p a r o i s . 

C ' e s t à c e c a s t rès i m p o r t a n t d e d i s t r i b u t i o n é l e c t r i q u e q u e se ra 

c o n s a c r é l e C h a p i t r e V du L i v r e I I I . 



CHAPITRE V. 

LE PROBLÈME DE LEJEUNE-DIRICHLET. 

§ 1 . — Le problème de la distribution électrique se ramène au problème 
de Lejeune-Dirichlet. 

L e p r o b l è m e g é n é r a l d e la d i s t r i b u t i o n é l e c t r i q u e peut, s é n o n c e r 

de l a m a n i è r e s u i v a n t e : 

U n c e r t a i n n o m b r e d e c o r p s m a u v a i s c o n d u c t e u r s À , A ' , A " . . . . 

p o r t e n t d e s d i s t r i b u t i o n s d é t e r m i n é e s . 

U n c e r t a i n n o m b r e d e c o r p s c o n d u c t e u r s B , B ' , B " . . . . s o n t i s o 

l é s e t p o r t e n t d e s c h a r g e s é l e c t r i q u e s t o t a l e s d é t e r m i n é e s Q , Q ' , 

Q " . . . . . 

U n c e r t a i n n o m b r e de c o r p s c o n d u c t e u r s C , C', C'' ... sont 

m a i n t e n u s à d e s n i v e a u x p o t e n t i e l s d é t e r m i n é s y , y ' , y " 

E x i s t e - t - i l u n e d i s t r i b u t i o n é l e c t r i q u e d ' é q u i l i b r e s u r l e s c o n d u c 

t e u r s B , B ' , B " , . . . C , C , C " , . . . e t q u e l l e e s t c e t t e d i s t r i b u t i o n ? 

R a p p e l o n s e n p r e m i e r l i e u q u e , d ' a p r è s la d é m o n s t r a t i o n de 

M . L i o u v i l l e , q u e n o u s a v o n s i n d i q u é e a u C h a p i t r e I I , u n s e m b l a b l e 

p r o b l è m e , s ' i l a d m e t u n e s o l u t i o n , n ' e n a d m e t q u ' u n e s e u l e . C e 

t h é o r è m e es t e s s e n t i e l p o u r l ' é t u d e q u i v a s u i v r e . 

L e p r o b l è m e q u e n o u s v e n o n s d ' é n o n c e r va p o u v o i r se d é c o m p o 

s e r e n d e u x p r o b l è m e s s u c c e s s i f s , d o n t c h a c u n d o i t a d m e t t r e au 

p l u s une s o l u t i o n d ' a p r è s c e q u e n o u s v e n o n s d e d i r e . 

L e p r e m i e r p r o b l è m e es t le s u i v a n t : 

Trouver la distribution électrique engendrée par les mau

vais conducteurs A , A ' , A " , . . . sur les bons conducteurs B , B ' , 

B " , C , C , C " , maintenus à des niveaux potentiels donnés 

b, b', b"', . . . , c, c ' , c", . . . , quels que soient ces niveaux potentiels. 

C e p r e m i e r p r o b l è m e é t a n t r é s o l u , o n a u r a à r é s o u d r e l e s u i v a n t . 

D a n s la d i s t r i b u t i o n p r é c é d e n t e , l e s c h a r g e s t o t a l e s r e s p e c t i v e s d e s 



c o n d u c t e u r s B , B ' , B " , . . . sont, d e s f o n c t i o n s d e s q u a n t i t é s b, b', 

b", . . . c, c', c", . . . d o n t l e c a l c u l p e u t se fa i re l o r s q u e l a d i s t r i b u 

t i on e s t d é t e r m i n é e . S o i e n t 

c e s c h a r g e s . 

O n a u r a à d é t e r m i n e r l e s q u a n t i t é s b, b', b". . . . c, c ' , c", . . . par

les é q u a t i o n s 

I l suf f i ra a l o r s d e r e p o r t e r c e s v a l e u r s d e b, b', b",.. . , c , c', c", . . . 

d a n s la s o l u t i o n d u p r e m i e r p r o b l è m e p o u r a v o i r r é s o l u c o m p l è t e 

m e n t l a q u e s t i o n d e d i s t r i b u t i o n é l e c t r i q u e q u e l ' o n s ' é t a i t p o s é e . 

L a d i f f i c u l t é d e l ' é t u d e d e l a d i s t r i b u t i o n é l e c t r i q u e r é s i d e h a b i 

t u e l l e m e n t d a n s la s o l u t i o n d u p r e m i e r p r o b l è m e ; l e s e c o n d es t de 

m o i n d r e d i f f i c u l t é . V o y o n s , par e x e m p l e , c o m m e n t o n r é s o u d r a l e 

s e c o n d p r o b l è m e d a n s le c a s o ù l e s y s t è m e ne r e n f e r m e q u ' u n seu l 

c o n d u c t e u r . 

S i c e c o n d u c t e u r e s t l e c o n d u c t e u r C , m a i n t e n u a u n i v e a u p o t e n 

t i e l y , l e s é q u a t i o n s d u s e c o n d p r o b l è m e se r é d u i s e n t à l ' é q u a t i o n 

t ou t e r é s o l u e c --— y . 

S i ce c o n d u c t e u r e s t l e c o n d u c t e u r B , p o r t a n t u n e c h a r g e d é t e r 

m i n é e Q , l e s e c o n d p r o b l è m e se r a m è n e à l a r é s o l u t i o n d ' u n e é q u a 

t i on d u p r e m i e r d e g r é . 

I m a g i n o n s e n ef fe t , p o u r u n i n s t a n t , q u e l ' o n a i t r é s o l u l e p r o 

b l è m e s u i v a n t : 

Le conducteur B étant soustrait à toute influence, de quelle 

manière l ' é l e c t r i c i t é doit-elle être distribuée à sa surface pour 

y maintenir le niveau potentiel I ? 

S u p p o s o n s q u e S so i t , d a n s c e p r o b l è m e , la d e n s i t é é l e c t r i q u e en 

c h a q u e point , d u c o n d u c t e u r B e t 2 la c h a r g e d i s t r i b u é e à sa s u r f a c e . 



D ' a u t r e p a r t , d a n s l e p r e m i e r p r o b l è m e , s o i t ?(b) la d e n s i t é 

é l e c t r i q u e e n t o u t p o i n t d u c o n d u c t e u r b. 

S i n o u s p l a ç o n s e n p r é s e n c e d u c o r p s n o n c o n d u c t e u r A le c o n 

d u c t e u r B , e t s i , e n c h a q u e p o i n t d e sa s u r f a c e , n o u s p l a ç o n s de 

l ' é l e c t r i c i t é a v e c l a d e n s i t é c r (b)+ b'S, n o u s a u r o n s é v i d e m m e n t 

u n e n o u v e l l e s o l u t i o n d u p r e m i e r p r o b l è m e , s o l u t i o n d a n s l a q u e l l e 

l e n i v e a u p o t e n t i e l d u c o n d u c t e u r B s e r a (b + b'). L a c h a r g e t o t a l e 

d e c e c o n d u c t e u r s e r a d e v e n u e q(b)+b'2. O n a d o n c 

L a f o n c t i o n q(b) e s t d o n c u n e f o n c t i o n l i n é a i r e d e b, e t l ' é q u a 

t i on à r é s o u d r e se r é d u i t à u n e é q u a t i o n d u p r e m i e r d e g r é e n b. 

C ' e s t d o n c s u r l a s o l u t i o n d u p r e m i e r p r o b l è m e q u e d o i t ê t r e 

p o r t é e n o t r e a t t e n t i o n . 

L e s c o n d u c t e u r s B , B ' , B " , . . . , C , C , C " , . . . p e u v e n t ê t r e c r e u 

sés d e c a v i t é s ; c e r t a i n s d ' e n t r e e u x p e u v e n t ê t r e c o n t e n u s à l ' i n t é 

r i e u r d e s c a v i t é s d o n t d ' a u t r e s f o r m e n t l e s p a r o i s . L ' e s p a c e n o n 

o c c u p é p a r l a m a t i è r e d e c e s c o n d u c t e u r s p e u t d o n c se d é c o m p o s e r 

e n p l u s i e u r s e s p a c e s l i n é a i r e m e n t c o n n e x e s . L ' u n d e c e s e s p a c e s 

s ' é t e n d à l ' i n f i n i , l e s a u t r e s s o n t l i m i t é s d e t o u s c ô t é s p a r l e s p a r o i s 

d e s c o n d u c t e u r s . 

S o i t V l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e , e n u n p o i n t d e l ' e s p a c e , d e t o u t e s 

l e s c h a r g e s d i s t r i b u é e s s u r l e s y s t è m e ; s o i t U l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e 

d e s c h a r g e s d i s t r i b u é e s s u r l e s m a u v a i s c o n d u c t e u r s ; s o i t W la 

f o n c t i o n p o t e n t i e l l e d e s c h a r g e s d i s t r i b u é e s s u r l e s c o n d u c t e u r s . 

O n a 
V = U -+- w . 

L a f o n c t i o n U e s t d ' a i l l e u r s u n e f o n c t i o n d o n n é e , e n s o r t e q u e 

la d é t e r m i n a t i o n d e l a f o n c t i o n V , q u i suff i t à r é s o u d r e l e p r o b l è m e 

de la d i s t r i b u t i o n é l e c t r i q u e , se r a m è n e à l a d é t e r m i n a t i o n d e la 

f o n c t i o n W . V o y o n s à q u e l l e s c o n d i t i o n s e s t a s s u j e t t i e c e t t e f o n c 

t ion W . 

C o n s i d é r o n s l ' e s p a c e l i n é a i r e m e n t c o n n e x e e x t é r i e u r à t o u s l e s 

c o n d u c t e u r s . 

D a n s c e t e s p a c e , la f o n c t i o n W es t h a r m o n i q u e . 

S i R d é s i g n e la d i s t a n c e d ' u n p o i n t à l ' o r i g i n e d e s c o o r d o n n é e s , 



demeurent des quantités finies lorsque R croit au delà de toute 

l imite . L 'espace en quest ion s'appuie sur certaines surfaces S, S ' . 

S", . . . , T, T', T" , . . . appartenant aux conducteurs B , B ' , B" . . . , 

C , C , C". . . . . 

les quantités (b — U ) , (b'— U ) , (b"— U ) , . . . , (c — U ) , . . . étant 

des données du p rob lème . 

Cons idérons maintenant un espace l inéairement connexe limité 

de toutes parts par les conducteurs . Soient s , s ' , s " . ...,t, t' t''. - ... 

les surfaces appartenant aux conducteurs B , B', B''. . . . , C , C , C " . . , . 

qui l imitent cet espace . 

Dans l 'espace considérée, la fonction W est harmonique 

Réc ip roquemen t , si l 'on a déterminé une fonct ion W qu i , dans 

les divers espaces considérés , satisfasse aux condi t ions que nous 

venons d ' indiquer, on aura déterminé la fonction cherchée. 

E n effet, supposons que, dans les divers espaces linéairement 

connexes que n 'occupent pas les conducteurs , on ait déterminé une 

fonction W qui vérifie les condi t ions précédentes . Pour obtenir 

une fonction W définie dans tout l 'espace, nous conviendrons de 

donner à cette fonction la valeur b à l ' intérieur du conducteur B , 

les valeurs b', b",. . . , c, c', c", . . . à l ' intérieur des conducteurs 

B ' , B ' ' . . . , C , C ' , C " , . . . . 
A l o r s , la fonct ion W sera finie, uniforme et cont inue dans tout 

l ' espace; elle sera harmonique à l ' in tér ieur de chacune des régions 

l inéairement connexes en lesquelles l 'espace illimité est partagé 

Sur la surface s, on a W — b — U, 

S u r la surface s', on a W — b'— U. 

Sur la surface t, on a W = c— U. 

Sur la surface S, on a W — b — U, 

Sur la surface S', on a W — b'— U. 

Sur la surface. S", on a W = b"— U, 

Sur la surface T, on a W = C — U, 



p a r l e s s u r f a c e s q u i s é p a r e n t l e s c o n d u c t e u r s d u m i l i e u i s o l a n t ; e l l e 

p r e n d r a d e s v a l e u r s d o n n é e s s u r c h a c u n e d e s s u r f a c e s d o n t i l s ' a g i t . 

L o r s q u e R c r o î t au d e l à d e t o u t e l i m i t e , l e s q u a n t i t é s R W , R 2 , 

R 2 R ! g a r d e r o n t d e s v a l e u r s finies. D ' a p r è s c e q u ' o n a 

vu a u L i v r e 1, C h . V I I , § 5 , u n e s e u l e f o n c t i o n W p e u t p r é s e n t e r 

c e t e n s e m b l e de c a r a c t è r e s ; l a f o n c t i o n W q u e n o u s a v o n s t r o u v é e 

c o ï n c i d e d o n c a v e c c e l l e q u e n o u s c h e r c h i o n s . 

L e p r o b l è m e d e l a d i s t r i b u t i o n é l e c t r i q u e se r a m è n e a i n s i à la 

r é s o l u t i o n d ' u n c e r t a i n n o m b r e d e p r o b l è m e s r é d u c t i b l e s à d e u x 

t y p e s p r i n c i p a u x : c e s d e u x t y p e s , a u x q u e l s n o u s d o n n e r o n s l e s 

n o m s d e problème extérieur de Lejeune-Dirichlet e t d e pro

blème intérieur de Le jeune-Dirichlet, s o n t c a r a c t é r i s é s a in s i : 

I° PROBLÈME EXTÉRIEUR DE LEJEUNE-DIRICHILET. — Etant donné 

un espace linéairement connexe, illimité, extérieur à certaines 

surfaces fermées S , S ' , . . . , trouver une fonction V , harmonique 

en tout point de cet espace; égaie à o à l'infini, de telle sorte 

àV àV àV 
que R V , R 2 -r—» R 2 -.— > R 2 - r - gardent des valeurs finies 
' ' àx dy àz ° •/ 

lorsque la distance R du point (x,y,z) à l'origine des coor

données croît au delà de toute limite ; et prenant sur les sur

faces S , S ' , . . . des valeurs données qui varient d'une manière 

continue d'un point à l ' a u t r e de ces surfaces. 

2° PROBLÈME INTÉRIEUR DE LEJEUINE-DIRICHLET. — E t a n t donné 

un espace linéairement connexe, limité par certaines surfaces 

fermées S , S ' , . . . . trouver une fonction V , harmonique en tout 

point de cet espace et prenant sur les surfaces S , S ' , . . . des 

valeurs données qui varient d'une manière continue d'un 

point à l'autre de ces surfaces. 

L a s o l u t i o n d e t o u t p r o b l è m e d e d i s t r i b u t i o n é l e c t r i q u e c o m p o r t e 

la s o l u t i o n d ' u n p r o b l è m e e x t é r i e u r e t d ' u n c e r t a i n n o m b r e d e p r o 

b l è m e s i n t é r i e u r s . D a n s l e c a s p a r t i c u l i e r o ù l e s y s t è m e se c o m p o s e 

e x c l u s i v e m e n t d e c o n d u c t e u r s p l e i n s e x t é r i e u r s l e s u n s a u x a u t r e s , 

la d i s t r i b u t i o n é l e c t r i q u e s u r c e s y s t è m e se d é t e r m i n e a u m o y e n 

d e l a s e u l e s o l u t i o n d u p r o b l è m e e x t é r i e u r . 



§ 2. — Essai de démonstration du principe de Lej eune-Dirichlet. 

C'es t Riemann qui , en 1857 ( 1 ) , a donné le nom de problèmes 

de Dirichlet aux problèmes précédents , et de principe de Di-

richlet à l 'énoncé qui affirme, dans tous les cas, l 'exis tence d'une 

solution pour ces problèmes. Ce nom, aujourd 'hui adopté par les 

géomètres , est fort mal chois i ; car Le jeune-Di r i ch le t n'a jamais 

rien publ ié sur ce sujet. C e problème n'est , en réal i té , comme 

nous le verrons au prochain Chapi t re , qu 'une autre forme d'un 

problème posé par Green dès 1828. Gauss ( 2 ) , en 1839), énonce 

également un problème équivalent à celui-là, et propose une dé

monstration tendant à p rouver qu ' i l admet toujours une solution. 

Enfin, en 1847 , Si r W . T h o m s o n (3) énonce, en le généralisant 

même, le p rob lème dit de Di r i ch le t , et , par une méthode ana

logue à celle de Gauss , démontre qu' i l admet toujours une s o 

lution. 

La démonstration proposée par Gauss a servi de type aux autres 

démonstrations qui ont été proposées pour prouver le pr incipe de 

Dir ichle t , c 'es t-à-dire l 'exis tence d 'une fonction résolvant , dans 

tous les cas possibles , l 'un ou l 'autre des problèmes de Dir ichle t . 

La démonstrat ion de Gauss a été reprise par M . E . Mathieu (4 ) . 

Les deux démonstrat ions proposées par S i r W . T h o m s o n dérivent 

évidemment de la même idée. Il en est encore de même de celle 

que l 'on va lire. 

Cel le-ci se trouve, pour la première fois, restreinte au cas de deux 

variables, il est vrai , dans le Mémoire de Riemann que nous avons 

c i té ; Natani ( 5 ) l'a exposée le premier pour le cas de trois var ia-

( 1 ) H. RIEMANN, Theorie der Abel'schen Funktionen (Borchardt's Journal, 

t.. LIV, p. I T 5 ; 1 8 5 7 . — Riemann's gesammelte Werke, p. 9 0 ) . 
( 2 ) GAUSS, Allgemeine Lehrsätze..., art. 31 (Gauss Werke, Bd V, p. 243 ) . 

— Nous reviendrons sur le problème de Gauss au Livre III, Chap. V. 

( 3 ) W . THOMSON, Theorems w i t h reference to the solution of certain partial 

differential équations ( Cambridge and Dublin mathematical Journal; jan
vier 1848 . — Traduit en français dans le Journal de Liouville, t. XII, p. 493 : 
1847 . W . THOMSON, Reprint of papers on Electrostatics and Magnelism, 

n° 206). 

(4 ) MATHIEU, Réflexions au sujet d'un theorème d'un Mémoire de Gauss sur 
le potentiel (Borchardt's Journal, t. LXXXV, p. 2 6 4 ; 1 8 7 8 ) . 

( 5 ) NATANI, Mathematisches Wörterbuch, Bd V, p. 6 0 2 ; 1866 . 



b l e s , m a i s l ' u n e t l ' a u t r e d é c l a r e n t l ' e m p r u n t e r à l ' e n s e i g n e m e n t 

d e L e j e u n e - D i r i c h l e t . N o u s l a t r o u v o n s , e n e f fe t , d a n s l e s L e ç o n s 

d e L e j e u n e - D i r i c h l e t , r é d i g é e s p a r M . G r u b e ( 1 ) . 

C e t t e d é m o n s t r a t i o n , c o m m e n o u s l e v e r r o n s e n l ' e x p o s a n t , 

d o n n e p r i s e à p l u s i e u r s c r i t i q u e s f o r t g r a v e s , d o n t q u e l q u e s - u n e s 

a t t e i g n e n t a u s s i c e l l e d e G a u s s e t t o u t e s c e l l e s q u i e n d é r i v e n t . 

C e s c r i t i q u e s s o n t d u e s à M . W e i e r s t r a s s , à M . K r o n e c k e r ( 2 ) et 

à M . H e i n e ( 3 ) . 

N o u s d é m o n t r e r o n s , p a r la m é t h o d e d e L e j e u n e - D i r i c h l e t , 

l ' e x i s t e n c e d ' u n e s o l u t i o n p o u r l e p r o b l è m e i n t é r i e u r ; o n v e r 

r a i t s a n s p e i n e q u e l ' o n p e u t c o n s t r u i r e , p o u r l e p r o b l è m e 

e x t é r i e u r , u n e d é m o n s t r a t i o n a n a l o g u e s u j e t t e a u x m ê m e s cr i 

t i q u e s . 

S o i t d o n c u n e s p a c e l i n é a i r e m e n t c o n n e x e c l o s , l i m i t é p a r u n e 

s u r f a c e f e r m é e S q u i p e u t ê t r e c o m p o s é e d e p l u s i e u r s p a r t i e s . 

S o i t q u n e v a l e u r v a r i a b l e d ' u n e m a n i è r e c o n t i n u e s u r la s u r 

f a c e S . 

A d m e t t o n s , e n p r e m i e r l i e u , q u ' i l e x i s t e u n e i n f i n i t é d e f o n c 

t i o n s Q , r é g u l i è r e s d a n s t o u t l ' e s p a c e c o n s i d é r é , e t d o n t l a v a 

l e u r a u p o i n t (x, y , z) t e n d e v e r s la v a l e u r q l o r s q u e le p o i n t 

(x, y , z) t e n d d ' u n e m a n i è r e q u e l c o n q u e v e r s u n p o i n t d e l a s u r 

f a c e S . 

C e t t e s u p p o s i t i o n , q u e D i r i c h l e t r e g a r d e c o m m e é v i d e m m e n t 

p e r m i s e , p o u r r a i t f o r t b i e n n ' ê t r e p a s l é g i t i m e . M . H e i n e a m o n 

t r é , i l e s t v r a i , q u e , s ' i l e x i s t e u n e s e m b l a b l e f o n c t i o n Q , i l en 

e x i s t a i t c e r t a i n e m e n t u n e i n f i n i t é ; m a i s i l a f a i t o b s e r v e r q u e 

l ' e x i s t e n c e d ' u n e p a r e i l l e f o n c t i o n d a n s t o u s l e s c a s p o s s i b l e s n ' e s t 

n u l l e m e n t c h o s e c e r t a i n e . 

(1) P.-G. L E J E U N E D I R I C H L E T , Vorlesungen über die in umgekehrten Ver-
hàltniss des Quadrats der Entfernung wirkenden Kräfte, herausgegeben 
von F. Grube, p. 1 2 7 . Leipzig; 1 8 6 7 . 

( 2 ) M . Weierstrass et M . Kronecker n'ont formulé ces critiques dans aucune 
de leurs publications; mais M . H E I N E , Ueber trigonometrische Reihen (Bor
chardt's Journal, Bd L X X I , p. 36o; 1 8 7 0 ) et M . B R U N S , Deproprietate quddam 
functionis potentialis corporum homogeneorum (Inaugural Dissertation, p. 1 2 ; 
Berlin, 1 8 7 1 ) , en les faisant connaître, déclarent les emprunter à l'enseignement 
des deux illustres géomètres. 

( 3 ) H E I N E , LOC. cit. et Ueber einige Voraussetzungen beim Beweise des Di
richlet'schen Princips (Mathematische Annalen, t. I V , p. 6 2 6 ; 1 8 7 1 ) . 



C e t t e p r e m i è r e h y p o t h è s e f a i t e , c o n s i d é r o n s l ' i n t é g r a l e 

é t e n d u e à n o t r e e s p a c e c l o s . 

C e t t e i n t é g r a l e e s t f i n i e e t n ' e s t j a m a i s n é g a t i v e ; s e s v a l e u r s ad 

m e t t e n t d o n c u n e l i m i t e i n f é r i e u r e . D i r i c h l e t r e g a r d e c o m m e é v i 

d e n t q u ' i l e x i s t e a u m o i n s u n e d é t e r m i n a t i o n d e l a f o n c t i o n Q q u i 

fa i t p r e n d r e à J c e t t e v a l e u r l i m i t e . M . K r o n e c k e r e t M . W e i e r -

s t r a s s o n t f a i t j u s t e m e n t r e m a r q u e r q u ' u n e q u a n t i t é d o n t l e s v a 

l e u r s s o n t l i m i t é e s n e p r e n d p a s f o r c é m e n t s a v a l e u r l i m i t e , e n 

s o r t e q u e l a d é m o n s t r a t i o n p r é s e n t e i c i u n d e u x i è m e p o i n t d o u 

t e u x . 

A d m e t t o n s n é a n m o i n s q u e , p a r m i l e s f o n c t i o n s Q , i l e n e x i s t e 

a u m o i n s u n e , V , q u i r e n d e J m i n i m u m . 

N o u s a l l o n s p r o u v e r q u e c e t t e f o n c t i o n v é r i f i e , e n t o u t p o i n t 

i n t é r i e u r à l ' e s p a c e c o n s i d é r é , l ' é q u a t i o n 

AV = o. 

Il s e r a a l o r s p r o u v é q u e l a f o n c t i o n V , q u i p r e n d s u r l a s u r f a c e S 

l e s v a l e u r s q, r é s o u t l e p r o b l è m e d e D i r i c h l e t à l ' i n t é r i e u r d e 

l ' e s p a c e c o n s i d é r é . 

L a f o n c t i o n V é t a n t r é g u l i è r e , a y a n t p a r c o n s é q u e n t d e s d é r i 

v é e s p a r t i e l l e s d u p r e m i e r e t d u s e c o n d o r d r e q u i s o n t c o n t i n u e s , 

l a q u a n t i t é A V v a r i e d ' u n e m a n i è r e c o n t i n u e à l ' i n t é r i e u r d e l ' e s 

p a c e c o n s i d é r é . O n p o u r r a d o n c t o u j o u r s p a r t a g e r c e t e s p a c e e n 

u n c e r t a i n n o m b r e d e r é g i o n s q u i s e r o n t d e t r o i s s o r t e s :. 

1° D e s r é g i o n s A , A ' . . . . , o ù A V e s t é g a l à o ; 

2 ° D e s r é g i o n s B , B ' , . . . , o ù A V e s t p o s i t i f ; 

3° D e s r é g i o n s C , C ' , . . . , o ù A V e s t n é g a t i f . 

C e s r é g i o n s s o n t l i m i t é e s p a r l a s u r f a c e S e t p a r d e s s u r f a c e s l e 

l o n g d e s q u e l l e s A V = o . 

I m a g i n o n s q u e l ' o n f o r m e u n e f o n c t i o n T , r é g u l i è r e d a n s l ' e s 

p a c e c o n s i d é r é , p r e n a n t e n t o u t p o i n t d e l a s u r f a c e S l a v a l e u r o ; 

p o s i t i v e e n t o u t p o i n t d e s r é g i o n s B , B ' , . . . ; n é g a t i v e e n t o u t 

p o i n t d e s r é g i o n s C , C , . . . ; é g a l e à o , p a r c o n s é q u e n t , s u r l e s 

s u r f a c e s q u i s é p a r e n t c e s d e u x s o r t e s d e r é g i o n s ; q u e l c o n q u e e n -

D. — I. 11 



fin d a n s l e s r é g i o n s A , A ' , . . . . D i r i c h l e t a d m e t l ' e x i s t e n c e d ' u n e 

s e m b l a b l e f o n c t i o n , e x i s t e n c e q u i n ' e s t c e p e n d a n t n u l l e m e n t é v i 

d e n t e . C ' e s t l e t r o i s i è m e p o i n t f a i b l e d e sa d é m o n s t r a t i o n . 

S o i t h u n e c o n s t a n t e a r b i t r a i r e . L a f o n c t i o n 

U = V + h T 

es t u n e d e s f o n c t i o n s Q , q u e l l e q u e s o i t la c o n s t a n t e h. 

P o u r c e t t e f o n c t i o n U , l ' i n t é g r a l e J d e v i e n t 

D ' a p r è s ce q u i a é t é d i t , l a f o n c t i o n V r e n d l ' i n t é g r a l e J m i n i 

m u m . L a q u a n t i t é J e s t d o n c m a i n t e n a n t u n e f o n c t i o n d u s e c o n d 

d e g r é d e h q u i d o i t ê t r e m i n i m u m p o u r h = o . 

I l e s t n é c e s s a i r e , p o u r q u ' i l e n s o i t a i n s i , q u e l ' o n a i t 

L a f o n c t i o n T e s t é g a l e à o e n t o u t p o i n t d e l a s u r f a c e S . D è s 

l o r s , l ' i d e n t i t é d e G r e e n p e r m e t [ L i v . I , C h a p . I I I , é g a l i t é ( 3 ) ] d e 

r e m p l a c e r c e t t e c o n d i t i o n p a r l a s u i v a n t e : 

L e p r o d u i t T A V , n u l e n t o u t p o i n t d e s r é g i o n s A , A ' , . . . , e s t 

p o s i t i f e n t o u t p o i n t d e s r é g i o n s B , B ' , C , C , . . . . L ' é g a l i t é 

p r é c é d e n t e n e p e u t d o n c s u b s i s t e r q u e s i l e s r é g i o n s B , B ' , . . . , 

C , C , . . . n ' e x i s t e n t p a s . O n a a l o r s , e n t o u t p o i n t d e l ' e s p a c e 

c o n s i d é r é , 

AV = o, 

e t l a f o n c t i o n V r é s o u t l e p r o b l è m e d e D i r i c h l e t . 

O n a v u c o m b i e n l a d é m o n s t r a t i o n d u p r i n c i p e d e D i r i c h l e t , 

d o n n é e [par L e j e u n e - D i r i c h l e t , e s t p e u s a t i s f a i s a n t e , b i e n q u ' e l l e 

a i t l ' a v a n t a g e d e fa i re e n v i s a g e r l e p r o b l è m e p o s é à u n p o i n t d e 

v u e n o u v e a u e t i n t é r e s s a n t . N o u s v e r r o n s , d a n s l e s C h a p i t r e s s u i -



v a n t s , q u e l ' o n p e u t d é m o n t r e r l e p r i n c i p e d e D i r i c h l e t d a n s d e s 

c a s q u i , m a l g r é l e u r é t e n d u e , d e m e u r e n t p a r t i c u l i e r s . L o r s d o n c 

q u e n o u s a d m e t t r o n s l ' e x a c t i t u d e d u p r i n c i p e d e D i r i c h l e t d a n s l e 

c a s l e plUS g é n é r a l , n o u s n e d e v r o n s p a s o u b l i e r q u e n o u s f a i s o n s 

u n e h y p o t h è s e d o n t l a v é r i f i c a t i o n d é p a s s e l a p o r t é e d e l ' a n a l y s e 

a c t u e l l e . 

§ 3. — Énoncé d'un problème plus général que celui de Lejeune-
Dirichlet. 

L ' é q u i l i b r e é l e c t r i q u e s u r u n s y s t è m e d e c o n d u c t e u r s d e v a n t 

ê t r e u n i q u e , c h a c u n d e s p r o b l è m e s d e L e j e u n e - D i r i c h l e t d o i t a d 

m e t t r e a u p l u s u n e s o l u t i o n . I l e s t f a c i l e d e s ' a s s u r e r d i r e c t e m e n t 

q u ' i l e n e s t a i n s i , n o n s e u l e m e n t p o u r l e p r o b l è m e d e L e j e u n e -

D i r i c h l e t , m a i s e n c o r e p o u r u n p r o b l è m e p l u s g é n é r a l , q u i p e u t 

s ' é n o n c e r d e l a m a n i è r e s u i v a n t e : 

On donne un espace clos, limité par une surface fermée S . 

On demande de trouver une fonction V harmonique dans tout 

l'espace clos dont il s'agit, continue, ainsi que ses dérivées 

premières, en tout point de la surface S , lorsqu'on connaît les 

valeurs de V en tout point d'une partie S ' de la surface S et 

les valeurs de en tout point de l'autre partie S" de la sur

face S . 

S u p p o s o n s q u e c e p r o b l è m e p u i s s e a d m e t t r e d e u x s o l u t i o n s d i s 

t i n c t e s , e t s o i t 0 l a d i f f é r e n c e d e c e s d e u x s o l u t i o n s . A l o r s , e n 

t o u t p o i n t d e S ' , o n a u r a i t & = o , e t e n t o u t p o i n t d e S " , = o , 

c e q u i p e r m e t t r a i t d ' é c r i r e 

o u b i e n , l a f o n c t i o n 0 é t a n t f o r c é m e n t h a r m o n i q u e d a n s l ' e s p a c e 

c o n s i d é r é , 



c e q u i e n t r a î n e r a i t 

e n t o u t p o i n t d e l ' e s p a c e c l o s c o n s i d é r é . 

L e s d e u x s o l u t i o n s d u p r o b l è m e p o s é n e p e u v e n t d o n c , à l ' i n t é 

r i e u r d e l ' e s p a c e c o n s i d é r é , d i f f é r e r q u e p a r u n e c o n s t a n t e . E n c o r e 

c e t t e c o n s t a n t e se r é d u i t - e l l e à z é r o p o u r p e u q u e V s o i t d o n n é , 

f û t - c e e n u n p o i n t s e u l e m e n t d e l a s u r f a c e S ; c a r , e n c e p o i n t , on 

d o i t a v o i r 0 = o . 

O n p e u t é n o n c e r u n p r o b l è m e a n a l o g u e p o u r l ' e s p a c e e x t é r i e u r 

à l a s u r f a c e S , e n a j o u t a n t q u ' à l ' i n f i n i V d o i t p r é s e n t e r l e s c a r a c 

t è r e s d ' u n e f o n c t i o n p o t e n t i e l l e . O n d é m o n t r e r a , c o m m e n o u s 

v e n o n s d e l e f a i r e p o u r l e p r o b l è m e i n t é r i e u r , q u e c e p r o b l è m e 

e x t é r i e u r n e p e u t a d m e t t r e p l u s d ' u n e s o l u t i o n . 



CHAPITRE VI. 

LA FONCTION DE GREEN. 

§ 1. — L e problème de Green équivaut au problème de Dirichlet. 

L e p r o b l è m e d i t de Dirichlet e s t é q u i v a l e n t à u n p r o b l è m e p o s é 

p a r G r e e n d è s 1828 ( 1 ) . C e p r o b l è m e p e u t ê t r e p r é s e n t é , a u p o i n t 

de v u e l o g i q u e , s i n o n a u p o i n t d e v u e h i s t o r i q u e , c o m m e la r e 

c h e r c h e d ' u n e g é n é r a l i s a t i o n d u t h é o r è m e d e l a m o y e n n e d e G a u s s . 

A l ' i n t é r i e u r d ' u n e s p h è r e d e r a y o n R , u n e f o n c t i o n V e s t h a r 

m o n i q u e . S a v a l e u r V 0 , a u c e n t r e d e l a s p h è r e , se d é d u i t d e s e s 

v a l e u r s à l a s u r f a c e d e c e t t e s p h è r e p a r l a r e l a t i o n 

( ï ) 

l ' i n t é g r a l e s ' é t e n d a n t à l a s u r f a c e d e l a s p h è r e ; t e l e s t l e t h é o r è m e 

de l a m o y e n n e . 

L ' é g a l i t é (1) p e u t s ' é c r i r e s o u s u n e f o r m e p e u d i f f é r e n t e . S o i t r 

la d i s t a n c e d ' u n p o i n t q u e l c o n q u e d e l ' e s p a c e a u c e n t r e d e la 

s p h è r e . S o i t Ni l a n o r m a l e à l ' é l é m e n t dS v e r s l ' i n t é r i e u r de la 

s p h è r e . E n u n p o i n t d e l ' é l é m e n t dS, n o u s a u r o n s 

e t 

e n s o r t e q u e l ' é g a l i t é (1) p e u t s ' é c r i r e 

(2) 

( 1 ) GEORGE GREEN, An essay on the application of mathematical Analysis 
to the theories of electricity and magnetism; Nott ingham, 1 8 2 8 , Art. 5 (Ma
thematical papers of thelate George Gi-een, edited by Ferrers, p. 3 i ) . 



L e p r o b l è m e d e G r e e n a p o u r b u t d e g é n é r a l i s e r c e t t e é g a l i t é . 

Considérons un espace clos, linéairement connexe, limité 

par une surface fermée S (fig- 2 3 ) , à connexion simple ou 

multiple, et un point fixe M 0 (x0, y 0 , z0) à l'intérieur de cet 

espace. 

Soit M ( x , y, z) un point variable du même espace, et repré

sentons par r la longueur M M 0 . 

On demande de trouver une fonction G(x,y,z) qui vérifie 

les conditions suivantes : 

i ° Cette fonction est harmonique dans tout l'espace consi

déré, sauf au point M 0 ; 

2° Au point M 0 , elle est infinie, mais la différence 

G(x, y, z) — est harmonique dans tout l'espace, même au 

point M 0 ; 

3° Toute fonction V , harmonique dans l'espace considéré, 

prend, au point M 0 , une valeur V 0 donnée par l'égalité 

( 3 ) 

T e l e s t l e p r o b l è m e d e G r e e n ; l a f o n c t i o n G , q u e c e p r o b l è m e a 

p o u r but d e d é t e r m i n e r , a r e ç u d e R i e m a n n l e n o m d e fonction de 

Green. 

L a c o m p a r a i s o n d e s é g a l i t é s ( 2 ) e t ( 3 ) m o n t r e q u e , d a n s l e cas 

p a r t i c u l i e r o ù l a s u r f a c e S e s t u n e s p h è r e , e t o ù l e p o i n t M 0 e n e s t 



l e c e n t r e , o n a 

L e t h é o r è m e d e l a m o y e n n e d é t e r m i n e d a n s c e c a s l a f o n c t i o n de 

G r e e n . 

I l e s t f a c i l e d e v o i r e n p r e m i e r l i e u q u e l e p r o b l è m e d e G r e e n 

n e p e u t a d m e t t r e , p o u r u n e s u r f a c e S d o n n é e e t p o u r u n e p o s i t i o n 

d o n n é e d u p o i n t M 0 , p l u s d ' u n e s o l u t i o n . 

A d m e t t o n s e n effe t q u e , p o u r u n e m ê m e s u r f a c e S e t p o u r u n 

m ê m e p o i n t M 0 , o n a i t t r o u v é d e u x f o n c t i o n s de G r e e n , G(x,y,z) 

et G'(x,y,z). A l o r s , q u e l l e q u e s o i t l a f o n c t i o n h a r m o n i q u e V , 

e n d é s i g n a n t p a r V 0 sa v a l e u r a u p o i n t M 0 , o n p o u r r a é c r i r e 

et a u s s i 

o u , p a r c o n s é q u e n t , 

M a i s l e s d e u x f o n c t i o n s 

s o n t , p a r h y p o t h è s e , d e s f o n c t i o n s h a r m o n i q u e s à l ' i n t é r i e u r d e 

l ' e s p a c e c o n s i d é r é . I l e n s e r a d o n c d e m ê m e d e l a f o n c t i o n 

e n s o r t e q u e l ' o n p o u r r a é c r i r e 

L a f o n c t i o n ( G — G ' ) é t a n t h a r m o n i q u e , c e t t e é g a l i t é p e u t se 

t r a n s f o r m e r , p a r l ' i d e n t i t é d e G r e e n , e n 

e t , p a r u n p r o c é d é q u e n o u s a v o n s p l u s i e u r s f o i s s u i v i , o n d é d u i t 



d e c e t t e é g a l i t é q u e l ' o n d o i t a v o i r , e n t o u t p o i n t de l ' e s p a c e c o n 

s i d é r é , 

L e s d e u x f o n c t i o n s G e t G ' n e p e u v e n t d o n c d i f f é r e r q u e p a r u n e 

c o n s t a n t e ; e l l e s n e f o u r n i s s e n t p a s d e u x s o l u t i o n s r é e l l e m e n t d i s 

t i n c t e s d u p r o b l è m e d e G r e e n , p u i s q u e l a f o n c t i o n G n ' e n t r e d a n s 

l ' é g a l i t é ( 3 ) q u e p a r ses d é r i v é e s p r e m i è r e s . 

C e t t e p r o p o s i t i o n n o u s m o n t r e q u e , si n o u s o b t e n o n s , p a r u n 

p r o c é d é q u e l c o n q u e , u n e s o l u t i o n d u p r o b l è m e d e G r e e n , n o u s 

e n a u r o n s o b t e n u p a r l e fa i t m ê m e l a s o l u t i o n g é n é r a l e . N o u s 

a l l o n s o b t e n i r d e l a m a n i è r e s u i v a n t e u n e s o l u t i o n d u p r o b l è m e de 

G r e e n . 

Soit T(x, y, z) une fonction d'x,y,z-, satisfaisant aux con

ditions suivantes : 

1° En tout point de l'espace considéré, elle est harmonique ; 

2 ° En tout point de la surface S , elle prend la valeur — 

La fonction 

(4) 

résout le problème de Green pour la surface S , et le point M 0 . 

C o n s i d é r o n s , e n effe t , u n e f o n c t i o n V q u e l c o n q u e , h a r m o n i q u e 

d a n s l ' e s p a c e c o n s i d é r é ; l e t h é o r è m e d e G r e e n d o n n e r a 

o u b i e n , p u i s q u e l a f o n c t i o n T e s t é g a l e à — ^ e n t o u t p o i n t d e la 

s u r f a c e S , 

(a) 

D ' a u t r e p a r t , d u p o i n t M0 c o m m e c e n t r e , t r a ç o n s u n e s u r f a c e 

s p h é r i q u e c a v e c u n r a y o n R a s s e z p e t i t p o u r q u e c e t t e s u r f a c e so i t 

t o u t e n t i è r e à l ' i n t é r i e u r d e l ' e s p a c e c o n s i d é r é . L a f o n c t i o n y s e r a , 

c o m m e l a f o n c t i o n V , h a r m o n i q u e d a n s t o u t l ' e s p a c e c o m p r i s 



e n t r e l a s p h è r e cr e t l a s u r f a c e S . S i d o n c o n d é s i g n e p a r d<r u n 

é l é m e n t d e l a s u r f a c e s p h é r i q u e a-, p a r vi l a n o r m a l e à l ' é l é m e n t 

v e r s l ' i n t é r i e u r d e l ' e s p a c e d o n t i l s ' a g i t , l e t h é o r è m e d e G r e e n 

d o n n e r a 

M a i s o n a, s u r l a s u r f a c e o-, 

( B ) 

S i l ' o n d é s i g n e p a r cl® l ' a n g l e s o u s l e q u e l , d u p o i n t M 0 , o n v o i t 

l ' é l é m e n t dn, o n a 

S i l ' o n p o s e e n f i n 

l ' i d e n t i t é (b) d e v i e n d r a 

l e d e r n i e r s i g n e ^ i n d i q u a n t u n e s o m m a t i o n q u i s ' é t e n d a u x é l é 

m e n t s d e l a s p h è r e d e r a y o n r a y a n t p o u r c e n t r e l e p o i n t M 0 . 

L ' i d e n t i t é ( c ) a l i e u q u e l q u e s o i t R . F a i s o n s m a i n t e n a n t t e n d r e 

R v e r s o ; a u p r e m i e r m e m b r e , l e s d e u x p r e m i e r s t e r m e s n e v a r i e n t 
d~V 

p a s ; l e t r o i s i è m e t e n d v e r s o , c a r U t e n d v e r s o a v e c R , e t ^ d e 

m e u r e f i n i . N o u s t r o u v o n s d o n c , i n c i d e m m e n t , l e r é s u l t a t s u i v a n t . 

Si une fonction V est harmonique dans un espace clos limité 

par une surface fermée S et si V 0 est sa valeur en un point M 0 

de cet espace, on a 

( 5 ) 

( c ) 

C e t t e i d e n t i t é e s t d u e à G r e e n ( ' ) . E l l e a u n e h a u t e i m p o r t a n c e ; 

n o u s a u r o n s s o u v e n t à e n fa i re u s a g e . 

( 1 ) GEORGE GREEN, An Essay..., Art. 4 (G. Green's Mathematical Papers, 

P- 2 9 ) . 



L a d é m o n s t r a t i o n d e l a p r o p o s i t i o n q u e n o u s a v o n s é n o n c é e r é 

s u l t e i m m é d i a t e m e n t d e l a c o m p a r a i s o n e n t r e c e t t e i d e n t i t é et 

l ' i d e n t i t é ( a ) , c o m p a r a i s o n q u i n o u s d o n n e 

L a p r o p o s i t i o n q u e n o u s v e n o n s d e d é m o n t r e r n o u s m o n t r e q u e : 

Si l'on sait résoudre le problème de Dirichlet pour la région 

intérieure à une certaine surface S , on sait déterminer la 

fonction de Green pour la surface S et un point quelconque M0 

intérieur à cette surface. 

11 suf f î t d e s e r e p o r t e r à l ' é n o n c é m ê m e d u p r o b l è m e d e G r e e n 

p o u r v o i r q u e , réciproquement, si l'on sait déterminer la fonc

tion de Green pour une surface fermée S , quelle que soit la 

position du point M 0 à l'intérieur de la surface S , on sait 

résoudre le problème de Dirichlet pour l'espace intérieur à 

cette surface. 

C e q u e n o u s v e n o n s d e d i r e m e t e n é v i d e n c e l ' é q u i v a l e n c e 

e x a c t e d u p r o b l è m e i n t é r i e u r d e D i r i c h l e t a v e c l e p r o b l è m e q u e 

n o u s a v o n s é n o n c é a u d é b u t d e c e p a r a g r a p h e , e t q u e n o u s n o m 

m e r o n s le problème intérieur de Green. D e l a m ê m e m a n i è r e , 

o n p e u t m o n t r e r l ' e x a c t e é q u i v a l e n c e d u p r o b l è m e e x t é r i e u r d e 

D i r i c h l e t a v e c le problème extérieur de Green, q u e n o u s é n o n 

c e r o n s d e l a m a n i è r e s u i v a n t e , : 

Un espace linéairement connexe illimité est extérieur à une 

certaine surface fermée S (fig. 2 4 ) , à connexion simple ou 

multiple; on donne un point fixe M0(x0, y0, z0), faisant partie 

de cet espace. 



Soit M(x, y, z) un point variable du même espace et soit r 

la distance M M 0 . 

On demande de trouver une fonction G(x,y, z) qui vérifie 

les conditions suivantes : 

I° La fonction G ( # , y, z) — - J est harmonique dans tout 

l'espace considéré. 

2 ° Lorsque la distance R du point M à l'origine des coor

données croit au delà de toute limite, les quantités R G , 

R ! ^ , R 2 ^ , R 2 ^ demeurent finies, 
ox ay oz J 

3° Soit V une fonction harmonique dans l'espace considéré, 

telle que les quantités R V , R 2 ^ ? R 3 R 2 Ç^, demeurent fi

nies lorsque R croit au delà de toute limite; soit V 0 sa valeur 

au point M 0 . 

On a 

Ni étant la normale à l'élément dS vers l ' i n t é r i e u r de l'espace 

considéré. 

L e problème extérieur donne prise aux mêmes remarques que 

le problème intér ieur ; une seule différence est à signaler : tandis 

que la solut ion du problème intérieur est déterminée seulement à 

une constante près , la solution du problème extérieur est entière

ment déterminée, puisque , à l ' infini, G prend la valeur o. 

§ 2. — Propriété fondamentale de la fonction de Green. 

Riemann ( 1 ) , qui a montré l 'équivalence du problème de Green 

et du problème de Dir ichle t , a démontré une importante propriété 

de la fonction de Green , propriété que Green ( 2 ) avait énoncée. 

Considérons une surface S (fig. 2 5 ) ; dans son intérieur, 

deux points fixes M0(x0, ya, zn), M'0(x'f], y'0, z'0) et un point 

( 1 ) RIEMANN, Schwere, Elektricität und Magnetismus, bearbeitet von Hatten-

dorff, p.142 ; Hanovre, 1 8 7 6 . 
( 2 ) G . GREEN, Essay..., Art. 6 (Green ' s Mathematical Papers, p. 3 6 ) . 



mobile M (x, y, z). S o i e n t G(x, y, z) la fonction de Green qui 

a son pôle en M 0 et G'(x, y, z) la fonction de Green qui a son 

pôle en M ' 0 . Ces deux fonctions peuvent être prises telles que 

(6 ) 

S o i e n t r e t r' l e s d i s t a n c e s d u p o i n t M a u p o i n t M 0 e t a u p o i n t 

M ' 0 . N o u s p o u v o n s p r e n d r e 

l e s d e u x f o n c t i o n s F e t F ' é t a n t h a r m o n i q u e s e n t o u t p o i n t i n t é r i e u r 

à l a s u r f a c e S , e t é g a l e s r é c i p r o q u e m e n t à — j , — s u r l a s u r 

f ace S ; i l suf f i t é v i d e m m e n t d e p r o u v e r l ' i d e n t i t é 

O r o n a, d ' a p r è s l a d é f i n i t i o n d e s f o n c t i o n s G e t G ' , 

(6 bis) 

C e s é g a l i t é s d o n n e n t a i s é m e n t 

L e s f o n c t i o n s T e t T' é t a n t h a r m o n i q u e s à l ' i n t é r i e u r d e l ' e s -



p a c e q u e l i m i t e l a s u r f a c e S , o n a, d ' a p r è s l e t h é o r è m e d e G r e e n , 

C e s f o n c t i o n s T e t V se r é d u i s a n t à — - e t -, s u r l a s u r f a c e S , 

l ' é g a l i t é (d) d e v i e n t 

P o u r c a l c u l e r l e s e c o n d m e m b r e , t r a ç o n s d e u x s u r f a c e s s p h é r i q u e s , 

T e t a-', a y a n t r e s p e c t i v e m e n t p o u r c e n t r e s l e s p o i n t s M 0 e t M ' 0 e t 

d e s r a y o n s R e t R ' a s s e z p e t i t s p o u r q u e c e s s p h è r e s s o i e n t i n t é r i e u r e s 

à la s u r f a c e S e t e x t é r i e u r e s l ' u n e à l ' a u t r e . L e s d e u x f o n c t i o n s - e t 
r 

y, é t a n t h a r m o n i q u e s d a n s l ' e s p a c e c o m p r i s e n t r e l e s s u r f a c e s S , 

cr, a-', si l ' o n d é s i g n e p a r v ;-, v',- l e s n o r m a l e s a u x é l é m e n t s d<r, do-', 

v e r s l ' i n t é r i e u r d e c e t e s p a c e , l ' i d e n t i t é d e G r e e n d o n n e r a 

C e c i a l i e u q u e l s q u e s o i e n t l e s l ' a y o n s R e t R ' . F a i s o n s - l e s 

t e n d r e v e r s o , e t n o u s v e r r o n s a i s é m e n t , p a r u n r a i s o n n e m e n t a n a 

l o g u e à c e l u i q u i a p e r m i s d ' é t a b l i r l ' i d e n t i t é ( 5 ) , q u e n o u s a u r o n s 

L ' i d e n t i t é (_/) d e v i e n t d o n c 



C e r é s u l t a t , r e p o r t é d a n s l ' i d e n t i t é (d), f o u r n i t d e su i t e l ' i d e n 

t i té ( 6 bis) q u e n o u s v o u l i o n s d é m o n t r e r . 

L ' i d e n t i t é ( 6 ) p e u t se t r a d u i r e d ' u n e a u t r e m a n i è r e . 

S o i t "\'(x, y, s , x',y\ z') u n e f o n c t i o n t e l l e q u e 

P o s o n s e n s u i t e 

11 e s t a i s é de v o i r q u e n o u s a u r o n s 

e t q u e , p a r c o n s é q u e n t , c e t t e f o n c t i o n g de s i x v a r i a b l e s dé f in i t 

t o u t e s l e s f o n c t i o n s d e G r e e n q u i o n t l e u r p ô l e à l ' i n t é r i e u r de 

l ' e s p a c e c o n s i d é r é . 

L ' i d e n t i t é ( 6 ) p e u t s ' é c r i r e 

E n d ' a u t r e s t e r m e s , e l l e e x p r i m e q u e la fonction g est symé

trique en x, y, z e t x\ y1, z'. 

g. 3 — Détermination de la fonction de Green dans quelques cas simples. 

L e p r o b l è m e d e G r e e n é t a n t r i g o u r e u s e m e n t é q u i v a l e n t a u p r o 

b l è m e d e D i r i c h l e t , l a s o l u t i o n d e l ' u n n ' e s t p a s p l u s f a c i l e q u e 

c e l l e d e l ' a u t r e . T o u t e f o i s , l e c h a n g e m e n t d e f o r m e i m p o s é a u 

p r o b l è m e p e r m e t , d a n s c e r t a i n s c a s , d ' e n a p e r c e v o i r i m m é d i a t e 

m e n t l a s o l u t i o n . N o u s a l l o n s e n d o n n e r q u e l q u e s e x e m p l e s 

s i m p l e s . 

i ° La fonction de Green pour la sphère. 

P r e n o n s u n e s u r f a c e s p h é r i q u e (fig- 2 6 ) e t u n p ô l e M 0 inté

rieur à l a s u r f a c e s p h é r i q u e . S o i t A B l e d i a m è t r e q u i p a s s e p a r 

M 0 - S u r c e d i a m è t r e p r e n o n s l e p o i n t M ' 0 c o n j u g u é h a r m o n i q u e 



d u p o i n t M 0 p a r r a p p o r t à A , B . S o i e n t r e t l e s d i s t a n c e s d u p o i n t 

M(x, y, z) a u x p o i n t s M 0 , M ' 0 . 

L a s p h è r e e s t , o n l e sa i t , l e l i e u d e s p o i n t s M t e l s q u e 

R é t a n t l e r a y o n d e l a s p h è r e . 

C o n s i d é r o n s d o n c l a f o n c t i o n 

C ' e s t u n e f o n c t i o n d e s c o o r d o n n é e s x , y , z d u p o i n t M , q u i e s t 

h a r m o n i q u e e n t o u t p o i n t i n t é r i e u r à l a s p h è r e e t q u i , e n t o u t 

p o i n t de l a s u r f a c e s p h é r i q u e , p r e n d l a v a l e u r — - • E l l e r e p r é s e n t e 

d o n c l a f o n c t i o n q u e n o u s a v o n s d é s i g n é e p a r r ( x , y , z ) . L a f o n c 

t i on d e G r e e n , p o u r l e c a s o ù l e p ô l e M 0 e s t i n t é r i e u r à l a s p h è r e , 

a p o u r v a l e u r 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t l e p ô l e M 0 e x t é r i e u r à l a s p h è r e e t so i t M' 0, 

s o n c o n j u g u é h a r m o n i q u e p a r r a p p o r t a u x p o i n t s A B . N o u s a u r o n s 

e n c o r e e n t o u t p o i n t d e l a s p h è r e 

e t l a f o n c t i o n d e G r e e n s e r a e n c o r e d o n n é e p a r l a f o r m u l e ( 7 ) . 

L a f o n c t i o n d e G r e e n é t a n t c o n n u e e n t o u t e c i r c o n s t a n c e p o u r 

l a s p h è r e , o n s a u r a r é s o u d r e l e p r o b l è m e d e D i r i c h l e t auss i b i e n 



p o u r l ' e s p a c e e x t é r i e u r à l a s p h è r e q u e p o u r l ' e s p a c e i n t é 

r i e u r . 

L a s o l u t i o n d u p r o b l è m e d e L e j e u n e - D i r i c h l e t p o u r l a s p h è r e a 

é té e n effet d o n n é e à l ' o r i g i n e d e l a P h y s i q u e m a t h é m a t i q u e , p a r 

l e s t r a v a u x d e L e g e n d r e e t d e L a p l a c e ( 1 ) . 

P r e n o n s , p o u r r e p r é s e n t e r l a p o s i t i o n d ' u n p o i n t clans l ' e s p a c e , 

l e s c o o r d o n n é e s g é o g r a p h i q u e s 7', 9, » . L o r s q u e l ' o n se d o n n e la 

v a l e u r de l a f o n c t i o n V s u r l a s u r f a c e et q u e c e t t e f o n c t i o n e s t 

h a r m o n i q u e à l ' i n t é r i e u r d e l a s p h è r e , e l l e s ' e x p r i m e à l ' i n t é r i e u r 

de l a s p h è r e p a r u n e s é r i e de l a f o r m e 

L o r s q u ' e l l e e s t h a r m o n i q u e à l ' e x t é r i e u r de l a s p h è r e , e l l e s ' e x 

p r i m e d a n s l ' e s p a c e e x t é r i e u r à l a s p h è r e p a r u n e s é r i e de la 

f o r m e 

Yn é t a n t u n e f o n c t i o n h o m o g è n e e t d e d e g r é n d e s q u a n t i t é s c o s O, 

s in Q c o s œ, s in Q s i n p, r e n f e r m a n t ( 2 / 7 - f - i ) c o e f f i c i e n t s q u e d é t e r 

m i n e n t l e s v a l e u r s de V à l a s u r f a c e d e l a s p h è r e . 

N o u s n e f a i s o n s q u ' i n d i q u e r b r i è v e m e n t c e r é s u l t a t s a n s i n s i s t e r 

s u r l e s i m p o r t a n t e s p r o p r i é t é s d e s fonctions Y , 2 de Laplace (2) 

o u fonctions sphériques, f o n c t i o n s q u i o n t j o u é u n g r a n d r ô l e 

d a n s l e s r e c h e r c h e s d e L a p l a c e s u r l a M é c a n i q u e c é l e s t e e t d a n s 

( 1 ) Cette forme de développement, obtenue par Laplace, est une conséquence 
très particulière de la proposition suivante : 

Toute fonction V , harmonique à l'intérieur d'un espace connexe, peut, 
d'une infinité de manières, à l'intérieur de cet espace, se mettre sous la 
forme 

V =P+P+P+...+PN+..., 

P„ étant un polynôme de degré n en x, y, z, satisfaisant à l'équation 

APn = 0. 

Ce beau théorème est dù à M. Paul Painlevé [PAUL PAINLEVÉ, Sur les lignes 
singulières des fonctions analytiques (Annales de la Faculté des Sciences de 
Toulouse, t. II, p. B . 1 1 2 ; 1 8 8 8 ) ] . Dans le cas du développement en fonctions de 
Laplace, le polynôme P„ est homogène en x, y, z. 

(2 ) V . HEINE, Handbuch der Kugelfunktionen. 2" édition ; Berlin, 1 8 7 8 . 



es t r a v a u x d e P h y s i q u e m a t h é m a t i q u e d e P o i s s o n , d e G a u s s , d e 

N e u m a n n , e t c . 

2 0 La fonction de Green pour l'espace compris entre deux 

plans qui se coupent sous un angle commensurable avec TC. 

L a f o n c t i o n d e G r e e n se t r o u v e a i s é m e n t p o u r l ' e s p a c e i n t é r i e u r 

à u n d i è d r e c o m m e n s u r a b l e a v e c TZ. 

P r e n o n s , p a r e x e m p l e , l e c a s d u d i è d r e é g a l à j ; o n v e r r a a i s é 

m e n t q u e c e q u e n o u s a l l o n s e n d i r e s ' é t e n d a u c a s g é n é r a l . 

S o i t A O B l ' a n g l e p l a n d u d i è d r e (fig- 2 7 ) e t M 0 l e p ô l e . 

R e m p l a ç o n s l e s d e u x p l a n s O A , O B p a r d e u x m i r o i r s , et M 0 p a r 

u n p o i n t l u m i n e u x . S o i e n t 

l e s d e u x s u i t e s d ' i m a g e s f o u r n i e s p a r l e p o i n t M 0 . 

S o i t M u n p o i n t v a r i a b l e . 

S i l e p o i n t M v i e n t se p l a c e r s u r l e p l a n O A , o n a u r a 

N, N', N", Q, 

P , P' , P", Q 

D . — I . . 2 



S ' i l v i e n t se p l a c e r s u r l e p l a n O B , o n a u r a 

L ' e x p r e s s i o n 

d o n t l a l o i d e f o r m a t i o n e s t b i e n f ac i l e à g é n é r a l i s e r , es t é g a l e à o 

e n t o u t p o i n t d e s d e u x p l a n s O A , O B . 

O n v o i t d o n c q u ' e n t o u t p o i n t de l a s u r f a c e q u i l i m i t e l e d i è d r e 

l a f o n c t i o n 

e s t é g a l e à e l l e e s t d ' a i l l e u r s h a r m o n i q u e à l ' i n t é r i e u r du 

d i è d r e , e t , à l ' i n f i n i , se c o m p o r t e c o m m e u n e f o n c t i o n potentielle. 

E l l e r e p r é s e n t e d o n c l a f o n c t i o n T(x, y, z) e t l a f o n c t i o n d e 

G r e e n e s t r e p r é s e n t é e p a r 

3° La fonction de Green pour l'espace compris entre deux 

plans parallèles. 

S o i e n t A A ' , B B ' (fig- 2 8 ) l e s d e u x p l a n s p a r a l l è l e s e n t r e l e s 

q u e l s se t r o u v e l e p o i n t M 0 . R e m p l a ç o n s c e s p l a n s p a r d e u x m i 

r o i r s e t l e p o i n t M 0 p a r u n p o i n t l u m i n e u x . S o i e n t a ( , [3| l e s 

i m a g e s d u p o i n t M 0 p a r r a p p o r t a u x m i r o i r s A A ' , B B ' ; s o i e n t ou, 

a 3 , . . . l e s i m a g e s s u c c e s s i v e s d u p o i n t a , e t (3 2 , p3, . . . les i m a g e s 

s u c c e s s i v e s d u p o i n t C o n s i d é r o n s l a s é r i e 



C e t t e s é r i e à t e r m e s a l t e r n é s d o n t l e t e r m e g é n é r a l t e n d v e r s o 

est a b s o l u m e n t c o n v e r g e n t e . O n p e u t l ' é c r i r e 

et , s o u s c e t t e f o r m e , o n v o i t q u ' e l l e e s t é g a l e à o l o r s q u e le p o i n t M 

se t r o u v e s u r l e p l a n A A ' . O n p e u t a u s s i l ' é c r i r e 

e t , s o u s c e t t e f o r m e , o n v o i t q u ' e l l e e s t é g a l e à o l o r s q u e le 

p o i n t M se t r o u v e s u r l e p l a n B B ' . 

L a q u a n t i t é 

q u i es t u n i f o r m é m e n t c o n v e r g e n t e e t h a r m o n i q u e e n t o u t p o i n t 

d e l ' e s p a c e c o m p r i s e n t r e l e s d e u x p l a n s , q u i se c o m p o r t e à l ' i n f in i 

c o m m e u n e f o n c t i o n p o t e n t i e l l e , e s t é g a l e à — j s u r c h a c u n d e s 

d e u x p l a n s . C ' e s t d o n c l a f o n c t i o n T(x, y , z) e t l a f o n c t i o n d e 

G r e e n a p o u r v a l e u r 



CHAPITRE VII. 

TRANSFORMATION DE L'ÉQUATION A V = o EN COORDONNÉES 

ORTHOGONALES QUELCONQUES.—DISTRIBUTION ÉLECTRIQUE 

SUR UN ELLIPSOIDE. 

§ 1 . — Transformation de l'équation AV = o en coordonnées orthogonales 
quelconques. 

N o u s v e n o n s d e v o i r c o m m e n t , d a n s c e r t a i n s c a s , o n p o u v a i t a p e r 

c e v o i r , a priori, l a f o r m e de l a f o n c t i o n d e G r e e n , e t , p a r c o n s é 

q u e n t , r é s o u d r e l e p r o b l è m e d e D i r i c h l e t . M a i s c e s o n t l à d e s ca s 

e x c e p t i o n n e l s . 

U n e p u i s s a n t e m é t h o d e p o u r l a r e c h e r c h e d e l a s o l u t i o n d u p r o 

b l è m e d e D i r i c h l e t d a n s u n c e r t a i n n o m b r e d e ca s c o n s i s t e à 

r e m p l a c e r l e s c o o r d o n n é e s c a r t é s i e n n e s r e c t a n g u l a i r e s q u i s e r v e n t 

à dé f i n i r u n p o i n t d a n s l ' e s p a c e q u e l ' o n c o n s i d è r e p a r d e s c o o r 

d o n n é e s c u r v i l i g n e s o r t h o g o n a l e s c o n v e n a b l e m e n t c h o i s i e s . L ' é q u a 

t i on a u x d é r i v é e s p a r t i e l l e s 

AV = o 

se t r a n s f o r m e a l o r s e n u n e a u t r e é q u a t i o n a u x d é r i v é e s p a r t i e l l e s 

d o n t l ' i n t é g r a t i o n p e u t se l a i s s e r d é c o u v r i r b e a u c o u p p l u s a i s é 

m e n t . 

C e t t e m é t h o d e a é té c r é é e p a r L a m é ( 1 ) q u i e n a fai t g r a n d 

u s a g e d a n s s e s t r a v a u x ( 2 ) e t e n a t i r é d e m a g n i f i q u e s r é s u l t a t s . 

A p r è s L a m é , o n d o i t c i t e r J a c o b i ( 3 ) a u p r e m i e r r a n g d e c e u x q u i 

o n t t ra i té d ' u n e s e m b l a b l e t r a n s f o r m a t i o n e n g é n é r a l . 

S o i e n t u, v, w l e s c o o r d o n n é e s c u r v i l i g n e s d ' u n p o i n t ayan t 

p o u r c o o r d o n n é e s c a r t é s i e n n e s x, y , z. L e c h a n g e m e n t de c o o r -

( 1 ) L A M É , Mémoire sur les surfaces isothermes... (Journal de Liouville, L. II. 
P. 147; 1837). 

(2) Voir, particulièrement, LAMÉ, Leçons sur les coordonnées curvilignes et 
leurs diverses applications ; Paris, 1839. 

( 3 ) JACOBI, Ueber eine particulare Lösung der partiellen Differentialgleich-
ung AV = o (Crelle's Journal, Bd XXXVf, p. 113) . 



d o n n é e s e s t d é f i n i p a r l e s é q u a t i o n s 

q u i d o n n e n t 

e t , pa r c o n s é q u e n t , 

So ien t . 

e t 

d e u x p o i n t s i n f i n i m e n t v o i s i n s . 

L a d r o i t e M M ' e s t l a d i a g o n a l e d ' u n p a r a l l é l é p i p è d e (fig. 29) 

d o n t l e s s o m m e t s a u t r e s q u e M e t M ' o n t p o u r c o o r d o n n é e s c u r -



v i l i g n e s , 

L e s l o n g u e u r s d e s a r ê t e s d e c e p a r a l l é l é p i p è d e s o n t d o n n é e s p a r 

l e s r e l a t i o n s 

O n a d ' a i l l e u r s 

S i l e s c o o r d o n n é e s c u r v i l i g n e s c o n s i d é r é e s s o n t orthogonales, 

l e p e t i t p a r a l l é l é p i p è d e c o n s i d é r é d o i t ê t re u n p a r a l l é l é p i p è d e r e c 

t a n g l e . O n d o i t d o n c a v o i r 

et c e l a q u e l s q u e s o i e n t du, dv, dw- S i l ' o n r a p p r o c h e c e r é s u l t a t 

d e s é g a l i t é s ( 3 ) , ( 4 ) e t ( 5 ) , o n v o i t que, pour que le système de 

coordonnées curvilignes soit orthogonal, il faut que l'on ait 

les relations 

N o u s a l l o n s m o n t r e r q u e , r é c i p r o q u e m e n t , si ces relations ( 6 ) 

sont vérifiées, le système de coordonnées curvilignes est ortho

gonal. 

P o s o n s e n effe t , s u i v a n t l a n o t a t i o n d e L a m é , 



L ' é g a l i t é ( 3 ) d e v i e n d r a 

C o n v e n o n s q u e l e s q u a n t i t é s H , H 1 , H 2 d é f i n i e s p a r l e s é g a l i t é s 

( 7 ) s o n t e s s e n t i e l l e m e n t p o s i t i v e s , e t é c r i v o n s l e s é g a l i t é s ( 2 ) s o u s 

l a f o r m e 

D a n s c e s é g a l i t é s ( 9 ) , l e s c o e f f i c i e n t s d e H du, H1 dv, H 2 dw, 

v é r i f i e n t , c o m m e l e m o n t r e n t l e s é g a l i t é s ( 6 ) e t ( 7 ) , l e s m ê m e s 

r e l a t i o n s q u e l e s c o e f f i c i e n t s d ' u n c h a n g e m e n t d e c o o r d o n n é e s 

r e c t i l i g n e s e t r e c t a n g u l a i r e s . H du, H1 dv, H 2 dw s o n t d o n c l e s 

c o o r d o n n é e s du p o i n t q u i a v a i t p o u r c o o r d o n n é e s d a n s l e p r e m i e r 

s y s t è m e d ' a x e s dx, dy, dz, c e p o i n t é t a n t r a p p o r t é à u n n o u v e a u 

s y s t è m e q u i a p o u r o r i g i n e l e p o i n t (x,y,z) e t d o n t l e s a x e s s o n t 

d é f i n i s : 

(9) 

L e p r e m i e r p a r dv = o , dw = o ; 

L e s e c o n d p a r dw = o , du = o ; 

L e t r o i s i è m e p a r d u = o , dv = 0 . 

L e p r e m i e r e s t t a n g e n t e n (x,y,z) à l ' i n t e r s e c t i o n d e s s u r 

f a c e s 

v = const . , w — const . 

L e s e c o n d es t t a n g e n t e n (x, y, z) à l ' i n t e r s e c t i o n d e s s u r 

f aces 
w = const . , u — const . 

L e t r o i s i è m e e s t t a n g e n t e n (x,y,z) à l ' i n t e r s e c t i o n d e s s u r 

f a c e s 
u = const . , v = const . 

L e s t r o i s s u r f a c e s 

u = const . , v = const . , w = const . , 

q u i p a s s e n t p a r l e p o i n t (x,y,z), se c o u p e n t d o n c o r t h o g o n a -

l e m e n t c o m m e n o u s l ' a v i o n s a n n o n c é . 



L a t r a n s f o r m a t i o n r e p r é s e n t é e p a r l e s é g a l i t é s ( 9 ) p e u t e n c o r e 

s ' é c r i r e s o u s l a f o r m e 

les c o e f f i c i e n t s d e c e t t e n o u v e l l e t r a n s f o r m a t i o n d o i v e n t e n c o r e 

vé r i f i e r l e s m ê m e s r e l a t i o n s q u e l e s c o e f f i c i e n t s d ' u n c h a n g e m e n t 

d ' a x e s r e c t i l i g n e s e t r e c t a n g u l a i r e s , e n s o r t e q u ' a u l i e u d e s r e l a 

t i o n s ( 6 ) e t ( 7 ) , o n p e u t é c r i r e l e s r e l a t i o n s 

( 6 bis) 

( 7 bis) 

A p p l i q u o n s c e s p r o p r i é t é s d e l a t r a n s f o r m a t i o n d e c o o r d o n n é e s 

c a r t é s i e n n e s e n c o o r d o n n é e s c u r v i l i g n e s o r t h o g o n a l e s à l a r e 

c h e r c h e d e l a f o r m e q u e p r e n d l ' é q u a t i o n 

A V = o 

d a n s l e n o u v e a u s y s t è m e d e c o o r d o n n é e s . 

P o u r q u ' e n t o u t p o i n t d ' u n e s p a c e o ù l a f o n c t i o n V es t r é g u 

l i è r e , o n a i t 
A V = o , 

i l f a u t e t i l suff i t q u e l ' i n t é g r a l e 



é t e n d u e à l a s u r f a c e q u i l i m i t e u n é l é m e n t d e v o l u m e q u e l c o n q u e 

de c e t e s p a c e s o i t é g a l e à o . 

É c r i v o n s d o n c l ' é g a l i t é 

p o u r l e p a r a l l é l é p i p è d e r e c t a n g l e M A B C A ' B ' C ' M ' . 

L ' é l é m e n t s u p e r f i c i e l M B A ' C a p o u r a i r e 

P o u r c e m ê m e é l é m e n t , l a d i r e c t i o n N ; c o ï n c i d e a v e c M A . O n a 

d o n c 

D ' a i l l e u r s , 

O n a d o n c , p o u r l ' é l é m e n t M B A ' C , 

P o u r l ' é l é m e n t M ' B ' A C , o n a u r a 

C e s d e u x é l é m e n t s f o u r n i r o n t d o n c à l a s o m m e c o n s i d é r é e le 

t e r m e 

O n t r o u v e r a a i n s i l ' é g a l i t é 

P o u r q u e A V s o i t é g a l à o e n t o u s l e s p o i n t s d e l ' e s p a c e c o n 

s i d é r é , i l f au t e t i l su f f i t q u e l ' o n a i t , e n t o u s l e s p o i n t s d e ce t 

e s p a c e , 

S i l ' o n a e u s o i n d ' e x p r i m e r H , H 1 , H 2 e n f o n c t i o n d e U, v, W, 



c e t t e é q u a t i o n d e v i e n t u n e r e l a t i o n e n t r e l e s d é r i v é e s p r e m i è r e s d u 

p r e m i e r e t d u s e c o n d o r d r e d e V p a r r a p p o r t à u, v, w, é q u i v a 

l e n t e , d a n s l e n o u v e a u s y s t è m e d e c o o r d o n n é e s o r t h o g o n a l e s , à 

l ' é q u a t i o n A V = o d a n s l ' a n c i e n . 

C e l a é t a n t , s u p p o s o n s q u e l ' o n v e u i l l e t r o u v e r u n e f o n c t i o n 

h a r m o n i q u e d a n s l ' e s p a c e l i m i t é p a r l a s u r f a c e S q u e r e p r é s e n t e 

l ' é q u a t i o n 
F(x, Y. z) = o. 

e t p r e n a n t s u r c e t t e s u r f a c e l e s m ê m e s v a l e u r s q u e l a f o n c t i o n 

O n r e m p l a c e x, y, z p a r d e s c o o r d o n n é e s c u r v i l i g n e s o r t h o g o 

n a l e s u, v, w. L a s u r f a c e S e s t , d a n s c e n o u v e a u s y s t è m e d e c o o r 

d o n n é e s , r e p r é s e n t é e p a r l ' é q u a t i o n 

S i l ' o n r e m p l a c e x, y, z p a r l e u r s e x p r e s s i o n s e n u, ç, w, la 

f o n c t i o n f(x, y-, z) se t r a n s f o r m e e n u n e f o n c t i o n <o(u, v, w). 

S i l ' o n sa i t t r o u v e r u n e f o n c t i o n d e u,.v, w q u i v é r i f i e l ' é q u a 

t i o n ( 1 0 ) d a n s l ' e s p a c e l i m i t é p a r l a s u r f a c e 

e t q u i , s u r c e t t e s u r f a c e , p r e n n e l e s m ê m e s v a l e u r s q u e l a f o n c t i o n 

o(u, v, w), i l su f f i r a , d a n s c e t t e f o n c t i o n , d e r e m p l a c e r u, v, w 

p a r l e u r s e x p r e s s i o n s e n f o n c t i o n d e x, y , z, p o u r o b t e n i r l a 

f o n c t i o n c h e r c h é e . 

N o u s a v o n s d i t q u e c e t t e t r a n s f o r m a t i o n d u p r o b l è m e d e D i r i 

c h l e t s ' é t a i t m o n t r é e e x t r ê m e m e n t f é c o n d e e n r é s u l t a t s . 

S, 2. — Transformation de l'équation AV = o en coordonnées géogra
phiques et en coordonnées elliptiques. 

N o u s a l l o n s , à t i t r e d ' e x e m p l e s , a p p l i q u e r c e q u e n o u s v e n o n s 

d e d i r e à l a t r a n s f o r m a t i o n d e l ' é q u a t i o n A V = o e n d e u x s y s 

t è m e s p a r t i c u l i e r s d e c o o r d o n n é e s o r t h o g o n a l e s . 

C o n s i d é r o n s d ' a b o r d l e s coordonnées géographiques p , 9, s>. 

L e s f o r m u l e s d e t r a n s f o r m a t i o n s o n t 



O n a a l o r s 

L ' é q u a t i o n ( 1 0 ) d e v i e n t d o n c 

o u b i e n , e n p o s a n t 

(11 bis) 

(11) 

C e t t e é q u a t i o n , t r a n s f o r m é e d e l ' é q u a t i o n A V = o , e s t d u e à L a 

p l a c e ; c ' e s t m ê m e s o u s c e t t e f o r m e q u e L a p l a c e ( 1 ) a fa i t t ou t 

d ' a b o r d c o n n a î t r e l ' é q u a t i o n q u i p o r t e s o n n o m . C e t t e é q u a t i o n e s t 

l e f o n d e m e n t d e t o u t e l a t h é o r i e d e s f o n c t i o n s d e L a p l a c e , q u i p e r 

m e t t e n t , p a r d e s d é v e l o p p e m e n t s e n s é r i e , d e r é s o u d r e l e p r o b l è m e 

de D i r i c h l e t p o u r c h a c u n d e s d e u x e s p a c e s l i m i t é s p a r u n e s u r f a c e 

s p h é r i q u e . 

C o n s i d é r o n s m a i n t e n a n t , l e c a s d e s coordonnées elliptiques. 

L e s f o n c t i o n s u, v, w s o n t , d a n s c e c a s , l e s t ro i s r a c i n e s d e l ' é 

q u a t i o n 

q u e n o u s a v o n s d é j à c o n s i d é r é e [ L i v r e I , C h a p . V I , § 2 ] . 

N o u s s a v o n s q u e c e t t e é q u a t i o n a t r o i s r a c i n e s r é e l l e s , s é p a r a n t 

l e s q u a n t i t é s 

N o u s p r e n d r o n s : 

P o u r u l a r a c i n e c o m p r i s e e n t r e + a2et + oo; 

P o u r w l a r a c i n e c o m p r i s e e n t r e — b2 e t a 2 , , q u i e s t n é g a t i v e ; 

P o u r v l a r a c i n e c o m p r i s e e n t r e — oo e t — b2. 

( 1 ) LAPLACE, Théorie des attractions des sphéroïdes et de la figure des pla
nètes (Mémoires de l'Académie des Sciences pour 1 7 8 2 ; Paris, 1 7 8 6 ) . 



L e s s u r f a c e s u = c o n s t . s o n t d e s e l l i p s o ï d e s ; 

L e s s u r f a c e s v = c o n s t . s o n t d e s h y p e r b o l o ï d e s à u n e n a p p e ; 

L e s s u r f a c e s w= c o n s t . s o n t d e s h y p e r b o l o ï d e s à d e u x n a p p e s . 

T o u t e s c e s s u r f a c e s o n t m ê m e c e n t r e , m ê m e s d i r e c t i o n s d ' a x e s et 

m ê m e s f o y e r s ; o n sa i t q u ' e l l e s f o r m e n t t ro i s f a m i l l e s d e s u r f a c e s 

o r t h o g o n a l e s . 

P r o p o s o n s - n o u s d e c a l c u l e r , p o u r u n p a r e i l s y s t è m e , l e s coe f f i 

c i e n t s d e L a m é H , H1, H 2 . 

D i f f é r e n t i o n s l ' é q u a t i o n ( 1 2 ) p a r r a p p o r t à x, e n y r e m p l a ç a n t 

s u c c e s s i v e m e n t ~k p a r u, v, w. N o u s a u r o n s 

L a d i f f é r e n t i a t i o n p a r r a p p o r t à. y o u p a r r a p p o r t à s f o u r n i t d e u x 

g r o u p e s d e r e l a t i o n s a n a l o g u e s . D e c e s r e l a t i o n s , o n d é d u i t a i s é 

m e n t 

C e s e x p r e s s i o n s d e H , H 1 , H 2 r e n f e r m e n t à l a f o i s l e s v a r i a b l e s 

M , v, w e t l e s v a r i a b l e s x, y, z, t a n d i s q u ' i l n o u s f au t o b t e n i r l e s 

e x p r e s s i o n s d e H , H 1 , H 2 e n f o n c t i o n d e s s e u l e s q u a n t i t é s u , v , w 

R e m a r q u o n s , à c e t e f fe t , q u e l ' o n p e u t é c r i r e 

p r e n o n s l a d é r i v é e d e c e t t e e x p r e s s i o n p a r r a p p o r t à X e t f a i s o n s 



\ = u ; n o u s a u r o n s 

L a p r e m i è r e d e s é g a l i t é s p r é c é d e n t e s d e v i e n t a l o r s l a p r e m i è r e d e s 

é g a l i t é s 

0 4 ) 

O n a u r a d o n c 

C e s v a l e u r s d e ~W~ ' ~JT~^' repor tées d a n s l ' é g a l i t é 

d o n n e n t l a t r a n s f o r m é e d e l ' é q u a t i o n 

A V = o 

e n c o o r d o n n é e s e l l i p t i q u e s . 

§ 3. — Distribution électrique sur un ellipsoïde soustrait à toute 
influence. 

L a t r a n s f o r m a t i o n q u e n o u s v e n o n s d ' i n d i q u e r v a n o u s p e r 

m e t t r e d e d é t e r m i n e r L i e n a i s é m e n t l a d i s t r i b u t i o n d ' u n e c e r t a i n e 

c h a r g e é l e c t r i q u e s u r u n e l l i p s o ï d e i s o l é e t s o u s t r a i t à t o u t e i n 

f l u e n c e . 

I m a g i n o n s q u e l ' é q u a t i o n d e c e t e l l i p s o ï d e s o i t , e n c o o r d o n n é e s 

c a r t é s i e n n e s , 

( 6 ) 



o u , e n c o o r d o n n é e s e l l i p t i q u e s , 

( 1 6 bis) 

I m a g i n o n s q u e n o u s t r o u v i o n s u n e f o n c t i o n d e l a s e u l e v a r i a b l e u, 

t i n i e , c o n t i n u e e t u n i f o r m e e n t o u t p o i n t e x t é r i e u r à l ' e l l i p s o ï d e , 

é g a l e à o à l ' i n f i n i , e t v é r i f i a n t , e n t o u t p o i n t i n t é r i e u r à l ' e l l i p 

s o ï d e , l ' é q u a t i o n (10). C e t t e f o n c t i o n , n e d é p e n d a n t q u e d e 

p r e n d r a u n e c e r t a i n e v a l e u r c o n s t a n t e s u r l ' e l l i p s o ï d e , e t , p a r 

c o n s é q u e n t , s e r a l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e d ' u n e c e r t a i n e q u a n t i t é 

d ' é l e c t r i c i t é d i s t r i b u é e à l a s u r f a c e d e l ' e l l i p s o ï d e s o u s t r a i t à t o u t e 

i n f l u e n c e . 

O r , l o r s q u e l a f o n c t i o n V n e d é p e n d q u e d e l a v a r i a b l e u, 

l ' é q u a t i o n (10) se r a m è n e à l a f o r m e 

o u b i e n , e n v e r t u d e l a p r e m i è r e d e s é g a l i t é s ( 1 5 ) , 

C é t a n t u n e c e r t a i n e c o n s t a n t e d o n t l a v a l e u r e s t l i é e à l a q u a n t i t é 

d ' é l e c t r i c i t é d i s t r i b u é e s u r l ' e l l i p s o ï d e , e t l e r a d i c a l é t a n t p r i s en 

v a l e u r a b s o l u e . C o m m e V d o i t ê t r e é g a l à o à l ' i n f i n i , o n a u r a 

T e l l e e s t l a v a l e u r d e V a u p o i n t d e c o o r d o n n é e s (u, v, w) 

e x t é r i e u r à l ' e l l i p s o ï d e . 

L a v a l e u r d e l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e e n t o u t p o i n t d e l a s u r f a c e 

o u d e l ' i n t é r i e u r d e l ' e l l i p s o ï d e s ' o b t i e n t e n d o n n a n t à u, d a n s 

c e t t e e x p r e s s i o n , l a v a l e u r c 2 q u i c o r r e s p o n d a u x p o i n t s d e l a s u r 

face d e l ' e l l i p s o ï d e . S i n o u s d é s i g n o n s p a r A c e t t e v a l e u r de la 

f o n c t i o n p o t e n t i e l l e , n o u s a u r o n s 

(18) 

L a d e n s i t é é l e c t r i q u e s u p e r f i c i e l l e o- s ' o b t i e n d r a p a r l a f o r m u l e 



L a d i r e c t i o n N e d e l a n o r m a l e e x t é r i e u r e à l ' e l l i p s o ï d e e s t la 

d i r e c t i o n d e l a t a n g e n t e à l a l i g n e v = c o n s t . , w = c o n s t . , d a n s l e 

s e n s o ù l a q u a n t i t é u v a e n c r o i s s a n t . O n a d o n c 

u a y a n t l a v a l e u r c - , e t , p a r c o n s é q u e n t , 

C e t t e d e n s i t é p e u t s ' e x p r i m e r e n c o o r d o n n é e s c a r t é s i e n n e s . S i 

n o u s f a i s o n s u = c 2 d a n s l ' é g a l i t é ( 1 3 ) , n o u s t r o u v o n s 

e t l ' é g a l i t é (19) d e v i e n t 

C e t t e f o r m u l e e s t s u s c e p t i b l e d ' u n e i n t e r p r é t a t i o n i n t é r e s s a n t e . 

L e p l a n t a n g e n t a u p o i n t x, y , s à l ' e l l i p s o ï d e e s t r e p r é s e n t é p a r 

l ' é q u a t i o n 

et l a d i s t a n c e d u c e n t r e à c e p l a n t a n g e n t p a r 

L a f o r m u l e (19 bis) m e t d o n c e n é v i d e n c e c e t h é o r è m e f o n d a 

m e n t a l . 

Lorsque l'électricité est distribuée en équilibre à la surface 

d'un ellipsoïde isolé et soustrait à toute influence, la densité 

superficielle est, en chaque point, proportionnelle à la dis

tance du centre au plan tangent en ce point. 



O n p e u t e n c o r e d o n n e r d e l a f o r m u l e (19 bis) u n e a u t r e i n t e r 

p r é t a t i o n . 

C o n s i d é r o n s l ' e l l i p s o ï d e E (fig- 3o) e t u n s e c o n d e l l i p s o ï d e E ' , 

i n f i n i m e n t v o i s i n d e l ' e l l i p s o ï d e E , c o n c e n t r i q u e e t h o m o t h é t i q u e 

à l ' e l l i p s o ï d e E . S o i t k l e r a p p o r t d ' h o m o t h é t i e . 

S o i t M u n p o i n t de l ' e l l i p s o ï d e E ; s o i t O P la d i s t a n c e d u c e n t r e 

O a u p l a n t a n g e n t e n M à l ' e l l i p s o ï d e E ' . 

L e r a y o n v e c t e u r O M r e n c o n t r e l ' e l l i p s o ï d e E ' e n u n p o i n t M ' 

d o n t M ' D e s t l a d i s t a n c e a u p l a n t angen t - c o n s i d é r é . O n a é v i d e m 

m e n t 

M a i s M ' D n e d i f fè re q u e p a r u n i n f i n i m e n t p e t i t d ' o r d r e s u p é 

r i e u r d e l ' é p a i s s e u r e au p o i n t M d e l a c o u c h e c o m p r i s e e n t r e l e s 

d e u x e l l i p s o ï d e s E e t E ' . I l y a d o n c p r o p o r t i o n n a l i t é e n t r e e e t O P . 

e t l ' o n p e u t d i r e q u e 

Lorsque l ' é l e c t r i c i t é est distribuée en équilibre à la surface 

d'un ellipsoïde isolé et soustrait à toute influence, la densité 

superficielle est en chaque point proportionnelle à l'épais

seur de la couche comprise entre cet ellipsoïde et un ellipsoïde 

concentrique, homothétique, infiniment voisin. 

S o u s c e t t e f o r m e , c e t h é o r è m e é t a i t c o n n u d e P o i s s o n ( 1 ) . 

( 1 ) POISSON, Mémoire sur l'attraction d'un ellipsoïde homogène, lu à l'Aca
démie le 7 octobre 1 8 3 3 (Mémoires de l'Académie des Sciences, t. X I I I , p. 497; 
1 8 3 5 ) . 



R e v e n o n s m a i n t e n a n t à l a f o r m u l e g é n é r a l e 

e t p r o p o s o n s - n o u s d e t r o u v e r l a r e l a t i o n q u i e x i s t e e n t r e l a c o n 

s t an te C e t l a c h a r g e é l e c t r i q u e t o t a l e Q d i s t r i b u é e s u r l ' e l l i p s o ï d e . 

N o u s y p a r v i e n d r o n s b i e n s i m p l e m e n t p a r l a r e m a r q u e s u i v a n t e . 

P o s o n s 

et n o u s p o u r r o n s é v i d e m m e n t é c r i r e 

a d e m e u r a n t f in i l o r s q u e R c r o î t a u d e l à d e t ou t e l i m i t e . 

C o n s i d é r o n s l ' é q u a t i o n 

et f a i s o n s c r o î t r e u a u d e l à de t o u t e l i m i t e , n o u s v e r r o n s sans p e i n e 

q u e 

t e n d v e r s I l o r s q u e u e t R c r o i s s e n t au d e l à d e t o u t e l i m i t e , en 

s o r t e q u e l ' o n p o u r r a é c r i r e 

B d e m e u r a n t fini l o r s q u e u c r o î t a u d e l à d e tou te l i m i t e . 

D ' a u t r e p a r t , o n p e u t é c r i r e l ' é g a l i t é ( 1 7 ) s o u s l a f o r m e 

B' d e m e u r a n t fini l o r s q u e u c r o i t a u d e l à d e t o u t e l i m i t e . E n i d e n 

t i f iant c e s d e u x e x p r e s s i o n s d e V , o n t r o u v e l a r e l a t i o n 

( 2 0 ) 

q u i d é t e r m i n e l a c o n s t a n t e C l o r s q u e 1 o n c o n n a î t l a c h a r g e t o t a l e Q 

de l ' e l l i p s o ï d e . 

C e t t e r e l a t i o n n o u s p e r m e t d e d é t e r m i n e r la capacité K de l ' e l -

D . - I. 13 



l i p s o ï d e , c ' e s t - à - d i r e la c h a r g e to t a l e q u ' i l f a u t d i s t r i b u e r s u r ce t 

e l l i p s o ï d e p o u r lu i d o n n e r l e n i v e a u p o t e n t i e l ^ - D a n s c e c a s , e n 

ef fe t , l a r e l a t i o n ( 1 8 ) d o n n e 

e t la r e l a t i o n ( 2 0 ) d o n n e 

C e s é g a l i t é s , c o m b i n é e s e n t r e e l l e s , d o n n e n t 

§ 4. — Cas particuliers. 

L a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e de l ' é l e c t r i c i t é r é p a n d u e s u r u n e l l i p 

s o ï d e s ' e x p r i m e , d ' a p r è s l ' é g a l i t é ( 1 7 ) , p a r u n e i n t é g r a l e e l l i p t i q u e 

de s e c o n d e e s p è c e . I l e x i s t e d e u x cas o ù c e t t e i n t é g r a l e se r a m è n e 

a u x f o n c t i o n s i n v e r s e s d e s e x p o n e n t i e l l e s . C e s d e u x cas s o n t : 

1° L e ca s o ù l ' o n a c = b . L ' e l l i p s o ï d e e s t a l o r s un e l l ipso ïde : 

de r é v o l u t i o n a l l o n g é . 

2 0 L e ca s o ù l ' o n a a = c. L ' e l l i p s o ï d e e s t a l o r s un e l l i p s o ï d e 

de r é v o l u t i o n a p l a t i . 

1° Ellipsoïde de révolution allongé. 

L a f o r m u l e ( 1 7 ) d o n n e 

L a c a p a c i t é de l ' e l l i p s o ï d e se ra 

(22) 

( 2 3 ) 

20 Ellipsoïde de révolution aplati. 

L a f o r m u l e ( 1 7 ) d o n n e i c i 

P o s o n s u = \ 2 . e t n o u s r a m è n e r o n s d e su i t e c e t t e i n t é g r a l e à 



u n e f o r m e q u i s ' i n t è g r e i m m é d i a t e m e n t ; n o u s t r o u v e r o n s 

(21) 

L a c a p a c i t é d e l ' e l l i p s o ï d e a p o u r v a l e u r 

( 2 5 ) 

S i u e s t l a d e n s i t é é l e c t r i q u e en u n p o i n t , c e t t e d e n s i t é e s t 

d o n n é e p a r l ' é g a l i t é ( 1 9 ) , q u i d e v i e n t 

(26) 

3° Cercle plan. 

S i , d a n s l e s f o r m u l e s p r é c é d e n t e s , o n fa i t c = o , o n o b t i e n t l e s 

f o r m u l e s q u i se r a p p o r t e n t à u n c e r c l e p l a n d e r a y o n a. D a n s c e 

z^ . a?2 -(- y-
c a s , — d o i t ê t r e r e m p l a c é p a r r — , e t l ' o n t r o u v e 

( 2 7 ) 

( 2 8 ) 

(29) 

D ' a p r è s l ' é g a l i t é (29) , l a d e n s i t é <x e s t i n f i n i e a u b o r d d u p l a t e a u . 

A u s s i c e ca s e s t - i l p u r e m e n t t h é o r i q u e ; m a i s , à ce p o i n t d e v u e 

t h é o r i q u e , n o u s v e r r o n s a u p r o c h a i n C h a p i t r e q u ' i l p r é s e n t e un 

g r a n d i n t é r ê t . 

§ .5. — Solution géométrique du problème de la distribution 
sur un ellipsoïde isolé. 

N o u s a v o n s vu q u e , l o r s q u e l ' é q u i l i b r e é l e c t r i q u e e s t é t a b l i 

s u r u n e l l i p s o ï d e s o u s t r a i t à t o u t e i n f l u e n c e , l a d e n s i t é é l e c t r i q u e 

s u p e r f i c i e l l e e s t , e n c h a q u e p o i n t , p r o p o r t i o n n e l l e à l a d i s t a n c e d u 

c e n t r e a u p l a n t a n g e n t e n c e p o i n t . P o u r é t a b l i r c e t h é o r è m e , i l 

n ' e s t p a s n é c e s s a i r e d ' a v o i r r e c o u r s a u x c a l c u l s p r é c é d e n t s . Q u e l 

q u e s c o n s i d é r a t i o n s g é o m é t r i q u e s p e r m e t t e n t d e l e d é d u i r e d e s 

p r e m i e r s p r i n c i p e s d e l ' E l e c t r o s t a t i q u e . 



N o u s a l l o n s t o u t d ' a b o r d d é m o n t r e r u n l e m m e fo r t s i m p l e . 

U n e c o u c h e t r è s m i n c e f o r m é e , d ' u n e m a n i è r e h o m o g è n e , d ' é l e c 

t r i c i t é d o n t l a d e n s i t é e s t p , se t r o u v e c o m p r i s e e n t r e d e u x s u r f a c e s 

i n f i n i m e n t v o i s i n e s S e t S ' (fig. 3 1 ) . 

D u p o i n t M c o m m e s o m m e t , o n m è n e u n c ô n e i n f i n i m e n t d é l i é 

d ' o u v e r t u r e s p h é r i q u e du e t l ' o n se p r o p o s e de t r o u v e r l ' a c t i o n F 

e x e r c é e a u p o i n t M p a r l ' é l e c t r i c i t é r é p a n d u e d a n s l e v o l u m e 

A B A ' B ' q u e ce c ô n e d é c o u p e d a n s l a c o u c h e c o n s i d é r é e . 

S o i t N N ' l a n o r m a l e à l a s u r f a c e S e n u n p o i n t d e l ' é l é m e n t A B . 

C e t t e n o r m a l e r e n c o n t r e e n N ' l a s u r f a c e S ' . L e v o l u m e A B A ' B ' a 

p o u r v a l e u r 

I l r e n f e r m e u n e c h a r g e é l e c t r i q u e 

d o n t l ' a c t i o n a u p o i n t M a p o u r v a l e u r 

o u b i e n 

C e t t e r e m a r q u a b l e e x p r e s s i o n s ' é t e n d i m m é d i a t e m e n t à l ' a c t i o n <I> 

e x e r c é e a u p o i n t M p a r l ' é l e c t r i c i t é r é p a r t i e d a n s l e v o l u m e A B A ' B ' 

q u ' u n c ô n e i n f i n i m e n t d é l i é , d ' o u v e r t u r e dw, d é c o u p e d a n s u n e 

c o u c h e h o m o g è n e , d e d e n s i t é p , d ' é p a i s s e u r finie, c o m p r i s e e n t r e 

d e u x s u r f a c e s S e t S ' (fig- 3 2 ) . 

E n ef fe t , p a r u n e s é r i e d e s u r f a c e s S 1 , S 2 , . . . , S n _ , d é c o u p o n s 



notre couche d'épaisseur finie en n couches infiniment minces. 
Notre cône infiniment délié découpe respectivement sur les sur
faces S 1 , S 2 , . . . . Sn_1 des éléments A 1 B 1 , A 2 B 2 , A n _1B n _1. 

Le petit volume A B A 1 B1 exerce au point M une action 

F1 = ep AA1 dw 

Le petit volume A, B ( A 2 B 2 exerce au point M une action 

F 5 = ep A j A 2 dw 

Il en est ainsi jusqu'au petit volume An_1 B n _, A'B' qui exerce 
au point M une action 

Fn = sp An_1 A ' dw. 

Toutes ces actions ayant sensiblement la même direction, leur 

résultante <ï> est égale à leur somme et l'on a 

<t> = e p ( A A 1 + A1 A 2 + . . . - H An_1 A ' ) d w = sp A A ' d w . 

Si donc on remplit d'électricité avec la densité constante p 
le volume qu'un cône infiniment délié découpe dans une couche 

quelconque, l'action que cette électricité exerce au sommet du 

cône est égale au produit de sp par l'ouverture sphérique du 

cône et par la longueur de génératrice comprise à l'intérieur 

de la couche. 

Ce lemme va nous servir à prouver que : si l'on remplit d'élec

tricité avec une densité constante p la couche comprise entre 

deux ellipsoïdes concentriques et homothétiques quelconques, 

cette couche exerce une action nulle en tout point situé à l'in

térieur du plus petit des deux ellipsoïdes. 



Soient E le plus petit des deux ellipsoïdes (fig. 33) et E' le plus 

grand. Prenons un point M à l'intérieur de l'ellipsoïde E. Menons 

de ce point les deux nappes d'un cône infiniment délié d'ouverture 

sphérique dw. L'une des nappes découpe sur la couche consi

dérée un volume ABA'B' , et l'autre nappe un volume CD C D ' . 

Les actions au point M de ces deux volumes sont directement 

opposées. Si nous démontrons qu'elles sont égales entre elles, 

nous aurons évidemment prouvé la proposition. Or ces deux 

actions ont respectivement pour valeur, d'après le lemme pré

cédent, 

e p A A ' d w , EpDD'dw. 

Il s'agit donc simplement de prouver que 
A A ' = D D ' . 

Par le centre commun O des deux ellipsoïdes E, E', et la droite 

AD, menons un plan. Ce plan coupe les deux ellipsoïdes E, E' 

suivant deux ellipses e, e', concentriques et homothétiques. La 

proposition à démontrer est donc ramenée à celle-ci : 

Deux ellipses concentriques et homothétiques e, e' (fig. 34) 

marquent sur une droite quelconque de leur plan deux seg

ments AA' DD', qui sont égaux entre eux. 



Cette proposition est bien aisée à démontrer. Nos deux ellipses 

e, e' sont la projection orthogonale de deux cercles concentriques 

C, C (fig- 35), et la droite A ' A D D ' est la projection de la droite 

x'xSS'. Les deux segments xx', 8S' étant égaux entre eux, il en est 

de même de leurs projections AA', DD' . 

Si, en particulier, entre deux ellipsoïdes homothétiques infini

ment voisins on distribue de l'électricité avec une densité uni

forme p, cette électricité n'exercera aucune action sur les points 

qu'enferme la couche infiniment mince qu'elle remplit. 

Soit AB ( fig. 36) un élément superficiel de l'ellipsoïde inté

rieur E. Considérons le cône issu de M et circonscrit à AB. Il dé

coupe dans la couche infiniment mince un élément de volume 

ABA'B' . Si S désigne l'épaisseur normale de la couche au point A, 

cet élément aura pour volume AB.S. Son action au point M sera 

une force dirigée de A vers M et ayant pour valeur 

Elle est égale à l'action qu'exercerait au point M de l'électricité 



distribuée sur l'élément AB avec la densité superficielle 

Si l'on rapproche cette proposition de celle qui a été démontrée 

au sujet de l'action d'une couche comprise entre deux ellipsoïdes 

homothétiques sur les points qu'elle enferme, on obtient le résul

tat suivant, auquel nous étions parvenu d'une autre manière : 

Lorsque sur un ellipsoïde on distribue de l'électricité de 

telle manière que la densité superficielle en chaque point soit 

proportionnelle à la distance normale qui existe en ce point 

entre la surface de l'ellipsoïde et la surface d'un ellipsoïde 

concentrique, homothétique et infiniment voisin, on obtient 

une couche électrique en équilibre. 

Nous verrons, plus tard, que cette proposition est susceptible 

d'être vérifiée expérimentalement. 

§ 6. — Distribution électrique sur un ellipsoïde soumis à une influence 

quelconque. 

Si la Géométrie suffit à étudier le problème de la distribution 

électrique sur un ellipsoïde soustrait à toute influence, elle ne sau

rait aborder le problème bien plus général de la distribution élec

trique sur un ellipsoïde soumis à des actions électriques quel

conques. L'analyse, cependant, permet de résoudre complètement 

ce problème, et c'est l'un des beaux titres de gloire de Lamé ( ' ) 

d'avoir donné cette solution, ou, en d'autres termes, d'avoir résolu 

le problème de Lejeune-Dirichlet pour l'espace extérieur à un el

lipsoïde. 

Le problème qu'il s'agit de résoudre est le suivant : 

Trouver une fonction V de u, v, w qui, pour u = c 2 , se réduit 

à une fonction donnée Q, et, pour toute valeur de u supérieure 

à c 2 , est régulière et vérifie la condition 

( ' ) L A M É , Sur l'équilibre des températures dans un ellipsoïde à trois axes 

inégaux (Journal de Liouville, t. I V , p. 126; 1839). 



Posons 
2 A ( u ) = « ( a 2 + u ) ( b 2 + u ) . 

Les égalités ( 15 ) nous donneront alors 

et l'égalité (10), transformée de A V = o en coordonnées ellip
tiques, devient 

( 3 o ) 

Soient 

O une fonction de la seule variable u ; 
une fonction de la seule variable v ;une fonction de la seule variable w, 

ces trois fonctions étant déterminées respectivement par les équa
tions différentielles du second ordre 

(31) 

= A + Bu, 

= A H - B V , 

= A - + - Bw, 

dans lesquelles A et B sont deux constantes arbitraires. 
Posons ensuite 

( 3 2 ) 

et substituons cette expression dans l'égalité ( 3 o ) ; celle-ci de-



viendra 

[ ( A + B u ) ( v - w ) + ( A + B v ) ( w - u ) + ( A + B W)(U — V)\ = o. 

Elle sera identiquement satisfaite. 

Or, Lamé a montré que l'on pouvait intégrer les équations (31) 
par certains développements en série dont les coefficients peuvent 

en outre être déterminés de manière que la fonction V, obtenue 

par la combinaison (32) , se réduise à Q pour u — c 2 . Le problème 

de Dirichlet se trouve donc ainsi résolu pour l'espace extérieur à 

l'ellipsoïde. 

La voie féconde qui avait conduit Lamé à ce beau résultat, à 

savoir la transformation de l'équation AV = o en coordonnées 

orthogonales, a permis à Lamé et à d'autres analystes de résoudre 

le problème de Dirichlet pour un grand nombre de cas, et notam

ment pour tout espace, limité ou illimité, qui confine seulement 

à une surface du second ordre ( 1 ) . 

(1) Voyez H E I N E , Handbuch der Kugelfunktionen, 2° édition; Berlin, 1878-

1881. 



CHAPITRE VIII. 

LA M É T H O D E D E L'INVERSION. 

§ 1. — La méthode de l'inversion ou des images électriques. 

On sait le rôle immense que jouent, clans la Géométrie moderne, 
les méthodes de transformation qui permettent, lorsqu'un pro-
blème est résolu pour une certaine figure, d'en déduire d'autres 
figures pour lesquelles on sache immédiatement résoudre le même 
problème ou des problèmes analogues. 

Sir W. Thomson ( 1 ) a montré, et c'est assurément l'une des 
belles découvertes de ce grand géomètre, que, lorsqu'on sait ré
soudre le problème de Dirichlet pour un certain espace, on peut 
former une infinité d'autres espaces pour lesquels on sait aussi 
résoudre immédiatement le problème de Dirichlet. La méthode de 
transformation qu'il a employée sous le nom de méthode des 

images électriques est connue également sous le nom de trans

formation par inversion ou de transformation par rayons vec

teurs réciproques. 

Soient y, z les coordonnées d'un point M d'un certain espace 

et p sa distance à l'origine O (fig- 3 7 ) . Faisons-lui correspondre 

(1) Extrait d'une lettre de M. William Thomson à M. Liouville (Journal 

de Liouville, t. X, p. 364; 1845 ).—Extrait de deux lettres adressées à M. Liou

ville par M. W- Thomson (Journal de Liouville, t. XII , p.256; 1847). — Liou-



un point M'(x ' ,y ' ,z) d'un second espace par les formules sui
vantes 

( 0 

k étant un coefficient positif ou négatif. 

Soit p' la distance OM'. Il est facile de déduire des formules (1) 
que le produit pp' est égal en valeur absolue à k, et que le point M' 

se trouve sur la ligne OM, du même côté du point O que le point. 

M si k est positif^ et du côté opposé du point O si k est négatif. 

La transformation en question est réciproque, en ce qu'on peut 

écrire, au lieu des formules (1), les formules 

(1 bis) 

On étudie, dans les cours élémentaires, quelques-unes des pro
priétés les plus simples de cette transformation. 

On sait qu'un plan se transforme en une sphère en général, et 
en un plan dans le cas particulier où le pôle de transformation est 
sur le plan ; une sphère se transforme en général en une autre 
sphère, qui est concentrique à la sphère donnée quand le pôle de 
transformation est le centre de la sphère donnée, et qui, lorsque 
le pôle est pris sur la sphère donnée, se réduit au plan tangent à 
la sphère donnée en ce point. 

Cette transformation possède, au point de vue géométrique, 
une propriété fondamentale que nous allons tout d'abord mettre 
en évidence. 

Soit MM1 un élément linéaire du premier espace, joignant le 
point M(x,y, z) au point M1 (x + dx, y + dy, z + dz). 

Il se transformera en un élément linéaire M'M'1 du second espace, 
joignant le point M' (x',y, z') au point M'1 (x'+dx',y'+dy', z ' + dz'). 

D'après les égalités ( I , nous aurons 

V I L L E , Note au sujet de l'article précédent (ibid., p. 265) . — Tous ces articles 

sont reproduits dans W . T H O M S O N , Reprint of papers on Electrostatics and 

Magnetism, Art. XIV 



ce qui donne 

dx'2+dy'2+dz'2= dx'2 dy'2+dz'2 

- 4 ( x dx y dy +- zdz ) 

+ 4 ( x 2 + y 2 + z 2 ) ( d p ) 2 

Mais on a 
x2 + y2+z2 = p 2 , 

x dx + y dy + z dz = p dp, 

en sorte que l'égalité précédente se réduit à 

( 2 ) dx'2+ dy' 2 + dz'2 = ~ ( dx2+ dy2 dz2) 

ou 

Voyons les conséquences de cette égalité. 

Du point M, faisons rayonner une infinité d'éléments linéaires 

MM 1 ; MM 2 , M M 3 , . . . . Ils auront pour correspondants une infi

nité d'éléments linéaires M'M' 1, M'M' 2, M ' M ' 3 , . . . , tous issus du 

point M', et l'on aura 

La figure infiniment petite formée par les points M 1 , M 2 , 
M 3 , . . . se transformera en une figure infiniment petite sem

blable formée par les points M 1 , M'2, M'3, . . . . 

On exprime cette propriété en disant que l'espace (x', y', z') 

que la transformation par inversion fait correspondre à l'espace 
(x, y, z) en est une représentation conforme. 

Il est aisé de voir que ce résultat entraîne les suivants : 

Deux courbes ou deux surfaces qui se coupent au point M 
sous un angle x se transforment par inversion en deux courbes 

ou deux surfaces qui se coupent sous le même angle x au 

point M' transformé du point M. 

En particulier, trois familles de surfaces orthogonales se 

transforment en trois autres familles de surfaces orthogo

nales. 



Soit un point M' de l'espace transformé, et soient u, v, w ses 
coordonnées cartésiennes. La position du point M qui lui corres
pond dans le premier espace est fixée par la connaissance de ces 
trois quantités u, v, w. On peut donc regarder ces trois quantités 
comme trois coordonnées curvilignes fixant la position d'un point 
dans le premier espace. 

Le point M' est à la rencontre des trois plans orthogonaux 

x'= z, y ' = v , z'—w. 

Le point M doit donc se trouver à la rencontre de trois sphères 

orthogonales. On le vérifie aisément, car les trois plans précé

dents donnent en se transformant, d'après les égalités ( 1 bis), les 

trois surfaces 

qui sont trois sphères se coupant au point O et tangentes respec

tivement en ce point aux plans ZOY, X O Z , Y O X . 

Les coordonnées u, v, w constituent donc, pour le point M, un 

système de coordonnées curvilignes orthogonales. Les équations 

précédentes fournissent les formules de transformation qui per

mettent de passer des coordonnées cartésiennes (on,y, z) aux coor

données curvilignes (u, v, w) ou inversement. 

Ces formules peuvent s'écrire encore 

L'égalité (2) nous donne 

Mais, si nous posons 



nous savons que 

et l'égalité précédente devient 

(2 bis) 

Si l'on se reporte à l'égalité (8) du Chapitre précédent, on voit 

que l'on a, pour le changement de coordonnées que nous consi

dérons, 

(4) 

Cela posé, considérons une fonction V (x,y, z) qui est harmo
nique à l'intérieur d'une certaine surface S appartenant au pre
mier espace; pour toutes les valeurs de y, z, qui correspondent 
aux points intérieurs à la surface S, on a 

A V ( . r , y , z ) = o. 

Les points (x, y, z) intérieurs à la surface S correspondent à un 

ensemble de valeurs des quantités u, v, W. Soit <£(u, v, W) ce que 

devient la fonction V lorsqu'on y remplace y, z par leurs ex

pressions en fonction de u, v, w. Nous aurons, d'après les équa

tions (1 bis), 

(5 ) 

Pour l'ensemble de valeurs de u, v, w, que nous avons défini, 

cette fonction vérifiera l'équation transformée de AV = o, c'est-

à-dire, d'après les équations (4) , 

Ceci peut encore s'écrire 

Si l'on pose 



et si l'on remarque que 

cette équation deviendra simplement 

Le résultat que nous venons d'obtenir est susceptible d'une in
terprétation qui en fait l'importance. 

Les coordonnées w, v, w peuvent être considérées comme les 
coordonnées cartésiennes d'un point M' dans un espace trans
formé par rayons vecteurs réciproques de l'espace auquel appar
tient le point M(x,y, z). Cette transformation fait correspondre 
à la surface S une surface S'; à tout point intérieur à la surface S 
un point extérieur à la surface S'; aux points infiniment voisins de 
l'origine dans le premier espace les points infiniment éloignés de 
l'origine dans le second espace. 

Si la fonction V ( x , y , z) est harmonique à l'intérieur de la sur
face S, la fonction 

sera, d'après les égalités (6) et (5) , harmonique à l'extérieur de la 
surface S'. 

Si la fonction V ( x , y , z) prend, au point O, la valeur V 0 , la 

fonction W ( u , v, w) tendra vers zéro comme ^ lorsque p' croîtra 

au delà de toute limite. 

Si la fonction V(.r, y, z) prend la valeur A au point P de la 
surface S, la fonction W (u, v, w) prendra au point P', transformé 
de P, sur la surface S', la valeur 

Ces résultats conduisent aisément à la proposition suivante : 

Si l'on sait résoudre le problème de Dirichlet pour l'espace 

intérieur à une surface fermée S, on sait le résoudre pour 

V espace extérieur à la surf ace S' transformée de S par rayons 

vecteurs réciproques. 



Soit, en effet, 0 la fonction, définie en chaque point de S', à 
laquelle la fonction harmonique cherchée doit devenir égale en tout 
point de S'. 

Formons, ce que nous savons faire par hypothèse, une fonction 
V(x,y, z), harmonique à l'intérieur de la surface S, et prenant en 
tout point P de la surface S la valeur 

Formons ensuite la fonction 

La fonction W ( u , v, w) sera harmonique en tout point extérieur 
à la surface S'; elle deviendra égale à Û(P') en tout point P' de la 
surface S'; elle se comportera à l'infini comme une fonction po
tentielle; elle résoudra donc le problème de Dirichlet pour l'espace 
extérieur à la surface S'. 

On démontrerait de même que, si l'on sait résoudre le pro

blème de Dirichlet pour l'espace extérieur à une surface S, on 

sait le résoudre pour l'espace intérieur à la surface S', trans

formée de la surface S par rayons vecteurs réciproques. 

Quelques conséquences de cette importante proposition : 

Nous avons vu que l'on savait résoudre le problème de Diri

chlet pour l'espace intérieur à une surface sphérique et aussi pour 

l'espace extérieur à cette même surface ; par ce que nous venons 

de démontrer, chacune de ces deux solutions peut être déduite de 

l'autre. 

On sait trouver la fonction de Green pour l'espace intérieur à 

un dièdre commensurable avec TC ; on sait donc résoudre le pro

blème de Dirichlet pour l'espace extérieur à deux sphères qui se 

coupent sous un angle commensurable avec TU. 
On sait trouver la fonction de Green pour l'espace compris entre 

deux plans parallèles ; on pourra donc déterminer la distribution 

électrique sur deux sphères égales ou inégales qui se touchent. 

La détermination de la distribution électrique sur deux sphères 

qui se touchent est en effet un des beaux résultats auxquels est 

D. — I. 14 



parvenu Poisson ( 1 ) . Un grand nombre de géomètres, parmi 

lesquels on peut citer surtout Plana, Sir W . Thomson, G. Kir-

chhoff, se sont ensuite occupés de ce problème. On trouvera un 

exposé remarquable de la solution dans l'Ouvrage consacrée par 

E. Mathieu à l'exposé de la Théorie du potentiel ( 2 ) . 

§ 2. — Application. — Distribution électrique sur une calotte sphérique. 

L'une des belles applications que Sir W . Thomson ( 3 ) ait faites 

de la méthode de l'inversion est la détermination de la distribution 

électrique sur un conducteur infiniment mince ayant la forme 

d'une calotte sphérique. Nous allons exposer la solution de ce 

problème sous la forme que lui a donnée Lipschitz ( 4 ) , en nous 

bornant au cas où la calotte sphérique est soustraite à toute in

fluence. 

La solution que nous allons développer repose sur quelques 

remarques que nous allons indiquer tout d'abord. 

Soit S une surface sphérique avant son centre à l'origine des 

coordonnées et un rayon égal à R. Soit W une fonction qui se 

comporte à l'infini comme une fonction potentielle, qui est har

monique à l'intérieur de la sphère, harmonique à l'extérieur de la: 

sphère, mais discontinue sur la sphère, en sorte qu'au voisinage 

d'un point M de la surface de la sphère elle prenne à l'intérieur 

de Ja sphère une valeur voisine de W i ( M ) et à l'extérieur de la 

sphère une valeur voisine de W e ( M ) . 

Une pareille fonction n'est pas la fonction potentielle d'une cer-

( 1 ) P O I S S O N , Mémoire sur la distribution de l'électricité à la surface des 

corps conducteurs (Mémoires des Savants étrangers, p. 1811, p. I). 

( 2 ) E . M A T H I E U , Théorie du potentiel et ses applications à l'Électrostatique 

et au Magnétisme, t. II, p. 65; Paris, 1886. 

( 3 ) W . T H O M S O N , Extraits de deux lettres adressées à M. Liouville (Journal 

de Liouville, t. X I I , p. 2 4 3 ; 1847- — W . T H O M S O N , Reprint of papers on Elec

trostatics and Magnetism, 2° édition, p. 152) . W . T H O M S O N , Determination of 

the distribution of Electricity on a circular segment of plane or spherical 

conducting surface, under any given influence ( W. T H O M S O N , Reprint of pa

pers on Electrostatics and Magnetism, 2° édition, p. 178). 

( 4 ) L I P S C H I T Z , Ueber die Vertheilung der stätischen Electricitàt in einem 

kreisformig begrenzten Segment einer Kugelfläche (Borchardt's Journal, 

Bd. LVIII, p. 152; 1867). 



taine quantité d'électricité distribuée sur la calotte sphérique. 

Transformons l'espace par inversion en prenant le pôle d'inver

sion au centre de la sphère et le carré R 2 du rayon pour coefficient 

d'inversion ; tout point M de la sphère se transformera en lui-

même ; tout point intérieur à la sphère se transformera en un 

point extérieur et inversement. 

Considérons la fonction 

Elle sera harmonique à l'intérieur de la sphère S, harmonique à 

l'extérieur de la sphère S, mais discontinue sur la sphère S. Au 

voisinage du point M de la sphère S, elle prendra, à l'intérieur 

de la sphère une valeur voisine de W e ( M ) , et à l'extérieur de la 

sphère une valeur voisine de 

Considérons alors la fonction 

Elle sera harmonique à l'intérieur de la sphère S, harmonique 

à l'extérieur de la sphère S, et continue sur la sphère S, en sorte 

que cette fonction sera la fonction potentielle d'une certaine quan

tité d'électricité distribuée sur la sphère S. 

Une méthode analogue s'appliquerait au cas plus général que 

voici : 

Une surface fermée est composée en partie par une portion S 

de surface sphérique, en partie par une autre surface S de forme 

quelconque (fig- 38). La fonction W(x, y, z) est harmonique 

tant à l'intérieur qu'à l'extérieur de cette surface fermée ; elle se 



comporte à l'infini comme une fonction potentielle ; elle varie 

d'une manière continue au passage de la surface S et d'une manière 

discontinue au passage de la surface S. Soit O le centre de la 

sphère S pris pour origine des coordonnées ; soit R. son rayon. La 

fonction 

( 8 ) 

sera la fonction potentielle d'une certaine quantité d'électricité 

distribuée sur la surface fermée que composent la surface S, la 

surface S et la surface S' transformée de la surface S par rayons 

vecteurs réciproques. 

C'est un procédé de ce genre qui va nous permettre de déter

miner la fonction potentielle de l'électricité en équilibre sur une 

calotte sphérique. 

Soit S cette calotte sphérique (fig. 39) ; soit R son rayon; soil 

H la distance du cercle de base S au centre O de la sphère. 

Le cercle de base a pour rayon la quantité 

( 9 ) 

Considérons la quantité u définie par l'équation 

(10) 

et considérons la fonction 

(11) 

où K est une constante quelconque. 



D'après ce que nous avons vu au Chapitre VII, § 3, cette fonc-

tion est harmonique dans tout l'espace, sauf sur le cercle de hase 

de la calotte ; elle se comporte à l'infini comme une fonction po

tentielle ; elle varie d'une manière continue lorsqu'on traverse ce 

cercle, à une distance finie de ses bords ; sur ce cercle, elle prend 

la valeur Lorsqu'on traverse le cercle, les dérivées partielles 

du premier ordre de cette fonction changent de signe sans changer 

de valeur absolue. 

Soit ï la surface fermée formée par la calotte S et le plan S. 

Prenons une fonction W(x,r,z) égale, à l'intérieur de la sur

face T, à 

et, à l'extérieur de la surface T, à 

Cette fonction sera harmonique à l'intérieur de la surface T : 

elle sera harmonique à l'extérieur de la surface T ; elle variera 

d'une manière continue à la traversée de la surface S et d'une 

manière discontinue à la traversée de la surface S. Ses dérivées du 

premier ordre ne subiront pas de discontinuité au passage de la 

surface S. 

Envisageons la fonction 

V ( x , y , z ) = W(x,y, z) 

Si l'on définit la quantité u' par la relation 

( 10 bis) 

Il est facile de voir que l'on aura, à l'intérieur de la surface T. 

(12) V(x,y,z)=k 

à l'intérieur du volume compris entre la surface S et la calotte S' 



en laquelle elle se transforme par inversion, 

(12 bis) V(x,y,z) = K 

et; à l'extérieur de la surface T', formée par les calottes S et S', 

( 12 ter) V(x,y, z ) = K 

Cette fonction sera, d'après ce qui précède, la fonction poten

tielle d'une certaine quantité d'électricité distribuée sur la sur

face S, sur la surface S et sur la calotte S', en laquelle le plan S se 

transforme par inversion. 

Mais les dérivées partielles du premier ordre de cette fonction 

varient d'une manière continue lorsqu'on traverse soit la surface S, 

soit la surface S ; la densité électrique est donc nulle sur chacune 

des deux surfaces S, S', et la fonction précédente est la fonction 

potentielle d'une certaine quantité d'électricité distribuée seule

ment sur la calotte S. 

D'ailleurs, sur cette calotte, V(x , y, z) prend la valeur constante 

K T C . La distribution en question est donc une distribution d'équi-

libre. 

Pour achever la détermination de la fonction potentielle d'une 

quantité Q d'électricité distribuée en équilibre sur la calotte S, il 

suffit d'établir la relation qui relie la constante K à la charge 

totale Q. 

Nous allons, pour obtenir cette relation, écrire de deux manières 

la valeur de la fonction potentielle au point O. 

Cette valeur pourra s'écrire, d'une part, 

D'autre part, elle pourra se déduire de la formule (12) . 
L'égalité (10) montre qu'au point O, on a 

L'égalité ( 1 0 bis) montre qu'au même point O on a 



On a d'ailleurs 

arc tang arc tang 

et, dans le calcul actuel, 

On a donc 

V 0 = K 

Soit y l'angle sous lequel le rayon du cercle de base est vu du 

centre de la calotte ; les égalités 

s iny , tangY 

permettent d'écrire 

V0 = K ( O - T + s in T ) . 

Comparons les deux valeurs de V 0 , et nous trouvons enfin 

(13) 

Cette égalité achève de déterminer la fonction potentielle d'une 

quantité Q d'électricité répandue en équilibre sur la calotte sphé

rique S. 

Cette quantité d'électricité élève le niveau potentiel de la ca

lotte sphérique à une valeur K T : , O U , d'après l'égalité (13), à une 

valeur 

La capacité de la calotte sphérique est donc 

( 1 4 ) 

§ 3. — Théorèmes de Liouville et de M. P. Painlevé. 

On peut, d'une infinité de manières, obtenir une représentation 

conforme d'un plan (x, y) sur un autre plan ( X , Y ) , c'est-à-dire 



trouver des formules de transformation 

( 1 5 ) 
x= <?(X, Y). 
y= (X, Y) 

telles que si les deux courbes représentées par rapport aux axes 

des x et des y par les équations 

f(x,y)=o 

g(x, y)=o 

se coupent sous un angle a, les deux courbes transformées, repré

sentées, par rapport aux axes des X et des Y, par les équations 

F ( X , Y ) = f [ ? ( X , Y ) , «K(X, Y ) ] =o, 

G ( X , Y ) = g[o[X, Y ) , . i ( X , Y ) ] = o. 

se coupent aussi sous le même angle a. 

Toutes ces transformations s'obtiennent, de la manière sui

vante ( 1 ) : 

Soit une fonction analytique quelconque de la variable com

plexe 

Z = X H - iY. 

Elle peut toujours se mettre sous la forme 

? ( X , Y ) + - ^ ( X , Y ) . 

Si l'on porte ces deux fonctions o et d> dans les égalités ( 1 5 ) , on 

obtient la forme la plus générale des transformations qui nous 

occupent. 

Supposons qu'une semblable représentation conforme trans

forme tous les points intérieurs à une courbe s du plan des x, y, 

en tous les points intérieurs à une courbe S du plan des X , Y, et 

tout point de la courbe s en tout point de la courbe S. Nous 

dirons alors que l'on sait effectuer la représentation conforme de 

l'aire a, limitée par la courbe s sur l'aire A, limitée par la courbe S. 

Si la fonction V ( x , y) satisfait, à l'intérieur de l'aire a, à l'équa-

tion 

(1) Voyez Livre V, Chap. V, § 1. 



la fonction 
W ( X , Y ) - V [ ? ( X , Y), 6 ( X , Y ) ] , 

en laquelle les formules ; ' i 5 ) transforment la fonction V (x, y), 

satisfait, à l'intérieur de l'aire A, à l'équation 

Si donc on sait, pour l'aire a, résoudre le problème de Dirichlet 

réduit au cas de deux variables, on sait aussi le résoudre pour 

l'aire A. 

Réciproquement, si l'on sait résoudre le problème de Dirichlet 

pour les deux aires a et A, on sait, en général, effectuer la repré

sentation conforme de ces aires l'une sur l'autre. 

Ces propositions, que nous nous contentons de rappeler, mar

quent le lien intime qui existe entre ces diverses questions : 

Théorie des fonctions de variables imaginaires ; 

Représentation conforme d'une aire plane sur une autre 

aire plane ; 

Problème de Dirichlet réduit au cas de deux variables. 

Un quatrième problème, celui de l'étude d'une surface d'aire 
minima passant par un contour donné, se relie également d'une 
manière intime aux trois précédents. 

L'étude comparée de ces différents problèmes a permis à un 
grand nombre de géomètres, parmi lesquels on doit surtout citer 
B. Riemann et M. Schwarz( 1 ) d'en pénétrer profondément la na
ture et d'en avancer la solution. 

On est naturellement porté à chercher l'extension aux fonc
tions de trois variables de ces problèmes dont la liaison se montre 
si féconde dans l'étude des fonctions de deux variables. Cette ten
dance est fortifiée par la découverte de la transformation par rayons 
vecteurs réciproques qui offre, dans l'espace, les propriétés que 
toute représentation conforme possède dans le plan. 

( 1 ) On aura une idée précise des relations qui existent entre le problème de 

Dirichlet pour le cas de deux variables et la théorie de la représentation con-

l'orme d'une aire plane sur une autre par la lecture de A X E L H A U N A C K , Die Grund-

lagen der Theorie des logarithmischen Potentiates und der eindeuligen Poten

tial funktionen in der Ebene (Leipzig, 1887). 



Mais cette tendance vient de suite se heurter à un obstacle infran

chissable : il est en général impossible, lorsqu'on a un domaine 

limité par une surface fermée donnée, de le représenter d'une ma

nière conforme en un autre domaine limité par une autre surface 

fermée donnée. Gela n'est possible que si le second domaine peut 

être obtenu en transformant le premier par rayons vecteurs réci

proques et en déplaçant sans déformation le domaine transformé. 

En d'autres termes, si nous cherchons des formules de trans

formation 

x = o ( X , Y , Z ) , 

y = « ( X , Y , Z ) , 

z = x ( X , Y , Z ) , 

telles que l'espace ( X , Y, Z ) offre une représentation conforme de 
l'espace (X, Y, Z), ces formules exprimeront simplement une trans
formation par rayons vecteurs réciproques suivie d'un change
ment d'axes de coordonnées rectangulaires. 

Ce théorème, qui établit une différence radicale entre l'étude 
des fonctions harmoniques de deux variables et l'étude des fonc
tions harmoniques de trois variables, est dû à Liouville ( 1 ) . 

Mais, s'il n'existe pas de transformation autre que la transfor
mation par rayons vecteurs réciproques qui puisse fournir une 
représentation conforme d'un espace à trois dimensions en un 
autre espace à trois dimensions, on pourrait du moins espérer 
que des méthodes de transformation autres que la méthode de 
l'inversion sont capables de fournir la solution du problème de 
Dirichlet pour un domaine transformé lorsqu'on l'a déjà obtenue 
pour le domaine donné. 

La question qui se pose alors est la suivante : 

Trouver des formules de transformation 

x = o ( X , Y , Z ) , 

y = i ( X , Y , Z ) , 

z = X ( X , Y , Z ) , 

et une fonction F(Ç) telles que, si la fonction V(x, y, z) est 

( 1 ) LIOUVILLE, Note V I à la Géométrie de Monge. 



régulière et satisfait à l'équation 

en tout point du domaine d pris dans l'espace des (x, y, z), (a 

fonction 

W ( X , Y, Z ) = F V [ o ( X , Y , Z ) , i ( X , Y , Z ) , x ( X , Y , Z ) ] 

soit régulière et satisfasse à l'équation 

en tout point du domaine D, transformé de d dans l'espace 

des ( X , Y, Z ) . 

En réponse à cette question, on peut affirmer que les formules 

de transformation cherchées représentent forcément une trans

formation par rayons vecteurs réciproques suivie d'un chan

gement d'axes de coordonnées rectangulaires. 

Ce théorème important, en marquant bien le rôle exclusif de 

la méthode de l'inversion, limite étroitement le champ de l'Ana

lyse dans la voie ouverte par Sir W . Thomson. Il est dû à 

M. Paul Painlevé ( 1 ). 

( 1 ) P A U L P A I N L E V É , Sur la transformation des fonctions V ( x , y , z ) qui 

satisfont à l'équation A V = o et sur les coordonnées curvilignes orthogonales 

(Travaux et Mémoires des Facultés de Lille, 1. I , n° 1 ; 1889). 



CHAPITRE IX. 

L A M É T H O D E DE M. CARL NEUMANN. 

§ 1. — L e théorème de M. Vito Volterra. 

La démonstration de Lejeune-Dirichlet ne permet pas d'affirmer 

avec une entière certitude que le problème auquel on a donné le 

nom de ce géomètre admette, dans tous les cas possibles, une so

lution. Cette démonstration a seulement pour effet de remplacer 

l'hypothèse que ce problème admet une solution par d'autres 

hypothèses plus vraisemblables peut-être, quoique aussi peu dé

montrées. 

Green a posé le même problème sous une autre forme, mais 

sans en faire avancer la solution. 

Ainsi donc, bien loin de posséder une méthode générale pour 

résoudre le problème de Dirichlet, on ne sait même pas démontrer 

l'existence générale d'une solution de ce problème. 

Force est donc de chercher à le résoudre dans des cas particu

liers. 

Il existe un nombre très restreint de cas particuliers pour les

quels le problème de Dirichlet puisse être immédiatement résolu 

(Chap. VI) . 

L'emploi de coordonnées curvilignes orthogonales appropriées a 

permis à Lamé et à d'autres géomètres d'étendre considérablement 

le nombre des cas où il est possible de résoudre le problème de 

Dirichlet. Ces méthodes, toutefois, ne se sont guère montrées fé

condes jusqu'ici que pour les surfaces qui font partie d'un système 

de coordonnées curvilignes orthogonales et isothermes (Chap. VII). 

La méthode de l'inversion, créée par Sir W . Thomson, a gran

dement accru le nombre des cas où l'on sait résoudre le pro

blème de Dirichlet ; mais la puissance de cette méthode ne peut 

être partagée par aucune autre méthode de transformation, comme 

l'a montré M. P. Painlevé (Chap. VIII). 



Les efforts dont nous venons de retracer le tableau permettent 

donc seulement de résoudre le problème de Dirichlet pour des 

classes particulières de surfaces, classes très étendues, il est vrai. 

Les méthodes que nous allons maintenant exposer se distinguent 

profondément des précédentes, en ce que les corps auxquels elles 

s'appliquent sont tenus non pas d'appartenir à certaines classes, 

mais seulement de vérifier certaines restrictions. Elles ont donc 

une portée infiniment plus générale que celles que nous avons 

exposées jusqu'ici. 

Elles ont, il est vrai, un désavantage sur les précédentes. 

Pour résoudre le problème de Lejeune-Dirichlet pour la sphère, 

pour l'ellipsoïde, etc., les méthodes que nous avons indiquées con

duisent ou bien à intégrer sur toute la surface une combinaison ana

lytique où figure la fonction donnée sur cette surface ; ou bien à dé

terminer, au moyen des valeurs connues, que la fonction cherchée 

prend sur la surface les coefficients d'un certain développement 

en série. L'emploi effectif de ces méthodes donne lieu à des calculs 

pénibles, mais cependant praticables. Ainsi les développements en 

séries de fonctions sphériques qui servent à résoudre le problème 

de Dirichlet pour l'espace intérieur ou extérieur à une sphère 

donnent prise au calcul numérique en Mécanique céleste et dans 

l'étude du Magnétisme terrestre. 

Il en est autrement pour les méthodes que nous allons exposer. 

Ces méthodes conduisent à représenter la fonction cherchée par 

une série d'intégrales étendues à la surface donnée. Seule, la pre

mière de ces intégrales dépend directement des valeurs données 

sur la surface. Chacune des autres exige, pour être effectuée, que 

l'on connaisse celle qui la précède. 

Un semblable procédé échappe sans doute à tout calcul numé

rique. Par là, il perd tout intérêt pratique ; mais il n'en garde pas 

moins un grand intérêt théorique, car il démontre, sans contes

tation possible, l'existence d'une solution du problème de Diri

chlet pour les classes étendues de surfaces auxquelles il s'applique. 

Une méthode, inventée en 1833 par Murphy ( 1 ) pour traiter les 

problèmes de l'influence électrique, a donné la première idée de 

(1) M U R P H Y , Elementary principles of the theories of electricity, heat, and 

molecular actions, Part. I, Chap. V, p. 9 3 ; 1833. 



cette classe de procédés. Cette, idée fut poussée plus avant par 

Beer ( 1 ) en 1856. Mais c'est à M. Carl Neumann ( 2 ) que l'on doit 

d'avoir montré la légitimité de semblables procédés. 

La convergence des séries employées peut toujours être dé

montrée au moyen d'un théorème fondamental qui, implicitement 

renfermé dans les travaux de M. Schwarz et de M. Carl Neumann, 

semble avoir été énoncé pour la première fois par M. Vito Vol-

terra ( 3 ) . M. Axel Harnack ( 4 ) et M. Paul Painlevé ( 5 ) ont insisté 

sur le rôle que ce théorème doit jouer dans l'élude des fonctions 

harmoniques de deux ou de trois variables. 

Voici l'énoncé de ce théorème : 

Soient U 1 , U 2 , U n , . . . une suite illimitée de fonctions 

harmoniques à l'intérieur d'un certain espace E limité par 

une surface S. Soient u1, u2, u,n ... les valeurs vers les

quelles tendent ces fonctions lorsque le point auquel elles se 

rapportent tend vers la surface S. Si la série 

( l ) u 1 + u 2 + . . . + u n +... 

converge uniformément en tout point de la surface S, la série 

converge uniformément en tout point de l'espace E et repré

sente, en tout point de cet espace, une fonction harmonique. 

Démontrons d'abord que la série (2) converge uniformément 

dans l'espace E. 

( 1 ) B E E R , Allgemeine Methode zur Bestimmung der eleklrischen und ma-

gnetischen Induction (Poggendoff's Annalen, B. XCVIII , p. 137; 1856) . 

( 2 ) C. NEUMANN, Untersuchungen über das logarithmische und Newton'sche 

Potential (Leipzig, 1876). 

( 3 ) VITO VOLTERRA, Sopra alcune condizioni caratterisliche delle funzioni 

di una variabile complessa (Annali di Malernalica, série II, L. X I , p. 5a; 

1882). 

( 1 ) A X E L H A R N A C K , Die Grundlagen der Theorie des logarithmischen Poten

tiates un der eindeutigen Potentialfunktion in der Ebene, § 2 0 ; Leipzig, 1887. 

( 3 ) P A U L P A I N L E V E , Sur les lignes singulières des fonctions analytiques 

(Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. I I , p. B . 15; 1887). 



Envisageons la fonction 

=Un "+- Ua + 1 + . . . + Un+P 

Il s'agit de prouver que l'on peut toujours prendre n assez 

grand pour que l'on ait, quel que soit p, 

s étant un nombre positif quelconque donné d'avance. 
Or, la série (1) étant uniformément convergente, si l'on pose 

on pourra toujours prendre n assez grand pour que 1 on ait, quel 

que soit p. 

D'autre part, la quantité tf>„P, somme d'un nombre limité de 
fonctions harmoniques dans l'espace E, est une fonction harmo
nique dans l'espace E. Les valeurs qu'elle prend dans l'espace E 
sont, d'après le théorème général de M. Carl Neumann (Livre II, 
Chap. Ill) , comprises entre deux des valeurs qu'elle prend sur la 
surface S. Sur la surface S elle devient identique à np. Si donc, 
en tout point de la surface S, on a 

quel que soit p, on aura, en tout point de l'espaceE, 

quel que soit p. 

Soit, donc 
V = U1+ U 2 + . . . + U n + . . . 

la fonction continue dont l'existence est maintenant démontrée. Il 
s'agit de prouver que cette fonction est harmonique en tout point 
intérieur à l'espace E. 

Soit M un point intérieur à l'espace E. Prenons-le à l'intérieur 
d'une sphère S en entier contenue clans E. Soit G(M) la fonction 
de Green pour le point M et la sphère S, fonction qui est connue 
(voir Chap. VI ) . 

Posons 
Wn = U 1 + U 2 + . . . + U n , 

V = W n + R n . 



La fonction Wn étant évidemment harmonique à l'intérieur de 

la sphère S, sa valeur en tout point M intérieur à la sphère sera 

donnée par 

Cette égalité peut s'écrire 

Le premier membre ne dépend pas de n ; d'autre part, on peut 
prendre n assez grand pour que R n , et par conséquent, le second 
membre, soient aussi voisins de O que l'on voudra. L'égalité 
précédente ne peut donc subsister que si l'on a 

La fonction V est, par conséquent, une fonction harmonique en 
tout point intérieur à la sphère 2 . 

La fonction V est harmonique à l'intérieur de toute sphère con
tenue dans l'espace E ; ce qui revient à dire qu'elle est harmo
nique en tout point de l'espace E. 

Notre théorème est ainsi démontré. 

Ajoutons à ce théorème la proposition suivante : 

Lorsque Le point M de l'espace E tend vers le point m de la 

surface S, la valeur V ( M ) que prend la série 

U1+U2+...+Un+... 

au point M tend vers la valeur v(m) que prend la série 

U1 + U2 + • • • • + U n + . . . 

au point m, et elle atteint cette valeur lorsque le point M 

vient au point m. 

Pour le démontrer, posons 

WN — U1 + U2+ . . .+ UN, 

v = w n + r n . 

Nous pouvons prendre n assez grand pour que l'on ait, pour 



toute position du point M dans l'espace E, et pour toute position 

du point m sur la surface S, 

quelque voisin de o que soit e. 

D'ailleurs, lorsque le point M tend vers le point m, U 1 , U 2 , 

Un tendant respectivement vers u1, u2, un, Wn tend vers wn. 

On peut donc, autour du point m, tracer dans l'espace E un do

maine assez petit pour que, pour tout point M de ce domaine, 

on ait 

On voit alors que, pour tout point de ce domaine, on aura 

ce qui démontre la première partie de la proposition énoncée. 

La série U1 + U 2 + • • • convergeant d'une manière uniforme, la 

seconde partie est alors évidente. 

§ 2. — Le théorème de M. A x e l Harnack. 

Au théorème précédent, M. Axel Harnack ( 1 ) a joint un théo

rème qui, dans l'ordre de questions qui nous occupe, est aussi 

d'une continuelle application. 

Ce théorème se démontre au moyen d'une proposition qui est 

la suivante : 

Si une fonction V ( M ) est harmonique à l'intérieur d'un 

certain espace E et a le même signe en tous les points de cet 

espace, sa valeur au point variable M de cet espace s'obtient 

en multipliant sa valeur en un certain point fixe P de cet 

espace par un facteur qui conserve une valeur finie pour tout 

point M de l'espace E; un théorème analogue est applicable 

( 1 ) A X E L H A R N A C K , Existenz-Beweise zur Theorie des Potentiales in der Ebene 

und im Baume, §'1 (Berichte über die Verhandlungen der K. Sächsischen Ge-

sellschaft der Wissenschaften zu Leipzig. Mathematisch-Physische Classe, 

1886, p. 149) .—Die Grundlagen der Theorie des logarithmischen Potentiates..., 

p. 67; Leipzig, 1887. 
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aux dérivées partielles de tous les ordres de la fonction 

V (M) . 

Supposons d'abord que le point M puisse être compris à l'in

térieur d'une sphère ayant pour centre le point P et contenue 

tout entière dans l'espace E. 

D'après le théorème de la moyenne de Gauss, nous aurons, en 

désignant par R le rayon de cette sphère et par dï, un élément de 

sa surface, 

D'autre part, si G(M) désigne la fonction de Green pour le 

point M intérieur à la sphère S, nous aurons 

Le signe de V étant le même pour tous les points de la surface 

de la sphère, puisque tous ces points sont intérieurs à l'espace E, 

si l'on désigne par \ une valeur comprise entre la plus grande et 

la plus petite des valeurs de on aura 

Or il est facile de voir, en se reportant à l'expression de G(M) 

donnée au Chapitre VI, que est toujours fini, pour tout 

point M intérieur à la sphère ; il en est donc de même de \ et 
l'égalité précédente démontre la proposition énoncée. 

Il peut arriver qu'aucune sphère ayant le point P pour centre et 
contenue en entier dans l'espace E ne puisse renfermer le point M 
à son intérieur. Alors, on prendra le point P pour centre d'une 
sphère S enfermée dans l'espace E ; un point P', intérieur à la 
sphère S, sera pris pour centre d'une nouvelle sphère S' contenue 
dans l'espace E ; en continuant de la sorte, on pourra toujours, 
après avoir construit un nombre limité de sphères, en trouver une 
qui renferme le point M à son intérieur. La démonstration de la 
proposition énoncée se fera alors de proche en proche sans dif
ficulté. 

On démontrera sans peine que, si x, y, z désignent les coor-



données du point M, les dérivées 

s'obtiennent en multipliant V ( P ) par des facteurs qui sont finis 

pour tout point M de l'espace E. 

Ce lemme démontré, envisageons des fonctions en nombre 

illimité 
U 1 ( M ) , U 2 ( M ) , U 3 ( M ) , . . . . 

Supposons que chacune de ces fonctions soit harmonique à 

l'intérieur de l'espace E et que chacune d'elles ait, dans tout 

cet espace, un signe constant qui soit le même pour toutes. 

Si la série 
U 1 ( P ) + U 2 ( P ) + U 3 ( P ) + . . . 

est convergente en un point quelconque P de l'espace E, la 

série 
U 1 ( M ) + U 2 ( M ) + U 3 ( M ) + . . . 

converge uniformément en tout point de cet espace et repré

sente, dans cet espace, une fonction harmonique. 

D'après la proposition précédente, nous avons 

,, 

, 

\ , X 2, . . . , µ1 . µ 2 . . , v 1 , v 2 , . . . étant des facteurs finis pour tout 
point M de l'espace E. 

Nous aurons alors 



Mais les fonctions U n ( P ) , Un+1 (P) , . . ., U n + p ( P ) ont toutes le 

même signe. Si donc 41 est un facteur fini compris entre la plus 

grande et la plus petite valeur de A„, ..., \i+p si de même 

3 Ï L est un facteur fini compris entre la plus grande et la plus petite 

des valeurs de \i.n, [>.n+i, . . . , [J-n+p si enfin Jb est un facteur fini 

compris entre la plus grande et la plus petite des valeurs de v n , 

v n + 1 , . . . , v n + p , on aura 

U n ( M ) + U n + 1 (M) + . . . + U n + p ( M ) = [ U n ( P ) + U n + 1 (P)-f-. . .+ U n + P ( P ) ] , 

Ces résultats obtenus, la démonstration du théorème énoncé 

s'achève sans aucune difficulté. 

§ 3. — Quelques définitions. 

Si l'on coupe une surface fermée par une droite quelconque, on 

peut obtenir comme intersection des points isolés les uns des 

autres et aussi des segments entiers de droite. Par exemple, si l'on 

considère la surface engendrée par la rotation de la ligne FABCD 

(fig- 40) dont le côté AF est perpendiculaire sur DF, une droite 

quelconque la coupe en général en deux ou quatre points isolés ; 

à la droite AI correspondra comme intersection un segment ; à 

la droite AB, un segment AB et un point K, etc. Toutes les fois 

qu'en coupant la surface par une droite on obtiendra un ou plu

sieurs segments, on conviendra de ne compter comme points d'in-



tersection, pour chaque segment, que le point initial et le point 

final ; d'après cette convention, la droite AI coupera la surface en 

deux points seulement A et I ; la droite AB en trois points A, B, 

K, . . . . Dans ce qui suit, nous supposerons constamment qu'une 

surface fermée est coupée par une droite quelconque de l'espace 

en un nombre fini de points, dont le maximum est nécessairement 

pair et nous appellerons rang de la surface ce nombre maximum. 

Les surfaces que nous étudierons spécialement sont les surfaces 

de second rang. 

Nous admettrons que, sauf en certains points isolés ou le long 

de certaines lignes isolées, la surface étudiée admet un plan tan

gent variable d'un point à l'autre d'une manière continue. Il est 

facile de voir que, si la surface est de second rang, le plan tan

gent en chaque point laissera cette surface tout entière d'un 

même côté. 

Aux points isolés où il n'existe pas de plan tangent, nous 

admettrons qu'il existe une nappe conique tangente ; si le long 

d'une ligne il n'existe pas de plan tangent, nous admettrons qu'en 

chaque point de cette ligne il existe un dièdre tangent. 

Nous dirons qu'une surface, ouverte ou fermée, est multi-

étoilée d'ordre n lorsqu'il sera possible d'imaginer dans l'espace 

n points fixes tels que tout plan tangent à la surface passe par 

l'un d'entre eux, mais lorsqu'en même temps il ne sera pas pos

sible d'assigner moins de n points fixes jouissant de cette pro

priété. 

Une surface uniétoilée se compose nécessairement d'une portion 

de cône et, par suite, est nécessairement ouverte. Gomme exemples 

de surfaces fermées biétoilées, on peut citer le parallélépipède, 

l'octaèdre, le tétraèdre, la surface engendrée par la révolution 

d'un losange autour d'une de ses diagonales, etc. Dans cette der

nière surface, les deux étoiles, c'est-à-dire les deux points fixes 

de la définition, sont les extrémités de la diagonale considérée ; 

dans le parallélépipède et l'octaèdre, les extrémités d'une dia

gonale quelconque ; dans le tétraèdre, un sommet quelconque et 

un point quelconque de la face opposée. 

Les surfaces de deuxième rang non biétoilées possèdent une 

propriété que nous allons démontrer et qui nous sera utile par la 

suite. 



Prenons un point µ sur une semblable surface ; soit m un autre 

point variable de cette surface; soit dS un élément environnant 

le point m ; soit N e la normale à l'élément dS vers l'intérieur de 

la surface S ; soit p la ligne my.. La quantité 

a une valeur donnée par le troisième lemme de Gauss; cette valeur 

est 2TC si la surface S admet au point p. un plan tangent variable 

d'une manière continue ; si les tangentes en ce point forment une 

nappe conique d'ouverture sphérique «, elle a pour valeur a. ; si, 

au point a, elle admet un dièdre tangent dont l'ouverture soil 

elle a encore pour valeur a. On peut donc écrire, dans tous les 

cas possibles, 

Si l'on observe que, pour les surfaces considérées, cos (p ,N e ) 
n'est jamais négatif, on voit que l'on aura aussi 

l'intégration s'étendant seulement à une portion o- de la surface S. 

Si µ et µ' sont deux points quelconques, distincts ou con
fondus, de la surface S, et si celle-ci est divisée en deux portions 
a-, cr', on aura 

Voici maintenant la proposition que nous allons démontrer : 

Si la surface fermée de second rang S n'est pas biétoilée, 

on peut toujours, pour cette surface, assigner une quantité 

positive 8 telle que l'on ait 

quelles que soient les positions des points µ et µ' sur la sur

face S et de quelque manière que la surface S ait été divisée 

en deux segments cr et G-'. 



Supposons d'abord que les deux points µ et µ' aient, sur la 

surface S, une position particulière déterminée. Il peut arriver 

que le point µ soit le sommet de quelque portion de surface 

conique contenue dans S, et qu'il en soit de même pour le point 

µ' Soit S la surface partielle déduite de S en enlevant ces por

tions de surfaces coniques. S ne peut se réduire à rien, car il 

faudrait pour cela, si µ et µ' coïncident, que la surface fût uni-

étoilée, et par suite ouverte ou illimitée; et, s'ils ne coïncident 

pas, qu'elle fût biétoilée, ce qui est contre l'hypothèse. D'ailleurs, 

sur toute l'étendue de S, les quantités cos(p, N e ) , cos(p', N e ) 

sont certainement positives, sauf en certains points isolés ou le 

long de certaines lignes isolées. Cela posé, retranchons de S une 

surface S" telle que la portion restante 2 ' ne se réduise pas à o, et 

qu'en aucun point de S', cos(p, N e ) et cos(p', N e ) ne soient égaux 

à o. Désignons par A la plus petite des valeurs que peuvent 

prendre sur S' les quantités cos(p, N e ) et cos(p', N e ) . Les quan

tités S' et A ne dépendent pas de la manière dont la surface S a 

été divisée en deux portions cr et cr' ; elles peuvent dépendre seu

lement de la position des points p. et p.'. Soient cr,, cr', les parties 

des segments cr, cr' que renferme la surface S". Soit enfin L la 

distance la plus grande de deux points de la surface S. Nous 

aurons évidemment 

inégalités qui donnent certainement 

Cette inégalité est établie en supposant que les deux points p. 

et p/ aient une position donnée sur la surface S. Mais la quantité 

L a une valeur indépendante de la position des deux points p. 

et. p.'. Il est d'ailleurs évident que l'on pourra toujours faire en 

sorte que les deux quantités A et S" ne descendent pas au-dessous 

d'une certaine limite. On pourra donc, quelles que soient les po

sitions des deux points a et p.' et les deux segments cr, cr', en les-



quels on peut décomposer la surface S, assigner une quantité 

positive 8 à laquelle la somme 

ne pourra jamais devenir inférieure. 

Réunissons le résultat que nous venons d'obtenir à celui que 

nous avions précédemment obtenu; posons 

et nous voyons que nous pourrons toujours écrire 

). désignant une constante positive, inférieure à l'unité. 

Ces inégalités posées, nous allons aborder l'exposé d'une mé
thode qui permet de résoudre le problème de Dirichlet pour les 

deux espaces, extérieur et intérieur à une surface fermée, de 

second rang et non biétoilée. 

Cette méthode, nommée Méthode de la moyenne arithmé

tique, a été communiquée par M. Carl Neumann, le 21 avril et le 
31 octobre 1870, à l'Académie des Sciences de Saxe. Depuis, 
M. Carl Neumann ( 1 ) l'a exposée sous forme didactique; cet 
exposé a été également donné par M. Riquier ( 2 ) et par M. Axel 
Harnack ( 3 ) . 

§ 4. — Définition et propriétés de la fonction fondamentale. 

Soit v une fonction variable d'une manière continue aux divers 

points m d'une surface fermée S ; soit N e la normale extérieure à 

celte surface ; soit r la ligne qui va d'un point M de l'espace au 

point m. La méthode de M. Carl Neumann repose sur l'étude 

( 1 ) C A R L NEUMANN, Untersuchungen über das logarithmische und Newton'sche 

Potential. Leipzig, 1877. 

( 2 ) C. RIQUIER, Extension à l'hyperespace de la méthode de M. Carl Neu

mann pour la résolution de problèmes relatifs aux fonctions de variables 

réelles qui vérifient l'équation différentielle AF = 0 . Thèse de doctorat. Paris, 

1886. 

( 3 ) A. H A R N A C K , Die Grundlagen der Theorie des logarithmischen Potentials 

und der eindeutigen Potentialfunktion in der Ebene. Leipzig, 1887. 



d'une fonction des coordonnées du point M, que nous nom

merons la fonction fondamentale, et qui est définie par l'égalité 

Cette fonction est évidemment régulière tant dans l'espace 

extérieur à la surface S que dans l'espace intérieur ; d'ailleurs, 

comme on peut évidemment écrire 

il est facile de voir que l'on a, tant à l'intérieur de la surface S 
qu'à l'extérieur de la surface S, 

AU = o. 

La fonction U est discontinue sur la surface S. 

Prenons d'abord un point Mi intérieur à la surface S ; supposons 

que ce point tende vers un point µ de la surface S où U a la va

leur u(y.), et voyons vers quelle limite tend 

Admettons d'abord qu'au point µ la surface S admette un plan 

tangent variable d'une manière continue. 

La quantité v variant d'une manière continue au voisinage du 

point µ, on peut tracer autour de ce point un domaine D, décou

pant la surface S en deux segments, l'un cr, voisin du point 

l'autre S, de telle manière que, pour tout point Mi du domaine D, 



on ait 

quelque petit que soit e. 

D'ailleurs, le point µ étant à l'intérieur de ce domaine, si l'on 

désigne par p la ligne µm, on aura aussi 

D'autre part, la quantité 

varie évidemment d'une manière continue, même lorsque le point 

M traverse la surface cr. On pourra donc, autour du point p., tracer 

un domaine d, contenu dans D, assez petit pour que, pour tout 

point Mi de ce domaine, on ait 

Observons maintenant que l'on a 

que les lemmes de Gauss donnent (Livre I, Chap. IV, § 1) 

et nous trouverons que, pour tout point M i d u domaine d, on a 

ou, ce qui revient au même, 

( 3 ) 

Si, au point µ, la surface S admettait une nappe conique tan-



gente d'ouverture sphérique a, ou un dièdre tangent dont l'angle 

plan eût pour valeur on trouverait de même 

(3 bis) 

Supposons maintenant que le point M tende vers le point µ en 

restant extérieur à la surface S. Nous aurons, dans le premier cas, 

(4) 

et, dans le second, 

(4 bis) 

Si les deux points Mi-, M e tendent vers un même point de la 
surface S, l'un en restant intérieur à cette surface, l'autre en lui 
restant, extérieur, on a, dans tous les cas, 

( 5 ) 

§ 5. — Définition et propriétés des fonctions subordonnées. 

Soit ù(m) une quantité définie de la manière suivante : 
Si au point m la surface s admet un plan tangent unique va

riable d'une manière continue, on a <\>(m) — o. Si, au contraire, 
le point m est un point singulier, on a à (m) = 2 T C — a , a ayant le 
même sens que dans les formules (3 bis) et (4 bis). 

Posons 

( 6 ) 

et 

( 7 ) 

Cette égalité définit une fonction qui existe en tout point de 
l'espace, et que nous nommerons la fonction subordonnée de la 
fonction U(M) . 

Il est facile de voir, d'après les inégalités (3) et (3 bis), que 
l'on a 

La fonction subordonnée est donc une quantité variable d'une 

manière continue sur la surface S. Aussi la fonction U'(M), dé

finie par l'égalité ( 7 ) , est-elle une fonction de tout point analogue 



à la fonction U(M) définie par l'égalité ( 2 ) . Elle est harmonique 
dans tout l'espace, sauf sur la surface S. Elle est discontinue sur 
cette surface ; si u ' (µ) désigne la valeur qu'elle prend au point µ 
de cette surface, on a 

( 8 ) 
l i m [ U ' ( M i - ) - u ' ( µ ) ] 

l i m [ U ' ( M e ) - u ' ( ( µ ) ] 

De même que l'on a formé la fonction subordonnée U'(M) de la 
fonction U(M), on peut former la fonction subordonnée intérieure 
U"(M) de la fonction U'(M), . . . . On aura alors un moyen régu
lier de former une suite illimitée de fonctions comme l'indique le 
Tableau suivant : 

( I ) 

U ( M ) = S 

U ' ( M ) = S 

U " ( M ) = S 

U " ' ( M ) = S 

I1 est facile de voir, par les égalités (3 bis), (8) et les égalités 

analogues, que l'on peut écrire 

(II) 
lim[U(Mi)] = 2it[v(µ)+ P'(µ)], 

lim[U'(Mi)] = 2it[v'(µ)+P'(µ)], 

l im[U"(M i ) ] = 2[v''+(µ) +V"(µ)], 

D'autre part, d'après les égalités (4 bis), (8) et les égalités 

analogues, on peut écrire 

( II) 

Arrivons maintenant à la proposition fondamentale de toute 

cette théorie ; elle s'énonce ainsi : 

Si G est la plus grande et H la plus petite des valeurs que 



prend v(m) sur la surface S ; si µ et µ sont deux points quel

conques de la surface S, on a toujours 

\ étant le facteur qui figure dans l'inégalité ( 1 ) . 

Soit M la moyenne arithmétique des deux quantités G, H, 

Divisons la surface S en deux régions : l'une cr, dans laquelle 

v(m) a en tout point une valeur égale ou supérieure à M, l'autre 

<J dans laquelle v(m) a en tout point une valeur inférieure à M. 

La définition de v' (µ) nous donne 

On en déduit aisément 

Ces inégalités peuvent encore s'écrire 

Mais on a, d'après le troisième lemme de Gauss, 

et nos égalités deviennent 

ou enfin 

(9 ) 



On peut, pour v ' ( µ ' ) , trouver deux inégalités analogues. On en 
déduira 

ou bien, en vertu de l'inégalité (1), 

ce qui est 1 inégalité annoncée. 

Soient, en particulier. G' la plus grande et H' la plus petite des 

valeurs que prendra v'(m) sur la surface S ; on aura 

Si G, G', G", G'", . . . sont les plus grandes valeurs et H, H', 

H", H'", . . . les plus petites valeurs que prennent les fonctions 

v(m), v'(m), v"(m), v"'(m'), ... sur la surf ace S, on aura 

( IV) 

ce qui entraîne 

( V ) 

Enfin, comme les quantités 

ne peuvent jamais être négatives pour une surface de second rang, 

les inégalités (g) donnent 

et, de même, 

ou, en d'autres termes, 

(VI) 

quel que soit n. 
Des inégalités ( V ) et (VI) on déduit immédiatement le ré

sultat que voici : 



Il existe une constante C telle que l'on ait 

(VII) 

quel que soit n. 

§ 6. — Solution du problème de Diriehlet pour l'espace intérieur 

à une surface de second rang non biétoilée. 

Ces préliminaires établis, considérons la série 

(10) [v(m) — v'(m)] - + [ v ' ( m ) — v"(m)] + [_v"(m) ] + . . . 

dont le terme de rang ( n + 1 ) est 

T(n+1) = v(n)(m) — v(n+1) (m). 

Il est facile de voir, par l'inégalité (VII), que l'on a 

en sorte que cette série (10) est uniformément convergente. 

Il est facile d'en trouver la somme ; la somme des n premiers 

termes de cette série est en effet 

v(m) — v ( n )(m), 

et, lorsque n croît au delà de toute limite, cette quantité tend vers 

v(m) - C . 

Il est d'ailleurs facile de voir que si, dans la série (10), on 

groupe les termes deux par deux, on obtient une nouvelle série 

qui converge uniformément et a même somme que la série (10) . 

La série 

10 bis) 
[v (m) — v' (m)]+ [ P ' (m) — v" (m)] 

[v"(m) — v"'(m)] + [v"'(m) — v I V ( m ) ] 

converge donc uniformément et a pour somme 

v(m) — C . 

Considérons maintenant la série 

(11) [U (M i) - U'(M i)] + [ U"(Mi) - U'"(M)] + [ U " ( M i ) - U v ( M i ) ] + . . . 

Chacun de ses termes est une fonction harmonique à l'intérieur 

de la surface S. Lorsque le point Mi tend vers un point de la sur-



face S, chacun des termes de la série ( I I ) tend, d'après les éga
lités (II), vers le terme correspondant de la série (10 bis). Ainsi 
d'après le théorème de M. Vito Volterra, cette série ( I I ) repré
sente une fonction harmonique à l'intérieur de la surface S pre
nant la valeur [v(m)— C] sur la surface S, et tendant d'une 
manière continue vers cette valeur lorsque le point Mi tend vers 
le point M. 

Si donc on veut former une fonction harmonique à l'inté

rieur de la surface S, continue jusqu'à la surface S et prenant 

en tout point m de cette suif ace une valeur donnée v(m), on 

formera les fonctions v' (m), v" (m), ..., U, U', U", . . ., d'après 

les règles indiquées au tableau ( I ) ; on cherchera la constante 

C, limite des valeurs des quantités v(m), v'(m), v"(/n), ...et 

la fonction cherchée sera donnée par la série 

Le problème de Dirichlet est ainsi résolu pour l'espace intérieur 
à toute surface de second rang non biétoilée. 

§ 7 . — Solution du problème de Dirichlet pour l'espace extérieur 
à une surface de second rang non biétoilée. 

On peut aussi résoudre le problème de Dirichlet pour l'espace 
extérieur à une surface de second rang non biétoilée ; mais la 
solution présente quelques complications qui ne s'offraient pas 
dans le problème précédent. 

Soit w(m) l'ensemble des valeurs données sur la surface S. 
Plaçons à l'intérieur de cette surface, en un point arbitrairement 
choisi, une charge électrique k. Au point m de la surface S, 
la fonction potentielle de cette charge prend la valeur q(m). Po
sons 

v(m) = w(m) -+- q(m), 

et formons la fonction U et les fonctions subordonnées comme 

l'indique le tableau ( I ) . 

La fonction v(m) est la somme d'une fonction w(m), indépen

dante de k, et d'une fonction q(m), proportionnelle à k ; elle 

est donc fonction linéaire de k. On verra sans peine qu ' il en 



est de même des fonctions v'(m), v"(m), en sorte que ces 

fonctions ont pour limite, L + Pk, L et P étant deux constantes. 

Considérons maintenant la série 

Chacun de ses termes est une fonction harmonique à l'extérieur 
de la surface S, se comportant à l'infini comme une fonction po
tentielle, et, d'après les égalités (III), lorsque le point Me tend 
vers le point m de la surface S, chacun de ces termes tend d'une 
manière continue vers le terme correspondant de la série ( 1 0 ) . 

Par conséquent, la série considérée représente une fonction 
harmonique dans tout l'espace extérieur à la surface S, se com
portant à l'infini comme une fonction potentielle, prenant sur la 
surface S la valeur 

v(m) — C = w (m) + q ( m ) — L — P k 

et tendant d'une manière continue vers cette valeur lorsque Je 

point Me tend vers le point m. 

Ce résultat nous conduit sans aucune peine à la règle sui

vante : 

Si l'on veut former une fonction harmonique à l'extérieur 

de la surface S, se comportant à l'infini comme une fonction 

potentielle, continue jusqu'à la surface S et prenant en tout 

point m de cette surface une valeur donnée w ( m ) , on opérera 

ainsi : 

En un point O arbitrairement choisi à l'intérieur de la sur

face S, on placera une charge K dont la fonction potentielle 

prendra au point m la valeur q(m). Posant 

v(m) = w ( m ) + ( m ) . 

on formera le tableau ( I ) . 

Les fonctions v'{m), v" [m), ... tendront vers une limite de 

la forme 

L + P K , 

L et P étant deux constantes. 
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Dans les fonctions U, U', U", on remplacera K. par la 

valeur — ^- Si l'on désigne par R la distance du point Me 

au point O, et si l'on forme la fonction 

elle résoudra le problème posé. 

On voit donc que la méthode de M. Carl Neumann permet, 
étant donnée une surface de second rang non biétoilée, de résoudre 
effectivement le problème de Dirichlet tant pour l'espace intérieur 
à cette surface que pour l'espace qui lui est extérieur. Il s'en faut 
bien que l'on ait ainsi la solution du problème de Dirichlet pour 
tous les cas possibles ; mais, du moins, en obtient-on la solution 
pour un cas infiniment plus étendu que tous ceux où l'on avait 
pu la donner jusqu'ici. 



CHAPITRE X. 

LA DISTRIBUTION N A T U R E L L E . 

§ 1. — Comment la solution du problème de Dirichlet pour tous les 
corps peut se ramener à la recherche de la distribution naturelle 
sur tous les corps. 

Si l'on sait résoudre le problème de Dirichlet pour l'espace 
intérieur à une certaine surface, on sait aussi le résoudre pour 
l'espace extérieur à la surface en laquelle la première se trans
forme par inversion. Si donc on sait, pour tous les corps, ré
soudre le problème intérieur de Lejeune-Dirichlet, on sait aussi, 
pour tous les corps, résoudre le problème extérieur de Lejeune-
Dirichlet. On peut se proposer seulement de résoudre le premier 
problème. 

On sait résoudre le problème de Lejeune-Dirichlet pour l'es
pace intérieur à une certaine surface S, si l'on sait trouver la 
fonction de Green relative à cette surface S et à un pôle quel
conque P intérieur à cette surface S. 

Trouver la fonction de Green pour la surface S et le pôle P se 
ramène à trouver une fonction T(x, y, z), harmonique à l'intérieur 

de la surface S et devenant égale à ( en tout point M de 

M P 

la surface S. 
Transformons la surface S par inversion en plaçant le pôle de 

transformation au point P et en prenant l'unité pour coefficient 

de transformation. Soit S' la transformée de la surface S. Suppo

sons que nous sachions trouver la fonction y(x', y', z'), qui est 

harmonique dans l'espace extérieur à la surface S', égale à l'unité 

sur la surface S' et, à l'infini, égale à zéro à la manière d'une fonc

tion potentielle. Si l'on transforme de nouveau par inversion la 

surface S' en la surface S, la fonction y (x ' , y ' , z') se transforme en 

une fonction g(x,y, z). Si l'on désigne par r la distance du point 



(x,y, z) au point P, la fonction 

sera harmonique en tout point intérieur à la surface S et prendra 

la valeur en tout point de cette surface. Ce sera donc la 

fonction cherchée T(x,y, z). 

On saura donc trouver la fonction T(x,y,z) pour l'espace 
intérieur à toute surface et pour toute position du pôle en cet 
espace, si l'on sait trouver, pour toute surface, la fonction 
y (x,y, z) qui est harmonique dans tout l'espace extérieur à cette 
surface, qui prend la valeur I sur la surface, et devient, à l'infini, 
égale à zéro comme une fonction potentielle. 

C e t t e fonction y(x,y, z) est la fonction potentielle d'une cer
taine quantité d'électricité distribuée en équilibre sur le conduc
teur soustrait à toute influence. La quantité d'électricité qui admet, 
pour fonction potentielle la fonction y (x,y, z) est la quantité 
0 

C étant la capacité du condensateur et e la constante des lois de 

Coulomb. 

Supposons que nous sachions déterminer la distribution d'équi
libre qu'affecte, sur le conducteur soustrait à toute influence, une 
charge électrique égale à l'unité. Nous pourrons alors calculer la 
fonction potentielle u(x, y, z) de cette distribution. Cette fonction 
prend, en tout point de la surface du conducteur, une même va
leur A. Nous aurons 

et 

Nous nommerons distribution naturelle sur un conducteur la 

distribution qu'affecte une charge égale à l'unité à la surface de ce 

conducteur soustrait à toute influence, et nous pourrons énoncer 

ce théorème : 

On sait résoudre le problème de Lejeune-Dirichlet pour 

l'espace tant intérieur qu'extérieur à une surface quelconque, 

si l'on sait déterminer la distribution naturelle sur tout con

ducteur. 



§ 2. — Méthode de M. G. Robin pour déterminer la distribution 
naturelle sur un conducteur. 

Toute méthode propre à résoudre en général le problème de 

Lejeune-Dirichlet est évidemment propre à déterminer en parti

culier la distribution naturelle sur un conducteur; mais là re

cherche de la distribution naturelle donne prise à certaines mé

thodes qui ne peuvent s'étendre à la résolution du problème de 

Lejeune-Dirichlet en général. 

De ce nombre est l'élégante méthode indiquée par M . G . Robin 

pour déterminer la distribution naturelle à la surface de tout corps 

limité par une surface de second rang. 

Le point de départ des recherches de M . G . Robin est la consi

dération d'une équation fonctionnelle remarquable à laquelle 

satisfait la densité électrique en tout point d'un conducteur en 

équilibre. 

Soient 

T ( M ) la densité électrique en un point M de la surface S d'un con

ducteur électrisé ; 

Ne la normale à la surface S, au point M , vers l'extérieur du 

conducteur ; 

la composante suivant N e de l'action électrostatique au 

point M . 

On sait que l'on a (p. 88) 

Soient 

dS un élément de la surface S ; 

P un point de l'élément dS ; 

P' un point électrisé qui agit sur le conducteur ; 

q' ( la charge électrique que porte ce point. 

Nous aurons 

La fonction ff(M) vérifie donc l'équation fonctionnelle 

(I) 



Réciproquement, si la densité o (M) vérifie cette égalité, une 
couche électrique qui a pour densité ff(M) en tout point M de la 
surface S met en équilibre le conducteur qui est limité par la sur
face S et qui est soumis à l'action des points électrisés P 1 . 

Soit, en effet, FNi la composante suivant la normale à la sur
face S, vers l'intérieur du conducteur, de l'action électrostatique en 
un point intérieur à la surface S et infiniment voisin du point M. 

Nous aurons [Livre I, Ch. VII, égalité (7)] 

Mais l'égalité ( I ) donne 

Elle entraîne donc 

Fni=0 

ou bien, en désignant par V la fonction potentielle, 

La fonction V est alors constante à l'intérieur du conducteur 

limité par la surface S et ce conducteur est en équilibre. L'équa

tion fonctionnelle (I) détermine donc toute distribution d'équi

libre sur la surface S. 

M. G. Robin ( 1 ) a fait de fort belles applications de l'équation ( I). 

Citons-en seulement une à titre d'exemple : 

Une sphère de rayon R est maintenue à un niveau potentiel 

A, en présence d'un point électrisé P 1 , portant une charge q1 

et dont la distance au centre de la sphère est D,. Quelle est 

la distribution électrique sur cette sphère ? 

Nous aurons 

(1) G . ROBIN, Sur la distribution de L'électricité à la surface des conduc

teurs fermés et des conducteurs ouverts (Annales de l'École Normale supé

rieure, 3° série, t. III. Supplément; 1886). 



L'égalité ( I ) devient donc 

Mais on a 

et, par conséquent, 

résultat auquel Sir W . Thomson ( 1 ) était arrivé par des méthodes 

géométriques très élégantes, mais détournées. 

Dans le cas où aucune influence ne s'exerce sur le conducteur 

limité par la surface S, l'égalité ( 1 ) se réduit à 

(2 ) 

C'est sur la considération de cette égalité que repose la méthode 

donnée par M. G. Robin ( 2 ) pour déterminer la distribution natu

relle de l'électricité sur un conducteur limité par une surface de 

second rang. 

Prenons une fonction f(M) assujettie seulement à être uniforme, 

à demeurer finie, et à varier toujours d'une manière continue sur 

la surface S. Supposons en outre que cette fonction ait le même 

signe en tout point de la surface S. 

Formons les fonctions 

(3) 

Les fonctions f (M), f1 (M), f 2 ( M ) , . . . forment une suite illi-

(1) Sir W . THOMSON, Geometrical investigations with reference to the dis

tribution of electricity on spherical conductor ( Cambridge and Dublin 

Mathematical Journal, 1848, 1849, 185o ; Papers on electrosfatics, art. 89) . 

(2) G. ROBIN, Distribution de l'Electricité sur une surface fermée convexe 

(Comptes rendus, t. C I V , p. 1834; 1887). 



mitée. Nous allons prouver que, lorsque n croît au delà de toute 

limite, la fonction fn(M) tend vers une limite qui a pour valeur 

K e ( M ) , e (M) étant la densité superficielle au point M dans la 

distribution naturelle. 

Ecrivons en effet la première des égalités (3) sous la forme 

(4 ) 

Soit G la limite supérieure des valeurs prises, sur la surface S, 

par le rapport Soit H la limite inférieure des mêmes valeurs. 

Posons 

Divisons la surface S en deux parties : l'une, a , en tout point P 

de laquelle on ait 

l'autre, cr', en tout point P de laquelle on ait 

La surface étant de second rang, cos(PM, Ne) n'est jamais né

gatif; e(P) est positif en tout point (Chap. IV, théorème I ) . L'éga 

lité (4) permet donc d'écrire 

ou bien, d'après la définition de µ, 

( 5 ) 



Mais, d'après l'égalité (2 ) , on doit avoir 

Si l'on pose 

( 6 ) 

les deux quantités 9 et 8' seront positives ; leur somme sera égale 

à I et, par conséquent, chacune d'elles sera inférieure à l'unité. 

L'introduction de ces relations permet d'écrire les égalités (5) 

sous la forme suivante : 

Soit 0 ' la valeur de 8' qui correspond à la plus grande valeur G1 

que le rapport prenne sur la surface S. Soit, 0 la valeur de 8 

qui correspond à la plus petite valeur H, que le rapport 

prenne sur la surface S. La seconde de ces quantités 0 et 0 ' ne peut 

être égale à zéro, même si f1 (M) est égal à e(M) en tout point 

de la. surface S ; chacune d'elles est inférieure à l'unité. Nous 

aurons, en vertu des inégalités précédentes, 

et, par conséquent, 

En raisonnant de même sur les autres égalités (3 ) , nous trou-



verons 

Chacune des quantités &n, Q'n est positive et inférieure à 1 ; 
la quantité 6n ne peut tendre vers zéro. Le rapport 

est donc positif et admet une limite supérieure \ inférieure à 

l'unité, en sorte que l'on a 

et, par conséquent, 

De là on conclut que le rapport tend vers une limite K 

indépendante de la position du point M sur la surface S, et que, 

par conséquent, 

l i m [ f n ( M ) ] n = . = K e ( M ) . 

Cette valeur K est d'ailleurs forcément différente de zéro si, 

comme nous l'avons supposé, la fonction f(M) a même signe en 

tout point de la surface S. 

La constante K se détermine aisément. Si l'on remarque que 

S e ( M ) d S =I 

on voit que l'on a 

et, par conséquent, 

formule qui détermine la distribution naturelle sur la surface S. 



M. Poincaré ( 1 ) a donné une autre méthode qui permet de 

déterminer la distribution naturelle sur une surface fermée, 

convexe ou non convexe, ne présentant pas d'autres singularités 

qu'un nombre limité de points coniques. 

( 1 ) H . P O I N C A R É , Sur le problème de la distribution électrique (Comptes 

rendus, t. CIV, p. 44 ; 1887) ; Sur les équations aux dérivées partielles de la 

Physique mathématique (American Journal of Mathematics, t. X I I , p. 211; 

1890) . 



CHAPITRE XI 
LE PROCÉDÉ A L T E R N É . 

§ 1. — Extension du problème de Lejeune-Dirichlet. 

Dans l'étude du problème de Lejeune-Dirichlet, nous avons 
supposé jusqu'ici qu'en tout point m de la surface S les valeurs 
données v(m) étaient finies et variaient d'une manière continue 
d'un point à l'autre de la surface S. Cette supposition nous était 
dictée par la manière même dont le problème de Lejeune-Diri
chlet s'introduit dans l'élude de la distribution électrique. Mais, 
pour l'étude d'une méthode qui sera exposée au paragraphe sui
vant, il nous est nécessaire d'étendre l'énoncé du problème de 
Dirichlet en admettant la possibilité de certaines discontinuités 
pour les valeurs données v(m). 

Nous admettrons donc que, sur la surface S, on puisse tracer 
une ligne L ne passant pas deux fois par le même point, et pos
sédant les propriétés suivantes : 

La fonction v(m) est continue en tout point de la surface S, 
sauf aux points de la ligne L. 

Soit µ un point de la ligne L. Si le point m tend vers le point µ 
en restant d'un côté déterminé de la ligne L, la fonction v(m) 
tend vers une limite parfaitement déterminée Si le point m 

tend vers le point u. en restant de l'autre côté de la ligne L, la 
fonction v(m) tend vers une limite parfaitement déterminée, mais 
différente de la précédente, v2(µ). 

On ne suppose pas que l'on ait donné de valeurs à la fonction 
v(m) aux divers points de la ligne L. On suppose seulement que 
ces valeurs doivent être finies (1 ) . 

11 est facile de voir que, dans ces conditions, la démonstration 

(1) Cette restriction est essentielle. Si la fonction v(m) n'est pas assujettie à 

être finie le long des lignes de discontinuité, le problème proposé peut admettre 

une infinité de solutions, comme M. Painlevé l'a démontré pour le problème 

analogue relatif aux fonctions de deux variables [ P A U L P A I N L E V É , Sur les lignes 

singulières des fonctions analytiques (Annales de la Faculté des Sciences de 

Toulouse, t. II. p. B.22; 1888 )] 



par laquelle on a prouvé, au Chapitre V, que le problème de Diri

chlet ne pouvait admettre plus d'une solution demeure entière

ment valable. 

Mais une circonstance se présente sur laquelle il est nécessaire 

d'appeler l'attention. 

Prenons tout d'abord un point m au voisinage duquel les valeurs 

de v(m) n'éprouvent aucune discontinuité. Soit Mi un point inté

rieur à la surface S. Soit V ( M i ) une fonction qui résout pour cet 

espace le problème de Dirichlet. On peut toujours, autour du 

point m tracer un domaine D, compris à l'intérieur de la surface S, 

et assez petit pour (pie, pour tout point Mi de ce domaine, on ait 

e étant une quantité positive donnée d'avance. 

Soit, en effet, s la partie de la surface S qui forme la limite du 

domaine D (fig. 42) avec une surface o- comprise à l'intérieur de 

l'espace considéré. La fonction V ( M ) est continue sur la surface o-

et sur la surface s. 11 en est de même de la fonction 

U ( M ) = V ( M ) — v(m), 

puisque v(m) ne varie pas avec le point M. On peut donc prendre 

cette surface ( S + 0 ) assez petite pour que, pour tout point M de 

cette surface, on ait 
| U ( M ) | < S . 

Alors, comme la fonction U(M i ) , harmonique à l'intérieur du 

domaine D, prend sa valeur absolue maxima en un point de la 

surface (s + cr) qui limite le domaine D, on voit que l'on aura, 

comme nous l'avions annoncé, 

| U ( M i ) | < s, 

pour tout point du domaine D. 

Ainsi, lorsque la fonction v(m) est continue sur la surface S 



au voisinage du point m, la fonction V ( M i ) qui résout le pro

blème de Dirichlet pour l'espace intérieur à la surface S, et la 

fonction W ( M e ) qui résout le même problème pour l'espace ex

térieur à la surface S, tendent l'une et l'autre uniformément 

vers v(m) si le point Mi et le point M e tendent vers le point m. 

La démonstration sur laquelle repose cette proposition ne se peut 

plus répéter si le point m se trouve coïncider avec un point µ de la 

ligne L le long de laquelle les valeurs de v(m) sont discontinues. 

Dans ce cas, il peut arriver que, le point Mi tendant vers le 

point µ la fonction V ( M i ) qui résout le problème de Dirichlet 

pour l'espace intérieur à la surface S, ne tende plus d'une ma

nière uniforme vers aucune limite ; il peut arriver que la limite 

vers laquelle tendent les valeurs de V ( M i ) dépende du chemin 

suivi par le point Mi pour venir rejoindre le point m. 

§ 2. — Extension de la méthode de la moyenne arithmétique. 

La méthode de la moyenne arithmétique, créée par M. Carl 

Neumann pour résoudre le problème de Lejeune-Dirichlet, peut-

elle s'étendre au cas où les valeurs données v(m) présentent, sur 

la surface S, des discontinuités du genre de celles que nous 

venons de définir? 

Cette question a été complètement examinée, pour le cas de 

deux variables, par M. Axel Harnack (1) qui y a répondu affirma

tivement. Les raisonnements de M, Axel Harnack ne peuvent 

s'étendre au cas de trois variables que moyennant certaines res

trictions, qui ne permettent pas de laisser à la conclusion son 

entière généralité. 

Voici dans quelles conditions les raisonnements de M. Axel 

Harnack se laissent étendre au problème de Lejeune-Dirichlet dans 

l'espace : 

La ligne L, le long de laquelle les valeurs de v(m) sont 

discontinues, est tout entière tracée dans une région en tout 

point de laquelle la surface S admet un plan tangent unique 

variable d'une manière continue; ou bien encore, en tout 

point de la, ligne L, la surface S admet deux plans tangents 

( 1 ) A X E L H A R N A C K , Die Grundlagen der Theorie des logarilhmischen Poten

tinles, . . . , p. 96. Leipzig, 1887. 



distincts ; mais la ligne L ne coupe jamais une arête de la 

surface S, ou ne passe jamais par un point conique de cette 

surface. De plus, la ligne L admet en chaque point une tan

gente unique, variable d'une manière continue. 

Moyennant ces conditions, la surface S étant en outre sup

posée une surface de second rang non biétoilée, la méthode de la 

moyenne arithmétique permet de résoudre le problème de Dirichlet 

tant pour l'espace extérieur à la surface S que pour l'espace intérieur. 

La solution ainsi trouvée possède une propriété qu'il est utile 

d'indiquer. 

Soit, par exemple, V ( M i ) la fonction ainsi trouvée qui résout le 

problème de Dirichlet pour l'espace intérieur à la surface S. 

Supposons que le point Mi tende vers un point m de la surface S 

où la fonction v(m ) est continue; V (Mi) tend alors d'une manière 

uniforme vers v(m), conformément à ce que nous avons dit au 

paragraphe précédent. 

Supposons, au contraire, que le point Mi tende vers un point µ 

de la ligne de discontinuité L (fig. 43) ; soient v 1 (µ ) , v2(µ) les 

deux valeurs limites vers lesquelles tend v(m) selon que le point m 

tend vers µ en demeurant d'un côté ou de l'autre de la ligne L. 

La surface S peut admettre au point µ deux plans tangents : l'un, 

P 1 , à la région de la surface à laquelle correspond la limite v1 (µ ) ; 

l'autre, P 2 , à la région de la surface à laquelle correspond la limite 

Ces deux plans font entre eux un angle a qui se réduit à 

•K si la surface admet au point µ un seul plan tangent. 

Soit µT la tangente en µ à la ligne L. Soit µ0 la tangente en µ à 

la ligne u.Mi par laquelle le point Mi vient en µ. Les deux lignes 

µT, forment un plan II. Le plan 13 forme avec le plan P, un 

angle a, et avec le plan P 2 un angle o 2 . 



On a 

(1 ) 

Ainsi, la valeur limite vers laquelle tend la fonction V (M i ) dépend 

des angles a 1, a 2, et, par conséquent, du chemin suivi par le 

point Mi pour venir au point p.. Gela est d'accord avec ce que 

nous avons dit au précédent paragraphe. 

La solution du problème extérieur de Lejeune-Dirichlet donne 

lieu à des remarques analogues. 

§ 3. — Le procédé alterné; formation de la solution. 

Imaginons deux surfaces fermées S et S' qui se rencontrent 

(fig. 44). 

Ces deux surfaces sont supposées se couper suivant une ligne 

LL'L", de telle sorte que la surface S comprend une aire S 4 exté

rieure à S' et une aire S2 intérieure à S'; que la surface S' com

prend une aire S 2 extérieure à S et une aire S.v intérieure à S. 

Les deux surfaces S, S' n'ont aucun point de contact; elles se 

rencontrent toujours sous un certain angle le long de la ligne 

LL'L". 

La ligne LL'L" vérifie aussi bien sur la surface S que sur la 

surface S' les restrictions imposées au paragraphe précédent à la 

ligne de discontinuité des valeurs de 

Cela posé, imaginons que l'on ait une méthode pour résoudre le 

problème de Dirichlet à l'intérieur de la surface S, même dans le 

cas où les valeurs données sur cette surface seraient discontinues 

le long de la ligne LL'L"; que la solution ainsi trouvée possède, 

en tous les points de la ligne LL'L", la propriété exprimée par 



l'égalité (I). La méthode de la moyenne arithmétique satisfera à 

toutes ces conditions si la surface S est de second rang et non 

biétoilée. 

Faisons une hypothèse analogue pour la surface S'. 

Ces hypothèses admises, nous allons voir qu'il est possible de 

résoudre le problème de Lejeune-Dirichlet pour l'espace compris 

entre les surfaces S, et S 2 . 

La méthode qui conduit à ce résultat important a été décou

verte en même temps par M. Schwarz ( 1 ) et par M. Carl Neu

mann ( 2 ) . M. Carl Neumann ( 3 ) et M. Axel Harnack ( 4 ) en ont 

donné des exposés didactiques. M. Schwarz a donné à cette mé

thode le nom de procédé alterné. 

Soient E l'espace compris entre les surfaces S 1 , S 4 ; E' l'espace 

compris entre les surfaces S 2 , S 3 ; e l'espace compris entre les 

surfaces S 1 , S 2 . 

On se propose de trouver une fonction V ( M i ) , harmonique dans 

tout l'espace (E + E'+ e) et prenant sur les surfaces S 1 , S 2 , qui 

limitent cet espace, des valeurs données v(m), variant d'un point 

à l'autre d'une manière continue. 

Soit G la plus grande des valeurs de v(m) et soit K la plus 

petite. 

Ces conventions posées, formons une fonction U, (x, y, z), har

monique à l'intérieur de l'espace ( E + e ) , prenant sur la surface S, 

les valeurs données v(m) et sur la surface S 3 la valeur constante K. 

Cette fonction prend sur la surface S4, des valeurs que nous 

désignerons par u1". 

Formons ensuite une fonction U2(x,y,z), harmonique à l'in

térieur de l'espace ( E ' + e ) , prenant sur la surface S 2 les valeurs 

données v(m) et sur la surface S., les valeurs 

Cette fonction prend; sur la surface S 3 , des valeurs que nous 

désignerons par u2". 

( 1 ) S C H W A R Z , Programm der Polyteknikum-Schule in Zurich; 1869-70. 

( 2 ) C . N E U M A N N , Berichte über die Verhandlungen der K. Sàchsischen 

Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig ; 21 avril et 31 octobre 1870. 

( 3 ) C . NEUMANN, Untersuchungen über das logarithmische und Newton'sche 

Potential. Leipzig, 1877. 

( 4 ) A X E L H A R N A C K , Die Grundlagen der Theorie des logarithmischen Poten

tiates, . . . . Leipzig, 1SS7. 
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Formons de nouveau une fonction U3(x,y,z), harmonique 
dans l'espace ( E + e ) , prenant sur la surface Si les valeurs don
nées v (m) et sur la surface S 3 les valeurs u2". 

Cette fonction prend, sur la surface S4, des valeurs que nous 
désignerons par u3

IV. 
En continuant de la sorte, nous formerons successivement les 

fonctions contenues dans les deux Tableaux que voici : 

I. — F O N C T I O N S HARMONIQUES DANS ( E + e ) . 

Valeurs sur 

Fonctions. S 1 . S 2 . S 4 . 

U 1 ( x , y , z) v(m) K u1

IV 

U3(x,y,z) v(m) u2

m u2IV 

U 5 ( x , y , z ) v(m) u3

m u3IV 

II . — F O N C T I O N S H A R M O N I Q U E S D A N S ( E + e ) . 

Valeurs sur 

Fonctions S2. S 4 . S 5 . 

U2(X, y, z) v(m) u1

IV u2

m 

U4(x,y,z) v(m) u3IV u4m 

U6(x,y,z) v(m) u5IV u6m 

On voit que l'on doit former alternativement une fonction du 
premier Tableau, puis une fonction du second, ce qui justifie le 
nom de procédé alterné donné par M. Schwarz à cette méthode. 

Nous allons voir que la solution cherchée s'obtient en prenant, 
en tout point Mi de l'espace E, 

(2 ) V ( M i ) = U 1 ( M i ) + [ U 3 ( M i ) - U 4 ( M i ) ] + [ U 5 ( M i ) - U 3 ( M i ) ] +... 

en tout point Mi de l'espace E', 

( 3 ) V ( M i ) = U 2 ( M i ) + [ U 4 ( M i ) - U 2 ( M i ) ] + [ U 6 ( M i ) - U 4 ( M i ) ] +... 

enfin en prenant arbitrairement, en tout point de l'espace e, l'une 
ou l'autre de ces deux expressions. 



§ -4. — Démonstration du théorème qui vient d'être énoncé. 

Pour démontrer que la méthode précédente fournit bien la so

lution du problème de Lejeune-Dirichlet pour l'espace (E + E ' + e ) , 

il suffit évidemment de démontrer les propositions suivantes : 

I° La série donnée par l'égalité (2) est convergente et repré

sente une fonction harmonique dans tout l'espace (E + e). 

2° La série donnée par l'égalité ( 3 ) est convergente et repré

sente une fonction harmonique dans tout l'espace (E+ e). 

3 ° Ces deux fonctions harmoniques sont identiques dans tout 

l'espace e. 

4° Lorsque le point Mi tend vers un point m de la surface S 1 , la 

fonction V ( M i ) , définie par l'égalité ( 2 ) , tend uniformément vers 

v(m). 

5 ° Lorsque le point Mi tend vers un point m de la surface S 2 , 

la fonction V ( M i ) , définie par l'égalité ( 3 ) , tend uniformément 

vers v(m). 

Le fait que la série donnée par l'égalité (2) est convergente dans 

l'espace ( E + e ) et y représente une fonction harmonique peut se 

déduire du théorème de M. Axel Harnack, démontré au § 2 du 

Chapitre IX. 

La fonction U, (x, y, z) prend sur la surface S, les valeurs 

v(m), qui sont toutes comprises entre G et K, et sur la surface S 3 

la valeur K. 

La valeur de U, (x , y, z) en tout point de l'espace (E + e) est 

donc comprise entre G et K. Il en est ainsi en particulier des va

leurs désignées par u1

IV. 

La fonction U 2 ( x , y , z ) a, dans tout l'espace ( E + e ) , des va

leurs comprises entre G et la plus petite valeur de v(m) ou de u1

IV. 

Il en est ainsi en particulier des valeurs u"'2 qu'elle prend sur la 

surface S 3 . 

Il en résulte que la différence [U2(x,y,z) — U1 (x,y, z)] ne 

peut avoir de valeurs négatives en aucun point du domaine e ; en 

effet, sur la surface S 4 , cette différence a une valeur égale à o ; sur 

la surface S 3 , elle a pour valeur u"'2 — K, et nous venons de voir 

que u"'2 ne pouvait être inférieur à la plus petite des valeurs de 

v(m) ou de u1

IVqui, elle-même, ne peut être inférieure à K. 

La fonction u 3 ( x , y , z) a, dans tout l'espace (E + e) des va-



leurs comprises entre G et la plus petite des valeurs de v(m) ou 

de u2"'. Nous venons de voir que la plus petite des valeurs de u"'2 ne 

peut être inférieure à K. Donc U3(x,y, z) est compris, dans tout 

l'espace (E + e), entre G et K. 

La différence [U3(x,y,z)— U1 (z, y, z)] ne peut en aucun 

point de l'espace (E -+- e) avoir de valeurs négatives ; en effet, sur 

la surface S 1 , cette différence prend la valeur o et, sur la surface S3 

la valeur u2"' — K qui, nous l'avons vu, ne peut être négative. 

En continuant de la sorte, nous arriverons au résultat suivant : 

I° Aucune des fonctions 

U 1(x,y,z), U 3 ( x , y , s ) , u 3 ( x , y , z ) 

ne peut, en aucun point de l'espace ( E + e ) , surpasser G ; 

2° Aucune des différences 

[U3(x,y,z) — U 1 ( x , y , z ) ] , [U5(x,y, z) - U3(x,y, z)}, ... 

ne peut, en aucun point de l'espace (E + e ) , prendre une valeur 
négative. 

De là on conclut que les fonctions 

U1(x,y,z), U 2(x,y,z), U 3(x.y , Z ) , . . . 

tendent vers une limite supérieure V ( x , y , z), en sorte que l'on 
peut écrire 

V(x,y, z)- U 1 ( x , y , z ) = [ U 3 (x, y, z) - U1(x,y, z)] 

+ [ U 5 ( x , y , z ) - u 3 ( x , y , z ) ] + .... 

La série qui forme le second membre converge en chaque point 
de l'espace ( E + e ) ; aucun de ses termes n'éprouve de change
ment de signe lorsque le point (x,y, z) se déplace dans l'espace 
( E + e ) ; il n'y a jamais de changement de signe lorsqu'on passe 
d'un terme au suivant ; chacun de ces termes est harmonique dans 
l'espace (E + e) . La série converge donc uniformément et repré
sente une fonction harmonique dans tout l'espace ( E + e). 

On prouve ainsi que l'égalité (2) définit une fonction harmo
nique dans tout l'espace (E + e). 

On prouverait de même que la série (3) définit une fonction 
harmonique dans tout l'espace ( E ' + e). 

Cherchons maintenant quelles valeurs prend la fonction V ( M i ) 
définie par l'égalité (2) sur les surfaces S1 et S 3 . 



Nous ne pouvons, pour trouver ces valeurs, employer le théo

rème de M. Vito Volterra, car les valeurs que prennent à la sur

face chacun des termes de la série (2) sont discontinues le long de 

la ligne LL'L"; il faut donc raisonner directement. Nous n'expo-

serons pas ici la suite un peu longue de ce raisonnement Elle 

conduit à ce résultat que la valeur prise en un point quelconque m 

des surfaces S1 et S 3 par la fonction V ( M i ) que définit la série (2) 
est représentée par la série que l'on obtient en remplaçant chacun 

des termes de la série (2) par la limite vers laquelle il tend lorsque 

le point Mi tend vers le point m. 

Il suit immédiatement de là que, si le point Mi tend vers un 

point m de la surface S1 qui ne fasse pas partie de la ligne LL'L", 

la fonction V ( M i ) tend vers v(m). 

On peut démontrer aisément qu'il en est encore ainsi lorsque le 

point Mi tend vers un point m de la ligne LL'L" ( 2 ) . 

Des considérations analogues s'appliquent à la fonction définie 

par l'égalité (3 ) . 
Il nous reste à démontrer que les deux fonctions définies par les 

égalités (2) et ( 3 ) sont identiques dans l'espace e; et, pour cela, 

comme ces deux fonctions sont harmoniques dans l'espace e, il 

nous suffit de prouver qu'elles prennent des valeurs identiques en 

tout point des surfaces S 3 , S4 qui limitent l'espace e. 

Considérons, par exemple, la surface S 3 . 

D'après ce qui vient d'être démontré, la valeur en un point de 

la surface S 3 de la fonction définie par l'égalité (2) est représentée 

par la série 
K + ( u3"' — K) + ( u"'3 — u"'3 ) + . . . 

qui peut s'écrire, en vertu des égalités 

u"'3 = u4'", u'"3 = u"'4, . . . , 

qui résultent de l'inspection du Tableau I, 

K + (u"'3 — K) + (U"'3 — u"'2)+... . 

D'autre part, au même point, la fonction représentée par l'éga-

( 1 ) On la trouvera dans A X E L H A R N A C K , Die Grundlagen der Theorie des 

logarithmischen Potentiales, p. 103 et p. III. Leipzig, 1887. 

(2) Ibid., p. 1 1 2 . Leipzig, 1887. 



lité (3) prend la valeur 

u'"2 + ( u"'4 — u"'2)+..., 

qui est évidemment identique à la précédente. 

Ainsi se trouve complètement justifiée la méthode définie au 

paragraphe précédent. 

§ 5. — Applications successives de la méthode alternée. 

On conçoit aisément l'importance du procédé alterné par lequel, 

lorsqu'on sait résoudre le problème de Dirichlet pour deux corps, 

on sait le résoudre pour une infinité d'autres corps résultant de la 

combinaison des deux premiers. Mais la puissance de ce procédé 

est encore accrue par la remarque suivante. 

Nous avons supposé les valeurs données v(m) continues sur 

l'ensemble des deux surfaces S 1 , S 2 . Mais le procédé alterné per

mettrait encore de déterminer une fonction V ( M i ) , harmonique à 

l'intérieur de l'espace limité par les surfaces S 4 , S 3 et prenant sur 

ces surfaces des valeurs qui admettent une ligne de discontinuité \ 

tracée tout entière sur la surface S4, ou tout entière sur la surface 

S 2 . Cette ligne X doit vérifier les conditions qui ont été précisées 

au § 2 . Au voisinage de cette ligne \ la fonction V ( M i ) présentera 

des propriétés analogues à celles que l'égalité (I) exprime pour la 

fonction U ( M i ) . 

Il résulte de là que, si l'on sait résoudre le problème de Dirichlet 

pour les espaces E4 + E12, E 2 + e 1 2 + e 2 2 , E3 + e23 (fig- 45), on 

saura le résoudre pour l'espace 

E1+ e12+E E2 +E23+e23+ E 3 . 

On arrivera ainsi, par une série d'applications de la méthode 



alternée, à le résoudre pour des espaces d'une extrême compli

cation. 

Dans le cas des fonctions de deux variables, M. Axel Harnack 

est parvenu à démontrer, en s'appuyant sur l'emploi de la méthode 

alternée, que le problème de Lejeune-Dirichlet admettait une so

lution pour l'aire que limite une courbe quelconque ( 1 ) . Sa démon

stration, malheureusement, ne peut, sans recherches nouvelles, 

être étendue au cas de trois variables; elle exigerait, en effet, pour 

être valable dans ce cas, que la méthode de la moyenne arithmé

tique fût légitime, même lorsque les valeurs données sont discon

tinues le long d'une ligne qui rencontre des arêtes ou des points 

coniques de la surface limite. Cette légitimité de la méthode de la 

moyenne arithmétique, quoique très probable, n'est pas prouvée 

jusqu'à ce jour. 

Rappelons, en terminant, que M. Carl Neumann ( 2 ) a fait con

naître une méthode analogue au procédé alterné, permettant de 

résoudre le problème de Lejeune-Dirichlet pour l'espace e (fig- 46), 

lorsqu'on sait le résoudre pour les espaces ( E + e ) et (E'+ e). 

( 1 ) A X E L H A R N A C K , Existenzbeweise zur Theorie des Potentiates in der 

Ebene und im Paume (Berichte über die Verhandlungen der K. Sächsischen 

Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig. Mathematisch-Physische Classe, 

p. 144; 1886). — Die Grundlagen der Theorie des logarithmischen Poten

tiates, . . . , p . 10g; Leipzig, 1887. 

( 2 ) CARL NEUMANN, Untersuchungen über das logarithmische und New-

ton'sche Potential, p. 326; Leipzig, 1877. 



CHAPITRE XII. 

LE PROBLÈME D E MURPHY. 

§ 1. — Le problème de Murphy. 

La méthode de la moyenne arithmétique, combinée avec le 

procédé alterné, permet de résoudre le problème de Dirichlet 

pour l'espace intérieur à une infinité de conducteurs ; il est même 

probable que l'on peut, au moyen de ces procédés, démontrer 

d'une manière générale l'existence d'une solution au problème de 

Dirichlet à l'intérieur d'un espace linéairement connexe quel

conque ; un point de détail arrête seul cette extension des raison

nements exposés par Axel Harnack dans le cas de deux variables 

Les méthodes précédentes permettent aussi de résoudre le pro

blème de Dirichlet pour l'espace extérieur à un nombre immense 

de conducteurs. Pour résoudre le problème de Dirichlet pour 

l'espace extérieur à une surface fermée S, il suffit, en effet, de 

transformer par inversion cette surface en une surface S', de ré

soudre le problème de Dirichlet pour l'espace intérieur à la sur

face S', et de répéter l'inversion une seconde fois. 

On saura donc trouver pour un nombre immense de conduc

teurs linéairement connexes, et probablement pour tous, la 

distribution électrique engendrée par des charges données ; si les 

méthodes sont trop laborieuses, en général, pour permettre le 

calcul effectif de la distribution électrique, elles auront du moins 

l'avantage de démontrer l'existence de cette distribution. 

Mais un nouveau problème s'offre maintenant à notre attention ; 

ce problème est le suivant : 

Trouver la distribution électrique engendrée par des charges 

électriques données sur un système de plusieurs conducteurs 

dont les uns portent des charges connues tandis que les autres 

sont maintenus à des niveaux potentiels connus. 

Nous allons voir que ce problème peut toujours être résolu 



lorsqu'on sait résoudre le problème extérieur de Lejeune-

Dirichlet pour chacun des conducteurs qui composent le sys

tème. 

Nous donnerons le nom de problème de Murphy à la recherche 

des méthodes combinatoires propres à effectuer cette réduction, 

parce que la première méthode de ce genre, méthode qui a ensuite 

donné naissance aux recherches de Beer, de M. Carl Neumann, 

de M. Schwarz, sur le problème de Lejeune-Dirichlet, a été 

donnée par Murphy ( 1 ) en 1833. 

§ 2. — Lois fondamentales de la condensation électrique. 

La méthode de Murphy avait pour objet l'étude d'un problème 
spécial, le problème de la condensation électrique, qui peut 
s'énoncer de la manière suivante : 

Etant donnés un conducteur C1 (fig. 47), maintenu au 

niveau potentiel A; un conducteur C 2 mis en communication 

avec le sol et, par conséquent, maintenu au niveau potentiel O, 

trouver la distribution de l'électricité sur ces deux conduc

teurs. 

Avant d'étudier la méthode par laquelle Murphy ramène ce 

problème à l'étude de la distribution engendrée par des charges 

données sur chacun des conducteurs mis en communication avec 

le sol, nous allons exposer les propriétés fondamentales de la dis

tribution produite sur les deux conducteurs C1 e tC 2 . Plusieurs de 

( 1 ) M U R P H Y , Elementary principles of the theories of electricity, heat and 

moleculars actions, Part. I , Chap.-V, p. 93. 
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ces propriétés seront invoquées dans la justification de la méthode 

de Murphy. 

Nous savons déjà (Chapitre IV, théorème I X ) que la distri

bution doit être monogène sur chacun des deux conducteurs 

C1 et C 2 . Sur C1, elle a le signe de A et un signe contraire 

sur C 2 . 

Pour fixer les idées, nous supposerons A positif; le conducteur 

C1 sera alors chargé d'électricité positive, et le conducteur C 2 

d'électricité négative. 

LEMME I. — Si le conducteur C 2 , mis en communication avec 

le sol, est soumis à l'influence d'une masse électrique positive 

y concentrée en un point extérieur M, il se recouvre d'une 

distribution monogène et négative. 

Soit S 2 (fig. 48) la surface du conducteur C 2 . Entourons le 

point M d'une petite surface S. La fonction potentielle, égale à o 

sur la surface S 2 et à l'infini, est positive et très grande sur la 

surface S. Elle est donc positive dans tout l'espace extérieur aux 

surfaces S 2 et S. La quantité est alors positive en tout point 

de la surface S 2 , ce qui démontre le théorème énoncé : 

LEMME II — Si le conducteur C 2 , mis en communication 

avec le sol, est soumis à l'action des charges électriques µ, µ', 

µ", . . . concentrées aux points extérieurs M, M', M", . . ., il se 

recouvre d'une distribution qui est la superposition des dis

tributions dont il se couvrirait, si on le soumettait successive

ment à l'action de la seule charge µ. concentrée au point M, 

de la seule charge y' concentrée au point M', . . . . 

La démonstration de ce lemme est immédiate. 



COROLLAIRE. — Si l'on fixe aux divers points M', M", M'". . . . 

de la surface du conducteur C1 des charges µ', µ", µ'", . . . 

toutes positives, dont la somme est égale à Q 1 , ces charges 

induiront sur le conducteur C 2 , mis en communication avec le 

sol, des charges toutes négatives dont la somme sera égale à 

(— Q 2 ) , et l'on aura 

(2) 

K étant une constante positive, inférieure à l'unité, et qui dépend 

seulement de la position mutuelle des deux conducteurs C1 et C2. 

Il est d'abord évident, d'après les lemmes I et II, que toutes les 

charges induites sur le conducteur C 2 sont négatives. La dernière 

partie de notre proposition a donc seule besoin de démonstration. 

Une unité d'électricité positive, en équilibre d'elle-même sur 

le conducteur C 2 isolé, le porte au niveau potentiel positif A. Sa 

fonction potentielle a, aux points M', M", M'", . . . , des valeurs A', 

A", A'". . . . toutes positives, et inférieures à A. On a donc 

K étant une constante positive et inférieure à 1 qui dépend seule

ment de la position mutuelle des deux conducteurs C 1 , C 2 . 

Si la charge Q 2 est en équilibre d'elle-même sur le même con

ducteur C 2 , elle le porte à un niveau potentiel B; sa fonction 

potentielle a, aux points M', M", M'", . . . des valeurs B', B", B'", . . . . 

On a évidemment 

B = A Q 2 , B ' = . A ' Q 2 , B " = A " Q 2 , 

et, par conséquent, 

(2) B' < K B , B" < K B , B " ' < K B , ... 

Cela posé, appliquons l'identité de Gauss aux deux états sui

vants du système : 
Premier état. 

Conducteur C2 

charge totale . . . — Q2 

niveau potentiel . 0 

Point M' 
charge µ' 

niveau potentiel . V' 

Point M" 
charge µ" 

niveau potentiel . V" 



Deuxième état. 

Conducteur C 2 

charge totale Q 2 

niveau potentiel . . . B 

Point M ' 
charge O 

niveau potentiel . . . B' 

Point M" 
charge 0 

niveau potentiel . . . B" 

Cette identité de Gauss va nous donner 

BQ2 = B'µ' + B" µ"+ B'"µ + . . . . 

Toutes les quantités qui figurent dans cette égalité sont posi

tives. D'ailleurs 

µ'+ µ" +µ"' +...=Q1 

Les inégalités ( 2 ) nous donnent donc 

Q , < K Q 1 . 

C'est ce que nous voulions démontrer. 

On démontrerait de même que, si l'on fixe aux divers points 

de la surface du conducteur C 2 des charges toutes négatives 

et dont la somme soit égale à ( — Q 2 ) , ces charges induiront 

sur le conducteur C 1 , mis en communication avec le sol, des 

charges toutes positives dont la somme sera égale à Q 3 , et 

l'on aura 

(3) 

K' étant une constante positive, inférieure à l'unité et qui dé

pend de la position mutuelle des deux conducteurs C1 et C 2 . 

Ces propositions serviront à démontrer la légitimité de la mé
thode de Murphy. Elles nous fournissent aussi des renseignements 
sur les coefficients de Gaugain (1) dont nous allons donner la 
définition. 

Ces coefficients se définissent au moyen de trois expériences. 

Première expérience. — Le conducteur C1 étant maintenu au 

(1) Cette théorie est due à AI. J. Moutier [,I. M O U Ï I E R , Sur la condensation 

électrique (Bulletin de la Société Philomatique, 1878)]. 



niveau potentiel A, le conducteur C 2 est mis en communication 
avec le sol. Le premier prend une charge positive a, le second 
une charge négative — b. 

Posons 
b = ma. 

Le coefficient m dépend seulement de la situation des deux con
ducteurs C1 et C 2 et pas du niveau potentiel A. C'est le premier 

coefficient de Gaugain. Si les deux conducteurs C 1 , C 2 sont ex
térieurs l'un à l'autre, ce coefficient est au plus égal à K, et, par 
suite, inférieur à l'unité. 

Deuxième expérience. — Le conducteur C 1 , maintenu au ni
veau potentiel A, est mis en présence du conducteur C 2 , isolé et 
portant une charge totale égale à O. Celui-ci se met au niveau po
tentiel B et le conducteur C1 prend une charge totale a0. 

Gaugain nomme force condensante de l'appareil le rapport 

Troisième expérience. — On isole le conducteur C 2 , porteur 
de la charge — b et l'on met le conducteur C1 au sol. Il prend une 
charge positive a1. 

Posons 
a1 = m'b. 

Le coefficient m' dépend seulement de la situation des deux con
ducteurs C1 et C 2 et pas de la charge b. C'est le second coefficient 

de Gaugain. Si les deux conducteurs C 1 , C 2 sont extérieurs 
l'un à l'autre, ce coefficient est au plus égal à K', et, par suite, 
inférieur à l'unité. 

Gaugain a trouvé, par l'expérience, que l'on avait 

(4) a =a0+a1 

Ce résultat peut se retrouver par la théorie. L'identité de Gauss, 

appliquée aux deux premières expériences, donne 

a 0 A = a A — bB. 

Cette même identité, appliquée à la seconde expérience et à la 



troisième, donne 
O = a1A— b1B. 

Ces deux relations donnent l'égalité trouvée par Gaugain. 

Comme on a évidemment 

a1 — m m'a, 

la relation (4) donne 

relation qui exprime la force condensante en fonction des deux 

coefficients de Gaugain. 

Nous aurons plus tard, dans l'étude de la décharge du conden

sateur, l'importance de ces deux coefficients. 

§ 3. — La méthode de Murphy. 

La méthode de Murphy a pour but de trouver la distribution 

électrique sur deux conducteurs C 1 , C 2 (fig. 49), dont l'un, C 1 , 

est maintenu au niveau potentiel A, tandis que l'autre, C 2 , est 

maintenu au niveau potentiel o, lorsque l'on sait déterminer la 

distribution qu'engendrent des charges électriques données sur 

chacun de ces conducteurs, considéré isolément, et mis en com

munication avec le sol, ou maintenu à un niveau potentiel donné. 

Le conducteur C 1 , étant au niveau potentiel A et soustrait à l'ac

tion de toute charge électrique extérieure, est recouvert d'une 

distribution électrique que l'on sait déterminer par hypothèse. 

Soit Q1 la quantité totale d'électricité qu'il renferme, quantité qui 

est positive si A est positif; soit A1 la densité de cette distribution 

au point M, de la surface S1 du conducteur C1 ; nous savons que 

cette densité À, est positive. 

Imaginons cette distribution fixée sur le conducteur C1 ; pla

çons en sa présence le conducteur C 2 , mis en communication 



avec le sol. Ce conducteur va se recouvrir d'une distribution élec

trique que nous savons, par hypothèse, déterminer ; cette distri

bution est monogène et négative ; ( — Q 2 ) est sa masse totale ; en 

un point M., de la surface S2 du conducteur Co, elle a une densité 

( - A 2 ) -
Fixons cette distribution sur le conducteur C 2 et plaçons-le en 

présence du conducteur C1 mis en communication avec le sol. 

Celui-ci se recouvre d'une distribution que nous savons déter

miner par hypothèse. Cette distribution est monogène et positive. 

Soient Q 3 sa masse totale et A3 sa densité au point M 1 . 

En continuant de la sorte, nous déterminerons, sur le conduc

teur C 1 , une série de distributions monogènes et positives ayant 

respectivement pour masse totale 

Q 1 , Q 3 , Q 5 . 

et pour densité au point M1 

A 1 , A 3 , A 5 , 

Sur le conducteur Co, nous déterminerons une série de distri

butions monogènes et négatives ayant respectivement pour masse 

totale 

- Q 2 , - Q 4 , - Q 5 „ 

et pour densité au point M 2 

- A 2 , - A 4 , - A 6 , . . . . 

La proposition énoncée par Murphy est la suivante : 

Si le conducteur C 1 , maintenu au niveau potentiel A , est 

mis en présence du conducteur C 2 maintenu au niveau poten

tiel o, la densité électrique au point M1 du conducteur C1 

aura pour valeur 

(5) 8, = A1 + A3 + A 5 + . . ., 

et la densité électrique au point M 2 du conducteur C 2 aura 

pour valeur 

(6) — 82 = - A 2 — A 4 — A 6 — . . . . 

Cette proposition, à laquelle Murphy a été évidemment conduit 



par l'ancienne théorie dite de l'électricité dissimulée, est démon

trée par M. Carl Neumann ( 1 ) de la manière suivante : 

Les égalités ( 1 ) et (3) donnent 

et, par conséquent, 

Les deux séries 

sont donc convergentes. 

Observons maintenant que l'on a 

et que les quantités A 1 , A 3 , A 5 , . . . , A 2 , A 4 , A 6 , . . . sont toutes posi

tives, et nous verrons immédiatement que les séries ( 5 ) et ( 6 ) 

sont convergentes. 

Ces séries déterminent donc une véritable distribution élec

trique sur les conducteurs C1 et C 2 . Il reste à prouver que la 

fonction potentielle de cette distribution est égale à A en tout 

point du conducteur C1 et à o en tout point du conducteur C 2 . 

Soient 
V1, V3, V 5 , . . . 

les fonctions potentielles des distributions 

A 1 , A 3 , A s , 

et 

- v 2 , - v 4 , - V 6 , . . . 

les fonctions potentielles des distributions 

— A2, — A 4 , — A 6 , 

( 1 ) C A R L N E U M A N N , Untersuchungen über das logarithmische und New-

ton'sche Potential, p. 310. Leipzig, 1877. 



Il est facile de voir que la fonction potentielle de la distribution 

donnée par les égalités (5) et (6) sera donnée par la formule 

( 7 ) v = V 1 - V 2 + V , - V 4 + V 3 - V 6 + . . . . 

Mais, en se reportant à la détermination des distributions suc

cessives, on voit sans peine que l'on a, en tout point du conduc

teur C 1 , 

V1 = A. V 3 — V 2 = o, V 3 - V 4 = o, 

et, en tout point du conducteur C 2 , 

V1 — V2 = O, V 3 — V4 = 0, V 5 — V6 = o, 

La formule ( 7 ) montre donc que l'on a, en tout point du con

ducteur C 1 , 

V = A 

et, en tout point du conducteur C 2 , 

v = o, 

ce qui achève de légitimer la méthode de Murphy. 

§ 4. — Méthode combinatoire de M. Carl Neumann. 

La méthode de Murphy résout, dans un cas particulier, le pro
blème général auquel nous avons donné le nom de problème de 

Murphy : sachant résoudre le problème de Dirichlet pour 

l'espace extérieur au conducteur C1 et pour l'espace extérieur 

au conducteur C 2 , le résoudre pour l'espace extérieur à l'en

semble des conducteurs C1 et C 2 . Lipschitz ( 1 ) et M. Carl Neu
mann ( 2 ) ont montré comment on pouvait étendre la méthode de 
Murphy, de manière à obtenir la solution générale du problème 
précédent. Mais, malgré cette généralisation, la méthode de Murphy 
laisse à désirer en un point : elle n'a pas d'analogue dans la théorie 
des fonctions harmoniques de deux variables ( 3 ) et, par consé
quent, interrompt le parallélisme entre la théorie de la fonction 

( 1 ) L I P S C H I T Z , Crelle's Journal für reine und angevandte Mathemalik, 

Bd L X I , p. 12. 

( 2 ) C A R L N E U M A N N , Untersuchungen über das logarilhmische and New-

ton'sche Potential, p. 3i2. Leipzig, 1887. 

(3) Le corollaire sur lequel repose la justification du procédé de Murphy n'a 

pas d'analogue dans le plan. 
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potentielle logarithmique et la théorie de la fonction potentielle 
newtonienne. 

M. Carl Neumann ( 1 ) a rétabli ce parallélisme en créant, pour 
résoudre le problème de Murphy, une méthode combinatoire qui 
s'applique également aux fonctions harmoniques de deux et de 
trois variables. 

Soit E l'espace extérieur aux deux conducteurs C 1 , C2. Il s'agit 
de former une fonction V ( M ) , harmonique dans l'espace E, et 
prenant aux divers points m1 de la surface S1 des valeurs données 
v(m1), et aux divers points m2 de la surface S 2 des valeurs éga
lement données v(m2). Les valeurs v(m) varient d'une manière 
continue sur la surface S1 et les valeurs v(m2) varient d'une ma
nière continue sur la surface S 2 . 

Supposons que nous ayons déterminé une fonction W 1 ( M ) , 
harmonique dans l'espace E, prenant sur la surface S1 les valeurs 
données v(m1) et sur la surface S 2 la valeur o ; puis une deuxième 
fonction W 2 (M) , harmonique dans l'espace E, prenant sur la sur
face S 2 les valeurs données v(m2) et sur la surface S, la valeur o. 

La fonction 
W 1 ( M ) W 2 ( M ) 

sera harmonique dans tout l'espace E, et prendra les valeurs don
nées sur les surfaces S 1 , S 2 . 

Le problème que nous cherchons à résoudre peut donc être 
ramené à deux problèmes du genre de celui-ci : 

Trouver une fonction harmonique dans l'espace E, prenant 

sur la surface S1 des valeurs données, variables d'une manière 

continue, v(m1), et sur la surf ace S 2 la valeur o. 

Soit G la plus grande valeur absolue des quantités v(m1). 

Formons une première fonction, W1 (M), harmonique dans 
l'espace E, prenant sur la surface S 2 la valeur o et, sur la sur
face S 1, les valeurs, toutes positives, v(m1)+G; puis une seconde 
fonction, W 2 ( M ) , harmonique dans l'espace E, prenant sur la sur
face S 2 la valeur o et, sur la surface S 1, la valeur constante et posi
tive G. La fonction 

W 1 ( M ) — W 2 ( M ) 

résoudra évidemment le problème précédent. 

( 1 ) C A R L N E U M A N N , Untersuchungen, p. 313. 



Nous sommes donc ramenés, en dernière analyse, au problème 

dont voici l'énoncé : 

Trouver une fonction V ( M ) , harmonique dans l'espace E, 

prenant en tout point de la surface S 2 la valeur o et, aux 

divers points de la surface S1 des valeurs positives données, 

v(m1), variables d'une manière continue. 

Formons, ce que nous savons faire par hypothèse, une fonction 
U1 (M) , harmonique dans l'espace ( E + C 2 ) et prenant sur la sur
face S1 les valeurs données v(m). 

Aux divers points de la surface S 2 , cette fonction prend cer
taines valeurs u1". 

Formons ensuite, ce que nous savons également faire par hypo
thèse, une fonction U 2 ( M ) , harmonique dans l'espace (E + C 1 ) 
et prenant sur la surface S 2 les valeurs u"1 

Aux divers points de la surface S 1 , cette fonction prend cer
taines valeurs u'2. 

Formons une fonction U 3 (M), harmonique dans l'espace ( E + C 2 ) 
et prenant sur la surface S1 les valeurs u'2. 

Aux divers points de la surface S 2 , cette fonction prend cer
taines valeurs u"3. 

En continuant de la sorte, nous formerons alternativement les 
fonctions contenues dans les deux Tableaux que voici : 

I. — F O N C T I O N S H A R M O N I Q U E S D A N S L'ESPACE ( E + C 2 ) 

Valeurs sur 

Fonctions. S 1 . S 4 . 

U 1 ( M ) v(m) U"'1 

U3 ( M ) u'3 u"3 

u 5 (M) u'4 u"3 

II — F O N C T I O N S H A R M O N I Q U E S D A N S L ' E S P A C E ( E + C 1 ) . 

Valeurs sur 

Fonctions. 

U 2 ( M ) 

U 4 ( M ) 

U 6 ( M ) 

S2 S 1. 

U"3 U1 

u"3 u'6 



Nous allons démontrer que l'égalité 

( 8 ) V ( M ) = U 1 ( M ) - U 2 ( M ) + U 3 ( M ) - U 4 ( M ) . . 

définit une fonction harmonique dans l'espace E, prenant sur la 

surface S, les valeurs v(m) et sur la surface S 2 la valeur o. 

D'après le théorème de M. Vito Volterra, il nous suffit de dé

montrer que, sur les surfaces S 1 , S 2 , cette série converge unifor

mément vers les valeurs que nous venons d'indiquer. 

Supposons que la fonction W ( M ) , harmonique dans tout l'es

pace (E + C 2 ) , prenne la valeur i en tout point de la surface S, ; 

elle prendra, en tout point de l'espace ( E + C 2 ) , des valeurs infé

rieures à I. En particulier, en tout point de la surface S 2 , on aura 

l'inégalité 

K étant une quantité positive certainement inférieure à l'unité. 

Désignons par G la plus grande des valeurs positives v(m) 

données sur la surface S 1 . Il est facile de voir qu'en tout point 

de la surface S 2 on aura 

Considérons en effet la fonction 

G W ( M ) — U 1 ( M ) . 

Elle est harmonique dans tout l'espace ( E + C 2 ) ; elle est égale 

à o à l'infini et ne peut avoir aucune valeur négative sur la sur

face .S1 ; elle ne peut donc prendre aucune valeur négative dans 

l'espace ( E + C 2 ) , et en particulier sur la surface S 2 , d'où résulte 

immédiatement la démonstration de l'inégalité précédente. 

Nous avons donc, sur la surface S 1 , 

et, sur la surface S 2 , 

Si nous désignons par K' une quantité positive, inférieure à I 

et analogue à K, nous déduirons aisément de l'égalité précédente 

qu'en tout point de la surface S, on a 

En continuant de la sorte, nous arriverons aux résultats con

tenus dans les Tableaux suivants : 



I° Sur la surface S 1 , 

La 

fonction 

prend 

les valeurs 

positives 

qui ont 

pour limite 

supérieure 

U 1 ( M ) V ( m ) G 

U 2 ( M ) u'2 K K ' G 

U 3 ( M ) u'3 = u'2 K K ' G 

U 4 ( M ) u'4 K 2 K ' 2 G 

U5 ( M ) u'3 = u'4 K 2 K ' 2 G 

U 6 ( M ) u'6 K 3 K ' 3 G 

2° Sur la surface S 2 , 

prend qui ont 

La les valeurs pour limite 

fonction positives supérieure 

U1 ( M ) u"1 K G 

U 2 ( M ) u" 2 =u" 1 K G 

U 3 ( M ) u"3 K 2 K ' G 

U 4 ( M ) u " 4 = u " 3 K 2 K ' G 

U 5 ( M ) u"5 K3K'2G 

U 6 ( M ) U'6 = u"5 K 3K ' 2G 

L'inspection de ces deux Tableaux montre immédiatement que 

la série qui figure au second membre de l'égalité (8) converge 

uniformément aussi bien sur la surface S1 que sur la surface S 2 ; 

qu'elle prend la valeur en tout point m de la surface S1 et la 

valeur o en tout point de la surface S 2 ; cette série représente donc-

la fonction harmonique cherchée. 

Ainsi se trouve justifiée la méthode combinatoire de M. Carl 

Neumann. Il est à peine besoin de remarquer que cette méthode 

se prête indéfiniment à l'extension. Soient, par exemple, trois 

conducteurs C 1 , C 2 , C 3 . Si l'on sait résoudre le problème de Diri

chlet pour l'espace extérieur à chacun d'eux, on pourra, par une 

première application du procédé de M. Carl Neumann, le résoudre 

pour l'espace extérieur à l'ensemble des deux conducteurs C 1 , C 2 ; 

puis, sachant le résoudre pour cet espace d'une part, et d'autre 

part pour l'espace extérieur au conducteur C 3 , on le résoudra 

pour l'espace extérieur à l'ensemble des trois conducteurs C 1 , 



C 2 , C 3 , par une nouvelle application du procédé de M. Carl Neu

mann. On arrive ainsi à ce beau théorème : 

Etant donnés dans l'espace n conducteurs extérieurs les uns 

aux autres, si l'on sait déterminer la distribution que l'élec

tricité prend, sur chacun d'eux isolément, sous l'action de 

charges fixes arbitrairement données, on sait déterminer la 

distribution de l'électricité sur l'ensemble de ces n conducteurs 

soumis à l'action de charges fixes arbitrairement données. 

On sait, par exemple, déterminer, dans tous les cas possibles, 

la distribution de l'électricité sur une sphère soumise à une in

fluence donnée. On saura donc déterminer la distribution de l'élec

tricité sur deux sphères extérieures l'une à l'autre s'influençant 

mutuellement. Ce beau problème a été, en effet, résolu directe

ment par Poisson ( 1 ) , et a occupé, depuis, un grand nombre de 

géomètres, tels que Plana, W . Thomson et G. Kirchhoff ( 2 ) . 

( 1 ) P O I S S O N , Second Mémoire sur la distribution de l'électricité à la surface 

des corps conducteurs ( lu à l'Académie des Sciences le 6 septembre I 8 I 3 ) . 

(2) Voir M A T H I E U , Théorie du potentiel. 2° Partie, Applications, p. 65. Paris, 

1886. 



LIVRE III. 
L'ÉTUDE EXPÉRIMENTALE DE LA DISTRIBUTION ÉLECTRIQUE. 

C H A P I T R E PREMIER. 

LE CORPS D'ÉPREUVE. 

§ 1. — Théorie du corps d'épreuve. 

Après avoir vu comment Poisson avait, par des hypothèses con

testables d'ailleurs et sur lesquelles nous aurons à revenir plus 

tard, ramené l'étude de la distribution de l'électricité sur les corps 

conducteurs à un problème d'Analyse, nous avons exposé, dans 

ses grands traits, la suite des efforts par lesquels les géomètres ont 

tenté de résoudre ce problème. Nous voici arrivé à une autre 

partie de notre tâche ; il s'agit de tirer parti des méthodes ana

lytiques que nous avons étudiées, d'en déduire des conséquences 

qui puissent servir au contrôle expérimental de la théorie de la 

distribution électrique. L'étude de quelques-unes de ces consé

quences et leur comparaison avec les faits fera l'objet du présent 

Livre. 

Nous commencerons par examiner la méthode par laquelle Cou

lomb a étudié expérimentalement la distribution électrique sur un 

corps conducteur, la méthode du corps d'épreuve. 

Si un très petit corps conducteur, porté par une aiguille iso

lante en gomme laque, est électrisé, la balance de torsion dans 

laquelle on prendra ce petit corps pour boule fixe, tandis que la 

boule mobile sera électrisée par son contact avec ce petit corps, 

permettra aisément de déterminer des nombres proportionnels aux 

charges électriques prises par ce petit corps dans diverses circon

stances. 



Dès lors, on voit sans peine que l'on possédera une méthode 

pour déterminer la distribution qu'affecte l'électricité sur un con

ducteur, si l'on admet l'exactitude de la proposition suivante : 

Un corps conducteur, de dimensions extrêmement petites, 

étant mis en contact avec un autre conducteur de dimensions 

finies, prend une charge électrique qui est le produit de deux 

facteurs : I° la densité électrique qui se trouvait au point du 

conducteur que touche le corps d'épreuve avant l'approche de 

ce corps ; 2° un coefficient qui dépend de la forme du corps 

d'épreuve et de sa situation par rapport au plan tangent au 

conducteur en son point de contact avec le corps d'épreuve. 

Cette proposition a été énoncée par Coulomb qui en a ébauché 

une démonstration ( 1 ) . On peut, comme nous l'allons voir, donner 

à cette démonstration une forme plus précise, bien que l'on puisse 

encore opposer quelques critiques à son absolue rigueur. 

Cette démonstration reposera sur le lemme suivant ( 2 ) : 

On considère deux systèmes de conducteurs homothétiques 

l'un de l'autre, dont le rapport d'homothétie est \. On sup

pose que les charges électriques que ces conducteurs portent 

en leurs points homologues soient aussi dans le rapport \ . La 

fonction potentielle aura la même valeur en des points homo

logues de ces deux systèmes. 

Si, au lieu de placer aux points homologues des deux systèmes 
des charges qui soient entre elles dans le rapport d'homothétie, 
on considère deux systèmes renfermant seulement de l'électricité 
superficielle, et si l'on suppose qu'aux points homologues de 

ces deux systèmes les densités superficielles soient les mêmes, 

il est aisé de voir que des éléments homologues porteront des 
charges qui seront entre elles comme le carré du rapport d'homo
thétie ; aux points homologues des deux systèmes, les valeurs de 
la fonction potentielle seront entre elles comme le rapport d'ho-

( 1 ) C O U L O M B , Sixième Mémoire sur l'Électricité. Suite des recherches sur la 

distribution du fluide électrique entre plusieurs corps conducteurs ; détermi

nation de la densité électrique dans les différents points de la surface de ces 

corps. (Mémoire de l'Académie des Sciences pour 1788, p. 676.) 

(2) J. MOUTIER, Cours de Physique, t. I, p. 406. 



mothétie ; les dérivées partielles du premier ordre de la fonction 

potentielle auront les mêmes valeurs aux points homologues des 

deux systèmes. 

Cette dernière conséquence nous montre que, si l'équilibre élec

trique est établi sur le premier système, il l'est aussi sur le second. 

Cela posé, soit un corps électrisé et isolé C (fig. 5 o ) . Il porte 

en chaque point une densité superficielle D. On en approche un 

corps isolé et à l'état neutre E qui vient le toucher au point P en 

occupant une position déterminée par rapport au plan tangent 

TT'. L'électricité se distribue d'une certaine manière sur le corps E. 

Soit A sa densité au point m de la surface du corps E. 

Si l'on maintient invariable le corps C, mais si, par homothétie, 

on réduit les dimensions du corps E dans un certain rapport X, le 

centre d'homothétie étant en P, la densité A tend vers une certaine 

limite ci que nous nous proposons de déterminer. 

Pour cela, prenons l'état qui correspond à une certaine valeur X 

du rapport d'homothétie. Le corps E a été transformé en un cer

tain corps e dont les dimensions sont à celles du corps E dans le 

rapport X. Soit 3 la valeur que prend, dans cet état, la densité A. 

Formons un système homothétique à celui-là, le rapport d'ho

mothétie étant ^- Le corps e redeviendra le corps E, mais le con

ducteur C sera remplacé par un conducteur semblable et plus 

grand. Si, sur ce dernier, la densité avant le contact du corps E 

est la même qu'au point homologue du corps C, on voit aisément 

qu'après le contact la densité sera la même aux points homologues 

des corps E et e. 

On voit donc que, au lieu de traiter le problème primitivement 

énoncé, on peut traiter le problème suivant : sans changer les 



dimensions du corps E, on transforme par homothétie le corps C, 

le centre d'homothétie étant en P et le rapport d'homothétie étant 

un certain nombre µ qui croît au delà de toute limite. On suppose 

que la densité électrique avant le contact du corps E soit la même 

en deux points homologues. 

On demande vers quelle limite d tend la densité A en un point 

du corps E après le contact. 

Or l'état limite du problème est le suivant : 

Une masse conductrice indéfinie est bornée au plan illimité TT' ; 

avant le contact du corps E, le plan TT' est recouvert d'une couche 

électrique ayant en tout point pour densité la densité D ( P ) de 

l'électricité qui était au point P du corps G avant le contact; on 

approche le corps E isolé et à l'état neutre ; quelle est, après le 

contact, la densité électrique d(m) au point m du corps E? 

On peut admettre que l'on a 

d(m) = /c(m)D(P), 

k(m) étant une fonction de la position du point m, fonction dont 

la forme est fixée par la forme du corps E et par sa position à 

l'égard du plan TT' . 

D'après cette expression de la charge électrique en chaque point 

de notre corps d'épreuve infiniment petit, on voit que la charge 

totale Q prise par notre corps d'épreuve aura pour valeur 

Q = K D ( P ) , 

K étant un coefficient qui dépend seulement de la forme du corps 

d'épreuve et de sa position à l'égard du plan tangent au point 

touché. C'est le résultat que nous avions annoncé. 

Quoique, pour déterminer la valeur du coefficient K, on puisse 

disposer arbitrairement de la forme du corps C et de la position 

du point P sur ce corps, le calcul de ce coefficient ne peut être 

effectué que pour un petit nombre de corps d'épreuve. 

Poisson ( 1 ) , ayant résolu le problème de la distribution élec

trique sur deux sphères en contact, a pu déterminer le coefficient K 

pour un corps d'épreuve formé par une petite sphère de rayon R. 

( 1 ) P O I S S O N , Mémoire sur la distribution de l'Électricité à la surface des 

corps conducteurs (Savants étrangers, p. 62; 1811). 



Il a trouvé 

M. Beltrami ( 1 ) a examiné le cas où le corps d'épreuve est 

formé par un hémisphère dont la hase BB' s'applique sur le plan 

tangent TT ' (fig. 51) . Il a trouvé, en désignant par R le rayon 

de l'hémisphère, 

M. G. Robin ( 2 ) a traité un troisième cas. Le corps d'épreuve 

est le corps de plus grande attraction, dont l'équation polaire 

est 

La constante a est le diamètre ; le corps, qui est de révolution 

autour de son diamètre, présente au pôle un aplatissement infini. 

On a alors 

§ 2. — Emploi du corps d'épreuve. 

Le calcul du coefficient K, souvent fort difficile, est heureu

sement inutile lorsqu'on se propose simplement de comparer, au 

( 1 ) B E L T R A M I , Sur la détermination expérimentale de la densité électrique 

à la sur/ace des corps conducteurs (Il nuovo Cimento, 3 e série, t. I, p. 2 1 5 ; 

1877). 

( 2 ) G . R O B I N , Sur la distribution de l'électricité à la surf ace des conduc

teurs fermés et des conducteurs ouverts (Annales de l'École Normale supé

rieure, 2° série, t. I I I . Supplément, p. 9; 1886). 



moyen d'un même corps d'épreuve, les densités électriques aux 

divers points de la surface d'un même conducteur ou de conduc

teurs différents, sans chercher à connaître la valeur absolue qu'a 

cette densité en chaque point. 

Les considérations précédentes suffisent donc à justifier l'usage 

que Coulomb a fait du corps d'épreuve dans ses recherches sur la 

distribution électrique ( 1 ) . 

Ces recherches présentent surtout l'intérêt d'avoir fourni les 

premières vérifications expérimentales de la théorie, imaginée par 

Poisson, de la distribution du fluide électrique sur les corps con

ducteurs. 

Nous avons vu, par exemple (p. 1 9 1 ) , que, d'après cette théo

rie, en chaque point d'un ellipsoïde électrisé, la densité électrique 

était en raison inverse de la distance du centre au plan tangent en ce 

point ; cette proposition est aisée à soumettre au contrôle de l'ex

périence. Bien que Coulomb n'ait rien laissé qui touche à ce con

trôle, nous savons, par les écrits de Poisson ( 2 ) , qu'il l'avait tenté 

et l'avait trouvé satisfaisant : « . . . Cette loi, dit-il, a été, en effet, 

vérifiée par Coulomb sur un ellipsoïde en bois, recouvert d'une 

lame métallique. Cet ellipsoïde de révolution avait été fait au tour 

par le Président de Saron, membre honoraire de notre ancienne 

Académie. » 

Nous avons vu également (p. 209) que Poisson ( 3 ) avait déter

miné complètement la distribution électrique sur deux sphères 

conductrices, égales ou inégales, mises au contact. D'autre part, 

Coulomb ( 4 ) a fait de cette distribution une étude expérimentale 

( 1 ) C O U L O M B , Cinquième Mémoire sur l'Électricité. De la manière dont le 

fluide électrique se partage entre deux corps conducteurs mis en contact et 

de la distribution de ce fluide sur les différentes parties de ces corps (Mé

moires de l'Académie pour 1787, p. 421)- — Sixième Mémoire sur l'Électricité. 

Suite des recherches sur la distribution du fluide électrique entre plusieurs 

corps conducteurs : détermination de la densité électrique dans les différents 

points de la surface de ces corps (Mémoires de l'Académie pour 1788, p. 617). 

( 2 ) P O I S S O N , Mémoire sur l'attraction d'un ellipsoïde homogène, lu à l'Aca

démie le 7 octobre 1833 (Mémoires de l'Académie, t. X I I I , p. 501). 

( 3 ) P O I S S O N , Mémoire sur la distribution de l'Électricité à la surf ace des 

corps conducteurs, lu à l'Académie les 9 mai et 3 août 1812 ( Savants étrangers, 

p. 1811, p. 1.) 

( 4 ) C O U L O M B , Cinquième Mémoire sur l'Électricité, 1re Section, p. 427. 



très complète dont les résultats ont été comparés par Poisson aux 

nombres déduits de ses calculs. 

Coulomb mettait en contact deux sphères dont les rayons étaient 

entre eux dans un certain rapport b. Après le contact, on les sépa

rait et on les éloignait l'une de l'autre. L'électricité se distribuait 

uniformément sur chacune d'elles, prenant sur la plus petite une 

densité [3 fois plus grande que sur la sphère de plus grande dimen

sion. Voici les valeurs de (3 données par le calcul et l'observation : 

Rapport 

des 

rayons. 

Rapport des densités électriques 

sur les deux sphères suivant 

Différence 

entre le calcul 

et 

le calcul. l'observation. l'observation. 

b = \ j 3 = I , 1 6 0 1 (3 = I ,o8 + 0 , 0 7 

b = \ p =- I,3168 [3 = I , 3o + 0 , 0 1 

6 = s P = I , 4 4 4 3 P = I , 6 5 - o,15 

« Les deux premières différences tombent dans les limites des 

erreurs dont sont susceptibles les observations de ce genre ; la 

troisième, qui se trouve en sens contraire des deux autres, peut 

encore être attribuée à ces erreurs et ne prouve rien contre la 

théorie. Cependant, il est bon d'observer que, dans le cas où l'un 

des rayons est le huitième de l'autre, Coulomb n'a pas déterminé 

immédiatement le rapport suivant lequel l'électricité se partage 

entre les deux sphères : pour rendre l'effet plus sensible, il a fait 

toucher la grande sphère par la petite vingt-quatre fois de suite ; 

puis il a conclu de cette expérience compliquée le partage de 

l'électricité dans chaque contact. C'est sans doute pour cette raison 

que la différence entre le calcul et l'observation est plus grande 

dans le cas de b = 1/8 que pour les autres valeurs de b (1). » 

Plaçons deux sphères inégales au contact. Au pôle opposé au 

point de contact, sur la plus petite sphère, sera la densité élec

trique maximum. Soit y le rapport de cette densité à la densité 

moyenne que prend l'électricité sur la grande sphère lorsque la 

petite a été éloignée. Les valeurs de y observées par Coulomb et 

calculées par Poisson sont contenues dans le Tableau suivant : 

(1) P O I S S O N , loc. cit., p. 61. 



Valeurs de y suivant 

Différence 

entre le calcul 

et 

l'expérience. 

Valeurs 

de b. le calcul. l'expérience. 

b = I y = 1, 322 Y = 1, 27 + 0 , 0 4 

ô=1/2- Y = 1,834 Y = 2.55 +0,15 

* = 1/4 Y= 2 ,477 Y = 2 , 3 5 + o ,o5 

b = 1/8 Y = 3,087 7 = 3 , 1 8 - o ,o3 

Deux sphères égales étant au contact, si l'on désigne par h la 

densité électrique sur l'une d'elles à 90° du point de contact, la 

densité aura pour valeurs à 180 0 , 60° et 30°, a.h, a'h, a."h. 

Une sphère S en touche une autre S' de rayon double. Si l'on 

désigne par h la valeur de la densité sur la sphère à go° du point 

de contact, la densité sur celte même sphère à 180 0 et à 60° du 

point de contact aura pour valeur [ih, (3'h. A 90" du point de con

tact, sur la sphère S', cette densité aura la valeur [3" h. 

Une sphère S en touche une autre S' de rayon quadruple. Si, 

sur la sphère S, la densité électrique au point de contact a une 

valeur h à 900 du point de contact, sur la même sphère, à 180 0 

du point de contact, elle aura la valeur yh. 

Coulomb avait déterminé par l'expérience les quantités a, a', 
a", j3, [3', j3", y. Poisson les a calculées par ses formules. Le Ta

bleau suivant résume la comparaison entre le calcul et l'expé

rience : 
Rapports des densités électriques 

en différents points 

de deux sphères 

qui se touchent suivant 

Différences 

entre le calcul 

et 

l'observation. le calcul, 

a = 0,877 

a! = 1 ,342 

a" = 5 ,857 

p = o,739 

P ' = 1,797 
P " = 1,238 

Y = 1 ,673 

l'observation. 

a = 0 ,95 

a' = 1 ,25 

a" = 4,80 

P = o , 7 5 

( 3 ' = 1 , 7 0 

P ' = 1,25 

Y = 1,43 

— 0,08 

+ 0,07 
+ 1,06 

— 0,01 

+ 0,09 

— 0,01 

+ 0,24 



CHAPITRE II. 

L E S C O N D U C T E U R S O U V E R T S . 

§ 1. — Distribution électrique sur un conducteur ouvert soumis à une 

influence quelconque. 

Coulomb ( 1 ) a énoncé le premier, comme conséquence de l'expé-
périence, que l'électricité en équilibre sur un corps conducteur 
réside tout entière à la surface de ce corps. Comme cette propo
sition est l'une des conséquences les plus immédiates et les plus 
générales de la théorie de Poisson, on serait en possession d'une 
excellente vérification de cette théorie si l'on pouvait démontrer 
que, dans l'état d'équilibre, il n'y a pas d'électricité à l'intérieur 
de la substance conductrice. Mais on s'aperçoit sans peine que 
cette vérité ne peut être démontrée ni par les expériences de Cou
lomb, ni par aucune expérience. On peut bien, il est vrai, creuser 
dans un conducteur des cavités communiquant avec l'extérieur 
par de petites ouvertures et prouver que les parois de ces cavités 
ne sont pas électrisées; mais les points intérieurs à la masse con
ductrice elle-même sont inaccessibles et l'on ne peut prouver di
rectement qu'ils sont à l'état neutre. 

Les expériences que l'on décrit dans les Traités de Physique 
comme propres à vérifier la proposition de Coulomb sont, en 
réalité, des expériences propres à étudier la distribution de l'élec
tricité sur des conducteurs ouverts, c'est-à-dire sur des conduc
teurs limités par deux surfaces infiniment voisines l'une de l'autre, 
bornées à un même contour que l'on nomme le bord du conduc
teur. Telle est une calotte sphérique formée par une feuille de 
clinquant. 

Il est donc intéressant de chercher dans l'étude de la distribution 

( 1 ) C O U L O M B , Quatrième Mémoire sur l'électricité, où l'on démontre deux 

principales propriétés du fluide électrique : la première, la seconde, que, 

dans les corps conducteurs le fluide parvenu à l'état de stabilité est répandu 

sur la su/face des corps et ne pénètre pas dans l'intérieur (Mémoires de 

l'Académie pour 1786, p. 6 7 ) . 



électrique sur les conducteurs ouverts l'explication des expériences 

en question ; cette explication résulte de quelques beaux théorèmes 

dus à M. G. Robin ( 1 ) . 

Par le contour KK' (Fig. 52) , nous faisons passer une aire li

mitée à deux côtés S. En tout point M de cette aire, nous élevons 

une normale sur laquelle nous prenons, de part et d'autre de la 

surface S, des longueurs infiniment petites MM 1 , MM 2 . Les points 

M 1 , M 2 décrivent deux surfaces S 1 , S 2 , infiniment voisines de la 

surface S et passant par le contour KK'. L'intervalle entre les deux 

surfaces S 1 , S 2 est rempli par une matière conductrice. Ce con

ducteur étant chargé d'électricité et soumis à l'action de charges 

électriques données, l'électricité s'y distribue de manière que sa 

densité soit cr1 au point M1 et o-2 au point M 2 . Le problème de la 

distribution sur les conducteurs ouverts consiste à déterminer vers 

quelles limites S 1, 2 2 tendent vers < 1 , cr2, lorsque les deux surfaces 

S 1 , S2 tendent vers la surface S. 

Soit W ( m ) la fonction potentielle au point m de la surface S 

de toutes les charges agissantes. La fonction potentielle au point m 

sera 

La surface S étant tout entière intérieure au conducteur, cette 

quantité doit avoir la même valeur en tout point m de la surface S. 

(1) G. R O B I N , Sur la distribution de l'électricité à la surface des conduc

teurs fermés et des conducteurs ouverts (Annales de l'École Normale supé

rieure, 2° série, t. I I I . Supplément, p. 9 ; 1886). 



La limite vers laquelle elle tend lorsque les deux surfaces S 1 , S 2 

tendent à se confondre avec la surface S aura, elle aussi, une 
valeur indépendante de la position du point m sur la surface S. 
Cette limite étant évidemment 

on obtient la proposition suivante : 

Si, sur la sur/ace S, on distribue une couche électrique dont 

la fonction potentielle, ajoutée à la fonction potentielle des 

masses agissantes, forme une somme qui ait la, même valeur 

en tout point de la surface S, et dont la masse totale soit égale 

à la, charge électrique communiquée au conducteur ouvert, la 

densité de cette couche a pour valeur (S1 -+- S 2 ) . 

Ce principe servira à la détermination de (S1 + S 2 ) ; c'est ainsi, 

par exemple, qu'au Chapitre VIII du Livre précédent nous avons 

pu déterminer cette quantité pour une calotte sphérique. 

(S1 + 2 2 ) étant supposé connu, il reste à déterminer 21 et S 2 . 

Soient N1 la direction MM, et N 2 la direction MM 2 . 

Si une charge électrique égale à l'unité est placée au point M 1 , 

elle subit, de la part de la couche de densité cr, distribuée sur S 1 , 

une action dont la composante suivant N1 est f1 ( M 1 ) ; de la part 

de la couche de densité cr 2 distribuée sur S 2 , une action dont la 

composante suivant N1 est g2 (M1 ) ; des charges extérieures, une 

action dont la composante suivant N, est i ( M 1 ) . On a, d'après un 

théorème connu, 

Si une charge électrique égale à l'unité est placée au point M 2 , 

elle subit, de la part de l'électricité distribuée sur la surface S, 

avec la densité <T1, une action dont la composante suivant N , est 

g1 ( M 2 ) ; de la part de la couche de densité cr 2 distribuée sur la 

surface S 2 , une action dont la composante suivant N1 est f2(M2) ; 

de la part des charges extérieures une action dont la composante 

suivant N , est ù ( M 2 ) . On a 

D . - T. 19 



Des deux égalités que nous venons d'écrire, on déduit 

( I ) 

Lorsque les deux surfaces S 1 , S 2 tendent vers la surface S , le 

premier membre a Dour limite 

Cherchons vers quelle limite tend le second membre. 

Si une charge électrique égale à l'unité était placée au point M, 

les composantes suivant N1 des actions qu'elle pourrait subir peu

vent être désignées par les notations suivantes : 

Composante de l'action exercée en M : 

Par la couche de densité Ï1 distribuée sur la surface S.. . . F 1 ( M ) ; 

» S2 » S.... F2(M); 

» cr1 » S1... G1 (M) ; 

» T 2 » S 2 . . . G 2 ( M ) ; 

Par les charges extérieures M ; ( M ) . 

On voit aisément que 

F1(M1) a pour l imite F 1 ( M ) ; 

f 2 ( M 2 ) a pour l imite F 2 ( M ) ; 

g 2 ( M 1 ) a m ê m e limite que G 2 ( M ) ; 

g 1 ( M 2 ) a m ê m e limite que G 1 ( M ) ; 

< ( M 1 ) et i | / ( M 2 ) ont pour limite *F(M). 

De là on déduit en premier lieu que 

g1 ( M 2 ) + g2 ( M 1 )+ ( M 1 ) 

a même limite que 
G 1 ( M ) + G 2 ( M ) + W(M). 

Mais, en vertu des lois de l'équilibre électrique, l'ensemble des 

charges réparties sur le système a une action nulle en tout point M 

intérieur au conducteur. On a donc, à tout instant, 

G 1 ( M ) + G 2 ( M ) + V ( M ) = o, 

et, par conséquent, 

l i m [ g 1 ( M 2 ) + g 2 ( M 1 ) + ( M 1 ) ] = o . 



Le second membre de l'égalité (I) a donc même limite que 

et l'on a 

Soient q une des charges agissantes et Ple point où elle est con

centrée. Nous aurons 

et l'égalité ( 2 ) deviendra 

On arrive ainsi à ce théorème de M. G. Robin ( 1 ) : 

Lorsque l'on a déterminé la somme (S 1-+-£ 2,) des densités 

électriques aux points correspondants des deux faces d'un 

conducteur ouvert, une quadrature suffit pour déterminer sé

parément les densités S1 et £2 en ces deux points. 

Dans la démonstration précédente, nous avons confondu, pour 

plus de brièveté, les normales en M 1 , M 2 aux surfaces S 1 , S 2 avec 

(1) Si la surface S, est fermée et que la surface S, lui soit intérieure, on a, en 

tout point de cette dernière, o\ ,= 0; partant S 2 = 0 , et l'équation ( 3 ) devient 

Cette équation fonctionnelle détermine la distribution électrique sur un con

ducteur fermé. M. G. Robin a fait un grand usage de cette équation. Kl le lui a 

servi à résoudre la belle et difficile question de la distribution électrique sur un 

sphéroïde sensiblement différent de la sphère. Poisson s'était arrêté au cas du 

sphéroïde peu différent de la sphère (G. R O B I N , loc. cit.; voir aussi, plus haut, 

Livre II , Chap. X ) . 



la normale en M à la surface S. Cette confusion est évidemment 

rendue légitime par la quasi-identité de direction de ces normales, 

sauf aux points très voisins du bord KK' du conducteur. Comme 

d'ailleurs, au voisinage de ce bord, les densités S 1 , 2 2 peuvent être 

infinies, il est. permis de se demander si la démonstration précé

dente n'est pas par là mise en défaut. Toutefois, il est aisé de voir 

que la démonstration précédente demeure valable si l'on admet, 

comme nous le ferons, qu'à une distance infiniment petite o du 

bord KK' les densités S 2 , tout en étant infiniment, grandes, 

sont infiniment petites par rapport à -< • Dans tous les exemples con

nus, elles sont de l'ordre de 

§ 2. — C o n d u c t e u r ouvert soustrai t à t o u t s i n f l u e n c e . 

Supposons, en particulier, qu'un conducteur ouvert et isolé, 

auquel on a communiqué une charge connue d'électricité, soit 

soustrait à toute influence, et cherchons la distribution électrique 

sur un semblable conducteur. 

Nous savons, tout d'abord, que cette distribution sera mono

gène, et que la densité électrique aura en chaque point le signe de 

la charge totale. 

L'équation ( 3 ) deviendra 

Supposons la surface S partout convexe dans le sens de la nor

male N 1 . Le second membre de l'égalité (4) aura un signe con

stant qui sera celui de [S1 (M') + S 2 (M ' ) ] , c'est-à-dire le signe de la 

charge totale distribuée sur le conducteur. D'où ce théorème : 

Si un conducteur ouvert, dont la surface est convexe, est 

soustrait à toute influence, la densité électrique a une valeur 

absolue plus grande en un point de la face externe qu'au 

point correspondant de la face interne. 

Si le conducteur ouvert porte une charge totale Q répartie en 
une charge Q ( distribuée sur la face S1 et une charge Q 2 répartie 



sur la face S 2 , il est intéressant de connaître d'une manière simple 

les limites entre lesquelles est compris le rapport ^ • Ce résultat 

est obtenu par le théorème que nous allons démontrer. 

Supposons, pour abréger, que l'ouverture du conducteur soit 

plane (fig. 53), bien que les théories qui seront exposées clans 

l'étude des intégrales curvilignes (t. III, Livre XIII) permettent de 

généraliser la démonstration suivante. Sur le plan P de l'ouver

ture, le bord KK' découpe une aire limitée A. Supposons que la 

surface S ne coupe pas le plan P à l'intérieur de l'aire A. Au 

voisinage du bord KK', la surface S est tout entière d'un côté 

déterminé du plan P; supposons qu'elle soit au-dessous de ce 

plan. 

L'action exercée au point M de la surface S par l'électricité dis

tribuée sur les surfaces S 1 , S 2 est égale à o ; il en est de même de 

la composante suivant N1 de cette action et de la somme de ces 

composantes pour toute la surface S; écrivons l'égalité à o de 

cette somme 

Soient µ un point de l'aire A et y la normale en ce point à la 

lace supérieure du plan P. L'aire A et l'aire S réunies forment 

une surface fermée à laquelle le point M'1 est extérieur et le point M'2 



intérieur. On a donc, d'après les lemmes de Gauss, 

L'égalité précédente devient alors 

Faisons tendre les deux surfaces S1 et S 2 vers la surface S ; les 

deux quantités 

tendent vers la limite commune 

c'est-à-dire vers l'angle w sous lequel du point M' on voit l'aire A, 

cet angle étant compté positivement ou négativement suivant que 

le point M' est au-dessous ou au-dessus du plan P. Nous avons 

donc 

Soient Q le maximum et Q' le minimum des valeurs de w. 

L'égalité précédente nous donnera 

(5) 

Ces inégalités peuvent encore s'écrire 

( 6 ) 



Comme application des inégalités précédentes, proposons-nous 

de déterminer deux limites supérieure et inférieure du rapport ^ 

pour une calotte conductrice résultant de la section d'un ellipsoïde 

de révolution allongé par le plan d'un parallèle (fig. 54). 

Soient a l'angle du plan de base avec le plan tangent tout le 

long du contour; 2J3 l'angle au sommet du cône de révolution 

circonscrit au contour à partir du pôle de la calotte. Il est aisé de 

voir que l'on a 

et, par conséquent, 

On voit que, lorsque les dimensions de l'ouverture sont infini

ment petites du premier ordre, la charge totale répartie à l'inté

rieur de la calotte devient infiniment petite du second ordre. Un 

corps d'épreuve, mis au contact des parois intérieures de la calotte, 

ne rapportera pas d'électricité. 

Aux théorèmes précédents, M. G. Robin en a joint un grand 

nombre d'autres ; nous renverrons à son Mémoire pour la dé

monstration des suivants que nous ne faisons qu'énoncer : 

I° Une surface fermée S (fig. 55) est formée par deux calottes 

C et C ; si l'on sait déterminer d'une part l'influence exercée par 

des charges électriques quelconques sur la surface S ; d'autre part, 

l'influence exercée sur la calotte C par une charge placée en un 



point courant M' de la calotte C , une triple quadrature permet de 

déterminer l'influence exercée sur la calotte C par une charge 

placée en un point quelconque de l'espace. 

2° Une surface fermée S (fig. 56) est formée d'une zone Z et 

de deux calottes C et C'. Supposons que l'on connaisse : I° la 

distribution électrique sur la surface S soustraite à toute in

fluence ; 2 ° l'influence sur la calotte ( Z + C ) d'un point variable 

M' de la calotte C' ; 3° l'influence sur la calotte (Z + C ) d'un 

point variable M de la calotte C. De ces données, on peut con

clure la distribution de l'électricité en équilibre d'elle-même sur 

la zone Z. 

Ce beau théorème a permis à M. Robin de déduire des ré

sultats obtenus par Sir W . Thomson pour la calotte sphérique 

la distribution de l'électricité en équilibre d'elle-même sur la 

zone sphérique. 



CHAPITRE III. 

L E S S U R F A C E S D E N I V E A U E T L E U R S T R A J E C T O I R E S O R T H O G O N A L E S . 

§I. — Théorèmes généraux. 

La fonction potent ie l le de cer ta ines charges é lec t r iques est, 

dans tout l ' espace , une cer ta ine fonction finie, cont inue et u n i 

forme des coordonnées 

V = f ( x , y , z ) . 

Dans une région de l ' espace où la fonction potent ie l le n 'est 

point constante , el le prend cer ta ines va leurs , pa rmi lesque l les la 

va leur C. L ' équa t ion 

f(x,y,x) = C, 

où C est traité comme une cer ta ine constante , représente en g é 

néra l une cer ta ine surface, var iable d 'une maniè re cont inue avec 

la va leur de la constante C. 

La considérat ion de semblables surfaces s'est d 'abord présentée 

en Hydros ta t ique , dans la théor ie de la figure des p lanè tes , à Mac-

laur in et à C la i r au t ( 1 ) , qu i l e u r ont donné le nom de surfaces 

de niveau. Chasles ( 2 ) , qu i en a in t rodui t l 'usage en Elect ros ta

t ique , l eu r a conservé ce nom, auque l on subst i tue souvent celui 

de surfaces équipotentielles. 

Supposons qu 'une l igne rencontre une semblable surface en un 

point So ien t (x,y,z) les coordonnées courantes d 'un 

( 1 ) MACLAURIN, Treatise of fluxions, A r t . 6 4 0 ; 1742. — CLAIRAUT, Théorie 

de la figure de la Terre, p . 40-52; 1743. 

( 2 ) CHASLES, Mémoire sur l'attraction d'une couche ellipsoïdale infiniment 

mince (Journal de l'École Polytechnique, t. X V , X X V e C a h i e r , p . 3o4-316 ; 1837). 

— Enoncé de deux théorèmes généraux sur l ' a t t rac t ion des corps et la théorie 

de la chaleur (Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 

t. V I I I , p . 3 0 9 ; 1839). — Théorèmes généraux sur l'attraction des corps (Ad

dition à la Connaissance des Temps pour 1843, p u b l i é e en 1842) . 



point de cette l i gne , s l ' a rc compté sur cette l i g n e . La l igne ren
contrera no rma lemen t la surface si l 'on a 

En in tégran t d e u x des trois équa t ions ( e l l e s se rédu i sen t à deux 
d is t inc tes ) 

on obt iendra une famil le de l ignes dont chacune est normale à 
toutes les surfaces de n iveau qu ' e l l e r encon t re . 

Chas les , qu i a in t rodui t l a considéra t ion de ces l ignes dans le 
domaine de l 'E lec t r i c i t é , l eu r a donné le nom de trajectoires or
thogonales aux surfaces de niveau. Au jourd 'hu i , on l e u r donne 
souvent , à l ' imi ta t ion de M a x w e l l , le nom de lignes de force, créé 
par F a r a d a y pour les l ignes ana logues que l 'on rencontre dans 
l 'é tude de l 'É lec t romagné t i sme . 

Ce de rn ie r nom peut se jus t i f ie r a ins i . 
L a force é lec t ros ta t ique en un point a pour composantes 

Il est aisé de voir qu ' e l l e est, en tout point , no rmale à l a surface 
de n iveau et tangente à l a t ra jec to i re or thogonale q u i passent par 
ce point . La trajectoire orthogonale marque donc, en chaque 
point, la direction de la force. 

La force, normale en chaque point à la surface de n iveau qui 
passe par ce point , est d i r igée du côté de cette surface de niveau 
vers l e q u e l l a fonction poten t ie l le va en d iminuan t . 

La connaissance des surfaces de n iveau pe rme t donc de déter-



rainer, en chaque point , l a d i rec t ion de la force é lec t ros ta t ique ; 

el le pe rmet aussi d 'en dé t e rmine r la g randeur re la t ive . 

T raçons , en effet (fig. 5 7 ) , les surfaces de n iveau 

qui correspondent à des va leurs de l a fonction potent ie l le var ian t 

en p rogress ion a r i thmé t ique de raison inf iniment pet i te ( — a ) . 

Soit M un point de la surface V ; soit S la dis tance normale du 

point M à la surface ( V — a ) ; soit N la d i rec t ion de la normale 

au point M à la p r emiè re surface menée vers la seconde ; c'est la 

d i rect ion de la force é lec t r ique au point M, force qu i a pour gran

deur 

Mais on p e u t , si l 'on v e u t , p rendre dN = 8; on a a lors 

dV = — a, et , par conséquent , 

La grandeur de la force électrostatique est, en chaque 

point, inversement proportionnelle à la distance entre la sur

face de niveau qui passe par ce point et la surface de niveau 

infiniment voisine. 

L a surface d 'un conducteur é lec t r i sé est une surface de n iveau . 

Supposons qu ' e l l e corresponde à une ce r ta ine va leur V de la fonc

tion po t en t i e l l e . Dans l ' e space qu i env i ronne ce corps , traçons 

une surface de n iveau inf in iment vois ine de la surface du corps ; 



el le correspond à une va leur ( V — a ) de la fonction po ten t ie l l e , 

a é tant une quan t i t é inf in iment pe t i t e , pos i t ive ou néga t ive . 

So i t S l a dis tance normale d 'un po in t M de la surface du conduc

teur à cet te surface de n iveau . Nous aurons en ce point 

Mais l a densi té superf ic ie l le de l ' é lec t r ic i té a pour va leur au 

point M 

On a donc 

La densité électrique est, en chaque point d'un conducteur 

électrisé, inversement proportionnelle à la distance normale 

entre ce point et la surface de niveau infiniment voisine de ce 

conducteur. 

Donnons , dès main tenant , une app l ica t ion de ces théorèmes 

géné raux . 

Cons idérons un e l l ipsoïde é lec t r i sé et soust ra i t à toute inf luence. 

La fonction po ten t ie l l e de cet e l l ipsoïde [ L i v r e II, Chapi t re VII , 

éga l i t é ( 1 7 ) ] dépend seu lement , en coordonnées e l l i p t i ques , du 

paramèt re u. Les surfaces de n iveau de cet e l l ipsoïde sont donc 

les surfaces 
u = const. 

D'où ces deux proposi t ions : 

Les surfaces de niveau d'un ellipsoïde électrisé et soustrait 

à toute influence sont des ellipsoïdes homofocaux à celui-là. 

Les trajectoires orthogonales sont des lignes d'intersection 

des deux familles d'hyperholoïdes homofocaux à l'ellipsoïde 

donné. 

Le théorème géné ra l démontré en de rn ie r l i eu donne alors cel te 

proposi t ion : 

En chaque point d'un ellipsoïde électrisé et isolé, la densité 

électrique est inversement proportionnelle à la distance entre 

cet ellipsoïde et l'ellipsoïde homofocal infiniment voisin. 



R e v e n o n s a u x p r o p r i é t é s g é n é r a l e s d e s su r faces d e n i v e a u . 
C o n s i d é r o n s u n é l é m e n t dio s u r u n e s u r f a c e de n i v e a u (fig. 5 8 ) . 

Par t o u s les p o i n t s d u c o n t o u r d e c e t é l é m e n t , m e n o n s d e s t r a j e c 
to i res o r t h o g o n a l e s . C e s l i g n e s e n g e n d r e n t u n e s u r f a c e q u i l i m i t e 
un c a n a l i n f i n i m e n t d é l i é . C h a s l e s , q u i a m i s e n é v i d e n c e l e s r e 
m a r q u a b l e s p r o p r i é t é s d ' u n s e m b l a b l e c a n a l , lu i a d o n n é le n o m 
d e canal orthogonal; o n le n o m m e p a r f o i s aus s i tube de force. 

C o u p o n s u n s e m b l a b l e c a n a l p a r d e u x s e c t i o n s n o r m a l e s d?o> 

e t dit)1, s e c t i o n s q u i s o n t é v i d e m m e n t s i t u é e s s u r d e u x su r faces d e 
n i v e a u . L e t r o n ç o n a in s i f o r m é e s t l i m i t é p a r u n e s u r f a c e f e r m é e à 
l a q u e l l e n o u s p o u v o n s a p p l i q u e r l es l e m m e s d e G a u s s . S i n o u s 
s u p p o s o n s q u e le c a n a l o r t h o g o n a l n ' a i t r e n c o n t r é a u c u n c o r p s 
é l e c t r i s é e n t r e les d e u x s e c t i o n s dto e t dw', n o u s a u r o n s 

la s o m m a t i o n s ' é t e n d a n t à la s u r f a c e c o n s i d é r é e . 
L e s t r a j e c t o i r e s o r t h o g o n a l e s é t a n t t o u j o u r s t a n g e n t e s à la f o r c e , 

on a e n t o u t p o i n t d e s p a r o i s l a t é r a l e s d u c a n a l 

.Il r e s t e d o n c , e n d é s i g n a n t p a r clu> e t cho l es a i r e s des d e u x 
b a s e s d u c a n a l e t p a r F N , F'N les c o m p o s a n t e s d e la force é l e c t r o 
s t a t i q u e s u i v a n t les n o r m a l e s à ces b a s e s e x t é r i e u r e s au c a n a l , c o m 
p o s a n t e s q u i s o n t , e n v a l e u r a b s o l u e , éga l e s à la f o r c e 

( 1 ) l F N d w -+- 1\N du> = o . 

D e c e t t e éga l i t é il r é s u l t e , e n p r e m i e r l i eu , q u e F N e t F'N s o n t d e 
s i g n e c o n t r a i r e . S i d o n c , à u n e e x t r é m i t é , la f o r c e e n t r e d a n s le 
c a n a l , e l le en s o r t à l ' a u t r e . L a d i r e c t i o n d e la fo rce m a r q u e d o n c , 
d a n s le c a n a l , u n s e n s d e p a r c o u r s c o n s t a n t . 



En second l i e u , si l 'on dés igne par F et F ' les va leurs absolues 

de l a force en un point des é léments dto et dof l ' éga l i t é (1) peut 

s 'écr i re 

F dw = F ' du'. 

L a quan t i t é F chù est donc la m ê m e pour toutes les sect ions du 

cana l . 

On peu t exp r imer ces d iverses pa r t i cu la r i t é s en r e g a r d a n t un 

canal or thogonal comme rempl i d 'un ce r ta in fluide incompress ib le 

qui s ' écoulera i t d 'un m o u v e m e n t p e r m a n e n t dans le sens de 

la force é lec t ros ta t ique et dont la vi tesse en c h a q u e point serai t 

p ropor t ionnel le à cette force; de là le nom de flux de force 

souvent donné au produi t F dw. 

L ' éga l i t é (1) nous mont re que , dans une r ég ion ex té r i eure aux 

masses ag i ssan tes , où la force é l ec t r ique est par tout finie, un canal 

or thogonal ne peu t se fermer . Un cana l or thogonal est donc l i 

mi té s eu lemen t par des corps é lec t r i sés , ou b ien encore i l s 'étend 

à l ' infini ou se ferme sur l u i - m ê m e . 

Considérons un canal or thogonal about i ssant par ses deux ex

trémités aux surfaces de deux conduc teu r s (fig. 59). L e s surfaces 

des conducteurs étant des surfaces de n iveau , l e canal or thogonal 

les rencont re normalement . So ien t dQ, dQ! l es é l émen t s superfi

c ie ls que le canal or thogonal r encon t re no rma lemen t . Ces deux 

é léments sont dits éléments correspondants. 

Prenons , dans le mi l i eu non é lec t r i sé qu i sépare ces d e u x con

ducteurs , deux sect ions no rma les du canal or thogonal : l ' u n e , du>, 

inf in iment vois ine de dQ; l ' au t r e , dw', inf in iment vo is ine de dQ!. 

Soien t FN, F'N l es forces en dto et du' comptées vers l ' i n t é r i eu r du 



canal , c ' e s t -à -d i re vers l ' ex t é r i eu r des conduc teu r s . Nous aurons , 

d 'après l ' éga l i t é ( 1 ) , 

S i N e , N'e sont les normales vers l ' ex t é r i eu r des conducteurs 

en dQ et dQ', lo r sque les é léments d(ù et du>' tendent respec t ive

ment vers dQ et dQ', F l N tend vers et F'N- tend vers 

L ' éga l i t é p récédente devient donc, à la l imi te , 

So ien t <T et a' les dens i tés é l ec t r iques superf ic ie l les en un point 

des é léments dQ et dQ'. On a 

et l ' éga l i t é p récédente devient 

s? chl H- a' dQ,' ~ o. 

Sur deux conducteurs en présence, deux éléments corres

pondants renferment des quantités d'électricité égales et de 

signes contraires. 

Cette proposi t ion peu t être r ega rdée comme la t raduction théo

r ique de l a c lass ique expé r i ence sur l ' inf luence é l ec t r ique , où deux 

conducteurs é lec t r i sés mis en p résence se chargent sur l eurs faces 

en r ega rd d ' é lec t r i c i t és de s ignes con t r a i r e s . 

§ 2. — Étude expérimentale des surfaces de niveau. 

F a r a d a y ( 1 ) a donné une méthode qui permet d ' é tud ie r expér i 

men ta l emen t les va leurs que p rend la fonction poten t ie l le aux 

divers points du champ qui envi ronne un conduc teu r é lec t r i sé et 

par conséquent , de dé t e rmine r les surfaces de n iveau et l eurs tra

j ec to i res o r thogona les . 

( 2 ) FARADAY, Expérimental Researches on Electricity; Série \ I : On Induc

tion; Art . I V . Induction in curved lines ( lu à la Société Royale de Londres, le 

'21 décembre 1837. — Réimpression des Exp. Researches, p. 380 ) . 



En un po in t du champ où la fonction po ten t i e l l e des cha rges 

agissantes avai t une va leur V , on p lace le cent re d 'une très pet i te 

sphère de rayon R , tenue par une a igu i l l e i solante en gomme 

l a q u e . On met cet te sphère en communica t ion avec le sol par un 

fil fin. El le p rend une cha rge Q. On coupe la communica t ion avec 

le sol, et l 'on porte cet te sphère dans l a ba lance de Coulomb, qui 

fait connaî t re la charge Q. Cet te dé te rmina t ion pe rme t de con

na î t re l a va leur de V . 

En effet, au moment où c e l l e sphère est en communica t ion 

avec le sol, la fonction poten t ie l le en son cen t re doit avoir la va

leur o, ce qui donne i m m é d i a t e m e n t la re la t ion 

F a r a d a y a pu , par ce moyen , reconna î t re l ' ex i s t ence des l ignes 

de force. L e u r forme courbe l ' ava i t f rappé ; il y voyai t la preuve 

que l ' induc t ion é l ec t r ique se p ropagea i t par l ' i n t e rméd ia i r e d'un 

m i l i e u ; selon lu i , si cette ac t ion s 'était exe rcée à d is tance , l e s 

l ignes de force eussent été d ro i tes . Ma lg ré les idées fécondes que 

renferment q u e l q u e s par t ies du passage que nous avons ci té , on 

ne peu t méconna î t re ce que les cons idéra t ions qu ' i l cont ient ont 

de peu r i g o u r e u x . 



CHAPITRE IV. 

L E S C O U C H E S D E N I V E A U . 

§ 1 . — Une identité de Green. 

L e s propos i t ions que nous a l lons é tab l i r dans ce Chap i t r e sont 

la conséquence na tu re l l e d 'une impor t an t e iden t i t é , dédui te par 

Green ( 1) du théorème qu i porte son nom. 

S i U et V sont deux fonctions r é g u l i è r e s à l ' i n t é r i eu r d 'une 

cer ta ine surface S ; si N, est l a normale en un point de l ' é l ément dS 

vers l ' i n t é r i eu r de la surface S , le théorème de Green nous donne 

l ' ident i té [ L i v . I, C h a p . III, éga l i t é ( 3 ) ] 

Envisageons une surface S , fermée, et entourant un espace qui 

peut conten i r des masses é lec t r i sées , tandis que d 'au t res masses 

é lec t r i sées lu i sont e x t é r i e u r e s (fig. 6o ) . T raçons une surface 

fermée, S' ( q u i peut , dans ce r ta ins cas , ê tre l ' ensemble de plu

s ieurs surfaces fe rmées) , contenant à son i n t é r i e u r toutes les masses 

( 1 ) G E O R G E G R E E N , An Essay on the application of mathematical analysis 

to the Theories of Electricity and Magnetism. General preliminary results. 

A r t . 4 ( N o t t i n g h a m , 1828. Green's Mathematical Papers. p . 29 ) . N o u s a v o n s 

déjà r e n c o n t r é ce t te iden t i t é au L i v r e I I , C h a p . V I . 
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é lec t r iques que renferme l ' e space clos cons idé ré . Enfin, dans l ' e s 

pace compr is entre l e s surfaces S et S ' , cons idérons un point M et 

en tourons - le d 'une sphère de très pet i t r ayon S". 

Examinons l ' espace clos l i m i t é par les surfaces S, 2', 2". 

A l ' i n t é r i eu r de cet e space , l a fonct ion po ten t i e l l e V des masses 

ag i ssan tes est r é g u l i è r e et h a r m o n i q u e . Il en est de même de la 

fonction U = y ; /• é tant l a d i s tance du po in t (x, y, z) au point M. 

A p p l i q u o n s à ces deux fonctions l ' éga l i t é (1) et nous t rou

verons 

Cons idérons l a t ro is ième in t ég ra l e . So i t d& l ' a n g l e sous l e 

que l , du point M, on voit l ' é l émen t d%". Nous aurons 

R étant le r ayon de la sphère . S i ce r ayon tend vers o, on voit 

a i sémen t que la t ro i s i ème in tégra le tend vers — 4 ^ V ( M ) , et 

l ' éga l i té p récédente devient 

Dans la seconde i n t é g r a l e , nous avons r emp lacé le symbole N,-

dés ignant l a no r ma l e à l a surface S' vers l ' i n t é r i eu r de l ' e space 

cons idéré p a r l e s y m b o l e N e dés ignan t , ce qu i r ev ien t au même, 

l a normale vers l ' ex t é r i eu r de la surface 2'. 

Dans le cas pa r t i cu l i e r où l a surface 2 ne renferme aucune 

charge ag i ssan te , l ' éga l i t é (2) devient 

( 3 ) 4 ^ V ( M ) 



De l ' éga l i t é ( a ) , nous déduisons une aut re égal i té ana logue . 

A p p l i q u o n s - l a , en effet, à l ' espace compr is entre une surface 

fermée 2 , à l ' ex t é r i eu r de l a q u e l l e peuven t se t rouver cer ta ines 

charges ag i ssan tes et une sphère de très g rand rayon . Le te rme 

re la t i f à la surface de cette sphère s ' évanoui ra lo r sque son rayon 

croî t ra au de là de toute l imi t e , et l 'on aura l ' é g a l i t é , v ra ie pour 

tout point e x t é r i e u r à la surface S et aux charges agissantes , 

(4) 

S i toutes l e s cha rges ag i ssan tes sont i n t é r i eu re s à la surface S, 

cette éga l i t é devient s imp lemen t 

( 5 ) 

Examinons le rôle de l ' équa t ion ( 3 ) . 

Lor sque l 'on connaî t l ' ex i s t ence , à l ' i n t é r i eu r de l ' e space l imi té 

par l a surface S, d 'une fonction ha rmon ique V , et que l 'on connaît 

en outre les va leurs de V et de sur l a surface S, e l le permet de 

ca lcu le r l a va leur de V en tout point i n t é r i eu r à S . 

Les fonctions de trois va r i ab les r ée l l e s qui vérif ient l ' équa t ion 

AV = o jou i s sen t de propr ié tés fort ana logues , en bien des cas , à 

ce l les des fonctions de var iab les i m a g i n a i r e s ( 1 ) . Le théorème 

précéden t const i tue un des p r inc ipaux é léments de ces ana log ies . 

On sait que si une fonction f(z) de la var iab le imag ina i r e z est 

finie, uniforme et cont inue à l ' i n t é r i eu r d 'une cer ta ine aire l imi tée 

par un contour fermé s et que si x dés igne l'affixe d 'un point 

i n t é r i eu r à ce contour, on a 

(6) 

( 1 ) P a r m i les o u v r a g e s i m p o r t a n t s p o u r l ' é tude de ces a n a l o g i e s , c i t o n s : 

P. APPELL, Sur les fonctions de trois variables réelles satisfaisant à l'équa

tion A F = o (Acta mathemat ica , t. IV , p . 3 1 3 ; 1884)- — P. PAINLEVÉ, Sur les 

lignes singulières des fonctions analytiques (Annales de la Faculté des 

Sciences de Toulouse, t . I I . B . ; 1888). 



le contour s étant parcouru de man iè re à l a i s se r à g a u c h e l ' a i re 

l im i t ée . 

La démonst ra t ion de ce théorème fondamental de C a u c h y peut 

être ca lquée ( 1 ) sur la démonst ra t ion de l ' éga l i t é ( 3 ) donnée par 

Green et r ep rodu i t e c i -dessus . Ce théorème montre que l 'on peut 

ca lcu le r les va leurs de la fonction f(z) en un point que lconque 

in té r i eur à une a i re , si l 'on connaî t les va leurs de la fonction aux 

différents points du contour de cette a i r e . 

Mais une différence impor tan te est à s igna le r en t re les égal i tés 

( 3 ) et ( 6 ) . L ' é g a l i t é ( 6 ) dé te rmine la fonction f(x) à l ' i n t é r i eu r 

de l ' a i re lorsqu 'on connaî t s eu lement les va leurs de cette fonction 

a u x divers points du contour. A u con t ra i re , pour ca l cu l e r la va

l eu r de V en un point d 'un cer ta in espace , l ' éga l i t é ( 3 ) ex ige que l'on 

connaisse en tous les poin ts de la surface qu i l imi te cet espace , non 

seu lement la valeur de V, mais encore la valeur de sa dér ivée -^r 

suivant la no rma le à la surface. 

Or, il est a isé de voir que l 'on in t rodu i t a ins i , dans la dé t e rmi 

nat ion de V ( M ) , des é léments superflus L e s démonst ra t ions 

qui sont exposées au L i v r e I, Chap i t r e V , § 3, conduisen t , nous 

l 'avons vu, au résu l ta t su ivant : 

Pour que la fonction h a r m o n i q u e V soit dé te rminée sans ambi 

guï té dans tout l ' e space in t é r i eu r à la surface 2, i l suffit que l'on 

connaisse les va leurs de V en tous les points de la surface S ; ou 

bien les va leurs de V pour cer ta ines rég ions de cette surface et les 

va leurs de pour les au t res r ég ions . Si l 'on connaissai t s e u l e 

ment les valeurs de en tout point de la surface S, l a fonction V 

sera i t , à l ' i n t é r i eu r de cette surface, dé te rminée à une constante 

près . 

Toutefois , cette différence apparen te entre les éga l i t és ( 3 ) et 

( 6 ) se transforme de nouveau en une ana logie par un examen plus 

approfondi, car le théorème de C a u c h y e x i g e , lu i auss i , pour le 

( 1 ) V . HERMITE, Cours d'Analyse de la Faculté des Sciences de Paris, r é d i g e 

par H. A n d o y e r . 

( 2 ) G. KIRCHHOFF, Vorlesungen über mathematische physik. Mechanik, 

p . 185. 



calcul de f ( x ) , des é léments superf lus. Pour dé te rminer f(x), il 

n 'est pas nécessa i re de connaî t re les va leurs de f(z) en tous les 

points du contour , ma i s seu lement soit la par t ie r ée l l e , soit la par t ie 

imag ina i r e de f ( z ) . 

Quoi qu ' i l en soit, la r e m a r q u e p récéden te condui t à se proposer 

ce problème : F a i r e d ispara î t re du second m e m b r e des égal i tés ( 3 ) 

et ( 5 ) soit - ^ r - > , soit V . 

C'est pour faire d ispara î t re du second membre de ces é g a -

li tés que Green a créé la fonction que nous avons é tudiée au 

Chap i t r e V I du L iv re II, et, par conséquent , posé pour l a p r e 

mière fois le p rob lème qu i a reçu le nom de Lejeune-Dir ich le t . 

Fa i r e d ispara î t re V en la issant seu lement consti tue l 'objet d'un 

p r o b l è m e ana logue , sur l eque l nous aurons à reven i r au Tome II du 

présent Ouvrage lo rsque nous é tudierons la dis t r ibut ion m a g n é 

t ique , et que nous nommerons le problème dérivé de L e j e u n e -

Dir ichle t . Se lon que l 'on veut faire d ispara î t re V du second 

membre de l ' équat ion ( 3 ) ou du second membre de l 'équat ion ( 5 ) , 

on se trouve en présence du problème dérivé intérieur, ou du 

problème dérivé extérieur de Le jeune-Dir ich le t . 

§ 2. — P r o p r i é t é s f o n d a m e n t a l e s d e s c o u c h e s d e n i v e a u . 

Le p rob lème dér ivé ex té r i eu r de Le jeune-Di r ich le t présente or

d ina i r emen t des difficultés b ien p lus grandes que cel les que pré

sente le p rob lème de Dir ichle t . Nous a l lons voir, toutefois, qu ' i l 

existe un cas pa r t i cu l i e r où il peut être immédia tement résolu . 

Imag inons que la surface S soit une surface de niveau ren

fermant à son intérieur toutes les charges agissantes. Soi t A 

la va l eu r constante que prend, à sa surface, la fonction poten

t i e l l e . L ' é g a l i t é ( 5 ) donnera , pour tout point M e , ex té r ieur à la 

surface S, 

Mais on sai t , par un des l emmes de Gauss , que la p remière des 

d e u x in t ég ra l e s qu i figure au second membre a la valeur o. On a 



donc 

( 7 ) 

égal i té qui résout imméd ia t emen t , dans ce ca s , le problème dérivé 

ex té r i eu r de Le jeune-Di r i ch le t . 

Par que l le éga l i té doit-on r e m p l a c e r l ' éga l i t é ( 7 ) , l o r sque , au l ieu 

de cons idére r un point M e ex t é r i eu r à la surface S, on considère 

un point Mi i n t é r i eu r à la surface S, ma i s ex té r i eu r a u x masses 

ag issan tes ? 

On peu t toujours mener l a surface S' de tel le sorte que le point 

Mi; lu i soit ex t é r i eu r ; l ' éga l i t é ( 5 ) donnera alors 

L ' éga l i t é ( 2 ) deviendra alors 

ou b i en , à cause de l ' éga l i t é 

qui résu l te i m m é d i a t e m e n t des l emmes de Gauss , 

(8) 

Cherchons une in terpré ta t ion des égal i tés ( 7 ) et ( 8 ) . 

Nous nommerons couche de niveau une couche é lec t r ique d i s 

t r ibuée sur la surface de n iveau S et ayant en chaque point une 

densi té superficiel le dé te rminée par la formule 

La fonction potent ie l le de cet te é lec t r ic i t é aura pour va leu r en 

un point que lconque M de l ' espace la quant i t é 



On aura a lors , d 'après l ' éga l i t é ( 8 ) , en tout point i n t é r i eu r à la 

surface S, 

(9) U = A, 

et en tout point ex té r i eu r à la surface S , d 'après l ' éga l i t é ( 7 ) , 

(10) U = V. 

On en conclu t qu'une couche de niveau exerce, à l 'extérieur 

de la surface sur laquelle elle est répandue, la même action 

que les charges électriques situées à l'intérieur de cette sur

face et qu'elle n'exerce aucune action en un point intérieur à 

cette surface. 

L ' é g a l i t é ( 9 ) montre que cette couche , d is t r ibuée sur un con

duc teur l imi t é p a r la surface de n iveau considéré , y formerait une 

couche é lec t r ique en é q u i l i b r e . De là ce nouveau théorème : 

Si l'on sait trouver les surfaces de niveau d'un système de 

masses électrisées, qui contiennent ces masses à leur intérieur, 

on sait trouver la distribution qu'affecterait d'elle-même l'élec

tricité sur un conducteur limité par une quelconque de ces 

surfaces. Il suffit de donner à la densité en chaque point de 

cette surface une valeur en raison inverse de la distance de ce 

point à la surface de niveau infiniment voisine. Cette distri

bution admet les mêmes surfaces de niveau extérieures que les 

charges primitivement considérées. 

La quant i t é totale d 'é lec t r ic i té qu i forme la couche de niveau a 

pour va leu r 

Les l e m m e s de Gauss conduisent immédia temen t au théorème 

suivant : 

La masse totale d'une couche de niveau a même grandeur 

et même signe que les masses dont elle peut remplacer l'action 

pour les points extérieurs. 



C e s b e a u x t h é o r è m e s o n t é t é d é c o u v e r t s p a r G r e e n ( 1 ) . Le M é 

m o i r e de G r e e n é t a i t i n c o n n u l o r s q u e ces p r o p o s i t i o n s f u r e n t 

r e t r o u v é e s , p r e s q u e s i m u l t a n é m e n t , p a r C h a s l e s ( 2 ) , G a u s s (3) e t 

S i r W . T h o m s o n ( 4 ' ) . 

§ 3. — É t u d e c o m p l è t e d 'un cas d ' inf luence é l e c t r i q u e . 

Les t h é o r è m e s p r é c é d e n t s n o u s c o n d u i s e n t d e s u i t e à la s o l u t i o n 

d ' u n p r o b l è m e d ' i n f l u e n c e i n t é r e s s a n t . 

L e s c o r p s C , C' , C" s o n t c h a r g é s d ' é l e c t r i c i t é (fig. 61); S e t 

s o n t d e u x su r f aces d e n i v e a u d e s c h a r g e s d i s t r i b u é e s s u r C , C , C" : 

2 e n v e l o p p e les c o r p s é l e c t r i s é s e t S' e n v e l o p p e S. Ces d e u x s u r 

faces l i m i t e n t u n e c o u c h e c o n d u c t r i c e . N i , N e s o n t l es d i r e c t i o n s d e 

( 1 ) G . GREEN, An Essay on the application of mathematical Analysis to the 

Theories of Electricity and Magnetism. A r t . 1 2 . N o t t i n g h a m , 1 8 2 8 . — Green's 

Mathematical Papers, p . 6 3 . 

( 2 ) CHASLES, Mémoire sur l'attraction d'une couche ellipsoïdale infiniment 

mince et les rapports qui ont lieu entre ces attractions et les lois de la chaleur 

dans un corps en équilibre de température (Journal de l'École Polytechnique, 

t. X V , 25e C a h i e r , p . 3 o 4 - 3 1 6 ) . — Énoncé de deux théorèmes généraux sur 

l'attraction des corps et la théorie de la chaleur (Comptes rendus des séances 

de l'Académie des Sciences, t. V I I I , p . 209; 1839) . — Théorèmes généraux 

sur l'attraction des corps (Addition à la Connaissance des Temps pour 1845 : 

p u b l i é en 1842) . 

( 3 ) G A U S S , Alegemeine Lehrsätze über die im verkehrten Verhältnisse des 

Quadrats der Entfernung wirkenden Kräfle. A r t 3 7 (Magnetische Verein; 

1839. — Gauss Werke, B d . V , p . 241). 

( 4 ) W. THOMSON, On the uniform motion of heat (Cambridge Mathematical 

Journal; 1842. — Reprint of Papers on Electrostatics and Magnetism, p . 1 e t 

p . I 3 I ) . 



la n o r m a l e à la su r f ace S ; N ' i , N'e. s o n t l es d i r e c t i o n s d e la n o r 

m a l e à la su r f ace 

S u r la s u r f a c e S' , d i s t r i b u o n s u n e c o u c h e d e n i v e a u ; sa d e n s i t é 

e n c h a q u e p o i n t a p o u r v a l e u r 

S u r la s u r f a c e S, d i s t r i b u o n s u n e c o u c h e de n i v e a u changée de 

signe; sa d e n s i t é e n c h a q u e p o i n t a p o u r v a l e u r 

S o i e n t : 

U ' , U les f o n c t i o n s p o t e n t i e l l e s d e s d e u x c o u c h e s q u e n o u s v e 

n o n s d e déf in i r ; 

A , A ' les v a l e u r s d e V s u r les s u r f a c e s 2, S ' ; 

P u n p o i n t i n t é r i e u r à la s u r f a c e S ; 

P ' u n p o i n t c o m p r i s e n t r e les s u r f a c e s S, 2'; 

P" u n p o i n t i n t é r i e u r à la s u r f a c e S ' . 

D ' a p r è s les t h é o r è m e s d u p a r a g r a p h e p r é c é d e n t , n o u s a u r o n s : 

1° A u p o i n t P , 

( u ) U ( P ) = — A, U'(P) = A ' ; 

2° A u p o i n t P ' , 

(12) U(P') = - V(P'), U'(P') = A'; 

3° Au p o i n t P" , 

( 1 3 ) U(P") — V(P"), U'(P") = V(P"). 

S o i t W la fonc t ion p o t e n t i e l l e to t a l e , déf in ie en c h a q u e p o i n t 

p a r l ' é g a l i t é 

W = V+ U+U' . 

1° D ' a p r è s l es ég a l i t é s (11), a u p o i n t P , n o u s a u r o n s 

(14) W(P) = V ( P ) + A ' — A. 

2 ° D ' a p r è s les ég a l i t é s ( 1 2 ) , au p o i n t P ' , n o u s a u r o n s 

( 1 5 ) W(P ' )=A ' . 



3° D'après les éga l i t é s ( 1 3 ) , au point P", nous aurons 

( 1 6 ) W(P") = V(P"). 

L ' éga l i t é ( 1 5 ) en t ra îne le théorème suivant : 

1° L'équilibre électrique est établi sur la couche conduc

trice limitée par les surfaces 2 , 2 ' . 

Les propr ié tés des couches de niveau donnent immédia temen t 

ces proposi t ions : 

2° La couche a-' est égale en signe et en quantité à la charge 3TL 

répandue sur les conducteurs C, C', C"; la couche cr est égale 

en grandeur et de signe contraire à la charge 3TL-. L'état 

d'équilibre obtenu sur le conducteur limité par ces deux sur

faces est donc l'état d'équilibre de ce conducteur supposé isolé 

et à l'état neutre avant d'avoir subi l'influence des masses Dit. 

3° La couche cr' serait en équilibre d'elle-même sur le con

ducteur qui la porte. 

4° La couche a- serait en équilibre d'elle-même sur un con

ducteur plein limité extérieurement par la surface 2 . 

Les éga l i t é s ( 1 4 ) et ( 1 6 ) donnent encore cette proposi t ion : 

5° L'action électrostatique exercée soit en un point de V espace 

clos que renferme le conducteur creux, soit en un point de 

l'espace qui lui est extérieur, se réduit à l'action des charges 

inductrices. 

§ 4 . — U n e c l a s s e p a r t i c u l i è r e d e c o n d e n s a t e u r s . 

Les propr ié tés des couches de n iveau vont nous pe rme t t r e é g a 

lement d 'é tudier d 'une m a n i è r e complè te un p rob lème pa r t i cu l i e r 

de l a condensa t ion é l ec t r i que ( 1 ) . 

S i l ' é l ec t r i c i t é é ta i t en é q u i l i b r e d ' e l l e - m ê m e sur la masse con

duc t r i ce G (fig. 6 2 ) , e l le adme t t r a i t ce r ta ines surfaces de n i v e a u ; 

soient 2 , S' deux de ces surfaces de n iveau , l a surface 2 ' en tou

ran t l a surface 2 ; ent re ces d e u x surfaces 2 , 2 ' , coulons une 

mat iè re conduc t r i ce G'. Nous au rons un sys t ème de deux conduc-

( 1 ) J. M o u t i e r , Cours de Physique, t. I ; 1881. 



l eurs dont l 'un , C, por te le nom d'armature interne, l ' au t re , C , 

d'armature externe. L a bou te i l l e de L e y d e s p h é r i q u e r éa l i s e un 

semblab le sys tème ; une bou te i l l e de L e y d e c y l i n d r i q u e et t rès 

longue le r éa l i se a p p r o x i m a t i v e m e n t . 

En met tan t une des a rma tu re s en communica t ion avec une 

source à un n iveau potent ie l cons tant ( 1 ) et l ' au t re a rma tu re en 

communica t ion avec le sol, nous au rons un condensa teu r ; ce con

densa teur p rend ra deux formes différentes selon que l 'on met t ra 

en communica t ion avec la source l ' a rma tu re ex te rne ou l ' a rma tu re 

i n t e rne . 

1° L'armature interne est en communication avec la source 

au niveau potentiel X. L'armature externe est en communi

cation avec le sol. 

Pour dé t e rmine r l a d i s t r ibu t ion é l ec t r ique sur le sy s t ème , dés i 

gnons pa r v le n iveau po ten t ie l a u q u e l se ra i t porté le conduc teur 

C par une cha rge éga le à l ' un i t é en é q u i l i b r e d ' e l l e -même à sa 

sur face . Les surfaces 2 , 2 ' s e ra i en t des surfaces de n iveau de cette 

c h a r g e , et e l les co r respondra ien t à des v a l e u r s u et u' de l a fonc

tion po ten t i e l l e . 

Ce la posé , d i s t r ibuons sur l e conduc t eu r C une cha rge a en 

( 1 ) L ' a r m a t u r e i n t e rne ne p e u t ê t r e m i s e en c o m m u n i c a t i o n a v e c la s o u r c e ou 

a v e c l e sol q u e si l ' a r m a t u r e e x t e r n e p r é sen t e un pe t i t or i f ice . N o u s n é g l i g e r o n s 

l ' in f luence p e r t u r b a t r i c e de ce pe t i t o r i f i ce . 



é q u i l i b r e d ' e l l e - m ê m e ; s u r la s u r f a c e 2 u n e c o u c h e d e n i v e a u 

c h a n g é e d e s i g n e d e m a s s e — b = — a ; s u r la s u r f a c e 2 ' n e p l a 

ç o n s a u c u n e é l e c t r i c i t é . 

S o i t V la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e d e la c h a r g e a ; so i t U la f o n c t i o n 

p o t e n t i e l l e d e la c h a r g e b. S i l ' o n r e m a r q u e que la f o n c t i o n V 

p r e n d la v a l e u r av en u n p o i n t d e la s u r f a c e C e t u n e v a l e u r au 

en u n p o i n t d e la s u r f a c e S, o n v e r r a f a c i l e m e n t , d ' a p r è s l e s p r o 

p r i é t é s d e s c o u c h e s de n i v e a u , q u e la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e t o t a l e a 

p o u r v a l e u r o e n t o u t p o i n t c o m p r i s e n t r e les s u r f a c e s S e t S ' , et 

a (y — u) e n t o u t p o i n t du c o n d u c t e u r C . S i d o n c on a e u s o i n d e 

d é t e r m i n e r la c h a r g e a p a r l ' é g a l i t é 

( 1 7 ) 

on a u r a o b t e n u la d i s t r i b u t i o n é l e c t r i q u e s u r Je c o n d e n s a t e u r . 

Le p r e m i e r coef f ic ien t d e G a u g a i n [ L i v . II, C h a p . X I ] e s t d é 

fini p a r l ' é g a l i t é m = ^ - O n a d o n c , d a n s le cas a c t u e l , 

( 1 8 ) m = 1. 

P o u r o b t e n i r le coe f f i c i en t m', il n o u s f au t i s o l e r l ' a r m a t u r e 

e x t e r n e avec u n e c h a r g e — b, éga le i c i à — a, e t m e t t r e l ' a r m a 

t u r e i n t e r n e e n c o m m u n i c a t i o n avec le s o l . C e l l e - c i p r e n d r a u n e 

c h a r g e a, e t m' s e r a le r a p p o r t N o u s p o u v o n s a i s é m e n t d é t e r 

m i n e r a1. 

S u r la s u r f a c e d u c o r p s C , d i s t r i b u o n s u n e c h a r g e a1 e n é q u i 

l i b r e d ' e l l e - m ê m e ; s u r la s u r f a c e S, u n e c o u c h e d e n i v e a u c h a n g é e 

d e s i g n e d e m a s s e t o t a l e — a1 ; s u r la s u r f a c e S' , u n e c o u c h e en 

é q u i l i b r e d ' e l l e - m ê m e , d e m a s s e t o t a l e —b + a. O n v o i t s a n s 

p e i n e q u e l ' é q u i l i b r e s e r a é t a b l i s u r le s y s t è m e ; q u e le c o n d u c 

t e u r C p o r t e r a u n e c h a r g e t o t a l e — b; q u ' à l ' i n t é r i e u r d u c o n d u c 

t e u r C , la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e t o t a l e a u r a u n e v a l e u r 

a1v — a1u — (b — a1) u'. 

O n d é t e r m i n e r a a1 e n é g a l a n t c e t t e v a l e u r à o . O n a u r a d o n c 

(19) 



La force condensan te de l ' appare i l a pour va leu r 

ou b ien , d ' après les éga l i t é s ( 1 8 ) et ( 1 9 ) , 

( 2 0 ) 

2° L'armature externe est en communication avec la source 

au niveau potentiel -X> ; l ' a r m a t u r e interne est en communica

tion avec le sol. 

On aura alors 

( 1 7 bis) 

( 1 8 bis ) 

( 1 9 BIS) 

(20 bis) 

L a force condensante de l ' appa re i l est l a m ê m e dans les deux 

cas . Mais la cha rge pr i se par le co l lec teur n 'es t pas la m ê m e . 

A p p l i q u o n s les résu l t a t s p r é c é d e n t s au cas où l ' a rma tu re in te rne 

est une sphère de rayon R et les surfaces S , S' des sphères , con

cen t r i ques à la p r e m i è r e , de r ayons p, p'. On a a lors 

La force condensante de l ' appare i l a pour va leur 

Lor squ 'on prend l ' a rmature in te rne pour co l lec teur , e l le se 

c h a r g e d 'une quant i t é d ' é lec t r ic i t é 



Si l 'on p rend au con t ra i re l ' a rma tu re ex te rne pour col lec teur , 

e l le se cha rge d 'une quan t i t é d ' é lec t r ic i té 

a — p'-l . . . 

§ 5. — Électromètre absolu de Sir W . Thomson, 

On peut r approche r l ' é l ec t romèt re de S i r W . Thomson des 

condensa teu r s dont nous venons de pa r l e r . Toutefo is , nous expo

serons d i r ec t emen t la théor ie de cet appare i l comme dern ière 

appl ica t ion des p ropr ié tés des surfaces de n iveau . 

D e u x conduc teurs C, Y sont en p résence (fig. 6 3 ) . Ces deux-

conduc teurs sont en par t ie s i tués dans une région de l 'espace 

l imi t ée par une surface S , ma i s i l s s ' é tendent à des d is tances de la 

surface S t rès g randes par r appor t aux d imens ions de cette sur 

face. 

Non seu lemen t à l ' i n t é r i e u r de la surface S , ma i s encore à une 

grande d is tance de cette surface, l a surface qu i l imi t e le c o n d u c 

teur C a la forme de d e u x plans pa ra l l è l e s P et P', la surface qui 

l imi t e le conducteur T a la forme de deux p lans II, H', pa ra l lè les 

à ces d e u x - l à . 

Le conduc teu r T est m i s en communica t ion avec le sol et le 

conduc teur C avec une source au n iveau potent ie l a. Il est facile 

de trouver l a d i s t r ibu t ion é l ec t r ique sur ces deux conducteurs ; 

la d is t r ibut ion sur le conduc teur T nous in téresse seu le . 

A l ' i n t é r i eu r de l a surface S , les surfaces de n iveau ne peuvent 

év idemment différer que très peu de p lans pa r a l l è l e s . So i t x la 



dis tance d'un point au p lan P . L ' équa t ion de L a p l a c e , que la fonc

tion po ten t ie l l e doi t vérifier en dehors des masses agissantes , se 

rédui t a lors , pour ceux de ces poin ts qu i sont i n t é r i eu r s à la s u r 

face S , à la forme 

S i l 'on dés igne pa r D la dis tance OA des deux plans P , II ; pa r 

E l ' épa i s seur l i n ' du p la teau T, on voi t sans pe ine que , dans l ' e s 

pace compr i s en t re les p lans P et El, on a 

( 2 1 ) 

Dans l 'espace s i tué au de là du plan II', on voit a i sémen t que 

( 2 2 ) V = o. 

Soit N la normale e x t é r i e u r e au conduc teur T en un point du 

plan n . So i t N' l a normale e x t é r i e u r e au même conduc teur en un 

point du p lan II'. L ' é g a l i t é ( 2 1 ) donnera 

et l ' éga l i t é ( 2 2 ) , 

L e pla teau T ne porte pas d 'é lec t r ic i té sur sa face II'. S u r sa 

face II, il porte une couche é l ec t r ique dont la densi té en chaque 

point a pour va leu r 

Supposons q u ' u n c y l i n d r e M M ' N N ' , normal aux p lans II, II', 

d iv i se le conduc teu r T de façon à i soler un d isque m o b i l e . Pour 

que ce d i sque et l a par t ie res tan te du conduc teur T ( anneau de 

g a r d e ) con t inuen t à ne former qu 'un seul c o n d u c t e u r , é lectr isé 

comme nous venons de l ' i n d i q u e r , un fil F r éun i t le d i sque à 

l ' anneau de g a r d e . So i t S la surface de base du d i sque m o b i l e . Ce 

d i sque , ne por tant d 'é lec t r ic i té que sur sa base in fé r i eu re , est 

soumis à une force, d i r igée su ivant N, et ayan t pour g r a n d e u r 



En d 'au t res t e r m e s , le d i sque mobi le est a t t i ré par le d i sque 
fixe, et l ' a t t rac t ion a pour va leur 

Il s u f f i r a de faire équ i l i b r e à cette a t t rac t ion par une force 
connue , pour obteni r l a dé te rmina t ion de la va leu r absolue du 
n iveau potent ie l a. 



CHAPITRE V. 

L E P R O B L È M E D E G R E E N E T L E S T H É O R È M E S D E F A R A D A Y . 

§ 1 . — L e p r o b l è m e i n t é r i e u r d e G r e e n . — S o l u t i o n d e G r e e n . 

Les propr ié tés des couches de n iveau donnent l a so lu t ion i m m é 

dia te , dans un cas é tendu , d u p rob lème su ivant : 

Etant données des masses électrisées et une surface qui en

toure ces masses, distribuer sur cette surface une couche élec

trique exerçant, en tout point extérieur à la surface, la même 

action que les masses données. 

Ce prob lème a été pour l a p remière fois abordé pa r Green ( 1 ) ; 

Green a montré que ce p rob lème pouvai t ê t re résolu lorsqu 'on 

savait trouver, pour l ' espace in t é r i eu r à l a surface donnée, l a fonc

tion à l aque l l e R i e m a n n a donné l e nom de fonction de Green. 

Démont rons , tout d 'abord, que l e p rob lème qu i v ien t d 'être 

énoncé ne peut admet t re p lu s i eu r s so lu t ions . 

Imag inons , en effet, que , sur l a m ê m e surface, on a i t d i s t r ibué 

deux couches d is t inc tes , ayan t pour densi té au point M l 'une cr, 

l ' au t re cr'. S o i e n t V la fonction potent ie l le de la p remière d i s t r ibu

tion et V la fonction potent ie l le de la seconde. 

Les deux d is t r ibut ions exercent la même action en un point e x 

tér ieur à l a su r face ; donc, à l ' ex t é r i eu r de l a surface, les deux 

fonctions V et V' admet tent les mêmes dér ivées par t i e l l es . S i l 'on 

ajoute qu ' e l l e s sont toutes d e u x égales à o à l ' inf ini , on voi t qu 'en 

tout point ex té r i eur à la surface, on a 

V - V ' = o . 

( 1 ) G . GREEN , An Essay on the application of mathematical Analysis to 

the theories of Electricity and Magnetism. A r t . 5. N o t t i n g h a m ; 1828 (Green's 

Mathematical Papers, p . 3 1 ) . 
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L e s d e u x fonctions V et V a y a n t l a m ê m e va leu r sur l a surface 

en quest ion et é tant toutes deux ha rmoniques à l ' i n t é r i eu r de cette 

surface sont iden t iques entre e l les à l ' i n t é r i eu r de cette surface. 

On a donc, dans tout l ' e space , l ' iden t i t é 

V — V' = o. 

Soien t N i , N e l es d i rec t ions in t é r i eu re et ex té r i eu re de la nor 

male en M à l a surface donnée . Nous aurons 

ou b i en , en ver tu de l ' éga l i t é p récéden te , 

c 'est ce que nous avions annoncé . 

Assu rés a ins i de l ' équ iva lence de toutes les solu t ions du p ro 

b l ème de Green qu i pourront être obtenues par d ivers p rocédés , 

exposons tout d 'abord la solut ion de Green. 

Proposons-nous, en p r e m i e r l i e u , de résoudre le problème de 

Green pour le cas où la surface S ne renferme qu 'un seul point 

é lec t r i sé P (fig. 64 ) por tan t une cha rge m. 

Soit G ( M i ) la va leur au point M i , i n t é r i eu r à la surface S , de la 

fonction de Green de pôle P . Nous savons que , si /- dés igne la d i s 

tance M i P , on peut écr i re ( L i v . II, C h a p . V I , §2) 

G(M i) = r(M i) + y 

r(M i) étant une fonction ha rmonique à l ' i n t é r i eu r de la surface S 

et égale à ^— sur la surface S . 



Cela étant , considérons une fonction V ( M ) a ins i définie : 

1° En tout point M i , i n t é r i eu r à l a surface S , on a 

V ( M i ) = - m r ( M i ) ; 

2° en tout point M e , i n té r i eur à l a surface S , on a 

V ( M e ) = ' J -

L a fonction V ( M ) est cont inue dans tout l ' espace , égale à o à l ' i n 

fini, h a r m o n i q u e à l ' ex té r i eu r de l a surface S , ha rmon ique à l ' i n 

té r i eur de l a surface S ; c 'est donc la fonction poten t ie l le d 'une 

couche é lec t r ique d i s t r ibuée sur la surface S avec la densi té 

Cette couche ayan t , a u x points ex té r i eu r s à l a surface S , l a même 

fonction potent ie l le que la masse m, résout le p rob lème de Green 

pour le cas où l a surface S renferme une seule masse a g i s 

sante . 

S i l a surface S renferme p lus i eu r s masses ag i s san tes , on résoudra 

le p rob lème de Green en superposant les d is t r ibu t ions qui r é sou

dra ien t ce problème pour chacune des masses pr i se en pa r t i 

cu l i e r . 

On voit donc que l 'on sait résoudre le p rob lème de Green si 

l 'on sait t rouver l a fonction de Green pour l ' espace in t é r i eu r à la 

surface S . Il est b ien aisé de reconnaî t re l ' exac t i tude de l a r é c i 

p roque . 

§ 2. — S o l u t i o n d e G a u s s . 

S a n s connaître le Mémoi re de Green, Gauss fut amené , de son 

côté , à se poser le même problème ( 1 ) ; il proposa le p r emie r une 

démonstrat ion généra le de l ' ex is tence d 'une et d 'une seule solut ion 

de ce p r o b l è m e ; d 'après ce que nous venons de d i re , c'est l à , par 

( 1 ) G A U S S , Allgemeine Lehrsätze über die im verkehrten Verhältnisse des 

Quadrats der Entfernung wirkenden Kräfte. A r t . 29-34 [Magnetische Verein, 

1839 ( Gauss Werke, Bd. V, p. 231) ] . 



cont re -coup , une démonstra t ion de l ' ex is tence de la fonction de 

Green et de l ' exac t i tude du p r inc ipe dit de Lejeune-Dirichlet. 

Cette démonstra t ion de Gauss n 'es t pas exempte de toute c r i t i q u e ; 

néanmoins , e l le présente moins de points l i t i g i eux ( 1 ) que la dé 

monstra t ion de L e j e u n e - D i r i c h l e t , rappor tée au L i v r e II, C h a p . V , 

§ 2. Nous a l lons donc exposer ic i cette démonst ra t ion . 

THÉORÈME I. — Une surface S (fig. 6 5 ) renferme à son inté

rieur des charges électriques dont la fonction potentielle est U . 

On peut toujours, sur la surface S , distribuer une couche mo

nogène de masse totale donnée 3 1 1 , de telle manière que la 

différence entre la fonction potentielle V de cette couche et la 

fonction U ait la même valeur en tous les points de la sur

face S . 

Considérons , en effet, une dis t r ibut ion monogène , de masse 

donnée 31L, sur l a surface S ; supposons , pour fixer l e s idées , que 

cette d is t r ibut ion soit pos i t ive . Soi t a- la dens i té qu'offre cette d i s 

t r ibut ion au point M de la surface S . 

L a quan t i t é V sera cer ta inement posit ive en tout point de la 

surface S . Il en sera de même de la quant i t é 

^ V<T^S. 

Cette quant i t é est donc l imi t ée infér ieurement . Il en est de même 

de la quant i té 

— JsJ 2 U a dS, 

(1) Voir, à ce suje t , CARL NEUMANN, Untersuchungen über das logari thmische 

und Newton'sche Potential, p . X I et p . 107 ; L e i p z i g , 1877. 



car cet te dern iè re ne peut j a m a i s devenir infér ieure à 

a étant l a p lus g rande des va leu r s de U sur la surface S . 

L a quant i té 

est donc une quant i té l imi tée infér ieurement . Gauss admet , et 

c'est le seul point douteux de sa démonstration, que , pa rmi toutes 

les couches monogènes de masse totale 3ÏL d is t r ibuées sur l a su r 

face S , i l en est une pour l a q u e l l e l a quant i té Q a t te int sa l imi te 

infér ieure et devient pa r conséquent m i n i m u m . 

Ce point admis , l a démonstra t ion du théorème énoncé ne souffre 

p lus de difficulté. 

Imaginons que la densi té cr a i t p r i s en tout point l a valeur qu i 

correspond à ce m i n i m u m de Q ; pu is imposons- lu i une variat ion 

infiniment pet i te compatible avec la condi t ion de la isser invar iab le 

la masse donnée 31t., condi t ion qu i s ' expr ime par l ' éga l i té 

(1) 

Q. doit éprouver une var ia t ion nul le ou posi t ive . Or on a 

Mais SV peu t être r egardé comme la fonction potent ie l le d 'une 

couche d i s t r ibuée sur la surface S avec la densi té Scr. La cé lèbre 

ident i té de Gauss donne donc 

et, par conséquent , 

A ins i , pour toutes les var ia t ions 8cr qu i vérifient l ' éga l i t é (1 ) , on 

doit avo i r 

( 2 ) 

Il est a isé de voir que cette condi t ion ne peu t être r empl i e si la 



quant i t é ( V — U ) n 'a pas l a m ê m e va l eu r en tout point de l a s u r 

face S . 

Supposons , en effet, que la quan t i t é ( V — U ) ait des va leu r s va

r i ab le s d 'un po in t à l ' au t r e de l a surface S . So i t A une va leu r com

pr ise entre la p l u s g r ande et l a p l u s pet i te des va leu r s de (V — U ) . 

Comme les d e u x quan t i t é s V et U va r i en t d 'une m a n i è r e con t inue 

sur l a surface S , on pou r r a toujours d iv iser ce t te surface en d e u x 

r ég ions : l ' une , acdb, en tout po in t de l a q u e l l e ( V — U ) a une va

l e u r éga l e ou supé r i eu re à A ; l ' au t re , ac'd'b, en tout po in t de l a 

que l l e ( V — U ) a des v a l e u r s in fé r i eures à A . P renons , en ces 

d e u x r ég ions , deux a i res éga l e s entre e l l e s , cd, c'd'. Div isons 

l ' a i r e cd en é l émen t s , et l ' a i r e c'd' en é l émen t s cor respondan ts 

aux p récéden t s , d e u x é léments qu i se cor respondent é tant é g a u x 

entre e u x . En un point de l ' é l ément dS de l ' a i r e cd, l a dens i té 

é l ec t r i que d i m i n u e r a de Scr; en un point de l ' é l émen t co r respon

dant de l ' a i r e c'd', e l le a u g m e n t e r a de la m ê m e q u a n t i t é ; e l l e ne 

va r i e r a pas sur le res te de la surface S . U n e semblab le va r i a t ion 

sera év idemment soumise à la condi t ion ( 1 ) , et cependant , con t ra i 

r e m e n t à ce qu i a été démont ré , e l l e donnera une va l eu r néga t ive 

au p r e m i e r m e m b r e de l ' i néga l i t é ( 2 ) . 

Donc, comme nous l ' av ions annoncé , pa rmi toutes les d i s t r i b u 

tions monogènes de masse totale 3TL, i l en est év idemment une 

pour l a q u e l l e ( V — U ) p rend u n e m ê m e va l eu r en tous l e s points 

de l a surface S . Cet te va leur , év idemment fonction de Dit, sera 

dés ignée pa r C(OIL). L a densi té de cet te d i s t r ibu t ion en un point P 

sera cr ( 3T0). 

THÉORÈME II. — On peut, sur la surface S, trouver une dis

tribution monogène, de masse totale égale à 1, dont la fonc

tion potentielle ait une valeur constante sur la surface S . 

Ce théorème se dédu i t i m m é d i a t e m e n t de ce lu i qu i p récède , 

en supposant que la surface S ne renferme aucune masse é l ec 

t r ique . 

So i t 9 l a densi té de cette d is t r ibut ion au po in t P ; soit K la va

l e u r constante de l a fonction potent ie l le sur l a surface S . 

Il est ma in tenan t a isé de r é soudre le p rob lème de Green. 

F o r m o n s , sur l a surface S , une d is t r ibut ion dont l a densi té au 



point P ait pour va leur 

( 3 ) 

Soi t W la fonction poten t ie l le de cet te d i s t r ibu t ion . La fonction 

( W — U ) , h a r m o n i q u e à l ' ex té r ieur de l a surface S , sera éga le à o 

sur l a surface S et à l ' inf ini , et, par conséquent , dans tout l ' e space 

ex té r i eu r à l a surface S . L a d is t r ibu t ion définie p a r l ' éga l i té ( 3 ) 

a, à l ' ex t é r i eu r de l a surface S , l a m ê m e fonction po ten t ie l l e que 

l e s masses que renferme l a surface S ; e l le résout l e p rob lème de 

Green . 

A cette solut ion, Gauss a j o i n t l e théorème suivant : 

THÉORÈME III. — La couche électrique qui, distribuée sur la 

surface S , exerce à l 'extérieur de cette surface des actions 

égales à celles des charges que la surface renferme a même 

masse totale que ces charges. 

Entourons la surface S d 'une surface fermée S ' (fig. 6 6 ) , dont 

N'e est l a no rma le ex té r i eure ; soient U la fonction potent ie l le des 

charges C contenues à l ' i n t é r i eu r de la surface S e t W la fonction 

potent ie l le des cha rges répar t i es sur cette surface. Ces d e u x fonc

tions étant iden t iques en tout point ex té r i eu r à l a surface S , on a 

Or le p r e m i e r m e m b r e représen te , d 'après les l emmes de Gauss , 

l a masse é lec t r ique in t é r i eu re à l a surface S et le second membre 



l a masse de l a couche r é p a n d u e sur l a surface S ; ces deux masses 

sont donc égales en t re e l l e s . 

§ 3. — S o l u t i o n d e L e j e u n e - D i r i c h l e t . 

L e problème de Green peu t être é tudié d i rec tement , comme l 'a 

fait Gauss , ou être r amené à l a dé te rmina t ion de la fonction de 

Green pour l ' espace i n t é r i eu r à l a surface donnée. On peut encore 

le r amener à l a réso lu t ion du prob lème de Le jeune-Dir ich le t pour 

l ' espace in t é r i eu r à l a surface donnée . C'est ce qu ' a fait L e j e u n e -

Dir ich le t ( 1 ) . 

Gardons les nota t ions du pa ragraphe précédent . So ien t m 

(fig. 6 7 ) un point de l a surface S et u(m) l a va leur que prend U 

au point m. Dé te rminons une fonction V , h a r m o n i q u e à l ' i n t é 

r i e u r de l a surface S et p renant sur l a surface S les valeurs u(m). 

Déterminons ensu i te , dans tout l ' e space , une fonction W ( M ) pa r 

les condi t ions suivantes : 

En tout point M i , i n t é r i eu r à la surface S , on a 

W(M i) = V(M i). 

En tout point M e , ex té r i eur à l a surface S , on a 

W(M e)= U(Me). 

L a fonction W , cont inue dans tout l ' e space , ha rmon ique à l ' i n 

t é r i eu r de la surface S , h a r m o n i q u e à l ' ex t é r i eu r de cette surface, 

est la fonction potent ie l le d 'une couche é lec t r ique d is t r ibuée sur 

la surface S . Cet te couche a pour dens i té , en chaque point de l a 

( 1 ) LEJEUNE-DIRICHLET, Vorlesungen über die im ümgekehr ten Verhältnisse 
des Quadrats der Entfernung wirkenden Kräfte, r é d i g é e s p a r F . G r u b e , 

C h . V I ; L e i p z i g , 1876. 



surface S , 

Elle résout év idemment le problème de Green . 

§ i. — Application aux questions d'influence électrique. 
Premier théorème de Faraday. 

Des corps C, C', C", . . . por tent une quant i té totale Q d ' é l ec 

tr ic i té . On les entoure de deux surfaces fe rmées , S , S ' (fig.68), 

cette dern ière enveloppant la p remiè re . Ces deux surfaces l imi ten t 

un conduc teur c r eux . 

Soi t o- la densi té de l a couche q u i , r épandue sur la surface S , 

résoudrai t , pour les corps é lec t r i sés C, C , C", . . . , le problème 

de Green . Soi t cr' la densi té d 'une couche , de masse to ta le ( Q + q), 

en équ i l i b r e d ' e l l e -même sur un conduc teur l i m i t é par l a surface 

S ' . Soi t A la va leur constante que p rend la fonction po ten t ie l l e de 

cette de rn iè re couche a u x divers points de la surface S ' et à son 

in t é r i eu r . 

Dis t r ibuons sur la surface S une couche de dens i té — cr, et sur 

la surface S ' une couche de densi té cr'. 

En un point compris entre les surfaces S et S ' , les charges d i s 

t r ibuées sur l e s corps C, C , C", . . . auront une fonction potent ie l le 

égale et de s igne contra i re à la fonction po ten t ie l l e de la couche 

d i s t r ibuée sur l a surface S . La couche d i s t r ibuée sur la surface S ' 

aura , en ce point, une fonction potent ie l le égale à A . 

Le conducteur compris entre les deux surfaces S et S ' sera donc 



en équ i l i b re é l e c t r i q u e . Son n iveau potent ie l sera A . Sa charge 

totale sera q, car , d 'après le théorème III du § 2, l a masse totale 

de l a couche d i s t r ibuée sur l a surface S a pour va leu r (— Q ) . 

Nous obtenons donc a ins i l ' é ta t d ' équ i l ib re d 'un conduc teur 

c r eux soumis à l ' inf luence de cha rges contenues dans sa cavi té , 

que ce c o n d u c t e u r soit isolé et porte une cha rge donnée d ' é lec t r i 

ci té , ou qu ' i l soit ma in tenu à u n n iveau potent ie l donné . 

L e s lois de cet équ i l i b re sont l e s suivantes : 

1° Les parois de la cavité se recouvrent d'une couche élec

trique dont la masse est égale et de signe contraire à la somme 

des masses agissantes. 

2 ° La surface externe du conducteur se recouvre d'une 

couche qui serait en équilibre d'elle-même sur un conducteur 

plein limité par cette surface et soustrait à toute influence. 

S i l e conduc teur c r eux est ma in tenu à un cer ta in n iveau poten

tiel , l a masse de cette couche est la m ê m e que cel le de l a couche 

qu i por te ra i t le conducteur p le in à ce n iveau potent ie l . 

S i le conduc teu r c reux porte une charge donnée, l a masse de 

cette couche est l a somme de cet te cha rge et des charges qu i exer

cent l ' inf luence . 

3° A l'extérieur du conducteur creux, l'action exercée se 

réduit à celle de la couche qui recouvre la surface externe de 

ce conducteur. 

L e s d e u x p remiè re s proposi t ions permet ten t d ' e x p l i q u e r l ' e x p é 

r ience su ivante , qu i est due à F a r a d a y ( 1 ) . 

Une c loche conduct r ice C, étroi te et creuse (fig. 6 9 ) , est re l iée 

à un é lec t roscope à feui l le d'or E. Dans la cloche G, descend une 

boule é lec t r i sée B . Lo r sque cette boule est assez lo in de l 'ouver

ture de l a c loche , on peut r ega rde r cet te cloche comme formant 

s ens ib l emen t un conducteur fermé. A pa r t i r de ce moment , l a di

ve rgence des feui l les de l ' é lec t roscope ne var ie ra p lus si l a boule 

descend davantage dans l a c loche ; car l a surface externe de l a cloche 

( 1 ) F A R A D A Y , On static electrical inductive action (London and Edinburgh 

Philosophical Magazine, V o l . X X I I ; 1 8 4 3 . — R é i m p r i m é d a n s Faraday's Ex

perimental researches on Electricity, t . I I , p . 2 7 9 ) . 



et l ' é lec t roscope por tent une charge totale éga le à cel le de la bou le B 

et cette cha rge , en équ i l ib re d ' e l l e -même, a une d is t r ibu t ion i n d é 

pendante de l a posi t ion de l a boule B . 

S i la bou le B vient à toucher l a surface in te rne de la c loche , sa 

charge neu t r a l i s e ra exac t emen t l a cha rge de cette surface in t e rne , 

et l a surface externe conservant une c h a r g e éga le à ce l le de la 

boule B , en équ i l i b re d ' e l l e -même, l a d ive rgence des feuil les de 

l 'é lectroscope demeure ra ce qu ' e l l e é ta i t avant le contac t de la 

boule B avec les paro is de la c loche . 

§ 5. — L e p r o b l è m e e x t é r i e u r d e G r e e n . — L e s e c o n d t h é o r è m e 

d e F a r a d a y . — L e s é c r a n s é l e c t r i q u e s . 

Le p rob lème que nous venons d ' é tud ie r sous le nom de pro

blème intérieur de Green est corréla t i f d 'un autre p rob lème , que 

nous nommerons problème extérieur de Green et qu i peu t s 'é

noncer de l a man iè re suivante : 

Étant données une surface fermée S et des charges élec

triques qui sont toutes situées à l 'extérieur de cette surface, 

distribuer sur cette surface une couche électrique qui, aux 

points intérieurs à la surface S , exerce même action que les 

masses données. 

So ien t U la fonction poten t ie l le de l a masse donnée et V la fonc

tion poten t ie l le de l a d i s t r ibu t ion che rchée . Pour que le p rob lème 



soit r é so lu , i l faut et i l suffit q u ' e n tout po in t in t é r i eu r à la sur

face S ou s i tué sur la surface S on ai t 

A + U = V, 

A étant une constante a rb i t r a i r e . On voit sans pe ine , d ' après cela , 

que le p r o b l è m e a d m e t t r a une infini té de so lu t ions , chacune des 

v a l e u r s de A cor respondan t à une et une seule so lu t ion . U n e so

lut ion é tan t d o n n é e , on en d é d u i r a toutes l e s au t res en supe rpo

sant à l a couche t rouvée une couche q u e l c o n q u e en équ i l i b re 

d ' e l l e -même sur un conduc teu r l imi t é pa r la surface S . 

Pour t rouver une solut ion de ce p rob lème , ce l le par exemple 

qui cor respond à la va leu r o de la cons tan te A , formons une fonc

tion W , h a r m o n i q u e dans tout l ' e space ex t é r i eu r à l a surface S, 

éga le à o à l ' infini et éga le à U sur la surface S . En tout point M i , 

i n t é r i e u r à l a surface S , p renons 

V(M i) = U(M i), 

et en tout po in t M e , ex t é r i eu r à la surface S , prenons 

V(Me) = W(M e). 

La fonction V , con t inue dans tout l ' e space , éga le à o à l ' infini , 

ha rmon ique à l ' ex t é r i eu r de la surface S , h a r m o n i q u e à l ' i n t é r i eu r 

de la surface S , est la fonction po ten t i e l l e d 'une couche é l ec t r ique 

d i s t r ibuée sur l a surface S avec la dens i té 

Cet te d i s t r ibu t ion résout l e p rob l ème posé . 

L a solut ion de ce p rob l ème est a ins i r a m e n é e à la solut ion du 

p rob lème de L e j e u n e - D i r i c h l e t pour l ' e space ex té r i eu r à la su r 

face S . 

Y a-t-il l i eu de che rche r à s implif ier cet te solut ion dans le cas 

où la surface S sera i t une surface de n iveau pour les cha rges don

n é e s ? Si la fonct ion poten t ie l le avait une va leur constante sur la 

surface S , e l le aura i t auss i une va leu r constante à l ' i n t é r i eu r de 

cette sur face , car e l l e ne peu t , à l ' i n t é r i e u r de ce l t e surface, p ré

senter n i m a x i m u m ni m i n i m u m . L e s cha rges données exe rce ra ien t 



une act ion n u l l e à l ' i n t é r i eu r de l a surface S et l e p rob lème précé 

dent se ra i t i m m é d i a t e m e n t réso lu en d i s t r ibuan t sur l a surface S 

une couche de dens i té n u l l e . 

Il n ' y a donc pas l i e u de che rche r , dans le cas ac tue l , de théo

rèmes ana logues à c e u x q u i ont été déve loppés au Chapi t re p r é 

cédent . 

Il est à pe ine beso in de r e m a r q u e r que si un conduc teur , p l e in 

ou c r eux , l im i t é à l a surface S , est soumis à l ' ac t ion des charges 

données , e x t é r i e u r e s à la surface S , i l se r ecouvr i r a d 'une couche 

é l ec t r ique réso lvan t le p rob lème posé au début de ce p a r a g r a p h e . 

Ce la est év ident , s ' i l n ' ex i s t e aucune cha rge é lec t r ique à l ' i n t é 

r i e u r de la surface S . Dans l e cas où le conduc teur est p le in , nous 

savons q u ' i l en est a in s i . Il res te à e x a m i n e r si, dans le cas où le 

conduc teu r est un conduc teu r c r eux , compr i s entre les deux su r 

faces S et S ' , la paro i S ' de l a cavi té peu t ê t re é lec t r i sée . 

Or, entre les deux surfaces S et S ' , d 'après l a loi fondamenta le 

de l ' é q u i l i b r e é l ec t r ique , la fonction poten t ie l le a une va leur con

stante . C o m m e e l le ne peu t p résen te r n i m a x i m u m ni m i n i m u m 

à l ' i n t é r i e u r de l a surface S ' , e l le au ra à l ' i n t é r i eu r de cette surface 

la m ê m e va leu r cons tan te . La surface S ' , séparan t deux rég ions 

de l ' e space en l e sque l l e s la fonction po ten t ie l l e a la même va leur 

constante , est à l 'é ta t n e u t r e . 

Ce que nous venons de d i re nous mont re qu ' à l ' i n t é r i e u r d 'une 

cavi té en tourée pa r des paro is conduc t r i ces i so lées ou mises en 

communica t ion avec une source à un n iveau potent ie l f ixe, aucune 

act ion é lec t ros ta t ique ne peu t être exe rcée pa r des cha rges é lec 

t r iques que lconques p l acées à l ' ex t é r i eu r . La paroi conduct r ice 

j oue ra le rôle d'écran i n t e rcep tan t les ac t ions é lec t ros ta t iques . En 

tout point i n t é r i e u r à l a cav i t é , un é lec t romètre demeure ra au 

repos . C'est ce que F a r a d a y a démont ré par l a cé lèbre expér i ence 

de l a c a g e . 

L ' u s a g e a p r é v a l u de donner l e nom de théorèmes de Faraday 

aux lo is fondamenta les de l ' é lec t r i sa t ion par influence des conduc

teurs c r e u x . On doit cependan t r e m a r q u e r q u e , dès 1824, P o i s 

son ( 1 ) q u i , par le m o y e n des fonctions de L a p l a c e , savait résoudre 

( 1 ) POISSON, Mémoire sur la distribution de l'électricité dans une sphère 
creuse, électrisée par influence (Bulletin de la Société Philomathique, p . 49; 
1824). 



l e p rob l ème de Le j eune -Di r i ch l e t pour l e s espaces l i m i t é s pa r une 

surface sphé r ique , avai t é tud ié complè t emen t le p rob l ème de l ' é -

l ec t r i sa t ion d 'une sphère c reuse sous l ' ac t ion de cha rges données , 

tant i n t é r i eu re s q u ' e x t é r i e u r e s . Il avai t énoncé l e s théorèmes de 

F a r a d a y pour ce c a s , r e s t r e in t i l est v r a i , avec une g r ande p r é 

c is ion . Ci tons ic i ces énoncés : 

« . . . L a d i s t r ibu t ion de l ' é l ec t r i c i t é sera connue sur l e s deux 

faces de l a sphère c r e u s e . On p e u t r e m a r q u e r : 1° que l ' épa i s seur 

de la couche é l ec t r ique sur la surface i n t é r i e u r e est indépendan te 

des forces e x t é r i e u r e s . . . et du r ayon a de l a surface e x t é r i e u r e ; 

2 0 que l ' épa i s s eu r re la t ive à cet te de rn iè re surface ne dépend que 

de son r a y o n , des forces e x t é r i e u r e s , et de l a to ta l i té E + E' du 

fluide appar tenan t à l a pa r t i e p l e ine de l a sphère et a u x corps 

compr i s dans son i n t é r i eu r . S i , pa r e x e m p l e , l e s forces ex té r ieures 

é t a i en t toutes n u l l e s , on a u r a i t . . . , de sorte q u ' e l l e r es te ra i t la 

m ê m e que l l e s que fussent l ' épa i s seu r de l a sphère c reuse , et la 

d ispos i t ion des corps é lec t r i sés p lacés dans son i n t é r i e u r ; el le ne 

changera i t pas si l ' é l ec t r i c i t é passa i t par é t ince l l e de l 'un de ces 

corps dans un au t re , ou dans l a pa r t i e p l e ine de la sphère . » 

« . . . L e s act ions totales exercées su r les poin ts ex t é r i eu r s ne 

dépendron t , comme l ' épa i s seu r de la couche é l e c t r i q u e à l a sur

face e x t é r i e u r e , que du r ayon de cet te sur face , des forces e x t é 

r i eu re s , et de l a to ta l i té du fluide appa r t enan t à l a sphère et aux 

corps p lacés dans son i n t é r i e u r ; e l l e s seront i ndépendan te s de la 

d i s t r ibu t ion de l ' é l ec t r i c i t é dans ces corps , et l e s m ê m e s , abs t rac

tion faite des forces e x t é r i e u r e s , que si l e s deux fluides étaient 

r éun i s au cent re de l a sphère c r euse . » 

« . . . L ' ac t ion exe rcée sur l e s points s i tués dans l ' i n t é r i eu r de 

la sphère c reuse ne dépendra que de son r ayon in t é r i eu r et des 

forces i n t é r i eu re s . S i toutes ces forces é ta ient n u l l e s , i l n ' y aura i t 

aucune act ion exe rcée sur ces p o i n t s ; de m a n i è r e q u ' u n é lec t ro

m è t r e , p lacé q u e l q u e par t que ce soit dans l ' i n t é r i eu r de l a sphère 

c reuse , n ' i n d i q u e r a i t aucun s igne d ' é l ec t r i c i t é , que l l e s que soient 

d ' a i l l eu r s l ' épa i sseur de cette sphère et l a g randeur des forces 

e x t é r i e u r e s . Comme un p lan peu t ê t re r ega rdé comme une sphère 

d 'un rayon infini , i l en r é su l t e qu ' une feui l le m é t a l l i q u e d 'une 

très grande é tendue , et d 'une épa i sseur que lconque et par tout la 



m ê m e , doit empêche r l ' ac t ion de ces corps de se t r a n s m e t t r e ; ou, 

pour pa r l e r p lus exac tement , son act ion devra neu t r a l i s e r ce l le de 

ces corps ; de tel le sorte que des corps l ége r s n ' éprouveron t n i 

a t t rac t ion ni répu ls ion lo r squ 'une feui l le mé t a l l i que sera i n t e rpo 

sée entre e u x et des corps é lec t r i sés , pourvu que les uns et les 

autres soient t rès é lo ignés du bord de cet te feu i l le . » 

« Il sera i t à dés i rer que l e s théorèmes que nous venons de d é 

montrer fussent vérifiés par l ' e x p é r i e n c e . P o u r que les r ésu l t a t s 

relat ifs aux points i n t é r i eu r s so ient conformes à l 'observa t ion , i l 

suffira que la surface in t é r i eu re du corps que nous avons cons idéré 

soit sphé r ique , q u e l l e que soit d ' a i l l e u r s sa forme ex té r i eu re ; et 

r éc ip roquemen t les proposi t ions qu i se rappor ten t a u x points ex

tér ieurs devront s 'accorder avec l ' e x p é r i e n c e , lo r sque ce corps sera 

une sphère renfermant un espace v ide de forme q u e l c o n q u e . » 

L e s res t r i c t ions i nd iquées pa r Poisson l u i é ta ien t imposées p a r 

ce fait qu ' i l ne savai t résoudre le p r o b l è m e de Le jeune-Di r ich le t 

que pour l ' espace te rminé à une sphère . E l l e s d ispara issa ient a u s 

sitôt que l 'on admet ta i t l ' ex i s t ence géné ra l e d 'une solut ion de ce 

p rob lème . Green i n d i q u a sommai remen t , en 1828 , comment on 

pouvai t t ra i ter l ' é lec t r i sa t ion pa r inf luence d 'un conduc teur c r eux . 

F a r a d a y n 'a donc fait que vérifier e x p é r i m e n t a l e m e n t les p r év i 

sions de Poisson et de Green . 



LIVRE IV. 
L E P O T E N T I E L T H E R M O D Y N A M I Q U E I N T E R N E 

D 'UN S Y S T È M E É L E C T R I S É . 

CHAPITRE PREMIER. 

Q U E L Q U E S N O T I O N S D E T H E R M O D Y N A M I Q U E . 

§ 1. — D u p o t e n t i e l t h e r m o d y n a m i q u e . 

La théorie de l a dis t r ibut ion é lec t r ique a été fondée par Coulomb 

et Poisson sur que lques hypo thèses fort a rb i t ra i res ; l ' é tude des 

conséquences de ces hypo thèses a amené l e s géomètres à créer 

l ' une des p lus be l les et des p lus fécondes b ranches de l 'Ana lyse 

moderne . Pa rmi les conc lus ions a u x q u e l l e s ont condui t ces r e 

cherches ma théma t iques , i l en est q u i ont reçu de l ' expér ience une 

ple ine conf i rmat ion; mais i l en est d 'au t res qu i ne s 'accordent pas 

avec l ' expé r i ence . 

L a proposi t ion fondamentale de la théor ie de l ' équ i l i b r e é lec 

t r ique est cel le-ci : l o r sque l ' équ i l i b r e é lec t r ique est é tab l i sur un 

corps conducteur , la fonction potent ie l le a l a m ê m e valeur en tous 

les points à l ' i n t é r i eu r de ce corps . Or, cet te proposi t ion fonda

menta le n 'est exac te , on le sait au jou rd 'hu i , que si l 'on ajoute les 

res t r ic t ions su ivantes : le conduc teur sur l eque l l ' é q u i l i b r e é lec

t r ique est é tab l i est h o m o g è n e ; i l a la même tempéra tu re en tous 

les p o i n t s ; l ' é lec t r ic i té peut s 'y mouvoi r sans p rovoquer aucune 

décomposi t ion c h i m i q u e . 

L a théorie de Coulomb et de Poisson ne peut , d ' aucune m a 

n iè re , nous faire comprendre l a nécess i té de ces res t r i c t ions . L a 

représenta t ion qu ' e l l e fournit des phénomènes é lect ros ta t iques 

donne une image satisfaisante des propr ié tés des conducteurs ho 

mogènes , mais pas des propr ié tés des au t res conducteurs . Cette 

D . — I . 2 2 



théor ie doit donc, d 'après les p r inc ipes qui dominent la Phys ique 

théor ique , être remplacée par une au t re . Cet te subs t i tu t ion , h e u 

reusement , n 'affaibl i ra en r ien l ' impor tance des développements 

ma théma t iques a u x q u e l s la théorie de Poisson a donné l i eu . 

Les proposi t ions fondamentales de l a T h e r m o d y n a m i q u e nous 

seront d 'un g rand secours dans l ' é tab l i ssement de la nouvel le 

théor ie . 

Rappe lons b r i èvement ces proposi t ions . 

L a T h e r m o d y n a m i q u e repose sur deux p r inc ipes expér imen

taux : le principe de l'équivalence de la chaleur et du travail 

et le principe de Carnot-Clausius. L ' énoncé de chacun de ces 

deux p r inc ipes peu t être donné de la man iè re suivante pour un 

sys tème dont tous les points sont à la même tempéra ture . 

So i t Q la quant i t é de c h a l e u r dégagée pa r un sys tème duran t 

une modification q u e l c o n q u e ; sa force vive a a u g m e n t é duran t 

cet te modificat ion, et les forces ex t é r i eu re s qui lu i sont a p p l i 

quées ont effectué un t rava i l S e . Entre ces quan t i t és on a la re la 

tion 

(1) 

E étant une constante pos i t i ve , l 'équivalent mécanique de la 

chaleur, et (U1 — U0) la var ia t ion subie par une ce r ta ine q u a n 

tité U, fonction uniforme des pa ramèt re s qu ' i l est nécessa i re et 

suffisant de connaî t re pour toute v a l e u r du temps pour que l 'é tat 

du sys tème soit, à chaque ins tant , dé te rminé sans a m b i g u ï t é . On 

donne à cette fonction l e nom d'énergie interne du système. 

T e l est l ' énoncé du pr inc ipe de l ' équ iva lence de l a cha leu r et 

du t r ava i l . 

Pour énoncer l e p r inc ipe de Carnot , dés ignons par T la tempé

ra ture absolue qui est commune à tous l e s points du sys tème, pen

dant que ce système subi t une modification qu i dégage une quan

tité de cha leu r dQ. Lorsque le sys tème passe d 'un état in i t i a l o à 

un état final 1, on a 

( 2 ) 

(S1 — S 0 ) est l a var ia t ion subie par une cer ta ine fonction uni 

forme de l ' é ta t du sys tème à l a q u e l l e on donne le nom d'entropie 

du système. P est une quant i té essent ie l lement posi t ive à l aque l l e 



on donne le nom de transformation non compensée re la t ive à l a 

modification cons idérée . S i l a modif icat ion, au l i eu d'être une mo

dification réa l i sab le , est une modification réversible, on a 

P = o. 

Le pr inc ipe de l ' équ iva lence de la cha leur et du t rava i l semble 

abso lument géné ra l . Au cont ra i re , l ' énoncé que nous avons donné 

du p r inc ipe de Carnot et C l aus iu s n 'es t va lab le que moyennan t 

ce r ta ines res t r ic t ions . Il impor te , pour l a sui te de ce cou r s , de si

gna le r l e s suivantes les t r avaux de M. Br i l lou in ont montré 

l ' impor tance de l a seconde ; la p remiè re j o u e r a un grand rôle en 

É lec t rodynamique : 

1° Le sys tème étant p r i s dans un cer ta in é ta t , défini par une 

cer ta ine va leu r de la tempéra ture T et pa r cer ta ines va leurs des 

paramètres a, ^ , . . . , \ qu i le ca rac té r i sen t , étant p lacé dans une 

ence in te de tempéra ture éga le à l a s i enne , i l exis te un sys tème de 

forces ex té r i eures qu i , l u i é tant a p p l i q u é , est suscept ible de le 

main ten i r dans cet état . 

2° Ce sys tème de forces est défini d 'une maniè re uni forme lo rs 

qu'on connaî t les quant i tés a, [3, . . . , X, T . 

Posons 

dP étant la transformation non compensée re la t ive à une modif i 

cation inf iniment pet i te accompl ie à la t empéra ture absolue T. 

Cette quant i t é d~, posi t ive comme dP, est ce que nous n o m m e 

rons le travail non compensé re la t i f à la modificat ion cons i 

dérée . 

S i la modif icat ion est isothermique, le travail non compensé est 

suscept ib le d 'une express ion très s imple . On a, en effet, dans ce 

cas , 

Posons 

( 3 ) 

( 1 ) N o u s a v o n s m o n t r é c o m m e n t ces r e s t r i c t i o n s s ' i n t r o d u i s e n t dans la d é 

m o n s t r a t i o n du p r i n c i p e en q u e s t i o n , dans une é t u d e su r la T h e r m o d y n a m i q u e 

professée à la F a c u l t é des S c i e n c e s de L i l l e en 1888. Ce t t e é t u d e est e n c o r e i n é 

di te . Il n o u s es t imposs ib l e de r e p r e n d r e ici ce t t e l o n g u e d é m o n s t r a t i o n . 



L a fonction § est une fonction uniforme des paramèt res qu i dé

finissent l ' é ta t du s y s t è m e ; nous l u i donnerons le nom de potentiel 

thermodynamique interne du sys t ème . 

L a ra ison de cette dénomina t ion se trouve dans l e s proposit ions 

que nous a l lons énoncer et qu i rapprochent les p ropr ié tés du po

tentiel t he rmodynamique in t e rne des propr ié tés que présen te , en 

Mécan ique , dans l ' é tude d 'un sys tème soumis à des forces inté

r i e u r e s , le potent ie l de ces forces in té r i eures ( L i v . I, Chap . VI I I ) . 

D 'après l ' express ion de îf , on a, en g é n é r a l , pour va leur du tra

vai l non compensé qui accompagne une modif icat ion isother

m i q u e , 

( 4 ) 

S i les forces ex té r i eu res admet ten t un poten t ie l Q, on aura 

et a lors le t ravai l non compensé d-z au ra pour va leu r 

( 5 ) 

Dans toute transformation i so the rmique , di doit ê t re positif. 

Donc, p o u r q u ' u n sys tème soit en équ i l i b r e , i l est nécessa i re et 

suffisant que , dans toute modif icat ion i so the rmique v i r tue l l e de ce 

sys tème , on ait 

(6) 

S i les forces ex té r ieures qu i sol l ic i tent l e sys tème admet tent un 

potent ie l , cette proposi t ion pour ra se t ransformer en la suivante : 

Pour l'équilibre du système, il est nécessaire et suffisant 

que la valeur du potentiel thermodynamique total 

soit un minimum parmi toutes les valeurs que cette quantité 

peut prendre à la même température. 

Le potent ie l t h e r m o d y n a m i q u e in t e rne p résen te un grand 

nombre de propr ié tés dont que lques -unes nous seront u t i les par 

la su i te . 

1° Supposons l ' é ta t du sys tème défini pa r l a t empéra tu re T et 

pa r un cer ta in nombre de paramèt res indépendan t s a , , ou, . . . , a n . 



Posons 

( 7 ) 

Pour ma in ten i r le sys tème en équ i l i b re dans l 'é ta t défini par le 

sys tème de va leu r s 

a,, a.2, a,„ T, 

il est, par hypo thèse , nécessa i re et suffisant de le p lacer dans une 

enceinte à l a m ê m e t empéra tu re que l u i et de l u i a p p l i q u e r ce r 

taines forces e x t é r i e u r e s . Ces forces doivent être te l les que l e t ra 

vail effectué par e l les dans une modif icat ion i s o t h e r m i q u e que l 

conque du sys tème ai t pour va leu r 

En par t i cu l i e r , pour m a i n t e n i r en é q u i l i b r e u n corps homogène 

dont le vo lume spécif ique est v, i l faut lu i a p p l i q u e r une pression 

normale et un i forme dont la va leur est 

( 8 ) 

2 ° Supposons les p a r a m è t r e s a , , o u , a„ chois is de façon 

que , si T va r i e , a 4 , o u , . . . , an d e m e u r a n t cons tants , aucun travail 

ex té r i eu r ne soit effectué, et a u c u n e force vive p r i se pa r le s y s 

tème. C'est ce qu i a u r a l i e u si tous les p a r a m è t r e s dont dépend 

la forme du sy s t ème figurent p a r m i l e s a , , o u , . • -, a « . Nous a u 

rons alors 

(9) 

( 1 0 ) 

3° Dans ces cond i t ions , soi t dQ la quan t i t é de cha leur dégagée 

par le sys tème duran t une modif icat ion i so th e rmiq ue que l conque . 

Nous au rons 

(11) 

Dans le cas p a r t i c u l i e r où la modif icat ion est r éve r s ib le , on a 



et l ' éga l i t é p récéden te dev ien t s imp lemen t 

( 1 2 ) 

4° Nous donne rons souvent le nom de travail compensé a c 

c o m p l i dans une modif ica t ion à la quan t i t é 

( 1 3 ) 

S i nous posons 

(14) 

dans toute modif icat ion i s o t h e r m i q u e , nous aurons 

( 1 5 ) 

D'après l ' é g a l i t é ( 9 ) , nous aurons 

( 1 6 ) 

T e l l e s sont l e s p r inc ipa l e s propos i t ions de T h e r m o d y n a m i q u e 

g é n é r a l e dont nous au rons à faire u sage dans ce qui va su ivre . 

Ces p r i n c i p e s sont dus , p o u r l a p l u p a r t , à M. Mass i eu , à M. Gibbs 

et à M . H. von Helmhol tz ( 1 ) . 

§ 2. — Propriétés des déplacements sans changement d'état. 

Dans la dé t e rmina t i on du po ten t i e l t h e r m o d y n a m i q u e i n t e r n e 

d 'un sy s t ème , nous aurons à faire u s a g e d 'un l e m m e fondamenta l 

qu i j oue un g rand rô le dans l ' é t ude des r e l a t ions de l a T h e r m o -

( 1 ) F . M A S S I E U , Sur les fonctions caractéristiques ( Comptes rendus des 

séances de l'Académie des Sciences, t. LXIX, p. 858 et 1057; 1869) . — Mémoire 

sur les fonctions caractéristiques des divers fluides et sur la théorie des va

peurs (Mémoires des Savants étrangers, t. X X I I ; 1876 .—Journal de Physique, 

t. VI, p. 2 1 6 ; 1 8 7 7 ) . 

J . W I L L A R D G I B B S , On the equilibrium of heterogeneous substances ( Trans

actions Connecticut Acad., t. III, pp. 108 et 343; 1875 à 1878. — Sillimann's 

Journal, t . XVI, p. 441; 1878. — American Journal of Arts and Sciences, 

t. XVIII; 1 8 7 9 ) . 

H . VON HELMHOLTZ, Zur Thermodynamik chemischer Vorgànge ( Sitzungs-

berichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, p. 2 3 ; 1882) . 

P . DUHEM, Le potentiel thermodynamique et ses applications ; P a r i s , 1886. 



d y n a m i q u e et de la M é c a n i q u e ( 1 ) . Donnons l ' énoncé et l a d é 

monst ra t ion de ce l e m m e : 

Imag inons un sys t ème décomposé en un nombre l i m i t é ou i l l i 

mi té de corps finis ou inf in iment pe t i t s , suscep t ib l e s d 'ê t re d é 

p lacés l e s uns p a r r appor t aux au t r e s . Imag inons q u ' à chacun de 

ces corps on a i t i n v a r i a b l e m e n t l ié un sys tème d 'axes de coordon

nées r e c t a n g u l a i r e s . Pour connaî t re complè tement l ' é ta t du sys 

tème, i l f audra connaî t re l a posi t ion de l ' o r i g ine de chacun de 

ces sys t èmes d 'axes et l ' o r i en ta t ion des a x e s . En généra l , i l faut 

aussi conna î t re un cer ta in nombre d 'au t res quan t i t é s : forme et 

volume de chacun des corps , état p h y s i q u e et c h i m i q u e dans 

l eque l i l se t rouve , t empé ra tu re , charge é l ec t r ique , a imantat ion 

en ses d ivers poin ts , e tc . Lor sque les p remiers pa ramèt res v a r i e 

ront s eu l s , les au t res d e m e u r a n t i nva r i ab l e s , nous di rons que Von 

déplace les uns par rapport aux autres les divers corps du 

système sans changer leur étal. 

Pour un semblab le dép lacement , l e s p ropos i t ions données par 

la T h e r m o d y n a m i q u e doivent être compat ib les avec l e s p ropo

s i t ions é tab l i es par l a M é c a n i q u e ra t ionne l l e pour l e s dép lacements 

d 'un sys tème de so l ides i nva r i ab l e s . 

Dans un dép lacemen t sans changemen t d 'état , le potent iel 

t h e r m o d y n a m i q u e in te rne du sys tème éprouve une var ia t ion 

En même temps , l e s ac t ions mécan iques in ternes (données) que 

les d ivers corps du sys tème exercen t les uns sur l e s au t res effec

tuent un cer ta in t rava i l <fS,-, et l 'on a 

éga l i té que l 'on peu t énoncer a ins i : 

Dans toute modification qui déplace les uns par rapport 

aux autres les divers corps qui constituent un système sans 

changer leur état, le travail effectué par les actions méca

niques internes du système est la variation changée de signe 

d'un potentiel, et ce potentiel ne diffère du potentiel thermo-

( 1 ) P . DUHEM, Le potentiel thermodynamique et ses applications, p . 194 ; 

P a r i s , 1886. — Sur l'aimantation par influence, p . 4 (Annales de la Faculté 

des Sciences de Toulouse; 1887) . 



dynamique interne que d'une quantité qui peut bien dépendre 

de l'état des divers corps, mais qui ne dépend pas de leur 

position. 

La démons t ra t ion de cette p ropos i t ion est ex t r êmemen t s imple . 

Imposons à chacun des corps qu i cons t i tuent le sys tème la 

l i a i son de d e m e u r e r dans un état i nva r i ab l e , et app l iquons au 

sys tème, devenu a ins i i ncapab l e d ' ép rouver aucune modification 

au t re que les dép lacemen t s que nous avons en vue d 'é tudier : 

1° Des forces éga l e s et d i rec tement opposées aux forces ex t é 

r i e u r e s données qu i ag issen t sur lu i ; 

2° Des forces qu i , dans tout dép l acemen t du genre de ceux que 

nous cons idérons , effectuent un t rava i l dS^ égal ou infér ieur à 

de te l le façon que , pour tout dép lacemen t de ce gen re , on ait 

( 1 8 ) 

Soi t T l ' éne rg i e in te rne du sys tème a ins i modifié ; soit S son 

entropie ; soit d® l e t r ava i l effectué dans un dép lacement du genre 

de ce lu i que nous cons idérons par les forces ex té r i eures qui a g i s 

sent ma in tenan t sur le sys tème . Dans un semblab le déplacement , 

l e t ravai l non compensé effectué a pour va leu r , d 'après l ' é g a 

l i t é ( 4 ) , 

( 1 9 ) 

M a i s , p a r hypo thèse , l 'é tat du sys tème a été main tenu le même 

avan t et après l ' addi t ion des nouvel les forces ; on a donc 

D 'au t re par t , les forces ex té r ieures données qui agissent sur le 

sys tème après l ' addi t ion des nouvel les forces se composent : 

1° Des forces ex t é r i eu re s données qu i agissa ient auparavant sur 

le sys tème ; dans l a modif icat ion cons idérée , e l les effectuent un 

t ravai l <fSe ; 

2° Du p r e m i e r g roupe de forces ajoutées ; dans la modification 

cons idérée , ces forces effectuent l e t ravai l — d&c ; 

3° Du second groupe de forces ajoutées ; dans l a modification 

cons idé rée , ces forces effectuent, pa r hypo thèse , le t ravai l dfB\•. 



On a donc 

et l ' éga l i t é ( 1 9 ) devient 

D'après l ' i néga l i t é ( 1 8 ) , cet te quan t i t é est n u l l e ou néga t ive ; 

dès lo r s , d ' après les propos i t ions de T h e r m o d y n a m i q u e que nous 

rappe l ions au commencement de ce pa ragraphe , la modification 

cor respondan te , en t ra înan t un t ravai l non compensé nu l ou n é g a 

tif, ne p e u t se p r o d u i r e ; le sys tème , soumis a u x act ions m é c a n i 

ques qu i agissent r ée l l emen t su r l u i et à ce l les que nous y avons 

adjointes , ne peut subi r aucun dép lacement qui n 'a l tè re pas l ' é ta l 

de ses d iverses par t ies ; les l ia i sons qui l u i in terd isent toute m o d i 

fication au t re que des dép lacements de ce genre assurent l ' é q u i 

l ib re du sys t ème . 

M a i s , g râce à ces l i a i sons pa r l e sque l l e s chacun des corps qui 

cons t i tuent le sys tème est supposé main tenu dans un état inva

r i a b l e , les propos i t ions de la M é c a n i q u e ra t ionne l l e re la t ives aux 

sys tèmes formés de corps sol ides sont app l icab les au sys tème p ré 

cédent . On peut , en pa r t i cu l i e r , lu i app l ique r le p r inc ipe des 

vi tesses v i r tue l l e s . 

D 'après ce qui p r écède , le sys tème est en équ i l ib re sous l 'act ion 

de qua t re sys t èmes de forces données : 

1° L e s forces m é c a n i q u e s ex t é r i eu re s , qu i ag i ssa ien t p r im i t i ve 

ment sur l u i ; 

2 0 L e s ac t ions m é c a n i q u e s i n t é r i eu re s , q u e les d ivers corps qui 

le const i tuent exe rcen t les uns sur les au t res ; 

3° Des forces égales et d i rec tement opposées aux forces ex té

r i eu res ; 

4° Des forces effectuant, dans tout dép lacement v i r tue l , un 

travai l cfiB^ égal ou in fér ieur à E S ( U — T S ) . 

Le p remie r et le t ro is ième sys tème de forces se dé t ru i sen t . On 

peut donc dire que l e sys tème est en équ i l i b re sous l ' ac t ion du 

second et du qua t r i ème groupe de forces. 

M a i s , dans toute modificat ion du sys tème où ses d iverses par t ies 

changent de pos i t ion sans changer d'état, les forces du second 

g roupe effectuent un t ravai l v i r t u e l d(Si] les forces du qua t r ième 

groupe effectuent un t ravai l v i r tuel d&i ; en ver tu du p r inc ipe des 



vi tesses v i r tue l l e s , le sys tème ne peu t être en équ i l i b re sous l ' ac

tion de ces d e u x g roupes de forces si l 'on n 'a 

Gela doi t avoir l i eu toutes les fois que c/S^ vérifie l ' i néga l i t é 

( 1 8 ) . On doi t donc avoir 

S i l 'on suppose m a i n t e n a n t qu ' à tout dép lacement v i r tue l des 

d iverses pa r t i e s du sys tème on puisse faire cor respondre le dé

p lacement inve r se , on ve r ra a i sément que l ' i néga l i t é précédente se 

rédui t à l ' éga l i t é ( 1 7 ) , 

On r e m a r q u e r a que cette proposition et celles qui en décou

leront sont soumises aux mêmes restrictions que l'existence du 

potentiel thermodynamique interne. C'est une r e m a r q u e dont 

nous ver rons l ' impor tance en é tudian t l 'É l ec t rodynamique . 

Ce théorème fondamenta l en t ra îne que lques conséquences qui 

en dér ivent i m m é d i a t e m e n t et que nous pouvons i n d i q u e r ici : 

Corollaire I. — L 'éga l i t é ( 4 ) 

devient , en ver tu de l ' éga l i t é ( 1 7 ) , 

ce qui peut s'énoncer ainsi : 

Lorsqu'un système subit un déplacement sans changement 

d'état de ses diverses parties, le travail non compensé produit 

dans le système est égal au travail produit par les actions 

mécaniques données, tant externes qu'internes, qui agissent 

sur les diverses parties du système. 

Corollaire II. — Nous avons vu que l'entropie du système était 

l iée à son potentiel thermodynamique interne par l'égalité ( 9 ) , 

Si donc cfô dés igne le t ravai l compensé qui accompagne une 



modification sans changemen t d 'état , on au ra 

Mais (— S,?) peu t , dans ce cas , ê tre r emplacé par l a var ia t ion 

que subi t le potent ie l des ac t ions mécan iques in t e rnes du sys tème. 

Si ces ac t ions m é c a n i q u e s sont indépendan tes de la t empéra tu re , 

il en sera de m ê m e de l eu r po ten t ie l et l 'on aura , par conséquen t , 

ce qu i peut encore s 'écr i re 

Ains i , lorsque les actions mécaniques que les diverses par-

lies d'un système exercent les unes sur les autres ne subissent 

aucune variation pendant un échauffement du système qui 

laisse invariable le volume, la forme et la position des diverses 

parties, un déplacement sans changement d'état des diverses 

parties de ce système n'engendre aucun travail compensé et ne 

fait pas varier l'entropie du système. 

Corollaire III. — Dans une modificat ion i so the rmique quel 

conque, on a 

Dans les condi t ions moyennan t l e s q u e l l e s le théorème précédent 

est exac t , on a 

On a donc 

ce qui peu t s 'énoncer a ins i : 

Dans les conditions précédentes, le travail exercé par les 

actions mécaniques internes est égal à la variation changée 

de signe du produit de V équivalent mécanique de la chaleur 

par l'énergie interne du système. 

Ces d ivers théorèmes cons t i tuent le vér i t ab le l ien de la Ther 

m o d y n a m i q u e avec la M é c a n i q u e . 



CHAPITRE II. 

D É T E R M I N A T I O N D U P O T E N T I E L T H E R M O D Y N A M I Q U E I N T E R N E 

D ' U N S Y S T È M E É L E C T R I S É . 

§ 1. — Comment, dans l'étude d'un système, on peut tenir compte 
de la disposition mutuelle de ses parties. 

Nous a l lons , en nous appuyan t sur les p r inc ipes exposés clans le 

Chapi t re précédent , r ep rendre l ' é tude des sys tèmes é lect r isés et, 

en pa r t i cu l i e r , dé te rminer la forme du potent ie l the rmodynamique 

d 'un semblab le sys t ème . Pour effectuer cette dé te rmina t ion , nous 

ne re t i endrons de ce qu i a été exposé dans l e s t rois L i v r e s p récé 

dents que les lo is et les définit ions contenues au p r e m i e r Chapi t re 

du L i v r e I, d 'une par t , et, d 'aut re par t , les théorèmes purement 

ana ly t iques que renferment les au t res Chap i t r es . 

Cons idérons un sys tème dans u n état donné . Découpons ce s y s 

tème en une infini té de parce l les inf iniment pe t i t e s , éga les ou iné

ga le s , de forme que l conque . So i en t v1, v2, • • •, vn l es vo lumes de 

ces pa r ce l l e s . 

Pa r l a pensée , é lo ignons inf iniment les unes des au t res toutes 

ces pa rce l l e s , tout en main tenant invar iab le l ' é ta t de chacune d ' e l l e s . 

C h a c u n e d 'e l les admet t ra un potent ie l t h e r m o d y n a m i q u e in t e rne . 

S o i e n t f1, f2, . . ., fn ces po ten t i e l s . L e sys tème formé pa r toutes 

ces pa rce l l es a ins i d i spersées aura un poten t ie l t h e r m o d y n a m i q u e 

in te rne que l 'on peut prendre égal à 

f1 + f 2 + - . . . + fn 

f1 dépend des pa ramèt res qu i dé t e rminen t l 'é ta t de l a parce l le v1 

supposée pr i se i so lément . Si l'on suppose cette parcelle formée 

par une substance isotrope, ces pa ramèt res seront les suivants : 

1° Le vo lume de la p a r t i c u l e ; 

2 ° L a forme de la surface qui l a l imi t e ; 

3° La t empéra tu re qui y r ègne ; 



4° L e s p a r a m è t r e s , tels que les dens i tés , qu i définissent l 'é ta t 

phys ique et ch imique de cet é l é m e n t ; 

5° L ' é t a t d 'é lec t r i sa t ion de la pa r t i cu l e . L ' é l ec t r i c i t é p e u t être 

d i s t r ibuée avec une densi té sol ide finie dans toute l a masse de ce 

pet i t cube ; ou avec une densi té superf ic ie l le finie sur ce r t a ins é lé 

ments de sa sur face , ou sur ce r ta ins é l émen t s superf iciels contenus 

à son in t é r i eu r . On pourra i t admet t re que , pour définir l 'é tat d 'é 

lec t r i sa t ion de l a pa r t i cu le v1, i l est nécessa i re de conna î t r e c o m 

p lè tement cette d i s t r ibu t ion . C'est donc une hypothèse n u l l e m e n t 

nécessa i re que nous ferons en admet t an t q u e , pour définir L'état 

d'électrisation d'un élément infiniment petit v1, il suffit d'in

diquer la charge électrique totale q1 qu'il porte, sans préciser 

de quelle manière elle y est distribuée. 

S i l ' é ta t d 'un sys t ème ne dépenda i t pas de l a disposi t ion m u 

tuelle de ses pa r t i e s , le po ten t ie l t h e r m o d y n a m i q u e in te rne du 

sys tème donné serait le même que si les d iverses pa rce l l e s en l e s 

que l l e s on l ' a décomposé é ta ient inf iniment é lo ignées l e s unes des 

au t r e s . Il au ra i t donc pour va leu r 

Mais on doit admet t re que ce poten t ie l dépend de l a disposi t ion 

mu tue l l e des différentes par t ies en l e s q u e l l e s on a décomposé le 

sys tème , en sorte qu ' i l a p o u r v a l e u r 

( 0 £ = f1 + f2+- . . - + f n + £ ' , 

S' dépendan t de l ' a r r a n g e m e n t des d iverses pa rce l l es et devenant 

éga l à o lo r squ 'on les é lo igne inf in iment l e s unes des au t res . 

Nous fonderons l a dé te rmina t ion de § ' sur l'hypothèse fonda

mentale que voici : 

S' est décomposable de la manière suivante en une somme de 

termes 

( 2 ) 

®ij dépendant uniquement des paramètres qui déterminent le 

système des deux éléments vi et vj. 



Ces pa ramèt res comprennen t non seu lemen t ceux qui définissent 

chacun des é léments i et j cons idérés i so l émen t et qu i sont é n u -

mérés sous les chiffres i à 5, ma i s encore : 

6° L a dis tance nj des deux é léments Vi, vj; 

7° L 'o r i en ta t ion des surfaces qui l imi ten t ces deux é léments 

l 'une pa r rappor t à l ' au t r e . 

L a quan t i t é <J>,y ne dépend pas de l a d i s t r ibu t ion é l ec t r ique sur 

le vo lume vi; e l le ne dépend que de la cha rge é l ec t r ique totale qi 

que renfe rme ce v o l u m e ; nous pouvons donc, pour dé t e rmine r 

supposer cet te cha rge d i s t r ibuée un i fo rmément dans le vo lume vi. 

Cela posé , i l est a i sé de démont re r que la quantité O/j ne dépend 

ni de la forme de la surface qui limite le volume vi, ni de l'o

rientation de cette surface par rapport à celle qui limite le 

volume vj. 

Quel le que soit l a forme de l a surface qu i l im i t e le vo lume vi, 

que l l e que soit l 'o r ien ta t ion de cette surface par r appor t à ce l le 

qu i l imi te l e vo lume Vj, nous pouvons toujours subd iv i se r le vo

lume vi en un nombre i l l imi t é k de cubes inf iniment pet i t s a, 

b, . . . , l, tous é g a u x entre e u x et à un cube inf in iment pet i t pr is 

pour t y p e , ayant tous, pa r rappor t à la surface qu i l im i t e vj, une 

m ê m e or ienta t ion i n d é p e n d a n t e de l ' o r ien ta t ion de l a surface qui 

l im i t e vj. 

So i t (faj la quan t i t é ana logue à re la t ive au cube a et au vo

l u m e Vj. Il est év iden t que nous devons avoi r 

La quant i t é d ' é lec t r i c i t é que renferme chacun des pet i ts cubes a, 

b, . . . , l a pour va l eu r El le est la même pour tous . L e s para

mètres qu i définissent r e spec t ivemen t les sy s t èmes 

a, / ; b, j; I, j 

ont donc la m ê m e va l eu r ou s ens ib l emen t la m ê m e va leu r pour 

chacun d ' e u x ; par tan t , on a s ens ib l emen t 

et 

Il est facile de voir que le second m e m b r e ne dépend ni de la 



forme de la surface q u i l imi te l e vo lume vi, n i de l 'o r ien ta t ion de 

cette surface pa r rappor t à l a surface qui l i m i t e Vj; la proposi t ion 

énoncée est donc démont rée . 

On verra i t de même que <ï>,y ne dépend ni de l a forme de la sur

face qu i l i m i t e vj, ni de l 'o r ien ta t ion de cette surface pa r rappor t 

à la surface qui l im i t e vi. 

So ien t mi, mj l es masses des deux pa rce l l e s vi, Vj; soit T leur 

t empéra tu re ; soient a, [3, . . . l es p a r a m è t r e s , te ls que l e s dens i t é s , 

qui fixent l e u r é ta t p h y s i q u e et c h i m i q u e . D 'après ce qui p récède , 

nous aurons 

Nous a l lons mon t re r que la quantité $// est une fonction, 

linéaire et homogène de la masse mi de la parcelle vi et de la 

charge électrique qi qu'elle porte. 

Divisons le vo lume vi d 'une man iè re que lconque en un cer tain 

nombre de vo lumes é g a u x ou i n é g a u x a , b, . . . , l. So ien t ma, 

mb, . . . , ml l es masses de ces é l é m e n t s ; soient qa, qb, . . . , qi l es 

cha rges é l ec t r iques qu ' i l s por tent . Pour tous ces é l émen t s , les p a 

ramètres T , a , (3, . . . sont sens ib lement les m ê m e s ; on a sens ib le 

ment aussi 

On doit donc avoir 

égal i té dans l a q u e l l e nous avons mis seu lement en év idence les 

pa ramèt res qu i n 'ont pas l a même va leu r pour tous l e s é l éments . 

Mais : 

1° L e s masses ma, mb, ml sont assuje t t ies à cette seule 

condi t ion que 
ma + mb+... + ml= mi ; 

2° C o m m e la d is t r ibu t ion de l a charge qi sur l ' é l ément vi a pu 

être chois ie a rb i t r a i rement , on voit que qa, qb, . . . , ql sont a s su 

je t t i s à cette seule condi t ion que 

+ •-+qb+...+ql= qi. 

L'égal i té p récédente prouve donc la proposi t ion énoncée . 

On ve r ra de m ê m e que <ï>/y est une fonction l i n é a i r e et homo-



gène de la masse mj de l ' é l émen t Vj, et de la charge é l ec t r ique qj 

qu ' i l po r te . 

Les résultats que nous venons d'obtenir s'expriment par la 

formule suivante 

( 3 ) 

dans laquelle il faut remarquer : 

1° Que les fonctions e p , y , peuvent changer de forme lors

que les paramètres T, a, ( 3 , . . . changent de valeur ; 

2° Que l'on a bien, par raison de symétrie, 

mais non pas 

Il est facile de voir q u e , pour former la quan t i t é 3', donnée par 

l ' éga l i t é ( 2 ) , on pour ra , en vertu de l ' éga l i t é ( 3 ) , opérer de la 

man iè r e su ivan te . 

On formera d 'abord, pour le vo lume v1 la quant i té 

(4) 

Pu i s on formera de même pour les vo lumes v2, v3, ;vn les 

quan t i t és #'3, . . . , §'„. On aura alors 

( 5 ) #'=^-+-#2 + . . . - ! - ^ . 

Supposons que l ' é l émen t de vo lume v1 fasse pa r t i e d 'un corps 

dont A' est la dens i té au point de coordonnées ( x ' , y ' , z'). S u p p o 

sons en outre que l ' é lec t r i c i t é soit r épandue à l ' i n t é r i eu r du corps 

et que p' soit sa densi té so l ide au po in t (x',y', z'). Nous aurons , 

en vertu de l ' éga l i t é ( 4 ) , 



Chacune des trois in tég ra les 

(6) 

dans l e sque l l e s /• dés igne la dis tance du point ( x ' , y', z') à un 

point de l ' é lément p , , doi t e x i s t e r ; ce qui ex ige que chacune de 

ces intégrales, étendue à un volume infiniment petit quel

conque comprenant un point M à son intérieur tende vers o 

lorsque ce volume vient, d'une manière quelconque, s'éva

nouir au point M . 

Cela posé, venons à la dé te rmina t ion des quant i tés f1,f2, ,fn, 

qu i f igurent dans l ' éga l i t é (1). 

La quantité f1 ne dépend pas de la forme de la surface qui 

limite le volume v1. 

P o u r démontrer cette p r emiè re proposit ion, nous nous appu ie 

rons sur un l e m m e qui résul te immédia temen t de la proposit ion 

que nous venons d 'é tabl i r . 

Imaginons qu 'on divise l ' é l ément v1 d 'une maniè re que lconque 

en une infinité d 'autres é léments a, b, . . . , l, de volumes ua, 

U b , . . . , ul. So i t fa ce que devient la quant i té f1 pour l ' é l ément a. 

Soient Ua, V a , Wa les va l eu r s , en un point de l ' é lément a , des 

in tégra les données par les égal i tés ( 6 ) , ces in tégra les s 'étendant au 

volume v1. Il est facile de voir que nous aurons 

mais 

sont, d 'après ce qui vient d 'être démontré , des quant i tés infini-
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ment pet i tes comme v1. On peu t donc écr i re 

( 7 ) f1 = / « - * - fb + • • • + fl. 

Ce l emme posé , démontrons la projDOsition énoncée . 

L a d is t r ibut ion de l a charge q1 sur le volume v1 é tant indiffé

rente , supposons-la uniforme et divisons le vo lume v1 en k petits 

cubes a, b, . . . , l égaux entre e u x et à un cube pris d 'avance 

comme type. Ces cubes seront i den t i ques . Nous aurons donc 

fa= fb = •••= fl, 

et, en vertu de l ' éga l i t é ( 7 ) , 

f1 = kfa. 

Le nombre k dépend du volume de l ' é lément v1, ma i s point de sa 

forme; i l en est de même de fa; donc , de m ê m e f1, ce qu ' i l 

fal lai t démont re r . 

La quantité f1 est une fonction linéaire et homogène de la 

masse m1 et de la charge qt de l'élément v1. 

P o u r démontrer cette proposi t ion, nous divisons d 'une maniè re 

que lconque l ' é l ément en k au t res é l éments a , b, ,l, ayant 

des masses ma, mb, . . . , ml et por tant des cha rges qa, qb, . .., ql. 

L ' é g a l i t é ( 7 ) nous donnera , en mettant seu lement en év idence , 

pa rmi les pa ramèt re s dont dépend f1, c eux qui va r i en t d 'un é lé

ment à l ' au t r e , 

f1(m1, q1) = f(ma, qa) + fi(mb, qb) + . . . + f1(m1 , ql). 

Mais on r e m a r q u e r a : 

1° Que les masses ma, mb, .. ., ml sont assujet t ies à cette seule 

condit ion que l 'on ait 

m a + m b + . . . - H m l = m1 ; 

2° Que la d is t r ibu t ion de la charge q, sur l ' é l émen t v1 étant 

a rb i t ra i re , on pourra toujours disposer des charges qa, qb, . . . , ql, 

en les assujet t issant à cette seule condi t ion 

qa+ qb + ...+ ql= q1. 

Dès l o r s , l ' éga l i t é obtenue démontre la proposi t ion précédemment 

énoncée . 



En r é sumé , on a 

( 8 ) f 1 = m 1 F 1 + q1G1, 

F 1 , G1 dépendant de la t empéra tu re de l ' é lément v1, de sa densité 

et des pa ramèt re s qu i fixent son état phys ique et ch imique . 

L ' ensemble des égal i tés ( i ) , ( 4 ) , ( 5 ) , ( 8 ) dé te rmine la forme du 

potentiel t he rmodynamique d 'un système é lec t r i sé . 

§ 2. — Introduction de l 'hypothèse fondamentale 
re la t ive à l a compressibilitè. 

Nous avons vu que , si l 'on déplaçai t les unes par rappor t aux 

autres l e s diverses par t ies qu i composent un système sans a l té re r 

l 'é ta t de chacune de ces pa r t i e s , les forces données in té r ieures au 

système effectuaient un t ravai l d&t l ié à la var ia t ion du potentiel 

t he rmodynamique in terne par l ' éga l i t é 

(9) 

Appl iquons ici ce théorème. Déplaçons les uns par rapport aux 

autres les é léments de volume v1, v2, ..., vn en l e sque l s on a d é 

composé un sys tème é lec t r i sé , sans modifier l 'état de ces divers 

é léments . Nous au rons , d 'après les éga l i t és (1), ( 4 ) , ( 5 ) , 

et 

L 'éga l i t é ( 9 ) en t ra îne alors la conséquence suivante : 

Les forces intérieures données qui agissent dans un système 

dont les diverses parties sont électrisées se rangent en trois 

classes : 

1° Deux masses matérielles m1, m2, électrisées ou non, 

exercent l'une sur l'autre une attraction 



proportionnelle au produit des deux masses, dépendant de leur 

distance et de leur état physique et chimique ; cette force est 

soumise à la règle de l'égalité de l'action et de la réaction. 

2 ° Deux masses électrisées, portant des charges q1, q2, 

exercent l'une sur l'autre une attraction 

proportionnelle au produit des deux charges, dépendant de 

leur distance et de leur état physique et chimique ; cette force 

est soumise à la règle de l'égalité entre l'action et la réac

tion. 

3° Une masse matérielle m2 exerce sur un élément de vo

lume portant une charge électrique q1 une attraction 

proportionnelle au produit de la masse par la charge élec

trique, dépendant de la distance des deux éléments et de leur 

état physique et chimique ; cette force est soumise à la règle de 

l'égalité entre l'action et la réaction. 

Considérons , d 'une par t , l ' é l ément de volume v1, et, d 'autre 

part , tous les corps qu i composent l ' u n i v e r s , moins cet é lément de 

vo lume . 

Il est évident que , pour définir complè tement les propr ié tés de 

l ' é lément v1 à un ins tan t donné, i l faut connaî t re complè tement 

l 'é tat et la posi t ion re la t ive de tous les corps qu i composent l ' u 

n ive rs . 

M a i s , en T h e r m o d y n a m i q u e , on admet en général que, pour 

que la densité d'un élément de volume soit déterminée, il 

suffit de connaître : 

1° Les autres paramètres qui définissent l'état de cet élé

ment supposé isolé par la pensée de tous les autres corps qui 

composent l'univers; 

2 ° Les forces données que les autres corps de l'univers exer

cent sur lui ; 

3° Les liaisons que lui imposent les corps qui l'avoisinent. 



Cela posé, imag inons que l ' é lément v1, que , pour abréger , nous 

supposerons à l 'é ta t n e u t r e , et un cer ta in nombre d ' é léments 

v2, ,vn qu i l ' avo i s inen t forment un système; l es par t ies de 

l ' un ive rs exc lues de ce sys tème exercent sur lu i des forces ex

térieures. Imag inons que l ' é l ément v1 se d i la te de ôV,. L e s autres 

é léments du sys tème sont déplacés sans que le vo lume et l 'é ta t de 

chacun d ' eux subisse aucune var ia t ion . L a dens i té A, en un point 

de l ' é l é m e n t v1 va r i e de SA,. Le potent ie l t he rmodynamique i n 

terne du sys tème augmen te de 

di dés ignan t l e travail effectué p a r ce l les des forces in t é r i eu res au 

sys tème qui ont l e u r point d 'appl ica t ion a u x divers é léments de 

vo lume du corps autres que v1. 

Les forces ex t é r i eu re s app l iquées au sys tème effectuent en 

même temps un t ravai l d&e. S i le sys tème est en équ i l i b re , on doit 

avoir 

So i t p1, l a press ion en un point de l ' é l émen t v1. On ve r ra sans 

peine que l 'on doit avoi r 

L e s éga l i t é s p récéden tes nous donnent 

Cet te éga l i t é définit l a press ion p qu ' i l faudrai t app l ique r à la 

pa r t i cu l e pour l u i conserver l a densi té A,, s i , s u p p r i m a n t 

toutes les forces données qui ag i ssen t sur e l l e , on suppr ima i t les 

l ia isons que l u i impose la p résence des corps vo i s ins . 



N o u s a v o n s o b t e n u c e t t e é g a l i t é e n s u p p o s a n t q u e la m o l é c u l e 

m2 fît p a r t i e d u s y s t è m e ; m a i s n o u s a u r i o n s a u s s i b i e n p u c o n s i 

d é r e r la m o l é c u l e m2 c o m m e n e f a i s a n t p a s p a r t i e d u s y s t è m e e t 

l e s f o r c e s q u ' e l l e e x e r c e c o m m e e x t é r i e u r e s au s y s t è m e . D ' a p r è s 

l ' h y p o t h è s e i n d i q u é e , l es p r o p r i é t é s d e la m o l é c u l e v1 d e v r a i e n t 

ê t r e l e s m ê m e s q u e d a n s l e cas p r é c é d e n t ; la p r e s s i o n n é c e s s a i r e 

p o u r l u i g a r d e r la d e n s i t é A| d e v r a i t g a r d e r la v a l e u r p1. 

O r c e t t e p r e s s i o n e s t m a i n t e n a n t d o n n é e p a r l ' éga l i t é 

P o u r q u ' e l l e a i l la m ê m e v a l e u r q u e d a n s le cas p r é c é d e n t , il 

f a u t e t i l suffit q u e l ' on a i t 

q u e l l e s q u e s o i e n t l es q u a n t i t é s m2 e t q2. L e s d e u x f o n c t i o n s c p , 2 , 

A2i s o n t d o n c i n d é p e n d a n t e s d e À , . 

O n a r r i v e a in s i a u x c o n c l u s i o n s s u i v a n t e s : 

1° Deux masses matérielles m1, m2 exercent l'une sur 

l'autre une attraction 

la fonction < p , 2 pouvant changer de forme avec la nature 

physique et chimique et avec la, température des deux molé

cules m1 et m2, mais ne pouvant pas dépendre de leur den

sité. 

2 ° Une masse matérielle m1 et un élément portant une 

charge électrique q2 exercent une attraction mutuelle 

la fonction 'b2l pouvant changer de forme avec la nature phy

sique et chimique et avec la température des deux molécules, 



avec la densité de la molécule qui porte la charge q2, mais ne 

dépendant pas de la densité de la masse m1. 

S i l 'on répé ta i t l e s m ê m e s r a i sonnemen t s sans supposer v{ à 

l 'é tat n e u t r e , on t rouvera i t encore : 

3° Que la fonction <j>2, ne peut dépendre de la densité A2 de 

l'élément qui porte la charge q2. 

4° Que la fonction y i 2 ne peut dépendre des densités À l ; A2 

des éléments qui portent les charges q1, q2. 

L e s r é su l t a t s que nous venons d 'obtenir ont , i n d i q u o n s - l e en 

passant , une p r e m i è r e app l i ca t ion à l a Mécan ique cé les te . 

Pour e x p l i q u e r la forme de la queue des comètes , M . F a y e a 

supposé que l ' ac t ion m u t u e l l e de deux pa r t i cu l e s ma té r i e l l e s s 'ex

p r ima i t pa r une formule renfermant un te rme de p lus qu 'on ne 

l ' ava i t cru j u s q u ' à ce j o u r . Ce t e rme représen te ra i t une force r é 

puls ive dont l a g r a n d e u r dépendra i t du volume spécif ique des 

par t i cu les en t re l e s q u e l l e s e l le a g i t ; très pe t i te pour l e s corps 

dont l a densi té est mesurab le p a r l e s m o y e n s qu ' emplo ie le phy

s ic ien , cet te force dev iendra i t g rande pour les gaz t rès raréfiés qu i 

composent l a q u e u e des comètes . M. R e s a l , dans son Traité de 

Mécanique céleste, a développé la théor ie de semblab les forces. 

Il r é su l t e de ce qui p récède que la suppos i t ion d 'une sem

b lab le force est i ncompa t ib le avec l ' hypo thèse g é n é r a l e m e n t a d 

mise que , pour connaî t re l a densi té d 'un corps , i l est p e r m i s de 

r emp lace r la conna issance des au t res corps pa r l a seule c o n n a i s 

sance des forces données qu ' i l s exe rcen t et des l i a i sons qu ' i l s im

posent . Il r es te ra i t à conna î t re ce l le de ces d e u x supposi t ions qui 

doit ê t re r e j e t ée . 

Nous avons i n d i q u é l ' impor t ance de l 'hypothèse géné ra l emen t 

admise sur l a compress ib i l i t é des corps . Nous aurons p lus tard à 

reven i r su r cette h y p o t h è s e . M a i s , pour le m o m e n t , l e s r ésu l t a t s 

que nous avons à é t ab l i r en sont i ndépendan t s . 

§ 3. — Introduction de la loi de la gravitation universelle 
et de la loi de Coulomb. 

Nous a l lons ma in tenan t , pour achever l a dé te rmina t ion du po

tent ie l t h e r m o d y n a m i q u e in t e rne d 'un sys tème é lec t r i sé , in t ro -



du i r e l a p ropos i t ion su ivante qui r é sume l es lo is de l a gravi ta t ion 

universe l le et de Cou lomb : 

Si deux particules de niasse m2, portant des charges 

électriques q1, q2, sont situées à une distance r l 2 supérieure à. 

une certaine longueur très petite \ que nous nommerons le 

rayon d'activité moléculaire, leur attraction mutuelle se ré

duit à 

I l en r é su l t e que , lo r sque surpasse A , la quant i t é <br2 ne dif

fère de 

que par un te rme indépendan t de r{ 2, et ce terme est nu l , pu i sque 

d>12 doi t s ' annu le r l o r sque / ' , 2 devient infini . Nous avons a ins i 

les quan t i t é s Si2, © 1 2 , à,2 dépendan t de l ' é ta t p h y s i q u e et c h i 

m i q u e , d e l à t empéra tu re des é l émen t s v1, v 2, m a i s po in t de l e u r 

densi té dans le cas où l 'on admet l ' hypo thèse i n d i q u é e au p a r a 

g raphe p récéden t . Ces quan t i t és dev iennen t éga les à o l o r sque / ' | 2 

surpasse \ . 

Ajou tons enfin cet te hypo thèse : 

La somme 

étendue à toutes les charges situées à une distance inférieure 

à ~)< de l'élément vt est, en général, une quantité très petite de 

l'ordre de X. 

En d ' au t res t e r m e s , les choses se passent en toutes c ircon

s tances comme si l ' ac t ion m u t u e l l e de deux p a r t i c u l e s é lec t r i sées 

é ta i t donnée pa r la loi de C o u l o m b m ê m e aux d i s tances inf ini 

m e n t pe t i t e s . C 'es t encore une hypo thèse p u r e m e n t g r a t u i t e ; on 

pour ra i t par fa i tement supposer que la somme p récéden te a une 



va leu r finie comme les sommes ana logues 

Réun i s sons les résu l ta t s contenus dans l e s égal i tés (1), ( 4 ) , ( 5 ) , 

( 8 ) et dans ce l les que nous venons d 'obtenir . Posons 

(11) 

les sommes é tant é t e n d u e s à tous les é l éments du sys tème aut res 

que l ' é l émen t v1. Posons ensu i te 

( l 2 ) 

( 1 3 ) 

les sommes s 'é tendant à tous l e s é l éments s i tués dans une sphère 

de r ayon \ ayan t son centre en un point de l ' é l émen t v1. Nous 

aurons , en vertu des éga l i t é s ( 1 ) , ( 4 ) , ( 5 ) , ( 8 ) , 

(14) 

C h a c u n e des qua t re sommat ions qui f igurent au second m e m b r e 

s 'é tend au sys tème tout en t i e r . 

Chacun des qua t r e termes du second membre a une signif ica

tion r e m a r q u a b l e . 

L e s ac t ions i n t é r i eu re s qui s ' exercent dans un sys tème é lec t r isé 

sont, en ver tu des hypo thèses f a i t e s , de qua t re sor tes : 

1° D e u x masses m a t é r i e l l e s exercen t l ' une sur l ' au t r e une a t 

t ract ion donnée pa r l a loi de l a gravi ta t ion un ive r se l l e ; le potentiel 

de ces ac t ions est l e terme 

L ' é tude de ce terme cons t i tue l a M é c a n i q u e cé les te . 



2° D e u x masses m a t é r i e l l e s , s i tuées à une d is tance infér ieure 

au rayon d 'ac t iv i té m o l é c u l a i r e , exe rcen t l ' une sur l ' au t r e une a t 

t rac t ion qu i dépend de l e u r état p h y s i q u e et c h i m i q u e et de l eur 

t e m p é r a t u r e . Ces forces, d i tes forces capillaires, ont pour p o 

tent ie l le t e rme 

- ( « t i P i -t- 7 ? l , P o - l - . . • -+- 111,^H). 

1 

L'é tude de ce te rme const i tue l ' é tude de la cap i l l a r i t é , au sens 

géné ra l que l 'on p e u t au jourd 'hu i donner à ce mot . Nous avons 

esquissé a i l l eu r s ( 1 ) comment l a T h e r m o d y n a m i q u e pouvai t faire 

sort ir de ce point de dépar t toute l ' é tude de la cap i l l a r i t é . 

3° Deux masses é lec t r i sées exercen t l ' une sur l ' au t re une r é 

puls ion donnée pa r l a loi de Cou lomb. Ces forces ont pour po

tent iel le t e rme 

4° Deux masses m1, m2, por tant des charges é l ec t r iques q1, q2, 

et s i tuées à une dis tance infér ieure au r ayon d 'act ivi té molécu

l a i r e , exe rcen t l ' une sur l ' au t r e une a t t ract ion 

qui dépend de l e u r état p h y s i q u e et ch imique et de l e u r t empéra 

tu re . Ces forces ont pour poten t ie l le t e rme 

Nous a l l o n s , a u x L iv res su ivants , é tudier , en pa r t i e seu lement , 

les p ropr ié tés de ce po ten t ie l . Nous la i s se rons de côté les consé 

quences que l 'on p e u t dédui re de son é tude dans les recherches 

re la t ives à l a press ion é l ec t r ique et aux phénomènes é lec t rocap i l 

l a i r e s , nous bo rnan t à r envoye r l e l e c t eu r au Mémoi re que nous 

avons p u b l i é à ce suje t ( 2 ) . 

L e s forces dont nous venons de pa r l e r ont été pour l a p r e m i è r e 

( 1 ) P . DUHEM, Applications de la Thermodynamique aux phénomènes ca
pillaires (Annales de l'École Normale supérieure, 3° sé r ie , t . II , p . 207; 1885) . 

( 2 ) P . DUHEM, Sur la pression électrique et les phénomènes électrocapillaires 
(Annales de l'École Normale supérieure, 3e sé r ie , t. V, p . 9 7 ; 1888. — T. VI, 
p . 183; 1889) . 



fois cons idérées par M . H. von He lmho l t z : « En effet, d i t - i l ( 1 ) , 

tous les p h é n o m è n e s qu i se passen t dans les conduc teurs de la 

p r emiè re classe ( c ' e s t - à - d i r e dans c e u x où le couran t a l i e u sans 

é l e c t r o l y s e ) peuven t év idemmen t se dédu i re de l ' hypothèse que 

les différentes subs tances ch imiques exe rcen t des a t t ract ions diffé

rentes sur les deux é l ec t r i c i t é s , et que ces a t t ract ions n ' ag i s sen t 

qu 'à des dis tances i napp réc i ab l e s , t and is que les deux é lec t r i c i t és 

ag i ssen t aussi l ' une sur l ' au t re à de p lus g randes d is tances . » 

So i en t T et S l ' é n e r g i e in t e rne et l ' en t rop ie q u ' a u r a i t le sy s 

tème si , le r a m e n a n t à l ' é ta t neu t re , on conserva i t l a d isposi t ion, 

la dens i té , l a t empéra tu re et l 'é tat p h y s i q u e ou ch imique de ses 

diverses pa r t i e s . Nous aurons év idemmen t 

D 'au t re par t , soit W le po ten t ie l é lec t ros ta t ique du s y s t è m e ; 

nous a u r o n s 

M o y e n n a n t ces no ta t ions , l ' éga l i t é (14) dev iendra 

(15) 

C'est la forme du poten t ie l t h e r m o d y n a m i q u e in terne d 'un s y s 

tème é lec t r i sé à l a q u e l l e nous é t ions pa rvenus dès 1886 ( 2 ) . 

L e s formules ( 9 ) et (10) du Chap i t r e p récéden t nous donnent 

i m m é d i a t e m e n t l ' é n e r g i e i n t e rne et l ' en t ropie d 'un sys tème é l e c 

t r i sé . S i nous posons 

(16) 

( 1 7 ) 

( 1 ) H . HELMHOLTZ, Ueber die Erhaltung der Kraft, p . 47 ( B e r l i n , 1847- — 

HELMHOLTZ, Wissenschaftliche Abhandlungen, t . I , p . 4 8 ) . 

(2) P . DUHEM, Le potentiel thermodynamique et ses applications, p . 209. 



nous aurons 

( 1 8 ) 

( 1 9 ) 

Nous aurons souvent , clans ce qui va su iv re , à faire usage de 

ces formules ( 1 5 ) , ( 1 8 ) , ( 1 9 ) . 

§ 4 . — De la continuité de la quantité 0 . 

En nous a p p u y a n t sur l e s p r inc ipes que nous venons d 'exposer , 

nous a r r i v e r o n s , au p rocha in C h a p i t r e , à cet te conséquence : 

La quantité 

( 1 3 ) 0 i = G1-+- 1̂2(̂ 12) >is-i- <Ws('"i3) ' M 3 • - -t- bui{rUl) mn 

varie d'une manière continue avec les coordonnées x1, y1, z1 

d'un point de l'élément v1, même lorsque ce point franchit 

la surface de discontinuité qui sépare deux corps de nature 

différente. 

V o y o n s , dès m a i n t e n a n t , ce que l ' exac t i t ude d 'une semblable 

propos i t ion fait supposer des q u a n t i t é s G et 

Nous avons vu ( § 1 ) que , si A' est l a dens i té de l ' é l émen t 

dx'dy'dz', l ' i n t ég ra l e 

dans l a q u e l l e r dé s igne la d is tance d 'un point de l ' é l ément 

dx'dy1 dz' à un po in t de l ' é l émen t v1, et qu i est é tendue à un vo

l u m e inf in iment pe t i t comprenan t l ' é l ément v1, doit ê t re inf ini

ment pe t i te q u e l l e que soi t l a forme de ce vo lume . 

En s ' appuyan t su r ce l e m m e , on mont re ra fac i lement que la 

proposi t ion p récéden te est en effet exac te si l 'on admet les d e u x 

hypo thèses que voici : 

1° La quantité G1 est une constante absolue qui ne dépend 

d'aucune des propriétés particulières de l'élément v1. 

2° La quantité < j j 4 2 , tout en dépendant de l'état physique et 

chimique de la température de la masse m2, ne dépend d'au

cune des propriétés de l'élément v1 qui porte la masse q1. 



Nous admet t rons ces hypo thèses , dont la seconde est conforme 

à la man iè re de voir d 'Helmhol tz exposée à la fin du p a r a g r a p h e 

précédent . 

Nous admet t rons auss i , dans ce qu i va suivre : 

1° Que les dérivées partielles du premier ordre de la quan

tité 0 varient d'une manière continue dans tout l'espace; 

2 ° Que les dérivées du second ordre de la quantité® n'éprou

vent de discontinuité qu'aux points où la matière est discon

tinue. 

Il est aisé de mon t re r que l'on peut fa i re sur l a fonction <bt2 des 

hypo thèses qu i en t ra înen t les d e u x ré su l t a t s que nous venons 

d 'énoncer ( 1 ) ; nous ne nous y ar rê te rons p a s . 

( 1 ) P . DUHEM, Sur la pression électrique et les phénomènes électrocapillaires, 

ire P a r t i e : De la pression électrique, C h a p . I , § I I (Annales de l'École Normale 

supérieure, 3e sé r ie , t. V , p . 103; 1888) . 



LIVRE V. 

L ' É Q U I L I B R E É L E C T R I Q U E E T L E S C O U R A N T S P E R M A N E N T S 

S U R L E S C O N D U C T E U R S M É T A L L I Q U E S . 

CHAPITRE PREMIER. 

L O I S F O N D A M E N T A L E S D E L ' É Q U I L I B R E É L E C T R I Q U E 

S U R L E S C O N D U C T E U R S M É T A L L I Q U E S . 

§ 1. — Condition de l'équilibre électrique. 

Le po ten t ie l t h e r m o d y n a m i q u e in t e rne d 'un sys tème électr isé 

est donné pa r l ' éga l i t é ( 1 5 ) du Chap i t r e p r écéden t 

(1) 

Supposons que l 'on se donne la d i spos i t ion des d iverses par t ies 

du sys t ème , l e u r état p h y s i q u e et c h i m i q u e , et proposons-nous de 

savoir su ivan t que l l e lo i se d i s t r i b u e r a sur un semblab le sys tème 

une c h a r g e é l ec t r ique donnée . 

Imag inons pour ce la que l 'on fasse va r i e r l a d i s t r ibu t ion é l e c 

t r i que sans d é p l a c e r l e s d iverses pa r t i e s du sy s t ème ; une sem

b lab le modif icat ion n ' e n g e n d r a n t aucun t ravai l ex te rne , on voit 

que l 'on ob t i endra la condi t ion d ' équ i l i b r e é l ec t r i que en écr ivant 

que , pour toute modification de ce g e n r e , 

c 'est-à-dire 

Supposons que le système soit formé de conducteurs sur les

quels on peut modifier la distribution électrique sans modifier 

l'état physique et chimique d'aucun d'entre eux, ce que nous 

expr imerons b r i èvement en disant q u ' i l est formé de conducteurs 



métalliques. A lo r s , dans tout c h a n g e m e n t de d is t r ibut ion élec

t r i q u e , nous pour rons suppose r i n v a r i a b l e l ' é t a t p h y s i q u e et ch i 

m i q u e des d ive rses p a r t i e s du sys t ème , ce qu i nous donnera 

et r é d u i r a l ' é g a l i t é ( 2 ) à 

( 3 ) 

Imag inons en p r e m i e r l i eu l a modif icat ion su ivante : 

La cha rge %q passe de l ' é l émen t v1 en un point de l ' é l émen t v2. 

Nous aurons 

( 4 ) 

Ca lcu lons 8 W . 

L a va leur i n i t i a l e de W est 

La v a l e u r finale est 

Nous avons donc 

So ien t V 1 , V 2 l es n i v e a u x potent ie l s respect i fs des é léments 



v1, v2. Nous aurons 

ce qu i donnera , en n é g l i g e a n t les inf in iment pet i ts du second 

ordre , 

( 5 ) 

En vertu des éga l i t é s ( 4 ) et ( 5 ) , l ' éga l i t é ( 3 ) devient 

La modif icat ion p a r t i c u l i è r e que nous venons de cons idére r en

t ra îne donc la conséquence su ivan te : 

Pour que l'électricité soit en équilibre sur un conducteur 

métallique dont tous les points sont à la même température, 

il faut que la quantité ( s V + 0 ) ait la même valeur en tous 

les points du conducteur. 

Nous a l lons montrer ma in tenan t que celle condition est suf

fisante, c 'est-à-dire que , si e l le est r empl i e , l ' éga l i t é (.3) a l ieu 

pour une var ia t ion q u e l c o n q u e de d is t r ibu t ion é l ec t r ique . 

Pour l e p rouver , r emarquons en p r e m i e r l i eu q u e , dans une 

modif icat ion q u e l c o n q u e de la d i s t r ibu t ion é l ec t r i que , on a 

(6) 

égal i té q u i se démont re comme on a démont ré l ' éga l i t é ( 5 ) . L ' é g a 

l i té ( 3 ) dev ien t a lors 

Supposons que les é l éments v1, forment un p r e m i e r 

conduc t eu r C, en tout point duque l (e"V + 0 ) a une même v a 

leur A ; que les é l émen t s vk + 1, ..., vl forment un second c o n d u c 

teur C , i so lé du p r e m i e r , en tout point duque l ( s V + 0 ) a une 

même v a l e u r A', e tc . 

L ' é g a l i t é précédente dev iendra 

D . — I. 24 



O r , d ' a p r è s la lo i d e la c o n s e r v a t i o n d e l ' é l e c t r i c i t é ( L i v . I, 

C h a p . I), o n a 

l ' éga l i t é p r é c é d e n t e e s t d o n c d é m o n t r é e . 

A i n s i l ' é g a l i t é 

( 7 ) E V -+- Q = c o n s t . 

c o n s t i t u e la c o n d i t i o n n é c e s s a i r e e t su f f i s an t e d e 1 é q u i l i b r e é l e c 

t r i q u e s u r u n c o n d u c t e u r m é t a l l i q u e d o n t t o u s l es p o i n t s s o n t à la 

m ê m e t e m p é r a t u r e . 

P e u t - o n t r o u v e r u n e d i s t r i b u t i o n é l e c t r i q u e a y a n t a u x d i v e r s 

p o i n t s d e s c o n d u c t e u r s u n e d e n s i t é s o l i d e f in ie , s a u f s u r c e r t a i n e s 

s u r f a c e s e n t o u t p o i n t d e s q u e l l e s e l le a u r a i t u n e d e n s i t é s u p e r 

f ic ie l le finie, e t s a t i s f a i s a n t à c e t t e c o n d i t i o n ? Cela s e r a i t i m p o s 

s i b l e si la f o n c t i o n 0 n ' é t a i t p a s u n e f o n c t i o n c o n t i n u e clans t o u t e 

l ' é t e n d u e d ' u n m ê m e c o n d u c t e u r ; s i , d e p l u s , e l le n ' é t a i t pas 

r é g u l i è r e d a n s t o u t l ' e s p a c e o c c u p é p a r ce c o n d u c t e u r , s a u f p e u t -

ê t r e s u r c e r t a i n e s s u r f a c e s . O n es t a i n s i c o n d u i t à fa i re s u r la 

q u a n t i t é 0 l a p r e m i è r e d e s h y p o t h è s e s i n d i q u é e s a u § 4 du C h a 

p i t r e p r é c é d e n t . 

S i l ' o n a d m e t , s u r la q u a n t i t é 0 , l es h y p o t h è s e s i n d i q u é e s au 

p a r a g r a p h e e n q u e s t i o n , o n v e r r a s a n s p e i n e q u e l ' é g a l i t é ( 7 ) 

e n t r a î n e l es c o n s é q u e n c e s s u i v a n t e s : 

1° A l'intérieur d'un conducteur sur lequel l'équilibre 

électrique est établi, il n'existe pas de surface électrisée; 

2° En tout point à l ' intérieur d'un tel conducteur, l'élec

tricité et une densité solide finie et donnée par l'égalité 

( 8 ) 

Cette densité dépend uniquement de la constitution du con

ducteur au voisinage du point considéré ; elle ne varie d'une 

manière discontinue que si ce point traverse une surface de 

discontinuité de la substance conductrice. 



Considérons une rég ion d 'un conduc teur r e m p l i e par une sub 

stance homogène . 0 a u r a alors la m ê m e va leu r en tout point dont 

la d is tance a u x l imi t e s de cet te rég ion sera supé r i eu re au rayon 

d 'act ivi té m o l é c u l a i r e . Les éga l i t é s ( 7 ) et ( 8 ) dev iendron t a lors 

V = c o n s t . , p = o . 

C'est donc seulement dans une région formée par une sub

stance homogène que la fonction potentielle a une valeur 

constante et la densité électrique une valeur nulle. Nous re 

trouvons a ins i les lois fondamenta les de l a théorie de Poisson, 

mais nous les re t rouvons en tourées de restr ic t ions que la théorie 

de Poisson n ' au ra i t pu nous faire p révoi r . 

§ 2. — Stabilité de l'équilibre électrique. 

L ' é q u i l i b r e é l ec t r ique es t - i l toujours s t a b l e ? En d 'au t res t e rmes , 

une dis t r ibut ion é l ec t r ique q u i satisfait à la condi t ion ( 7 ) cor res 

pond-el le a un m i n i m u m de potentiel t he rmodynamique in t e rne? 

Pour résoudre cette ques t ion , cherchons le s igne de 8 - r T . 

Nous avons 

C o m m e q1, q2, qn sont les va r i ab le s i ndépendan te s , nous 

aurons 

Cherchons donc l ' express ion de o 2 W . 

L ' é g a l i t é ( 6 ) nous donne 

D 'a i l l eu rs , nous avons 



Nous t rouvons donc a i sémen t l ' é g a l i t é 

( 9 ) 

Imag inons que l 'on p lace , en l ' é l émen t v1, une charge Sr/i ; en 

l ' é lément v2, une charge ùq2, ..., en l ' é l émen t vn,une charge oq„; 

cet te d is t r ibut ion é l ec t r ique admet t ra un po ten t ie l é lect ros ta

t ique et l 'on ver ra sans p e i n e que l ' é g a l i t é ( 9 ) peu t s ' éc r i re 

Or nous avons vu [ L i v . I, C h a p . I X ] que le potentiel élec

trostatique de tout système électrisé était positif ; la quant i té 

ô 2 W est donc pos i t ive ; i l en est de m ê m e de S 2§, et, toute dis

t r ibut ion d ' équ i l ib re rendan t nécessa i r emen t m i n i m u m le potentiel 

the rmodynamique in te rne , l'équilibre électrique sur un système 

de conducteurs métalliques dont tous les points sont à la même 

température est assurément un équilibre stable. 



CHAPITRE II. 

L ' É Q U I L I B R E É L E C T R I Q U E S U R L E S C O N D U C T E U R S H O M O G È N E S . 

L O I S D E L A D É C H A R G E É L E C T R I Q U E . 

§ 1. — L'équilibre électrique sur les conducteurs homogènes. 

Nous n 'en tendrons pas ici par conducteur homogène un conduc 

teur ayant la même consti tut ion p h y s i q u e et ch imique et l a même 

densité en tous ses points . Nous admett rons que les corps qui 

nous semblent homogènes ont sens ib lement la même densi té en 

tous les points dont la d is tance a u x surfaces te rminales est supé

r i eure à une quant i té qu i est de l 'ordre du r ayon d 'act ivi té molé

c u l a i r e ; mais si un point M se trouve à l ' i n t é r i eu r d 'un pa re i l 

corps A à une dis tance l, infér ieure à j / . , de la surface qui sépare 

le corps A d 'un au t re corps B, homogène en apparence , nous ad 

met t rons que la densi té au point M dépend : 

1° De la nature du corps A , de sa t empéra tu re , de la densi té 

qu ' i l p résente lo in des surfaces t e rmina l e s ; 

a" De la na ture du corps B , de sa t empéra tu re , de la densi té 

qu ' i l p résen te loin des surfaces t e r m i n a l e s ; 

3° De la dis tance l du point M à la surface qu i sépare les deux 

corps A et B . 

Ces hypo thèses sont ce l les que Poisson a in t rodu i tes en 1830 

dans la théor ie de l ' ac t ion c a p i l l a i r e . 

Nous a l lons nous proposer de che rcher les lois de l ' équ i l i b r e 

é l ec t r ique sur un sys tème de conduc teurs mé ta l l i ques cons t i tués 

comme nous venons de l ' i n d i q u e r . Dans le présent Chapi t re , nous 

nous l imi t e rons au cas où tous les conduc teurs sont formés du 

même méta l 1 et confinent au m ê m e isolant o. 

So i t un point M, s i tué à une d is tance infér ieure à Çk -+- JA), de 

la surface qui l imi t e un semblable conduc teur . Il est bien aisé de 

voir, en se r epor t an t à la définition de la quant i t é 0 , que 0 aura 

en ce po in t une va leur 0 ( l ) , va r i ab le avec l. L a forme de la fonc-



l ion 0 ( / ) dépend de la na ture du conduc teu r 1 et de l ' i so lant o, 

de l eu r s dens i t és , de l e u r t empéra tu re . 

D'après l ' éga l i t é ( 8 ) du Chap i t r e p récéden t , nous aurons en ce 

point une dens i té é l ec t r ique so l ide donnée par la formule 

( 1 ) 

D'après c e l l e éga l i t é , p est une fonction de l qu i s ' annule lo rsque l 

devient supé r i eu r à (X- ( - [ / . ) et qui dépend de la na ture du con

duc t eu r (1) et de l ' i so lan t ( o ) sans dépendre des ac t ions é l e c 

t r iques a u x q u e l l e s i l s sont soumis . Nous a r r ivons donc aux p ropo

s i t ions su ivantes : 

Lorsque l'équilibre électrique est établi sur un conducteur 

homogène, il n'existe pas d'électricité aux points intérieurs à 

ce conducteur dont la distance aux surfaces terminales sur

passe ( \ + L l ) . 

Les points dont la distance aux surfaces terminales est infé

rieure à sont électrisés. La densité électrique est la 

même en tous les points d'une surface parallèle à la surface 

terminale. 

La loi suivant laquelle varie l'électrisation, lorsque l'on 

passe d'une surface parallèle à la surface terminale à une 

autre semblable surface, dépend seulement de la nature et de 

l'état du conducteur et de l'isolant loin des surfaces termi

nales; mais non de leur forme ni des actions électriques parti

culières auxquelles le conducteur est soumis. 

Prenons un point M sur la surface qui sépare le conduc teur de 

l ' i so l an t ; en ce point , l a no rma le à la surface vers l ' i n t é r i e u r du 

conduc teur a la d i rec t ion Ni et l a no rma le vers l ' ex té r ieur la d i r e c 

t ion N e . S i V est l a fonction po ten t i e l l e , la dens i té superf ic ie l le 

au point M a pour va leur 

S i nous posons 

( 3 ) 



la densi té au point M aura pour va leur 

(4) 

La densité électrique superficielle en un point de la surface 

d'un conducteur homogène en équilibre est la somme : 

1° D'une densité 2 , donnée par l'égalité ( 2 ) , qui dépend 

seulement de la nature que le conducteur et l'isolant présentent 

loin des surfaces terminales, mais non de leur forme et des 

actions électriques particulières auxquelles le conducteur est 

soumis ; 

2° D'une densité A, donnée par l'égalité ( 3 ) , qui dépend 

des actions électriques qui s'exercent dans le système et de la 

forme des conducteurs qui le composent. 

Nous donnerons à l ' en semble de la couche de densi té S r épandue 

d 'une maniè re uni forme à la surface du conducteur et des couches 

é l ec t r i sées qu i se succèdent dans l ' i n t é r i eu r de ce conducteur j u s 

qu 'à une d i s t ance Çk + y.) de la surface l e nom d'électricité natu

relle du conducteur. La couche é l ec t r ique de densi té A sera l ' e -

lectricité communiquée. 

Etudions les p ropr ié t é s de l ' é lec t r i c i t é na tu re l l e du conduc

teur . 

P renons , sur la surface S , un é lément dS (fig. 70). Par tous 

les points M, M 1 , . . . du contour de cet é lément , menons des 

normales à l a surface S . P ro longeons- les , vers l ' i n t é r i eu r du con

tour , d 'une m ê m e l o n g u e u r M M ' , M1 M' 1 , . . . inf in iment peu supé 

r i eu re à (X + [i.) et , vers l ' ex t é r i eu r du conducteur , d 'une même 

l o n g u e u r inf in iment pe t i t e MN, M1 N 1 , P a r l e s points M', M' 1 , . . . 

d 'une pa r t et lés points N, N 1 , . . . d 'aut re par t , menons deux s u r 

faces p a r a l l è l e s à la surface S . Cherchons la quan t i t é totale 



d 'é l ec t r i c i t é contenue dans la pet i te surface fermée N N , M ' M ' 1 . 

S i l 'on observe : 

1° Que les faces l a t é r a l e s de ce pe t i t c y l i n d r e sont normales aux 

surfaces d 'éga l n iveau po t en t i e l ; 

2 ° Que la surface M'M', est s i tuée dans une r ég ion où la fonc

tion poten t ie l le a l a va leu r constante — ' 0 (X- f - p-); on t rouvera 

sans p e i n e , d 'après les l e m m e s de Gauss , que la quan t i t é totale 

d ' é lec t r i c i t é con tenue dans l a surface fermée dont i l s 'agi t a pour 

va leur 

De l à , on conclu t a i sément la proposi t ion suivante : 

Si, par un cylindre normal à la surface du conducteur, on 

découpe une portion de la région naturellement électrisée du 

conducteur, l'électricité naturellement répandue dans cette 

région renferme toujours autant de fluide positif que de fluide 

négatif. 

Nous exp r imerons ce fait en d isant que l'électricité naturelle 

du conducteur forme une couche double 

So i t U la fonction po ten t ie l l e de cette couche double pr i se i so 

l ément . L a fonction U vérif ie , comme on le voit a i sément , les 

p ropr ié tés su ivantes : 

1° El le est con t inue dans tout l ' e s p a c e ; 

2 ° El le est r é g u l i è r e dans tout l ' e space , sauf sur la surface qui 

l imi te le c o n d u c t e u r ; 

3° El le est éga le à zéro à l ' in f in i ; 

4° El le est ha rmon ique dans tout l ' e space ex t é r i eu r au conduc

teur ; 

( ] ) L e n o m de double couche ou couche limite (Doppelschicht, Grenzschicht) 

a été d o n n é pa r M . H . von H e l m h o l t z à l ' e n s e m b l e de d e u x c o u c h e s de m ê m e dens i t é 

super f i c ie l l e , m a i s de s i gnes c o n t r a i r e s , d i s t r i buées sur d e u x sur faces p a r a l l è l e s 

in f in imen t v o i s i n e s [ H . HELMHOLTZ, Ueber einige Gesetze der Vertheilung elek-

trischer Ströme in körperlichen Leitern mit Anwendung auf die thierisch-

elektrischen Versuche (Pogg. Ann. B d L X X X I X , p . 226; 1853) . — HELMHOLTZ, 

Wissenschaftliche Abhandlungen, t. I , p . 489- — S t u d i e n über elektrische 

Grenzschichten ( Wiedemann's Annalen, B d V I I , p . 337 ; 1879) . — HELMHOLTZ, 

Wiss. Abhandl., t . I , p . 8 5 5 ] . Ce n o m es t p r i s ic i dans un sens peu différent . 



5° E n t o u t p o i n t i n t é r i e u r au c o n d u c t e u r , o n a, d ' a p r è s l ' é g a -

l i t é ( 1 ) , 

6° E n t o u t p o i n t d e la s u r f a c e q u i l i m i t e le c o n d u c t e u r , on a, 

d ' a p r è s l ' é g a l i t é ( a ) , 

O n d é m o n t r e s a n s p e i n e q u e ces c o n d i t i o n s d é f i n i s s e n t u n e seu l e 

f o n c t i o n U et q u e c ' e s t la f o n c t i o n 

( 5 ) 

à 1 i n t é r i e u r d u c o n d u c t e u r e t 

( 6 ) U = o 

à l ' e x t é r i e u r d u c o n d u c t e u r . 

Si l ' on d é s i g n e p a r P l a f o n c t i o n p o t e n t i e l l e d e la s e u l e é l e c t r i 

c i t é c o m m u n i q u é e , o n a u r a 

V = U + P . 

La c o n d i t i o n d e l ' é q u i l i b r e é l e c t r i q u e s u r le c o n d u c t e u r , d o n n é e 

p a r la c o n d i t i o n 

( 7 ) E V + 9 = C , 

d e v i e n d r a , en v e r t u d e l ' éga l i t é ( 5 ) , 

( 8 ) E P = C — 6 ( o ) , 

t a n d i s q u ' à l ' e x t é r i e u r d u c o n d u c t e u r on a u r a , en v e r t u d e l ' é g a 

l i té ( 6 ) , 

( 9 ) V = P . 

Ainsi la couche électrique communiquée à la surface d'un 

conducteur serait en équilibre, dans la théorie de Poisson, 

sur ce conducteur. Elle porte l ' intérieur de ce conducteur au 

niveau potentiel constant 

Les actions extérieures de ce conducteur se réduisent aux 

actions de l'électricité communiquée. 



Ces proposi t ions ont une impor tance cap i t a l e pu i squ ' e l l e s nous 

prouvent : 

1° Que les ac t ions q u ' e x e r c e clans l ' e space i so lant un sys tème 

de conduc teu r s homogènes , tous du m ê m e méta l , se rédu i sen t aux 

act ions de l ' é l ec t r i c i t é c o m m u n i q u é e à l eu r s u r f a c e ) ; 

2° Que la d is t r ibu t ion de cet te é lec t r ic i té est donnée par la 

théorie de Poisson. 

Pa r là , toutes les méthodes a n a l y t i q u e s , exposées aux L iv res II 

et III, qu i résolvent le p rob lème de la d is t r ibut ion é lec t r ique dans 

la théor ie de Poisson, r ep rennen t l ' impor tance phys ique que la 

ru ine de l a théor ie de Poisson sembla i t devoir l eur faire p e r d r e . 

§ 2. — Théorie de la décharge électrique. — Théorème de Clausius. 

Cons idérons un sys t ème de conduc teurs mé ta l l i ques , tous formés 

du m ê m e méta l , tous r i g ide s . Supposons que l 'on p renne ce s y s 

tème dans un état d ' équ i l ib re , puis qu 'on fasse sub i r a u x conduc

teurs qu i le composent cer ta ins dép lacemen t s , a u x charges é l e c 

t r iques q u ' i l porte cer ta ines modif icat ions de d i s t r ibu t ion , de 

man iè r e à faire passer le sys tème à un aut re état d ' équ i l ib re . 

Cherchons la var ia t ion que subi t , clans une semblab le t ransforma

tion, l e potent ie l t h e r m o d y n a m i q u e i n t e rne . 

Cette var ia t ion est donnée par la formule généra le 

( I O ) 

Évaluons success ivement les d ivers termes qu i f igurent au second 

m e m b r e de cette éga l i t é . 

S i le sys tème avai t été au p réa lab le r a m e n é à l 'é ta t neu t re et 

ma in t enu dans cet état pendant toute l a durée de la modif icat ion, 

ce l l e -c i eût cons t i tué p o u r le sys tème un dép lacement sans chan

gement d 'état . S i donc on dés igne par oS(- le t rava i l qu 'effectue

r a i e n t , du ran t le d é p l a c e m e n t i m p o s é au s y s t è m e , les ac t ions qui 

s ' exe rce ra i en t en t re les d iverses par t ies du sys t ème r a m e n é e s à 

l 'é ta t n e u t r e , nous au rons 

(11) 

La quan t i t é 

pour ra , d 'après l e s éga l i t és (1), ( 2 ) , ( 4 ) , s ' écr i re de la maniè re 



s u i v a n t e : 

( 1 2 ) 

le p r e m i e r s i g n e ^ s ' é t e n d a n t à t o u s les é l é m e n t s d e v o l u m e d e s 

c o n d u c t e u r s q u i c o m p o s e n t le s y s t è m e , e t l es d e u x a u t r e s à t o u s 

les é l é m e n t s d e s s u r f a c e s q u i l i m i t e n t ce s y s t è m e . 

L a q u a n t i t é 0 a u r a , p o u r c h a c u n des p o i n t s d u s y s t è m e , la m ê m e 

v a l e u r au c o m m e n c e m e n t d e la m o d i f i c a t i o n e t à la fin ; l es d e u x 

p r e m i e r s t e r m e s d e l ' e x p r e s s i o n p r é c é d e n t e a u r o n t d o n c auss i la 

m ê m e v a l e u r a u c o m m e n c e m e n t de la m o d i f i c a t i o n e t à la fin. 

C o m m e t o u s les c o n d u c t e u r s s o n t f o r m é s d u m ê m e m é t a l p l o n g é 

d a n s le m ê m e i s o l a n t , 0 ( o ) a la m ê m e v a l e u r p o u r t o u s les é l é 

m e n t s dS. L e d e r n i e r t e r m e d e l ' e x p r e s s i o n ( 1 2 ) p e u t d o n c s ' é -

cri re 

Or r e p r é s e n t e la q u a n t i t é t o t a l e d ' é l e c t r i c i t é c o m m u n i 

q u é e au s y s t è m e ; c o m m e I ' é l e c t r i s a t i o n n a t u r e l l e es t c o m p o s é e 

u n i q u e m e n t d e c o u c h e s d o u b l e s , la q u a n t i t é t o t a l e d ' é l e c t r i c i t é 

n a t u r e l l e r é p a n d u e s u r le s y s t è m e es t é g a l e à o ; o n p e u t d o n c d i r e 

q u e js^ AdS r e p r é s e n t e la q u a n t i t é t o t a l e d ' é l e c t r i c i t é , t a n t n a t u 

r e l l e q u e c o m m u n i q u é e , r é p a n d u e s u r le s y s t è m e ; c e t t e q u a n t i t é 

é t a n t e s s e n t i e l l e m e n t i n v a r i a b l e , le t r o i s i è m e t e r m e d e l ' e x p r e s 

s i o n ( 1 2 ) a l a m ê m e v a l e u r au c o m m e n c e m e n t d e la m o d i f i c a t i o n 

e t à la fin. O n a d o n c 

0 3 ) 

C a l c u l o n s enf in la v a r i a t i o n d u p o t e n t i e l é l e c t r o s t a t i q u e d u s y s 

t è m e . 

N o u s a u r o n s é v i d e m m e n t 

(>4) 

le p r e m i e r s i g n e s ' é t e n d a n t à t o u s l e s é l é m e n t s d e v o l u m e du 

s y s t è m e e t l e s t ro i s a u t r e s à t o u s les é l é m e n t s d e s su r f aces q u i 

l i m i t e n t l es c o n d u c t e u r s . 



L e s é g a l i t é s (1), ( 2 ) , ( 5 ) , ( 6 ) d o n n e n t 

L e s t r o i s p r e m i e r s t e r m e s d e l ' e x p r e s s i o n d e W d o n n é e p a r l ' é 

ga l i t é ( 1 4 ) o n t d o n c la m ê m e v a l e u r au c o m m e n c e m e n t e t à la fin 

d e la m o d i f i c a t i o n e t l ' on a 

( 1 5 ) 

L e s é g a l i t é s ( 1 0 ) , (11 ) , (13) e t (15) d o n n e n t c e t t e é g a l i t é t rès 

s i m p l e 

(16) 

Lorsqu'on change la disposition d'un certain nombre de 

conducteurs métalliques homogènes tous formés du même mé

tal et la distribution électrique sur ces conducteurs, la varia

tion subie par le potentiel thermodynamique interne du système 

pendant que ce système passe d'un état d'équilibre à un autre, 

augmentée du travail des forces intérieures qui agiraient dans 

le système à l'état neutre, donne la variation subie par le po

tentiel électrostatique de la seule électricité communiquée. 

S u p p o s o n s l es c o n d u c t e u r s t o u s i m m o b i l e s ; la m o d i f i c a t i o n 

q u i c h a n g e la d i s t r i b u t i o n s u r ces c o n d u c t e u r s s e r a a l o r s u n e dé

charge. L ' é g a l i t é ( 1 6 ) d e v i e n d r a 

( 1 7 ) 

et p o u r r a s ' é n o n c e r a i n s i : 

Lorsqu'une décharge électrique se produit entre des con

ducteurs immobiles tous formés du même métal, elle engendre 

un travail non compensé égal à la diminution du potentiel 

électrostatique de la seule distribution communiquée au sys

tème. 



L'en t rop ie S et l ' éne rg ie in te rne U du sys tème sont l i ées au po 

tentiel t h e r m o d y n a m i q u e in te rne par les r e la t ions [L iv . IV, C h a p . I, 

éga l i tés ( 9 ) et ( 1 0 ) ] 

On dédui t alors de l ' éga l i t é ( 1 7 ) 

(18) 

Si l 'on dés igne par dQ la quan t i t é de cha leu r dégagée dans le s y s 

tème i m m o b i l e , la dern ière éga l i t é devient 

( 1 9 ) 

Les égal i tés ( 1 8 ) et ( 1 9 ) équiva len t aux proposi t ions su ivantes : 

Lorsqu'une décharge électrique se produit entre des conduc

teurs immobiles tous formés du même métal, elle n'engendre 

aucun travail compensé. 

Elle engendre une quantité de chaleur qui équivaut à la 

diminution subie par le potentiel électrostatique de la seule 

électricité communiquée au système. 

Cet te d e r n i è r e propos i t ion , p r épa rée par les idées de M. H. von 

Helmhol tz ( 1 ) , a été ob tenue sous sa forme géné ra l e par C l a u -

s ius ( 2 ) en 1852. 

§ 3. — Thermomètre de Snow Harris. 

Le théorème de C l a u s i u s , très impor t an t par sa généra l i t é , a c 

qu ie r t une impor tance plus g rande encore en ce qu ' i l fournit 

( 1 ) H . V O N H E L M H O L T Z , Ueber die Erhaltung der Kraft (Berl in , 1847. — 

H E L M H O L T Z , Wissenschaftliche Abhandlungen, t. I , p. 41). 

(2) R . C L A U S I U S , Ueber das mechanische OEquivalent einer elektrischen Ent-

ladung und die dabei stattfindende Erwärmung des Leitungsdrahtes [Pog-

gendorff's Annalen der Physik und Chemie, Bd LXXX.VI, p. 3 3 7 ; 1852. — 

Théorie mécanique de la chaleur. Traduction Folie édit ion) , p. 41]. 



u n e b e l l e v é r i f i c a t i o n e x p é r i m e n t a l e d e s lo i s d e la d i s t r i b u t i o n 

é l e c t r i q u e . 

L ' e x p l i c a t i o n d e s e x p é r i e n c e s d o n t r é s u l t e c e t t e vé r i f i c a t i on 

r e p o s e s u r q u e l q u e s r e m a r q u e s . 

Première remarque. — D e u x c o n d u c t e u r s fixes A et A ' 

(fig. 7 1 ) s o n t c h a r g é s d ' u n e d i s t r i b u t i o n c o m m u n i q u é e . Si cette 

distribution existait seule, e l l e p o r t e r a i t le p r e m i e r au n i v e a u 

p o t e n t i e l V , le s e c o n d au n i v e a u p o t e n t i e l V . L e p r e m i e r c o n d u c 

t e u r r e n f e r m e u n e c h a r g e t o t a l e M e t le s e c o n d u n e c h a r g e to 

t a l e M ' . U n t r o i s i è m e c o n d u c t e u r E , d e p e t i t e s d i m e n s i o n s (l'ex

citateur), e s t à l ' é t a t n e u t r e e t i n f i n i m e n t é l o i g n é . L e p o t e n t i e l 

é l e c t r o s t a t i q u e d e l ' é l e c t r i c i t é c o m m u n i q u é e au s y s t è m e a p o u r 

v a l e u r i n i t i a l e 

O n a p p r o c h e l ' e x c i t a t e u r d e m a n i è r e q u ' i l t o u c h e les d e u x c o n 

d u c t e u r s . L a d i s t r i b u t i o n é l e c t r i q u e e s t m o d i f i é e s u r c h a c u n d ' e u x : 

l e c o n d u c t e u r A p r e n d u n e c h a r g e 3 R , ; le c o n d u c t e u r A ' , u n e 

c h a r g e 311/ ; l ' e x c i t a t e u r E , u n e c h a r g e m. O n é l o i g n e i n f i n i m e n t 

l ' e x c i t a t e u r ; l e s n i v e a u x p o t e n t i e l s d e s t ro i s c o n d u c t e u r s d e v i e n 

n e n t t ? , v. L a v a l e u r finale d u p o t e n t i e l é l e c t r o s t a t i q u e d e 

l ' é l e c t r i c i t é c o m m u n i q u é e e s t 

N o u s a v o n s s u p p o s é l ' e x c i t a t e u r d e p e t i t e d i m e n s i o n . P a r c o n s é 

q u e n t , la m a s s e m e s t t r è s p e t i t e . L ' é g a l i t é 



q u i e x p r i m e q u e la c h a r g e c o m m u n i q u é e e s t d e m e u r é e i n v a r i a b l e 

p e n d a n t t o u t e la d u r é e d u p h é n o m è n e , se r é d u i t s e n s i b l e m e n t à 

i\i + M ' = an - H ait'. 

L e s n i v e a u x p o t e n t i e l s d e s d e u x c o n d u c t e u r s A e t A', a p r è s q u e 

l ' e x c i t a t e u r a é t é é l o i g n é , s o n t s e n s i b l e m e n t les m ê m e s q u ' a u 

m o m e n t o ù l ' e x c i t a t e u r les t o u c h a i t t o u s d e u x . O r , à ce m o m e n t , 

ils é t a i e n t é g a u x e n t r e e u x . O n a d o n c s e n s i b l e m e n t 

e t 

Si le s y s t è m e é ta i t r a m e n é à l ' é t a t n e u t r e , l es fo r ce s i n t é r i e u r e s 

à ce s y s t è m e n ' e f f e c t u e r a i e n t , d a n s le d é p l a c e m e n t c o n s i d é r é , a u 

c u n t r a v a i l . O n a u r a i t d o n c 

e t , p a r t a n t , 

L ' e x c i t a t e u r n ' a y a n t j a m a i s p o r t é q u e d e s c h a r g e s f a ib l e s , il a 

suffi d ' u n t r è s p e t i t t r a v a i l e x t é r i e u r p o u r le m e t t r e en m o u v e 

m e n t . D ' a i l l e u r s sa f o r c e vive e s t n u l l e au c o m m e n c e m e n t c o m m e 

à la fin d e la m o d i f i c a t i o n . S i d o n c Q est la q u a n t i t é d e c h a l e u r 

d é g a g é e d a n s la m o d i f i c a t i o n en q u e s t i o n , n o u s a u r o n s 

( 2 0 ) 

E l l e e s t l a m ê m e q u e la q u a n t i t é d e c h a l e u r q u i s e r a i t d o n n é e p a r 

le t h é o r è m e d e C l a u s i u s , s i l ' o n s u p p o s a i t q u e le s y s t è m e fû t 

d e m e u r é i m m o b i l e e t q u e l ' é l e c t r i c i t é e û t p a s s é d i r e c t e m e n t d e 

l ' u n d e s c o n d u c t e u r s A , A ' s u r l ' a u t r e . 

Seconde remarque. — O n s u p p o s e q u e l ' u n d e s d e u x c o n 

d u c t e u r s so i t f o r m é d ' u n e p a r t i e m a s s i v e A (fig. 7 2 ) , r e l i é e 

p a r u n fil e x t r ê m e m e n t fin F , à u n e b o u l e d e p e t i t e s d i m e n 

s i o n s B . O n m e t l ' u n e d e s e x t r é m i t é s d e l ' e x c i t a t e u r en c o n t a c t 

avec le c o n d u c t e u r A ' , e t l ' a u t r e a v e c la b o u l e B . L ' e x p é r i e n c e 



m o n t r e q u e la c h a l e u r d é g a g é e p a r la d é c h a r g e e s t p r e s q u e e x c l u 

s i v e m e n t c é d é e a u m i l i e u q u i a v o i s i n e le fil F . C e fa i t se r e l i e 

à la loi d e J o u l e , q u e n o u s é t u d i e r o n s d a n s un p r o c h a i n C h a p i t r e . 

Il p e r m e t d e d é t e r m i n e r e x p é r i m e n t a l e m e n t la q u a n t i t é d e c h a 

l e u r d é g a g é e d a n s la d é c h a r g e . 

I l suffi t p o u r ce la d ' e m p l o y e r u n e s o r t e d e c a l o r i m è t r e à a i r 

i n v e n t é p a r S n o w H a r r i s e n 1827 ( 1 ) . L e fil F (fig. 73) e s t e n 

f e r m é d a n s u n e e n v e l o p p e d e v e r r e t e r m i n é e p a r u n m a n o m è t r e à 

( 1 ) S N O W H A R R I S , On the relative powers of various metallic substances as 

conductors of electricity (Philosophical Transactions, t. C L V I I I , p. 1 8 ; 1827) . 



a i r l i b r e . A u m o m e n t d e la d é c h a r g e , le fil, d ' a b o r d échauf fé , se 

m e t r a p i d e m e n t e n é q u i l i b r e d e t e m p é r a t u r e avec l ' a i r c o n t e n u 

d a n s l ' e n v e l o p p e d e v e r r e . Si l ' o n d é s i g n e p a r T 0 l a t e m p é r a t u r e 

i n i t i a l e d u fil e t d e la m a s s e d ' a i r ; p a r T , l e u r t e m p é r a t u r e f i n a l e ; 

p a r TS le p o i d s r é d u i t e n e a u d u fil e t d e la m a s s e d ' a i r , la q u a n 

t i t é d e c h a l e u r d é g a g é e a p o u r v a l e u r us(T 1 — T 0 ) . G r â c e à la 

p r é s e n c e d u m a n o m è t r e , l ' a p p a r e i l f o r m e u n t h e r m o m è t r e à a i r 

s o u s v o l u m e s e n s i b l e m e n t c o n s t a n t . S i n o u s d é s i g n o n s p a r (P1 — P 0 ) 

la v a r i a t i o n d e p r e s s i o n , n o u s a u r o n s 

P , - P ^ a P o C T ! — T „ ) , 

a é t a n t le coe f f i c i en t d e d i l a t a t i o n d e l ' a i r ; n o u s a u r o n s d o n c 

L a q u a n t i t é xs d e m e u r a n t c o n s t a n t e d a n s l es d i v e r s e s e x p é r i e n c e s , 

c e t t e é g a l i t é n o u s fera c o n n a î t r e d e s n o m b r e s p r o p o r t i o n n e l s a u x 

q u a n t i t é s d e c h a l e u r d é g a g é e s d a n s ces e x p é r i e n c e s . 

R i e s s ( 1 ) , q u i a p e r f e c t i o n n é le m a n o m è t r e d e S n o w H a r r i s , en 

a fai t u s a g e p o u r d é t e r m i n e r , d a n s d e s c i r c o n s t a n c e s v a r i é e s , la 

q u a n t i t é d e c h a l e u r d é g a g é e p a r la d é c h a r g e é l e c t r i q u e . C l a u s i u s ( 2 ) 

a c o m p a r é l es r é s u l t a t s d e s e x p é r i e n c e s d e R i e s s a u x c o n s é q u e n c e s 

de la t h é o r i e . N o u s a l l o n s i n d i q u e r ici q u e l q u e s - u n e s d e ces e x p é 

r i e n c e s . 

§ 4 . — Décharge complète d'un condensateur. 
Expériences de Riess. 

U n c o n d e n s a t e u r es t c h a r g é ; l ' a r m a t u r e i n t e r n e a r e ç u u n e 

q u a n t i t é d ' é l e c t r i c i t é a; l ' a r m a t u r e e x t e r n e p o r t e u n e c h a r g e c o m 

m u n i q u é e — b. L e n i v e a u p o t e n t i e l d e la d i s t r i b u t i o n c o m m u n i 

q u é e e s t V s u r le p r e m i e r c o n d u c t e u r e t o s u r le s e c o n d . O n a 

d ' a i l l e u r s ( L i v . I I , C h a p . X I , § 2) 

b = ma, 

m é t a n t l e p r e m i e r coe f f i c i en t d e G a u g a i n . 

M e t t o n s l e s d e u x a r m a t u r e s e n c o m m u n i c a t i o n l ' u n e avec l ' a u t r e ; 

( 1 ) R I E S S , Lehre der Reibungs-Elektricität; Berl in, 1863. 

( 2 ) C L A U S I U S , Loc. cit. 
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il se p r o d u i r a u n e d é c h a r g e d é g a g e a n t u n e q u a n t i t é d e c h a l e u r Q 

q u i , d ' a p r è s la f o r m u l e ( 2 0 ) , es t d o n n é e p a r l ' é g a l i t é 

S u p p o s o n s , en p a r t i c u l i e r , q u e l ' a r m a t u r e e x t e r n e e n v e l o p p e 

c o m p l è t e m e n t l ' a r m a t u r e i n t e r n e . A l o r s , d ' a p r è s les p r i n c i p e s e x p o 

sés a u L i v r e I I , C h a p i t r e V , n o u s a u r o n s 

a = b, m = 1 

e t , p a r c o n s é q u e n t , 

( 2 . ) 

I m a g i n o n s u n e b a t t e r i e f o r m é e d e n b o u t e i l l e s i d e n t i q u e s , d i s 

p o s é e s d ' u n e m a n i è r e q u e l c o n q u e , c h a c u n e a y a n t s o n a r m a t u r e 

i n t e r n e e n c o m m u n i c a t i o n avec la s o u r c e e t s o n a r m a t u r e e x t e r n e 

au so l . D ' a p r è s les p r i n c i p e s p o s é s a u L i v r e I I I , C h a p i t r e V , cha

cune de ces bouteilles exerce une action électrostatique nulle à 

l'extérieur; p a r c o n s é q u e n t , chacune d'elles s'électrisera comme 

si elle existait seule. S i d o n c o n d é c h a r g e la b a t t e r i e , la q u a n t i t é 

d e c h a l e u r d é g a g é e a u r a p o u r v a l e u r 

D ' a i l l e u r s , on p e u t é c r i r e 

a = ô C V , 

C é t a n t u n e c o n s t a n t e ( c a p a c i t é d e la b o u t e i l l e ) q u i d é p e n d d e la 

c o n s t r u c t i o n d e la b o u t e i l l e . O n a u r a d o n c , e n d é s i g n a n t p a r A l a 

c h a r g e t o t a l e , éga le à net, d e s a r m a t u r e s i n t é r i e u r e s , 

(11) 

La, quantité de chaleur dégagée par la décharge d'une bat

terie de jarres identiques entre elles est proportionnelle au 

carré de la charge totale prise par les armatures intérieures, 

et en raison inverse du nombre des jarres. 

R i e s s a vér i f i é c e t t e lo i p a r l es e x p é r i e n c e s s u i v a n t e s . I l a d ' a -



b o r d p r i s u n e b a t t e r i e d e c i n q j a r r e s , à l a q u e l l e i l a c o m m u n i q u é 

d e s c h a r g e s v a r i a b l e s ; il a e n s u i t e c o m p a r é le n o m b r e D d e d i v i 

s i ons d o n t le l i q u i d e d u t h e r m o m è t r e s ' é l e v a i t , à la s u i t e d e s dif

f é r e n t e s d é c h a r g e s , au n o m b r e D ' d o n t il d e v r a i t s ' é l eve r d ' a p r è s 

la f o r m u l e ( 2 2 ) ; il a t r o u v é les r é s u l t a t s s u i v a n t s : 

A. D (observé) . D ' (ca lcu lé ) . 

3 1 , 5 1 ,6 

4 3 ,o 2 , 8 

5 4 ,5 4,4 
6 6 , 5 6 , 3 

7 8, 8 , 6 

8 11,3 11,3 

9 14,3 14,3 
1 0 16,7 17,6 

Il a e n s u i t e fa i t v a r i e r le n o m b r e n d e s b o u t e i l l e s e n c o n s e r v a n t 

à l ' a r m a t u r e i n t e r n e de la b a t t e r i e une c h a r g e A c o n s t a n t e , e t il a 

t r o u v é les r é s u l t a t s s u i v a n t s : 

n. D (observé) . D ' ( c a l c u l é ) 

2 1 3 , 4 15,8 
3 9 , 7 10,6 
4 7 , 3 7 , 9 

5 6 , 5 6 , 3 

6 5 , 5 5 , 5 

O n v o i t q u e l ' a c c o r d d e la f o r m u l e ( 2 2 ) a v e c l ' e x p é r i e n c e e s t , 

e n g é n é r a l , t r è s s a t i s f a i s a n t , e t d e n a t u r e à n e l a i s s e r a u c u n d o u t e 

s u r l ' e x a c t i t u d e d e la l o i q u e n o u s v e n o n s d ' é n o n c e r . 

N o u s a v o n s s u p p o s é s e u l e m e n t , j u s q u ' i c i , q u e l ' a r m a t u r e e x 

t e r n e d e la b o u t e i l l e de L e y d e e n v e l o p p a i t c o m p l è t e m e n t l ' a r m a 

t u r e i n t e r n e . S u p p o s o n s m a i n t e n a n t , c o m m e n o u s l ' a v o n s d é j à 

fai t ( L i v . I I I , C h a p . I V , § 4 ) , q u e l a s u r f a c e i n t é r i e u r e d e l ' a r 

m a tm*e e x t e r n e s o i t u n e s u r f a c e d e n i v e a u d e l ' a r m a t u r e i n t e r n e . 

D a n s ce c a s , la c h a r g e a d e l ' a r m a t u r e i n t e r n e a p o u r v a l e u r 

[loc. cit., é q u a t i o n ( 1 7 ) ] 

( 2 3 ) 

v é t a n t le n i v e a u p o t e n t i e l a u q u e l s e r a i t p o r t é e l ' a r m a t u r e i n t e r n e 

si l ' o n d i s t r i b u a i t s u r c e t t e a r m a t u r e , p r i s e i s o l é m e n t , u n e c h a r g e 

é l e c t r i q u e é g a l e à l ' u n i t é ; u é t a n t la v a l e u r q u ' a u r a i t la f o n c -



t i o n p o t e n t i e l l e d e c e t t e d i s t r i b u t i o n e n t o u t p o i n t d e la face i n t é 

r i e u r e d e l ' a r m a t u r e e x t e r n e . 

S u p p o s o n s les d e u x a r m a t u r e s t r è s v o i s i n e s ; s o i t M u n p o i n t d e 

l ' a r m a t u r e i n t e r n e ; s o i t N e la n o r m a l e e n ce p o i n t à l ' a r m a t u r e 

i n t e r n e d i r i g é e v e r s l ' e x t é r i e u r d e ce c o n d u c t e u r ; s o i t <r la d e n s i t é 

q u e p r e n d en c e p o i n t u n e c h a r g e é l e c t r i q u e é g a l e à l ' u n i t é d i s t r i 

b u é e s u r l ' a r m a t u r e i n t e r n e ; s o i t S la d i s t a n c e t rès p e t i t e d e s 

d e u x a r m a t u r e s ; s o i t dS u n é l é m e n t , t r a c é a u t o u r d u p o i n t M , d e 

la s u r f a c e S d e l ' a r m a t u r e i n t e r n e . N o u s a u r o n s l es d i v e r s e s é g a 

l i t é s 

q u i d o n n e n t 

S o i t A l 'épaisseur moyenne de la couche isolante comprise 

entre les deux armatures, é p a i s s e u r d o n n é e p a r l ' é g a l i t é 

L ' é g a l i t é p r é c é d e n t e d e v i e n d r a 

L ' é g a l i t é ( a 3 ) d e v i e n d r a a l o r s 

e t l ' é g a l i t é ( 2 1 ) , 

(24) 

Des bouteilles de Leyde, formées comme nous venons de l'in

diquer, dans lesquelles les deux armatures sont à une même 

distance moyenne très petite, donnent, quelle que soit leur 

forme, lorsqu'on les décharge, une quantité d'électricité pro

portionnelle au carré de la charge de l ' a r m a t u r e interne, et 

en raison inverse de la surface de cette armature. 



C e t t e l o i a é t é t r o u v é e e x p é r i m e n t a l e m e n t p a r R i e s s ( 1 ) . M . H e l m -

h o l t z ( 2 ) e t C l a u s i u s ( 3 ) l ' o n t é t a b l i e t h é o r i q u e m e n t . L a d é m o n 

s t r a t i o n p r é c é d e n t e e s t d u e à M . J . M o u t i e r ( 4 ) . 

§ 5. — Décharge d'un condensateur par étincelles successives. 

O n p e u t d é c h a r g e r u n c o n d e n s a t e u r p a r d e s é t i n c e l l e s s u c c e s 

s ive s : i l suffit d ' i s o l e r le c o n d e n s a t e u r e t d e m e t t r e e n c o m m u n i 

c a t i o n a v e c le so l , d ' a b o r d l ' a r m a t u r e i n t e r n e , p u i s l ' a r m a t u r e e x 

t e r n e , p u i s d e n o u v e a u l ' a r m a t u r e i n t e r n e , e t a i n s i d e s u i t e . 

C e t t e d é c h a r g e n ' a p a s d o n n é l i eu à des e x p é r i e n c e s d e m e 

s u r e ; la t h é o r i e e n e s t t r è s s i m p l e ; e l le a é t é d o n n é e p a r M . J . M o u 

t i e r ( 5 ) . 

C h e r c h o n s les q u a n t i t é s d ' é l e c t r i c i t é q u i s ' é c o u l e n t d a n s le so l 

à c h a q u e é t i n c e l l e . 

S o i e n t A l ' a r m a t u r e i n t e r n e e t B l ' a r m a t u r e e x t e r n e . 

I n i t i a l e m e n t , le c o n d u c t e u r A p o s s è d e u n e c h a r g e é l e c t r i q u e a 

e t le c o n d u c t e u r B u n e c h a r g e é l e c t r i q u e — b. L o r s q u e n o u s m e t 

t o n s le c o n d u c t e u r A au so l , l e c o n d u c t e u r B d e m e u r a n t i s o l é , 

n o u s r é a l i s o n s la t r o i s i è m e e x p é r i e n c e d e G a u g a i n ( L i v . I I , 

C h a p . I I I , § I I ) . A p r è s c e t t e p r e m i è r e d é c h a r g e , le c o n d u c t e u r A 

d e m e u r e c h a r g é d e l a q u a n t i t é a1 = mm' a d ' é l e c t r i c i t é p o s i t i v e . 

L a p r e m i è r e é t i n c e l l e e m m è n e d o n c a u so l u n e q u a n t i t é 

d ' é l e c t r i c i t é p o s i t i v e . 

L o r s q u e e n s u i t e n o u s i s o l o n s le c o n d u c t e u r A , p o r t e u r d e la 

c h a r g e a1 = mm'a, e t q u e n o u s m e t t o n s le c o n d u c t e u r B e n c o m 

m u n i c a t i o n a v e c l e so l , n o u s r é a l i s o n s la d e u x i è m e e x p é r i e n c e de 

G a u g a i n , m a i s en y s u p p o s a n t la c h a r g e d u c o r p s A r é d u i t e d a n s 

( 1 ) R I E S S , Ueber die Erwärmung in Schliessungsbogen der electrischen Bat

terie (Poggendorff's Annalen, Bd. XLIII, p. 4 7 ; 1838) . Lehre der Reibungs-

Elektricität; Berl in , 1853. 

( 2 ) H . H E L M H O L T Z , Ueber die Erhaltung der Kraft, p. 43 (Berlin, 1847. — 

Helmholtz wissenschaftliche Abhandlungen, t. I, p. 45 ) . 

( 3 ) R . C L A U S I U S , Sur l'équivalent mécanique d'une décharge électrique et 

l'échauffement qu'elle produit dans le fil conducteur ( Théorie mécanique de 

la chaleur. Traduction Folie, t. II, p. 60) . 

( 4 ) J . M O U T I E R , Cours de Physique, t. I, p. 4 9 9 ; Par i s , 1883. 

( 5 ) J . M O U T I E R , Cours de Physique, t. I, p. 459 e t p. 486; Paris , 1883. 



l e r a p p o r t mm'. U n e r é d u c t i o n p a r e i l l e d o i t p o r t e r s u r la c h a r g e 

d u c o n d u c t e u r B , q u i r e n f e r m e a i n s i , a p r è s la s e c o n d e é t i n c e l l e , 

u n e c h a r g e n é g a t i v e 6 ( = mm!b. L a s e c o n d e é t i n c e l l e e m m è n e 

d o n c au so l u n e q u a n t i t é d ' é l e c t r i c i t é 

q2= m ( r — mm' ) a 

d ' é l e c t r i c i t é n é g a t i v e . 

A I T m o m e n t d e p r o d u i r e la t r o i s i è m e é t i n c e l l e , o n se t r o u v e e n 

p r é s e n c e d ' u n é t a t a n a l o g u e à l ' é t a t i n i t i a l , m a i s o ù t o u t e s les 

c h a r g e s o n t é t é r é d u i t e s d a n s le r a p p o r t mm'. L a t r o i s i è m e é t i n 

ce l le e m m è n e d o n c a u so l u n e q u a n t i t é d ' é l e c t r i c i t é p o s i t i v e 

q3 = mm' (1 — mm') a. 

O n v e r r a d e la s o r t e q u e l ' é t i n c e l l e d ' o r d r e (2n + 1 ) e m m è n e r a 

a u so l u n e q u a n t i t é d ' é l e c t r i c i t é p o s i t i v e 

q2n+1 — m n m ' n ( i — mm') a, 

t a n d i s q u e l ' é t i n c e l l e d ' o r d r e (2N + 2 ) e m m è n e a u sol u n e q u a n 

t i t é d ' é l e c t r i c i t é n é g a t i v e 

q i n + 2 = m"*1 m'n(i — mm') a . 

C h e r c h o n s l es q u a n t i t é s d e c h a l e u r q u e c h a c u n e d e c e s é t i n 

ce l l e s d é g a g e r a i t d a n s le t h e r m o m è t r e d e R i e s s . 

A v a n t la p r e m i è r e é t i n c e l l e , le p o t e n t i e l é l e c t r o s t a t i q u e a p o u r 

v a l e u r 

A p r è s l a p r e m i è r e é t i n c e l l e , l e c o n d u c t e u r B e s t a u n i v e a u p o 

t e n t i e l V ; le p o t e n t i e l é l e c t r o s t a t i q u e a p o u r v a l e u r W 1 , e t l ' o n a 

L ' i d e n t i t é d e G a u s s , a p p l i q u é e à l ' é t a t i n i t i a l e t à l ' é t a t f inal , 

d o n n e , e n r e m a r q u a n t q u e a1 e s t la c h a r g e f inale d u c o n d u c 

t e u r A , 

O n a d o n c 



L a q u a n t i t é d e c h a l e u r d é g a g é e p a r la p r e m i è r e é t i n c e l l e a p o u r 

v a l e u r 

P o u r t r o u v e r la q u a n t i t é d e c h a l e u r d é g a g é e d a n s la s e c o n d e 

é t i n c e l l e , n o u s r e m a r q u o n s q u ' a v a n t c e t t e é t i n c e l l e le c o n d u c 

t e u r A es t a u n i v e a u p o t e n t i e l o e t p o r t e u n e c h a r g e a1 ; l e c o n d u c 

t e u r B e s t a u n i v e a u p o t e n t i e l V e t p o r t e u n e c h a r g e — b. L e p o 

t e n t i e l é l e c t r o s t a t i q u e a p o u r v a l e u r 

A p r è s la d é c h a r g e , l e c o n d u c t e u r A p o r t e la c h a r g e e t es t a u 

n i v e a u p o t e n t i e l V" . L e c o n d u c t e u r B p o r t e u n e c h a r g e —b1 e t 

e s t a u n i v e a u p o t e n t i e l o . 

L a q u a n t i t é b1 e s t d o n n é e p a r 

b1 — mm' b. 

L e p o t e n t i e l é l e c t r o s t a t i q u e a p o u r v a l e u r 

D ' a i l l e u r s , l ' i d e n t i t é d e G a u s s d o n n e 

O n a d o n c 

e t 

L a q u a n t i t é d e c h a l e u r d é g a g é e p a r la d e u x i è m e é t i n c e l l e a p o u r 

v a l e u r 

O n t r o u v e r a i t d e m ê m e q u e la q u a n t i t é d e c h a l e u r d é g a g é e p a r 

l a t r o i s i è m e é t i n c e l l e a p o u r v a l e u r 

Q 3 = m 2 m ' 2 Q 1 . 



Les quantités de chaleur dégagées par les étincelles succes

sives décroissent en progression géométrique de raison mm'. 

§ 6. — Batteries montées en cascade. 

S u p p o s o n s q u e n o u s a y o n s ( n + i ) b o u t e i l l e s , i d e n t i q u e s e n t r e 

e l l e s , e t a s sez é l o i g n é e s l es u n e s d e s a u t r e s p o u r n ' e x e r c e r les 

u n e s s u r l es a u t r e s a u c u n e i n f l u e n c e . L ' a r m a t u r e i n t e r n e A0 d e la 

p r e m i è r e ( f i g . 7 4 ) est m i s e e n c o m m u n i c a t i o n avec l a s o u r c e au 

n i v e a u p o t e n t i e l V 0 . L ' a r m a t u r e e x t e r n e B 0 e s t m i s e e n c o m m u 

n i c a t i o n avec l ' a r m a t u r e A1 d e la s e c o n d e , e t a i n s i d e s u i t e . L ' a r -



m a t u r e e x t e r n e d e la d e r n i è r e e s t a u s o l . O n a a i n s i u n e b a t t e r i e 

chargée en cascade. 

L a t h é o r i e d e la c h a r g e e n c a s c a d e a fai t l ' o b j e t d e s r e c h e r c h e s 

d e G r e e n ( 1 ) , C l a u s i u s e t B e e r . M . J . M o u t i e r a d o n n é à c e t t e 

t h é o r i e u n e f o r m e t rès é l é g a n t e ( 2 ) , d a n s le cas o ù les d e u x s u r 

faces 2 ' , S" q u i l i m i t e n t l ' a r m a t u r e e x t e r n e d e c h a q u e b o u t e i l l e 

s o n t d e s s u r f a c e s d e n i v e a u d e l ' a r m a t u r e i n t e r n e S. 

S o i e n t V 0 , V 1 , V 2 , Vn, l es n i v e a u x p o t e n t i e l s d e s a r m a 

t u r e s A 0 , A ( , A 2 , . . . , A „ . 

C o n s i d é r o n s en p r e m i e r l i eu la d e r n i è r e b o u t e i l l e . 

E l l e n e p o r t e p a s d e c h a r g e é l e c t r i q u e s u r la s u r f a c e 2 " ; s u r la 

s u r f a c e S' e l le p o r t e u n e c h a r g e — an e t s u r la s u r f a c e S u n e 

c h a r g e an. 

U n e c h a r g e é l e c t r i q u e é g a l e à l ' u n i t é , e n é q u i l i b r e s u r la s u r 

l ace S, p o r t e r a i t c e t t e s u r f a c e a u n i v e a u p o t e n t i e l s ; u n e c h a r g e 

é g a l e à l ' u n i t é , d i s t r i b u é e s u r la s u r f a c e S' , p o r t e r a i t t o u t p o i n t 

i n t é r i e u r à c e t t e s u r f a c e a u n i v e a u p o t e n t i e l v' enf in u n e 

c h a r g e éga l e à l ' u n i t é , d i s t r i b u é e s u r la s u r f a c e S", p o r t e r a i t t o u t 

p o i n t i n t é r i e u r à la s u r f a c e S" au n i v e a u p o t e n t i e l v". 

M o y e n n a n t ces n o t a t i o n s , n o u s p o u v o n s d é j à é c r i r e 

P o u r la (n— iy<- m e b o u t e i l l e , l ' a r m a t u r e i n t e r n e p o r t e u n e c h a r g e 

an_t ; la "surface 2 ' u n e c h a r g e — e t c o m m e l e s d e u x c o r p s 

B „ _ ( e t A / ; f o r m e n t u n c o n d u c t e u r i s o l é p o r t a n t u n e c h a r g e t o t a l e 

n u l l e , la s u r f a c e S" p o r t e u n e c h a r g e (a,i_, — a„). L e s p r i n c i p e s 

p o s é e s au L i v . I I I , C h a p . I V , d o n n e n t a i s é m e n t 

O n a r r i v e r a a i n s i d e p r o c h e e n p r o c h e à a v o i r l e s d e u x s é r i e s 

( 1 ) G R E E N , An essay of the application of mathematical analysis to the 

théories of Electricity and Magnetism, A r t . 8 (Nottingham, 1828, Green's ma

thematical Papers, p. 4 7 ) . 

(') J . M O U T I E R , Cours de Physique, t. I , p. 491; Paris , i883. 

( 3 ) Pour faire coïncider les foi-mules que nous allons écrire avec celles qui ont 

été obtenues au Livre III, Chap. IV, il faudrait poser v' = u, v" = u'. 



d ' é q u a t i o n s 

( 2 5 ) 

( 2 6 ) 

E n t r e les é g a l i t é s ( 2 0 ) e t ( 2 6 ) , on p e u t é l i m i n e r les fonctions 

p o t e n t i e l l e s ; o n a a l o r s 

( 2 7 ) 

o u b i e n 

L e s c h a r g e s d e s a r m a t u r e s i n t é r i e u r e s d e s b o u t e i l l e s s o n t s o u 

m i s e s à la lo i s u i v a n t e : Si l'on prend trois bouteilles consé

cutives, la somme des charges des armatures internes des deux 

bouteilles extrêmes est dans un rapport constant avec la 

charge de l ' a r m a t u r e interne de la bouteille moyenne. 

L e s é q u a t i o n s ( 2 5 ) d o n n e n t 

o u b i e n , d ' a p r è s les é g a l i t é s ( 2 8 ) , 



D ' a p r è s les é g a l i t é s ce l l e - l à p e u t s ' é c r i r e 

( 2 9 ) 

Les niveaux potentiels des armatures internes suivent donc 

la même loi que les charges. 

A j o u t o n s m e m b r e à m e m b r e la d e r n i è r e d e s é q u a t i o n s ( 2 5 ) e t 

les é q u a t i o n s ( 2 7 ) . N o u s t r o u v e r o n s 

( 3 o ) V 0 = O o - f - «1 + . . . - f - « „ . ) ( ( • —v'). 

C e t t e é g a l i t é , c o m p a r é e à l ' é g a l i t é ( a 3 ) , m e t e n é v i d e n c e le 

t h é o r è m e s u i v a n t : 

La somme des charges des armatures internes d'une batterie 

chargée en cascade est égale à la charge que prendrait l'ar

mature interne de la première bouteille si on la chargeait 

seule. 

C e b e a u t h é o r è m e e s t d û à G r e e n . 

S u p p o s o n s q u ' o n l a i s se a u so l l ' a r m a t u r e e x t e r n e d e la d e r n i è r e 

b o u t e i l l e e t q u e l'on m e t t e l ' a r m a t u r e i n t e r n e d e la p r e m i è r e b o u 

t e i l l e e n c o m m u n i c a t i o n avec le s o l . L a b a t t e r i e s e r a r a m e n é e à 

l ' é t a t n e u t r e . S i W d é s i g n e le p o t e n t i e l é l e c t r o s t a t i q u e i n i t i a l d u 

s y s t è m e , o n a u r a , p o u r e x p r e s s i o n d e la c h a l e u r d é g a g é e p a r c e t t e 

d é c h a r g e , 
E Q = W . 

O r , la f o r m u l e g é n é r a l e 

d o n n e a i s é m e n t 

L a c h a l e u r d é g a g é e a d o n c p o u r v a l e u r 

( 3 1 ) 

S i l ' o n a v a i t c h a r g é s e u l e m e n t la p r e m i è r e b o u t e i l l e , e t si on 

l ' a v a i t d é c h a r g é e c o m m e o n v i e n t d e l e f a i r e p o u r la b a t t e r i e , la 

d é c h a r g e a u r a i t , d ' a p r è s les é g a l i t é s ( 2 1 ) , ( 2 3 ) e t ( 3 0 ) , d é g a g é u n e 



q u a n t i t é d e c h a l e u r 

E n c o m p a r a n t c e t t e éga l i t é à l ' é g a l i t é ( 3 1 ) , o n v o i t q u e la cha

leur dégagée par la décharge complète d'une batterie chargée 

en cascade est d'autant plus petite que le nombre des bou

teilles est plus grand. 

D a n s le cas p a r t i c u l i e r o ù l e s d e u x s u r f a c e s 2 ' , S" d i f fè ren t 

e x t r ê m e m e n t p e u , c o m m e i l a r r i v e si l ' a r m a t u r e e x t e r n e e s t f o r m é e 

p a r u n e s i m p l e f eu i l l e m é t a l l i q u e , o n a s e n s i b l e m e n t 

O n t r o u v e a l o r s s a n s p e i n e l es éga l i t é s 

( 3 2 ) 

( 3 3 ) 

Si les armatures externes sont très minces, les charges des 

armatures internes et leurs niveaux potentiels décroissent en 

progression géométrique. 

B e e r ( 1 ) a é n o n c é p a r e r r e u r q u e , d a n s ce c a s , l es c h a r g e s des 

a r m a t u r e s i n t e r n e s é t a i e n t t o u t e s é g a l e s e n t r e e l l es e t q u e l e u r s 

n i v e a u x p o t e n t i e l s d é c r o i s s a i e n t e n p r o g r e s s i o n a r i t h m é t i q u e . 

D a n s ce c a s , la q u a n t i t é d e c h a l e u r d é g a g é e p a r la d é c h a r g e 

c o m p l è t e d e la b a t t e r i e a p o u r v a l e u r 

P o s o n s 

N o u s a u r o n s 

( 3 4 ) 

O n p e u t d o n c e n c o r e é c r i r e , e n d é s i g n a n t p a r Q ' la q u a n t i t é d e 

c h a l e u r q u e d é g a g e r a i t la d é c h a r g e c o m p l è t e d ' u n e b o u t e i l l e 

( 1 ) B E E R , Einleitung in die Elektrostatik p. 102 (Brunswick , 1865) . 



u n i q u e , 

( 3 5 ) 

D a n s l e cas p a r t i c u l i e r o ù les d e u x a r m a t u r e s s o n t t rès v o i s i n e s , 

o n t r o u v e a i s é m e n t q u e c e t t e é g a l i t é d e v i e n t 

Q ' = ( n + 1 ) Q . 

Si l'on forme une batterie en cascade au moyen de bou

teilles dont l ' a r m a t u r e externe est très mince et dont les deux 

armatures sont très rapprochées, la quantité de chaleur dé

gagée par la décharge complète est en raison inverse du nombre 

des bouteilles. 

C e t t e lo i a é t é t r o u v é e e x p é r i m e n t a l e m e n t p a r R i e s s (loc. cit.) 

et t h é o r i q u e m e n t p a r C l a u s i u s (loc. cit.). 



CHAPITRE III. 

L ' I N T E N S I T É D E S C O U R A N T S . 

§I.-— Courants c i rculant dans la masse d'un conducteur. 

L o r s q u e , su r un conducteur , la d is t r ibut ion é lec t r ique va r i e , i l 

ne suffit p l u s , pour d é t e r m i n e r l ' é ta t de ce conduc teu r à un i n 

stant dé te rminé , de connaî t re la d i s t r ibu t ion é l ec t r ique qu ' i l por te 

à cet i n s t an t ; en effet, si l ' é ta t d 'un conduc teur à l ' ins tant t était 

en t i è rement dé te rminé par la d i s t r ibu t ion é lec t r ique qu ' i l porte à 

cet ins tan t t, les p ropr ié t é s de ce corps devra ien t d e m e u r e r les 

m ê m e s , soit que cette d i s t r ibu t ion é l ec t r ique restât après le 

temps t ce q u ' e l l e est au t emps t, soit qu ' e l l e subî t des c h a n g e 

ments après le temps t. Or i l n ' en est pas a ins i . L e conducteur 

sur l eque l la d i s t r ibu t ion va r i e exercera ce r ta ines ac t ions sur un 

a iman t que n ' e x e r c e pas un conduc teur sur l eque l la d i s t r ibu t ion 

est i nva r i ab l e , q u e l l e que soit d ' a i l l eu rs cet te d i s t r ibu t ion . 

Il est donc nécessa i r e , pour définir un sys tème é lec t r i sé , de 

faire u sage d 'une r ep résen ta t ion p lus compl iquée que cel le qui 

nous a servi j u s q u ' i c i ; d 'ad jo indre a u x va r i ab le s qu i dé terminent 

la d i s t r ibu t ion é lec t r ique de nouve l l e s va r i ab les , ces de rn i è r e s d i s 

para issant dans le cas pa r t i cu l i e r où, sur le conducteur , la d i s t r i 

but ion demeure indépendan te du t e m p s . 

La définition de ces nouve l l e s va r i ab les est due surtout à G . -S . 

Ohm ( 1 ) , à Smaasen ( 2 ) et à G. Kirchhoff ( 3 ) . 

( 1 ) G . - S . O H M , Die galvanische Kette, mathematisch behandelt ( B e r l i n , 1827. 

— T r a d u i t en f r ança i s p a r G a u g a i n ; P a r i s , 1860) . 

( 2 ) S M A A S E N , Vom dynamischen Gleichgewicht der Elektricität in einer 

Ebene oder in einem Körper (Pogg. Annalen, B d . L X I X , p . 1 6 1 ; 1846) . — Vom 

dynamischen Gleichgewicht der Electricität in einem Körper und in unbe-

gränztem Raume (Pogg. Annal., B d . L X X I I , p . 4 3 5 ; 1 8 4 7 ) . 

( 3 ) G . K I R C H H O F F , Ueber den Durchgang eines elektrischen Stromes durch 

eine Ebene, insbesondere durch eine kreisformige ( Pogg. Ann. B d . L X I V , p . 497; 

1845. — Kirchhoff's Abhandlungen, p . 1 ) . — Nachtrag zu dem vorigen Auf-



Ces physiciens ont été conduits à la définition des variables 

dont il s'agit par la comparaison du mouvement de l 'électricité 

avec le mouvement des fluides ; une comparaison de ce genre avait 

déjà condui t Four i e r à la définition des principales quantités qui 

figurent dans la théorie de la propagat ion de la chaleur. 

Soit M un point pris à l ' intér ieur d'un conducteur . Nous sup

poserons que ce point M correspond à une grandeur géométr ique F 

que nous nommerons le flux électrique au point M à l ' instant t. 

Cette grandeur est l iée à la variation que subit la distribution 

électrique à l ' intérieur du conducteur par la convention suivante : 

Au tour du point M (fig. 7 5 ) , traçons dans la masse du con

ducteur un élément A B = dw. So i t N la normale à cet é lément 

dans un sens déterminé. Soit F le flux au point M . La variation 

subie par la distribution électrique sur le conducteur dans le 

temps dt est la même que si, pendant ce temps, l'élément dt 

avait été traversé, dans le sens de la normale N , par une 

quantité d'électricité positive dq, donnée en grandeur et en 

signe par 

( r ) dq = F c o s ( F , N ) dw cit. 

Cette égalité ( 1 ) peut s 'écrire d'une manière un peu différente. 

satze (Pogg . Ann. B d L X V I I , p . 344 ; 1846. — K. Abhandl., p . 1 7 ) . — Ueber die 
Auflösung der Gleichungen, auf welche-man bei der Untersuchung der linea-
ren Vertheilung galvanischer Strömen geführt wird (Pogg. Ann., B d . L X X I I , 
p . 497 ; 1847. — K. Abhandl., p . 22) . — Ueber die Anwendbarkeit der Formeln 
fiir die Intensitäten der galvanischen Strömen in einem Systeme linearer Leiter 
auf Systeme, die zum Theil aus nicht linearen Leitern bestehen (Pogg. Ann., 
B d . L X X V , p . 189 ; 1848. — K. Abhandl., p . 3 3 ) . — Ueber eine Ableitung der 
Ohm'schen Gesetze, welche sich an die Theorie der Elektrostatik anschliesst 
(Pogg. Ann. B d . L X X V I I I , p . 5o6 ; 1849. —K. Abhandl., p . 49) . — Ueber die 
stationären elektrischen Strömungen in einer gekrümmten leit.enden Fläche 
(Monatsber. der Akad. der Wissensehaften zu Berlin, 19 j u i l l e t 1875. — K. 
Abhandl., p . 5 6 ) . 



Prenons trois axes de coordonnées rectangulaires ; soient u, v, w 

les composantes du flux F suivant ces trois axes . Nous pourrons 

écrire 

( 2 ) 

Cette égali té ( 2 ) va nous conduire à une formule qui mettra net

tement en évidence la relation entre le flux et le changement de 

distribution é lec t r ique. 

T raçons , à l ' intérieur du conducteur , une surface fermée S. 

Soient M un point de cette surface et Ni la normale à cette sur

face au point M ; cette normale est dirigée vers l ' intérieur de l 'es

pace l imité par la surface S . 

L e changement de distribution électr ique sur le conducteur est 

le même que si chacun des éléments dS de la surface S laissait, 

dans le temps dt, pénétrer à l ' intérieur de cette surface une quan

tité d 'électr ici té 

L e changement de dis t r ibut ion électr ique sur le conducteur 

doit donc avoir pour effet, pendant le temps dt, d 'accroître de 

la quantité d'électricité positive que renferme la surface S. 

Mais , d'autre part, si l 'on désigne par p la densité é lectr ique au 

point (x, y, z) à l ' instant t, densité que nous supposons finie en 

tout point intérieur à la surface S, le changement de distr ibution 

électr ique pendant le temps dt accroîtra la charge électr ique to

tale renfermée dans la surface S de 

l ' intégration s'étendant à tout l 'espace intér ieur à la surface S . 

O n doit donc avoir, quel le que soit la forme de la surface S , 

Cet te égalité peut se transformer. Supposons que les quantités 

u, v, w soient cont inues ainsi que leurs dérivées partielles du 

premier ordre dans tout l ' e space enfermé par la surface S ; qu' i l 



en soit de même de p et de dp L'égali té précédente deviendra 

Moyennant les hypothèses faites, elle ne peut avoir l ieu pour 

toute surface S, à moins que l 'on n'ait, en tout point où sont vé

rifiées les condit ions indiquées, 

( 3 ) 

Cette égalité ne s 'applique pas aux divers points d 'une surface 

le long de laquel le les quanti tés u, v, w, p peuvent être d i scont i 

nues. Examinons ce cas, en supposant que cette surface puisse 

porter une électrisation superficielle variable de densité t. 

Une semblable surface S ( f ig. 76) sépare deux régions 1 et 2 

du conducteur . S u r cette surface prenons une aire et, par le 

contour A B de cette aire, menons des droites normales à la 

surface S . Nous limitons ces droites par deux surfaces S 1 , S 2 , pa

rallèles à la surface S , situées l 'une dans la région 1 , l 'autre dans 

la région 2 , toutes deux infiniment voisines de la surface S . 

Soient A 1 B 1 , A 2 B 2 les aires découpées sur ces deux surfaces par 

la surface réglée cons idérée . 

A u x termes près de l 'ordre de A 1 A 2 , la quantité d 'électricité 

positive qui entre dans la surface fermée A 1 B 1 A 2 B 2 pendant le 

temps dt peut s 'écrire 

D . — I. 26 



et aussi 

E n égalant ces deux quanti tés , on voit aisément que l 'on doit 

avoir, en tout point de la surface de discontinuité S , 

( 4 ) 

Les égalités (3 ) et (4 ) nous montrent jusqu 'à quel degré les 

flux d 'une part et les densités électr iques d'autre part peuvent 

être regardés comme des variables indépendantes . O n peut tou

jou r s , pour une valeur particulière de t, se donner arbitrairement 

la grandeur et la direct ion du flux électr ique en chaque point du 

conducteur , et la grandeur de la densité solide ou superficielle de 

l 'é lectr ic i té en chaque point du conducteur . Ma i s , pour les va

leurs ultérieures du temps t, il n 'est plus permis de se donner 

arbitrairement autre chose que la grandeur et la direction du flux 

électrique en chaque point du conducteur ; car les densités, tant 

solides que superficielles, sont alors déterminées, pour toutes les 

valeurs de t, par les égali tés (3 ) et ( 4 ) . 

A la surface qui sépare le conducteur du mil ieu isolant qui 

t 'environne, on a, d'après l 'égalité ( 4 ) , 

( 5 ) 

Que lques auteurs ont admis que l 'on avait toujours, dans ce 

cas, 
u c o s ( N i , x) + v c o s ( N i , y ) + w c o s ( N i , z) = o . 

Mais alors aucun courant ne pourrait faire var ier la distribution 

électr ique à la surface d'un conducteur ; celle-ci ne pourrai t jamais 

changer, ce qui est inadmissible . 

§ 2 . — C o u r a n t s u n i f o r m e s . 

Si le flux électrique est nul en tout point d 'un corps conducteur , 

on dit que l ' é q u i l i b r e électrique est établi sur ce corps conduc

teur. 

D 'ap rès les égalités ( 3 ) , (4 ) et ( 5 ) , la densité électr ique solide 



ou superficielle conserve alors une valeur indépendante du temps 

en tout point du conducteur . 

Mais la densité électr ique solide ou superficielle peut conserver, 

en tout point du conducteur , une valeur indépendante du temps 

sans que, pour cela, le flux électr ique soit nul en tout point . 11 

suffit en effet, pour que les courants n 'entraînent aucune varia

tion de distribution à la surface du conducteur ou dans son inté

rieur, que l 'on ait à tout instant, pour tout point intérieur au con

ducteur, 

pour tout point de la surface qui sépare le conducteur de l ' isolant, 

enfin, pour tout point d'une surface de discontinuité du conduc

teur, 

Un pareil courant qui , à chaque instant, amène en tout point 

de l ' intérieur du conducteur ou de sa surface autant d'électricité 

qu ' i l en emporte, est dit courant uniforme. 

Lorsqu ' en tout point d'un conducteur le flux électr ique est in 

dépendant du temps, le courant est dit constant. 

U n courant qui est à la fois uniforme et constant est dit perma

nent. 

§ 3 . — C o u r a n t s l inéa ires . 

Imaginons qu 'une aire plane infiniment petite A (fig. 7 7 ) , va

riable de grandeur et de forme, se déplace de manière à demeurer 

constamment normale à une l igne L L ' . El le balaye un volume que 

nous supposerons rempli de matière conductr ice et que nous nom-

(6) 

( 7 ) u c o s ( N i , x) + v C O S ( N i , y) + W C O S ( N i , Z) = o ; 

( 8 ) 



merons un fil. S i ce fil est parcouru par des flux électriques 

quelconques , nous dirons qu ' i l est parcouru par un courant li

néaire. 

Soi t N la normale à l'aire A , d'un côté déterminé de cette aire. 

C 'es t en même temps la tangente en L à la courbe L L ' . L 'a i re A 

est traversée, dans le sens indiqué par la normale N , pendant le 

temps dt, par une quantité d 'électrici té 

Si nous posons 

(9) 

nous aurons 
dQ = J dt. 

O n dit alors que J est l ' in tensi té au point L du courant l inéaire . 

Supposons , tout d 'abord, que le fil L L ' ne présente aucune sur

face de discontinuité entre les points L et L ' . 11 est facile de voi r 

que, dans ces condi t ions , l ' intensité J est cont inue entre les deux 

points L , L ' . Entre deux sections du conducteur, comprenant 

entre elles une longueur ds de la courbe L L ' , il s'accumule 

pendant le temps dt une quantité totale d'électricité 

Supposons maintenant que le fil présente une surface de discon

tinuité, et, pour ne pas compl iquer outre mesure nos raisonne

ments, imaginons que cette surface coïncide avec une section 

normale A . Cette section partage le fil en deux régions i et 2 . 

L o r s q u ' o n passe de la première à la seconde, l ' intensité varie 

brusquement de la valeur J, à la valeur J 2 . Dans le temps dt, il 

s 'accumule sur la surface A une quantité d 'électricité 

(J1 —J2)dt. 

Si S désigne la densité superficielle moyenne sur l 'aire A , nous 

aurons 

( 1 0 ) 



Considérons , d'autre part, une portion L L ' du fil, le long de 

laquelle ne se trouve aucune surface de discontinuité. Soient J, J' 

les valeurs de l ' intensité à l 'or igine et à l 'extrémité de ce segment , 

dans le temps dt, ce segment acquiert une quantité d 'électricité 

(J — J ' )dt . 

Soient A la sect ion moyenne du segment L L ; C le périmètre 

moyen de cette sect ion; r la densité électrique superficielle 

moyenne ; p la densité solide moyenne . Nous aurons 

Si nous admettons que les densités p et a soient, en général , du 

même ordre de grandeur, A étant négl igeable devant C , nous au

rons 

( II ) 

Comparons les égalités (10) et ( 1 1 ) . A étant négl igeable devant 

C, si nous voulons que les densités électr iques S et a soient con

stamment du même ordre de grandeur, i l faudra que ( J 1 — J 2 ) 

soit négl igeable en présence de A i n s i , la variation brusque 

que subit l ' intensité d'un courant linéaire au voisinage d'une sur

face de discontinuité du fil est négl igeable en comparaison de la 

variat ion que subit cette intensité d 'une extrémité à l 'autre d'un 

segment de longueur finie, ne présentant pas de surface de d is 

continuité . O n peut donc énoncer la proposi t ion suivante : 

L'intensité d'un courant linéaire varie d'une manière con

tinue tout le long du fil conducteur, lors même que celui-ci 

présente des surfaces de discontinuité. 

U n raisonnement analogue au précédent condui t aux p ropos i 

tions suivantes : 

Si un fil conducteur parcouru par un courant linéaire n'est 

pas fermé, V intensité du courant est égale à O à ses deux ex

trémités. 

Supposons que plusieurs fils conducteurs 1, 2 , n vien

nent se réunir en un même point S ; désignons par J 1 , J 2 , ... , 



Jn les intensités des courants qui les parcourent, chacune de 

ces intensités étant comptée positivement lorsqu'elle corres

pond à un courant qui se dirige vers le point S et négative

ment lorsqu'elle correspond à un courant qui s ' é l o i g n e du 

point S ; nous aurons 

12 J1 J2—...— =0. 

La proposi t ion expr imée par cette égalité ( 1 2 ) porte le nom de 

lemme de G. Kirchhoff. K i r chhof f ( 1 ) l 'a en effet énoncée le 

premier et en a montré l ' importance dans l 'étude des courants qui 

parcourent des réseaux de fils. 

Il arrivera souvent , en par t icul ier dans l 'étude de l 'É lec t rody

namique et de l 'É lec t romagnét i sme, que nous parlerons d 'un élé

ment de courant linéaire. Il ne faudra pas entendre par là une 

longueur infiniment petite de fil conducteur entouré de toute 

part par l ' i solant . E n effet, d'après ce qui précède, un semblable 

é lément ne pourra jamais être parcouru par un courant fini. Il 

faudra seulement entendre par là que nous portons notre a t ten

tion sur la partie du courant l inéaire qui se trouve comprise entre 

deux sect ions infiniment voisines du fil, sans que nous supposions 

pour cela cette partie réel lement séparée du reste du courant . 

Cet te remarque a une importance capitale pour l ' in te l l igence de 

l 'É lec t rodynamique . 

U n conducteur en forme de fil peut être parcouru par des flux 

uniformes. O n a alors affaire à un courant linéaire uniforme. 

O n voi t sans peine que l ' in tens i té d'un courant linéaire uni

forme a la même valeur en tous les points du fil. 

L'intensi té d 'un courant ouvert étant nulle aux extrémités du fil, 

on voit qu'un courant linéaire uniforme ne peut se présenter 

que dans un fil fermé, à moins que son intensité ne soit identi

quement nulle en tout point. 

Ajou tons , pour terminer ce qui concerne la définition de l ' in

tensité d'un courant l inéaire, qu ' i l est possible de comparer entre 

elles les intensités de courants linéaires permanents . 

( 1 ) G . K I R C H H O F F , Ueber die Auflösung der Gleichungen, auf welche man 
bei der Untersuchung der linearen Vertheilung galvanischer Ströme geführt 
wird (Poggendorff's Annalen, B d L X X I I , p . 497 ; 1847. — Kirchhoff's Abhand-
lungen, p . 2 2 ) . 



On peut obtenir un courant linéaire en déchargeant un con

densateur à travers un fil métall ique ; la théorie du condensateur 

étant faite, et cette théorie ayant ramené l 'étude des phénomènes 

produits par la décharge à la détermination de certaines c o n 

stantes pour lesquelles il existe des appareils de mesure, nous 

pouvons savoir quel est le signe et la grandeur de la quantité 

d 'électricité qu 'une armature du condensateur cède à l 'autre. 

Supposons que l 'on effectue la décharge du condensateur, non 

point au travers d 'un fil con t inu , de cuivre par exemple , mais au 

travers d'un fil coupé dont les deux bouts p longent dans une dis

solution de sulfate de cu ivre . O n observe alors que, pendant la 

décharge , il y a, dans ce voltamètre, une action chimique ; un 

des fils de cuivre se dissout, tandis que l 'autre se recouvre d'un 

dépôt de cuivre . 

E n faisant varier de toutes les manières possibles les circon

stances de la décharge, on observe la constance des deux lois sui

vantes : 

1° Le cuivre se dépose toujours du côté où se trouve l'arma

ture qui reçoit de l'électricité positive; 

2° Le poids de cuivre déposé dépend exclusivement de la 

quantité d'électricité qui a traversé le voltamètre ; il est exac

tement proportionnel à cette quantité. 

Ce sont là des conséquences part iculières d 'une loi générale 

due à Faraday , que nous étudions au L iv re V I . 

L 'appare i l que nous venons de décr i re , étant placé sur le trajet 

d'un courant l inéaire permanent , fournit évidemment un moyen de 

mesurer l ' intensité de ce courant l inéaire. 

Le galvanomètre fournit un second moyen de mesurer cette 

intensité. U n courant permanent , lancé dans le cadre d'un galva

nomètre , donne à l 'aiguil le de cet instrument une déviation per 

manente. E n faisant traverser à la fois un galvanomètre et un 

voltamètre, on pourra déterminer l ' intensité du courant qui cor 

respond à une déviation donnée de l 'a iguil le et, par conséquent , 

graduer empir iquement le galvanomètre . 



CHAPITRE IV. 

L A L O I D ' O H M , 

§ I. — É n o n c é de la lo i d 'Ohm. 

L a loi d ' O h m a pour but de fournir les équations du mouve

ment permanent de l'électricité dans un conducteur homo

gène. 

Cet te loi consti tue l 'une des hypothèses fondamentales de la 

théorie des phénomènes électr iques ; c'est par voie d'analogie que 

les physic iens ont été amenés à l ' énoncer . 

Dans la théorie de la propagation de la chaleur à l ' intérieur d'un 

corps homogène bon conducteur , les composantes u, v, w du flux 

calorifique au point (x, y, z) sont reliées à la conductibi l i té k et à 

la température T par les relations 

G . - S . O h m a admis ( ' ) que les équations du mouvement per

manent de l 'électricité devaient présenter une forme analogue. Il 

donnait au coefficient analogue à la conduct ibi l i té calorifique le 

nom de conductibilité électrique, et à la fonction analogue à la 

température les noms de force électroscopique, manifestation 

électroscopique, pouvoir, énergie, état électrique. 

L a mult ipl ici té même de ces dénominations montre assez qu 'Ohm 

n'avait aucune idée précise sur la nature de cette fonction dont 

il admettait L'existence. 

E n 1849, G . Ki rchhoff remarqua ( 2 ) que, dans la théorie d 'Ohm, 

( ' ) G . - S . OHM, Die galvanische Kette, mathematisch behandelt ( B e r l i n , 
1827; t r a d u i t en f r ança i s p a r G a u g a i n , a v e c une P r é f a c e e t des N o t e s . P a r i s , 

1860) . 

( 2 ) G . K I R C H H O F F , Ueber eine Ableitung der Ohm'schen Gesetze, welche 
sich an die Theorie der Elektrostatik anschliesst (Poggendorff's Annalen, 
B d . LXXVIII, p . 5o6 ; 1849) . 



la condit ion de l 'équil ibre électrique à l ' intérieur d'un conduc

teur homogène est expr imée par la constance de la force é lec t ro

scopique ; tandis que, dans la théorie de Poisson, la même cond i 

tion est expr imée par la constance de la fonction potentiel le . Cette 

remarque le conduisi t à admettre la proportionnali té de la force 

é lect roscopique avec la fonction potent iel le , et à énoncer l 'hypo

thèse suivante, qui a conservé le nom de loi d'Ohm : 

En tout point (x, y, z) pris à l'intérieur d'un conducteur 

homogène parcouru par des courants permanents, c'est-à-dire 

uniformes et constants, on a 

(14) 

V étant la fonction potentielle au point (x y, z); u, v, w les 

composantes du flux électrique au même point; ,'R. un coefficient 

qui dépend de la nature du conducteur et de sa température 

au point (x,y, z) et que l'on nomme sa résistance spécifique. 

O n donne à la grandeur géométr ique qu i , en un point d'un 

conducteur que lconque , parcouru par des courants quelconques , 

a pour composantes Ru, Rv, Rw, le nom de force électromotrice 

au point considéré. O n peut alors énoncer comme suit la loi 

d ' O h m : 

En un point d'un conducteur homogène parcouru par des 

courants permanents, la force électromotrice est identique en 

grandeur et direction à la force électrostatique donnée par 

les lois de Coulomb. 

L a loi d ' O h m est susceptible d'un énoncé , différent des précé

dents, qui nous sera commode lorsque nous aurons, ultérieure

ment , à étendre cette loi . 

Prenons le système que nous avons à étudier. A l ' instant t, il 

porte certaines charges électr iques. S i l 'on se contentait , pour dé

finir l 'état de ce sys tème, de connaître ces charges électr iques 



sans y jo indre , à titre de nouvelles variables, les flux électr iques, 

ce système admettrai t un potent ie l thermodynamique interne que, 

pour abréger, nous appel lerons le potentiel thermodynamique 

interne du système supposé sans courant. 

D'après les notations adoptées au L iv re III, Chapi t re II , ce po

tentiel a pour valeur 

Supposons qu 'une charge dq passe par un point (x,y,z) au 

point (x + ox, y + y, z + Ss) , ces deux points étant à l ' intérieur 

d'un même conducteur homogène qui laisse circuler l 'électrici té 

sans éprouver de changement d'état ; la quantité S subira une va

riation S , et l 'on aura 

De là on déduit aisément l 'énoncé que voici : 

Si Cx, Cr, Cz sont les composantes de la force électromotrice 

en un point (x, y, z) d'un conducteur homogène, non électro-

lysable, parcouru par des courants permanents, on a 

oz étant le travail non compensé produit dans le système sup

posé sans courant, lorsqu'on y transporte la charge dq du 

point (x, y, z) au point (x + ox, y -+- oy, z + §z). 

Cet te proposi t ion cons t i tue , comme nous le verrons par la 

suite, l 'hypothèse fondamentale fournissant, dans tous les cas 

possibles, la loi des courants permanents (1). 

§ 2 . — É n o n c é d e la lo i d ' O h m p o u r l e s c o u r a n t s l i n é a i r e s . 

L'intensi té d'un courant linéaire est donnée par l 'égalité 

[Chap . III, égalité (9)] 

( 1 ) P . D U H E M , Le potentiel thermodynamique et ses applications, p . 223 

( P a r i s , 1886) . 

( 2 ) 



Supposons le conducteur homogène et le courant permanent . 

En vertu des égalités (I) , l 'égalité précédente deviendra 

La direction N coïncide avec la tangente à la courbe L L ' , dont ds 

est l 'é lément de longueur . O n a sensiblement, en tout point de 

l'aire A , 

et, par conséquent , 

Nous nommerons résistance électrique de l'élement ds la 

quanti té R ds définie par 

L 'égal i té (3 ) deviendra alors 

Cet te égalité expr ime la loi d ' O h m pour chaque élément d'un 

conducteur linéaire parcouru par un courant permanent . 

So i t L L ' un segment de longueur finie de conducteur l inéaire. 

La quanti té 

est ce que nous nommerons la résistance électrique du seg

ment L L ' . O n voit que, d'après cette définition : 

1° La résistance d 'un fil homogène de section constante est 

proportionnelle à la longueur du fil et en raison inverse de 

sa section ; elle dépend, en outre, de la nature du fil et de sa 

température ; 

2 ° La résistance de plusieurs fils mis bout à bout est égale 

à la somme des résistances de chacun de ces fils. 

D e s égalités ( 5 ) et (6 ) , on déduit encore le résultat suivant : 

Soi t L L ' un segment de fil homogène parcouru par un courant 

( 3 ) 

(4) 

(5 ) 

(6) 



permanent d' intensité J. So i t k sa résistance. Soient V et V les 

niveaux potentiels en L et en L ' . O n a 

( 7 ) 

Cette égalité a été, pour un grand nombre de physiciens , l'objet, 

de vérifications expérimentales très précises qu ' i l serait trop long 

d 'exposer i c i . 

§ 3 . — C o u r a n t s p e r m a n e n t s p a r c o u r a n t la masse d'un c o n d u c t e u r . 

En tout poin t d'un conducteur parcouru par des courants uni

formes, on a [Chap . III, égalité (6)] 

Si le conducteur est homogène et si les courants sont constants, 

u, v, w sont donnés par les égalités (i), qui transforment l 'égalité 

précédente en 

( 7 ) 

Ainsi, à l ' i n t é r i eur d'un conducteur homogène parcouru 

par des courants permanents, la fonction potentielle de l'élec

tricité libre satisfait à l'équation de Laplace. 

De là, on déduit immédiatement cette autre proposit ion : 

A l ' i n t é r i eur d'un conducteur homogène parcouru par des 

courants permanents il n'y a pas d'électricité libre; celle-ci se 

trouve uniquement à la surface du conducteur. 

A la surface qui sépare le conducteur de l ' isolant, on a, en dési

gnant par Ni la normale avec l ' intérieur du conducteur [ C h a p . I l l , 

égalité ( 7 ) ] , 

u c o s ( N i , x) -+- v c o s ( N i , y) + w c o ( N i , z) = 0. 

E n vertu des égalités (1) , cette dernière égalité devient 

(8) 



Ces divers résultats sont dus à Smaasen ( 1 ) et à G . Ki rchhof f ( 2 ) . 

Ils nous permet tent d'aborder le problème suivant : 

Une masse conductrice A B C D (fig- 78) est en contact, par 

une partie A C , B D de sa surface avec l'isolant ; la partie A B 

est maintenue au niveau potentiel V 0 et la partie C D au ni

veau potentiel V 1 . Déterminer les courants permanents qui 

parcourent cette masse. 

1° Si cette masse est parcourue par des courants permanents, elle 

portera à sa surface de l 'électricité libre dont la fonction po ten

tielle V satisfera aux conditions suivantes : 

El le sera harmonique dans tout l 'espace A B C D ; 

El le sera égale à V 0 en tout point de la surface A B ; 

Elle sera égale à V1 en tout point de la surface C D ; 

O n aura = o e n tout point de la surface A C , B D . 

Nous savons (L iv . II, Chap . V , § 3) qu' i l peut exister au plus 

une fonction V satisfaisant à toutes ces condit ions. Nous admet

trons qu ' i l en existe une . 

( 1 ) SMAASEN , Vom dynamischen Gleichgewicht der Elektricität in einer 
Ebene oder in einem Körper (Poggendorff's Annalen, B d . L X I X , p . 161 ; 1846). 
— Vom dynamischen Gleichgewicht der Elektricität in einem Körper und in 
unbegränztem Baume (Poggendorff's Annalen, B d . L X X I I , p . 4 3 5 ; 1 8 4 7 ) . 

( 2 ) G . KIRCHHOFF, Ueber die Anwendbarkeit der Formeln für die Intensitäten 
der Galvanischen Ströme in einem Systeme linearer Letter auf Systeme, die 
zum Theil aus nicht linearen Leitern bestehen (Poggendorff's Annalen, 
Bd L X X V , p . 189; 1848. — Kirchhoff's Abhandlungen, p . 3 3 ) . — Ueber eine 
Ableitung der Ohm'schen Gesetze, welche sich an die Théorie der Elektrosta-
tik anschliesst (Poggendorff's Annalen, B d . L X X V I I I , p . 006; 1 8 4 9 . — Kirchhoff's 
Abhandlungen, p . 49) . 



Cette fonction V étant supposée t rouvée, et le conducteur étant 

supposé parcouru par des courants permanents, les flux de ces 

courants seront donnés , à l ' intérieur du conducteur , par les éga

lités (1 ) . 

2 ° Les flux ainsi trouvés résolvent le p r o b l è m e , si l 'on admet 

une hypothèse : c 'est qu ' i l est possible de trouver des courants 

permanents parcourant le système. O n sera donc assuré de l 'exac

titude de la solution précédente , si l 'on démontre que les cou

rants qu 'el le détermine sont permanents . 

C o m m e ces courants sont évidemment constants , il suffit de 

prouver qu' i ls sont uniformes. 

Ils sont uniformes en tout point intérieur au conduc teur ; car 

les égalités (1) donnent , en un pareil point , 

et le second membre est égal à O, puisque la fonction V est har

monique à l ' intérieur du conducteur . 

L e problème qui consiste à étudier le régime permanent de 

l 'électricité dans un conducteur d 'étendue finie en toutes dimen

sions, se ramène, comme nous venons de le voir, à un problème 

analogue à celui de Le jeune-Di r i ch le t , mais plus général . Il est un 

cas part iculier où il se ramène au problème même de Lejeune-

Dir ichlet . C 'es t le cas où le corps conducteur n'a aucune surface 

de contact avec le mil ieu isolant. Il faut, dans ce cas, que l 'une 

des deux surfaces maintenues à un niveau potentiel donné, sur

faces auxquel les on donne le nom d ' é l ec t rodes , soit une surface 

fermée entourant le conducteur , tandis que l 'autre électrode forme 

une seconde surface fermée entourée par le conducteur (fig. 7 9 ) . 

Dans ce cas on a, pour déterminer V , à chercher une fonction 

harmonique entre les deux surfaces S0 et S 1 , prenant sur l 'élec



trode S 0 la valeur V 0 , et sur l 'électrode S1 la valeur V1. C 'es t le 

problème auquel on serait condui t si l 'on voulait chercher la dis

tribution électr ique sur les faces en regard d'un condensateur 

dont l 'armature interne S 0 serait maintenue au niveau potent ie l V 0 

et l 'armature externe S1 au niveau potent iel V 1 . Les résultats o b 

tenus dans les deux derniers Chapitres du L iv re III pourront im

médiatement être transportés à l 'étude du régime permanent de 

l 'électricité dans le cas part iculier que nous venons de définir. 

Revenons au cas général . 

Nommons ligne de flux une l igne dont la tangente en chaque 

point (x, y, z) a même direction et même sens que le flux é lec

trique au même point . D 'après les égalités ( 1 ) , les lignes de flux 

coïncident en chaque point d'un conducteur homogène avec 

les trajectoires orthogonales aux surfaces d'égal niveau po

tentiel. 

Les théorèmes établis au Livre III , Chapitre III, fourniront im

médiatement les propriétés des l ignes de flux. 

Sur l 'é lectrode A B , maintenue au niveau potentiel V 0 (fig. 80), 

prenons un élément aB d'aire dQ. Considérons le canal orthogonal 

aByS qui passe par le contour de cet élément. So i t i le flux élec

trique en un point de aB. Ce flux est normal à la surface A B qui 

est une surface de niveau. 

Menons , au travers du canal or thogonal , deux sections nor

males infiniment voisines mn, pq. Soi t dw l 'aire de l 'é lément mn. 

Soit j le flux au point m. 

Les propriétés des éléments correspondants nous fournissent 

aisément l 'égalité 
i dQ. — j dw. 



Posons am = s , xp = s + ds ; soient V et (V- ds ) 

les niveaux potent iels en m et p . O n déduira aisément de la loi 
d ' O h m 

D e ces deux égalités, on tire 

Écr ivons des égalités analogues pour tous les éléments mnpq en 
lesquels on peut partager le canal abyo, et nous obt iendrons, en 
les ajoutant membre à membre , 

est la résistance du canal or thogonal xByo 

assimilé à un conducteur l inéaire. Désignons-la par L 'égal i té 

précédente deviendra 

La quantité 

Ecr ivons des égalités analogues pour tous les éléments dQ, de la 
surface A B et ajoutons-les membre à membre . La somme des pre
miers membres 

sera la quantité d'électricité q u i , par unité de temps, traverse 
l 'électrode A B , c'est-à-dire l ' in tens i té du courant qui parcourt le 
conducteur A B C D . S i l 'on pose 

on aura 

(9) 

L'analogie de cette égalité avec l 'égalité ( 7 ) relative aux c o u 
rants l inéaires a fait donner à la quantité R le nom de résistance 
électrique du conducteur A B C D . 



D'après la manière dont nous l 'avons définie, cette quantité R 

est donnée par l 'égalité 

( 1 0 ) 

Pour la connaître, il faut non seulement connaître la forme du 

conducteur homogène A B C D et sa résistance spécifique, mais en

core la grandeur, la forme et la posi t ion des deux régions A B , C D 

de sa surface qui servent d 'é lectrodes . 

Cet te résistance se relie fort s implement à une quantité déjà 

définie en Electrostat ique, dans le cas particulier où le conducteur 

forme une couche entièrement l imitée par les deux électrodes S 0 , 

S1 (fig. 81) . 

So i t a un point de la surface S 0 . E n ce point , menons la nor 

male N à la surface S 0 vers l 'extér ieur de cette surface. Le f lux au 

point a., étant normal à la surface S 0 , aura pour valeur, d'après les 

égalités ( 1 ) , 

L a formule (9) nous donnera donc 

D'autre part, si les deux surfaces S0 et S1 sont prises pour ar

matures d 'un condensateur et portées aux n iveaux potentiels V 0 et 

V 1 , l 'armature interne S 0 prendra une charge 

D. — I. 27 



el le condensateur aura pour capacité 

Ains i , entre la résistance d'un conducteur entièrement com

pris entre les deux électrodes et la capacité du condensateur 

qui aurait pour armatures ces mêmes électrodes, existe cette 

remarquable relation 

(11) 

Nous n 'examinerons pas ici l 'appl icat ion des théories p récé

dentes à des conducteurs de forme part icul ière . E . Mathieu ( ' ) 

a intégré les équations du mouvement permanent de l 'é lectr ici té à 

l ' intérieur de conducteurs en forme de sphère, d 'e l l ipsoïde plané

taire, de paral lélépipède rectangle. Nous renvoyons le lecteur à 

son important O u v r a g e . 

( ' ) ÉMILE MATHIEU, Théorie de l'Électrodynamique, C h a p i t r e s I V et V ( P a r i s , 

1888) . 



CHAPITRE Y. 

L E M O U V E M E N T P E R M A N E N T D E L ' É L E C T R I C I T É 

D A N S U N E L A M E M É T A L L I Q U E . 

§ 1. — L e m o u v e m e n t p e r m a n e n t d e l ' é l ec tr i c i t é dans u n e l a m e p l a n e . 

L'é tude expérimentale des conducteurs d 'étendue finie en toutes 

dimensions est à peu près inabordable ; ce n'est donc pas de cette 

étude qu ' i l est possible de déduire des vérifications expé r imen

tales de la loi d ' O h m . Il es t , au cont ra i re , facile d 'étudier les 

conducteurs l inéaires ; mais ce cas est si part icul ier , que la vérifi

cation expérimentale de la loi d ' O h m dans ce cas pourrait laisser 

des doutes sur la valeur générale de la lo i . G . Ki rchhof f ( 1 ) a 

donc comblé une lacune en montrant comment on pouvait étudier, 

au double point de vue théorique et expér imental , le mouvement 

permanent de l 'électricité dans un conducteur métall ique dont une 

seule des dimensions est très pe t i te , c 'est-à-dire dans une lame 

métall ique. M . Smaasen ( 2 ) est parvenu presque en même temps 

à des résultats théoriques conformes à ceux de Kirchhoff. 

Commençons par supposer l 'une des faces de la lame, que nous 

prendrons pour face supér ieure , r igoureusement plane. La face 

inférieure, très voisine de ce l l e - l à , sera r igoureusement ou ap

proximat ivement plane. 

Sur la face supérieure, prenons un système d'axes de coordon

nées rectangulaires Ox, Oy (fig. 82 ) . 

Soit A B = ds un élément linéaire pris sur la face supérieure de 

la p laque. Par tous les points de cet élément, menons des normales 

( ' ) G . KIRCHHOFF, Ueber den Durchgang eines elektrischen Stromes durch 
eine Ebene, insbesondere durch eine kreisförmige ( Poggendorff's Annalen, 
B d . L X I V , p. 497 ; 1845. — Kirchhoff's Abhandlungen, p . 1). — Nachtrag zu 
dem vorigen Aufsatze (Poggendorff's Annalen, B d . L X V I I , p . 344; 1 8 4 6 ) . 

(2) W . SMAASEN, Vom dynamischen Gleichgewicht der Elektricität in einer 
Ebene oder in einem Körper (Poggendorff's Annalen, B d . L X I X , p . 161 ; 

1846) . 



à la face supérieure de la plaque. Elles engendrent, dans l'intérieur 

de la plaque, un petit rectangle ABA'B ' dont l'aire est S ds, o étant, 

l'épaisseur très petite de la plaque au point A. 

Soit n la normale à cet élément, c'est-à-dire la normale à l 'élé

ment ds dans le plan de la face supérieure de la plaque. Soit dw 

un des éléments de second ordre en lesquels on peut décomposer 

l'élément ABA'B ' . Le rectangle ABA'B ' sera traversé, dans le sens 

de la normale n, pendant le temps dt, par une quantité d'élec

tricité 

Posons 

(1) 

et l 'égalité précédente pourra s'écrire 

( 2 ) 

Les quantités © et définies par les égalités (1), sont ce 

que nous nommerons les composantes du flux superficiel au 

point A. 

A la face supérieure de la plaque, traçons un petit rectangle 

ABCD (fig. 83 ) , dont les côtés AB = dx et AC = dy soient pa



rallèles aux axes Ox, Oy. Par le contour de ce petit rectangle, 

menons des normales à la plaque, qui y découpent un paral lélépi

pède A B C D A ' B ' C ' D ' . Ce petit parallélépipède renferme une 

quantité totale ^ d ' é l e c t r i c i t é répandue à son intérieur, ou bien 

sur ses faces A B C D , A ' B ' C ' D ' . 

Nous poserons 
Q= P d x d y , 

et nous nommerons P la densité électrique en un point A de la 

plaque. 

O n voit sans peine que l 'on a 

( 3 ) 

Cet te égalité montre que, si les courants sont uniformes, on 

devra avoir 

(4) 

Soit A B A ' B ' un élément rectangulaire compris entre deux g é 

nératrices A A ' , B B ' de la tranche de la plaque (fig. 84) . Soi t N e la 

normale à cet é lément vers l 'extér ieur de la p laque. Soit ds la lon

gueur A B . Soi t ds la quantité d'électricité qu ' i l renferme. O n 

trouvera facilement 

(5 ) 

Si les courants sont uniformes, le second membre sera nul , et 

l 'on aura, en désignant par ni la direct ion opposée à ne, 

(6) O c o s ( n i , X) -+- V c o s ( n i , y) = 0. 

Les lignes de flux superficiel doivent être tangentes au bord 

de la plaque. 



Supposons la plaque homogène et les courants permanents. 

Soi t A la résistance spécifique de la substance qui forme la plaque. 

Soi t V la fonction potent ie l le . Nous aurons, en vertu de la loi 

d 'Ohm, 

Les égalités (1) deviendront alors 

Mais les quanti tés varient d'une manière cont inue, non 

seulement à l ' in tér ieur de la p laque, mais encore à la traversée de 

ses faces. Chacune de ces quantités aura, en tout point de l 'é lé

ment A B A ' B ' , sensiblement la même valeur qu 'au point A . O n 

peut donc remplacer les égali tés précédentes par 

dV dV 
ax, désignant ici les valeurs que prennent ces quantités au 

point A . 

L a quantité 

( 7 ) 

est ce que nous nommerons la résistance spécifique de la plaque 

au point A ; l ' introduction de cette quantité nous permet d'écrire 

(8) 

Supposons maintenant que la p laque ail une épaisseur con

stante, de manière que la quantité 1H ait la même valeur en tout 

point . L 'éga l i té (4 ) deviendra 

(9) 

elle doit avoir l ieu en tout point de la plaque, tandis qu 'en tout 



point du bord de la plaque on doit avoir, en vertu de l'égalité (6 ) , 

( 1 0 ) 

Considérons donc une plaque dont L soit le bord ( f i g . 85) . 

Sur cette plaque, deux aires, l'une limitée par la ligne L 0 , l'autre 

limitée par la ligne L 1 , sont maintenues respectivement aux ni

veaux potentiels V 0 et V 1 . Pour déterminer les courants perma

nents qui parcourent cette plaque, on commencera par chercher 

une fonction V vérifiant tout point de l'aire comprise entre les 

lignes L, L 0 , L 1 , l'équation aux dérivées partielles ( 9 ) , prenant 

la valeur V 0 en tout point de la ligne L 0, la valeur V f en tout 

point de la ligne L, et satisfaisant à la condition (10) en tout 

point de la ligne L. Les composantes du flux seront alors déter

minées en chaque point par les égalités ( 8 ) . 

Le problème ainsi posé se présente sous la même forme que le 

problème du mouvement permanent de l'électricité dans un con

ducteur à trois dimensions. Mais on possède, pour le résoudre, 

des méthodes qui n'ont pas d'équivalent dans le cas de trois varia

bles. Ces méthodes, que nous ne pouvons détailler ici ( 1 ) , repo

sent essentiellement sur quelques théorèmes que nous allons indi

quer. 

Considérons une variable complexe 

Soit 
z — x +- iy. 

Z = F(x + iy) 

une fonction analytique quelconque de cette variable. Cette fonc-

(1) Voir, p o u r l ' exposé de ces m é t h o d e s , G . KIRCHHOFF, Vorlesungen über 

mathematische Physik-Mechanik, L e ç o n X X I ( L e i p z i g , 1877 ) . 



lion peut toujours être mise sous la forme 

Z = X + iY, 

X et Y étant deux fonctions analytiques réelles de x et de y. La 

première est la partie réelle de Z ; nous la désignerons par t t Z . 

L a seconde est le coefficient de la partie imaginaire de Z. Nous 

la désignerons souvent par j Z . 

La quanti té Z ne devant dépendre de x et de y que par (x + iy), 

on aura 

égalité qui devient 

ou bien 

De là, on déduit aisément 

0 0 

(12) 

Les égalités (11) montrent que, si l'on désigne par F(x -+- iy) 

une fonction quelconque de la variable imaginaire (x -+- iy), 

les expressions 

( 1 3 ) 

représentent deux intégrales de l ' e q u a t i o n aux dérivées par

tielles 

( 9 ) 

L'éga l i té (12 ) montre que les deux équations 

( 1 3 bis) 

( 1 4 ) 
F(x + iy) = c o n s t . , 

F ( x + iy) = c o n s t . 



représentent deux familles de lignes qui se coupent o r thogo 

nalement. Si l'une de ces familles représente les lignes é q u i 

potentielles, l'autre représente les lignes de flux et inversement. 

Ces belles proposit ions montrent que tous les théorèmes impor

tants de la théorie des fonctions de variables imaginaires t rouve

ront une image dans l 'étude du mouvement permanent de l ' é lec

tricité dans une plaque ( 1 ) . 

T o u t e fonct ion de la variable complexe (x — iy), conjuguée de 

la précédente, présentera des propriétés analogues. O n peut dé 

montrer la proposi t ion suivante : 

Soient F(x+iy), G(x—iy) deux fonctions analytiques 

quelconques de deux variables complexes conjuguées ; le sym

bole 
t l F ( x + i y ) + B G ( x - iy) 

représente l'intégrale générale de l'équation 

Les relations de la théorie des fonctions de variables imagi

naires avec la théorie de la représentation conforme conduisent au 

théorème suivant, que nous ne ferons qu 'énoncer : 

Soient données deux plaques P et P ' , dont l'une est la repré

sentation conforme de l'autre, ce qui signifie qu'à tout point de 

l 'une on peut faire correspondre tout point de l 'autre de ma

nière que : 

1° T o u t point du contour de la plaque P corresponde à un 

point du contour de la plaque P ' et réc iproquement ; 

2 ° T o u t point du contour des électrodes de la p laque P corres

ponde à un point du contour des électrodes de la plaque P ' et réci

proquement ; 

3° Si un point M de la plaque P tend vers un point m du c o n 

tour de la p laque , le point M' , qui correspond à M sur la plaque P ' , 

tend uniformément, vers le point m' qui correspond à m sur le 

contour de la plaque P ' ; 

(*) Voir F . KLEIN , Ueber Riemann's Theorie der algebraischen Funktionen 
und ihrer Integrale ( L e i p z i g , 1882). 



4° T o u t e figure infiniment pet i te tracée sur la plaque P corres

ponde à une figure semblable tracée sur la plaque P ' et réc iproque

ment ; 

Si l'on sait trouver le mouvement permanent de V électricité 

dans la plaque P , on sait le trouver dans la plaque P ' et réci

proquement. Les l i gnes équipotentielles et les lignes de flux 

de l'une des plaques ont respectivement pour représentation 

les lignes équipotentielles et les lignes de flux de l'autre 

plaque. 

Faisons l 'appl icat ion du premier de ces théorèmes à un cas par

t icul ier intéressant. 

Les deux électrodes se réduisent à deux points : l 'un M , (fig. 86), 

de coordonnées ( a i , b1), l 'autre M 2 , de coordonnées (a2, b2). La 

fonction potentiel le en ces deux points ne sera pas donnée, ni 

même assujettie à avoir une valeur finie. Nous nous donnerons 

seulement l ' intensité J du courant amené par la première é lec

trode et emmené par la seconde. 

Posons 
C1 = a1 -t- ib1, c2 = a 2 - + - i b 2 , z = x + iy, 

Cherchons la partie réelle et le coefficient de i dans la partie 

imaginaire de Z . 

Si nous posons 

nous aurons 

x—a1 = r1 cos8 i , x—a2=r2cos82, 

y —b1 = r 1 s inO 1 , y — b 2 = r 2 s i n 0 2 , 



Nous aurons donc une intégrale part iculière de l 'équation (10) 

en posant 

15) 

K désignant une constante. L e s l ignes de flux, représentées par 

l 'équation 
d — O2 = c o n s t . , 

seront des arcs de cercle jo ignant les points M 1 , M 2 . Par consé

quen t , si l 'on prend deux de ces arcs de cercle pour limiter la 

plaque et, en part iculier , les deux arcs qui forment un même 

cercle , on sera assuré que la condit ion (10) , relative aux bords de 

la p laque , sera satisfaite. 

A i n s i , la formule ( 1 5 ) déterminera le mouvement permanent 

de l 'électricité dans une plaque métal l ique circulaire, sur le bord 

de laquel le se t rouvent deux é lec t rodes , M 1 , M 2 , pourvu seu

lement que la valeur de la constante K concorde avec la valeur J de 

l 'intensité du courant amené par l 'é lectrode M 1 . 

Or il est aisé de déterminer la constante K de manière qu ' i l en 

soit ainsi. 

A u t o u r du point M 1 , traçons sur la plaque un demi-cercle de 

rayon très petit R, ; soit ds un élément de ce cercle . Nous devrons 

avoir 

La formule ( 1 5 ) donne 

O n doit donc avoir 

Ce résultat, reporté dans la formule ( 1 5 ) , donne ( 1 ) 

(16 ) 

C o m m e nous l 'avons vu, les l ignes de flux sont des arcs de 

cercle unissant les deux électrodes. Les l ignes d'égal niveau p o -

( 1 ) L a fonc t ion V es t i c i d é t e r m i n é e à une constante près. 



tentiel sont données par 

(17) 

ce sont d'antres cercles coupant or thogonalement les premiers. 

G . Kirchhoff a vérifié par l 'expér ience ce dernier résultat. 

Imaginons que l 'on unisse deux points M , M ' de la plaque par 

un fil métal l ique renfermant un galvanomètre . Pour que le ga lva

nomètre n'accuse aucun courant, c 'est-à-dire pour que l 'équi l ibre 

électr ique demeure établi sur le fil, il faut que les deux points M 

et M ' soient au même niveau poten t ie l . O n a donc ainsi un moyen 

de reconnaître expér imentalement si divers points sont sur une 

même ligne de niveau. 

D 'au t re part, d'après l 'égali té ( 1 7 ) , si le niveau potentiel est le 

même en divers points de la p laque , on doit pouvoi r , par ces 

points , faire passer un cercle qui ait son centre sur la l igne M1 M 2 , 

et coupe cette l igne en deux points conjugués harmoniques par 

rapport à M 1 M 2 . G . Kirchhoff cherchait à tracer un pareil cerc le , 

passant aussi près que possible des divers points qu ' i l avait re

connus expér imentalement être au même niveau potentiel . Dans le 

Tab leau suivant, la première colonne donne le rayon de sembla

bles cerc les . L e s colonnes suivantes donnent la distance des divers 

points étudiés au cercle auquel ils correspondent . L 'un i té de lon

gueur employée est le centième de pouce . 

R a y o n . 

1 1 4 . . . 

É c a r t s . 
R a y o n . 

1 1 4 . . . . +I — 1 — I -+-[ » » )) 

278. . . 0 0 0 0 0 - T - 1 )l » j) » 

604. . . - i - I -!- 1 0 — 1 1 — 3 1 0 - 4 H - 7 

5 9 0 . . . — t —2 — I 0 0 0 -1-3 » )> » 

285... . 0 — I — I — 1 0 —2 + 7 » » » 

1 1 7 . . . O 0 — r - t-1 » » )> » » 

CO . H - 2 -1-2 0 —2 — 3 0 O + 2 + 4 + 6 + 3 0 

L a dernière série se rapporte au diamètre de la p laque, normal 

à M1 M 2 . 

Ces recherches mettent en évidence ce premier résul tat , con 

forme à la théorie : les l ignes d 'égal niveau potentiel sont repré

sentées par l 'égali té ( 1 7 ) , en sorte que la fonction potent iel le est 

une simple fonction du rapport ~ G . K i rchhof f a poussé plus 



loin, et a démontré par l ' expér ience que la fonction potentiel le 

était proport ionnel le à log r2 et cela de la manière suivante : 

So ien t , sur la p l a q u e , deux points M et M' , entre lesquels 

existe une différence de niveau potent iel donnée V — V ' = A ; 

pour que la fonction potentielle soit proport ionnelle à l o g r2 il 

faut et il suffit que l 'on ait 

0 8 ) 

de quelque manière que les deux points M et M ' soient situés sur 

la p laque. 

V o i c i comment G . Ki rchhoff a vérifié l 'exactitude de cette re

lation : 

Dans le fil du galvanomètre était intercalée une pi le thermo

élec t r ique , entretenant entre les deux extrémités du fil une diffé

rence de niveau potentiel constante. Pour que le galvanomètre 

n 'accusât , dans ce cas, aucun courant , il fallait, comme le montre 

l 'étude des courants thermo-élect r iques , que les deux extrémités 

du fil touchassent deux points M , M ' de la plaque, dont la diffé

rence de niveau potentiel soit égale et de signe contraire à celle 

que la pile thermo-électr ique entretient entre les deux extrémités 

du fil. Pour deux couples de tels points, quelle que soit leur posi

tion sur les plaques, l 'égalité (18) doit être vérifiée. 

G . Ki rchhof f a d 'abord étudié ainsi des couples de points situés 

sur la ligne M 1 M 2 . O n avait, dans ce cas, 

r1+r2 = r1 + r22 = M 1 M 2 = 39. 

relation qui , jo inte à l 'égalité ( 1 8 ) , permettait de calculer r' l o r s 

qu 'on connaissait rt. G . Kirchhoff a comparé les valeurs de r1 

ainsi calculées aux valeurs de r1 observées, et il a t rouvé les résul

tats suivants : 

r1 5 10 15 20 22 3 o 

r1 1 0 . ,4 1 7 , 3 2 2 , 8 28 3 1 , 5 3 4 , 4 
r1 . + 0, 4 - 0 , 1 — o , 4 + 0 , 2 o , o — 0 , 2 

G. Ki rchhof f a ensuite étudié les couples situés sur un cercle de 



5 pouces de rayon, passant par les deux points M' , M 2 , dont la 

distance était, dans cette expér ience , de i pouce . Il a trouvé : 

'l 10 20 3o 40 5o 60 70 80 
25 ,4 48,3 62 ,5 78,7 84 88,75 92 

r o b s . — r c a l e . . . - t - 0 2 - t - o , 3 - o , 4 — i,4 0,0 — 0.3 0,6 0 

Ces expér iences , on le voit , fournissent une vérification très com

plète et très précise de la loi d ' O h m . 

O n peut résoudre, pour un grand nombre de cas, le problème 

du mouvement permanent de l 'électrici té dans une plaque ( ' ) . 

M . Q u i n c k e et M . A d a m s ont donné un grand nombre de véri

fications expérimentales des résultats théoriques obtenus La 

loi d ' O h m se t rouve, par ces vérif icat ions, placée hors de toute 

contestation. 

§ 2 . — C o u r a n t s dans u n e l a m e c o u r b e . 

O n peut étudier le mouvement permanent de l 'électricité dans 

un conduc teur l imité par deux surfaces courbes très vo is ines , 

comme on a étudié le mouvement de l 'électrici té dans une plaque. 

Considérons la face supér ieure de la plaque et, à sa surface, 

traçons un système de coordonnées curvi l ignes orthogonales. Ce 

système est formé par deux familles de l ignes : les l ignes 3, que 

représente l 'équat ion 
en = c o n s t . , 

et les l ignes a, que représente l 'équat ion 

3 = c o n s t . 

Si ds désigne la distance du point (a , 3) au point 

on a 

(19) 

A et B étant deux fonctions positives de a, 3. 

( 1 ) G . KIRCHHOFF, Vorlesungen über mathematische Physik-Mechanik, 
X X I ° L e ç o n ( L e i p z i g , 1 8 7 7 ) . — E.MATHIEU, Théorie de l'Électrodynamique, 

C h a p . I V e t V . P a r i s , 1888. 

(2) QUINCKE, Ueber die Verbreitung eines electrischen Stromes in Metall-plat-
ten (Poggendorff's Annalen, t . X C V I I , p . 382; 1856). — ADAMS, Proceedings 
of the royal Society of London, Bakerian Lecture, t . X X I V , p . 1; 1875. 



L e petit rectangle , dont les sommets sont les points 

( a , P ) , ( a + d a , b ) , ( x . p + dp), ( a + doc,(3 d P ) , 

a pour aire 

( 2 0 ) dw = A B dx. d$. 

Les flux superficiels, dans une semblable lame, se définissent 

comme dans une plaque. A u point (a , 3), nous désignerons par f 

la composante du flux suivant la l igne a, et par g la composante 

du flux suivant la ligne 3. 

Soi t P la densité moyenne de l 'électricité au point (a , 3) de la 

plaque. Nous trouverons sans peine que 

( 2 . ) 

Si S désigne la densité moyenne sur le bord de la plaque et la 

ligne tangente à la plaque, normale au bord, et dirigée vers l ' inté

rieur de la plaque, on aura 

( 2 2 ) 

Si les courants sont permanents, on devra, d'après l 'égalité (21), 

avoir, en tout point de la plaque, 

( 2 3 ) 

et, d'après l 'égalité ( 2 2 ) , avoir, en tout point du bord, 

c o s ( n 1 , a ) -+- gCOS(ni, P ) = o . (a4) 

11 est facile de voir que cette dernière égalité peut encore s 'écrire, 

en désignant par dl un élément du bord de la plaque, 

( 2 5 ) 

Supposons non seulement que les courants soient permanents , 

mais encore que la plaque soit homogène ; soit 9l la résistance spé

cifique de la matière qui la forme; soit 3 son épaisseur au point 

(a , S) . Posons 

(26) 



La loi d 'Ohm va nous donner, comme on le voit sans peine. 

( 2 7 ) 

Supposons que la plaque ait en tout point la même épaisseur; 

lit sera indépendant de (a, 3). En vertu des équations ( 2 7 ) , l 'équa

tion (23 ) deviendra 

(28) 

tandis que l 'égalité (25 ) deviendra 

(29) 

Si l 'on adjoint à ces équations la condit ion de prendre des va

leurs données le long du contour des électrodes, on aura obtenu 

toutes les condit ions qui déterminent la fonction potentielle V . 

Une fois cette fonction déterminée, les égalités ( 2 7 ) donneront 

les composantes du flux superficiel en chaque point de la lame. 

L a détermination de la fonction V se simplifie notablement , si 

l 'on sait trouver à la surface de la plaque un système de coordon

nées curvi l ignes pour lequel on ait constamment A = B . U n pareil 

système porte le nom de système isotherme. O n lui donne encore 

le nom de système isométrique, qui est dû à M . O . Bonnet et 

qui rappelle le fait suivant : Si l'on convient de prendre tou

jours da = dfi, un système de coordonnées isothermes partage 

la surface en carrés infiniment petits. 

Supposons que nous ayons choisi un système isotherme pour 

système de coordonnées curvi l ignes relatives à notre surface, et 

voyons ce que deviennent les condit ions (28) et (29) qui déter

minent la fonction V : 

i ° E n tout point de la lame, nous aurons 

( 3 o ) 

2 0 E n tout point du bord de la lame, nous aurons 

( 3 1 ) 



3° L e long des bords l1, l2 des électrodes, nous aurons 

( 3 a ) V - V 1 V = V 2 . 

L e problème analytique auquel se ramène maintenant la déter

mination de la fonction V est identique au problème auquel nous 

avait amené l 'étude du mouvement permanent de l 'électricité 

dans une p laque . Si donc on sait trouver, à la surface d'une 

lame courbe, un système de coordonnées isothermes, l'étude 

du mouvement permanent de l é l ec t r i c i t é dans cette lame est 

ramenée au même problème analytique que l'étude du mou

vement de l é l ec t r i c i t é dans une plaque. 

Cet te relation va devenir plus claire encore par les déve loppe

ments suivants : 

Rappelons d 'abord les propriétés géométriques des systèmes 

isothermes, telles que Gauss les a établies ( 1 ) . 

Supposons que, sur une surface, on connaisse un système i so

therme. A u point P ( a , 3) de la surface, faisons correspondre sur 

un plan un point p(x,y), dont les coordonnées rectangulaires x,y 

aient pour valeurs respectives 

x=x1 y = $ . 

A toute f igure infiniment petite tracée sur la surface cette loi 

fait correspondre une figure infiniment petite semblable tracée 

sur le plan. O n dit qu 'une semblable correspondance fournit une 

représentation conforme ou un tracé géographique de la sur

face sur le plan. L 'angle de deux l ignes tracées sur la surface est 

égal à l 'angle des deux l ignes qui les représentent sur le tracé géo

graphique. 

Réc iproquement , si l 'on a le tracé géographique d'une surface 

sur un plan, tout système de coordonnées recti l ignes et rec tangu

laires sur ce plan est la représentation d'un système isotherme de 

la surface. 

Ces propositions montrent que la recherche d'un système i so -

( ' ) GAUSS, Allgemeine Auflösung der Aufgabe die Theile einer gegebenen 
Fläche auf einer andern gegebenen Fläche so abzubilden dass die Abbildung 
dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen ähnlich wird ( GAUSS , Werke, 
B d . I V , p . I Q 3 ) . — G . DARBOUX, Leçons sur la theorie des surfaces, t. I , p . 146. 
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therme sur une surface est équivalente à la recherche d'un mode 

de représentation conforme de cette surface sur un plan. 

S i donc, à la surface de la lame en laquelle nous voulons étu

dier le mouvement permanent de l 'électrici té, nous savons trouver 

un système isotherme, nous savons, par cela même, faire le tracé 

géographique de la lame sur un plan. Ce tracé nous dessinera une 

plaque, dont le bord et les électrodes seront les images du bord 

et des électrodes de la lame é tudiée. 

O n peut toujours supposer que la correspondance entre la lame 

et sa représentation ait été obtenue en égalant respect ivement 

à x et à y les paramètres a, |3 du système isotherme pris, sur la 

lame, pour système de coordonnées . L a fonction V ( a , 3) se trans

formera par là en une fonction V(x, y), qui présentera les p ro

priétés suivantes : 

i ° E n vertu de l 'égalité (3o) , en tout point de la plaque , image 

de la lame, on aura 

2° E n tout point du contour des électrodes de la plaque, images 

des électrodes de la lame, on aura, en vertu des égalités ( 3 2 ) , 

V = V 1 , V = V S ; 

3° E n tout point du bord de la plaque, image du bord de la 

lame, on aura, en vertu de l 'égalité ( 3 1 ) , 

Ni étant la normale au bord de la plaque vers l ' intérieur de cette 

plaque. 

Ains i , la fonction V ( a , 3), qui résout sur la lame le problème 

du mouvement permanent de l 'électrici té, est identique à la fonc

t ion Y(x,y) qui résout le même problème pour la p laque , repré

sentation conforme de la lame, et nous pouvons énoncer la p r o p o 

sition suivante : 

Lorsqu'on sait faire sur un plan le tracé géographique 

d'une lame courbe et trouver le mouvement permanent de 

l ' é l ec t r ic i t é dans une plaque coulée sur ce tracé, on sait trou-



ver le mouvement permanent de l'électricité dans la lame 

courbe. 

Ces théorèmes , dont il serait difficile de citer l ' inventeur, tant 

ils sont int imement liés à une foule de questions d'analyse, ont été 

donnés expl ici tement par G . Ki rchhof f ( 1 ) . 

Démont rons encore, pour terminer cette étude, ce beau théo

rème : 

Lorsque l'électricité se meut dans une lame d'un mouve

ment permanent, les lignes d'égal niveau potentiel et les 

lignes de flux forment toujours un système isotherme. 

Ces deux familles de l i gnes , l ignes équipotentielles et l ignes de 

f lux , forment toujours , en effet, un système orthogonal . Nous 

pouvons donc supposer que l 'on ait pris ces l ignes comme sys

tème de coordonnées curvil ignes à la surface de la lame, les l ignes a 

coïncidant avec les l ignes équipotentiel les , et les l ignes 3 avec les 

l ignes de flux. 

O n devra toujours avoir l 'égalité 

(28) 

Mais , pour que les l ignes équipotentiel les coïncident avec les 

l ignes 
3 = c o n s t . , 

il faut que V ne dépende que de a, ce qui réduit l 'équat ion.(28) à 

O n a donc, en désignant par F ( 3 ) une certaine fonction de 3, 

( ' ) G . KIRCHHOFF, Ueber die stationären elektrischen Strömungen in einer 
gekrümmlen leitenden Fläche (Monatsber. der Akademie der Wissenschaf-
ten zu Berlin, 19 j u i l l e t 1870. — Kirchhoff's Abhandlungen, p . 5 6 ) . — S u r les 
r e l a t i o n s que ces t h é o r è m e s p r é s e n t e n t a v e c la t héo r i e des f o n c t i o n s a n a l y t i q u e s , 

voir l ' O u v r a g e déjà c i t é de M . F . KLEIN, Ueber Biernann's Theorie der alge-
braischen Functionen und ihrer Integrale ( L e i p z i g , 1882) . 



D'ai l leurs , ^ ne dépend que de a; si nous désignons cette fonc

tion de a par nous aurons 

et l 'égalité (19) deviendra 

Faisons maintenant le changement de variables suivant, change

ment qui ne modifiera pas les l ignes coordonnées : 

ds* = £ ( x', p ') (dx'* -+ d$'* ). 

L a fonction l(a, 3) se transformera en une fonction 4L(x', P'), 

et nous aurons 

Le système des l ignes 

a = c o n s t . , p ' = c o n s t . 

forme donc un système iso therme; et, comme ce système coïncide 

avec le système 
a = c o n s t . , p = c o n s t . , 

le théorème énoncé se trouve démontré . 

M . Bol tzmann ( ' ) , G . Kirchhoff ( 2 ) , É . Mathieu ( 3 ) ont r é 

solu complè tement , au moyen de ces p r inc ipes , le problème du 

mouvement de l 'électrici té dans certaines surfaces. Nous ren

voyons le lecteur à leurs t ravaux, et notamment au Trai té de 

É . Mathieu. 

( 1 ) BOLTZMANN, Ueber die Bewegung der Elektricität-in krummen Flächen 
(Sitzungsber. der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften zu Wien, t . L I I , 
p . 2 1 4 ; 1865). 

( 2 ) G . KIRCHHOFF, Loc. cit. 

( 3 ) É . MATHIEU, Théorie de l 'Électrodynamique. P a r i s , 1888. 



CHAPITRE VI. 

L A L O I D E J O U L E . 

Lorsqu 'un conducteur linéaire est traversé par un courant per

manent, il s 'échauffe; les lois de cet échauffement ont été déter

minées expér imenta lement , à partir de 1840, par Joule ( 1 ) , L e n z ( 2 ) 

et M . E d m o n d Becquere l ( 3 ) . L e résultat auquel ils sont parvenus 

peut se résumer dans la loi suivante, qui porte le nom de loi de 

Joule : 

Lorsqu'un conducteur linéaire et homogène, ayant en tout 

point la même température, est parcouru par un courant per

manent, chaque élément ds de ce fil devient une source de cha

leur. Dans le temps dt, cet élément dégage une quantité de 

chaleur dont la valeur dQ est donnée par l'égalité 

(1) E d Q = RJ2ds dt, 

E étant l'équivalent mécanique de la chaleur, 

R ds la résistance de l'élément ds, 

J l ' in tens i té du courant. 

Cette loi peut également se mettre sous une autre forme. 

So ien t V la valeur de la fonction potentielle à l 'origine de l ' é lé 

ment ds et sa valeur à l 'extrémité du même élément ; 

la loi d ' O h m nous donne 

( 1 ) JOULE, On the heat evolved by metallic conductors of electricity, and 
in the cells of a battery during electrolysis (Proceedings of the Royal So
ciety, 17 d é c e m b r e 1840 ; Philosophical Magazine, 3* sér ie , t . X I X , p . 260; 1841, 
et t . X X , p . 204 ; i 8 4 3 ) . 

( 2 ) LENZ, Ueber die Gezetze der Wärme-Entwickelung durch den galva-
nischen Strom (Poggendorff's Annalen, t . L X I , p . 44; 1844 ). 

( 3 ) EDMOND BECQUEREL, Des lois du dégagement de la chaleur pendant le 
passage des courants électriques à travers les corps solides et liquides (An
nales de Chimie et de Physique, 3e sé r ie , t. I X , p . 2 1 ; 1 8 4 3 ) . 



L'égal i té (1) peut être alors remplacée par la suivante : 

G . K i rchhof f (1 ) a montré comment on pouvait étendre l 'énoncé 

de la loi de Joule aux courants permanents qui parcourent un 

conducteur étendu en toutes dimensions. 

Considérons , à l ' intérieur d'un conducteur homogène , parcouru 

par des courants permanents , un canal infiniment délié dont les 

parois sont engendrées par une suite de lignes de flux (fig. 87) . 

11 est naturel d 'assimiler un semblable canal à un conducteur 

linéaire parcouru par un courant permanent . 

Coupons ce canal par deux sections normales w, w', dont la dis

tance infiniment peti te, M M ' , soit égale à ds. Si nous assimilons 

notre peti t canal à un conducteur l inéaire, l ' intensité du courant 

qui le traverse en M aura pour valeur 

J = i w , 

i étant le flux électr ique au point M ; la résistance de l 'é lément M M 

sera 

& étant la résistance spécifique de la substance qui forme le con

ducteur. Nous sommes donc amenés, en appl iquant la formule (1) 

au segment compris entre les deux sections w, w', à supposer que 

ce segment dégage, dans le temps dt, une quantité de chaleur 

donnée par l 'égalité 

E dQ — A tot'2 dsdt. 

( ' ) G . KIRCHHOFF, Ueber die Anwendbarkeit der Formeln fur die Intensi-
tàten der galvanischen Strome in einem System linearer Leiter auf Systeme, 
die zum Theil aus nicht linearen Leitern bestehen (Poggendorff's Annalen, 
B d . L X X V , p . 189; 1888 .— Kirchhoff's Abhandlungen, p . 3 3 ) . 



Mais, d'autre part, si l 'on désigne par u, v, w les composantes 

du flux électrique au point M , on a 

L a quantité w ds n 'est autre chose que le volume du petit segment 

compris entre les sections w et w'. O n arrive donc ainsi à l 'énoncé 

suivant , qui est l 'extension de la loi de Joule à un conducteur 

d 'étendue finie en toutes dimensions : 

Lorsqu'un conducteur homogène, dont tous les points sont à 

la même température, est parcouru par un courant perma

nent, chaque élément de volume dxdydz de ce conducteur 

dégage, dans le temps dt, une quantité de chaleur dQ donnée 

par la formule 

( 3 ) E rfQ = S(u2+v2+w2) dx dy dz dt. 

Cette égalité peut se transformer comme nous avons transformé 

l 'égali té (i) ; en effet, la loi d ' O h m donne 

En vertu de ces relations, l 'égalité (3 ) peut s'écrire : 

(4) 

R . Clausius ( 1 ) a donné des équations (2 ) et (4) un énoncé 

qu ' i l est intéressant de connaî t re . 

L e potent ie l électrostatique d'un système ayant pour expression 

expression dans laquelle la sommation s'étend à toutes les charges 

( 1 ) R . CLAUSIUS, Ueber die bei einem stalionären elektrischen Strome in dem 
Leiter gethane Arbeit und erzeugte Wärme (Poggendorff's Annalen, 
B d . L X X X V I I , p . 415; 1852. — M é m o i r e s su r la Théorie mécanique de la cha
leur, t r a d u i t s par F o l i e , t . I I , p . 1 1 4 ) • 



du système, lorsque la distr ibution électrique subit une variation 

infiniment petite, ce potentiel éprouve une variation 

( 5 ) 

ùq étant la variation de la charge électr ique au point où la fonc

tion potentielle a la valeur V . 

Gela posé, envisageons tout d 'abord un segment M M ' de con

ducteur linéaire et homogène , traversé de M en M ' par un courant 

permanent d'intensité J. Dans le temps dt, ce segment dégage, 

d'après l 'égalité ( 2 ) , une quantité de chaleur dQ donnée par 

E d Q = - s ( V ' - V ) J d t . 

Imaginons que , pendant le temps dt, le segment M M ' ait été 

parcouru par le courant uniforme d'intensité J, mais que l 'é lectr i 

cité soit demeurée en repos sur tout le reste du système. L a distri

but ion électrique sur le système aurait alors, dans le temps dt, 

subi une variation ; la charge au point M aurait diminué de J dt, et 

la charge au point M ' aurait augmenté de la même quanti té . 

D 'après l 'égalité ( 5 ) , le potent iel électrostatique du système aurait 

augmenté de 

S W = E ( V ' — V ) J dt. 

L a comparaison des deux égalités que nous venons d'écrire con

duit à la proposi t ion suivante : 

Soit M M ' un segment linéaire, homogène, d'un conducteur 

parcouru par un courant permanent. Il dégage, dans le 

temps dt, la quantité de chaleur dQ que Von peut calculer de 

la manière suivante : supposons que, dans le temps dt, le seg

ment M M ' ait été parcouru par le courant permanent qui le 

parcourt en réalité, tandis que le reste du système n'aurait 

été parcouru par aucun courant. La distribution électrique 

sur le système aurait subi un certain changement, entraînant 

une certaine variation S W du potentiel électrostatique du sys

tème, et l'on aurait 

(6 ) E = — S W . 

C e théorème peut s 'étendre de la manière suivante aux conduc 

teurs à trois dimensions : 



A l ' intérieur d 'un conducteur homogène , ayant en tout point la 

même température , parcouru par des courants permanents , tra

çons une surface fermée S (fig. 88). L a partie du conducteur si

tuée à l ' intérieur du conducteur dégage, dans le temps dt, une 

quantité de chaleur dQ, et l 'on a, d'après l 'égalité (4 ) , 

l ' intégrale triple s'étendant au volume que l imite la surface S. 

Soi t la normale à la surface S vers l ' intérieur de cette sur

face. U n e intégration par parties donne : 

S i l 'on remarque d'ailleurs que, les courants étant permanents, 

on a, en tout point intérieur à la surface S, 

on voit que l 'on peut écrire 

Imag inons , d'autre part , que l 'espace intérieur à la surface S 

demeure traversé, pendant le temps dt, par les courants perma

nents qui le traversent en réali té, tandis que l 'électricité serait en 

repos sur le reste du système. L a distr ibut ion électr ique sur le 

( 7 ) 



système subirait un certain changement que nous pouvons déter

miner . 

L a charge électrique en un point extérieur à la surface S ne su

birait aucun changement , puisque , en ce point , il n 'y aurait aucun 

courant . 

L a charge électr ique en un point intérieur à la surface S ne su

birait non plus aucun changement , puisque, en ce point , le c o u 

rant serait uniforme. 

Mais il n 'en serait plus de même en un point de la surface S . 

L 'é lément dS de la surface S acquerrait , dans le temps dt, une 

charge 

Ce changement de distr ibution électr ique entraînerait une va 

riation du potent iel électrostat ique, ayant pour valeur, d'après la 

formule ( 5 ) , 

( 8 ) 

L e rapprochement des égalités (7) et (8) condui t à énoncer le 

théorème suivant : 

A l ' i n t é r i eur d'un conducteur homogène, ayant en tout 

point la même température et parcouru par des courants per

manents, traçons une surface fermée. La partie du conduc

teur qu'enferme cette surface dégage, dans le temps dt, une 

quantité de chaleur dQ que l'on peut calculer de la manière 

suivante : supposons que, dans le temps dt, cette portion du 

conducteur ait été parcourue par les courants qui la parcou

rent en réalité, tandis que le reste du système n'aurait été 

parcouru par aucun courant. La distribution électrique sur le 

système aurait subi une certaine modification, entraînant une 

variation SW du potentiel électrostatique, et l'on aurait 

(6 bis) E dQ = — S W . 

Sir W . Thomson (1) et R. Clausius ( 2 ) ont cherché à prouver 

( ' ) Sir W . THOMSON, Applications of the principle of mechanical effect to 
the measurement of electro-motive forces and of galvanic resistances, in ab
solute units (Philosophical Magazine, 4e série, t . I I , p . 551; I 8 5 I . — Thomson's 
mathematical and physical papers, V o l . I , p . 4 9 o ) . 

( 3 ) R . CLAUSIUS, loc. cit. 



que ce théorème fondamental était une conséquence directe du 

principe de la conservat ion de l 'énergie et des lois de C o u l o m b . 

Comme ce théorème établit un l ien entre la loi de Joule, énoncée 

par les égalités (1) et ( 3 ) , et la loi d 'Ohm, on voit que, d'après 

ces physic iens , la loi de Joule est une conséquence du principe de 

la conservation de l ' énerg ie , des lois de Cou lomb et de la loi 

d ' O h m , et qu 'el le ne consti tue pas une quatrième l o i , essentiel

lement distincte des trois premières . 

Bien que leur manière de voir ait été adoptée par la p lupar t des 

phys ic iens , on ne saurait cependant regarder leurs déductions 

comme valables. Il est, en effet, impossible d 'appliquer le principe 

de la conservation de l 'énergie à un courant permanent, alors que 

nous ne possédons encore aucun renseignement sur la forme de 

l 'énergie interne d'un système qui renferme des courants ; aussi 

l 'étude des raisonnements donnés par Sir W . Thomson et par 

Clausius révélera-t-el le au lecteur attentif un grand nombre d 'hy

pothèses admises implic i tement par ces auteurs. 

Tou te fo i s , les recherches de Sir W . T h o m s o n et de R. Clausius 

suggèrent l ' idée de faire subir une transformation au théorème 

que nous venons de démontrer ; et cette transformation est utile, 

car elle nous fournira une proposit ion qui peut s'étendre sans er

reur à des cas auxquels la loi d ' O h m et la loi de Joule ne sont 

plus appl icables . 

A l ' intér ieur d'un conducteur homogène , dont tous les points 

sont à la même température et qui est parcouru par des courants 

permanents , traçons encore une surface fermée S. Imaginons que, 

pendant le temps dt, les courants demeurent , à l ' intérieur de cette 

surface, ce qu' i ls sont en réalité, tandis qu'à l 'extér ieur ils seraient 

tous égaux à o. 

S i l 'on définissait l 'état du conducteur sans faire entrer en l igne 

de compte les variables qui fixent le flux en chaque point (ce que 

nous nommerons l'état du conducteur supposé sans courant), 

cet état aurait subi, pendant le temps dt, une certaine modifica

tion ; dans le cas actuel, cette modification se réduirait à un chan

gement de distribution électr ique. 

Cet te modification ferait subir une variation SU à l 'énergie in

terne du système supposé sans courant. 

O r on connaît la forme de l 'énergie interne U du système sup-



posé sans courant ; cette forme est donnée par l 'égalité (19) du 

Chapitre II du Livre I V : 

E U = E T +W+ K 1 q t + K 2 q 2 + - . . .+ Kngn. 

Il est aisé de voir que, dans la modification considérée, on a 

s implement 
E SU = SW. 

E n rapprochant cette égalité de l 'égalité (6 bis), on est conduit 

à énoncer le théorème suivant : 

Un conducteur métallique, homogène, ayant en tout point 

la même température, est parcouru par des courants perma

nents. Une surface fermée S isole, à son intérieur, une cer

taine région. Cette région dégage, dans le temps dt, une 

quantité de chaleur que l'on peut calculer de la manière 

suivante : 

Imaginons que les courants demeurent ce qu'ils sont à l'in

térieur de la surface S et s'annulent à l ' e x t é r i e u r de cette sur

face; il y aurait alors, dans le temps dt, une certaine varia

tion dans l ' e n s e m b l e des variables qui définissent l'état du 

système supposé sans courant; ce changement entraînerait un 

dégagement de chaleur dQ1 dans le système supposé sans cou

rant, et l'on aurait 

(9) dQ = dQ'. 

Dans les Chapi t res suivants, nous étendrons cette proposi t ion à 

tous les systèmes conducteurs parcourus par des courants perma

nents , qu ' i ls soient électrolysables ou non, homogènes ou non, 

qu'i ls aient ou non en tout point la même température. Cette pro

posit ion, jo in te à la proposi t ion énoncée à la fin du § 1 du C h a 

pitre I V , constitue l 'ensemble des lois fondamentales de l'état 

permanent (1 ) . 

( 1 ) P . DUHEM, Le potentiel thermodynamique et ses applications, p . 223; 
P a r i s , 1886. 



CHAPITRE VII. 

L A D I F F É R E N C E D E N I V E A U P O T E N T I E L E N T R E D E U X M É T A U X 

E N C O N T A C T . 

§ 1. — L 'équilibre électrique sur un conducteur métallique hétérogène. 

Nous avons déjà établi, au Chapitre I, la condit ion d 'équil ibre 

électrique sur un conducteur formé de diverses substances métal

l iques. Nous avons vu que cette condit ion était la suivante : 

La quantité (s V + 0 ) doit avoir la même valeur en tous les 

points d'un même conducteur métallique. 

Supposons que, parmi les substances diverses dont l 'assemblage 

forme un conducteur métal l ique, se t rouvent deux métaux, a et b, 

parfaitement définis de nature et d'état. Soient &a, 0b les valeurs 

que prend la quantité 0 en des points intérieurs à chacun de ces 

métaux . Lorsque l 'équi l ibre est établi sur le conducteur , la fonc

tion potentiel le a une même valeur Va en tous les points intérieurs 

au premier , et une même valeur Vb en tous les points intérieurs 

au second. D 'après ce qui précède, on a 

D o n c , entre les points intérieurs à deux métaux réunis di

rectement ou par l ' i n t e r m é d i a i r e d'autres métaux, il s'établit, 

lorsque l'équilibre électrique est réalisé, une différence de 

niveau potentiel qui dépend exclusivement de la nature des 

deux métaux, et qui est indépendante de leur forme, de leur 

grandeur ; de la forme et de la grandeur de leur surface de 

contact; des charges électriques distribuées sur chacun d'eux; 

enfin des métaux interposés entre eux, s'ils ne sont pas direc

tement au contact. 



Ces diverses lois ont été énoncées pour la première fois par 

V o l t a ( ' ) . 

Observons tout d 'abord ce qui se passe, en vertu de cette loi, 

aux divers points d 'un conducteur homogène ou d'un conducteur 

hétérogène dont la nature varie d'un point à l'autre d 'une manière 

cont inue. Dans ce cas, d'après les hypothèses faites sur la quan

tité 0 ( L i v . I V , C h a p . II) , la quantité 0 est, en tout point du con

ducteur , une fonction régulière des coordonnées de ce point . Dès 

lors, la condit ion d 'équil ibre 

(a) s V + 0 = c o n s t . 

nous permet d'écrire 

ou b ien, en désignant par p la densité électr ique au point cons i 

déré, 

A ins i , dans toute région où 0 demeure constant, il n 'y a pas 

d'électrici té. Mais , dans les régions où 0 varie, i l peut se trouver 

de l 'é lectr ic i té . Par conséquent , à l ' intérieur d'un conducteur sur 

lequel l 'équil ibre électrique est établi, il peut y avoir de l'électri

cité : 

1° S i la nature du conducteur varie ; 

2° S i le conducteur est homogène , à une distance inférieure à 

(X + y.) des surfaces terminales. 

Examinons part icul ièrement ce dernier cas. 

Nous avons déjà vu ( C h a p . II) comment , sur un corps mé

tallique homogène ju squ ' au voisinage des surfaces terminales, 

l 'électricité se distribue à l 'approche de l ' isolant qui confine au 

( 1 ) VOLTA, Sur l'Électricité dite galvanique (Annales de Chimie et de Phy
sique,!'" sér ie , t. X L , p . 225; 1801) . V o l t a e m p l o y a i t , dans l ' é n o n c é des l o i s qu ' i l a 

d é c o u v e r t e s , l e t e r m e , q u e l q u e peu o b s c u r , de différence de tension électrique 

en t re d e u x m é t a u x . Ce t t e différence a é t é , p o u r la p r e m i è r e fois , r e g a r d é e c o m m e 

une différence de n i v e a u po ten t ie l p a r G . Ki rchhof f , d a n s son M é m o i r e : Ueber 

eine Ableitung der Ohm'schen Gesetze, welche sich an die Theorie der Elek-
trostatik anschliesst (Poggendorff's Annalen, B d . L X X V I I I , p . 5o6 ; 1849. — 
Kirchhoff's Abhandlungen, p . 49). 



corps . V o y o n s maintenant comment elle se distr ibue dans les ré

gions voisines de la surface par laquelle le métal confine à un 

autre mêla i , homogène , lui aussi, j u squ ' au voisinage de ses l i 

mites . 

Nous admettrons qu 'en un point M du corps a, situé à une dis

tance l, inférieure à (k + u ) de la surface qui sépare le corps a 

du corps b, surface dont le rayon de courbure est supposé très 

grand par rapport à (X + u.), 0 et A 0 ont des valeurs qui dépen

dent seulement de la nature des deux corps a et b et de la distance / . 

Nous désignerons ces valeurs par 0 ( a , b, l) et A 0 ( a , b, l). Il en 

résulte qu 'une surface parallèle à la surface de séparation des deux 

corps a et b est à la fois une surface de niveau et une surface 

d'égale densité électr ique. L a densité électr ique y a une valeur 

p ( a , b, l) qui , elle aussi, dépend un iquement de la nature des 

deux corps a et b et de la distance l de la surface considérée à la 

surface de séparation. 

Lorsque l égale ou surpasse (A + u) , p ( a , b, l) prend la valeur o 

et &(a, b, l) prend la valeur 0 A , qui dépend uniquement de la na

ture du corps a. 

L a surface de séparation des deux corps a et b peut-elle renfer

mer une distr ibution électrique superficiel le? 

Par un point M de cette surface (fig. 89 ) , menons une nor

male Na vers l ' intérieur du corps a, et une normale Nb vers l ' inté

rieur du corps b. S ' i l existe au point M une distribution superfi

c ie l le , elle a pour densité 



Mais la condition ( a ) donne 

on a donc 

D'a i l leurs , par hypothèse ( L i v . I V , C h a p . I I ) , les dérivées par

tielles du premier ordre de la quantité © sont cont inues , même à 

la traversée de la surface de contact de deux conducteurs . O n a 

donc 
C7 = O. 

Il n'y a pas d 'é lec t r ic i t é sur la surface de séparation a, b; 

il y en a seulement au voisinage de cette surface. 

Nous avons vu comment l 'électricité était distr ibuée à l ' intérieur 

du corps a au voisinage du corps b; elle est distribuée d'une ma

nière analogue à l ' intérieur du corps b au voisinage du corps a; 

l 'ensemble de ces deux distr ibutions possède une propriété remar

quable . 

Prenons un élément dS de la surface de séparation ( a , b) 

(fig. 9 0 ) ; au contour de cet élément, c i rconscr ivons un petit c y 

l indre, normal à la surface, et l imi tons- le , de part et d'autre de la 

surface (a, b), par deux bases M N , P Q , parallèles à la surface 

(a, b), et dont la distance à cette surface dépasse un peu Çk + p.). 

A ce petit cyl indre, appliquons les lemmes de Gauss . 

Pour tout é lément superficiel du> de la partie latérale du petit 

cyl indre, o a = o , puisque les générations de ce peti t cylindre 



sont normales aux surfaces parallèles à (a, b), qui sont les surfaces 

de niveau. Pour tout élément superficiel des deux bases M N , P Q , 

.... r J • 

qui limitent ce petit cylindre, nous avons — = o, puisque, a une 

distance supérieure à ( 1 + u.) de la surface (a, b), 0 , et par c o n 

séquent V , ne varient p lus . Nous avons donc , pour le petit cy 

lindre tout entier, 

ce qui prouve qu ' i l renferme autant d'électricité positive que 

d'électricité négat ive. 

A i n s i , l 'é lec t r i c i t é distribuée au voisinage de la surface de 

contact de deux métaux homogènes forme une couche double, 

lorsque l'équilibre électrique est établi (1). 

Ces remarques vont nous permettre d 'expl iquer théoriquement 

une expér ience , due à M . Pellat ( 2 ) , par laquelle on p e u t , dans 

les cours , mettre en évidence l 'existence de la différence de niveau 

potent iel au contact de deux métaux . L 'expér ience en question se 

fait ordinairement avec un condensateur à plateaux. Pour en faire 

la théorie, nous remplacerons le condensateur à plateaux par un 

condensateur sphér ique . 

Imaginons quatre sphères concentr iques £ 1 , S 2 , S 3 , S 4 (fig. 9 1 ) . 

(1) Voyez H . VON HELMHOLTZ, Studien iiber elektrische Grenzschichten 
(Wiedemann's Annalen, t . V I I , p . 337 ; 1 8 7 9 . — Helmholtz wissenschaftliche 
Abhandlungen, t . I , p . 8 8 5 ) . — P . D U H E M , Sur la pression électrique et les 
phénomènes électrocapillaires ; I R E P a r t i e , De la pression électrique (Annales 
de l'École Normale supérieure, 3° sé r ie , t . V , p . 9 7 ; 18S8) . 

( 2 ) P E L L A T , Différence de potentiel des couches électriques qui recouvrent 
deux métaux au contact (Annales de Chimie et de Physique, 5 E sé r ie , t. X X I V , 

p. 5 ; 1881) . 
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Elles partagent l 'espace en c inq régions, que nous numérotons , à 

partir du centre, 1 , 2 , 3 , 4 , 5 . L a région 5 est i l l imitée. 

Nous supposerons la région 2 remplie d 'une matière conduc

trice a, la région 4 remplie d'une autre matière conductr ice b, et 

les régions 1, 3 et o remplies d 'un même isolant i. 

Supposons que, dans une première expér ience , les surfaces S ( , 

S 2 , S 3 , S4 ne portent que leur électricité naturelle et que les deux 

sphères soient isolées l 'une de l 'autre. Il est aisé de voir que le 

système sera en équi l ibre . 

L e s diverses surfaces sphériques portant chacune une couche 

double , la fonction potent ie l le , en tout point de la région 5, aura 

la valeur 
V s = o . 

A u moment où l 'on franchit la surface S4, la fonction poten

tielle commence à varier de telle façon que l 'on ait constamment 

Si l 'on pose 

à une distance supérieure à (X + u.) de la surface S 4 , dans la ré

gion 4 , on aura 

V4 = K 6 . 

A u moment où l 'on approchera de la surface 2 3 , V variera de 

nouveau pour atteindre, une fois cette surface franchie, la valeur 

V 3 = o. 

Si l 'on pose 

dans la région 2 , à une distance supérieure à ( X + u . ) des sur

faces 21 et S 2 , on aura 
V 2 = K a . 

Enfin, dans la région 1, on aura 

V 1 = o . 

Supposons maintenant que, dans une seconde expér ience, l 'on 

mette les deux sphères conductr ices 2 et 4 en communicat ion 



l 'une avec l 'autre par un fil métall ique quelconque, et la sphère 2 

en communicat ion avec le sol. On devra alors avoir, pour l ' équi 

l ibre, 

Pour que la distribution ne fût pas changée, il faudrait que l 'on 

eût 
v 2 = v 2 , V' 4 T = V 4 

et, par conséquent , 

ce qui entraînerait 
Q(a, i, o ) = Q(b, i, o ) , 

condit ion qui ne sera pas réalisée, en général , si les deux métaux a 

et b ne sont pas ident iques. 

S i cette condition n'est pas réalisée, l 'état d'équilibre qui s'éta

bli t dans la seconde expér ience n 'est pas identique à celui qui 

s'établit dans la première . Il est aisé de voir que, dans le nouvel 

état d 'équi l ibre , les deux surfaces S1 et S 4 ne portent que leur 

électricité naturelle ; mais les deux surfaces 2 2 et 2 3 portent , outre 

leur electrisation naturelle, des quantités d 'électrici té libre égales 

et de signe contraire. Soient Qa la charge distribuée sur la sur

face 2 2 et — Q a la charge distribuée sur la surface S 3 . Soient R 2 , 

R 3 les rayons de ces surfaces. O n verra aisément que l 'on a 

On a donc 

ou bien 

Supposons que l 'on enlève la sphère extérieure et que l 'on m e 

sure la charge totale de la sphère intérieure, charge qui se réduit 

à Q a , puisque, outre Q a , la sphère intérieure ne renferme que des 

couches doubles . O n obtiendra ainsi une détermination expéri

mentale de 
8 ( b , i, o ) — E ( a , i, o ) . 



O n voit que ce procédé ne détermine pas la valeur de 

0 ( b , i, A - f - i ) — 6 ( a , i, À +;) 

qui serait, dans certaines questions, la plus intéressante à con

naître. C e t inconvénient se retrouve dans les diverses méthodes de 

détermination de la différence de niveau potent ie l de deux métaux 

en contact, comme l 'ont signalé Maxwel l ( 1 ) et M . Pellat ( 2 ) . 

L a méthode précédente déterminant seulement la différence de 

niveau potent iel des couches électr iques superficielles distribuées 

sur les deux métaux, on conçoi t sans peine que la moindre altéra

tion superficielle d'un de ces métaux fasse varier la quantité dé

terminée par ce procédé ; au contraire, la différence de niveau po

tentiel entre les points intérieurs aux deux métaux n'est point, 

modifiée par cette altération. 

§ 2. — Quelques théorèmes sur l'attraction des couches électriques 
doubles. 

Les considérations développées au paragraphe précédent achè

vent de nous montrer l ' importance des couches électr iques dou

bles que nous avions déjà eu à considérer au Chapi t re II . Auss i 

est-il indispensable d'établir ici quelques proposi t ions très simples 

sur l 'attraction de semblables couches . 

Ces théorèmes reposent sur l 'expression de la fonction poten

tielle d 'une couche électr ique double , expression que nous allons 

établir tout d 'abord. 

Cons idérons une couche double de très petite épaisseur (k -+- x). 

Soi t S la surface terminale qui l imite cette couche d o u b l e ; la 

surface S porte de l 'é lectr ic i té dont la densité superficielle est r; 

à l ' intérieur de la couche double , la densité solide de l 'électricité 

a une valeur p. Les quantités a et p ont, en général , des valeurs 

très grandes de l 'ordre de — 
B . 

Prenons sur la surface S un élément dS. Par le contour de cet 

( ' ) M A X W E L L , Traité d'Électricité et de Magnétisme, t r a d u i t pa r S e l i g m a n n -

L u i , t. I , p . 324. 

( ' ) P E L L A T , Différence de potentiel des couches électriques qui recouvrent 
deux métaux au contact (Annales de Chimie et de Physique, 5° s é r i e , t. X X I V , 

p . 8; 1881). 



élément, menons des normales à la surface S ; elles découpent 

dans la couche double un petit volume A , sensiblement cy l in 

drique, de base dS et de h a u t e u r ( y + u ) . So i t dv un élément de 

ce vo lume . 

Ce volume doit renfermer autant d 'électricité posit ive que d'élec

tricité négative, en sorte que l'on doit avoir 

( 0 

Cherchons la fonction potentielle de ce petit volume en un 

point M qui lui est extér ieur . Cet te fonction aura pour valeur 

r étant la distance de l 'é lément dS au point M , r' la distance de 

l 'é lément dv au même point . 

Soient l la distance de l 'é lément dS à l 'é lément dv, ni la d i 

rection de la l igne qui va du premier au second. Nous aurons 

et 

Mais on a 

V „ [ c o s ( r , ni)] désignant le po lynôme de Legendre de rang n. 

Supposons que la distance r soit toujours très grande par rap

port à ( X + u ) . Remarquons que, p étant de l 'ordre de —-—, 

la quantité — est en général f in ie , mais que la quantité est 

toujours ext rêmement petite. Obse rvons , enfin, que 



et nous aurons 

Si l'on tient compte de l'égalité (i), si l'on observe que 

si l'on pose enfin 

( 2 ) 

on aura 

S'il s'agit de calculer la fonction potentielle, non plus du petit 

élément A, mais de la couche tout entière, nous aurons pour ex

pression de cette fonction potentielle 

( 3 ) 

Cette expression n'est valable qu'autant que le point M, auquel se 

rapporte la fonction V, est à une distance de la surface S grande 

par rapport à (X + ( U ) . 

31L sera nommé l ' in tens i té de la couche double en un point de 

l'élément dS. 

Supposons que la couche double considérée soit celle qui se 

trouve, dans l'état d'équilibre, à la surface de séparation d'un 

corps conducteur A et d'un isolant o. Dans l'égalité ( 2 ) , nous 

devrons faire 

dv = dl dS, 

P = P ( A , o , l), 

et OXL sera défini par l'égalité 

ou bien 

( 4 ) 



Cette égalité nous montre que la quantité 3TL(A, o) est entière

ment définie lorsqu'on connaît la nature du métal A et de l'iso

lant o . 

Considérons de même la couche double qui se fo rme, dans 

l 'état d 'équil ibre é lec t r ique , à la surface de séparation de deux 

métaux A et B . Supposons que la direct ion, désignée dans ce qui 

précède par ni, soit la normale nA vers l ' intérieur du métal . Nous 

aurons encore 
dv = dS dl; 

l devra varier de — (X + u) à + (X + u.) ; l variant de — (X -+- u) 

à o, p prendra la déterminat ion p ( B , A , — l ) ; au contraire, l va

riant de o à (X + u), p prendra la détermination p ( A , B , l). O n 

aura donc 

ou b ien 

ce qu 'on peut encore écrire 

Cet te égalité nous montre encore que la quantité 3T0 (A , B ) est 

entièrement définie lorsqu'on connaît la nature des deux mé

taux A et B . 

Ces deux quanti tés, D ï l ( A , o), 31L(A, B ) , sont encore suscepti

bles d 'une autre expression. 

Cons idérons d'abord la quantité OIL ( A , o). L a quantité 0 varie 

très rap idement , dans le sens de la normale à la surface S ; au 

contraire, ses variat ions sont très lentes suivant une parallèle au 

plan tangent à cette surface. O n peut donc réduire sensiblement 

A 0 ( A , o, l) a . 

O n aura donc 



Une intégration, par parties transforme cette égalité en 

Si l 'on observe que 

et si l 'on intègre le dernier terme, on trouvera 

( 8 ) 

D'une manière ana logue , l 'égali té ( 7 ) peut se transformer en 

Si l 'on observe que 

l 'égalité précédente deviendra 

(9) 

Revenons à l 'expression de la fonction potent ie l le d 'une couche 

double que lconque , donnée par l 'égali té ( 0 ) . 

Supposons que la surface S soit fermée et que la couche double 

ait la même consti tution en tous les points de cette surface. La 

quantité O aura alors la même valeur en tous les points de la 

surface S , et l 'égalité ( 5 ) pourra s 'écrire 

Mais les lemmes de Gauss nous apprennent qu 'en tout point M , 



extér ieur à la surface S, on a 

et qu 'en tout poin t M , intérieur à la surface S, on a 

On a donc en tout point M , extérieur à la surface S , et dont 

la distance à cette surf ace est grande par rapport à k, 

( 1 0 ) V = o 

et en tout point M , intérieur à la surface S , et dont la dis

tance à cette surface est grande par rapport à 

(11) V = 4 u 1 1 . 

Faisons quelques appl icat ions de ces égalités (10) et (11). 

1° Cons idérons un conducteur homogène . La distribution natu

relle forme sur ce conducteur une couche double homogène (voir 

p . 376) pour laquel le 3L est donné par l 'une des égalités (6 ) ou 

(8) . L a fonct ion potent ie l le de cette distr ibution naturelle aura 

pour valeur , à l 'extér ieur du conducteur , la valeur o et, à l ' inté

r ieur du conducteur , la valeur 

C 'es t ce que nous avions déjà trouvé précédemment [ C h a p . II, 

égali tés ( 5 ) et ( 6 ) ] . 

2 0 Cons idérons un conducteur hétérogène, formé de deux m é 

taux A ' e t B . Si nous désignons par S A , 0 , S B , 0 les deux port ions de 

surface fermée qui l imitent le conducteur , et par S A , B la surface de 

contact des deux métaux, l 'égalité ( 5 ) pourra s 'écrire plus exp l i 

ci tement 

Cet te expression peut se simplifier, au moyen des égalités (8) 

et ( 9 ) . 



Si l 'on observe que l 'on a 

8 ( A , o, X + i ) = 0 ( A , B , X+ Ui) = 0 ( A ) . 

0 ( B , O, À+ u) = 6 ( B , À, X + U) = 6 ( B ) , 

on pourra écr i re 

( l 2 ) 

Considérons d 'abord un poin t extér ieur au conducteur . Les 
lemmes de Gauss nous donnent 

en sorte que l 'égal i té (12) se rédui t à 

Posons 

et 

Si nous observons que , pour tout poin t extér ieur au conduc
teur, on a 



nous pourrons écrire 

La distribution naturelle de deux métaux en contact agit 

donc sur les points extérieurs au conducteur comme deux 

couches doubles distribuées sur les deux surfaces par lesquelles 

les deux métaux en contact confinent à l'isolant, ces deux 

couches doubles ayant des intensités égales en valeur absolue, 

mais de signe contraire. 

L'éga l i té 

permet de transformer l 'égalité précédente en 

11 est facile de voir que est l 'angle posit if ou néga

t i f w sous lequel , du point M , on voi t la face confinant au métal A 

de la surface S A 0 . 

S i les deux métaux sont en contact par une surface S A T i très pe

tite, la surface S A 0 est sensiblement fermée; on a 

et 

D o n c , lorsque deux métaux sont en contact par une surface fort 

pet i te , leur distr ibution naturel le exerce à l 'extér ieur une action 

fort peti te, ce qui devait se prévoir d'après les théorèmes démon

trés pour un conducteur formé d'un seul métal . 

Cons idérons maintenant un point intér ieur au conducteur . 



Si ce poin t est à l ' intér ieur du conduc teur A , on a 

et l 'égalité ( 1 2 ) devient 

D e même, pour un point M B intér ieur au métal B , elle donne 

L e s seconds membres de ces égalités ne sont évidemment pas 

constants . Pour s'en assurer, il suffit de remarquer que 

et S 01/r/oni dSB, sont les angles sous lesquels , du poin t M , on voit 

les faces internes des surfaces S A 0 , S B 0 . O r , pour que la dis t r ibu

tion naturelle sur les deux métaux A et B au contact fût une dis

tr ibution d 'équi l ibre , il faudrait que l 'on eût 

G étant une constante. 

Les deux métaux au contact devront donc s'électriser. 

Si l'on observe que 



on voit sans peine que l 'électrici té communiquée devra se distri

buer de telle sorte que l 'on ait, à l ' intérieur du conducteur , 

L'étude de cette distribution, faite par un moyen quel

conque, ne pourra jamais faire connaître que la quantité 

et non la quantité 

§ 3 . — L e s c o u r a n t s p e r m a n e n t s dans l e s c o n d u c t e u r s m é t a l l i q u e s 

h é t é r o g è n e s . 

L e s considérations précédentes s 'appliquent seulement au cas 

où l 'équi l ibre électrique est établi sur des conducteurs métal l iques 

hétérogènes . Nous allons maintenant étudier le cas où ces conduc

teurs sont traversés par des courants permanents . 

Pour obtenir les lois fondamentales du mouvement permanent 

de l 'électrici té dans les conducteurs métal l iques hétérogènes, nous 

allons leur étendre la première hypothèse fondamentale relative 

au régime permanent , hypothèse qui , dans le cas des conducteurs 

homogènes , n 'est qu 'une autre forme de la lo i d ' O h m [Chap. TV, 

égalité ( 2 ) ] . 

Considérons l 'ensemble des variables, autres que les flux électri

ques, qui définissent l 'état du système à l 'instant t (ce que nous 

nommons le système supposé sans courant). A ce système sup

posé sans courant on peut appl iquer les conséquences du principe 

de Ca rno t ; une transformation vir tuel le que lconque de ce système 

correspond à un certain travail non compensé. 

Soient (x, y, z) un point du système et (x -+- hx,y+ Sy s + Sz) 

un point voisin. S i une charge électr ique dq passait du premier 

point au second, un certain travail non compensé serait engendré 

dans le système. Désignons- le par dz. Dés ignons par Cx, Cr> Cz les 

composantes de la force électromotr ice au point (x,y,z). Par 

hypothèse, on a 

quels que soient S x , Sy, Sz. 



O r on peut calculer ch. L e système supposé sans courant a un 

potentiel thermodynamique interne F. L e changement de posit ion 

de la charge électr ique dq ne déplace aucune partie du système 

et, par conséquent , n 'entraîne aucun travail externe. O n a donc 

D 'a i l l eurs , on a [ L i v . I V , C h a p . II , égalité ( I5) ] 

les diverses lettres qui figurent dans cette formule ayant une signi

fication qui a été expl iquée à l 'endroit cité. C o m m e le déplace

ment de la charge dq n 'entraîne aucun changement dans l 'état 

phys ique ou ch imique des divers conducteurs du système, on voit 

que la variation subie par le potentiel thermodynamique interne 

se rédui t à 

L e s égalités ( I 4 ) i ( I 5 ) et (I6) devant avoir l ieu, quels que soient 

ox, S Y , SZ, donnent 

Ces égalités donnent les composantes de la force électromotrice 

en un point d'un conducteur métal l ique hétérogène dont la con 

stitution varie d'une manière cont inue et qui est traversé par des 

courants permanents. Les termes do/dz, do/dy, do/dx représentent 

la correct ion qui doit être apportée à la loi d ' O h m dans le cas où 

le conducteur n'est pas homogène . 

Si nous désignons par R la résistance spécifique du conducteur 

au point de coordonnées x, y, z et par u, v, w les composantes 



du flux électrique en ce point , les égalités ( 1 7 ) deviendront 

V o y o n s comment est distr ibuée l 'électricité à l ' intérieur d'un 

semblable conducteur . 

Div isons les deux membres de chacune des équations ( I8 ) par R.; 

différentions les deux membres de la première par rapport à x, les 

deux membres de la deuxième par rapport à y, les deux membres 

de la troisième par rapport à z, et ajoutons membre à membre les 

résultats obtenus, en observant que 

Nous trouvons 

Si 0 désigne la densité électr ique au point [x, y, z), on a 

et les égalités (18) et (19) donnent 

tandis que, dans l 'état d 'équi l ibre , la densité électrique au même 

point aurait pour valeur 

A l'intérieur d'un conducteur métallique hétérogène par

couru par des courants permanents, la densité n'a pas la même 

valeur que dans l'état d'équilibre. C'est seulement à l'inté-



rieur d'un conducteur homogène que ces deux valeurs devien

nent égales entre elles, et égales à o. 

Considérons maintenant une surface de discontinuité séparant 

deux régions a et b où le conducteur a des propriétés différentes 

(fig- 92). 
Nous savons qu 'en tout po in t M de cette surface on doit avoir 

j ua c o s ( N a , x) -+- va c o s ( N a , y) •+- wa c o s ( N a , z) 

(•21) \ 

( -;- ui, C O S ( N A , X ) - T - vb c o s ( N 6 , y) -+- wb c o s ( N A , z) = o, 

ou bien, en désignant par ia la composante suivant Na du flux à 

l ' intérieur du conducteur a en un point infiniment voisin du 

point M ; par ib la composante suivant Nb du flux à l ' intérieur du 

conducteur b en un point infiniment voisin du point M , 

La composante normale du flux a la même valeur de part 

et d'autre de la surface. 

E n est-il de même des composantes tangentiel les? 

Par le point M , menons deux direct ions T , T ' , rectangulaires 

entre elles et situées dans le plan tangent à la surface S . E n un 

point du conducteur a voisin du point M , le flux fa a pour c o m 

posantes, suivant M T , M T ' , ta et t'a; en un point du conducteur b 

voisin du point M , le flux fb, a pour composan tes , suivant les 



mêmes droites, tb et t'b. L e s égalités ( I8) donnent 

Les propriétés bien connues des dérivées premières de la fonc

tion potentiel le donnent 

D 'aut re part, par hypothèse , les dérivées partielles du premier 

ordre de la fonction 0 varient d 'une manière cont inue, même au 

passage d'une surface de discont inui té , ce qui donne 

O n a donc 

Les fiux électriques, de part et d'autre d'une surface de 

discontinuité, sont dans un même plan avec la normale à la 

surface de discontinuité. Les projections de ces deux flux sur 

le plan tangent à la surface ont la même direction. 

D e la comparaison des égalités (21 bis) et (22) on dédui t l 'éga

lité 
Sla t a n g ( fa, Na) + Rb t a n g ( / é , N é ) = o , 

qui indique comment varie la direction du flux électrique au pas

sage d'une surface de discontinuité. 

L 'ensemble des proposit ions que nous venons de démontrer a 

reçu de M a x w e l l ( f ) le nom de lois de la réfaction du flux 

électrique au passage d'une surface de discontinuité. 

(1) M A X W E L L , Traité d'Électricité et de Magnétisme, t r adu i t par G. Se l ig-

m a n n - L u i , t . i , p . 492 P a r i s , 1885. 
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Revenons à l 'équation ( 2 1 ) , qui peut s 'écrire, en vertu des éga-

lités ( I8 ) , 

ou bien 

Si l 'on désigne par T la densité superficielle au point M de la surface 

de discontinuité, on aura 

et l 'égalité précédente deviendra 

Ains i , à la surface de séparation de deux conducteurs mé

talliques a et traversés par des courants permanents, existe 

une distribution électrique superficielle dont l'intensité en 

chaque point est proportionnelle à l'excès de la résistance du 

conducteur a sur la résistance du conducteur b et à la compo

sante, suivant la normale à la surface, du flux qui pénètre 

dans le conducteur a. 

Des considérations analogues s 'appliquent à la surface de sépa

ration d'un conducteur a et de l ' isolant i. Dans ce cas, le flux 

électr ique est nul en tout point de l ' isolant i, et de plus on a, en 

tout point de la surface de séparation, 

lia C O S ( N „ , x) -h Va C O S ( N a , y ) - H Wa C O S ( N a , z) = O, 

ce qui donne, en vertu des égalités ( I 8 ) , 

La densité électrique en un point de la surface qui sépare un con

ducteur d'un isolant est donc , en désignant par N e la normale 



extérieure au conducteur , 

Lorsque la consti tution du conducteur est connue, l 'équation ( 1 9 ) 

devient une équation aux dérivées partielles qui, jo inte aux condi

tions aux limites (23 ) et ( 2 5 ) , détermine la fonction V . Cette 

fonction une fois déterminée, les égalités ( I8) déterminent les 

composantes du flux électr ique en chaque point . 

App l iquons les considérations qui précèdent à un conducteur 

traversé par des courants permanents , dans lequel deux métaux a 

et 6, homogènes jusqu 'à une petite distance JJ. des surfaces termi

nales, sont en contact l 'un avec l 'autre. 

I° A u n e distance supérieure à (Y+u) des surfaces qui l imitent 

chacun des deux métaux, il n 'y a pas d'électricité libre répandue à 

l ' intérieur de ces mé taux ; les équations du mouvement de l ' é lec

tricité sont cel les qui sont données par la loi d ' O h m . 

2 0 A u voisinage de la surface qui sépare les deux métaux a et b, 

il y a de l 'électricité répandue à l ' intérieur de chacun des deux 

métaux. L a distribution de cette électricité dépend de l ' intensité 

du courant qui traverse le conducteur . 

3° Sur la surface même, il y a une distr ibution superficielle dont 

la densité a pour valeur 

R

a ( / ) , Rb(l) étant les résistances spécifiques des métaux a et b, à 

une distance l de leur surface de contact . 

L'électricité ainsi distribuée sur la surface de contact de 

deux métaux traversés par des courants permanents ne forme 

plus une couche double, comme dans l'état d ' é q u i l i b r e . 

Pour démontrer ce théorème, convenons de représenter par 

0 ( a , b, /), s\(a, b, /), i(a, b, /) les valeurs de &a,Rai i a , en un 

poin t du conducteur a situé à ia distance l de la surface qui sépare 

le conducteur a du conducteur En ce point , la densité électrique 



a pour valeur, d'après les égalités (20) et ( I8 ) , 

Menons deux surfaces parallèles à la surface S (fig. 93 ) , qui 

sépare les deux métaux a et b, ces deux surfaces étant situées à 

une distance un peu supérieure à (y +- p.) de la surface S, l 'une, Sa, 

à l ' intérieur du conducteur a; l 'autre, SB, à l ' intérieur du con

ducteur b. Sur la surface S, prenons un élément MN, d'aire dS. 

Par tous les points du contour de cet é lément , menons des nor

males à la surface S . Ces normales détachent sur la surface Sa un 

élément Ma N,[ et sur la surface S 4 un élément M J NA . Cherchons la 

quantité d'électricité que renferme la surface fermée M a N a M b N b , 

en négl igeant dans ce calcul le rappor t de (y 4 - u.) aux rayons de 

courbure des surfaces S a , S 4 . 

L ' é lément dS porte une quantité d'électricité qui a pour valeur, 

d'après l 'égal i té ( 2 7 ) , 

L a surface M N M a N a renferme, à s o n intérieur, une quantité 

d'électricité 



L a surface MNMb Nb renferme à son intérieur une quantité 

d 'électr ici té 

L a quantité que nous voulons calculer a pour valeur 

Si l 'on se reporte à l 'égalité ( 2 8 ) , on voit sans peine que l'on 

peut écrire 

et de même 

O n a donc 

La quantité 

représente la quantité d 'électr ici té que renfermerait la surface 

Ma N 0 Mb Nb, si le système n'était parcouru par aucun courant . Or , 

dans ce cas, l 'électricité distribuée au voisinage de la surface de 

contact des deux métaux formerait une couche double . L a quantité 

précédente est donc égale à o. 

Une intégrat ion par parties nous donne 

Mais i l est facile de voir que l ' intégrale qui figure au second 

membre est de l 'ordre de et peut , par conséquent , être 



négl igée . Nous avons donc 

et, semblablement , 

Si l 'on remarque que 

aux quanti tés près de l 'ordre de (y + u ) et que d'ailleurs, d'après 

l 'égalité (21 bis), 

on voit que l 'on aura 

Si le flux électr ique n 'est pas tangent à la surface de disconti

nui té , et si la résistance spécifique n'a pas la même valeur à 

l ' intérieur des deux conducteurs , cette quantité ne peut pas être 

égale à o. 

Il est intéressant de comparer les résultats que nous venons 

d 'obtenir , en étudiant un conducteur métal l ique hé térogène par

couru par des courants permanents , et les résultats que nous avons 

obtenus au § 1 , en étudiant l 'équi l ibre électr ique sur un semblable 

conducteur . 

Lorsque l ' équi l ibre é lec t r ique est établi sur le système qui ren

ferme les deux métaux a et b, la densité électr ique en un point de 

la surface de contact a pour valeur 

a = O, 

et la quantité d 'électricité que renferme le volume Ma Na Mb Nb a 

pour valeur 
Q = o. 

Lorsque le système est traversé par des courants uniformes, on 



a, en vertu des égalités ( 1 7 ) et ( I 9 ) , 

L 'ana log ie des expressions obtenues pour x et Q dans le premier 

cas se re trouve dans le second. 

Supposons que A B C D (fig- 94) soit un métal a homogène j u s 

qu'à la distance (y + u) des surfaces qui le terminent . Par la 

face A B , ce métal confine à un autre conduc teur métal l ique, formé 

d'un métal b, qui maintient tous les points de la surface A B à un 

même niveau potent iel V(1 D e m ê m e , par la face C D , il confine à 

un autre conducteur méta l l ique , formé d'un métal c, qui main

tient tous les points de la surface C D à un même niveau po ten

tiel V 2 . L a surface A B C D confine avec l ' isolant. Proposons-nous 

de trouver la distr ibution des courants uniformes qui parcourent 

ce conducteur . C 'es t un problème que nous avons déjà traité en 

supposant le conducteur homogène j u squ ' aux surfaces terminales. 

Menons une surface A ' B ' C ' D ' , située à l ' intér ieur du conduc

teur a , à une distance (Y + u) de la surface A B C D . 

Soi t M un point de A B . Par ce point , menons une normale Na 

à la surface A B vers l ' intérieur du corps a. El le rencontre en M ' 

la surface A ' B ' . So i t V1 le niveau potent ie l en M ' , niveau que nous 

nous proposons de déterminer. 

E n un point situé entre M et M ' , à une distance l du point M , 

on a, en conservant les notations dont nous venons de faire usage, 



et, par conséquent , 

L e second membre est une quantité de l 'ordre de (y, p.); il est, 

par conséquent , négl igeable ; donc tous les points de la surface 

A ' B ' sont à un même niveau potent iel 

De m ê m e , tous les points de la surface C D ' sont à un même n i 

veau potentiel 

Soi t P un point de la surface A C , par laquelle le conducteur a 

confine à l ' isolant . Par ce point , menons une normale P N ' à la sur

face A C . El le rencontre en P ' la surface A ' C . 

A u point P , on a 

A cause de la continuité des composantes du flux électr ique, au 

point P ' , les quanti tés u, v', w1 ne différeront de u, v, w que de 

quantités de l 'ordre de (y +u) O n aura donc sensiblement 

Mais le poin t P ' se t rouve dans la région homogène du conduc

teur où la loi d ' O h m devient app l i cab le ; en sorte que la relation 

précédente peut s 'écrire 

Cet te égalité sera vérifiée en tout point de la surface A ' C ' B ' D ' . 

Enfin, à l ' intérieur de la surface fermée A ' C ' B ' D ' , le conducteur 

étant homogène , on aura 

La fonction V est donc harmonique en tout point intér ieur à la 

surface fermée A ' C ' D ' B ' ; elle prend, sur les surfaces A ' B ' , C D ' , 

des valeurs données V ' , , V ' 2 ; sur la surface A ' C ' B ' D ' , elle vérifie 

l 'égali té 



O n voit donc que la déterminat ion des courants qui c i rculent 

dans notre conducteur à une distance supérieure à des 

surfaces terminales s 'obtiendra précisément par la méthode analy

tique formée au Chapi t re I V , pour déterminer les courants qui 

circulent dans un conducteur homogène ju squ ' aux surfaces termi

nales. D 'a i l leurs , une fois les composantes du fluide électr ique 

connues ju squ ' à une distance (y + u) des surfaces terminales, il 

sera facile, par continui té , de connaître leurs valeurs jusqu ' aux 

surfaces terminales. 

L e résultat que nous venons d'obtenir montre que les consé

quences auxquel les , aux Chapi t res I V et V , nous avions été con

duits en appl iquant la loi d ' O h m à des conducteurs absolument 

homogènes , demeurent valables pour des conducteurs qui perdent 

leur homogénéi té à une très petite -distance des surfaces ter

minales. 

§ 4. — M é t h o d e d e M . P e l l a t p o u r d é t e r m i n e r les d i f f érences d e n i v e a u 

p o t e n t i e l d e d e u x m é t a u x au c o n t a c t . 

L'é tude de l 'équi l ibre électrique et du mouvement permanent 

de l 'é lectr ici té sur des conducteurs métall iques hétérogènes c o m 

porterait encore l 'examen d'un grand nombre de questions qu ' i l 

ne nous est pas possible d 'aborder ic i . Nous bornant donc aux 

pr incipes exposés dans les paragraphes précédents , nous renver

rons , pour l ' examen des conséquences générales de ces principes, 

à un Mémoire que nous avons publ ié sur ce sujet ( ' ) . 

Néanmoins , avant d 'abandonner cet ordre de quest ions, nous 

allons exposer la méthode suivie par M . Pel la t ( 2 ) pour déterminer 

la différence de niveau potentiel de deux conducteurs métal l iques 

en contact . 

Reprenons les deux conducteurs sphériques concentr iques que 

nous avons déjà considérés au § 1, et que, dans la pratique, on 

( ' ) P . D U H E M , Sur la pression électrique et les phénomènes électrocapil
laires ; p r emiè re P a r t i e , De la pression électrique (Annales de l'École Normale 
supérieure, 3° s é r i e , t . V , p . 9 7 ; 1 8 8 8 ) ; s e c o n d e P a r t i e , Des phénomènes élec

trocapillaires (Ibid., 3E sé r ie , t . V I , p . J 8 3 ; 1889) . 

( 2 ) H . P E L L A T , Différence de potentiel des couches électriques qui recouvrent 
deux métaux au contact (Annales de Chimie et de Physique, 5° sé r i e , t. X X I V . 
p . 5 ; 1881) . 



remplacera par deux pla teaux paral lèles . Imaginons qu 'à ces 

sphères on adjoigne (fig. 90) un fil M N traversé par un courant. 

D u point m de ce fil, qui est formé d'un métal que lconque , part 

un autre fil mp, formé également d'un métal que lconque , et rejoi

gnant en p la sphère conductr ice 2, formée par la substance a. 

D e même, la sphère conductr ice 4, formée par la substance b, 

est reliée par un fil de nature que lconque p1 n au poin t n du 

fil M N . 

Supposons le régime permanent établi sur le système. 

Je dis en premier l ieu que, dans ce régime permanent , il n 'existe 

aucun courant en dehors du fil M N . 

S' i l existait dans le fil mp un courant dont l ' intensité j diffère 

de o, il entrerait , durant le temps dt dans la partie du système 

formée par le fil mp et le conducteur 2, une quantité d'électricité 

jdt qui n 'en sortirait pas. Il faudrait donc que la distribution élec

trique fût modifiée sur la partie considérée du système. Ains i , le 

fil mp n 'est traversé par aucun courant , et il en de même du 

fil np'. 

Peut-il arr iver que des courants permanents existent soit 

dans la masse du conducteur 2, soit dans la masse du conduc

teur 4? 

Ces conducteurs , nous venons de le voir, peuvent être regardés 

comme isolés. 

Soient u, v, w les composantes du flux électr ique en un point 

d'un système isolé formé par des conducteurs métal l iques homo

gènes ou hétérogènes . 



Nous aurons, d'après les é g a l i t é s - 7 ) , 

ce qui peut s 'écrire 

Intégrons les deux membres de cette équation pour l 'espace 

occupé par l 'ensemble des conducteurs 2 et 4, et nous aurons 

Une intégrat ion par parties permet de transformer le second 

membre en 

Le premier signe d' intégration s 'étendant à toutes les parties 

métall iques dont la nature varie d 'un point à l 'autre d 'une ma

nière cont inue , et le second à toutes les surfaces qui bornent ces 

diverses part ies , on dédui t aisément de là 

A u second membre , la première sommation s'étend à tous 

les vo lumes électrisés et la seconde à toutes les surfaces é lectr i -

sées. 

Mais , si le régime permanent est établi , on a, en tout point, 



et l 'égalité précédente exige que l 'on ait aussi, en tout point , 

A ins i , sur un système isolé, formé exclusivement de métaux 

homogènes ou hétérogènes tous à la même température, il ne 

peut y avoir d'autre régime permanent que l'équilibre élec

trique. 

Si nous faisons l 'applicat ion de ce théorème général au cas qui 

nous occupe , nous voyons que les conducteurs (2 ) et (4 ) seront en 

équi l ibre électr ique. 

So i t m' un point du conducteur M N précédant infiniment peu la 

dérivat ion m; soit n' un point du même conducteur suivant de 

très près la dérivat ion n; soient U(m'), U ( n ' ) , O(m'), O(n') les 

valeurs de la fonction potentielle et de la fonction 0 en ces poin ts ; 

soient R la résistance du segment m ' n' et J l ' intensité du courant 

qui traverse ce segment . Nous aurons 

A l ' intérieur du conducteur 2, nous aurons 

et à l ' intérieur du conducteur 4, nous aurons 

d'où la relation 

Pour que nos deux sphères ne portent pas d 'é lectr ic i té , il est 

nécessaire et suffisant, nous l 'avons vu au § 1, que les deux sur

faces S 2 et S 3 soient au même niveau potent iel T , c'est-à-dire que 

l 'on ait à la fois 

et, par conséquent , d'après l 'égalité précédente 

Si donc on règle la résistance R de manière que, dans l ' expé

rience précédente, la sphère intérieure ne prenne aucune charge 



électr ique (ce qu 'un électroscope permettra toujours de constater) , 

la détermination de cette résistance R et de l ' intensité J du cou

rant permettra de déterminer la différence 

Ce procédé ne permet , pas plus que celui qui a été indiqué au 

§ 1, de déterminer la différence 

O n trouvera, dans le Mémoire de M . Pel lat , les précautions 

expérimentales dont doit être entouré l ' emploi de ce p rocédé . 



CHAPITRE VIII. 

L ' E F F E T P E L T I E R . 

§ 1. — L 'e f f e t P e l t i e r . 

Nous avons dit que l 'étude du mouvemen t permanent de l ' é lec

tricité découlai t tout entière de deux hypothèses fondamentales : 

l 'une, à laquelle on parvient en général isant la loi d ' O h m , a été 

indiquée au Chapitre I V ; l 'autre, que l 'on obt ient en généralisant 

la loi de Joule, a été indiquée au Chapitre V I . 

A u Chapi t re précédent , nous avons appl iqué la première de ces 

deux hypothèses à un conducteur formé de différents métaux qui 

ont tous la même température, et nous en avons déduit une série 

de conséquences sur les lois des courants permanents dans un 

semblable conducteur . Nous allons maintenant appl iquer à ce 

même conducteur la seconde hypothèse . 

Considérons une surface fermée S tracée à l ' intérieur d'un con

ducteur métall ique hétérogène, dont tous les points sont à la 

même température, et qui est traversée par des courants perma

nents. Dans le temps dt, la partie du conducteur que renferme 

cette surface dégage une quantité de chaleur dQ que nous v o u 

lons calculer. 

Pour cela, en vertu de l 'hypothèse indiquée au Chapitre V I , 

nous pouvons opérer de la manière suivante. 

Nous supposerons que, pendant le temps dt, les courants qui 

parcourent la partie du système enfermée à l ' intérieur de la sur

face S soient conservés, mais que les courants qui parcourent le 

reste du système soient réduits à o. Il en résulterait , pendant le 

temps dt, un changement de distribution électrique sur le système. 

Ce changement consiste, comme on le voit aisément, à amener 

sur l 'é lément dS de la surface S une charge électrique 

— [u c o s ( N ; , x) -:- v c o s ( N ; , y) -.- w c o s ( N , - , z)\ dS dt. 

Prenons l 'énergie interne du système supposé sans courant. 



Cette énergie interne a une valeur U donnée par [Livre I V , Cha 

pitre II, égalité (19)] 

E U = E r - ^ W - H - K t ? , ^ K 2 ? s + . . Knq,t. 

Dans la modification que nous venons de considérer , cette éner

gie interne subirait une variation SU donnée par l 'égalité 

E SU = — dt ^ ( s V — li)[u c o s ( N , - , x) — v C O S ( N , , J K ) -\-W C O S ( N , - , Z)] dS, 

la sommation s'étendant à tous les éléments dS de la surface S. 

L e système supposé sans courant dégagerait une quantité de cha

leur dQ'=— SU. 

L 'hypothèse que nous voulons appl iquer consiste à supposer 

que dQ = d Q ' , ce qui peut encore s'écrire 

dQ= — SU. 

La quantité de chaleur que nous voulons calculer est donc 

donnée par la formule 

( [ ) E dQ_ = dt JsJ (EV-T- K ) [ « cos ( N,-, x) -+-v cos ( N , , y ) - i - w cos(N,- , s ) ] <iS. 

Cette égalité peut se transformer. Les quantités V et K sont 

finies et cont inues en tout point intérieur à la surface S. Leurs 

dérivées partielles du premier ordre existent et sont finies en tous 

ces po in ts ; on peut donc écrire l 'égali té suivante : 

S ( V - H K ) [ U C O S ( N ; , se)-.-vcos(Ni,y) — w cos (N, - , ,z)] dS 

les sommations qui figurent au second membre s'étendant à tout 

l 'espace que renferme la surface S. 

Les courants sont un i formes ; on a donc en tout point de cet 

espace 



et l 'égali té (I) peut s 'écrire 

Cet te égalité doit avoir l ieu quel le que soit la surface S ; on arrive 

donc au résultat suivant : 

Lorsqu'un conducteur métallique hétérogène, dont tous les 

points sont à la même température, est traversé par des cou

rants permanents, chaque élément de volume de ce conducteur 

dégage, dans le temps dt, une quantité de chaleur dQ) donnée 

par 

Cet te égalité peu t encore se mettre sous une autre forme. 

So i t R la résistance spécif ique du conducteur au point (x, y, z). 

O n a [ C h a p . V I I , égalités (7 ) ] 

Si donc, conformément aux notat ions indiquées ailleurs [L iv re I V , 

Chapitre II, égali tés ( I 6 ) et ( I 9 ) ] , nous posons 

T étant la température absolue , nous pourrons remplacer l 'éga

lité (2) par l 'égali té 

Lorsqu'un conducteur métallique hétérogène, dont tous les 

points sont à la même température, est traversé par des cou

rants permanents, chaque élément de ce conducteur dégage, 

dans le temps dt, une quantité de chaleur qui est la somme de 

deux parties : 



La première partie 

est donnée par la loi Joule; elle est toujours positive; elle est 

proportionnelle au carré du flux électrique en un point de 

l ' é l é m e n t et à la résistance spécifique en ce point. 

La deuxième partie 

serait égale à o si l'élément était homogène ; elle change de 

signe si l'on renverse le sens du f l u x électrique en un point de 

l ' é l é m e n t ; elle est, en grandeur, proportionnelle à ce f l u x ; 

elle dépend de sa direction. 

Ce second dégagement de chaleur porte le nom de phénomène 

de Peltier ou d'effet Peltier. C'est en effet Peltier ( 1 ) qui, en 

1834, a mis le premier en évidence les phénomènes calorifiques 

particuliers que présentent les conducteurs hétérogènes. Voyons 

comment on peut, de la loi précédente, déduire des conséquences 

susceptibles d'être vérifiées expérimentalement. 

Considérons un conducteur (fig. 96 ) , formé par deux métaux 

a et b, soudés entre eux le long de la surface AB au moyen d'une 

soudure métallique de nature quelconque. Au métal a est fixé un 

fil F , de nature quelconque, amenant un courant uniforme d'in

tensité J. Ce courant est emmené par un fil F ' , de nature quel

conque, fixé au métal b. 

( 1 ) P E L T I E R , Nouvelles expériences sur la caloricilé des courants électriques 
(Annales de Chimie et de Physique, 1re série, t . LVI, p . 3 7 1 ; 1834) . 



Notre conducteur est parcouru par des courants uniformes. 

Menons , à l ' intérieur de ce conducteur , deux surfaces normales 

aux l ignes de flux : l 'une M N , ou S , à l ' intérieur du métal a, 

l 'autre P Q , ou S ' , à l ' intérieur du métal b. Chacune de ces sur

faces présente cette propriété que (e V + 0 ) a la même valeur en 

tous ses points . Chacune d'elles coupe normalement la surface du 

conducteur . 

App l iquons à la surface fermée S ou M P Q N l 'égali té (I) , en y 

remplaçant K par ( 0 -+-TH). La partie du conducteur intérieure 

à cette surface fermée dégagera, dans le temps dt, une quantité de 

chaleur dQ) donnée par 

E d Q = dt s (e V + o + TH) u cos (N1 x) + v cos (N1 , y) + w cos (Ni, z) dE. 
Mais, en tout poin t de la surface par laquelle le conducteur con

fine à l ' isolant , on a 

L 'égal i té précédente devient donc 

E n tous les points de la surface S, ( E V + 0 ) a une même v a 

leur, que nous désignerons par ( eV-+- 0 ) ; en tous les points de la 

surface S ' , ( E V + 0 ) a une même valeur que nous désignerons 

par (E V ' + O ' ) . D 'a i l leurs , on a 

O n a donc 

Imaginons un conducteur filiforme mm!, dans lequel (EV + 0 ) 



aurait la valeur ( e V + 0 ) au point m et la valeur (E V ' - f - O') au 

poin t m1. Pour qu ' i l soit parcouru de m et m! par un courant 

d'intensité J, il faudrait lui donner une résistance R définie par 

l 'égalité 

Cette quantité R est ce que nous nommerons la résistance du 

tronçon de conducteur M N P Q pour la distribution particu

lière des courants que nous considérons. Il est facile de voi r 

qu 'e l l e est susceptible d 'une définition analogue à celle qui a été 

donnée, pour un t ronçon homogène , au Chapitre I V , § 3 . 

L e long de la surface S, la quantité H a en tout point la valeur 

ha qu 'e l le a à l ' intérieur du métal a à une distance supérieure à 

(X + u.) des surfaces terminales, sauf dans une couronne de largeur 

( Y - f - u ) confinant au contour M N . O n voit alors que l 'on aura, 

aux termes près de l 'ordre de (Y-+- u), 

e t de même 

hb étant la valeur de H , à l ' intérieur du métal b, à une distance 

supérieure à ( y + u) des surfaces terminales . 

Les égalités ( 5 ) , ( 6 ) , ( 7 ) , (8) , (9) donnent 

T e l l e est l 'expression de la quantité de chaleur dégagée par un 

courant uniforme dans un t ronçon de conducteur formé de deux 

métaux soudés. 

S i le tronçon M N P Q est pris gros et court , sa résistance R sera 

une quantité ext rêmement pet i te . S i le courant n'a pas une très 

grande intensité, on pourra négl iger le terme R J 2 et écrire s im

plement 

A ins i , lorsqu'un courant d'intensité qui n'est pas très grande 

traverse la soudure de deux métaux, il dégage une quantité 



de chaleur qui dépend uniquement de la nature que les deux 

métaux présentent à une certaine distance des surfaces termi

nales et qui ne dépend pas de la forme et de la grandeur de 

la surface de contact ni de la, nature de la soudure. 

Ce phénomène calorifique est, en grandeur, proportionnel 

à l ' i n tens i t é du courant. Il change de signe si l'on renverse le 

courant. 

C'est là le phénomène constaté d 'abord par Pel t ier au moyen 

de l ' expér ience suivante , que l 'on peut faci lement répéter dans les 

cours . 

L'effet le plus marqué s 'obtient avec le b ismuth et l 'ant imoine. 

L e courant dégage de la chaleur lorsqu ' i l passe de l 'antimoine au 

b i smuth et en absorbe lorsqu ' i l passe du b ismuth à l 'ant imoine. 

D e u x soudures ant imoine-bismuth sont placées respect ivement 

dans les deux boules a, b d'un thermoscope de Rumford (fig- 97)-

U n même courant traverse ces deux soudures ; mais, dans la 

boule a, il passe de l 'antimoine au b ismuth et du bismuth à l 'anti

moine dans la boule b. U n dégagement de chaleur a l ieu dans la 

boule a et une absorption dans la boule b. Les deux effets s'ajou

tent pour déplacer l ' index I du thermoscope de la boule a vers la 

boule b. Si l 'on renverse le courant , le déplacement de l ' index a 

l ieu en sens inverse. 

Soient trois métaux a , b, c ; un courant d'intensité J, passant 

du métal a au métal b, produit dans le temps dt, un dégagement 



de chaleur dQ, donné par 

C e même courant , passant du métal b au métal c, produit , dans le 

même temps, un dégagement de chaleur dQ2 donné par 

Enfin, ce même courant, passant du métal a au métal c, produit , 

dans le même temps, un dégagement de chaleur dQ3 donné par 

On voit sans peine que l 'on a 

Cet te relat ion montre que, dans l 'étude expérimentale de l'effet 

Pel t ier , il n 'est pas nécessaire d'étudier les soudures que l 'on peut 

former avec tous les métaux pris deux à deux ; il suffit d 'étudier 

les soudures que l 'on peut former en jo ignant successivement cha

cun des métaux avec un même métal étalon. L a relation p récé 

dente fera connaître alors l'effet Pel t ier qui se produit à la soudure 

de deux métaux que lconques . 

L 'é tude expér imentale de l'effet Pel t ier a donné l ieu à de n o m 

breuses recherches que l 'on trouvera exposées dans les traités de 

Phys ique . 

§ 2 . — R e l a t i o n e n t r e l'effet P e l t i e r e t l a d i f f érence d e n i v e a u p o t e n t i e l 

e n t r e d e u x m é t a u x en c o n t a c t . 

Nous donnerons le nom de coefficient de. l'effet Peltier pour 

la soudure a, b à la quantité 

qui représente la quanti té de chaleur dégagée pendant l 'unité de 

temps par un courant d' intensité égale à l 'unité passant du métal a 

au métal b. 

So ien t 0 a , les valeurs de la quanti té 0 à l ' intér ieur des m é 

taux a, b, à une distance suffisante des surfaces terminales . Pour 

que l 'équi l ibre électr ique soit établi sur un conducteur renfermant 



les deux métaux a et b, il faut que la fonction potentiel le ait, à 

l ' intér ieur de ces deux métaux, des valeurs constantes VA, V B , l iées 

par la relation 

La quantité 

est la différence de niveau potentiel entre les régions intérieures 

des deux métaux a et b réunis méta l l iquement . 

Mais , d'autre part, d 'après la définition de la quantité H [L iv re II , 

C h a p . II , égalité ( I 6 ) ] , on a 

L e s égalités ( I 2 ) et (I3) donnent donc 

Le coefficient de l'effet Peltier à la soudure de deux métaux 

a, b mesure le produit de la température absolue par la dé

rivée par rapport à la température de la chute qu'éprouve, 

clans l'état d'équilibre, le niveau potentiel lorsqu'on passe de 

l'intérieur du métal a à l'intérieur du métal b. 

Cet te relat ion fondamentale a été obtenue pour la première fois 

par M . Loren tz ( 1 ) . 

Cet te relation ne peu t être vérifiée par l ' expér ience , du moins 

d'une manière directe. E n effet, on a 

( ' ) H . - A . LORETNTZ, Sur l'application aux phénomènes thermo-électriques de 
la seconde loi de la Théorie mécanique de la chaleur (Archives néerlandaises 
des Sciences exactes et naturelles, t . X X , p . 1 2 9 ; 1885). — P o u r l ' h i s t o r i q u e , voir 
P . DUHEM, Sur la relation qui lie l'effet Peltier à la différence de niveau 
potentiel de deux métaux au contact (Annales de Chimie et de Physique, 
6° sé r ie , t. X I I , p . 433 ; 1 8 8 7 ) . — L e s p r i n c i p e s de la théor ie e x p o s é e d a n s le p r é 

sen t C h a p i t r e son t i n d i q u é s d a n s ce d e r n i e r M é m o i r e e t d a n s P . D U H E M , Le 

Potentiel thermodynamique et ses applications, 3 e P a r t i e ( P a r i s , 1886) . 



et, par conséquent , l 'égali té (14) peut s'écrire 

L e premier membre de cette égalité peut être déterminé expé-

r imenta lement ; mais il n 'en est pas de même du second, car, ainsi 

que nous l 'avons fait remarquer au Chapi t re précédent , les mé

thodes de déterminat ion de la différence de niveau potent iel au 

contact de deux métaux déterminent la quantité 

et non la quantité 

Clausius ( ') avait admis que la relation entre le coefficient de 

l'effet Pelt ier et la chute de niveau potent iel était la suivante 

Il c royai t que cette égalité résultait nécessairement de la T h e r m o 

dynamique . Cet te relat ion, admise par Clausius et par un grand 

nombre d'autres physiciens , doit être remplacée, en général , par 

la re lat ion ( 1 4 ) . Toutefo is , il se peut que, pour certains métaux 

part icul iers , la relation ( 1 4 ) puisse prendre la forme part icu

lière ( 1 5 ) . 

( ' ) R . CLAUSIUS, Ueber Amvendung der mechanischen. Wärmetheorie auf 
die thermo-elektrischen Erscheinungen (Poggendorff's Annalen, t. X C , p . 5 1 3 ; 
I 8 5 3 . — Théorie mécanique de la chaleur, t r adu i t e en français par Fol ie , t. I I ) . 



CHAPITRE IX. 

L E S C O U R A N T S T H E R M O - É L E C T R I Q U E S . 

§ 1. — C o n d i t i o n s dans l e s q u e l l e s se p r o d u i s e n t l es c o u r a n t s 

t h e r m o - é l e c t r i q u e s . 

Nous avons jusqu ' i c i étudié des systèmes formés de métaux 

dont tous les points étaient à la même température. Nous allons 

maintenant étudier les propriétés de systèmes formés par des 

conducteurs métal l iques dont la température varie d'un point à 

l 'autre. 

Nous supposerons que la forme et la position des divers conduc

teurs soient données , ainsi que la consti tut ion phys ique et chimique 

de chacun des éléments de volume qui les composent , en sorte 

que , pour connaître complè tement l 'état d'un élément de v o 

lume du système, il suffira de se donner les coordonnées x, y, z 

d'un poin t de cet élément, et la température absolue T en ce 

point . 

L 'énergie interne U et l 'entropie S du système seront données 

par les égalités [L iv re II , Chap . II, égalités ( I 8 ) et ( I9) ] 

D'après ce que nous venons de dire, les quanti tés H et K seront 

des fonctions cont inues de x,y, z, T , 

Imaginons qu 'une charge é lect r ique Sq passe du point de 

coordonnées ( x , y, z) au point de coordonnées 

l 'énergie interne et l 'entropie du système subissent des variations 



SU et SS données par les égalités 

L e travail non compensé qu 'entra îne cette modification a pour 

valeur 

Si l 'on observe d'ailleurs que l'on a [ L i v r e II , C h a p . II, éga

lités ( I 6 ) et (17)] 
K = 0 + T H , 

on voi t que l 'on aura 

Cette égalité est fondamentale ; elle fourni t les lois de l 'équi l ibre et 

du mouvemen t permanent de l 'é lectr ici té surles conducteurs métal

l iques dont la température n'a pas la même valeur en tout point . 

O n obt iendra les condit ions de l 'équil ibre électrique sur un 

semblable conducteur en écr ivant que le travail non compensé ST. 

donné par l 'égalité ( 3 ) , est égal à o, quels que soient S x , By, S z ; 

ces condit ions sont donc 



Si le système est parcouru par des courants permanents , il résulte 

de l 'hypothèse fondamentale relative aux courants permanents , 

qui a été obtenue au Chapi t re I V , en général isant la loi d ' O h m , 

que l 'on doit avoir 

Cx, Cy, Cz étant les composantes de la force é lect romotr ice au 

point (x,y, z). S i donc Si. est la résistance spécifique au point 

(x, y, z), et u, v, w les composantes du flux en ce point, on aura, 

d'après l 'égali té ( 3 ) , 

Ces égalités nous feront connaî tre les lois des courants thermo-

élec t r iques . 

L ' é tude théorique des c i rconstances dans lesquelles ces courants 

peuvent prendre naissance comprend trois théorèmes ; nous avons 

déjà démontré le premier de ces trois théorèmes au Chapi t re V I I , 

§ 3 ; il s 'énonce ainsi : 

P R E M I È R E L O I . — Un système formé uniquement de con

ducteurs métalliques, homogènes ou hétérogènes, dont tous les 

points sont à la même température, ne peut être le siège de 

courants permanents. 

L e second de ces théorèmes peut s 'énoncer ainsi : 

D E U X I È M E L O I . — Si chacun des conducteurs, isolés les uns 

des autres, qui constituent, un système, est homogène en tous 

les points dont la distance aux surfaces terminales surpasse 

(y + y . ) , ce système ne peut être le siège de courants perma

nents sensibles, quelle que soit la distribution des tempéra

tures sur ce système. 

Mult ip l ions , en effet, les deux membres de la première des équa

tions ( 5 ) par u, les deux membres de la seconde par v, les deux 

membres de la troisième par w, et intégrons pour le vo lume entier 



de l 'un des conducteurs qui const i tuent le système. Nous aurons 

Prenons une fonction 5 ( x , y, z, T ) définie par l 'égali té 

A u x divers points situés à l ' intérieur du conducteur , à une 

distance supérieure à (y + p ) des surfaces terminales, H et de 

viennent , à cause de l 'homogénéi té supposée du conducteur , de 

simples fonctions de T , h ( T ) et h) ( T ) . 

L 'égal i té précédente peut alors s 'écrire 

So ien t dS un élément de la surface S qui limite le conducteur 

et N; la normale à cet é lément vers l ' intér ieur du conducteur . Une 

intégration par parties nous donnera 



L e s courants étant permanents , on a, en tout point du c o n 

ducteur , 

et, en tout poin t de la surface S, 

u cos ( N , - , a;) - r - V C O S ( N J , J K ) - t - W cos(N,-, S ) = o. 

L'égal i té ( 7 ) devient donc 

L e s deux quantités H(x,y, z,T) et / i ( T ) ne diffèrent l 'une de 

l 'autre d 'une quanti té finie qu ' aux divers points d'une couche 

d 'épaisseur ( X + U ) confinant à la surface terminale; le second 

membre est donc une quantité très pet i te de l 'ordre de (Y + u) , 

et il en doit être de même du premier , ce qui montre que le flux 

é lect r ique ne peut atteindre une valeur sensible en tout point d'un 

volume d 'étendue sensible. 

Cet te l o i , dont nous venons de démontrer la nécessité théo

r i q u e , n'a pas toujours été admise par les expér imenta teurs . 

Anto ine -Césa r Becquere l ( 1 ) avait c ru mettre en évidence la p ro 

duct ion de courants uniformes dans un c i rcui t formé d'un seul 

métal dont les diverses parties étaient à des températures diffé

rentes . E n un point d'un fil de platine homogène il formait un 

nœud ou une spirale . E n chauffant alors le fil à droite ou à gauche 

de la spirale, il avait un courant allant d i rectement de la partie 

chaude à la partie f roide. Il en déduisait le pr incipe suivant : pen

dant la propagat ion de la chaleur dans un corps , si cette propaga

tion se fait uniformément autour du point chauffé, aucun effet ne 

se produi t ; mais , si la propagat ion se fait d 'une manière dyssymé-

trique, il se produi t aussitôt un courant é lec t r ique . 

( ' ) A . - C . B E C Q U E R E L , Du développement de l'électricité par le contact de 
deux portions d'un même métal dans un état suffisamment inégal de tempé
rature (Ann. de Chimie et de Physique, 2* s é r i e , t . X X I I I , p . ! 35 ; I823) . — Du 
pouvoir thermo-électrique des métaux (Ann. de Chimie et de Physique, 1" sé 
r i e , t. X L I , p . 3 5 3 ; I 8 2 9 ) . 



M . Magnus ( ' ) a montré que ces phénomènes devaient s ' exp l i 

quer par l ' éc rou i s sage , c 'es t -à-di re par un changement d'état 

phys ique que l 'on fait éprouver au métal en le tordant. 

L a t rois ième loi fondamentale des phénomènes thermo-élec t r i 

ques peut s 'énoncer de la manière suivante : 

T R O I S I È M E L O I . — Lorsqu'un conducteur métallique hétéro

gène présente une température variable d'un point à l'autre, 

l'équilibre électrique est en général impossible sur ce con

ducteur. 

Pour le démontrer , remarquons que les condit ions d 'équil ibre 

(4 ) peuvent s'écrire 

le symbole cl dés ignant une différentielle totale par rappor t aux 

quantités x, y, z, T , regardées comme des var iables i ndépen

dantes . 

L e conducteur n'étant pas homogène , H est une fonction non 

seulement de T , mais encore de x, y, z. L e premier membre ne 

peut donc être une différentielle totale par rappor t aux quatre 

var iables T , x, y, z regardées comme indépendantes . O n ne peut 

donc supposer l 'exis tence de l ' équi l ibre é lect r ique sur le conduc 

teur , quel le que soit la dis tr ibut ion des températures sur le sys 

tème. C e t équi l ibre ne peut subsister que si la distr ibution des 

températures sur le système satisfait à certaines condi t ions . 

A ins i , en général , si l 'on chauffe certaines régions d 'un conduc

teur formé de plusieurs métaux différents, ou d 'un métal dont les 

diverses parties sont dans des états phys iques dif férents , on 

obt iendra sur ce conduc teur un mouvement permanent de l ' é l ec 

tricité. Te l l e est l 'or igine des courants découverts par Seebeck ( 2 ) 

en 1822 et 1823 et nommés courants thermo-électriques. 

( ' ) M A G N U S , Ueber thermo-electrische Stroma (Poggendorff's Annalen, 
t. L X X X I I I , p . 469 ; 1 8 5 1 ) . 

( ' ) D R T . - J . S E E B E C K , Ueber die magnetische Polarisation der Metalle und 
Erze durch Temperalur-Differenz (Abhandlungen der Akademie der Wis-
senschaften zu Berlin, p . 1822 et 1823 ; — Poggendorff's Annalen, t. V I , p . 1, 
133 e t 253 ; 1826) . 



§ 2 . — P r o p r i é t é s d e s c h a î n e s t h e r m o - é l e c t r i q u e s . 

Supposons que nous ayons une suite de métaux a, b, c, d, l, 

dont chacun est h o m o g è n e , sauf à une distance très peti te (y + u) 

des surfaces qui le terminent . 

A v e c ces métaux , formons une chaîne de telle façon que cha

cun d 'eux soit en contact seulement avec celui qui le précède 

dans la série et avec celui qui le suit. 

Admettons que chacune des surfaces de contact ait la même 

température en tous ses points, cette température n 'étant pas 

forcément la même pour les différentes surfaces de contact . 

Nous aurons une chaîne thermo-électrique ouverte. 

S i , de p lus , nous supposons les deux métaux a et l mis en con

tact par une surface ayant la même température en tous ses points, 

nous aurons une chaîne thermo-électrique fermée. 

La théorie, fondée sur la The rmodynamique , des chaînes thermo-

électr iques, a été donnée en 1852 par S i r W . Thomson ( ' ) . Les 

principes précédents fournissent sans peine les résultats obtenus 

par Si r W . T h o m s o n ( 2 ) , et permet tent même de leur donner une 

forme un peu plus générale, qui n 'ob l ige pas à réduire la chaîne à 

un simple fil. 

PREMIÈRE L O I . — Une chaîne thermo-électrique ouverte ne 

peut être le siège d'aucun courant permanent sensible. 

Cons idérons une chaîne ouver te , fo rmée , par exemple , de 

quatre métaux a , b, c, d (fig. 98) , séparés les uns des autres par 

les surfaces S ( , S 2 , S : l , dont les températures sont T , , T 2 , T 3 . 

S i le métal a est parcouru par des courants permanents , il doit 

recevoi r à chaque instant autant d 'électricité qu ' i l en laisse échap 

per, et, comme ces échanges ne peuvent avoir l ieu que par l ' i n -

( ' ) S I R W . THOMSON, On a mechanical theory of thermo-electric currents 
(Philosophical Magazine, 4" sér ie , t. I l l , p . 5 2 9 ; 1852 . — W. Thomson's Mathe
matical and physical papers, t. I , p . 316). 

( 2 ) P . D U H E M , Applications de la Thermodynamique aux phénomènes thermo-
électriques et pyro-électriques. Ire P a r t i e : Phénomènes thermo-électriques 
(Annales de l'École Normale supérieure, 3 e série, t. I I , p . 4o5 ; 1885) . 



termédiaire de la surface S 1 , on voi t que l 'on aura 

Le métal b doit , lui aussi, recevoir à chaque instant autant d 'é

lectrici té qu ' i l en perd , ce qui donne 

S[u c o s ( N / B , x) + v C O S ( N B , y) + w C O S ( N B , Z)\ DS1 

S c o s ( N b , x) + v c o s ( N B 1 , y ) + w c o s ( N b , z)] dS, — o . 

Mais l 'égali té ( a ) donne 

( B) S c o s ( N b , x) + v c o s ( N b , y)+ w c o s ( N b , z)] dSt = o , 

en sorte que l 'égalité précédente devient 

( y ) S [u C O S ( N A , X) -+- v C O S ( N B , y ) -+- w c o s ( N b , z)] dS2 = o . 

O n verra ainsi, de proche en proche , que chaque surface S 1 , 

S 2 , S 3 l ivre passage , à chaque instant , à une quantité totale 

d 'é lectr ici té égale à o. 

Ce la posé , écr ivons , pour le méta l a, une égalité analogue à 

l 'égal i té ( 7 ) , et transformons-la de la même manière. So ien t 

p a ( T ) , h a ( T ) , les fonctions ( T ) , A ( T ) , particulières au métal a , 

nous aurons 



Si l 'on observe que la température T e t , par conséquen t , la 

fonction ; G a ( T ) ont même valeur en tout point de la surface S 1 , 

et si l 'on tient compte de l 'égali té ( a ) , on aura 

L e s métaux b, c, cl donnent des égali tés analogues . E n les 

ajoutant membre à membre et en remarquant qu 'on a, en tout 

point de S 1, 

u cos(Na, x) + v cos(Na,y) + w cos(Na, z) 

+ U C O S ( N b , x) + v cos( + w c o s ( N b 1 z) o, 

et des égalités analogues en tout point des surfaces S 2 , S 3 , on 

trouve 

L ' in tégra t ion qui figure au premier membre s'étend à la chaîne 

tout ent ière . 

L e second membre étant une quanti té très peti te de l 'ordre de 

(y + y), il doit en être de même du p r e m i e r ; les courants ne 

peuvent donc avoir une intensité sensible en aucune région d'é

tendue sensible du système. 

L ' équ i l i b re é lec t r ique s'établira sur le système. O n aura, en tout 

point , d'après l 'égalité (8) , 

Prenons un poin t M (fig. 99) à l ' intér ieur du premier métal a 

de la chaîne, et un poin t M ' à l ' intér ieur du dernier métal cl de la 

chaîne. So ien t T et T ' leurs températures. Joignons les deux 



points M , M ' par une ligne l rencontrant les surfaces S 1 , S 2 , S 3 , 

en P 1 , P 2 , P 3 . L 'égal i té (8) nous donnera 

Mais le second membre peut s 'écrire 

Si l 'on effectue les intégrations indiquées aux quatre premiers 

termes, et si l 'on néglige les termes suivants, qui sont des quan

tités très petites de l 'ordre de (y-+- u.), on trouve 

Supposons , en particulier, que les deux métaux a et cl soient 

ident iques ; que les deux températures T et T ' soient ident iques . 

Entre les points M et M' existera une différence de niveau potent ie l 

donnée par l 'égali té 

tandis que cette différence eût été égale à o, si les deux métaux 

avaient été réunis par des conducteurs métal l iques ayant la même 

température en tous leurs points . 

D . — I . 02 



D E U X I È M E L O I . — Une chaîne thermo-électrique fermée, dont 

toutes les soudures sont à la même température, ne peut, 

quelle que soit la distribution des températures entre les sou

dures, être parcourue par des courants permanents sensibles. 

Soit une chaîne thermo-électr ique fermée, formée, par exemple , 

de trois métaux a , b, c (fig. 100); soient S , , S 2 , S 3 les surfaces 

qui séparent ces trois métaux, et T t , T 2 , T 3 leurs températures . 

Comptons comme sens de parcours posit if le sens abcda. On 

démontre sans peine que, dans le temps dt, chacune des surfaces 

S , S 2 , S 3 est forcément traversée dans le sens posi t i f par une 

même quanti té totale d 'électrici té Jdt. Ce la posé , en raisonnant 

comme nous l 'avons fait pour établir la loi précédente , nous trou

verons sans peine 

L e s trois derniers termes du second membre sont des quantités 

très peti tes de l 'ordre d e ( y + u ) ; le premier terme du second 

membre disparaît si l 'on a 

T1 = T2 = T 3 . 



Si donc les soudures d'une chaîne thermo-électrique fermée 

sont toutes à la même tempéralure, cette chaîne ne peut présenter 

de flux électr ique sensible en tout point d'une région d 'étendue 

sensible. 

TROISIÈME LOI. — L'équilibre électrique est, en général, im

possible sur une chaîne thermo-électrique dont toutes les sou

dures ne sont pas à la même température. 

En effet, si l 'équilibre électr ique était établi sur une semblable 

chaîne, on aurait en tout point 

(8) 

Traçons une ligne qui passe du métal a au métal 6, du métal b 

au métal c, et vient se refermer au sein du métal a. 

Intégrons l'égalité précédente le long de cette ligne fermée et 

nous trouverons 

Transformons cette égalité par un calcul analogue à celui qui 

nous a fourni l'égalité ( g ) et nous verrons qu'elle devient, en n é 

gligeant les quantités petites de l 'ordre 

( 1 2 ) 

La condition nécessaire pour que l'équilibre électrique puisse 

subsister sur une chaîne thermo-électrique est que les tempé

ratures des soudures vérifient l'égalité (12) aux quantités près 

de l ' o rdre de 

Cette condition est en même temps suffisante, car, si elle est 

vérifiée, le second membre de l'égalité ( 1 1 ) est une quantité très 

petite de l 'ordre de et, par conséquen t , la chaîne ne peut 

présenter aucun courant d'intensité sensible dans une région d'é

tendue sensible. 

Lorsque les températures des soudures ne vérifient pas l'égalité 

( 1 2 ) , la chaîne thermo-électrique devient le siège d'un courant per

manent dont nous allons étudier les lois . 

QUATRIÈME LOI. — Sur une chaîne thermo-électrique parcou-



rue par des courants permanents, aucune ligne de flux ne se 

ferme sans avoir parcouru toute la chaîne. 

Dans tout système limité, parcouru par des courants permanents, 

toute ligne de flux se ferme forcément sur elle-même. 

Peut-il arriver qu'une ligne de flux fermée se présente , sur notre 

chaîne thermo-électrique, comme la ligne M P M ' Q M dans la fig. 101, 

de telle façon qu'il soit possible d'ouvrir la chaîne par une section 2 

qui ne coupe pas cette ligne de flux? 

Supposons pour un instant que cela soit possible. Notre ligne de 

flux peut rencontrer certaines soudures; imaginons qu'elle rencontre 

la soudure S1 en deux points M, M' . 

Prenons cette ligne pour directrice d'un petit canal de flux de 

section <iio. Soit f le flux en un point, et posons 

Les égalités ( 5 ) nous donneront 

les intégrations s'étendant à la ligne fermée M P M ' Q M . 

La quantité i ayant la même valeur en tous les points de cette 

ligne, nous aurons 

Nous aurons aussi 



Enfin nous trouverons sans peine 

Le second membre de cette expression est une quantité très 

petite de l 'ordre . Il en est donc de même de ce 

qui démontre qu'aucune ligne de la forme indiquée ne peut être 

parcourue par un flux sensible. 

Considérons un petit canal formé par des lignes de flux. D'après 

ce que nous venons de démontrer , il parcourt toute la chaîne ther

mo-é lec t r ique comme le représente la f ig. 102. Prenons pour sens 

de parcours de ce canal le sens abca. Soit du) sa section en un 

po in t ; soit f le flux en ce point . La quantité 

a la même valeur tout le long de ce canal. Supposons, pour fixer 

les idées , qu'il soit possible de mener au travers de la chaîne une 

section S, qui rencontre normalement une et une seule fois toutes 

les lignes de flux. On trouvera sans peine alors, aux quantités près 

de l 'ordre de , l 'égalité 

Soit dû l 'é lément que notre canal découpe sur la surface S. 



La quantité 

représentera la quantité totale d'électricité qui, pendant l'unité de 

temps, traverse, dans le sens positif, la surface S ou toute antre 

section qui ouvre la chaîne. 

C o m m e nous l 'avons fait au Chapitre IV , définissons la résis

tance totale R de la chaîne pour la distribution de flux que nous 

considérons par l'égalité 

le signe S indiquant une sommation qui s'étend à tous les éléments 

de la surface S, et le signe J une sommation qui s'étend à tous les 

éléments d'une ligne de flux fermée issue d'un point de l 'é lément 

dQ. Nous aurons, en vertu de cette définition, 

03) 

Telle est la formule fondamentale obtenue par Sir W . T h o m s o n . 

Si nous donnons au second membre de cette égalité le nom de 

force électromotrice de la chaîne, nous pouvons énoncer la loi 

suivante : 

CINQUIÈME LOI. — La force électro motrice d'une chaîne ther

mo-électrique dépend exclusivement de la nature des métaux 

qui composent la chaîne et de la température des soudures. 

L'expression 

04) 

de la force é lect romotr ice d'une chaîne thermo-électr ique fournit 

aisément toutes les propriétés de semblables chaînes. 



§ 3. — Propriétés des chaînes bimétalliques. 

L'égalité ( 1 4 ) peut s'écrire 

Les termes de la première ligne représentent la force é lec t ro 

motrice d'une chaîne thermo-électr ique formée par les deux 

métaux a et b seulement, ayant ses soudures aux températures T1 

et T 3 , et c o m p t é e positivement lorsqu'elle fait marcher le courant 

du métal a au métal b au travers de la soudure dont la température 

est T 1 . 

Les termes de la seconde ligne représentent la force é lec t romo

trice d'une chaîne thermo-électr ique formée par les deux métaux 

b et c seulement, ayant ses soudures aux températures T 2 et T 3 , 

et comptée positivement lorsqu'elle fait marcher le courant du 

métal b au métal c au travers de la soudure dont la température 

est T 2 . 

On voit donc que l 'étude d'une chaîne thermo-électrique formée 

de plusieurs métaux peut toujours se ramener à l 'élude d'un cer

tain nombre de chaînes thermo-électr iques dont chacune est 

formée seulement de deux métaux. 

Moyennant cette règle, obtenue par A . - C . Becquerel (1), il suffît 

d'étudier les propriétés des chaînes thermo-électr iques bimétal

liques. 

Cette règle a été soumise à une vérification expérimentale très 

précise par M M . Chassagny et Abraham ( 2 ) . 

Il n'est pas nécessaire d'étudier les propriétés d'une chaîne 

bimétallique pour toutes les combinaisons possibles des tempéra

tures des deux soudures. 

Supposons, en effet, que nous voulions connaître la force é l ec -

tromolrice d'une chaîne formée par les deux métaux a et b dont 

les soudures sont aux températures T1 et T 2 . Désignons cette 

(') A . - C . BECQUEREL, DU pouvoir thermo-électrique des métaux (Annales de 
Chimie et de Physique, 2 e série, t. X L I , p. 353; 1829) . 

(2) CIIASSAGNY et ABRAHAM, Recherches de Thermo-électricité (Comptes ren

dus, t. C X I , p. 477; 1890). 



force é lec t romolr ice , c o m p t é e positivement lorsqu'elle tend à faire 

passer le courant du métal a au métal b au travers de la soudure 

dont la température est T1 , par 

Nous aurons 

Soit T 0 une troisième température arbitraire. Nous pourrons 

écrire 

Moyennant celte relation, due à A . - C . Becquerel ( ' ) , on voit 

qu'il suffira, en maintenant fixe la température T 0 de la soudure 

froide, d'étudier la force é lect romotr ice de la chaîne bimétallique 

pour toutes les valeurs T1 de la température de la soudure chaude. 

Pour étudier la force é lectromotr ice , comptée posi

tivement lorsqu'elle fait passer le courant du métal a au métal b 

au travers de la soudure à la température T 0 , nous opérerons de 

la manière suivante. 

D'après l'égalité ( 6 ) , nous avons 

et, par conséquent , l'égalité (14) peut s 'écrire 

04') 

Choisissons un métal étalon, toujours facile à reproduire iden

tique à lui-même à une même température, le p lomb , par exemple. 

Désignons ce métal par l ' indice o . Ce métal une fois choisi , la 

quantité 

h a ( T ) - h o ( T ) 

sera une quantité dépendant uniquement de la température et de 

la nature du métal a. Nous poserons 

(15) 

( ' ) A . - C . BECQUEREL, Loc. cit. 



et nous dirons que Y a ( T ) est, à la température T , le pouvoir 

thermo-électrique du métal a rapporté au plomb. 

L'égalité qui donne deviendra alors 

( 1 6 ) 

On voit donc que si, pour chaque métal, on connaît le pou

voir thermo-électrique rapporté au plomb, et cela à toute tem

pérature, on sait, en toutes circonstances, prévoir les effets 

d'une chaîne thermo-électrique quelconque. 

Nous verrons, au § 5, comment on peut déterminer les pouvoirs 

thermo-élect r iques rapportés au p lomb. Pour le moment, discu

tons les conséquences de l'égalité (16). 

Sur l'axe des abscisses d'un système de coordonnées rectangu

laires (fig. 1o3) , portons les températures absolues T . Portons les 

pouvoirs thermo-électriques en ordonnées . Soient A A ' , BB', les 

courbes qui représentent les pouvoirs thermo-élecir iques y a ( T ) , 

Y b ( T ) , des métaux a et b. 

Menons par les points d'abscisses T 0 , T1 , des parallèles , 

, à O Y . Il est aisé de voir que l ' a i r e r e p r é s e n t e 

en valeur absolue la force é lec t romotr ice , et cette 

force sera positive ou négative selon que la ligne A A.' sera au-

dessus ou au-dessous de BB'. 

Pour étudier les variations de la force é lect romotr ice 

avec la température T 1 ; il suffira de laisser invariable la ligne 

et d'étudier les variations que subit l'aire lors

qu 'on déplace parallèlement à el le-même l 'o rdonnée 

Il peut arriver que, dans toute l 'é tendue du champ où se font les 

expér iences , la l igne BB' soit constamment au-dessus ou constam

ment au-dessous de la ligne A A ' ; l'aire p récédente , et par consé -



quent la force é lec t romotr ice du couple , gardent un signe constant, 

et leur valeur absolue croît en même temps que la différence entre 

la température de la soudure chaude et la température de la sou

dure froide. 

Beaucoup de couples présentent ces phénomènes simples; mais 

il peut arriver que les deux l ignes A A ' , B B ' se coupen t en un 

point C (fig- 104) , dont la température S soit comprise dans le 

champ des expér iences . 

Supposons , pour fixer les idées , qu ' aux températures inférieures 

à 2f la courbe A A ' soit au-dessus de la courbe B B ' . Prenons la 

température T 0 infér ieure à S . 

1" La température T 1 , partant de T0, demeure d 'abord, elle 

aussi , inférieure à £f (fig- 104)- La force électromotrice est alors 

posi t ive . L e courant va du métal a au métal b au travers de la sou

dure froide. La force électromotrice croît en même temps que la 

température de la soudure chaude , mais d'autant moins vite que 

cette température est plus é levée . 

a" La température T1 atteint, puis dépasse la température 2r, 

que l 'on nomme le point neutre. A partir de ce moment ( f ig . 105), 

la force électromotr ice cesse de croître, car l'aire doit être 



comptée négativement et retranchée de l'aire . Toutefois la 

force é lectromotr ice demeure d'abord positive. 

3° Mais T | , continuant à croître, peut atteindre une valeur t 

(fig. 106) pour laquelle l'aire cab est égale à l'aire . Pour 

cette température d'inversion, la force électromotr ice s'annule. 

Lorsque la température de la soudure chaude devient supérieure à 

la température d'inversion, l'aire à retrancher devient su

périeure à l'aire dont on la retranche. La force é l ec t romo

trice devient négative, et le courant passe du métal b au métal a 

au travers de la soudure froide. 

A u moment où la température de la soudure chaude est égale 

à la température d'inversion, l 'équilibre électrique est établi sur 

le système, car , on le voit aisément, l'égalité (12) est alors 

vérifiée. 

La température du point neutre dépend seulement de la nature 

des deux métaux a et b ; mais il n'en est pas de même de la tem

pérature d' inversion, qui dépend en outre de la température T 0 

de la soudure froide, et est d'autant plus é levée que la température 

de la soudure froide est plus basse. 

Si, sur deux axes de coordonnées rectangulaires, on porte en 

abscisses les températures T1 de la soudure chaude, et en o rdon

nées les forces é lec t romotr ices , on obtiendra une 

courbe représentée par la fig. 107. 

Le couple fer-cuivre a, le premier, offert aux physiciens de 

semblables propr ié tés ; lorsque la température de la soudure 

chaude est peu é l evée , le courant va du fer au cuivre au travers 

de la soudure f ro ide; mais, lorsqu'on élève au rouge la tempéra

ture de la soudure chaude, en laissant la soudure froide à la 



température ordinaire, le courant change de sens. Ce phénomène 

a été constaté pour la première fois par Cumming ( 1 ) . 

A . - C . Becquerel (2) a montré qu 'on obtenait les mêmes phé

nomènes avec les couples z inc-or et zinc-argent. Mais c'est à 

Gaugain ( 3 ) que l 'on doit d'avoir complètement éclairci le phéno

mène de l ' inversion. 

La théorie ne fournit aucune indication sur la forme des 

courbes A A ' , BB', qui représen ten t , pour chacun des deux mé

taux a et b, le pouvoi r thermo-électrique rapporté au p lomb . On 

peut, c o m m e première approximation, confondre ces courbes avec 

deux lignes droites (fig. 108). 

Dans ce cas, l'aire du trapèze , qui représente la force 

é lectromotr ice s 'exprime aisément en fonction des 

températures T 0 , T1 et de la température 3 du point neutre. On 

(1) THOMSON, Ann. phil., 1" série, t. VI, p. 3 2 1 ; 1823. 

(2) A . - C . BECQUEREL, Traité d'Électricité en 3 volumes, t. I, p. 160. 
(3) GAU&AIN, Mémoire sur les courants thermo-électrigues (Annales de Chimie 

et de Physique, 3° série, t. LXV, p. 5 ; 1862) . 



trouve 

(17) 

Cette formule représente fort exactement les résultats des diverses 

expér iences de Gaugain. Elle a été donnée d'abord par M. Avena-

rius ( 1 ) . Peu d'années après, elle a été retrouvée par M . Tait ( 2 ) . 

La méthode suivie par M. Tait pour y parvenir est reproduite 

dans tous les traités de Physique. Elle pourrait aisément, par sa 

forme, induire en erreur sur le caractère de la formule (17) et lui 

faire attribuer la valeur d'une formule rigoureusement exacte, 

tandis qu'elle n'est qu 'approchée . 

Les recherches très précises de MM. Chassagny et Abraham ( 3 ) 

montrent que les écarts entre les résultats de l 'expérience et la 

formule de M M . Avenarius et Tait surpassent la limite des er

reurs d'observation, du moins si l 'on admet que l 'on puisse c o n 

fondre la température lue sur le thermomètre à hydrogène avec la 

température absolue. 

Si le point neutre est très éloigné du champ des expér iences , 

les deux lignes A A ' , BB' peuvent être assimilées à deux droites 

parallèles, et l 'on a 

La force é lec t romotr ice du couple thermo-élect r ique est p r o 

portionnelle à la différence des températures absolues des deux 

soudures. Un tel couple est dit couple à marche régulière. 

Le couple antimoine-bismuth a une marche sensiblement régu

lière. 

§ 4. — Relation entre les phénomènes thermo-électriques 
et les différences de niveau potentiel au contact. 

La force é lect romotr ice d'une chaîne thermo-électr ique formée 

par les deux métaux a et b et dont les deux soudures sont aux 

( 1 ) AVENARIUS , Ueber electrische Differenzen der Metalle bei verschiedenen 
Temperaturen (Poggendorff's Annalen, t. C X X I I , p. 193; 1864) . 

(2) TAIT, On thermo-electricity (British Association Repertorium, t. X L I , 
p. 48 ; 1 8 7 1 ) . 

(3) CHASSAGNY et ABRAHAM, Recherches de thermo-électricité (Comptes ren
dus, t. C X I , p. 477, 602 et 7 3 2 ; 1890) . 



températures T 0 et T1 est représentée par la formule 

Soient les valeurs de la quantité 0 à la tempéra

ture T , à l 'intérieur des deux métaux a et b. On sait que l'on a 

[Livre IV , Ch. II , égalité (16)] 

ce qui donne 

Mais , d'autre part, lorsque les deux métaux a et b sont au 

contact, que tous leurs points sont à une même température T, 

que l 'équilibre est établi sur le conducteur qu'ils forment, le 

niveau potentiel à l ' intérieur du conducteur a surpasse le niveau 

potentiel à l ' intérieur du conducteur b d'une quantité 

On a donc 

( . 8 ) 

Cette relation simple s 'étend à une chaîne formée d'un nombre 

quelconque de métaux a, b, c, d. Soient T 0 , T1, T 2 , T 3 les tem

pératures des soudures ( a , b), (b, c), ( c , d), (d, a). Nous aurons, 

en comptant positivement la force é lectromotr ice e lorsqu'elle tend 

à faire marcher le courant dans le sens abcda 

( 1 9 ) 

D o n c , au facteur s, près, la force électromotrice d'une chaîne 

thermo-électrique est égale et de signe contraire à la somme 

des CHUTES qu'éprouve le niveau potentiel lorsqu'on traverse 

les couches d'épaisseur qui avoisinent les soudures, 

dans le sens de parcours où la force électromolrice est comptée 

positivement. 



Telle est la relation ( 1 ) très simple qui lie les phénomènes 

thermo-électr iques aux chutes de niveau potentiel qui caractérisent 

l 'équilibre entre deux métaux au contact. 

Le signe du second membre de cette relation a quelque chose 

de paradoxal. C laus ius ( 2 ) , qui s'est occupé le premier de rechercher 

au point de vue théorique une relation entre les phénomènes 

thermo-é lec t r iques et les chutes de niveau potentiel au contact, 

avait été amené à écrire une relation qui devient, par l 'emploi de 

nos notations, 

(20) 

D'après Clausius, au facteur s près, la force électromotrice 

d'une chaîne thermo-électrique est égale et de signe contraire 

à la somme des ACCROISSEMENTS qu'éprouve le niveau potentiel 

lorsqu'on traverse les couches qui avoisinent les soudures, 

dans le sens de parcours où la force électromotrice est comptée 

positivement. 

La formule de Clausius donnerait, pour la force électromotr ice 

thermo-électr ique, une valeur exacte, mais un signe faux. Cette 

remarque a d'autant plus d' importance qu'un grand nombre d'au

teurs prennent la relation (20) comme point de départ de la théorie 

des courants thermo-électr iques. 

La relation (19) ne peut être soumise au contrôle direct de 

l ' expér ience . La force é lec t romot r ice C est mesurable ; mais il 

n'en est pas de même des quantités qui figurent au second membre. 

On a, en effet, 

(') P . DUHEM, Sur la relation qui lie l'effet Peltier à la différence de niveau 
potentiel de deux métaux au contact (Annales de Chimie et de Physique, 
6° série, t. X I I , p. 433 ; 1 8 8 7 ) . Dans ce travail j'ai, par erreur, regardé la rela
tion ( 1 9 ) comme étant identique à la relation ( 2 0 ) . 

(2) R. CLAUSIUS , Ueber die Anwendung der mechanischen Wàrmetheorie 
auf die thermoelektrischen Erscheinungen, équation 15 (Poggendorffs Anna-
len der Physik und Chemie, t. X C , p. 5 1 3 ; 1853. — Théorie mécanique de la 
chaleur, traduite en français par F. Folie, t. I I ) . 



et nous avons vu que les méthodes employées pour déterminer les 

différences de niveau potentiel au contact de deux métaux four

nissaient seulement la mesure de la quantité 

§ 5. — Relation entre les phénomènes thermo-électriques 
et l'effet Peltier. 

C'est à Sir W . Thomson que l 'on doit d'avoir donné, dans le 

Mémoi re que nous avons cité au début du § 2 , la relation qui lie 

les phénomènes thermo-électr iques à l'effet Peltier. 

Nous avons vu que l'effet Peltier produit pendant le temps dt, 

par un courant d'intensité J qui passe du métal a au métal b, était 

donné par les formules [Chapitre VI I I , égalité ( 1 2 ) ] 

( 2 1 ) 

1° Supposons que l 'on considère le p lomb o et le métal a, la 

seconde, égalité (21) donnera, en vertu de l'égalité ( 1 5 ) , 

( 2 2 ) 

Si donc, à toute température T , on mesure l'effet Peltier 

produit par le passage d'un courant du plomb au métal a, on 

aura, par l'égalité (22) , le pouvoir thermo-électrique du métal 

a rapporté au plomb. 

M. Leroux (1 ) a employé cette méthode pour déterminer le 

pouvoir thermo-électr ique d'un grand nombre de métaux par rap

port au p l o m b . 

2" L'égalité (14 bis) 

( 1 ) F . - P . LEROUX, Recherches sur les courants thermo-électriques, Mémoire lu 
à l'Académie des Sciences le 20 avril 1S66 (Annales de Chimie et de Physique, 
4° série, t. X, p. 2 0 1 ; 1867) . 



devient, en vertu des égalités ( I ) , 

( 2 3 ) 

Cette remarquable relation prête à des vérifications expér imen

tales. Par exemple, M. Be l l a t i ( 1 ) a étudié avec grand soin la force 

é lec t romotr ice thermo-électr ique du couple fer-zinc dont la sou

dure froide est maintenue à o ° C . ( T 0 = 273), tandis que la tem

pérature de la soudure chaude varie de o° C. à 120 0 C. 11 a trouvé 

que cette force é lect romotr ice pouvait être représentée par la 

formule 

Pour T1 — 273 = 13° ,8 , cette formule, jointe à l'égalité (23), 

donne 
P ( T 1 ) = o c a l , 006065. 

La mesure directe de l'effet Peltier à cette température donne 

P ( T 1 ) = o c a l , 005923. 

L'erreur est inférieure à du nombre à mesurer; cette concor 

dance paraîtra très satisfaisante si l 'on tient compte des n o m 

breuses données expérimentales nécessaires pour effectuer la 

comparaison et de la difficulté que présente la détermination de 

chacune d'elles. 

3" Les diagrammes (fig. 109) qui représentent par les courbes 

A A ' , BB' les pouvoirs thermo-électr iques de deux métaux par 

rapport au p lomb fournissent immédiatement, à chaque tempéra-

(') BELLATI, Atti del B. Istituto Veneto, 5° série, t. V; 1879. 

D . — I. 33 



ture, le coefficient de l'effet Peltier entre ces deux métaux. En 

effet, les relations (15) et (21) donnent 

à l ' inspection de la Jig. 1o9, on voit que cette relation peut 

s'écrire 

l'aire étant c o m p t é e positivement lorsque le point a est au-

dessus du point b. 

Cette représentation géométr ique nous permet de prévoir le 

sens des phénomènes thermiques qui se produiront au voisinage 

des deux soudures d'une chaîne bimétall ique. Nous supposerons 

que la température varie peu dans les régions qui avoisinent les 

deux soudures, de façon à pouvoir appliquer dans ces régions les 

lois relatives au phénomène de Peltier. 

Supposons en premier lieu la courbe A A ' constamment au-des

sus de la courbe BB' dans le champ des expér iences ( f i g . 1o3) . 

Nous savons que, dans ce cas, le courant passe du métal a au 

métal b au travers de la soudure froide. D o n c , d'après la règle 

p récéden te , le courant échauffe la soudure froide et refroidit la 

soudure chaude. 

Considérons maintenant le cas où les deux courbes A A ' , BB' 

se coupent en un point neutre C , la courbe A A ' étant au-dessus 

de la courbe BB' lorsque la température est inférieure au point 

neutre. Supposons la température T 0 de la soudure froide main

tenue au-dessous du point neutre. 

Tant que la température T , de la soudure chaude est aussi in

férieure au point neutre (fig. 1o4), le courant échauffe la soudure 

froide et refroidit la soudure chaude. 

Lorsque la température T1 (fig. 1o5) est comprise entre le 

point neutre et la température d'inversion, le courant échauffe 

les deux soudures. 

Lorsque la température T 1 surpasse la température d'inversion 

( f i g . 106) , le courant refroidit les deux soudures. 



CHAPITRE X. 

L ' E F F E T T H O M S O N . 

§ 1. — L e transport électrique de la chaleur. 

La théorie des courants permanents repose, dans tous les cas, sur 

deux principes hypothét iques dont l'un est obtenu au Chapitre IV , 

en généralisant la loi d 'Ohm, l'autre au Chapitre V I , en généra

lisant la loi de Joule. L'application du premier aux conducteurs 

métalliques dont la température n'est pas uniforme nous a fourni 

l 'ensemble des conséquences exposées au Chapitre précédent . A p 

pliquons maintenant notre second principe à ces mêmes c o n 

ducteurs. 

Considérons un conducteur métallique dont tous les points ne 

sont pas à la même température et, à l 'intérieur de ce conducteur, 

traçons une surface fermée S. Soit Ni la normale en un point à 

cette surface, normale dirigée vers l'intérieur de l'espace qu'en

ferme cette surface. 

Supposons qu 'on conserve à l'intérieur de cette surface, pendant 

le temps dt, les courants uniformes qui parcourent le système, mais 

qu 'on supprime tout courant à l 'extérieur de cette surface. Dans 

cette hypothèse, le système éprouverait pendant le temps dt un 

changement de distribution électr ique. Chaque é lément dS de la 

surface S prendrait une charge 

— [u c o s ( N i , x) w c o s ( N i , y) + w cos (Ni , z)] dS dt. 

Ce changement de distribution électrique ferait éprouver une 

variation SU à l 'énergie interne du système supposé sans courant; 

ce système dégagerait une quantité de chaleur . Le 

principe que nous voulolns appliquer énonce que le volume que 

limite la surface dégage dans le temps dt une quantité de chaleur 

dQ = dQ', 



ce qui peut encore s'écrire 

Or l'égalité (I) du Chapitre précédent permet de calculer 8U et 
l 'on obtient ainsi 

Si nous remarquons que l 'on a [Livre IV , Chap. II, égalités (16 ) 
et (17)] 

que l 'on a en outre, en tout point intérieur à la surface S, 

on verra sans peine que l 'on peut écrire 

(0 

Cette égalité, devant avoir lieu quelle que soit la forme de la 
surface S, fournit l 'expression de la quantité de chaleur dégagée 
dans le temps dt par un élément de volume du conducteur. 

Si l 'on observe que l 'on a [Chap. I X , égalité ( 5 ) ] 

on voit sans peine que la quantité de chaleur dégagée pendant le 



temps dt, par un é lément d'un conducteur métallique dont la tem

pérature n'est pas uniforme et que parcourent des courants per

manents, est donnée par l'égalité 

(2 ) 

E d Q = R (u2 + v2 + w2) dx dy dz dt 

Le premier terme du second membre représente le dégage

ment de chaleur donné par la loi de Joule. 

Le deuxième terme représente l'effet Peltier. Il disparaît si la ma

tière du conducteur est homogène autour de l 'é lément dx dy dz; 

mais il ne change pas de valeur selon que la distribution des tem

pératures est uniforme ou non autour de l 'é lément dx dy dz. 

Le troisième terme, au contraire, demeure le même, que la ma

tière du conducteur soit homogène ou non autour de l 'é lément 

dx dy dz; mais il s'évanouirait si la température était distribuée 

d'une manière uniforme autour de cet é lément . 

Soit f le flux électr ique au point (x, y , z). Soit F le flux calo

rifique au même point . Si l 'on désigne par K la conductibilité 

calorifique de la substance qui forme le conducteur, ce dernier 

flux aura pour composantes 

et le troisième terme de E d Q pourra s 'écrire 

O n voit qu'il change de signe selon que la direction du flux calo

rifique et la direction du flux électr ique font entre elles un angle 

aigu ou un angle obtus. Toutes choses égales d'ailleurs, il est p ro 

portionnel en grandeur à chacun de ces deux flux. 

Le phénomène auquel correspond la présence de ce terme dans 

l 'expression de E d Q porte le nom d'effet Thomson. 

C'est en effet Sir W . Thomson ( 1 ) qui, dans sa belle étude 

( 1 ) Sir W . THOMSON, On a mechanical theory of thermo-electric currents 
(Proceedings of the Royal Society of Edinburgh, Déc. I85I. — Philosophical 



théorique sur les courants thermo-électr iques, a énoncé , comme 

conséquence de la Thermodynamique , cette proposi t ion : Un 

courant électrique produit des effets thermiques différents 

selon qu'il passe du chaud au froid ou du froid au chaud dans 

un même métal. 

Peu d'années après, Sir W . Thomson ( 1 ) a vérifié expé r imen

talement cette conséquence de la théorie , en employant le procédé 

suivant. 

Un paquet de fils de fer, serré en a et b (fig. 110), s 'épanouit 

dans trois cuves identiques A , B, C. Les cuves extrêmes A et C 

contiennent de l'eau froide et la cuve médiane B, de l'eau bouillante. 

Les port ions a et b, entourées de coton cardé pour atténuer le 

rayonnement, contiennent chacune un thermomètre très sensible. 

Dans ce paquet de fils de fer, lançons un courant dans la direction 

A B C . En a, ce courant va du froid au chaud, tandis qu'en b il 

marche du chaud au froid. En a et b, les flux de chaleur seront 

sensiblement les mêmes ; mais, en a, le flux de chaleur sera dirigé 

en sens contraire du courant électr ique et en b il sera dirigé dans 

le sens du courant. Soient T la température extér ieure , Ta la tem

pérature du thermomètre a, Tb la température du thermomètre b. 

Soit J l 'intensité du courant. Soit R la résistance spécifique du 

métal. Posons enfin 

(3) 

Magazine, 4° série, t. III, p. 529 ; 1852. — W. Thomson's mathematical and 
physical Papers, t. I, p. 316). 

(1) Sir W. THOMSON, Experimental researches in thermo-electricity (Procee
dings of the Royal Society, t. VII; 1854. — Thomson's Papers, t. I, p. 460). — 
On the Electrodynamic qualities of metals (The Bakerian Lecture) (Philo
sophical Transactions of the Royal Society, t. III, p. 661 ; 1836. — Thomson's 
Papers, t. II, p. 1 8 9 ) . 



Nous aurons évidemment 

Ka, K'a, Kb , K'b étant quatre coefficients positifs qui dépendent de 

la température des cuves et de la construction de l'appareil. 

Faisons maintenant passer le courant en sens contraire ; les deux 

thermomètres marqueront des températures T'a et et nous 

aurons 

L'observation montre que Ta diffère très peu de T'a et Tb très peu 

de T'b. On a alors sensiblement 

R ( T a ) = R(T' a), 

R(T b ) = R(T'b) 

et, par conséquent 

Le premier membre serait égal à o si l'effet Thomson n'existait pas. 

Sir W . T h o m s o n a trouvé que, pour le fer, le premier membre a 

une valeur positive fort petite. D o n c , pour le fer, l'effet Thomson 

existe, mais est très petit ; de plus, p. ( T ) est positif, ce qui 

prouve, en se reportant aux égalités (2) et ( 3 ) , qu'un courant dé

gage plus de chaleur dans le fer en passant du froid au chaud qu'en 

passant du chaud au froid. L'inverse a lieu pour le cuivre. 

En remplaçant les thermomètres par des soudures thermo

électriques, M . Leroux ( 1 ) a donné au procédé une plus grande 

sensibilité, qui lui a permis de constater la proportionnalité de 

l'effet Thomson à l 'intensité du courant. De plus, en faisant usage 

de l'égalité 

il a pu déterminer, pour différents métaux, des nombres p ropor 

tionnels au coefficient [ A ( T ) ; il lui a suffi pour cela de donner, 

pour tous ces métaux, même valeur au coefficient K' a , ce qu'il a 

(') LEROUX, Recherches sur les courants thermo-électriques (Annales de 
Chimie et de Physique, 4e série, t. X, p. 201 ; 1867). 



obtenu en disposant de la section des fils employés et du vernis 

qui les recouvre de manière à leur donner même coefficient de 

conductibilité interne et même pouvoir émissif. 

Il a trouvé ainsi les nombres suivants, proport ionnels au facteur 

y-(T) : 

Bismuth . 
Fer 
Maillechort 
Alliage d'antimoine d'Edmond Becquerel . . . 

Platine 
Aluminium 
Étain . 
Plomb 
Laiton 
Cuivre 
Argent 
Bronze d'aluminium 
Zinc 
Cadmium 
Antimoine 
Alliage de 10 parties de bismuth pour I partie 

d'antimoine 

La théorie nous fournit une relation entre les effets Thomson 

présentés par différents métaux et les effets Peltier, produits par 

le passage de l 'électricité de l'un à l'autre de ces métaux. 

En effet, le coefficient de l'effet Peltier a pour valeur [ C h a 

pitre VI I I , égalité ( 1 2 ) ] 

On a d o n c , d'après l'égalité ( 3 ) 

(4) 

La petitesse de l'effet T h o m s o n n'a pas permis, jusqu ' ic i , de sou

mettre cette relation à une vérification expér imentale . 

§ 2. — Remarque sur la théorie de Clausius. 

R . Clausius ( ' ) a donné, en 1853 , une théorie des phénomènes 

O R . CLAUSIUS, Ueber die Anwendung der mechanischen Wärmetheorie auf 
die thermo-electrischen Erscheinungen (Poggendor ff's Annalen, t. XC, p. 513 ; 
1853. — Théorie mécanique de la chaleur. Trad. en français par F. Folie, t. II). 

31 
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0 , 1 
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thermo-électriques qui ne concordait nullement avec celle de Sir 

W . T h o m s o n . Dans cette théorie, il prenait pour point de départ 

les proposit ions suivantes : 

1° La différence de niveau potentiel entre les parties internes 

de deux métaux en contact est, à une température déterminée, 

proport ionnelle au coefficient de l'effet Peltier qui se produit entre 

ces deux métaux à celte température. 

2° L'effet Thomson n'existe pas. 

D e ces points de départ, Clausius déduisait deux conséquences 

fondamentales : 

1° Tous les couples thermo-électriques sont à marche régulière. 

2° La grandeur de l'effet Peltier à la soudure de deux métaux 

est proportionnelle à la température absolue de cette soudure. 

Bien que ces conséquences ne puissent être acceptées d'une 

manière générale et que, par conséquent , la théorie de R . Clausius 

ne puisse être conservée dans son intégrité, il est intéressant de 

dire un m o t de cette théorie qui a exe rcé une grande influence sur 

les travaux des physiciens. 

V o y o n s donc quelles sont les conséquences logiques de chacun 

des deux postulats de R . Clausius. 

Supposons, en premier lieu, que l'effet Thomson n'existe pas 

pour deux métaux a et b. 

Les égalités 

(5 ) 

jointes à l'égalité ( 4 ) , donnent alors 

Le coefficient de l'effet Peltier qui se produit entre ces deux 

métaux est proportionnel à la température absolue. 

Les égalités (4) et (5) donnent d'ailleurs 

H a ( T ) - H b ( T ) = . ( K a - K 6 ) , 

Ka et Kb étant deux quantités indépendantes de la température; 

on a alors [Chapitre I X , égalité (14 bis)], 



La force électromotrice d'un couple thermo-électrique formé 

avec ces deux métaux est proportionnelle à la différence des 

températures absolues des deux soudures. 

L'égalité [Chapitre VII I , égalité (14)] 

devient 

On a donc 

X étant une quantité indépendante de la température, et, par con 

séquent, 

La différence de niveau potentiel des deux métaux subit des 

variations proportionnelles aux variations de la température 

absolue et mesurée par les variations du coefficient de l'effet 

Peltier. La proportionnalité de la différence de niveau poten

tiel avec le coefficient de l'effet Peltier est compatible avec 

cette loi sans être nécessitée par elle. 

Ainsi , en prenant seulement pour point de départ la non-exis

tence de l'effet Thomson , on est conduit à toutes les propositions 

qui constituent la théorie de Clausius, sauf à la proportionnalité 

des différences de niveau potentiel au phénomène de Peltier. 

Inversement, supposons qu 'on prenne pour point de départ 

unique la proportionnalité de l'effet Peltier à la différence de 

niveau potentiel de deux métaux en contact, comme l'a fait 

M. Potier ( 1 ) . 

L'égalité 

devant se réduire maintenant à 

(') POTIER, Sur la théorie du contact (Journal de Physique, 2° série, t. IV, 
p. 220; 1885). 



on aura forcément 

La différence de niveau potentiel entre deux métaux en con

tact, et, partant, le coefficient de l'effet Peltier, sont propor

tionnels à la température absolue. 

L'égalité (14 bis) du Chapitre I X va donner 

La force é l e c t r o m o t r i c e thermo-électrique est proportionnelle à 

la différence des températures absolues des deux soudures. 

Enfin, on trouve sans peine 

L'effet Thomson suit la même loi pour tous les métaux ; il n'est 

pas nécessairement nul. 

On retrouve encore, dans ce cas, toutes les propositions de 

R . Clausius, sauf l'égalité à o de l'effet Thomson . 



LIVRE VI. 

CHAPITRE PREMIER. 

§ 1. — La loi de Faraday. 

Nous avons vu que, lorsqu 'on faisait passer un courant au tra

vers d'un voltamètre contenant du sulfate de cuivre, le sulfate de 

cuivre était d é c o m p o s é ; une certaine quantité de cuivre se d é p o 

sait sur ce que nous avons nommé l 'é l ec t rode négative, tandis 

que l 'é lectrode posit ive, supposée en cuivre, était r ongée . 

Ce fait n'est pas i so lé ; la plupart des liquides composés , lors

qu'ils sont traversés par l 'é lectr ici té, subissent une décompos i 

tion chimique. Ce phénomène est ce qu 'on nomme l 'e lec t ro l y se . 

L'é lec t ro lyse a été é tudiée avec beaucoup de soin par Faraday, 

qui est parvenu à mettre en lumière une loi fondamentale très 

simple à laquelle obé i t ce phénomène . 

Dans un voltamètre où le passage de l 'électricité dans un sens 

déterminé peut donner lieu seulement à une réaction chimique de 

formule bien déterminée , le poids des corps mis en jeu par la 

réaction produite dans un temps déterminé dépend exclusivement 

de la quantité d'électricité qui a passé au travers du voltamètre 

pendant ce temps et est r igoureusement proport ionnel à cette 

quantité. 11 est indépendant de l ' intensité du courant; de la 

forme, de la grandeur du voltamètre; de l 'état dans lequel se trou

vent les corps entrant en réaction. Pourvu que la formule de la 

réaction demeure la même, toutes les autres circonstances peuvent 

changer sans altérer le coefficient qui, multiplié par la quantité 

L E S É L E C T R O L Y T E S . 

LA FORCE ÉLECTROMOTRICE D'UNE PILE. 



d'électricité mise en mouvement , donne le poids de chaque corps 

entré en combinaison ou mis en l iberté. 

Telle est la première loi de Faraday. A cette loi, Faraday en a 

jo int une seconde indiquant comment ce nombre varie avec la 

nature de la réaction qui peut se produire dans l 'é lect rolyte . Mais 

cette seconde lo i , dont l ' énoncé donne lieu à certaines difficultés, 

ne nous sera pas utile par la suite; la première nous suffira pour 

donner la définition de l 'e l ec t ro l y t e . 

Le conducteur métallique était caractérisé par ce fait que 

l 'électricité pouvait se déplacer en toute direction dans son inté

rieur sans y produire aucun changement d'état physique ou chi

mique. 

Le conducteur électrolytique, au contraire, sera caractérisé 

par ce fait que le transport d'une charge électr ique d'un bout à 

l'autre de ce conducteur dans un sens déterminé y donne lieu à 

une réaction chimique de formule déterminée, et que cette réac

tion met en j eu des poids des divers corps proportionnels à la 

quantité d'électricité mise en mouvement . 

Ainsi , pour définir un élect rolyte , il faut connaître non seule

ment l'état physique et chimique de ses diverses parties, mais 

encore la nature de la réaction que produit une unité d'électricité 

positive traversant cet é lect rolyte , soit dans un sens, soit dans 

l'autre. 

Cette définition appelle de suite une remarque. La manière 

dont l 'é lectrolyte est défini ne nous permettra pas d'étudier des 

modifications réelles ou virtuelles dans lesquelles l 'électricité serait 

transportée seulement d'un point de l 'é lectrolyte en un point 

voisin, car nous n'avons pas défini la manière dont se comporte 

l 'électrolyte pour un semblable déplacement . Nous devrons tou

jours supposer notre é lec t ro ly te compris entre deux électrodes 

métalliques et envisager seulement des modifications dans les

quelles l 'électricité passe d'une électrode à l'autre en traversant 

tout l 'é lectrolyte . 

Cela nous montre d'avance que la théorie des électrolytes que 

nous allons développer ne pourra pénétrer aussi loin dans l 'étude 

de ces corps que nous l'avons fait pour l 'étude des conducteurs 



métalliques. Malgré cette restriction, nous pourrons établir un 

certain nombre de propositions qui sont, en Physique, d'un haut 

intérêt. 

§ 2. — Propriétés d'une pile ouverte. 

Dans un liquide électrolysable plongent deux conducteurs mé

talliques qui ne sont mis en communicat ion électrique l'un avec 

l'autre que par l 'intermédiaire de l 'é lectrolyte . Le système est sou

mis à des forces données . Cherchons à quelle condit ion l 'équilibre 

électrique sera établi sur un semblable système. 

Le potentiel thermodynamique interne du système a pour va

leur [Livre I V , Ch. II, égalité (15) ] 

(1) 

les diverses lettres ayant la signification indiquée au Chapitre que 

nous venons de citer. 

Une modification réelle ou virtuelle du système fait varier F de 

o.f. En même temps, les forces extérieures appliquées au système 

effectuent un travail dGe. On obtiendra les condit ions d'équilibre 

du système en écrivant que, pour toute modification réelle ou 

virtuelle imposée à ce système, on a 

( 2 ) 

Considérons d'abord, comme modification virtuelle, le passage 

d'une quantité d'électricité positive dq du point M situé à l ' inté

rieur de l'une des électrodes A au point N situé à l 'intérieur de 

l'autre é lec t rode B. 

Ce passage donne lieu à une réaction chimique de grandeur dé

terminée et proportionnelle à dq. Cette réaction fait éprouver à 

une variation . Les forces extér ieures 

appliquées au système effectuent un travail dSe. On peut écrire 

(3 ) 

C étant une quantité qui dépend de la nature de la réaction que 

produit l 'électricité positive en passant de M en N, de l'état phy

sique où se trouvent les divers corps qui prennent part à cette 

réaction et des forces extérieures qui agissent sur le système. 

La variation 8 W peut se partager en deux ; une première partie 



de cette variation est représentée par le terme 

V A et V B étant les niveaux potentiels à l'intérieur des deux é lec 

trodes A et B ; une deuxième partie 8' jW provient du déplacement 

qu 'ont dû subir les unes par rapport aux autres les diverses par

ties électr isées de l 'é lect rolyte . Cette partie ne pourrait être cal

culée sans une connaissance complète des lois de la distribution 

électr ique sur l 'é lectrolyte . Or , pour les raisons indiquées à la fin 

du paragraphe p récéden t , nous ne pouvons espérer d'acquérir 

cette connaissance. Nous prendrons donc le parti de négliger 

o",W, ce qui, comme nous le verrons, n 'empêchera pas les résul

tats obtenus d'être très conformes à l ' expér ience pour les piles et 

les voltamètres de dimensions ordinairement employées . 

Pour la même raison, nous réduirons la quantité 

à 

négligeant les termes qui peuvent provenir du changement d'état 

de l 'é lect rolyte . 

Le travail non compensé dx, engendré par la modification que 

nous venons de considérer, aura pour valeur 

(4) 

et cette modification sera impossible si l 'on a 

(5) 

Prenons maintenant une autre modification virtuelle : le pas

sage d'une quantité d 'électricité positive dq du point N au point M . 

Nous aurons, dans ce cas, 

Le passage de la charge électrique produit une certaine réaction 

chimique qui peut être différente de celle qui est produite par le 

transport en sens contraire. Cette réaction fait varier 

de ; les forces extérieures effectuent un travail <i<v 



Nous poserons 

( 6 ) 

C' étant une quantité analogue à C. 

Notre modification donnera naissance à un travail non c o m 

pensé dx' ayant pour valeur 

(7 ) 

et cette modification sera impossible si l 'on a 

(8) 

Pour qu'il puisse y avoir équil ibre sur le système, il faut que 

l 'électricité ne puisse traverser l 'é lectrolyte ni dans un sens ni 

dans l'autre. Il faut, par conséquent , que l 'on puisse trouver deux 

valeurs V A , V B , du nouveau potentiel satisfaisant à la fois aux 

deux conditions (5) et (8). 

Trois cas sont à distinguer : 

1° On a 

(9 ) 

Dans ce cas, aucun équilibre électrique n'est possible sur le 

système. Prenons un exemple de ce cas. 

On plonge deux morceaux de fer dans l 'acide chlorhydrique. 

L 'électr ic i té , eu passant de l'un à l'autre dans quelque sens que 

ce soit, tend à ronger l 'une des électrodes de fer pour former du 

chlorure de fer et à dégager de l 'hydrogène sur l'autre. La réaction 

étant la même dans les deux sens, on a 

D'ailleurs, la transformation du fer et de l'acide chlorhydrique 

en chlorure de fer et hydrogène est, par elle-même et sans aucun 

transport d 'électricité, un phénomène possible et non réversible. 

Ce phénomène entraînerait donc , dans le système supposé à l'état 

neutre, un travail non compensé positif. On a donc 

ou , d'après l'égalité ( 3 ) , 

L'inégalité ( y ) sera donc vérifiée dans le cas actuel; il sera im-

D. — I. 



possible de trouver sur le système une distribution électr ique qui 

empêche la réaction chimique de se produire. 

2° On a 

(10) 

Dans ce cas, l 'équi l ibre électrique est assuré sur le système 

pour une infinité de valeurs de la différence de niveau poten

tiel entre les deux électrodes. 

Il suffit, en effet, pour que cet équilibre ait lieu, que l 'on ait 

ou, en d'autres termes, que ( V B — V A ) soit au moins égal à 

et au plus égal à 

Un semblable système est dit polarisable; lorsque l 'équilibre 

est établi, le système est dit polarisé. 

Prenons-en un exemple. 

Deux électrodes de platine plongent dans l'eau acidulée. Dans 

quelque sens qu'une charge électrique passe de l'une à l'autre, 

l'eau est d é c o m p o s é e ; de l 'hydrogène se dégage sur l'une des é lec

trodes et de l 'oxygène sur l'autre. La réaction étant la même dans 

les deux sens, on a 

Sans transport é lectr ique, dans les condit ions ordinaires, l'eau ne 

peut se décomposer en oxygène et hydrogène ; elle est clans un 

état stable. La décomposi t ion en question correspond donc à un 

travail non compensé négatif; on a 

ou 

L'inégalité (10) est vérifiée, et le couple en question est polari

sable. 

3° On a 

(11) 



Dans ce cas, l 'équ i l ibre électrique a lieu sur le système pour 

une valeur bien déterminée de la différence du niveau poten

tiel entre les deux électrodes. Cette valeur est donnée par l 'éga

lité 

Prenons-en un exemple. 

Une lame de zinc et une lame de cuivre plongent dans une dis

solution de sulfate de zinc et de sulfate de cuivre. Si une certaine 

quantité d'électricité positive passe du zinc au cuivre, une certaine 

quantité de zinc est dissoute, tandis qu'une quantité équivalente 

de sulfate de cuivre se d é c o m p o s e et que le cuivre se précipi te . Si, 

au contraire, une quantité d'électricité positive passe du cuivre au 

zinc, la réaction inverse se produit . O n a donc bien 

D e tels systèmes sont dits non polarisables. 

Les systèmes non polarisables jouissent donc de cette propriété 

que, dans l'état d'équilibre électr ique, la différence de niveau p o 

tentiel entre les deux électrodes surpasse d'une quantité parfai

tement déterminée la différence de niveau potentiel 

qui s'établirait entre ces deux électrodes si elles étaient réunies 

l'une à l'autre, non par l 'é lectrolyte, mais par des métaux ayant 

tous la même température. 

Cette propriété est emp loyée pour obtenir des différences de 

niveaux potentiels étalons; la pile de Daniell, la pile de Latimer-

Clark, servent constamment à cet usage. 

§ 3. — Propriétés d'une pile fermée. 

Laissons maintenant de côté les systèmes du premier genre, sur 

lesquels l 'équilibre électr ique ne peut s'établir, et étudions seule

ment les systèmes des deux autres genres : polarisables et non 

polarisables. 

Etant donné un de ces systèmes, réunissons les deux métaux 

A. et B par une chaîne formée d'un seul métal ou de plusieurs mé

taux à la même température et demandons-nous si l 'équilibre é lec

trique est possible sur le système ainsi formé. 



A u x conditions d'équilibre déjà obtenues, il faut jo indre la con

dition que l 'on obtient en exprimant que le potentiel thermodyna

mique interne ne varie pas lorsqu'une charge dq passe du point 

M au point N ou inversement au travers du circuit métall ique. Cette 

condi t ion est 

(12) 

V o y o n s si elle est compatible avec les condit ions trouvées pré

cédemment . 

1° Couples non polarisables. 

Les deux condit ions d'équilibre 

sont incompatibles si l 'on n'a pas 

D'après la définition de C donnée par l'égalité ( 3 ) , cette égalité 

ne peut avoir lieu à moins que la réaction, dont la pile est le siège, 

supposée effectuée sans aucun phénomène électr ique, ne soit un 

phénomène révers ible . Excluons ce cas particulier et nous arri

vons à cette proposi t ion : 

Si l'on ferme par une chaîne métallique un couple non po-

larisable, l ' équ i l ibre électrique ne pourra plus subsister sur 

le système. 

2° Couples polarisables. 

Pour tous les couples polarisables, on a 

( 1 0 ) 

On peut alors ranger ces couples en trois classes : 

a. Ceux pour lesquels on a 

j3. Ceux pour lesquels on a 



y. Ceux pour lesquels on a 

Les deux conditions d'équilibre 

ne sont compatibles que pour les couples de la première classe. 

Ainsi , parmi les trois catégories de couples polarisables, les c o u 

ples de la catégorie a sont les seuls sur lesquels puisse s'établir 

l 'équilibre électr ique si l 'on ferme le circuit. Sur les autres, 

l 'équil ibre électrique est impossible . L e couple polarisable pris 

comme exemple au § 2 rentre dans cette catégorie a. 

Nous réserverons proprement aux couples polarisables de la ca

tégorie a le nom de voltamètres. 

Les couples non polarisables et les couples polarisables des ca

tégories jâ et y sont tels que l 'équilibre électr ique, possible sur un 

tel couple en circuit ouvert, devient impossible en circuit fermé. 

On donne à ces couples le n o m d'éléments voltaïques. 

Si l 'on ferme le circuit d'un é lément vol taïque, le système dont 

cet é lément fait partie va devenir le siège d'un courant permanent. 

Quelle sera l'intensité de ce courant? 

Pour répondre à cette question, nous ferons usage du premier 

des deux principes hypothét iques qui dominent toute la théorie des 

courants permanents, du principe obtenu au Chap. I V du Liv. V 

en généralisant la loi d 'Ohm. 

Rappelons ce principe : 

En un point (x, y , Z) d'un conducteur traversé par des c o u 

rants permanents, le flux électr ique a pour composantes u, v, w, et 

la résistance spécifique a pour valeur R. Si une charge électrique 

dq passait du point (x, y, z) au point 

(x + dx, y + dy, z + dz), 

dans le système supposé sans courant, elle donnerait lieu à une 

modification qui engendrerait un travail non compensé di et l 'on a, 

quels que soient dx, dy, dz, 

(13) 

Cela posé , considérons le circuit fermé que nous voulons é tu-



dier. Admettons que toutes les lignes de flux qui doivent être 

fermées se ferment après avoir parcouru la chaîne tout entière 

(fig- I I I ) . Considérons un canal de flux infiniment délié. Soit do> 

l'aire de sa section en un point , f le flux en ce point . Le produit 

garde la même valeur tout le long du canal de flux; le flux a même 

direction tout le long de ce canal. 

L e courant peut, dans ce canal, marcher dans le sens M Q N P ou 

bien dans le sens M P N Q . Discutons ces deux hypothèses : 

1° L e courant marche dans le sens M Q N P . 

Supposons qu'une charge positive dq décrive un é lément ds de 

ce chemin. Dans le système supposé sans courant, elle produirait 

un travail non compensé dt, et l 'on aurait, d'après l'égalité ( 1 3 ) , 

En intégrant les deux membres tout le long de la ligne fermée 

M Q N P M , on aurait 

5t étant le travail non compensé produit , dans le système supposé 

sans courant, par le passage d'une charge d'électricité positive dq 

au travers de la ligne fermée M Q N P M . 

Or ce travail se compose du travail non compensé produit par 

la charge dq en parcourant le chemin M Q N , travail qui a pour 

valeur, d'après l'égalité ( 4 ) , 



et du travail non compensé produit par la même charge en par

courant le chemin NPM, travail qui a pour valeur 

On a donc 

et, par conséquent , si le courant, dans le canal de flux considéré 

marche dans le sens M Q N P M , on a 

04) 

2° Le courant marche dans le sens M P N Q . On trouve alors , 

de la même manière. 

( 1 5 ) 

Les quantités qui figurent aux seconds membres des égalités 

(14) et (15) sont toutes positives. Chacune de ces égalités n'est 

donc possible que si son premier membre est positif. V o y o n s les 

divers cas qui se peuvent présenter : 

1° Couples non polarisables. 

On a alors 

Si C est positif, l'égalité (15) est impossible ; dans toutes les 

lignes de flux, le courant marche dans le sens M Q N P M . 

Si C est négatif, l 'égalité (14) est impossible; dans toutes les 

lignes de flux, le courant marche dans le sens M P N Q M . 

2° Couples polarisables. 

Si le couple appartient à la classe (3, on a 

L'égalité (14) est imposs ible ; dans toutes les lignes de flux, le 

courant marche dans le sens M P N Q M . 

Si le couple appartient à la classe y, on a 

L'égalité (15) est impossible; dans toutes les lignes de flux, le 

courant marche dans le sens M Q N P M . 



Ces résultats peuvent se réunir en l ' énoncé suivant : 

Dans une pile dont le circuit est fermé, toutes les lignes de 

flux sont parcourues par un courant de même sens. Ce courant 

marche de manière à engendrer dans la pile une réaction qui 

serait possible d'elle-même, dans un système à l'état neutre. 

Supposons dorénavant, pour fixer les idées , C positif et C' né 

gatif. Si l 'inverse avait l ieu, il suffirait, dans ce qui va suivre, de 

permuter B et A . 

Dans toute ligne de flux, le courant marche dans le sens M Q N P , 

et l 'on a 

0 4 ) 

Coupons la chaîne par une surface S normale à toutes les 

lignes de flux. Soit dQ. la section par cette surface du canal de 

flux considéré dans ce qui précède. 

L'égalité p récédente peut s 'écrire 

Faisons la somme des deux membres pour tous les éléments 

dQ de la surface S. Si nous désignons par J l ' intensité du c o u 

rant qui traverse la chaîne, et si nous nommons résistance de la 

chaîne la-quantité R définie par l'égalité 

nous aurons 

05) 

Telle est l'égalité très simple qui nous donne l 'intensité du cou

rant parcourant la chaîne. 

Nous donnerons à C le nom de force électromotrice de l 'élé

ment voltaïque, et nous énoncerons la proposi t ion suivante : 

L'intensité du courant qui parcourt une chaîne hydro-élec

trique fermée s'obtient en divisant la force électromotrice de 

l'élément voltaïque par la résistance de la chaîne. 



On peut comparer les propriétés d'une pile ouverte et les 

propr ié tés d'une pile f e r m é e ; voici les résultats de cette compa

raison : 

1° Couple non polarisable. 

Lorsque cette pile est ouverte, il existe entre les deux électrodes 

une différence de niveau potentiel 

tandis que, si les deux électrodes étaient seulement réunies par 

une chaîne métallique ayant la même température en tous ses 

points, elles présenteraient une différence de niveau potentiel 

Nous aurons alors l ' énoncé suivant : 

Prenez, dans une pile non polarisable ouverte, la différence 

de niveau potentiel qui existe entre les deux électrodes. Retran

chez-en la différence de niveau potentiel que présenteraient 

ces deux électrodes en contact direct. Multipliez le résultat 

par t. Vous aurez la valeur de la force électromotrice de la 

pile fermée. 

2° Couple polarisable. 

Lorsque l 'équil ibre é lectr ique est établi sur ce couple , nous 

avons, entre les deux é lec t rodes , une différence de niveau poten

tiel qui vérifie la double inégalité 

tandis que, si elles étaient directement en contact, on aurait, entre 

ces deux é lec t rodes , une différence de niveau potentiel 

D'ailleurs le couple appartient à la classe y, pour laquelle 

On arrive donc à l ' énoncé suivant : 



Prenez toutes les valeurs que peut avoir, dans la pile ou

verte, l'excès du niveau potentiel de l'électrode B sur le niveau 

potentiel de l'électrode A . Retranchez-en la valeur que prend 

ce même excès lorsque les deux électrodes sont directement au 

contact. Prenez, parmi tous les résultats ainsi obtenus, celui 

qui a la plus petite valeur absolue. Multipliez-le par e. Vous 

aurez la force électromotrice de la pile fermée. 

Dans tous les cas poss ibles , on peut , par l 'é lude de la pile 

ouverte, déterminer le sens du courant dans la pile fermée, au 

moyen du théorème suivant : 

Si, dans la pile ouverte en équilibre, l'excès du niveau po

tentiel de l ' é l ec t rode B sur le niveau potentiel de l ' é lec t rode A 

est toujours plus grand que lorsque les deux métaux sont direc

tement au contact, lorsqu'on fermera la pile, le courant ira 

de B en A au travers du circuit extérieur. L'inverse aura lieu 

si cet excès est toujours plus petit que lorsque les deux mé

taux sont directement en contact. 

Nous avons étudié les chaînes fermées renfermant une seule 

pile. On pourra, sans aucune difficulté, soumettre à des considé

rations analogues les chaînes renfermant plusieurs piles, ou bien 

des piles et des voltamètres. 

§ 4. — Vérifications expérimentales. 

Les propositions précédentes nous permettent de calculer la 

force électromotr ice d'une pile lorsque nous connaissons la réac

tion dont elle est le siège, au moyen du théorème suivant, qui n'est 

que la traduction, en langage ordinaire, de la définition de C donnée 

par l'égalité ( 3 ) : 

Considérons la réaction qui se produit dans la pile pendant 

qu'une quantité d'électricité égale à l 'unité parcourt le cir

cuit. Produite dans un système identique, mais à l'état neutre, 

elle donnerait naissance à un certain travail non compensé. 

Ce travail non compensé représente la force électromotrice de 

la pile. 



Cette proposition a été donnée en 1878 par M. Gibbs ( 1 ) . Elle 

constitue l'un des plus beaux résultats qu'ait obtenus la T h e r m o 

dynamique. M. Gibbs , en l 'énonçant, a redressé une des graves 

erreurs qui aient régné en Physique. Cette erreur consistait à cal

culer la force électromotr ice d'une pile au moyen du théorème 

suivant : 

Envisagez la réaction dont la pile est le siège pendant que 

le circuit est parcouru par une charge électrique égale à 

l'unité. Dans un système identique, mais à l'état neutre, cette 

réaction dégagerait une certaine quantité de chaleur. Cette 

quantité, multipliée par l'équivalent mécanique de la chaleur, 

représente la force électromotrice de la pile. 

Cette loi avait été énoncée d 'abord par M . Edm. Becquerel ( 2 ) , 

puis par M. Helmholtz ( 3 ) et par Sir W . Thomson ( 4 ) . Nous ren

verrons, pour l'histoire des recherches par lesquelles elle a été 

reconnue inexacte, à notre livre sur le Potentiel thermodyna

mique et ses applications. 

La loi de M. Gibbs a une telle importance que l 'on doit regarder 

comme très désirable d'en avoir une vérification expérimentale di

recte. Cette vérification est fournie par les recherches de M . H . von 

Helmholtz et James Moser . 

Dans un couple hydro-électr ique, la force électromotrice dépend 

de la concentration plus ou moins grande des liquides qui bai

gnent les é lectrodes. Afin de préciser l'influence que la concen 

tration des l iquides exerce sur la force é lectromotr ice , M. James 

Moser ( 5 ) entreprit l 'étude de piles dans lesquelles la réaction 

(1) J. WILLARD GIBES, On the equilibrium of heterogeneous substances (Trans
actions of the Academy of Arts and Sciences of Connecticut, p. 5o1 ; 1878) . 

(2) EDM. BECQUEREL, Des lois du dégagement de la chaleur pendant le pas
sage des courants électriques à travers les corps solides et liquides (Annales 
de Chimie et de Physique, 3e série, t. IX, p. 2 1 : 1843 ). 

(3) HELMHOLTZ, XJeber die Erhaltung der Kraft, p .49; Berlin, 1847 (Helmholtz 
Abhandlungen, t. I, p. 5o). 

( 4 ) SIR W . THOMSON, On the mechanical theory of electrolysis (Philosophical 
magazine, 4e série, t. II, p. 1 7 7 ; I85I . — W. Thomson's mathematical and phy
sical papers, t. I, p. 4 7 2 ) . 

(5) J. MOSER, Galvanische Ströme zwischen verschieden concentrirten Lösun-
gen desselben Körpers und Spannungsreihen (Naturforsch. Vers.; Munich, 
sept. 1877. — Monatsber. der Berl. Akad., 8 noT. 1877. — Wiedemann's Annalen, 
t. III, p. 2 1 6 ; 1 8 7 8 ) . 



produite à un pôle est renversée à l'autre pôle . La force é l ec t ro -

motrice dépend alors uniquement de la concentration des liquides. 

Deux vases, mis en communicat ion par un siphon, renfermaient 

des dissolutions inégalement concentrées d'un même sel métal

lique. Deux é lec t rodes , formées du métal qui entrait dans la 

constitution de ce s e l , plongeaient dans ces vases. Tel était 

le type des piles dont M. J. Moser mesura la force é l ec t romo

trice. 

En même temps que M. Moser publiait les, résultats de ces 

recherches expérimentales exécutées au laboratoire de M . He lm-

holtz, ce dernier (1) appliquait les proposit ions de la Thermody

namique aux phénomènes étudiés par M. Moser. 

Les dissolutions renfermées dans les deux vases dont se c o m 

posait chacune des piles étudiées par M . Moser avaient des ten

sions de vapeur différentes. M. Helmholtz montra que, de la 

variation que subit la tension de vapeur de ces dissolutions lors

qu 'on fait varier leur concentration, on pouvait déduire la valeur 

de leur force é lec t romotr ice . Ce théorème de M. Helmholtz peut 

être regardé comme un cas particulier de la loi de M. Gibbs . 

La comparaison de la valeur ainsi calculée à la valeur observée 

conduisait à un accord satisfaisant. Quelques années plus tard, 

cette comparaison était poursuivie avec le même succès dans un 

nouveau Mémoi re de M . James Moser ( 2 ) . Enf in , en 1882, 

M. von Helmholtz ( 3 ) étudiait les piles obtenues en opposant 

l'un à l'autre deux couples non polarisables, formés tous deux 

de mercure , calomel , chlorure de zinc dissous et z inc , mais 

renfermant des dissolutions de chlorure de zinc de concentra

tion différente. Il obtint l 'accord le plus complet entre la valeur 

(1) H. HELMHOLTZ, Ueber galvanische Ströme verursacht durch Concentra-
tion-Unterschiede. Folgerungen aus der mechanischen Wärmetheorie (Mo-

natsber. der Berl. Akad., 26 nov. 1877. — Wiedemann's Annalen, t. III, p. 2 0 1 ; 
. 8 7 8 ) . 

(2) J. MOSER, Der Kreisprocess, erzeugt durch den Reactionsstrom der 
electrolytischen Ueberführung und durch Verdampfung und Condensation 
(Nova acta der K. Leop. Carol. Deutsch. Akad. der Naturforschern., t. XLI, 
Ire Partie, n° 1. — Wiedemann's Annalen, t. XIV, p. 62 ; 1881) . 

(3) H. VON HELMHOLTZ, Zur Thermodynamik chemischer Vorgänge. II. Stu-
dien über Chlorzink-Calomel-Elemente (Sitzungsber. der Akad. der Wissen-
schaften zu Berlin, 1882, p. 825) . 



observée de la force é lec t romotr ice et la valeur calculée par la 

théorie de M . G ibbs . 

Dans un espace de treize jours , la valeur é lectromotr ice de la 

pile étudiée par M. H. von Helmholtz oscilla entre 

0 , 1 1 6 4 8 

et 

o , 1 1 4 2 8 ; 

la valeur moyenne de cette force fut 

o , 1 1 5 4 1 . 

D'autre part, deux méthodes de calcul différentes, appliquées à la 

règle de M. G ibbs , donnaient 

o , 1 1 5 7 9 et o , 1 1 4 5 5 . 

Une semblable concordance fournit une belle vérification de la 

théorie de M. Gibbs . 

Nous ne pouvons entrer ici dans l 'étude des courants produits 

par les différences de concentra t ion; nous renverrons le lecteur 

aux Mémoires que nous avons cités et à l ' exposé que nous avons 

donné ailleurs (1 ) . 

(1) P. DUHEM, Le potentiel thermodynamique et ses applications, p. 1 1 7 . 
Paris, 1886. 



CHAPITRE IL 

§ 1. — Distinction entre la chaleur chimique et la chaleur voltaïque. 

Nous avons, au Chapitre précédent , appliqué aux courants per

manents qui traverse une pile voltaïque le premier des deux prin

cipes qui régissent les courants permanents. Nous allons mainte

nant appliquer à ces mêmes courants le second de ces principes, 

celui que l 'on obtient en généralisant la loi de Joule. 

Ce pr incipe est le suivant : 

A l ' intérieur du système que parcourent les courants perma

nents, traçons une surface fermée. Supposons que, pendant le 

temps dt, le système ainsi formé éprouve une certaine m o 

dification. Si le système était supposé sans courant, cette modi

fication dégagerait une certaine quantité de chaleur. Cette 

quantité de chaleur est aussi celle qui est dégagée, dans le temps 

considéré, par la partie du système renfermée à l 'intérieur de la 

surface que l 'on a tracée. 

Appl iquons ce principe à des surfaces fermées convenablement 

choisies. 

Commençons par considérer une surface S enfermant tout le 

système à son intérieur. 

Si nous remarquons que les courants permanents qui parcou

rent le système ne modifient pas la distribution électrique sur le 

système, nous voyons que la modification considérée ferait varier 

l 'énergie interne du système supposé sans courant de 

Convenons de négliger, comme au Chapitre précédent , les 

termes 

LA CHALEUR CHIMIQUE ET LA CHALEUR VOLTAIQUE. 



désignons par dlSe le travail produit , pendant le temps dt, par les 

forces extérieures appliquées au système, et nous trouverons, pour 

expression de la quantité de chaleur dQ dégagée par le système 

pendant le temps dt, 

( 0 

Cette égalité conduit à la lo i suivante : 

La quantité de chaleur dégctgée pendant un certain temps 

dans un circuit fermé renfermant une pile hydro-électrique 

est égale à la quantité de chaleur que dégagerait la réaction 

chimique dont le système est le siège, pendant ce temps, si elle 

s'accomplissait, sous l'action des mêmes forces extérieures, 

dans un système à l'état neutre. 

Cette loi fondamentale est due à M . Edmond Becquerel ( ' ) ; 

elle a été vérifiée avec grand soin par Favre ( 2 ) . 

La réaction que produit le système pendant que le courant trans

porte une quantité d'électricité égale à l'unité dégagerait, dans un 

système à l'état neutre, soumis aux mêmes forces extér ieures , une 

quantité de chaleur L . La quantité de chaleur que le système d é 

gage dans le temps dt a alors pour valeur 

(a) dQ = LJ dt, 

J étant l 'intensité du courant. 

La quantité L est ce que nous nommerons la chaleur chi

mique. 

Considérons une pile fo rmée par un é lect rolyte E dans lequel 

plongent deux métaux A et B reliés l 'un à l'autre par un troi

sième métal C , homogène , ayant la même température en tous ses 

points (fig. 1 1 2 ) . 

A l'intérieur du métal C , menons deux surfaces coupant le cir-

(') EDMOND BECQUEREL, Des lois du dégagement de la chaleur pendant le 
passage des courants électriques à travers les corps solides et liquides (An
nales de Chimie et de Physique, 3e série, t. IX, p. 21 ; 1 8 4 3 ) . 

(2) P . - A . FAVRE, Notes sur les effets calorifiques développés dans le circuit 
voltaïque dans leur rapport avec l'action chimique qui donne naissance au 
courant (Comptes rendus, t. XXXVI, p. 342, 1853; t. XXXIX, p. 1212 , 1854; 
t. XLV, p. 56; 1 8 5 7 ) . Recherches thermiques sur les courants hydro-électriques 
(Annales de Chimie et de Physique, 2e série, t. XL, p. 293; 1854). 



cuit, l 'une 2 au voisinage de l 'é lectrode A , l'autre 2' au voisinage 

de l 'é lect rode B. Nous supposerons ces surfaces normales aux 

lignes de flux; c o m m e elles sont tracées à l ' intérieur d'un métal 

homogène , elles seront, par cela même, surfaces d'égal niveau po

tentiel. La fonct ion potentielle aura, en tous les points de la sur

face 2, une même valeur V , et, en tous les points de la surface 2', 

une même valeur V . 

Le courant sera supposé marcher de la surface 2' à la surface 2 

au travers du métal C. 

Les deux surfaces S, 2', jointes à la surface qui limite le circuit, 

forment deux surfaces fermées simplement connexes . Nous n o m 

merons les parties du système que renferment ces surfaces : la 

pile et le circuit extérieur à la pile. 

Cherchons la quantité de chaleur dégagée par chacune de ces 

parties. 

Si les courants subsistaient dans le circuit extérieur à la pile, 

mais étaient anéantis dans la pile, la seule modification que le sys

tème éprouverait dans le temps dt consisterait dans le transport 

d'une quantité d 'électricité dt de la surface 2' à la surface 2. 

Dans le système supposé sans courant, cette modification dégage

rait une quantité de chaleur dQ1 donnée par 

( 3 ) 

dQ1, représente la quantité de chaleur dégagée, dans le temps 

dt, par le circuit extérieur. 



Cette quantité peut encore s 'exprimer autrement. Si nous dési

gnons par p la résistance du circuit extérieur, définie comme au 

Livre V , Chapitre I V , nous aurons 

(4) 

et, par conséquen t , 

(5) 

Si les courants subsistaient dans la pile et s'annulaient dans le 

circuit extér ieur , pendant le temps dt, la charge de la surface 2 

diminuerait de Jdt; celle de la surface 2' augmenterait de la même 

quantité. En même temps le système éprouverai t une certaine 

transformation chimique. Si ces modifications avaient lieu dans le 

système supposé sans courant, on voit sans peine qu'elles dégage

raient une quantité de chaleur dQ2 donnée par 

( 6 ) 

dQ2 représente la quantité de chaleur dégagée, dans le temps 

dt, par la pile. 

Cette égalité peut se mettre sous une autre forme. Soit R la 

résistance de la pile, définie co mme nous définissons habituelle

ment la résistance d'un conducteur à trois dimensions. Nous trou

verons sans peine l'égalité 

(7) 

L'égalité ( 6 ) peut donc s 'écrire 

(8) 

Nous donnerons à la quantité 

( 9 ) 

le nom de chaleur voltaïque. L 'origine de cette détermination 

peut s 'expliquer de la manière suivante. D'après les égalités ( 4 ) 

et ( 7 ) , on a 

\idt représente donc le dégagement de chaleur que donnerait, 

pour le temps dt, l'application de la loi de Joule au sys

tème. 

D. — 1. 35 



La quantité 

( 1 0 ) 

est la différence entre la chaleur chimique et la chaleur vol

taïque. 

Désignons par ^ 2 la quantité de chaleur que dégage la pile 

pendant que le courant transporte une quantité d'électricité égale 

à l 'unité. D'après les égalités ( 8 ) , (9) et (10), nous aurons 

Supposons que l 'on fasse croître indéfiniment la résistance p du 

circuit extér ieur en laissant constante la résistance de la pi le . La 

résistance totale du circuit augmentant au delà de toute limite, 

l 'intensité du courant tendra vers o et l'égalité p récéden te de

viendra, à la limite, 

Lorsqu'on fait croître au delà de toute limite la. résistance 

du circuit extérieur, la quantité de chaleur que dégage la. 

pile pendant le passage d'une quantité d'électricité égale à 

l'unité tend vers une limite positive ou négative qui est la dif

férence entre la chaleur chimique et la chaleur voltaïque. 

Cette proposi t ion a été t rouvée expér imenta lement par P . - A . 

Favre ( ' ) . M. Gibbs en a donné l ' exposé théorique ( 2 ) . 

La chaleur chimique est, par définition, la chaleur totale 

que dégagerait la réaction produite dans le système par le 

passage d'une charge électrique égale et l'unité, si cette réac

tion avait lieu, sous l'action des mêmes forces extérieures, 

dans un système à l'état neutre. 

D'autre part, si l 'on rapproche l'égalité (9) de la définition de 

la force é lec t romotr ice d'une pile donnée au Chapitre précédent , 

on voit que : 

( ' ) P . A. FAVRE, Recherches thermiques sur les courants hydro-électriques 
(Comptes rendus, t. XLVI, p. 662; 1858). 

(2) J. WILLARD GIBBS, On equilibrium of heterogeneous substances ( Transac
tions of Academy of Connecticut, t. Ill, p. 516; 1878) . 



La chaleur voltaïque est la chaleur non compensée que dé

gagerait la réaction produite dans le système par le passage 

d'une charge électrique égale à l'unité, si cette réaction avait 

lieu, sous l'action des mêmes forces extérieures, dans un sys

tème à l'état neutre. 

Le rapprochement de ces deux proposit ions donne cette troi

sième : 

La différence entre la chaleur chimique et la chaleur vol

taïque représente la chaleur compensée que dégagerait la 

réaction produite dans le système par le passage d'une charge 

électrique égale à l'unité, si cette réaction avait lieu, sous 

V action des mêmes forces extérieures, dans un système à l'état 

neutre. 

On voit par là qu 'en étudiant non seulement la chaleur dégagée 

dans une réaction, mais encore la force é lectromotr ice de la pile 

qu'elle peut produi re , on peut faire expér imentalement le départ 

entre la chaleur c o m p e n s é e et la chaleur non compensée que dé

gage cette réaction. 

§ 2. — Relation d'Helmholtz. 

La dernière proposi t ion obtenue au paragraphe précéden t s 'ex

prime par l'égalité suivante 

0 0 

SS étant la variation que ferait subir à l 'entropie du système, sup

posé à l'état neutre, la réact ion produite dans le système pendant 

le temps dt. 

Nous avons aussi 

(12) 

d<Se étant le travail accompli , dans les mêmes conditions, par les 

forces extérieures auxquelles le système est soumis. 

Supposons le système soumis seulement à une pression nor 

male, uniforme et constante P. Nous aurons alors 

(13) 

v étant le volume du système. 



D'autre part, on trouve sans peine les relations 

en sorte que les égalités (11) et (13) nous donnent les relations 

(14) 

(15) 

La première de ces deux relations, qui supposent les variables P 

et T prises pour variables indépendantes, est due à M. H . von 

Helmholtz ( 1 ) . 

Cette relation conduit aux conséquences suivantes : 

Si, dans une pile, la chaleur chimique est supérieure à la 

chaleur voltaïque, la force électromotrice de la pile diminue 

lorsqu'on augmente la température sous pression constante. 

Si, dans une pile, la chaleur chimique est inférieure à la 

chaleur voltaïque, la force électromotrice de la pile augmente 

avec la température, la pression demeurant constante. 

Si, dans une pile, la chaleur chimique est. égale à la cha

leur voltaïque, la force électromotrice de la pile, sous pression 

constante, demeure indépendante de la température. 

L'é lément Daniell est dans ce dernier cas. 

M . Siegfried Czapski ( 2 ) , M. Hans Jahn ( 3 ) , M. Lucien Poin-

caré (4) ont vérifié l'exactitude de la relation de M. H. von He lm-

( 1 ) H. VON HELMHOLTZ , Zur Thermodynamik chemischer Vorgänge ( Sitzungs-
berichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1882, p. 2) . 

(2) S. CZAPSKI, Ueber die thermische Veränderlichkeit der electromotorischen 
Kraft galvanischer Elemente und ihrer Beziehung zur freien Energie der-
sslben ( Wiedemann's Annalen, t. XXI, p. 209; 1884) . 

(3) H. JAHN, Ueber die Aiquivalenz von chemischer Energie und Stromenergie 
(Wiedemann's Annalen, t. XXVIII, p. 491 ; 1886) . 

(4) L . POING ARE, Sur les piles à electrolytes fondus et sur les forces thermo
électriques à la surface de contact d'un métal et d'un sel fondu (Comptes 
rendus, t. CX, p. 33g; 1890) . 



holtz pour des piles diverses, renfermant des électrolytes dissous 

ou fondus. 

Supposons que , dans une pile, la différence entre la chaleur 

chimique et la chaleur voltaïque soit indépendante de la tempéra

ture; ou , ce qui revient au même, d'après la formule (14), q u e l a 

force é lect romotr ice de la pile puisse être représentée , en fonction 

de la température, par une expression de la forme 

Dans ce cas, la relation ( 1 1 ) donne 

Or , si l 'on désigne par C la capacité calorifique sous pression 

constante du svstème, on a 

L'égalité précédente devient donc 

D o n c , pour que la différence entre la chaleur chimique et la 

chaleur voltaïque soit indépendante de la température, il faut 

et il suffit que la réaction qui se produit dans le système n'en 

altère pas la capacité calorifique. 

Si, en particulier, la chaleur chimique est constamment égale à 

la chaleur voltaïque, cas auquel la force é lec t romotr ice est indé

pendante de la température, la réaction dont le système est le 

siège n'en fait pas varier la capacité calorifique. Cette proposit ion 

est due à M. Lippmann ( ' ) . La réciproque de cette proposit ion 

n'est pas exacte. 

Nous avons, dans l 'é lément Daniell, un exemple auquel s'ap

plique la proposi t ion de M . Lippmann. L 'é lément Daniell ayant, 

c o m m e nous l'avons vu, une force é lectromotr ice indépendante de 

la température, la capacité calorifique de cet é lément ne doit pas 

varier par la réaction dont il est le siège. 

( 1 ) LIPPMANN, De l'action de la chaleur sur les piles et de la loi de Kopp 
et Wœstyne (Comptes rendus, t. XCIX, p. 890 : 1884). 



En effet, la chaleur spécifique moléculaire du cuivre est sen

siblement égale, d'après la loi de Dulong et Petit, à la chaleur 

spécifique moléculaire du zinc. La capacité calorifique d'une so

lution de sulfate de cuivre et de sulfate de zinc ne varie pas lors

qu 'on remplace un poids de sulfate de cuivre par un poids équi 

valent de sulfate de zinc. Les réactions qui se produisent dans 

l 'élément Daniell ne font donc pas varier sa capacité calorifique. 

M. L . Poincaré (1) a donné un autre exemple de couple auquel 

s'applique le théorème de M. Lippmann. 

Venons maintenant à l 'examen de la relation (15). 

Cette relation entraîne les conséquences suivantes ( 2 ) : 

Si la réaction dont la pile est le siège est accompagnée d'une 

augmentation de volume, la force électromotrice de la pile 

décroît lorsque la pression croît. 

Si, au contraire, la réaction dont la pile est le siège est ac

compagnée d'une diminution de volume, la force électromotrice 

croît avec la pression. 

Si la réaction n'est pas accompagnée d'une variation sen

sible de volume, la force électromotrice est sensiblement indé

pendante de la pression. 

Les piles qui dégagent des gaz, telles que la pile de Vol ta , sont 

le siège d'une réaction chimique accompagnée d'une augmenta

tion de volume considérable; la force é lect romotr ice de sem

blables piles est d'autant plus faible que la pile fonctionne sous 

une pression plus considérable. Les piles à gaz sont, au con

traire, le siège d'une réaction chimique accompagnée d'une 

grande contraction ; la force é lec t romotr ice de ces piles aug

mente avec la pression. Enfin, dans les piles où aucun élément 

gazeux n'entre en j eu , telles que la pile de Daniell, la réaction 

chimique n'entraîne qu'une faible variation de vo lume ; ces piles 

ont donc une force électromotrice sensiblement indépendante de 

la pression. 

Telles sont les propriétés les plus générales des éléments v o l -

(') L . POINCARÉ, Loc. cit. 

(2) P. DUHEM, Le potentiel thermodynamique et ses applications, p. 117 
Paris, 1886. 



taïques. Pour pénétrer dans leur étude plus profondément que 

nous ne l 'avons fait dans le Chapitre précédent et dans celui-ci, il 

eût fallu faire des propriétés des dissolutions un examen qui nous 

eût entraîné trop loin. 

§ 3. — De deux conséquences générales de la théorie des courants 
permanents. 

La théorie des courants permanents repose sur deux principes 

que nous avons constamment appliqués dans ce qui précède. Ces 

principes entraînent certaines conséquences qui, généralisées, 

nous seront d'un grand usage dans l 'étude des courants quel

conques . Nous terminerons ce V o l u m e par l ' énoncé de ces consé 

quences . 

Le second des deux principes dont nous avons fait usage dans 

l 'étude des courants permanents est le suivant : 

Traçons une surface fermée contenant une partie du système. 

Imaginons que les courants permanents demeurent ce qu'ils sont 

à l 'intérieur de cette surface fermée et s'annulent à l 'extér ieur . 

Le système éprouverait alors, dans le temps dt, une modification 

faisant varier de SU l 'énergie interne du système supposé sans 

courant et donnant lieu à un travail d(Se des forces extér ieures . La 

partie du système qui se trouve à l 'intérieur de la surface S dé

gage, dans le temps dt, une quantité de chaleur dQ donnée par 

Cette équation peut s 'appliquer en particulier à une surface fer

m é e contenant tout le système à son intérieur. Elle donne alors le 

résultat suivant : 

L ' é n e r g i e interne d'un système traversé par des courants 

permanents subit à chaque instant une variation égale à la 

variation de l ' é n e r g i e du système supposé sans courant. 

Cette proposi t ion peut être regardée comme un cas particulier 

de la suivante, qui nous servira d'hypothèse fondamentale dans 

l 'étude de l 'Electrodynamique : 

Lorsqu'un système éprouve une modification dans laquelle 



les divers conducteurs qu'il renferme ne changent pas de po

sition et dans laquelle le flux électrique en chaque point de 

ces conducteurs demeure invariable, son énergie interne 

éprouve une variation égale à celle que cette modification 

ferait éprouver à l ' é n e r g i e interne du même système supposé 

sans courant. 

Le premier des deux principes qui régissent l 'étude des courants 

permanents est le suivant : 

Soient (x,y,z) et deux points v o i 

sins d'un système traversé par des courants permanents. Faisons 

passer une charge dq du premier au second. Ce transport produi 

rait, dans le système supposé sans courant, un travail non com

pensé dx, et l 'on aurait 

Cx, Cy, Cz étant les composantes de la force é lectromotr ice au 

point x , y , z. 

Imaginons que les diverses masses matérielles qui constituent 

le système ne subissent, dans le transport de la charge dq, aucun 

déplacement . Soient U l 'énergie interne du système supposé sans 

courant et § son potentiel thermodynamique interne. Nous aurons 

et, par conséquent , 

Le transport de la charge dq du point (x,y,z) au point 

fait donc varier l 'énergie interne du 

système supposé sans courant de SU et l 'on a 

Cette égalité a lieu quelles que soient la charge dq et la direction 

du déplacement. 

Prenons en particulier un canal infiniment délié formé par des 



lignes de flux. Soient 2 , S' deux sections normales de ce canal. 

Supposons que le point (x, y , z) appartienne à la première et le 

point à la seconde. Soi t i le flux allant 

de la première à la seconde. Soi t du> l'aire de la section 2 . Soit ds 

la distance des deux sections. 

Transportons de la première à la seconde une quantité d 'é lec

tricité idu> dt. C'est précisément la quantité d'électricité qui serait 

transportée de l 'une à l'autre si les courants demeuraient ce qu'ils 

sont à l ' intérieur du petit segment que les deux sections découpent 

dans le tube de flux, en s'annulant partout à l 'extérieur de ce seg

ment. On peut donc , dans ce cas, remplacer (— SU) par la quan

tité de chaleur dQ que ce petit segment dégage dans le temps dt, 

en sorte que l'on a 

du> ds représentant le volume djs du petit segment considéré. On 

a d'ailleurs 

u — icos(i, x), v = Î COS (I, y), w = i cos(i, z). 

On arrive donc à l ' énoncé suivant : 

Lorsqu'un système formé de corps immobiles est traversé 

par des courants permanents, chaque élément de volume dm de 

ce système dégage, dans le temps dt, une quantité de chaleur 

dQ liée aux composantes du flux et de la force électromotrice 

en un point de cet élément par la relation 

(16) 

Cette relation générale renferme comme cas particuliers, d'une part 

la relation établie par Sir W . Thomson entre la force é l ec t ro -



motrice d'une chaîne thermo-électr ique et les phénomènes ther

miques dont elle est le siège ; d'autre part, la relation établie par 

M . von Helmholtz entre la chaleur chimique, la chaleur voltaïque 

et la force é lectromotr ice d'une pile hydro-électr ique. 

Nous verrons plus tard que l 'on peut l 'étendre à des systèmes 

traversés par des courants quelconques , dans l 'étude desquels elle 

se montrera féconde en conséquences . 

F I N DU T O M E P R E M I E R . 
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