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PRÉFACE 

La Trigonométrie, par l'élégance et la facilité de ses 

méthodes, est, peut-être, la partie des Mathématiques qui 

a le plus d'attrait pour les commençants. En Allemagne et 

en Angleterre, c'est la science préférée dans l'enseigne

ment secondaire. Les Anglais surtout y excellent: rien de 

plus ingénieux que les énoncés des questions de trigono

métrie que les Universités de Cambridge et Dublin pro

posent aux examens de fin d'année (*). 

On trouvera dans cet ouvrage les plus belles questions 

qui ont pu être extraites des auteurs étrangers, et aussi 

une grande variété-d'autres, comme on pourra s'en assurer 

par un coup d'œil jeté sur la table des matières. 

Outre cet avantage qu'elle présente d'exercer les élèves 

à l'élégance et à la symétrie des calculs, la Trigonomé

trie est aussi un instrument logique très-précieux. Les 

problèmes peuvent être discutés par ses méthodes, dans 

les plus minutieux détails, comme on le verra par de nom

breux exemples. C'est en me plaçant surtout à ce point de 

vue, c'est-à-dire, en considérant la Trigonométrie comme 

très-propre à exercer aux raisonnements rigoureux et 

suivis, que j 'a i eu la pensée d'offrir ce livre à la jeunesse si 

intelligente de nos armées, comme une préparation aux 

études vraiment sérieuses. D'ailleurs, nos jeunes officiers 

trouveront, peut-être, dans les exercices proposés, quel

ques problèmes dont la recherche leur fera oublier les 

ennuis des garnisons et des longs calmes en mer. 

5 février 1872. 

A. DESBOVES. 

<*) Voyez, page 2 6 0 . 



E R R A T A 

Page 40, ligne 8, au lieu de : a cotg lisez : a tg x. 

Page 66, ligne 12, au lieu de : les trois angles, lisez : 2p et les trois 

angles. 
Page 85, ligne 2, * au lieu de: isp la somme des arcs, lisez : s cos sp la 

•somme des cosinus des arcs. 

Page 158, ligne 5, ** au lieu de : l'inégalité (14), lisez : l'inégalité (11). 

Page 160, ligne 16, au lieu de : formule (4), lisez : formule (2). 

Page 187, ligne 5. au lieu de : MCA, lisez : CMA. 

Page 192, ligne 1Q, au lieu de : AB, lisez : .AD. 

Page 205, ligne 6, au lieu de :x, lisez : n . 

Page 235, ligne 2, au lieu de : MB, lisez : MC. 

Page 241, ligne 10, au lieu de : 2X—¡3, lisez : 21—2(3. 

Page 214, ligne 13, au lieu de : i -f- k, lisez : l-{-h. 

1 1 
Page 30 i, ligne 6, au lieu de : , lisez : — - y . 

Page 319, ligne 10, au lieu de : p - f p ' = 0, lisez : p + p ' = 1. 

* De bas en haut. 
- Id. 
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CHAPITRE I X . 

QUESTIONS CHOISIES. 

I. — ABCD est un losange formé de deux triangles équilatéraux; 
une transversale EF tourne autour du sommet D et coupe les 
deux côtés de l'angle A en E et F ; on tire les droites BE et 
G F : on demande de démontrer que l'angle BMC des deux 
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corde, entre son milieu E et les droites, soient égaux entre 
eux 272 
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sur la première, par ce point on mène une droite quelconque 
AB qui rencontre RS en B, au point B on élève BC perpendi-

sommet; l'inclinaison du chemin sur l'horizon est, d'abord, a, 
puis elle passe subitement à une valeur plus grande ¡3 ; la 
hauteur verticale h du sommet a, d'ailleurs, été trouvée, à 
l'aide du baromètre, et l'angle d'élévation y du sommet de la 
montagne a été déterminé par l'observateur, lorsqu'il était à 
l'extrémité inférieure du sentier : on demande de trouver la 
longueur totale du chemin parcouru 262 
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méridien et l'angle de dépression ¡3 de l'ombre de ce nuage 
sur la surface de la mor (on suppose le soleil placé derrière 
l'observateur regardant le nuage); la hauteur angulaire y du 
soleil à midi est, d'ailleurs, connue : on demande la hauteur 
du nuage au dessus du niveau de la mer 264 
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observe deux phares placés à l'Ouest. Mais, après une heure 
de marche, les deux phares sont vus, l'un au Sud-Ouest, l'autre 
au Sud-Sud-Ouest du vaisseau : sachant que la distance des 
deux phares est de 8 kilomètres, on demande la vitesse de 
marche du navire 265 
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QUESTIONS 

D E T R I G O N O M É T R I E 

1. LA Trigonométrie A POUR BUT DO CALCULER LES ÉLÉMENTS 

INCONNUS D'UN TRIANGLE, QUAND LE NOMBRE DES ÉLÉMENTS DONNÉS 

EST SUFFISANT. PLUS GÉNÉRALEMENT, ON PEUT DIRE QUE TOUTE QUES

TION, TRAITÉE PAR LE CALCUL ET OÙ LES ANGLES FIGURENT PARMI LES 

DONNÉES ET LES RÉSULTATS, EST DU RESSORT DE LA TRIGONOMÉTRIE. 

ON A APPRIS EN GÉOMÉTRIE À MESURER LES CÔTÉS ET LES ANGLES 

DES FIGURES, ET DÈS LORS ON VOIT QUE SI TON POUVAIT TROUVER DES 

RELATIONS ENTRE LES ANGLES ET LES CÔTÉS EXPRIMÉS EN NOMBRE, LES 

PROBLÈMES DE TRIGONOMÉTRIE DEVIENDRAIENT IMMÉDIATEMENT DES 

PROBLÈMES DE PURE ALGÈBRE. MAIS CES RELATIONS N'EXISTENT PAS, 

DU MOINS SOUS FORME D'ÉQUATIONS À NOMBRE DE TERMES LIMITÉ : 

ON A ALORS REMPLACÉ DANS LE CALCUL LES ARCS SERVANT DE MESURE 

ÎUIX ANGLES PAR CERTAINS RAPPORTS QUI SONT DÉTERMINÉS EN M Ê M E 

TEMPS QUE LES ANGLES ET QU'ON APPELLE rapports ou lignes trigo-
nonuUriqucs. 

P R E M I È R E P A R T I E 

RÉSUNIÊ DES PRINCIPALES THÉORIES 

PUKL1MINAIUES 

1 



Pour donner une première idée des lignes trigonomé-
triques, prenons un angle aigu 0 (fìg. I), et d'un point 
quelconque A d'un de ses côtés, abaissons une perpendicu
laire AB sur l 'autre. Il est clair que, lorsque l'angle 0 est 

quel que soit le point A : on a donné à ces trois rapports les 
noms cle sinus, cosinus, tangente. On introduit aussi dans le 
calcul les rapports inverses sous les noms de cosêcante, sécante 
et cotangente. On peut, d'ailleurs, se borner aux angles aigus 
en supposant que les triangles soient toujours décomposés en 
triangles rectangles, ou encore admettre provisoirement que 
les lignes trigoiiométriques d'un angle obtus sont les mêmes 
que celles de l'angle aigu supplémentaire. 

Mais pour que les questions cle trigonométrie soient traitées 
avec toute la généralité qu'elles comportent, il est indispen
sable d'envisager les arcs et les lignes trigonométriques sous 
un point de vue plus étendu que celui où l'on s'est d'abord 
placé ; c'est ce que nous allons faire dans les chapitres sui
vants. 

connu, les trois rapports sont déterminés 



CHAPITRE PREMIER. 

DE L'ARC. - SES V A R I A T I O N S EN GRANDEUR ET EN SIGNE. -

RELATIONS E N T R E C E R T A I N S ARCS. 

3. Cercle trigonométriquc et arc. — On compte les 
ares servant de mesure aux angles sur un cercle quelconque 
dont on prend le rayon pour unité ; c'est ce cercle qu'on appelle 
cercle trigonométrique. Ayant pris pour origine des arcs un 
point arbitraire A de sa circonférence (fig. 2), on mène un dia
mètre A A' qu'on appelle diamètre origine et un diamètre per
pendiculaire BB ' ; la circonférence se trouve ainsi divisée en 
quatre parties égales A B , BA', A 'B ' et B'A qu 'on appelle, 
respectivement, le premier, le second, le troisième ou le qua
trième quadrant. Les arcs étant, d'ailleurs, mesurés en prenant 

pour unité le rayon du cercle trigonométrique, la circonférence, 
77 

sa, moitié et son quart sont représentés par 2 T T , r et — . 

3. Variations de l'arc. — Supposons q u ' u n mobile M 
parte de l'origine A et se meuve dans le sens ABA'. Lorsqu'il 

marchera de A en B, l'arc croîtra de 0 à y , et lorsqu'il mar

chera de B en B ' l'arc croîtra de 0 à ~ : les angles aux centres 
( 'orrespondants seront aigus dans le premier intervalle et obtus 

(lans le second. Mais, bien qu 'on ait obtenu tous les arcs ser

vant de mesure aux angles des triangles, pour que les formules 
( fRi seront ultérieurement démontrées soient générales, on 

continue le mouvement du mobile, en lui faisant dépasser, 

^On seulement le point IV, mais aussi le point B lui-même, 



ET ON LE FAIT TOURNER INDÉFINIMENT SUR LA CIRCONFÉRENCE, C'EST-

À-DIRE QUE L'ON DONNE À ГАГЕ TOUTES LES VALEURS COMPRISES 

ENTRE 0 ET -f- o o . 

MAIS CELA NE SUFFIT PAS ENCORE ; DANS CE MÔME BUT DE GÉNÉRA

LISATION DONT NOUS VENONS DE PARLER, ON CONSIDÈRE ГАГЕ COMME 

POUVANT PRENDRE TOUTES LES VALEURS NÉGATIVES POSSIBLES. A CET 

EFFET, ON REGARDE, COMME NÉGATIFS, LES ARCS COMPTÉS À PARTIR DE 

L'ORIGINE A DANS LE SENS A B / A / . O N OBTIENDRA ÉVIDEMMENT 

TOUS CES ARCS EN FAISANT TOURNER INDÉFINIMENT LE MOBILE M AU

TOUR DE LA CIRCONFÉRENCE DANS LE SENS INDIQUÉ. 

E N RÉSUMÉ, l'arc est considéré comme une variable qui prend 

toutes les valeurs comprises entre — œ et -f- ce . 

4. Arcs complémentaires et supplémentaires. — 

DEUX ARCS SONT DITS COMPLÉMENTAIRES OU SUPPLÉMENTAIRES SUI

VANT QUE LEUR SOMME EST ÉGALE À OU À IL RÉSULTE DE CETTE 

DÉFINITION, QU'UN ARC SUPÉRIEUR À ~ - A UN COMPLÉMENT NÉGATIF 

ET QU'UN ARC SUPÉRIEUR À ~ A UN SUPPLÉMENT NÉGATIF. 

CONSTRUISONS le rectangle trigono métrique M M / M ^ M ' 7 7 (FIG. 2 ) 

DONT LES CÔTÉS SONT PARALLÈLES AUX DIAMÈTRES A A ' ET BB' : ON 

VOIT QUE LES COMPLÉMENTS DES ARCS A M , A M 7 , A M 7 7 , A M 7 7 7 SONT, 

RESPECTIVEMENT, B M , — B M 7 , — B M 7 7 , — B M 7 ' 7 ET QUE LES SUPPLÉ

MENTS DES MÔMES ARCS SONT, A ' M , A 7 M 7 , — A ' M 7 7 , — A ' M ' " OU 

A M ' , A M , — A M , — A M ' . 11 EST UTILE DE REMARQUER QUE LES 

ARCS COMPLÉMENTAIRES PEUVENT ÊTRE CONSIDÉRÉS COMME DES ARCS 

AYANT LEUR ORIGINE EN B , MAIS QUI SONT POSITIFS DANS LE SENS 

B A B ' ET NÉGATIFS DANS LE SENS CONTRAIRE. DEUX ARCS COMPLÉMEN

TAIRES ONT ALORS TOUJOURS UNE EXTRÉMITÉ COMMUNE. 

5. Arcs ïissoeiés <îeu* à desix. — OULL'O LES ARES СОШ-
PL.MIENTAIRES ET SUPPLÉMENTAIRES OU PEUT ENCORE PRENDRE, DEUX 

À DEUX, D'AUTRES ARCS, ET TROUVER AINSI DES RELATIONS TRÈS-UTILES 

POUR LA SUITE. 

1° Les deux arcs ont тете extrémité. — S I UN ARC EST TER

MINÉ EN UN POINT QUELCONQUE M DU CERCLE, ON AURA ÉVIDEM

MENT TOUS LES ARCS PLUS GRANDS OU PLUS PETITS DE MÔME EXTRÉ

MITÉ, EN LUI AJOUTANT OU LUI RETRANCHANT DES CIRCONFÉRENCES EU 

NOMBRE QUELCONQUE ; ON VOIT DONC QUE SI x ET « DÉSIGNENT DEUX 



arcs quelconques terminés en un même point (lu cercle, et n 
un nombre entier positif, négatif ou nul, on a 

x — « = 2 H fl

ou 

(I) X = 2?IT:-\-U. 

La formule (1) est la formule des arcs ayant même extrémité : 
x et « y désignent deux arcs quelconques ayant même extré
mité, mais on y considère « comme un arc déterminé, quel
conque, du reste, tandis que x est une variable qui peut 
prendre les valeurs de tous les arcs ayant même extrémité, y 
compris l'arc « lui-même. 

2° Les deux arcs ont leurs extrémités symétriques par rap
port au diamètre origine AA'. — Le rectangle trigonomé-
trique WA'WW" étant supposé construit, considérons deux 
arcs terminés en M et M'" ou bien en M' et M". Si nous 
prenons, par exemple, deux arcs terminés en M et en MA / /, et, 
d'abord, les deux plus petits en valeur absolue AM et — ÀM", 
la somme des arcs est nulle. Mais pour obtenir deux quel
conques des arcs terminés en M et en M / ; / , il faut, d'après la 
formule (1), augmenter les arcs AM et — AM'", chacun, d'un 
nombre entier, positif ou négatif, de circonférences : la somme 
des arcs, primitivement nulle, est donc maintenant un nombre 
entier de circonférences et, en désignant toujours par ri un 
nombre entier positif, négatif ou nul, on a, 

ou 

La formule (2) donne tous les arcs symétriques d'un arc donné 
« par rapport au diamètre origine. 

3° Les deux arcs ont leurs extrémités symétriques par 
rapport au diamètre BB'. — Les deux arcs sont terminés en 
M et M' ou bien en W et M / 7 / . Si l'on prend d'abord les deux 
phis petits arcs en valeur absolue, la somme est égale à TT, dans 
le premier cas, et à. — 7r , dans le second. En passant ensuite à 
(teux arcs quelconques, on voit comme précédemment que la 
somme augmente d'un nombre exact de circonférences positif 

2 



ou négatif. Elle est donc devenue un nombre impair de demi-
circonférences, et, par suite, on a 

œ + * = (2n + 1)tt 

ou 

(3) x = (2n + l)n — «. 

4° Les deux arcs ont leurs extrémités symétriques par rap
port au centre. — On voit d'abord que les deux plus petits 
arcs positifs terminés en M et M" ou en M' et W" ont une dif
férence égale à TT , il en résulte alors, en raisonnant comme 
dans les cas précédents, que la différence de deux arcs quel
conques terminés en deux points diamétralement opposés est 
égale à un nombre impair de fois TT, on a donc 

x — x = (2n + 1)^ 

ou 

(4} x= ( 2 n + 1 ) t + « . 

RÉCIPROQUES. — Suivant que deux arcs satisfont à l'une ou 
l'autre des quatre formules précédentes, c'est-à-dire, suivant 
que leur différence ou leur somme est un nombre pair ou 
impair de demi-circonférences, les arcs ont même extrémité 
ou leurs extrémités symétriques par rapport au centre, au 
diamètre origine ou au diamètre perpendiculaire : c'est une 
conséquence évidente de ce que dans les formules n prend 
toutes les valeurs entières possibles. 



C H A P I T R E I I 

DES LIGNES TRIGONOMÉTRÏQUES. - L E U R S VARIATIONS EN 

GRANDEUR ET E N SIGNE. - F O R M U L E S QUI DONNENT TOUS 

LES ARCS C O R R E S P O N D A N T A U N E LTGNE TRIGONOMÉTRIQUE 

DONNÉE. 

6. La connaissance des arcs entraîne celle de certaines 
lignes tracées dans le cercle trigonométrique et qui sont mesu
rées comme les arcs en prenant pour unité le rayon de ce cercle. 
Ces lignes s'appellent lignes trigonométriques ; par la même 
raison que pour les arcs, on leur donne des signes. Elles sont 
toujours comptées, comme on va le voir, ou bien, à partir du 
centre, sur les deux diamètres AA' et BB ' prolongés, s'il est 
nécessaire, ou encore, à partir des origines A et B sur les tan
gentes indéfinies C C , DD' menées en A et B au cercle tr i 
gonométrique. 

On peut comprendre toutes les règles des signes relatives 
aux lignes trigonométriques dans renoncé général suivant : 
Une ligne trigonométrique est positive, lorsqu'elle est comptée, 
à partir du centre, sur les directions OA, OB, ou, ci partir des 
points A et B, sur les directions AC et BD ; elle est négative, 
au contraire, quand elle est comptée sur les directions opposées 
OA', OB', A C , et BD'. 

DU SINUS. — SES VARIATIONS. 

7. On appelle sinus d'un arc le nombre positif ou négatif 
qui mesure la distance du centre au pied de la perpendiculaire 
abaissée de l'extrémité de l arc sur le diamètre BB'. Il résulte 
immédiatement de cette définition que les arcs terminés en M 
et M' (fig. 2), c'est-à-dire, dans le premier et le second qua-



drant ont un sinus positif OQ, tandis que deux arcs du troisième 
et du quatrième quadrant tels que AM" et AM'" ont un sinus 
négatif — OQ'. 

Faisons maintenant croître l'arc, successivement, de 0 à 

intervalle, le sinus croît de 0 à 1 ; dans le second, il décroît de 
1 à 0 ; dans le troisième, il continue de décroître depuis 0 ju s 
qu'à— 1 ; et, dans le quatrième, il augmente depuis— 1 jus-
qu'à zéro. Si on fait ensuite croître l'arc indéfiniment au delà 
d'une circonférence, ou si on lui donne des valeurs négatives 
quelconques, l'extrémité de l'arc revient aux mêmes positions 
et le sinus reprend les valeurs par lesquelles il a déjà passé. 

On exprime ce fait en disant que le sinus est une fonction 
périodique de l'arc dont V amplitude estlr:. 

REMARQUE L —De ~ à ~ le sinus croît en même 

temps que l'arc, et de —- à il décroît en même temps 

que l a r e augmente . Il passe d'ailleurs par un maximum et un 
minimum aux points B et B ' où il prend les valeurs 1 et — 1. 

REMARQUE I I . — La perpendiculaire MP abaissée de l'ex
trémité M de l 'arc sur le diamètre origine représente toujours 
la valeur absolue du sinus de l'arc, lorsqu'on la mesure en 
prenant le rayon pour unité. Si nous considérons spécialement 

le cas de l'arc ÀM plus petit que ~ , on pourra dire que le 

sinus de cet arc ou de l'angle au centre correspondant MOP 
est le rapport de MP au rayon OM : on rentre alors dans la 
première définition que nous avons donnée du sinus (1). 

8. On appelle tangente d'un arc le nombre positif ou né
gatif qui mesure la partie de la tangente indéfinie, menée par 
l'origine, et comprise entre ce point et le diamètre prolongé qui 
passe par Vextrémité de Vare. On voit alors que deux arcs du 
premier et du troisième quadrant tels (pie AM et AM" ont une 

de de г à et de 77 à 2TV. Dans le premier 

DE LA TANGENTE. — SES VARIATIONS. 



tangente positive AG, tandis que deux ares du second et du 
quatrième quadrant AM' et AM'", par exemple, ont une tan
gente négative AG'. 

Faisons maintenant croître Tare en considérant les mêmes 
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intervalles que pour le sinus. De 0 à — la tangente croît de 

zéro à + 0 0 , et lorsque l'arc dépasse ~ la tangente conserve 

une valeur absolue très-grande mais devient subitement néga

tive : on exprime ce fait en disant que, lorsque l'arc en crois

sant atteint et dépasse , Varc passe brusquement d e + ° ° 

à — oo. 

L'arc croissant de - ~ à ~, la tangente augmente depuis—oc 

jusqu'à 0 , et, si l 'arc augmente de 77 à ; la tangente con

tinue de croître jusqu'à -f- oo ; lorsque l'arc atteint et dépasse 

— - , il y a passage biusque pour la tangente de + o o à — oo, 

et l a ï c continuant de croître jusqu'à 2 T T , la tangente augmente 
depuis — oc jusqu'à 0 . 

Si enfin on donne à l 'arc des valeurs positives indéfiniment 
croissantes ou des valeurs négatives quelconques, la tangente 
comme le sinus reprend les mêmes valeurs. Mais, pour qu'il en 
soit ainsi, il n'est pas nécessaire, comme pour le sinus, que 
l'arc augmente ou diminue d'au moins une circonférence, une 
demi-circonférence suffit ; c'est ce qui résulte évidemment de 
lafig. (1), où les arcs AM et AM" dont la différence est - ont 
la même tangente AG : on dira donc que la knvjcnte est une 
fonction périodique de Varc dotit Vamplitude est ~. 

REMARQUE T. — Lorsque l'arc croît de — à la tan-
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gente croît de — oc à + oo , et lorsque l'arc croît de — à -^y-

la tangente croît encore de — oo à -f- oc . 

REMARQUE I I . — Lorsque l'are est plus petit que la défi

nition nouvelle de la tangente s'accorde avec celle qui a été 

donnée d'abord (1) : on le voit comme pour le sinus. 



DE LA SÉCANTE. — SES VARIATIONS. 

9. On appelle sécante d'un arc le nombre positif ou négatif 
qui mesure la distance du centre au point où le diamètre ori
gine rencontre la tangente menée à l'extrémité de l'arc. D'après 
cette définition, si l'on mène les quatre tangentes aux sommets 
du rectangle trigonométrique, on voit immédiatement que la 
sécante est positive dans le premier et le quatrième quadrant et 
négative dans le troisième et le quatrième ; en effet la sécante 
est toujours OE ou — OE'. 

Si l'on fait encore croître Tare dans les mêmes intervalles, la 
sécante croit, d'abord, depuis 1 jusqu 'à - j - oo, passe subite-
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ment en dépassant — , de - f oo à — oo , croît depuis — oo jus

qu'à — 1, décroît depuis — 1 jusqu 'à — oo , passe subitement, 

lorsque l'arc atteint et dépasse , de — oo à -f- 0 0 > puis 

décroît de -\-oo à !.D'ailleurs, pour des valeurs supérieures à 2n 
ou négatives, la sécante reprend les mêmes valeurs; la sécante 
est donc comme le sinus une fonction périodique de l'arc dont 
F amplitude est 2~. 

REMARQUE I. — La sécante ne peut prendre que les va
leurs comprises entre — oo et — i ou entre 1 et -|- oo , c'est-à-
dire, les valeurs que ne prend pas le sinus. 

REMARQUE I I . — On voit sans difficulté que, pour un angle 
aigu, la définition nouvelle de la sécante s'accorde avec celle 
du n° I. 

LIGNES COMPLÉMENTAIRES. 

10. On appelle cosinus, cotangente, cosécante d'un arc, le 
sinus, la tangente et la sécante du complément de l 'arc, et les 
trois lignes sont désignées sous le nom commun de lignes 
complémentaires. Il est clair qu'il n 'y a pas de nouvelle règle 
à énoncer pour fixer les signes des lignes complémentaires, car 
ces signes sont donnés par la définition elle-même. Ainsi les 
cosinus des quatre arcs ayant leurs extrémités aux sommets du 
rectangle trigonométrique sont les sinus des arcs AM, —AM' , 
— AM", — AM'", c'est-à-dire, + OP et — OP' . Le premier 
sinus est positif parce qu'il est compté sur le diamètre perpeu-



diculaire au nouveau diamètre origine BB' et sur la partie OA 
qui est dirigée du côté de la nouvelle demi-circonférence positive 
BAB', le second est négatif parce qu'il est compté sur la 
direction opposée à OA. 

On voit de même que les cotangentes des quatre mêmes arcs 
sont BD et — BD' et leurs cosecantes OF et — OF' . 

11. Il est bon de remarquer le théorème suivant qui résulte 
de ce qui vient d'être dit : Le cosinus d\in arc est toujours 
représenté en grandeur et en signe par la distance du centre 
au pied de la perpendiculaire abaissée de l'extrémité de Carc-
sur le diamètre A A/. 

19. ÎS'ons ne suivrons pas les lignes complémentaires dans 
leurs variations qui, à Tordre près, sont les mêmes que celles 
des trois premières lignes. D'ailleurs, les deux tableaux sui
vants résumeront les principaux résultats que l'on obtient eu 
étudiant les variations des quatre lignes trigonométriques. 

1 e r TABLEAU. 

Sinus Tangente Sécante Cosinus Cotangente Cosécante 

l«c ,uad. + + + + + I + 

Z + - - - - ! + 
t + + 1 ; _ 

2° TABLEAU. 

Arcs Simis| Tangente I Sécante! Cosinus J Cotangente Cosécante 



Le premier tableau donne les signes que prennent les lignes 
trigonométriques dans les quatre quadrants. Il fait voir qu'au 
point de vue des signes, les six lignes peuvent se grouper, 
deux à deux, le sinus avec la cosécante, la tangente avec la 
cotangente, la sécante avec le cosinus ; car les lignes trigono
métriques de chaque groupe ont le même signe dans les quatre 
quadrants. 

Dans le second tableau où e désigne une quantité très petite, 
oo une quantité t rès-grande, on peut suivre les variations des 
lignes trigonométriques, y compris les passages brusques de 
- { - 0 0 à — oo et réciproquement. 

Si Ton remarque qu'aux quatre sommets du rectangle trigo-
jiométrique les lignes trigonométriques sont les mêmes aux 
signes près, en se reportant aux formules démontrées au n° 5 
et tenant compte des signes tels qu'ils sont inscrits dans le 
premier tableau, on arrive aux théorèmes suivants. 

1 3 . THÉORÈME I. — Lorsque la différence de deux arcs est 
un nombre pair de demi-circonférences, les six lignes trigono
métriques sont les mêmes en grandeur et en signe. 

14. THÉORÈME I I . — Lorsque la somme de deux arcs est un-
nombre pair de demi-circonférences, le cosinus et la sécante 
sont égaux et de même signe, et les autres lignes égales et de 
signe contraire. 

Le théorème est vrai, en particulier, pour deux arcs égaux et 
de signes contraires. 

15. THÉORÈME I I I . — Lorsque la somme de deux arcs est 
unnombre impair de demi-circonférences, le sinus et la cosé
cante sont égaux et de mêmes signes et les autres lignes égales 
et de signes contraires. 

Le théorème s'applique, en particulier, à deux arcs supplé
mentaires. 

L E . THÉORÈME IV. — Lorsque la différence de deux arcs est 
un nombre impair de demi-circonférences, la tangente et la 
cotangente sont égales et de même signe et les autres lignes 
égales et de signes contraires. 

17. Ramener un nrc au premier quadrant. —• Les 

théorèmes précédents montrent qu'on peut toujours ramener 
un arc au premier quadrant, c'est-à-dire, trouver dans le pre-



mier quadrant un arc dont les Lignes trigonométriques soient 
les mêmes, au signe près, que celles d'un arc quelconque. 

On le voit encore à l'aide du rectangle trigononiétrique. En 
effet, après qu'on aura retranché de l'arc le plus grand nombre 
de circonférences qu'il contient, trois cas pourront se présenter 
suivant que l'arc sera terminé en M'", M" ou M'. Si l'arc est 
terminé en M'" dans le quatrième quadrant, on le retranchera 
de 2 T T , s'il est terminé en M" dans le troisième quadrant on 
en retranchera 77, et enfin, s'il est terminé en M' dans le se
cond quadrant, on le retranchera lui-même de Dans tous les 
cas, on retombe sur l'arc AM dont les lignes trigononiétriques 
sont les mêmes, en valeur absolue, que celles de l'arc donné. 

FORMULES DES ARCS QUI CORRESPONDENT A UNE LIGNE 
TRIGONOMÉTRIQUE DONNÉE. 

f 8. Un arc connu n'a qu'une ligne trigononiétrique d'espèce 
donnée, mais.à une ligne trigononiétrique déterminée corres
pondent évidemment des arcs en nombre infini : il s'agit de 
trouver les formules qui donnent tous ces arcs pour chaque ligne 
trigononiétrique. 

Supposons, d'abord, qu'on donne le sinus ou la cosrcante. 

Soit 

siu x = b 

b étant un nombre, positif ou négatif, plus petit que 1 eu valeur 
absolue, et x désignant un quelconque des arcs avant pour 
sinus le nombre donné b. 

On portera la longueur /; sur le diamètre BI>' de 0 en Q ou 
de 0 en Q', suivant qu'elle sera positive ou négative, et par les 
points Q et Q' on mènera des parallèles MM' et M"M'" au dia
mètre A A \ 11 est clair que, lorsque le sinus sera positif, tous 
les arcs ayant pour sinus le sinus donné auront leurs extré
mités en M et M', et qu'à la valeur négative du sinus corres
pondront tous les arcs terminés en M" et M'". Mais, dans un 
cas comme dans l 'autre, les arcs ayant même sinus ont une 
extrémité commune ou ont leurs extrémités symétriques par 
rapportai! diamètre 1)13': donc, si l'on désigne par a un arc 
quelconque dont le sinus est égal au sinus donné, en vertu des 



relations 1 et 3 établies au n° 5 , les formules demandées seront 

Si l'on donne la cosécante, on la porte sur le diamètre BB' 
de 0 en F, lorsqu'elle est positive, et de 0 en F ' lorsqu'elle est 
négative, et des points F et F ' on mène des tangentes au cercle 
trigonométrique. On obtient ainsi, dans le premier cas, les 
deux points M et M', et, dans le second, les deux points M" e tM / r / , 
c'est-à-dire deux points symétriques par rapport à B B ' ; les 
formules sont donc les mêmes que pour le s inus . 

On. démontrera, d'une manière toute semblable que les arcs 
qui correspondent à un cosinus ou à une sécante donnés, ont 
même extrémité ou leurs extrémités symétriques par rapport 
au diamètre AA'. Par conséquent, tous les arcs qui corres
pondent à un cosinus ou à une sécante donnés sont compris 
dans la double formule 

(2) x = 2a 77 ± ,A. 

On voit enfin que tous les arcs qui ont même tangente ou 
même cotangente, ayant même extrémité ou leurs extrémités 
symétriques par rapport au centre, sont donnés par la formule 

(3 ) # = f t 7 r - f - « . 

19. Les formules précédentes conduisent évidemment aux 
conséquences suivantes : 

Pour que deux arcs aient même sinus ou même cosécante., 
il faut et il suffit que leur différence soit un nombre pair ou 
que leur somme soit un nombre impair de demi-circonférences. 

Pour que deux arcs aient même cosinus ou même sécante, 
il faut et il suffit que leur somme ou leur différence soit un 
nombre pair de demi-circonférences. 

Pour que deux arcs aient même tangente ou même cotan
gente, il faut et il suffit que leur différence soit un nombre 
entier de demi-circonférences. 

R E M A R Q U E . — Les théorèmes précédents sont aussi compris 
implicitement dans ceux qui ont été démontrés aux numéros 
( 1 3 , 14, 15 et 1 0 ) ; on aurait pu alors les admettre comme 
connus, et en les traduisant en formules on aurait trouvé celles 
du numéro précédent. 

(I) 



C H A P I T R E III 

RELATIONS FONDAMENTALES E N T R E LES LIGNES TRIGONO

MÉTRIQUES D'UN MÊME ARC. - ÉQUATIONS QUI S'EN DÉ

DUISENT. 

20. Les cinq relations fondamentales sont les suivantes : 

(1) 
(?) 

(3) 

W 

(5) 

On établit facilement ces formules, à l'aide d'une figure, 

pour les arcs inférieurs à — ; on les généralise ensuite, 

comme il suit. 
D'abord, on les vérifie directement pour les arcs 0 et 

~ , puis, en ramenant les arcs au premier quadrant (17), 

on voit qu'elles sont vraies pour tous les arcs, abstraction faite 
des signes des lignes tr igonométriques: reste à tenir compte 
<les signes. 

Les formules (1), (:>) et (5) sont évidemmenl vraies quels que 



soient les signes, la première, puisqu'il n 'y entre que des carrés i 

et-les deux autres, parce que dans les quatre quadrants le sinus 
et la cosécante ont toujours le même signe et qu'il en est de 
même du cosinus et de la sécante. Si l'on considère mainte
nant les formules (2) et (4), on observe que, dans le premier et 
le troisième quadrant, la tangente et la cotangente étant posi
tives et le sinus et le cosinus de même signe, dans le second et 
le quatrième quadrant la tangente et la .cotangente étant néga
tives et le sinus et le cosinus de signes contraires, les deux 
membres des équations (2Y et (4) sont en même temps positifs 
ou négatifs. 

21. Application. — On peut se servir des cinq formules 
pour calculer les lignes trigonométriques d'un des arcs ou des 
demi-arcs qui correspondent à un des polygones réguliers que 
l'on sait inscrire. On calcule d'abord le sinus de l'arc en s'ap-
puyant sur ce théorème évident : 

Le sinus d'un arc positif, compris entre 0 et — est la moitié 

de la corde qui sous tend l'arc double. 
Le côté du polygone régulier qui sous-tend l'arc double de 

l'arc donné étant exprimé en parties du rayon, comme on le 
sait faire par la géométrie, on calcule le sinus de l'arc donné, 
à l'aide du théorème précédent : le sinus étant connu, la for
mule (1) résolue par rapport à cos a détermine le cosinus, et 
les quatre dernières relations permettent alors de calculer les 
quatre autres lignes trigonométriques. 

1 e r EXEMPLE : Calcul «les lignes trigonometpifiu.es 

de 

Sin étant la moitié du côté du carré inscrit est égal 

. On a ensuite à 

http://trigonometpifiu.es


2 e EXEMPLE : Calcul de» ligne» tri^onomélriques 

de 

La corde qui sons-tend l'arc étant égale à 1, on a 

On pent déduire des relations fondamentales d'autres 
relations souvent utiles. 

Ainsi, en multipliant, membre à membre, les équations (2) 
et (4) (20), on trouve 

( 1 ) 

En élevant au carré les deux membres de l'équation (2) et 
ajoutant l 'unité, de part et d'autre, on obtient 

d'où 

(2) 
On peut encore facilement exprimer le sinus et le cosinus en 

fonction de la tangente. En effet de la formule (3) (20), on 

déduit 

et eu remplaçant séc a par la valeur que donne la formule (2), 

on a 

(3) 

Mettant ensuite pour cos a la valeur précédente dans l 'équa
tion (2) (20) et résolvant l'équation obtenue par rapport à sin a, 
il vient 

(4) 

l̂ o la formule (1) rapprochée des formules (3) et (5) du nu -

2 

2 2 . 



méro 20, on déduit que les lignes tr igonométriques associées, 
deux à deux, sous le rapport des signes, sont inverses Tune de 
l 'autre. Quant aux formules (2), (3) et (4) on s'en sert souvent 
pour remplacer dans les équations trigonométriques la sécante, 
le cosinus et le sinus par leurs valeurs en fonction de la tan
gente. 

On peut se proposer généralement de trouver une relation 
entre deux lignes trigonométriques d'un même arc. C'est là un 
problème d'Algèbre qui n'offre aucune difficulté. Il s'agit tou
jours d'éliminer une ligne trigonométrique entre deux des 
cinq équations fondamentales, ou deux lignes entre trois de 
ces mêmes équations. 

REMARQUE. — Quand on donne tg a, les formules (2), (3) et 
(4) montrent que séc a, sin a, tg a, ont chacune deux valeurs 
égales et de signe contraire : c'est ce qu'il est facile d'expliquer. 

En effet, b étant la tangente donnée, posons 

tg a = b 

a est alors donné (18) par la formule 

a = 7177 -f- a 

et l'on a 

SéC a = S é C (ttîr-{-«), COS a=COS (n7r-f-«), S in a = S in (??77-f-«). 

Si n est pair, on peut retrancher nn à l'arc sans changer les 
valeurs de ses lignes trigonométriques ; on trouve donc un 
premier système de valeurs : séc «, cos « et sin «. 

Si n est impair, quand on retranche nn l 'extrémité de l'arc 
passe au point diamétralement opposé, et l'on sait qu'aux 
extrémités d'un même diamètre la sécante, le cosinus et le 
sinus ont des valeurs égales et de signe contraire. On a, par 
conséquent, un second système de valeurs : — séc a, — cos « 
et — sin «. Chacune des trois lignes trigonométriques a donc 
bien deux valeurs égales et de signes contraires. 



CHAPITRE IV 

FORMULES RELATIVES A L'ADDITION ET A LA SOUSTRACTION 

DES ARCS. - QUESTIONS S U R LES ARCS MULTIPLES OU SOUS-

MULTIPLES D'UN ARC D O N N É . 

23. On résout d'abord le problème suivant : Connaissant les 
sinus et cosinus de deux arcs a et b , calculer sin (a ± b) et 
cos (a + b). Les formules demandées sont : 

( 1 ) sin (a 4- b) = sin a cos b - f cos a sin b 

(2) sin [a— b) = sin a cos b — cos a sin b 

(3) cos (a 4- b) = cos a cos b — sin a sîh b 

(4) cos (a — b) = cos a cos 6 + s i n ^ s i n b 

La démonstration élémentaire de ces formules se trouve dans 
tous les ouvrages de Trigonométrie. J e ne crois pas devoir la 
reproduire ici (*). Tl faut seulement se rappeler que les for
mules sont générales, c'est-à-dire, vraies pour toutesles valeurs 
positives ou négatives de a et de b. On aurait pu, d'ailleurs, se 
contenter d'écrire les formules (1) et (3), car en y changeant 
b en — b on obtient les formules (2) et (4). 

94. On calcule facilement le s inus et le cosinus de la somme 
d'autant d'arcs que l'on veut en fonction des sinus et cosinus 
de ces arcs. En effet, si l'on veut développer sin [a - f b -f- c) 
et cos (a4- f r + c ) i on considère a -\- b comme un seul 
;trc et les deux lignes se trouvent exprimées en fonction de 

(*) On trouvera dans le dernier chapitre une démonstration très-générale 
('l très-simple. Pour la démonstration élémentaire, voyez la Trigonométrie 
de M. Serret. 



(1) 

et eu changeant ensuite b en — b dans cette formule, on a 

(2) 

Ou arrive d'une manière analogue aux formules 

(3) 

(4) 

11 serait aussi très-facile de déduire des formules fondamen
tales les expressions de séc (a + b) et coséc (a + b) en fonction 
de séc a, coséc a, séc 6 et coséc 6, mais les formules obtenues 
ne sont d 'aucun usage. 

MULTIPLICATION DES ARCS. 

ZU. La question générale qu'on se propose de résoudre est 
celle-ci : Connaissant une des lignes trigonometriques d'un 
arc, calculer une quelconque des lignes trigonometriques d'un 

sin c, eos c, sin (a -f- b) et cos (a -\- b). Remplaçant alors ces 
dernières lignes par les valeurs que donnent les formules (1) 
et (3), on a 

(1) sin (a-f- b + c) = sin a cos b cos c + sin 6 cos a cos c 
-f- sin c cos a cos b — sin a sin b sin c. 

(2) cos (a -\- b -f- c) = cos a cos 6 cos c — sin a sin 6 cos c 
— sin a sin r cos b — sin b sin c cos a. 

On passera ensuite du cas de trois arcs au cas de quatre et 
ainsi de suite. 

25. Trouver tg (a + 6) et cotg ( a i t 6 ) , connaissant, 
dans» le premier cas, tg a et tg fr, clans le second, cotg a 

et cotgfr. —Divisant , membre à membre, les équations (1) et 
(3), (23), puis divisant les deux termes de la fraction qui forme le 

sin a sin b 
second membre par cos a cos b, et remplaçant , — 

cos a cos b 
par tg a, tg 6, on obtient 



(4) 
(5) 

2° Connaissant sin a, cos a on tg on veut trouver 

les valeurs de sin 3a, cos 3r/, tg '¿a, correspondant, 

respectivement, aux trois lignes données. 

Si l'on change b en 2a dans les formules fondamentales ( 1 ; 
et (2) et dans la formule (1) du 25, puis qu'on lasse usage 
des formules ( 1 ) , (5) et (3;, on trouve facilement 

(6) 

(?) 

(8) 

On passera ensuite du cas du multiple l\a au cas du multiple 
4a comme on a passé de l'arc 2a à l'arc 3«, et en continuant 
toujours de la même manière, on exprimera sin ma, cos ma, 
'-g ma, respectivement, en fonction de sin a, cos a et tg a. 

DIVISION DES AHCS. 
La question générale est celle-ci : Connaissant une ligne 

trigonométrique d'un arc, trouver celles d'un arc sous-multiple 

arc qui est un multiple entier du premier. Ordinairement c'est 
la ligne trigonométrique de même nom que l'on veut calculer. 

1° Connaissant sin ay cos a ou tg a, on veut trouver 

successivement sin 2a, cos 2a et tg 2a. 

On fait pour cela b égal à a dans les formules fondamentales 
(1) et (3) et dans la formule (1) du n° 25; on a d'abord 

U) 
(2) 
(3) 

La formule (3) est une des formules demandées. Pour obtenir 

les deux autres, il suffit évidemment de remplacer dans la for

mule (1) cos a par ± \] l — sin 4 a et dans la formule (2) 

sin 2 a par 1 — cos 2 a ; on a ainsi 



du premier ; mais nous ne traiterons que les cas qui conduisent 
aux formules en usage. 

a a 
27. Connaissant cos a, trouver sin , cos— et 

tg — . — Changeons a en a~- dans la formule (1) (20) et dans 

la formule (2) (26), nous aurons 

d'où, en ajoutant et retranchant, membre à membre, 

(1) 2 cos 2 = 1 + cos a 

(2) 2 s in 2 = 1 — cos a. 

et, par suite, en divisant par 2 les deux membres de chaque 
équation et extrayant les racines, on a 

(4) 

(3) 

Divisant maintenant , membre à membre, les dernières équa
tions, on a aussi 

(5) 

Les formules (3), (4) et (5) sont les formules demandées ; les 
formules intermédiaires (1) et (2) sont souvent utiles, comme 
nous le verrons par la suite. 

. a cl 
98. Connnaissant sin a, trouver sin —— et cos — . 

2 2 

On change a en dans la formule (1) (20) et dans la for

mule (1) (26) : on a ainsi 



(1) 

(3) 

(4) 

puis en ajoutant et retranchant, membre à membre, ces der
nières équations, il vient 

(5) 

(6) 

Dans les formules précédentes les signes supérieurs se cor
respondent ainsi que les signes inférieurs ; il n 'y a donc que 
quatre systèmes de valeurs satisfaisant aux équations (1) et (2). 

On peut voir facilement, par un genre de raisonnement dont 
on a déjà donné un exemple, pourquoi les formules (3) (4) et 
(5) du n° 27 donnent deux valeurs, et les formules précédentes, 
chacune, quatre valeurs. Expliquons, par exemple, ce dernier 
fait. 

La valeur de sin a étant donnée, l'arc a est l 'un quelconque 
des arcs compris dans les formules 

a — 2n 77 —|— y. a = 2n T T - | - TT — « . 

On doit donc trouver les sinus et les cosinus des moitiés de 
tous les arcs compris dans les formules précédentes, c'est-à-dire 
que l'on a 

et deux formules analogues pour le cosinus. 
Si n est pair, on peut retrancher ?m sans changer la valeur 

(2) 

d'où, en ajoutant et retranchant les équations, membre à 
membre, et extrayant les racines, on déduit 



a a 

du sinus et l'on obtient les deux valeurs sin — , cos-— ; si n 
est impair, en retranchant ATT , l 'extrémité de l'arc passe au 
point diamétralement opposé et le sinus change de signe, on a 

alors les valeurs — sin ~~ , — cos " - : sin ~ a donc bien 

quatre valeurs égales, deux à deux, et de signe contraire. 

On voit facilement de même que cos a quatre valeurs qui 

sont, respectivement, égales à celles de sin ~ - • 

Dans la pratique, l'arc a est douné en même temps que son 

s inus ; les valeurs de s i n e t c o s s o n t donc alors déter

minées et il y a à choisir le système qui convient parmi les 

quatre systèmes de valeurs satisfaisant aux équations (!) et (2). 

A cet effet, on remarque que, d'après le calcul effectué pour 

déduire des équations (3) et (4) les équations (5) et (6), le radi

cal y 1 -f- sin a a dans ces deux dernières équations le même 

signe que dans l'équation (3), et que le radical \J 1 — sin a 

a, dans l'équation (5), le même signe que dans l'équation (4) et le 

signe contraire dans l'équation (6). La question se trouve ainsi 

ramenée à déterminer les signes des deux radicaux dans les 

équations (3) et (4). 

On remarque, d'abord, que Tare - | - étant connu, ou peul 

immédiatement déterminer les signes de sin - - et cos — , et 

aussi qu'en ramenant l'arc au premier quadrant, on peut savoir 

quel est le plus grand en valeur absolue de sin ou cos • 

Gela pose, si on a trouve le même signe pour sm et cos — , 

ce signe sera celui de yj l - j - sin a ; quant au signe de 

\l 1 — sin a , il pourra toujours être déterminé, puisque l'on 

connaît les signes de sin ~ et c o s e t que l'on sait qu'elle 

est la plus grande de ces deux lignes en valeur absolue. 



ou 

(2) 

En résolvant l 'équation (2), on obtient 

Ou vérifie facilement par le raisonnement ordinaire que t g ™ 

doit avoir deux valeurs réelles dont le produit est égal à — 1. 

3 0 . La formule (1) du n° précédent montre que la tangente, 

et, par suite, la cotangente d'un arc a s'expriment rationnelle

ment en fonction de tg — : on peut faire voir qu'il en est de 

même des autres lignes trigonométriques. Considérons d'abord, 
cos a. En divisant membre à membre les équations (1) et (2) (27) 
et remplaçant le rapport de sin'2 a à cos 2 a par tg 2 a on obtient 

(l'où l'on déduit par une transformation connue 

/ • ) \ 

. a* a , • • i r* < ' • 

Lorsque sm — et cos ~ - sont de signe contraire, il faut évi

demment dire du second radical ce qu'on a dit du premier et 

réciproquement. 
%9. Connaissant tg a. trouver I g - f L . 

On change a en ™ dans la formule (3) (26). On a ainsi 

(I) 

(1) 



Remplaçant ensuite, dans la formule (2) (20), tg a etcos a par 

les valeurs que donnent les formules (1) (29 et 30), on a 

la sécante et la cosécante étant les inverses de cos a et sin a, le 

théorème général est démontré. 

Ce théorème est très-utile en trigonométrie, car il permet, 

étant donnée une équation rationnelle par rapport aux lignes 

trigonométriques d'un même arc a: d'obtenir une équation ra

tionnelle qui ne renferme plus que la seule ligne (*)• 

3 1 . Connaissant, sin a, tg a, t r o u v e r les équation* 

qui donnent les va leurs correspondantes de sin , 

c o s — ttr • 
3 ' S 3 

En changeant a en - | - dans les équations (6), (7) et (8) du 

i, • • . a a a 
n° 26 et désignant sin a, cos a, tg a, sin — , c o s — , tg — 

respectivement par c, d,œ, y, z, on obtient les équations sui

vantes 

(2) sin a = 

(1) 

(2) 

(3) 

te3 — 3x + b = 0 

V — 3// — c = 0 

(*) Voyez, à ce propos, l'ouvrage intitulé : Théorèmes et problèmes sur 1rs 
normales aux coniques. 



CHAPITRE V 

FORMULES DE TRANSFORMATION. - MOYENS DIVERS DE RENDRE 

U N E EXPRESSION CALCULABLE PAR LOGARITHMES. — RÉSO

LUTION DE L'ÉQUATION D U SECOND DEGRÉ P A R LES TABLES. 

Transformer un prodnit de deux sinua9 de deux 
cosinus* ou d'un sinus par un cosinus en une somme 
ou une différence de sinus ou de cosinus. 

Ajoutant et retranchant, membre à membre, d'abord, les 
équations fondamentales (1) et (2), puis les équations (3) et (4), 
on obtient 

(1) sin (a -f- b) + sin (a — b) — 2 sin a cos b 

(2) sin {a + b) — sin [a — b) = 2 cos a sin b 

(3) cos [a + b) + cos [a — 6) = 2 cos a cos b 

(4) cos (a — b) — cos [a -f- b) = 2 sin a sin b. 

Les formules précédentes résolvent la question : ainsi, par 
exemple, le produit de deux cosinus est égal à la demi-somme 
du cosinus de la somme des deux arcs et du cosinus de leur 
différence. 

R E M A R Q U E I . — Si l'on multiplie les deux membres de 
chacune des équations précédentes par sin c ou cos c, puis 
qu'on remplace dans les premiers membres les produits des 
lignes trigonométriques, par des sommes ou des différences, 
d'après les règles déduites des formules qu'on vient d'établir, 
on voit qu 'un produit de trois lignes trigonométriques qui sont 
toutes trois des sinus ou des cosinus, ou dont les unes sont 
des sinus, les autres des cosinus, peut toujours être remplacé 

32. 



(5) 

par une somme algébrique de termes qui sont des sinus ou des 
cosinus. On passe ensuite facilement de là au cas général d'un 
nombre quelconque d'arcs. 

REMARQUE 1 1 . — La transformation qui vient d'être in
diquée n'est pas généralement appliquée dans la Trigonomé
trie pratique ; mais elle est souvent très-utile dans la solution 
des problèmes, en particulier, dans la recherche des maxima 
et minima. La transformation inverse dont nous allons main
tenant nous occuper est, au contraire, constamment mise en 
usage dans les calculs numériques de la Trigonométrie. 

33. Transformer une «omme ou une différence de 
deux lignes trigonométriques de même espèce en 
une expression qui ne contienne que des produits ou 
des quotients «le lignes. 

Résolvons, d'abord, la question pour le sinus et le cosinus. 
Pour cela, représentons dans les quatre formules du n° 32, 

par p et q les arcs a -f- b et a — b que Ton considère comme 
les arcs donnés : on aura 

( I ) 

m 

(3) 

W 

et ces quatre formules permettent d'opérer immédiatement les 
transformations demandées. 

REMARQUE. — En divisant, membre à membre, et deux à 
deux, les formules précédentes, on en obtient d'autres quelque
fois utiles ; nous écrirons seulement la suivante souvent em
ployée 



On trouve facilement 

(8) 

(9) 

On aura ensuite les formules relatives à la différence en chan
geant, dans la première, b en n — b et, dans la seconde, b en 
— b. On pourrait aussi changer dans les deux formules b en 

REMARQUE. — Si une ligne se trouve ajoutée à la ligne 
complémentaire, on ramènera ce cas à celui de deux lignes de 
même espèce, en remplaçant l 'un des arcs par son complément. 
Ainsi on aura 

Formule» pour 1» transformation de tg Cfc ifc lg b 

cotg a ± cotg b. 

On les obtient immédiatement en remplaçant les tangentes 
et les cotangentes par des rapports de sinus et de cosinus, et 
en tenant compte du développement connu de sin {a ± b) : on 
a ainsi 

(6) 

(?) 

Formules pour la transformation de sée a + aéc b 

«t coséc a ZT coséc b. 



RENDRE UNE FORMULE CALCULABLE PAR LOGARITHMES (*). 

34. Les tables trigonométriques contenant, non point les 
valeurs des lignes trigonométriques elles-mêmes, mais celles 
de leurs logarithmes, les formules, pour être appropriées au 
calcul logarithmique, ne doivent contenir que des indications 
de multiplication, division, élévation aux puissances, ou ex
traction de racines des lignes trigonométriques. A ce point de 
vue, on peut dire que les formules déjà obtenues dans ce cha
pitre servent à rendre calculables par logarithmes la somme ou 
la différence de deux lignes trigonométriques de même espèce 
ou complémentaires. 

On peut donner quelques autres formules qui remplissent 
le même but, c'est-à-dire, qui remplacent certaines expressions, 
non calculables par logarithmes, par d'autres équivalentes aux
quelles le calcul logarithmique s applique immédiatement. 
Ainsi, quand on a 

a - f b + c = 180° 

on démontre facilement les relations suivantes 

( i ) 

(2) 

(••5) 

(4) 

(5) 

Démontrons, par exemple, l 'équation (3). 
On a 

(*) A partir do ce numéro, nous supposerons, le plus souvent. les angles 
évalués en degrés. 



ou, puisque — y — est le complément de — 

niais on a aussi 

ajoutant, membre à membre, les deux dernières équations, et 

remplaçant s m par cos — ^ — , il vient 

et, en substituant à la somme des deux cosinus "le produit 

2 cos -~- cos 4 r > o n obtient la formule demandée. 
b 2 

On aura évidemment l'équation (4) par un calcul tout sem
blable, et l'équation (5) sera obtenue immédiatement en divi
sant, membre à membre, les équations (4) et (3). 

35 Solution de lu question générale. — Emploi des 

angles auxiliaires. 

On demande de calculer le nombre x qui est donné par l'é
quation 

x = ± ci- ± b ± c ± d 

dans laquelle a, b, c, d, sont des quantités dont la valeur nu
mérique n'est pas immédiatement connue mais peut toujours 
se calculer par logarithmes. 

Tout revient à traiter la question pour un binôme, car la 
valeur V de ± a ± b étant connue, on calculera de la même 
manière b' ± c et ainsi de suite. 

On peut toujours supposer que a et b sont positifs quand ils 
sont de même'signo, et, quand ils sont de signe contraire, on 
Peut supposer que la valeur absolue du terme positif l'emporte 
sur celle du terme négatif, puisque, s'il en était autrement, on 
calculerait l'expression de signe contraire : soit donc 

0) x = a±b 

ci pouvant être supposé plus grand (pie b. 



(2) 

Soit maintenant y un angle auxiliaire déterminé par l'équation 

b 
(3) cos ? = — w 7 a 

ce qui est toujours possible puisque, par hypothèse, a est plus 

grand que b. 

On a alors, en remplaçant ~ par cos © dans l'équation (2) 

x = a (1 ± : cos <p) 

mais, d'après les formules (1) et (2) du n° 27, les binômes 

1 -f- cos 1 — cos ^ sont, respectivement, égaux à 2 cos 2 -^-

et 2 sin 2 ~ ; on aura donc, en désignant par x' la valeur de 

a + b et par # 7 / celle de a — b. 

(4) 2 / = 2a cos 2 

(5) œ" = 2a s in 2 

L'angle auxiliaire ? sera déterminé par la formule (1), et on 
prendra l'angle des tables, c'est-à-dire, l 'angle compris entre 
0 et 90. On calculera ensuite x pa r l e s formules logarithmiques 
(4) et (5). 

37. 2 e M É T H O D E . — Supposons d abord que le binôme soit 
a -f- b. 

On écrit 

( i ) 

et en posant 

(2) 

36. l r° MÉTHODE. — On met a en facteur dans le second 
membre de l'équation (1) et Ton a 



ou a 

(3) * = 0 ( 1 + 1«*?} = — ^ — 
COS* v 

La question est donc résolue. 

REMARQUE. — On emploiera de préférence le procédé qu on 
vient d'expliquer quand x sera donné par la formule 

(4) x = \f^+¥ 

eu posant 

(••>) t - r = | - ou t , , = | 

on aura 

Soit maintenant x égal ha — b et admettons que a soit plus 
tfrand que b : si Ton pose 

(7) 

on aura 

(») 

R E M A R Q U E . — On emploiera le même procédé avec avantage 
lorsque x ne sera donné par l'équation 

38. ;>E M É T H O D E . — Dans ce qui précède, sauf dans un seul 
cas, nous avons supposé que l'on savait quelle était la plus 
grande des deux quantités a et b ; c'est ce que l'on peut toujours 
admettre quand les formules sont, d'abord, traduites en nombre. 
Mais il n'en est plus toujours de même quand on laisse les 
lettres dans les formules, en vue d'une discussion, par exemple. 
Voici un procédé indépendant de l'hypothèse - ci plus grand 
que b. 

Ou a 

il) 
On peut toujours poser 

(6) 

ou 

ou 

<2) 

3 

(8) 

(10) 



Séparant maintenant les deux valeurs comme dans la première 
méthode, on aura 

(3) 

(4) 

39. D'après la méthode générale, on aura à employer autant 
d'angles auxiliaires qu'il y a de termes moins un dans le poly
nôme donné : mais on devra, dans chaque exemple particulier, 
essayer de réduire au plus petit nombre possible les angles 
auxiliaires. 

EXEMPLE I . — Soit 

(1) x — i -f- sin a + cos a 

1 et sin a pouvant être considérés, respectivement, comme les 
sinus de 90° et de 90° — a, on a la somme des sinus de trois 
arcs dont la somme est égale à 180°; donc, d'après l'équation (3; 
du n° 34, on aura 

EXEMPLE I I . — Soit 

(1) x* — a* + 6 2 — 2a b cos y. 

l r e MÉTHODE. — On écrit l 'équation (1) sous la forme 

= a* + № + 2ab — 2ab (l + cos y) 

mais les trois premiers termes du second membre sont les 
termes de (a + et 1 + cos y, en vertu de la formule (1) (27), 

peut être remplacé par 2 cos* ~ ; on a donc 

x'2 — (a -f- b)'1 — \ab cos'2 -~ . 

On a pu ainsi transformer un trinôme en un binôme sans 
emploi d'angle auxiliaire ; ou achèvera ensuite le calcul avec 
un seul auxiliaire y, en se conformant à la méthode (37). 

(2) 

et Ton a alors 



On aura alors 

(2) 

2 e
 M É T H O D E . — On écrit l 'équation (1) sous la forme 

d'où 

Posant maintenant suivant la méthode du n° 37, 

(1) 

on calculera x par l 'équation 

4 0 . On modifie quelquefois les méthodes générales. 

E X E M P L E T. — Soit 

ayant divisé les deux termes de la fraction par a, et ayant posé 

comme il est dit au n° 38, on a 

mais, au lieu de continuer le calcul comme au numéro cité, on 
remarque que tg 45° étant égale à 1, on peut écrire 

E X E M P L E i l . — Soit 

(3) 



4t. Résolution d'une équation du second degré à 
l'aide de» tables. 

L'équation du second degré est donnée sous la forme 

générale 

ax? + bx + c = 0 

on supposera, ce qui est généralement permis, que a est positif 
et on laissera de côté le cas des racines imaginaires. 

Premier cas* — On a 

— iac> 0 et c > 0. 

Si l'on appelle xf et x" les racines de l'équation (1), x' étant 
la plus petite, on a, d'abord, 

Si maintenant, d'après la méthode dun° 37, on pose 

( I ) 

il viendra 

(2) c 

et on obtiendra de même 

Deuxième cas, — On a : 

b* — Aac > 0 et c < 0. 

Ou change d'abord c en — c dans l'équation du second 
degré : alors après avoir posé 

( 4 ) 

posant 

on trouve 

(3) 



on trouve facilement, d'après la méthode du n° 37. 

(5) 

Autres formules. — En résolvant les équations (1) et 
(4) par rapport à b et substituant la première valeur dans les 
formules (2) et (3), la seconde, dans les formules (5) et (6), on 
trouvera, dans un cas comme dans l 'autre, 

(7) 

(8) 

seulement on doit prendre le radical avec le même signe dans 
les deux formules quand c est positif, et avec des signes con
traires quand c est négatif. Voyons maintenant quel signe 
doit être attribué à chaque racine en particulier. 

1 ° — est négatif. Alors, si c est positif les deux racines con

tiendront toutes deux le radical avec le signe + , et si c est 

négatif, c'est x' qui aura le signe + comme la plus grande en 

valeur absolue. 

T — est positif. Les conclusions sont évidemment contraires. 
a 

H E M A R Q U E . — On peut encore résoudre la question proposée 
en posant à priori les formules (7) et (8), ce qui est toujours 
permis, puisqu'on n'exprime seulement ainsi que le produit des 

racines de l'équation (1) est égal à — . L'angle ^ sera ensuite 
a 

déterminé en écrivant que la somme des racines est égale à 
b 

— — : on retrouve alors pour déterminer ^ la formule (1) ou 
a 

la formule (4) suivant que c est positif ou négatif. 

(6) 



CHAPITRE VII 

RÉSOLUTION DE Q U E L Q U E S ÉQUATIONS TRIGONOMÉTRIQUES 

D'UN F R É Q U E N T USAGE. 

Un très-grand nombre de problèmes, en particulier, les pro
blèmes sur les triangles, se ramènent à la résolution d'un 
certain nombre d'équations- trigonométriques ; nous allons 
résoudre les principales dans ce chapitre. 

42. On propose de résoudre l'équation 

(1) a sin x -f- b cos x = c 

dans laquelle x est un arc inconnu et a, 6, c des nombres 
quelconques positifs ou négatifs. Nous supposerons pour fixer 
les idées que a, 6, c soient positifs. 

Divisant les deux membres de l'équation (1) par b, et posant 

(2) T G ? = ± 

. a cos y 
on a, eu remplaçant — par cotg y ou 

Q 

(3) sin (A? + ? ) = y s i n ? 

l 'équation (2) détermine un angle auxiliaire y qu'on peut tou
jours supposer aigu ; on a ensuite par l'équation (3) un angle 

aigu a dont le sinus est égal au nombre positif — sin y : tous 



les arcs demandés seront alors donnés par les formules 

(4) œ = n X 360° + a — y 
(5) x = nx 360° + 180° — a — y 

D I S C U S S I O N . — Pour que l'équation (3) puisse donner un 
angle «, il faut, quels que soient les signes de a, b, c, que le 
carré de sin « soit, au plus, égal à 1. On aura donc 

ou comme 

ou aura 

ou 

Le plus souvent dans les applications l'angle x doit être 

inférieur à 180°, on demande alors quelles valeurs on doit 

prendre. 
Il est, d'abord, visible qu'on doit faire n égal à zéro dans les 

formules (4) et (5), et que la valeur 180° — a — y donnée par 
la formule (5) est toujours admissible puisque a et y sont des 
angles aigus. 

Considérons maintenant la valeur « — y donnée par la for
mule (4). Cette valeur, abstraction faite du signe, est toujours 
plus petite que 90°, mais il faut aussi qu'elle soit positive : 
pour cela, on doit avoir 

a > y OU Sill a > sill y , 

et en remplaçant sin a par la valeur que donne l'équation (3), 
on a 

c . . 
— Sill y > sill y 

OU 

(7) b < c. 

On résout et on discute, d une manière analogue, l'équation 

(6) 



dans les différents cas où a, b, c ne sont pas tous les trois 
positifs. 

REMARQUE. — On aurait pu aussi poser 

(8) t g r = - | - 1 

et en divisant les deux membres de l'équation (1) par on 
obtiendrait par un calcul analogue au précédent 

(9) cos (x — c o s ?• 

4*1. On propose de résoudre l'équation 

(1) a cotg x + b cotg x = c, 

sin X 

en remplaçant tg x et cotg x, respectivement, par ^ et 

cos x . i i . . .i . 
— , et chassant les dénominateurs, il vient 
sin X 

a s in 2 x -f- b cos 2 a? = c sin # cos x. 

Multiplions maintenant les deux membres de l'équation pré
cédente par 2, et remplaçons 2 sin 2 x, 2 cos 2 x, 2 sin x cos x, 
respectivement, par 1 — cos 2x, 1 -f- cos 2# et sin 2x, nous 
aurons 

(2) c sin 2Â? + (a — b) cos 2x = a b, 

et l'on est ramené à résoudre une équation de la même forme 
que l'équation (1) du numéro précédent. 

44. Nouvelle méthode pour la résolution de l'équa
tion du second degré à l'aide des tables. 

On peut déduire de ce qui précède une nouvelle méthode 
pour la résolution de l'équation du second degré à l'aide des 
tables. Soit l 'équation 

(1) ax? - f f c r - f c = 0. 

En divisant les deux membres par x et posant x égal à tg y, 

on a 

a tg y + c cotg y + b = 0, 

et l'on est ramené immédiatement à la question précédente. 



(6) 

y 
En remplaçant dans l'équation (1) œ par m tg ou 

(3) 

Mais développons les calculs : en désignant par y un angle 
auxiliaire, on obtient facilement 

(?) 

ces équations déterminent, la première, un angle la seconde, 
un angle «, compris tous deux entre — 90° et -f- 90°, on a 
alors 

y = nX№ + Y m — g 0 1 1 ï/ = ttXt80o+90° 1 
et, par suite, 

( 4 ) - = « - = « S ( f + ' 2 } 

REMARQUE I . — Pour que la solution précédente puisse 
être appliquée, il faut et il suffit que la valeur absolue de 
sin (2y + y) donnée par l'équation (3) ne soit pas supérieure 
à l 'unité ; mais en écrivant qu'il en est ainsi on retrouve la 
condition qu'on supposait tacitement remplie, à savoir 

(5) b* — kao > 0. 

REMARQUE I I . — La nouvelle méthode qui conduira le plus 
souvent à des calculs moins simples que la méthode ordinaire 
a cependant sur elle cet avantage, qu'une fois l'inégalité (5) 
satisfaite, les formules générales (2j, (3) et (4) restent les 
mêmes, quelles que soient les valeurs réelles représentées par 
les lettres a, b et c. 

Nouvelle méthode pour obtenir les formules ordi
naires relatives à la résolution trigonomél rique de 
l'équation du second degré. * 

En modifiant un peu la méthode qu'on vient d'expliquer 
on peut, sans savoir résoudre l'équation du second degré et 
sans même connaître les relations entre les coefficients et les 
racines, retrouver les formules (7) et (8) du n° 41 : c'est ce que 
je vais montrer . 

Posons d'abord 



et chassant les dénominateurs, on aura 

am* s in 2 — + bm sin -4- cos 4 - c cos 2 ^- = 0, 
2 1 2 2 1 2 

d'où l'on déduit comme précédemment, 

bm sin y -\- (e — am?) cos y -f- c -J- a m 2 = 0, 

et, en posant 

' c — a m 2 

(7) t g * = — , 

on obtient 

(8) sin (y + y) = - ^ r = 7 8 1 1 1 * 

ou encore en remplaçant dans cette dernière équation am* — c 
par la valeur que donne la formule (7) 

(9) sin (y + y) = ^ cos ? , 

la question générale est résolue en donnant à m une valeur 
arbitraire, et calculant successivement f, y et x par les équa
tions (7), (8) ou (9), et l'équation (6) ; mais ici nous allons 
disposer de l 'indéterminée m de manière à ne plus avoir à 
faire de calcul d'angle auxiliaire. On distingue deux cas : 

1° a et c sont de même signe. — Dans ce cas on écrit que 
la valeur de l'angle y est nulle, et, pour cela, on pose 

Alors la formule (9) donne 

les signes — et -J- correspondant, respectivement, à la valeur 
positive et à la valeur négative de m. 

Supposons, d'abord, que — soit positif et prenons pour m la 

valeur il en résultera pour sin y une valeur 

positive et, si l'on désigne spécialement par y un angle positif 



et aigu, on aura, en prenant seulement les deux arcs y et 

i80° — y, 

Si maintenant — est négatif, on prendra m égal à 

dans les deux formules précédentes il faudra remplacer les 
signes — par des signes + . 

2° a et c sont de signe contraire. — Dans ce cas on dispose 
de rindéterminée m de manière que le premier membre de 
la formule (8) soit nul , c'est-à-dire qu'on détermine m par la 
formule 

on a alors 

et si dans l'équation (7) on remplace m et y par les valeurs 
tirées des deux équations précédentes, on a 

les signes -f- et — de cette formule correspondant, respective
ment, à la valeur positive et à la valeur négative de m . 

Si est positif et que l'on prenne pour m la valeur 

tg y sera positive, et, en désignant s^iéciale-

uient par y un angle positif et aigu, il suffira de prendre les 
deux valeurs y et 180 + y ; on aura, par conséquent *, 

ou 

Si est négatif, on sera conduit à changer les signes des 

deux radicaux dans les formules précédentes. 

Dans les formules qui suivent on n'a pas changé c en — c comme au n° 41. 



(3) 

Si l'on désigne par « l'un quelconque des arcs ayant pour 

m 
cosinus , on aura 

a 
s i n - -

et, par suite, 

(4) 

T La différence des ares et la somme des sinus, la somme 

En résumé, on voit que dans tous les cas on est retombé 
sur les calculs de la première méthode. 

Nous allons maintenant nous proposer de résoudre tous les 
systèmes d'équations qu'on obtient en traitant les questions 
comprises dans l'énoncé général suivant : 

Connaissant la somme ou la différence de deux 
arc», et la somme, la différence, ie produit ou le 
quotient de deux lignes trigonométriques, de même 
espèce, de ces deux arcs, trouver les deux arcs 
eux-mêmes. 

45. PROBLÈME I . — On donne la somme ou la différence 
de deux arcs, et la somme, la différence, le produit ou le quo
tient des sinus de ces deux arcs. 

1° La somme des arcs et celle des sinus sont données. — En 
désignant par a et m les deux sommes données, et par x et 
y les deux arcs inconnus, on a à résoudre le système 

(1) x + y = a (2) sin x + sin y — m. 

En remplaçant le premier membre de l'équation (2 ) par un 
double produit et en tenant compte de l'équation (1), on a 

d'où 



0) 

on achève ensuite facilement le calcul. 

3° On donne la somme ou la différence de deux arcs et le 
produit de leurs sinus. 

Considérons d'abord le cas de la somme, en désignant tou
jours par a et m les deux nombres donnés, on a à résoudre le 
système 

(8) x -\- y = a (9) sin x sin y = m, 

la seconde, par une transformation connue, devient 

cos (x — y) — cos a = 2m, 

d'où 

(9) cos (x — y) = 2 m + cos a. 

Connaissant la somme des deux arcs par la formule (8), et 
leur différence par la formule (9) qu'on rendra, d'abord, 
calculable par logarithmes, on achèvera le calcul comme plus 
haut. 

Lorsque la différence des arcs est donnée, on voit facilement 
que leur somme est déterminée par la formule 

(10) cos (x -f- y) = cos a — 2m. 

4° On donne la somme ou la différence de deux arcs et le 
rapport de leurs sinus. 

Supposons qu'on donne la somme des arcs, on aura les deux 
équations 

( M ) 

(6) 

(12) 

des arcs et la différence des sinus ou enfin la différence des 
arcs et celle des sinus sont données. 

En représentant toujours par a et m les sommes ou diffé
rences données, on trouve que suivant l 'un ou l 'autre des trois 
cas qu'on vient d'énoncer, la formule (3) est remplacée succes
sivement par chacune des suivantes : 

(5) 



de la seconde on déduit par une combinaison connue 

et en remplaçant le premier membre par le rapport de deux 
tangentes (formule (5), 33), on aura en tenant compte de 
l'équation (11) 

(12) 

a représentant l 'un des arcs ayant pour tangente celle de rare 

- — ^ — qui est donnée par l 'équation (12), on aura 

et, par suite 

REMARQUE. — Si m n'était pas un nombre donné, mais 
pouvant être calculé par logarithmes, on déterminerait d'abord 
un angle auxiliaire y dont la tangente serait égale à m et l'on 

m —— 1 

remplacerait dans la formule (12) ffl _|_ ^ , par tg (45° — y) 

(40). 

46. PROBLÈME I L — Calculer deux arcs connaissant leur 
somme ou leur différence, et la somme, la différence, le pro
duit ou le quotient de leurs cosinus. 

On peut ramener le problème au précédent en remplaçant 
x et y par 90° — x' et 90° — y'. Du reste, en traitant la 
question directement, on a des calculs tout semblables à ceux 
qu'on vient de faire plus haut . 

47. PROBLÈME I I I . — Calculer deux arcs comiaissant leur 
somme ou leur différence et la somme, la différence, le pro
duit ou le quotient de leurs tangentes. 

I o On donne la somme des arcs et la somme de leurs tan
gentes. 

(13) 



On a 

(1) 
(2) 

mais l'équation (2), comme on l'a déjà vu (formule (6) (33)), 
peut être remplacée par la suivante : 

ou 

ou enremplaçant x-\-y par a et résolvant par rapport à cos (x—y) 

(3) 

On rendra cette dernière formule calculable par logarithmes, 
en posant 

et on achèvera le calcul comme clans les problèmes précédents. 

2° On donne la différence a des arcs et la somme m de leurs 

tangentes. 

On arrive par un calcul semblable à celui qu'on vient de 

l'aire à l'équation 

(4) 2 sin (x + y) — m cos (x + y) = m cos a 

et l'on est ramené à la résolution d'une équation du premier 
degré par rapport au sinus et au cosinus d'un même arc (42). 

3° On donne la différence ou la somme des arcs et la diffé
rence de leurs tangentes. 

il suffira évidemment pour avoir les formules analogues aux 
formules (3) et (4) d'y changer y en — y : on aura ainsi 

(5) 

(6) 

4° On donne la sojyime ou la différence de deux arcs et le 
produit de leurs tangentes. 



Soit, par exemple, 

0) 
m 

La seconde équation peut être remplacée successivement par 

et en remplaçant dans la dernière x-\- y par a et résolvant par 
rapport à cos {x — y), on a 

m 

Le calcul s'achève ensuite facilement. 
Si Ton se donne la différence a des arcs au lieu de leur 

somme, on aura évidemment la nouvelle formule 

en changeant dans la formule (8) y en — y et m en — m. 

5° On donne la somme ou la différence de deux arcs et le 

quotient de leurs tangentes. 

Soit d'abord donnée la somme des arcs : on a 

(10) 

(11) 

Mais l'équation (11) prend successivement les formes sui
vantes : 

( 1 2 ) 

et le problème est résolu. 
On a comme précédemment la formule qui convient au cas 

(9) 



Dans ces calculs de transformation, on a remplacé cosa:-j-cos y 

par un double produit de co?inus, cos œ cos y par une demi-

somme de cosinus, cos a par 1 — 2 s i n 2 - ^ - , et enfin cos(^r—y) 

par 2 cos 2 œ ~ v — 1 . 

Désignons maintenant par z' et z" les deux racines de l'é
quation (3) (zf étant la plus petite) et posons (41) 

où Ton donne la différence des arcs en changeant dans la for
mule (12) y en — y et m en — m, et on a ainsi 

(13) 

48. P R O B L È M E I V . — Trouver deux arcs, connaissant leur 
somme ou leur différence, la somme, la différence, le produit 
ou le quotient de leurs cotangentes. 

On passe du cas des tangentes à celui des cotangentes 
comme on a passé du cas des sinus à celui des cosinus. 

4». P R O B L È M E V . —Calculer deux arcs, connaissant leur 
somme ou leur différence et la somme, la différence, le pro-
duit ou le quotient de leurs sécantes. 

1° On donne la somme de deux ares et celle de leurs sécantes. 

On a à résoudre le système 

(1) x + y = a 
(2) séc x -f- séc y = m 

la seconde prend successivement les formes suivantes : 

(4) 

4 



nous aurons 

(5) 

les signes étant déterminés comme il a été dit au numéro cité. 

2° On donne la somme de deux arcs et la différence de leurs 
sécantes, la différence de deux arcs et la somme ou la diffé
rence de leurs sécantes. 

Les trois nouveaux cas se ramènent au premier, en 
remplaçant dans l'équation (3) y successivement par \SOn-\~yf, 
— y' et 180° — yr, car on est toujours ramené ainsi à trouver 
deux arcs connaissant leur sonrne et la somme de leurs sé
cantes. 

3° On donne la somme ou la différence de deux arcs et le 
produit ou le quotient de leurs sécantes. 

Les deux équations 

peuvent être remplacées par 

et l'on est ramené à des questions déjà traitées. 

50. PROBLÈME I V . — Calculer deux arcs, connaissant leur 
somme ou leur différence et la somme, la différence, le pro 
duit ou le quotient de leurs cosecantes. 

On passe du cas des sécantes à celui des cosecantes, comme 
on l'a déjà fait pour les cosinus et les cotangentes. 



C H A P I T R E V I I I 

RÉSOLUTION DES TRIANGLES. 

Dorénavant, les angles d'un triangle ABC seront toujours 
représentés par les lettres de leurs sommets A, B, G et les côtés 
opposés par a, b, c ; dans le cas d'un triangle rectangle A dé
signera l'angle droit. 

ÉQUATIONS QUI SE RAPPORTENT AUX TRIANGLES RECTANGLES. 

— RÉSOLUTION DE CES TRIANGLES. 

5i. En partant de la définition même des lignes trigono-
métriques, on a immédiatement clans tout triangle rectangle 
ABC (lig. 3). 

Sin B = cos C = — , sin C = c o s B = — , tg B = c o t g C = — 
a a c 

ou encore 

(1) b — a sin B = a c o s C , (2) c — a sin G=a cos B, 

(3) b = c tg B = c c o t g C . 

On peut donc énoncer les deux théorèmes suivants : 

THÉORÈME I . — Dans tout triangle rectangle, un côté de 
l'angle droit est égal au produit de l'hypoténuse par le sinus 
de l'angle opposé ou le cosinus de Vangle adjacent à ce côté. 

53. THÉORÈME I I . — Dans tout triangle rectangle, un côté 
de Vanglr droit est égal au produit de Vautre côté de l'angle 



droit par la tangente de l angle oppose ou la cotangente de 
l'angle adjacent au premier côté. 

On a d'ailleurs les deux équations connues en géométrie 

B + C = 90° a* = 6* + c\ 

54. Voici le tableau de la résolution des quatre 
cas. 

PREMIER CAS. —- Données 

a, B 

résultats 

G = 9 0 ° — B b = a sin B c = a cos B . 

DEUXIÈME CAS. — Données 

B 

résultats 
b 

C = 9 0 ° — B a= . •-- c = b cotg B . 
sin B 

TROISIÈME CAS. — Données 

a, b 

résultats 

on déduit la formule qui donne tg — des deux équations 

QUATRIÈME CAS. — Données 

b, c 

résultats 

RELATIONS ENTRE LES ÉLÉMENTS D'UN TRIANGLR QUELCONQUE?. 

55. THÉORÈME I . — Dans tout triangle les côtés sont pw 
portionnels aux sinus des angles opposés. 



Pour démontrer ce théorème, il suffît de mener deux des 
hauteurs du triangle, et d'appliquer le théorème (I) (5?) aux 
triangles rectangles ainsi obtenus. 

56. En adjoignant, aux deux équations données par le théo
rème, la relation connue entre les angles d'un triangle, on a i e 
système des trois équations 

f l ) A + B + C = 180 U -±- = Jl.- = -JL-
sin i\ sin B sin C 

qui suffît pour la résolution des triangles. 

57. THÉORÈME I I . — Denis tout triangle, un côté est égal a 
la somme des produits qu'on obtient en multipliant chacun des 
deux autres par le cosinus de l'angle qu'il fait ai ec le premier. 

Ce théorème se démontre, comme le précédent, en abaissant 
les hauteurs du triangle et calculant les projections des côtés 
les uns sur les autres, à l'aide du théorème I (52); il donne les 
trois équations suivantes : 

a = b cos G -f- c cos B 
(2) b = a cos C -f- c cos A 

c = a cos B -f- b cos A. 

58. THÉORÈME I I I . — Dans tout triangle, le carré d'un côté 
est égal à la somme des carrés des deux autres diminuée du 
double produit de ces côtés par le cosinus de l angle qu'ils 
comprennent. 

Deux théorèmes de Géométrie bien connus conduisent à 
lenoncé précédent, si l'on calcule, comme dans la démonstra
tion du théorème I I , les projections des côtés les uns sur les 
autres ; on a alors le système 

a"2 = b"2 + c'2 — 2bc cos A 
(3, b"2 = a"2 - f c* — 2ac cos B 

c 2 = a 2 + b"2 — 2ab cos C. 

REMARQUE. — Chacun des systèmes (1), (2) et (3) suffisant 
à la résolution des triangles entraîne les deux autres : c'est ce 
que l'on peut facilement vérifier. 

59. Résolution des triangles quelconques dans les 
«as élémentaires. 

PREMIER CAS. — Données 



formules /jour la résolution 

D E U X I È M E CAS ( i r e Méthode). — Données 

formules pour la résolution 

(1 ) 

(2) 

ou 

(3) 

(5) 

Pour démontrer la formule ( 1 ) on remarque que l'on a les 
relations 

c'est-à-dire, qu'on est ramené à trouver deux angles connais
sant leur somme et le rapport de leurs s inus . En procédant, 

|3 Q 
comme il a été dit (45), et posant - — égal à a, on retombe 

bien sur la formule ( l ) . 

R E M A R Q U E . — L'emploi cle la formule (5) est préférable à 
celui de la formule (4), parce que le logarithme de a -\~ b étant 
déjà connu quand on détermine c, tout le calcul n'exige que 
cinq logarithmes au lieu de six. 

On trouve, d'ailleurs, facilement la formule (5), comme il 
suit : on a 

Remplaçant sin C par 2 sin par cos 

puis simplifiant et résolvant par rapport à c, on a la formule 
demandée. 

(4) 



R E M A R Q U E . — Si a et h étaient connus seulement par leurs 

logarithmes, on rendrait le rappoit •̂- ^ calculable par lo

garithmes, comme il a été dit au n° (40) ; alors c'est la formule 

(4) qu'il faut employer. 

D E U X I È M E CAS (2 e Méthode). — Données 

a, b, C, 

formules pour la résolution 

(3) 

la formule ( 1 ) s'obtient en mettant deux des équations données 
(56 et 57) sous la forme 

c sin A = a sin C c cos A = b — a cos C 

et les divisant, membre à membre. 

Pour obtenir l 'angle A, le procédé le plus simple sera de 

calculer, d'abord, par logarithmes, la quantité a cos C. 

T R O I S I È M E C A S . — Données 

a, b. c, 

formules pour ta résolution 

0) 

(2) 

(3) 

(p est le demi-périmètre du triangle). 
Pour démontrer directement ces formules on part de la re

lation 

'fui a été donnée au n° 34. En y remplaçant sin A, sin B et 

(1) (2) 



siii G par les côtés a, b, c qui leur sont proportionnels, le pre

mier membre devient — — , et l'on obtient 

Si maintenant on multiplie, membre à membre , les deux der
nières équations et qu'on divise ensuite par les deux membres 
de la première, on trouve 

d'où l'on déduit facilement la formule (1 ) . On obtient ensuite 
les deux autres de la même manière. 

QUATRIÈME CAS. — Données 

a, b, A, 

formules pour la résolution 

0 ) 

(3) 

REMARQUE. — La formule ( 1 ) donne deux angles supplé

mentaires, mais la Géométrie apprend dans quel cas on doit 

prendre l'angle aigu seulement, ou les deux angles. Ces résul

tats empruntés à la Géométrie vont, d'ailleurs, être confirmés 

tout à l 'heure, par une discussion directe, purement trigono

métrique. 

GO. Remarque générale sur la résolution des trian

gles,— On peut le plus souvent suivre deux marches dans 
la résolution des triangles : commencer par le calcul des angles 
ou par celui des côtés. Le premier procédé est, en général, plus 
élégant et conduit plus directement à des formules calculables 
par logarithmes. L'autre procédé, en quelque sorte moins tri-

et de même, 

(4) 



(2) o = b cos A ± V a* — № sin- A. 

Posant suivant la méthode générale 

(3) S l l l y = 

l'équation (2) devient 

o = b cos A db a cos ? 

ou en remplaçant b par la valeur tirée de l'équation (3) 

(4) 

On voit facilement que le calcul est identique à celui qui a été 
feit quand on a résolu le quatrième cas des triangles (59). 

En effet, soient B et B' les valeurs de l'angle B, le premier, 
étant un angle aigu et le second, son supplément : il résulte de 
la comparaison de la formule (3) à la formule ( 1 ) (quatrième 
c a s , 59) que l'angle y peut être considéré comme égal à B ' ; et, 

gonomvtrique, mais, en général, plus facile à mettre en œuvre 
pour les personnes peu exercées au calcul trigonométrique, ne 
conduit le plus souvent à des formules calculables par loga
rithmes qu'à la ide des angles auxiliaires. D'ailleurs, si l'on 
compare les résultats obtenus par les deux méthodes, on 
trouve que les calculs sont équivalents dans leur ensemble, 
sinon identiques : c'est ce que nous allons vérifier sur quel
ques exemples. 

EXEMPLE I . — On donne deux côtés a et b et l'angle com
pris C et Von demande de calculer d'abord le côté c. 

Si l'on suit la première méthode indiquée exemple, (2) (39), 
on a un calcul équivalent à celui qu'on aurait fait en calcu
lant, d'abord, les angles ; et, par la seconde méthode, on a un 
calcul identique. (Dans l'exemple (2) (39) c et G sont remplacés 
par x et y). 

EXEMPLE I I . — Calculer d'abord le côté c dans le quatrième 
cas de résolution des triangles. 

On part de la première des formules (3) (58) que l'on écrit 

( 1 ) &2 — 2b cos A . G + ¥ — a? = 0 

en résolvant l'équation, on a 



E X E M P L E I I I . — Résoudre un triangle connaissant un côté 
a, l angle opposé A et la somme s des deux autres côtés 
b et c. 

P R E M I È R E M É T H O D E . — On a 

( I ) 

d'où 

(2; 

les équations (l) et (2) montrent qu'on est ramené à trouver 
deux angles connaissant leur somme et la somme de leurs 

sinus, en opérant comme au n u 4a, et représentant ••— 

par on trouve 

puis l 'on a 

(6) 

Les formules (3), (4), (5), (6) et (7) résolvent le problème. 

D E U X I È M E M É T H O D E . — On veut d'abord calculer les côtés 
b et c. On est immédiatement ramené à ce problème d'Algèbre: 
résoudre par rapport aux deux inconnues b et c le système 
d'équations 

( 8 ) 

•'5) 

(7) 

et 

si dans la formule 3 (quatrième cas, 59) on remplace successi
vement C par 180" — A — B' et par ] 80° — A — B" ou 
B ' — A, on trouve bien pour c les deux valeurs 

(.4) 

(4) 



b et o sont donc les racines d'une équation du second degré 

(10) 4 cos- A j ' 2 — is cos 2 A # -f- s2 — a* = 0, 

en résolvant cette équation, on a 

(11) 

Posant maintenant 

(12) 

on a, par un calcul semblable à celui de l'exemple précédent. 

(13) 

Mais l'angle y déterminé par la formule (12) n'est autre que 

l'angle a ou de la formule (3), et l'on s'assure facile

ment que les équations (13) et (14), quand on y remplace y par 

^ — , donnent pour b et c les mêmes valeurs que les équa

tions (6) et (7). 

DISCUSSION DE QUELQUES-UNS DES PROBLÈMES PRÉCÉDENTS. 

® l . On ne veut discuter ici que les problèmes les plus sim
ples ; la discussion, des autres sera faite dans la seconde partie. 

(14) 

de la seconde, en y remplaçant cos A par 2 cos- ~ 1, on 

tire facilement 



On distingue deux cas principaux : 

1° L angle A est obtus ou droit. — Alors la seconde solution 
doit évidemment être rejetée : mais cherchons à quelles condi
tions la première sera admissible. L'équation (l) donne d'abord 
la condition nécessaire 

(0 

(3) 

DEUXIÈME SOLUTION. 

(4) 

(6) 

EXEMPLE I . — Discussion des formules relatives au troisième 

cas de résolution des triangles. 

m 
Si l'on observe qu'un quotient — et un produit mn ont 

n 
toujours le même signe, quels que soient les signes de m et n, 

on voit que la seule condition pour que tg , tg - ~ et tg ~ 

aient des valeurs réelles, c'est que le produit p(p—a)(p —b)(p—c) 
ou simplement (p — à) (p — b) (p — c) soit positif. Mais deux 
des facteurs du dernier produit ne pouvant être négatifs en 
même temps puisque leur somme qui représente un côté serait 
alors négative, on doit avoir les trois facteurs positifs, et, par 
suite, 

a < b -\- c b < a + (' o < a -f- à, 

on retrouve ainsi les conditions connues en géométrie. 

EXEMPLE IL —. Discussion des formules du quatrième cas. 

En désignant par B ' et B" les deux valeurs de B, la première 
plus petite que 90°, la seconde plus grande, et par C', C", c' c", 
les valeurs correspondantes de G et c, on a 

PREMIÈRE SOLUTION. 

(7) 



et pour que la valeur de C soit positive, il faut, d'après l'équa
tion (2), qu'on ait 

B' < 180 — A, 

ou comme les angles B' et 180 — A sont aigus, 

sin B ' < sin A. 

Mais en remplaçant sin B' par la valeur que donne l 'équa
tion (1), il vient 

(8) a > b. 

Cette dernière inégalité entraîne évidemment l'inégalité (7) et, 
d'ailleurs, la valeur de d est toujours admissible; l 'inégalité (8) 
est donc la seule condition de possibilité, et quand elle est 
satisfaite le problème n'a qu'une solution. 

2° L angle A est aigu. — On a toujours ia condition (7), et 
quand elle est remplie, la première solution est évidemment 
toujours admissible. Maintenant pour que la seconde solution 
existe, on doit avoir 

A < 180" — B " , 

et comme les deux angles A et 180° — B r / sont aigus, 

sin A < sin B" 

en remplaçant dans cette dernière inégalité sin B" par sa 
valeur déduite de l'équation (4), on obtient la condition 

(9) a < 6, 

et il n 'y en a pas d'autres, car une fois la valeur de G / ; déter
minée, l'équation (6) permet toujours de calculer c"\ 

En résumé, dans le cas de l'angle aigu A, le problème a 
deux solutions quand les inégalités (7) et (9) sont satisfaites en 
raéme temps. Mais il n 'en a plus qu'une, quand a est égal à b 
ou est plus grand que 6, car, dans le cas de l'égalité, l'angle B 7 / 

est nul, et, dans l 'autre cas, négatif : la solution existe, d'ail
leurs, toujours, car la condition que a égale ou surpasse b 
entraîne nécessairement l'inégalité (7). 

Le problème n'a encore qu'une solution lorsque l'inégalité (7; 
est remplacée par l'égalité correspondante, parce qu'alors B/ 
étant droit, il en est de même de B". Enfin le problème est 
impossible,quand l'inégalité (7) est remplacée, par l'inégalité de 
s ens contraire. 



Autre méthode de discussion » —Oll peut encore dis
cuter le quatrième cas de résolution des triangles en partant 
des équations données (Ex I I , 60). 

La considération du dernier terme de l'équation (1) conduit 
à distinguer trois cas, suivant que a est plus grand que ô, égal 
à b ou plus petit. 

Dans le premier cas l'équation (I) a toujours deux racines 
réelles, l 'une positive et l 'autre négative, et le problème a tou
jours une solution et une seule. 

Si b et a sont égaux, l'une des valeurs de c est égale à zéro, 
et l 'autre h 2b cos A ; cette dernière valeur ne sera, d'ailleurs, 
admissible que si l'angle A est aigu. 

Enfin, si b est plus grand que a , on devra d'abord exprimer 
que les racines sont réelles, ce qui conduira à l'inégalité (7). 
Quand celte inégalité sera satisfaite et que l'angle A sera aigu, 
l'équation ( 1 ) aura deux racines positives ; le problème a donc 
alors deux solutions. Ces deux solutions se réduiraient à une 
seule, si l'inégalité (7) était remplacée par l'égalité correspon
dante, puisque les racines de l'équation (I) deviendraient égales. 
Si l'angle A était obtus les deux racines' seraient toutes deux 
négatives et le problème serait impossible. 

On voit, qu'à part l'ordre, les résultats sont les mêmes que 
dans la première méthode. 

EXEMPLE I I I . — On veut discuter le problème déjà résolu où 

Vondonne a, A et la somme s des côtés b et c. 

Il s'agit de discuter les formules (3), (4), (5), ('.») et (7) don
nées, Ex. (III), (60). 

La formule (3) conduit d'abord à la condition 

• A 

a > s . sm — . 

On doit exprimer ensuite que les angles B et C donnés par 
les formules (4) et (5) sont*positifs et ont une somme infé
rieure à 180°. 

Mais la somme des angles étant égale à 180° — A est plus 
petite que 180°, et l'angle B est essentiellement positif; tour 
revient donc à écrire la condition pour que l'angle O soit aussi 
positif. Pour qu'il en soit ainsi, il faut que l'on ait 

Oll 



Or en mettant clans la dernière inégalité pourcos la valeur 
donnée par l'équation (3). (Ex. I I I , 60). il vient : 

a < s, 

et l'on retrouve ainsi une condition connue en géométrie. 
Quant aux formules (6) et (7) du numéro cité, elles donnent 
toujours pour b et c des valeurs admissibles, une fois les 
angles déterminés. D'ailleurs, on sait par la géométrie qu'on 
peut toujours construire un triangle, connaissant un côté et 
deux angles dont la somme est inférieure à 180° — (Nous ne 
répéterons plus cette observation dans les discussions des pro
blèmes ) 

En résumé, on voit que le problème n'a qu'une solution et 

que cette solution n'existe que si a est compris entre s. sin ----

et s. 
REMARQUE. — On pourrait encore discuter le problème à 

l'aide de l'équation (10) (Ex. I I I , 60). Mais la discussion est 
toute semblable à celle qui a été faite dans l'exemple précédent. 

NOUVELLES FORMULES EMPLOYÉES DANS LA RÉSOLUTION DES TIUAN

GLES. — CALCUL DE CERTAINS ÉLÉMENTS AUTRES QUE LES COTÉS ET 

LES ANGLES. 

6$. On peut calculer les angles d'un triangle connaissant 
les trois côtés par des formules autres que les formules du 
troisième cas des triangles (59). Ces formules sont les suivantes 

(1) 

(2) 

(3) 

et celles qui s'en déduisent par de simples changements de 
lettres. 

A A 
On peut les démontrer en exprimant sin , cos — et sin A 

A A 
en fonction de lg — puis remplaçant tg — par sa valeur 



connue (59). Mais on peut aussi partir des trois formules 

et remplacer dans ces formules cos A par la valeur déduite de 
la première des équations (3), (58). 

63. Exprimer la surface S d'un triangle en fonc
tion des données dans chacun des quatre cas de 
résolution. 

Les quatre formules suivantes répondent à la question : 

(i) 

(3) 

(4) 

la première formule est la conséquence immédiate de la mesure 
connue en géométrie ; la seconde se déduit de la première en y 
remplaçant b par la valeur tirée de la proportion entre les côtés 
et les sinus des angles ; la troisième et la quatrième formules 
se déduisent aussi de la première ou d'une des deux autres 
formules semblables, en y remplaçant successivement sin C 
et c par les valeurs que donnent la formule analogue à la for
mule (3) du n° 02 et l'équation (2). (Ex. I I , 60). 

REMARQUE. — Dans le cas du triangle rectangle, les for
mules deviennent : 

( I ) 

(3) 

64. Expressions des rayons R , r, f' T11, T1" des cercles 
circonscrit, inscrit, ou ex-inscrits à un triangle 

ABC. 
( r ' . r / ; . r"1 désignent, respectivement, les rayons des cercles 

ex inscrits qui toueheni les côtés a.b,c et les prolongements 
des deux autres). Les formules son! les suivantes ; 

(?) 

(4) 



a h 

sin A sin B 

P 

sin G 

4 cos 
A 

2 

B 
c ó s 

G ' 
c o s T 

R — a te 

4 S 1 

A B C 
(4) r = ( p - a) tg — = (p—6) tg — = (p - c) tg _ , 

(5) rf = p tg - y = (p—6) cotg y = (p—c) cotg - y , 

et on a des formules semblables aux formules (5) pour cal
culer r" et r,n 

Démonstrat ions . — Ayant circonscrit un cercle au trian
gle, on obtient facilement les trois premières expressions de R 
au moyen de trois triangles rectangles dont l 'hypoténuse com
mune est 2R et l 'un des côtés de Tangle droit a, b ou c. On a 
ensuite facilement la formule (2), par la combinaison ordinaire 
qui consiste à remplacer plusieurs fractions égales par une 
seule qui a pour termes les sommes des numérateurs et des 
dénominateurs des fractions données. Quant à la formule (3), 
on y arrive en remplaçant, dans la première des formules ( 1 ) , 
sin A par la valeur que donne la formule (3) (62) et en tenant 
compte de la valeur de S donnée par la formule (3) (63). 

Les expressions de r , r ' , rf/, r"' se déduisent de triangles 
rectangles formés par les bissectrices des angles intérieurs ou 
extérieurs au triangle donné, les rayons des points de contact, 
et les côtés du triangle. 

REMARQUE I. — Si on égale entr'elles les trois valeurs de r , 

A B C 
on voit que les cotangentes des angles — , ^ , — sont 

proportionnelles à p — «, p — fr, p — c 

REMARQUE I I . — La première et la troisième valeur de r ' 
étant égales, on trouve 

A G 

(2) H 

(3) 



(4) 

(5) 

Les formules (2) et 3 n'ont pas encore été démontrées; mais 
la formule (2) s'obtient en éliminant p — a, p — b, p — c en
tre les équations (I) et l'équation (3) du n° 63, et la formule (3) 
en éliminant p — a entre la première des équations (I) et la 
première des équations (4) du numéro précédent : il est re 
marquable qu'en mettant R à part, tous les éléments peuvent 
se calculer avec quatre logarithmes seulement. 

DU QUADRILATÈRE 1NSCRIPTIBLE. 

E E . Pour donner de nouvelles applications des formules dé

montrées dans ce chapitre, nous allons résoudre quelques 

et l'on obtient, d'une manière semblable, les deux formules 
analogues. 

On a ainsi une nouvelle démonstration des formules (4) 

(quatrième cas, 59). 

REMARQUE I I I . — Dans le cas du triangle rectangle on trouve 
facilement les formules 

r = p — a r' — p r" = p — c rf,f = p — b 

Il suffît de faire A égal à 90 dans les équations (4) et (5) et 
les équations analogues qui donnent r" et r'n et contiennent A. 

65. Pour donner une application des formules du n° précé
dent nous nous proposerons le problème suivant : 

Connaissant les trois angles A, B, G d'un triangle, calculer 
a, b, c, S , r, r ' , r", r '" et R . 

Voici le tableau de la solution : 

( i ) 

(?) Î 



questions relatives au quadrilatère inscriptible dont on donne 
les quatre côtés. 

PROBLÈME I . — Connaissant les quatre côtés d'un quadri
latère, calculer les angles. 

Soient a, 6, c, d les côtés AB, BC, CD et AD du quadrilatère 
donné ABCD (fig. 4), 2p son périmètre, A, B, C et D, ses an
gles. En prolongeant jusqu'à leur point de rencontre en G les 
deux côtés opposés AD et BC, on obtient deux triangles GAB et 
GCD auxquels on peut appliquer les formules (4) du n° 59 : 2p' 
et 2p" représentant les périmètres des deux triangles, on a 

ou encore en remplaçant les tangentes par les cotangentes de 
leurs compléments 

Si maintenant on retranche, membre à membre, les équa
tions précédentes et qu'on observe que les quantités p" — p' 
et [pn — c) — (p' — a) sont, respectivement, égales à 2(p— a) 
et 2(p — c), on obtient 

(t) 

et, par un simple changement de lettres, il vient ensuite 

ou encore 

(2) 

Si alors on divise et multiplie, membre à membre, les équa

tions ( 1 ) et (2) et qu'on résolve ensuite par rapport à tg ~ 

, on a 



'•O 

(4) 

QUANT AUX ANGLES G ET D , ON LES CALCULE IMMÉDIATEMENT PUIS

QU'ILS SONT LES SUPPLÉMENTS DE A ET B . 

2° Calculer Vangle A F D des diagonales. PRENONS L'ARC B E 
ÉGAL À D C ET MENONS LES CORDES E B ET E D . ON OBTIENT AINSI UN 

QUADRILATÈRE A B E D DANS LEQUEL LES CÔTÉS E B ET E D SONT, RES

PECTIVEMENT, ÉGAUX À G D ET G B . MAIS TARE A D G E EST ÉGAL À LA 

SOMME DES ARCS A D ET B G , ET, PAR SUITE, L'ANGLE A B E DU NOU

VEAU QUADRILATÈRE EST ÉGAL À L'ANGLE A F D . APPLIQUANT ALORS AU 

CALCUL DE L'ANGLE A F D LA RÈGLE EXPRIMÉE PAR L'UNE OU L'AUTRE DES 

FORMULES (3) ET (4), ON A 

(5) 

3° Calculer l'angle de deux côtés opposés du quadrilatère. 
SOIT PROPOSÉ, PAR EXEMPLE, DE CALCULER L'ANGLE D G C . MENONS 

A H PARALLÈLE À B C ET TIRONS LES CORDES H G ET H D : L'ANGLE 

D A T I , ET, PAR SUITE, L'ANGLE D C P I , SONT ÉGAUX À L'ANGLE G . A P 

PLIQUANT ALORS AU TRIANGLE D U C LA FORMULE 1 (2 e CAS DES TRIAN

GLES 59), ON A 

D U C — H D G c — a D C H 
l g . = _ _ c o t g _ 2 _ . 

MAIS ON VOIT PAR LA MESURE DES ANGLES AU MOYEN DES ARCS DE 

CERCLE QUE LA DIFFÉRENCE DES ANGLES D E C ET H D G EST ÉGALE À 

TANGIÓ A F D DES DIAGONALES : REMPLAÇANT ALORS LE PREMIER 

MEMBRE DE L'ÉQUATION PRÉCÉDENTE PAR LA VALEUR DE TG 

DONNÉE PAR L'ÉQUATION (5) ET RÉSOLVANT PAR RAPPORT À COTG D ^ H -

ou ects -— , on obtient 

(G) 



\° Calculer la sioface du quadrilatère. Cette surface étant 
la somme de celles des deux triangles DAB et DBC, on a 

Mais en icmplaçant, dans l'expression de sin A en fonction de 

tg , cette dernière ligne trigonométrique par la valeur que 

donne l'équation (3), on obtient 

et en substituant la valeur de sin A qu'on vient de trouver 
dans l'expression de S, on a 

(7) 

5° Calculer les angles des diagonales avec les côtés. Soit 
proposé, par exemple, de calculer les deux angles ABD, ADB. 
Si l'on veut avoir immédiatement des formules calculables 
par logarithmes, on calculera les deux angles en appliquant au 
triangle ABD la première méthode pour la résolution du se
cond cas des triangles (59) ; mais si Ton veut obtenir les 
expressions d'une ligne trigonométrique de chacun des deux 
angles donnés en fonction des côtés du quadrilatère, on em
ploiera la seconde méthode pour la résolution du même 
ras. Seulement il restera à exprimer le sinus et le cosinus 
d'un angle du quadrilatère en fonction de la tangente du demi-
angle. 

6° Calculer le rayon H du cercle circonscrit au quadrilatère. 
On a dans le triangle ABD 

et comme l'angle ADB peut être calculé, comme il a été dit, on 
obtiendra R par la formule précédente. 

7° Calculer les diagonales. Soit, par exemple, la diagonale 
BD. On a dans le triangle ABD 



Mais L, s angles A et ABD pouvant être calculés, comme on 
l'a fait voir plus haut, on obtiendra la diagonale BD par la 
formule précédente. 

REMARQUE. — On pourrait partir des expressions que nous 
avons données pour R e t BD et arriver à des formules qui ne 
continssent plus que les quatre côtés ; mais ces formules ne 
seraient pas calculables par logarithmes, et on les trouve plus 
simplement en géométrie. 



CHAPITRE IX 

CONSTRUCTION DES RACINES DE CERTAINES ÉQUATIONS 
TRIGONOMÉTRIQUES. 

67. Les équations les plus simples dont on peut avoir à 
construire les racines sont les suivantes où x désigne une 
longueur inconnue et \ et >, deux angles, le premier connu, 
le second inconnu : 

(1) 

(3) 

(5) 

(?) 

(9) 

Les inconnues dans les deux premières équations s'obtiennent 
en construisant un triangle rectangle ayant a pour hypoté
nuse et a pour l 'un des angles adjacents : le côté opposé à 
l'angle « est la valeur de x dans la première équation, et le 
côté adjacent au même angle la valeur de x dans la seconde. 

Pour obtenir la valeur de x dans les équations (3) et ( 4 ) , on 
construira un triangle rectangle, dont l 'un des côtés de l'angle 
droit sera a et l'angle aigu adjacent 9 0 ° — a ou a, suivant 
qu'il s'agira de l'équation (3) ou de l'équation (4) : l 'hypoténuse 
du triangle rectangle sera alors la droite demandée. La même 
construction que nous venons d'indiquer servira pour les 

(2) 

(4) 

(6) 

(8) 

(10) 



(5) 

équations (6) et (5). seulement ce sera le second côté de l'angle 
droit qui représentera l ' inconnue. 

Quant à l'angle 1 donné par les dernières formules, on l'ob
tiendra en construisant, pour les formules (7) et (8), un triangle 
rectangle dans lequel a et b soient l 'hypoténuse et un côté de 
l'angle droit, et pour les formules (9) et (10), un triangle rec
tangle dont les deux côtés de l'angle droit soient b et c : l'angle 
inconnu 1 sera toujours l'angle aigu, opposé ou adjacent au 
côté 

68. Les formules connues de la trigonométrie conduisent 
quelquefois à la construction immédiate de certaines expres
sions. 

Ainsi, par exemple, si x et y sont deux longueurs données 
par les équations 

= a* + b'2 — 2ab cos G, y* = a* - f b* + 2ab cos G. 

On est conduit à la construction suivante : 
Traces deux droites indéfinies AB et CB (fig 5) faisant 

entre elles un angle ABC, égal à C ; prenez sur la première 

une longueur AB égala a, et, sur la seconde prolongée dans 

les deux sens, portez, ci partir du point B, deux longueurs BC 

et BD égales à b ; puis tirez les deux droites AC et AD ; ces 

dernières droites seront les longueurs cherchées. 

69. Construction des racines de l'équation du se

cond degré. — L'équation du second degré est donnée sous 
la forme homogène 

(1) q= aa? ± 6* = 0, 

a et b représentent alors deux longueurs données et x une 

longueur inconnue : on suppose, d'ailleurs, que les racines de 

l'équation (1), sont réelles et inégales, c'est-à-dire, que a est 

plus grand que 2b. 

P R E M I E R CAS — L'équation donnée est 

(2) a ? * ± û M ? + i* = 0. 

En introduisant les nouvelles notations dans les for

mules (1), (7) et (8) du n° 41, on aura : 

(3) (4). 



les signes supérieurs et inférieurs dans les formules (4) et (5) 
correspondant, respectivement, aux cas où a est précédé du 
signe — ou du signe -f- dans l'équation (2). 

On construira d'abord l'angle y . d'après la formule (3), en 
suivant la méthode donnée pour l'équation (7), (67) : puis les 
valeurs absolues de a J et x / l seront construites d'après les for
mules (4) et (5) en se conformant aux règles données pour les 
équations (5), (6) (67). 

DEUXIÈME CAS. — L'équation donnée est 

(6) x^zçax — № = 0. 

Dans ce cas, d'après la méthode exposée u° 41, on aura 

il) 1^ = 1T' 
et l'angle y se construira comme on l'a fait pour l 'équa
tion (9) (67). 

On aura ensuite les valeurs de x' six", abstraction faite des 
signes, comme plus haut. Quant aux signes eux-mêmes, nous 
avons vu (41) comment on les détermine. 

REMARQUE T. — Si x, dans l'équation du second degré, re
présentait la ligne trigonométrique d'un angle i n c o n n u } , on 
remplacerait, dans 1 équation, x par le rapport d'une longueur 
inconnue y à une longueur arbitraire mais connue m. Alors, 
après qu'on aurait construit y comme il vient d'être dit, on 
aurait à trouver une ligne trigonométrique égale au rap-

port — ; or c'est ce que Ton sait toujours faire (67). 

REMARQUE I I . — Quand une équation trigonométrique dont 
on veut construire les racines, contient plusieurs ligues d'un 
même arc, on les exprime toutes ordinairement, en fonction 
d'une seule, que cette ligne figure ou non dans l'équation don
née. Le plus souvent on exprimera toutes les lignes trigono
métriques en fonction de la tangente de l'arc ou de sa moitié. 
Il est des cas cependant où il vaut mieux opérer d'une autre 
manière : c'est ce que Ton va voir immédiatement. 

70. Construction des racines de l'équation 

d) 



Nous supposerons pour fixer les idées que les trois nombres 
donnés a, è, c soient positifs. 

PREMIÈRE CONSTRUCTION. — Soient représentées par des 

lougueurs, les trois nombres a, b et c et désignons par u etv 
deux droites dont les longueurs sont considérées comme des 
inconnues auxiliaires liées ci l'angle cherché m par les équa
tions 

u = V a 2 + ¥ sin x: v = V a* -f- ¥ cos 

On voit alors que u et f satisfont aux équations 

A au -\- bv = c \/ a 2 -f- 6- . 
(3) -f- = a 2 + 6 2 . 

La forme de l'équation (2) donne l'idée d'utiliser une pro
priété connue du quadrilatère inscriptible et l'on est conduit à 
la construction suivante : 

Faites un triangle rectangle A B C (fig. 6) dont les deux 
côtés B C et C A soient a ^ b, tfrac&s cercte circonscrit ; 
puis du sommet C de l'angle droit, comme centre, avec un 
rayon égal ci c, décrivez un cercle et déterminez les points D 
ou D 7 où les deux cercles se coupent : les droites qui joignent 
les deux points D et D ' aux points A et B donneront deux 
systèmes de valeurs pour u et v, et on aura ensuite facilement 
l'angle cherché. 

Si Ton prend, par exemple, le point D sur la figure (6), on 
a dans le triangle rectangle A B D 

sin A B D = U . 

V a? + 6 2 

L'angle A B D est donc l 'une des valeurs de l'angle cherché œ. 
On pourra facilement, en discutant la solution précédente, 

retrouver les résultats obtenus au n* 42 : les nombres a, b et c 
peuvent aussi être supposés avoir des signes quelconques. 

DEUXIÈME CONSTRUCTION. — Les deux termes du premier 
membre de l'équation (1) peuvent être considérés comme les 
deux projections sur une troisième droite de deux droites rec
tangulaires dont les longueurs sont, respectivement, a et b. 
i l est clair alors que si la troisième droite était la somme des 
projections des deux autres et qu'elle eût pour longueur c, le 



(5; 

[b est supposé plus petit que c). On est alors conduit à la con

struction suivante : 

Prenez sur une droite indéfinie une longueur AG égale à c 
(%• 7), puis, à drcite et à gauche du point G, portez deux 
longueurs GB et CD égales à b ; élevez au point A une per
pendiculaire AE sur AD, et sur DB, comme corde, décrivez 
un arc capable de l'angle y : cd arc coupera, en général, la 

problème serait résolu. On est ainsi conduit à la construction 
suivante : 

Sur les deux côtés d'un angle droit C, prenez deux lon
gueurs BC et AG, respectivement, égales à a et b, du point A 
comme centre avec c, comme rayon, décrivez un cercle, du 
point B menez une tangente BD à ce cercle et tirez AD : 
l'angle DAG sera l'une des valeurs de l'angle x. 

On voit bien, en effet, que la droite AD a pour longueur c 
et qu'elle est la somme des projections de deux droites rectan
gulaires BC et AC dont les longueurs sont a et &. 

REMARQUE. — Dans les deux solutions précédentes on a 
obtenu l'angle x sans faire subir aucune transformation à l 'é
quation (1) ; il n 'en est pas de même dans les deux solutions 
qui vont suivre. 

TROISIÈME CONSTRUCTION.—On sait (42), qu'en désignant par >.> 

un angle dont la tangente est — l'équation (1) peut être rem-
a 

placée par l 'équation 

(4) sin (x + ?) = — sin y. 

Sous cette nouvelle forme, il est visible qu'on est ramené 
à construire un triangle, connaissant deux côtés b et c et 
l'angle y opposé à l 'un d'eux b ; l 'une des valeurs de l'angle x 
sera l'angle opposé au troisième côté. 

QUATRIÈME CONSTRUCTION. — L'équation (4) peut, à son tour, 

en vertu d'une transformation connue, être mise sous la forme 



droite AE en deux points E et E', et, si l'on tire les droites BE 
et BE', les angles BEA, BE'A seront deux valeurs de la 
moitié de l'angle cherché. 

REMARQUE. — On a, p a r l e fait, dans la construction précé
dente, déterminé un triangle, connaissant un angle et les seg
ments que la hauteur, abaissée du sommet de cet angle sur le 
côté opposé, intercepte entre les extrémités de ce côté et le 
point où elle le rencontre. 

7i. Construire deux arcs, connaissant leur somme 
ou leur différence, et la somme, la différence, le pro
duit ou le quotient de leurs sinus ou de leurs cosinus. 

On décrit, d'abord, le cercle trigonométrique auquel les deux 
arcs cherchés sont supposés appartenir. 

Si c'est la somme des deux arcs qui est donnée, on suppose 
les deux arcs portés sur le cercle trigonométrique (iig. 8) , à la 
suite l'un de l 'autre, le premier de A en G, le second de G en D ; 
alors l'arc AD est l'arc donné et les sinus cherchés (on s'oc
cupe d'abord des sinus) sont les perpendiculaires abaissées des 
points D et A sur le rayon OC. 

Quand on donne la différence des arcs, on. suppose que les 
deux arcs soient portés, respectivement, de A en D et de A en 
C, alors l'arc DG est la différence connue des arcs cherchés « t 
les sinus de ces derniers arcs sont les perpendiculaires abais
sées des points D et G sur le rayon OA. 

On voit clone que, suivant que la somme ou la différence des 
arcs est donnée, on connaît les points 0 , A, D ou les points (.), 
D, C, mais on peut dire que le problème général revient tou
jours à celui-ci : 

Étant donnés trois points, mener, par l'un d'eux, une droite 
telle que', si des deux autres points on abaisse des perpendicu
laires sur sa direction, la somme, la différence, le produit 
ou le quotient des perpendiculaires soit donné. 

Les solutions des problèmes renfermés dans l'énoncé géné
ral qui précède sont bien connues; nous rappellerons seule
ment que dans le cas où le produit des perpendiculaires est 
donné on s'appuie sur la propriété suivante de l'ellipse et de 
l'hyperbole : dans les coniques à centre le produit des perpen
diculaires abaissées des foyers sur une tangente quelconque à 
la courbe est une quantité constante. 



On est alors ramené à faire passer par un point donné la 
tangente d'un conique à centre, connaissant les foyers de cette 
courbe et la longueur de son grand axe, et ce problème peut, 
comme on sait, se résoudre avec la règle et le compas. . 

Quand les sinus sont remplacés par les cosinus, on est tou
jours ramené au même problème général de Géométrie. 

7 S B . Construire deux arcs, connaissant leur somme 
ou leur différence etla somme, la différence, le pro
duit ou le quotient de leurs tangentes ou de leurs 
cotangentes. 

Suivant que l'on donne la somme ou la différence des arcs 
cherchés, on suppose les arcs placés sur la figure (8) d'après la 
première ou la seconde construction données plus haut. 

Admettons pour fixer les idées que les tangentes soient in
connues. Alors menons les tangentes au cercle aux points C et 
A et prolongeons ces lignes jusqu'à leur rencontre en E, F , G 
avec les rayons OA, OD et OC prolongés eux-mêmes : CE et 
CF, dans le premier cas, AG et AH, dans le second, sont les 
tangentes des arcs demandés. On remarque, d'ailleurs, que 
dans chacun des triangles OEF, OGH, on connaît un angle et 
la hauteur correspondante ; on peut dire, par conséquent, que, 
dans tous les cas, on est ramené à résoudre les problèmes r en 
fermés dans l'énoncé général suivant : 

Construire un triangle connaissant un angle, la hauteur 
((baissée de son sommet, et la somme, la différence, le produit 
ou le quotient des distances du pied de la hauteur aux deux 
derniers sommets. 

La solution de ces problèmes a été donnée à la page 1 79 des 
Questions de Géométrie, dans un seul cas de figure, il est vrai , 
mais on s'assure que, clans le second cas, les solutions s'appli
quent avec de légères modifications. 

Le cas des cotangentes se traite comme celui des tangentes. 

93. Construire deux arcs, connaissant leur somme 
on leur différence, la somme, la différence, le pro
duit ou le quotient de leurs sécantes ou de leurs 
cosecantes. 

Faisant la même figure que pour le cas des tangentes, on 
voit qu'on est toujours ramené à résoudre les problèmes ren
fermés dans l'énoncé général suivant : 

Construire un triangle connaissant un angle, la hauteur 



correspondante, et la somme, la différence, le produit ou le 
quotient des côtés qui comprennent Vangle. 

Ces problèmes ont été résolus (page 194, Questions de Géo
métrie). 

Le cas des cosecantes se traite comme celui des sécantes 

REMARQUE. — Les constructions générales qu'on vient de 
donner dans ce chapitre permettront de trouver, par la Trigo
nométrie, les constructions à effectuer pour la résolution d'un 
grand nombre de problèmes : il pourra être ensuite intéressant 
de vérifier ces constructions par la Géométrie 



C H A P I T R E X . 

DÉMONSTRATION DE QUELQUES FORMULES GÉNÉRALES. 

?4. Démonstration d'une formule applicable à un 
polygone quelconque. 

DÉFINITION. — Lorsqu'on suppose que le périmètre d'un 
polygone est parcouru par un mobile dans un sens déterminé, 
on appelle angle d'un côté avec une droite OX l'angle que fait 
avec cette droite le côté du polygone pris dans le sens même ou 
il a été parcouru. Sur la droite OX elle-même on peut compter 
deux directions, OX ou XO ; il est entendu qu'on a choisi l 'une 
d'elles, OX, par exemple. 

Cela posé, je dis que si l'on désigne p a r a , b, c... les côtés 
d'un polygone quelconque plan ou gauche, par a, 5 , 7... les 
angles que ces côtés font avec une direction OX, 011 a tou
jours 

(1) a cos a -f- b cos ¡3 + c cos y - { - . . . = 0 

dans cette formule les côtés a, 6, c sont positifs et cos a, cos % 
cos y... ont les signes que la Trigonométrie leur assigne. 

Pour la démontrer, projetons d'abord sur OX tous les som
mets A, B, C, D, du polygone donné (fig. 9), et soient A', B', C , D', 
œs projections. 11 est évident que si un mobile va de A' en B / 

peut de B' en C et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'il soit revenu 
a u point de départ, et que si Ton considère une distance comme 
positive ou négative suivant qu'elle est parcourue dans le sens 
^X. ou dans le sens opposé, le chemin total parcouru par le 
mobile sera égal à zéro. Si donc on désigne les projections des 
côtés AB, BC, CD par les nombres af, //, r \ - pris positivement 



ou négativement suivant que les projections ont été parcourues 
dans le sens OX ou clans le sens contraire, on aura 

a' + b' + c'-t ... = 0 . 

Tout revient maintenant à démontrer qu'on obtiendra une pro
jection quelconque en grandeur et en signe en multipliant 
chaque côté par le cosinus de Tangle que sa direction fait 
avec OX. 

i l y a deux cas à distinguer suivant que l'angle du côté 
avec OX est aigu ou obtus. 

Soit, d'abord, un côté AB (fig. 9) qui fait avec OX un angle 
aigu. Si l'on abaisse des sommets A et B des plans P et Q per
pendiculaires sur OX, et que A' et B ' soient les points de ren
contre de ces plans et de la droite, A 'B ' sera la projection 
de AB. Abaissant maintenant du sommet A une perpendicu
laire AL sur le plan Q, et tirant BL, on a un triangle rec
tangle ABL qui donne 

AL = a cos BAL. 

Mais A 'B ' projection de AB est égale à AL, et BAL est égal à 
l'angle aigu % du côté AB avec OX, le produit a cos « sera 
donc positif, et comme la projection de a doit être aussi posi
tive, on a bien 

a' = a cos «. 

Soit maintenant un côté BC qui fait un angle obtus avec OX. 

En opérant, comme tout à l 'heure, on a un triangle rectangle 

BGM qui donne 

BM = 6 cos BGM. 

BGM n'est pas Tangle % mais son supplément : on a alors 

BM = — b cos p ou — BM = b cos % 

mais comme — BM est désigné par b', il vient 

V = b cos S, 

la formule ( 1 ) est donc complètement démontrée. 

75. Démonstration des formules qui donnent 

eos (a zti b) et sin (a d l b) en fonction de sin a, cos a, 

sin b et cos b. 

Démontrons, d'abord, la formule qui donne cos (a - f b.* 
On porte Tare donné a sur le ceicle trigonométrique (fig. 10,. 



de l'origine A en G, si l'arc est positif, et, en sens contraire, 
s'il est négatif - l'arc b est porté ensuite de G en D, dans le 
sens CD ou dans le sens contraire, suivant qu'il est positif ou 
négatif. Cela posé, tirons les deux diamètres rectangulaires 
CC' et F F ' et le rayon OD, puis projetons le point D en E et 
G sur les deux diamètres rectangulaires. 

Considérons alors le triangle OED et la droite OA : si l'on 
désigne par «, ¡3, 7 les angles que font, respectivement, avec 
OA les droites OE, ED et DO, (l'ordre des lettres qui servent à 
nommer une droite indique toujours, comme en géométrie, la 
direction qu'on prend sur cette droite) on aura, d'après la for
mule (i) (74) 

( 1) OE cos a + ED cos p + DO cos 7 = 0. 

Je vais maintenant démontrer que, quels que soient les 
arcs a et b, les trois termes OE cos «, ED cos % DO cos 7 
sont,^respectivement, égaux à cos a cos />, — sin a sin b et 
— cos (a -\- b). 

Démontrons, d'abord, l'égalité 

(2) OE cos a = cos a cos b, 

il y a deux cas à considérer, suivant que le point E est sur OC 
ou sur son prolongement OC'. Dans le premier cas, « est égal 
à a et OE est égal à cos b, l'égalité précédente est donc immé
diatement démontrée. Mais si le point E se trouve sur O C , 
l'angle « est égal à 180° — a, et Ton a 

OE cos « = — OE cos a, 

— OE représentant cos b dans le cas actuel, l'égalité (2) se 
trouve encore démontrée. 

11 faut maintenant prouver l'égalité 

(3) ED cos p = — sin a sin b. 

On a encore ici deux cas à considérer, suivant que le point D 
se piojette sur OF ou OF' . Dans le premier cas, l'angle 5 est 

égal à FOA ou + a et ED est égal à sin b ; on a donc 

ED cos p = ED cos | y + a j = — sin a sin b. 

Dans le second cas l'angle p est égal à F'OA c'est-à-dire, sup-

6 



plémentaire eie FOA : sa valeur est, par conséquent, — — a, 

et l'on a 

ED cos |S = ED cos | — — a j = — ED X — sin a, 

mais, — ED étant égal à sin b, l'égalité (3 ) est vérifiée. 
Reste enfin à démontrer que DO cos 7 est égal à —cos (a-\-b): 

Or l'angle 7 que la direction DO fait avec OA, étant supplé
mentaire de l'angle DOA ou a -\- b, et DO étant égal à 1, 
l'égalité est évidente. 

On voit donc finalement que la formule (I) conduit toujours 

à celle- ci 

cos a cos h — sin a sin b — cos (a -f- b) = 0 

ou 

(4) cos (a + b) = cos a cos b — sin a sin b. 

La formule (4) est Tune des formules demandées. Pour en 
déduire celle qui donne le développement de sin [a -f- b), on y 

7 T 

changera a en — + a ; on aura ensuite les formules rela

tives à la différence des arcs en changeant b en — 6 dans les 

deux premières. 

REMARQUE. — Ce qui fait le caractère d'élégance et de sim
plicité d e l à méthode précédente, c'est qu'on laisse de côté les 
arcs eux-mêmes pour ne s'occuper que des deux positions pos
sibles des deux points E et G. Mais on peut faire mieux encore, 
éviter toute discussion, et écrire immédiatement la formule (4). 

Pour cela, il suffit d'étendre la formule (1), (74), au cas où 
les côtés du polygone, pouvant être comptés dans deux direc
tions opposées, sont, en vertu d'une convention antérieure, 
affectés du signe -f- o u — , suivant qu'ils ont une certaine di
rection ou celle qui lui est opposée. On démontre, une fois pour 
toutes, par le raisonnement qui a été fait plus haut pour établir 
la formule (4), qu'une projection a' d'un côté a est toujours 
égale à a c o s , 3 , a ayant le signe convenu, et ,s représentant 
l'angle que lait avec OX la direction positive de ce côté. 

76. Formules pour la somme des sinus et cosinus 
d'arcs en progression arithmétique. 

Soient n arcs en progression arithmétique, a le premier arc. 



// la raison de la projection, S la somme des sinus de tous les 
arcs, on a 

S = sin a -[-sin (a + /î) + sin (a + 2/z)4-• sin (a + ( n — 

en multipliant les deux membres de F équation par 2 sin ~ - , 

il vient 

2S sin -~ — 2 sin a sin ~ -[-2sin [a-{-h) sin — 

-f- 2sin ( a + 2 / 0 sin — -)-. . .2sin (a-)-(ri— \)h) sin-^~ . 

Remplaçons maintenant, dans l'équation précédente, chaque 
terme du second membre par une différence de cosinus, il 
viendra 

et si Ton ajoute, membre à membre, en remarquant que le 
dernier terme de chaque équation détruit le premier terme 
dans le second membre de l'équation suivante, on obtient 

Remplaçant enfin une différence de cosinus par un double 
produit de sinus, et divisant les deux membres de l'équation 

par 2 sin — , on a 

(1) 



en désignant par S ' l a somme des cosinus des mêmes arcs eu 
progression, on trouve de même 

(2) 

77. Formules pour évaluer la somme des sinus, 
des cosinus et des tangentes d'autant d'arcs que 
l'on voudra. 

Soient n arcs a, b, c ... k, /, et p un nombre entier qui 
prend toutes les valeurs depuis 1 jusqu'à n ; je dis que si l'on 
représente par Q le produit des cosinus de tous Les arcs et par 
S p la somme de leurs tangentes prises p à p, on aura les 
formules 

(1) s i n ( a + 6 + c + . . . + * + 0 = Q ( S î - 8 3 + S 5 ...)> 
(2) cos(a + ft + c + . . . + & + Z) = Q (1 — S, - f S, . . . ) , 

le dernier terme entre parenthèses dans le second membre 
étant S„ ou S „ - i , dans la première formule, S„_i ou S n , dans la 
seconde, suivant que n est impair ou pair. 

Il suffit de faire voir que si les formules sont vraies pour 
n — 1, arcs a, b, c ...k, elles sont encore vraies quand on 
prend un arc, de plus, /, car elles sont évidentes pour deux 
arcs a et b. 

Soient, q le produit des cosinus des arcs de a à / t , et sp la 
somme des produits p à p des tangentes des mêmes arcs, on a, 
par hypothèse, 

(3) sin (a + b + c + ... k) = q (s4 — s:i + s-...), 
(4( cos {a - f b - f o + ... k) = q (t — s.2 + sÀ ...). 

Considérant maintenant a -\- b + ^ + /»' comme un seul arc 
qu'on désigne par a': on a 

sin (af - ( - / ) = cos / (sin a' -f- tg / cos a'), 
cos («/ - ( - / )== cos / (cos a' — tg / sin a'), 

et en remplaçant dans ces dernières équations sin a' et cos a' 
par les valeurs que donnent les équations (3)et (4), on obtient 

sin («' + / ) = Q ((s, + tg /) - (f, + s2 tg /) + s, tg /) . . . ) . 
cos (a> + /) = Q ((1 - (s, + s, tg /) + (s, + s, tg /) . . . ) . 

Mais, par un raisonnement bien connu, on voit que les quau 
tités si + tg V s.2 + Si tg /, s:] -(- tg /, etc., sont respective-



ment égales à S i : S 2 , S 3 , etc : les formules ( 1 ) et (2) sont donc 
démontrées. 

On obtient la formule pour le développement de tg(a-}-b-\-c-\-l) 
en divisant, membre à membre, les équations (1) et (2) : on a 
ainsi 

(3) 

78. Formules pour le développement de sin na, 

cos na, tg na, n étant un nombre entier quelconque. 

Ces formules sont les suivantes : 

(1) 

(2), 

(3) 

On les déduit sans difficulté des formules (1), (2) et (3) du 
n° précédent, en y faisant tous les arcs égaux à a et rempla
çant les tangentes par les rapports des sinus aux cosinus. Le 
raisonnement est, tout à fait, le même que celui que l'on fait 
en algèbre quand on passe du développement du produit 
(.2? - fa) [oo -\-b) {x -f c) ... (x + l) à celui de (x -f a ) n . 

79. Formules pour le développement du produit 
de n cosinus d'ares quelconques. 

Soient n arcs a, b, c ... k, /; désignons en général par sp 

l'un quelconque des arcs que l'on obtient en ajoutant de toutes 
les manières possibles n — p des arcs précédents et retranchant 
les p arcs qui restent et par isp la somme de tous les arcs 
ainsi calculés : Je vais démontrer que l'on obtient l 'une ou 



l 'autre des formules suivantes, selon que n est impair ou pair. 

(1) 

(2; 

Les formules précédentes étant facilement vérifiées pour les 
nombres 2 et 3, tout revient à faire voir que, si la première 
est vraie pour un nombre impair n — 1, la seconde est vraie 
pour le nombre ?i, et que si la seconde est vraie pour n — 1 
pair, la première est vraie aussi pour n. 

1° Supposons la formule (1) vraie pour n — 1 impair, c'est-
à-dire, pour les n — 1 arcs a, b, c ... k. Désignons alors par 
i cos sf

p la quantité qui est analogue à i cos sp mais qui en 
diffère en ce que l'on prend, de moins, l'arc /. La formule (1) 
étant vraie, par hypothèse, quand on y change n en n 1, 
faisons-y ce changement et remplaçons aussi sp par «s''p; après 
avoir multiplié les deux membres par 2 cos /, on aura 

(3) 

et si l'on applique la formule générale 

(4) 

On pourra remplacer chaque terme du second membre de 
l'équation (3) par une somme de cosinus et il viendra 

(5) 

On a écrit le second membre de l'équation précédente, en 
plaçant, comme dernier terme d'une ligne et comme premier 
terme de la suivante, les deux termes qui remplacent un terme 



du second membre de l'équation (3), en vertu de la formule (4). 
Cela posé, il est évident, d'abord, que, dans le second mem

bre, le terme cos (s'0 + l) qui est seul dans la première ligne 
est égal à cos s0. 

On voit ensuite que les deux termes de la seconde ligne for
ment le second terme de la formule (2), c'est-à-dire, i cos s4 ; 
car cos ( / — /) est le cosinus de l'arc" qui contient le seul arc 
soustractif l et i cos (s\ -f- l) est la somme des cosinus des 
arcs que Ton obtiendra en prenant comme arcs soustractifs les 
arcs a,b ... A;, chacun, à leur tour. 

On voit encore, de même, que la somme des termes de la 
troisième ligne est égale à 2 cos s2. En effet, le premier terme 
est la somme des cosinus de tous les arcs que l'on obtient en 
associant comme arc soustractif l'arc / avec chacun des autres, 
et le second terme correspond à toutes les combinaisons, deux 
à deux, des arcs a, b ... /c, pris comme arcs soustractifs. En 
continuant de la même manière jusqu'à l 'avant-dernière ligne 
inclusivement, on voit qu'on obtient successivement tous les 
termes de la formule (2). 

Reste clone à démontrer que le terme, qui est seul dans la 
1 

dernière ligne, est bien égala — i cos Sn_. Ce terme est une 
2 2 

somme de cosinus d'arcs qui contiennent, chacun, dans leur 
01/ —• 2 7Z 

expression •—- 1- 1 ou y arcs soustractifs dont l fait 

partie. Alors si l'on veut avoir i cos s_n_ on doit ajouter, à la 
2 

somme des cosinus dont nous venons de parler, la somme des 
cosinus de tous les arcs qui contiennent dans leur expression 
fi 

arcs soustractifs dont / est exclu. Mais les termes qu'on 
a ainsi introduits sont, respectivement, égaux à ceux qu'on 
avait déjà; car les nombres des arcs additifs et soustrac-

tifs étant tous deux égaux à — , à un arc contenant dans son 

expression — /, correspond toujours un arc de signe contraire 
qui contient -f-19 et, comme on le sait, les cosinus de deux arcs 
égaux et de signe contraire sont égaux. 

On voit donc enfin que le dernier terme de la formule (2) 
1 

est bien — s cos sn. 
2 T" 



2° On suppose la formule (2) démontrée pour n — t pair, et il 
faut faire voir que la formule (1) est vraie pour n. Adoptant 
les mêmes notations que plus haut, et multipliant par 2 cos / 
les deux membres de l'équation (2) où Ton a, d'abord, fait les 
changements convenus, on a 

(6) 

Remplaçant alors, comme dans le premier cas, chaque dou
ble produit de cosinus par une somme de cosinus, il vient 

on a écrit les termes du second membre de cette équation, 
comme on l'a déjà fait X>our l 'équation (5), sauf que les trois 
derniers termes du second membre sont maintenant écrits sur 
une seule l igne. 

Maintenant s i . l'on considère successivement les différentes 
lignes du second membre, on voit, comme dans l'équation (5), 
que toutes les lignes, jusqu'à l 'avant-dernière inclusivement, 
donnent les termes qu'on doit trouver dans la formule (1). 
Toute la difficulté est donc réduite à démontrer que la somme 
des termes représentée par la dernière ligue est bien égale à 
i cos S n _ i . 

On remarque, d'abord, que l'on a 

(8) 

En effet, 2 cos est la somme de termes égaux, deux 

à deux, puisque les arcs additifs et soustractifs sont en même 
nombre, et l'on peut dire que si cette somme contient cos a elle 
contient en même temps cos (—y) : Alors, quand on la multiple 
par 2 cos l, on obtient les quatre termes cos (a-f-/), cos (—a-f/), 

(7) 2 n 1 cos a cos b ... cos h cos / 



cos (* — ïj, cos (— a — /), dont les deux derniers sont, respec
tivement, égaux aux premiers. Mais les deux premiers entrant 
dans le premier membre et les deux derniers dans le second 
membre de l'équation (8), cette équation est démontrée. 

Il est clair maintenant que la dernière ligne du second mem
bre de l'équation (7) peut être remplacée par 

et comme la première de ces quantités correspond à tousles 
n — 3 

arcs qui contiennent dans leur expression — - 1- l ou 
n i 
— - — arcs soustraetifs parmi lesquels se trouve /, tandis que 

71/
 1 1 

la seconde correspond à toutes les combinaisons de 2 
arcs soustractifs dont / ne fait pas partie, on voit bien qu'on 
trouve s cos S„_ t pour dernier terme de la formule (2). 

_ . _ 

REMARQUE. — Ou peut obtenir des formules pour le déve
loppement d'un produit de n sinus ou de n facteurs dont les 
uns sont des sinus, les autres, des cosinus en remplaçant dans 
les formules générales (I) et (2) tous les arcs ou un certain 
nombre d'entre eux par leurs compléments. 

80. Formules pour le développement de la puis
sance n du cosinus on du sinus d'un arc. 

Faisons tous les arcs égaux à a dans les formules (l) et (2) 
du numéro précédent, nous aurons suivant que n est impair 
ou pair 

U) 

(2) 



le raisonnement est le même que celui que Ton fait, quand on 

passe du développement du produit (x -f- a) (x -f- b) [x -f- () à 

celui de (x -f- a)n . 
On obtiendra maintenant les formules relatives au dévelop

pement de sin w a en changeant dans les deux formules précé
dentes a en 90° — a. Alors, clans ces formules, cos pa sera 
remplacé par cos (p x 90° — pa) et cette dernière quantité se 
réduira à sin pa, — sin pa, cos pa ou — cos pa suivant que p 
sera de la forme An -\- [, An — 1, An ou An -j~ 2. Mais quand 
n est impair, les multiples de a sont de la forme An -f- 1 ou 
An — 1, et quand n est pair, les multiples sont de la forme An 
ou An-\-2. Donc, suivant que n est impair ou pair, la formule 
cherchée ne contiendra que des sinus ou des cosinus. D'ailleurs, 
pour tenir compte du signe qui précède le premier terme de 
chaque développement, on introduit dans le premier membre 

le facteur (— 1, 2 , ou (— l ) a suivant que n est impair ou 

pair : On a ainsi les deux formules suivantes : 
Pour n impair, 

(3) 

Pour n pair, 

(4) 



D E U X I È M E P A R T I E 

Q U E S T I O N S R É S O L U E S 

ET 

E X E R C I C E S P R O P O S É S 



AVIS AU L E C T E U R 

Presque tous les problèmes traités dans la seconde 

partie ont été résolus géométriquement dans l'ouvrage qui 

a pour litre : Questions de Géométrie. Aussi a-t-on jugé 

inutile d'y renvoyer. La comparaison des deux tables des 

matières suffira pour mettre sous les yeux du lecteur les 

questions communes aux deux ouvrages. 



D E U X I È M E P R A T I E 

Q U E S T I O N S R É S O L U E S E T E X E R C I C E S P R O P O S É S 

C H A P I T R E P R E M I E R . 

IDENTITÉS ENTRE LES LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES D'ARCS 

QUELCONQUES OU D ARCS SATISFAISANT A CERTAINES CON

DITIONS. 

Ht. On se propose de vérifier certaines identités entre les 
lignes trigonométriques d'un ou de plusieurs arcs. Voici en 
quoi consiste la méthode générale. 

On exprime toutes les lignes trigonométriques"d'un même 
arc en fonction d'une seule de ces lignes, et si l'équation pro
posée contient des multiples et sous-multiples d'un même arc, 
on exprime leurs lignes en fonction de la même ligne tr igono-
métrique de l'arc simple ou d'un des sous-multiples. Quand 
le calcul est terminé, l'égalité doit être identique d'elle-même. 

La marche que nous venons d'indiquer conduit sûrement 
au but, mais elle entraîne souvent des calculs longs et sans 
élégance. Le plus souvent, on se propose de démontrer que 
deux expressions trigonométriques sont identiques , il sera 
alors, en général, plus simple de passer de Tune à l 'autre par 
des transformations successives. 

On ne donnera ici que quelques exemples, les autres seront 
réservés pour les exercices. 



Ex F. M PI. E I. — Démontrer les identités 

(1) sin (ft -f- c — a) -f- siii (a + c — 6) -f- sin (a-\~b — c) 
— sin -f- ft + c ) = 4 sin a sin ft sin c. 

(2) cos (ft + c — a) + cos (a - f c —- ft) + cos (a-\-b — c) 
-f- cos (a + b - j - c) = 4 cos a cos ft cos c. 

On changera successivement a en — a, ft en — ft, c en — c, 
dans les formules (!) et (2) du n e 2 4 : substituant alors, dans 
les premiers membres des équations précédentes, aux quatre 
ligues trigonométriques qui y figurent, leurs valeurs ainsi 
trouvées, on reconnaît , tout calcul fait, que les premiers 
membres des équations proposées sont identiques aux seconds. 

EXEMPLE I I . — Démontrer l'identité 

(1) sin (a + ft) sin (et — ft) = sin 2 a — sin 2 ft. 

Il suffit de substituer à sin (a - j - ft) et sin (a — ft) leurs dé
veloppements connus, d'effectuer la multiplication indiquée 
dans le premier membre et enfin de remplacer les cosinus par 
leurs valeurs en fonction des sinus. 

INous nous servirons souvent de la formule précédente, dans 
la suite, pour remplacer sin 2 a — sin 2 ft par un produit ou ré
ciproquement. 

EXEMPLE I I I . — Démontrer l'identité 

( ! ) s in 2 a sin (ft -F- c — a) -f- sin 2 ft sin (a -f - c — ft) 
-f- sin 2 c sin (tf-f-6—c)—sin (ft-f-c— a) sin(a+c—ft)sin (a-f-ft—c) 
== 2 sin a sin ft sin c. 

On pourrait ici appliquer la méthode générale, en exprimant 
toutes les lignes trigonométriques en fonction de tg a, tg ft et 
tg c. Pour cela, après avoir substitué à sin (ft -f- c a) et aux 
quantités analogues leurs valeurs déduites de la formule (I) 
(24), on diviserait les deux membres de l'égalité proposée par 
cos a cos ft cos c, puis on remplacerait le rapport du sinus d'un 
arc à son cosinus par une tangente et on exprimerait sin 2 a, 
sin 2 b et sin 2 c, respectivement, en fonction de tg a, tg 6, tg c ; 
il resterait alors une relation identique entre les trois tan
gentes. 

Mais on peut opérer, avec plus d'élégance, comme il suit : 
on réduit, d'abord, en un seul terme le premier et le dernier 
terme du premier membre de l'équation. Pour cela, on met 



sin (b-{-c — a) en facteur dans les deux termes, et on remplace 
dans le dernier le produit sin (a + b — c) sin (a — (b — c)) 
par sin 2 a — sin 2 [b—c) en vertu de l'identité de l'exemple (2) : 
on trouve ainsi que le premier et le dernier termes peuvent 
être remplacés par le terme sin (b -f- c — a) s i n â (b — c). 

Cela posé, multiplions par 2 les deux membres de l'égalité (1) 
et remplaçons 2 sin 2 (b— c), 2 s in 2 b et 2 sin 2 c, respective
ment, par 1 — cos 2(b — c), 1 — cos 2b et 1 — cos 2c : on 
aura, d'abord, la somme sin {b -f- c — a) -f- sin (a -\- c — b) 

sin (a -{-b — c) qui pourra être remplacée, en vertu de la 
formule (1), ex. I, par 4 sin a sin b sin c -f- sin (a -f- b -f- c) : 
Tout revient alors à démontrer que Ton a identiquement 

sin (b - j - c — a) cos 2(b — c) -f- sin (a c — b) cos 26 
-f- sin (a -\-b — c) cos 2c = sin {a -\-b -\- c). 

Or c'est ce que l'on voit immédiatement en multipliant par 
2 les deux membres de l'égalité précédente et remplaçant 
chaque double produit par une somme de sinus. 

EXEMPLE I V . — Démontrer l'identité 

(I) 

on a 

mais la dernière fraction peut être remplacée par la racine 
carrée de son ca r ré ; or comme ce carré est évidemment 

1 —sin a , . , t ,, 
1 identité est démontrée. 1 -f- s i n a 1 

Ou pouvait aussi partir de la seconde expression pour arr i
ve]' à ia première. A cet effet, remplaçant dans la formule à 
démontrer, sin a par cos (90°—a), on a immédiatement l ' iden
tité (1) comme conséquence de la formule (5) n° 27. 

REMARQUE. — On rencontre quelquefois dans les calculs les 

expressions mais chacune d'elles 



peut être remplacée par tg | ~ : c'est ce que l'on voit en 

multipliant, sous le radical, dans l'identité (I) les deux termes 
de la fraction par l — sin a ou 1-f-sin<7 et remplaçant 
1 — sin 2 a par cos 2 a. 

EXEMPLE V. — Vérifier l'identité 

* . 3 , . 4 
— = arc fini — + arc sin --- • 
z o o 

Soient a et b les deux arcs du second membre, on a 

3 • #• 4 

si n a =— s i n 0 = — 
5 5 

et il faut vérifier que la somme des deux arcs aetb est égale à 

; mais c'est ce qui résulte immédiatement de ce que la 
somme sin 2 a + sin 2 /; est égale à 1. 

H2. Il peut arriver que la relation à vérifier entre les lignes 
trigonométriques des arcs n'ait lieu que lorsque ces arcs satis
font à certaines relations : c'est ainsi que nous avons trouvé 
au n° (34) les formules (1), (2), (3), -4) et (5). Nous donnerons 
ici seulement deux exemples. 

EXEMPLE I. — La somme de trois arcs a, b et c étant égale à 
77, démontrer qu'on a entre les trois cosinus la relation sui
vante 

cos 2 a -f- cos 2 b -f- cos 2 c -f- 2 cos a cos b cos c = 1. 

On part de la relation 

cos (a -\-b) = — cos c 

d'où l'on déduit 

cos a cos b -f- cos c = sin a sin 

élevant au carré les deux membres de l'équation précédente, 
remplaçant s in 2 a et s in 2 b par 1 — cos 2 a et l — cos 2 b et dé
veloppant les calculs, ou arrive immédiatement à l'équa
tion (I). 

REMARQUÉ. — Étant donnée une relation non identique 
entre les lignes trigonométriques de certains arcs, on peut se 
proposer de remonter, s'il est possible, à la relation la plus 



générale entre les arcs. I l suffira, en général, pour atteindre ce 
but, de reprendre en ordre inverse les calculs qui ont conduit 
à la relation donnée. 

Ainsi, par exemple, pour revenir de la formule (1) à la rela
tion entre les angles, on fait passer cos 2 a et cos 2 b dans le se
cond membre, et on complète un carré dans le premier mem
bre, en ajoutant aux deux membres cos 2 a cos 2 b : on a ainsi 

(cos c -f- cos a cos bj^ = 1 — cos 2 a —cos 2 b -f- cos 2 a cos 2 b 
mais le second membre de cette dernière équation est évidem
ment égal à (l —cos 2 a) (l —cos"2 b), c'est à-dire, à s i n 2 a sin 2 6, 
on peut donc écrire, après avoir extrait les racines carrées des 
deux membres 

cos (a ±b) — — cos c — cos (n — c) 

les deux arcs a ± b et T T — c ayant leurs cosinus égaux, leur 
somme ou leur différence est égale à et, par suite, la rela
tion générale demandée est 

a ± b ± c = (<2n — 1 ) T T . 

EXEMPLE I I . — Un arec étant égala a + b, trouver une 
relation entre les cosinus des trois arcs. 

Par un calcul tout semblable à celui de l'exemple précédent, 
on trouve pour la relation demandée 

(1 ) cos 2 a -(- cos 2 b -f- cos 2 c — 2 cos a cos b cos c = 1 

On prouvera aussi facilement que la même relation subsiste 
quand les arcs a. c sont liées par la relation générale 

a ± b ± c = 2m?. 

E X E R C I C E S S U R L E C H A P I T R E P R E M I E R . 

Démontrer les relations suivantes : 

1. sin a sin (b—c) + sin b sin (c—a) + sin c sin (a—b) = 0. 

2. eos a sin [b—c) -f- cos b sin {c—a) -f- cos c sin (a—b) = 0. 

3. cos (n-{~b) sin (a—b) + cos (b+c) sin (b~c)-f-cos (c-f-d)sin (c—d) 

-f cos (d-\-a) sin (rf—a) = 0. 

4. eos(6-f-c) cos(ô—cj-f-cos (c-\-a) cos (c—a)-f-cos(a-f 6)cos(a—b) 
— cos 2« 4- cos 26 -(-cos 2c. 

7 



5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14 

15 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 

cotg a coséc i 

séc va séc 



21. 

22. 

23. 

24. 

25. 

26. 

27, 

Démontrer les dix formules suivantes dans lesquelles 6, c, d repré

sentent, respectivement, 

28. 

29. 

30. 

31. 

32. 
33 
34. 

35. 

36. 

37. 

Lorsque des angles «/, b et c satisfont à la relation 



Démontrer les égalités suivantes : 

38. 
39. 

40. 

4 1 . 

42. 
43. 

44. 

45. Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que les arcs 
a, b et c satisfassent à l'une des six équations précédentes ou aux 
équations 1,2, 3 et 4 du n° 34. 

Démontrer les égalités suivantes : 

46. 

47. 

48. 

49. 



CHAPITRE IL 

RÉSOLUTION D'ÉQUATIONS TRIGONOMÉTRIQUES A U N E OU 

P L U S I E U R S I N C O N N U E S . - ÉQUATIONS D É D U I T E S D'ÉQUA 

TIONS DONNÉES. — ÉLIMINATION D'UN OU DE P L U S I E U R S 

ANGLES E N T R E P L U S I E U R S ÉQUATIONS. 

83. Résolution d'équations trigonométriques ne 
contenant qu'un seul angle inconnu. 

La méthode la plus générale consiste à exprimer toutes les 
lignes trigonométriques en fonction d'une seule : alors, en 
prenant cette ligne comme inconnue auxiliaire, on est ramené 
à résoudre une équation algébrique ordinaire. 

Mais lorsque l'équation proposée se décomposera facilement 
en facteurs, on feia tout d'abord cette décomposition, et il 
pourra arriver que la réduction des lignes trigonométriques à 
une seule devienne inutile. On devra aussi voir si l'équation 
proposée ne se ramène pas à la résolution des équations prin
cipales résolues au chapitre VII ( l r e partie). 

EXEMPLE I . — Résoudre l'équation 

(1) m sin (a — œ) = n siir(b — x). 

En développant les deux membres on voit qu'on peut mettre 
sin x en facteur dans un certain nombre de termes et cos x 
dans les autres. Divisant alors par cos x et remplaçant le rap
port de sin x à cos x par tg x, on a, en résolvant par rapport à 
cette dernière ligne, 

(?) 

Pour rendre la formule (2) calculable par logarithmes, on 



pose 

(3) 
d'où l'on tire 

Alors, si Ton divise par n cos b les deux termes de la fraction 
qui forme le second membre de l'équation (2), et qu'on rem

place les quantités respective

ment, par tg <p, tg b et tg y cotg a, il vient 

(4) 

la formule (4) est la formule demandée. 
On peut opérer plus simplement, en remarquant, que la dif

férence des arcs a — x et (b — œ) étant connue, on est ramené 
à trouver deux arcs connaissant leur différence et le rapport de 
leurs sinus (45). 

Pour faire le calcul, d'après la méthode du numéro cité, 
posons 

on en déduit 

et l'on arrive à l'équation 

Si n et m n'étaient connus que par leurs logarithmes, on pose
rait 

et Ton aurai t 

EXEMPLE I I . — Résoudre l'équation 



fi) 

Eu développant les deux tangentes, l'équation se met immé
diatement sous la forme 

(2) (m -f- 11 + r) tg 2 x + 2 (-m—7i) tg a? + m + n — r = 0. 

On est ainsi ramené à résoudre une équation algébrique du 
second degré. Mais on peut achever le calcul d'une manière 
plus élégante comme il suit : on divise les deux membres de 
l'équation (2) par tg x et l'on a 

( m - f n + r) tg x - f {in + w — r) cotg x = 2(n — m) 

siu X 
Remplaçant ensuite tg x et cotg x, respectivement, par 

et —: on est ramené, comme il a été dit au n° 43, à la 
sin x ' 

résolution d'une équation du premier degré en sin x et cos x. 

EXEMPLE I I I . — Résoudre l'équation 

(1) sin x -f- sin 2x -f- sin 3x = 1 -f- cos x + cos 2x 

on a 

En tenant compte de ces dernières relations l'équation (1) peut 

s'écrire 

sin 2x (1 -f- 2 cos x) = cos x (1 - f 2 cos #) 

et, en remplaçant sin 2x par 2 sin # cos x, elle devient 

On pourra satisfaire à l'équation (2) et, par suite, à l'équa
tion (1), en égalant à zéro chacun des facteurs du premier 
membre. 

Le premier facteur donne ainsi 

(2) 

d'où 

le second donne 

d'où 



et enfin on a par le troisième 

cos x = 0 d'où x = 2nn ± • 

EXEMPLE I V . — Résoudre l 'équation 

(1 ) s in 3 x = sin (a — x) sin (b — x) sin (c — x), 

les arcs a, b et c étant liés entre eux par la relation 

(2) a + b-\-c = 7v. 

On multiplie les deux membres de l 'équation (I) par 4 et l'on 
remplace, d'abord, le produit 2 sin (a — x) sin (b — x) par 
une différence de cosinus, puis, en mult ipl iant cette différence 
elle-même par 2 sin (c — x), on a deux produits de sinus et 
de cosinus auxquels ou substitue des sommes de sinus : on 
obtient ainsi 

(3) 4 s in 3 x = sin (b + c — a — ¿1?) -f- sin (a + c — b — x) 
— sin (a -f- b - j - c — 3x) -\- sin (a -f- b — c — x ) . 

Mais à cause de l'équation (2), on peut remplacer dans l 'équa
tion précédente b - j - c, a -f- c, a -f- b et a -f- b - |- c, respective
ment, par 7T — a, 7T — b, TT — c e t î r ; il vient alors 

4 s in 3 x = sin (2a + x) + sin (2b + x) - j - sin (2c - j - x) 
— sin 3x. 

On sait, d'ailleurs, (26) que l'on a 

sin 3x = 3 sin x — 4 s in 3 x 

l'équation précédente devient donc, en tenant compte de cette 
relation, 

3 sin x = sin (2a + x) + sin (2b + #) + sin (2c -f- .r) 

ou en développant le second membre 

(4) 3 sin x = (sin 2a -\- sin 2b -\- sin 2c) cos x 
+ (cos 2& - f c o s 26 + c o s 2c) sin x. 

Mais, d'après les exercices (38 et 42) du chapitre ( I ) , on sait que 
l'on a 

sin 2a -f- sin 2b -f- sin 2c = 4 sin a sin b sin c 

cos 2a -f- cos 26 - j - cos 2c = — 4 cos a cos 6 cos c — l 

et, à cause de ces relations, l 'équation (4) devient 

sin a sin b sin c cos x — ( 1 -f- c o s a c o s ^ c o s <?) sin x — 0. 



On eu tire 

(5) 

Cette dernière formule résout le problème. 

On trouve dans les Nouvelles Annales, (tome IX, page 363,) 
deux autres formules qu il est facile de déduire de la précé
dente. 

Remarquons, d'abord, que cos (a -f- b -f- c) étant égal à — 1, 
la formule (2) du n° 24 permet de remplacer le numérateur de 
la fraction qui forme le second membre de l'équation (5) par la 
quantité 

cos a sin b sin e -f- cos b sin a sin c -f- cos c sin a sin b. 

On obtient alors 

ou encore 

(6) cotg x = cotg a -f- cotg b - |- cotg c, 

c'est la première des formules demandées. 
Pour obtenir la seconde, élevons au carré les deux membres 

de l'équation (6), ajoutons 3, de part et d'autre, et remplaçons 
le carré d'une cotangente augmenté de l 'unité par le carré de 
la cosécante du même angle ; posons aussi 

cotg a cotg b 4 - cotg a cotg e -\- cotg b cotg c — 1 = m . 

il viendra 

coséc 2 x = coséc 2 a -f- coséc* b -\- coséc 2 c -f- 2m. 

Mais la quantité m est nulle, car l'équation obtenue en égalant 
m à zéro revient à celle-ci : 

% « + tg b + tg o = tg a tg b tg c, 
on a donc 

(7) coséc* x = coséc 2 a + coséc* b - f coséc* c, 

c'est la seconde formule qu'on voulait trouver. 

84. Équations trigonométriques qui se déduisent 

les unes des autres. — On ne peut indiquer de méthode 
générale pour résoudre cette sorte de questions. Quelquefois, 



cependant, tout revient à exprimer certaines lignes trigono

métriques d'un arc en fonction d'une ligne trigonométrique de 

ce même arc. 

EXEMPLE I . — De l'équation 

( i ) 

déduire 

(2) 

on tire successivement de la première 

extrayant maintenant les racines carrées des deux membres, 
et, remplaçant, en vertu de l'équation (5) (27), les quantités 

respectivement, par 

on obtient l'équation (2). 

EXEMPLE I I . — De Véquation 

déduire 

(2) 

Résolvant l'équation (I) par rapport à sûr 2 c et remplaçant 
les tangentes par les quotients des sinus par les cosinus, on 
trouve, tout d'abord 

et, par suite, on a 

ou 



REMARQUE. — On vo't que dans cet exemple nous n'avons 
pas remplacé, comme il semblait naturel de le faire, sin a, 
sin 6, sin c par leurs valeurs en fonction des tangentes ; c'est 
que le calcul eut été moins simple de cette manière. 

EXEMPLE II I *. — Eliminer successivement chacun des 
trois angles a, b , c, entre les deux équations 

(i) 
(2) 

1° On veut éliminer c, c'esl-à-dire, trouver une relation 
entre a e l b . 

De la relation (1) on tire, d'abord, 

et, en remplaçant dans la dernière équation tg — par sa 

valeur tirée de l 'équation (2), il vient 

ou 

Mais la première fraction est la somme de deux autres et Ton 
peut écrire : 

(*) Tiré de l'ouvrage : Théorèmes et problèmes sur les normales aux coniques. 



Si l'on remplace dans l'équation (3) cos b par \J\—sin26 
et que Ton fasse disparaître le radical, on obtiendra l'équation 

(5) s in 2 b — ? cos 2 a sin a sin b — s in 4 a = 0 

et Ton aura évidemment aussi une équation entre c et a qui se 
déduira de la précédente en changeant b en e : sin b et sin e 
sont donc les racines d'une même équation du second degré, 
l'équation (5) dans laquelle sin b est l ' inconnue, et l'on a 

sin b sin c = — s in 4 a 
et de même 

cos b cos c = — cos 4 a. 

Ajoutant maintenant et retranchant, membre à membre, îes 
équations précédentes, il vient 

cos (b — c) = — 1 -j 

cos (b -f- c) = — cos 2a 

ou 

s in 2 2a = 2 cos (b — c) + 2 cos 2 2a = cos 2 (b + c) 

et en ajoutant les deux dernières équations, membre à m e m 
bre, on a l'équation demandée 

(6) cos 2 (6 + c) + 2 cos (b — c) + 1 = 0. 

On peut encore obtenir Véquation (6) d'une autre manière. 
I 1 

A cet effet, éliminons successivement et entre 
cos a sm a 

les équations (3) et (4), nous aurons 

Enfin divisant les deux membres de la dernière équation 
par la seconde fraction qui figure dans son premier membre et 
tenant compte des relations (1) et (2) (30), on a 

(3) cos 6 sin & j 

cos a sin a 

Si on éliminait b entre les équations (1) et (2), il est évident 
qu'on trouverait de même 

cos c , sin c 
(4) \- = — 1 

cos a sm a 

2° On veut trouver une relation entre b et c. 



ou 

Élevant au carré et ajoutant, membre à membre, il vient 

et, de cette dernière équation, on arrive facilement à l 'équa
tion (6). 

EXEMPLE IV. — Éliminer a entre les équations 

(1) y cos * — x sin QL = a cos 2 « 

(2) y sin a -f- œ cos a = 2a sin 2 a . 

En résolvant les équations par rapport à x et //, on a 

X = a S in a ( [ -j- 9 COS2 a) •?/ = COS a ( l -f- 2 s i l l 2 a) 

d'où 

X -\- y = a (COS a -f- S i n a) (1 -f- s i l l 2 a ) 

et en élevant au carré les deux membres de la dernière équa
tion, il vient 

et en extrayant les racines cubiques des deux membres 

on a de même 

et en ajoutant, membre à membre, les deux dernières équa
tions, il vient 

EXEMPLE V. — Résoudre le système des deux équations 

(1 ) sin x tg y = tg b 
(?) cos y cotg x = cotg a 

Multipliant, membre à membre, les deux équations, on a 

(3) 



E X E R C I C E S S U R L E C H A P I T R E II 

Résoudre les équations suivantes : 

1. 

2. 
3. 
4. 
5. 

6. 
7. 
8. 

9. 
10. 
11. 
12. 
13. 
U. 

Résolvant les équations (2) et (3) par rapport à sin ?/ et cos y, 
élevant au carré les deux membres de chacune d'elles, ajou
tant, membre à membre, puis remplaçant cotg 2 x par sa valeur 
en cos x on a 

ou 

(4) 

Comme les équations (1) et (2) ne changent pas quand on y 

r emplace r et b, respectivement, par — — y et — — a , et ré

ciproquement, on aura 

(5) 

à cause de l'équation (3) on devra prendre ensemble dans les 
équations (4) et (5) les deux signes supérieurs ou inférieurs. 



15. 

16. 

17. 
18. 

19. 

20. 

21. 

22. ( 

23. 

24. 
25. 
26. 
27. 

(dans cette équation et la précédente n et p sont des nombres entiers 
quelconques positifs ou négatifs), 

28. 

29. 
30. 
31. 

32. 

33. 

34 

35. 

36. 

3?. arc cos 

NOTA.— On résoudra quelques-unes des équations précédentes en 



utilisant certaines des identités données comme exercices à la suite du 

premier chapitre. 

Résoudre par la Trigonométrie les équations suivantes : 

38. 

39. 

40. 

En posant y égal à cos x, pour la première et la troisième, et égal à 
tg xy pour la seconde, on devra faire voir que les trois équations se ra
mènent aux suivantes 

lesquelles peuvent être immédiatement résolues par la Trigonométrie. 
Éliminer x entre les systèmes suivants de deux équations. 

41. 

42. 

43. 

41. 

45. 

46. 

47. 

48. 

49. 

50. 

Éliminer x et y entre les systèmes de trois équations qui suivent : 

51. 

52. 

53. 

54. 

55. 



Résoudre les deux équations 

57. 

Eliminer T, y et z entre les quatre équations suivantes : 

58. 

59. Éliminer z, y, z et u entre les cinq équations suivantes : 

60. Démontrer que si l'on élimine x, ?/, z entre les quatre équations 
suivantes : 

•m trouve l'équation 

Ou fera voir sans calcul que. si l'on remplaçait les seconds membres 
de deux des trois dernières équations par leurs inverses, et le second 
membre de celle qui reste par la quantité de signe contraire, le résultat 
de l'élimination resterait le même. 

8 



CHAPITRE HI 

SOMMATION DE Q U E L Q U E S SÉRIES TRIGONOMÉTHIQUES. -
QUESTIONS QUI S'Y RATTACHENT. 

85. On peut, d'abord, sommer un certain nombre de séries 
en prenant pour point de départ les formules du n° 76. 

EXEMPLE I . — Sommer la suite 

sin 2 a + sin 2 (a + h) + sin 2 (a -\- (n — 1 //,-. 

Écrivons que la somme cherchée est égale à S, multiplions 
par 2 les deux membres de l'équation ainsi obtenue, et r em
plaçons, en général, 2 sin 2 (a -f- ph) par I — cos (2a -f- 2/>/>\ 
il viendra 

2S=n— (cos 2a + cos (2a - f 2A) + . . . cos (2a + 2 (n— I)/? . 

La somme des cosinus entre parenthèses s'évalue au moyen de 
la formule (2) (76) où l'on change a et h en 2a et 2/i, et l'on a 
finalement 

On trouvera d'une manière semblable la somme des carrés des 
cosinus d'arcs en progression ari thmétique. Plus généralement, 
on peut trouver la somme des mêmes puissances entières des 
sinus ou des cosinus d'arcs en progression arithmétique en 
faisant usage des formules (1), (2), (3) et (4) du n° 80. 

EXEMPLE I L — Sommer 



Multipliant les deux membres de l'égalité par 2, et remplaçant, 
en général , 2 cos (a -f- (p — 1) h) cos (a + p/i) par 
cos (2a -f- (2p — 1) h) -f- cos ft, on aura 

2S = n cos A - j -
(cos (2a + /z) + cos (2a + 3ft) + . . . . cos (2a + (n — I) 2A), 

et en appliquant la formule (2) (76) à la quantité entre paren
thèses, il vient 

EXEMPLE I I I . — Sommer 

(1) S = sin a -f- m sin (a + A) -j- m* sin (a -f- 2h) 

-f- . . . m"" 1 sin (a -f- (n — 1) /*). 

La formule qu'il s'agit de trouver ne peut plus se déduire 
des formules du n° 76, mais on peut l 'obtenir en imitant la 
méthode qui a servi à les établir. 

A cet effet, multiplions les deux membres de l'égalité (1), 
successivement,.par m 2 et — 2m cos h, et ajoutons, membre à 
membre les trois égalités : en ordonnant le second membre de 
l'égalité obtenue, par rapport aux puissances croissantes de m, 
et remarquant que le coefficient de mp, c 'est-à-dire, 
sin (a -f- ph) + sin [a + (p — 2) h) — 2 cos h sin (a - j - (p — 1) '0 
est identiquement nul, sauf pour les valeurs de p égales à 0, 
1, n et n -\- 1, on a 

et, après quelques réductions faciles, on arrive facilement à la 
formule définitive 

EXEMPLE I V . — Sommer 

S = coséc x + coséc Ix -f- coséc kx - j - . . . coséc 2n#. 

Dans cet exemple et dans quelques autres, on prend pour 
point de départ une identité tr igonométrique. 



D'après L'exercice 14, chapitre I, on a l'égalité 

eu y changeant successivement x en 

vient 

Ajoutant maintenant toutes les égalités, membre à m e m b r e 
et supprimant les termes qui se détruisent, on a 

EXEMPLE V . — Sommer 

on part de l'identité (16) (exercices, chapitre 1) qui, eu chan
geant a en ?,r, donne 

on a ensuite 

<4, en ajoutant, membre à membre, il vient 

Cette solution et la précédente sont tirées de la Trigon<»)la

trie de M. Todlwnier. 



8C». Questions dont la solution dépend de la som
mation de séries trigonométriques. 

E X E M P L E I . — Un polygone régulier de n côtés étant in
scrit dans un cercle, on tire des cordes d'un point quelconque 
M de ce cercle à tous les sommets du polygone, on demande de 
trouver les sommes des carrés et des quatrièmes puissances des 
cordes. 

1° On veut trouver la somme des carrés des cordes. 

Si on désigne par r le rayon du cercle et par A Tare com
pris sur le cercle entre le point M et le sommet le plus 
voisin A, on voit facilement que les cordes MA, MB, MC ont, 

respectivement, pour expression 

et Ton est ramené à sommer 

En procédant comme dans l'exemple (I), on a 

mais on voit par l'application de la formule (2) (76) que la 
somme des cosinus entre parenthèses est nulle, on a donc 
finalement 

2° On demande la somme des quatrièmes puis
sances des cordes. 

La question revient à trouver. 

Si l'on ue veut pas appliquer immédiatement les formules 
générales du n» 80, on p a r t de l'égalité 

2 sin 2 a = 1 — cos 2a, 

et en élevant au carré les deux membres , on aura 

(I) 



Mais, d'autre part, 

donc 

(2) 

En remplaçant maintenant dans le second membre de l'é
quation (1). chaque terme entre parenthèses par le développe
ment que donne la formule (2), on a 

Mais les sommes des cosinus entre parenthèses étant nulles, 
comme on le voit par l'application de la formule (2) (76), on 
obtient la formule définitive 

E X E M P L E VI. — On propose de démontrer le théorème sui
vant : 

T H É O R È M E . — Si Von projette les côtés d'un polygone régu
lier sur une droite quelconque située dans son plan, la somme 
des puissances impaires des projections est toujours nulle, 
lorsque la puissance donnée est inférieure au nombre des côtés 
du polygone. 

Soient n l 'exposant de la puissance donnée, p le nombre des 
côtés du polygone, a l 'angle que l 'un des côtés fait avec la 
droite donnée. Les angles des différents côtés avec cette droite 

2TT 2 ^ 
seront a, a A . a A a + ( p — 1 ) - — , et si Ton 

p ' p P 
prend pour unité le côté du polygone, et qu'on désigne par S la 
somme cherchée, on aura 

Or si l'on multiplie les deux membres de l'équation précé

dente par 2 W ~ 1 et qu'on remplace chaque terme par le dévelop-

(1) 



peinent que donne la formule (1) (80), on sera ramené à som
mer des suites qui se déduisent de la suivante 

eu donnant à t toutes les valeurs impaires n , n — 2 , n—4...1, 
depuis n jusqu 'à 1. Quand les valeurs de toutes les sommes 
seront obtenues on les multipliera, respectivement, par 

n(n—1) . . _ . 
K — î — n ~ e t C , , e t 6 1 1 a J 0 U * a i 1 1 les produits obtenus, on 

aura la valeur de S. 
Mais je dis que, lorsque p est plus petit que n , toutes les 

suites ont pour valeur zéro et que, par conséquent, la somme S 
elle-même est nul le . En effet, d'après la formule (2) (76), la 
suite (2) a pour valeur 

(3) 

el comme sin fa est nul , quel que soit t, tandis que sm — ne 

i est pas quand n est plus petit que p, on voit bien que toutes 
les suites ont pour valeur zéro. 

R E M A R Q U E . — L'expression (3), se présenterait sous la 

forme , si t était un multiple de p , et on ne pourrait plus 

dire que les sommes partielles et la somme S elle-même sont 
nulles; et, en effet, si on calcule alors directement la valeur de 
la suite (2), on trouve que, chaque terme se réduisant à cos ta, 
cette valeur est p cos ta, quantité qui ne peut être nulle que 
pour certaines valeurs particulières de a. 

On conclut immédiatement de la remarque précédente que 
le théorème n'est plus vrai, quand n est égal à p ou quand, p 
étant impair, n est plus grand que p. En effet, quand n est 
égal à p , pour la valeur p donnée à t, la suite (2) prend la 
valeur p cos pa ; et, dans l 'autre cas, l 'une des valeurs de t 
inférieure à ny c'est-à-dire, l'un des nombres impairs 

— 2, n — 4 . . . 1 est égal à p et la conclusion reste la même. 
Mais le théorème reste encore vrai, lorsque p est pair et 

(•2) 



que n lui est supérieur, car le nombre impair t ne peut être 
divisible par le nombre pair p. 

EXEMPLE VIL — On propose de démontrer le théorème sui
vant : 

Si l'on projette un polygone régulier sur une droite située 
dans son plan, la somme des mêmes puissances paires des 
projections des côtés, lorsque Vexposant de la puissance est in
férieur au nombre des côtés du polygone, est donnée par la 
formule 

(1) 

dans laquelle c est le côté du polygone, p le nombre de ses 
côtés, n l'exposant de la puissance et S la somme demandée. 

En effet, dans ce cas, il faut appliquer la formule (2) (76) : 
on voit alors, comme dans le théorème précédent, que les 
sommes des cosinus qui correspondent à tous les termes de 
cette formule, excepté au dernier, sont encore nulles. Mais le 
dernier terme de la formule se trouve répété p fois, 
et l'on a 

Multiplions les deux termes de la fraction qui figure dans 
le second membre de l'équation précédente par le produit 

n 
1 . 2 . 3 . . . — , puis divisons les deux membres de cette 

équation par T \ il vieut 

ou encore en introduisant 2 n dans la parenthèse 

et en supprimant les facteurs pairs 2, 4, 6 . . . n communs au 



numérateur et au dénominateur, on trouve bien la formule 
demandée. 

REMARQUE. — Une discussion, toute semblable à celle qui a 
été faite à la suite de l'exemple précédent, prouve que la for
mule (1) n'est plus applicable, en général , lorsque n est égal 
ou supérieur à p , mais qu'elle est encore vraie lorsque p est 
impair et que n est compris entre p et 2p. 

Les deux théorèmes précédents sont énoncés dans les Nou-
velles-'Annales, mais sans les restrictions nécessaires. 

EXERCICES SUR LE CHAPITRE III. 

NOTA. — Dans les exercices qui suivent les numéros qui sont places 
à la fin d'un énoncé indiquent l'exercice du chapitre (I) dont il faut, se 
servir. 

Trouver les sommes des suites 

J. 

2. 

3. 

(4) 

(20; 

(18) 

(49) 

5. 

6. 

7. Une circonférence étant divisée en 2/i parties égales, à tous l e s 
points de division on mène des tangentes, et d'un quelconque de ces 
points on abaisse des perpendiculaires sur chacune d'elles; on demande 
de prouver que la somme des carrés des perpendiculaires est égale à 
3/1 fois le carré du rayon. 

8. Étant donnés - un polygone régulier et une circonférence concen
triques, d'un point quelconque de la circonférence on abaisse des per-



pcndiculaires sur tous les côtés du polygone et l'on demande de prouver 
que la somme des carrés des perpendiculaires reste la même quand le 
point se déplace sur la circonférence. — En est-il encore de même 
quand les perpendiculaires sont élevées à une même puissance quel

conque ? 

9. Si, en tournant dans un sens déterminé, on joint par une droite 
chaque sommet d'un polygone régulier à celui qui le suit de deux ran^s, 
les diagonales ainsi obtenues déterminent par leur intersection un po
lygone semblable au premier ; de ce second polygone, on déduit un 
troisième polygone par une construction semblable à la première, et 
ainsi de suite : on demande de trouver la somme des surfaces des n 
premiers polygones quand on connaît la surface et l'angle du premier. 

10. — On projette un triangle equilateral sur une droite quelconque 
de son plan, et l'on demande quel angle cette droite doit faire avec l'un 
des côtes du triangle pour que la somme des cubes des projections de 
res côtés soit égale à zéro. 

11. Étant donnes deux triangles équilatéraux dans un même plan, 
on demande de déterminer sur ce plan la direction d'une droite, telle, 
que si l'on projette les côtés des deux triangles sur cette droite et qu'on 
fasse la somme des cubes des projections, pour l'un des triangles, et la 
somme des quatrièmes puissances des projections, pour l 'autre, la se
conde somme soit égale à la première multiplico par une longueur 

donnée. 

12. Étant donné un polygone régulier de n côtés inscrit dans un 
cercle, et p étant un nombre impair plus petit que w, démontrer que 
la somme des p è n > e s puissances des perpendiculaires abaissées des 
sommets du polygone sur un diamètre quelconque du cercle est tou
jours nulle. 

13. Trouver la somme des carres des distances d'un point du plan 
d'un cercle à tous les sommets d'un polygone régulier ; en déduire U-
cas particulier de l'exemple (1) 86. 



C H A P I T K Ë I V . 

FORMULES Q U I P E U V E N T Ê T R E UTILES DANS LA RÉSOLUTION 

DES TRIANGLES. 

S*. Dans toute la partie de la Trigonométrie qui va suivre 

nous adopterons les notations uniformes suivantes : (*) 
Les trois sommets d'un triangle seront toujours désignés par 

A, B, C, les angles eux-mêmes par les mêmes lettres, les côtés 
opposés à ces angles par a, 6, c, les centres des cercles circon
scrit et inscrit par 0 et I , et les centres des cercles ex-inscrits, 
qui sont tangents, respectivement, à a, b et c, par les lettres 

Nous emploierons encore quelques autres notations : 6 , 2p e! 
S ou m 2 représenteront, respectivement, la différence des an
gles B et G, le périmètre et la surface d'un triangle ; R, r les 
rayons des cercles circonscrit et inscrit; r', r" , r i n les rayons 
des cercles ex-inscrits dont les centres respectifs sont I ' , \", V"\ 
/>, /«', /, les hauteurs qui correspondent aux côtés b et c : 
'/ et m seront aussi toujours la bissectrice et la médiane rela
tives au sommet A, et D et M les angles aigus que ces deux 
dcoites font avec le côté a ; le milieu du côté a, les pieds de la 
nauteur et de la bissectrice correspondantes seront aussi dési
gnés, respectivement, par M, H et D. 

S8. Pour qu'on puisse embrasser d'un seul coup d'œil les 
formules utiles, je vais les écrire immédiatement les unes à la 
s nite des autres ; les démonstrations de celles qui ne sont pas 
encore connues viendront ensuite. 

(*) Le lecteur est prié de retenir les notations du n° 87 auxquelles il son» 
t»v!s-souvent renvoyé par la suite. 



(1) 

(Ь; 

(7) 

(8 ; 

(9) 

(Ub

ili; 

(1?; 

(>*' 

(V) 

(4Y 

(3) 

(6) 

(13) 



(15; 

(16) 

HT) 

1.18} 

(19) 

(?0) 

(21 • 

(22) 

Les formules (1), (5), (6), (7), (9), (11) et (12) ont déjà, été 
données ou sont connues en Géométrie ; je vais démontrer les 
autres. 

Démonstration des formules — O n part de la pro
portion entre les côtés et les sinus des angles opposés, et, par la 
<'0ml)inaison ordinaire, on a 

Mais si Ton remplace sin A par 2 s i n c o s , on a la 

première des formules (2), et les deux autres s'obtiennent de 
to même manière . 

Démonstration des formules (3). — Ayant projeté Le 
commet A en LI sur le côté opposé a, on obtient deux triangles 
^ t a n g l e s A H B , AHG crui donnent 

Nous supposerons toujours désormais <jue l'angle B est plu> graml 
'f11'1 l'angle G. 

i A sin B sin G. 



d'où 

et, par suite, 

On pouvait encore obtenir la formule précédente en égala ni 
entre elles les deux expressions de la surface d'un triangle 

Les deux autres formules s'obtiennent 

de même. 

Démonstration des formules — Eli évaluant le 
côté a comme dans la démonstration précédente, et exprimant 
les côtés b et c en fonction de la hauteur h et des angles dans 
les triangles rectangles AHB. A H G, on a 

d'où l'on déduit facilement la première des formules (4). Les 
autres s'obtiennent ensuite facilement 

démonstration des Formules (£*). — On part des deux 
formules 

e u les ajoutant, membre à membre, on a 

et pour obtenir la première des formules demandées, il ne 
reste plus qu'à remplacer les cotangentes par les rapports des 

cosinus aux sinus, et sin par I On a ensuite 

les deux autres de la même manière . 
Les formules (10) se démontrent d 'une manière toute sem

blable. 

Démonstration des formules (13), (141) et (1K).— 
(les formules se déduisent de la formule (12), en y reni pin-



S , A 
raiit p , successivement par les valeurs — , i co tg -— et 

r 2 
A B C . _ 1 e 

4 ii cos ~ 2 ~ c o s — cos — , que donnent les premières des for
mules (11) et (9) et la dernière des formules (5). 

On peut encore obtenir la formule (15) en multipliant, 
membre à membre, les trois équations 

2S = ab sin G, 2S = ac sin B, 2S = bc sin A, 

et remplaçant abc par la valeur 4RS que donne la formule (6). 

Démonstration de la formule — Considérons le 
triangle rectangle ADH obtenu en menant la bissectrice et la 
hauteur issues du sommet A. L'angle DAH étant égal 

et, en remplaçant h par la valeur que donne la première des 
formules (3) et B — C par 5 , on obtient la relation demandée. 

Démonstration de la formule (17). — La première 
des formules (4) donne, d'abord, en remplaçant un double 
produit de sinus par une différence de cosinus 

on a 

et si Ton remplace h par d cos par 

sin D, on arrive facilement au résultat demandé . 

Démonstration des formules (18) et (19). — Ou a 

évidemment 

2 M H = HG — HB, 

et en remplaçant MH, HG et HB par les trois quantités pro
portionnelles cotg M, cotg C et cotg B, on arrive à la rela
tion (18). I l est facile de voir que, si le point H tombait à 



l'extérieur du triangle, la démonstration s'appliquerait encore. 
On déduit maintenant la formule (Î9j de la formule ( 1 8 ) , eu 

y remplaçant les cotangentes par les rapports des cosinus aux 
aux sinus, cos (B-f-C) par — cos A et la quantité 2 sin B sin O 
par cos (B — C) -f- cos A. 

Démonstration de la formule (^O).—Les triangles AM B 

et AMG donnent (B étant comme toujours le plus grand des 
angles B et C) 

de là on déduit 

Mais d'après l'identité (1) (Exemple (3) (81), la différence des 
carrés de deux sinus peut être remplacée par un produit do 
sinus, et l'on a 

et en supprimant le facteur commun sin (B -f- 0) , on obtient 
la formule (20). 

Démonstrations de la formule (*<£•). 

PREMIÈRE DÉMONSTRATION. — En égalant deux expressions 
de la surface du triangle on a 

(1) bc sin A = ah 

on a aussi, d'après une relation connue. 

mais en remplaçant dans l'égalité pré

cédente, elle devient 

(2) 

et en divisant, membre à membre, les équations (1) et (2), 
on a 

C5) 



Pour avoir la formule demandée il ne reste plus qu'à rem
placer dans l'égalité précédente h par m sin M. 

D E U X I È M E D É M O N S T R A T I O N . — Abaissons du sommet № la 
hauteur BK, le triangle rectangle ABK donne 

r A — - B i _ _ BK x AC 
t g AK A K X AC " 

Mais le produit B K x A C qui représente le double de la sur
face du triangle peut être remplacé par ah, et, si Ton observe 
que la circonférence, décrite sur BC comme diamètre, passe par 
le point K, on voit que le produit A K x A C représente la puis
sance du point A par rapport au cercle qui a BC pour diamètre, 

et, par suite, peut être remplacé par m 2 — —- , on a donc, 
4 

»'0iunie tout à l 'heure, 
Aah 

1er \ — 
G 4 m 2 — a1 

Nous avons supposé tacitement que le point K tombait dans 
l'intérieur du triangle, mais on voit facilement que la formule 
reste la même quand ce point e s t a l 'extérieur. 

Démonstration ciel» formule ( » » ) . — On écrit la for
mule (19) sous la forme 

cos (M -f- S) — cos A 

cos M "~ I 

et l'on fait la combinaison ordinaire. 

E X E R C I C E S DU C H A P I T R E IV. 

Les notations, employées ici, sont celles qui sont indiquées au n° 87. 

< h\ a de plus adopté deux notations nouvelles : 1* est le point d'intersec

tion des hauteurs du triangle, et 8 l'angle que la droite PO fait avec a, 

du même côté et dans le même sens que le. plus petit des deux angles 

K et C. 

On propose de démontrer les relationssuiNantes : 

. . À . . It . . C 
h sin /csm } L sin 



2. 

5. 

6. 

7. 

8, 

9. 

10. 

et les doux formules analogues qui donnent BI et CI. 

1.1. 

1 2 . 

1.1 

3, 

4. 



li. 

i ó. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 

21. 

22. 
23. 

Vi 

25. 

26. 

27. 
28. 

29. 

30. 

31. 

32. 

33. 

M. 

be, et deux égalités analogues. 



3-Î. 

35 

37. 

38. 

1 0 . 

' i l . 

1i. Verifier les formules (38) et (39) envoyant ce qu'elles deviennent 
dans le cas du triangle rectangle ou isocèle. 

45. Démontrer qu'un triangle est isocèle, quand l'une des égalités 
suivantes est satisfaite : 

Ï 6 . Démontrer qu'un triangle est rectangle quand l'une des égalités 
suivantes est satisfaite : 

7 i 7 . Démontrer qu'un triangle est rectangle ou isocèle, quand les 
carrés «le deux entés sont entr'eux comme les projections de ces côtés 
sur Se troisième. 

i8. Les hauteurs d'un triangle issues, respectivement, des sommets 
A, lî et C étant prolongées jusqu'à leur rencontre en A', IV <>| ( ] ' f avec 
î«* cercle circonscrit, démontrer les relations suivantes : 

î2 . 

Yo. 

(39) 



49. Démontrer que, si le. point d'intersection des hauteurs «l'un 
triangle et le centre du cercle circonscrit se confondent, le triangle est 
e q u i l a t e r a l . 

50. Démontrer que, si la distance entre le centre du cercle circon
scrit à un triangle et le point d'intersection des hauteurs est égale à la 
moitié d'un des cotés du triangle, le triangle n'est pas nécessairement 
rectangle. Faire voir, par exemple, que, si l'angle au sommet d'un 

4 
triangle isocèle, a pour cosinus le nombre - , la propriété énoncée 

5 
aura lieu. 

51. Si dans un triangle l'un des angles est égal à 60°, la droite qui 
joint le centre du cercle circonscrit au point d'intersection des hau
teurs forme toujours un triangle equilateral avec les deux côtés d< 
l'angle égal à 60°. 

52. Faire voir que ce n'est pas seulement dans le cas du triangle 
rectangle que la droite PO fait avec a un angle double d'un des angles 
adjacents à ce coté. 

53. Démontrer la formule suivante : 

54. Trouver les formules analogues qui donnent PF , P I " et P F " . 

55. (In cercle étant inscrit dans un angle, si l'on décrit deux 
cercles tangents au cercle donné et aux deux 'cotés de l'angle, le. 
rayon du premier cercle sera moyen proportionnel entre les doux 
autres. 

56. On décrit dans l'intérieur d'un triangle trois cercles tangents à 
deux cotés de ce triangle et au cercle inscrit ; il faut démontrer que si 
l'on désigne par ra, r¿, rc les rayons des trois cercles inscrits, respecti
vement, dans les angles A, H, С on a les formules suivantes : 

(D 

57. On décrit trois cercles tangents au cercle ex inscrit Г et aux 
«'étés du triangle prolongés, s'il est nécessaire ; il faut démontrer que 
s ¡ les trois cercles sont ceux dont les centres sont les plus voisins des 
sommets des angles dans lesquels ils sont inscrits, on a, en désignant 
par - / ' ' о , г ' б , r,:' les rayons des trois cercles, les relations suivantes : 

(2)) 



58. Calculer les rayons des autres cercles qui touchent les côtés des 
triangles ou leurs prolongements, et qui sont tangents en môme temps 
au cercle inscrit ou à l'un des cercles ex-inscrits. — (On se servira du 
théorème de l'exercice (55). 

59. Si par les sommets A et B d'un triangle ABC on mène des droites 
AE et BE, respectivement, perpendiculaires aux côtés AC et BC, et 
qu'on inscrive un cercle dans le triangle ABE, le rayon x de ce cercle 
sera donné par l'une ou l 'autre des formules 

60. Si Ton décrit un cercle qui touche extérieurement le cercle cir
conscrit à un triangle, et qui soit tangent aux côtés b et c prolongés, 
son rayon x est donné par la formule 

61 . Si l'on désigne par y , z les rayons des deux cercles analogues au 
cercle de rayon x dans l 'énoncé précédent, on a 

32R 3 — 2R (xy -\- œz-\- yz) — xyz = 0. 

Vérifier que dans le cas du triangle équilatéral les rayons des trois cer
cles sont égaux à 2R. 

62. Trouver les relations analogues à celles des exercices 60 et 01 
lorsque les trois cercles dont il est question sont tangents intérieure
ment au cercle circonscrit. 



C H A P I T R E V 

RÉSOLUTION E T DISCUSSION COMPLÈTE DES TRIANGLES 

DANS DES CAS A U T R E S QUE LES CAS ÉLÉMENTAIRES DÉJÀ 

TRAITÉS . 

PROBLÈME I . 

89. Résoudre un triangle rectangle, connaissant le péri
mètre 2p et la perpendiculaire h abaissée du sommet A sur 
l'hypoténuse. 

i R E M É T H O D E . — En commençant par le calcul des angles, on a 

et comme la somme a + b - f c est égale à 2p, on obtient 

mais 1 étant égal à sin A, on peut remplacer dans l'équation 
précédente 

par 4 

et l'on a 



sin B sin G sin G sin B 

L'équation (2) donnera un angle aigu «, les égalités (3) 
feront connaître les angles B et G, et on aura enfin a, 6, c par 
les formules (4). 

DISCUSSION. — 11 faut d'abord que la valeur de cos a ne soit 
pas plus grande que 1 : en exprimant cette condition et rem-

plaçant cos 45° par , on trouve 

Je dis qu'il n 'y a pas d'autres conditions. En effet, la somme 
des deux angles B et G est égale à 90°, l'angle B est évidem
ment positif, et il en est de même de l'angle G, puisque l'éga
lité (2) montre que l'angle « est plus petit que 45°. Or ces con
ditions suffisent, comme on sait, pour que le triangle puisse 
être construit. 

2 e MÉTHODE. — On commence maintenant par le calcul des 

côtés. 

r i „ . B . G B — G . A 
Remplaçant alors 2 sin — sm — par cos sin — ^ 

A A 
observant que sin-Tf et cos — sont égaux à cos 45°, on aura. 

g Q 
en résolvant par rapport à cos - — , 

(1) c o s i ^ = - A ± P c o s 4 5 » . 
2 p 

g Q 

Si maintenant Ton désigne par a l'angle — - — d e la table, 

déterminé à l'aide de la formule précédente, on aura la solu
tion complète du problème par les formules suivantes : 

(2) cos a = h P cos 45°. 
v 1 p 

(3) B = 4 5 ° + * G ==45° —a. 

h h h 
(4) a = -



En égalant entr'elles trois expressions de la surface du trian
gle, on a 

d'où Ton tire 

(t) 

on a ensuite 

b et o sont donc les racines d'une équation du second degré 

et si Ton pose, suivant la méthode générale, 

il vient 

m 

tirant maintenant de l'équation (2) la valeur de p en fonction 
de h et cos y, et la substituant dans l'équation (2), on a 

Puis remplaçant s in 4 45°— sin 2 y par sin (45° + y ) sin (45°—y), 
et la somme et la diiï'érence des deux cosinus entre paren
thèses par un double produit cle cosinus ou de sinus, on obtient 

(4 ) 

par un calcul semblable on déduit des formules (1) et (2; 

(5) 

En résumé, on voit qu'après avoir calculé l'angle y par la 
formule (2), les valeurs de b, c, a sont données par les for
mules (4) et (5) calculables par logarithmes. Mais eu compa
rant les formules (l) et (2) de la première et de la seconde mé-

12) 



et en divisant ces équations, membre à membre, on trouve 
facilement 

coséc G — coséc B = m . 

On est ainsi ramené à trouver deux angles B et C, connaissant 
leur somme et la différence de leurs cosecantes : en opérant 
comme il a été dit au numéro (50), on obtient l'équation 

Cette équation a évidemment deux racines réelles, Tune posi
tive, l 'autre négative ; la dernière devant être rejetée, on aura, 
d'après la méthode générale (41 ; en représentant par a l'angle 
B — C 

thode, on voit que l'angle y n'est autre que l'angle — — — • , 

et en tenant compte de cette valeur de l'angle ^, on reconnaît 
que les formules qui donnent a, b et c sont les mêmes dans 
les deux méthodes. 

R E M A R Q U E . — La formule (1) ( l r e méthode) qui donne la va-
Q 

leur de - — étant très-simple, il y a lieu de chercher à 

l'obtenir par la voie la plus courte : or il suffit pour cela de 
prendre le triangle rectangle qui a pour hypoténuse AI ' et pour 
l 'un des côtés de l 'angle droit la projection de AI ' sur l a h a u -

Q 

teur AH, car l'angle HAI ' étant égal à — - — , on tire de ce 

^ Q 

triangle la valeur de cos — - — telle que la donne la for

mule (1). 

PROBLÈME I I . 

»0. Résoudre an triangle ABC, connaissant a, A et le rap
port m de b — c d h (Pascal) 

On a, d'abord, 

(1) 



(2) 

(3) 

prenant ensuite pour a 1 angle des tables dont le sinus est égal 
au nombre positif cos on aura 

(4) 

( 5 -

En faisant les calculs indiqués par les formules (2), (3), (4) 
et (5) dans Tordre même où ces formules sont écrites, on a la-
solution complète du problème. 

D I S C U S S I O N . l r e
 M É T H O D E . — On peut toujours déduire de la 

formule (3) un angle aigu a, car les lignes trigonométriques 

c o s - ^ et tg ^ étant positives et plus petites que l 'unité, leur 

produit est lu i -même positif et plus petit que 1 ; d'ailleurs, on 

ne doit prendre pour a qu 'un angle aigu puisque l'angle 

doit être plus petit que 90°. 
Les formules (4) et (5) donnent ensuite pour B et G des va

leurs positives : cela est évident pour langle B, et quant à 

l'angle C, il est aussi positif, puisque tg-£- étant plus petite 

que 1, la formule (3). apprend que l'angle a est plus petit que 

90" Mais la somme B - \ - G étant égale à 180° — A est 

plus petite que 180° ; les angles B et C ont donc toujours des 
valeurs admissibles et le triangle peut être construit. 

Eu résumé, on voit que le problème de Pascal est toujours 
possible et n'a qu'une solution. 

2 e
 M É T H O D E . — On peut encore discuter le problème eu 

n'employant que 1 équation (1) non résolue. Ayant remarqué, 
d'abord, comme plus haut, que la racine négative doit être 
rejetée, on se rappelle que la racine positive, pour être admis-



A 
sihle, doit être plus petite que I et même que c o s - - , puisque 

sm - - - - - d o i t être TUUS petit que sm ^ ou cos 

La dernière condition entraîne évidemment la première et on 
voit qu'elle est suffisante, parce que dès qu'elle est remplie on 
peut toujours déterminer des valeurs admissibles des angles B 
et C 

Pour exprimer que la racine positive de l'équation (l) est 
A 

plus petite que cos , il faut et il suffit (Questions de Géomé

trie, note V) que le résultat de la substitution de c o s - ^ - à 

sin - •— soit positif : or ce résultat étant sin A, on conclut 
de ce qui vient d'être dit que le problème a toujours une solu

tion et une seule. 

PROBLÈME I I I . 

91. Résoudre un triangle, connaissant un côté a, la hauteur 
correspondante h, et la différence S des angles B e l G adjacents 
au côté donné (Concours). 

On part de la formule 

2a sin B sin C 

2lïn~A 

dans laquelle on remplace 2 sin B sin C par cos (B—C)+ cos A 
et sin A par sin (B-J-C) : on obtient ainsi l'équation 

2/t sin (B + C) + a cos (B + C) = a cos p 

et en posant suivant la méthode du n° 42 

a 

° i 2h 
on a 

sin (B + C + y) = c o s P s r n ? 
Au sinus donné cos J3 sin y correspondent des arcs, en nombre 
infini, déterminés par les deux formules connues ; mais comme 
l'angle B-f-C-f- y est plus petit que 270°, on pourra supposer 
que, dans ces formules, « est un angle compris entre —90° et 



(7) 

DISCUSSION. — On sait déjà que le problème ne peut avoir 
qu'une solution, puisqu'on ne peut prendre pour a qu'une seule 
valeur : je dis maintenant que cette solution existe toujours. 

D'abord, l'équation (5) détermine toujours un angle a, puis
que le produit cos S sin Y est, eu valeur absolue, plus petit 
que 1. Maintenant pour que le problème soit possible, il faut et 
il suffit que les angles B et G soient positifs et que leur somme 
soit plus petite que 180°. En écrivant que ces conditions doi
vent être remplies, on trouve qu'on doit avoir 

-f- 90° et y faire n égal à zéro. On voit ainsi qu'en désignant 
par « un angle compris entre — 90° et -f- 90°, on aura 

(1) B + C + ? = « ou f ? ) B - f C + y= 180«— a, 

et aussi 

(3) Sin a = COS 3 Sin Y 

Mais je dis que la première valeur de B + G -f-y doit être 
rejetée. En effet, quand p est droit ou obtus, la formule (3) qui 
fait connaître A donne pour cet angle une valeur nulle ou n é 
gative, et quand l'angle p est aigu, on a pour a un angle aigu 
plus petit que Y, puisque d'après la formule (3) sin « est plus 
petit que sin Y : donc, dans les trois cas, l 'angle B -f- C donne 
par la formule (1) est négatif et, par suite, inadmissible. 

Prenant maintenant la valeur de B-(-G donnée par la for
mule (2), on voit que, a désignant un angle compris entre 
— 90° et -f- 90°, le problème est résolu par les formules sui
vantes, écrites dans l'ordre même où les calculs doivent être 
effectués : 

(4) 

(6) 

(5) 



D'abord, la première condition est toujours satisfaite. Cela est 
évident quand « est nul ou positif, et, lorsque cet arc est 
négatif, il est encore plus grand que — y, car l'équation (5) 
montre que sa valeur absolue est plus petite que «>. Quant aux 
deux dernières inégalités, on voit que la dernière entraîne 
l'autre, tout revient donc à développer la condition 

(8) a < 180° — ? — /3. 

Pour cela on considère trois cas. 

1° p est égal à 90°. Alors « étant égal à zéro, l'inégalité (8) 

se réduit à 

0 < 90° — ? 

et elle est évidemment satisfaite. 

2° p est plus petit que 90°. Dans ce cas, a est un angle positif 
et aigu, et 180° — y — p est un angle positif. Si ce dernier angle 
est obtus, l'inégalité (8) est satisfaite d 'elle-même; si, au con
traire, il est aigu, on peut substituer à l'inégalité (8) une iné
galité entre les sinus, et l'on a 

s i n a < s i n ( 1 8 0 ° — y — ( 5 ) . 

Développant et remplaçant sin a par la valeur que donne 
l'équation (5), on arrive à l 'inégalité 

0 < cos y sin p 

qui est toujours satisfaite. 

3° p est plus grand que 90°. Alors a est un angle négatif dont 
la valeur absolue est plus petite que 90 e : si l 'angle 180°—?—S 
est positif, l'inégalité (8) est satisfaite d'elle même ; si le même 
angle est négatif, comme sa valeur absolue est plus petite que 
90°, on pourra, comme dans le cas précédent, remplacer l ' iné
galité entre les angles par l'inégalité de même sens entre les 
sinus, et on aura encore 

sin a < sin (180° — f — p) 

et, par suite, 

0 < cos y sin p 

inégalité évidente. 
Donc, comme nous l'avions annoncé, le problème a toujours 

une solution et une seule. 



PROBLÈME I V . 

9$. Résoudre un triangle, connaissant A et les sommes 
a + b e U + c, (Concours). 

Soient 2s et 2t les deux sommes a - j - b et a -f- c, 2s étant la 
plus grande des deux. 

De la proportion entre les côtés et les sinus on déduit facile
ment 

Égalant entre elles les deux dernières fractions et rempla
çant les quantités sin A, sin B + sin C, sin B — sin G, 

respectivement, par 

2 s i n — s i n — , on arrive, tout calcul fait, à l'équation 

c'est-à-dire, à une équation du premier degré par rapport au 

sinus et au cosinus d'un même arc. 

Posant, suivant la méthode connue, 

on a 

Si on désigne par « un angle positif, plus petit que 90°, et dont 
A 

le sinus est égal à 2 sin ? sin -— , il est évident qu'on ne peut 

prendre pour que l'angle * -f- ? , puisque la seconde 

valeur 180° — a -f- Y doit être rejetée comme plus grande que 



90°. Il est facile de voir alors que tout le calcul se trouve ré
sumé dans le tableau suivant : 

(t) 

(2) 

(3) 

(5) 

(B) 

On a les formules (6) en écrivant 

et représentant par m le dernier rapport. 
D'ai l leurs, l ' inconnue auxiliaire m qu'on a introduite, pour la 

facilité des calculs, n'est autre que le diamètre du cercle cir
conscrit au triangle cherché ; on peut remarquer aussi que, si 
l'on conçoit un triangle dans lequel on donne l'angle A et les 
côtés 2s et 2£ qui le comprennent, l 'angle y est égal à la demi-
différence des angles adjacents au troisième côté. 

DISCUSSION. — On sait déjà, par ce qui précède, que le pro
blème ne peut avoir plus d 'une solution : Cherchons mainte
nant à quelle condition cette solution existe. 

J e dis, d'abord, que le second membre de l 'équation (2) est 
toujours plus petit que l 'unité. En effet, la formule (1) faisant 

voir que l'angle Y est plus petit que 90° — ~ , o n a 

et, par suite, 

Il reste à exprimer que les angles R et C sont tous deux 

(4 ) 



positifs et que leur somme est plus petite que 180° ; car s'il en 
est ainsi, après qu'on aura calculé m par la formule (5), on 
aura a par la première des formules (6). On connaîtra alors un 
côté et deux angles dont la somme sera inférieure à 180° et le 
triangle pourra être déterminé. 

La somme des deux angles B et G, étant égale à 180° — A, 
est plus petite que 180°, et l'angle B étant la somme de deux 
angles positifs est toujours positif lui-même : reste donc à 
exprimer qu'il en est de même pour G. En écrivant qu'il en est 
ainsi, on a 

Mais l'augle 90° ? est positif, puisque, comme on Ta 

déjà dit, ? est plus petit que 90° il est, d'ailleurs, plus 

petit que 90°, on peut donc écrire 

Remplaçant maintenant, dans cette inégalité, sin « par la valeur 
que donne l'équation (2), développant le second membre, et 

divisant par cos ? cos y , o n a 

1 A 
t g ? < - j cotg y 

et en mettant ici pour tg? sa valeur tirée de l'équation (1), 
on obtient 

ou enfin 2s < At 

c'est-à dire, que pour que le problème soit possible, il faut et il 
suffit que la plus grande des deux sommes données soit plus 
petite que le double de l 'autre. 

Cette condition était évidemment nécessaire, car on a 

a < b + c, a + b < 2b + c < 2b + 2c ; 

mais la discussion précédente prouve qu'elle est suffisante, 

LU 



P R O B L È M E V . 

93. Résoudre un triangle, connaissant un angle A, la hau
teur h et la médiane m qui lui correspondent. 

La solution du problème est donnée par les formules sui
vantes : 

(3) 

(5) 

La formule (1) se déduit immédiatement du triangle rectangle 
AHM, et la formule (2) n'est autre que la formule (19) (88) 
dans laquelle on a remplacé M - j - 3 par «. Quant aux autres, en 
tenant compte de ce que a — M est égal à p , elles sont évi
dentes ou connues. 

On remarque, d'abord, que les seconds membres des équations 
(1) et (2) sont toujours, en valeur absolue, plus petits que 1 
(On admet tacitement que l'on donne h plus petit que m) : 
nous allons maintenant distinguer trois cas. 

1° A est égal à 90°. Alors l'équation (2) donne pour « la va
leur 90°, et les formules (3) et (4) déterminent pour B et C les 

180* — M M . f . . , 
valeurs et — qui sont toutes deux positives et 

2 2 
plus petites que 90°. La première des formules (5) donne en
suite une valeur de a ; le problème est donc toujours possible 
et n 'a qu'une solution. 

2° A est plus grand que 90°. Le second membre de l 'équa
tion (2) est, dans ce cas, positif, et a ne peut prendre qu'une 
seule valeur comprise entre 0 et 90°. Alors, l 'équation (2) don
nant pour cos a une valeur plus petite que cos M, on en con
clut que l'angle % est plus grand que M : la valeur de B est 
doue positive. Maintenant pour que celle de O le soit aussi, on 
doit avoir 

(G) « < 180° — A + M. 

(2) (1) 



L'angle 180° —- A -f- M est plus petit que 180°, puisque A est 
un angle obtus et M un angle aigu, mais il peut être compris 
entre 90 e et 180°, ou entre 0 et 90°. Dans le premier cas, l ' iné
galité (6) est satisfaite, d'elle-même, dans le second cas, les 
deux angles qui forment les deux membres de cette inégalité 
étant aigus, on a 

cos a > — cos (A —- M) 

ou, en remplaçant cos « par la valeur que donne l'équation (2) 
et développant le second membre, on arrive à l'inégalité tou
jours satisfaite 

sin A sin M > 0. 

D'ailleurs, la somme des angles B et C est égale à 180°—A, 
et la première des formules (5) donne toujours une valeur ad
missible pour a : donc le problème a une solution et une 
seule. 

3° A est plus petit que G0°. Dans ce cas, cos a est négatif, et 
si l'on désigne par «' un arc positif qui soit compris entre 0 et 
90° et dont le cosinus soit donné par la formule 

(7) COS «' = COS A cos M, 

on ne pourra prendre pour a que l 'une des valeurs 180° — «' ou 
1 8 0 ° + a ' , puisque l'angle B — G + M représenté par « est 
nécessairement compris entre 90° et 180° ou entre 180° et 270°. 
Mais la seconde valeur de a doit être rejetée, car, si on l'adop
tait, on aurait pour B — C la valeur 180° - ( - a 7 — M qui serait 
supérieure à 180°, parce que est supérieur à M en vertu de 
l'équation (7). 

Remplaçant maintenant * par 180° — «' dans les formules 
(3) et (4), il vient 

n _ 360° — A — a ' ~- M a ' - A + M 

La valeur de B est évidemment toujours positive ; pour que 
celle de G le soit aussi, on doit avoir 

j > A — M. 

Si Tare A — M était négatif, H n égalité précédente serait salis-



PROBLÈME V I . 

94. Résoudre un triangle, connaissant un côté a, la diffé
rence p des angles B et C et la médiane m qui correspond au 
côté a. 

On fera usage des formules suivantes : 

(i) 

(3) 

(5) 

Les formules (1) et (2) ne sont autres que les formules (20) 
a g 

et (22) (88) dans lesquelles on a remplacé M par — , c'est-

à-dire, qu'on a appelé « l'angle 2M -f- /3 ; les numéros des équa

tions indiquent, d'ailleurs, comme à l 'ordinaire, l'ordre dans 

lequel les calculs doivent être effectués. 
DISCUSSION.—On voit, tout d'abord, que le problème ne peut 

jamais avoir plus de deux solutions. En effet, l'angle «, repré
sentant 2M-)- p, doit être plus petit que 360°, et comme son 
sinus est toujours positif, d'après l'équation (1), il sera inférieur 
à 180°. 

Si maintenant on désigne par «' un angle aigu, on voit que 
la formule (1) ne peut donner pour l'angle « que deux valeurs 
v! et 180° — «' : quant aux autres formules, il est évident que 

faite d 'e l le-même; sinon, prenant les cosinus de * deux mem
bres, on aura 

COS a ' < COS (A — M), 

et, par le calcul ordinaire, on arrivera à l'inégalité toujours sa
tisfaite 

sin A sin M > 0. 

En résumé, on voit que, dans tous les cas, dès que la condi
tion : h plus petit que m, est remplie, le problème est pos
sible et n'a qu 'une solution. 

(2) 

(4) 

(5) 



chacune d'elles ne détermine qu'une valeur correspondante à 
chacun des deux angles précédents. 

D'ail leurs, pour que la formule (1) puisse servir à calculer 
l'angle a, il faut que Ton ait 

(6) s i n p < - ^ . 

Cette dernière condition étant remplie, je dis maintenant 
que pour qu 'une valeur de a, comprise entre 0 et 180°, donne 
une solution du problème, il faut et il suffit que cette valeur 
soit supérieure à ;3. D'abord la condition est nécessaire, puisque 
l'angle a, représentant 2M-J-3, doit être plus grand que p : elle 

est aussi suffisante. En effet, le produit cotg — cotg est 

Ci 
alors plus petit que cotg 2—- ,et ,par suite,d'après la formule (2), 

l'angle ~ est plus petit que 90° ^~ : la valeur de l 'angle C 

est donc positive, et comme celle de l'angle B l'est évidemment 
toujours et que la somme des angles B et C est égale à 180—A, 
on en conclut qu'on a une solution du problème. 

Il reste maintenant à développer la condition 

On considère deux cas : 

P R E M I E R CAS. — L'angle p est obtus ou droit. L'angle aigu 
«' doit être rejeté comme inférieur à p, et, par conséquent, il 
ne peut jamais y avoir qu 'une solution. Si maintenant nous 
considérons la valeur 180 — a 7 , on devra avoir 

180 — a 7 > p ou sin «' < sin p 

et, par suite, à cause de l'équation (1), on aura la condition 

a < 2m. 

Cette condition est, d'ailleurs, suffisante, car, lorsqu'elle est 
remplie, l'inégalité (6) est satisfaite d'elle-même. 

DEUXIÈME CAS. — L'angle p est aigu. Alors, dès que l'inéga
lité (6) est satisfaite, la valeur 180 — a' étant plus grande que p, 
il y a toujours une solution. Pour que la seconde existe, on 
devra avoir 

sin a 7 > sin p 



et, par suite, 

f7) a > 2m. 

Ainsi quand Tangle S est aigu et que les inégalités (6) et (7) 
sont satisfaites, le problème a deux solutions. 

Le problème n'aurait plus qu'une solution si, l'inégalité (6) 
étant satisfaite, a était plus petit que 2m. 

Cas particulier ou a est égala 2m. 

La formule (1) donne alors pour a les valeurs p et 180° — 5 . 
A la première correspond un angle M égal à zéro et, par suite, 
un triangle nul dont les angles A, B, C doivent être considé
rées comme ayant, respectivement, pour valeurs 180°—p, 
p et 0. Si on prend ensuite la valeur 180° — p , on voit qu'en 
remplaçant a par cette valeur dans la formule (2), on 
trouve que A est égal à 90°; mais, en même temps, les for-

90° 4 - .5 
mules (3) et (4) donnent pour B et C les valeurs c j " " " e t 

90° 3 
—— qui ne sont admissibles que si l'angle p est aigu. 

C'est donc dans ce cas seulement qu'on a, à la fois, un t r ian
gle rectangle et un triangle nul . 

PROBLÈME VII . 

95. Résoudre un triangle, connaissant a, h et b -f- c. 
En égalant deux expressions connues de la surface du tr ian

gle, on a. d'abord, 

ah 

puis en mettant dans l'équation pour r sa valeur (p — a) tg — , 

il vient 

0) 
a et b + c étant connus, p est déterminé et l'égalité précé

dente donnera A. 

On a ensuite, d'après une formule connue, 



B c 
et comme la somme des angles — et — est déterminée, on voit 
que le calcul des angles B et C revient à trouver deux angles, 
connaissant leur somme et le produit de leurs tangentes. En 
procédant, comme il a été fait au n° 47, et posant égal 

à a, on obtient 

(2) 

on a ensuite 

(3) 

(4) 

Les formules (I), (2), (3) et (4) donnent la solution du problème. 

DISCUSSION. — La formule (1) donne toujours une valeur et 
une seule pour l'angle A. On obtient ensuite par la formule (2) 
un angle aigu a et un seul, mais à la condition que Ton ait 

\ 
a > (2p — a) sin — • 

En remplaçant, dans cette inégalité, la valeur de sin — , en 

fonction des données, que l'on obtient par l ' intermédiaire de la 
formule (1), il vient 

(5) K1 < p (p — a). 

Maintenant la valeur de B est toujours positive et pour que 
celle de G le soit aussi, on doit avoir 

A . A 
* < 90° Y

 ou cos a > s m ~<r ; 

mais en remplaçant cos « par la valeur que donne la formule (2), 

il vient 

(6) a < b + c. 

11 n 'y a pas, d'ailleurs, d'autre condition à remplir puisque 
la somme des angles B et G est égale à 180° — A : les inéga
lités (5) et (6) expriment donc les conditions nécessaires et suf
fisantes pour que le problème ait une solution. 



REMARQUE. — On peut démontrer, à priori, l'inégalité (5) : 
en effet, on a 

a* > a* — (b — cf > A(p — b) (p — c), 

et aussi, 
a}№ Ap {p — a) (p — b) (p — c). 

Mais a 2 étant plus grand que 4 (p — b) (p — c), l'égalité pré
cédente montre que, par compensation, h2 doit être plus petit 
que p(p — a). 

PROBLÈME V I I I . 

90. Résoudre un triangle, connaissant A, h et la somme s 
de b et c. 

On a 

b = /? coséc C c = h coséc B 

et comme la somme de b et c est égal à s, on a l 'équation 

coséc B + coséc C = ~ . 
h 

Mais la somme des angles B et G est égale à l'angle connu 
180°—A; on voit donc que la détermination des angles B et C 
revient à calculer deux angles, connaissant leur somme et la 
somme de leurs cosecantes. En employant la méthode du n° 49 
on arrive à l 'équation 

(1) s cos 2 2h cos y cos s s in 2 — = 0 

Cette équation a toujours deux racines réelles, l 'une positive, 
l 'autre négative qui doit être rejetée, et si l'on appelle « un 

Q Q 
angle aigu, correspondant à la valeur positive de cos — — , 

cet angle sera le seul qui puisse être admis comme valeur de 
B^-^G 

2 

Gela posé, on rend la racine positive calculable par loga
r i thmes, à l'aide d'un angle auxiliaire y, suivant la méthode 
ordinaire.On observe, d'ailleurs, que la racine positive est plus 



grande que la valeur absolue de la racine négative ; alors le 
problème est résolu par les formules suivantes : 

(2) 

(4) 

(5) 

(3) 

DISCUSSION. — On sait déjà que le problème ne peut avoir 
qu'une solution. Mais pour que cette solution existe, il faut 
d'abord que la valeur de cos « ne soit pas plus grande que 1 ; 
on doit donc avoir 

Remplaçant maintenant dans cette inégalité tg • •- par sa va

leur en fonction des données, obtenue par l ' intermédiaire de 

l'équation (2), on a 

(6) 

Cette condition est d'ailleurs suffisante, car, d'après l 'équa-

tion (3), cos a est plus grand que sin — , et, par suite, « est 

plus petit que l'angle 90° — et l'angle C est positif : le 

raisonnement s'achève comme à l 'ordinaire. 

REMARQUE. — On peut démontrer très-simplement l ' inéga

lité (6). 
Pour cela, menons la bissectrice A D de l'angle A et proje

tons sur cette droite les points B , C, M en B ' , C , M' : la droite 
AM' est évidemment plus grande que la bissectrice A D et, à 
plus forte raison, plus grande que la hauteur h, et comme 
elle est la demi-somme de A B ' et A C , elle a évidemment pour 

s A 

expression — cos — : on arrive donc bien à l'inégalité (6). 



PROBLÈME IX. 

97. Résoudre un triangle ABC (fig. I l) , connaissant un 
côté a, la différence p des angles adjacents à ce côté, et sachant 
que le sommet A se trouve sur une droite EG connue de posi
tion. 

Prolongeons le côté BC jusqu'à sa rencontre en G avec la 
droite EF. et abaissons des points B et G des perpendiculaires 
BE, GF sur cette droite ; soit encore élevée la perpendiculaire 
LI sur le milieu L de BC, et soit I son point de rencontre avec 
E F : l'angle aigu BGF sera désigné par y et les droites BE, 
CF et EF par e, f et g. 

Pour mettre le problème en équation, on considère trois cas, 
suivant que le sommet À est à gauche de I, entre I et G, ou à 
droite de G. 

1° Le point A est à gauche de I. En écrivant que la droite 
EF est égale à la somme ou à la différence de AF et de AE, 
on trouve immédiatement 

Substituant maintenant aux cotangentes les rapports des co
sinus aux sinus, et développant les sinus et cosinus des arcs 
B-f -y , G— y, on met en évidence des produits de sinus ou 
des produits de sinus par des cosinus qu'on remplace par des 
demi-sommes ou des demi-différences de sinus ou de cosinus : 
on arrive ainsi à l 'équation 

c est-à-dire, à une équation du premier degré par rapport au 
sinus et au cosinus d'un même arc B -f- C. 

Si maintenant , suivant la méthode connue, on pose 

(1) 

et que Ton remarque que l'on a 



il vient 

(2) 

2° Le point A est à droite de G. On voit facilement que la 
nouvelle équation principale se déduit de l'équation (1), en y 
changeant B et G en — B et — G. Il suffira donc de faire le 
même changement dans l'équation (2), ou ce qui revient au 
même, de changer seulement y en — y, pourvu cependant que 
.3 soit alors la différence C — B, c'est-à-dire, toujours la diffé
rence entre le plus grand et le petit des deux angles B et C. 

3° Le point A est entre I et G. L'équation (!) subsiste tou
jours, mais S y représente une quantité négative B — G : si 
donc on veut que, dans l'équation (4), 5 représente toujours la 
différence positive entre B et G, on devra y changer 3 en — % 

REMARQUE. — Au lieu de changer p en — S dans la for
mule (2) il revient au même d'y changer y en — y. C'est ce que 
nous ferons effectivement plus tard. 

En résumé, on voit que l'équation (2) s'applique à tous les 
cas de figure, pourvu que, dans le premier cas, les angles y et y 
soient tous deux positifs, le premier négatif et le second posi
tif dans le second cas, et le premier positif et le second néga
tif dans le troisième cas. 

Cela posé, si l'on désigne par a l'un quelconque des angles 
dont le sinus est le même que celui de l'angle B - ( - C - f - y 
donné par la formule (2), on aura la solution complète du pro
blème, à l'aide des formules suivantes : 

(3) 

(5) 

(6) 

(?) 

DISCUSSION. — On remarque, d'abord, (pie la valeur absolue 
du second membre de l'équation (5) est toujours plus petite 
ffue 1, quel que soit le cas de figure. 



L'inégalité à vérifier est la suivante : 

Elle est évidente quand l'angle (y -f- p) est aigu. Dans le cas 
contraire, on exprime sin y, sin y et cos y en fonction de e, # 
par l ' intermédiaire des équations (3) et (4), on met les valeurs 
ainsi trouvées dans l'inégalité précédente, et on y remplace 
aussi sin p et cos p par leurs valeurs en fonction de tg p : on 
arrive ainsi à l'inégalité 

et il est visible que le premier membre de l'inégalité est tou
jours positif. 

Nous distinguerons dans la discussion les trois mêmes cas 
que plus haut. 

P R E M I E R C A S . — Le point A est à gauche de I . Alors les 
angles p et Y sont tous deux positifs. Si nous désignons par a' 
la valeur de « qui est comprise entre — 9 0 ° et -(- 9 0 ° , il est 
évident qu'on ne peut prendre pour B -f- C - j - Y que l 'une des 
valeurs a! ou 180° — a'. Mais je d i s q u e la première doit être 
rejetée. 

En effet, quand «' est négatif ou nul, il n'y a aucun doute, et 
si l'on suppose a' positif, on voit par la formule (5) que l'angle 

y + p étant alors aigu, le rapport , C Q S (/ ^ e s t i m nombre 
1 cos y 

positif plus petit que l'unité et, par suite, que l'angle «' ou 
B -f- G + ? est plus petit que y, ce qui est absurde. 

Prenons maintenant pour B - J - C + ? la valeur 180° — 
Alors on calculera les trois angles du triangle par les formules 

Si Ton suppose, d'abord, que l'angle
 r/~\-p est plus petit 

que 9 0 ° , a' est un angle positif, et la condition nécessaire et 
suffisante pour la possibilité du problème est 

ou 

(9) 

(8 ) 



car lorsque cette condition est remplie les angles B et C sont 
des angles positifs dont la somme 180° — a' — y est inférieure 
à 180°. 

Mais l'inégalité (9) est satisfaite, d'elle-même, quand l'angle 
180° — y — /3 est obtus, et, dans le cas contraire, on doit 
avoir 

(10) sin a' < sin {y + /3). 

Or en développant le second membre de cette inégalité et rem
plaçant sin «' par sa valeur déduite de l'équation (5), on arrive 
à la condition 

(11) sin 4Scos {f —y) > 0 

qui est toujours remplie. 
Quand 7 -f- 5 est égal à 90 e , est égal à zéro et l 'inégalité (9) 

devient 
P + ? < 180 

mais cette condition a évidemment lieu, puisque dans le cas 
actuel 3 est plus petit que 90°. 

Supposons enfin que y + /3 soit supérieur à 90° : l'angle a! 
sera alors compris entre 0 et—90°. La première des formules (8) 
montre, d'abord, que l'angle a' doit être plus grand que — ̂ , et 
comme *' et — y sont des arcs du quatrième quadrant, on doit 
avoir 

sin a! > — sin y 

et, en mettant dans cette inégalité la valeur de sin «' que 

donne l'équation (5), on arrive à la condition 

(12) ( 3 < i 8 0 ° — 2 7 . 

Maintenant pour que les valeurs de B et G soient positives, 
on doit avoir 

«' < 180° — y — 

Cette inégalité est satisfaite d'elle-même dans le cas où l'angle 
180° — y — 3 est positif; dans le cas contraire, on peut r em
placer l'inégalité entre les arcs par l'inégalité de même sens 
entre les sinus, puisque les deux arcs sont alors terminés dans 
le quatrième quadrant. On arrive ainsi, comme plus haut, à 
l'inégalité évidente (11). D'ailleurs, l'angle B-)-C égal à 180°—A 
est plus petit que 180°, puisqu'en vertu de l 'inégalité (12) 
l'angle A est un angle positif. 



En résumé, lorsque le sommet A est à gauche de T , le pro
blème ne peut avoir qu'une solution, et pour que cette solution 
existe, l'angle p doit être plus petit que 180° — 2y. 

DEUXIÈME CAS. — Le sommet A est à droite du point G. On 
conserve toujours les mêmes formules, mais maintenant y a 
une valeur négative égale, en valeur absolue, à celle que donne 
la formule (3). D'ai l leurs , l'angle « ne peut avoir, comme dans 
le premier cas, que les deux valeurs a' et 180° — a', et l'on 
peut voir encore que la valeur v! doit toujours être exclue. 

On remarque, d'abord, que, lorsque «' est positif, y + P 
est nécessairement positif aussi. En effet, a' étant positif et y 
négatif d'après la formule (5), on a 

7 + 13 > 90 

et si l'on désigne par ' / la valeur absolue de l'angle la com
paraison des formules (3) et (4) montre que l'on a 

(14) ' / + y < 9 0 ° 

des deux dernières inégalités, on conclut 

¡5 > ' / ou p + y > 0. 

Exprimons maintenant que l'angle G donné par l 'une des 
formules (6) est positif, ou que a' est plus grand que p -\-y. 

La condition est évidemment impossible, lorsque a! est positif 
et p-\-y positif et plus grand que 90°, et lorsque «' est négatif 
et p + y positif ou négatif et plus grand, en valeur absolue, 
que 90°. On aura donc seulement à exprimer que deux arcs 
positifs du premier quadrant ou deux arcs négatifs du qua
trième sont inégaux. On pourra alors substituer à l'inégalité 
entre les angles l'inégalité de même sens entre les sinus et 
l'on aura 

(15) sin y/ > sin (y + p) 

ou en développant, comme dans le premier cas, 

(16) sin p cos (ys- y) < 0. 

Mais l'inégalité (14) prouve que cette condition est impossible. 

Prenons maintenant pour valeur de * l'angle 180°— a'. Alors 
les formules, dont on devra se servir pour le calcul des angles 
seront les formules (8) dans lesquelles on supposera que y ait la 
valeur négative définie plus haut. 



On remarque, d'abord, que l'angle y -f- ? n e peut être ni 
droit ni aigu, car s'il en était ainsi, d'après la formule (5) où 
sin y est négatif, «' serait nul ou négatif et, par suite, l'angle 
A donné par la première des formules (8) serait négatif. 

Supposons donc que y -\- S est un angle obtus ; a! sera alors 
positif, et si Ton exprime que A est aussi positif, on sera conduit, 
par un calcul tout semblable à celui qu'on a fait dans le pre
mier cas à la condition 

(17) S > 180°—2y. 

Cette condition entraîne, d'ailleurs, la première : y-f-jS plus 
grand que 9 0 ° . 

La condition (17) étant remplie, il ne reste plus, comme dans 
le premier cas, qu'à exprimer que la valeur de G est positive : 
on obtient ainsi 

sin a! < sin (y -f- p). 
Mais c'est ce qui a toujours lieu, puisqu'il a été démontré que 
l'inégalité ( 1 5 ) de sens contraire est absurde. 

En résumant les deux cas précédents en un seul, on voit que 
le problème proposé a toujours une solution qui correspond au 
sommet A placé à gauche de I ou à droite de G, suivant que 
l'angle ¡3 est plus petit ou plus grand que 180° - 2y. 

TROISIÈME CAS. — Le sommet A est situé entre les points I 
et G. Il faut maintenant changer y en — y dans la formule ( 5 ) . 
« ne peut toujours prendre que les valeurs «' et 180° — «! dé
finies comme précédemment, et je dis que la valeur a' doit en
core être rejetée. 

Gela est évident, si la valeur de a' est négative ou nulle, 
puisque la première des formules (6) donne alors pour A une 
valeur plus grande que 180° . Si maintenant « ' e s t positif, en 
écrivant que la valeur de G est positive, on est conduit à la 
condition 

Sin a' > Sin (y -f- /3), 

et, par suite, à l'inégalité (16) : mais on démontre, comme 
dans le second cas, que cette inégalité est impossible, la seule 
différence c'est que l'augle y est actuellement négatif au lieu 
de y, mais cette circonstance ne modifie en rien le raisonne
ment. 

Prenons maintenant la valeur 180" — «. On emploie alors 



les formules (8), et en raisonnant, comme clans le premier cas. 
on arrive encore à l'inégalité (12). Mais, comme 7 est négatif, 
cette inégalité est toujours satisfaite et on en conclut que le 
problème est toujours possible. 

On peut enfin résumer le résultat de toute la discussion dans 
cet énoncé : Le problème proposé a toujours deux solutions et 
n'en a que deux. 

C'est ce qu'on vérifie facilement par la Géométrie. En effet, 
lorsque le point A marche de I en G la différence B—G varie de 
0 à 180°, et lorsqu'il marche, de G à l'infini vers la droite de la 
figure, pour revenir, de l'infini vers la gauche, au point de dé
part I , la différence reprend les mêmes valeurs en ordre in
verse. 

REMARQUE. — La solution du problème I I I se déduit de 
celle du problème plus général que nous venons de traiter : il 
suffit de faire 7 égal à zéro dans la formule (4). 

PROBLÈME X . 

98. Résoudre un triangle ABC, connaissant un côté a, la 
somme s des deux côtés b et c, et sachant que le sommet A se 
trouve sur une droite EG connue de position (fig. 11). 

On fait les mêmes constructions que dans le problème pré
cédent, et on adopte les mêmes notations. Désignons, de plus, 
par \ et ^ les angles BAE et GAG que les deux côtés du tri
angle AB et AG font, respectivement, avec les directions GE 
et EG. 

On trouve pour équations générales du problème, quelle que 
soit la position du sommet A, 

(1) . c o t g X + Z - c o t g ^ , (2) l ï i r + - ^ _ = = s , 

et de ces équations on déduit facilement 

f sin l , g — c cotg 1 
s i n ^ = — ' - — , c o t g > ~ . 

s sin l — e I 

En multipliant les deux dernières, membre à membre, il vient 



et en exprimant que la somme siir2 p -f- cos 2 ^ est égal à 1. 
ou a 

(3) (s* — g* + e* — /*) sin X - f 2e# eos X = 2*. 

C'est encore une équation du premier degré par rapport au 
cosinus d'un même angle inconnu X. 

En posant suivant la méthode en usage 

(4) t ** = ^ 

on obtient 

(5) sin (X -f- ?) = — sin y 

et les deux formules (4) et (5) résolvent complètement le pro
blème. 

En effet, quand l'angle y a été calculé par la formule (4;, on 
a les valeurs de X au moyen de la formule (5), et à chacune 
d'elles correspond une position bien déterminée du point A, 
puisque, par le point B, on ne peut mener qu 'une seule droite 
faisant un angle donné avec la direction GE. 

DISCUSSION. — Les équations (1) et (2) ajoutées et retran
chées, membre à membre, donnent, d'abord 

s+g = e cotg Y + f c'ot8 y - * — 9 = et8'j + f tg -f~ 

et la seconde équation montre que s est toujours plus grand 
que g, et, par suite, que l'angle y calculé par la formule (4) est 
toujours positif. 

Si maintenant on multiplie, membre à membre, les deux-
équations précédentes et qu'on désigne par n une quantité po-

u- 4 - v-
sitive de la forme , on trouve 

uv 

s* — g* — e* + P - f nef-

Mais la quantité a étant plus grande que 2, on a 

(6) s* > g'2 +(e + f)\ 
On peut aussi remarquer que, si l'on changeait f en — / dans 

l'équation (2). ou arriverait de même à l'inégalité 
(7) < g* + ('' — /;-• 

i l 



D'ail leurs, on voit par le raisonnement ordinaire que les 
deux réciproques sont vraies, c'est-à-dire, que, suivant que 
Tune ou l'autre des inégalités (6) ou (7) est satisfaite, /"sera 
positif ou négatif dans l'équation (2). Cette remarque sera 
utilisée plus tard. 

Cela admis, écrivons que la valeur de sin (1 -\- y) est plus 
petite que l 'unité : en posant s 2 — g* égal à .T 2 , on aura 

(l7? - ey - r > 0 ou (x - e + f)) (x - (c - /')) > 0 

mais x étant plus grand que e 4- f en vertu de l'inégalité (7) 
est à plus forte raison plus grand que e — f et. par suite, la 
dernière inégalité est satisfaite. 

Alors,l 'équation (5) détermine toujours deux valeurs de 1 -f- y 
dont Tune est un angle aigu et l 'autre l'angle supplémentaire, 
(les autres valeurs ne satisferont pas évidemment à la question): 
je vais faire voir qu'à chacune d'elles correspond toujours une 
solution du problème. 

On remarque, d'abord, que, s étant plus grand que g. comme 
il a été prouvé plus haut, « est toujours plus grand que y en 
vertu de la formule (5) et, par suite, que la valeur a — y de >. 
est toujours admissible : il est, d'ailleurs, évident qu'on peut 
prendre aussi pour 1 la valeur 180° — a — y. 

Cela posé, menons par le point B une droite BA faisant 
avec GE un angle égal à l'un des deux angles / calculé par la 
formule (5); si Ton tire CA et qu'on désigne par ^ l'angle GAG 
on aura 

(8) e cotg l + f cotg p' = g 

et pour qu'il soit démontré que le point A, obtenu comme il a 
été dit, est le sommet d'un triangle satisfaisant à la question, 
il faut et il suffit de prouver que les valeurs précédemment 
déterminées 1 et ^ satisfont à l 'équation (2). 

Pour le faire voir, on remarque que l'équation (;$) à laquelle 
satisfait la valeur connue de 1 était, d'abord, écrite ainsi : 

(s sin >. — ^) 2 — (g sin 1 — e cos >)2 -f /"* sin- / 

et si l'on y remplace g par sa valeur tirée de l'équation (8). il 
vient 

(9) 



OU 

mais, comme l'inégalité (6) est satisfaite, on doit, d'après une 
remarque faite plus haut, prendre le signe -f- dans l'équation 
précédente, et, par conséquent, il est démontré que et p' for
ment un système de valeurs satisfaisant à l'équation (2) : or 
Ton sait que c'est à établir ce dernier point que nous avions 
ramené toute la difficulté de la question. 

Lorsque .ç* est égal à g* -f- + /)*, l'inégalité (G) se trouve 
remplacée par l'égalité correspondante, sin (X -f- >j) est égal à 1 
et les deux valeurs de l -f- y se réduisent à une seule 90° : alors 
le problème n'a plus qu 'une solution. 

En résumé le problème a deux solutions toutes les fois que ,$•-
est plus grand que g'1 -f- (e -f- f)'K une seule, lorsque ces deux-
quantités sont égales, et il est impossible lorsque s - est plus 
petit que g* + (e + ff. 

REMARQUE. — La quantité yj g 2 -f- (fi + fY e s t ^ e minimum 
de ,9. et il est facile de voir que ce min imum correspond au 
cas où les angles 1 et p sont égaux. En effet quand ce min imum 
a lieu, l'inégalité (G) se trouvant remplacée par l'égalité corres-

H% _1_ D% 

pondante, la quantité n ou ^ — e s t égale à 2, et, par suite. 

u est égal à v. Mais u et v ayant, respectivement, pour valeurs 

cos sin ~ - , sin - ~ e o s . leur égalité conduit à celle de 

tg et tg ou de / et .a. 

PROBLÈME X I . 

O B . Résoudre un triangle ABC (fig. 11) , connaissant un 

côté a, la différence t des côtés h et c, et sachant que le som

met A se trouve sur une droite EG connue de pjsition. 

Adoptant les mêmes notations que dans les deux problèmes 
précédents, on arrive par les mêmes calculs que dans le pro
blème X aux équations suivantes : 



(t) 

(3) 

seulement, dans ces équations, t doit être considéré comme po
sitif ou négatif, suivant que le sommet A est à droite ou à gauche 
du point I . 

DISCUSSION. — L'équation (2) différant de l'équation (2) du 
problème X par le changement de / en — on sait, d'après ce 
qui a été démontré dans la discussion de ce problème que l'on 
doit avoir 

l ± < (f + {e — /)* ou t < a. 

On voit aussi, comme dans le problème X, que la valeur ab
solue de sin (1 -f- y) n'est jamais plus grande que l'unité : la 
démonstration suppose, il est vrai, / plus grand que g, mais 
quand t est plus petit que g, la proposition est évidente. 

La quantité g* — e'2 + f'2 étant plus petite que g'2 -\- (e — f)'2, 
on peut supposer P plus grand ou plus petit que la première 
quantité, et, par suite, l'angle y peut être positif ou négatif. 
La formule (4) donnera toujours deux angles seulement, a el 
180 — a, comme dans le problème X, mais maintenant a sera 
un angle compris entre—90* et-f-90. On démontre, d'ailleurs, 
comme dans le problème précédent, qu'à une valeur de >, com
prise entre 0 et 180°, correspond toujours une solution du pro
blème et une seule. 

Nous considérerons deux cas principaux dans la discussion, 
suivant que t est positif ou négatif. 

PREMIER CAS. — t est positif. 

1° On donne à t 2 des valeurs plus petites que g"2 — e 2 + f*. 
Alors les valeurs de a et y sont négatives, et la solution 
180° — a — y est évidemment à rejeter puisqu'elle donne un 
angle plus grand que 180°; mais la solution a — y , au con
traire, est bonne, car l'équation (4), où X+y est remplacé par 
montre que a — y est positif. 

2° t2 est compris entre g2—e*-f-fâ et g 2 . Les angles a et y sont 
maintenant tous deux positifs : alors c'est la valeur 180°—a—y 
qu'il faut admettre et la seconde « — y qu'il faut rejeter; car 
cette dernière est négative eu vertu de l'équation (4). 

(2) 

(4) 



3° t 2 est compris entre g 2 et a 2. Les angles * et y sont encore 
positifs, mais maintenant « est plus grand que y et les deux 
solutions y. — y et 180° — a — y sont également bonnes. 

DEUXIÈME CAS. — t est négatif. 

1° t 2 est plus petit que g'2 — e 2 + f2. Alors y est négatif et a 
positif: la première valeur a — y est toujours admissible, 
tandis que la seconde 180 ~ a — y doit être rejetée comme plus 
grande que 180°, l'angle — a — y étant plus grand que zéro en 
vertu de l'équation (4). 

2° t 2 est compris entre g 2 — e 2 -f- f2 et g 2 . Maintenant y est 
positif et a négatif : alors Tangle a — y est évidemment à reje
ter. Mais l'angle 180 — a — y est plus petit que 180° et donne 
une solution 

3° t 2 est compris entre g 2 et a 2, y est encore positif et « né 
gatif, et la première valeur a — y est toujours à rejeter comme 
dans le cas précédent ; mais ici la seconde est à rejeter aussi, 
car, t étant plus grand que g, l 'angle — « — y est positif et 
l'angle 180° — * — y est plus grand que 180°. 

En résumé, on arrive aux résultats suivants : dans le cas où 
/ est positif, c'est-à-dire, lorsque le point A est à droite de I, 
le problème a deux solutions, si t est plus grand que g et plus 
petit que a, et n'en a plus qu 'une, si t est plus petit que g; dans 
le cas ou t est négatif, c'est-à-dire, lorsque le point A est à 
gauche de I, le problème n'a jamais qu'une solution, et pour 
que cette solution existe, / doit être plus petit que g. 

On vérifie facilement ces conclusions par la Géométrie. 

REMARQUE. Les problèmes X et X I sont la solution trigone-
métrique du problème de l'intersection d'une droite avec une 
ellipse ou une hyperbole, lorsque la droite laisse d'un même 
coté les deux foyers de la conique. L'autre cas de figure se ra
mène, d'ailleurs, facilement au premier, en remplaçant l'un des 
foyers par le point qui lui est symétrique par rapport à la droite 
donnée. 

PROBLÈME X I I . 

F 00. Résoudre un triangle, connaissant un cote a, l'angle 
opposé A, et la somme s de la hauteur h et de la différence 
b — c des deux autres côtés (Fermât). 



On a 

et, par suite. 

Remplaçant dans l'équation précédente sin H — sin C et 
A 13 — C 

sin B sin C , respectivement. par 2 sin — sin . 

puis cos (B — G et cos A pai 

I, il vient, toutes simpli

fications faites. 

0)< 

Cette dernière équation donne 

et en posant 

on a 

(2) 

L'angle - — doit être positif et [dus petit que 90° ; à cha 

cuiie des deux valeurs de sin ' 9 — ' donnée par l'équation (2) 

ne pourra donc correspondre qu'une seule solution, et, par 
suite, le problème proposé ne pourra jamais avoir plus de deux 
solutions. 

et 



Si l'on désigne par « l 'une des deux valeurs de 

calcul s'achèvera à l'aide des formules suivantes : 

le 

(2) 

(5) 

DISCUSSION. — Le problème étant plus difficile à discuter 
que ceux qui ont été considérés jusqu'ici, nous ferons précéder 
la synthèse d'une courte analyse qui conduira à distinguer 
plusieurs cas. 

ANALYSE. — Pour qu'une racine de l'équation (1) puisse 
donner une solution du problème, il faut d'abord qu'elle soit 
positive et plus petite que 1. Mais la formule (4) montre que 

sin - — doit être non-seulement plus petit que 1, mais un 

A 
nombre positif plus petit que C 0 S ~ c T : cette dernière condition 

est, d'ailleurs, suffisante, car, lorsqu'elle est remplie, sin 

est plus petit que 1, et B et C sont deux angles positifs dont la 
somme est inférieure à 180°. 

On trouve, d'abord, pour condition de réalité 

(7) 

Quant au signe des racines, il dépend du dernier terme de 
A 

l'équation (1) s sin A — a cos 2 , et Ton est amené à consi

dérer comme valeur particulière de s la quantité a cos 2-^-

Maintenant, pour comparer les valeurs de sin 

on substitue dans le premier membre de l 'équation f I ) 

à 

ou 



;*) v o i r la n o t e v des Questions de Géométrie. 

eos - - à la place de s i n — . On trouve pour résultat 

(s— a) sin A, et l'on est conduit à considérer a comme l'une 
des valeurs principales de s. Quand s est plus grand que a, le 
résultat de la substitution est positif ; mais les deux racines 

seront toutes deux plus petites ou plus grandes que c o s - ^ - , 

A 

suivant que leur somme 2 s i n — sera plus petite ou plus 

A 

grande qne 2 cos - y , c'est-à-dire suivant qne l'angle A sera 

aigu ou obtus. 
Les deux valeurs, auxquelles on vient d'être conduit, , a ~ . - , 

' ^ sin A 
a A 

et — cotg - - représentent, respectivement, le diamètre 2R 
du cercle circonscrit au triangle et la flèche /' de Tare capable 
de l'angle A dans ce cercle. La flèche / est toujours plus petite 
que 2R, mais elle peut être plus grande que a, égale à a ou 
plus petite que A, suivant que l'angle A est plus petit que 
53° 7' 48 7 / , 3, égal à cet angle ou supérieur : nous désignerons 
cet angle par A^, et l'on voit que, dans la discussion, on devra 
subdiviser le cas où l'angle est aigu en trois autres suivant 
Tordre relatif de grandeur de A et KK (*). 

La valeur de kK a été calculée en cherchant quel est l'angle 
inscrit dans un arc dont la flèche est égale à la corde. On voit 
facilement qu'il s'agit de trouver l'angle dont la tangente 
est — . 

ó 
SYNTHÈSE. — P R E M I E R CAS. — L'angle A est obtus ou droit. 

Dans ce cas on a, d'après ce qui a été remarqué plus haut , 

f < a < m . 
Si l'on donne d'abord à s une valeur plus petite que /', le 

dernier terme de l'équation (1) est négatif et les deux racines 
sont réelles et de signe contraire. Mais la somme s étant plus 
petite que a , la quantité (s — a) sin A est négative, et comme 
il a été établi dans l 'analyse précédente, l 'une des valeurs de 



- est alors plus petite que c o s - ^ - et l 'autre plus 

grande ; celle qui est plus petite que cos — étant la racine 

négative, il est clair que le problème est impossible. 
Si l'on donne maintenant à s des valeurs compri&es entre f 

et a, les deux racines de l'équation (i) sont positives, et l 'une 

d'elles est toujours plus petite que cos ^ tandis que l'autre 

est plus grande. Le problème a donc une solution et une 
seule. 

Je dis main tenant qu'on ne peut donner à s des valeurs su
périeures à a. En effet, si l'angle A est droit, a est égal à 2R, 
et d'après l 'inégalité (7) quand s est supérieur à 2R, les racines 
sont imaginaires ; quand l'angle A est obtus, les deux racines 
de 1 équation (1) doivent être rejetées comme toutes deux plus 

A 
grandes que cos — , car alors [s—a) sin A est positif et la 

A A 
somme des racines 2 sin — est plus grande que 2 cos — . 

DEUXIÈME CAS. — L'angle A est aigu. 

Ce cas se subdivise en trois, suivant que A est plus petit 

que A^ supérieur ou égal à cet angle. 

1° A est plus pelit que A r On a alors 

a < / < 2 1 1 . 

Si la somme s est plus petite que a, on voit comme dans le 
cas précédent que le problème est impossible. 

Lorsque s est compris entre a et /', le problème n'a qu 'une 
solution ; en elfet, s étant plus petit que / , les deux racines 
sont de signe contraire, et s étant plus grand que a. les deux 

valeurs de sin - — sont toutes deux plus petites que cos . 

jj Q 
Donc la valeur positive de sin est bonne. 

Lorsque s prend une valeur comprise entre / ' e t 2R, les deux 

racines sont toutes deux positives et plus petites que c o s — ; 

le problème a alors deux solutions. 



Lorsque s est éga l a 2R, les deux solutions se réduisent à 
une solution double, et quand s surpasse 2R le problème est 
impossible. 

2° A est plus grand que Av — Alors on a 

F < a < 2 R . 

Une discussion toute semblable à la précédente montre que 
le problème a deux solutions, lorsque la somme s est comprise 
entre a e t2R, une seule quand elle est comprise entre fet a, et 
aucune lorsqu'elle est plus grande que 2R ou plus petite que f\ 

3° A est égal à Ar — La flèche /"est alors égale à la corde a. 
Le problème a deux solutions, lorsque la somme s est comprise 
entre a et 2R, et aucune, en dehors de ces l imites ; l'intervalle 
où le problème avait une solution et une seule dans les cas 
précédents se trouve maintenant supprimé. 

En résumé, le problème est impossible, lorsque la somme s 
est plus grande que 2R ou plus petite que la plus petite des 
quantités a et f\ il a toujours une solution, lorsque s est 
compris entre a et /*, et il en a deux, lorsque l'angle A 
étant aigu, s est compris entre 2R et la plus grande des deux 
quantités a et f. 

On pourrait vérifier tout ce qui précède par une autre m é 
thode. Nous nous contenterons ici de faire voir que, lorsque s 
est compris entre a et f, le problème doit toujours avoir une 
solution et une seule. Pour cela, remarquons qu'en substi-

A , . B — C , . , 
tuant 0 et cos — a sm dans le premier membre de 

l'équation (I), on trouve {s — f) sin A et (s — a) sin A. On voit 
alors que, si la somme s est comprise entre a et f, les 

nombres 0 et cos — donnant des résultats de signe contraire, 

il y a toujours une racine de l'équation (1) et une seule, com-
A 

prise entre 0 et cos ~ - , et, par suite, le problème a une solu

tion et une seule. 

Si l'on voulait faire la discussion complète par la nouvelle 

méthode, on devrait, d'abord, calculer le résultat de la substi-
tution de sin — a sm dans le premier membre de 

l'équation (l), c'est-à-dire ( s — 2R) sin A. 



E X E R C I C E S S U R L E C H A P I T R E V. 

Résolution des triangles avec les données ;.û) suivantes ; 

1. 
0 

o 
0 . 

' i . 

5. 
6. 

7. 

8. 
y. 

10. 
11. 
12. 
13. 
l i . 
15. 
l(j. 
17. 
18. 
19. 
•20. 
21. 
22. 
23. 
2-1. 
25. 
26. 
27. 
28. 

30. 
31. 
32. 
33. 
34. 
35. 
36. 
3?. 
38. 
39. 
10. 
41. 
42. 
43. 
4'i. 
45. 
i(3. 
ï7. 

48. 
49. 
50. 
51. 
52. 
53. 
51. 
55. 
56. 
57. 

58. Résoudre un triangle, connaissant cinq des segments qui sont com
pris entre ses cotés ou ses sommets et un point pris dans son intérieur, 
sur des droites passant par ce point elles trois sommets. 

Voir les notations du n° 87 e l aussi deux notations indiquées pa#e (l^'J). 



59. Résoudre un triangle, connaissant les rayons des trois cercles, 
intérieurs au triangle, qui touchent, chacun, le cercle inscrit au triangle 
et deux des cotés, — même question quand les trois cercles sont tan
gents aux prolongements des cotés. 

60. Résoudre un triangle, connaissant trois cercles qui touchent, 
chacun, deux cotés du triangle et un même cercle ex-inscrit à ce trian
gle. — On prendra successivement les trois cercles dont les centres 
sont les plus près de chaque sommet, puis les trois autres. 

61. Résoudre un triangle, connaissant un angle et les rayons de deux 
des cercles dont il est question dans les deux exercices précédents. 

62. Résoudre un triangle, connaissant un angle, le rayon du cercle 

circonscrit, et le rayon d'un des cercles qui lui est tangent extérieure

ment ou intérieurement et qui touche en même temps deux des côtés 

du triangle prolongés, s'il est nécessaire. — On pourra distinguer deux 

'••as. 



CHAPITRE VI 

QUESTIONS QUI D É P E N D E N T DE LA RÉSOLUTION DES 

T R I A N G L E S . 

PROPRIÉTÉS DIVERSES DES TRIANGLES, DES QUADRILATÈRES ET DES 

POLYGONES EN GÉNÉRAL. — THÉORÈMES SDR LE CERCLE ET LES 

FIGURES OUI S'Y RATTACHENT. 

1 0 1 . Par les trois sommets A, B, C d'un triangle ABC. 
(iig. 12), on mène des droids faisant un même angle «avec 
les trois côtes dans un même sens de rotation ; ces trois droites 
forment entre elles un triangle A ' B ' C : on demande de 
trouver le rapport des surfaces des deux triangles A ' B ' C et 
ABC. 

Soient Aa, Bb, Ce les trois droites faisant l'angle « avec les 
côtés du triangle, et A', B', C/ leurs points d'intersection : on 
voit facilement que les angles A', B', C du triangle A ' B ' C 
sont, respectivement, égaux aux angles A, B, G du triangle 
donné ; tout revient donc à trouver le rapport de deux côtés 
homologues a! et a des deux triangles. 

On a, d'abord, 

et si Ton remarque que les angles A'Ci , ABô sont, respective
ment, égaux à A — a et 180° — A —- les triangles AB'C. 
ABC' donneront 

PROBLEME I . 

•I) 



Remplaçant maintenant dans ces dernières égalités les rapports 

par le rapport égal et substituant 

les valeurs de AIV et AC 7 dans l'équation (1), il vient 

Le rapport demandé des surfaces est done 4 cos'2 «. 

PROBLÈME l i . 

t02. inscrire dans un triangle ABC, dont la position, la 
grandeur et Vespèce sont déterminées, un autre triangle dont 
les éléments sont donnés. 

Soient D. E, P ' (fig. 1:5) les sommets, respectivement, oppo
sés, à A, B, C : nous supposerons le triangle ABC déterminé 
par le côté a et les angles B et C, et pour connaître la position 
du triangle nous prendrons pour inconnus le segment BD et 
Tangle BDF. 

Représentons par cl, e, / ' les trois côtés du triangle DEF, res
pectivement, opposés aux sommets D. E, F, par ces dernières 
lettres elles-mêmes les angles du même triangle, et par x et / 
le segment BD et l'angle BDF : en calculant BD et DC dans les 
deux triangles BDF, CDE et exprimant que la somme des 
segments BD et DC est égale à a, on obtient 

et en développant les sinus des deux arcs / -f B et > -(- D — C 
on est ramené à déterminer \ par une équation du premier 
degré en sin ). et cos*. 

L'angle / ayant été calculé, on aura le segment x par Té -
quation 

PROBLÈME I I I . 

103. Etant donné un triangle A B C , et ayant construit un 
triangle A J B J C , dont les sommets sont les points de contact 



du cerc'e inscrit avec les côtés du triangle donné, on demande 
de trouver le rapport des surfaces des deux triangles et celui 
des rayons des cercles qui leur sont circonscrits. 

Adoptons pour le second triangle les mêmes notations que 
pour le premier, mais en marquant les lettres de l'indice 

On voit, d'abord, facilement que l'on a 

1° On veut calculer le rapport de S 4 r> S. — On a 

d'où 

1) 

D ' a u t r e p a r i , on a 

et de même 

par suite. 

(2; 



remplaçant maintenant dans l'équation { par sa valeur 

tirée de l'équation précédente, il vient 

2° On veut évaluer le rapport , On a 

et en remplaçant dans l'équation précédente —• par la valeur 

que donne l'équation (2). il vient 

'3 

PROBLÈME I V . 

1 0 4 . Étant donné un triangle ABC (fig. 14), on impose d'y 
inscrire une droite DE, telle, que sa longueur soit égale à la 
somme des perpendiculaires DP et EG abaissées de ses extré
mités sur le côté BC, et qui satisfasse de plus à cette condition 
que son milieu I se projette en un point déterminé h de BC. 

Posons 

B L = c , LG = /; DF = .r, EG = //, FG = z. 

La droite IL, étant la demi-somme des perpendiculaires DF 
et EG, est égale à la moitié de DE, et, par suite, si Ton tire les 
droites LD, LE, on aura un triangle rectangle DLE. Il en ré
sulte que les deux triangles rectangles DFL. DLG sont sem
blables, et on en déduit 

0) 
on a aussi 

(2) (3) 



(Elle se déduit immédiatement des formules (3) et (8) du n° 88 
par l'élimination de a.) 

Revenant pour un moment aux notations ordinaires pour 
les angles, et tenant compte de la valeur de r donnée par la 
formule précédente, on a 

(*) Problème de MALFATTI, chapitre IX. 

et en éliminant œ et y entre les trois équations, il vient 

(4) (cotg B cotg C — l)z2 + 2az — kef— 0. 

La quantité sous le radical dans l'expression des racines 
pouvant se mettre sous la forme (e — ff + kefcotg B cotg G, 
les racines seront toujours réelles lorsque les angles B et G 
seront tous deux aigus. 

On pourrait ici discuter le problème en considérant trois 
cas, suivant que l'angle B + G est aigu, droit ou obtus, mais 
je préfère appliquer la solution générale à un cas particulier 
qui conduira plus tard à une solution du célèbre problème de 
Malfatti (*). 

Ce cas particulier est celui où l'angle B-J -C étant plus petit 
que 90°, le point L est le point de contact du côté BC et du 
cercle inscrit au triangle. 

Dans les calculs qui vont suivre, nous désignerons les 
angles B et C par 3 et 7, et nous appellerons a un angle égal à 
90° — q —y, en sorte que l'angle A sera égal à 90° + a. 

On a d'abord, pour calculer les coefficients de s 2 et z dans 

l'équation (4) les formules 

qui se déduisent de formules connues en y remplaçant A, B, C, 
respectivement, par 90°-(-a, /3 et 7. 

Maintenant pour obtenir le terme indépendant de z dans l 'é
quation (4), calculons e et / . 

Pour cela, nous nous servirons de la première formule des 
exercices sur le chapitre IV qui est la suivante 

12 



et, par suite, si Ton multiplie, membre à membre , il vient 

Revenant maintenant aux nouvelles notations pour les angles 
et se rappelant que A est égal à 90° - j - a , 0 1 1 obtient 

Substituant alors clans l'équation (4) les valeurs qu'on vient de 
trouver pour les coefficients, on a 

Sin a S 2 - f Vl COS ccZ— 2/i 2 (1 -f- Sin a) = 0, 

et en prenant la racine positive, on trouve 

ou 

(5) 

(l'est la valeur de z demandée. 
Maintenant calculons x . Il est bon, d'abord, de donner une 

autre forme à la valeur de e trouvée plus haut. A cet effet, 

on remplace dans cette valeur de c, sin ~ par le dévelop

pement de cos et l'on a ainsi 

(6) 



Gela posé, l'équation (2) donne 

et en remplaçant dans cette dernière formule % et e par les 
valeurs que donnen t les équations (5) et (6), on obtient 

(7) 

Mais nous allons transformer l'expression de x qu'on vient de 
trouver en une autre plus élégante. Pour cela, occupons-nous, 
d'abord, de la parenthèse qu'on représentera, pour abréger, 

par?n, et calculons la quantité c o t g - ^ — 1 qui y figure. On a 

la suite d'égalités : 

et en re t ranchant des deux membres de l'équation précédente 

la quantité puis posant 

on aura 



Je dis maintenant qu'on a 

En effet, on peut écrire 

Mais le second facteur, mis en évidence dans le second 

membre, étant égal à on a 

et en se reportant à la valeur de cotg - | — 1 trouvée plus 

haut, on voit bien qu'on trouve pour n la valeur que nous 
avons annoncée. 

On peut maintenant écrire 

et en simplifiant au moyen de la valeur précédente de m la 
valeur de x donnée par l'équation (7), on voit qu'on arrive 
finalement à la formule 

(«) 

c'est la seconde formule demandée. 



On a enfin la formule qui donne y par un simple change
ment de lettres : 

(9) 

PROBLÈME V . 

1 0 5 . Résoudre un quadrilatère ABCD (fig. 15), connais
sant une diagonale BD et les quatre angles adjacents. 

La question revient évidemment à résoudre les deux 
triangles BCD, BAD dans lesquels on connaît un côté et deux 
angles ; on calculera ensuite la diagonale AC dans le triangle 
ABC. Mais comme le quadrilatère est donné d'espèce, nous 
pouvons nous proposer de calculer les angles inconnus sans 
faire intervenir aucune droite donnée. 

Soient «, 6 , 7 , S les angles données ABD, ADB, DBC, BDC 
et > l'angle inconnu ACD, on a dans les trois triangles 
ABD, ACD, BDC 

et en multipliant ces égalités, membre à membre, il vient 

Cette dernière équation fait connaître le rapport de 
sin ( * + S - | - S ) , à sin \ et l'on est ramené à la question connue : 
trouver deux angles connaissant leur différence et le rapport 
de leurs sinus. Un calcul analogue déterminerait les trois 
autres angles inconnus. 

PROBLÈME V I . 

106. Inscrire un carré EFGH dans un quadrilatère ABCD 

(fig- 15). 
On suppose que le quadrilatère est déterminé par ses côtés 



AB et BC et ses angles, et Ton prend pour inconnus le côté du 
carré et Tangle AEH. 

Soient A, B , C, D les angles du quadrilatère, a et b ses deux 
côtés AB et BC, x le côté du carré et p Tangle AEH. 

Les triangles AEH, BHG donnent 

d'où 

( D 

on obtient de même 

(2) 

En divisant maintenant les deux dernières équations, membre 
à membre, on élimine x , et en développant les calculs on voit 
facilement que Tangle ^ peut être déterminé par sa tangente. 
On calcule ensuite le côté x par Tune ou l 'autre des formules 
( l ) e t (2). 

PROBLÈME V I L 

1 0 ? . Résoudre un quadrilatère ABCD (fig. 15) connaissant 
sa surface m 2 et ses côtés a, b, c, d. 

Égalant entre elles deux expressions de la diagonale BD et 

représentant pour abréger par K 2 l a quantité 

on obtient 

(1 ) ad cos A — bc cos C = K 2 , 

d'un autre côté, si Ton exprime que la surface du quadri latère 
est égale à la somme des surfaces des triangles ADB, DCB, 
on a 

(2) ad sin A + bc sin C = 2 m 2 . 

Isolant main tenant dans les premiers membres des équa
tions ( 1 ) et (2) les termes bc sin G et bc cos G, élevant au carré 
les deux membres de chaque équation, puis ajoutant, membre 
à membre, on obtient 



et Ton est ramené à résoudre une équation du premier degré 
sin A et cos A. 

On déterminera de la même manière les autres angles. 

PROBLÈME V I I I . 

1 0 8 . Trouver une relation entre les quatre côtés d'un qua
drilatère ABCD et les diagonales. 

Soient e et /' les diagonales AC et BD (fig. 15), et * et p les 
deux angles BAC, CAD (les autres notations ordinaires sont 
conservées) : les triangles ABC, CAD donnent, d'abord, 

(1) ¥ = a 2 - f è1 — 2ae cos «. 

(2) c2 = cl* + e 2 — 2de cos p. 

Mais l'angle A étant la somme des angles a et 5, ,on a 

(3) cos 2 A + cos 2 « - f cos 2 p — 2 cos « cos p cos A = 1. 

En substituant maintenant dans l'équation (3) les valeurs de 
cos a et cos p tirées des équations (1), et posant 

a * . j - ¿8 c * - j - d* = M, a ¥ + bhl* — aA6* — c ¥ 2 = N , 

a-c* + 6 2 d 2 — a V i 2 — £ 2 c 2 = P , a 2 c 4 + a 4 c 2 + dW - f 6 2 d 4 = Q , 

a W H- a W + a W + 6 W 2 = R , 

on trouve l'équation 

(4) / 2 E 4 + T>2/4 — M E 2 / 2 - R>V2 — P / 2 -f- Q — R = 0 . 

Sous cette forme on voit que l'équation est bicarrée par rap
port à chaque diagonale; on peut donc dans un quadrilatère 
quelconque obtenir l'expression d'une diagonale en fonction 
des quatre côtés et de l 'autre diagonale. On voit encore que 
l'équation (4) est bicarrée par rapport à l'un des côtés du qua
drilatère, on peut donc aussi calculer un côté connaissant les 
trois autres et les deux diagonales. 

PROBLÈME I X . 

109. Etant donnés les côtés d'un polygone, excepté un, et les 
angles qu'ils font entre eux, calculer le dernier côté et les an
gles qui lui sont adjacents. 



Soient a, b, c . . . k, l les côtés du polygone, ab, ac, bc . . . 
les angles que ces côtés font entre eux : appliquant le théorème 
(74), en choisissant successivement chaque côté pour la droite 
dont on prend les angles avec les côtés du polygone, on aura 
les équations suivantes : 

Supposons que le côté a soit celui qu'on veut calculer : alors 
on multiplie les deux membres des équations précédentes, res
pectivement , par a, — b, — c . . . — l, puis on ajoute, 
membre à-membre, et comme les angles qui contiennent la 
lettre a dans leur notation disparaissent, on obtient 

a 8 — 6* — c* . . . — Z* = 2bc cos bc + 2bd cos bd - f . . . 

Cette formule permet de calculer le côté a, et Ton peut énon
cer le théorème suivant : 

Dans tout polygone le carré d'un côté est égal à la somme 
des carrés de tous les autres augmentée des doubles produits 
des côtés pris, deux à deux, par les cosinus des angles que 
comprennent les deux côtés. 

On aura ensuite les angles demandés ab et al en choisissant les 
côtés b et / pour droites, par rapport auxquelles on prend les 
angles, et en appliquant le théorème (74) : en effet, les deux 
équations qu'on obtient ainsi ne comprennent que les deux 
angles ab et la qui contiennent la lettre a dans leur nota
tion. 

REMARQUE. — La démonstration précédente ne suppose pas 
que le polygone est plan : si donc on observe qu'une diagonale 
d'un parallélipipède fait avec trois arêtes un quadrilatère 
gauche, on pourra par l'application du théorème démontré, 
tout à l 'heure, résoudre le problème de calculer les diagonales 
d'un parallélipipède, connaissant les longueurs des trois arêtes 
et les angles qu'elles font entre elles. 



PROBLÈME X . 

H O . Exprimer la surface d'un polygone plan convexe en 
fonction des côtés et des angles c¡urils font entre eux. 

Adoptant les mêmes notations que dans le problème précé
dent et désignant, de plus, par m, n, p . . . les diagonales AC, 
AD, AE . . . partant d'un même sommet A, si l'on exprime 
que la surface S du polygone est égale à la somme des sur
faces des triangles ABC, CAD, DAE . . . on aura 

(1) 2S = ab sin ab -f- me sin me - j - nd sin nd - f . . . 

Élevons maintenant aux sommets C, D, E. . . des droites 
CM, DN, EP . . . , respectivement, perpendiculaires aux côtés 
CD, DE, EF . . . , et appliquons le théorème (74) aux polygones 
ABC, ABCD, ABCDE... en prenant successivement les droites 
CM, DN pour droites par rapport auxquelles on prend les 
angles, nous aurons 

m sin me = a sin ac -\-b sin bc. 

n sin nd — a sin ad -f- b sin bd -f- c sin cd. 

p sin pe = a sin ae -f- b sin be -f- c sin ce -f- d sin de 

Remplaçant maintenant dans l'équation (1) les quantités 
m sin me, n sin nd... par les valeurs tirées des équations pré
cédentes, on obtient 

2S = ab sin ab -(- ac sin ac-{- bc sin bc -f- ad sin ad 

-f- ¿ 6 / sin M -f- cd sin cd + . . . 

+ 

Cette formule résout la question proposée et l'on peut énoncer 
le théorème suivant : 

La surface d'un polygone plan convexe est égal ci la moitié 
de la somme des produits que l'on obtient en multipliant deux 
côtés quelconques l'un par l'autre et par le sinus de l'angle 
qu'ils comprennent, 



PROBLÈME X I 

1 8 1 . Par un point P pris dans le plan d'un cercle 0(/ig. 16) 

on mène une sécante PAB, et Г on pro/ ose de trouver une rela

tion entre le rayon du cercle, la distance OP, et les angles 

POA, РОВ. 
On pose 

O A = r . OP = t/, POÀ = «, РОВ = 5 , OPA = y. 
Supposons, d'abord, que le point P soit situé hors du cercle, 

le tr iangle POA donne 

(D 
ou 

(2) 

Mais si l 'on abaisse OEF perpendiculaire sur la corde AB, 
a -4- 6 

l'angle EOP mesuré par l'arc CF est égal à — ~ — et comme 

il est, en même temps, le complément de y, on a 

Alors en remplaçant clans l'équation 

on obtient 

(3) 

C'est la relation demandée. 

Si le point P est à l 'intérieur du cercle, l'équation (3) est 
encore vraie, ixmrvu que l'on considère comme négatif celui 
des angles « et p qui correspond au rayon situé au dessous 
de O P . la démonstration est la même que pour le premier cas. 

COROLLAIRE. — Si l'on mène des driotes CA, BD, des points 
A et B où la sécante mobile coupe le cercle aux points C et D 
extrémités du diamètre OP, les produits tg BDO. tgADO. 
cotg ACO.cotg BCO sont constants. 

ou 

par 



P R O B L È M E X I I . 

• tfc. Etant donné un point C sur le prolongement du dia
mètre AB d'un cercle déterminé (fig. 17), on tire des droites 
MA, MC, cl" un point quelconque M du cercle aux points ketC: 
on demande de trouver l'équation qui fait dépendre, l'un de 
P autre, les angles MCA, MAB. 

Menons MB et la droite AD qui lui est parallèle : les 
triangles rectangles DAM, AMB, donnent 

et en divisant, membre à membre, on a 

mais à cause des triangles semblables CDA, CMB ; on a 

donc 

(l) 
c'est-à-dire, que le rapport des tangentes des deux angles est 
constant. 

COROLLAIRE. — Si l'on prend un point E à droite de B, sur 
le prolongement du diamètre AB, et que l'on tire les quatre 
droites MC,MA, MB, ME, le produit des tangentes des angles 
CMA, BME est constant. 

En effet, on a 

et en multipliant, membre à membre, les équations (1) et (2) 
et observant que les angles BAMetMBA sont complémentaires, 
on obtient 

(2) 



PROBLÈME X I I I . 

i f » . Par un point D pris sur la ligne des centres de deux 
cercles O et O ' (Jig. 18) , on mène une droite quelconque W, 
et l'on tire la droite E E ' qui joint ses pôles E et W pris par 
rapport à chaque cercle; on demande de trouver une équa
tion qui fasse dépendre, l'un de l'autre, les angles des deux 
droites E E ' et IV avec la ligne des centres. 

Soient r et i ' les rayons des deux cercles O et O ' , d la dis
tance des centres, e et e' les longueurs D O , D O ' , et a et ¡3 les 
deux angles I D O , E G O . 

Si l'on remarque que l'angle I O D est le complément de «, 
on tirera, d'abord, du triangle O E G 

Mais, d'autre part, on a 

il vient donc 

(1) 

mais on a évidemment de même 

(2) 

et en ajoutant, membre à membre, les équations (1) et (2), on 
obtient 

Soit maintenant k la distance des deux polaires du point D 
par rapport aux deux cercles, c'est-à-dire , la quantité 

, en résolvant l'équation précédente par rapport 

à tg p, on aura 

(3) 

c'est la relation demandée, 



REMARQUE. — Si l'on divise, membre à membre, les équa
tions (1) et (2), on trouve 

et on en conclut que si une droite EF tourne autour d u n point 
fixe de la ligne des centres, il en est de même de la droite qui 
joint les pôles de la première droite par rapport aux deux cercles. 

PROBLÈME XIV. 

1 1 4 . Par le point d'intersection II des côtés opposés ABet CD 
d'unquadr lia 1ère inscrit dans un cercle donné (/ig. 19), on mène 
une tangente au cercle, et l'on tire une droite IE du point de 
contact 1 au milieu E de la corde DC : on demande de cal
culer tangle IEH. 

Soient r i e rayon du cercle, et«,/3,y lesangles ADC, BCD,ADB 
ou ACB. Si l'on tire les droites 0 1 , OE et OH, on voit que 
les quatre points 0 , 1 , II, E, sont sur un même cercle, et, par 
suite, que les angles IEH, IOH sont égaux. On a alors 

(i) 

d'autre part, 

et les triangles IIBC, HAD donnent 

Mais, d'après une expression connue du rayon du cercle cir
conscrit à un triangle, on a 

BC = 2r sin (« — y), AD = 2r sin — y). 

En multipliant les quatre dernières équations, membre à 

membre, et remplaçantlIC X HD par I t f , on aura 

et en mettant cette valeur de III dans l'expression de cotg IEH 



donnée par l 'équation (I), on obtient la formule demandée. 

(2) 

REMARQUE. — Si l'on avait mené la seconde tangente H K , 
et qu'on eût tiré la droite EK, on aurait eu identiquement la 
môme formule que la précédente pour calculer l'angle KEH. 
On voit, en effet, très-facilement par la Géométrie que les deux 
angles IIEI, HEK sont égaux. 

PROBLÈME X V . 

1 1 5 . Etant donné un points sur le prolongement du dia
mètre AB d'un cercle connu O (fig. 20), on propose de mener 
par ce point une sécante ED, telle, que ta projection GH de 
la corde GD sur le diamètre AB ait une longueur donnée a. 

Menons EF tangente au cercle et désignons par y l'angle 
FEO : soient aussi a et 1 les angles CAD, DEA. 

On a, d'abord, en vertu de théorèmes connus 

d'où 

(1) 

On a maintenant dans les triangles rectangles OID, OIE, EOF 
il est le milieu de la corde GD) 

et on en conclut 

(2) 

Élevant au carré et ajoutant, membre à membre, les équa
tions (1) et (2), on a 

ou 

(3) 



Cette équation détermine l'angle X et, par suite, la position de 

la sécante ED. 

DISCUSSION. — L'équation ( 3 ) dans laquelle nous considé
rons cos 2 > comme l'inconnue a deux racines réelles, l'une po
sitive, et l 'autre négative qui doit être rejetée. Pour que la 
valeur positive soit admissible, elle doit, d'abord, être plus 
petite que 1 ; mais comme la valeur négative est nécessaire
ment plus petite que 1, le résultat de la substitution de 1 à 
cos 2 1 devra être positif et la condition sera suffisante. Or on 
trouve pour résultat (4r 2 — a-) sin 2 y ce qui montre que a ne 
doit pas être supérieur à 2r. 

D'un autre côté, l'angle y étant plus grand que X, on doit 
avoir cos 2 I plus grand que cos 2 y et comme la racine négative 
est nécessairement plus petite quecos 2-/, le résultat de la substi
tution de cos 2 y à cos 2 l devra être négatif: or c'est ce qui a 
lieu sans nouvelle condition puisque le résultat de la substi
tution est — a 2 sin 2 y. 

Ainsi , en résumé, lorsque a n'est pas supérieur à 2/ le pro
blème a toujours une solution et une seule. 

Dans le cas particulier où a est égal à r, l'équation (3) de
vient 

(4) 4 cos 4 * — 4 cos 2 y cos 2 A — sin 2 y = 0. 

ILO. Inscrire dans un cercle donné 0 un triangle ABC dont 
les côtés passent par trois points donnés D, E, F (fig. 21). 

Soient r le rayon du cercle, d, e, / ' les distances OD, OE, OF, 
a et p les angles connus DOE, DOF, X, v les angles inconnus 
DO A, DOB, DOC. 

On a, problème XI (III 

PROBLÈME X V I . 

£>es deux dernières équations on tire les valeurs de tg ). et de 
tg /x en fonction de tg v, et en les substituant dans la première, 



on a une équation du second degré en tg v. On a ensuite les 
valeurs de tg 1 et de tg p par des équations du premier degré. 
(GÔtz, Exercices de Trigonométrie). 

PROBLÈME X V I I . 

1 1 ? . Par un point D pris sur une tangente AD à un cercle 
donné O (fig 22), on mène une sécante DP>G faisant un angle 
connu « avec AB, et Von demande de calculer la surface du 
triangle ABC obtenu en joignant le point de contact A aux 
deux points d'intersection de la sécante et du cercle. 

Soient R, p et m 2 le rayon du cercle donné, l 'angle OD et 
la surface du triangle ABC. On a, d'abord, H étant le pied de 
la perpendiculaire AH à BC, 

(1) 
(2) 

puis les triangles DAH, DOA donnent 

d'où 

(3) 

et en multipliant, membre à membre, les trois équations (1), 
(2) et (3), on a 

(4) 

Mais, d'autre part, on tire du triangle CAD 

d'où 

Remplaçant maintenant 2 sin B sin G par une différence de 
cosinus, on aura, en remarquant que l'angle B — C est égal 
à «, 

(5) 

Enfin élevons au carré les équations (i) et (5), ajoutons, mem-



bre à membre , et résolvons par rapport à w 4 , nous aurons 
sans difficulté 

ou, d'après une transformation connue, 

PROBLÈME X V I I I . 

118. Ayant pris un point Y* sur le prolongement du dia
mètre AB d'un cercle donné О (fig. 23), on mène par ce point 
une sécante EC, faisant un angle 0 avec EB, on demande de 
calculer la surface du quadrilatère ABCD inscrit dans le 
demi-cercle. 

Du point E, on mène la tangente EL au cercle et, du centre 
on abaisse les dioites Oi l , 0 1 , OK, respectivement, perpendi
culaires sur AD, DC et BC,puis on tire les rayons OD, OLe t 
OC : soient r le rayon du cercle et «, /3, y les angles DAB. 
ABC, OEL. 

On remarque, d'abord, que la somme des trois angles AOH, 
KOB, DOI étant égale à 1)0°, et les deux premiers étant, res
pectivement, égaux à 90° — « et 90° — /3, l'angle DOI est égal 
à « + £ — 90° ; on voit aussi facilement que la différence des 
angles « et (s est égale à 0. 

Cela posé, si l'on éciit que la surface du quadrilatère est 
égale à la somme des surfaces des triangles AOD, BOC, DOC, 
et que, dans les expressions des surfaces des triangles, on rem
place les bases AD, DC, ВС et les hauteurs correspondantes 
par les valeurs tirées des triangles rectangles AOH, DOI, 
BOK, on obtient 

Mais on a 

en remplaçant dans le dernier membre « — p par 0, l'équation 
précédente devient donc 

1 3 



et l'on en tire 

d'autre part, les triangles rectangles EOI, DOI, EOL donnent 

(1) 

d'où l'on tire en multipliant, membre à membre, les trois 
dernières équations 

(2) 

substituant maintenant dans l'équation (1) la valeur de 
sin (« -|- /3) déduite de l'équation précédente, il vient 

(3) 

et en élevant au carré les équations (2) et (3) et les ajoutant, 
membre à membre, on obtient 

(4) 

d'où l'on tire 

(5) 

On a pris le radical avec le signe + , parce que, le premier 
membre de l'équation (3) étant positif, il en est de même de la 
quantité m* sin y — r- sin 9 cos 9 et que, d'un autre côté, on a 
aussi s in 2 y plus grand que sin 2 9. 

REMAFIQUE. — Si dans la formule (5) on fait y égal à 9CK on 
trouve 

C'est ce qu'il est facile de vérifier directement. 



E X E R C I C E S S U R L E C H A P I T R E V I . 

1. Si par les sommets A, B, C d'un triangle on mène les droites ko, 
iib, Ce qui se coupent en un même point de son intérieur, et qu'on dé
signe par a, ¡3, 7 les angles o AB, £BC, cCA, et par « / ¡3', 7' les trois 
autres angles a AC, bBk, cCB, on a toujours la relation 

La réciproque est vraie. 

2. Vérifier, à l'aide du théorème précédent, que dans tout triangle 
les trois hauteurs se coupent en un même point, et qu'il en est de 
môme des trois bissectrices et des trois médianes. 

3 . Soient menées dans un triangle ABC les deux droites Aa et Bb qui 
se coupent en L et font, respectivement, avec AB et BC les angles 
aAB, bBC représentes par « et f. On propose de démontrer les deux 
formules 

4 . Si l'angle « des exercices précédents se rapporte à une médiane, 
on a les formules 

5 . Calculer les rapports des segments que détermine sur deux hau
teurs leur point d'intersection, en se servant de la première formule de 
l'exercice (3 ) . — Même question pour deux bissectrices ou deux mé
dianes. 

6. Calculer les trois angles d'un triangle, connaissant les rapports des 
segments que le point d'intersection des hauteurs détermine sur ces 
trois lignes. 

7. Calculer les trois angles d'un triangle, connaissant les rapports 
dans lesquels les trois bissectrices sont partagées par leur point de 
rencontre L. — On s'appuiera sur la formule 

cotg i 



8. a, ¡3 7 ayant toujours la même signification, si l'on suppose que les 
trois droites Aa, Bb, Ce déterminent par leur rencontre un triangle 
A'B'C, et qu'on appelle a' le côté opposé à l'angle A' ; on a 

a ' • ^ __ s n l G s i n ( B ~~ P) s i n B sin 7 

a sin (B -f- a — P) sin (A — « + y) 

9. Calculer le rapport des surfaces des triangles A'B'C et ABC en 
fonction des angles A, B, C, «, [3, 7. 

10. On mène deux bissectrices et une hauteur et l'on demande de 
calculer, à l'aide de la formule demandée dans l'exercice précédent, la 
surface du triangle formé par ces trois droites. 

11 Traiter la question analogue à la précédente en prenant deux 
hauteurs et une bissectrice. 

12. Trouver la formule du problème I (chapitre VI) comme cas parti
culier de la formule de l'exercice (9). 

13. Par un point pris sur le prolongement d'un des côtés d'un t r ian

gle, mener une droite qui coupe les deux autres côtés et qui soit telle, 

que la projection sur le premier, de la partie de la droite interceptée 

entre les deux autres, soit égale à une longueur donnée. 

14. Étant donnés deux points D et E, l'un sur un côté d'un triangle, 
l'autre sur son prolongement, par le dernier point on mène une droite 
qui coupe le périmètre du triangle en F et G et l'on tire les droites DF, 
DG : on demande de calculer la surface du triangle FDG en fonction 
des éléments du triangle donné, des distances des deux points donnés à 
l'un des sommets de ce triangle, et de l'angle que la transversale fait 
avec la droite DE. 

15. Par l'un des sommets A d'un triangle, on mène une droite AE et 
l'on projette sur cette droite les deux autres sommets B et C en D e t E ; 
on ohtient ainsi deux triangles rectangles ABD, ACE : on demande de 
calculer les angles que la droite AE fait avec AB et AC lorsque la somme 
des surfaces des triangles rectangles est donnée. 

16. Par un point D pris sur l'un des côtés BC d'un triangle, on mène 
des droites DE et DF qui coupent les côtés AB et AC en E et F ; on de
mande d'exprimer la surface du quadrilatère DEAF en fonction des 
éléments du triangle, des distances DB, DC et des angles BDE, CDF. 

17. Appliquer la formule de l'exercice précédent au cas où le point D 
est le pied d'une bissectrice et les droites DE, DF des parallèles aux 
deux autres bissectrices. — Questions analogues pour les hauteurs et 
les médianes 

18 Dans un triangle quelconque ABC, si l'on tire une sécante arbi-



traire DE, qui coupe les côtés AB et AC en D et E, puisqu'on mène par 
le sommet A une droite AF qui rencontre DE et BG en G et F, le rap-

2 2 

AG AF 
port de — —- à —- — est constant, quelle que soit la droite 
1 DG X EG BF X CF H 1 

AF. — Cas particulier où les deux droites DE et BC sout anti-paral
lèles. 

19. Étant données quatre droites qui se coupent en un même point, 
si une transversale quelconque les rencontre en quatre points a, b, c, d, 

ac bc 
le rapport —^ : ^ est constant, quelle que soit la transversale. 

20. Un triangle ABC étant donné, du pied H de la hauteur AH, on 
mène deux droites faisant des angles égaux avec la hauteur et rencon
trant AB et AC en E et F ; on tire la droite EF qui rencontre en G le 
prolongement de BC : démontrer que si l'on désigne par \ et \x les deux 
angles EHA, EGC, on a 

C Q t (tgB+tggtgi+2. 
^ t g B - t g C 

21. Une droite EF ayant été obtenue, comme il a été dit dans l'exercice 
précédent, démontrer que cette droite vient toujours couper le prolon
gement de BC au même point lorsque l'angle EHA varie. 

22 Dans une suite de triangles on donne a et b + c : démontrer 
que la projection de la bissectrice de l'angle A sur l'un des côtés de cet 
angle, le produit des perpendiculaires abaissées des sommets B et C 
sur la seconde bissectrice au sommet A, le produit des tangentes des 

v 
moitiés des angles B et C, le quotient — , le produit r"rnf sont des 

r' 
quantités constantes 

23. Trouver les théorèmes analogues aux précédents quand a et b — c 

sont constants. 

24 Un triangle ayant été obtenu en joignant par des droites les 
pieds des hauteurs d'un triangle donné, on demande d'évaluer, en fonc
tion des angles de ce dernier triangle, les rapports des surfaces des 
deux triangles et ceux des rayons des cercles qui leur sont circonscrits, 
inscrits ou ex-inscrits 

25. Des milieux des côtés AB et AC d'un triangle ABC on tire deux 
droites qui se coupent en un point F du troisième côté BC et qui font 
avec ce côté des angles égaux à un môme angle « : démontrer que 
l'angle « est donné par la formule 



20. Étant donnés un billard triangulaire et un point D sur ce billard, 
trouver le chemin que doit suivre une bille partant du point D pour 
qu'après avoir frappé les trois bandes, elle revienne au point de départ. 

27. Étant données trois droites parallèles, déterminer un triangle, 
équilatéral tel, que chacun de ses sommets soit sur l'une des droites. 

1}8. Étant donnés dans un plan un point P et deux droites indéfinies 
LL', MM', si autour du point on fait tourner une transversale qui ren
contre les deux droites en C et D, on pourra trouver deux points E et F 
sur ces droites, tels que le produit EG X FD soit constant. 

Extrait des Trois livres des Porismes cVEuolide par 
M. Chastes. (Porisme 40, page 140). 

L'ouvrage cité peut fournir de nombreux exercices de Trigo
nométrie. — Quelques exemples seulement ont été donnés ici. 
— On en trouvera d'autres avec les solutions dans le dernier 
chapitre. 

29. Si par un point P on mène deux droites faisant des angles égaux 
avec une droite fixe PA et rencontrant une autre droite fixe XY en deux 
points B et G, on pourra trouver deux points D et E sur cette dernière 
droite, tels, que le rapport du rectangle DB X EG à BC soit constant. 
(Porisme 8i, page 187). — Démontrer qu'il n'existe qu'un seul système 
de points jouissant de la propriété énoncée. 

30. Résoudre un parallélogramme connaissant une diagonale, le pé
rimètre et la surface. 

31. Résoudre un trapèze connaissant les diagonales et les angles. 

32. Inscrire un carré dans un parallélogramme donné. 

33. Si un quadrilatère peut être à la fois inscrit dans un cercle et cir
conscrit à un autre, et que l'on considère les deux triangles ayant pour 
bases deux cotés opposés du quadrilatère et pour sommet commun le 
point de rencontre des deux autres cotés, le produit des rayons des 
cercles inscrits dans ces deux triangles est égal au carré du rayon du 
cercle inscrit dans le quadrilatère. 

3i Étant donnés un parallélogramme AHCD et deux points E et F 
sur les côtés AD et CD, si par ces points on mène dans une direction 
quelconque deux droites parallèles qui rencontrent en G et H les deux 
cotés AB et GB : le produit AG X CU est constant (Porisme 95, 
page 203). 

35. On mène les bissectrices des quatre angles d'un quadrilatère 
convexe, et l'on obtient ainsi un second quadrilatère dont on de
mande de calculer la surface en fonction des cotés et des angles du 
quadrilatère donné. 

36. En remplaçant dans l'énoncé précédent un quadrilatère quel-



conque par un parallélogramme dont les côtés sont a et b on trouve que 
le rapport du rectangle obtenu au parallélogramme donné est égal à 

— Déduire cette expression de la formule générale deman

dée dans l'exercice précédent, 

37. Étant donné un parallélogramme ABCD, si de ses sommets A, B 
on mène deux droites à chaque point M du côté opposé CD, lesquelles 
rencontrent la droite EF qui joint les milieux des deux côtés AB, CD en 
deux points G et H : 0 étant le centre du parallélogramme, le produit 
OG X OH est constant. 

38. Si on désigne par c le côté d'un polygone régulier de n côtés, 
par a son apothème, par B le rayon du cercle qui lui est circonscrit et 
par S sa surface, on a 

39. L'aire d'un polygone régulier, circonscrit à un cercle et d'un 
nombre de côtés pair, est une moyenne harmonique entre les aires d'un 
polygone régulier, d'un même nombre de côtés, inscrit dans le cercle et 
d'un polygone régulier, d'un nombre de côté*, moitié circonscrit au 
même cercle. 

40. L'aire d'un polygone régulier, inscrit dans un cercle et d'un 
nombre de côtés pair, est moyenne géométrique entre les aires des po
lygones réguliers, inscrit et circonscrit, dont le nombre des côtés est 
moitié. 

41. Étant donné un polygone régulier de n côtés et dont le côté est a, 
on porte, à partir de chaque sommet, une longueur b, sur le périmètre 
qu'on parcourt dans un sens déterminé ; on joint par des droites les 
points qu'on obtient successivement et l'on a ainsi un second polygone 
régulier : on propose de démontrer que si l'on désigne par « l'un des 
angles que font entre eux les côtés des deux polygones qui se corres
pondent et par m le rapport de la. surface du second polygone au pre
mier, on a 

42. Résoudre un quadrilatère, connaissant trois côtés et les angles 
que l'un des côtés donnés fait avec les deux autres. 

Ï3 Résoudre un quadrilatère, connaissant les deux diagonales, leur 
angle et deux côtés adjacents ou opposés. 



44. Connaissant les quatre cotés et les diagonales d'un quadrilatère, 
calculer les distances du point d'intersection des diagonales aux quatre 
sommets. 

45. Connaissant trois côtés d'un quadrilatère inscriptible et l'angle 
de ses diagonales, calculer le quatrième côté. 

46. Un triangle rectangle ABC a ses sommets B et C sur des parallèles 
données, le sommet de l'angle droit A est placé en un point, dont les 
distances aux parallèles sont respectivement, d et e, et l'hypothénuse 
passe par un point F située à une distance donnée / du point A sur la 
perpendiculaire abaissée de ce point sur les deux parallèles : on propos 
de démontrer que l'angle a de l'un des côtés AB et AC avec le? 
parallèles peut se calculer par la formule 

sin 2 « cos 2 a 1 

~~d h ~~~e 7 " ' 

on verra comment la formule se modifie, quand le point D est sur le 
prolongement d9 l'hypothénuse (Manheim). 

47. Par un point C, pris sur le prolongement d'un diamètre ED d'un 
cercle, on mène une sécante quelconque CG qui coupe le cercle en G, 
on tire DG et on élève GF perpendiculaire à CG; les trois longueurs CD, 
CE, CF, et l'angle CGD étant représentés, respectivement, par d, e, / 
et «, on propose de démontrer la formule suivante donnée par M. Man
heim 

sin 2 « cos 2 « 1 

~d 1 " ~ 7 * 

48. Étant donnés un triangle et le cercle qui lui est inscrit, on mène 
des tangentes à ce cercle, parallèles aux trois côtés du triangle, et l'on 
obtient ainsi trois nouveaux triangles intérieurs au premier ; démontrer 
que la somme des rayons des cercles inscrits à ces derniers triangles 
est égale au rayon du cercle inscrit dans le triangle donné, et que le 
produit des surfaces des quatre triangles est égal à la huitième puis
sance de ce môme rayon. 

49. Par deux points pris sur un cercle, mener deux cordes qui se 
coupent en un même point de ce cercle et dont le rapport soit connu. 

50. Par un point A pris dans le plan d'un cercle donné G, on mené 
deux droites rectangulaires qui rencontrent le cercle aux points B et C : 
on demande de trouver une relation entre AB, AC, OA et le rayon H 
du cercle. 

51. Étant donnés un cercle 0 (fig. 2i) et deux tangentes AD et AE 
qui se coupent en A, déterminer une troisième tangente BC dont la 
longueur soit donnée ou qui forme avec les tangentes AD et AE un 
triangle ABC dont la surface soit connue. 



52. Déterminer la troisième tangente de l'exercice précédent par la 
condition que la somme, la différence, le produit ou le quotient des 
segments AB et AC soit donné. 

53. Étant donnés un demi-cercle et une perpendiculaire BC, menée 
à l'extrémité du diamètre CG (lig. 25), mener une tangente AB, telle, 
que la projection BD de la droite BC sur cette tangente soit égale au 
segment KA de la tangente, compris entre le point de contact E et le 
diamètre CG prolongé. —On démontrera que, si l'on projette le point de 
contact E en F sur le diamètre CG, le point V partage le rayon OG en 
moyenne et extrême raison. 

54. Étant donnés un cercle et un point, par ce point on mène deux 
tangentes et une sécante au cercle, puis par les points de rencontre de 
la sécante et du cercle on tire les deux tangentes ; si l'on représente res
pectivement, par 2y et 2* les angles que font entre elles les deux pre
mières et les deux dernières tangentes et par \ l'angle de la sécante 
avec la droite qui joint le point donné au centre du cercle, on a 

sin i = sin « sin y. 

55. Comment faut-il modifier la formule précédente, quand l'angle a 
est remplacé par l'un des angles inscrits dans l'un des segments déter
minés par la sécante. 

56. Un triangle ABC étant inscrit dans un cercle, on tire la corde BD 
qui coupe AG en E : quelle doit être cette corde pour que la somme des 
rayons des cercles circonscrits aux triangles ABE, CED, soit donnée. 

57. Par un point pris dans le plan d'un cercle, on propose de mener 
une sécante, telle, que, si l'on mène les tangentes aux points d'inter
section, l'une des hauteurs du triangle formé par les tangentes et la 
corde de contact ait une longueur donnée. 

58. Etant donné un point sur le prolongement d'un des diamètres 
d'un cercle, mener une sécante, telle, que les tangentes aux points d'in
tersection interceptent sur le diamètre une longueur donnée. 

51.). Étant données trois circonférences concentriques, déterminer un 
triangle equilateral, tel, que chacun de ses sommets soit sur une cir
conférence . 

00. Résoudre par la. trigonométrie le problème du cercle tangent à 
deux cercles et aune droite donnés.—Vérifier que dans le cas particulier 
°ii les deux cercles sont tangents extérieurement et où la droite donnée 
< l t it Tune des tangentes communes extérieures, si on appelle r , x 
f r a y o n s donnés et le rayon inconnu, on a 



on prendra pour inconnus le rayon x du cercle et l'angle \ que 
fait avec la ligne des centres donnés la droite qui joint l 'un de 
ces centres au centre cherché. 

6 1 . Déterminer le cercle tangent à trois cercles donnés, (inconnues 
analogues à celles du problème précédent.) 

62. Par deux points donnes, faire passer mi cercle qui coupe un cercle 
donné sous un angle donné 

63 Dans le cercle tî'igonométrique on a mené la tangente d'un a r c « , 
et l'on a décrit un cercle tangent à l'arc, à sa tangente et au prolonge
ment du rayon qui passe par l'extrémité de l 'arc; on demande de cal
culer en fonction de « le rayon du cercle ainsi obtenu. 

64. Trois cercles étant tangents extérieurement, et les tangentes com
munes intérieures étant prolongées jusqu'à leur point de rencontre ; si 
l'on désigne par d la distance de ce point de rencontre aux trois points 
de contact et par r, rf v", les rayons des trois cercles, on a 

d-2 = ( r + + V") (r'+r<>) 

r + Y ' H - 7 ' " 

65. Si l'on désigne par S la surface du triangle formé en joignant le? 
centres des trois cercles de l'exercice précédent, on a 

SA = (Y 4 - V -H r") rr'r". 

66. T étant la surface du triangle formé par les points de contact des 
trois cercles des exercices (62) et (63) et S ayant la même signification 
que dans l'exercice 63, on a 

JL__ 2 / T V 

S "~~ {r+T'j (R - F itt) nT~+rû) * 

67. Étant donnés deux cercles dans un même plan, mener par un 
point de la ligne des centres une sécante, telle, que, si par les points 
d'intersection avec les deux cercles on tire des tangentes, la somme 
des rayons des cercles inscrits ou ex-inscrits aux triangles formés par 
les cordes de contact et les tangentes ait une longueur donnée. 

68. Deux cercles se coupent et sont tangents à une même droite : 
si a, 43 et y représentent, respectivement, l'un des angles de la corde 
d'intersection et de la tangente, et les angles sous lesquels on voit la 
corde commune en se plaçant successivement aux deux points de con
tact, on a 



( i designe celui des deux angles ¡ 5 et y qui a son sommet sur la partie 
de la droite donnée formant l'un des côtés de l'angle «.) 

69. Etant donné un polygone régulier, on mène des diagonales d'un 
des sommets à tous les autres, et on inscrit des cercles dans les triangles 
ainsi formés ; on demande do trouver l'expression de la somme des 
rayons de tous ces cercles. 

70. Étant donnés un cercle et un point dans soi) plan, par le point 
on mène une sécante quelconque au cercle et les deux tangentes aux 
points d'intersection, puis l'on abaisse du point donné des perpendi
culaires sur les deux tangentes : on propose de démontrer que la 
somme ou la différence des inverses des perpendiculaires est cons
tante . 

71. Déterminer deux cercles qui soient tangents entre eux et à deux 

côtés d'un triangle et qui, de plus, satisfassent à cette condition : que le 

sommet opposé au côté que les deux cercles touchent en même temps 

soit également distant des points de contact situés sur les deux autres 

côtés. 

72. Calculer en fonction des trois dimensions d'un parallélépipède 

rectangle les angles des diagonales. Cas particulier du cube. 
73 Étant donnés dans une pyramide régulière le côté de la base et 

l'arètc latérale, calculer l'angle d'une face latérale avec la base. Cas 
particuliers : 1° du tétraèdre régulier; 2° de la pyramide régulière dont 
la base est un hexagone régulier et l'arête latérale le côté du triangle 
equilateral inscrit dans le même cercle que l'hexagone. 

71. Par un point С pris sur le diamètre AB qui termine le demi 
cercle ADB, on mène une droite CD faisant avec CB l'angle DCB : on 
demande quel doit être cet angle pour que le volume engendré par 
l'aire CDB que limite Гаг*. DB ait un rapport donné avec le volume 
engendré par le demi-cercle (Saint-Cyr). 

75. D'un point pris hors d'un cercle, on mène deux tangentes et l'on 
fait exécuter une révolution complète, autour d'un des rasons des deux 
points de contact, à l'aire fermée par les deux tangentes et l'arc qu'elles 
interceptent; on demande quel doit être l'angle des deux tangentes, 
pour (pie le volume engendré par l'aire indiquée ait un rapport donné 
avec la sphère qui a même rayon que le cercle donné. 

76. Trouver sur la ligne des centres de deux sphères un point d'où 
l'on voie sur les deux sphères deux zones de même étendue: Calculer 
los angles des deux cônes droits qui sont circonscrits aux deux sphères 
et ont pour sommet commun le point obtenu 



C H A P I T R E V I L 

DES MAXIMA ET MINIMA EN TRIGONOMÉTRIE. - VALEURS 

LIMITES ET VARIATIONS DE CERTAINES FONCTIONS TRIGONO-

MÉTRIQUES, 

ft». Valeur» limites de» fonctions. — Quand 011 fait 
varier une fonction trigonométrique d'un arc x, il peut arriver 
que pour certaines valeurs de la variable, la fonction se pré
sente sous Tune des formes de l ' indétermination. C'est ainsi 

que les fractions prennent la forme pour 

x nul, tandis que leur vraie valeur est l 'unité. La méthode la 
plus générale pour trouver cette vraie valeur est de chercher 

à mettre en évidence dans la fonction les rapports 

x étant un arc variable qui a pour limite zéro. 
Quelquefois aussi on trouve la vraie valeur en faisant voir 

que la fonction est comprise entre deux quantités dont les li
mites se déterminent sans difficulté et sont les mêmes. 

Je vais donner quelques exemples. 

EXEMPLE I. — Trouver la limite cle pour x égal 

à zéro. 

On trouve d'abord pour valeur : mais remplaçons sin x 

par 2 sin et t — cos x par 2 ! , alors en suppri-



X 

Maintenant la dernière fraction peut s'écrire 2 X 

et en faisant tendre x vers zéro, le second facteur ayant pour 

limite l'unité, on trouve 2 pour la limite demandée. 

EXEMPLE IL — Trouver In limite vers laquelle tend la 

fonction quand x tend vers zéro. 

On trouve d'abord CE — OC : mais si l'on remplace tg x par 

, l'expression se met sous la forme et l'on a 

évidemment 

mais on sait que la dernière expression est égale à tg • la 

fonction donnée est, par suite, comprise entre deux quantités 
dont l'une est zéro et l'autre a pour limite zéro ; elle a donc, 
elle-même, pour limite zéro. 

EXEMPLE I I I . — Trouver la limite vers laquelle tend le pro

duit COS lorsqu'on fait tendre 

x vers Tin fini. 
L'expression se présente sous ia forme d'un produit de fac

teurs dont le nombre va constamment en croissant, tandis que 
les derniers facteurs tendent vers l'unité : on ne peut donc pas 
savoir immédiatement vers quelle valeur tend le produit ; mais 

si l'on remplace cos respective-

mant le facteur sin — commun aux deux termes de la frac

tion, on a 



ment, par et que dans 

le produit on supprime les facteurs communs, on trouve que 

la quantité donnée est égale à et la question se 

trouve ramenée à trouver la valeur limite de 2 Or 

on a 

x 

et lorsqu'on fait tendre n vers l'infini, l'arc — tendant vers 

zéro, la dernière expression tend versa? : la limite demandée est donc 

EXEMPLE IV. — On partage un arc de cercle 2a en n parties 
égales et on prend le centre des moyennes distances des points 
de division : démontrer que, lorsque n tend vers Vinfini, la dis
tance du centre des moyennes distances au centre du cercle a 

pour limite (Serret). 

Prenons le cercle donné pour cercle trigonométriqne, et 
soient b la distance de l 'origine à l'extrémité de l'arc qui en est la 
plus voisine et S la somme des perpendiculaires abaissées de 
tous les points de l'arc sur le diamètre origine : on a 

et par suite, 



Mettons maintenant le dénominateur sous la forme t 

on trouve a pour sa limite lorsque n est égal à l 'infini; si en

suite on observe que a pour limite a, 

on détermine la limite / de S par l'équation 

Prenons maintenant les distances des points de division de 
l'arc au diamètre qui est perpendiculaire an diamètre origine, et 
désignons par k la limite analogue à la première, nous aurons 

et, par suite, 

C'est ce qu'il fallait démontrer. 

REMARQUE. — Il résulte de la démonstration précédente 
que l'on a 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 
Si l'on divise un are en un nombre de parties égales aussi 

grand que Ton veut, et que l'on multiplie chaque petit arc 
par la perpendiculaire abaissée de son extrémité sur un dia
mètre quelconque, la limite de la somme^ des produits ainsi 
obtenus est égale à la projection de la corde de Tare sur le dia
mètre. 

Ce théorème est l'un de ceux qui ont servi de point de dé
part à Pascal dans ses travaux sur la Roulette. 

VARIATIONS DES VALEURS DE CERTAINES FONCHONS TRIGONOMÉTRIQUES. 

130. La méthode à suivre pour déterminer ces variations 
dépendra de la fonction domne : quelquefois on ramènera la 



REMARQUE. — Si a avait été égal à et qu'on eut fait va-
7T 

riera? entre 0 et — , on aurait eu à étudier sin a?-f-cos .T. 

c'est-à-dire, les variations de la somme de deux quantités dont 
la somme des carrés est constante (Note I. Questions de Géo
métrie). 

EXEMPLE I L — La fonction est a x -f- b cotg x. 

Supposons, d'abord, a et b de même signe, tous deux po

sitifs, par exemple : on est ramené à étudier les variations de 

la somme de deux quantités dont le produit est constant 

(Voyez. Questions de Géométrie, note 1). On trouve, en parti

culier, que si l'on fait croître x de 0 à — , la fonction passe 

par un minimum lorsque x prend la valeur donnée par l'é
quation 

question à l'étude des variations d'une seule ligne trigonomé-
tr ique, dans d'autres cas, on exprimera toutes les lignes tri-
gonométriques en fonction d'une seule et l'on sera ramené à 
étudier les variations d u n e fonction algébrique ; enfin, dans 
quelques cas exceptionnels, la question sera traitée directement 
en faisant voir que dans un intervalle donné l'accroissement 
de la fonction est constamment positif ou négatif. Voici quel
ques exemples. 

EXEMPLE I . — Etudier les variations de la fonction 
a sin x -f- b cos x. 

Employant un artifice connu, on m e t a en facteur et l'on 

pose — égal à tg y : on est ainsi ramené à étudier l'expression 
a 

—-— sin (x -\- y) ou tout simplement sin (x -f- ©); tout revient 
COS y 

donc à l'étude des variations du sinus d'un arc. Sans reprendre 
cette question connue, nous remarquerons que sin (x-\- y) et, 
par suite, l'expression donnée, passe par un maximum, quand x 

est égal à — — y et par un minimum quand x est égal à 



M i on suppose maintenant que a et o soient ue signe con
traire, que, par exemple, a soit positif et b négatif, il n'y 
aura plus de minimum proprement dit : lorsque x croîtra de 

zéro à , la fonction croîtra depuis — oc jusqu'à -f- o o , puis 

elle passera brusquement de -[- oo à — oo lorsque x dépas-

sera —- . . . etc. 

EXEMPLE I I I . — La fonction est x — sin x : on demande 

d'étudier ses variations, lorsque x croît de 0 à — . 

Nous allons démontrer directement que la fonction croît. 
Pour cela, il faut faire voir que pour un accroissement h de 
Tare suffisamment petit, on a 

x-\-h — sin >x -\-h > x — sin x. 

Or cette inégalité peut s'écrire 

sin x I —cos h) -f- // — cos x sin // > 0. 

et Ton a 

cos // < 1. // > sin // > cos x sin // : 

le premier membre de l'inégalité est donc toujours la somme 
de deux nombres positifs, et, par suite, est lui-même .positif. 

REMARQUE. — On ne s'est pas servi clans la démonstration 
précédente du droit que l'on avait de supposer h aussi petit que 
l'on voulait. 

sin X 

EXEMPLE I V . — La fonction est —— , et Von fait varier œ 

de 0 à — . 

Il faut démontrer que la fonction est. décroissante, c'est-à-
à-dire, que l'on a 

011 

mais // et tg x étant, respectivement, plus grands que sin // et x.. 
l'inégalité est évidente. 

1 4 



On fait la même remarque que dans l'exemple précédent. 

EXEMPLE V . — La fonction est 

On veut démontrer que lorsque x croît de la fonc

tion est croissante, c'est-à-dire, que l'on a 

ou 

ou encore 

// pouvant être aussi petit que Ton veut. peut dif

férer de tg x d'une quantité moindre que n'en diffère 

si donc i on prouve que l'on a 

tout sera démontré : or cette-inégalité est évidente, car, elle 
revient à 

EXEMPLE V I . — Variations de la différence tabulaire du si

nus, lorsque fare croît de 0 à 

On a, en désignant par // la différence tabulaire, ordinaire
ment égale à IO", 

log sin !x -f- h) — log sin i 

et Ion voit que, lorsque l'arc croît de 0 à . la différence ta

bulaire décroît, depuis l'infini jusqu'à la quantité très petite 

log cos li. 



EXEMPLE V I I . — Variations de la différence tabulaire de la 

tangente, lorsque Fare croît de 0 à 

On a 

Posons 

on est ramené à étudier les variations de la fonction algé
brique 

Mais si l'on pose y égal à. z— a, qu'on substitue cette valeur 
dans l'expression précédente, et qu'on divise par on obtient 

et toute la diliiculte est réduite à étudier les variations de l'ex

pression quand - croît depuis a jusqu'à l'infini. 

Mais le produit des deux quantités étant cons

tant, on est conduit finalement (Note I, Questions de Géo

métrie) à étudier les variations de On voit 

alors que lorsque z croît à partir de a, l'expression précédente 

décroît et qu'elle devient nulle pour z égala \/ a'2~\-\ . Lorsque z 

continue de croître, la quantité décroît en deve

nant négative, et, par conséquent. croît jusqu'à 

ce que Ton donne à z la valeur infinie. 
Maintenant en suivant les différentes transformations que 

nous avons fait subir à la différence tabulaire, il est facile de 

voir qu'elle varie dans le même sens que la quantité 

et, par suite, tout ce que nous avons dit de cette quantité s'ap-



plique à la différence tabulaire. En particulier, cette différence 

a un minimum qui correspond à la valeur de z. 
Faisons les calculs relatifs à ce min imum : soit x' l'arc pour 

lequel la différence tabulaire atteint sa valeur minimum ; on a 

d'où 

quant à la valeur minimum de la différence tabulaire, elle est 

égale à 2 log tg 

En effet, on a 

mais les deux arcs étant complémen

taires, la dernière fraction est égale à log dont 

la valeur est bien 2 log tg 

EXEMPLE V I I I . — La fonction est sin x sin [a — .•/••/. 

a est un arc positif plus petit que n. 
On a 

sin a?-sin 

et l'on est ramené à l'étude de la fonction simple cos (a — 2a?). 

On voit, en particulier, que lorsque x est égal à - | - , la fonc

tion donnée passe par un maximum, c'est-à-dire : que, le maxi-

mu ni du produit des sinus de deux arcs, dont la somme est 

constante, a lieu quand tes arcs sont égaux. 

REMARQUE. — On étudierait de même les variations des 
fonctions sin x cos 'a —./ j , cos x cos (a-4- x). 



EXEMPLE IX. — La fonction est tgx tg (a — x). 

a est ici un arc compris entre 0 et 

On a 

on 

et l'on est ramené, comme dans l'exemple précédent, à l'étude 

de la fonction simple cos (a — 2a?). On obtient encore un 

maximum delà fonction pour x égal à . Ainsi: le produit des 

tangentes de deux arcs, dont la somme inférieure à — est 

constante, est maximum quand les deux arcs sont égaux. 

M A XIM A ET MINI MA. 

Nous allons, d'abord, démontrer deux théorèmes généraux. 

THÉORÈME I. 

191. Le produit des sinus de plusieurs arcs, tous plus petits 

que , et dont la somme est constante, est maximum lorsque 

tous les arcs sont égaux. 
Il est évident, d'abord, qu'il y a un maximum puisque le 

produit des sinus est plus petit que l'unité. Je dis maintenant 
que, si, dans l'un des produits satisfaisant aux conditions don
nées, deux arcs étaient inégaux, on pourrait toujours obtenir 
un produit plus grand. 

En effet, soit sin x sin y le produit de deux facteurs iné

gaux, si nous remplaçons ce produit par sin 

la somme totale des arcs restera toujours la même ; mais d'après 
CH qui a été démontré ' 120 ex. VIII ; le second produit est plus 



(*) Gwono, NOUVELLES ANNALES, tome XVII . 

grand que le second : le seul produit qui puisse être maximum 
est donc celui dans lequel tous lus facteurs sont égaux, et. 
comme l'existence du maximum est certaine, le produit dont il 
s'agit est maximum. 

THÉORÈME I I . 

122. Lorsque plusieurs arcs ont une somme constante, et 
que, de plus, deux quelconques d'entre eux sont tels, que leur 

71" 

somme est inférieure à ^ , le produit de leurs tangentes est 

maximum lorsqu'ils sont égaux entre eux. 

Je dis, d'abord, que le produit des tangentes est plus petit 
que l 'unité, et, par suite, a un maximum (*). 

En effet, considérons deux quelconques des arcs x et y ; on 
a, par hypothèse, 

d'où 

Alors, si le nombre des arcs est pair, on pourra considérer 
le produit comme obtenu en multipliant entre eux des produits 
de deux facteurs ; mais chacun de ces produits étant plus petit 
que l 'unité, d'après ce qu'on vient de voir, le produit de tous 
les facteurs sera lui-même plus petit que l 'unité. 

Supposons maintenant que le nombre des facteurs soit im
pair, et soient x, y . . . k, /, les n arcs : on a d'abord, d'après le 
premier cas, 

tg x tg y . . . tg k < 1, 

et, par suite, 

tg x tg y . . . tg k tg / < tg /. 

On prouverait de même que le produit de tous les facteurs 
est plus petit que l 'une des autres tangentes tg /<•, par exemple : 
son carré est, par conséquent, plus petit que tg k tg /, et, par 



suite plus petit que 1 : donc, le produit des tangentes est, lui-
même, plus petit que l 'unité. 

Cela posé, on remarque que le théorème dont il s'agit est 
déjà démontré pour le cas de deux facteurs (Ex 8. 120) ; alors, 
par un raisonnement tout semblable à celui que l'on a fait pour 
établir le théorème précédent, on peut l'étendre à un nombre 
quelconque de facteurs. 

MÉTHODES GÉNÉRALES POUR LA DÉTERMINATION DES MAXIM A 

ET M1NIMA EN TRIGONOMÉTRIE. 

133. Les méthodes à suivre sont celles que nous avons 
indiquées pour l'étude des variations des fonctions. Les maxima 
et minima seront alors obtenus, ainsi qu'on l'a déjà montré, 
comme un détail de la discussion On pourra aussi quelquefois 
faire usage des deux derniers théorèmes que nous venons de 
démontrer. 

PROBLÈME I . 

13A. Par le point d'intersection A de deux cercles 0 et O' 
qui se coupent (fig. 26), on mène une sécante BD, et on de
mande de trouver les maxima de la somme et du produit des 
deux cordes AB et AI). 

1° On veut trouver le maximum de BD. Soient r et r' 
les rayons des deux cercles 0 et O', et a, a', A les angles 
BAO, DAO', OAO' : si Ton abaisse, des centres, les perpendi
culaires OF, O'F' sur la sécante et qu'on tire les rayons AO, AO'. 
on obtient deux triangles rectangles AOF, AO'F' qui donnent 

AF — r cos a, AF' = r' cos a', 

et on a, d'ailleurs, 

« + « ' = : 180° — A : 

par suite, 

BD = 2(r cos a — rf cos (A + «)) ; 

on est donc ramené à trouver le maximum de l'expression 

r cos « — r' cos (A + «), 
ou 

(r — /•' cos A) cos 0L-\-r' siu A sin «. 



Mais en mettant en facteur r' sin A dans l'expression pié~ 
cèdente et posant suivant la méthode (exemple (l)(120;, 

on trouve que l'expression devient 

le maximum demandé correspond, par conséquent, à une va
leur de « est éga la <p. et l'on a 

De cette valeur on conclut facilement (deuxième cas des 
triangles, deuxième méthode) que l'angle a n'est autre que 
l'angle ÀOO\ et, par suite, que la sécante maximum est pa
rallèle à la ligne des centres. 

2° On demande de trouver le maximum du produit des 

deux cordes. 

On a 

m a i s 

et comme a-f-a' est constant, le maximum a lieu quand les 
angles a et v sont égaux, c'est-à-dire, quand la corde est per
pendiculaire à la bissectrice de l'angle OAO'. 

Si les deux points B et D étaient d'un même côté du point A, 
on prouverait de même que la corde correspondant au maxi
m u m est la bissectrice de l'angle OAO'. 

PROBLÈME I I . 

i£5. Trouver le maximum de la surface du rectangle CDEF 

inscrit dans un secteur donné AOB (fig. 27) (Saint-Cyr;. 

Soient r le rayon du cercle, « le demi-angle AOI du sec
teur, et x l'angle KOI que l'on prend pour inconnu. 11 s'agit 



de trouver le maximum de G F x F E ou de CF X KG : or les 
triangles OFG, GOF donnent 

On a donc à trouver le maximum de 

ou de sin x sin — x.. Mais on sait que ce maximum a lieu 

quand x est égal à ~ - , c'est-à-dire, que le rectangle est maxi

mum quand son sommet F est au milieu de r a r e AI. 

On peut arriver au même résultat par la Géométrie. On voit, 
d'abord, qu'il doit y avoir un maximum, puisque, lorsque la 
base GD passe par le centre ou se confond avec la corde AB, 
la surface du rectangle est nulle. Cela posé, abaissons, du som
met F d'un des rectangles, une perpendiculaire surle rayon OH 
[•assaut par le milieu H de l'arc AI, et soient K. L, M les 
points où cette perpendiculaire rencontre les trois droites 
OA, OH et 0 1 . 

D'après un théorème connu, le rectangle GFGP sera plus 
petit que le rectangle ayant son sommet en L milieu de la 
droite KM, et inscrit dans le triangle OKM, de manière que sa 
base soit parallèle au côté OM, Mais le dernier rectangle est 
lui-même plus petit que le rectangle, dont les côtés sont paral
lèles aux siens, et qu'on obtient inscrit dans le secteur AOI en 
prolongeant jusqu'à la rencontre de l'arc AI la parallèle au 
rayon 0.1 menée par le point L. 

On voit donc que, si le sommet F du rectangle inscrit n'est 
pas au milieu H de l'arc Al, on peut toujours trouver un 
rectangle inscrit plus grand, et que par suite, le maximum 
demandé est le rectangle inscrit dont l'un des sommets est 
en H. 

PROBLÈME I I I . 

Dans une suite de triangles, un côté a et la somme s 
des deux autres côtés sont constants : on demande d'étudier 
les variations des rayons des cercles circonscrit, inscrit et 
ex-inscrit, de la somme des hav.Uvrs gui correspondent aux 



les quantités a, p. p — a, p — b -f- p — c étant constantes, on 
voit qu'on est ramené à la question connue d'étudier les va
riations d'un produit de deux facteurs p — b et p ~ c dont la 

somme est constante. En particulier, on voit que tg - ~ est 

maximum, lorsque b est égal à c, c'est-à-dire, lorsque le 
triangle est isocèle. 

Maintenant, pour tirer les conclusions relatives à R, on doit 
distinguer deux cas, suivant, que s est plus grand ou plus petit 

que a \l 2 . 

Si s est plus grand que a y 2 , on voit que la valeur maximum 

sommets B et C, et du produit des distances des sommets 
B et G à la bissectrice de l'angle A. 

1° On veut étudier les variations de B. — On a 

de tg — , c'est-à dire, est plus petite que Let, par 

suite, que Tangle maximum - :

0 est plus petit que 45°. L'angle 

A est donc toujours resté un angle aigu et, par suite, au 

maximum de tg correspond le maximum de sin A et, par 

conséquent, le mini m uni de R. 

Si s est plus petit que a \! 2 , la valeur maximum de A est 
plus grande que 90°, l'angle A peut donc prendre cette dernière 
valeur et le m in imum de R, qui correspond évidemment à cette 

valeur de l'angle A, est ~ • 

2° Étudier les variations de r, r', r", r"'. 
Pour r et r' la question est immédiatement résolue, puisque 

l'on a 

et qu'on est ainsi ramené comme précédemment à étudier les 



variations RIT.» lg ^ : ou voit, on [Particulier, quo r el /*' ont leur 

valeur maximum lorsque le triangle est isocèle. 
Considérons maintenant r" et r!" t On a 

et Ton est ramené à étudier l'expression 

Mais on a 

et l'on n'a plus qu'à suivre les variations de la différence 
b — с : on voit, par exemple, que, lorsque b est égal à c. le 
rayon r" est min imum. 

Quant au rayon r'", comme le produit r"rf" est égal à la 

quantité constante on voit qu'il varie en sens 

inverse de 4r" et par suite, qu ' i l est max imum quand le triangle 
est isocèle. 

ou On considere la somme des hauteurs abaissées des som

mets B et G. 
On trouve, pour expression de la somme, a (sin B -f- sin C) 

ou "la cos et si l'on fait croître l'angle 

depuis zéro jusqu'à sa valeur maxim uni 90 u - la somme 

décroît depuis 2 a cos jusqu'à a sin A. On a donc un mini

mum de la somme des hauteurs, lorsque B est égal à G, c'est-
à-dire, encore, lorsque le triangle est isocèle. 

4° // s'agit du produit des distances des sommets B et G à la 
bissectrice de Vangle A. 

On a pour expression du produit indiqué bc §m*— ou 

(/' — b) (p — 6*), et Ton est ramené à étudier les variations d'un 
produit de deux facteurs dont la somme est constante. 



PROBLÈME I V . 

1 «7. Trouver, parmi tous les quadrilatères convexes que 
Von peut former avec quatre côtés, celui qui a la surface 
maximum. 

Prenons les équations (1) et (2) du problème VII '107), c'est-
à-dire 

ad cos A — bc cos C = K 2 , 

ad sin A -\-be sin C = 2m"2. 

Élevons les deux membres de chacune d'elles au carré et 
ajoutons, il viendra 

a*d* + b*c* — iabcd cos (A + C) = K* + 2m* 

et Ton voit que le maximum de la surface m"2 correspond au 
min imum de cos (A -f- C). Mais cos (A + C) a sa valeur mini
m u m lorsque l 'angle A -f- C est égala 180°. Donc : parmi tous 
les quadrilatères dont les quatre côtés sont donnés, celui qui a 
la plus grande surface est le quadrilatère inscriptible. 

Cette solution est due à M. Gérono. 

PROBLÈME V. 

l f c £ . Étant donnés (fig. 28) an angle DOE et un point C 
dans son intérieur, mener par ce point une droite AB, telle, 
que le triangle AQ\$ait une surface minimum. 

Tirons la droite OC ; et désignons par y. et 3 les angles qu'elle 
fait avec OA et OB. et par a la distance OC : nous prendrons, 
pour l'inconnu x, l'angle OCA que la droite cherchée fait avec 
OC. La question revient à trouver le minimum du produit 
OA X OB ou le maximum de l'inverse de ce produit : or les 
triangles OCA, OCB donnent 

on a donc à déterminer le maximum de 



mais, en laissant de côté des facteurs constants, on ramène fa
cilement cette expression à la forme 

(cotg « -|" cotg x) (cotg 5 — cotg x). 

et il s'agit finalement de trouver le maximum d'un produit de 
deux facteurs dont la somme est constante. Ce maximum a 
lieu, comme on sait, pour la valeur de x donnée par l 'équa
tion 

o ) 

De là on conclut facilement que dans le triangle min imum 
la droite AB est partagée au point C en deux parties égales. 

En effet, si le point C est le milieu de AB, qu'on prolonge 
OC d'une longueur OF égale à OC et que l'on tire BF, on ob
tiendra un triangle OBF dans lequel les angles adjacents à OF 
seront « et y Mais BG étant une médiane du triangle OBF on 
peut applique]' la formule 18 '88), et l'on a bien l'équation ( P 
donnée plus haut. 

PROBLÈME V I . 

1 9 0 . Etant donnés deux cercles 0 et 0 ' (tig. 29), trouver sur 
la ligne des centres un point A, tel, que la somme des tangentes 
AB et AB' menées de ce point aux deux cercles soit maxi
mum. 

Soient r et r' les rayons des deux cercles 0 et O', d la dis
tance de leurs centres, et m la somme variable des deux tan
gentes : en tirant les rayons de contact OB et OB' , on obtient 
deux triangles rectangles qui donnent 

Exprimons maintenant les tangentes et les sinus des angles 
BAO,B'AO' en fonction des tangentes des moitiés de ces angles : 
soient u et u' ces dernières tangentes, on aura 

0) 



et des formules semblables pour tg B 'AO' et sin B'AO'. 

Mais en remplaçant dans les équations ( t ) les deux tan
gentes et les deux sinus par leurs expressions en u et u\ il 
vient : 

r Q J - t f f / • ' ( ! + u " 2 ) = 

16 ' ^ ' 

r(i — u 2) . — i*'2j 

u u' 

et en ajoutant puis retranchant, membre à membre, les équa
tions précédentes, on n 

r r' 
1 T = d A- m, 

ru-\-r'u' = d — m: 

si enfin on multiplie, membre à membre, les deux dernières 
équations, on obtient 

r2 + r'* + rr' /'-4- 4- —)= ri* - m*. 

On voit ainsi qu'on est ramené à trouver le minimum de la 
u vf 

quantité — - I , c'est à-dire, le minimum de la somme de 

deux nombres dont le produit est constant : le minimum aun 

donc lieu quand les deux nombres —- et seront égaux. 
u u 

Mais cette égalité entraine celle de u et iï et, par suite, celle 

des angles BAO et B ' A O ' et on en conclut, comme on Fa vu 

dans les Questions de Géométrie, que le maximum demandé a 

lieu quand le point B se confond avec le centre de similitude 

interne des deux cercles. 

PROBLÈME V I I . 

13©. Trouver l'angle maximum de deux diamètres conju

gués d'une ellipse, l'ellipse étant considérée comme, projection 

d'un cercle (Concours). 

Soit décrit le cercle-qui a le grand axe pour diamètre : par le 
centre 0 on mène deux l'ayons rectangulaires quelconques 
OC et OD et Ton abaisse CE et DF perpendiculaires sur le 
grand axe: si alors on détermine sur ces deux droites deux 



points c et d tels que les rapports - soienl égaux 

à — , et qu'on tire les droites Oc et Od, la question est de 

trouver l e 'max imum de l'angle dOc, ou, ce qui revient au 
même, le min imum de la somme des angles cOE, dO¥. Or 
on a 

(1) 

et si l'on désigne par « l'angle COE, on a 

et de même 

Le produit tgcOE tgdOF est donc constant, et l'équation (1) 
montre que l'on est ramené à trouver le min imum de la somme 
de deux quantités dont le produit est constant : ce minimum 
et, par suite, le maximum demandé auront lieu, par consé
quent, quand tg cOE sera, égaie à tg dOF, ou quand tg a sera 
égale à cotg a, c'est-à-dire, quand l'angle a t-era égal à 45° : 
les diamètres conjugués de l'ellipse feront alors des angles 
égaux avec les axes. 

PROBLÈME V I I I . 

131. Trouver le minimum de la surface du rectangle con

struit sur deux diamètres rectangulaires de Tellipse, cette 

courbe étint définie par sa propriété focale (Concours). 
Soient F, F ' et 0 les deux foyers et le centre de l'ellipse, 

M un point quelconque de la courbe que l'on projette en P sur 
le grand axe ; désignons MF', MF, OP, MO et l'angle MOP, 
respectivement, par x, y, z, a et a, et conservons aux lettres 
a,b, c leur signification ordinaire : on aura, d'abord, dans le 
triangle M FF ' 

1 (2) 



et. dans le triangle rectangle MOP 

<3) 

On a aussi, d'après la définition de l'ellipse, 

(4) 

Des équations (1), (3) et (4) on déduit, d'abord, 

(5) 

et des équations (2) et (4), après avoir multiplié par 2 les deux 
membres de la première, 

(6} 

Eliminant alors x— y entre les équations (5) et (6) et résol

vant l'équation obtenue par rapport à —\R . on a 

(7 ) 

Si maintenant on mène le demi-diamètre OM' perpendicu
laire sur le premier OM, et qu'on désigne sa longueur par u'. 
pour obtenir une équation qui donne cette longueur en fonc
tion de l'angle a et des constantes, il suffira de changer dans 
l'équation (7^ u en u' et a en 90 — a : on aura ainsi 

(8) 

Ajoutant enfin, membre à membre, les équations (7) et (8;, 
on obtient la relation entre u et u' 

•9) 

Mais la somme étant constante, le produit 

sera maximum, et, par suite, uuf sera minimum. 

lorsque sera égal à c'est-à-dire, lorsque u sera égal 

à II'. 

Ains i le rectangle construit sur deux diamètres rectangu

laires de l'ellipse sera mini muni, quand il sera construit sur 



deux dia mètres rectangulaires égaux, c'est-à-dire, sur les deux 
diamètres faisant des angles de 45° avec les axes. 

REMARQUE. — Il est facile de voir que le rectangle des dia

mètres rectangulaires de l'ellipse est maximum, lorsqu'il est le 

rectangle des axes. En effet, le problème de trouver le maxi

mum de uuf revient à Irouver le minimum de 

ou comme on Ta vu (Note I . Questions de Géométrie), à trouver 

le maximum de . Or cette dernière quantité es! 

évidemment la plus grande possible, lorsque v et u' sont, res
pectivement, égaux à a et b. 

PROBLÈME I X . 

*3$. Étant donnés un pomt A et une droite, par le point 
on mène deux droites rectangulaires qu'on prolonge jusqu'à 
leur rencontre en B et G avec fa première droite, on forme 
ainsi un triangle rectangle ABC; un second triangle rec
tangle A ' B ' C est obtenu, en menant les bissectrices de Vangle A 
et d'un angle droit adjacent: on demande de déterminer les 
deux triangles pour la condition que la somme de leurs sur
faces soit minim um. 

Adoptant les notations ordinaires pour le premier triangle, 
et désignant par a' l 'hypoténuse du second, je vais d'abord 
démontrer la relation suivante due à M. Manlieim 

(1) 

En égalant les deux expressions connues de la surface du 

triangle rectangle . on a, d'abord. 

(2) 

de même, en se rappelant que la bissectrice de l'angle A fait 

avec le côté opposé un angle égal à 90° on a 

i L. 



ou en remplaçant B — C par 2B — 90° 

(3) 

Élevant maintenant au carré les équations (2) et (3) et ajou
tant, membre à membre, on obtient la relation demandée. 

Gela posé, l'équation (1) peut se mettre sous la forme 

W ( a + a')*= a*a'* -f 8AW, 

et comme la question de trouver le min imum de la somme des 
surfaces des triangles revient à trouver celui de la somme des 
hypoténuses, la relation précédente prouve que le minimum 
demandé aura lieu en même temps que celui de aaf : or ce 
dernier min imum, lui-même, a lieu en même temps que le 

maximum du produit des facteurs -i- et \-- dont la somme 
' a1 a'* 

est constante en vertu de l'équation (1); donc enfin le mini 
mum demandé aura lieu quand les hypoténuses seront égales. 

En exprimant cette dernière condition par les équations (2, 
et ;3). on voit que les triangles ont une somme minimum 
quand Tangle B est égal à 67° 30'-

PROBLÈME X . 

133. Étant donnés (fig. 30) une droite X Y et deux points A 
et A' d'un même côté de cette droite, on demande de trouver 
sur X Y un point M, tel, qu'en se plaçant en ce point, on voie 
sous un angle maximum la droite AA' qui joint les deux 
points donnés. 

Soit prolongée la droite AA ; jusqu'à sa rencontre en O avec 
XY, et désignons OA, OA^OM et les angles MOA, AMA 7, res
pectivement, par a., a', x, « et M : on a 

Mais si des points A et A' on abaisse AB et A ; B 7 perpendicu
laires sur XY, on aura par les triangles rectangles BMA. BOA. 
B'MA' et B'OA' 



Substituant maintenant les valeurs de tg OMA et tg OMA' 
dans l'expression de tg M. il vient 

(a' — a) x sin « 
( \ ) [p- M = - - - ----- -
v ' b œ*— la + a') eos a .x + a a ' 
Alors, si l'on divise les deux termes de la fraction précédente 

par x, on voit que Ton est ramené à trouver le min imum de 
o.of 

x _ j — : — ^ c'est-à-dire, le minimum de la somme de deux 
x 

quantités dont le produit est constant. On sait que le minimum 

a lieu, lorsque les deux parties de la somme sont égales : on a 

donc 
x = , d ou x = y aa' • 

m 

On en conclut que le point cherché est le point de contact, avec 
in droite donnée, d ; un cercle qui est tangent à cette droite et 
passe par les deux points donnés. 

On voit ensuite facilement que Tangle maximum, que nous 
appellerons ' 5 , est donné par la formule 

(a — a') sin a 

l " ' ô = 2 V " ^ 7 — [n 4 - a*) cos « 

REMARQUE. — Si l'on suppose le point M à gauche de 0 . il 
sutfit de changer « en 180° — « dans le calcul précédent, La 

valeur de x reste alors toujours égale à y] aa', mais l'angle 

maximum y est donné par la formule 

(a — a') sin « 
(3) tgS ' i 2 \l aaf + (a -f- a') cos « 

PROKLISME X I . 

1 3 4 . Trouver le maximum de la surface d'un rectangle 

inscrit dans un segment de cercle donné. 

Soit (fig. 31) le segment A1B dans lequel est inscrit le rec
tangle DCEF dont il faut trouver le maximum : désignant par 
r le rayon du cercle donné et pa r a et x les angles BOI. DOJ 
(I est le milieu de l'arc AB). on trouve pour expression de la 
surface du rectangle 2r* sin x (cos x — cos «), et la question 
est ramenée à trouver le maximum de sin x (cos x — cos «, ou 
de (1 — cos a?) (1 + c o s œ ) ( ( ' o s — <~*os «)2-
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Bar suite, on aura 

Si l'on emploie la méthode des coefficients indéterminés, on 
divisera les trois facteurs de l'expression précédente, respecti
vement, par des indéterminées A, v. et l'on sera conduit 
aux équations 

Alors, en remplaçant dans la première équation v par 

les quantités proportionnelles 

on obtient 

(1) 2 cos* x — cos « cos x - 1 = 0. 

En rejetant la racine négative, on a pour cos x la valeur tou
jours admissible donnée par l 'équation (1) 

Dans le cas particulier où, le segment est un demi-cercle, 
cos « est égal à zéro et l'on trouve que l'angle x est égal à 45° : 
c'est ce qu'il est facile de vérifier directement. 

AUTRE MÉTHODE. — Il est facile de voir par des considéra
tions toutes semblables à celles dont nous avons fait usage dans 
la solution du problème II (125) que, si D est le point de l'arc 
auquel correspond le max imum, la droite HK, qui est tangente 
au cercle, au point D, et qu'on prolonge jusqu'à sa rencontre 
en K et II avec la corde AB et le rayon OG prolongés, doit être 
partagée par le point D en deux parties égales. 

Cela posé, si l'on tient compte de l'égalité des angles DOH. 
DOK et de celle des droites OH et OK, les triangles rectangles 
KOG, BOG et DOH donneront 



et en remplaçant cos 2 x par 2 cos* a?— 1, ou retombera bien 
sur l'équation (1). 

PROBLÈME XI I . 

135. Dans une suite de triangles le côté a et Vangle oppose 

À sont constantsy on demande d'étudier les variations de la 

quarntité b — c - j - h. 

On trouve, d'abord, comme au n" (loi); 

ou 

et tout revient à étudier les variations de la quanti té entre pa

renthèses, ou, en désignant les quantités 

, respectivement, par m, n et n discuter le tri

nôme • 

Lorsqu'on fait varier x depuis — OC jusqu'à - F - X le trinôme 

croît depuis — X> jusqu'à m. c'est-à-dire, sin ~ . puis il dé

croît jusqu'à — O C . Mais dans la discussion on doit tenir 

compte de la signification de la variable x. Or on observe que 

l'on a 

On devra donc, dans la question, considérer x comme une 
variable qui ne prend que les valeurs comprises entre zéro et 

cos ^ . Nous distinguerons deux cas principaux dans la dis

cussion, suivant que l'angle A est aigu ou qu'il est obtus ou 

droit. 

A 

1° L'angle A est aigu. Alors la valeur sin auquel corres

pond le maximum du trinôme est inférieure à la limite supé-



rietire de la variable, c'est-à-dire, à cos et le trinôme passe 

par le même maximum que lorsque x varie entre 

Plus généralement, on peut dire que, lorsque sin -

croit depuis zéro jusqu'à sin la quantité b — c -f- h croît 

depuis ou / jusqu'à ou 2 R , et que, lorsque 

croît depuis sin jusqu'à la quantité 

i décroît depuis 2 H jusqu'à a. 

2° A est obtus ou droit. Si A est obtus, sin est plus grand 

que cos et par suite, la variable x en croissant, à partir de 

zéro, n'atteindra pas la valeur à laquelle correspond le maxi
mum du trinôme. La quantité b — c -f- h ira alors constam
ment en croissant depuis / ' jusqu'à a. 

On arrive évidemment à la même conclusion quand A est 

égal à 9 0 ° , car alors et a ne forment plus qu'une seule 

cruantité. 

REMARQUE I . — On aurait encore pu faire la discussion, en 
ramenant tout à l'étude de la variation d'un produit de facteurs 

et 2 sin • dont la somme est con

stante. 

REMARQUE IT . — Nous pouvons donner ici un exemple de 
l'utilité de la connaissance des maxima et des minima pour la 
discussion de certains problèmes *. En effet, si Ton veut pré 
voir les différents cas de la discussion du problème X I I ( 1 0 0 ) , 
il suffit d'appliquer les résultats précédents et on arrive aux 
conséquences suivantes : 

Lorsque l'angle A sera obtus ou droit, le problème ne pourra 
avoir qu'une solution, et à la condition que la somme donnée 

* QUESTIONS DE GÉOMÉTRIE, chapitre V, pa^o 



soit comprise entre a et /'. Si l'angle A est aigu, le problème 
aura deux solutions, lorsque la somme donnée sera comprise 
entre son maximum 2R et là plus grande des deux quantités 
a et f, et il aura une seule solution, lorsque la somme sera 
comprise entre ces deux dernières quantités ; il sera enfin im
possible, lorsque la somme sera inférieure à la plus petite des 
quantités a et f ou supérieure à la plus grande. 

PROBLÈME X I I I . 

1 3 e . Dans une suite de triangles a et A sont constants, on 
demande d'étudier les variations du produit des bissectrices 
des angles B e t G. 

Appelant q le produit variable, on trouve facilement 

ou, par les transformations ordinaires 

Il suffira de faire varier cos depuis sa plus petite 

valeur, sin , jusqu'à sa plus grande, l 'unité. 

Représentons sin respective -

ment, par d, e et x, on aura à discuter une expression de la 

forme ou, en posant .r - j - e égal à y et laissant de 

côté une constante — 2e, une expression 

Nous distinguerons plusieurs cas. 

1° L'angle A est plus petit} que• 60°. Alors sin ^ est plus 



grand que sin et la quantité e2 — d\ est positive Si la va

riable y pouvait prendre la valeur V e 2 — d 2 , il y aurait un mi
nimum de la fonction correspondant à cette valeur : mais il 

n'en est pas ainsi. En effet, la quantité \Je2 — d* est égale à 

et cette dernière quantité est évi

demment plus petite que la plus petite valeur de //, qui est 

s m " Y + sin — A . Dès lors y ne prend dans la question que 

des valeurs supérieures à celle pour laquelle le minimum a 
lieu, et, par conséquent, le produit des perpendiculaires va 

constamment en croissant depuis 0 jusqu'à 

valeurs qui correspondent, respectivement, à l'angle 

égal à 90° • ou zéro. 

2° Vangle A est plus grand que 60° et /dus petit que 90° On 
a, d'abord. 

et 

A et 1 étant des angles obtus, dont le premier est 

le plus petit, sin - •A est plus grand que sin ou 

et on arrive à la même conclusion que dans le premier 

cas. 

3° A est plus grand que 90" mais plus petit que 120°. 

On déduit, d'abord, de l'hypothèse actuelle. 



et comme les angles 180° — ^ - A e t — sont des angles aigus. 

on a 

alors e'2 — d* est négatif. Mais on a vu en Algèbre que, 
dans le cas où e2 — d'2 est négatif, lorsque y croît depuis — oc 

jusqu'à zéro, la quantité y -| — croît depuis — oc jusqu'à 

-f- oc , que, y passant par zéro, elle saute brusquement de -f- oo 
à — oo et que ,y continuant de croître depuis zéro jusqu 'à-}-ce, 
la fonction croît, depuis — oo jusqu 'à - f - o c . Gomme, dans la 
question actuelle, y ne prend que des valeurs positives crois
santes, on peut conclure de ce qui précède que le produit des 
bissectrices prend encore des valeurs croissantes en même 

g Q 
temps que cos — croît, 

4° A est plus grand que 120° mais plus petit (pue 180°. 
11 en résulte, d'abord, 

I 8 0 ° < - | - A < 270". 

Alors sin — A est négatif et sa valeur absolue est plus petite 

que sin ^ . En effet, sin ^ A a même valeur absolue que 

sin^ A A — 180°j, et les deux arcs | A - 180* et -A dont le 

dernier est le plus grand, étant aigus, ou a 

s i n | y A — ! 8 0 ° | < sin A : 

la quantité e* - d'2 est donc négative comme dans le cas pré
cédent, et on arrive aux mêmes conclusions. 

On voit, en résumé, que, dans tous les cas, le produit des bis
sectrices a été en croissant, depuis zéro jusqu'à une valeur qui 
correspond au cas du triangle isocèle. 



PROBLÈME X I V . 

1 3 7 . Des différents /joints d'un cercle, on abaisse des per
pendiculaires sur les côtés d'un angle inscrit : on demande 
comment varie la somme des perpendiculaires, lorsque le point 
se déplace sur le cercle. 

Soit C l'angle donné dont les côtés coupent le cercle en A 
et B (flg. 32) : en tirant la corde A B on aura un triangle ins
crit dans le cercle, et les perpendiculaires M P et M Q , abaissées 
d'un point M du cercle sur les côtés C B et C A de l'angle, se
ront considérées comme positives, lorsque M et A seront d'un 
même côté de B G et M et B d'un même côté de A C , et elles 
seront négatives dans les cas contraires. 

Dans les calculs qui vont suivre, les perpendiculaires M P 
et M Q , prises avec les signes convenus, seront désignés par 
p et q, et l'on prendra pour variables les deux angles A C M , B C M 
qu'on représentera respectivement par « et S : seulement, 
lorsque le point M sera sur l'arc AG, v. sera considéré comme 
négatif. 

Tout cela étant admis, je vais faire voir que la somme des 
perpendiculaires a toujours la même expression. 

1° Le point M est sur l'arc A B . On a 

p-\-q — M G (sin « -f- sin rpj. 

mais, comme dans le triaugle M B C , on a 

on obtient 

P 

et en tenant compte de ce que la somme des angles a et 3 est 
égale à G, on trouve par les transformations ordinaires 

M) 

2° Le point M est sur l'arc BG. En se rappelant les signes 
convenus, on a, d'abord, 



Mais le triangle MBG donne 

M B = ^ s i n (A — p ) m 

sin A 

alors si l'on observe que, dans ie cas actuel, la différence des 
angles a et p est égale à G, et qu'on effectue les transforma
tions analogues à celles du premier cas, on retombe sur la for
mule ( l ) . 

3° Le point M est sur l'are AC. En tenant compte à la fois 
des signes de />, q et a, on a 

p -f- q = MG (sin « -f- sin p) : 

la somme des angles « et p étant, d'ailleurs, égale à G, on re
tombe identiquement sur les calculs du premier cas et la for
mule (1) est encore démontrée. 

DISCUSSION DE LA FORMULE ( \ , . 

Tout revient à étudier les variations de sin {k - j - - ^ - C—2«j. 

Dans ce qui va suivre, nous supposerons que l'angle A est le 
plus grand des deux angles A et B lorsque ces deux angles 

sont inégaux ; il en résulte que l'angle A + ^ est égal ou 

supérieur à 90°. 
Gela posé, faisons tourner le point M sur la circonférence, à 

partir du point A et dans le sens ABC. L'angle variable 

A || G — 2c/. est, d'abord, égal à l'angle A - { - - ~ G, néces

sairement obtus, puisque l'angle A -(- -~ est égal ou supérieur 

à 90°. L'angle a croissant, l'angle A - j - C — 2 a diminue, et 

le sinus de ce dernier angle augmente, jusqu'à ce que l'angle a 
A 3 

ait près la valeur —- -f- — G— 45° pour laquelle le sinus est 

égal à I. 
D'ailleurs, l'angle a est toujours resté positif puisque 

3 

A -f- — C est plus grand que 90° ; le point M qui correspond à 

A 3 

la valeur égale à — -f- — G — 45° ne pourra donc pas être 



situé sur l'arc AG ; mais il sera situé sur l'arc AB ou sur 
l'arc B C suivant que l'angle A sera plus petit ou plus grand 

que 90° . car alors l'angle a sera plus petit ou plus grand 

que G. 

Lorsque l'angle « continue de croître, Tangle A 

devenant aigu et restant décroissant, a un sinus qui diminue: 
le point D déterminé par la valeur de « qui est égale à 

45° est donc une position du point M pour la

quelle la somme p - \ - q est un maximum. 
Je dis maintenant que l'angle «, continuant de croître, pren

dra la valeur avant que le point M n'ait atteint le 

point C. En effet, lorsque le point M est en G. l'angle a est 
égal à 180° — B. et on a évidemment 

Lorsque <z atteint et dépasse l'a valeur , le sinus 

de l'angle - 2 a passe du positif au négatif et con

tinue de décroître, tant que la valeur absolue de l'arc variable. 

c'est-à-dire, 2* est inférieure à 90° : mais la va

leur — 90° est atteinte et dépassée avant que le point M ne 

soit arrivé en G, car, si Ton remplace, dans 2 a -

langie a par Î80 — A, on obtient MO0 — 2 B - ~ A . et 

cet angle est supérieur à 90°, puisque A + R + ' G est égal à 

180° et fi ni fé rieur à 90°. 

Lorsque a atteint la, valeur ],our laquelle 

l'angle 2a devient égal à 90°. la somme p -\- q 



passe par un min imum. En effet, si E est le point déterminé 
par la valeur précédente de a, lorsque le point M arrive e n E , le 
sinus a cessé de décroître pour croître. 

Je dis entin que, lorsque le point M va de E en G, puis de 
C en A, la somme p-\-q va en croissant jusqu'à la fin. En 
effet, lorsque le point M se déplace de E en G, Tangle 

3 
2« — A — y G reste toujours évidemment inférieur à 180°, et 

le sinus de Tare de signe contraire va toujours en croissant. 
Lorsque le point M marche ensuite de C en A, « croît, depuis—B 

jusqu'à zéro, et l'arc A + ~ C—2« décroît, depuis 180°+ B + 

jusqu'à A + ~ - C , c'est-à-dire, en restant toujours dans le troi

sième et le second quadrant , puisque B -f- est toujours plus 

petit que 90° e t A - j - C plus grand que 90° : le sinus de l'arc 

A + "|~C — 2« va donc constamment en croissant. 

Détermination géométrique des points D et E auxquels cor-
respondent le maximum et le minimum. 

Je vais démontrer que les points D et E sont les points de 
contact de deux tangentes au cercle, perpendiculaires h la bis
sectrice CI de l'angle G. 

Menons le rayon OD parallèle à la bissectrice Ci et dirigé du 
côté opposé au sommet G (fig. 33); le point D sera le point de 
contact de l 'une des tangentes qu'on vient de définir. Pour 
qu'il soit démontré que ce point D est bien le point auquel cor
respond le max imum, il suffit de prouver que l'angle DCA est 

égal à 

Or. si Ton tire les droites OC et DC, on a 

et, d'autre pari. 



d'où 

e t par suite, 

la première partie est donc démontrée. 
Maintenant pour que la seconde le soit, il suffit évidemment, 

puisque Tangle DCE est droit, de vérifier que la différence 

entre les deux angles 

est égale à 90° : or c'est ce qui a effectivement lieu. 

PROBLÈME X V . 

138. Étant menée une tangente AD à un cercle donné 0 

;fig. 22;, on prend sur cette tangente un point D, et par ce point 

on mène une sécante BCD au cercle : on demande quel doit 

être l'angle de la sécante avec la tangente pour que ta surface 

du triangle ABC soit maximum, 

Nous considérerons d'abord le cas particulier ou le point D 
est à une distance égale au rayon du point de contact A. 

En désignant par I I , m 2 , a,«et S le rayon du cercle,la surface 
ABC, la longueur AD et les angles BDA, ODA, on a trouvé 
(Pr. XVII , 117) la formule suivante : 

Mais, dans l'hypothèse actuelle, ¡3 est égal à 45 d et sin (26— «) 
est égal à cos « ; on est donc ramené à trouver le maximum 
de s in 3 « cos « ou de (sur 2 a) 3 cos 2 «, c'est-à-dire, à déterminer 
le maximum d'un produit de deux facteurs sin 2 « et cos 2 « qui 
sont élevés, respectivement, aux puissances 3 et 1, et dont la 
somme est égale à l 'unité : or d'après un théorème connu en 
Algèbre, le maximum a lieu quand on a 

ou 

c'est-à-dire, lorsque Tangle a est égal à f>0u. 



Quandl 'angle ï est different de 45°, l'expression de m* ne se 
prête plus à l'application des méthodes élémentaires. Je vais 
alors chercher le maximum par la méthode des infiniment 

petits. 

Considérons la sécante dans deux positions voisines DC et 
D C , et supposons qu'à la première corresponde le maximum : 
alors l 'augmentation de la surface du triangle ABC, quand la 
sécante passe de la position DC à ia position DC 7 , peut être 
considérée comme étant égale à la différence des triangles 
DCC et DBB' , tandis que la diminution est égale à la somme 
des triangles ABB' et A C C . On a ajouté, il est vrai, aux deux 
quantités, dont on veut prendre le rapport, la différence ou la 
somme de deux triangles BLB', CMC', mais les rapports de 
ces triangles aux premiers ayant, pour limites, zéro, leur intro
duction est permise. 

La condition du maximum est 

Tirons les cordes BB', C C , et prolongeons-les jusqu'à leur 
point de rencontre en G', et aussi, jusqu'à ce qu'elles coupent 
la tangente AD aux points E' et F ' : si l'on remarque que les 
triangles D C C et A C C , DBB' et ABB' , ayant, deux à deux, 
même base, sont, entre eux, les premiers comme DF' est à AF', 
les seconds comme DE' est à AE' , on aura 

D'ailleurs, le premier membre de l'équation précédente 
étant homogène, par rapport aux aires DCC, DBB', on peut 
remplacer ces aires par les quantités proportionnelles D C x D C . 
D B X D B ' , et l'on a 

Passons maintenant aux l imites; les longueurs D C et DB' 
deviennent égales à DC et à DB, les sécantes C C et BB' de
viennent les tangentes en C et D. et si Ton désigne par E,F,G 
les positions limites des points E' .F' ,G'. e est-à-dire, celles qui 



correspondent aux tangentes en C et D, les rapports 

auront, pour limites respectives, Toutes 

les substitutions que nous venons d'indiquer étant laites dans 
l'équation de condition, on trouve sans difficulté 

(V. 

c'est cette relation que nous allons prendre pour point de dé
part des calculs. 

Posons : 

Les triangles DBE, DGF donnent, d'abord. 

et en divisant, membre à membre, ces équations, il vient 

substituant maintenant dans l'équation (!) à sa valeur 

tirée de l'équation précédente, on a 

d'où l'on déduit, à la manière ordinaire, 

'Y; 

Mais si l'on abaisse 01 perpendiculaire sur BC, et que Ton 
tire les rayons OB et OA, on obtient les triangles rectangles 
01 B. OID et OAD qui donnent 

on a, par suite, 



substituant maintenant dans l'équation (2) les valeurs de 
y -\- x et y — x tirées des équations précédentes, on obtient 

D'autre part, les deux triangles 0 1 B, OID donnent 

d'où l'on tire 

(3) 

et en remplaçant, dans l'équation précédente, cos a p a r l a va
leur tirée de l 'équation (3), il vient 

(4) 

Élevant maintenant au carré les deux membres de l'équa
tion (3) et ajoutant, membre à membre, avec l 'équation (4), 
on a 

Remplaçons alors, dans l'équation précédente, les quantités 

tg X, 2 s in 2 (>. — i

/5), 2 sin 2 ¡6, respectivement, par 

1 — cos(2X — 23),1 -— cos 23, nous aurons 

ou encore 

et enfin 

(5) 

'équation (5) résout la question proposée. 

Quand S est égal à 45° on tire de l'équation (5) 

1G 



On est alors ramené à construire un triangle RTD, dans 
lequel on connaît un angle et les deux segments que la hau
teur partant de ce sommet détermine sur le côté opposé. 
M. John Mulcahy est arrivé à la même construction par des 
considérations purement géométriques (*). 

E X E R C I C E S S U R L E C H A P I T R E V I I -

1. Trouver la limite de l'expression (1 — x) tg , lorsqu'on lait 

tendre x vers l'unité. 

2. Trouver les limites de 

, lorsqu'on fait tendre h vers zéro. 

3. Un polygone régulier étant inscrit dans un cercle donne, on le 
décompose en triangles par des diagonales partant d'un môme sommet, 
puis on inscrit un cercle dans chaque triangle : on demande de trouver 
la limite vers laquelle tend la somme des rayons de ces cercles, lors
qu'on fait croître indéfiniment le nombre des côtés du polygone 
régulier. 

(*) PRINCIPES DE GÉOMÉTRIE MODERNE, par M. Mulcahy, 

l'angle > est donc alors égal à 60°, comme nous l'avons trouvé 
par la première méthode. 

Construction géométrique de la sécante. — De l'équation (5) 

on déduit 

Maintenant si, du point D, on mène la seconde tangente DQ 
au cercle, qu'on élève RST perpendiculaire à la sécante DBC 
au point S, et qu'on la prolonge j u s q u e la rencontre en R et T 
avec les deux tangentes D A et DQ, on aura, d'après l'équation 
précédente, 



4. Étudier les variations de sin x z b coséc a?, séc x ± t g x et de 

séc x ± coséc x . 

5. Étudier les variations de x — sin x 9 tg x — séc x — x . 

6. Étudier les variations des fonctions 

sin x-\-b cos # a tgx-j-b cotgx aséex + b coséc # 

a' sin a? + c o s # ' a ' tg a? + cotg a? ' a ' séc a; -f-// coséc x 

Lorsqu'on fait varier l'arc x depuis — oo jusqu'à -|- oc . 

7. Trouver les conditions qui doivent être remplies par les coeffi
cients a,b, a', b', pour que les fractions précédentes soient constantes. 

8. On retranche la suite sin x + sin 2x + . . . -f- sin nx de celle 
qu'on en déduit en changeant x en x -f- h , on divise la différence par h 
et l'on fait tendre h vers zéro : on demande de trouver la limite du 
quotient et d'en déduire la somme de la suite 

cos x -f- 2 cos 2a? —j- 3 cos 3a? - j - . . . -J- n cos nx. 

9. Trouver la propriété caractéristique du triangle dans lequel le 

r 
rapport — est maximum. 

10. Trouver la propriété caractéristique du triangle dans lequel le 

rapport ; — est maximum. 

11. On décrit trois cercles tangents extérieurement au cercle cir
conscrit à un triangle et à deux des côtés de ce triangle, et l'on divise 
le produit des rayons des trois cercles par le cube du rayon du cercle 
circonscrit : on demande de trouver la propriété caractéristique du 
triangle pour lequel le rapport est maximum. 

12. Par l'un des points d'intersection de deux cercles qui se coupent, 

on mène une sécante, et Ton tire les trois rayons qui passent par les trois 

points où la sécante rencontre les deux cercles ; on obtient ainsi deux 

triangles : on demande d'étudier la variation de la somme de leurs 

surfaces. 

13. Étant donnés un cercle et deux tangentes parallèles, on propose 
de mener une troisième tangente au cercle, telle que, si l'on joint, par 
des droites, ses points de rencontre avec les deux premières tangentes 
à un point fixe pris sur le diamètre correspondant aux deux premières 
tangentes, l'angle des deux droites soit un minimum. 

14. Étant donnés un angle droit et un point pris sur l'un de ses 

côtés, on demande de mener par ce point deux droites, telles, que le 

rapport des segments compris entre le sommet de l'angle droit et leurs 



points d'intersection avec l'autre côté soit connu et que leur angle soit 
maximum (Concours). 

15. Étant donnés un carré et une circonférence concentriques, en 
quels points de la circonférence doit-on se placer pour que la somme 
des v angles sous lesquels on voit les diagonales du carré soit maximum 
ou minimum ? 

16. Étant donnée une demi-circonférence, sur le prolongement du 
diamètre AB qui la termine et, de part et d'autre du centre, on prend 
deux points C et D, et Ton joint un point M de la circonférence aux 
quatre points A, B, C et D : on demande de déterminer le point M 
par la condition que la somme des angles AMC, BMD soit minimum. 

17. Dans un triangle ABC, a et A étant constants, on propose d'étu
dier les variations de i -\- /c, i -f- k -~ /*, r et r' (Notations du 
no 87). 

18. Dans un triangle ABC, 2p et A sont constants, on propose d'étu
dier les variations de S, ?% R et a -f- h. 

19. Un angle étant circonscrit à une circonférence, d'un point quel
conque de cette courbe, on abaisse des perpendiculaires sur les deux 
côtés de l'angle : on demande d'étudier les variations de la somme de 
ces perpendiculaires. 

20 Un angle étant circonscrit à une circonférence, d'un point de 
cette courbe, on abaisse des perpendiculaires sur l'un des côtés de 
l'angle et la 'corde des contacts: on demande d'étudi er la variation de 
la somme de ces perpendiculaires. 

21. Étant donnés un demi-cercle et un point pris sur le prolonge
ment du diamètre qui le termine, on propose de mener par ce point 
une sécante, telle, que, si l'on joint par des droites ses points d'inter
section avec le cercle aux extrémités du diamètre, le quadrilatère inscrit 
ainsi obtenu soit maximum (Emploi de la méthode infinitésimale comme 
dans le problème XV). 

22. Parmi tous les triangles qui ont un côté et la somme des autres 
constants, quel est celui qui a la plus grande hauteur correspondant au 
coté donné? 

23. Parmi tous les triangles ayant un angle et la somme des côtés 
qui comprennent cet angle constants, quel est celui qui a la plus grande 
hauteur ? 

24. Parmi tous les triangles qui ont un angle et le rayon du cercle 
inscrit constants, quel est celui qui est tel, que la somme des droites 
qui joignent le centre du cercle inscrit aux trois sommets est minimum? 

25. Parmi tous les triangles qui ont la surface et un angle constants, 



quel est celui qui est tel, que la somme des carrés de ses côtés est 
minimum? 

26. Parmi tous les triangles qui ont une hauteur et le rayon du 
cercle inscrit constants, quel est celui qui a le plus petit périmètre ? 

27. Parmi tous les triangles inscrits dans un cercle donné, quel est 
celui qui est tel, que la somme des carrés des distances du point d'in
tersection des hauteurs aux trois sommets est minimum? 

28. Par les trois sommets d'un triangle, on mène des droites qui font 
des angles égaux avec les côtés de ce triangle dans un même sens de 
rotation : trouver quel doit être l'angle pour que le triangle formé par 
l'intersection des droites soit maximum ou minimum. 

29. Trouver la plus petite de toutes les droites qui sont inscrites 
dans un angle donné et passent par un point de la bissectrice de cet 
angle. 

30. Un angle constant étant inscrit clans un cercle donné et ayant 
son sommet en un point fixe, on décrit un cercle tangent extérieurement 
au cercle donné et aux deux côtés de l'angle : on demande de placer 
l'angle de manière que le rayon du second cercle soit maximum. 

31. Par un point pris dans le plan d'un angle, mener une transver
sale, telle, que la somme des carrés des inverses des segments compris 
entre le point donné et les points où la transversale coupe les côtés de 
l'angle soit maximum ou minimum. 

32. Par l'un des sommets d'un triangle, on mène une droite qui 
partage le triangle en deux autres : on demande d'étudier la variation 
de la somme des rayons des cercles inscrits dans les deux triangles. 

33. Étant donnés deux points, l'un P pris sur le côté BC du triangle 
ABC, l'autre Q sur son prolongement, p a r l e point Q on mène une sé
cante quelconque qui coupe les côtés AB et AC en D et E, et l'on tire 
les droites EP et DP : on demande de trouver le maximum de l'aire du 
triangle DPE. 

34. Par le pied H de la hauteur AH d'un triangle ABC, on mène des 
droites HD et EH qui font des angles égaux avec la hauteur et qui cou
pent les côtés AB et AC en D et E, puis on tire la droite DE : on de
mande le maximum de l'aire du triangle HDE. 

35. Étant donnés deux points sur la bissectrice d'un angle droit, par 
l'un d'eux, on mène une droite qui coupe les deux côtés de l 'angle, e* 
Ton joint par deux droites les deux points d'intersection au second 
point donné : on demande d'étudier la variation de Tangle des deux 
droites. 



36. Étant donnés un point et une droite, on fait tourner un angle 
constant autour du point donné : on demande de trouver le cercle, 
de rayon minimum, inscrit dans le triangle formé par la droite et les 
deux côtés de l'angle. 

37. Par deux points pris sur deux des côtés adjacents d'un parallélo
gramme, on mène deux droites parallèles qui rencontrent les deux 
autres côtés : on demande quelle doit être la direction de ces droites 
pour que la somme des segments qu'elles interceptent sur les deux der
niers côtés, à partir des sommets où aboutissentjles premiers, soit maxi
mum. 

38. Trouver parmi tous les trapèzes que l'on peut inscrire dans un 
demi-cercle celui qui a la surface maximum. 

39. Un trapèze isocèle, de hauteur donnée, étant inscrit dans un 
cercle connu, on demande de trouver le maximum de la surface. 

40. Étant données une circonférence et deux tangentes qui se cou
pent, on propose de mener une troisième tangente, telle, que le rayon 
du cercle inscrit dans le triangle formé par les trois tangentes soit 
maximum. 

41. Par un point pris dans le plan d'un cercle, on mène une droite 
qui coupe le cercle en deux points A et B, et, par les milieux C et D des 
deux arcs qui ont pour corde commune AB, on tire les droites G A et 
GB : on demande le maximum de la surface du quadrilatère ABCD. 

42. On partage une droite donnée en deux segments, sur chacun 
d'eux comme diamètre on décrit un cercle, on mène une des tangentes 
communes extérieures, et on joint par des droites ses deux points de 
contact à celui des deux cercles : on demande de trouver le maximum 
de l'aire du triangle formé par les deux droites et la tangente com
mune. 

43. La somme cos x -f- cos y étant constante, on propose d'étudier 

l a variation de la somme sin x + sin y. 

44. La somme sin x H- sin y étant constante, on demande d'étudier 
la variation de la somme coséc x -f coséc y. 

45. Soient deux cercles concentriques : dans le plus petit on inscrit 
un polygone régulier d'un nombre de côtés donnés, et on construit des 
triangles isocèles, ayant pour bases les côtés du polygone et dont les 
sommets soient placés sur le second cercle; on relève tous les triangles 
isocèles de manière à former une pyramide régulière ayant pour base 
le polygone : on demande de trouver le maximum de tous les volumes 
qu'on obtient en faisant varier le rayon du plus petit cercle. 

46. Deux points étant situés d'un môme côté d'une droite donnée, on 



demande de trouver le minimum de la somme des deux droites qui 
joignent un point quelconque de la première droite aux deux points 
donnés. 

Dans ce problème et les trois suivants on prendra comme 

variables auxiliaires les tangentes des moitiés de certains 

angles. 

47. Le baron T***, qui habite le château B situé à une distance 
donnée d'une voie de chemin de fer, demande qu'une gare soit placée 
dans une position, telle que, s'il se rend dans sa voiture à la gare, puis 
en chemin» de fer, de la gare à une ville située sur la voie, il arrive à 
destination dans le temps le plus petit possible : on demande en quel 
point de la voie la gare doit être placée. 

48. Deux points A et B sont situés de part et d'autre d'une droite; 
on suppose qu'un mobile aille du point A à un point G de la droite 
avec une vitesse donnée, puis du point G au point B avec une autre 
vitesse aussi donnée : on demande de trouver la position du point G 
pour laquelle le temps employé à parcourir le chemin ACB est mini
mum (Problème de Fermât, relatif à la réfraction.). 

Après avoir exprimé le temps employé à parcourir le chemin 

ACB, en fonction des tangentes des moitiés des angles que AG 

et GB font avec la droite donnée, et avoir trouvé une relation 

entre ces deux tangentes, on remplacera, dans la première 

expression, l 'une des tangentes en fonction de l 'autre, et l'on 

sera conduit à trouver le minimum d'une fraction dont les 

deux termes seront du second degré par rapport à une même 

variable. 

49. Parmi tous les points d'un plan qui sont également éclairés par 
deux points lumineux A et B situés dans ce plan, trouver ceux qui sont 
les plus éloignés de la droite AB. 

50. Trouver parmi tous les cylindres que l'on peut inscrire dans une 
sphère celui dont la surface totale est maximum. 

On prendra pour inconnu l'angle que font entr'eux le rayon 

de la sphère passant par l 'un des sommets du rectangle géné

rateur et le rayon parallèle à l 'un des côtés de ce rectangle. 

5 1. Trouver parmi tous les cônes droits que l'on peut circonscrire à 
une sphère celui qui a i e volume minimum. 

Dans ce problème et les neuf suivants, on prendra pour in 

connu le demi-angle du cône. 

52. Quel est parmi tous les cônes droits que l'on peut inscrire dans 
une sphère celui qui a le plus grand volume? 



53. Par le centre d'une sphère on fait passer un plan, et l'on circon
scrit à cette sphère un cone droit qui ait sa base sur ce plan et son 
sommet en un point de la perpendiculaire au plan menée par le 
centre de la sphère : on demande quel est le cone de volume mini
mum. 

54. On circonscrit à une sphère un cylindre droit, indéfini, et l'on 
prend, sur l'axe de ce cylindre, deux points équidistants du centre, pour 
sommets de deux cones droits qui soient tangents à la sphère et que 
l'on prolonge jusqu'à la rencontre de la surface cylindrique : on forme 
ainsi un volume dont on demande le minimum. 

55. On coupe une sphère par un plan, et on lui circonscrit un cone 
droit tangent le long de la section : on demande de trouver le mini
mum de la surface du cône augmentée de m fois celle de la zone qui 
lui est extérieure (m est un nombre positif plus grand ou plus petit que 
l'unité). 

56. Parmi tous les cones de môme surface totale quel est celui qui a 
le volume maximum ? 

5 / . Un volume est formé d'un cylindre droit de rayon donné et de 
deux cônes droits égaux ayant pour bases celles du cylindre : la surface 
totale du volume étant donnée, on demande d'étudier la variation du 
volume. 

58. Quel est parmi tous les cônes droits, inscrits dans une sphère, 
celui dont la surface totale est maximum ? 

Dans ce problème et les deux suivants on fera usage de la 
méthode des coefficients indéterminés. 

59. Quel est de tous les troncs de cône droit qu'on peut inscrire dans 
un hémisphère celui qui a la plus grande surface to ta le? 

60. On inscrit un cylindre dans une sphère, et on prend ses deux 
bases pour celles de deux cônes droits qui ont leurs sommets sur la 
sphère : on demande le maximum du volume formé du cylindre et des 
deux cônes. 

61. Un point lumineux éclairant une surface horizontale infiniment 
petite se meut sur une verticale : à quelle distance de la surface doit-il 
être placé pour que cette surface soit aussi éclairée que possible ? 

62. Un prisme triangulaire et un point lumineux étant donnés, si 
l'on ne considère que les rayons émis clans une section principale, on 
demande dans quel cas l'angle du rayon incident et du rayon émer
gent sera minimum. 



C H A P I T R E V I I I . 

A P P L I C A T I O N S P R A T I Q U E S DE LA TRIGONOMÉTRIE. 

PROBLÈME 1. 

139. Trouver la distance d\in point A à un point B inac
cessible mais visible. 

Mesurez une base AC passant par le poinj; A et déterminez, 
à l'aide du grapliomètre les angles BAC, BCA : dans le triangle 
ABC on connaîtra un côté et deux angles, on pourra donc cal
culer le côté A B . 

REMARQUE. — On pourrait substituer au calcul une mesure 
sur le terrain.. Pour cela, on prendrait une base AC faisant 
avec AB un angle droit, et l'on s'éloignerait du point A sur 
cette base jusqu'à ce que l 'angle ACB fût de 45°; alors, le 
triangle BAC étant rectangle et isocèle, on aurait la distance 
cherchée en mesurant AC : dans ces opérations sur le terrain, 
on pourra, d'ailleurs, remplacer le grapliomètre par Téquerre 
d'arpenteur. 

PROBLÈME I I . 

140. Trouver la distance de deux points A ^ B tous deux 
visibles niais inaccessibles. 

1 r e M É T H O D E . — On choisit un point C du terrain d'où l'on 
puisse voir les points A et B, et Ton détermine l'angle ACB au 
graphomètre; puis, suivant la méthode du problème précé
dent, on calcule les distances du point C aux deux points A et 
B : on est alors ramené à calculer le côté d'un triangle dans 



lequel on connaît deux côtés et Tangle compris. Pour simpli
fier les calculs, on prendra la même base dans la détermination 
des longueurs AC et BC. 

2 e M É T H O D E . — On se place en un point C d'où Ton voit la 
droite AB sous un angle a qu'on détermine ; puis on se place 
successivement aux deux points A' et B ' , situés sur les pro
longements de CA et CB et d'où Ton puisse voir AB sous des 

angles égaux à : en mesurant la distance A'B' on aura la 

distance demandée. En effet, les deux triangles BCA', ACB', 
sont isocèles et, par suite, les triangles ACB, A'CB' sont égaux. 

3 e MÉTHODE. — Ayant toujours pris sur le terrain un point 
arbitraire C, et lu au graphomètre Tangle ACB, on élève CD 
et CE perpendiculaires, respectivement, à AC et BC dans un 
sens, tel que Tangle DCE soit égal à ACB ; puis on détermine 
sur ces droites des points D et E, tels que, de ces points, on 
voie la droite AB sous le même angle que du point C : en 
mesurant la distance DE, on aura la longueur demandée. 

En effet, à cause de l'égalité des angles ACB, AEB et ADB 
les cinq points A, B, C, D, E sont sur un même cercle et 
comme, de plus, les deux angles ACB, ECDsont égaux, les 
cordes ED et AB sont égales. 

4 e M É T H O D E . — Les directions CA et CB partant du point 
arbitraire G ayant été jalonnées, on élève sur ces directions, 
comme dans le problème précédent, les perpendiculaires CD et 
CE ; on s'éloigne ensuite du point A, successivement, sur ces 
dernières droites, jusqu 'à ce que Ton soit arrivé en des points 
D et E, tels que les angles CDA, GEB soient égaux à 45°. En 
mesurant ED on aura 'évidemment la distance demandée. 

5 e M É T H O D E . — On choisit sur le terrain une base XY 
(fig. 34), et Ton détermine sur cette base deux points G et D,tels, 
que les angles AGX, BDX soient droits ; on se place ensuite, 
successivement, en deux autres points E et F de la base, tels 
que les angles AE C, BFD soient égaux à 45°, puis on mesure 
les distances CE et D F , on a alors AB par la formule 

AB = V CD + ( D F - CE) 2 . 

C'est ce que Ton voit facilement en portant, de D en 1, une 



longueur égale à DF — CE et tirant la droite CI, car ID étant 
égale à la différence entre BD et AC, la figure ABIC est un 
parallélogramme et CI est égale à AB. 

REMARQUE. — Dans cette méthode et la précédente, on peut 
employer aussi bien féquerre d'arpenteur que le graphomètre. 

6 e MÉTHODE. — Une base ayant été jalonnée, d'abord, avec 
beaucoup de soin, (si une route bien droite se trouve dans le 
voisinage des deux points, on prendra pour base l 'un de ses 
bords}, un observateur mun i d'un graphomètre se dirige le 
long de la base jusqu'à ce qu'il voie la droite AB, successive
ment, sous chacun des deux angles maxima p et p' ; I et F 
étant les deux stations auxquelles correspondent les angles 
maxima, il mesure ensuite la distance I F . 

Je dis maintenant que cl et x étant les distances I F et AB, 
la distance AB est donnée par la formule 

(1) 

En effet, 0 étant le point de rencontre de la base I F avec AB 
prolongée, on a (Problème X, 133) 

et, par suite, 

Alors, avec les notations actuelles, les formules (2) et (3), (133), 
deviennent 

(2) 

(3) 

Résolvant les deux dernières égalités par rapport aux dénomi
nateurs, puis ajoutant et re t ranchant , membre à membre, on 
trouve 



substituant maintenant à coséc a et cotg a les valeurs précé
dentes dans l 'équation 

on obtient 

Cette équation n'a qu'une seule racine réelle et positive. En 
calculant cette racine on trouve sous le radical la quantité 
1 + cotg 2 p - f cotg 2 S' -f- cotg 2 p cotg 2 p' qui est égale à 

et en achevant 

les calculs on arrive bien à la formule (1). 

On peut encore établir la formule (1) d'une autre manière. 
On sait que les deux points T et V sont les deux points de con
tact, avec la droite donnée, de deux cercles O et O' passant par 
les points A et B : soient r et r' les rayons des deux cercles O 
et O' ; si l'on tire les droites OO', 0 1 , O T , on obtient un trapèze 
qui donne 

(4) 

on a ensuite facilement 

et, par suite, 

et en substituant dans l'équation (4) à 0 0 ' et à (10 —- TO') 2 les 
valeurs précédentes, on trouve 

(cotg p - f cotg pJfx1 = (coséc p — coséc p'fx* + 4d 2 , 

et, après quelques calculs très simples, on retombe sur la for
mule (1) déjà trouvée. 

7 e MÉTHODE. — Ayant jalonné une base, comme dans la 
méthode précédente, on détermine sur cette base un point d'où 
l'on voie la distance AB sous un angle maximum ,6, puis on se 
dirige sur la base jusqu'à ce qu'on soit arrivé en un point 0 
qui soit en ligne droite avec les points A et B , c'est-à-dire, tel, 



que l'un de ces derniers points cache l'autre à l 'observateur; 
on lit au graphomètre l 'angle A'OI ou a ; enfin on mesure la 
distance d des deux stations. 

Je dis qu'on aura la distance cherchée x par la formule 

(5) 

Adoptant les mêmes notations que dans la méthode précé
dente, sauf que Ton représente maintenant par d la distance 
01 au lieu de la distance double I I ' , on devra changer d en 2d 
dans la formule (2) donnée plus haut, et l'on aura 

(6) 

'd'où l'on déduit 

(7) 

de cette équation on tire les valeurs des racines x' et xn qui 
sont alors données par les formules 

(8) (9) 

Mais je dis que la valeur de x" doit toujours être rejetée, et 
que, par suite, la formule (8) résout seule le problème. 

D'abord, lorsque l'angle p est obtus, ou bien, lorsque l'angle 
¡3, étant aigu, est plus grand que l'angle a, la valeur x" doit 
être rejetée comme négative : mais, dans toute autre circons
tance, c'est-à-dire, quand l'angle ¡3 est un angle aigu plus petit 
que a, la valeur de x" est encore inadmissible. 

En effet, il résulte de l'équation (6) dans laquelle le radical 
est pris nécessairement avec le signe —, que Ton doit avoir x 

plus petit que Mais la valeur x" peut se mettre sous 

la forme 

et le second facteur de ce produit est toujours plus grand que 
1, car en écrivant qu'il en est ainsi, on trouve la condition, 
toujours satisfaite, que cos a cos /3 est plus petit que l 'unité : 



on voit donc que, dans le cas actuel, la valeur de x" doit être 

rejetée comme plus grande que 

Quant à la formule (i), il est évident que l l e donnera tou
jours pour x' une valeur admissible, si a et p sont des angles 
obtenus par une* opération sur le terrain. Mais il n 'en est.plus 
ainsi, s'il s'agit d'un problème où les données a et p sont prises 
au hasard : on trouve alors que si l'angle |3 est aigu, il n 'y a 
aucune condition, mais que si S est obtus, il devra être plus 
petit que 180° — a, afin que la valeur de x' soit positive. 

Autre manière de faire le calcul. — Soient A et A' les 
angles du triangle IAA' qui sont adjacents à AA' (on.se sert de 
la figure (30) mais après y avoir remplacé la lettre M par I) : 
on a, d'abord, en tenant compte de la mesure des angles dans 
le cercle qui est à la fois circonscrit au triangle IAA' et tan
gent à la droite X Y au point I , 

d'où 

Mais en tenant compte des valeurs qu'on vient de trouver 
pour les angles A et A', les triangles OAI, IAA' donnent 

et en multipliant, membre à membre, ces dernières équations, 
on a 

d'où l'on déduit immédiatement la formule (1). 

La formule (t) a été donnée sans démonstration par M. Tod-
hunter dans son Traité de Trigonométrie. 

PROBLÈME I I I . 

141. Problème de ï»otheiiot. — Trois points A, B, C 
étant donnés sur un terrain horizontal (fig. 35), trouver sur le 
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même plan un point M, sachant que, de ce point, on a vu les 
droites CB et CÀ sous des angles connus « et ¡3. 

Prenons pour inconnus auxiliaires les deux angles MBG, 
MAC que nous appellerons x et y, et désignons aussi l 'angle 
BCA par C et les droites CB et CA par a et b : on aura, 
d'abord, 

( i ) 

et, en calculant la diagonale MC dans les deux triangles MBC. 
MAC, il vient 

(2) 

d'où l'on tire 

(3) 

Les équations (1) et (3) montrent qu'on est ramené au pro
blème connu de trouver deux angles, connaissant leur somme 
et le rapport de leurs sinus (45). L'angle x étant calculé, on 
aura l'angle BCM égal à 180° — A — x, et on calculera MC 
par la première des formules (2) : on pourra donc facilement 
retrouver la position du point M. 

P R O B L È M E I V . 

143. problème de Gotz. — Quatre points À, B, C, D étant 
en ligne droite sur un terrain bien horizontal (fig. 36), d'un 
'point M situé sur ce terrain, on a vu sous un même angle les 
segments consécutifs AB, BC et CD : on demande de calculer 
cet ang'e et de retrouver la position du point M. 

Soient a, b, c les trois segments AB, BG et CD et « l'angle 

cherché. 
Les triangles ABM, BDM, DCM et ACM donnent successi

vement 

(3) 

(2) 

(4) 

Multipliant maintenant ces équations, membre à membre, 

( 1 ) 



et supprimant les facteurs communs, il vient, tout calcul fait, 

(5) 

Cette formule fait connaître l'angle «*. 
Cela fait, multiplions, membre à membre, les équations (1) 

et (2) nous aurons 

(6) 

et comme la somme des angles BDM,BAM est égale à 180°—3a, 
on est encore ramené, comme dans le problème précédent, h 
trouver deux angles, connaissant leur somme et le rapport de 
leurs sinus. L'angle BAM étant déterminé, on connaît, par 
suite, l'angle ABM ; enfin le côté BM peut être calculé par la 
formule (1) : alors l 'angle ABM et la distance BM étant con
nus, le point M peut être considéré comme déterminé. 

PROBLÈME V . 

113. Déterminer le rayon d'un bassin circulaire inaccessible. 
Dans ce problème et les suivants, on suppose que le bassin 

est entouré d'un rebord saillant ou d'une balustrade circulaire 
qui rende les observations possibles. 

On mesure, d'abord, une base AB (fig. 3 7 ) dans le même 
plan que le bassin, et, de ses extrémités A et B, on dirige les 
alidades d'un graphomètre, tangentiellement au rebord circu
laire, suivant les directions AD, AC, BE et BF; on lit alors sur 
l ' instrument les angles DAB, CAB, FBA et EBA. Si l'on con
çoit maintenant les droites OA, OB tracées sur la figure, on a 
un triangle OAB, dans lequel les angles OAB, OBA sont con
nus, comme étant, respectivement, les demi-sommes des angles 
CAB, DAB et des angles FBA, EBA : on peut donc calculer AO. 

Mais alors, dans le triangle rectangle CAO obtenu en menant 
le rayon de contact OC, on connaît l 'hypoténuse AO et l'angle 
CAO qui est la demi-différence des angles CAB et DAB, on 
aura donc le rayon cherché par la formule 

OC = AO sin OAC. 

* L'auteur Allemand ne donne que le calcul de l'angle «. 



P R O B L È M E V I . 

1 4 4 . Un poteau H (fig. 38) est placé sur le bord d'un bassin 
circulaire et rencontre en H le plan du bassin; une station A 
étant donnée, on propose de jalonner la droite OA qui joint le 
centre 0 du bassin au point A et de déterminer l'angle HOA. 

La première partie de la question est immédiatement réso
lue, en dirigeant les deux alidades du graphomètre tangen-
tiellement aux bords du bassin et faisant jalonner une droite 
qui partage en deux parties égales Tangle des deux tangentes. 
Le rayon du bassin est, d'ailleurs, connu directement ou dé
terminé comme il a été dit dans le problème précédent. 

Pour obtenir maintenant l 'angle cherché HOA, lisez au gra
phomètre Tangle HAO et calculez OA comme dans le problème 
précédent : vous serez alors ramené à résoudre un triangle, 
connaissant deux côtés OH et OA et Tangle HAO opposé à 
Tun d'eux. Le problème a deux solutions, mais, dans le cas de 
la figure, il est clair qu'il faut prendre la plus grande valeur 
de Tangle HOA. 

REMARQUE. — Le poteau H pourrait dans ce problème et le 
suivant ne pas être placé sur le bord du bassin, mais on de
vrait alors donner ou calculer, d'abord, la distance OH. 

PROBLÈME V I I . 

1 4 5 . Un poteau H (fig. 38) étant placé sur le bord d'un 
bassin circulaire et rencontrant en H le plan du bassin, on 
demande de tracer une droite OB qui fasse avec OH un angle 
donné. 

D'après le problème précédent, on peut d'abord tracer une 
droite OA dont on calcule la longueur et Tangle qu'elle fait 
avec OH. On pourra, d'ailleurs, se donner arbitrairement la lon
gueur OB sur la direction cherchée. Alors, dans le triangle 
AOB, on connaît les deux côtés OA et OB et l'angle compris 
AOB qui est égal à la différence de deux angles connus; on 
peut donc calculer Tangle OAB et le côté AB : dès lors le point 
B peut être considéré comme déterminé. 

On obtiendra de la même manière un second point de OB et 
la direction de cette droite sera déterminée. 

17 



Dès qu'on a un point B de OB, on pourrait aussi tracer di
rectement la direction de cette droite, comme il a déjà été dit. 

PROBLÈME V I I I . 

146. D'un point P pris clans le plan d'un bassin circulaire 
0 (fig. 39), on a dirigé les alidades d'un grapJiomètre,d'abord, 
vers le poteau H des problèmes précédents, puis tangentielle-
ment aux bords du bassin; on a lu sur le graphomètre les 
angles que les deux dernières directions font avec la première : 
on demande que l'on retrouve la position du point P . 

Soient PA et P B les deux tangentes au bassin, a et ¡3 les 
angles qu'elles font avec P H ; tirons PO, OH et prenons pour 
inconnus l'angle PO H et la distance PO que nous appellerons 
X et x. 

On remarque, d'abord, que les angles APO, OPH sont, res

pectivement, égaux à alors les triangles 

POH et APO donnent 

et en multipliant ces équations, membre à membre, on a 

Cette dernière équation fait connaître \ et on aura ensuite x: 
par l 'une des deux autres : \ et x étant connus, on pourra, 
d'après le problème précédent , déterminer la position du 
point P . 

PROBLÈME I X . 

1 4 7 . D'un point A (fig. 40) on a vu, sous des angles connus, 
deux bassins circulaires 0 et C situés dans le même plan que 
lui : on demande de retrouver la position de ce point. 



On commence,d'abord, par déterminer la distance des centres 
OG en position et en grandeur. A cet effet, ayant pris arbi
trairement un point B dans le plan des deux bassins, on cal
cule, comme dans le problème V, les distances OB et BC,et on 
lit au graphomètre l 'angle des deux directions BO et BC préa
lablement jalonnées. Alors on calculera dans le triangle OGB 
le côté OG et l'angle COB, et, ce dernier angle étant connu, on 
déterminera successivement deux points de OC, comme il a été 
dit au problème V I I . 

Cela fait, et les rayons des bassins ayant, tout d'abord, été 
calculés, on pourra avoir les valeurs des distances OA et CA 
dans deux triangles rectangles qui ont ces deux droites, pour 
hypoténuses, et pour sommets de l'angle droit, les points de 
contact de deux tangentes menées du point A aux deux cercles. 
En effet, dans ces triangles rectangles, on connaît le rayon du 
cercle qui est Tun des côtés de Tangle droit et Tangle opposé 
qui est la moitié d'un des angles donnés. 

Maintenant on connaît les trois côtés du triangle AOC, 
on peut donc calculer Tangle COA, et, par suite, comme au 
problème VII , on obtient la position du point A. 

REMARQUE. — Si le pied H de la perpendiculaire, abaissée du 
point A sur la ligne des centres, ne tombait pas dans l ' intérieur 
d'un des bassins, on pourrait opérer plus simplement en calcu
lant OH et AH dans le triangle rectangle OAH. 

PROBLÈME X . 

148. Trouver la hauteur d'une tour dont le pied est plus 
bas que le niveau du terrain où l'observateur est placé, 1°, lors
que l'observateur peut mesurer sa distance au pied de la tour, 
2°, lorsqu'un obstacle s'y oppose. 

PREMIER CAS. — On peut mesurer la distance de la position 
G de l'observateur (fig. 4 1 ) au pied A de la tour verticale A B . 
— Soient a la distance AC, x la hauteur inconnue de la tour, 
« Tangle d'élévation BCD et 3 l 'angle de dépression DCA lus, 
tous deux, sur un graphomètre dont le limbe est vertical : on 
a, par les triangles rectangles BDC, ADG, 



et, par suite, 

ou 

REMARQUE. — Si le niveau du point G avait été inférieur à 
celui du point A, l'angle de dépression ¡3 se serait changé en 
u n angle d'élévation, et on aurait la nouvelle formule qui con
vient à ce cas en changeant ¡3 en — p dans la précédente. 

DEUXIÈME CAS. — Un obstacle se trouve de E en G. 
Alors on détermine la distance CE et l 'angle d'élévation 

BEF : si Ton désigne ces deux grandeurs par b et 7, on aura 
dans le triangle ABE 

on a ensuite dans le triangle BEC 

d'où, en éliminant BE entre les deux dernières équations, 

Si l'observateur était au-dessous du pied de la tour, on devrait 
changer dans la formule précédente 5 en — ¡3, c o m m e dans le 
premier cas. 

PROBLÈME X I . 

1 4 9 . Un piédestal AB, de hauteur a, (fig. 42) porte une co
lonne BC dont la hauteur est b : on demande à quelle dis
tance x du monument on doit se placer pourvoir sous le même 
angle le piédestal et la colonne, la hauteur h de l'œil au-
dessus du sol étant connue. 

Soient D la position de l'œil, DF la verticale du point D et 
DE l'horizontale parallèle à AF : si l'on désigne par X l'angle 
inconnu BDE, les triangles rectangles BED, CED donneront 



d'où l'on tire 

et, par suite, 

PROBLÈME X I I . 

150. Un clocher, BC dont la longueur a est connue, est placé 
au dessus d'une tour AB^flg. 42) ; en s'arrêtant à une distance 
b du pied de la tour et à une hauteur h au-dessus du plan 
horizontal passant par ce pied, on a vu le clocher sous un 
angle a : on demande de calculer la hauteur x de la pointe C 
du clocher au-dessus du sol. 

Soit pris pour inconnu auxiliaire l'angle BDE que nous ap 
pellerons >. 

Les triangles rectangles BED, CED donnent 

d'où l'on déduit 

(1) 

l'équation (1) montre que la détermination de l'angle X revient 
au problème connu : trouver deux angles, connaissant leur 
différence et celle de leurs tangentes. En posant suivant la 
méthode du n° (47) 

on arrive à l 'équation 

(2) 

Après qu'on aura déterminé > par cette dernière équation, 
on aura la hauteur x par la formule 



PROBLÈME X I I I . 

1 5 1 . Une tour AB (fig. 43) penche vers le Nord d'un angle \\ 
en se plaçant au sud, successivement, en deux points G et D 
dont les distances au pied de la tour sont connues.et sont,' 
respectivement, égales à a et b , on a mesuré les angles d'élé
vation uet $ du sommet de la tour : on demande de déterminer 
la hauteur x de la tour et son inclinaison l sur l'horizon. 

Soient tracées la verticale BE et les obliques BG et BD : les 
triangles BGE et BDG donneront, d'abord, 

d'où 

(0 

le triangle rectangle BAE donne ensuite 

et, en remplaçant x par la valeur tirée de l'équation (1), on 
obtient 

(?) 

Les formules (1) et (2) résolvent le problème. 

PROBLÈME X I V . 

1 5 2 . Un observateur fait l'ascension d'une montagne par 
un sentier qui est le plus court chemin de la base au sommet ; 
l'inclinaison du chemin sur l'horizon est, d'abord, a, puis elle 
passe subitement à une valeur plus grande p ; la hauteur ver-
ticale h du sommet a, d'ailleurs, été trouvée à l'aide du baro
mètre, et l'angle d'élévation y du sommet de la montagne a 
été déterminé par l'observateur, lorsqu'il était à l'extrémité 
inférieure du sentier : on demande de trouver la longueur 
totale du chemin parcouru. 

Soient ABC (fig. 44) le chemin parcouru par l'observateur 



et CD la hauteur verticale de la montagne : on abaisse BF et 
BE, respectivement, perpendiculaires sur CD et l'horizon taie AD, 
puis Ton tire AC ; alors les angles BAE, CBF, CAD seront, 
respectivement, «, p, y . 

On remarque, d'abord, que l'on a 

par suite, les triangles CAD, ABC donnent 

et en ajoutant les valeurs de AB et de BG, on a, toutes simpli
fications faites 

PROBLÈME X V . 

153. On a mesuré les angles d'élévation a, p, y du sommet 

d'une tour en se plaçant successivement aux trois points 

connus A, B et C situés dans un même plan avec le pied 

de la tour : on demande de trouver la hauteur x de cette 

tour. 

P R E M I E R CAS. — Les trois points A, B , C (fig. 45) sont en 

ligne droite. 

On donne, outre les angles «, ¡3, y, les distances AB et BC 
qu'on appelle a et 6, et Ton prend, pour inconnues auxiliaires 
y , z et u , les trois distances DA, DB et DG : alors les deux t r i 
angles DAB, DBG donnent 

et en éliminant cos ABD entre ces deux équations, on a 

(1) 



Si maintenant on tire les droites EA, EB et EC, les triangles 
rectangles EDA, EDB et EDC donnent 

(2) y = œ cotg «, z — x cotg ¡3, u = x cotg y ; 

et en substituant dans l'équation (1) pour y, z, u les valeurs 
données par les équations précédentes, on obtient la formule 
demandée 

(3) 

SECOND CAS. — Les trois points A, B et C ne sont pas en 
ligne droite. 

On donne alors les trois côtés a, b et c du triangle ABC et 
on prend encore, pour inconnues auxiliaires y, z et n, les trois 
distances DB, DB et DC. Ces trois dernières droites et les côtés 
du triangle ABC forment un quadrilatère dans lequel quatre 
des droites sont les côtés et les deux autres sont les diagonales : 
or nous avons trouvé (108) une relation entre les six droites ; il 
suffira évidemmeut d'y remplacer, après y avoir introduit les 
notations du problème actuel, y, z et u par les expressions en x 
que donnent les équations (2) : on obtiendra de cette manière 
une équation bicarrée en x. 

PROBLÈME X V I . 

1 5 4 . A midi, un observateur, monté sur une falaise qui est 
élevée de h mètres au dessus du niveau de la mer, détermine 
l'angle d'élévation « d'un nuage situé dans le plan méridien 
et l'angle de dépression ¡3 de l'ombre de ce nuage sur la surface 
de la mer (on suppose le soleil placé derrière l'observateur 
regardant le nuage); la hauteur angulaire y du soleil à midi 
est, d'ailleurs, connue : on demande la hauteur x du nuage au 
dessus du niveau de la mer (Todhunter). 

Soient A (fig. 46) la position de l'observateur sur le prolon
gement de la verticale passant par le point B du plan de l 'ho
rizon, C la position de l'extrémité nord du nuage, D l'ombre 
de ce point sur la surface de la mer : tirons les droites AC, AD 
et CD, et menons l'horizontale AH dans le plan du méridien 
ACD ; on aura 



et, par suite, aussi 

Gela posé, on remarque que, vu la petite étendue de mer em
brassée par l'œil de l'observateur, les triangles CED et ABD 
peuvent être considérés comme des triangles rectilignes et 
rectangles ; alors ces triangles donnent 

mai?, dans le triangle AGD, on a 

et si l'on multiplie, membre à membre , les trois dernières 
équations, il vient 

c'est la formule donnée par M. Todhunter. 

PROBLÈME X V I I . 

155. Un vaisseau, faisant voilev ers le Nord, observe deux 
phares placés à VOuest. Mais après une heure de marche les 
deux phares sont vus, l'un, au Sud-Ouest, C autre, au Sud-Sud-
Ouest du vaisseau : sachant que la distance des deux phares 
est de 8 kilomètres, on demande la vitesse de marche du 
navire (Todhunter). 

Soient D la position primitive du vaisseau (fig. 47) et DN la 
direction vers le Nord de la méridienne du point D : les deux 
phares, se trouvant à l'Ouest du point D, sont en A et B sur 
une même perpendiculaire DO à DN et à gauche de cette der
nière ligne. 

Supposons maintenant que G soit la position du navire au 
bout d'une heure ; alors, d'après l'énoncé, si l'on tire les droites 
CA et GB, les angles AGD, BGD seront, respectivement, égaux 

45° 
à 45° et , et, si l'on désigne par x la vitesse de marche du 

vaisseau, c'est-à-dire, l'espace CD qu'il parcourt en une heure , 
on est ramené à calculer la hauteur x d'un triangle ABG dans 
lequel on connaît un côté égal à 8 et deux angles adjacents 



é g a u x à 45° et 90° : on obtient, par l'application de la 

formule connue, 

et finalement 

EXERCICES SUR LE CHAPITRE VIII 

1. Trouver la distance d'un point A au pied d'une tour inaccessible, 
en faisant sur le terrain les opérations suivantes : on détermine, 
d'abord deux points B et C pour lesquels l'angle d'élévation est le même 
qu'au point A; puis on mesure la distance de ces deux points et l'angle 
sous lequel on voit cette distance du point A. 

2. Sur le bord d'une rivière s'élève une colonne surmontée d'une 
statue ; un observateur, placé sur la rive opposée, voit sous un même 
angle la statue et un soldat placé au pied de la colonne : on demande, 
connaissant les hauteurs de la colonne, de la statue et du soldat, de 
trouver la largeur de la rivière. 

3. Un observateur se place sur la ligne droite qui joint les pieds de 
deux cheminées d'égale hauteur et mesure leurs angles d'élévation ; 
puis, s'éloignant de sa première position, d'une distance connue et dans 
une direction perpendiculaire à la droite sur laquelle il était d'abord 
placé, il mesure de nouveau les angles d'élévation des deux cheminées : 
on demande de déterminer la distance des deux cheminées et leur 
hauteur. 

4. Une tour est observée de trois points situés sur une même droite 
passant par son pied. Les trois angles d'élévation de la tour sont tels, 
que le second et le troisième sont, respectivement, double et triple du 
premier : on demande de calculer la hauteur de la tour. 

5. L'orientation d'un phare par rapport à un navire en mer est, 
d'abord E. N. E.; mais le navire s'avançant de 4 kilomètres, l'orienta
tion du phare devient N. N. E, on- demande les distances du navire au 
phare dans les deux positions. 



6. Une tour est défendue par un fossé circulaire. A midi, un certain 
jour, l'ombre de la tour se projette à une distance a du bord du fossé; 
lorsque le soleil est à l'ouest, le même jour, l'ombre se projette à une 
distance b du fossé ; la distance entre les deux extrémités de l'ombre 
est connue et égale à c, et l'angle d'élévation du sommet de la tour vu 
d'un point quelconque du bord du fossé est a : on demande la hauteur 
de la tour et l'angle d'élévation du soleil à midi. 

7. La distance entre deux arbres situés sur le bord d'une rivière est 
connue ; on détermine sur le bord opposé deux points dont la distance 
soit la même, et on lit sur le graphomètre les angles sous lesquels, des 
deux points, on voit la distance des deux arbres : on demande de calcu
ler la largeur de la rivière. 

8. On connaît l'angle d'élévation d'un nuage et l'angle de dépression 
de son image vue par réflexion dans un lac ; on connaît aussi la hau
teur de l'œil de l'observateur au-dessus du lac : on demande de trouver 
la hauteur du nuage. 

9. Un enfant enlève dans l'air un cerf-volant, un certain jour à midi, 
lorsque le vent souffle dans une direction faisant un angle a avec le 
Sud ; alors l'ombre du cerf-volant fait avec le Nord un angle p. Mais 
aussitôt le vent passe à une direction faisant l'angle a' avec le Sud et 
l 'ombre du cerf-volant se place à une distance angulaire du Nord égale 
à p'; de plus, dans-cette dernière circonstance, l'angle d'élévation du 
cerf-volant est autant au-dessus de 45° qu'il était primitivement au-
dessous : on demande la hauteur angulaire du soleil et celle du cerf-
volant dans la première position, 

10. L'angle d'élévation du sommet d'une montagne, vu d'un point B 
situé dans le plan horizontal qui passe par le pied de la montagne, a 
été trouvé égal à 60°. On s'avance ensuite vers la montagne, en suivant, 
à partir du point B, un chemin qui fait un angle de 30° au-dessus de 
l'horizon, et lorsqu'on est arrivé en un point C qui est distant d'un kilo
mètre de la première station, on observe l'angle BCA qui est de 135° : 
on demande de trouver la. hauteur de la montagne. 

11. Deux tours situées à une distance a, l'une de l 'autre, s'élèvent au 
milieu d'une plaine ; en se plaçant successivement au pied de chacune 
d'elles, on voit l'une sous un angle d'élévation double de celui sous 
lequel on a vu l 'autre, mais, à mi-chemin des deux tours, on les aurait 
vues sous des angles complémentaires l'un de l'autre : on demande de 
trouver les hauteurs des deux tours. 

12. Deux observateurs pla és à une distance a, l 'un de l'autre, voient 
un ballon,de deux stations différentes, sous un même angle d'élévation a; 
de plus, l'un des observateurs voit, sous un angle p, la droite qui passe 



par le ballon et la station de l 'autre observateur : on demande de cal
culer la hauteur du ballon. 

13. On observe un ballon de trois stations telles, que les deux der
nières soient, respectivement, au Sud et à l'Est de la première : les 
trois angles d'élévation du ballon, aux trois stations, étant «, (3, 7 et les 
distances de la seconde station aux deux autres étant a et 6, on de
mande de calculer la hauteur du ballon. 

14. Un observateur placé au Nord d'une tour détermine son angle 
d'élévation «, puis il se dirige vers l'Est, et s'arrête à une distance b de 
la première station, en un point d'où il détermine le nouvel angle d'élé
vation ¡3 de la tour : on demande la hauteur de la tour et la distance de 
son pied à la première station. 

15. Une tour surmontée de la flèche d'un paratonnerre est située à 

une distance inconnue d'une montagne voisine. Un observateur qui 

s'avance vers la tour, sur une horizontale passant par son pied, s'arrête 

en deux stations au moment où le sommet de la montagne commence 

à être caché, d'abord, par la pointe du paratonnerre, puis par le som

met de la tour ; il trouve, d'ailleurs, qu'aux deux stations l'angle sous 

lequel il voit la flèche du paratonnerre est le même : c étant la hauteur 

de la tour, a + b et b les distances de l'observateur au pied de la tour 

dans les deux stations, on propose de démontrer que la hauteur de la 

montagne est égale à — a ^ C — . 

16. Deux tours, dont l 'une est beaucoup plus haute que l 'autre, s'é
lèvent dans une même plaine. Un observateur, qui suit un sentier hori
zontal passant par les pieds des deux tours, détermine, en s'arrètant à 
une première station, leurs angles d'élévation « et p ; se rapprochant 
ensuite de la plus petite des deux tours, il s'arrête à c kilomètres de la 
première station au moment où la plus petite tour cache la plus grande, 
et il détermine l'angle d'élévation 7 des deux tours : on demande de 
trouver les hauteurs de ces deux tours. 

17. Un mousse, monté à l 'extrémité d'un des mats d'un vaisseau dont 
la hauteur au-dessus du niveau de la mer est a ,aperçoit la lumière d'un 
phare au moment même où elle commence à briller à l'horizon. Mais, 
le vaisseau s'avançant vers le phare dans la direction d'un méridien 
pendant n minutes, il arrive qu'en ce moment la lumière du phare paraît 
raser la surface de la mer pour un observateur placé sur le pont dont 
la hauteur au-dessus du niveau de la mer est b : on demande quelle 
est la vitesse de marche du vaisseau (le rayon de la terre est supposé 
connu). 

18. Deux phares sont observés, du pont d'un navire, sur une ligne 



droite qui coupe sa direction actuelle sous un angle a. Au moment de 
l'observation, le vaisseau se dirige exactement vers le Nord et les deux 
phares sont tous deux du côté de l'Est ; mais le vaisseau, changeant 
tout à coup de direction, marche vers le Nord-Ouest, et quand il a par
couru a kilomètres, l'un des phares est à l'Est et le second au Nord-Est 
par rapport à lui : on demande de trouver la distance des deux phares. 

19. Un vaisseau en observe un autre qui suit une direction parallèle à 
la sienne et il estime qu'il est à a degrés du Nord. Au bout de p et de 
q heures, le second navire paraît être au premier à des distances du 
Nord égales à p et 7 degrés : on demande quel angle fait avec la ligne 
Nord-Sud la direction commune des deux navires. 

Quelques-unes des questions résolues dans le chapitre, et tous les 
exercices, sans exception, sont tirés des ouvrages anglais, spécialement 
de la Trigonométrie de M. Todhunter : ces exercices ont été proposés 
pour la plupart aux examens des universités de Cambridge et de Dublin. 
Il est sans doute inutile de faire remarquer l'art ingénieux avec lequel 
ont été composés les énoncés qui se rapportent à des questions à la 
fois si pratiques et si propres à exercer l'intelligence des élèves. 



CHAPITRE IX 

QUESTIONS CHOISIES . 

THÉORÈMES, PROBLÈMES, LIEUX GÉOMÉTRIQUES, POIUSMES, QUESTIONS DE 

CONCOURS, APPLICATIONS A LA MÉCANIQUE. 

On a voulu réunir dans ce chapitre les questions dont les 
solutions ont paru les plus remarquables, sous le rapport de 
l'élégance et de la simplicité, et aussi montrer, par quelques 
exemples, l'étendue des ressources que peut offrir la Trigono
métrie. 

155. ABCD (fig. 48) est un losange formé cle deux triangles 
équilatéraux ; une transversale E F tourne autour du sommet 
D et coupe les deux côtés de Vangle A en E et en F ; on lire les 
droites BE et CF : on demande de démontrer que l'angle BMC 
des deux droites est constant (Concours). 

Soient a le côté AB du losange, >, p et v les angles FDA, 
BCM et MBC : on a dans les triangles BFD et BCF 

I . 

d'où 



et, par la combinaison ordinaire, on a 

ou 

mais on trouvera évidemment, de la même manière, en se 
servant des triangles BGE et CDE 

des deux dernières égalités on conclut évidemment 

ou 

L'angle M est donc lui-même égal à 120° et le point M appar
tient, par suite, à i a circonférence circonscrite au triangle ABC. 

Autre manière de fan~e le calcul. — Prenons pour un 
moment, comme angle auxiliaire, l 'angle FDB que nous appel
lerons OL ; en égalant deux expressions de BF dans les mêmes 
triangles que tout à l 'heure, nous aurons 

ou 

ou encore, en remplaçant A par sa valeur \ — 30°, 

ou enfin 

changeant ensuite \ en 180° — 1 dans la formule précédente et 
y remplaçant p par v, il vient 



I I . 

156. Étant données deux cordes AB et CD d'un cercle 
connu 0 (fig. 49), on propose de trouver sur ce cercle un 
point M, tel que, si on le joint aux extrémités de la première 
corde par des droites MA et MB, les segments EF et EG, inter
ceptés sur la seconde corde entre son milieu Fj et les droites, 
soient égaux entre eux. 

Tirons les droites AC, AD, BC et BD, et soient a, /3, y les 
trois angles donnés ACD, BDC, AMB, R le rayon du cercle, et 
G et F les angles MGF. MFG du triangle GMF : nous pren -
drons pour inconnu l'angle GEM que nous appellerons x. 

La droite EM étant une médiane du triangle GMF, on a, 
d'abord, en vertu d'une formule connue, 

(1) 2 cotg x = cotg F — cotg G. 

Calculant maintenant les segments CG et FD dans les triangles 

Mettant maintenant les valeurs précédentes de cotg y. et cotg v 
dans l'équation 

on obtient 

et en supprimant le facteur commun cotg 2 X -f- 9, on trouve 

- V3 
que cotg M est égale à — ^ — , et, par suite, comme nous 

l'avions déjà vu, l 'angle M est égal à 120°. 

REMARQUE. — Si la transversale E F avait coupé l 'un des 
côtés de l'angle A et le prolongement de l'autre, on aurait 
trouvé que l'angle BMC était égal à 60° ; mais en ayant égard 
à la situation du point M, on en aurait toujours conclu que ce 
point se trouve sur le cercle circonscrit an triangle ABC : en 
un mot, ce cercle est le lieu géométrique des points M qui 
correspondent à toutes les positions de la sécante; 



ACG, BFD, et écrivant que ces segments sont égaux, on a 

(2) 

Mais R étant le rayon d'un cercle circonscrit aux deux t r i 
angles ADCet BGD, et les angles ADG, BCD étant, respective
ment, égaux à /3 — 7 et a — 7 , il vient 

AG = 2R sin (/3 — 7 ) , BD = 2R sin (a — 7 ) ; 

mettant pour AG et BD les valeurs précédentes dans l 'équa
tion (2), développant sin (G -f- a) et s in (F -f- /3), puis rem
plaçant le rapport du sinus au cosinus d'un même arc par la 
cotangente de cet arc, on a l'équation 

(3) cotg G (cotg 7 — cotg f) — cotg F (cotg 7 — cotg «) 

= cotg 7 (cotg /3 — cotg «). 

Éliminant maintenant cotg G entre les équations (1) et (3), et 

posant 

il vient 

d'un autre côté, en posant 

on a, par un calcul analogue, 

(5) 

Mais l'angle 7 étant supplémentaire de la somme des angles F 
et G, on a 

et en substituant dans cette équation les valeurs de cotg F et 
de cotg G données par les équations (4) et ( 5 ) , on obtient, après 

avoir remplacé 1 -f- cotg 2 7 par 

(6) 

1 8 

(4) 



Mais les valeurs de p et q , écrites plus haut, peuvent se mettre 
sous la forme suivante 

et en substituant ces dernières valeurs dans l'équation ( 6 ) , on 
a enfin 

(7) 

REMARQUE I . — Si Ton avait cherché le point M sur l'are 
CABD, on eût trouvé la même valeur que la précédente pour 
Tangle aigu que fait avec la corde CD la droite menée du 
point E au point cherché. 

REMARQUE I I . — La valeur de cotg œ est la même que celle 
que nous avons trouvée en résolvant le problème XIV ( 1 1 4 ) ; 
il en résulte que l'angle GEM ou son égal LED dans la fig. (49) 
est le même que l'angle IEH de la figure (19) et ainsi se trouve 
démontré par la Trigonométrie le théorème I I I , ( 1 0 5 ) , des. 
Questions de géométrie. 

I I I . 

1 5 ? . Une corde AB est donnée dans un cercle connu O 

(fig. 5 0 ) ; on mène une tangente quelconque CG qui coupe la 

corde AG au point G, puis on tire la bissectrice CM de l'angle 

ACG et, du centre O, on abaisse une perpendiculaire OM sur 

CM : on demande le lieu géométrique du point M. 

Soient r le rayon du cercle et a et p les angles MCA et ACO; 
tirons le rayon OG et abaissons MP et 0 1 perpendiculaires sur 
la corde AB ; les triangles rectangles MPC, OMC et OGG 
d on n pn t d'à bord 

et en multipliant ces équations, membre à membre, on a 

Si maintenant on multiplie par 2 les deux membres de cette-



dernière équation et qu'on remplace le double produit d 'un 
sinus par un cosinus par une différence de sinus, on obtient 

Mais, dans le triangle rectangle OTG, on a 

ou, en remplaçant OC par sa valeur tirée d'une 

des équations précédentes, 

On a donc 

ou 

Le lieu demandé est, par conséquent, une parallèle à la corde 

AB, menée par le milieu de la flèche E l de Tare AEB. 

I V . 

1 5 8 . Étant donnés deux droites parallèles PQ, R S et un 
point A sur l'une d'elles PQ (fig. 51), par le point A on mène 
une droite quelconque AB qui rencontre R S en B, au point B 
on élève BC perpendiculaire sur AB, puis, par le point C où 
BC rencontre PQ, on mène CD faisant avec PQ un angle ACD 
double de l'angle BAC, et enfin du point A on abaisse AM 
perpendiculaire sur CD : on demande le lieu géométricjue du 
point M (Concours). 

Soit « l'angle BAC ; abaissons AE perpendiculaire sur RS 
et désignons cette perpendiculaire par a : les trois triangles 
rectangles AMC, ABC et AEB donneront 

et en multipliant les équations, membre à membre, on a, 
après avoir remplacé sin 2« par 2 sin a cos «, 



Le lieu du point M est donc un cercle qui a pour centre le 
point A et dont le rayon est double de la distance des deux 
parallèles. 

V . 

159 ABC (fig. 52) est un triangle de périmètre constant 
et dont Tangle A est donné; on mène la bissectrice CM de 
Tangle extérieur BCE et on abaisse BM perpendiculaire sur 
CM : on demande le lieu du point M. 

Décrivons le cercle ex-inscrit 0 qui touche le côté BC, et les 
prolongements de AB et AC aux points D et E, tirons la corde 
DE et prolongeons la bissectrice CM de l'angle BCE jusqu'à sa 
rencontre en M avec cette corde ; il sera prouvé que le point M 
ainsi obtenu se confond avec le point M de Ténoncé, si jo i 
gnant le premier point au point B par une droite BM, on ob
tient un angle BMD complémentaire de CME. 

Or on a d'abord 

CME = 90° — ~ , 

et si l'on désigne l'angle BMD par x, le triangle BMD donne 

(I) 

Nous allons maintenant chercher à évaluer le rapport 

A cet effet, tirons les droites OD, OE, OB et abaissons 0 1 
perpendiculaire sur DE ; nous obtiendrons trois triangles rec
tangles DOB, DOI, OCE, qui donneront 

d'autre part, le triangle GME donne 



donc 

Remplaçant maintenant dans l'équation (1) DM et DB par les 
expressions que nous venons de trouver, on a 

d'où l'on déduit que l'angle x est égal à c'est-à-dire, com

plémentaire de l'angle GME. 

1 GO. ABCD (fig. 5 3 ) est un parallélogramme, CL une droite 

quelconque qui passe par le sommet G, P et Q deux points en 

ligne droite avec le sommet A et situés sur les prolongements 

des côtés CD et CB ; par les points P etQon mène deux droites 

PM et QM qui se rencontrent en un point quelconque M de CL 

et qui coupent, respectivement, les prolongements de AB et de 

AD en E et F : on demande de prouver que le rapport de AE 

à AF est indépendant de la position du point M sur CL 

(Ghasles (Porisme (33), page (134)). 

G étant le point d'intersection de PQ et CL, posons 

Soient aussi 

Les triangles AEP, FAQ donnent 

V I . 



et, par suite, on a 

La question est donc ramenée à prouver que le rapport 

est constant, 1 et p étant deux angles, va

riables mais évidemment liés, entr 'eux, par une certaine rela
tion. 

Pour trouver cette relation, égalons entr elles deux valeurs 
de GM tirées des triangles MGP, MGQ, nous aurons ainsi 

d'où l'on déduit, en remplaçant par m, l'équation de con

dition demandée 

Remplaçant maintenant , dans le rapport ,1a 

variable cotg p par l'expression que donne l'équation précé
dente, on sera ramené au rapport 

mais pour que le rapport précédent soit constant, il faut et il 
suffit que, dans ses deux termes, les coefficients de la variable 
cotg X soient proportionnels aux quantités qui en sont indépen
dantes, c'est-à-dire, qu'on doit avoir 

Or en égalant entr'elles deux valeurs de GG déduites des 
triangles PGG, QGG, on a la relation 

qui, après avoir remplacé par m, conduit bien à la précé

dente. La proposition est donc démontrée. 



V I L 

161. Par un point A donné dans le plan d'un cercle connu 

O (fig. 54), on mène deux droites rectangulaires AB et AC 

qu'on prolonge jusqu'à leur rencontre en B e i C avec le cercle; 

en ces derniers points on mène les tangentes BM et GM : on 

demande de prouver que le lieu géométrique du point d'inter

section M des tangentes est un cercle dont le centre est sur OA 

ou son prolongement (Concours, 1870). 
Supposons que le lieu soit effectivement un cercle dont le 

centre soit un point G situé sur la droite indéfinie OA, à droite 
ou à gauche du centre O : si nous tirons la droite GM, le 
triangle GOM donnera 

GM 2 = ÔM 2 + GÔ 2 — 2GO x OM cos GOM. 

Nous avons supposé sur la figure que le point G était à 
gauche de O ; s'il était à droite, on devrait remplacer dans 
l'équation précédente l 'angle GOM par l 'angle supplémentaire 
adjacent : dans les deux cas le second membre de 1 équation 
est constant. 

Réciproquement, si, b et c représentant deux constantes et 0 
l'angle variable MOA, on trouve que MO est liée aux deux 
constantes et à l 'angle par une équation de la forme 

(1) OM 2 — 2b X OM cos 0 - f Z>2 = c 2 , 

on pourra affirmer que le lieu du point M est un cercle 
dont le centre est à droite ou à gauche de O suivant que b sera 
positif ou négatif. En effet, si l'on porte à droite ou à gauche 
de O, suivant que b est positif ou négatif, une longueur OG 
égale à la valeur absolue de 6, et-que l'on tire MG, en calcu
lant cette dernière droite, on aura, pour l'expression de son 
carré, le premier membre de l'équation (1), par suite MG sera 
égale à la constante c e t le lieu du point M sera un cercle dont 
le centre sera le point G et dont le rayon sera égal à c. 

Cela posé, on voit que tout revient à trouver une relation 
entre MO, l'angle MOA et les constantes. Représentons les lon
gueurs OM, 0 1 et I B par P) u et f, le rayon du cercle donné 
par r et la distance OA par a ; on tire immédiatement des 



triangles OMB, OIB, OIA, en remarquant que AI est égale à 
I B , 

Éliminant maintenant entre ces trois équations les incon
nues auxiliaires u et v, on obtient 

mais si l'on pose 

et qu'on ajoute 6 2 aux deux membres de l 'équation précédente, 
on aura 

(2) 

donc, d'après ce qui a été démontré plus haut, le lieu est un 
cercle. 

Si le point A est à l ' intérieur du cercle donné, b est négatif 
et le centre G est à gauche de 0 ; si, au contraire, le point A 
est extérieur au cercle, b est positif et le centre G est à droite 
de O. On peut remarquer que, dans ce dernier cas, le second 
membre de l'équation (2) pouvant être nul ou négatif, le lieu 
peut se réduire à un point ou ne plus exister : on voit, d'ail
leurs, facilement que, lorsque le lieu se réduit à un point, c'est 
au point A lui-même. 

VI I I . 

flO$. Étant donnés un cercle 0 et un point P dans son plan 
(fig. 55). par le point P on mène deux sécantes PAB, PA'B ' , et 
l'on circonscrit deux cercles aux triangles PAA', P B B ' : on 
demande le lieu du point M d'intersection des deux cercles. 

Tirons les droites PO, MA, BB' , AA', PM, et soient repré
sentées, respectivement, par a, b, 6', 2u, 2u' les distances 
PA, P B , PA' , PB ' , PO et les cordes AB, A 'B ' ; soient aussi «, 
a', p, y les angles OPA, OPA', OPM et PA'A. 



Le triangle PA A' donne, d'abord, 

0) 
d'où l'on tire 

(2) 

Mais si Ton remarque que l'angle PMB' est égal à l 'angle 
P B B ' et, par suite, à l 'angle P A ' A o u y, et que l'angle PMA 
est aussi égal à y, on déduira des triangles PMA, PMB' les 

équations 

(3) (4 ) 

Si maintenant on développe les numérateurs des formules 
précédentes en y, considérant les quantités a + /3 et a' — ¡3 
comme représentant, chacune, un seul arc, qu'on remplace le 
rapport de cos y à sin y par cotg y, et qu enfin on substitue à 
cotg y la valeur que donne la formule (2), on obtient 

(5) 

(6) 

Si alors on égale entr'elles les valeurs de PM, après avoir 
remplacé a'b' par la quantité ab qui lui est égale, on trouve 

(7) 

Cela posé, remplaçant, dans la valeur de PM donnée par la 
formule(5),a et a ' , respectivement,par d cos«—wet d cosa'-f^', 
et tenant compte de la relation (7), il vient 

ou 

Si maintenant on remplace une somme de sinus par le double 



produit d'un sinus par un cosinus et qu'on supprime le facteur 
commun sin ( « + 0 1 1 obtient 

PM = d cos p. 

Cette dernière équation exprime que le triangle POM est 
rectangle : le lieu demandé est donc le cercle décrit sur OP 
comme diamètre. 

R E M A R Q U E . — L'équation (7), qui s'est présentée dans le cal
cul, montre que les distances du point M aux deux sécantes 
PAB, PB 'A ' sont proportionnelles aux deux cordes u et u ' . 

I X . 

163. Étant donnés deux droites AB et AC (fîg. 56), un 

point D sur la première, et un point 0 hors de Vangle BAC 

de ces droites, on pourra déterminer un angle p, un rapport m 

et un point E sur la deuxième droite, de manière que, si Von 

fait tourner Vangle /3 autour du point 0 comme sommet, ses 

côtés rencontrent, respectivement, les deux droites en des 

points F et G, tels, que le rapport des segments EG et DF soit 

égal à m (Porisme d'Euclide rétabli par M. Chasles). 
Tirons la droite AO et posons 

On a, d'abord, en vertu de l'équation de condition 

ou 

Mais les triangles AFO, AGO donnent 

et de ces égalités on déduit 

(2) 

( 3 ) 

(I) 



or Tangle FOG ou /3 étant égal à la différence des angles 
AOG, AOF, on a 

et en substituant dans le second membre de cette équation, à 
la place de cotg AOF et cotg AOG, les valeurs données par les 
équations (2) et (3), on obtient 

(4) 

Remplaçons maintenant, dans Téquation précédente, z par la 
valeur que donne Téquation (1), et posons 

nous aurons 

(5) 

Exprimons maintenant que cotg p est constant en écrivant 
que les coefficients des mêmes puissances de y sont propor
tionnelles dans les deux termes de la fraction qui forme le 
second membre de Téquation (5). 

Comme le rapport des coefficients de y 2 est cotg a, on 
voit d'abord que l'angle constant p doit être égal à a. 

Si on exprime ensuite que p est égal à q cotg a, en dévelop
pant la condition et résolvant Téquation obtenue par rapport à 
m, on trouve 

(6 ) 

c'est-à-dire que le rapport m est égal à celui des distances du 
point O aux deux côtés de l'angle donné. 

Écrivant enfin que le rapport des termes indépendants de y 
est égal à cotg «, on a 



et en remplaçant m par la valeur que donne la formule (6), il 
vient 

(7) 

Pour vérifier que cette valeur de x est bien celle que Ton 
doit trouver, remarquons que lorsque les points F et D se con
fondent, il en est de même des points G et E. Si donc Ton fait 
dans la formule (4) y égal à a et z égal à œ, qu 'en même temps 
on remplace /3 par «, m par la valeur que donne la formule (6), 
puis qu'on résolve l'équation obtenue par rapport à x , on devra 
trouver pour x la valeur que donne l'équation (7) : or c'est ce 
que le calcul confirme. 

REMARQUE. — Si Ton compare la démonstration qui pré
cède à la démonstration géométrique donnée par M. Chasles *, 
on doit accorder, qu'au point de vue logique, la Trigonométrie 
a ici l'avantage sur la Géométrie, puisque la méthode elle-
même conduit aux valeurs de toutes les inconnues, ce que la 
Géométrie ne fait pas. 

X . 

164. Un angle ABC de grandeur donnée (fig. 57) se meut, 

de manière qu'un de ses côtés AB passe par un point fixe A 

et que son sommet B glisse sur une circonférence donnée; son 

deuxième côté rencontre cette courbe en un deuxième point G 

par lequel on mène une droite CD faisant avec BG un angle 

BCD égal à Vangle ABC, mais dans un sens contraire : il faut 

démontrer que la droite CD passe constamment par un point 

fixe (Porisme d'Euclide *). 
Tirons les droites DOA, OB et OC, et si F est le point fixe 

cherché, tirons aussi la droite AF, puis posons : 

Si Ton observe que les angles DCO et OBA sont égaux et 

* PORISMES D'EUCLIDE, par M. Chasles, page 146, ou QUESTIONS DE GÉOMÉ
TRIE, page 72. 

* Mêmes ouvrages, pages 173 et 174. 



que Tangle CD A est égal à 360° — x — 2a, on aura dans les 
triangles OBA et OGD 

et en multipliant, membre à membre, on obtient 

il vient, par suite, 

Mais dans le tr iangle ADF on a 

et en mettant dans cette dernière équation la valeur de AD que 
donne la précédente, on obtient 

ou encore 

Mais cos (x -\- a) étant égal à sin [x + a - f 90), on voit que 
la condition nécessaire et suffisante pour que A F soit constant 
est 

C'est le résultat trouvé par la Géométrie. 

1 6 5 . DG est une corde quelconque d'une circonférence don
née (fig. 58), A, B et G sont trois points quelconques de cette 
circonférence dont les deux premiers sont fixes et le troisième 
mobile; on tire les droites AG et BG qui coupent la corde DG 

en E et F : il faut démontrer que le rapport est 

constant (Porisme d'Euclide). 

X I . 



Tirons les droites AD, BG et DG et posons 

Des triangles DGE, EGF et FBG on déduit 

Multipliant, membre à membre, les équations précédentes 
et observant que les deux angles GDG et GBG sont égaux, on 
obtient 

(») 

mais si l'on représente par R le rayon du cercle, on a 

d'où 

Remplaçant maintenant dans l'équation (1) par la va

leur qu'on vient de trouver, on a 

C'est ce qu'il fallait démontrer. 

X I I . 

1 G G . Déterminer un cercle G qui coupe sous des angles don
nés a, a', a." les cercles connus 0 , 0 ' , 0 " (fig. 59). 

Soient A, A', A" trois points d'intersection du cercle G avec 
les cercles 0 , 0 ' , 0 " : tirons les droites GA, CA', OA, O'A', 
CO, CO', 0 0 ' , 0 0 " et O'O", et représentons par a", a1 et a ces 
trois dernières droites, par x et y le rayon du cercle C et la dis
tance OC, et enfin par \ ¡1 et S les trois angles O'OC, 0 " 0 C et 
O'OO". 



Les triangles COO', CO'A', COA donnent, d'abord, 

(1) 
(2) 

(3) 

Égalant entre elles les valeurs de G O ' données par les deux 
premières équations, et remplaçant, dans l'équation ainsi obte
nue, y 2 par la valeur que donne l'équation (3) , on a 

ou, en posant 

(4) 

Posant aussi 

on a, de même, 

(5) 

Mais la somme des angles 1 et a étant égale à /3, on a 

(6) 

Multiplions maintenant les deux membres de l 'équation 
précédente par xf et remplaçons-y y cos \ y cos p. et y* par 
les valeurs que donnent les équations ( 4 ) , ( 5 ) et ( 3 ) ; nous 
obtiendrons une équation du second degré pour déterminer le 
rayon x du cercle cherché. 

Reste encore à déterminer la position du centre G. A cet 
effet, on calcule l'angle \ par l 'équation (4) où Ton remplace, 
d'abord, x par Tune des racines de l'équation du second degré 
qu'on a obtenue, comme il a été dit, ely par la valeur corres
pondante que donne l'équation ( 3 ) : on connaît ainsi la direc
tion OG, mais comme la lougueur de OG est connue, le point 
G peut donc être considéré comme déterminé. 

X I I I . 

f « 7 . Étant donnés un polygone régulier, d'un nombre pair 

de côtés 2 N , et une circonférence concentrique, on demande de 

trouver une relation entre les tangentes des angles sous les-



quels, d'un point de la circonférence, on voit les diagonales 
passant par le centre (Concours). 

Soit M (fîg. 60) un point du cercle donné, dont le centre est 
en 0 , et AB l'une des diagonales : tirons les droites MA, MB 
et MO, et désignons par r , a, (3 le rayon du cercle, la demi-
diagonale OA,et les angles AMB et AOM. La formule (21) (88), 
en adoptant les notations actuelles, donne immédiatement 

o ) 

Si l'on considère maintenant les diagonales suivantes A'B ' , 
A^B", A^'B 7", etc., en tournant dans u n certain sens, elles 

7T 

font avec MO des angles respectivement égaux à 3 -| , 

etc., et la dernière fait avec MO l'angle 

Désignons maintenant par les* angles 

A'MB', A^MB", A'"Mk'" nous aurons n — 1 
équations qui se déduiront de l'équation (1) en y remplaçant 

successivement a par et ß par 

En élevant ces équa

tions au carré et les ajoutant, membre à membre , il viendra 

ou 

Mais la somme des cosinus entre parenthèses est nulle, comme 
on le démontre, à l'aide de la formule (2) (76), ou en remar
quant que la somme est celle des perpendiculaires abaissées 



des sommets d'un polygone régulier sur un diamètre du cercle 
circonscrit : on a donc finalement 

c'est la relation qu'il s'agissait de trouver. 

A U T R E D É M O N S T R A T I O N . — On peut faire une démonstration 
entièrement géométrique, en n 'empruntant à la trigonométrie 
que l'expression des tangentes. A cet effet, abaissons du point 
M des perpendiculaires MH, MIT, MH 7 / , etc., sur toutes les 
diagonales, et substituons à la formule ( 1 ) , la formule suivante 
qu'on rencontre, d'abord, 

( 2 ) 

Remarquons maintenant que les points H, H', H / ; sont sur 
une même circonférence, décrite sur OM comme diamètre, et 
que le polygone obtenu en joignant consécutivement les points 
H, H 7 , H", est un polygone régulier de n côtés. Mais on sait 
que la somme des carrés des distances d'un point M d'un 
cercle aux sommets d'un polygone régulier inscrit HH'H 7 ' . . . 
est une quantité constante ; donc, à cause de l'équation ( 2 ) et 
des équations semblables, il en est de même de la somme des 
carrés des tangentes. Quand ie point M se déplace, le cercle, 
auquel s'applique le théorème dont nous avons fait usage, 
tourne, il est vrai, autour du point 0 , mais cela ne gêne en 
rien l'application du théorème dont on fait usage. 

XIV. 

168. Problème de Malfatti. —Déterminer trois cercles, 
tels, que chacun d'eux touche à la fois les deux autres et deux 
côtés d'un triangle donné. 

P R E M I È R E M É T H O D E . 

P R E M I E R CAS D E F I G U R E . — Les trois cercles sont intérieurs 
au triangle. 

Soient A B C le triangle donné (fig. 6 1 ) , 0 le centre du cercle 
inscrit, D, E, F , les centres des trois cercles demandés : tirons 
les droites DE, DF et EF, et abaissons DH, FK et 0 1 , FL, EM 

19 



et OS, DP, EN et OR, trois à trois, respectivement, perpendi
culaires sur AB, BC et AC ; puis menons aussi une parallèle à 
AB, la droite DV qui rencontre 0 1 en T et FK eh V. Si l'on 
prend, pour inconnues auxiliaires .r, y, z1 les projections LM, 
N P et HK des côtés du triangle DEF sur ceux du triangle ABC, 
on aura, comme au problème IV (104), 

d'où Ton tire, pour calculer les rayons DH, FK et EN des trois 
cercles cherchés, les équations suivantes 

e ) 

et tout est ramené à calculer x\ y, z. 
On a, d'abord, dans le triangle DOT 

(2) 

Mais comme les six segments IH , PR, IK, SL, SM et RN 
sont égaux, deux à deux, on a 

(3) 

Mettant maintenant dans l'équation (2), pour DH et IH , les 
valeurs données par la première des équations (I) et l 'équa
tion (3), il vient 

(4) 

et l'on aura pour déterminer et deux équations 

semblables à la précédente et qui s'en déduiront par un simple 
changement de lettres. 

Cela posé, on remarque que les trois angles et 

ayant une somme égale à 90°, on a la relation 

(5) 



et si l'on y remplace cotg cotg cotg par les va

leurs que donnent l 'équation (4) et les deux équations sem
blables, on trouve 

(6) 
ou, sous une autre forme, 

de cette équation, on tire 

et, par suite, l 'équation (4) devient 

(?) 

ou 

(8) 

de cette dernière équation, on tire, en laissant de côté la racine 
négative, 

ou 

(9) 

Mais dans le triangle OAI on a 

et, par suite, 



on a donc finalement 

et on obtiendrait de même y et z. 
La solution à laquelle nous venons d'arriver est celle-là 

même que Malfatti avait donnée sans démonstration. 

D E U X I È M E CAS. — Les trois cercles sont toujours dans l'in
térieur des angles du triangle, mais leurs points de contact 
avec les côtés sont sur les prolongements de ces côtes. 

Dans ce cas, les rayons des cercles cherchés sont plus grands 
que le rayon du cercle inscrit et, dans la formule (2), on doit 
remplacer r — DH par DH — r, ou, ce qui revient au même, 

changer en de même on changera 1 et 

en et • dans les deux formules ana

logues. 
On devra, par suite, faire les mêmes changements dans 

l'équation (4) et dans les deux équations semblables. Alors les 
équations (5) et (6) restent les mêmes, et, pour avoir les équa
tions qui donnent les inconnues x,y et z, on devra changer, dans 
l'équation (7) et les deux équations pareilles, les signes de 

et la nouvelle équation en x, par exemple, 

sera 

Les deux racines de cette équation sont réelles et positives, 
mais comme, en substituant r à la place de x dans le premier 

membre, on trouve le résultat négatif - l u n e des 

valeurs de x est plus petite et l 'autre plus grande que r : c'est 
la dernière qu'il faut prendre . 

T R O I S I È M E C A S . — Les trois cercles sont dans Vespace formé 
par un côté AB et les prolongements des deux autres. 

On voit facilement que les deux cercles inscrits dans les 
angles 180° — A et 180° — B ont un rayon plus petit que r ' , 
tandis que le cercle inscrit dans l'angle G a un rayon plus 



grand. On devra maintenant , après le changement de r en r ' , 
remplacer,- dans la formule (4) et les deux analogues ainsi que 

dans l'équation (5), les angles respectivement, 

par 90° 90° • et mais la somme de ces trois 

derniers angles étant encore égale à 90°, le résultat de l 'élimi
nation entre les nouvelles équations sera toujours l'équation (6), 
au changement près de r en r'. On aura donc pour déterminer 
a?, y et z des équations qui se déduiront de l'équation (8) et des 
deux analogues en faisant les changements prescrits : le choix 
de la racine dans chaque équation n'offrira, d'ailleurs, aucune 
difficulté. 

Q U A T R I È M E C A S . — Deux des cercles sont toujours inscrits 
dans les angles 180° — A et 180°— B adjacents au côté AB, 
mais le troisième cercle est compris dans Vangle G entre le 
sommet de cet angle et les deux autres cercles *. 

Soient K, G et P les points de contact du cercle ex-inscrit de 
rayon r' et des côtés BG, AG et AB ; I et E les points de con
tact de BG avec le second et le troisième cercle ; L et M les 
points de contact avec AB du premier et du second cercle ; F 
et D les points de contact de AG avec le premier et le troisième 
cercle : on a alors 

d'où l'on déduit en tenant compte des égalités 

Les rayons des cercles cherchés ont, d'ailleurs, toujours la 
même expression en x, y et, z que dans les autres cas, et l'on 
remarque aussi qu'iis sont tous trois plus petits que r'. Pour 
obtenir maintenant l'équation analogue à l'équation (4) on 
devra, d'abord, comme dans le cas précédent, changer dans 

cette dernière équation r en r' et tg en et en fai-

* Le lecteur est prié de taire la ligure 



sant les mêmes calculs que dans le premier cas, on aura 

Mais si Ton change dans cette formule r' en — r ' , z en — z 
l 'équation devient 

On verra de même que les formules qui donnent cotg 

et se déduisent des deux formules qui leur corres

pondent dans le troisième cas, en changeant toujours z et r' 
en — z et — r'. L'équation (6) aura, d'ailleurs, toujours lieu 
au changement près de r en r'. On aura donc, pour déterminer 
x, y, z dans le quatrième cas, les mêmes équations que dans le 
troisième, sauf le changement de r' en — r' et de z en — z. 

D E U X I È M E M É T H O D E . 

Nous nous bornerons ici au cas traité par Malfatti. 
Remarquons d'abord que le problème peut être énoncé ainsi : 

Etant donnés (fig. 61) un triangle ABC et les bissectrices de 
ses trois angles OA, OB et OG, déterminer un triangle DEF 
qui ait ses sommets sur ces trois droites et qui satisfasse, de 
plus, à cette condition : que chacun de ses côtés soit égal à la 
somme des perpendiculaires qui projettent ses extrémités sur le 
côté correspondant du triangle donné. 

Je dis maintenant que la solution du problème ainsi posé 
est la conséquence immédiate de celle qui a été donnée du 
problème (IV) (104). 

En effet, proposons nous d'inscrire, dans chacun des triangles 
COB, COA et AOB, une droite qui satisfasse aux conditions 
que remplit la droite DE (fig. 14), dans le cas particulier 
traité page 177, les points analogues au point L étant sur 
les trois côtés du triangle ABC. On pourra calculer les Ion-



gueurs des projetantes des extrémités de chaque droite, à 

l'aide de la formule (8) et des formules analogues dans les

quelles on remplacera h par r et a, /3, 7 par , ~ , ~ • 

Ainsi les longueurs de FL et EM se calculeront par les for
mules (8) et (9) en y faisant le changement qu'on vient 
d'indiquer. 

Supposons, d'abord, que la droite EF ait été déterminée de 
position, d'après les valeurs de FL et EM calculées comme il 
vient d'être dit, et proposons-nous d'inscrire dans l'angle AOB 
une droite D 'F ' satisfaisant aux conditions que le côté DF du 
triangle DEF doit remplir . Pour obtenir la longueur de la per
pendiculaire F ' K ' à AB, il suffira, dans laformule (8) (104) où x 

A B 
représente FL, de remplacer, d'abord, /?, «, /S et 7 par r , y , — 

et — , puis de permuter A et G. Mais cette permutation n 'a

menant aucun changement dans la formule, on en conclut que 

F 'K 7 est égale à FL, et, par suite, que F 7 et ¥ se confondent. 

Si de même on se proposait d'inscrire dans l'angle AOG une 
droite D^E" satisfaisant aux conditions que DE doit remplir, on 
trouverait, à l'aide de la formule (9) (104), que le point E / ; se 
confond avec le point E. On prouvera enfin au moyen d'une 
formule analogue aux formules (8) et (9) que les points D" e t D ' 
se confondent en un seul point D. 

Le problème proposé peut maintenant être considéré comme 
résolu, puisque les formules (8) et (9), et une troisième formule 

analogue, dans lesquelles on remplace/1, a, J3, 7 par r , , - y , -^p 

donnent les valeurs des trois rayons. D'ailleurs, de ces valeurs 
on peut déduire celles des projections des côtés du triangle 
DEF sur ceux du triangle ABC, et Ton retombe ainsi sur la 
solution même de Malfatti. 

T R O I S I È M E M É T H O D E . 

On se borne encore au premier cas de figure. 
Soient (fig. 61) x, y, % les distances AH, BK, CN des trois 

sommets A, B, G aux points de contact H, K e f N : on a, d'a
bord, 

a? + j / + HK = C, 



mais, comme on Ta déjà vu, 

et les triangles rectangles DAH et F K B donnent 

on a donc 

et en mettant pour HK cette valeur dans la première équation, 
on obtient 

( i ) 

Désignons maintenant comme toujours, par p le demi-péri
mètre du triangle et posons 

(2) a = p sin 2 a, b = p s in 2 py c = p s in 2 7, 

(3) œ — p cos 2 A, y=p cos 2 p, z = p cos 2 v. 

a, p et y sont des angles connus qui sont déterminés par les 
formules (2) et qu 'on pourra toujours supposer compris entre 
0 et 90° ; >, 7 et v sont des angles aigus que l'on prend pour 
inconnus auxiliaires. 

Gela posé, 011 a 

(4) 

et si l'on remplace dans l'équation (1) œ, y, c et tg 

par les valeurs que donnent les équations (2), (3) et (4), il vien 

(5) 

On aura ensuite deux équations semblables. 
On sait résoudre l'équation (5) quia une infinité de solutions; 

mais comme les six angles qui figurent dans l'équation (5) 
et les deux équations analogues sont des angles aigus, on a seu
lement les relations suivantes : 



qui donnent un seul système de valeurs pour les inconnues 

h v-

Alors, si Ton désigue par 2s la somme des angles donnés 
« , 8 et y, et qu'on substitue dans les équations (3) pour >, v les 
valeurs trouvées, on aura 

X = p S l l l 2 (S — a ) , V = P S i n 4 (S — /3), Z = p siiV 2 (5 — y) , 

et la construction des inconnues y et z se fera sans diffi
cultés. 

La solution précédente est due à M. Schellback *. 

Je vais maintenant terminer le chapitre par quelques appli
cations à la mécanique. 

XV. 

i©9. Trouver la position d'équilibre d'une droite homogène 
dont les extrémités reposent sur deux plans fixes qui se cou
pent. 

On démontre en mécanique que l'intersection des deux plans 
donnés doit être horizontale et que la droite doit être située 
clans un plan vertical perpendiculaire à cette horizontale. 

Soient (fig. 62) OA et OB les intersections de ce plan avec 
les deux plans donnés, AB la position d'équilibre de la droite, 
GA et GB deux droites, respectivement, perpendiculaires à AO 
et OB, aux points A et B, et GD la droite qu i joint le point G 
au milieu D de A; la condition nécessaire et suffisante pour 
l'équilibre est que la droite GD soit verticale. 

Soit I H une horizontale menée par le point 0 dans le plan 
de la figure, nous appellerons « et S les angles AOH et BOI 
que cette droite fait avec OA et OB : toute la difficulté de la 
question se trouve iamenée à connaître la direction de AB, ou, 
ce qui revient au même, à calculer l'angle BDG : or, d'après ce 
qui a été dit (Problème V, 128), on a la formule 

2 cotg DBG = cotg AGD — cotg BCD 

* NOUVELLES ANNALES, TOME X U , page 131, 



ou encore, puisque les angles AGD et BCD sont, respective
ment, égaux à a et /3, 

X V I . 

1 6 9 . Une échelle repose sur le sol horizontal par une de ses 
extrémités, tandis que l'autre s'appuie contre un mur vertical: 
on demande de trouver la position limite de l'échelle, c'est-à-
dire, la dernière position quelle prend avant de glisser. 

Concevons un plan vertical perpendiculaire au milieu des 
échelons horizontaux, lorsque l'échelle est en équilibre : cette 
échelle peut alors être assimilée à une droite AB (fig. 61), dont 
les extrémités tendent à glisser le long de deux droites rectan
gulaires OA et OB, intersections du sol et du mur vertical avec 
le plan de symétrie passant par les milieux des échelons. 

Cela posé, remarquons qu 'au moment où l'équilibre se 
rompt, les réactions de chaque plan en tenant compte du frot
tement, peuvent être considérées comme des forces agissant 
dans le plan de la figure suivant des directions AG et BG qui 
font, respectivement, avec les normales AD et BD aux deux 
points d'appui, des angles CAD et CBD égaux à l'angle du frot
tement, dans le sens opposé à celui dans lequel le mouvement 
va se produire. I l en résulte que si l'on tire une droite CG, du 
centre de gravité G de l'échelle au point C de rencontre des 
droites AG et BG, la seule condition suffisante et nécessaire 
pour l'équilibre sera que la droite CG soit verticale. 

Désignons maintenant par y et/"l 'angle et le coefficient de 
frottement, par m le rapport de AB à GA, et appelons a? l'angle 
BAO que nous prenons pour inconnu : le triangle GAC et le 
triangle BAC, qui est évidemment rectangle en C, donnent im
médiatement 

et en multipliant, membre à membre, ces équations, et r em

plaçant par m, on a 



d'où Ton déduit facilement 

remplaçant enfin sin <p et cos » par leurs valeurs en tg y ou /', 
on obtient la formule demandée 

X V J I . 

171. Étant donnés un point A de r espace et un plan P , 
par le point A on fait passer des plans en nombre quelconque; 
sur chacun d'eux successivement, on abandonne en A un point 
pesant : on demande de déterminer le plan qui est tel, que le 
mobile, posé sur lui, met, sous l'action de la pesanteur, le temps 
le plus petit possible pour arriver au plan P . (On fait abstrac
tion du frottement). 

Traitons, d'abord, la question pour tous les plans qui passent 
par l 'une des horizontales du point A. 

Si l'on mène un plan perpendiculaire à l'horizontale qu'on a 
choisie, ce plan contiendra la verticale AB du point A (fig. 64) 
et coupera le plan P suivant une certaine droite BG. Alors les 
droites que suivra le mobile en descendant le long des diffé
rents plans, c'est-à-dire, les lignes de plus grande pente, 
seront des droites du plan ABG passant par le point A ; 
soient AD l'une d'elles, a et p les deux angles DAB et ABG, 
et a la longueur AB ; si l'on appelle t le temps que le mobile 
met à parcourir la distance AD, on a, comme on le sait 

Mais le triangle ADB donne 

et en substi tuant pour AD sa valeur dans l'expression de ¿2, 

on a 

Ou est ainsi ramené à trouver le maximum de 2 cos « sin 



ou de sin (2a + /3) + s ^ n e t * e maximum a évidemment 
lieu quand « est donné par l 'équation 

2« + 0 = 90°. 

Pour trouver une construction géométrique du problème, met

tons l'équation précédente sous la forme 

« + ,5 = 90° — ce, 

et tirons l'horizontale AG : les angles ADC et CAD étant, res
pectivement, égaux à «-f-|3 et 90°—« qui sont des angles égaux 
en vertu de l'équation précédente, le triangle AGD est isocèle, 
et l'on a le point D en prenant une longueur CD égale à AG. 

Quant à la valeur du min imum que nous appellerons t', on 
l'obtiendra par la formule 

ou encore 

Pour obtenir maintenant le minimum minimorum, cherchons 
parmi toutes les valeurs de V qui correspondent aux différentes 
horizontales que Ton prend successivement, la valeur qui est 
la. plus petite : or, d'après la formule précédente, l' est mini 
mum en même temps que /3, et cet angle a sa valeur minimum 
quand la droite BG est la projection de AB sur le plan P . 

Mais alors le plan ABC est perpendiculaire au plan P et la 
ligne de plus grande pente du plan cherché sera la droite qui 
joint le point A à un point obtenu, comme il a été dit, tout à 
l 'heure, pour le point D, mais avec cette condition que le 
plan ABC soit un plan vertical, perpendiculaire au plan P . 

On conclut facilement, de tout ce qui précède, que le point 
d'arrivée du mobile sur le plan P , lorsqu'il y est parvenu dans 
le temps le plus court, est le point de contact du plan donné et 
d'une sphère qui est tangente à ce plan, passe par le point A, 
et a son centre sur la verticale de ce point. On serait, du reste, 
arrivé à cette conclusion, sans calcul, en démontrant, d'abord, 
que, si par le point le plus haut d'une sphère on fait passer 
différents plans, et qu'en ce point et sur les différents plans on 
abandonne successivement un point pesant, ce point mettra 
toujours le même temps pour arriver à la surface de la sphère. 



N O T E S 

N O T E I. 

SUR LA DIVISION D'UN ARC EN PARTIES ÉGALES. 

Avant de passer au cas général, nous traiterons d'abord le 
cas où le nombre de parties est égal à 3. 

P R O B L È M E I . 

On donne sin a et Von veut trouver sin 

On a déjà vu (31) qu'en représentant sin a par b et sin 

par œ, on est conduit à résoudre l 'équation du troisième degré 

(1) 

Nous allons démontrer maintenant que cette équation doit 
avoir trois racines réelles. 

En effet, sin a étant donné, a est l 'un quelconque des arcs 
donnés par les formules 

et, par suite, on a 

(2) 

Mais si, après avoir donné à k une valeur A/, on lui donne 



une valeur k' - j - 3p qui diffère de la première d'un multiple 

de 3, la fraction prend successivement les valeurs 

par conséquent, les valeurs x données 

par les formules (2) sont les mêmes pour deux valeurs entières 
de k qui diffèrent d'un multiple de 3. Il suffira donc de donner 
à k trois valeurs entières consécutives, par exemple, 0, 1 et 2 : 
on aura ainsi 

(3) (4) 

I l semble, d'abord, que x ait six valeurs, mais on voit faci
lement que les valeurs données pa r l e s formules (4) sont, res
pectivement, égales à celles qui sont données par les for
mules (3). 

En effet, les arcs d'une part, et 

de l 'autre, ont une somme égale à 7r, et la somme 

des deux arcs et est égale à 3^ : or on 

sait que, dans les deux cas, les sinus des arcs pris, deux à deux, 
sont égaux. On voit donc qu'on peut réduire les six valeurs de x 
aux trois valeurs qui sont données pa r l e s formules (3). D'ail
leurs, ces trois dernières valeurs sont, en général, inégales, car 

la différence entre deux des trois arcs 

n'est pas un nombre entier de circonférences, et la somme 
de deux des mêmes arcs ne pourrait être un multiple impair 
de 7T que pour des valeurs particulières de a. 

I l est donc bien démontré que l 'équation (1) a trois racines 
réelles et, en général, inégales, qui sont données par les for
mules (3). 

Inéquation (I) peut être résolue, sans l'aide des 
tailles, dans quelques cas particuliers. 

1° Deux racines sont égales. — Gomme nous l'avons déjà 



remarqué, deux des valeurs de x données par les formules (3) 
ne peuvent être égales qu'autant que leur somme est un mul
tiple impair de N. Mais nous pouvons supposer, sans res
treindre la généralité des formules (3), que l'arc « est compris 

entre • et alors pour exprimer que deux des valeurs 

de x sont égales, il suffira d'écrire que la somme des deux arcs 
qui y figurent est égale à T T , car la valeur la plus grande que 

puisse avoir la somme de deux des trois arcs étant 

la somme est inférieure à 3^. 

Cela posé, écrivons que les valeurs de x, sin et 

sont égales : l 'équation de condition est 

d'où l'on tire pour a la valeur 

Lorsque l'arc « est égal à les formules (3) donnent 

et l'équation (1) doit avoir une racine simple égale à —1 et une 
1 

racine double égale à — : c est ce que Ton vérifie facilement. 

En effet, l'équation (1), dans laquelle on fait b égal à 1, peut s'écrire 

ou 

ou encore 

et, sous cette forme, le résultat annoncé est immédiatement 

vérifié. 

Écrivons maintenant que les racines x' et x1" sont égales, 

on aura 



d'où l'on tire pour « la valeur Alors x' et x,n deviennen t 

toutes deux, égales à et x" est égal à 

ou 1 : donc l'équation 

qu'on déduit de l'équation (1) en y changeant b en — 1, a une 
1 

racine double égale à — et une racine simple égale à 1 . 

C'est ce qu'on peut vérifier directement comme plus haut, 
ou plus simplement encore, en remarquant que les racines de 
la dernière équation et celles de l'équation (1), où Ton a rem
placé b par 1, sont égales et de signe contraire. 

Enfin nous remarquons que x" et x'" ne peuvent pas devenir 
égales, parce que la somme des arcs qui y figurent est toujours , 
supérieure à N et inférieure à 3^. 

2° Deux racines sont égales et de signe contraire. 

On sait que, pour que deux sinus soient égaux et de signe 
contraire, il faut que la différence des deux arcs correspondants 
soit un multiple impair de T T , ou que la somme des deux arcs 
soit un multiple pair. La première condition est évidemment 
impossible ici , et comme nous avons supposé que l'arc « 

est-compris entre ^- et , la seconde condition ne pourra 

être remplie qu'autant que la somme des arcs dans les for
mules (3) sera égale à zéro ou à 2?r. 

Cela posé, on voit facilement qu'en écrivant que x' est égal 
et de signe contraire à x" ou x'", on trouve pour A des valeurs 

qui ne sont pas comprises entre — et -™ ; le problème est 

donc impossible. Quant h x" et xf/\ elles ne peuvent devenir 
égales et de signe contraire en exprimant que la somme des 
arcs correspondants est égale k 0, car alors « devrait avoir pour 
valeur — 3TT ; mais on trouve qu'elles sont égales et de signe 
contraire, lorsque la somme des arcs est égale à 2?r, pour une 
valeur de « égale h zéro. 

Dans ce cas, les valeurs de x données par les formules (3) 
deviennent 



Faisons maintenant b égal à zéro dans l'équation (I), nous 
aurons 

ou 

et l'on voit bien que, dans le cas particulier dont il s'agit, l 'é
quation (1) a une racine nulle et les deux valeurs égales et de 
signes contraires qui ont été trouvées par la Trigonométrie. 

P R O B L È M E I I . 

On donne cos a égal à c, et l'on veut trouver cos que Von 

représente par y . 
L'équation du problème est (31) 

( i ) 

et si l'on désigne par « l 'un quelconque des arcs qui ont pour 
cosinus le cosinus donné c, on a 

y ne peut donc prendre que les valeurs données par la for
mule générale 

On voit, d'abord, comme dans le problème précédent, qu'il 
suffît de donner h k , dans la formule précédente, les valeurs 
0, 1 et 2. On a alors les trois expressions 

Mais les deux arcs et • ayant une somme nulle et 

les deux arcs , d'une part, 

et de l 'autre, donnant des sommes égales à 2^, 

les cosinus sont, deux à deux égaux et de même signe. On 

2 0 



pourra prendre, par exemple, l 'arc - y avec le signe -f- dans 

les trois expressions, et l'on aura trois valeurs de y seulement : 

(2) 

Ces trois valeurs sont réelles et généralement inégales, car 
pour qu'elles devinssent égales, il faudrait que la différence ou 
la somme des arcs qui y figurent fût un nombre exact de cir
conférences. Or la première condition n'est jamais remplie, et 
la seconde ne peut l'être que pour des valeurs particulières 
de a. 

Cas particuliers où les racines sont égales et de 
même signe ou égales et de signe contraire. 

Comme la différence des arcs dans les formules (2) n'est jamais 
un nombre exact de circonférences, deux des valeurs yy y" et 
y'n ne pourront être égaies et de même signe ou égales et de 
signe contraire que si la somme des arcs est un nombre pair 
ou impair de demi-circonférences. Ici l 'arc a peut être consi
déré comme compris entre 0 et T T . On voit alors que, si a est 
nul ou égal à 7 r 3 l 'équation (1) a une racine simple et une ra-

7T 

cine double, et que, dans le cas où « est égal à — , l 'équa

tion (1) a une racine nulle et les deux autres égales et de signe 

contraire. 

P R O B L È M E I I I . 

On donne tg a égale à d, et Ton veut trouver tg que Von 

représente par z. 
L'équation du problème est (31) 

(1) 

a désignant l 'un quelconque des arcs qui a d pour tangente, 
on a 

On voit, comme dans les problèmes précédents, qu'il suffit 
de donner à k les valeuis 0, i et 2, et il vient 



(2) 

On trouve ici immédiatement trois valeurs réelles, et comme 
la différence de deux quelconques des arcs n'est pas un nombre 
exact de demi-circonférences, et que, d'ailleurs, elle est indé
pendante de «, il en résulte que deux des valeurs ne sont ja
mais égales, même pour des valeurs particulières de «. 

Cas où deux des racines de l'équation (1) sont 

égales et de signe contraire. — Pour que deux des r a 

cines soient égales et de signe contraire, il faut et il suffit que 
la somme des arcs correspondants soit égale à un multiple 
entier de 77. Mais si l'on suppose que a est un arc compris entre 

, la somme des arcs sera comprise entre 0 et 2?r, et 

on devra écrire seulement que la somme des arcs est égale à 7r . 
On trouve ainsi, 

pour « égal à 

et pour « égal à zéro, 

Mais les racines z ' et z" ne peuvent pas devenir égales et de 
signe contraire. 

On vérifie facilement ces conclusions sur l 'équation (1) en 
y faisant successivement d égal à l'infini ou à zéro. 

Signification géométriques des racines des équa
tions (1 ) dans les trois problèmes précédents* 

Prenons sur le cercle trigonométrique, à partir de l 'origine 

A, un arc AM égal à , et partageons la circonférence en 

o 

trois parties égales par les points de division M, M', M", en 
tirant les cordes MM 7, M'M / ; , M7 /M on aura un triangle equila
teral MM'M" inscrit dans le cercle, et les trois arcs AM, AM', 
AM / ; seront,respectivement, égaux à 



Les sinus, cosinus et tangentes des arcs, qui ont, pour extrémi
tés, les sommets du triangle équilatéral, seront donc les racines 
des trois équations qui servent à résoudre les trois problèmes 
précédents. 

nouvelle méthode pour traiter le cas des racines 
égales et de même signe ou égales et de signe con
traire. 

En se servant du triangle équilatéral que nous venons de 
définir, on peut trouver facilement dans quels cas les trois 
équations (1) ont des racines égales ou des racines égales et 
de signe contraire. 

En effet, on se rappelle qu 'une ligne trigonométrique ne 
peut avoir la même valeur, au signe près, qu'en l'un des som
mets du rectangle trigonométrique. Mais, comme le triangle 
équilatéral est un polygone d'un nombre de côtés impair, deux 
sommets ne peuvent pas être symétriques par rapport au 
centre ; deux lignes trigonométriques ne peuvent donc être 
égales,, aux signes près, que si deux sommets du triangle équi
latéral sont symétriques par rapport au diamètre origine AA' 
ou par rapport au diamètre BB' qui lui est perpendiculaire. 

1° Deux sommets du triangle équilatéral sont symétriques 
par rapport à BB' . Supposons, d'abord, que les deux sommets 
symétriques soient situés au-dessus du diamètre AA' : ces deux 
sommets seront nécessairement M et M'. Alors l'arc AM sera 

TC TC 

égal à et, par suite, a sera égal à — . Donc quand Tare a 

est égal à — , le sinus a deux valeurs égales et de même 

signe, le cosinus et la tangente, chacun, deux valeurs égales 
et de signe contraire. 

Si maintenant on suppose que les deux sommets symétriques 
par rapport à BB ' sont au-dessous du diamètre AA', ces deux 

TC 

sommets sont M et M" et Tare AM est égal à — — . L'arc A est 
b 

TC TC 

donc égal à — . Ainsi, lorsque l'arc a est égal à — — , on 

arrive encore à la même conclusion. 

2° Deux sommets du triangle équilatéral sont symétriques 
par rapport à A A ' S i l'on suppose que les deux sommets sy
métriques sont à gauche de BB' , le sommet M sera en A et les 



P R O B L È M E IV. 

Connaissant sin a dont la valeur donnée est b , trouver 
a 

sin — dont la valeur cherchée est représentée par x (n est u n 

nombre entier quelconque). 

On distingue deux cas suivant que n est impair ou pair. 

P R E M I E R C A S . — n est impair. 

En remplaçant dans l'équation (1) (78) les puissances de cos a 
qui sont toutes paires, par leurs expressions en sin a, on ob
tient dans le second membre un polynôme entier et rationnel 
par rapport à sin a, et du degré n. Si alors on change dans 

1 , - & , i • . a 
1 équation a en — , et qu on remplace sin a par 0, sm — 

par x on a une équation du degré n en x. 

Il s'agit maintenant de faire voir que l'équation ainsi obtenue 
a n racines réelles. Pour cela, il n 'y a qu'à suivre la même 
marche que pour le problème-I. 

Désignons ici, tout de suite, par « un arc compris entre 

et dont le sinus est égal à b, on aura 

deux sommets M' et M" seront les deux sommets symétriques. 
L arc « sera alors évidemment nul, et on peut dire que, lors
qu'il en est ainsi, le sinus et la tangente ont, chacun deux va
leurs égales et de signe contraire tandis que le cosinus a deux 
valeurs égales et de même signe. 

Admettons maintenant que les deux sommets symétriques 
par rapport à A A' soient à droite de BB' . I l ne peut évidemment 
en être ainsi que, lorsque a est égal à T T , et comme on ne donne 

à « des valeurs comprise entre -— et 77 que dans le cas du 

cosinus, on en conclut que, lorsque « est égal à le cosinus a 
encore deux valeurs égales. 

On voit, en résumé, que tous les résultats sont les mêmes 
que ceux que l'on avait obtenus par la première méthode. 



et, par suite, 

On voit, comme pour le problème I , qu'il suffit de donner à n 
les valeurs entières consécutives depuis 0 jusqu 'à n — 1 ; on 
obtient ainsi deux suites de valeurs qui ont été rangées dans 
deux colonnes verticales (1) et (2 ) , comme on le voit ici : 

( o (2 ) 

Mais je dis que les valeurs données par les formules (2) sont, 
respectivement, égales aux premières. 

En effet, la différence entre deux arcs des deux suites n'étant 
jamais un nombre entier de circonférences, pour que deux 
sinus soient égaux, il faut et il suffît que la somme des arcs 
correspondants soit égale à un multiple impair de 7r, c'est-à-
dire, à 7T ou à 37f, puisque la somme des arcs est toujours plus 
petit que 4^. 

Si l'on écrit, d'abord, que la somme de deux arcs, qui occupent 
les rangs p + 1 et q -f- 1 dans les deux suites, est égale à T T , 
on a 

Ci) 

et en donnant à p toutes les valeurs, depuis zéro jusqu'à 

q prendra toutes les valeurs, depuis jusqu'à 0 . 



Ecrivant main tenant que la somme de deux arcs de rang 
p -f- 1 et q + 1 est égale à 3?r, on a 

(4) 

Alors si Ton donne à p toutes les valeurs consécutives entières, 

à partir du nombre qui suit jusqu'à n— 1, 

q prendra toutes les valeurs des nombres entiers consécutifs 

depuis n — 1 jusqu'à 

Il résulte de là que, si dans chacune des deux suites (1) et 
(2) on forme deux groupes, tels, que le premier contienne un 
terme de plus que le second, et que, dans la seconde suite, on 
écrive les termes des deux groupes dans Tordre inverse, les 
termes de môme rang seront égaux dans les deux suites. Pour 
plus de clarté, considérons le cas particulier où n est égal à 5. 

On écrira les valeurs de sin , comme il suit : 

On a mis en évidence les deux groupes dans chaque suite, et 
dans la seconde, on a immédiatement interverti l'ordre des 
termes dans les deux groupes. Il est visible alors que les sinus 
de môme rang dans les deux suites sont égaux et de même 
signe. 

Il est maintenant démontré que le problème proposé n'a que 
n solutions, et dorénavant on considérera les n valeurs contenues 
dans la suite (1) comme étant les racines de l'équation du degré 
n qui donne œ. On peut remarquer, d'ailleurs, que ces n racines 



sont, en général, inégales, puisque la différence de deux quel
conques des arcs, dont elles dépendent, n'est jamais un multiple 
d'une circonférence, et que la somme des mêmes arcs ne peut 
être un multiple impair de ~ que pour des valeurs particulières 
de a. 

Cas des racines égales. — On exprime d'abord que 
deux racines de rang p - j - l et p' + 1 sont égales, en écrivant 
que* la somme des arcs correspondants est égale à un multiple 
impair de 7r, (2k -f- On trouve ainsi 

ou, plus simplement, en représentant par m un nombre entier 
quelconque, positif ou négatif 

Mais, d'après Fhypothèse que Ton a faite sur a, on devra 
prendre 2m -f- 1 é g a l a 1 ou — 1, et l'on aura 

Cette condition étant remplie, voyons comment on déterminera 
les valeurs de p et p ' qui donnent un couple de racines 

égales : prenons, pour fixer les idées « égal à Gomme la 

somme de deux arcs est toujours inférieure à 4TT , on devra ex
primer que la somme de deux arcs de rangs p -f- 1 et p ' -\- [ 
est égale à T T ou 3^. On trouve ainsi, suivant que Ton fait 
l 'une ou l'autre hypothèse 

(5) ou (6) 

Alors si l'on donne à p , d'abord, toutes les valeurs des nombres 

entiers depuis zéro jusqu 'à la formule (5) donnera 

pour pf tous les nombres entiers depuis jusqu'à zéro, 

et si Ton donne ensuite à p toutes les valeurs des nombres 

entiers, depuis le nombre jusqu'à n — 1, la for-



mule (6) donnera pour valeurs correspondantes de pf tous les 

n o m b r e s e n t i e r s d e p u i s n — 1 j u s q u ' à On est donc 

conduit à séparer les racines de la suite (1), comme on Fa déjà 
fait, en deux groupes, tels, que le premier contienne un terme 
de plus que le second. 

Gela posé, on considère deux cas suivant que n est un mul
tiple de 4 augmenté ou diminué de 1, c'est-à-dire, est d e l à 
forme Ap - j - 1 ou kp — 1. 

Dans le premier cas, le nombre des termes du premier groupe 
est 2p -f- 1 et celui des termes du second groupe 2p. Il y a 
alors dans le premier groupe un terme du milieu, dont le rang 

est p -f- I ou , et qui donne une racine simple, tandis 

que les termes qui sont à égale distance de lui représentent, 
deux à deux, des racines égales. Quant aux racines du second 
groupe, la première et la dernière et, en général, deux racines 
à égale distance des extrêmes sont égales. 

Dans le cas où n est de la forme kp — 1, on dit du second 
groupe ce que Ton disait du premier, lorsque n était de la 
forme 4p + 1, et réciproquement; alors le rang de la racine 

simple est 3p ou 

Vérification par la géométrie. — Portons SUT le Cerc l e 

t r i g o n o m é t r i q u e , à p a r t i r de l ' o r i g i n e A, u n a r c AM é g a l à 

, et inscrivons dans le cercle le polygone régulier de n 

côtés MM'M ; / On voit, comme dans le cas où n est égal à 3, 
que les valeurs données par la suite (1) sont les sinus des arcs 
qui ont pour extrémités les sommets du polygone. Si n est un 
nombre impair de la forme 4/9 -f- 1, le sommet dont le rang-

e s t , correspondant à Tare ou 

-, est situé au point B. Les autres sont donc, deux à deux, 

symétriques par rapport au diamètre BB' . Ainsi l'équation du 
problème a une racine simple égale à l et les autres sont 
égales, deux à deux. 

Maintenant si Ton suppose que n est de la forme kp — 1, le 



sommet dont le rang est correspondant à l'arc 

ou est situé au point B' , et on a 

alors une racine simple égale à — 1 et les autres égales, deux 
à deux. 

On a supposé, dans ce qui précède, a égal à , mais si Ton 

avait pris « égal à on verrait toujours de la même 

manière, qu'à part une racine simple égale à 1 ou — 1, l 'équa
tion du problème a ses racines, deux à deux, égales. 

Ga» des racines égales et de signe contraire. — 
Pour que deux racines soient égales et de signe contraire, il 
làut et il suffit que la somme des deux arcs correspondants soit 
égale à un multiple exact d'une circonférence, c'est-à-dire, 
à 2 / I T T . En écrivant qu'il en est ainsi pour deux arcs de rangs 
p -f- 1 et p' -f- i , on trouve 

ou plus simplement en représentant par m un entier quel
conque. 

Mais a étant, par hypothèse, un arc compris entre • 

on ne pourra prendre pour a que la valeur 0 . On trouve alors 
la relation 

On remarque, d'abord, qu'on ne pourra pas prendre p égal 
à zéro ; la première valeur donnée par la suite (1), doit donc 
être mise à part. Mais si l'on donne à p les valeurs des 

nombres entiers consécutifs depuis 1 jusqu'à p ' prend 

les valeurs des nombres entiers depuis n — 1 jusqu'à 

Par conséquent, la seconde valeur de la suite (1) et la dernière 
sont égales et de signe contraire ; de même, la troisième et 
lavant dernière et ainsi de suite. 



La vérification géométrique est évidente dans le cas actuel ; 

car Tare étant égal à 0, le sommet M du polygone régulier 

est en A et les autres sont, deux à deux, symétriques par rap
port au diamètre AA'. Quant à la vérification algébrique, elle 
est tout aussi simple. En effet, l'équation du problème ne con
tenant que des puissances impaires de x, et le terme tout 
connu b devenant égal à zéro, on pourra diviser par x et sup
primer ainsi la racine nulle. I l restera alors une équation qui 
ne contiendra que des puissances paires de l ' inconnue et qui, 
par conséquent aura ses racines, deux à deux, égales et de 
signe contraire. 

D E U X I È M E C A S . — n est pair. 
L'équation (1) (78), contient alors des puissances impaires 

du cosinus, et quand on exprime le cosinus en fonction du 

sinus, on introduit le radical >J 1 -— sin- a comme facteur dans 
tous les termes du second membre . Élevant ensuite au carré 
les deux membres pour faire disparaître le radical, chan-

géant a en — et posant sin — égal a x, on aura une équa

tion du degré 2n en x. 

On peut voir que, dans le cas actuel, l'équation du problème 
doit avoir 2n racines réelles et, en général, inégales. 

En effet, on a toujours les deux suites (1) et (2) de valeurs ; 
mais il n 'arrive plus que les valeurs de la suite (2) sont, res
pectivement, égales aux valeurs de la suite (1), les équations de 
condition (3) et (4) ne pouvant pas être satisfaites quand n est 
pair. On voit, d'ailleurs, comme dans le cas où n est impair, 
que les racines de chacune des deux suites (1) et (2) sont, en 
général, inégales. 

Le cas des racines égales et celui des racines inégales et de 
signe contraire se traitent comme lorsque n est pair. 

P R O B L È M E V . 

On donne cos a égal à c, et l'on veut trouver qu'on 

représente par y . 

Si l'on remplace dans la formule (2) (78) sin a par ' 



comme dans le second membre, toutes les puissances du sinus 
sont paires, on obtiendra un polynôme rationnel du degré n 

en cos a. Si ensuite on change dans l'équation a en et 

a 
qu'on remplace cos a et cos — , respectivement, par c et y, on 

obtiendra une équation en y du degré n . 
On voit facilement que cette équation a n racines réelles. 

En effet, si Ton appelle a l 'un des arcs ayant pour cosinus le 
cosinus donné c, on a les deux suites de valeurs (1) et (2) 

(1) (2) 

Mais les deux premières valeurs des deux suites sont évi
demment égales, et la seconde, la troisième, etc., de la suite (1) 
sont égales à la dernière, l 'avant dernière, etc., de la suite (2), 
parce que la somme des arcs correspondants est égale à 2^ : il 
n 'y a donc que n valeurs, et nous pourrons prendre celles de 
la première suite. On voit, d'ailleurs, comme à l 'ordinaire, que 
ces n valeurs sont, en général, inégales. 

On remarque encore que si l'on inscrit dans le cercle trigo-
nométrique un polygone régulier de n côtés dont le premier 

sommet soit à une distance de l'origine égale à les arcs 

qui auront pour extrémités les sommets du polygone auront 
pour cosinus les n valeurs de la suite (1). 

On traitera sans difficulté, comme on l'a fait pour le sinus, 
les cas des racines égales et des racines égales et de signe con
traire. 

P R O B L È M E V I . 

On donne tg a égale à d, et Von veut trouver • que Von 

désigne par z. 



En changeant dans l'équation (3) (78) a en. — , et rempla-

<;ant tg a et tg , respectivement, par cl et z, on obtient im

médiatement une équation du degré n en z. 

Mais si Ton désigne par « l 'un quelconque des arcs dont la 
tangente est d, on voit que l'équation en z, a n racines réelles 
qui sont : 

( l ) t g i , tg ( .L+4 t g ( i i + J L ) ... t g ( ( n - i ) + 4 

Gomme la différence de deux quelconques des arcs dont on 
vient de prendre les tangentes n'est jamais un nombre exact 
de demi-circonférences, les n racines sont inégales, et même ne 
peuvent devenir égales pour aucune valeur de a. 

Dans le cas où n est pair, on peut démontrer le théorème 
suivant : 

THÉORÈME. —L equation qui fait connaître tg ~ , m fonc

tion de tg a, a ses racines, deux à deux, inverses et de signe 

contraire lors- que n est pair. 
En effet, soient |3 et Qf deux quelconques des arcs qui figurent 

dans la suite (1) : on exprimera qu'à ces deux arcs corres
pondent deux valeurs de z inverses et de signe contraire, en 
écrivant 

tg p' = — cotg ¡5 = tg ( <5 — JY 

les.deux arcs ¡5' et /3 — — ont donc même tangente et, par 

suite, on aura 

p ' _ p = n i r _ £ = ( 2 n - i ) Y . 

Ainsi la différence de deux quelconques des arcs est un mul-

tiple impair de — ; mais comme la différence de ces arcs est 

toujours inférieure à TT , on devra la prendre égale à — • 



Cela posé, si Ton écrit que les deux arcs dont les rangs sont 

p -f- 1 et p ' -(- 1 ont pour différence on a la relation 

Par conséquent, si Ton donne à p toutes les valeurs en

tières depuis 0 jusqu'à 1, p' aura pour valeurs tous les 

nombres entiers consécutifs depuis jusqu'à n — 1. Il en 

résulte que, si Ton partage la suite (I) en deux groupes formés 
d'un égal nombre de termes consécutifs, deux termes, de même 
rang dans les deux groupes, représenteront deux racines in 
verses et de signe contraire : le théorème est donc démontré. 

Cas des racines égales et de signe contraire. — 
On sait que deux racines de l'équation en z ne peuvent ja

mais être égales, mais, comme on va le voir, elles peuvent être 
égales et de signe contraire En effet, pour que deux racines, 
dont les rangs sont p -f- 1 et p' -f- 1, soient égales et de signe 
contraire, il faut et il suffit que la somme des arcs correspon
dants soit un multiple entier de T T . Or en écrivant qu'il en est 
ainsi, on trouve 

c'est-à-dire, que a doit être un multiple entier de Comme a 

peut toujours être supposé un arc du premier ou du quatrième 

quadrant on prendra « égal à ou à 

1° « est égal à Comme la somme des deux arcs, dont on 

prend les tangentes, est toujours plus petite que 2^, on écrira 
que la somme des deux arcs, de rangs p - j - 1 e t p ' - j - l , est égale 
A TT et l'on aura ainsi 

(2) 

On conclut évidemment de là que, si n est pair, dans la 

suite (1) les deux valeurs extrêmes et, en général, deux valeurs 



de z, à égale distance des extrêmes, sont égales et de signe con
traire, et que, si n est impair, il en est encore de même, sauf 
qu'à la racine du milieu ne correspond pas une racine égale et 
de signe contraire. On prouve, d'ailleurs, facilement, que, 
dans le cas où n est impair, la racine du milieu est toujours 
égale à l'infini. 

2° a est égal à — . Alors, comme on peut écrire que la 

somme des deux arcs de rangs p-\- 1 et / / + 1 , est nulle ou égale 
à 7 T , on trouve pour équations de condition 

(3) p + p' = 0, ou (4) p + p' = n - f 1. 

La première ne peut être satisfaite qu'en donnant à p et p' 
les valeurs 0 et 1 : on en conclut alors que, dans la suite (1), 
les deux premières valeurs de z sont toujours égales et de 
signe contraire. 

Si maintenant Ton tient compte de la seconde relation, on 
arrive à la conclusion suivante : ayant mis à part dans la 
suite (1) les deux premières valeurs de z, les autres, à égale 
distance des extrêmes, sont, deux à deux, égales et de signe 
contraire, quand n est pair (c'est la racine qui était primit i
vement la troisième qui est maintenant l 'une des extrêmes). 
Quand n est impair, il en sera encore de même, en exceptant 
toutefois la racine du milieu dans le groupe formé des n — 2 
dernières valeurs de la suite (1); cette racine n 'aura pas une 
valeur correspondante qui lui sera égale et de signe contraire, 
mais on trouve sans difficulté qu'elle est égale à l'infini. 

Pour terminer, nous démontrerons encore le théorème sui

vant : 
7 T 

T H É O R È M E . — Si a est égal à ±~2~ c t ^ u e 1 1 s o ^ *-e double 

d'un nombre impair, l'équation en z qui donne lQ-~ aura 

toujours une racine égale à 1 et une autre égale et — 1. 

On suppose d'abord que a est égal à — . Prenons pour fixer 

les idées n égal à 6, et soient |3, 7, $ les trois premières racines 
rangées dans l'ordre qu'indique la suite (1). 

D'après le théorème démontré en commençant, les trois sui-



vantes seront • ; mais, comme « est égal à 

. les racines, à égale distance des extrêmes, sont égales et 

de signe contraire : donc la racine - doit être égale à — y. 

Or il ne peut en être ainsi qu'autant que la seconde et la troi
sième racine ont pour valeurs, l 'une 1 et l 'autre — 1. On voit 
bien, d'ailleurs, que le raisonnement est général, car ce que 
nous avons dit ici de la seconde et de la cinquième racine 
s'appliquera, quand n sera le double d'un nombre impair quel
conque, aux deux termes du milieu dans les deux groupes for
més d'un égal nombre de termes consécutifs dans la suite (1 ) . 

Le cas où a est égal à — se traite de la même manière. 

vérification algébrique. — Supposons que dans l 'équa-
a 

tion (3) (78), on ait changé a en — , et qu'on ait ensuite rem-
71/ 

placé, comme il a déjà été dit, tg a par cl et tg — par z : le 

premier membre de l'équation sera alors représenté par d, et le 
second membre sera une fraction, dont le numérateur ne con
tiendra que des puissances impaires de z et sera du degré n ou 
n — 1 , suivant que n sera impair ou pair, et dont le dénomi
nateur ne contiendra que des puissances paires de z et sera du 
degré n ou n — 1 , suivant que n sera pair ou impair. D'ail
leurs, les coefficients des différentes puissances de z sont les 
mêmes, au signe près, que dans le développement de {\-\-z)n. 

Cela posé, considérons, d'abord, le cas où n est pair, sans 
autre condition. On voit, qu'après avoir chassé le dénominateur 
de l'équation (3) et avoir ordonné par rapport aux puissances 
décroissantes de z, les coefficients à égale distance des extrêmes, 
sont égaux et de signe contraire : l'équation a donc ses racines, 
deux à deux, inverses et de signe contraire. 

Supposons maintenant que a soit égala; , d ou tg ; 

étant égal à l'infini, on aura la nouvelle équation en égalant à 
zéro le dénominateur de la fraction qui est le second membre 

de l'équation (3) (78), après y avoir changé a en — et rein-



placé t g — par z . Alors si n est pair, l'équation obtenue sera 

du degré n et ne contiendra que des puissances paires de z : 
ses racines seront donc, deux à deux, égales et de signe con
traire, en même temps qu'associées d'une autre manière, elles 
seront, deux à deux inverses et de signe contraire. Si n est 
impair, l 'équation sera du degré n — 1, et ses racines auront 
les mêmes propriétés que dans le cas précédent, mais, comme 

le coefficient de z n s'est annulé, l'équation aura, en plus, une 
racine infinie. 

Enfin, si nous supposons n double d'un nombre impair et « 

égal à ± — , on aura toujours l'équation du degré n obtenue 

en égalant à zéro le dénominateur de la fraction précédemment 
définie, mais comme n est double d'un nombre impair, le 
nombre des termes de l'équation est pair et les coefficients, à 
égale distance des extrêmes, sont égaux et de signe contraire : 
donc quand on remplacera z par 1 ou — 1, le premier membre 
de l'équation deviendra nul . 

La vérification des résultats trouvés directement par la Tr i 
gonométrie est maintenant complète *. 

* La note précédente a été rédigée en partie, d'après une leçon de 
M. STURM au collège Rollin. Dans les QUESTIONS D'ALGÈBRE, ouvrage qui doit 
prochainement paraître, j'aurai l'occasion de taire de plus fréquents em
prunts à l'illustre géomètre. 
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NOTE I I . 

INSCRIPTION DES POLYGONES RÉGULIERS. 

On peut ne s'occuper que des polygones réguliers d'un 
nombre de côtés impair, car lorsqu'on connaît le côté d'un po
lygone régulier, on construit ou Ton calcule facilement le 
côté du polygone régulier, inscrit dans le même cercle et d'un 
nombre de côtés double. 

Nous allons nous occuper successivement du triangle équi-
latéral, du pentagone, et des polygones réguliers de 1 5 et 1 7 
côtés. 

P R O B L È M E I . 

Inscrire un triangle équilatéral dans un cercle donné. 
Soit pris, pour cercle donné, le cercle trigonométriqué. On 

a vu (problème I , note I ) que lorsque l'arc « est nul , l 'équa
tion (I) a une racine nulle et les deux autres égales et de signe 

contraire. Ces racines sont sin 0, sin- mais la se

conde est égale à sin et en la doublant on aura le côté du 

triangle équilatéral. 
Faisons maintenant b égal à zéro dans l'équation ( 1 ) (pro

blème I de la note précédente), il viendra 

et les trois racines seront le côté du 

triangle équilatéral sera donc égal à >J 3 . 



P R O B L È M E I I . 

Inscrire un pentagone régulier dans un cercle donné. 
Soit toujours pris lecercle trigonométrique pour cercle donné, 

et soit fait aussi A égal à zéro dans les formules qui servent à 
résoudre l'équation du cinquième degré d'où l'on tire les va

leurs de sin Les cinq racines seront alors sin 0, sin • 

La troisième sera égale à sin 

et en la doublant on aura le cote du pentagone régulier ordi
na i re ; quant au côté du pentagone régulier étoile il sera évi
demment représenté par le double de la seconde racine. On 
voit, d'ailleurs, que la première racine étant nulle et les deux 
dernières négatives, les doubles de la plus petite et de la plus 
grande racine positive représenteront, respectivement, les côtés 
des pentagones réguliers, convexe et étoile. 

Sin a étant représenté par h, et sin par x, l'équation du 

cinquième degré qui donne x se déduit de l'équation générale 
(l) (78). On obtient 

(1) 

En y faisant b égal à zéro, et divisant par x pour enlever la 
racine nulle, on a l'équation bicarrée 

(2) 

et l'on en tire 

Les valeurs de 2x' et de 2%" sont les côtés des pentagones 
réguliers, convexe et étoile. 

P R O B L È M E I I I . 

Inscrire un pentédécagone régulier dans un cercle donné. 

Faisons b égal à sin dans l'équation (1) du problème I de 

la note précédente, nous aurons 



(1) 

et les racines de cette équation seront 

Mais la racine — sin est égale et de signe contraire à la 

plus grande racine positive de l'équation (2 ) , dans le pro
blème précédent, c'est-à-dire, à la racine que nous avons alors 
appelée x" et que nous désignerons maintenant par e. En 
divisant le premier membre de l'équation précédente par œ-{-ey 

on aura l 'équation 

(2) 

qui admet pour racines, sin et sin -

En la résolvant, on a 

et en mettant pour e sa valeur, 

Les valeurs de 2x' et 2x" qui représentent, respectivement, 

2 sont les côtés du pentédécagone régu

lier convexe et d'un des pentédécagones étoiles. 
On peut obtenir aussi une équation du second degré qui 

conduise aux valeurs des côtés des deux autres pentédécagones 

étoiles. Pour cela, changeons en dans l'équation (1) : 

nous aurons 

(2 ) 



et les racines de cette équation seront : sin-

Si maintenant nous représentons par / la racine s i n ~ ^ -

(c'est la quanti té désignée par x' dans le problème précédent), 
et que nous divisions le premier membre de l'équation (?) par 
{x — /*), nous obtiendrons 

et les valeurs absolues des deux racines de cette équation, 
quand on y aura remplacé / par sa valeur connue, seront les 
moitiés des côtés des deux autres peatédécagones étoiles. 

R E M A R Q U E . — E n généralisant la méthode qui a été em
ployée dans le cas où n est égal à 3 ou 5 , on démontre facile
ment que la question d'inscrire dans un cercle donné un poly
gone régulier de n côtés, lorsque n est impair, est toujours ra 

menée à la résolution d'une équation du degré 

P R O B L È M E I V 

Inscrire dans un cercle donné un polygone régulier de 17 

côtés. 

En suivant la méthode générale qu'on vient d'indiquer, on 
serait ramené à résoudre une équation du huitième degré ; 
mais Gauss a montré qu'on peut faire dépendre le calcul des 
côtés des polygones réguliers de 17 côtés, convexes ou étoiles, 
d'une suite d'équations du second degré, et que, par consé
quent, le problème peut être résolu avec la règle et le compas. 

Ne pouvant indiquer ici les méthodes d'Algèbre qui ont con
duit à ce résultat, nous nous contenterons de donner une solu
tion synthétique. 

Soient a Tare et x le cosinus de Tare p a , p étant un 

nombre entier qui prend toutes les valeurs depuis 1 jusqu'à 
17 : nous prendrons pour inconnus xv x2, x%, x/t, xh, #G, x7, x8 

qui sont les cosinus des arcs sous-tendus dans le cercle trigo-
nométrique par les côtés des 8 polygones réguliers'de 17 côtés. 



11 est clair que, si Ton peut construire les valeurs des 8 cosinus, 
le problème de l'inscription des 8 polygones réguliers pourra 
être considéré comme résolu. 

Posons : 

(1) 

On remarque, d'abord, que la somme s est égale à 

En effet, on sait que la somme des cosinus des arcs, qui ont 
leurs extrémités aux sommets d'un polygone régulier inscrit 
dans le cercle trigonométrique, est égale à zéro. Mais comme 
ici l 'un des sommets du polygone convexe de 17 côtés est 
confondu avec l 'origine, l 'un des cosinus est égal à 1 et les 
autres sont égaux, deux à deux, car on a, en général, xp égal 
à xn : on a donc 

et, par suite, la somme s est bien égale à 

Nous pouvons, dès lors, écrire les équations suivantes : 

(2) 

(4) 

(3) 

Je dis maintenant que le produit yiy2 a pour valeur — 1, 

et que est la valeur commune des deux autres produits 

Considérons, d'abord, le produit y{y2. Ce produit se com
posera de 16 termes qui pourront, chacun, être remplacés par 
la demi-somme de deux cosinus. On aura ainsi 32 termes ; 
mais en tenant compte de ce que xp est égal à # 1 7 _ p , on voit 
que ces termes sont égaux, quatre à quatre, à chacun des 

termes de s : le produit y.y2 est donc égal à ~ T T — , c'est-à-dire 

à - 1. 



On démontre de la même manière que les produits zAz2, uhu2 

ont, tous deux, pour valeur, -j- . 

On vérifie aussi facilement que l'on a 

(5) 

On conclut enfin, de tout ce qui précède, que le problème est 
résolu par le système des équations suivantes : 

(6) 

(7) 

La première des équations (6) donne pour valeurs yK et y 2 , 

puisque la somme des racines est égale à et que leur 

produit est égal à — 1. Quand yi et y2 sont déterminés, la 
seconde des équations (6) fait connaître zK et z2% et la troisième 
uK et u2, parce qu'on a formé ces équations, en tenant compte 
des équations (3) et (4), et de ce que les deux produits zKz2, 

uKu.2 ont, pour valeur 

Si l'on prend maintenant les équations (7) dans lesquelles on 
a, d'abord, remplacé zv z 2 , uu u2 par leurs valeurs, la première 
fera connaître xi et xA, la seconde, x2 et x8, la troisième, x0 et 
x~, et la quatrième, x3 et # 5 : c'est là une conséquence évidente 
des équations (5). On peut donc, comme nous l'avions annoncé, 
construire avec la règle et le compas, les côtés des 8 polygones 
réguliers de 17 côtés. 

FIN 
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	XIII. — Étant donnés un polygone régulier d'un nombre pair de côtés et une circonférence concentrique, on demande de trouver une relation entre les tangentes des angles sous lesquels, d'un point de la circonférence, on voit les diagonales passant par le centre (Concours)
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