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PREFACE

La Trigonométrie, par I'élégance et la facilité de ses
mélhodes, est, peut-étre, la partic des Malhématiques qui
a le plus d’attrait pour les commencants. En Allemagne et
cu Angleterre, c’est la science préférée dans I'enseigne-
menl secondaire. Les Anglais surtout y excellent: rien de
plus ingénieux que les énoncés des questions de trigono -
métrie que les Universités de Cambridge et Dublin pro-
posent aux examens de fin d’anndée (*).

On trouvera dans cet ouvrage les plus belles questions
qui ont pu élre exlraites des auteurs étrangers, et aussi
une grande variété.d’autres, comme on pourra s’en assurer
par un coup d’ceil jeté sur la table des matiéres.

Outre cet avantage qu’elle présente d’exercer les éléves
a I'élégance et & la symétrie des calculs, la Trigonom¢-
trie cst aussi un instrument logique trés-précieux. Les
problémes peuvent élre discutés par ses méthodes, dans
les plus minutieux détails, comme on le verra par de nom-
breux exemples. C’est en me placant surtout & ce point de
vue, c'est-d-dire, en considérant la Trigonométrie comme
trés-propre a exercer aux raisonnements rigoureux et
suivis, que j’ai cu la pensée d’offrir ce livre & la jeunesse si
intelligente de nos armées, comme une préparation aux
¢tudes vraiment sérieuses. D’ailleurs, nos jeunes officiers
trouveront, peut-étre, dans les exercices proposés, quel-
(ques problemes dont la recherche leur fera oublier les
cnnuis des garnisons et des longs calmes en mer.

5 {évrier 1872,
A. DesBovEs.

{*) Voyez, page 266.
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ERRATA

Page 40, ligne 8, au lieu de : a cotg =, lisez : @ tg x.

Page 66, ligne 12, au lieu dc : les trois angles, lisez : 2p et les trois
angles.

Page 85, ligne 2, au lieu de: 35, la somme des arcs, lisez : 3 cos s, la
‘somme des cosinus des arcs.

Page 158, ligne 5, ** au licu de : I'inégalité (14), lisez : 'inégalité (11).

Page 160, ligne 16, au licu de : formule (4), lisez : formule (2).

Page 187, ligne 5, au lieu de : MCA, lisez : CMA.

Page 192, ligne 10, au lieu de : AB, lisez : .AD.

Page 205, ligne 6, au lieu de:x, lisez: n.

Page 235, ligne 2, au lieu de : MB, lisez : MC.

Page 241, ligne 10, au lieu de : 22—3, lisez : 22—28.

Page 214, ligne 13, au lieu de : ¢ 4 k, lisez : [ 4- k.

Page 301, ligne 6, au lieu de : —12— , lisez : — :1« .

&

Page 319, ligne 10, au licu de : p 4 p'=0, lisez : p-p' = 1.

* De bas en haut.
*Id.
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sin (b 4-c—a) + sin (@ + ¢ — b) + sin (@ - b — ¢)
—sin (@ 4+ b-}¢) = 4 sin asin b sin ¢.
sin?a sin(b ¢ — a) 4 sin2 bsin (e + ¢ — b)
~+sin2¢ sin (a+b —¢) — sin (b4 c—a) sin (a-+c~b) sin (a+4b—c)
— 2 sin @ sin b sin ¢,

s a 1 —sin a

tgl———) = _—

8 ( 4 2 ) \/ 14 sina
et quelques autres. . . . . . . . . . . . . ., 94
Exercices sur le chapitre premier. Y9
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déduire

2. De l'équation

=1,
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ig2c=1tgaltgd
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20 4 b 4+ ¢ = (2n + 1)r.
a b [4
g2 —tg— 1Ig— = — 1.
8" 3 g 2 g 2
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mence une séeante PAB, ct I'on propose de trouver unerelation
entre le rayon du cerele, la distance OP, et les angles POA, POB.
PROBLEME XII — Etant donné un point C sur le prolongement
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Trouver la limite vers laquelle tend le produit

X x T
€0§ --- COS — ., . COS — |
2 22 P

lorsqu’on fait tendre n verslinfini. . . . . . . . L

On partage un arc 2a en n parties ¢gales et 'on prend le centre
des moyennes distances des points de division : démontrer que,
lorsque  tend vers Uinfini, la distance du centre des moyennes

sin a

distances au centre du cercle a pour limite - P
Variations des fonctions trigonométriques : @ sin ¢ + b cos z,

atg x+b cotg x,'x — sin x, ﬂ,—t%‘—ﬂ— e e
Variations de la différence tabulaire (h}n sinus, lorsque I'are croit

™
le 00a —. .« « o o .00 Lo
de 02

Variations de la différence tabulaire de la tangente, lorsque l'arc

. .7
croitde 0 a —. . . . ..o
Variations des fonctions sin  sin (¢ —x), tg x tg (@ — x). . .

Deux théorcmes sur les Maxima et Minima. . . . . . . .
THEOREME I. — Le produit des sinus de plusieurs arcs, plus

. ™ .
petits que o ct dont la somme est constante est maximum,

lorsque tous les arcs sont ¢gaux. . . . . . . . . . .
THEOREME II. — Lorsque plusicurs arcs ont une somme cons-

tante, ct que, de plus, deux quelconques d’entre cux sont tels,
Cope . T L

que leur somme est inféricure a ) le produit de leurs tan-

gentes est maximum, lorsqu'ils sont ¢gaux entre cux. . . .

Méthodes geéucrales pour la détermination des Maxima ct Mi-

ima en Trigonometrie. — Application a plusicurs problémes.

PROBLEME 1. — Par 'un des points d'intersection de deux cereles
donngs, on mene une séeante, et 'on demande de trouver les
Maxima de la somme ct -du produit des cordes interceptees

davs les deux cereles. . . . . .. L. ... ..
> N - .
ll\QBthil% II. — Trouver le maximum de la surface du ree-
tangle inscrit dans un sceteur donné (Saint-Cyr). . . . .
) YIVITS . . Ay
PROBLEME I1l. — Dans une suite de triangles un coté « et la

souime b - ¢ sont canstants : on demande d’¢ludier les varia-
tions des rayons des cereles circonscrit, inserit et ex-inscrits,
de la somme des hauteurs abaissées sur 6 ct ¢, et du produit
des distances des sommets B et G a la bisscetrice de langle A.

) W a " . . .

lROBthAh IV. — Trouver, parmi tous les quadrilateres convexes
que Fon peut former avee quatre eotés, celui quia la surface
maximum,
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PROBLEME V. — Ltant donnés un angle et un point dans son in-
tu'mur, mener par ce pmnt une drolto telle, que le triangle
qu’elle forme avece les ¢otés de 'angle aitunc surface minimum.
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jection d’'un cercle (Concours) . . . . . . ..
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tangle construit sur deux diametres rectangulaires de Uellipse,
ectte courbe étant définie par sa propm,tc focale (Concours:.

PROBLEME IX. -— Etant donnés un point ct une drom, par le
point, on mene deux drmtos rectangulaires qu’on prolonge
jusqu’a leur rencontre avee la premiere droite, on forme ainsi
un triangle rectangle; on en obtient cnsuite un second cn me-
nant par [e point fixe les deux bisscetrices, intéricure et exté-
ricure, correspondant au premicr tnano’lo on demande de
déterminer les deux triangles par la condition que Ja somme

de leurs aires soit minimum . . . . . . .
PrOBLEME X. — Etant donnés une droite et (l( ux. points, d'un

méme coté de cette (lronto on demande de trouver sur la
droite un point, tel, qu'en se placant en ce point, on voic sans
un angle maximum la droite qui joiizt les deux points donnés,
PROBLEME XI. - Trouver le maximum de la surface d’un rec-
tangle iuscrit dans un segment de cercle donné, . . . .
PrROBLEME XII. -— Dans unc suite de triangles, le coté a ct
ct langle oppm(, A sont constants, on demande détudier los
variations de la quantité b —c-4+h. . . . . . L L.
ProBrLEME XIL. — Dans une suite de triangles, a ¢t A sont con-
stants : on demande d’¢tudier les variations du produit des
bisscctrices des angles Bet G . . e e
PRoOBLEME X1V. -— Des différents pmntb (l un (t'rclv on abaisse
des perpendiculaires sur les ¢otés d'un angle inserit: on de-
mande comment varic la somme des pu‘pvmllwl ures, lursqu&,
le point s¢ déplace sur le cerele. . . . . . . o
PROBLEME XV. — Par un point pris sur une tangente 4 un cerele
donné, on mene une séeante & ce cercle: on demande quel
doit étre Pangle de la séeante avee la tangente pour que la sur-
face du trmlwh, obtenu en tivant les droites Gui joignent les
points d’intersection de la séeante ct du cere I(, avee le point

de contact donund, soit maximum. . . . . . . .
Excrcices sur le chapitre VIL. . . . . . .« . . . .

CHAPITRE VIII.
APPLIGATIONS PRATIQUES DE LA TRIGONOMETRIE.

PropLiME 1. — Trouver la distance d’un point & un point inac-
cessible mais visible . . . . . . . . o o oL
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PRroBLEME II. — Trouver la distance de deux points visibles
mais inaccessibles (sept méthodes différentes). . .

ProBLEME LI, — Probléeme de Pothenot . . . . .

PROBLEME 1V, — Probléme de Gotz. — Quatre points A, B,C, D
étant en ligne droite sur un terrain bien horizontal, d’un
point M situ¢ sur cc terrain, on a vu, sous un méme angle,
les segments consceutifs AB, BC et CD: on demande de cal-
culer cet angle et de retrouver la position du point M.

PROBLEME V. — Déterminer le rayon d’un bassin circulaire
inaccessible . . . . . . . . oo o000,

PROBLEME VI. — Un poteau H est placé sur le hord d’un bassin
circulaire et rencontre en H le plan du bassin ; une station A
¢tant donnée, on propose de jalonner la droite OA qui joint le
centre O du bassin au point A et de déterminer I'angle HOA.

PROBLEME VII. — Un poteau H étant placé sur le hord d’un
bassin circulaire ct rencontrant en IT le plan du bassin, ofi
demande de tracer une droitc OB qui fasse avec OH un angle
donné . . . . . . . . L. L L0 L

PROBLEME VIII. — D’un point P pris dans le plan d’un bassin
circulaire, on a dirigé les alidades d’un graphometre, d’abord,
vers Je poteau des problemes précédents, puis tangenticllement
au bord du bassin ; on a lusur le graphometre les angles que
les deux dernicres directions font avec la premicre : on
demande que I'on retrouve la position du point P, . . . .

ProBLEME IX. — D’un point on a vu, sous des angles connus,
deux hassins circulaires situcs dans le méme plan que lui : on
demande de retrouver la position de ce point . . . ., .

PRoBLEME X. — Trouver la hauteur d’une tour dont le pied cst
plus bas que le niveau du terrain ou I'observateur est placé :
10 Lorsque Pobservateur peut mesurer sa distance au pied de la
tour; 2 lorsqu’un obstacle s’y oppose. . . . . . . . .

PROBLEME XI. — Un piédestal, de hauteur donnée, porte une
colonne dont la hauteur est aussi donndée : on demande & quelle
distance du monument on doit se placer pour voir, sous le
méme angle, le picdestal et la colonne, la hauteur de 'ail au
dessus du sol ¢tant connue . . . .. Ce e

PrRoBLEME XII. — Un clocher dont 1a longueur est connue est
placé au dessus d’une tour ; en s’arrétant a une distance b du
pied de la tour et & une hautear A au dessus du plan horizontal
passant par ce picd, on a vu le clocher sous un angle « : on
demande de caleuler la hauteur au dessus du sol de Pextrémité
supéricure du clocher. . . . . . . . . .o

PROBLEME XIII. — Une tour AB penche vers Ie Nord, d’un cer-
tain angle; en se plagant au Sud, successivement, en deux
points dont les distances au pied de la tour sont connues, on a
mesuré les angles d’élévation « et 3 du sommet de la togr; on
demande de calculer la hauteur de la tour et son inclinaison
sur Phorizon . . . . . . e e

Proprizve XIV. - Unobscrvateur fait Paseension d’une montagne
par un senticr qui est le plus court chemin de la base au
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sommet; I'inclinaison du chemin sur 'horizon est, d’abord, =,
puis clle passe subitement a unc valeur plus grande 2; la
hauteur verticale A du sommet a, d’ailleurs, été trouvée, a
Paide du barometre, et langle d’élévation 7 du sommet de la
montagne a été déterminé par 1'observateur, lorsqu’il était &
Pextrémité inféricure du sentier : on demande de trouver la
longucur totale du chemin parcourn . . . . . . . Lo262

PROBLEME XV. — On a mesuré les angles d’élévation d’une tour
en sc¢ placant successivement en trois points connus, situés
dans un plan passant par le pied de la tour : on demande de
calculer la hauteur delatour . . o . . . . . . . . 263

PROBLEME XVI. — A midi, un observateur, monté sur une falaise
qui est ¢levée de h metres au dessus du niveau de Ja mer,
détermine l'angle d’élévation « d’un nuage situé dans le plan
méridien et Pangle de dépression 8 de 'ombre de ce nuage
sur la surface de la mer (on suppose le soleil placé derricre
Pobservateur regardant le nuage); la hauteur angulaire 4 du
soleil & midi est, d’ailleurs, connue : on demande la hauteur

du nuage au dessus du niveaude lamer. . . . . . . . 264
PROBLEME XVII. — Un vaisscau, faisant voile vers le Nord,

observe deux phares placés & P’Ouest. Mais, apres une heure
de marche, les deuxphares sont vus, 'un au Sud-Ouest, 'autre
au Sud-Sud-Ouest du vaisscau : sachant que la distance des
deux phares est de 8 kilomotres, on demande la vitesse de
marche dunaviee . . . . . . . . . . . . . ., 265

Exercices sur le chapitre VIIL . . . . . . . . . . . . 266
CHAPITRE IX.
QUESTIONS CHOISIES.
I. — ABCD cst un losange form¢ de deux triangles équilatéranx;
une transversale EI tourne autour du sommet D et coupe los

deux ¢Otés de I'angle A en E et F; on tire les droites BE et
CF ¢ on demande de démontrer que Vangle BMC des deux

droites est constant (Concours) . . . . . . . . . . . 270
Il. — Etant donnces deux cordes AB ¢t CD d’un cercle connu,

on propose de trouver sur ce cercle un point M, tel que, si on
le Joint aux exteémités de la premicre corde par des droites
MA et MB, les segments EF et BG, interceptds sur la seconde
corde, cntre son milicu E et les droites, soient égaux entre
L 4

1. — Une corde AB est donnée dans un eercle connu; on méne
une tangente queleconque CG qui coupe la corde AC au point C,
puis on tire la bisscetrice CM de Pangle ACG et, du centre 0,
on abaisse une perpendiculaive OM sur CM : on demande le
licu géométrique du point M. . . . . . . . L L. 274

IV. — Ltant données deux droites paralitles PQ, RS et un point A
sur lu premicre, par ce point on mene une droite quelconque
AB qui rencontre RS en B, au point B on éleve BC perpendi-
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culaire sur AB, puis, par le point G ou BC rencontre PQ, on
mene CD faisant avee PQ un angle ACD double dePangle BAC,
et enfin du point A on ahaissc AM perpendiculaire sur CD :
on demande le lieu du point M (Concoursy . . . ... 2

V. — ABC est un triangle de périmetre constant et dont 'angle A
est donné ; on mene la bissectrice de Pangle extérieur BCE et
Pon abaisse BM perpendiculaire sur CM : on demande le lieu
dupointM . . . . . . . . . Co. . ... 216

VI. — ABCD est un parallélogramme, CL une droite queleonque
qui passe par le sommet C, P et Q deux points en ligne droite
avee le sommet A et situés sur fes prolongements des edtés
CD et CB; par les points P et Q on mene deux droites PM et
QM qui se rencontrent en un point quelconque M de CL et qui
coupent, respectivement les prolongements de AB et de AD
en E et F:oon demande de prouver que le vapport de AE & AF
est indépendant de la position du point M sur CL (Porisme
de M. Chasles) . . . . . . . . o . .. L L0227

VII. — Par un point donn¢ dans le plan d’un cercle, on méne
deux droites rectangulaires qui coupent ce cercle; par les
points d’interscction, on mene les tangentes au cerele : on de-
mande de prouver que le licu du point de rencontre des tan-
gentes est un cercle qui a son centre sur la droite qui joint le
point donné au centre du cerele donné (Concours 1870). .09

VIII. — Etant donnés un cercle et un point P dans son plan,
par le point P on mene deux séeantes PAB, PA'B’ et 'on cir-
conscrit deux cereles aux triangles PAA’, PBB’ : on demande
le licu du point dintersection des deax ceveles (Conecours). . 280

IX. — Etant donndes deux droites AB et AC, un point D sur la
premicree; et un point O hors de Pangle BAC de ces droites,
on pourra déterminer un angle &, un rapport m et un point b
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de ses eotés AB passe par un point fixe A et que son sommet
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contre cette courbe en un deuwxieme point G par lequel on
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Pangle ABC, mais dans un sens contraire @ il fanl démontrer
que la droite CD passe constamment par un point fixe. (Po-
visine e M. Chasles). . . . .« . . . . . . . . 2%

XL — DG est une corde queleongue d'une circonférence donnée,
A, B et C sont trois points queleonques de ecette eircontérence,
dout les deux premiers sont fixes et le troisicme mobile 3 on
tive les droites AC et BGoqui coupent la corde DG en B et F
i : : DE<FG
il faut démontrer que le rapport — KE est constant (Po-

risme de M. Chasles). . . . .« . . .« . . . .. 2
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QUESTIONS

DE TRIGONOMETRIE

PREMIERE PARTIE

RESUME DES PRINCIPALES THEORIES

PRELIMINAIRES

1. La Trigonomdtric a pour but de caleuler les éléments
inconnus d’un triangle, quand le nombre des ¢léments donnes
est suffisant. Plus gencralement, on peut dire que loule ques-
tion, traitée par le calcul et oit les angles figurent parmi les
données ct les résullals, est du ressort de la Trigonomdatric.

On a appris en Géomelrie & mesurer les ¢Otes ot les angles
des figures, clb des lors on voil que si T'on pouvait trouver des
relations entre les angles et les ¢Otés exprimes en nombre, les
probleues de trigonomeclric deviendraient immeédiatement des
problemes de pure Algebre. Mais ces relations n'existent pas,
du moins sous forme d’Guations & nombre de termes limite :
ou a alors remplace daus le caleul les ares servant de mesure
aux angles par cerlains rapports qui sont détermingés en méme
temps que les angles et qu'on appelle rapports ow lignes trigo-
nométriques.
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2 PRELIMINAIRES.

Pour donner une premiere idée des lignes trigonomé-
triques, prenons un angle aigu O (fig. 1), et d'un point
quelconque A d'un de ses cOtés, abaissons une perpendicu-
laire AB sur lautre. Il est clair que, lorsque l'angle O est
. ... AB OB B
connu, les trois rapports O~ Or' OB
quel que soit le point A: on adonné a ces trois rapports les
noms de sinus, cosinus, tangente. On introduit aussi dans le
calcul les rapports inverses sous les noms de cosécante, sécante
et cotangente. On peut, d'ailleurs, se borner aux angles aigus
en supposant que les triangles soient toujours décomposés en
triangles rectangles, ou encore admettre provisoirement que
les lignes trigonométriques d’'un angle obtus sont les mémes
que celles de I'angle aigu supplémentaire.

Mais pour que les questions de trigonométrie soient traitées
avec toute la généralité qu’elles comportent, il est indispen-
sable d’envisager les arcs et les lignes trigonométriques sous
un point de vue plus étendu que celui ot on s’est d’abord
placé ; c’est ce que nous allons faire dans les chapitres sui-
vants.

sont détermines
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CHAPITRE PREMIER.

DE I/ARC. — SES VARIATIONS EN GRANDEUR ET EN SIGNE. —
RELATIONS ENTRE CERTAINS ARCS.

3. Cercle trigonométrique et arc. — On compte les
arcs servant de mesure aux angles sur un cercle quelconque
dont on prend le rayon pour unité ; c’est ce cercle qu'on appelle
cercle trigonométrique. Ayant pris pour origine des arcs un
point arbitraire A de sa circonférence (fig. 2), on mene un dia-
metre AA’ qu'on appelle diametre origine et un diametre per-
pendiculaire BB : la circonférence se trouve ainsi divisée cn
(uatre parties cgales AB, BA’, A’D’ et B’A qu’on appelle,
respectivement, le premier, le second, le troisitme ou le qua-
tritme quadrant, Les arcs étant, Qailleurs, mesurés en prenant
pour unité le rayon du cercle trigonométrique, la circonférence,

- \ . =
¥LMOILIC et son quart sont représentés par 2#, = et 5

3. Variations de I’arc. — Supposons qu'un mobile M
barte de Uorigine A ¢t se meuve dans le sens ABA’. Lorsqu’il

A . ks M
marchera de A en B, Varc croitra de 0 & - 9 et lorsqu’il mar-

chera de B en B Pare eroftra de 0 2= = les angles aux centres
correspondants seront aigus dans le premier intervalle el ohtus
dans e second. Mais, bien (u’on ait obtenu tous les arcs ser-
vant de mesure aux angles des triangles, pour que les formules
qui seront ultérieurcment demontrées soient genérales, on
continue le mouvement dn mobile, en Tui faisant dépasser,
non-senlement le point 1Y, mais ansst le point B lui-méme,
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4 OUESTIONS DE TRIGONOMETRIE.

et on le fait tourner indéfiniment sur la circonférence, ¢'est-
a-dire que lon donne a larc toutes les valeurs comprises
eutre 0 et + .

Mais cela ne suffit pas encore ; dans cc méme hut de généra-
lisation dont nous veuous de parler, on counsidere L'arc comme
pouvant prendre toutes les valeurs négatives possibles. A cel
cffet, on regarde, comme négatifs, les arcs comptés & partir de
l'origine A dans le sens AB’A’. On obiiendra évidemment
tous ces arcs en faisant tourner indéfiniment le mobile M au-
tour de la circonférence dans le sens indiqué.

En résumé, larc est considéré comame une variable qui prend
loutes les valeurs comprises entre — oo et 4.

4, Arcs complémentaires et supplémentaires. —
Deux arcs sont dits complémentaires ou supplémentaires sui-

vant que leur somme est égale & ou & = Il résulte de cette

définition, quun are supérieur a a un complément négatil

| we|

el quun arc supérieur & = a un supplément négalil.

Construisons le rectangle trigonométrigue MM/M"M"” (fig. 2)
dont les cotés sont paralleles anx diamotres AA’ et BB’ : on
voit que les compléments des arcs AM, AM’, AM”, AM"” sont,
respectivement, BM, — BM/, — BM”, — BM’” et que les supplé-
ments des mémes arcs sont, A’M, A’M’, — A’M”, — A’M"” ou
AM/, AM, — AM, — AM’. 1l est utile de remarquer que les
arcs complémentaires peuvent étre considérés comme des ares
ayanl leur origine en B, mais qui sont positifs dans le sens
BAB et négalifs dans le sens contraire. Deux arcs complémen-
taires ont alors toujours une extrémité commune.

5. Arcs associés deux a deux. — Oulre les ares coun -
plimentaires et supplémenlaires ou peat encore prendre, deux
a deux, d'autresarcs, et (rouver ainsi des relations tres-utiles
pour la suite.

{v Les deuax ares ont mdéme extréinilé. — Si un arc est ter-
miné cen un point quelconque M du cercle, on aura ¢videm-
ment lous les ares plus grands ou plus pelils de méme extré-
mite, en lui ajoutant ou lui retranchant des circonférences cn
nombre quelconyue ; on voit doune que si et « désiguent deux
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PRINCIPALES THEORIES.

arcs quelconques termines en un méme point du cercle, et n
un nombre entier positif, négatif ou nul, on a

r —a=2nr
ol
) T = 2n7 + «.

La formule (1} est la formule des arcs ayant méme extrémite :
et « y désignent deux arcs quelconques ayant méme extré-
mité, mais on y considére « comme un arc déterminé, quel-
conque, du reste, tandis que x est une variable qui peut
prendre les valeurs de tous les arcs ayant méme extrémite, y
compris l'arc « lui-méme.

2° Les deux arcs ont leurs extrémilcs symétriques par rap-
port aw diameétre origine AA’. — Le rectangle trigonomé-
trique MM/M”M’” étant supposé construit, considérons deux
arcs terminés en M et M7 ou bien en M’ et M”. Si nous
prenons, par exemple, deux arcs terminés en M et en M’ et,
d’abord, les deux plus petits en valeur absolie AM et — AM”,
la somme des arcs est nulle. Mais pour obtenir deux quel-
conques des arcs terminés en M et en M’/ il faut, d’apres la
formule (1), augmenter les arcs AM et — AM’”, chacun, d'un
nombre entier, positif ou négatif, de circonférences : la somme
des arcs, primitivement nulle, est donc maintenant un nomhre
entier de circonferences et, en désignant toujours par nun
nombre entier positif, négatif ou nul, on a

T+ o= 2w
ou

2 I =2NT — o,

La formule (2) donne tous les arcs symétriques d'un arc donne
« par rapport au diametre origine.

3 Les deux arcs ont leurs exlrémilés symétriques par
rapport au diametre BB, — Les deux arcs sont terminés en
M et M’ ou bien en M” et M7, Sil'on prend d’abord les deux
plus petits arcs en valenr absolue, la somme est égale & =, dans
le premier cas, et & — =, dans le second. Kn passant ensuite
denx arcs quelconques, on voit comme précédemment (que la
Somme augmente d'un nombre exact de circonforences positil
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2] QUESTIONS DE TRIGONOMETRIE.

ou négatif. Elle est donc devenue un nombre impair de demi-
circonférences, et, par suite, on a

e+ 2=02n+ 1)~

ou

(3) r=02n 4+ )7 —a

4° Les deux arcs ont leurs extrémités symeétriques par rap-
port aw centre. — On voit d’abord que les deux plus petits
arcs positifs terminés en M et M” ou en M’ et M’/ ont une dif-
férence égale & =, il en résulte alors, en raisonnant comme
dans les cas précedents, que la différence de deux arcs quel-
conques terminés en deux points diamétralement opposés est
égale & un nombre impair de fois =, on a done

r—o=2n4+1)r

ou

(4) =0+ 1)+

RECIPROQUES. — Suivant que deux arcs satisfont & l'une ou
lautre des quatre formules précédentes, c’est-a-dire, suivant
que leur différence ou leur somme est un nombre pair ou
impair de demi-circonférences, les arcs ont méme extrémité
ou leurs extrémités symétriques par rapport au centre, au
diametre origine ou au diametre perpendiculaire : c’est une
conséquence évidente de ce que dans les formules n prend
toutes les valeurs entieres possibles.
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CHAPITRE 1I

DES LIGNES TRIGONOMETRIQUES. — LEURS VARIATIONS EN
GRANDEUR ET EN SIGNE. — FORMULES QUI DONNENT TOUS
LES ARCS CORRESPONDANT A UNE LIGNE TRIGONOMETRIQUE
DONNIE.

6. La connaissance des arcs entraine celle de certaines
lignes tracées dans le cercle trigonométrique et qui sont mesu-
rées comme lesarcs en prenant pour unité le rayon de ce cercle.
Ces lignes s’appellent lignies trigonomdiriques ; par la méme
raison que pour les arcs, on leur donne des signes. Elles sont
toujours comptées, comme on va le voir, ou bien, & partir du
centre, sur les deux diametres AA’ et BB’ prolonges, s'il est
Nécessaire, ou encore, a partir des origines A et B sur les tan-
gentes indéfinies CC/, DD’ menées en A et B au cercle tri-
gonométrique.

On peut comprendre toutes les régles des signes relatives
aux lignes trigonométriques dans l'énoncé général suivant :
Une ligne trigonométrique est positive, lorsqu'clle est complée,
& partir du centre, sur les directions OA, OB, ou, @ partir des
points A et B, sur les directions AC et BD; elle est négative,
au contraire, quand elle est comptée sur les direclions opposées
O0A’, OB, ACY, et BD.

DU SINUS. — SES VARIATIONS.

7. On appelle sinus d'un arc le nombre positif ou négatif
qui mesure la distance du centre aw pied de la perpendiculaire
abaissée de Uextrémité de [ arc sur le diamétre BB, 11 résulte
immédiatement de cette définition que les arcs terminés en M
et M’ (fig. ?), c¢'est-d-dire. dans le premier et le second qua-
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8§ QUESTIONS DE TRIGONOMETRIE.

drant ont un sinus positif OQ, tandis que deux arcs du troisicme
et du quatrieme quadrant tels que AM” et AM”” ont un sinns
négatif — OQ’.

Faisons maintenant croitre l'arc, successivement, de 0 &

% ar dera ;— =, et de ; = & 2. Dans le premier
intervalle, le sinus croft de 0 & 1; dansle second, il décroit de
14 0; dans le troisitme, il continue de décroitre depuis 0 jus-
qua — 15 et, dans le quatrieme, il augmente depuis — 1 jus-
(qu'a zéro. Si on fait ensuite croitre I'arc indéfiniment au dela
d'une circonférence, ou si on lui donne des valeurs négatives
quelconques, I'extrémité de V'arc revient aux mémes positions
et le sinus reprend les valeurs par lesquelles il a déja passé.

On exprime ce fait en disant que le sinus est une fonction
perviodique de Uarc dont Uamplitude est 2r.

K
- , de
A

m = . . A
REMAROUE I.—De — - a —- le sinus croit en méme
: BT
temps (e lare, et de 5 & —— il décroit en méme temps

que I'arc augmente. II passe d’ailleurs par un maximum et un
minimum aux points B et B’ ott il prend les valeurs { et — 1.

REMARQUE II. — La perpendiculaire MP abaissée de l'ex-
trémité M de 'arc sur le diameétre origine représente toujours
la valeur absolue du sinus de l'arc, lorsqu’on la mesure en
prenant le rayon pour unité. Si nous considérons spécialement

™ .
—-, on pourra dire que le

le cas de I'arc AM plus petit que 7
sinus de cet arc ou de l'angle au centre correspondant MOP
est le rapport de MP au rayon OM: on rentre alors dans la

premiere définition que nous avons donnée du sinus (1),

DE LA TANGENTE. — SES VARIATIONS.

8. On appelle tangente d’un arc le nombre positif ou né-
gatif quimesure la partic de la tangente indcfinie, mende par
lorigine, et comprise entre ce point et le diametre prolongé qui
passe par Uextrémité de l'arc. On voit alors que deux arcs du
premier et du troisitme quadrant tels que AM et AM” ont une
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PRINCIPALES THEORIES. 9

tangente positive AC, tandis que deux arcs du second et du
quatriecme quadrant AM’ et AM’”, par exemple, ont une tan-
gente négative AC/.

Faisons maintenant crojtre l'arc en considérant les mémes
™

2

s , T
zéro & 40, et lorsque l'arc dépasse 3 la tangente conserve

intervalles que pour le sinus, De 0 & la tangente croit de

une valeur ahsolue trés-grande mais devient subitement néga-
tive : on exprime ce fait en disant que, lorsque I'arc en crois-

. 3 ™ Y
sant attcint et depasse = lare passe brusquement de 4>

A— o0,

) - ™ ‘ .
L’arc croissant de 5 am, la tangente augmente depuis —x=

. s C L I
jusqu'a 0, et, si l'arc augmente de = 3 ——, la tangente con-

£

tinue de croftre jusqu'a - oo ; lorsque larc atteint et dépasse
3r
57 il y a passage liusque pour la tangente de 4o & — oo,

et I'arc continuant de croitre jusqu’a 2=, la tangente augmente
depuis — oc jusqu'a 0.

Si enfin on donne a I'are des valeurs positives indéfiniment
croissantes ou des valeurs négatives quelconques, la tangente
comme le sinus reprend les mémes valeurs. Mais, pour qu'il en
soit ainsi, il nest pas nécessaire, comme pour le sinus, que
l'arc augmente ou diminue ’au moins une circonférence, une
demi-circonférence suffit; c’est ce qui résulte évidemment de
lafig. (1), ol les arcs AM et AM” dont la différence est = ont
la méme tangente AC: on dira done que la langente est une
[onction périodique de Uare dont Camplitude est =

’ A A T
REMARQUE T. — Lorsque lare croit de a /—) la tan-

B

. A ) N T . I
gente croit de — = & 4 oo, et lorsque l'arce eroit de —) Bl -);
ltangente croit encore de — oo & + .

REMARQUE 11, — Lorsque larc est plus petit que -%— la defi-

Nition nouvelle de la tangente s'accorde avec celle qui a éte
donnée d’abord (1) onle voit comme pour le sinus.
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10 QUESTIONS DE TRIGONOMETRIE.

DE LA SECANTE. — SES VARIATIONS.

9. On appelle sécante d'un arc le nombre positif ou négatif
qui mesure la distance du centre au point o le diamélre ori-
gine renconlre la tangente menée a extrémité de 'arc. D'aprés
cette définition, sil'on méne les quatre tangentes aux sommets
du rectangle trigonométrique, on voit immeédiatement que la
sécawteest positive daus le premier et le quatriéme quadrant et
négative dans le troisieme et le quatrieme ; en effet la sécante
est toujours OE ou — OF’.

Sil'on fait encore croitre I'arc dans les mémes intervalles, la
sécante croit, d'abord, depuis 1 jusqu'd -4 oo, passe subite-
™
2
qu'a — 1, décroit depuis — 1 jusqu'd — oo, passe subitement,

ment en dépassant — , de -} o0 & — oo, croit depuis — o jus-

lorsque l'arc atteint et dépasse %z, de — o0 &+ o, puis

décroft de 400 & 1. D'ailleurs, pour des valeurs supérieures & 2=
ou négatives, la sécante reprend les mémes valeurs; la sécaute
est donc comme le sinus une fonction périodique de U'arc dont
lamplitude est 2=.

REMARQUE I. — La sécante ne peut prendre que les va-
leurs comprises entre — o et — 1 ou entre { et 4- oo, ¢est-a-
dire, les valeurs que ne prend pas le sinus.

REMARQUE II. — On voit sans difficulté que, pour un angle
aigu, la définition nouvelle de la sécante s’accorde avec celle
dun |,

LIGNES COMPLEMENTAIRES.

10. On appelle cosinus, cotangente, cosécante d’un arc, le
sinus, la tangente et la sécante du complément de l'arc, et les
trois lignes sont désignées sous le nom commun de lignes
complémentaires. 11 est clair qu'il n’y a pas de nouvelle regle
i énoncer pour fixer les signes des lignes complémentaires, car
ces signes sont donnés par la définition elle-méme. Ainsi les
cosinus des quatre arcs ayant leurs extrémités aux sommets du
rectangle trigonométrique sont les sinus des arcs AM, — AM/,
— AM”, — AM"", c'est-a-dire, 4 OP et — OP’. Le premier
sinus est positif parce qu'il est compté sur le diametre perpet-
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diculaire au nouveau diameolre origine BB’ et sur la partic OA
qui est dirigée du cote de la nouvelle demi-circonférence positive
BAB/, le second est négatif parce qw'il est compté sur la
direction opposée & OA.

On voit de méme que les cotangentes des (qualre mémes arcs
sont BD et — BD’ et leurs cosécantes OF et — OF’.

11. Il est bon de remarquer le théoréme suivant qui résulte
de ce qui vient d'étre dit: Le cosinus d'un arc est toujours
représenté en grandeur et en signe par la distance du centre
av pied de la perpendiculaire abaissée de Uertrémité de Uarc
sur le diametre AA’.

13. Nous ne suivrons pas les lignes complémentaires dans
leurs variations qui, a 'ordre pros, sont les mémes que celles
des trois premieres lignes. Dailleurs, les deux tableaux sui-
vanuts résumeront les principaux résultats que I'on obtient en
¢tudiant les variations des quatre lignes trigonomdtriques.

{er TABLEAU.

Sinus | Tangente | Sécante | Cosinus | Cotangente " Cosceante
]
ter quad, | ! I
N quad ' i + + | + | i ! :}}:
o | L | |
e — | - _ = - —
L e I B e —
2% TABLEACU.
Aves Sinus, Tangente [Secante Cosinus| Cotangente|Cosceante
0 0 0 I 1 + = + o

+ oo |[{(—ow
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Le premier tableau donne les signes que prenuent les lignes
trigonomeétriques dans les quatre quadrants. II fait voir qu’au
point de vue des signes, les six lignes peuvent se grouper,
deux a deux, le sinus avec la cosécante, la tangente avec la
cotangente, la sécante avec le cosinus ; car les lignes trigono-
métriques de chaque groupe ont le méme signe dans les quatre
quadrants.

Daus le sccond tableau ou e désigne une (uantité trés petite,
o une quantité trés-grande, on peut suivre les variations des
lignes trigonométriques, y compris les passages brusques de
+ o0 & — oo el réciproquement,

Si 'on remarque quaux quatre sommets du rectangle trigo-
nomeétrique les lignes trigonométriques sont les mémes aux
signes pres, en se reportant aux formules démontrées au ne 5
et tenant compte des signes tels qu’ils sont inscrits dans le
premier tableau, on arrive aux théorémes suivants,

13. THEOREME I. — Lorsque la différence de deux arcs est
un nombre pair de demi-circonfeérences, les six lignes trigono-
mnétriques sont les mémes en grandeur et en signe.

14. TaEOREME II. — Lorsque la somme de deua arcs est un
nonbre pair de demi-circonférences, le cosinus et la sécante
sont égauw et de méme signe, et les aulres lignes égales et de
signe conlraire.

Le théoréme est vrai, en particulier, pour deux arcs égaux et
de signes contraires.

15. THEOREME III. — Lorsque la somme de deux arcs est
un nombre impair de demi-circonférences, le sinus et la cosé-
cante sont égauz et de mémes signes et les autres lignes égales
et de signes contraires.

Le th¢oreme s’applique, en particulicr, & deux arcs supplé-
mentaires.

£6. THEOREME IV. — Lorsque le différence de deuz arcs est
un nombre impair de demi-circonférences, la langente et la
cotangente sont égales et de méme signe et les autres lignes
égales et de signes contraires.

1%. Ramener un arc au premier quadrant. — Les
théorémes précédents montrent qu’on peut toujours ramencr
nn are auw prewmier quadrvant, cest-a-dive, trouver dans le pre-
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mier quadrant un are dont les lignes trigounowiélrigues soient
les mémes, au sigue pres, que celles dun arc quelconque.

On le voit encore & l'aide du rectangle trigonométrique. En
effet, apreés qu'on aura retranché de Uarc le plus grand nombre
de circonférences qu'il contient, trois cas pourront se présenter
suivant que larc sera terminé en M7, M” ou M’. Si Parc est
termineé en M’ dans le quatrieme quadrant, on le retranchera
de 2=, s’il est termin® en M” dans le troisicme quadrant on
en retranchera =, et enfin, s'il est terminé en M’ daus le se-
cond quadrant,on le retranchera lui-méme de =. Dans tous les
cas,on retombe sur Uarc AM dont les lignes trigonométriques
sont les mémes, en valeur absolue, que celles de l'arc donneé.

FORMULES DES ARCS QUI CORRESPONDENT A UNE LIGNE
TRIGONOMETRIQUE DONNEE.

#8. Un arc connu n'a qu'une ligne trigonomeétrique d'espice
lonnée, mais.-& une ligne trigonométrique détermince corres-
pondent évidemment des arcs en nombre infini : il sagit de
trouver les formules qui donnent tous ces ares pour chaque ligne
trigonometrique.

Supposons, d'abord, qu'on donne le sinus ou la cosécante.

Soit

sine =10

b étant un nombre, positil ow négatil, plus petit que 1 en valeur
absolue, el 2 désignant un quelconque des arcs ayanl pour
sinus le nombre donné b.

On portera la longuear & sur le diametre BB de O en Q ou
de O en Q' suivant quielle sera positive ou négative, ot par les
points Q et Q' on menera des paralleles MM et M7M” au dia -
metre AN 1L est clair gue, lorsque le sinus sera positif, Lous
les arcs ayant pour sinus le sinus donne auront leurs extré-
milés en M et M/, et qua la valeur négative du sinus corres-
pondront tous les arcs termincs en M7 el M7, Mais, dans un
Gas comme dans Lautre, les arcs ayant mdéme sinus ont une
extrémite commune ou ont leurs extrémiles symeélriques par
rapport au diametre BB @ done, si Pon désigne par « un are
quelconue dont le sinus est ¢gal au sinus donne, en vertu des
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14 QUESTIONS DE TRIGONOMETRIE.
relations | et 3 établies au ne 5, les formules demandées seront

1) s=rt+a =N+ 1)r=—0

Si l'on donne la cosécante, on la porte sur le diameétre BB/
de O en I, lorsqu’elle est positive, et de O en I’ lorsqu’elle est
négative, et des points I' ct I'V on méne des tangentes au cercle
trigonométrique. On obtient ainsi, dans le premier cas, les
deux points M et M, et, dans le second, les deux points M” et M/,
¢’est-a-dire deux points symétriques par rapport & BB’; les
formules sont donc les mémes (ue pour le sinus.

On démontrera d'une manitre toute semblable que les ares
qui correspondent & un cosinus ou & une sécante donnés, ont
méme extrémité ou leurs extrémités symétriques par rapport
au diametre AA’. Par conséquent, tous les arcs qui corres-
pondent & un cosinus ou & une sécante donnés sont compris
dans la double formule

(2) r=2nr+ o

On voit enfin que tous les arcs (ui ont méme tangente ou
méme cotangente, ayant méme extrémité ou leurs extrémités
symeétriques par rapport au centre, sont donnés par la formule

(3) T =nw 4 2.

£9. Les formules précédentes conduisent évidemment aux
conséquences suivantes :

Pour que deux arcs aient méme sinus ow méme cosécante,
il faut et il suffit que leur différence soit un nombre pair ou
que leur somme soit un nombre impair de demi-circonférences.

Pour que deur arcs aient méme cosinus ou méme sécante,
il faut ct il suffit que lewr somme ou leur différence soit un
nombre pair de demi-circonférences.

Pour que deux arcs atent méme tangente ouw méme cotan-
gente, il faut et 1l suffit que leur différence soit un nombre
entier de demi-circonférences.

REMARQUE. — Les théorémes précédents sont aussi compris
implicitement dans ceux qui ont ¢té démontrés aux numdéros
(13, 14, 15 et 16); on aurait pu alors les admettre comme
connus, et en les traduisant en formules on aurait trouve celles
du numéro précédent.
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CHAPITRE 1l

RELATIONS FONDAMENTALES ENTRE LES LIGNES TRIGONO-
METRIQUES D'UN MEME ARC. — LEQUATIONS QUI S'EN DI-
DUISENT.

20. Les cing relations fondamentales sonl les suivantes :

(n sin2 @+ cosla=1
@) e q— sin @
’ i Cos @

. . 1

(3) séc 0 = ———
cos @
cos @

4 coty @ = —

() ° sin @

(5) c0séc @ == ——— .
sin ¢

On ¢tablit facilement ces formules, & l'aide d'une figure,

™ . .
— 5 on les wénéralisc cnsuite,

<~

pour les arcs inléricurs &
tomme il suit.
Dlabord, on les vorific directement pour les arcs 0 el
™
s Duis, en ramenant les arcs au premier quadrant (17),
it (quelles sont vraies pour lous les ares, abstraction faile
on voit qu I ,
des signes dos lignes trigonomdtriques : resle & tenir comple
des signes,
Les formules (1), (3) cl (5) sont ¢videmment vraies quels que
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16 QUESTIONS DE TRIGONOMETRIE.

soient les signes, la premiere, puisqu'il n'y entre que des carrés
et les deux autres, parce que dans les quatre quadrants le sinus
et la cosécante ont toujours le méme signe et qu’il en est de
méme du cosinus et de la sécante. Si l'on considére mainte-
nant les formules (2) et (4), on observe (ue, dans le premier et
le troisieme quadrant, la tangente et la cotangente étant posi-
tives et le sinus et le cosinus de méme signe, dans le second et
le quatrieme quadrant la tangente et la  cotangente étant néga-
tives et le sinus et le cosinus de sigues contraires, les deux
mewmbres des équations {2; et (4) sont en méme temps positifs
ou neégatifs.

21. Aapplication. — On peut se servir des cing formules
pour calculer les lignes trigonométriques d'un des arcs ou des
demi-arcs qui correspondent & un des polygones réguliers que
Lon sait inscrire. On calcule d’abord le sinus de 'arc en s’ap-
puyant sur ce théoreme évident :

Le sinus d’un arc positif, compris enire 0 et T)' est la moitié

de la corde qui sous tend Uarc double.

Le c¢Oté du polygone régulier (ui sous-tend Iarc double de
larc donng étant exprimé en parties du rayow, comme on le
sait faire par la géométrie, on calcule le sinus de larc douné,
a laide du théoréme precédent @ le sinus étant connu, la for-
mule (1) résolue par rapport & cos @ détermine le cosinus, et
les quatre dernitres relations permettent alors de calculer les
quatre autres lignes trigonomeétriques.

{er BxEMPLE : Calcul des lignes trigonométriques

3

de - -
4

. ™ ’ et A oo . ”
Sin —- étant la moiti¢ du c¢oté du carré inscrit est égal
4
B .
B -}—)— . On a ensuite

<

4

UPHIC - Cote 80 DES 72



http://trigonometpifiu.es
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2¢ EXEMPLE : €alcul des lignes trigonométriques

de — .
b

2
La corde qui sous-tend l'arc - 6 étant égale & 1, on a

S| ﬂ—-l cos—~ }/__ tfrﬂ--~~\/?j @écn-—g 3
T e - T T
cotﬂ—— =vV3 coséc fﬁ— = 2.

22. On peut déduire des relations fondamentales d’autres
relations souvent utiles.

Ainsi, en multipliant, membre & membre, les équations (2)
et (4) (20), on trouve

) tg a cotga =1.

En élevant au carré les deux membres de l'équation (2) et
ajoutant Punité, de part et d’autre, on obtient

sin’® @ - cos? a 1
1 t(ﬂ a = froend = Sélfz a
T cos? a cos? @
d’olt
(2) seca=F v 141880

On peut encore facilement exprimer le sinus et le cosinus en
fonction de la tangente. En effet de la formule (3) (20), on
déduit

Cos @ = m
et en remplacant sée @ par la valeur que donue la formule (2),
on a

1

Vitiga
Mellant ensuite pour cos @ la valeur précédente dans I'équa-
tion (2) (20) et resolvant I'cquation obtenue par rapport & sin a,
il vient

13, cos @ =

. tn a
(4) sing = — =2 —+

Vi+tga
De Ta formule (1) rapprochée des formules (3) et (5) du nu-
2
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méro 20, on déduit que les lignes trigonométriques associées,
deux 2 deux, sous le rapport des signes, sont inverses I'une de
l'autre. Quant aux formules (2), (3) et (4) on s’en sert souvent
pour remplacer dans les équations trigonomeétriques la sécante,
le cosinus et le sinus par leurs valeurs en fonction de la tan-
gente,

On peut se proposer généralement de trouver une relation
“entre deux lignes trigonométriques d'un méme arc. C'est 14 un
probléme d’Algébre qui n'offre aucune difficulté. Il s’agit tou-
jours d’éliminer ume ligne trigonométrique entre deux des
cing équations fondamentales, ou deux lignes entre trois de
ces mémes équations.

REMARQUE. — Quand on donne tg a, les formules (2), (3) et
(4) montrent que séc a, sin a, tg @, ont chacune deux valeurs
égales et de signe contraire : c’est ce qu'il est facile d’expliquer.

En effet, b étant la tangente donnée, posons

tga =190
@ est alors donné (18) par la formule
=N 4 «
et 'on a
séc a=séc (nw4-x), €0s a==C0s (nr+«), sina=sin (Nrt«).

Si n est pair, on peut retrancher n= a l'arc sans changer les
valeurs de ses lignes trigonométriques; on trouve donc un
premier systeme de valeurs : séc «, cos « et sin «.

Si 7 est impair, quand on retranche nrx lextrémité de ’arc
passe au point diamétralement opposé, et l'on sait quaux
extrémités dun méme diametre la sécante, le cosinus ct le
sinus ont des valeurs égales et de signe contraire. On a, par
conséquent, un second systeme de valeurs : — sécz, — €0S «
et — sin «. Ghacune des trois lignes trigonométriques a done
bien deux valeurs égales et de signes contraires.
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CHAPITRE IV

FORMULES RELATIVES A I’ADDITION ET A LA SOUSTRACTION
DES ARCS. — QUESTIONS SUR LES ARCS MULTIPLES OU SOUS-
MULTIPLES D'UN ARG DONNE,

23. On résout d’abord le probleme suivant : Connaissant les
sinus et cosinus de deux arcs a eth, calculer sin (a &= b) et
cos (a 2= b). Les formules demandées sont :

(1) sin (@ 4 b) = sin @ cos b 4 cos @ sin b

(?) sin (¢ — b) =sin @ cos b — cos a sin b
3) cos (@ +b) = cos a cos b — sin @ sih b
(4) cos (@ — b) = cos @ cos b -+ sin @ sin b

La démonstration élémentaire de ces formules se trouve dans
tous les ouvrages de Trigonométrie. Je ne crois pas devoir la
reproduire ici (*). 11 faut seulement se rappeler que les for-
mules sont générales, ¢'est-a-dire, vraies pour toutesles valeurs
positives ounégatives de @ et de 6. On aurait pu, d’ailleurs, se
contenter d’écrire les formules (1) et (3), car en y changeant
b en — b o obtient les formules (2) et (4).

24. Oncalcule facilement le sinus et le cosinus de la somme
dautant d’arcs que l'on veut en fonction des sinus et cosinus
de ces arcs. En effet, si U'on veut développer sin (a + b 4 ¢)
et cos (@ + b4 c¢), on considéere @ -0 comme un seul
are et les deux lignes se trouvent exprimées en fonction de

(*) On trouvera dans le dernicr chapitre une démonstration trés-générale
¢l tres-simple. Pour la démonstration ¢lémentaire, voyez la Trigonométrie
de M, Serret.
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20 QUESTIONS DE TRIGONOMIITRIE.

sin ¢, ¢0s ¢, sin (a + b) et cos (@ - b). Remplacant alors ces
dernicres lignes par les valeurs que donunent les formules (1)
et (3, on a

(1) sin(a4+b4 ¢
() cos(a4b+4 ¢

= sin @ cos b cos ¢ - sin b cos @ ¢os ¢
-+ sin ¢ cos @ cos b — sin a sin b sin c.
= ¢0s @ ¢cos b ¢os ¢ — sin @ sin b cos ¢
— sin @ sin ¢ cos b — sin b sin ¢ cos a.

On passera ensuite du cas de trois arcs au cas de quatre et
ainsi de suite.

25. Trouver tg ((L i[)) ct cotg (aib}, connaissant,
danslepremiercas, tg g et tg ), dans le second, cotg
et cotg ). — Divisant, membre & membre, les équations (1) et
(3), (23), puisdivisant les deux termes de la fraction qui forme le
sin @ sin b

k)

second membre par cos a cos b, et remplacant —_—
cos @ cos b

partg a, tg b, on obtient

. tga+tgb
1 te (a by—=——2 "1 ©7
et en changeant ensuite b en — b dans cette formule, ou a
tga—tgb
2 to (¢ — ) =2 - 2
On arrive d’une mauiére analogue aux formules

cotg a cotg b — 1

3 cotg (a 4 b) =
) gla+0) cotg a -+ cotg b

\ 1 -+ cotg a colg-l
{4) cotg (@ — ) = + ol @ ool b

colg b — colg a

1l serait aussi trés-facile de déduire des formules fondamen-
tales les expressions de séc (@ - 0) et cosée (« -+ b) en fonction
de séc @, cosée a, séc b et cosée b, wais les formules obtenucs
ne sont d’aucun usage.

MULTIPLICATION DES ARCS.

26. La question générale quon se propose de résoudre est
elle-ci @ Connaissant une des lignes trigononétriques d'un
are, caleuler une queleonque des lignes trigonométriques d'un
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arc qui est un multiple entier du premier. Ordinairement cest
Ja ligne trigonométrique de méme nom que l'on veut calculer.

1° Connaissantsin ¢, cos ¢ ou tg @, on veut trouver
successivemeut sin 2a, cos 20 et tg 2q.

On fait pour cela b ¢gal & a dans les formules fondamentales
(1) et (3) et dans la formule (1) du n® 25; on a d’abord

(1) sin 20 = 2 sin a cos @

(?) cos 20 = cos? ¢ —sin’a
2t a

3) te g = —2———

(3) g —a

La formule (3) est une des formules demandées. Pour obtenir
les deux autres, il suffit ¢videmment de remplacer dans la for-

mule (1) cos @ par =+ | — sin? a et dans la formule ()
sin? @ par | — cos? @; on a ainsi

(4) sin 20 =+ 2sinay1—sin?a
(5) cos 2a = 2 cos? a — 1.

2° Connalssant sin a, €os ( oun tg q, on veut trouver
les valeurs de sin 3¢, cos 30, tg 3a, correspondant,
respectivement, aux trois lignes données.

Si Ton change 0 en 2a dans les formules fondamentales (1;
el (2) et dans la formule (1) du ne 25, puis qu'on [assc usage
des formules (1), (5) et (3}, on trouve facilement

(6) sin3a =3 sina — 4sinda
(7) cos 3a =4 cos*a — Jcosa

Jtga —tlda
8 Lo 3a _____n—_.:__
®) © I —3tg?a

On passera ensuite du cas du multiple 3a au cas du multiple
4o comme on a passé de Uarc2e a Vare 3a, et en continuant
toujours de la mdme maniere, on exprimera sin ma, cos ma,
g ma, respectivement, en fonction de sin ¢, cos @ et tg a.

DIVISION DES ARCS.

La question générale est celle-ci : Connai-sant une ligrie
trigonométrique &’ un arc, trowver celles dun are sous- muditiple
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du premier ; mais nous ne traiterons que les cas qui conduisent
aux formules en usage.

2%7. Connaissant cos @, trouver sin—?, cos—Q et

tg —g—. — Changeons @ en % dans la formule (1) (20) et dans

2
la formule (2) (26), nous aurons

cos? % - sin? —g- =1

(0s? - — sin? R cos a
2 2
d’olr, en ajoutant et retranchant, membre & membre,

(1) 2 cos? 2—-1—-}—cosa

2 2 sin‘-’%: 1 — cos a.

et, par suite, en divisant par 2 les deux membres de chaque
équation et extrayant les racines, on a

(4) sin - ___i_l/ - Cos @
3) c0s I/ +Fcosa

Divisant maintenant, membre & membre, les dernieres ¢qua-
tions, on a aussi

. a
() g5 = x
Les formules (3), (4) et (5) sont les formules demandées ; les

formules intermédiaires (1) et (2) sont souvent utiles, comme
nous le verrons par la suite.

a a
28. Connnaissant sin g, trouver sin -é— et cos—2—~ .

On change @ en % dans la formule (1) (20) et dans la [or-

mule (1) (26): on a ainst
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1) sin“%—l— cosz-g-=1
(2) 2 sin -g— oS —g— =sina

d’ot, en ajoutant et retranchant les eéquations, membre 2
membre, et extrayant les racines, on déduit

(3) sin %‘ -+ cos -f)i =+ \/m
(4) Sill % - C0S —%_ —_ i \/ [ :Sln_‘_l

puis en ajoutant et retranchant, membre a membre, ces der-
nieres équations, il vient

(5) sin%:i-;— ViFsina i——;« Vi—sina

(6) cos—g—zi—i— Vi+4sina 1% Vi—sina.

Dans les formules précédentes les signes supérieurs se cor-
respondent ainsi que les sigunes inférieurs; il n’y a donc que
quatre systemes de valeurs satisfaisant aux équations (1) et (2).

On peut voir facilement, par un genre de raisonnement dout
ona déja donné un exemple, pourquoi les formules (3) (4) et
(5) du n° 27 donnent deux valeurs, et les formules précédentes.
chacune, quatre valeurs. Expliquons, par exemple, ce dernier
fait.

La valeur de sin @ étant donnce, l'arc o est 'un quelconque
des arcs compris dans les fornwles

a=2 7w+« =Mrtr—u
On doit donc trouver les sinus et les cosinus des moitiés de

tousles arcs compris dans les formules précédentes, ¢'est-a-dire
que P'on a
\

.a . 173 . a . T a
Sl — = s | nr e Sl — — SIn| nr —— —
7 ( +) ) ( o3 )

et deux formules analogues pour le cosinus.
Si n est pair, on peut retrancher nz sans changer la valeur
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& .
du sinus et 'on ebtient les deux valeurs sm—§ ) €08 == sk 1t

est impair, en retranchant n=, lextrémité de l'arc passe au
point diamétralement opposé et le sinus change de signe, on a
a . a .
alors les valeurs — sin -2—, 08 o ¢ sino- a donc¢ bien
(uatre valeurs égales, deux & deux, et de signe contraira.

e s , a .
On voit facilement de méme que cos 52 (uatre valeurs qui

o
sont, respectivement, égales a celles de sin —-

~

Dans la pratique, arc @ est douné en méme temps que son
. . a a .
sinus; les valeurs de sin ) et cos - sont donc alors déter-
mindes et il y a & choisir le systétme qui convient parmi les
quatre systemes de valeurs satisfaisant aux équations (1) et (2).
A cet effet, on remarque que, d’apres le caleul effectué pour
deduire des équatlons (3) et {4) les equations (5) et (6), le radi-
cal y 1 —|— sin @ a dans ces deux derniéres équations le méme
signe que dans I'équation (3), et que le radical Y 1 —sin a
a,dans'équation (5), le méme signe que dans I’équation (4) ct le
signe contraire dans I'équation (6). La question se trouve ainsi
ramenée & déterminer les signes des deux radicaux dans les
équations (3) et (4).

. . a
On remarque, d’abord, que larc £l ¢tant counu, on peul

. L qs . . . . a 4
immédiatement déterminer les signes de sin 5 et cos — el

<

aussi quen ramenant l'arc au premier quadrant, on peul savoir

.a a
uel est le plus grand en valeur absolue de sin — ou ¢os — .
q plus g 5

IQI&(

a
Cela posé, si on a trouvé le méme signe pour sin - 9 et cos

ce signe sera celui de y 1 4 sin @ ; quant au signe de
Vi—sina, il pourra toujours ¢tre déterminé, puisque 1'on
. . a a .
connait les signes de sin — et cos — et que Pou sait quelle
2 2

est la plus grande de ces deux lignes en valeur absolue.
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O
o

a a
Lorsque sin — et cos 5 sont de signe contraire, il faut évi-

demment dire du second radical ce qu'on a dit du premier et
réciproquement.

29. Connaissant tg ¢. trouver tg ....a_

On change @ en —g— dans la formule (3) (26). On a ainsi

a
2tg £}
1) tgo—=—- "
,a
{— tg2—
2
ou
a
() tgatgﬁ?—}—?tg_—j—tga:O
En résolvant I'équation (2), on obtient
. ma__——l:l:\/_l—l—tg’a
R °9 T tga

Ou vérifie facilement’ par le raisonnement ordinaire que tg —-

doit avoir deux valeurs réelles dont le produit est égala — 1.

30. La formule (1) du n° précédent montre que la tangente,
et, par suite, la (:otangeute d'un are ¢ s’expriment rationnelle-
ment en fonetion de tg ? : on peut faire voir qu’il en est de
méme des autres lignes trigonomdatrigques. Considérons d’abord
cos a. En divisant membre & membre les ¢quations (1) et (2) (27)
et remplacant le rapport de sin? @ & cos? @ par tg? @ on obtient

a

tg2 _.2,-

| —cos a

T4cosa 1

dont Ton déduit par une transformation connue

a
{ — to2
° 9

“) co0s a =

a
1 4 tg? 5

<
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Remplacant ensuite, dans la formule (2) (20), tg a et cos a par
les valeurs (que donnent les formules (1) (29 et 30), on a

a

2

s @
1+tg"§

la sécante et la cosécante étant les inverses de cos a et sin a, le
théoréme général est démontreé.

Ce théoreme est trés-utile en trigonométrie, car il permet,
étant donnée une équation ratiovnelle par rapport aux lignes
trigonométriques d’un méme arc @, d’obtenir une équation ra-

21g
(?) sinag =

tionnelle qui ne renferme plus que la seule ligne tg—g- ).

31. Connaissaut sin ¢, tg @, trouver les équations

a
qui donnent les valeurs correspondantes de sin —3— ,

a a
CcOos ? , tg —3— -
En changeant a en % dans les équations (6), (7) et (8) du

. . . .oa a a
n® 26 et désignant sina, cosa, ig a, sm?, cos? s tg—?—

respectivement par 0, ¢, d,2, ¥, 2, on obtient les équations sui-
vantes

(1) b —3v+0=0
®? 4P —3y—c=0
(3 22— 3dz* — 334+ d=0.

(*) Voyez, a ce propos, Pouvrage intitul¢ ¢ Théorémes et probléemes swr les
normales aux coniques.
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CHAPITRE V

FORMULES DE TRANSFORMATION. — MOYENS DIVERSDE RENDRE
UNE EXPRESSION CALCULABLE PAR LOGARITIIMES. — RESO-
LUTION DE L'EQUATION DU SECOND DEGRE PAR LES TABLES.

32. Transformer un prodnit de deux sinus, de deux
cosinus, ou d’un sinus par un cosinus €n une somme
ou une différence de sinus ou de cosinus.

Ajoutant et retranchant, membre & membre, d’abord, les
équations fondamentales (1) et (2), puis les équations (3) et (4),
on obtient

(1) sin (@ 4 b) 4 sin (@ — b) = 2 sin @ cos b
?) sin (@ + 0) — sin (a — b) = 2 cos a sin b
(3) cos (@ + b) 4 cos (@ — b) = 2 cos @ cos b
(4) cos (@ — b) — cos (& + b) =2 sin @ sin b.

Les formules précédentes résolvent la question : ainsi, par
exemple, le produit de deux cosinus est ¢gal & la demi-somme
du cosinus de la somme des deux arcs et du cosinus de leur
différence.

ReEMArQUE I. — 8i 'on multiplie les deux membres de
chacune des ¢quations précédentes par sin ¢ ou cos ¢, puis
quon remplace dans les premiers membres les produits des
lignes trigonomdétriques, par des sommes ou des différences,
d’aprés les régles deéduites des formules qu'on vient d’établir,
on voit qu'un produit de trois lignes trigonométriques qui sont
toutes trois des sinus ou des cosinus, ou dont les unes sont
des sinus, les autres des cosiuus, peut toujours étre remplacé
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par une somme algébrique de termes qui sont des sinus ou des
cosinus. On passc ensuite facilement de l1a au cas général d’un
nombre quelconque darcs.

REMARQUE 1. — La transformation qui vient d'étre in-
diquée n’est pas généralement appliquée dans la Trigonomé-
trie pratique ; mais elle est souvent trés-utile dans la solution
des problemes, en particulier, dans la recherche des maxima
et minima. La transformation inverse dont nous allons main-
tenant nous occuper est, au contraire, constamment mise en
usage dauns les calculs numeériques de la Trigonomeétrie.

33. Transformer une somme ou une différence de
deux lignes trigonométriques de meéme espéce en
une expression qui ne contienne que des produits ou
des quotients de lignes.

Reésolvons, d’abord, la (uestion pour le sinus et le cosinus.

Pour cela, vepresentons dans les quatre formules du n® 32,
par p et ¢ les arcs @ 4 b et @ — b que I'on considére comme
les arcs donnés : on aura

(1) sin p -+ sin ¢ = 2 sin L’%’_{J_ cos .f_z_._q_
() sinp —sin g =2 cos - —; 9 in P — q
(3) cos p -+ cos g = 2 cos 70;}—7 cos 7’;(]
{4) cos ¢ — cos p = 2 sin P ;’t q sin ﬂ.;_(/

et ces quatre formules permettent d’'opérer immédiatement les
transformations demanddes.

REMARQUE. — Bn divisanl, membre & membre, et deux
deux, les fornnules précédentes, on en obtient d'autres quelque-
fois utiles ; nous écrirons seulement la suivainte souvent em-
ployée

sin p — sin ¢ )

sin p 4 sin ¢ —L—" ﬁj‘_‘l_
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Formules pour la transformation de tg ¢ 1 tg 0
colyg i cotg b.

On les obtient immédiatement en remplacant les tangentes
et les cotangentes par des rapports de sinus et de cosinus, et
en tenant compte du développement connu de sin (a 4= b) : on
a ainsi

siil (a 2= b)
( toag+to ) =—— 2 — 7/
o) er e cos @ cos b
sin (b +a
(7) cotg a == cotg b = — bxa)

sinae sinb
Formules pour la trapsformation de sée gtséc )
et cosée ¢ - cosée ).

On trouve facilement

at+b  a—0b

2 cos —p ™ 08 3
(8) séc a 4 séc b =

cos @ cos b

a+0 a—b

2 sin — 08 ——
- 2

9)  coséc a 4 coséc b =

sin @ sin b

On aura ensuite les formules relatives & la différence en chan-
geant, dans la premiére, b en = — b et, dans la seconde, b en
— 0. On pourrait aussi changer dans les deux formules b en

4D,

REMARQUE. — Si une ligne se trouve ajoulée a la ligne
complémentaire, on rameénera ce cas  celui de deux lignes de
méme espoce, en remplacant I'un des arcs par son complément.
Ainsi on aura

sin @ 4 cos b =sina -4 sin (%—b)

P a—b\ (= a+0
—-?sm(z-—i————? )cos(Tk———?—>
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RENDRE UNE FORMULE CALCULABLE PAR LOGARITHMES (*).

84. Les tables [rigonomdtriques contenant, non point les
valeurs des lignes trigonométriques elles-mémes, mais celles
de leurs logarithmes, les formules, pour étre appropriées au
caleul logarithmique, ne doivent contenir que des indications
de multiplication, division, él¢vation aux puissances, ou ex-
traction de raciues des lignes trigonométriques. A ce point de
vue, on peut dire que les formules déja obtenues dans ce cha-
pitre servent & rendre calculables par logarithmes la somme ou
la différence de deux lignes trigonométriques de méme espéce
ou complémentaires.

On peut donner quelques autres formules qui remplissent
le méme but, c’est-a-dire, qui remplacent certaines expressions,
non calculables par logarithmes, par d’autres équivalentes aux-
(uelles le calcul logarithmique s’applique immédiatement.
Ainsi, quand on a

a4+ b4 c=180°
on démontre facilement les relations suivantes
1) t:va te b toc=teatadtee
o] te} te} (o] tol o
a b _ c a b c
(2) cotg ?-l— cotg 5 -+ cotg 7= cotg—g— cotg 3 cotg E)
. . . . a b c
(3) sin b -+ sin ¢ 4 sin @ =4 cos 5 cos F) cos 5
. . S b
(4) sin b + sin ¢ — sin@'= 4 sin - sin ——f— €08 -
‘ sin b 4+ sin ¢ — sin @ b c
(5 - - - =tg—tg—
sin b -+ sin ¢ 4 sin « 2 2
Démontrons, par exemple, 1'équation (3).
Ona
. . . a+0b a—0b
sin @ 4 sin b = 2 sin j cos 3

(*) A partir de cc numéro, nous supposcrons, le plus souvent. les angles
avalués en degrés.
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. a-+b . ¢

ou, puisque —_lz—_— est le complément de 5

. . ¢ a—b

sin @ -+ sin b =2 cos 508,
mais on a aussi

c

sin 0 4 sin ¢ = 2 cos —sm 2

ajoutant, membre & membre, les deux derniéres équations, et

, il vient

a4+

. C
remplacant sir 5 barcos —-;

. . : 4+ b b — b\
sin @ 4 sin b 4 sin ¢ = 2cos—--_-§— (cos a—é— -+ cos ¢ 3 )

et, en substituant & la somme des deux cosinus‘le produit

2 c0S — b cos i , on obtient la formule demandée.

On aura eVLdemment I'équation (4) par un calcul tout sem-
blable, et I'équation (5) sera obtenue immédiatement en divi-
sant, membre & membre, les équatious (4) et (3).

35 Solution de la question générale. — Emploi des
angles auxiliaires,
Ou demande de calculer le nombre = quiest donné par I'é-
quation
=+a+tbtctd

dans laquelle a, b, ¢, d, sont des quantités dont la valeur nu-
mérique n'est pas immédiatement connue mais peut toujours
se calculer par logarithmes.

Tout revient a traiter la question pour un bindme, car la
valeur i de == a == b étant connue, on calculera de la méme
manigre ¥’ &+ ¢ et ainsi de suite.

On peut toujours supposer que @ et b sont positifs (uand ils
sont de mémesigne, et, quand ils sont de signe contraire, on
peut supposer que la valeur absolue du terme positil I'emporte
sur celle du terme négatif, puisque, s'il en était autrement, on
caleulerait L'expression de signe contraire : soit donc

(1) r=a=b

% pouvant ¢tre supposé plus grand que b.
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36. I** METHODE. — On mel a en facteur dans le second
membre de I'équation (1) et I'on a

2) v=aft+°
2 =a{t=,
Soit maintenant ¢ un angle auxiliaire déterminé par I'équation
b
3 Cos y = —
3) o=

ce qui est toujours possible puisque, par hypotheése, a est plus
grand que b.

b e .
On a alors, en remplacant ~= bar cos g dans I'équation (2)

r=a (1 Z=cos ¢)
mais, d’apres les formules (1) el (2) du ne 27, les bindmes

. . s 9 7
1 4 cos », 1 — cos ¢ sont, respectivement, égaux a 2 0052?

et 2sin? %, on aura donc, en désignant par 2’ la valeur de

a - b et par 2" celle de @ — b.

(4) ' = 2a cos?

vo]-e

(5) a” =2q sin? -;—

L’angle auxiliaire y sera déterming par la formule (1), et on
prendra l'angle des tables, cest-a-dire, I'angle compris entre
0 et 90. On calculera ensuite 2 par les formules logarithmiques
(4) et (5).

37. 2° METHODE. — Supposons d’abord que le hindme soit

a -+ 0.

On écrit

() w:ab+%)

et en posant

b
2 tg? o =
( ) o ¢ a
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ol d

o a
(3) r=a (1418 = ——
e ( + o T/ 0052 Y
La question est donc résolue.

REMARQUE. — On emploiera de préférence le procédé qu'on
vient d’expliquer quand z sera douné par la formule

(4) e=Va +0

en posant

'.‘ 2 QY o — B R —
(5) tg? o = pE ou tg .= o
oLl aura
. a
(‘)) xr=
COS »

Soit maintenant « égal & a — b et admettons que @ soit plus
erand que b: sil’on pose

. b b
(7) sin? g = — ou (8) cos?y=—-
‘ a a
011 aura
9) z=acosty ou (10) r=ua sin?,.

REMARQUE. — On emploiera le méme procédé avec avantage
lorsque « ne sera donng par 'équation

=V a*— .

38. J¢ METHODE. — Dans ce qui précede, sauf dans un seul
cas, nous avons suppos¢ que lon savait quelle ¢tait la plus
grande des deux quantités @ et ; cest ce que L'on peut toujours
admettre quand les formules sont, d’abord, traduites en nombre,
Mais il n'en est plus loujours de méme quand ou laisse les
letires dans les formules, en vue d’une discussion, par exemple.
Voici un procédé indépendant de Ihypothése : @ plus graid
que b,

On a
N b
3 r=atrb=all =—]-
a

On peut toujours poser

. b
’2 o o == ——

) o7 a
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et 'on a alors

a(sin ¢ == cos ¢)
Cos o

z=a(l Ztgy) =

Séparant maintenant les deux valeurs comme dans la premieére
méthode, on aura

20 sin 45° cos (45°— o)

3 =

( ) COs ¢

(%) L 2a ¢0s 450 sin (45° — ¢)
oS 4

39. D’apres la méthode générale, on aura & employer autant
’angles auxiliaires qu’il y a de termes moins un dans le poly-
néme donné : mais on devra, dans chaque exemple particulier,
essayer (e réduire au plus petit nombre possible les angles
auxiliaires.

ExempLE I. — Soit
1) r=1 - sin a + cos a

1 et sin @ pouvant étre considérés, respectivement, comme les
sinus de 90° et de 90¢ — @, on a la somme des sinus de trois
arcs dont la somme est égale & 120°; donc, d’apres 1'équation (3
du ne 34, on aura

) T = 4 cos 45° cos % cos (450 — .g) .
ExemeLE II. -— Soit

(1) r*=a*+4 0*— 2 bcos y.

{re METHODE. — On écrit I'équation (1) sous la forme

= a*+b* 4-2ab — 2ab (1 4 cos )
mais les trois premiers termes du sccond membre sont les
termes de (@ + 0)*, et 1 4 cos 4, en vertu de la formule (1) (27),

peut étre remplacé par 2 cos? —/) ;on a done

.

2

2*= (@ 4 0)* — 4ab cos*
On a pu ainsi transformer un trindme en un bindme sans

emploi d’angle auxiliaive ; on achtévera cnsuite le caleul aver
un seul auxiliaire 5, en se conformant a la méthode (37).
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On aura alors

4ab cos? -é—
(2) sin? p —= ———————
(@ 4 0)?
(3) z= (a + b) cos 4,

9¢ MgTHODE. — On éerit I'équation (1) sous la forme
2 — (g2 2 2 7 i 2_/__\_ e 1 __ '2_1.)
P =(a —i—b)(cos 2—|—sm 7 Qab(cos 5 — s8I
d’on
L,

2? = (a -+ b)? sin® -é— —+ (@ — b)? cos? 2

Posant maintenant suivant la méthode du n° 37,

(1) Lg(p:-z—_—l_—% COtg%-
on calculera x parl’équation
_a+b
COS ¢

40. On modifie quelquefois les méthodes générales.

ExemMpLE I. — Soit
a—0b

T adb
ayant divisé les deux termes de la fraction par @, et ayant posé
gy =—

comme il est dit au n° 38, on a
1 —tgy
I

mais, au lieu de continuer le calcul comme au numdro cité, on
remarque que tg 45° Gtaul ¢gale a 1, on peut écrire

€T =

tg 4ho — tg »

rr =
1+ tg 45° tg ¢

ExgmpLe I1. — Soit

= g (45"— qa).

I = @sin a-{-—bCOSa
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posant
gy = L2
a
on trouve
__asin (x49) .
T cosg

41. Réeolution d’une équation du second degré a
I’aide des tables.

L'équation du second degré est donnée sous la forme
générale

ar*+br+c =10

on supposera, ce qui est généralement permis, que a est positil
et on laissera de cdté le cas des racines imaginaires.

Premier cas. — Ol a
b* —4ac >0 et ¢ > 0.

Sil'on appelle 2’ et a” les racines de I'équation (1), #' étaut
la plus petite, on a, d’abord,

/_—b—\/b2—4ac_ b 4ao)
= % = 2—a(1+|/1_—6”2—,'

Si maintenant, d’apres la méthode dun® 37, on pose

- 4ac
([) sin? v = e
il viendra
- b v
2 o = —— (1 CO0S ») = — — ¢08% -
2) 57 (1 + cos ) 2 3
et on obtiendra de méme
b ‘
3 2 = — gin?-t- .
) m 5
Deuxiéme cas, — On a:

D*—4ac >0 et ¢ <0.
Oun change dabord ¢ en — ¢ dans l'équation u second
degre @ alors apres avoir posé

. R qac
(4) 8%y ==
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on frouve facilement, d’apres la méthode du ne 37.

»
7

cos?
. , b 2
(5) = ——
a coSy
b sin? —;—
(6) o= .
a Ccosy

Autres formules. — En résolvant les équations (1) et
(4) par rapport & b et substituant la premiere valeur dans les
formules (2) et (3), la seconde, dans les formules {5) et (6), on
trouvera, dans un cas comme dans ['autre,

4] 7
Yars ',I__—'— N ]
(7) T = I/—a voty =

seulement on doit prendre le radical avec le méme signe dans
les deux formules quand ¢ est positif, et avec des signes con-
traires quand ¢ est négatif. Voyons maintenant quel signe
doit étre attribué a chaque racine en particulier.

b Lo . - .
1* — est négatif. Alors, sic est positif les deux racines con-
o

tiendront toutes deux le radical avec le signe 4, et si ¢ est
négatif, c'est 2’ qui aura le signe -+ comme la plus grande en
valeur absolue.

Q0 — est positif. Les conclusions sont évidemment contraires.
a

REMARQUE. — On peut encore résoudre la question proposce
en posant & priori les formules (7) et /8), ce qui est toujours
permis, puisqu’on n’exprime seulement ainsi que le produit des

»

racines de 'équation (1) est égal & EL . L’angle 4 sera ensuite
déterminé en Gerivant que la somme des racines est égale &
- % : on retrouve alors pour déterminer ¢ la formule (1) ou
la formule (4) suivant que c est positif ou négatif.
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CHAPITRE VII

RESOLUTION DE QUELQUES EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES
D'UN FREQUENT USAGE.

Un trés-grand nombre de problemes, en particulier, les pro-
blemes sur les triangles, se rameénent & la résolution d'un
certain nombre d’équations trigonométriques; nous allons
résoudre les principales dans ce chapitre.

42. On propose de résoudre I’équation
1) asing +bcecosz=c

dans laquelle z est un arc inconnu et @, b, ¢ des nombres
quelconques positifs ou négatifs. Nous supposerons pour fixer
les idées que a, b, ¢ soient positifs.

Divisant les deux membres de I'équation (1) par b, et posant

, b
@) tgy=—

on a, en remplacant a ar cotg ¢ ou oSy
a, € i 1 —_— g ’ —_—
) place A P g ¢ sin o

. c .
(3) sin (€ +¢) =~ siny
I'équation (2) détermine un angle auxiliaire y qu’on peut tou-
8 v P
jours supposer aigu; on a ensuite par I'équation (3) un angle

. . . cip €
aigu « dont le sinus est égal au nombre positif 3 sing: tous
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les arcs demandés seront alors donnés par les formules

(4,} r=n> 360"+ 2 — ¢
(3) T =mn>360°4 180° — 2 — 4
DiscussioN. — Pour que I'équation (3) puisse donner un

angle «, il faut, quels que soient les signes de @, b, ¢, que le
carre de sin « soit, au plus, égal & 1. On aura donc

sin? - < —
ou comme
. tg? 0
sin? ¢ = L S
14 tg? . a* + b?
o1l aura
b2 b2
=T S w
a* + b c
ou
(6) et << a4 0

Le plus souvent dans les applications l'angle z doit étre
inférieur & 180°, on demande alors quelles valeurs on doit

prendre.

11 est, d’abord, visible qu’on doit faire n égal & zéro dans les
formules (4) et (5), et que la valeur 180° — « — » donnée par
la formule (5) est toujours admissible puisque = et » sont des
angles aigus.

Considérons maintenant la valeur » — ¢ donnée par la for-
mule (4). Cette valeur, abstraction faite du signe, est toujours
plus petite que 90°, mais il faut aussi qu'elle soit positive :
pour cela, on doit avoir

«>>¢ ou sina > sinsg,

et en remplacant sin « par la valeur que donne Uéquation (3),
om a

c . .
— sl 4 > 81N 3
b
ou
(7; b <ec.

On vésout et on discute, d’'une maniére analogue, I'équation
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40 QUESTIONS DE TRIGONOMETRIE.

dans les différents cas ol a, b, ¢ ne sont pas tous les trois
positifs.

REMARQUE. — On aurait pu aussi poser
a
(8) tg = 7 )

et en divisant les deux membres de I'équation (1) par 4, on
obtiendrait par un calcul analogue au précédent

(9) cos (x — ¢) =—%— C0s 9.

43. On propose de résoudre 1’équation
(1) a cotg ¢ + b cotg . =c,

sin &«
cos T

et

en remplacant tga et cotg a, respectivement, par

cos .r

g et chassant les dénominateurs, il vient

bl

a sin?x 4 b cos?@ = ¢ sin « cos .

Multiplions maintenant les deux membres de I'équation pré-
cedente par 2, et remplacons 2 sin? x, 2 cos® #, 2 sin 2 cos z,
respectivement, par 1 — cos 2w, 1 4 cos 2z et sin 2z, nous
aurons

(?) csin2x + (@ — b) cosr=a + b,
et l'on est ramené & résoudre une équation de la méme forme
que I'équation (1) du numéro précédent.
{

44. Nouvelle méthode pour la résolution de I’équa-
ticn du second degré a l’aide des tables.

On peut déduire de ce qui précede une nouvelle méthode
pour la résolution de l'équation du second degré a l'aide des
tables. Soit I’équation

(1) a2+ bx +c=0.

En’ divisant les deux membres par « et posant x égal a tg y,

on a
atgy-ccotgy 4+ b=0,

et on est ramené immédiatement & la question précédente.
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Mais développons les calculs : en désignant par ¢ un angle
auxiliaire, on obtient facilement

) cC—a
2) tgp=-

. . o-+c
(3) sin(2y44)=2T2

o—c
ces équations déterminent, la premiere, un angle », la seconde,
un angle «, compris tous deux entre — 90° et - 90°, on a
alors

sin ¢,

y=n><1804 5 —L  ou y=n><l8r 490 —a—-L
et, par suite,

(4 Tr=tg i—--?—> ou € = cotg z ? .
\-“) C( 2 v {3 2 —I— 2
REMARQUE 1. — Pour que la solution précédente puisse

étre appliquée, il faut et il suffit que la valeur absolue de
sin (2y +- ¢) donnée par l'équation (3) ne soit pas supérieure
& l'unité; mais en écrivant qu'il en est ainsi on retrouve la
condition qu’on supposait tacitement remplie, & savoir

(5) 02 — 4ac > 0.

REMARQUE II. — La nouvelle méthode qui conduira le plus
souvent & des calculs moins simples que la méthode ordinaire
a cependant sur elle cet avantage, qu'une fois l'inégalité (5)
satisfaite, les formules générales (2), (3) et (4) restent les
mémes, quelles que soient les valeurs réelles représentées par
les lettres a, b et c.

Nouvelle méthode pour obtenir les formules ordi-
naires relatives a la résolution trigonométrique de
Péquation du second degré. .

En modifiant un peu la méthode qu'on vient d'expliquer
on peut, sans savoir résoudre l'équation du second degré et
sans méme connaitre les relations entre les coefficients et les
racines, retrouver les formules (7) et (8) du n° 41: c'est ce que
Je vais montrer.

Posons d’abord

(6) r=mltg —g— .
m sin%
En remplacant dans I'équation (1) @ par m tg —g— ou m

CcoS 5
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et chassant les dénominateurs, on aura

am? sin? —Z— -+ bm sin —%— €08 -g— -+ ¢ cos? %— =0,

d’ot1 'on déduit comme précédemment,
bm sin y + (¢ — am?) cos y 4 ¢ 4 am? =0,

et, en posant
¢ — am?

7 tg v = —— ——,
( ) 5 ¥ bm
on obtient
. am?—+4c¢ .
(8) sin (y 4+») = T — o S e

ou encore en remplacant dans cette derniére équation am?* —¢
par la valeur que donne la formule (7)

am?® - ¢

9) sin (y + ¢) = — T COS ¢,

la question générale est résolue en donnanta m une valeur
arbitraire, et calculant successivement ¢, y et « par-les équa-
tions (7), (8) ou (9), et I'équation (6); mais ici nous allons
disposer de l'indéterminée sn de maniére & ne plus avoir a
faire de calcul d’angle auxiliaire. On distingue deux cas :

1° a et ¢ sont de méme signe. — Dans ce cas on écrif (ue
la valeur de l'angle 4 est nulle, et, pour cela, on pose

m = I/_E_ )
a
Alors la formule (9) donne
siny:x.g:_l/z,
@

les signes — et - correspondant, respectivement, & la valeur
positive et & la valeur négative de m.

, b . -
Supposons, d’abord, que ”a soit positif et prenons pour i la

c . \ .
valeur — l/?‘—; il en résultera pour sin y une valeur

positive et, si I'on désigne spécialement par y un angle positif
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43
et aigu, on aura,en prenant seulement les deux arcs y et
180° — v,

N ) N NN
r= l/:th = I/a coth

L b e 1 ¢
Si maintenant — est négatif, on prendra m égal & — et
a a
dans les deux formules précédentes il faudra remplacer les
signes — par des signes --.

% a et ¢ sont de signe contraire. — Dans ce cas on dispose
de lindéterminée m de maniére que le premier membre de
la formule (8) soit nul, c’est-a-dire qu'on détermine m par la

formule
—cC
m = ,
a

v+ p = n >< 180,
et si dans I'équation (7) on remplace m et 4 par les valeurs
tirées des deux équations précédentes, on a

2a —cC
=+
tgy - I/ a )

les signes + et — de cette formule correspondant, respective-
ment, & la valeur positive et & la valeur négative de m.

on a alors

o b -
Si - est positil et que l'on prenne pour m la valenr

—c .. . ol
+ l/—a— , tgy sera positive, et, en désignant spéciale-

ment par y un angle positil et aigu, il suffira de prendre les
deux valeurs Y et 180 4 y; on aura, par conséquent ®,

= —¢ ._"/_ ] T — —¢ * "'y—
+l/ By ou = I/ oty o
b

Si — est négatif, on sera conduit & changer les signes des
a

deux radicaux dans les formules précédentes.

Dans les formules qui suivent on na pas changé ¢ cn — ¢ comme au n° 4l.
1 8
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En résumé, on voit que dans tous les cas on est retomhé
sur les calculs de la premiere méthode.

Nous allons maintenant nous proposer de résoudre tous les
systémes d’équations qu’on obtient en traitant les questions
comprises dans 1’énoncé général suivant :

Connaissant la somme ou la différence de deux
arcs, et la somme, la différence, le produit ou le
quotient de deux lignes trigonométriques, de méme
espéce, de ces deux arcs, trouver les deux arcs
eux-mémes.

45. PrORLEME I. — On donne la somme ou la différence
de deux arcs, et la somme, la différence, le produit ou le quo-
tient des sinus de ces deux arcs.

[° La somme des arcs et celle des sinus sont données. — En
désignant par a et m les deux sommes données, et par a et
y les deux arcs inconnus, on a & résoudre le systéme

() r+y=a () sinx -4 siny=m.

En remplacant le premier membre de I’équation (2) par un
double produit et en tenant compte de I'équation (1), on a

.. a xr—Y
2 sin — 0§ ———— ="M
2 2 ’
d’on
, r—y m

3 cos = .

‘ 2 2 sin @

2

Si l'on désigne par « I'un quelconque des arcs ayant pour

cosinus , On aura
sin — -
2
x -1 a xr—1
T4y . ——————‘!-’——-'n><360°_“i_“a,
2 P4 2

et, par suite,
a a \ o
(%) w=—2—-+n><360ia 7/:5-—n><360_|_a,

9° Lo différence des ares et la somme des sinus, la somimne
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des arcs et la différence des sinus ou enfin la différence des
arcs et celle des sinus sont donndes.

En représentant toujours par a et m les sommes ou diffé-
rences données, on trouve que suivant I’'un ou 'autre des trois
cas qu’on vient d’énoncer, la formule (3) est remplacée succes-
sivement par chacune des suivantes :

(5) sin Tty = o (6) sin r—y = m .
2 a ? a
2 COS‘_l AV _é_
(7) cos z + Y = m s
2 2 sin 9
2

on achéve ensuite facilement le calcul.

3* On donne la somme ou la différence de deux arcs et le
produit de leurs sinus.

Considérons d'abord le cas de la somme, en désignant tou-
jours par @ et m les deux nombres donnés, on a a résoudre le

systeme
(8) rt+y=oa (9) sinasiny =,
la seconde, par une transformation connue, devient
cos (z -~ y) — cos o = 2m,
d’olt
9) cos (z — y) =2m —- c0s a.
Connaissant la somme des deux arcs par la formule (8), et

leur différence par la formule (9) qu’on rendra, d'abord,

calculable par logarithmes, on achévera le calcul comme plus
haut,

Lorsque la différence des arcs est dounce, on voit facilement
que leur somme est déterminée par la formule

(10) cos (z 4 y) = cos a — 2mt.

4 On donne la somme ow la différence de deux arcs et le
rapport de leurs sinus.

Supposons qu’on donne la somme des arcs, on aura les deux
equations

sin

) ct+y=a (12) ———=m,

siny
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de la seconde on déduit par une combinaison connue

sin @ — sin y m — |
simz+siny = m+1°

et en remplacant le premier membre par le rapport de deux
tangentes (formule (5), 33), on aura en tenant compte de
I’équation (11)
c—y m—1 a
2 T mF1 7
« représentant I’un des arcs ayant pour tangente celle de 'arc
r—y
2

(12) tg

qui est donnée par 'équation (12), on aura

‘”—;—”=n><180+a,

et, par suite
. a a
(13) w=—9~+n><180°—|—a y:—g——n><180°—«.

REMARQUE. — Si m w’était pas un nombre donné, mais
pouvant étre calculé par logarithmes, on déterminerait d’abord
un angle auxiliaire ¢ dont la tangente serait égale & m et I'on

. m—1
remplacerait dans la formule (12) ———, par tg (45° — )
m 41
(40).

46. ProBrEME II. — Calculer deux arcs connaissant leur
somme ow leur différence, et lo somme, la différence, le pro-
duit ou le quotient de leurs cosinus.

On peut ramener le probleme au précédent en remplacant
x ety par 90°—a’ et 90°—y'. Du reste, en traitant la
question directement, on a des calculs tout semblables a ceux
qu'on vient de faire plus haut.

47. PropLEME III. — Calculer deux arcs connaissant leur
somme ou leur différence et la somme, la différence, le pro-
duit ou le quotient de leurs tangentes.

1° On donne la somme des arcs et la somme de leurs tan-
gentes.
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On a
(1) rzt+y=o
) tgw +tgy =m

mais 1'équation (2), comme on l'a déja vu (formule (6)(33)),
peut étre remplacée par la suivante :

sin (z + y) —m
COS T €08 Y
ou
sin (£ +y) _m
cos (@ y) Fcos(@—y) ~ 2

ou enremplacant z-+y par @ et résolvant par rapport a cos (x—1)

2 .
3 08 (2 — 1) = — sin @ — cos a.
(3) cos (z — ) p

On rendra cette derniére formule calculable par logarithmes,
en posant

2
=T

et on acheévera le calcul comme dans les problémes précédents.

2 On donne la différence a des arcs et la somme m de leurs
tangentes.

On arrive par un calcul semblable & celui qu'on vient de
faire & I'équation

(4) 2 sin (x4 vy) — m cos (x4 y)=m cos @
et 'on est ramené & la résolution d’une équation du premier
degré par rapport au sinus et au cosinus d’'un méme arc (42).

3° On donne la différence ou la somme des arcs et la diffé-
rence de leurs tangentes.

1l suffira évidemment pour avoir les formules analogues aux
lormules (3) et (4) Ay changer y en — ¥ : on aura ainsi

2

(5) cos (x4 y) = ﬁ sin @ — cos @
'6) 2 sin (x — ) — m coOs (& — y) = M coS @

4 On donne la somme ou la différence de deux arcs et le
produit de leurs tangentes.
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Soit, par exemple,
(7) r4-y=a
(8) tgxtgy=m.
La seconde équation peut étre remplacée successivement par

singsiny _ m cos x cosy-sinxsiny _ 1-4-m
coszcosy 1 ' coswcosy—sinzsiny ~ 1—m
cos (r—y) _ 14m
cos (z+y) — 1—m

b

et en remplacant dans la derniére -y par @ et résolvant par
rapport & cos (¢ —¥), on a

(8) cos (x — ) =, s e

Le calcul s’achéve ensuite facilement.
Si T'on se donne la différence a des arcs au lieu de leur
somme, on aura évidemment la nouvelle formule

\

1 —m
/9} CcO0s (50 + y) :—I—WCOS a

en changeant dans la formule (8) y en — y et m en — nt.

5 On donne la somme ou la différence de deux arcs et le
quotient de leurs tangenltes.

Soit d’abord donnée la somme des arcs: on a

(10) r-ty=a
tgr
(11) =y = m.

Mais l'équation (11) prend successivement les formes sui-
vantes :

singecosy  m sinl (& — y) m —1
coswsiny sin (@ 4vy) — m 41
i . . m—1 .
(12) sin (¢ — y) = —— ~ -sinu
m-+1

et le probleme est résolu,
On a comme précédemment la formule qui convient au cas
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ott I'on donne la différence des arcs en changeant dans la for-
mule (12) ¥ en — y et men — m, et on a ainsi

m—+1 .
(13) sin (¢ +y) = oo m —, sina.
48. ProBLEME IV. — Trouver deux arcs, connaissant leur

somme ou leur différence, la somme, lo différence, le produil
ou le quotient de leurs cotangentes.

On passe du cas des tanfrentes a celui des cotangentes
comme on a passé du cas des sinus a celui des cosinus.

49. PROBLEME V. — Calculer deux arcs, connaissant leur
somme ow leur différence et la somme, la différence, le pro-
duit ou le quotient de leurs sécantes.

{o On donne la somne de deux arcs et celle de leurs sécantes.

On a arésoudre le systeme

) r+y=ua
?) séc o - sécy =m

la seconde preud successivement les formes suivantes:

cos & -+ cos
_|_ — —m —_I____y. —m
oS @ cos Y cOS & oS Y
a T —y a T —1y
2 008 —— (08 ———— 2 cos — cos———-—
2 2 m 2 2
_— —_—=m
cos @ cos (@ —1 2 @r —1 L. a
+ ( v) co LY _ e L
2
. , T =Y a T—y L,
(3) m cos? ———~L — 2 €08 — €0S ——= — m sin? — = (.
2 2 2 2

Dans ces calculs de transformation, on a remplacé cosa—-cos y
par un double produit de cosinus, cos x cosy par une demi-

a
somme de cosinus, cos @ par 1 — 2 sin2—, et enfin cos (r—y)

~

par 2 cos? _a*%y_ —1.

Désignons maintenant par z’ et z” les deux racines de I'é-
Quation (3) (=’ étant la plus petite) el posons (41)
( a
1) tg

A gu==mlg 5

e~
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1ous aurons
a [ a [
- -1 : . ] Ve — 3 . 7
3) 5= sin ——cotg - =TFsin - 15
les signes étant déterminés comme il a été dit au numeéro cité.

20 On donne la somme de deuzx arcs et la différence de leurs
sécantes, la différence de deux arcs et la somme ouw la diffé-
rence de leurs sécantes.

Les trois mouveaux cas se rameénent au premier, en
remplacant dans 'équation (3) y successivement par 180°+y/,
— y’ et 180° — y/, car on est toujours ramené ainsi & trouver
deux arcs connaissant leur som'ne et la somme de leurs sé-
cantes.

30 On donne la somme ou la différence de deux arcs et le
produit ou le quotient de leurs sécantes.

Les deux équations

. séc &
séc a séc y =m - =7
séc iy
peuvent étre remplacées par
cos & |
COS T COS Y = — f
m cos Y m

et 'on est ramené a des guestions déja traitées.
50. ProBLEME IV. — Calculer deur arcs, connaissant leur
somme ou leur différence el la somme, la diflérence, le pro

duit ou le quotient de leurs cosécantes.
On passe du cas des sécantes & celui des cosécantes, comme

on I'a déja fait pour les cosinus et les cotangentes.
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CITAPITRE VI

RESOLUTION DES TRIANGLES.

Dorénavant, les angles d'un triangle ABC seront toujours
représenteés par les lettres de leurs sommets A, B, C et les cOtés
opposés par @, b, ¢; dans le cas d’'un triangle rectangle A de-
signera l'angle droit.

EQUATIONS QUI SE RAPPORTENT AUX TRIANGLES RECTANGLES.
— RESOLUTION DE CES TRIANGLES.

54. En partant de la définition méme des lignes trigono-
métriques, on a immédiatement dans tout triangle rectangle
ABC (fig. 3).

Sin B..—.cosC:—b—, sin C=cos B=£, th:coth:—b—
a a c

ou encore
() b=asinB=acosC, (2) c=asinCG=acos B,
(3) b=ctg B=ccotg C.
On peut donc énoncer les deux théoremes suivants :

52. TurorkME 1. — Dans tout triangle rectangle, un coté de
Cangle droit est égal aw produit de Uhypoténuse par le sinus
de Pangle opposé ou le cosinus de Pangle adjacent @ ce cité.

58. TuroreME II. — Dans lout triangle rectangle, un coté
de Pangle droit est égal auw produit de lautre cité de langle
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droit par la tangente de I'angle opposé ow la colangente e
langle adjacent au premier cold.
On a d’ailleurs les deux équations conuues en géométrie
B+C=90 a®=0*+c.
34. Voici le tableau de la résolution des gquatre

cas.

PREMIER cAS. — Donncdes

a, B
résulials
C=90° —B b=asinB c=uacos B.
DEUXIEME cAS. — Nonnées
h, B
résultats
b
C = 900 — B = sin I_;‘ c=b potg B
TROISIEME CAS. — Données
a, h
résultats
G a—1b
—_ — = B=90"—C.
=Vl tha—b 153 I/H,, 90" —C
on déduit la formule qui donne tg — des deux équatious
b {1 — cos G C
cos G = — tg —-—I/ .
a 1 4+cosC
QUATRIEME CAS. — lonnées
h, ¢
résultats
17 b

¢ B=_ — 90— B =",
gb=-- U=r—Db e=-mp

RELATIONS ENTRE LES ELEMENTS D'UN TRIANGLE QUELGONQUE.

85. TaEOREME 1. — Dans tout trangle les c6iés sont pro-
portionnels aux sinus des angles opposés.
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Pour démontrer ce théortme, il suffit de mener deux des
hauteurs du triangle, et d’appliquer le théoreme (1) (52) aux
triangles rectangles ainsi obtenus.

56. En adjoignanl, aux deux équations données par le théo-
reme, la relation connue entre les angles d’un triangle, on ale
systeme des trois équations

o N . a _ b o C

A+ B+G=180 sin A~ sinB T sin G

qui suffit pour la résolution des triangles.

57. TuroreME II. — Dans tout triangle, un cité est égal o
la somme des produits qu'on obtient en multipliant chacun des
deuz autres par le cosinus de Uangle qu'il fait arec le prenvier.

Ce théoreme se démontre, comme le précédent, en abaissant
les hauteurs du triangle et calculant les projections des cotés
les uns sur les autres, a I'aide dnn théoreme I (52); il donne les
trois équations suivantes :
a=1"bcosC 4 ccos B
b=acosC+ ccos A
¢ =a cos B4-bcos A.

58. TurkoreMmE II1. — Dans tout triangle, le carré d’un coté
est égul & la somme des carrés des deux autres diminuée du
double produit de ces cotés par le cosinus de langle qu'ils
contprennent.

Deux théorcmes de Géométrie bien connus conduisent a
I'énoncé précedent, si 1'on calcule, comme dans la démonstra-
tion du théoréme II, les projections des c¢otés les uns sur les
autres; on a alors le systeme

a* = b* 4 ¢ — 2bc cos A

—
"o
~

(3, b? = a®+ ¢ — 2ac cos B
¢ = a*+ b* — 2ab cos C.
REMARQUE. — Chacun des systemes (1), (2) et (3) suffisant

a la résolution des triangles entrafne les deux autres : c’est ce
que I'on peut facilement vérifier.

39. Résolution des triangles quelconques dans les
Ccas elémentaires.

PREMIER cAs. — Donndes
a, B, C.
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[ormatles pour la résolution

o T @ sin B __asinG
A=18r—B-C b= sinA °T TsnA

DEUXIEME CAS (1" Méthode). — Donnces

a’ b’ C’
formules pour la résolution
a—0b C
{ Oy = (Ol ——
1) tg « P cotg 3
() A=90° ——g—l—« (3) B= 90"——2-——0&.
.G
(4 __asinG ou (5) o= (@ +b) sin 2 )
B =g T CoS «

Pour démontrer la formule (1) on remarque que l'on a les
relations
sin A @
A+ B=1800—~C —_—— ==
+ sin B b
¢'est-a-dire, (u’on est ramené & trouver deux angles connais-
sant leur somme et le rapport de leurs sinus. En procédant,

. B—C , .
comme il a été dit (45), et posant ——— égal & «, on retombe

bien sur la formule (1).

REMARQUE. — L’emploi de la formule (5) est préférable a
celui de la formule (4), parce que le logarithme de @ 4 b étant
déja connu quand on délermine ¢, tout le calcul n’exige que
cinq logarithmes au lieu de six.

On trouve, dailleurs, facilement la formule (5), comme il
suit :on a

c e b  a4b " a-+b
sinC~ sin A sin B sinA+fsinB C A-B
2005—2—005 5

1

. .G
Remplacant sin C par 2 sin 5 c0s 5 €0s —5 par cos «,

puis simplifiant et résolvant par vapport & ¢, on a la formule
demandée.
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REMARQUE. — Sia et ) étaient connus seulement par leurs

logarithmes, on rendrait le 1dpp01t + b calculable par lo-
garithmes, comme il a été dit au n° (40); alors c’est la formule
(4) quil faut employer.

DEUXIEME cAs (2e Méthode). — Donndes

a, b, G,
formules pour la résolution
a sin G .
3) =2 sin G

sin A

la formule (1) s'obtient en mettant deux des équations données
(56 et 57) sous la forme

csin A =g sin G ccosA=0b—acosC
et les divisant, membre & membre.
Pour obtenir I'angle A, le procédé le plus simple sera de
calculer, d’abord, par logarithmes, la quantité e cos C.
TROISIEME CAS. — Donndes
a, b, c,
formules pour la résolution

A (p=2>b(p—20)

() tz52_l/ p(p—a)

. . B (p—a)(p—o)

® 't = /—M—b)
— —b

(3) Lg—g-z / (p }?!pc )

(p est le demi-périmétre du triangle).
Pour démoutrer directement ces formules on part de la re-
lation
sin B4 sin G —sin A Lo B G

to —

snBfsinCfsina €77 €73

qui a été donnée au n° 34. En y remplacant sin A, sin B el
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sin G par les ¢btés a, b, ¢ qui leur sont proportionnels, le pre-
. . p—a

mier membre devient —}—7—, et I'on obtient

2l

B
p—a=ptg—tg 5 et de méme,

2

A G
p—b=plg5tg5, (4

A B
p—c:ptg?tg—g-.

Si maintenant on multiplie, membre & membre, les deux der-
niéres équations et qu'on divise ensuite par les deux membres
de la premiere, on trouve
(p—=0b(p—c)
p—a
d’ou l'on déduit facilement la formule (1). On obtient ensuite
les deux autres de la méme maniére.

=p tg? —é-
2

(QQUATRIEME CAS. — Données

d, bv As
formules pour la résolution
. bsin A
() sinB =-— ) C=180’—A—B
3 ,_ @ sin_C_ )
©) v sin A

ReMARQUE. — La formule (1) donne deux angles supplé-
mentaires, mais la Géométrie apprend dans quel cas on doit
prendre I'angle aigu seulement, ou les deux angles. Ces résul-
tats empruntés a la Géométrie vont, d’ailleurs, éire confirmés
tout & I’heure, par une discussion directe, purement trigono-
métrique.

60. Remarque générale sur la résolution des trian-
gles. — On peut le plus souvent suivre deux marches dans
la résolution des triangles: commencer par le calcul des angles
ou par celui des cOtés. Le premier procédé est, en général, plus
elégant et conduit plus directement & des formules calculables
par logarithmes. I autre procédé, en quelque sorte moins #ri-
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gonomdlrigue, mais, en gonéral, plus facile 4 mettre en cuvre
pour les personies peu exercees au caleul trigonométrique, ne
conduit le plus souvent & des formules calculables par loga-
rithmes qu'a l'aide des angles auxiliaires. D'ailleurs, sil'on
compare les résultats obtenus par les deux méthodes, on
trouve que les calculs sont équivalents dans leur ensemble,
sinon identiques : c¢'est ce que nous allons vérifier sur quel-
ques exemples.

ExemrLE 1. — On donne deuzx cdtés a et b et l'angle com-
pris G et lon demande de calculer d’'abord le coté c.

8i l'on suit la premiére méthode indiquée exernjpie, (2) (39),
ona un calcul équivalent & celul qu’on aurait fait en calcu-
lant, d’abord, les angles; et, par la seconde méthode, on a un
calcul identique. (Dans l'exemple () (39) ¢ et G sont remplacés
par x et ).

ExeMpPLE 11, — Calculer d’abord le coté ¢ dans le quatrieme
cas de résolution des triangles.
On part de la premiére des formules (3) (38) que l'on écrit

€ ¢2—2cos A.CH+2—a?=0

e résolvant I'équation, on a

) ¢=0bcos A =\ a* — b*sin? A.
Posant suivant la méthode générale
bsin A
3 sill oy = ———
(3) sill 2

équation (2) devient
¢c=0cos AT u o8 o
ou en remplacant b par la valeur tirée de I'équation {3,
4 c— @ sin (p = A) .
sin A
On voit facilement que le calcul est identique a celui qui a été
fait quand on a résolu le quatrieme cas des triangles (59).

En effet, soient B et B’ les valeurs de angle B, le premier,
etant un angle aigu et le second, son supplément : il résulte de
la comparaison de la formule (3) a la formule (1) (quatrieme
cas, 59) que langle ¢ peut étre considéré comme égal & B'; et,
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si dans la formule 3 (quatrieme cas, 59) on remplace successi-
vement G par 180°— A — B’ et par 180°— A — B” ou
B’ — A, on trouve bien pour ¢ les deux valeurs

a sin (B’ -+ A) o @ sin (B’ — A)
sin A sin A '

EXeMPLE 111, — Résoudre wn triangie connaissant un coté
a, l'angle opposé A et la somme s des deux autres cotés
betc.

PREMIERE METHODE. — On a
") B4 C=180°-—- A,
a b ¢ b+c
sinA ~ sin G~ sinCG 7~ sin B-sinG’
d’ont
. . s sin A
2 sin B 4 sin C = —

les équations (1) et (2) montrent (u’on est ramené a trouver
deux angles connaissant leur somme et la somme de leurs

. . B—C
sius, en opérant comme au 1n° 49, el représentant 5
par «, on trouve

" A g A
(0) ©0s ‘—‘2“ = sin -?
puis Pou a
o A T
(-l) B-—OO‘)——:-)——*—C/ 5) C—-DUO 2 %,
©) b= @ sin B 7 e= a sin G
T sinA sin A

Les formules (3), (4), (5), (6) et (7) résolvent le probleme.

DEUXIEME METHODE. — On veut d’abord calculer les cotés
b et c. On est immédiatement ramené & ce probleme d’Algebre:
résoudre par rapport aux deux inconnues b et ¢ le systeme
d’équations

® bdc=s () ar=10* 4 ¢* — 2c cos A,
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de la scconde, en y remplacant cos A par 2 uos"—“—)—m , on
tire facilement
§? — q?
b(; =
A b
4 cos? —
2

b et ¢ sont douc les racines d'une équation du second degré

A
(10) 4 cos? ?Jﬂ — 4s cos? —‘;—w + s —at=0,

en résolvant cette équation, on a

+ 2 2 sin? A
b% s+ a* —s 5
c§ A

(1)
2 cos 5
Posant maintenant
s sin —i—
(12) 508 y = —— 2,
a

on a, par un calcul sewblable a celui de 'exemple précedent,

A A
(10081—7{—?) acos(—‘)w—l—?

\ ~
S S ‘4 0: ——————
(14) sin A

(13) b=

sin A
Mais I'angle » déterminé par la formule (12) n’est autre que
Pangle » on —B—:‘)——-C— de la formule (3), et I'on s’assure facile-
ent que les équz;tious (13) et (14), quand on y remplace y par
B\T)«E , donnent pour b et ¢ les mémes valeurs que les équa-

tions (6) et (7).

DISCUSSION DE QUELQUES-UNS DES PROBLIIMES PRECEDENTS.

61. On ne veut discuter ici (ue les problémes les plus sim-
ples ; la discussion des autres sera faite dans la seconde partie,
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ExenmpLe . — Discussion dey formules relatives au troisicime
cas de résolvtion des triangles.

. , . m .
Si l'on observe quun quotient -— et un produit mn out
n
toujours le méme signe, quels que soient les signes de et n,

. - A B C
on voil que la seule condition pour que tg —-, tg 5 et tg 5

aient des valeurs réelles, ¢’est que le produit p(p—a)(p —b)(p—c)
ou simplement (p — a) (p — b) (p — ¢) soit positif, Mais deux
des facteurs du dernier produit ne pouvant étre négatifs en
meéme temps puisque leur somme qui représente un coté serail
alors négative, on doit avoir les trois facteurs positifs, et, par
suite,

alb+4+c b<a+4+c¢c c<a-b,
on retrouve ainsi les conditions connues en géométrie.

ExempLE II. — Discussion des formules du qualricme cas.

En désignant par B’ et B” les deux valeurs de B, la premiere
plus petite que 90°, la seconde plus grande, et par G/, C”, ¢’ ¢”,
les valeurs correspondantes de C et ¢, on a

PREMIERE SOLUTION.

. b si )
(1) sin I :J%fl_é_ @) O = 180" - A— IV
. , _asinC
®) =T A
DEUXIEME SOLUTION.
(4) sin B”:—bil;i () G"=180" — A — B
(6) = "smA

On distingue deux cas principaux :

1o L'angle A est obtus ou droit. — Alors la seconde solution
doit évidemment étre rejetée : mais cherchons a quelles condi-
tions la premiére sera admissible. I.'¢quation (1) donne d’ahord
la condition nécessaire

(7) a > bsin A,

UPHIC - Cote - 80 DES 72



PRINCIPALES THEORIES. 61

et pour que la valeur de ¢/ soit positive, il faut, daprés I'équa-
tion (2), qu'on ait

B" < 180 — A,
ou comme les angles B’ et 180 — A sont aigus,

sin B’ <sin A.
Mais en remplacant sin B’ par la valeur que donne l'équa-
tion (1), il vient

(8) a>b.

Cette derniére inégalité entraine évidemment l'inégalité (7) et,
d’ailleurs, la valeur de ¢’ est toujours admissible; I’inégalité (8)
est donc la seule condition de possibilité, et quand elle est
satisfaite le probleme n’a quune solution.

2 L'angle A est aigu. — On a toujours la condition (7), et
quand elle est remplie, la premiére solution est évidemment
toujours admissible. Maintenant pour que la seconde solution
existe, on doit avoir

A < 180° — B,

et comme les deux angles A et 180° — B” sont aigus,
sin A < sin B”

en remplacant dans cette derniére inégalité sin B” par sa
valeur déduite de I'équation (4), on obtient la condition

() a <,

et il n’y en a pas d’autres, car une fois la valeur de C” déter-
minée, I'équation (6) permet toujours de calculer ¢”.

En résumé, dans le cas de l'angle aigu A, le probléeme a
deux solutions quand les inégalités (7) et (9) sont satisfaites en
méme temps. Mais il n’en a plus qu'une, quand a est égal a b
ou est plus grand que b, car, dans le cas de I'égalité, 'angle B”
est nul, et, dans lautre cas, négatif : la solution existe, d’ail-
leurs, toujours, car la condition que a égale ou surpasse b
entraine nécessairement 'inégalité (7).

Le probléeme n’a encore qu’une solution lorsque I'inégalité (7}
est remplacée par l'égalité correspondante, parce qu’alors Br
€tant droit, il en est de méme de B”. Enfin le probleme est
impossible,'wand lin¢galité (7) est remplacee, par Vinégalité de
seus contrawre,
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Autre méthode de discussion, — On peat encore dis-
cuter le quatrieme cas de résolulion des triangles en partant
des équations données (Ex II, 60).

La considération du dernier terme de 'équation (1) conduit
4 distinguer trois cas, suivant que a est plus grand que b, égal
4 b ou plus petit.

Dans le premier cas I’équation (1) a toujours deux racines
réelles, I'une positive et I'autre négative, et le probleme a tou-
jours une solution et uue seule.

Si b et @ sont égaux, I'une des valeurs de ¢ est égale & zéro,
et lautre & 20 cos A ; cette dernidre valeur ne sera, d'ailleurs,
admissible que si langle A estaigu.

Enfin, si & est plus grand que «, on devra d’abord exprimer
que les racines sont réelles, ce qui conduira & l'inégalite (7).
Quand celte inégalité sera samsfalte et que 'angle A sera aigu,
leqnatlon (1) aura deux racines positives ; le probleme a donc
alors deux solutions. Ces deux solutions se réduiraient & une
seule, si I'inégalité (7) était remplacée par l'égalité correspon-
dante, puisque les racines de I'équation (1) deviendraient égales.
Silangle A était obtus les deux racines seraient toutes deux
négatives et le probléme serait impossible.

On voit, qua part Uordre, les résultats sont les mémes que
dlans la premiere méthode.

ExemvLE 111 — On veut discuter le probléme déja résolu o
Pondonne a, A et la somme s des cotés b et c.

Il s'agit de discuter les formules (3), (4), (3), () et (7) don-
nées, Ex. (I11), (60).

La formule (3) conduit d’abord & la condition

@ > s.sin A .
2

On doit exprimer ensuite que les angles B et C donnés par
les formules (4) et () sont”positifs et ont une somme infé-
rieure & 180°.

Mais la somme des angles étant ¢gale & 180° — A est plus
petite que 180°, et l'angle B est essentiellement positif ; tout
revient donc a écrire la condition pour que L'angle C soit aussi
positif. Pour qu’il en soit ainsi, il faut que 'on ail

7 N on s 2 > sin ——

5}

< <
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Or enmettant dans la derniere inégalité pourcos =,la valeur
dlonnée par 'équation (3). (Ex. I1I, 60). il vient :
a < S8,

et l'on retrouve ainsi une condition connue en géométrie.
Quant aux formules (6) et (7) du numéro cité, elles donnent
toujours pour b et ¢ des valeurs admissibles, une fois les
angles détermineés. D’ailleurs, on sait par la géométrie qu’on
peut toujours construire un triangle, connaissant un coté et
deux angles dont la somme est inférieure & 180> — (Nous ne
répéterons plus cette observation dans les discussions des pro-
blemes )

En résumé, on voit que le probleme n’a qu'une solution et

. — . . A
que cette solution n'existe que si @ est compris entre s. sir Eh

et s.

REMARQUE. — On pourrait encore discuter le probleme a
laide de I'équation (10) (Ex. III, 60). Mais la discussion est
toute semblable & celle qui a ét¢ faite dans I'exemple précédent.

NOUVELLES FORMULES EMPLOYEES DANS LA RESOLUTION DES TRIAN-
GLES. — CALCUL-DE CERTAINS ELEMENTS AUTRES QUE LES COTES ET
LES ANGLES.

@2. On peut calculer les angles d'un triangle connaissant
les trois cOtés par des formules autres que les formules du
troisieme cas des triangles (59). Ges formulessont les suivantes

(1) sin ___ I/ (p—b) (70 —¢)
®) 005—2—= I/lo_p?)-?—_ci

L

B A= NG —Dp—0 -

et celles qui s'en déduisent par de simples changements de
lettres.

. . . A A .
On peut les démontrer en exprimant sin R €0os 5 et sin A

. A . A
en fonction de lg —- puis vemplacant tg —- par sa valeur

~ ~
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connue (59). Mais on peut aussi partir des trois formules

Slrl———'l/l-.COSA , OS___I/i-{—cosA

sin A=y 1—cos? A,

et remplacer dans ces formules cos A par la valeur déduite de
la premiére des équations (3), (58).

63. Exprimer la surface S d’un triangle en fonc-
tion des données dans chacun des quatre cas de
résolution.

Les quatre formules suivantes répondent a la question :

ab sin C a? sin B sin G
N = —— N S=m— 4 4 ———————,
() 2 ! () 8 2 sin A ’

B S=vVip—a)(p—0)(p—oc),

. bbcos A+ \a* —pPsin® A) sin A
(-’I) D = B)

la premiére formule est la conséquence immeédiate de la mesure
connue en géomeétrie ; la seconde se déduit de la premiére en'y
remplacant b par la valeur tirée de la proportion entre les cdtés
et les sinus des angles; la troisieme et la quatrieme formules
se déduisent aussi de la premiere ou dune des deux autres
formules semblables, en y remplacant successivement sin G
et ¢ par les valeurs que donnent la formule analogue & la for-
mule (3) du n° 62 et I'équation (2). (Ex. II,.60).

REMARQUE. — Dans le cas du triangle rectangle, les for-
mules deviennent :
be a*sin 2B
S=— 2 S=- =,
(1) = Q) ;
) . owWae = o breotgB
(3) S= ) s (‘-l) 0= —‘——?———' .

64. Expressions des rayons R, 7, 7' 1", 1" des cercles
circonscrit, inscrit, ou ex-inscrits a un triangle

ABC.
(', #”, 7" désignent, respectivement, les rayons des cercles

ox inserits qui touchent les cotés a. b, ¢ et les prolongements
des denx autres). Les formules sont les suivantes :
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a h

¢
() By simnA ~ sin B~ sinG’
: _ 4
@ = 4 cos A cos—gcosg— ,

$O0S Ty (OS5 608

abe

3) R=—+¢,

A B C
@ r=(p-agg=r-b5=0-08~,
Gy r=ptg {‘:‘- = (p—b) cotvg% = (p—c) cotg % ;

et on a des formules semblables aux formules (5) pour cal-
culer 2" et 7.

Démonstrations. — Ayant circonscrit un cercle au trian-
gle, on obtient facilement les trois premiéres expressions de R
au moyen de trois triangles rectangles dont 'hypoténuse com-
mune est 2R et 'un des cotés de 'angle droit @, b ou ¢. On a
ensuite facilement la formule (2), par la combinaison ordinaire
qui consiste & remplacer plusieurs fractions égales par une
seule qui a pour termes les sommes des numérateurs et des
dénominateurs des fractions données. Quant & la formule (3),
on y arrive en remplacant, dans la premiere des formules (1),
sin A par la valeur que donne la formule (3) (62) et en tenant
compte de la valeur de S donnée par la formule (3) (63).

Les expressions de r, o/, 7" 2" se déduisent de triangles
rectangles formés par les hissectrices des angles intérieurs ou

extérieurs au triangle donné, les rayons des points de contact,
et les cotés du triangle.

YEMARQUE I. — Si on égale entr’elles les trois valeurs de 7,
. A B C
on voit que les cotangentes des angles R} sont
proportionnelles & p — @, p — b, p — c.

REMARQUE IT. — La premiere et la troisieme valeur de 7
étant égales, on trouve

|

A
»n— D:/) l,g-i)— te

~

¢
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et I'on obtient, d'une maniére semblable, les deux lormules

analogues.
On a ainsi une nouvelle démonstration des formules (4)

(quatriéme cas, 59).

REMARQUE ITI. — Dans le cas du triangle rectangle on trouve
facilement les formules

=p—a 7"=p 7””.—...17-——6

Il suffit de faire A égal 4 90 dans les équations (4) et (5) et
les équations analogues qui donnent »” et "/ et contiennent A.

65. Pour donner une application des formules du ne précé-
dent nous nous proposerons le probléeme suivant :

Connaissant les trois angles A, B, G d'un triangle, calculer
a,b,c,S,r, r',r" " et R.

Voici le tableau de la solution :

M =p—b

B C A C
—_—g=7p te — tg — —_— = el el

p-——c:ptg—ji tg — -
2 2

A B G . A B 9
() S=p*tg — tg—?—tg 7 3) r:ptg?tg? tg—f}.
A - '
) r=ptg r”=ptgl—§- ””—‘M‘%%’
5 R= p
X l 4 cos —:A—cos—l—g-c G
g (08T 08

Les formules (2) et 3 n'ont pas encore été démontrées; mais
la formule (2) s’obtient en éliminant p — @, p—b, p — ¢ en-
tre les équations (1) et I'équation (3) du n° 63, et la formule (3)
en éliminant p — @ entre la premiére des équations (1) et la
premiére des équations (4) du numéro précédent : il est re-
marquable qu'en mettant R a part, tous les éléments peuvent
se calculer avec quatre logarithmes seulement.

DU QUADRILATERE INSCRIPTIBLE.

66. Pour donner de nouvelles applications des formules dé-

montiées dans ce chapitre. nous allons résoudre quelques

UPHIC - Cote - 80 DES 72




PRINGIPALES THEORIES. 67

questions relatives au quadrilatére inscriptible dont on donne
les quatre cOtés.

PRrOBLEME 1. — Connaissant les quatre cdtés d'un quadri-
latére, calculer les angles.

Soient @, b, ¢, d les cotés AB, BC, CD et AD du quadrilatere
donné ABCD (fig. 4), 2p son périmetre, A, B, C et D, ses an-
gles. En prolongeant jusqu’a leur point de rencontre en G les
deux cOtés opposés AD et BG, on obtient deux triangles GAB et
GGD auxquelson peut appliquer les formules (4) du n° 59 : 2p’
et 2p" représentant les périmetres des deux triangles, on a

GAB A GBA s . 4. GCD GDG

;85 P Oe=p g—— 18—
ou encore en remplacant les tangentes par les cotangentes de
leurs compléments

P'—a=})/ tg‘

A B A B
P —a=p' cotg 5 cotg 5 p" —c=yp" cotg 5 cotg 5

Si maintenant on retranche, membre & membre, les équa-
tions précédentes et qu'on observe que les quantités p” — p/
et (p” — ¢) — (p’ — a) sont, respectivement, égales & 2(p — a)

et 2(p — c¢), on obtient
A B
(1) p—a=(p—0tg5 g5

et, par un simple changement de lettres, il vient ensuite

B C
p—b=(p—d) g5 18 5
ou encore

tg

®) p—b=(p—d

b vo|

te ——

£
Si alors on divise et multiplie, membre & membre, les équa-
‘ . . . A
tions (1) et (2) et qu'on résolve ensuite par rapport i tg —

2
- B
e\\g—z—,on a
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3 o A A (p—a)(p— d)
i ce T (p—10) (p—c¢)’
o ‘o B (p—a) (p—20)
) TV G=av—a -

Quant aux angles C et D, on les calcule immédiatement puis-
(qu'ils sont les suppléments de A et B.

20 Calculer U'angle AFD des diagonales. Prenons I'arc BE
égal i DC et menons les cordes EB et ED. On obtient ainsi un
quadrilatéere ABED dans lequel les cités EB et ED sont, res-
pectivement, égaux & CD et CB. Mais 'arc ADCE est égal a la
somme des arcs AD et BC, et, par suite, I'angle ABE du nou-
vean quadrilatére est égal & 'angle AFD. Appliquant alors au
calcul de 'angle AFD la régle exprimée par 'une ou l'autre des
formules (3) et (4), on a

AFD ABE _l (p—a)y(p—c)

5 o ::.tg
6) 18 2 2 (p—c) (p—d)

3° Caleuler Pangle de deux cdlés opposcs dw quadrilatore.
Soit proposé, par exemple, de calculer 'angle DGC. Menons
AH parallele & BC et tirons les cordes HC et HD : l'angle
DAHM, et, par suite, 'angle DCH, sont égaux & l'angle G. Ap-
pliquant alors au triangle DHC la formule [ (2¢ cas des trian-
gles 59), on a

g DHC — DG c—a cotg DCI?_’
2 c—l— 2

Mais on voit par la mesure des angles au moyen des arcs de
cercle que la différence des angles DHG et HDC est égale a
l'angle AFD des diagonales : remplacant alors le premier

: S ATFD

nmembre de léquation précédente par la valeur de tg —5—
: ' o (5 seolv ; DCH
donnée par I'équation (5) et résolvant par rapport & cotg —

~

ou cotg
({' C *(»'i— C+a (P“_—a)-(;??c)—
(6) s 5 =","4 =0 (p—d)
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40 Calevler la swrface du quadrilatére. Cette surface étant
Ja somme de celles des deux triangles DAB et DBC, on a
ad 4+ bc
2

Mais en 1emplacant, dans 'expression de sin A en fonction de
A
2

S = sin A.

ty =, cette dernicre ligne trigonométrique parla valeur que

donne 'équation (3), on obtient

ad 4 be

et en substituant la valeur de sin A qu’'on vient de trouver
dans l'expression de S, on a

(1) S=Vp—alp—0b(p—0c) (p—d).

5 Calculer les angles des diagonales avec les cdtés. Soit
proposé, par exemple, de calculer les deux angles ABD, ADB.
Si I'on veut avoir immédiatement des formules calculables
par logarithmes, on calculera les deux angles en appliquant au
triangle ABD la premiére méthode pour la résolution du se-
cond cas des triangles (59); mais si l'on veut obtenir les
expressions d'une ligne trigonométrique de chacun des deux
angles donnés en fonction des cotés du quadrilatere, on em-
ploiera la seconde méthode pour la résolution du méme
cas. Seulement il restera a4 exprimer le sinus et le cosinus
d'un angle du quadvrilatere en fonction de la tangente du demi-
angle.

sin A =

6° Calculer lerayon R du cercle circonscrit au quadrilatere.
On a dans le triangle ABD
_ o
" sin ADB
el comme l'angle ADB peut étre calculé, comme il a été dit, on
obtiendra R par la formule précédente.
70 Calculer les diagonales. Soit, par exemple, la diagonale
BD. On a dans le triangle ABD

__asinA
" sin ADB
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Mais 1 s augles A et ABD pouvant étre calculés, comme on
I'a fait voir plus haut, on obtiendra la diagonale BD par la
formule précédente.

REMARQUE. — On pourrait partir des expressions que nous
avons donneées pour R et BD et arriver a des formules qui ne
continssent plus que les quatre cotés; mais ces formules ne
seraient pas calculables par logarithmes, et on les trouve plus
simplement en géométrie.
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CHAPITRE IX

CONSTRUCTION DES RACINES DE CERTAINES EQUATIONS
TRIGONOMETRIQUES.

€6%. Les équations les plus simples dont on peut avoir a
construire les racines sont les suivantes ou ' désigne une

longueur inconnue et ‘x et ), deux angles, le premier connu,
le second inconnu :

(N T = o sin «, ) T = a cOS %,

W e=gm @ e

(5) = 0 tg «, (6) T = a cotg «,
(7) sinx= —Z- , (8) cos 2 =-% ,

(9) tg)«:-ﬁ—, (10) cotg)—_—.—l;—.

Les inconnues dans les deux premieéres équations s’obtiennent
en construisant un triangle rectangle ayant @ pour hypoté-
nuse et « pour I'un des angles adjacents: le coté opposé &
langle « est la valeur de z dans la premiere équation, et le
coté adjacent au méme angle la valeur de # dans la seconde.

Pour obtenir la valeur de « dans les équations (3) et (4), on
construira un triangle rectangle, dont 'un des cotés de 'angle
droit sera @ et angle aigu adjacent 90° — « ou «, suivant
qu’il s’agira de 1'équation (3) ou de Véquation (4) : I'hypoténuse
du triangle rectangle sera alors la droite demandée. La méme
construction que nous venons d’indiquer servira pour les
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7 QUESTIONS DE TRIGONOMETRIE,
équations (6) et (5), seulement ce sera le second coteé de I'angle
droit qui représentera I'inconnue.

Quant a 'angle X donné par les dernieres formules, on 'ob-
tiendra en construisant, pour les formules (7) et (8), un triangle
rectangle dans lequel e et b soient 'hypoténuse et un coté de
I'angle droit, et pour les formules (9) et (10), un triangle rec-
tangle dont les deux ¢dtés de I'angle droit soient b et ¢ : I'angle
inconnu X sera toujours l'angle aigu, opposé ou adjacent au
coteé b.

68. Les formules connues de la trigonomeétrie conduisent
quelquefois & la construction immédiate de certaines expres-
sions.

Ainsi, par exemple, si 2 et y sont deux longueurs données
par les équations

2P=a*+4-b* —2abcos G,  yr=a?+ b+ 2ab cos C.
On est conduit & la construction suivante :

Traces deux droites indéfinies AB et CB (fig 5) /[aisan!
entre elles un angle ABG, dgal ¢ C; prencs sur la premicre
une longueur AB égald a, et, sur la seconde prolongde dans
les deux sens, portes, ¢ partir du point B, deuz longueurs BG
et BD égales @ b ; puis tires les deur droites AG et AD ; ces
dernieres droites seront les longueurs cherchées.

69. Construction des racines de I’6quation du se-
cond degré. — L'équation du second degré est donnée sous
la forme homogene

2 T g 2 —
) ¢ Faw 0 =0,

@ et b représentent alors deux longueurs données et x une

longueur inconnue : on suppose, d’ailleurs, que les racines de

I’équation (1), sont réelles et inégales, c'est-a-dire, que @ est

plus grand que 20.

" PREMIER CAS — L’équation donnée est

) 2+ ax -+ 0*=0.
En introduisant les nouvelles notations dans les for-
mules (1), (7) et (8) du n° 41, on aura:

% ote
(3) singp= -, (4) o' == bcotg 7
?

(5) v=tbig,

UPHIC - Cote - 80 DES 72




PRINGIPALES THEORIES. gE]
Jes signes supérieurs et inférieurs dans les formules (4) et (3)
correspondant, respectivement, aux cas ou @ est précédé du
signe — ou du signe -4 dans I'équation (2).

On construira d’abord l'angle ». d'apres la lormule (3), en
suivant la méthode donuée pour I'équation (7), (67); puis les
valeurs absolues de 2’ et #” seront construites d'apres les for-
mules (4) et (5) en se conformant aux régles données pour les
equations (5, (6) (67).

DEUXIEME cAS. — L’équalion donnée est

{6) 7 Fax— b2 =0.

Dans ce cas, d’aprés la méthode exposée ne 41, on aura

) gy =",
et I'angle  se construira comme on l'a fait pour I'équa-
tion (9) (67).

On aura ensuite les valeurs de 2/ et &”, abstraction faite des
signes, comme plus haut. Quant aux signes enx-mémes, nous
avons vu (41) comment on les détermine.

REMARQUE I. — Si x, dans 'équation du second degré, re-
présentait la ligne trigonométrique d'un angle inconnu 3, on
remplacerait, dans 1 équation, z par le rapport d'une longueur
inconnue y & une longueur arbitraire mais connue m. Alors,
aprés qu'on aurait construit y comme il vient d’étre dit, on
aurait & trouver une ligne trigonométrique égale au rap-

1 . . . . . :
port _;J)T ; or ¢'est ce (que l'on sait toujours faire (67;.

REeMAROUE I1. — Quand une équation trigonométrique dont
on veut construire les racines, contient plusieurs ligues d’un
méme arc, on les exprime toutes ordinairement, en fonction
d’une seule, que cette ligne figure ou non dans I'équation don-
née. Le plus souvent on exprimera toutes les lignes trigono-
métriques en fonction de la tangente de I'arc ou de sa moitié.
W est des cas cependant ol il vaut mieux opérer d’une autre
maniere : ¢’est ce que 'on va voir immédiatement.

90. Construction des racines de 1’6quation

(1) a sin @ + b cos ¢ = c.
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V4 QUESTIONS DE TRIGONOMETRIE.
Nous supposerons pour fixer les idées que les trois nombres
donnés «, b, ¢ soient positils.

PREMIERE CONSTRUCTION. — Soient représentées par des
lougueurs, les trois nombres @, b et ¢ et désignons par w et
deux droites dont les longueurs sont considérées comme des
inconnues auxiliaires liées & 1'angle cherché & par les équa-
tions

u=va*Fsinze, v=\a*+Dcos .

On voit alors que u et v satisfont aux équations

2) au++bv=cvyaF0?.
(3) ut 4 v = a2 + 2,

La forme de l'équation (2) donne I'idée d’utiliser une pro-
priét¢ connue du quadrilatére inscriptible et I'on est conduit &
la construction suivante :

Faites un triangle rectangle ABC (fig. 6) dont les devx
cotés BC et CA soient a et b, et tracez le cercle circonserit;
puis du sommet G de U'angle droit, comme centre, avec un
rayon égal d ¢, décrivez un cercle et déterminez les points D
ow D’ ov les deux cercles se coupent : les droites qui joignent
les deuzx points D et D' aux points A et B donneront deur
systemes de valeurs pour u et v, et on aura ensuite facilement
langle cherché.

Sil'on prend, par exemple, le point D sur la figure (6), on
a dans le triangle rectangle ABD

U
Vaz I
L'angle ABD est donc l'une des valeurs de l'angle cherche a.

On pourra facilement, en discutantla solution précédente,
retrouver les résultats obtenus au n® 42 : les nombres a, b et ¢
peuvent aussi étre supposés avoir des signes quelconques.

DEUXIEME CONSTRUCTION. — Les deux termes du premier
membre de 1’équation (1) peuvent étre considérés comme les
deux projections sur une troi<iéme droite de deux droites rec-
tangulaires dont les longueurs sont, respectivement, a et 0.
Il est clair alors que si la troisieme droite était la somme des
projections des deux autres et qu'elle efit pour longueur ¢, le

sin ABD =

UPHIC - Cote - 80 DES 72




PRINCIPALES THEORIES. 5

probléme serait résolu. On est ainsi conduit & la construction
suivante :

Sur les deux cotés d'un angle droit C, prenez deux lon-
queurs BG et AG, respectiveinent, égales & a et b, du point A
comme centre avec ¢, comme rayon, décrives un cercle, du
point B menez une tangente BD ¢ ce cercle et tirez AD:
Iangle DAC sera l'une des valeurs de Uangle .

On voit bien, en effet, que la droite AD a pour longueur ¢
et qu'elle est 1a somme des projections de deux droites rectan-
gulaires BC et AC dont les longueurs sont a et b.

REMARQUE. — Dans les deux solutions précédentes on a
obtenu l'angle @ sans faire subir aucune transformation a 1’é-
quation (1) ; il n’en est pas de méme dans les deux solutions
qui vont suivre.

TROISIEME CONSTRUCTION.—On sait (42), (qu'en désignant pat -
b o \
un angle dont la tangente est - I'équation (1) peut &tre rem-

placée par 'équation

. . c o

(4) sin (¢ 4 ¢) = - sin g

Sous cette nouvelle forme, il est visible qu’'on est ramené
4 construire un triangle, connaissant deux cOtés b et c et
langle 4 opposé a I'un d’eux b; l'une des valeurs de l'angle o
sera I'angle opposé au troisieme coté.

QUATRIEME CONSTRUCTION. — L’équation (4) peut, & son tour,
en vertu d'une transformation connue, étre mise sous la forme

b —r
5 82 c—0
! T T ce+b?
tg\_2'+f)

(b est supposé plus petit que ¢). On est alors conduit & la con-
struction suivante :

Prenez sur une droite indéfinie une longueur AG égaled ¢
(fig. 7), puis, @ drcite et & gauche du point C, portez deux
longueurs CB et CD égales a b; éleves au point A une per-
pendiculawre AE sur AD, et sur DB, comine corde, décrives
un arc capable de Uangle 4 : cel arc coupera, en général, la
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droite AE en deux points E et B, el, si {on lire les droiles BE
et BE/, les angles BEA, BE'A seront deux valeurs de la
moitié de langle cherché.

ReMARQUE. — On a, par le fait, dans la construction préceé-
dente, déterminé un triangle, connaissant un angle et les seg-
ments que la hauteur, abaissée du sommet de cet angle sur le
cOté opposé, intercepte entre les extrémites de ce coté et le
point ot elle le rencontre,

7§. Construire deux arcs, connaissantleur somme
ou leur différence, ¢t la somme, la différence, le pro-
duit ou le quotient de leurs sinus ou de leurs cosinus.

On décrit, d’abord, le cercle trigonométrique auquel les deux
arcs cherchés sont supposés appartenir.

Si ¢'est la somme des deux arcs qui est donnée, on supposc
Ies deux arcs portés sur le cercle trigonométrique (fig. 8), a la
suite I'un de l'autre, le premier de A en C, le second de CGenD;

alors 'arc AD est l'arc donné et les sinus cherchés (on s’oc-
cupe d’abord des sinus) sont les perpendiculaires abaissées des
points D et A surle rayon OC.

Quand on donne la différence des arcs, on suppose que les
deux arcs soient portés, respectivement, de A en D et de A en
G, alors I'arc DC est la différence connue des arcs cherchés «t
les sinus de ces derniers arcs sont les perpendiculaires abais
sées des points D et C sur le rayon OA.

On voit donc que, suivant que la somnie ou la ditférence des
arcs est donnée, on connaft les points O, A, D ou les points (),
D, C, mais on peul dire que le probleme géuéral revient tou-

~jours & celui-ci :

Etant donnds trois points, mener, par 'un d’eux, une droite
lelle que, si des deux autres points on abaisse des perpendicu-
laires sur sa direction, la somme, la différence, le produit
ow le quotient des perpendiculaires soit donné.

Les solutions des problemes renfermés dans I'énoncé géne-
ral qui précéde sont hien conuues; nous rappellerons seule-
ment que dans le cas ot le produit des perpendiculaires est
donné on s’appuie sur la propriété suivante de l'ellipse et de
I'hyperbole : dans les coniques a centre le produit des perpen-
diculaires abaissces des foyers sur une tangente quelconque ¢
lo. courbe est une quantité constante.
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On est alors ramené & faire passer par un point donné la
tangente d'un conique a centre, connaissant les foyers de cette
courbe et la longueur de son grand axe, et ce probléme peut,
comme on sait, se résoudre avec la régle et le compas. .

Quand les sinus sont remplacés par les cosinus, on est tou-
jours ramené au méme probleme général de Géométrie.

% 2. Construire deux arcs, connaissant leur somme
ou leur différence et la scmme, la différence, 1l pro-

duit ou le quotient de leurs tangentes ou de leurs
cotangentes.

Suivant que 'on donne la somme ou la différence des arcs
cherchés, on suppose les arcs placés sur la figure (8) d’apres la
premieére ou la seconde construction données plus haut.

Admettons pour fixer les idées que les tangentes soient in-
connues. Alors menons les tangentes au cercle aux points C et
A et prolongeons ces lignes jusqu’a leur rencontre en E, I, G
avec les rayons OA, OD et OC prolongés eux-mémes : CE et
CF, dans le premier cas, AG et AH, dans le second, sont les
tangentes des arcs demandés. On remarque, d’ailleurs, que
dans chacun des triangles OEF, OGH, on connait un angle et
la hauteur correspondante ; on peut dire, par conséquent, que,
dans tous les cas, on est ramené & résoudre les problémes ren-
fermés dans I'énoncé général suivant :

Construirve un triangle connaissant un angle, la hauteur
abaissée de son sommet, et la somme, la différence, le produit
o le quotient des distances du pied de la hauteur aur deuw
derniers sommets.

La solution de ces problemes a été donnée a la page 179 des
Ouestions de Géomdtrie, dans un seul cas de figure, il est vrai,
mais on s'assure que, dans le second cas, les solutions s’appli-
quent avec de légeres modifications.

Le cas des cotangentes se traite comume celui des tangentes.

73. Construire deux arcs, connaissant leur somme
ou leur différence, la somme, 1a différence, le pro-

duit ou le quotient de leurs sécantes oeu de leurs
cosécantes.

Faisant la méme figure que pour le cas des tangentes, on
voit qu’on est toujours ramené i résoudre les problemes ren-
fermeés dans I'énoncé général suivant :

Construire un triangle connaissant un angle, la hauteur
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correspondante, et lo somme, la différence, le produit ou le
quotient des cdlés qui comprenneit l'angle.

Ces problemes ont été résolus (page 194, Questions de Géo-
métre).

Le cas des cosécantes se traite comme celui des sécantes.

REMARQUE. — Les constructions générales qu'on vient de
donmer dans ce chapitre permettront de trouver, par la Trigo-
nométrie, les constructions & effectuer pour la résolution d'un
grand nombre de problemes : il pourra étre ensuite intéressant
de vérifier ces constructions par la Géométrie
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CHAPITRE X.
DEMONSTRATION DE QUELQUES FORMULES GENIRALES.

74. Démonstration d’une formule applicable & un
polygone quelconque.

DEFINITION. — Lorsqu’on suppose que le périmetre d’un
polygone est parcouru par un mobile dans un sens détermineé,
on appelle angle d’un c6té avec une droite OX l'angle que fait
avec cette droite le coté du polygone pris dans le sens méme ou
ila été parcouru. Sur la droite OX elle-méme on peut compter
deux directions, OX ou XO ; il est entendu qu'on a choisi I'une
d’elles, OX, par exemple,

Cela posé, je dis que si l'on désigne par a, b, c... les cotés
d'un polygone quelconque plan ou gauche, par «, 5, y... les

angles que ces cdtés font avec une direction OX, ou a tou-
jours

(1 @cosa -+ bcosf—+ccosy+..=0

dans cette formule les cotés a, b, ¢ sont positifs et cos «, cos 5,
€0s ... ont les signes que la Trigonométrie leur assigne.

Pour la démontrer, projetons d’abord sur OX tous les som-
ets A, B,G,D,du polygonedonné (fig. 9), et soient A/, B',C/, D/,
Ces projections. Il est évident que si un mobile vade A’en B’
Peut de B’ en C/ et ainsi de suite, jusqu'a ce qu'il soit revenu
au point de départ, et (ue si 'on considére une distance comme
Positive ou négative suivant qu'elle est parcourue dans le sens
OX ou dans le sens opposé, le chemin total parcouru par le
Mobile sera égal & zéro, Si douc on désigne les projections des
Olés AB, BC, CD par les nombres o/, I, ¢/, pris posilivement
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ou négalivement suivaut que les projections ont élé parcourues
dans le sens OX ou daus le sens contrairve. on aura

a+v+c¢+...=0.
Tout revient maintenant & démontrer qu’on obtiendra une pro-
jeclion quelconque en grandeur et en signe en multipliant
chaque coté par le cosinus de I'angle que sa direction fait
avec OX.

I1 y a deux cas & distinguer suivant que l'angle du cité
avec OX est aigu ou obtus.

Soit, d’abord, un c6té AB (fig. 9) qui fait avec OX un angle
aigu. Sil'on abaisse des sommets A et B des plans P et Q per-
pendiculaires sur OX, et que A’ et B’ soient les points de ren-
contre de ces plans et de la droite, A’B’ sera la projection
de AB. Abaissant maintenant du sommet A une perpendicu-
laire AL sur le plan Q, et tirant BL, on a un triangle rec-
targle ABL qui donne

AL = a cos BAL.
Mais A’B’ projection de AB est égale & AL, et BAL est égal &
I'angle aigu « du c6tée AB avec OX, le produit @ cos « sera
O
donc positif, et comme la projection de a doit étre aussi posi-
tive, on a hien
a' = @ 0S8 2.
Soit maintenant un cdté BC qui fait un angle obtus avec OX.
En opérant, comme tout & I'heure, on a un triangle rectangle
BCM qui donne
BM = b cos BCM.
BCM n'est pas Pangle 3, mais son supplément : on a alors
BM=—10bcoss ou -— BM = 0 cos 5,
mais comme — BM est désigné par 0/, il vient
UV =10 cos 5,
la formule (1) est donc complétement démontrée,

%5. Démonstration des formules qui donnent
cos (@ + b) et sin (¢ = )) en fonction de sin g, cos a,
sin () et cos ).

Démontrons, d’abord, la formule qui donne cos (@ 4 b,

On porte Lave donné « sur le cerele trigonométrigue (fig. 10;.
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de l'origine A en C, silarc est positif, et, en sens contraire,
gil est négatif; l'arc b est porté ensuite de G en D, dans le
sens CD ou dans le sens contraire, suivant qu’il est positif ou
négatif. Cela posé, tirons les deux diametres rectangulaires
CC’ et TI et le rayon OD, puis projetons le point D en E et
G sur les deux diametres rectangulaires.

Considérons alors le triangle OED et la droite OA : si l'on
désigne par «, 5, les angles que font, respectivement, avec
OA les droites OE, ED et DO, (I'ordre des lettres qui servent a
nommer une droite indique toujours, comme en géométrie, la

direction qu’on prend sur cette droite) on aura, d’aprés la for-
mule (1) (74)

1) OE cos = -+ ED cos 5 + DO cos y = 0.

Je vais maintenant démontrer (ue, quels que soient les
arcs @ et b, les trois termes OE cos «, ED cos 5, DO cos
sont,Trespectivement, égaux a cos @ cos h, —sin a sin b et

— cos (@ + b).

Demontrons, d'abord, 'égalité

) OE cos 2 = ¢os a ¢cos b,
il y a deux cas a considérer, suivant que le point T est sur OC
ou sur son prolongement OC’. Dans le premier cas, « est égal
a a et OE est égal & cos b, I'égalité précédente est donc imme-

diatement démontrée. Mais sile point E se trouve sur OC/,
langle « est égal & 180° — @, et 'on a

OE cos « = — OE cos a,

— OE représentant cos b dans le cas actuel, I'égalité (2) se
trouve encore démontrée.
11 faut maintenant prouver I'égalité

(3) ED cos 5 =—sin « sinb.

On a encore ici deux cas & considérer, suivantl que le point D
se projette sur OF ou OF’. Daus le premier cas, 'angle 5 est

égal & FOA on — 4 a et ED estégal asinb; ona donc
- T . .
1D cos 5 = ED cos 5 + a )= —sinasinb.

Dans le second cas 'angle 4 est ¢gal i F'OA c'est-a-dire, sup-

6
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pléementaire de FOA : sa valeur est. par conséquent, “o— —a,
etl'on a
™ .
ED cos p = ED cos (? ——a):— ED >< — sin a,

mais, — ED étant égal a sin b, 1'égalité (3) est vérifice.

Reste enfin 4 démontrer que DO cos 7 est égal & — cos (a-+0):
Or I'angle 7 que la direction DO fait avec OA, étant supple-
mentaire de l'angle DOA ou @ -+ b, et DO étant égal a 1,
I'égalité est évidente.

On voit donc finalement que la formule (1) conduit toujours
a celle-ci

cos @ ¢os h — sin @ sin b — cos (@ +0) =10
ou

(4) cos (a -+ b) = cos ¢ cos b — sin a sin h.

La formule (4) est l'une des formules demandées. Pour en
déduire celle qui donne le développement de sin (@ 4 0), on y

™ .
changera a en ?—}— a; on aura ensuite les formules rela-

tives & la différence des arcs en changeant b en — b dans les
deux premieres.

REMARQUE. — Ce qui fait le caractere d’élégance et de sim-
plicité de la méthode précédente, c’est qu'on laisse de coté les
arcs eux-mémes pour ne s'occuper que des deux positions pos-
sibles des deux points E et G. Mais on peul faire mieux encore,
éviter toute discussion, et écrire immédiatement la formule (4).

Pour cela, il suffit d’étendre la formule (1), (74), au cas ol
les cotés du polygone, pouvant étre comptés dans deux direc-
tions opposées, sont, en vertu d'mue convention antérieure,
affectés du sigiie 4 ou —, suivant qu'ils ont une certaine di-
rection ou celle qui lui est opposée. On démontre, une fois pour
toutes, par le raisonnement qui a ét¢ fait plus haut pour établir
la formule (4), qu'une projection a’ d'uu cOté a est toujours
¢gale & @ cos 5, @ ayant le signe convenu, et 5 représentant
l'angle que fait avec OX la direction positive de ce coté.

76. Formules pour la somme des sinus ¢t cosinus
d’arcs en progression arithmétique.

Soient 1 arcs en progression arithmeétique, @ le premier arc,
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/i la raison de la projection, S la somme des sinus de tous les
arcs, on a

S=sina-+sin (a+h)sin(a+20)4...sin (a4 (n —1)h),

. .l . . h
en multipliant les deux membres de 1'équation par 2 sin 5
il vient

/ I
28 sin ; =2 sin a sin -/;— —+2sin (a-h) sin -21-

h
o . o N
-+ 2sin (a+24) sin -+ ... 2¢in (@ (n—1)h) sin 5 -
templacons maintenant, dans 'équation précédente, chaque
terme du second membre par une différence de cosinus, il

viendra

2 sin a sm-— ( )—-— uos(a -+ )

)sm(a—|-h,51n——_«,o( + —co a—I— 3"

L h o h h
2sin(a+-(n—1)h)sin 3 =Cos(a—|-(?n-3) 3 )—cos(a—l—(?n-— 1) 3 )
et si I'on ajoute, membre &4 membre, en remarquant que le
dernier terme de chaque équation détruit le premier terme
dans le second membre de I'équation suivante, on obtient

I h ( h
S sin — = cos (@ — —| — cos|a 4 (2n—1
28 singr=oos(a — ) = cos{a + 2n—1) 7).
Remplacant enfin une différence de cosinus par un double
produit de sinus, et divisant les deux membres de 'équation

. h
par 2 sin 3 on a

sin (a+ (fn—~-1)—l‘—;—) s’m—ﬂ;-
(1/ S = =

. h

sin —-

£
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en désignant par 8’ la somme des cosinus des mémes ares eu
progression, on trouve de méme

bos(a-l-(n /)s1 —%h—

. h
sin —

2

7%7. Formules pour évaluer la somme des sinus,
des cosinus et des tangentes d’autant d’arcs que
1’on voudra.

Soient » arcs a, b, ¢ ... k, [,et p un nombre entier qui
prend toutes les valeurs depuis 1 jusqu’a n; je dis que si I'on
représente par Q le produit des cosinus de tous les arcs et par
S, la somme de leurs tangentes prises p 4 p, on aura les
formules

() sin(a+b4c+...+hk+ )= (Sz —8;4-8;...),
(@ cos(a+b+c+...+Ek4+)=0Q (1 —8,+5,..),
le dernier terme entre parentheses d‘ms le second membre
étant S, ou S,-,, dans la premiére formule, 8, ; ou S,, dans la

seconde, suivant que n est impair ou pair.

11 suffit de faire voir que si les formules sont vraies pour
n—1, arcs a, b, ¢ ...k, elles sont encore vraies quand on
prend un arc, de plus, /, car elles sont évidentes pour deux
arcs a et b.

Soient, ¢ le produit des cosinus des arcs de a a k, et s, la
somme des produits p & p des tangentes des mémes arcs, on a.
par hypothese,

(3) sin(@4+b04c+ ... k)y=q(s —s+s85...),

(4( cos{(at+b4c+ ... k)=q (I —s,+4s,...).

Considérant maintenant a 4+ 4 ¢ 4 & comme un seul are
qu'on désigne par a’, ou a

sin (a/ 4 {) = cos [ (sin o’ 4 tg { cos a’),
cos (a/ -+ () = cos [ (cos &' — tg { sin a’),

(2) 8=

et en remplacant dans ces dernieres équatious sin a’ et cos o’
par les valeurs que donnent les équations (3)-et (4), on obtient
sin (@' +0H=Q (s, 4tz ) — (syF sstg ) 4 (s34 s, tg /) ...).
cos (0’ 4 1) = QUL — (5,48, g )+ (5, + 55181 ..).

Mais, par un raisonnement hien connu, on voit que les quan
tites s, tg L. s, s, tg 1, sy s, tg {, ete., sont. respective-
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ment égales & S,, 8,, 8, etc : les formules (1) et (2) sont donc
démontrées.

On obtientla formule pourle développement de tg (a--b-c--()
en divisant, membre & membre, les équations (1) et (2):ona
ainsi

@) tw@t+dbtc..+)= lb'_—ssjj__;j '

78. Formules pour le développement de sin 7,
cos N, tg na, N étant un nombre entier quelconqgue.

Ces formules sont les suivantes:

n(n—I1) (n—2) .

. —1 . —8 .
(1) sin na=ncos" asin ¢ — 08" a sind @

1.2.3.
nn—1) (n—2) n—=3) (n—4) as .
-+ T 9.9 75 cos' asinda ..
(2) cosna= cos" @ — —71(1—73:01—>t:os"‘2 a sin? @
n(n—1) n—2) (n—3) (n—4) .y .,
+ 2.3 4 cos'  asinta...
n tg a _Mtg!& a...
(3) tgna = 1.2.3
° T | =), +n(n—1)(n—2)(n-—3) toba
.2 ©¢ 1.2.3.4 &4

On les déduit sans difficulte des formules (1), (2) et (3) du
ne précédent, en y faisant tous les arcs égaux 4 @ et rempla-
cant les tangentes par les rapports des sinus aux cosinus. Le
raisonnement est, tout & fait, le méme gue celui que lon fait
en algebre quand on passe du développement du produit

(r4a) (@+0b) (z +c) ... (@+1) & celui de (7 + a)".

79. Formules pour le développement du produit
de 5 cosinus d’arcs quelconques.

Soient n arcs a, b, ¢ ... k, [; désignons en général par s,
un quelconque des arcs que 1'on obtient en ajoutant de toutes
les maniéres possibles n — p des arcs précédents et retranchant
les p ares qui restent et par is, la somme de tous les arcs
ainsi calculés : Je vais démontrer que l'on obtient 1'une ou
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l'autre des formules suivantes, selon que n est impair ou pair.

() 27" cosa cosb ... cos k cos | =
c0s 8, -+ % cos s, + = cos s, -F ... T COS S,y
=

1

) 2 cosacosb... cosk cos =

1
cos 8, -+ £ cos §; 4 s cos s, - ... 5 T LSS,
£}

Les formules précédentes étant facilement vérifices pour les
nombres 2 et 3, tout revient & faire voir que, si la premiere
est vraie pour un nombre impair n — 1, la seconde est vraie
pour le nombre n, et que si la seconde est vraie pour 1 — |
pair, la premiere est vraie aussi pour n.

1o Supposons la formule (1) vraie pour n — 1 impair, ¢’est-
a-dire, pour les n — 1 arcs a, b, ¢ ... k. Désignons alors pav
x cos §'p la quantité qui est analogue a4 xcoss, mais qui en
differe en ce que l'on prend, de moius, l'arc I. La formule (1)
étant vraie, par hypothése, quand on y change nen n 1,
faisons-y ce changement et remplacons aussi s, par sp; apres
avoir multiplié les deux membres par 2 cos /, on aura

(3) 2" cosacosb ...coskcosl=2cos [coss’,+2cos [ 3cos s,

4+ 2 cos l xcos sy ... 2c08 L2cos s, s
2

et sil'on applique la formule générale

(4) 2cos l3xcosspy=xcos (s — ) 4 xcos (-} {).
On pourra remplacer chaque terme du second membre de
I’équation (3) par une somme de cosinus et il viendra

(5) 2 cosacosb ... cos kcos =
=cos (8, + {)
+cos (8 — 1) + 2 cos (s, + {)
+zcos(sy— )+ 3zcos(ss+ )

D T T N L T S

+ = cos (s’l,:i—l) ~+ = cos (s’,.___, + l}
2 E)

-+ = cos (s’,,_._, — l)
2

On a écrit le second membre de I'équation précédente, en
placant, comme dernier terme d’une ligne et comme premier
terme de la suivante, les deux termes qui remplacent un terme
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du second membre de 'équation /3), en vertu de la formule (4.

Cela posé, il est évident, d’abord, que, dans le second mem-
bre, le terme cos (s, -+ {) qui est seul dans la premiére ligne
est égal & cos s,.

On voit ensuite que les deux termes de la seconde ligne for-
ment le second terme de la formule (2), c¢’est-a-dire, = cos s, ;
car cos /s’ — ) est le cosinus de l'arc’ qui contient le seul arc
soustractif { et = cos /', + I) est la somme des cosinus des
arcs que 'on ohtiendra en prenant comme arcs soustractifs les
arcs a,b ... k, chacun, a leur tour.

On voit encore, de méme, que la somme des termes de la
troisieme ligne est égale &  cos s,. En effet, le premier terme
est la somme des cosinus de tous les arcs que I'on obtient en
associant comme arc soustractif'arc { avec chacun des autres,
et le second terme correspond a toutes les combinaisons, deux
a deux, des arcs @, b ... k, pris comme arcs soustractifs. En
continuant de la méme maniere jusqu’a lavant-derniére ligne
inclusivement, on voit qu'on obtient successivement tous les
termes de la formule (2).

Reste donc & démontrer que le terme, qui est seul dans la

G |
derniere ligne, est bien égal & 5 s cos §,. Ce terme est une
T
somme de cosinus d’arcs qui contiennent, chacun, dans leur
n—2 n . .
———=--+1 ou — arcs soustractifs dont [ fait

2 2
partie. Alors si I'on veut avoir xcos s, on doit ajouter, a la
2

expression

somme des cosinus dont nous venons de parler, la somme des
cosinus de tous les arcs qui contiennent dans leur expression
n
y
a ainsi introduits sont, respectivement, égaux & ceux qu’on
avait déja; car les nombres des arcs additifs et soustrac-

- arcs soustractifs dont [ est exclu. Mais les termes qu'on

o . no,
tifs étant tous deux égaux & 5 2 un arc contenant dans son

expression — [, correspond toujours un arc de signe contraire
qui contient 4/, et, comme on le sait, les cosinus de deux arcs
égaux et de signe contraire sont égaux.

On voit donc enfin que le dernier terme de la formule (?)

. 1
est bien — 3 ¢os $p.
2 T
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20 On swppose la formule (2) démontrée pour n —1 pair, et il
faut faire voir que la formule (1) est vraie pour n. Adoptant
les mémes notations que plus haut, et multipliant par 2 cos {
les deux membres de I'équation (2) ot l'on a, d’abord, fait les
changements convenus, o a

(6) 2" 7'cosacosb...coskcos =2 cos  cos &,
42 cos {2 cos 8y + ... 4 208 [ 3 cOS §py
2

Remplacant alors, comme dans le premier cas, chaque dou-
ble produit de cosinus par une somme de cosinus, il vient

(7) 2" cosacosb ...coskcos |
=cos (§g + {)
+ cos(s’y — ) +xcos (s, + U
+scos(sy —1) +x

+zaos(s’2;_3—-l) -+ »%-scos( s’_,;z;, + l) + l? zcos(s’,,_i—l)

on a écrit les termes du secoud membre de cette équation,
comme on l'a déja fait pour I'équation (5), saul que les trois
derniers termes du second membre sout maintenant écrits sur
une seule ligne.

Maintenant si.l'on considére successivement les différentes
lignes du second membre, on voit, comme dans 'équation (5),
que toutes les lignes, jusqu'a avant-derniére inclusivement,
donnent les termes qu'on doit trouver dans la formule (1).
Toute la difficulté est donc réduite & démontrer que la somme
des termes représentée par la derniere ligue est bien égale a
X oS Sy .

i

On remarque, d'abord, que l'on a

(8) X COs (s:..{_i + l) =3 cos(s’,,a;,— l).

En effet, 3 cos §',_ est la somme de termes égaux, deux

-
a deux, puisque les arcs additifs et soustractifs sont en méme
nombre, etl'on peut dire que si cette somme contient cos « elle
contient en méme temps cos (—) : Alors, quand on la multiple
par 2cos {, on obtient les quatre termes cos (a-1), cos (—a--1),
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s (z —{j, cos (— = —{), dont les deux derniers sont, respec-
tivement, égaux aux premiers. Mais les deux premiers entrant
dans le premier membre et les deux dermers dans le second
membre de U'équation (8), cette équation est-démontrée.
11 est clair maintenant que la derniére ligne du second meni-
bre de I'équation (7) peut étre remplacée par
DRV ( 8y — l) =+ = cos ( 8ot + é)
PR 2
et comme la premieére de ces quantités correspond a tous les

. . . n—3
arcs qui contiennent dans leur expression 2——{— 1 ou
n— 1
2
la seconde correspond & toutes les combinaisons de

arcs soustractifs parmi lesquels se trouve /, tandis que
n—1
2

arcs soustractifs dont { ne fait pas partie, on voit bien qu'on

trouve = cos S,_, pour dernier terme de la formule ().
ot

REMARQUE. — On peut obtenir des formules pour le déve-
loppement d’un produit de n sinus ou de n facteurs dont les
uns sont des sinus, les autres, des cosinus en remplacant dans
les formules générales (1) et (2) tous les arcs ou un certain
nombre d’entre eux par leurs compléments.

80. Formules pour le développement de la pnis-
sance 7 du cosinus on du sinus d’un arc.

Faisons tous les arcs égaux & a dans les formules (1) et (2)
du numéro précédent, nous aurons snivant (que n est impair
ou pair

(1) 2 "' cos" a = cos na + 7;' 08 (n — Na -+ ...
n+3
nn—1). .. (-——;——)

. n—1
1.2.3....——

A

9\ o n ,
() " cos® @ = cos na —l——T cos (h—2)a -+ ...

n(n—i)...(-—g—-i-i) :

+ T T /'i_ —— X —‘Z' '

1.2.3....5

+

©0s @,
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le raisonnement est le méme que celui que 1'on fait, quand on
passe du développement du produit (z 4 @) (x -+ 0) (z + ) &
celui de (z + a)".

On obtiendra maintenant les formules relatives au dévelop-
pement de sin" ¢ en changeant dans les deux formules préce-
dentes a en 90° — a. Alors, dans ces formules, cos pa sera
remplacé par cos (p >< 90° — pa) et cette derniére quantité se
réduira & sin pa, — sin pa, cos pa ou — cos pa suivant que p
sera de la forme 4n -+ I, 4n — 1, 4n ou 4n 4 2. Mais quand
n estimpair, les multiples de a sont de la forme 4n -1 ou
dn — 1, et quand n est pair, les multiples sont de la forme 4n
ou 4n--2. Donc, suivant que n est impair ou pair, la formule
cherchée ne contiendra que des sinus ou des cosinus. D'ailleurs.
pour tenir compte du signe qui précéde le premier terme de
chaque développement, on introduit dans le premier membre

n—! n

le facteur {(— 1% | ou {— 1)® suivant que n est impair ou

pair : On a ainsi les deux formules suivantes :
Pour 7 impair,

n-1
3y (=17 sin"a

=sinna— -'—;— sin (n - 2)a 4 —“(—';—;Q sin (n—4)a. . .
nn—1)... nt3
=+ p— sin @.
1.2 —

Pour n pair,

Gy 27(— 1) sin" a

n— |
=0s na—--?— cos (n—2)n -+ ﬁ(in—)) cos (n—4)a. . .
n
_n(n—i)..-(\—é——"i) —]—
f.2.... = <

2
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QUESTIONS RESOLUES

ET

EXERCICES PROPOSES




AVIS AU LECTEUR

Presque tous les problémes traités dans la seconde
partie ont él¢é résolus géométriquement dans I’ouvrage qui
a pour lilre : Questions de Géométrie. Aussi a-l-on jugé
inutile d’y renvoyer. La comparaison des deux tables des
maliéres suffira pour mettre sous les yeux du lecteur les
questions communes aux deux ouyrages.
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DEUXIEME PRATIE

QUESTIONS RESOLUES ET EXERCICES PROPOSES

CHAPITRE PREMIER.

IDENTITES ENTRE LES LIGNES TRIGONOMETRIQUES D'ARCS
QUELCONQUES OU D'ARCS SATISFAISANT A CERTAINES CON-
DITIONS.

8. On se propose de verifier certaines identités entre les
lignes Lrigonométriques d’un ou de plusieurs arcs. Voici en
quoi consiste la méthode générale.

Oun exprime toutes les lignes trigonométriques’d’'un méme
arc en fonction d'une seule de ces lignes, et si I'équation pro-
posée contient des multiples et sous-multiples d'un méme arc,
on exprime leurs lignes en fonction de la méme ligne trigono-
métrique de 'arc simple ou d’an des sous-multiples. Quand
le calcul est terming, 'ézalité doit étre identique d’elle-méme.

La marche que nous venons d’indiquer conduit stirement
au but, mais elle entraine souvent des calculs longs et sans
élégance. Le plus souvent, ou se propose de démontrer que
deux expressions trigonométriques sont identiques, il sera
alors, en général, plus simple de passer de I'une a l'autre par
des transformations successives.

On ne donnera ici que quelues exemples, les autres seront
reserveés pour les exercices.
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XFMPLE I. — Démontrer les identités

(I)y sin(b+c—a)-sin(a+c—b)+ sin (a4b—¢)
—sin (e + b+ ¢)=4sinasin b sin ¢,

(2) cos (b+c—a)+coslo+4c—b)+4cos(a+b—c)
—+ cos (@ + b4 ¢) = 4 cos a cos b cos c.
On changera successivement @ en — a, b en — b, ¢ en — ¢,
dans les formules (1) et (2) du ne®24: substituant alors, dans
les premiers membres des équations précédentes, aux quatre
lignes trigonométriques qui y figurent, leurs valeurs ainsi
trouvées, on reconnait, tout calcul fait, que les premiers
membres des équations proposées sont identiques aux seconds.

ExeMpLE I1. — Démontrer I'identité
) sin (a + b) sin (¢ — b) = sin? @ — sin? b.

Il suffit de substituer & sin (@ -+ b) et sin (@ — b) leurs dé-
veloppements connus, d’effectuer la multiplication indiquée
dans le premier membre et enfin de remplacer les cosinus par
leurs valeurs en fonction des sinus.

Nous nous servirons souvent de la formule précédente, dans
la suite, pour remplacer sin? @ — sin? b par un produit ou ré-
ciproquement.

ExemMpLE III. — Démontrer l'identité

1) sin?asin (b4-c —a) 4 sin® b sin (@ +c¢ —b)
-} sin?esin (a4-b—c)—sin (b+-c—a) sin (a-+-c—0b)sin (a-+b—c)
=2 sin ¢ sin b sin c.

On pourrait ici appliquer la méthode générale, en exprimant
toutes les lignes trigonométriques en fonction de tg @, tg b et
tg ¢. Pour cela, apres avoir substitué & sin (b 4 ¢ — a) et aux
quantités analogues leurs valeurs déduites de la formule (1)
124), on diviserait les deux membres de 'égalité proposée par
¢os @ cos b cos ¢, puis on remplacerait le rapport du sinus ’un
arc 4 son cosinus par une tangente et on exprimerait sin? a,
sin? b et sin? ¢, respeclivement, en fonction de tg a, tg b, tg ¢ ;
il resterait alors une relation identique entre les trois tan-
gentes.

Mais on peut opérer, avec plus d’élégance, comme il suit :
ou réduit, d’abord, en un seul terme le premier et le dernier
terme du premier membre de 'équation. Pour cela, on met
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sin (0 ¢ — a) en facteur dans les deux termes, et on remplace
dans le dernier le produit sin (@ 4 b — ¢) sin (@ — (b — ¢))
par sin? a—sin® (b—c) en vertu de lidentité de 'exemple (2] :
on trouve ainsi que le premier et le dernier termes peuvent
gtre remplaces par le terme sin (b 4+ ¢ — a) sin? (b — ¢).

Cela posé, multiplions par 2 les deux membres de I'égalité (1)
et remplacons 2 sin? (b — ¢}, 2 siti? b et 2 sin? ¢, respective-
ment, par 1 —cos 2(b -~¢), | —cos 20 et 1 — cos2¢ : on
aura, d’abord, la somme sin(b 4+ ¢ — a) + sin (@ ¢ —0b)
4 sin {& 4+ b — ¢) qui pourra étre remplacée, en vertu de la
formule (1), ex. [, par 4sin @ sinbd sin¢ 4 sin(a +0-4¢) :
Tout revient alors & démontrer que 'on a identiquement

sin (b + ¢ — a) cos 2(b — ¢) 4 sin (@ 4+ ¢ — b) cos 2W
—+sin (@ 4 b — ¢) cos 2c = sin (a 4 b 4 ¢).
Or c’est ce que l'on voit immédiatement en multipliant par

2 les deux membres de l'égalité précédente et remplacant
chaque double produit par une somme de sinus.

ExempLE 1V. — Démontrer 'identité

7 a | —sin a
fol—— — | = ——
() °(4 ‘Z) I/‘I—l—sina

on a
l ty - a cos a sin ¢
[T a ) TR 2
47—y =
a o .a
1+tg~? s-—?——l—sm?

mais la derniére fraction peut étre remplacée par la racine
carrée de son carré; or comme ce carré est évidemment

| —sin a
———, l'identité est démontrée.

1 -+ sin

On pouvait aussi partir de la seconde expression pour arri-
ver & la premiére. A cet effet, remplacant dans la formule i
démontrer, sin @ par cos (90°—a), on a immédiatement 'iden-
lité (1) comme conséquence de la formule (5) n° 27.

REMARQUE. — On rencontre quelquefois dans les calculs las
1 —sina cos a
cosa | lsmma’

expressions mais chacune d'elles
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A . ™ ) ’ .
peut étre remplacée par tg {—4— — a) : ¢est ce que l'on voit en

multipliant, sous le radical, dans l'identité (1) les deux termes
de la fraction' par | —sinae ou 1 -sinae et remplacant
| — sin? @ par cos? a.

ExEMPLE V. — Vérifier I'identité

s

T .3 4
— = arc¢ sin — arc sin - -
b D

5=
Soient a et b les deux arcs du second membre, on a
in @ iy in b i
ST = sin O = —
5 5

et il faut vérifier que la somme des deux arcs a et b est égale &

; mais c'est ce qui résulte immeédiatement de ce que la

somme sin® a -+ sin? b est égale a 1.

7\‘.a| bl

$2. 11 peut arriver que la relation & vérifier entre les lignes
trigonométriques des arcs n’ait lieu que lorsque ces arcs satis-
font & certaines relations : c’est ainsi (ue nous avons trouve
au 1° (34) les formules (1), (2), (3), - 4) et (5). Nous donnerons
ici seulement deux exemples. '

ExeMPLE 1. — La somme de trois arcs a, b et ¢ étani égale
=, démontrer qu'on a entre les trois cosinus la relalion sui-
rante

‘1) cos®a—cos?b 4 cos?c—+2cosacosheose=1.

On part de la relation

cos (@ + b)) =—cos ¢
d’out 'on dédut
€03 a €08 b - cos c=sina sin b
¢levant au carré les deux membres de I'équation procédente,
remplacant sin? @ et sin? b par | — cos* @ et | —cos? b ¢t dé-
veloppant les calculs, ou arrive immédiatement & I'équa-
tion (1).

REMARQUE., — Iitant donnée une relation non identique
entre les lignes trigonométriques de certains arcs, on peut se
proposer e remonter. ¢'il est possible, & la relation la plus
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geénérale entre les arcs. Tl suffira, en général, pour atteindre ce
but, de reprendre en ordre inverse les calculs qui ont conduit
a la relation donnée.

Ainsi, par exemple, pour revenir de la formule (1) & la rela-
tion entre les angles, on fait passer cos? a et cos? b dans le se-
cond membre, et on complete un carré dans le premier mem-
bre, en ajoutant aux deux membres cos? ¢ cos? ) : on a ainsi

(cos ¢ - cos @ cos b2 =1 — cos® @ —cos? b -} cos? a cos? )
mais le second membre de cette derniére équation est évidem-
ment égal & (1 —cos?a) (I —cos? b), ¢'est a-dire, & sin%a sin? b,
on peut donc écrire, apres avoir extrait les racines carrées des
deux membres

08 (@ &= b) = — cos ¢ = cos (7 —¢)
les deux arcs @ =) et = — ¢ ayanl leurs cosinus égaux, leur
somme ou leur différence est égale & 2n=, et, par suite, la rela-
tion générale demandée est
axbFre=©n—1)=

ExemMpLE II. — Un arcc étant égal d a - b, trouver une
relation entre les cosinus des trois arcs.

Par un calcul tout semblable a celui de I'exemple précédent,
on trouve pour la relation demandée

(1) cos?a - cos?b -} cos®c— 2 cos acosb cosc=1
On prouvera aussi facilement que la méme relation subsiste
quand les arcs a. b, ¢ sont liées par la relation générale

e+ b+ c¢c=Mnr

EXSRCICES SURLE CHaPITRE PREMIER.

Démontrer les relations suivantes :

1. sin a sin (b—c) 4 sin b sin (c—a) 4 sin ¢ sin (a—b) = 0.

2. cosa sin (b—c) -+ cos b sin (c—a) + cos ¢ sin (a—b) = 0.

3. cos (a-+b) sin {[a—b) -4 cos (b+c) sin (b—c)-}- cos (¢4-d)sin (c—d)
-+ cos (d4a) sin (d—a) = 0.

4. cos(b4-c) cos(b—c)-cos (c-a) cos (c—a)-}cos(a-+b)cos(a—0b)
= €08 2a + cos 2 +-cos 2.
7

UPHIC - Cote - 80 DES 72




98

10.

11.

12.

13.

14

16.

17.

18.

19.
20.

QUESTIONS DE TRIGONOMETRIE.
sin (b-+-c¢) cos (b—c) - sin (c-a)sin (c—a) -+ sin (a4-b)sin (1—b)
= sin 2a 4 sin 2b + sin 2c.
sin @ + sin b 4 sin ¢ — sin (a-+b--c)
a-t+b a+c sin bc
2 2 2
cos a -} cos b - cos ¢ 4~ cos (a-+-b4-c)
a—2|—b c0s a—zH cos b_;C .
1 — cos2a — cos? b — cos? ¢ |- 2 cos @ cos b cos ¢
a—{—f))—l—c <in u—}-;——a a—l—s—b sin a—i—g—c .
sins a sin (b—c) -}~ sin® b sin (c—a) -+ sin® ¢ sin (@—b)
= sin (a-+b-}¢) sin (a—>b) sin ([@—c) sin (b—c)
cos (a-+2b) — cos (@—2b) + cos (a—2¢) — cos (a+2¢)
—+ cos (@—2b4-2c) — cos (a+2b—2c)
=48 sina sin b sin ¢ sin (b—c).
sin 37 sin (a+26) — sin 3b sin (b-+2a)
=sin 3 (a+b) sin (a—b).
tga _ tgb tgb  tgc tgc _ tga
tg b tga+tgc tgb+tga tg ¢
__ 8sin (a—b) sin (b-c¢) sin (c—a)
- sin 2a sin 2b sin 2¢

tg(—z-—l—a) —tg (%—a):? tg 2a.

=4 sin sin

=4 cos

= 4sin sin

. a
coséc @ = cotg g ~ cotg a.

1
T+tgatg 2

a «
cotg — — tg — = 2 cotg q.
D 2 el 2 g

cos 204 =

1 —tg? (1 —a\"
‘ i ~ = sin 20
1+ (o

. 1 2 @ (2
cotg a coséca = 7 cosec 3 coséc? q.

a a
thZ-scca-_—tga—-—tgo .

~

séc na sée (n4-1) a = cosée a (tg (n-L1) 0 — tg nay
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21. 2(sin® a -} cos® a)— 3(sin* a }cost a)+ 1 =0.
22. sin 3a sin® @ + cos 3a cos® @ = cos? 2a.
23.  sin? (@—b) -+ sin? b -+ 2 sin (a—>) sin b cos @ = sin? q.

24.  sin a sin b sin (b—a) -+ sin b sin ¢ sin (c—b)
-+ sin ¢ sin @ sin (a—c¢) = sin (a —b) sin (b—c¢) sin (c—a).

95 sin @ sin b _
) sin (a—b) sin (a—c) sin (b—c) sin (b—a)
sin ¢

sin (¢c—a) sin (c—b) =0
26.  cos? (a—b) + cos? (b—c) -+ cos? (c—a)
— 2 cos {a—Db) cos (b—¢) cos (c—a) = 1.
27, tg (a—b) 4 tg (b—0) +1g (¢ - )
= tg (a—b) tg (b—c) tg c¢—a).

Démontrer les dix formules suivantes dans lesquelles b, ¢, d repré-

sentent, respective t ror t T
sentent, ‘pecnmen,?,_gev.
. . b 5b 1
28- — 1 -——:—.
sin 5 sin—3 I
29 gl Ligb=2
. g—4—+ g 0 =x.
30. sin%—sin%:%.
31 sxn%-sin%:zi—.
32. 4 sin @ sin (b—a) sin (b4-a) = sin 3a.

33.  sin (¢4-a) -+ sin (2—a) — sin (¢—a) — sin 2c+a) =sina.
34, 16sin a sin (¢c-+a)sin (c—a) sin (2¢+a) sin (2c—a) =sin 5Ha.

3. cos2 +2coshc+3cosbe 4 4 cos 8¢=—

?\‘Jl (2]

36.  (cos 2d + cos 84) (cos 4d -+ cos 16d)
= (cos 6d -+ cos 10d) (cos 12d —+ cos 14d).
. d . 9d . 13d . 15d
7. Zogin —sin —2 gin 22¢
3 sin 7 sin 5~ sin 5 sin 5
== sin 32—d sin E‘i sin E— sin lli .

2 2 2

Lorsque des angles «, b et ¢ satisfont & la relation

a+b+c=m,
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Démontrer les égalités suivantes :

38.

39.

40.

44.

45.

sin 2a -} sin 2b 4 sin2¢ = 4sin a sin b sin ¢.
sin? @ -} sin? 2b + sin? 2¢ 4 2 cos 2a cos 2b cos 2¢ = 2.

cos%—{- cos % + cos%:-’t cos wza cos 1r4b cos ﬂzc

.a b ¢ . ®—@ . T-b . m—¢
sin — sm— sin — —1 =4sin sin sin .
+ + 2 4 4 4
cos 2a + cos W + cos ¢ = — 1 --4 cosa cos b cos c.
cos 4a - cos 4b + cos 4¢ + 1 = 4 cos 2a cos 2b cos 2¢

sine 2 ) —+ sin® --—}— sin? £ 3 + QSin%singsin-‘;_z 1.

Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que lesarcs

a, b et ¢ satisfassent & l'une des six équations précédentes ou aux
équations 1,2, 3et 4 du ne 34.
Démontrer les égalités suivantes :

46.

47.

48.

1 1 ™
arc tg7+2arctg T
arctgl—f-arc tai—{—arctg—l-—i—arctvl:——
3 ) 7 °8 4
1 B _"
% arc tg—fz—— arc tg 239 =7

) na
n(n+1) a) = arc tg __+._ a - arctg ——

tcr —
arc co ( a ) )
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CHAPITRE 11

RESOLUTION D’EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES A UNE OU
PLUSIEURS INCONNUES. - EQUATIONS DEDUITES D'EQUA-
TIONS DONNEES. — ELIMINATION IYUN QU DE PLUSIEURS
ANGLES ENTRE PLUSIEURS LQUATIONS.

83. Résolution d’équatlions trigonométriques ne
contenant qu’un scul angle inconnu.

La méthode la plus générale consisle & exprimer toutes les
lignes trigonométriques en fonction dune seule : alors, en
prenant celte ligne comme inconnue auxiliaire, on est ramené
a résoudre une équation algébrique ordinaire.

Mais lorsque l’équation proposcée se décomposera facilement
en facteurs, on fera tout d’abord cette décomposition, et il
pourra arriver que la réduction des lignes trigonométriques &
une scule devienne inutile. On devra aussi voir si I'équation
proposee ne se ramene pas a la résolution des équatious prin-
cipales résolues au chapitre VII (1re partie).

ExemMpLE I. — Résoudre 'équation

(N m sin (@ — x) = n sin (b — ).

En développant les deux membres on voit qu’on peut mettre
sin 7 en facteur dans un certain nombre de termes et cos
dans les autres. Divisant alors par cos & et remplacant le rap-
port de sin # & cos par tg o, ona, en résolvant par rapport a
Cette derniére ligne,

5 msina —n sin b
(2) tg o= :
M COS @ — N COS b

Pour rendre la formule (2) calculable par logarithmes, on
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pose
o m silt @
3 bt p— —
3) > 7 cos b
d'on 'on tire
m cos @ — iz e ol a
ncosp B e0Ea

Alors, si 'on divise par n cos b les deux termes de la fraction
qui forme le second membre de P'équation (2), et qu'on rem-
m sin @ sinb mcosa .

) , respective-
n cos b cos b 7 c0os b

place les quintités

K

ment, par tg ¢, tg b et tg ¢ cotg @, il vient

o lBe—tgb  sin(p—b)sing
) t"aln"_tggocotga—1_-sin((y--a‘)cosb

la formule (4) est la formule demandée.

On peut opérer plus simplement, en remarquant, que la dif-
férence des arcs ¢ —ax et (b — x) étant connue, on est ramené
a trouver deux arcs connaissant leur différence et le rapport de
leurs sinus (45).

Pour faire le calcul, d’apres la méthode du numéro cité,
posons

a—g=1y b—zr=3
on en déduit
y—3 _a—>b y+z__a—|-'b__w
2 T2 2 2

et I'on arrive 4 I'équation
tg(a;_b —w)— n -+ m ; a—b

T n—m 2
Sin et m n’étaient connus que par leurs logarithmes, on pose-
rait
_m
lgy= -
et 'on aurait

tg(aTH— "”)=tg (45 4 ¢) tg 222

2

ExempLE I1. — Résoudre I'équation

UPHIC - Cote 80 DES 72




RESOLUTION D’EQUATINOS TRIGONOME [RIQUE 3. 103
. m tg (Z + fc) —+ n(tg %-- :v) =

En développant les deux tangentes, I'équation se met immeé-
diatement sous la forme

) (m-+n+ntgte+4+ 2 (m—n)tgr+m-+n—r=0.
On est ainsi ramené a résoudre une éjuation algébrique du
second degré. Mais on peut achever le calcul d’une maniére

plus élégante comme il suit: on divise les deux membres de
I'équation (2) par tg « et l'on a

(m—4n—4r)tge+ (m -4 n—r)cotg x =2n —m)

: . sin
Remplacant ensuite tg et cotg «, respectivement, par S
0S &

U

on est ramené, comme il a été dit au n° 43,4 la

el —
sin &

résolution d’'une équation du premier degré en sin x et cos .

ExempLE I11. — Résoudre I'équation

(1)  sinz 4 sin 22 4 sin 32 =1 - cos @ - cos 2
ona

sin 2 -} sin 3z = 2 sin 2z cos
1 4~ cos2x =2 cos* x
En tenant compte de ces derniéres relations I'équation (1) peut
s'écrire
sin 22 (1 -+ 2 cos ) = cos (1 4 2 cos )
et, en remplacant sin 2z par 2 sin z cos 2, elle devient

(?) (1 4+ 2 cos z) (2 sin x — 1) cos z = 0.

On pourra satisfaire a I'équation (2) et, par suite, & I'équa-
tion (1), en égalant & zéro chacun des facteurs du premier
membre.

Le premier facteur donne ainsi

cosm:-—.% d’ou w:?nﬁj:%l,

le second donne
sinw:—})— d’ou ay=2nr+% w_—_Qnrr-[—n——g—,

~
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et enfin on a par le troisieme

cosz=0 dou z=2nr+t

w!:u

ExempLE IV. — Résoudre I’équation

(1)  sindz=sin(a — 2) sin (b — ) sin (¢ — z),
les arcs a, b et ¢ étant liés entre eux par la relation

2) atbto=nr
On multiplie les deux membres de I'équation (1) par 4 et l'on
remplace, d’abord, le produit 2 sin (@ — ) sin (b — x) par
une différence de cosinus, puis, en multipliant cette différence
elle-méme par 2 sin (¢ — @), on a deux produits de sinus et
de cosinus auxquels ou substitue des sommes de sinus : on
ohtient ainsi

(3) 4sindw=sin (b+c—a—a)+sin(ec+c—b—ux)
—sin(a+b+c—3x)+sin (a4 b —c—2).
Mais & cause de 'équation (2), on peut remplacer dans l'équa-
tion précedente b ¢, @ 4 ¢, a 4 et a 4 b - ¢, respective-
ment, par r — ¢, # — b, # — ¢ et = ; il vient alors
4 sin® ¢ = sin (2a + ) -+ sin (20 + &)+ sin (2¢ + )
— sin 3.
On sait, d’ailleurs, (26) que l'on a
sin3r=3sin z — 4 sin® x
I'équation précédente devient donc, en tenant compte de cetle
relation,
3 sin o = sin (2e¢ + @) + sin (26 4 x) 4~ sin (¢ + 7)

ou en développant le second membre

(4) 3 sin ¢ = (sin 2a - sin 20 - sin 2¢) cos x

—+ (cos 2a - cos 26 -+ ¢os 2¢) sin .
Mais, d’apres les exercices (38 et 42) du chapitre (I), on sait que
I'on a
sin 2a - sin 26 4 sin 2 = 4 sin @ sin b sin ¢
08 2a - c0s 20 -+ cos 2c = — 4 cos @ cos b cos ¢ — |

et, & cause de ces relations, l'équation (4) devient

sin a sin b sin ¢ cos ¢ — (1 4 cos @ cos b cos ¢)sin . = 0.
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On en tire
1 4 cosa cos b cosc
sing sinb sinc

(5) cotg o =

Cette derniere formule résout le probléeme.

On trouve dans les Nouvelles Annales, (tome IX, page 363,)
deux autres formules quil est facile de déduire de la précé-
dente.

Remarquons, d’abord, que cos (a 4+ b - ¢) étant égala — 1,
la formule (2) du n° 24 permet de remplacer le numérateur de
la fraction qui forine le second me:mbre de 'équation (5) par la
quantité

€08 @ sin b sin ¢ + cos b sin @ sin ¢ -+ ¢os ¢ sin @ sin b.
On obtient alors

Cos @ sin b sin ¢ ~-co0s b sin @ sinc -+ cos ¢ sin @ sin b
sin @ sin b sin ¢

cotg & =
ou encore

(6) cotg & = cotg a + cotg b - cotg ¢,
c'est la premiere des formules demandées.

Pour obtenir la seconde, élevons au carré les deux membres
de I'équation (6), ajoutons 3, de part et d’autre, et remplacons
le carré d’une cotangente augmenté de I'unité par le carré de
la cosécante du méme angle ; posons aussi

cotg @ cotg b =+ cotg @ cotg ¢ -+ cotg b cotg ¢ — | = m.
il viendra
cosée? & = coséc? @ - cosée? b - coséc? ¢ -+ 2m.
Mais la quantité m est nulle, car I'équation obtenue en égalant
0 & zéro revient a celle-ci :
tga-+tgb-tgc=tgatg btge,
on a donc
(7) €0séc? r = coséc? o - cosée? b 4 cosée? ¢,
c'est la seconde formule qu’on voulait trouver.

84. Equations trigonométriques qui se déduisent
les unes des autres. — On ne peut indiquer de méthode
générale pour résoudre cette sorte de questions. Quelquclois,
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cependant, tout revient & exprimer certaines lignes trigono-

métriques d’un arc en fonction d’une ligne trigonométrique de
ce méme arc.

ExEMPLE 1. — De Uéquation

(n (I+ecost) (Il —ecosu)y=1-—¢?

déduire
] 4 e u

) g5 = T—o 83

on tire successivement de la premiere
1 —et cosu—e
= €08 = ————
I +ecoss l—ecosu l—ecosu’

1 —cos® (1 4¢)(1 —cosu)

t4coso (I —e)(IFcosu)’
extrayant maintenant les racines carrées des deux membres,
et, remplacant, en vertu de I'équation (5) (27), les quantités

1T—cos6 /1—00 resnectivement ]
1+COSO’ l 1+COS , respectivement, pa

tg ? et tg -9- , on obtient 'équation (2).

ExeEMPLE II. — De léquation
tg (@ — b) sin? ¢

i,

tg a sin a

déduire
) tg®c =1tg a tg b.
Résolvant 'équation (1) par rapport a sin? ¢ et remplacant

les tangentes par les quotients des sinus par les cosinus, on
trouve, tout d’abord

sin? ¢ sin @ sin b
1 7 cos(a—b)’

et, par suite, on a
sin? ¢ sin @ sin b
1 —sintc¢c = cosa cosbh

ou
tg?c=tgatgb.
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REMARQUE. — On vo't que dans cet exemple nous n'avons
pas remplacé, comme il semblait naturel de le faire, sin a,
sin b, sin ¢ par leurs valeurs en fouction des tangentes ; c'est
que le calcul eut été moins simple de cette maniére.

ExempLE II1 *. — Eliminer successivement chacurn des
trois angles a, b, ¢, entre les deux équaticns
(1 2a+b+c——(2n+1)

b ¢
63 tg? 2 tg — 3 tg — 7 = —1.

1o On veut dliminer ¢, c'est-d-dire, trouver une relation
entre a et b.
De la relation (1) on tire, d’abord,

%‘__C_=m,+ ’2' —a,
b ¢ @
b c tga= a
l—to?tg? 2 tg ——

o, . ¢
et, en remplacant dans la derniére équation tg 3 par sa
valeur tirée de '’équation (2), il vient

b

2.9_ 2 — ‘21
tg 2 tg 5 1 1" tg 3

. a
'72-(1—i-tg2 ) 2tg 5

ou
a b
21—y wg)

1—tg4—a—

Mais la premiére fraction est la somme de deux autres et Uon
peut écrire :

A — tg? —g— { -+ tg’—g— tg

& —~
1-—th% 1—|—tg2—;i tg

(*) Tire de Pouvrage : Théorémes et problemes sur les mormales aus coniques.
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Enfin divisant les deux membres de la derniére équation
par la seconde fraction qui figure dans son premier membre et
tenant compte des relations (1) et (2) (30),on a

(3) cos b + sin b N

cos o sina ~

Si on éliminait b entre les équations (1) et (2), il est évident
qu’on trouverait de méme

cos ¢ sin ¢

S =

cos @ sin @

(4)

0 On veut trouver une relation entre b et ¢.

Si 'on remplace dans I'équation (3) cos b par V1—sinZ
et que l'on fasse disparaitre le radical. on obtiendra '’équation
(5) sin? b — 2 cos? @ sin a sin b — sinta =0
et I'on aura évidemment aussi une équation entre ¢ et a qui se
déduira de la précédente en changeant b en ¢ : sin b et sin ¢
sont donc les racines d’'une méme équation du second degré,
Péquation (5) dans laquelle sin b est I'inconnue, et 'on a
sin b sin ¢ = — sint @
et de méme
cos b cos ¢ = — cost a.

Ajoutant maintenant et retranchant, membre & membre, les
équations précédentes, il vient

sin? 2a

cos (b—c¢)=— 1+ 3

cos (b 4 ¢) = — cos 2a
ou
sin?2a¢ =2cos (b —¢) +2 cos? 2a = cos? (b + ¢)

et en ajoutant les deux derniéres équations, membre & memn-
bre, on a 'équation demandée

(6) cos? (b+4¢)+2cos (b—c)+1=0.
On peut encore obtenir 'équation (6) d’'une autre manicre.

A cet effet, éliminons successivement

el — entre
cos @ sSin @

les équations (3) et (4), nous aurons
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. sin (b — ¢) sin (b —¢)
sing —= ——————~ s 0 —=———
cos b—cos ¢ sin ¢ — sin 0
ou
co b—c 0s b—o
§ ——— €08 — -
sina = 2 cos @ = 2
sinb_'_c o cosb+c
2 2

Elevant au carré et ajoutant, membre & membre, il vient
b—c¢ . \
4 cos? ——= sin? (b + ¢)
et, de cette derniere équation, on arrive facilement & I'équa-
tion (6).
ExempLE 1V. — Eliminer « eatre les équations
() Y COS & — & il « = @ COs 2«
) y sin « 4 @ c0s « = 2@ sin 2z.
En résolvant les équations par rapport & et y, on a
r=asina(l +2cos?«) y=acos « (| + 2 sin? «)
d'otr
T+ y=a/(cos « 4 sin ) (1 4 sin 2)
et en élevant au carré les deux membres de la derniére équa-
tion, il vient

x4+ y)?=10?(l 4 sin 2 «)?
et en extrayant les racines cubiques des deux membres

VE T+ oy =Var (1 4 sin 29)
on a de méme

VW = :/32_(1 — sin 2«)
el en ajoutant, membre 4 membre, les deux derniéres équa-
tions, il vient

V@ +Vo—p) =2Ve.

ExemMpPLE V. — Résoudre le systéme des deux équations

1) sing tgy =tgb
?) €08 Y cotg & = cotg a

Multipliant, membre & membr., les deux équations, on a

3) cos T siny = tg b cotg a.
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liésolvant les équations (?) et (3) par rapport a sin y et cos y,
¢levant au carré les deux membres de chacune d’elles, ajou-
tant, membre & membre, puis remplacant cotg? x par sa valeur
en cos 2 on a

(1 + cotg? a) cos? x = cotg? a (1 4 tg?b)
ou

cos a
~ cosb

(4) €S & =

Comme les équations (1) et (2) ne changent pas quand on y

. K w .
remplace x et 0, respectivement, par 7 y et ) —a, et ré-
ciproquement, on aura

sin b

sin a

(5) siny = =+

4 cause de l'équation (3) on devra prendre ensemble dans les
équations (4) et (5) les deux signes supérieurs ou inférieurs.

EXERCICES SUR LE CHAPITRE II.

Résoudre les équations suivantes :

1. tg{-Z-—w)—%—cotg (-Z—-—w): m.

2. sin 22 = tg .

3. cos & =1tg x.

4. (sin @ - sin b) cos £ — (cos ¢ -+ cos b) sin & = m.
5. tg o — tg 2x =sin z.

6. sécx =2 (sin & + cos x).

7. cotg £ — tg £ =sin & + cos 7.

8. tg & -+ sin £ = séc & — cos .

9. 3 (séc & 4 coséc x) =4 (tg x -+ cotg x).
10. sin 9z + sin 5z 4 2 sin* x = 1.

11. 3tgxtgdr+ 1 =0.

12. sin 2 -+ cos & + sin 2x =m.

13. sin 7z — sin 3x = sin .

1. sin Hr — sin 32 = cos 6x -+ cos 2.

UPHIC - Cote - 80 DES 72




RESOLUTION D'EQUATIUNS TRIGONOMETRIQUES. 1

15. (sin & + cosx) (séc & + cosée x) = m.
. 1 —2cos2a
17. 8 cosée 2 x = 3 (séc T - cosée T).
18. tg (cotg x) = cotg (tg ).
T tgr — 2
. tg — — LT *.
19 °2 T g+ 2
0. tg?lat+1x) —tg?@a—x) —tgatgx=0.
91. mtg(a—w): ntgx
cos? & cos? (@ — @)

22. (sin (a--b)—cos a cos b) cos® x+-(sin (a-+b)4- sin i sin b) sia® x
= sin (@ — b) sin & cos x.
23.  msin (a 4 b) sin & cos x — m cos (@ — b) sin® z
= (sin a - sin b) sin Z+4(cos a -+ cos b) cos z—m cos a cos b.

24. tg? x - cotg2 x = 6.
25. séc? x - cosée® & = 2 (tg2 x -+ cotg® ).
26. cosnx — cos (n+2p) x4 cos 2 pr =1

27, cos px 4 cos nr - cos (n - 2p) & =sin nx -+ sin (n 4 2p)

(dans cette équation et la précédente n et p sont des nombres entiers
quelconques positifs ou négatifs),

28. sinxtga::Stg??
29. coséc 2 = 2 tg x.
30. sin 5z = 16 sin® z.
31, (4sin?x — 1) (4sin? 2w — 1) = 1.
32. (sn®x — sin?q) (sin? 2w — sin? a) = ﬂéa—
16 sin a

33. 4 sin z sin 5z = 1.
34 sin 3z — sin ¢ = —
35. arc sin o - arc sinx\/?:%

36. arc tg « 4 arc tg 3r = _;_
9 1 — 2 3=
37. - —

arc cos 1+ +arcsm 1+ ~ + arc tg — =5

NOTA.— On résoudra guelques-unes des équations précédentes en
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utilisant certaines des identités données comme exercices & la suite du
premier chapitre.
Resoudre par la Trigonométrie les équations suivantes :

38. 8y* — 4y — 1 =0.
39. yb— by +1=0.
40, 8yt — dy? — 4y +1=0.

En posant y ¢égal & cos x, pour la premiere et la troisieme, et égal &
tg x, pour la seconde, on devra faire voir que les trois équations se ra-
menent aux suivantes

sinz =sin 4  cotgx=tg 2w  sin 3r=sin 4z

lesquelles peuvent étre immédiatement résolues par la Trigonométric.
Eliminer z entre les systémes suivants de deux équations.

41. ttlgg((z_—}_g; :—:?— p sin 2z -+ q cos 2 =r.

42, ptgx+geotgz—=1r P sin2w-4q cos =

43. sinz 4cosx=m séc x 4 cosée x=mn.
44, tga 4cotgz=m séc x -+ coséc x = n.
45. sinz + coszc=m tg 2t + cotg 2z = n.
46. tg(a+x)+tg(b—a2)=m tg (@ +x)+tg b —z)=m.
47. sinz -+ cosx=m sndx -+ coss x =n.
48. sinx 4 cosx=m te? x - cotgd x = .
a
toe —
i i 2 , b °
4 sinasinz _ ., cotg? 2 = 2
o a+x 2 T
o8 ——— tg -
2
50. —3c0sz+coswcos?x—sinxsin2x=m

3 sin x — cos z sin 2r — sin x cos 2xr = m.
Eliminer « et i entre les systemes de trois ¢quations qui suivent :

5. tgzFtgy=m, cotgzHcotgy=mn, =z-+4y=a.
52, sinzsiny=sina, coszcosy=cosb, z-4y=rc.

i — in (x — a’ . sin(z —a”
53 S.m (¢ —a) = S.m (@ ,)v:m, —~(——,,)::m”.
sin (y — b) sin (y — b sin (y— b")
. . T 1 @
5. sinz --siny =m, coszFcosy=n, tg 5 th{_: g—
- sin (x—1) x Y a
D0, COST S cosYy —=m, - =n, tg-- tg-te—to —
4 sin (z-+y) TROT2 2
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. meceotgx - nceotgy =p, mcosée T - n cosée Yy = q.
z
tg -l—_—_ rtg %. .
Résoudre les deux équations

sin (x — b) cos a cos (4 ajsinb

77- " - "
g sin (y — a) cos b cos (y — b) sina
tgrtga cos(a—b')_0

tgytgb | cos(ad-b)
Eliminer x, y et z entre les quatre équations suivantes :
28. meos x + nsin gy =1, m cos Yy + nsiny = 1.
cos & sin @ cos Yy + sin Y—_

LTy,

oS 2 sin 7 coS 3 sin z

3. Kliminer x, y, 7 et u entre les cing équations suivantes

r+y=a, z+u=0b, zT-—-y=z—u-c.
tgr+tgy=m, te z 4 tgu=mn.

60. Démontrer que si I'on élimine z, y, z entre les quatre équations
suivantes :

CC—'—U-}-Z:«—;—,
2ad — be 2bd — ac 2ed — ab
te tgy = —0C ¢ =
R T e BT T are—s - ¥ T =g

on trouve Péquation
2d? — 2ab +ac + bey d 4+ abe= 0.

Ou fera voir sans calcul yue, si F'on remplaguit les seconds membres
de deux des trois derniéres équations par leurs inverses, et le second
membre de celle qui reste par la quantité de sigue contraire, le résultat
de P'élimination resterait le méme.

[o'a
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CHAPITRE I

SOMMATION DE QUELQUES SERIES TRIGONOMETRIQUES. -
QUESTIONS QUI 8'Y RATTACHENT.

85. On peut, @’abord, sommer un certain nombre de =éries
en prenant pour point de départ les formules du n° 76.

ExempLe 1. — Sommer lo suite

sin?a +sin?la++n)-+... ... sin? (a4 (n—1. 4.

Ecrivons que la somme chorchée est égale & S, multiplions
par 2 les deux membres de 'équation ainsi obtenue, et rem-
placons, en général, 2 sin® (@ 4 ph) par | —cos (e 4 20 .
il viendra :
28=n — (cos 2t 4 cos @ + ) 4 ... cos 2a 4 2(n— M1 .
J.a somme des cosinus entre parentheéses s'évalue au moyen de
la formule (2) (76) ot1 'on change @ et i en 20 et 27, et T'on a
finalement
c0s (2a + (n — 1) h) sin ah

sin h

8 =n —

.

On trouvera d'une maniére semblable la somme des carrés des
cosinus d’arcs en progression arithmétique. Plus généralement,
on peut trouver la somme des mémes puissances entiéres des
sinus ou des cosinus d’arcs en progression arithmétique en
faisant usage des formules (1), (2), (3) et (4) du n° 80.
ExempLE II. — Sommer
S =cos @ cos (@ -+ h) -+ cos (@ + h) cos (@ + 21)
4+ ... o000 Hcos (@4 (m—1) D) cos (atih ..
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SUMMATION DE QUELQUES SERIES TRIGONOMETRIQUES. 13
Multipliant les deux membres de 1’égalité par 2, et remplacant,
en général , 2cos (@ + (p — 1) h) cos (¢ 4 ph) par
cos (2a 4 (2p — 1) h) - cos &, on aura

28 = ncosh 4
(cos (2a + 1) 4 cos (2a 4+ 3h) 4+ . . .. cos (Ra 4 (n — 1) ),
et en appliquant la formule (2) (76) a la quantité entre paren-
theses, il vient
cos (2a - nhj sin nh

28 =mncos h 4 7

ExeympLE I11. — Sommer

(1) S=sin a 4+ msin (¢ + h) + m? sin (a -+ 2/)
4. ..m T sin (@ 4 (n— 1) h).

La formule qu’il s’agit de trouver ne peut plus se déduire
des formules du n° 76, mais on peut obtenir en imitant la
méthode qui a servi 3 les établir.

A cet effet, multiplions les deux membres de 'égalité (1),
suceessivement, par m? et — 2 cos /i, et ajoutons, membre
membre les trois égalités : en ordonnant le second membre de
I'égalité obtenue, par rapport aux puissances croissantes de m,
et remarquant que le coefficient de mP, c'est-a-dire,
sin (@ - ph) +sin (@ + (p — 2) 1) —2 cos hsin (@ - (p — 1) A
est identiquement nul, sauf pour les valeurs de p égalesa 0,
f,metn-+41,o0na

(1 4 m* — 2m cos h) S = sin a -+
m (sin (@ 4+ h) — 2 sin @ cos 1)
+ m" (sin (@ 4 (n — 2) h) — 2 sin (@ 4 (n — 1)h cos /)
+ "t sin (@ 4+ (n — 1) A,
et, aprés quelques réductions faciles, on arrive facilement a la
formule deéfinitive

sina@—msin (a—h)—m"sin (a4-nh)-m"+ sin (a-4-(n—1 )h)
14+ m*—2mcos h

ExempLE 1V, — Sommer

S=

8 = coséc & 4 cosée 2 + coséc 4z - . . | cosée g

Dans cet exemple et dans quelques autres, on prend pour
point de départ une identité trigonométrique.

UPHIC - Cote 80 DES 72




116 QUESTIONS DE TRIGO NOMETRIL.

D’aprés Uexercice 14. chapitre I, on a l'égalite
. x
cosec 7 = cotg? — cotg @,

eu y changeant successivement z en 2z, 4z . . . 2"7'r, |l
vient

coséc 2r = coty a — coty 2z

coséc 4r = cotg 2xr — cotg 4z,

P I e 4 e e e L I B T S IR

. —1 . — r—1
coséc 2" ' = cotg 2w — cotg 2" .
Ajoutant maintenant toutes les égalités, membre & wembs,
et supprimant les termes qui se détruisent, on a

T _
S= cotg - — cotg 2",
ExevwpLeE V. — Sommer

< 1 x 1 x
b”—"tgw—'}——?—tg_?_'_;z‘{ tgj2~2—+

?Yl—l
on part de l'identité (16) lexercices, chapitre [} qui, en chau-
geant ¢ en 2r, donne

tg & = cotg x — 2 cotg 2,
on a eusuite

1 T { x
5 tg 5 = coty El cotg o,
l r 1 L | x
FEFTE O T ey
VR SR 4 1w
gn—t t8 gn-t - gt cotg -t - 9n—? coty on-?

et en ajoutant, mewmbre & membre, il vient

S — 2 colg 2u.

ll

———— oLy

211—1 c)""‘

Cette solution et la précédente sont tirces de la 7rigonoini-
iriede M. Todlhunter.
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86. Questions dont la solution dépend de 1a som-
mation de séries trigonométriques.

ExeMpLE I. — Un polygone régulier de n cotés étant in-
scrit dans un cercle, on tire des cordes d’un point quelconque
M de ce cercle @ tous les sommets du polygone, on demande de
trouver les sommes des carrés et des quatriemes puissances des
cordes.

1° On veut trouver la somme des carrés des cordes.

Sion désigne par r le rayon du cercle et par « l'arc com-
pris sur le cercle entre le point M et le sommet le plus
voisin A, on voit facilement que les cordes MA, MB, MC ont,

. . . /4 a K3
respectivement, pour expression 2r sin 5 2 sm( 2 —+ ~——).
: n

) .
! 2 ™ A oo
2 sin ' R ~)——). .. et I'on est ramené 4 sommer
Y ,
124 % ™ [/ ™
S=4r?{ sin* — +sin?{— -} —) oesin¥l— 4 (n—1) —).
7t ?-Pn_—i- 5 T )5

En procédant comnme dans l’exemple (1), on a

~

;r* _("_(90”"“005( 24— \—I— .. cos (r/-l—(n_..1) __))

mais on voit par l'application de la formule (2) (76) que la
somme des cosinus entre parenthéses est nulle, on a donc
finalement

S = 2nr.

2 On demande la somme des quatriémes puis-
sances des cordes.

La question revient & trouver.

. « ks
(1) S=16rfsint -|-s1n‘( + - ... sind{ = (n—1) =\|.
n 2 n
Si l'on ne veut pas appliquer immédiatement les formules
géneérales du ne 80, on part de I'égalite
2sin? ¢ = 1 — cos 2a,
el eu élevant an carré les deux membres. on aura

4 sinta =1 4 cos? 2a¢ — 2 ¢os 2a.
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Mais, d’autre part,
2 cos? 20 = | + cos 4a,
done
(2) 8 sin® @ = cos 4a — 4 cos 20 - 3.

En remplacant maintenant dans le second membre de I'é-
quation (1). chaque terme entre parentheéses par le développ.-
ment que donne la formule (2), on a

Q

‘T;,TZ 3n— 4( €08 2=-c0s (a-{— ??—;) —+...cos (a + (n—1) 'f—lr))

—I—(cos 2u -+ cos (Q'x -~ %)—l— COS(?z+(7L—1) % )

Mais les sommes des cosinus entre parentheses étant nulles,
comme on le voit par l'application de la formule (2) (76), ou
ohtient la formule définitive

S = 6nrt.

ExeMPLE VI. — On propose de démontrer le théoreme sui-
vant :

THEOREME. — Si l'on projette les cotés d’un polygone régu-
lier sur une droite quelconque silude dans son plan, la sommne
des puissances impaires des projections est toujours nulle,
lorsque la puissance donnée est inférieure au nombre drs cotés
du polygone.

Soient 7 I'exposant de la puissance donnée, p le nombre des
¢Otés du polygone, @ l'angle que l'un des cotés fait avec la
droite donnée. Les angles des différents cotés avec cette droite

o 4 2r .
seront @, a -+ R o+— ... a +(p— 1)_73_’ et silon
p
prend pour unité le ¢dté du polygone, et qu’on désigne par S la
somme cherchée, on aura

A o, - 2
)-[—-...cos (a—l—([ 1)77)

2

(1) S =cos" @+ cos" (a -+

™
P

Or si 'on multiplie les deux membres de I'équation préce-
dente par 2" et qu'on remplace chaque terme par le dévelop-
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pewment que donne la formule (1) (80), on sera ramené & som-
mer des suites qui se déduisent de la suivante

(2) cos ta—l—cost(a+ )+cost(a+ )—1— co<t(a-|—(p-—1) )

en donnant & ¢ toutes les valeurs impaires n, n —2, n—4...1,
depuis 7 jusqu'a 1. Quand les valeurs de toutes les sommes
seront obtenues on les multipliera, respectivement, par
1. n. n_(n::Q_

I.n
aura la valeur de S.

Mais je dis que, lorsque p est plus petit que n, toutes les
suites ont pour valeur zéro et que, par conséquent, la somme S
elle-méme est nulle. En effet, d’aprésla formule (?) (76), la
suite (2) a pour valeur

cos (ta +____(p—'l) tW)

o3 sin ¢,
l ] -
sin ¢
P

. . . R
el conune sin ¢x est nul, quel que soit ¢, tandis que sin ;— ne

etc., et en ajoutant les produits obtenus, on

lest pas quand n est plus petit que p, on voit bien que toutes
les suiles ont pour valeur zéro.

REMARQUE. — L’expression (3), se présenterait sous la
. o ., . . .
forme - 0 1 était un multiple de p, et on ne pourrait plus

dire que les sommes partielles et la somme S elle-méme sont
nulles; et, en effet, si on calcule alors directement la valeur de
la suite (2), on trouve que, chaque terme se réduisant a cos ta,
cette valeur est p cos ta, quantité qui ne peut étre nulle que
pour certaines valeurs particulieres de a.

On conclut immeédiatement de la remarque précédente que
le théoreme n’est plus vrai, quand 7 est égal & p ou quand, p
elant impair, n est plus grand que p. En effet, quand n est
égal & p, pour la valeur p donnée a ¢, la suite (2) prend la
valeur p cos pa ; et, dans l'autre cas, l'une des valeurs de ¢
inférieure 4 n, c'est-a-dire, l'un des nombres impairs
n—2 n—4...1estégal & p etla conclusion reste la méme.

Mais le théoréme reste encore vrai.lorsque p est pair et
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que n lui est supérieur, car le nombre impair ¢ ne peut étpe
divisible par le nombre pair p.

ExeMpLE VII. — On propose de démontrer le théoreme sui-
vant :

Si lon projette un polygone régulier sur une droite située
dans son plan, la somme des mémes puissances paires des
projections des cdtés, lorsque Uexposant de la puissance est in-
férieur au nombre des cotés du polygone, est donnée par la
formule
1.3.5...n—1
(1) 8= : pc"

2 6...1n

A

dans laquelle ¢ est le coté du polygone, p le nombre de ses
cOtés, n l'exposant de la puissance et S la somme demandée.
En effet, dans ce cas, il faut appliquer la formule (2) (76):
oun voit alors, comme dans le théoréme précédent, que les
sommes des cosinus qui correspondent a tous les termes de
cette formule, excepté au dernier, sont encore nulles. Mais le
dernier terme de la formule se trouve répété p fois,
etlon a

n(n—1){n—=2) ... (—;- —]—l)

n

1.2.3.. .=

2

Multiplions les deux termes de la fraction qui figure dans
le second membre de I'équation précédente par le produit

2n-l q .

Q=

% ¢,

1.2.3...—, puis divisons les deux membres de cette
2 b

équation par 2", il vieut

! 1.2.3...n
S = . pc”,

= SRS
(1.9.3...--;’—) =< 2"

ou encore en introduisant 2" dans la parenthése

~1.2.37...’7'& 'iGn
@.4.6...ap "

3

et en supprimant les facteurs pairs 2, 4, 6. . . n communs au
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pumeérateur et au dénominateur. on trouve bien la formule
demandée.

ReEMARQUE. — Une discussion, toute semblable acelle qui
¢té faite & la suite de I'exemple précédent, prouve que la for-
mule (1) n'est plus applicable, en géncral, lorsque n est égal
ou supérieur & p, mais qu’elle est encore vraie lorsque p est
impair et que n est compris entre p et 2p.

Les deux théoremes précédents sont énoncés dans les Now -
velles-Annales, mais sans les restrictions nécessaires.

EXERCICES SUR LE CHAPITRE I,

NoTA. — Dans les exercices qui suivent les numéros qui sont placés
i la fin d’'un énoncé indiquent Pexercice dn chapitre (I) dont il faut se
Servir.

Trouver les sommes des suites

1. sin @ sin 22 4 sin 2a sin 3u 4 . . . 4 sin na sin (n 4 1ja

2. sin @ sin b +-sin (@ 4 h) (b 4 h) 4.
-sin (a4 (n—1)h sin (b4 (n — 1) h).
. 1 ‘ |
3. T - R
€0s a cos 2a cos 21 cos Ja 20
1 Y
cosna cos (n1)a
(3 cotg a cosée a 4 2 cotg 2a cosée 2a + . .. (18)
-+ 2" cotg 2"a cosée 2a.
. a a
2. th ste a + tg —; R R —27 sée oy (1Y,

6. are cotg [ = + a) -+ are (utw( + Sa) +.

+ are wtu(;+ n n+| )

7. Une circonférence étant divisée en 2 partics égales, & tous les
points de division on mene des tangentes, et d’'un quelconque de ces
points on abaisse des purpcndiculairw sur chacune d’clles; on demande
de prouver que la somme des carrés des perpendiculaires est égale i
3n fois le carré du rayon.

(49;

~

8. Etant donnés un polygone régulier ¢t une circonférence concen-
triques, d’un point queleongue de Ja circonférence on abaisse des per-
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pendiculaires sur tous les cdtés du polygone et 'on demande de prouver
que la somme des carrés des perpendiculaires reste la méme quand le
point se déplace sur la circonférence. — En est-il encore de méme
quand les perpendiculaires sont élevées & une méme puissance quel-
conque ?

9. 8i, en tournant dans un sens déterminé, on joint par une droite
chaque sommet d’un polygone régulier & celui qui lesuit de deux rangs,
les diagonales ainsi obtenues déterminent par leur intersection un pe-
lygone semblatle au premier; de ce second polygone, on déduit un
troisieme polygone par une construction semblable a la premicre, et
ainsi de suite : on demande de trouver la somme des surfaces des n
premiers polygones quand on connait la surface et 'angle du premier.

10. — On projette un triangle équilatéral sur une droite quelconque
de son plan, et I'on demande quel angle cette droite doit faire avee I'un
des cotés du triangle pour que la somme des cubes des projections de
ces cOtés soit égale a zéro.

11. Etant donnés deux triangles équilatéraux dans un méme plan,
on demande de déterminer sur ce plan la direction d'uge droite, telle,
que si I'on projette les cotés des deux triangles sur cette droite et qu'on
fasse la somme des cubes des projections, pour I'un des triangles, et la
somme des quatriemes puissances des projections, pour Pautre, la se-
conde somme soit ¢gale & la premiére multipliée par une longueur
donnée.

1?. Ktant donn¢ un polygone régulier de n cOtés inscrit dans un
cercle, ct p étant un nombre impair plus petit que n, démontrer que
la somme des p™ puissances des perpendiculaires abaissées des
sommets du polygone sur un diamétre quelconque du cercle est tou-
jours nulle.

13. Trouver la somme des carrés des distances d’un point du plan
d’un cercle & tous les sommets d’un polygone régulier ; en déduive -
cas particulier de I'exemple (1) 86.
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CHAPITRE 1V.

FORMULES QUL PEUVENT ETRE UTILES DANS LA RESOLUTION
DES TRIANGLES.

87. Dans toute la partie de la Trigonomeéltrie qui va suivre
nous adopterons les notations uniformes suivantes : (*)

Les trois sommets d'un triangle seront toujours désignés par
A\, B, G, les angles eux-mémes par les mémes lettres, les cotés
npposés & ces angles par a, b, ¢, les centres des cercles circou-
scrit et inscrit par O et I, et les centres des cercles ex-inserits.
qui sont tangents, respectivement, a4 a, b et ¢, par les lettres
v, 'I/I’ .

Nous emploierons encore quelques autres notations : 5, 2p el
S ou m? représenteront, respectivement, la différence des an-
gles B et G, le périmetre et la surface d'un triangle ; R, 7 les
ayons des cercles circonscrit et inscrit; 7/, ¢/, 7' les rayons
des cercles ex-inscrits dont les centres respectifs sont 17,17, I'”:
h, I, 1, les hauteurs qui correspoudent aux cdtés a, b et ¢:
et m seront aussi toujours la hissectrice et la médiane rela-
lives au sommet A, et D et M les angles aigus que ces deux
droites font avec le c6té a ; le milieu du c6té a, les pieds de la
hauteur et de la bissectrice correspondantes seront aussi dési-
gués, respectivement, par M, H et D.

88. Pour qu'on puisse embrasser d'un seul coup d’eeil les
formuies utiles, je vais les écrire immédiatement les unes & la
suite des autres ; les démonstrations de celles qui ne sont pas
fucore connues viendront ensuite.

(") Le lecteur est prié de retenir les notations du n® 87 auxquelles il sera
tris-souvent renvoyé par lu suite,
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Al

N B C oA G Ay
Dp—a=pls g5, p—h=plg5 tgo . p—c=plg i 5
. A . B Y
psin - P sin - 9 p sin—-
() 1= | b= o= e
cos —li coS G os cos c - cos A (‘Os‘ﬁ
b} 2 2 [Me}] 2 2 2 L ?
5 h— a sin B sin C P b sin A sin C __. ¢csin A sin I{
(3 h= sin A = sin B T sin C
) A . C A
2p sin —‘B- sin L 2 sin A sin L i sin 2 sin !
2 2 2 2 2 )
(4) h= , b= , 1= -
“ . B . C
cos ~—? cos .T COR 2
(b R= d = b = ¢ = p
’ 2sinA  2sinB 2sinC A B G
4 C0S — ¢0S— COS ——
2 2 J
abe
(6 —_ .
"’ R=-35
A B y
(7 r={p—alg5=p—big5 =(p— tg;
@ $in — sin : b sin A sin ) » sin A sin I
" o L R T A
" B cosﬁ B :08 - 05O ‘
2 R 08y
A C B
(4 r’=ptg—2—=(p—b)(otg—g—z(,;-—c)cotg 3
B C L G
@ 0S8 — COS — b sin — ¢os — - ¢sin €08 =5
(1o r= 2 _ 2 _ 2 -
/ cos —é— sin — sin c
79 ) 2
(1, S=pr=(p—a)r=(p—0)r"=(p—c) .
. A B G
(12, k=p’tg—?—tg—?- thz-
13) S = i-mi ~0L'—B— -oto-g
ito) D = 7* COolg B) coLg B COLg B
A B C
(14 S=1" cotg-? tg 3 tg 5
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‘3 S =2R?sin A sin Bsin C.
» a sin B sin G
(16} =

. g
sin A cos 5

~

p(sin D—z«sin i;-)

17) d — —
cos —sinD
2 .
tg — Oty B
18; uoth:cOgCQ o B
) cos (M + 5, = — cos A cos M.
90y sin (2M 4 5) _ a2
o sin 4 o
bam sin M
1 o damsinM_
. B A= 4m? — o2
“ 5= ot (M + ~) cotg -
2 \ 2 2

Les formules (1), (5), (6), (7), (9), (11) et (12) out déja éte
dounées ou sont connues en Géométrie ; je vais démontrer les
autres.

Démonstration des formules (2). — On part de la pro-
portion entre les cotés et les sinus des angles opposés, e, par la
combinaison ordinaire, on a

a 2p . P
sin AT si inC 3
sin A + sin B -+ sin G 2 cos ;A* E 08 _(:_
2 2
A A
Mais si Uon remplace sin A par 2 sin 5 00s 5=, on 4 la

bremiére des formules (2), et les deux autres s’obtiennent de
la méme maniére.

Démonstration des formules (3). — Ayant projeté [»
sommet A en H sur le coté opposé a, on obtient deux triangles
rectaugles AHB, AHC qui donnent

BH =/ cotg B. CH =1 cotg C,

*) Nous supposerons toujours desormais que Uangle B est plus grand
I“« lanOIe C.
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d’ont
hr sin
a =1 (cotg B -+ cotg C) = ?1}33—113—(—]’ ,
et. par suite,
a sin BsinG .
= sin A

On pouvait encore obtenir la formule précédente en égalant
entre elles les deux expressions de la surface d'un triangle
ah a?* sin B sin G
7 ° 2 sin A
de méme.

. Les deux autres formules s’ obtienneunl

DHémonstration des formules (4). — En évaluant le
¢Oté @ comme dans la démonstration précédente, et exprimant
les ¢Otés b et ¢ en fonction de la hauteur % et des angles dans
les triangles rectangles AHI, AHC, ona

h

h- , .
4 ] (coty cotg C) = 2p.
P TIN -+l (cotg B - cotg C) =2p

sin G

d'oit Von déduit facilement la premiére des formules (4). l.es
autres s’obtiennent ensuite facilement

Démonstration des formules (&), — On part des deux
formules

p—0b =1 colg

B 1 G
5 p—c=7cotg—2—,

en les ajoutant, membre &4 membre, on a
B G
o= (cotg 9 —+ cotg ~2—),

el pour obtenir la premiére des formules demandées, il ne
reste plus qu'a remplacer les cotangentes par les rapports des

G A ,
:l)_ » Par €os —-. On a ensuite
les deux autres de la méme maniére.

Les formules (10) se démontrent d'une maniére toute sem-

blable.

cosinus aux sinus, et sin

Démonstration des formules (13), (14) et (135). —
Ces formules se déduisent de la formule (12), eny rempla-
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. A
rant p, successivement par les valeurs i i coth el

AHE i *—13-00‘9- 1 donnent les premieres des for-
413 cos 5 oS - €08 3 , que donnen s premieres des for

mules (11) et (9) et la derniere des formules (5).
On peut encore obtenir la formule (15) en multipliant,
membre 4 membre, les trois équations

25 = ab sin G, 28 = ac sin B, 2S = be sin A,

et remplacant abe par la valeur 4RS que donne la formule (6).

Démonstration de 1a formule (16). — Considérons le
triangle rectangle ADH obtenu en menant la bissectrice et la
hauteur issues du sommet A. TI’angle DAH étant égal

B—C

# ——5——, ona

et, en remplacant A par la valeur que donne la premiere des
formules (3) et B— C par %, on obtient la relation demandée.

Démonstration de la formule (17%). — La premiére
des formules (4) donne, d’abord, en remplagant un double
produit de sinus par une ditférence de cosinus

( B—C . A)
p | cos — — sin -

2 pd
h = -
0s A
COS —
2
et si on remplace /1 par « cos ) et €0 ——-—— par

sin D, on arrive facilement au résultat demandé,

Démonstration des formules (18) et (19). — Oun a
évidemment
2MH = HC — HB,

et en remplacant MH, HC et HB par les trois quantités pro-
portionnelles cotg M, cotg G et cotg B, on arrive a la rela-
tion (18). Il est facile de voir que. si le point H tombait &
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198 QUESTIONS DE TRIGONOMETRIE.
l'extérieur du triangle, la démonstration s’appliquerait encore,
On déduit maintenant la formule (19) de la formule (18), cu
y remplacant les cotangentes par les rapports des cosinus aux
aux sinus, cos (B4-C) par — cos A et la quantité 2 sin B sin C
par cos (B — C) 4 cos A.
f3émonstration de la formule (20).—Les trianglesAMB
el AMC donnent (B étant comme toujours le plus grand des
angles B et )

¢ _sin(M+B) sin(M—C)

2l T simB —  sinG
de 1 on déduit
a* __ sin* (M + B) — sin® (M — C)

427 sin? B — sin? G
Mais d’apréq I'identité (1) {(Exemple (3) (81), la difference des
carres de deux sinus peut étre remplacée par un produit de
sinus, et I'on a
at  sin(@M 4+ B —C) sin (B 4-C)
e sin (B — C) sin (B 4 C)
¢t en supprimant le facteur commun sin (B 4 C), on obtient
la formule (20).
Démonstrations de la formule (1),
PrEMITRE DEMONSTRATION. — En égalant deux expressious
de la surface du triangle on a
) be sin A = ah
on a aussi, d’apres une relation connue,
20bc cos A = b2 4 ¢ = a?

. . ; , at e
mais en remplacant b* - ¢* par 2m? 4 5 dans 1’égalité pré-
cédente, elle devient
dm? — a?

2) be cos A = ——F7——
.‘
et en divisant, membre A membre, les équations (1) et (2),
on a
(3) g A = o
’ STt —a?
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Pour avoir la formule demandée il ne reste plus qu'a rem-
placer dans l'égalité précédente /i par m sin M.

DEUXIEME DEMONSTRATION. — Abaissous du sommet B la
hauteur BK, le triangle rectangle ABK donne

b A — BK  BK><AC
§A = XK = AK=<AC

Mais le produit BK ><AC qui représente le double de la sur-
face du triangle peut étre remplacé par ah, et, sil’on observe
que la circonférence, décrite sur BG comme diametre, passe par -
le point K, on voit que le produit AK><AC représente la puis-
sance du point A par rapport au cercle qui a BC pour diametre,

B3

st, pac suite, peul élre remplacé par w2 — - a dong
et, par suite, p placé p ] 5~ » on adong,
comune tout & l'heure,

¢ hah

O =

° 4m? — a2
Nous avons supposé tacitement que le point K tombait dans
I'intérieur du triangle, mais on voit facilement que la formule
reste la méme quand ce point est & 'extérieur.

Démonsteation de la formule (). — Ou ¢crit la for-
mule (19) sous la forme
cos (M+5  —cos A
cosM 1

el Uon fait la combinaison ordinaire.

EXERCICES DU CHAPITRE IV.

Les notations, employcées iei, sont celles qui sont indiquéos au ne 87.
Onacde plus adopté deux notations nouvelles @ 1 est le point d'intersec-
tion des hauteurs du triangle, et § Vangle que la droite PO fait avee a,
dit méme edté et dans le meéme sens que le plus petit des deax angles
Bet .

On propose de démontrer les velations suivantes :

. A B .G
hsin 2= ksin - L sin -
2 92 9
- == P L AT N S W D
2 COS -~ - 08 - - P08 — COS - 2 cos -
COS 9 COs Y ~ CO 5 COs 2 [ HIN ~) Cos 2

9
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h sin »A- k sin -13— {sin _t_
- 2 7 2
. B c - A ¢ A
2 sin — sin 2eos . ocos - 2 €08 . cog —
7 Mg 2 g 7 ‘%3
: 4R r = "
> - sin A sin B sin c - sin A sin B sin €
e 2 2 2 9 9
A :
4. r' = r cotg 5 cotg & , Tr”=rcotg _ cotg L ,
2 2 2 2
, A B
" =r cothz cotg 5
r'—r , B r — ., G " __
5. sin2A = sin? o = " , sin? ——= ! T

4R 2 4R
B P

P’ ez D <
6., cos , Cos s =TI COS2 —

2
A g
T AR

4R 4R
B C h—2r h
. tg — 10— — =
’ ] ® 2 h 2 4 h
o Al b= k
2 T Ty »
A B l—2r l
tg — _—— == .
© 2 '8 2 { ' |
8. S = pr! cotg% — iyttt tg i: \/"f""/,,.//, IZ28
1 1 1 - ! —p
9. T—_ﬁ+77+77/7’ R = % .
. B b 3
P sin — sin o 24 sin B sin =
10 Al — 2 2 2 2
. N {08 — C0S B €08 C sin A
COS 2 e ,2 2
et les deux formules analogues qui donnent BI ¢t CI.
P p . p
e [ . M— /e
11. Al = " 7 BU= - T Cl" = T
(08 —— 0SS — # —_—
5 3 008
u y_P—¢€ p—c p-0
&)- ;A = ! = T ‘. ’ -
1 l sin A " sin B . in L
$ o) E 7 sin 7
15, Aam=2LT g =L=% PO
sin sin — sin —

B} ) )
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19.

20.
21.

22.

23.

25.

26.

27.
28.

.

30.

QUESTIONS DE TRIGONOMETRIE. 131

—— ) — il N — — - -
M=P"%b, BI=P=by, G _P-C

ac.
p p P

AP = P gt =P Gt = Peb
p—a p—2b pP—c¢

At =P e, BT =P, @ = P==b b,

D - p—a p-—a

ab.

—¢ p—c p—0
18. Al XX AU == Al” X AI"" = be, et deux égalités analogues.
sin B sin — = Al sin A sin t_ Bl
MM T T MY T
sin A sin B_d
P T
AT 4+ BI' +CI = ab -+ ac + be — 12Rr,
be ac ab
—+ —t—==1
Al Bl1 Cl
Al X BI X CI = 4Rr2,
be ac ab
2 c2 = L
Al B/ cr
Al X BlI’ X CI' = 4Rr'2,
1} = aA , W= " = c
COS—?'- €os 2- COST
! = 'Y —= I = d
sin 5~ sin > sin =
I/ X 117 X I’ = |6R?r.
1" X U1 x V1" = 16Rp.
1V = 4R sin—}—\- 11" = 4R sin l?— I = 4R sin E
2 p2 2
A B )
1P = 4R cos 53 I'l" =4R Cos_f I'1” = 4R cos %
W'+ 777 = 16R?, 117 4 TT7 = 16Re,

31.

32.

3.
.

W 471 = 16R2,
OF = R*— 2Br, OF =R®-42Rr, OI" =Rt .} 2R
07" = R2 + 2R,
PA =2R cos A, PB=2Rcos B, PC=2RcosC.
1R — (PA" 4 PB +PC) R — PA X PB X PC==0.
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RN PO" = 12 (1 — 8 cos A cos B cos ().

36 R4 — PO X R — PA X PB X PC =0,

37 PA PR - PE — PO =R

38, tg ML\U:t»_“%_. (P

e ecs(B--C)—2cos A 3 —tgBtgl
i we= sin (B -- C) ) 189 ~TtgB -'-'w C

10. @ cos A4 bcos B - ¢ cos C = 4R sin A sin Bsin C.
. a cotg A + b cotg B - ¢ cotg C = 2R + ).
12. {a* — b?) cotg C 4 (b2 — ¢?) cotg A 4 (c2 — a* cotg B=0.

. (@ =) cotg —g——l— (¢ --a) cotg -g——{— b—o cotg% =0.

15, Veritier les formules (38) et (39) en voyant ce qu'elles deviennent
dans le cas du triangle rectangle ou isocele.

A5. Démontrer qu'un triangle est isocele, quand Pune des égalités
snivantes est satisfaite :

. . . . . A
a==2hcos, sinA=2sinBeosC, a=2b sin 5

sl
=1 | KV .
\ C B
p — b} cotg _—_]H _:2_.

A . B . B A
sin .~ c083 — == sin — cosd

2 2 7T
16, Démontrer qu'un triangle cst rectangle quand 'une des égalités
suivantes est satisfaite :

a+o

M=20C, MAD=D — 15", cotg

B
2
S2=pp—a), V=r+r"4r’" b=

r X CH.

7. Démontrer qu'an teiangle est rectangle ou isoctle, quand les
carrés de denx eotés sont entr’eux comme les projections de ces edtés
sur fe froisieme.

8. Les hauteurs d'un teiangle issucs, respectivement, des sommets
L, B et G étant prolongdes jusqu'a lear rencontree en A, B ol () avec
liperele civconserit, démontrer les relations saivantes ;

cos (B —C)  cos(C—A) _ cos(A B 28
AV - B - (e T abe
a b c p
e e = — =9 x (tg’ A+ (g’ I3 -{— [Fis G

A~ h B kT Ty — 1
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4. Démontrer gue, si le point d’intersection des hauteurs durn
triangle et le centre du cerele eivconserit se coufondent, le triangle est
équilatéral,

50. Démontrer que, sila distance entre le centre du cercle cireon-
serit & un triangle et le point d’intersection des hauteurs est égale a la
moiti¢ d'un des cdtés du triangle, le triangle n’est pas nécessairement
rectangle. —- Faire voir, par exemple, que, si I'angle au sommet d'nn

. 4 e .
triangle isocéle a pour cosinus le nombre -, la propriété énoneée
aura lieu.

51. Si dans un triangle un des angles est égal & 600, la droite qui
joint le centre du cercle circonscrit au point d’intersection des hau-
tears forme toujours un triangle équilatéral avee les deux eotds de
Pangle égal & 60~

52. Faire voir que ce¢ n'est pas sculement dans le cas du triangle
rectangle que la droite PO fait avee @ un angle double d’un des angles
adjacents a ce coté.

53. Démontrer la formule suivante :

2 A Al
PL -9 (‘3![1" —{-sm‘ - sin* (‘)—}— 891n2—- sin? - B— si|12~;-
4R

A B G
4 1 — 1 — i —
-+ 4 sin g~ sing sin 1.

54 Trouver les formules analogues qui donnent PV, P17 et P77,

5. Un cerele étant inserit dans un angle, si Pon déerit deus
cereles tangents au cercle donné et aux deux ‘cotés de langle, le
rayon du premier cerele sera moven proportionnel entre les denx
antres,

96. On déerit dans Pintéricur d’un triangle trois cercles tangents &
deux edtés de eo triangle et au cerele inserit ; il faut démontrer que si
Pon désigne par rq, 76, 7. les rayons des trois cercles inserits, respecti-
vement, dans les angles A, B, (0 on a les formules suivantes :

) r— A =B ) LA M
()  re=rte: /‘ ry = rig2 - 1 re==rig- -,
(;)) Faly }‘ \/ TaTe + \/ T =71,

57. On déerit trois cereles tangents au cercle ex-inserit 1 et aux
cotés du triangle prolongés, il est nécessaire 5 il faut démontrer que
i les trois cercles sont ceux dont les eentres sont les plus voising des
sommets des angles dans lesquels ils sont inserits, on a, en désignant

par iy, 7y, v/ des rayons des trois cereles, les relations suivantes
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58. Calculer les rayons des autres cercles qui touchent les cotés des
iriangles ou leurs prolongements, et qui sont tangents en méme temps
au cercle inscrit ou & l'un des cereles ex-inscrits. —(On se servira du
théoréme de I'exercice (55).

59. Si par lessommets A et B d’un triangle ABC on méne des droites
AE ¢t BE, respectivement, perpendiculaires aux cotés AC et BC, et
qu'on inscrive un cercle dans le triangle ABE, le rayon z de ce cercle
sera donné par I'une ou autre des formules

. m—2A . =—2B
a sin ————— sin T .
T= : C ,  — =séca+tga-séch-tab.
. w -
s T

60. Si l'on décrit un cerele qui touche extérieurement le cercle cir-
conscrit & un triangle, et qui soit tangent aux cdtés b et ¢ prolonges,
son rayon x est donné par la formule

A A B A
2 c08® — = 4R sin = €0s — €08 — -
pA 2 2 2
61. Sil'on désigne par y, z les rayons des deux cercles analogues an
cercle de rayon x dans 1'énoncé précédent, on a
32R® -~ 2R (xy + x5 + y5) — xyzs =0.
Vérilier que dans lc cas du triangle équilatéral les rayons des trois cer-
cles sont égaux a 2R.
62. Trouver les relations analogues a celles des exercices 60 ct 61
lorsque les trois cercles dont il cst question sont tangents intéricure-
ment au cercle circonscrit.
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CHAPITRE V.

RESOLUTION ET DISCUSSION COMPLETE DES TRIANGLES
DANS DES CAS AUTRES QUE LES CAS ELEMENTAIRES DEJA
TRAITES,

PROBLEME .

89. lésoudre un triangle rectangle, connaissant le péri-
metre 2p et la perpendiculaire h abaissée du sommet A sur
Phypoténuse.

{ METHODE. — En commencanl par le calcul des angles, ou a

h h h

T sinBsinC

9

sin < T~ sinB
et comme la somme a -+ b 4 ¢ est égale & 2p, on obtient
1+4sin B-4sin C 2
sin BsinG &
mais 1 étant égal & sin A, on peut remplacer dans éguation
précédente

t 4 sin B+ sin C par 4 cos% €os g cos -
et lon a
4 cos A cos B cos;
1y 2 2

sin B sin G )
c0s —é- . i)
¢

Dty 2y
TSl 3 S )

~ N
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, .. B . G B—C A
Remplacant alors 2 sin —- sin 5 ar cos——— —sin— ¢
. A A . : /

observant que sm7 et cos —- sont égaux a cos 45°, on anra.
n résol Cp > B—GC

en résolvant par rapport a cos —3

B—C h
(1) cos B=C PP s e,
2 P

S . . B—C
Si maintenant I'on désigne par o l'angle ———Q—de la table,

déterminé a 'aide de la formule précédente, on aura la solu-
tion complete du probleme par les formules suivantes :

@) e h-}f;p cos 45°.
(3) B=145"4+ 2 C=45°—a.
h h h
W oe=—pac "TTmc ‘T wB

L’équation (2) donnera un angle aigu «, les égalités (3)
feront connaitre les angles B et C, et on aura enfin a, b, ¢ par
les formules (4).

DiscussioN. — 1l faut d’abord que la valeur de cos « ne soit
pas plus grande que 1 : en exprimant cette condition et rem-

.,

. 2
plagant cos 45° par 5 on trouve

) —
=>4V

Je dis qu'il n’y a pas d’autres conditions. En effet, la somme
des deux angles B et C est égale & 90°, 'angle B est évidem-
ment positif, et il en est de méme de l'angle C, puisque 1'éga-
lité (2) montre que I'angle « est plus petit que 45¢. Or ces con-
ditions suffisent, comme on sait, pour que le triangle puisse
étre construit.

9¢ MgTHODE. — OUn commence maintenant par le calenl des
cotés,

UPHIC - Cote 80 DES 72



RESOLUTION KT DISCUSSION DES TRIANGLES. 137

Eu égalant entr’elles trois expressions de la surface du trian-
gle, on a
ah =2p(p—a)="bc
d’ott I'on tire

2p? bo — 2p%h
(1) Y= rh Tk
on a ensuite
on o 2p(p+ 1)
b+c=2P—a= 2 Fh

b et ¢ sont donc les racines d'une équation du second degré

Rop+1)a*—2p(p-+h) x4 2Ph=0
et si l'on pose, suivant la méthode générale,

. h+p
(2 Cos y = PG
il vient
(3) br__P__ (p+4-+pyVe sing

¢y h+2p

tirant maintenant de 'équation (?) la valeur de p en fonction
de A et cos ¢, et la substituant dans I'équation (2), on a

b) o cos 45° (cos v == cos (90°~ ¢))
ey sin? 45° — sin? ¢ '

Puis remplacant sin* 45°— sin® ¢ par sin (45°-¢) sin (45°—y),
et la somme et la différence des deux cosinus entre paren-
théses par un double produit de cosinus ou de sinus, on obtient

h h
{ —_— S J—
o ww e Ty
par un calcul semblable on déduit des formules (1) et (2

h
T Tsin (45°F-4) sin (45 —g)

(9)

En résumé, on voit qu'aprés avoir calculé langle o par la
formule (2), les valeurs de b, ¢, @ sont donnces par les for-
mules (4) et (5) calculables par logarithmes. Mais en compa-
rant les formules (1) et (2) de la premiére et de la seconde mé-
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. . B—C
thode, on voit que l’angle » n'est autre que 'angle — 2 ¢

y

et en tenant compte de cette valeur de I'angle , on reconnait
que les formules qui donnent g, b et ¢ sont les mémes dans
les deux méthodes.

REMARQUE. — La formule (1) (1™ méthode) qui donne la va-
leur de -]—S—g—g étant trés-simple, il v a lieu de chercher &

I'obtenir par la voie la plus courte : or il suffit pour cela de
prendre le triangle rectangle qui a pour hypoténuse Al’ et pour
I'un des cités de Pangle droit la projection de AI’ sur la hau-

teur AH, car 'angle HAT’ étant égal & i}g , on tire de ce

B ;—(—; telle que la donne la for-

triangle la valeur de cos

mule (1).

ProBrLEME II.

90. Résoudre un triangle ABC, connaissant a, A et le rap-
port m de b— ¢ & h (Pascal)
On a, d’abord,

a sin B sin G a sin B—sin C

h= sin A ! b—eo= sin A

et en divisant ces équations, membre 4 membre, on trouve
facilement

coséc G — cosée B = m.

On est ainsi ramené a trouver deux angles B et C, connaissan!
leur somme et la différence de leurs cosécantes : en opérant
comme il a été¢ dit au numéro (50), on obtient I'équation

B—C A — A
1 mosin® ——= 4 2sin = sin ——— — m cost — =0.
. g HEsmgsinT 2
Cette ¢quation a évidemment deux racines réelles, I'une posi-
tive, l'autre négative ; la derniere devant étre rejetée, on aura,
d’aprés la méthode générale (41) en représentant par « I'angle
B—C

[5) s

<
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(2, gy == m cotg -l)- ,
. . A o
{3, sl & =08 - 1g -5
prenant ensuite pour « l'angle des tables dout le sinus est égal
. A ®
au nombre positif cos - - tg 5 » Onaura
. A A
K5 B=90°—-——2 + 2, C=90"———2——a,
(5 asin B a sin G
B = - — ¢ == —,
v sin A’ sin A

En faisant les calculs indiqués par les formules (2), (3), (4)
et (5) dans l'ordre méme ou ces formules sont écrites, on a lu
solution compléte du probléme.

DiscussioN. 1 METHODE. — On peut toujours déduire de la
formule (3) un angle aigu «, car les lignes trigonométriques
0053 et tg ; étant positives et plus petites que l'unité, leur
produit est lui-méme positil et plus petit que 1; d’ailleurs, on

. . . . , B—C
1e doit prendre pour « quun angle aigu puisque I'angle - - 5"

doit étre plus petit que 90°.
Les formules (4) et (5) donnent ensuite pour B et G des va-
leurs positives : cela est évident pour l'angle B, et quauta

5

l'angle C, il est aussi positif, puisque Lg%— étant plus pelite
que 1, la formule (3). apprend que l'angle « est plus petit que
Qe — ‘:— . Mais la somme B -} C étant égale & 180° — A est

plus petite que 180°; les angles B et G ont donc toujours des
valeurs admissibles et le triangle peut ¢tre construit.

Eun résumé, on voit que le probleme de Pascal est toujours
possible et n’a qu'une solution.

2¢ METHODE. — On peut encore discuter le probleéme en
nwemployant que l'équation (1) non résolue. Ayant remarque,
d'abord, comme plus haut, que la racine négative doit étre
rejetée, on se rappelle que la racine positive, pour étre admis-
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. A . \ A .
sible, doit étre plus petite que | et méme que cos 5 puisque

.. B—GC . . . B4C
sin 5 doit étre plus petit que sm—-——g—— ou cos 5
La derniére condition entraine évidemment la premiére et on
voit qu'elle est suffisante, parce que des qu'elle est remplie on
peut toujours déterminer des valeurs admissibles des angles B
et C.

Pour exprimer que la racine positive de I'équation (1) est

" plus petite que cos % , il faut et il suffit (Questions de Géomé-

S A
trie, note V) que le résultat de la substitution de cos——a

<

Al

. -G . .. , , .
sin—-;—— s0it positif : or ce résultat étant sin A, on conclut
de ce qui vient d’étre dit (que le probleme a toujours une solu-
tion et une seule.

ProBLEME III.

91. Résoudre un triangle, connaissant un coté a, la hauteur
correspondante h, et la différence 8 des angles B et C adjacents
aw coté donné (Concours).

On part de la formule
i __Rasin BsinG

- 2sin A
dans laquelle on remplace 2 sin B sin G par cos (B—C)-} cos A
et sin A par sin (B C) : on obtient ainsi 1’équation

2hsin (B4 C) 4+ acos (B4 C)=acos s
et en posant suivant la méthode du no 42

fo v — .g/_

T2
on a

sin (B 4+ C+4¢) = cos §siny

Ausinus donné cos f sin y correspondent des arcs, en nombre
infini, déterminés par les deux formules connues ; mais comme
Pangle B+ C -+ ¢ est plus petit que 270°, on pourra supposer
que, dans ces formules, « est un angle compris entre — 900 ot

UPHIC - Cote - 80 DES 72



RESOLUTION ET DISCUSSION DES TRIANGLES. 141

4 90¢ et y faire n égal & zéro. On voit ainsi qu'en désignant
par z un angle compris entre — 90° et 4- 90°, ou aura

(1) B+C+49yv=u ou (2) B4C 4 9p=1800 —«,
at aussi
(3) sin « =¢0s 3 sin »

Mais je dis que la premiére valeur de B 4 G 4 ¢ doit éire
rejetée. En effet, quand 5 est droit ou obtus, la formule (3) qui
fait connaitre « donne pour cet angle une valeur nulle ou né-
gative, et quand l'angle 5 est aigu, on a pour « un angle aigu
plus petit que ¢, puisque d’apres la formule (3) sin « est plus
petit que sin ¢ : donc, dans les trois cas, I'angle B -}- C donne
par la formule (1) est négatif et, par suite, inadmissible.

Prenant maintenant la valeur de B 4G donnée par la for-
mule (2}, on voit que, « désignant un angle compris entre
—90° et -+ 90° le probleme est résolu par les formules sui-
vanles, ¢crites dans 'ordre méme ou les calculs doivent étre
effectuds :

. a o . .
(4) tg v = 5 {5) Sin x == ¢os B sin ¢.
; :
) i 180° — o — 3
6 A=t B = et e ol 25
180° — o — p— 3
C= 5 )
- . asin B a sin G
(1) p=LlmB o asnG
sin A sin A
DiscussioN. — On sait déjh que le probléme ne peut avoir

qu’une solution, puisqu’on ne peut prendre pour « quune seule
valeur : je dis maintenant que cette solution existe toujours.

D’abord, Péquation (5) détermine toujours un angle «, puis-
que le produit cos 3 sin 4 est, en valeur absolue, plus petit
que 1. Maintenant pour que le probléme soit possible, il faut et
il suifit que les angles B et G soient positifs el que leur somme
soit plus petite que 180°. En écrivant que ces conditious doi-
vent étre remplies, on trouve qu’on doit avoir

x> —y, 2 I80"—o 45 2 180" —p—p.
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D’abord, la premiére condition est toujours satisfaite. Cela est
évident quand « est nul ou positif, et, lorsque cet arc est
ndgatif, il est encore plus grand que — ¢, car I'équation (b)
montre que sa valeur absolue est plus petite que ¢. Quant aux
deux dernieres inégalités, on voit que la derniere entraine
l'antre, tout revient donc & développer la condition

(8) « < 180°— o — B.

Pour cela on considere trois cas.
lo 5 est égal @ 90°. Alors « étant égal & zéro, l'inégalite (8)
se réduit a
0<90°— ¢

et elle est évidemment satisfaite.

2° 5 est plus petit que 90°. Dans ce cas, « est un angle positif
et aigu, et 180°— ¢ — 5 est un angle positif. Sice dernier angle
est obtus, I'inégalité (8) est satisfaite d’elle-méme; si, au con-
traire, il est aigu, on peut substituer & I'inégalité (8) une iné-
galité entre les sinus, et I'on a

sin « < sin (180° — ¢ — f).

Développant et remplacant sin « par la valeur que donne
I'équation (5), on arrive & I'inégalité

0 < cos ¢ sin 8

qui est toujours satisfaite.

30 5 est plus grand que 90°. Alors « est un angle négatif dont
la valeur absolue est plus petite que 90° : si 'angle 180°—p—5
est positif, I'inégalité (8) est satisfaite d’elle-méme ; si le méme
angle est négatif, comme sa valeur absolue est plus petite que
90°, on pourra, comme dans le cas précédent, remplacer 1'iné-
walité entre les angles par I'inégalit¢ de méme sens entre les
sinus, et on aura encore

sin o« < sin (1800 — ¢ — %)
et, par suite,
0 < cos ¢ sin
inegalité évidente.

Donc, comme nous 'avions anunoncé, le probleme a loujours
une solution et une seule.
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ProeLEME V.

92. Résoudre un triangle, connaissant A ct les somanes
a-+ b et a4 c. (Concours).

Soient 2s et 2¢ les deux sommes @ -+ b et @ -+ ¢, 25 étant la
plus grande des deux.

De la proportion entre les cotés et les sinus on déduit [acile-
ment

s _ ¢ . s+t
sinA +sin B~ sin A+sinC ~ 2sin A+ sin B-sin G
s —t

sin B—sin C

Egalant entre elles les deux dernieres fractions et rempla-
cant les quantités sin A, sin B 4 sin G, sin B — sin G,

) . 9 si A A 9 A B—C
respectivement, par 2 sin 5 €08 5, 2008 5 €05 ———,
A — . Cs s .

2 sin —- sm--—?——, on arrive, tout caleul fait, & I'équation
A . B—G B—C . A
tg —c)—(s—|—t) sin -—Tz———(s——t) 008 —-— = 2 (s —t) sin 7

cest-a-dire, & une équation du premier degré par rapport au
sinus et au cosinus d’un méme arc.
Posant, suivantla méthode connue,

g o= s—t cotg A ,
AREEE 2
on a
sin (E_—C — 9) =2 sin » sin —A
2 7 7 2

Si on désigne par « un angle positif, plus petit que 90°, et donl

le sinus est égal & 2 sin ¢ sin -, il est évident qu’on ne peut

)
—

prendre pour = que I'angle « 4 5, puisque la seconde

valeur 180° — o -+ 4 doit étre rejetée comme plus grande que
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90°. 11 est facile de voir alors que tout le calcul se trouve ré-
sumé dans le tableau suivant:

m : s—1 ols A
{ Oy = Ol —-
' T st R
. A
(2) sin oo =2 sin ¢ sin - 9

A A
(3) B=90"—— +a4ty.  (4) C—-J(l"——g—-—a—ry

. . s
B) m= AR
Ccos —Q— €0S —?—
(6, a=msin A, =msin B, ¢=msinC.

Un a les formules (6) en écrivant

a b ¢ _ a4+b $
sitA~ sinB ™ sinC ~ sinA-4-sinB™ C A—B
€08 - C0S

A~

el représentant par m le dernier rapport.

Drailleurs, l'inconnue auxiliaire m qu’on a introduite, pour la
facilité des calculs, n’est autre que le diametre du cercle cir-
couscrit au triangle cherché ; on peut remarquer aussi que, si
I'on concoit un triangle dans lequel on doune 'angle A et les
cOtés 2s et 2t qui le comprennent, 'angle » est égal 4 la demi-
différence des angles adjacents au troisieme coté.

DiscussioN. — On sait déja, par ce qui précede, que le pro-
bléme ne peut avoir plus d’une solution : Cherchons mainte-
nant a quelle condition cette solution existe.

Je dis, d’abord, que le second membre de I'équation (2) est
toujours plus petit que I'unité. Eun effel, la formule (1) faisant

. , . A
voir que l'angle 4 est plus petit que 90° — -, on a

. A
sin y < cos-§~ s

el, par suite,

. A .
2 sin 5 sin Y < sin A,

Il reste a exprimer que les angles Bet G sont lous deux
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posilifs et que leur somme est plus petite que 180° ; car s'il en
est ainsi, aprés qu'on aura calculé +n par la formule (5), on
aura ¢ par la premiére des formules (6). On connaitra alors un
cOté et deux angles dont la somme sera inférieure & 180° et le
triangle pourra &étre déterminé.

La somme des deux angles B et C, étant égale & 180° — A,
est plus petite que 180°, et l'angle B étant la somme de deux
angles positifs est toujours positif lui-méme : reste donc &
exprimer qu'il en est de méme pour C. En écrivant qu'il en est
ainsi, on a

A
a<90°-—-?—-q}.

Mais Taugle 90° — %— ¢ est positif, puisque, comme on I’a

A -
déja dit, ¢ est plus petit que 90° — 5 il est, d’ailleurs, plus
petit que 90°, on peut donc écrire
. A
sin « < sin (90" -3 30)-
Remplacant maintenant, dans cette inégalité, sin = par la valeur
que donne l'équation (2), développant le second membre, et
. A
divisant par cos y cos s ona
1 A
tg ¢ < — cotg —
8¢ <3 g5
et en mettant ici pour tgy sa valeur tirée de 'équation (1),
on obtient

s— 1
e fi ¢ J
ey <2 ouenfin 25 << 4t

c'est-a dire, que pour que le probleme soit possible, il faut et il
suffit que la plus grande des deux sommes données soit plus
petite que le double de 'autre.

Cette condition était évidemment nécessaire, car on a

a<b-+te a-+b<4c<<W+2;

mais la discussion précédente prouve qu’clle est suffisante.
10
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PROBLEME V.

93. Résoudre un triangle, connaissant un anglc A, la hau-
teur h et la médiane m qui lui correspondent.

La solution du probléme est donnée par les formules sui-
vantes :

(1) sinM:—q%, (2) cosw=-—cos A cos M,

180°—A+2—M 180°—A—» M

¢ —_— 4 o
(3) B= 5 , (4) G 3 )
(5) __ hsin A_ _h o— h

o " sinBsinB’ TsinC’ 7 sinB

La formule (1) se déduit immédiatement du triangle rectangle
AHM, et la formule (2) n'est autre que la formule (19) (88)
dans laguelle on a remplacé M - 3 par z. Quant aux autres, en
tenant compte de ce que «— M est égala 3, elles sont évi-
dentes ou connues.

On remarque, d’abord, que les seconds membres des équations
{1) et (2) sont toujours, en valeur absolue, plus petits que |
(On admet tacitement que l'on donne % plus petit que m) :
nous allons maintenant distinguer trois cas.

1° A est égal a 90°. Alors I'équation (2) donne pour « la va-
leur 90¢, et les formules (3) et (4) déterminent pour B et C les
valeurs —“EQ-.—Q:—L—I— et 5 qui sont toutes deux positives et
plus petites que 90°. La premiére des formules (5) donne en-
suite une valeur de a; le probleme est donc toujours possible
et n'a qu’une solution.

2° A est plus grand que 90°. Le second membre de I'équa-
tion (2) est, dans ce cas, positif, et « ne peut prendre quune
seule valeur comprise entre 0 et 90°. Alors, I'équation (2) don-
nant pour cos « une valeur plus petite que cos M, on en con-
clut que langle « est plus grand que M : la valeur de B est
douc positive. Maintenant pour que celle de G le soit aussi, on
doit avoir

(6) £ < 180° — A M.
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L’angle 180° — A -+ M est plus petit que 180°, puisque A est
un angle obtus et M un angle aigu, mais il peut étre compris
entre 90° et 180°, ou entre 0 et 900. Dans le premier cas, 'iné-
galité (6) est satisfaite, d’elle-mdme, dans le second cas, les
deux angles qui forment les deux membres de cette inégalité
étant aigus, on a

€0s o > — cos (A —M)

ou, en remplacant cos « par la valeur que donne I'équation (2)
et développant le second membre, on arrive a l'inégalité tou-
jours satisfaite

sin A sin M > 0.

Draiileurs, la somme des angles B et C est égale & 180°—A,
et la premiére des formules (5) donne toujours une valeur ad-
missible pour @ : donc le probléeme a une solution et une
seule.

30 A est plus petit que 50°. Dans ce cas, cos « est négatif, et
si l'on désigne par « un arc positif qui soit compris entre 0 et
90° et dont le cosinus soit donué par la formule

©) cos «' = ¢0s A cos M,

on ne pourra prendre pour « que l'une des valeurs {80° — +’ ou
180° 4 «/, puisque l'angle B — G 4+ M représenté par « est
nécessairement compris entre 90° et 180° 6u entre 180° et 270e.
Mais la seconde valeur de « doit étre rejetée, car, si on 'adop-
tait, on aurait pour B — G la valeur 180° 4 «' — M qui serait
supérieure & 180°, parce que «' est supérieur & M en vertu de
I'équation (7).
Remplacant maintenant « par 180° — »/ dans les formules
(3) et (4), il vient
__360°—A—o'—M

3 = =
t - , G

La valeur de B est évidemment toujours positive ; pour que
celle de C le soit aussi, on doit avoir

o > A — M.

Si Larc A — M était négalif, I'inégalité précédente serait salis-
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faite d’elle-méme ; sinon, prenantles cosinus des deux mem-
bres, on aura

cos «' < cos (A — M),
et, par le calcul ordinaire, on arrivera a I'inégalité toujours sa-
tisfaite
sin AsinM > 0.
En résumé, on voit que, dans tous les cas, dés que la condi-

tion : Ak plus petit que m, est remplie, le probléme est pos-
sible et n’a qu'une solution.

ProBLEME VI.

94. Résoudre un triangle, connaissant un coté a, la diffé-
rence 5 des angles B et C et la médiane m qui correspond aw
cOté a.,

On fera usage des formules suivantes :

2 A4
(1) sina= —;:n—z sin B. (2) tg? —1% =cotg % cotg _‘% .
(3) B:iw_‘_QA_'bﬁ_. (4) C___BE—TA:E.
_ a sin B a sin G
b—__—_"" " . [ —_— .
® sin A ©) e sin A

Les formules (1) et (2) ne sont autres que les formules (20)
et (22) (88) dans lesquelles on a remplacé M par ‘—;—‘6— ,cest-
a-dire, qu'on a appelé « 'angle 2M - 5; les numéros des équa-
tions indiquent, d’ailleurs, comme & l'ordinaire, I'ordre dans
lequel les calculs doivent étre effectués.

DiscussioN. —On voit, tout d’abord, que le probleme ne peut
jamais avoir plus de deux solutions. En effet, 'angle «, repré-
sentant 2M -+ 3, doit étre plus petit que 360, et comme son
sinus est toujours positif, d’apres I'équation (1), il sera inférieur
a 180°.

Si maintenant on désigne par »’ un angle aigu, on voit que
la formule (1) ne peut donner pour I'angle « que deux valeurs
«' et 1800 — «/ : quant aux autres formules, il est évident que
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chacune d’elles ne détermine qu'une valeur correspondante &
chacun des deux angles précédents.

D’ailleurs, pour que la formule (1) puisse servir a calculer
l'angle «, il faut que l'on ait

(6) sin g <

4m?

a2

Cette derniére condition étant remplie, je dis maintenant
gque pour qu'une valeur de «, comprise entre 0 et 180°, donne
une solution du probleme, il faut et il suffit que cette valeur
soit supérieure 4 5. D’abord la condition est nécessaire, puisque
l'angie «, représentant 2M -3, doit étre plus grand que 5: elle

est aussi suffisante. En effet, le produit cotgg- cotg g “est
: 5 o
alors plus petit que cotg? = ,et,par suite,d’apres la formule (2),

2
: B . A ,
l'angle 5 est plus petit que 90° — 5 la valeur de I'angle C
est donc positive, el comme celle de 'angle B l'est évidemment
toujours et que la somme des angles B et C est égale & 180—A,
on en conclut qu’on a une solution du probleme.
Il reste maintenant & développer la condition

o > .
On considére deux cas :

PRrEMIER cAS. — L'angle 5 est obtus ow droit. L’angle aigu
' doit élre rejeté comme inférieur a 5, et, par conséquent, il
ne peut jamais y avoir qu'une solution. Si maintenant nous
considérons la valeur 180 — «’, on devra avoir

180 —«' >3 ou sin« <sinp
et, par suite, & cause de l’équation (1), on aura la condition
a < 2m.

Cette condition est, d’ailleurs, suffisante, car, lorsqu’elle est
remplie, I'inégalité (6) est satisfaite d’elle-méme.

DeuxitME cas. — L’angle 5 est aigu. Alors, des que l'inéga-
lité (6) est satisfaite, la valeur 180 — +” étant plus grande que 5,
il y a toujours une solution. Pour que la seconde existe, on

devra avoir
sin «' > sin
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et, par suite,

) a > 2m.

Ainsi quand Pangle 5 est aigu et que les inégalités (6) et (7)
sont satisfaites, le probleme a deux solutions.

Le probleme n’aurait plus qu'une solution si, I'inégalité (6)
étant satisfaite, o était plus petit que 2m.

Cas particulier o a est égald 2m.

La formule (1) donne alors pour « les valeurs 5 et 180° — 5.
A la premiére correspond un angle M égal & zéro et, par suite,
un triangle nul dont les angles A, B, G doivent étre considé-
rées comme ayant, respectivement, pour valeurs 180°—35,
5et 0. Si on prend ensuite la valeur 180° — 5, on voit qu'en
remplacant = par cette valeur dans la formule (2), on
trouve que A est égal 4 90°; mais, en méme temps, les for-

WEs et

mules (3) et (4) donnent pour Bet C les valeurs —

90° — 5 . . - .
—2—‘ qui ne sont admissibles que si l'angle 5 est aigu.

C’est donc dans ce cas seulement qu’on a, 4 la fois, un trian-
gle rectangle et un triangle nul.

ProsLEME VII.

95. Résoudre un triangle, connaissant a, het b - ¢,
En égalant deux expressions connues de la surface du trian-
gle, on a, d’abord,

ah
g =P
puis en mettant dans I'équation pour r sa valeur (p — a) tg %,
il vient )
A ah
! tg— =
M 873 2p(p—a)

aetb -4 ¢ étant connus, p est déterminé et L'égalité precé-
dente donnera A.
On a ensuite, d’apres une formule connue,

B _C___p—a
2

tg — tg
p
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_ B G . . .
et comme la somme des angles E) et 5 est détermineée, on voit

e

que le calcul des angles B et C revient a trouver deux angles,
connaissant leur somme et le produit de leurs tangentes. En
procédant, comme il a ét¢ fait au n° 47, et posant—T— égal
4 «, on obtient
N »
p—a . A
= ——— sin -
2

(2) Cc0S «
on a ensuite

(3) BZQO()_‘%\——‘—/A, C:{)(’)O——_f:__.“’

<

, a sin B a sin C
(4) b= —r C=—
sin A sin A
Les formules (1), (2), (3) et (4) donnent la solution du probleme.
DiscussioN. — Ta formule (1) donne toujours une valeur et
une seule pour 'angle A. On obtient ensuite par la formule (2)
un angle aigu « et un seul, mais 4 la condition que I'on ait

o> (2p —a) sin—‘;--

. A
En remplacant, dans cette inégalité, la valeur de sin -, en

<

fonction des données, que l'on obtient par I'intermédiaire de la
formule (1), il vient

(5) nR<plp—a)
Maintenant la valeur de B est toujours positive et pour que
celle de C le soit aussi, on doit avoir

A
%< 90° — —j;— ou cos z > sin 5 ;

mais en remplacant cos~ par la valeur que donne la formule (2),
il vient

(6) a <b+4c.

Il n'y a pas, d’ailleurs, d’autre condition & remplir puisque
la somme des angles B et C est égalea 186° — A : les inéga-
lités (5) et (6) expriment donc les conditions nécessaires et suf-
fisantes pour que le probléme ait une solution.
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REMARQUE. — On peut déemontrer, ¢ priori, I'inégalité (5):
en effet, on a

02> a2 = (b— o) > 4lp —b) (p—0),

et aussi,
a*h* = 4p (p — a) (p — ) (p —©)-

Mais a? étant plus grand que 4 (p — b) (p — ¢), ’égalité pré-
cédente montre que, par compensation, 4? doit étre plus petit

que p(p — a).
ProBLEME VIII.

986. Résoudre un triangle, connaissant A, h et la somme s

deb et c.
Ona

b = h coséc G ¢ =h coséc B

et comme la somme de b et ¢ est égal & s, on a 'équation

. . $
cosée B + coséc G = 5

Mais la somme des angles Bet C est égale 4 l'angle connu
180°— A ; on voit donc [ue la détermination des angles B et C
revient & calculer deux angles, connaissant leur somme et la
somme de leurs cosécantes. En employant la méthode du ne 49
on arrive a l'équation

— A A
1) §cos? ————— — 2h ¢08 - €08 ——F—— — §sin? — =0
M 2 p4 2 2
Cette équation a toujours deux racines réelles, l'une positive,
lautre négative qui doit étre rejetée, et silon appelle « un
angle ai rrespondant & la valeur positive d B—G
gle aigu, correspondant & la valeur positive de cos —,—,
cet angle sera le scul qui puisse dtre admis comme valeur de
B—C
—
Cela posé, on rend la racine positive calculable par loga-
rithmes, & l'aide d’un angle auxiliaire 4, suivant la meéthode
ordinaire.On observe, d’ailleurs, que la racine positive est plus
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grande que la valeur absolue de la racine négative; alors le
probleme est résolu par les formules suivantes :

o= o A v
2 =7 85 (3) 008 & = sin —-Cotg -,
A
(4) 13290°——2-+«, C:gO"-%——a,
5 h h L sin A
O '={me “TWB ‘T bBsmC

Discussion. — On sait déja que le probléme ne peut avoir
qu'une solution. Mais pour que cette solution existe, il faut
d’abord que la valeur de cos « ne soit pas plus grande que 1 ;
on doit donc avoir

sin%—<tg—%—-

Remplacant maintenant dans cette inégalité tg ; par sa va-

leur en fonction des données, obtenue par l'intermédiaire de
I'équation (2), on a

s A
(6) h < 5= c0s -

Cette condition est d'ailleurs suffisante, car, d’apres I'équa-

. A .
tion (3), cos « est plus grand que sin 7 et, par suite, « est

A -
plus petit que langle 90° -5 et langle G est positif : le

raisonnement s’achéve comme 4 l'ordinaire.

REMARQUE. — On peut démontrer trés-simplement I'inéga-
lité (6).

Pour cela, menons la bissectrice AD de l'angle A et proje-
tons sur cette droite les points B, G, M en B’, ¢/, M’ : la droite
AM’ est évidemment plus grande que la bissectrice AD et, a
plus forte raison, plus grande que la hauteur h, et comme
clle est la demi-somme de AB’ et ACY, elle 4 évidemment pour

. $ A . B E FApoA
expression 5 cos —- 1 on arrive dong hien a l'inégalité (6).

~
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ProBLEME IX.

9%. Résoudre un triangle ABC (fig. 1), connaissant un
coté a, la différence 5 des angles adjacents d ce cilé, et sachant
que le sommet A se trouve sur une droite EG connute de posi-
tion.

Prolongeons le c¢oté BC jusqua sa rencontre en G avec la
droite EF, et abaissons des points B et C des perpendiculaires
BE, CF sur cette droile ; soit encore élevée la perpendiculaire
LI sur le milieu L de BC, et soit T son point de rencontre avec
EF : Pangle aigu BGF sera désigné par et les droites BE,
CF et EF pare, fet g.

Pour mettre le probleme en équation, on considere trois cas,
suivant que le sommet A est & gauche de I, entre I et G, ou &
droite de G.

1° Le point A est a gauche de 1. En écrivant que la droite
ET est égale a la somme ou a la difference de AT et de AE,
on trouve immeédiatement

e cotg (B+ ) + [cotg (C— ) =y.
Substituant maintenant aux cotangentes les rapports des co-
sinus aux sinus, et développant les sinus et cosinus des arcs
B 4 4, C—+, on met en ¢évidence des produits de sinus ou
des produits de sinus par des cosinus qu’on remplace par des
demi-sommes ou des demi-différences de sinus ou de cosinus :
on arrive ainsi & l'équation

() (¢ + /) sin (B + C) 4 g cos (B4 C)
= (e — ) sin (5 + 2) -+ g cos (5 + 2)
c'est-a-dire, & une équation du premier degré par rapport au

sinus et au cosinus d'un méme arc B4 C.
Si maintenant, suivant la méthode connue, on pose

e
cotg o = _+£ s
g
et que I'on remarque que l'on a
o f
I}g Vi :_"[_7

9
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il vient

@) sin (B4 Gy)=280T9 4.,
0S8 v

2° Le point A est ¢ droite de G. On voit facilement que la
nouvelle équation principale se déduit de I'équation (1), en y
changeant B et C en — Bet— C. Il suffira donc de faire le
méme changement dans 1'équation (2), ou ce qui revient au
méme, de chauger seulement ¢ en —4, pourvu cependant que
5 soit alors la différence C — B, c’est-a-dire, toujours la diffé-
rence entre le plus grand et le petit des deux angles B et C.

° Le point A est entre I et G. L’équation (1) subsiste tou-
jours, mais 5 y représente une quantité négative B — G : si
donc on veut que, dans I'équation (4), 5 représente toujours la
différence positive entre B et G, on devra y changer Sen —5.

REMARQUE. — Au lieu de changer 5 en — 5 dans la for-
mule (2) il revient au mémed'y (,hanger v en— 7. Clest ce que
nous ferons etfectivement plus tard.

En résumé, on voit que l'équation (2) s’applique & tous les
cas de figure, pourvu que, dans le premier cas, les angles 4 et
soient tous deux positifs, le premier négatif el le second posi-
tif dans le second cas, et le premier positif et le second néga-
tif dans le troisicme cas.

Cela posé, si l'on désigne par » 'un quelconque des angles
dont le sinus est le méme que celui de langle B4 C -+
donné par la formule (2), on aura la solution complete du pro-
bleme, a l'aide des formules suivantes :

B wge="t @ ==L
(5) sin o= % L + bre ——gin 4
€08
(6) A=180~n+4, B=Z ".;JW =T =5
: asin B a sin G
@ ="A 0 T sma
DiscussioN. — On remarque, d’abord, (ue la valeur absolue

du second membre de U'équation (5) est loujours plus petite
que 1, quel que soit le cas de figare,
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L’inégalité & vérifier est la suivante :

sin? ¢ cos? (v f)

cos? ¢ <t

Elle est évidente quand I'angle (y + f) est aigu. Dans le cas
contraire, on exprime sin 4, sin et cos y en fonctiondee, f, g
par lintermédiaire des équations (3) et (4), on met les valeurs
ainsi trouvées dans l'inégalité précédente, et on y remplace
aussi sin 5 et cos 8 par leurs valeurs en fonction de tg 5: on
arrive ainsi a I'inégalité

Pg 2 (e —)te s+ deftg 54 (e 412>
ou
(gtgs+ (=1 +def (1 + 1825 >0
et il est visible que le premier membre de l'inégalité est tou-
jours positif.
Nous distinguerons dans la discussion les trois mémes cas
que plus haut.

PREMIER cAS. — Le point A est ¢ gauche de I. Alors les
angles 3 et 4 sont tous deux positifs. Si nous désignons par «
la valeur de « qui est comprise entre — 90° et -+ 90°, il est
évident qu’on ne peut prendre pour B -+ C 4 ¢ que 'une des
valeurs o ou 180° — «'. Mais je dis que la premiere doit étre
rejetée.

En effet, quand «’ est négatif ou nul, il n’y a aucun doute, ct
si 'on suppose &' positif, on voit par la formule (5) que l'angle

(/+)

v -+ B étant alors aigu, le Iappmt est un nombre

positif plus petit que l'unité et, par sulte, que langle «’ ou
B 4 C 4 4 est plus pelit que ¢, ce qui est absurde.

Prenons maintenant pour B+ G 4+ la valeur 180° — «’.
Alors on calculera les trois angles du triangle par les formules

1800 — o/ —q;+3 180“——5/—59——‘6
5} .

, C= 3

(8) A=«'+y, B=
Si l'on suppose, d'abord, que angle v+ 5 est plus petit

que 90°, &’ est un angle positif, et la condition nécessaire et
suffisante pour la possibilité du probleme est

) oL AB — y — 5,

UPHIC - Cote - 80 DES 72




RESOLUTION ET DISCUSSION DES TRIANGLES. 157

car lorsque cette condition est remplie les angles B et C sont
des angles positifs dont la somme 180° — «' — ¢ est inférieure
a 180e.

Mais I'inégalité (9) est satisfaite, d’elle-méme, quand l'angle
180° — v — 8 est obtus, et, dans le cas contraire, on- doit
avoir

(10) sin &' < sin (p + B).

Or en développant le second membre de cette inégalité et rem-
placant sin «' par sa valeur déduite de I'équation (3), on arrive
4 la condition

(11) singcos(p—7v) >0

qui est toujours remplie.
Quand ; -+ 5 est égal 4 90°, «’ est égal & zéro et I'inégalité (9)
devient
B+9 < 180

mais cette condition a évidemment lieu, puisque dans le cas
actuel 5 est plus petit que 90°.

Supposons enfin que - 3 soit supérieur & 90° : I'angle o/
sera alors compris entre 0 et—90°. La premieére des formules (8)
montre, d’abord, que I'angle «' doit étre plus grand que — ¢, et
comme « et — » sont des arcs du quatrieme quadrant, on doit
avoir

sin &' > —siny
et, en mettant dans cette inégalité la valeur de sin « que
donne 'équation (5), on arrive & la condition

(12) B <180° — 24.

Maintenant pour que les valeurs de B et G soient positives,
on doit avoir

a < 1800—:1)—{5,

Cette inégalite est satisfaite d’elle-méme dans le cas o l'angle
I80° — o — 5 est positif ; dans le cas contraire, on peut rem-
placer I'inégalité entre les arcs par I'inégalité de méme sens
entre les sinus, puisque les deux arcs sont alors terminés dans
le quatritme quadrant. On arrive ainsi, comme plus haut, &
l'in¢galité évidente (11). D’ailleurs, 'angle B4-C égal a 180°—A
est plus petit que 180°, puisqu’en vertu de Iinégalité (12)
Pangle A est un angle positif.
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En résumsé, lorsque le sommet A est & gauche de I, le pro-
bleme ne peut avoir qu’uue solution, et pour que cette solution
existe, 'angle 5 doit étre plus petit que 180° — 2.

DEUXIEME cAS. — Le somanet A est ¢ droite du point G. On
conserve toujours les mémes formules, mais maintenant » a
une valeur négalive égale, en valeur absolue, & celle que donne
la formule (3). Dailleurs, I'angle « ne peut avoir, comme dans
le premier cas, que les deux valeurs «' et 180" — o/, et I'on
peut voir encore qne la valeur »' doit toujours étre exclue.

On vemarque, d’abord, que, lorsque «' est positif, y -+ 5
est nécessairement positif aussi. En effet, «/ étant positif et 4
négatif d’apres la formule (5), on a

v+5>90
et si l'on désigne par 4/ la valeur absolue de 'angle », la com-
paraison des formules (3) et (4) montre que I'on a

(14) ¥ 4 <900
des deux derniéres inégalités, on conclut

5>¢  on G4y>0.

ixprimons maintenant que l'angle C donné par l'une des
formules (6) est positif, ou que & est plus grand que 5 -4-y.

La condition est évidemment impossible, lorsque « est positif
et 54 posilif et plus grand que 90°, et lorsque o’ est négatif
et 5-F o positif ou négatif et plus grand, en valeur absolue,
que 90°. On awadonc seulement & exprimer que deux arcs
positifs du premier quadrant ou deux arcs négatifs du qua-
tricme sont inégaux. On pourra alors substituer & linégalité
entre les angles l'inégalité de mdéme sens entre les sinus et
I’on aura

(15) sin o > sin (» -+ )
ou en développant, comme dans le premier cas,
(16) sin 5 cos (— ) < 0.

Mais I'inégalité (14) prouve que cette condition est impossible.

Prenons maintenant pour valeur de « 'angle 180°— /. Alors
les formules, dont on devra se servir pour le calcul des angles
seront les formules (8) dans lesquelles on supposera que » ait la
raleur négative définie plus haut.
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On remarque, d'abord, que langle ; 4+ 5 ne peut élre ni
droit ni aigu, car s’il en était ainsi, d’apres la formule (5) ol
sin p est négatif, ' serait nul ou négatif et, par suite, 'angle
A donné par la premiere des formules (8) serait négatif.

Supposons donc que 7 5 est un angle obtus ; «’ sera alors
positif, et sil'on exprime que A est aussi positif, on sera conduit,
par un calcul tout semblable & celui qu'on a fait dans le pre-
mier cas & la condition

(17) 5> 180° — 2.

Cette condition entraine, d'ailleurs, la premiere : ;-5 plus
grand que 90°.

La condition (17) étant remplie, il ne reste plus, comme dans
le premier cas, qu'a exprimer que la valeur de C est positive :
on obtient ainsi

sin « < sin (y 4 5).
Mais c’est ce qui a toujours lieu, puisqu’il a ét¢ démontré que
Iinégalité (15) de sens contraire est absurde.

En résumant les deux cas précédents en un seul, on voit que
le probléme proposé a toujours une solution qui correspond au
sommet A placé & gauche de I ou & droite de G, suivant que
Pangle 5 est plus petit ou plus grand que 180° - 2.

TROISIEME CAS. — Le sommet A est situé entre les points 1
et G. Il faut maintenant changer - en — ¢ dans la formule (5).
= ne peut toujours prendre que les valeurs o et 180° — o dé-
finies comme précédemment, et je dis que la valeur «' doit en-
core Gtre rejetée.

Cela est évident, si la valeur de «' est négative ou nulle,
puisque la premiere des formules (6) donne alors pour A une
valear plus grande que 180°. Simaintenant «' est positif, en
écrivant que la valeur de G est positive, on est conduit & la
condition

sin «' > sin (p 4 5),

et, par suite, a I'inégalité (16) : mais on démontre, comme
dans le second cas, que cetle inégalité est impossible, la seule
ditférence c'est que l'augle ; est actuellement négatif au lieu
de 4, mais cette circonstance ne modifie en rien le raisonne-
ment.

Prenons maintenant la valeur 180° — «. On emploie alors
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les formules (8), et en raisonnant, comme dans le premier cas,
on arrive encore a l'inégalité (12). Mais, comme 7 est négatif,
cette inégalité est toujours satisfaite et on en conclut que le
probléme est toujours possible.

On peut enfin résumer le résultat de toute la discussion dans
cet énoncé : Le probléme proposé a toujours deux solutions et
n'en a que deuw.

C’est ce qu’on vérifie facilement par la Géométrie. En effet,
lorsque le point A marche de T en G la différence P —C varie de
0 a [80°, et lorsqu'il marche, de G & 'infini vers la droite de la
figure, pour revenir, de U'infini vers la gauche, au point de dé-
part I, la différence reprend les mémes valeurs en ordre in-
verse.

REMARQUE. — La solution du probleme III se déduit de
celle du probléme plus général que nous venons de traiter : il
suffit de faire y égal & zéro daus la formule (4).

ProBLEME X.

98. Résoudre un triangle ABC, connassant un céié a, la
somme s des deux cotés b et ¢, et sachant que le sommet A se
trouve sur une droite BG connue de position (fig. 11).

On fait les mémes constructions que dans le probleme pré-
cédent, et on adopte les mémes notations. Désignons, de plus,
par A et p les angles BAE et CAG que les deux cdtés du tri-
angle AB et AC font, respectivement, avec les directions GE
et EG.

On trouve pour équations générales du probleme, quelle que
soit la position du sommet A,

e

. - A
(1) ccotgdA[eolgp=yg, () sink—l_ sin?_s,

et de ces équations on déduit facilement

[sin 2

g — ¢ cotg h
ssini—e ' '

/

En multipliant les deux derniéres, membre & membre, il vient

sin p= R cobg p =

¢ sin A — ¢ cos )
oS = - .
# ssini—e

UPHIC - Cote - 80 DES 72




RESOLUTION ET DISCUSSION DES TRIANGLES. 161
et en exprimant que la somme sin?p -+ cos? p est égal 4 1.
on a
(3) (s —g* 4 e* — /%) sin ) 4 2eg cos 2 = 2s.
C’est encore une équation du pre mier degré par rapport au

cosinus d’'un méme angle inconnu .
En posant suivant la méthode en usage

2eq
tg v =
(4) ! S%_g%_l_eﬂ_/‘%
on obtient

(5) sin A 4) = % sin 4

et les deux formules (4) et (5) résolvent complétement le pro-
bléme.

En effet, quand 'angle » a été calculé par la formule (4), on
a les valeurs de % au moyen de la formule (5), et & chacune
d’elles correspond une position bien déterminée du point A,
puisque, par le point B, on ne peut mener qu’'une seule droite
faisant un angle donné avec la direction GE.

DiscussioN. — Les équations (1) et (2) ajoutées et retran-
chées, membre & membre, donnent, d’abord

X by
s+ g=ce cotg 7—|—[00tg—§- x——g:etg—;-{—ftg—;—

et la seconde équation montre (ue s est toujours plus grand
que g, et, par suite, que l'angle » calculé par la formule (4) est

toujours positif.
Si maintenant on multiplie, membre & membre, les deux

équations précédentes et qu'on désigne par n une quantité po-

u:! + 2

sitive de la forme — , on trouve
%Y
st—gr=e + [*+ nef.
Mais la quantité n étant plus grande que 2, on a
(6) > 9 4+ /)"

On peat aussi remarquer que, si l'on changeait fen — [ daus
Péquation 12). on arriverait de méme a inégalite

@) # g e—
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D’ailleurs, on voit par le raisunnement ordinaire (ue les
deux réciproques sont vraies, c¢’est-d-dire, que. suivant que
Pune on l'autre des inégalilés (6) ou (7) est satisfaite, [ sera
positif ou négatif dans l'équation (2). Cette remarque sera
utilisée plus tard.

Cela admis, écrivons que la valeur de sin (X 4 ¢) est plus
petite que l'unité : en posant s* — g2 égal & 72, on aura

(@ =-eP—=f>0 ou (r—retf))r—(—/)>0

mais « étant plus grand que e + [ en vertu de l'inégalité (7)
est & plus forte raison plus grand que e — [ et. par suite. la
dernicre incégalité est satisfaite.

Alors,l'équation (5) détermine toujours deux valeurs de 2+
dont I'une est un angle aigu et 'autre I'angle supplémentaire.
{les autres valeurs ne satisferont pas évidemment a la question):
je vais faire voir qu'a chacune d’elles correspond toujours une
solution du probleme.

On remarque, d'abord, que, s étant plus grand que g, comine
il a ét¢ prouvé plus haut, « est toujours plus grand que » en
vertu de la formule (5) et, par suite, que la valear « — » de 2
est tonjours admissible : il est, d’ailleurs. évident qu’on peut
prendre aussi pour ) la valeur 180° — 2 — ».

Cela posé, menons par le point B une droite B faisant
avec GE un angle égal & 'un des deux angles X calculé par la
formule (5); si l'on tire CA et qu'on désigne par ¢’ I'angle CAG
o aura

(8) ecotg ) 4 feotg ' =g
el pour qu’il soit démontré que le point A, obtenu comme il
élé dit, est le sommet d'un triangle satisfaisant a la question.
il faut et il suffit de prouver que les valeurs précédemment
déterminées X et p’ satisfont & I'équation (2).

Pour le faire voir, on remarque que I'équation (3} a laquelle
satisfait la valeur counue de ) était, d’abord, écrite ainsi :

(ssin ) —e)2 = (g sin ) — ecos \)2 -+ f2sint i
el si 'on y remplace g par sa valenr tirée de I'équation (8), il
vient
sin 2

g SN A — =T [—
' == sin of
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ou

e .
— = / =3
sin X 7 sin g/

mais, comme l'inégalité (6) est satisfaite, on doit, d’aprés une
remarque faite plus haut, prendre le signe - dans I'équation
précédente, et, par conséquent, il est démontré que X et p’ for-
ment un systeme de valeurs satisfaisant a l'équation (?) : or
Pon sait que c’est & établir ce dernier point que nous avions
ramené toute la difficulté de la question.

Lorsque s* est égal & g2 4 (e 4 f)2, T'inégalité (6) se trouve
remplacee par 'égalité correspondante, sin (x 4~ ») est égal & 1
et les deux valeurs de A 4 5 se réduiseat & une seule 90° : alors
le probléme n’a plus qu'une solution.

En résumé le probleme a deux solutions toutes les fois que s
est plus grand que g* 4 (e 4 [)2, une seule, lorsque ces deux
gquantités sont égales, et il est impossible lorsque s? est plus

petit que g* + (e + /).

REMARQUE. — La quantité y ¢ - (e - f)? est le minimum
de s, et il esl facile de voir que ce minimum correspond au
cas ol les angles ) et p sont ¢gaux. En effet quand ce minimum
a lieu, I'inégalité (6) se trouvant remplacée par I'égalité corres-
w4 v?

ue

pondante, la quantité n ou — est égale 4 2, et, par suite.

u est égal & v, Mais w et v ayant, respectivement, pour valeurs

A T o s

cos LS sin £ sin — €08 . leur sealité conduit & celle de
2 2 2 ?

tg 2 et tg -2 oudedetu
5 el 5 et w.

ProsLEME XI.

99. Reésoudre un triangle ABG ffig. 11), connaissant un
coté a, la différence t des cotés b et ¢, et sachant que le som-
mel A se trowve sur une droile BG connue de psition.

Adoptant les mémes notatious que dans les deux problemes
precedents, on arrive par les mémes caleuls que dans le pro-
bleme X aux équations suivantes :
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¢ /
oty ¢ — —_— i =
(1) ecotgdr - feotgp=19 2) P sin g

2eg . .
(3) tgy= g p— (4) sin (A4-9) =—g— sin 5

seulement, dans ces équations, ¢ doit étre considéré comme po-
sitif ou négatif, suivant que le sommet A estadroite ou & gauche
du point 1.

Discussion. — L’équation (2) différant de I'équation (2) du
probleme X par le changement de f en — f, on sait, d’aprés ce
qui a été démontré dans la discussion de ce probleme que l'on
doit avoir

g4 (e—fp ou t<a.

On voit aussi, comme dans le probleme X, que la valeur ab-
solue de sin (A 4 ) n’est jamais plus grande que 'unité : la
démonstration suppose, il est vrai, / plus grand que g, mais
yuand ¢ est plus petit que ¢, la proposition est évidente.

La quantité g — e* 4 f? étant plus petite que g2 + (e — )2,
on peut supposer * plus grand ou plus petit que la premiere
quantité, et, par suite, l'angle ¢ peut étre positil ou négati,
La formule (4) donnera toujours deux angles seulement, « el
180 — =, comme dans le probléeme X, mais maintenant « sera
un angle compris entre —90* et-+90. On démontre, d’ailleurs,
comme dans le probleme précédent, qu’a une valeur de ), com-
prise entre 0 et 180°, correspond toujours une solution du pro-
bleme et une seule.

Nous considérerouns deux cas principaux dans la discussion,
suivant que ¢ est positif ou négatif.

PREMIER CAS. — t est positif.

1° On donne « t* des valewrs plus petites que g* —e? {2,
Alors les valeurs de =« et ¢ sont négatives, et la solution
180° — « — 4 est évidenment & rejeter puisqu’elle donne un
angle plus grand que 180°; mais la solution « — ¢, au con-
lraire, est bonne, car I'équation (4), oit >4+ est remplacé par =,
montre que « — 4 est positif.

20 2 est compris entre g*—e?--{* et g% Lesangles « el 4 sont
maintenant tous deux positifs : alors ¢’est la valeur 180°—u—:
qu’il faut admetlre et la seconde « — ¢ q’il faut rejeter; car
cette dernitre est négative en vertu de Péquation (4).
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3012 est compris entre g2 et a2, Les angles = et ¢ sout encore
positifs, mais maintenant « est plus grand que 4 et les deux
solutions « — » et 180° -— » — 4 sont également bonnes.

DEUXIEME CAS. — t est négatif.

1o 12 est plus petit que g* — e? 4 2. Alors 4 est négatif et «
positif; la premiére valeur = — » est toujours admissible,
tandis que la seconde 180 - » —» doit étre rejetée comme plus
grande que 180°, 'angle — » — » étant plus grand que zéro en
vertu de 1'équation (4).

20 t2 est compris entre g* — e* -4 {2 et g% Maintenant 4 est
positif et » négatif : alors I'angle » — 5 est évidemment & reje-
ter. Mais l'angle 180 — x — + est plus petit que 180° et donne
une solution

3o t* est compris entre g* et a. 4 est encore positif et « né-
gatif, et la premiére valeur = — 4 est toujours & rejeter comme
dans le cas précédent ; mais ici la seconde est & rejeter aussi,
car, ¢ étant plus grand que ¢, l'angle — » — » est positif et
l'angle 180° — » — » est plus grand que 180°.

En résumeé, on arrive aux résultats suivants : dans le casot
t est positif, ¢’est-d-dire, lorsque le point A est & droite de I,
le probleme a deux solutions, si ¢ est plus grand que g et plus
petit que @, et n’en a plus qu'une, si t est plus petit que g; dans
le cas ou ¢ est négatif, c’est-a-dire, lorsque le point A esta
gauche de I, le probleme n’a jamais qu’une solution, et pour
que cette solution existe, { doit étre plus petit que g.

On vérifie facilement ces couclusions par la Géoméirie.

REMARQUE. Les problenies X et XI sont la solution trigouo-
métrique du probleme de U'intersection d’une droite avec une
ellipse ou une hyperbole, lorsque la droite laisse d'un méme
cote les deux foyers de la conique. L'autre cas de figure se ra-
mene, d’ailleurs, facilement au premier, en remplacant I'un des
foyers par le point qui lui est symétrique par rapport a la droite
donneée.

PROBLEME XII.

200. Résoudre un triangle, connaissant un caité a, langle
opposé A, el la somme s de la hauteur h et de la différence
b — ¢ des deuxr autres cotés (Fermat'.
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On a
a(sin B—sin C) a sin B sin G
sin A sin A

et, par suite.

. C . . s .
sin B — sin C + sin B sin C = —sin A.
a

Remplacant dans l'équation précédente sin B — sin C et
. . . . A . B—C
sin B sin G, respectivement. par 2 sin —- sin -5

cos ‘B—Cj 4 cos A

puis cos /B — C et cos A par

2
| —2 sin*’B—;—g— et 2 cos? f)\ — 1, il vient. toutes simpli-
fications faites.
1y asin? —— S g sin 2 gin B= ‘—f—ssinA—al cost 2> =0,
) 2 2 2 2

Cette derniere équation donue

A _
@ Sin—- +y ar —sasin A

sin =

P4 a
ef enl posant
) §ssin A
S v = ——
(1,
on a
— G A .
sin 5 = sin 3 4+ sin e
. B—C %) A ?
2) $1 ————— — 2 sin (———- 4+ ——]cos (—— x ——)
( T i) | 7 T2
L’angle———;——- doit étre positif et plus petit que 90¢; a cha-
B- C

. C . \ .
cune des deux valeurs de sin " donnée par I'équation (2}

9
ne pomra done correspondre qu’une seule solulion, et, par
suite, le probleme proposé ne pourra jamais avoir plus de deux
solutions.
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B—
Si 'on désigne par « l'une des deux valeurs de ——— . le

calcul s’achevera a 'aide des formules suivantes :

< A
(2) B =900 — _‘2\4+A (4> C=900——2' — a,

N a sin B a sin G
©) sin A ©) e=—<mx -
DiscussioN. — Le probleme étant plus difficile & discuter

que cenx qui ont été considérés jusqu’ici, nous ferons précéder
la synthése d'une courte analyse qui conduira & distinguer
plusieurs cas.

ANALYSE. — Pour qu'une racine de I'6quation (1) puisse
donner une solution du probléme, il faut d’abord qu’elle soit
positive et plus petite que 1. Mais la formule (%) montre que

.. B—-C . .
sin ———— doit &tre non-seulement plus petit que 1, mais un

2
nombre positif plus petit que €08 5 cette derniére condition
- , . . B—C
est, d’ailleurs, suffisante, car, lorsqu’elle est remplie, sin 5

est plus petit que 1, et B et G sont deux angles positifs dont la
somme est inférieure & 180°.
On trouve, d’abord, pour condition de réalité

() s < .

sin A
Quant au signe des racines, il dépend du dernier terme de

I'équation (1) s sin A — a cos? 9 et 'on est amené & consi-

dérer comme valeur particuliere de s la quantité a cos? o

~

sin A

ou & A
u 5 cotg—?~ .

s B—C
Maintenant, pour comparer les valeurs de sin — @

A . .
Cos S on substitue dans le premier membre de I'équation /1)
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A . B—GC
€08 - 4 la place de sin-—;—-. On trouve pour résultal

(s—a) sin A, et l'on est conduit & considérer @ comme l'une
des valeurs principales de s. Quand s est plus grand que a, le
résultat de la substitution est positif ; mais les deux racines

. A
seront toutes deux plus petites ou plus grandes que cosT,

. . A .
suivant que leur somme 2511‘1—2— sera plus petite ou plus

A , . . .
graude gne 2 cos 5 c'est-a-dire suivant qne l'angle A sera
aigu ou obtus.
. ‘A . a
Les deux valeurs, auxquelles on vient d’étre conduit, P

et j— cotg f; représentent, respectivement, le diametre 2R
du cercle circonscrit au triangle et la fleche f de I'arc capable
de I'angle A dans ce cercle. La fleche [ est toujours plus petite
que 2R, mais elle peut étre plus grande que a, égale & a ou
plus petite que A, suivant que l'angle A est plus petit que
53° 7/ 48", 3, égal & cet angle ou supérieur : nous désignerons
cet angle par A,, etl'on voit que, dans la discussion, on devra
subdiviser le cas ot l'angle est aigu en trois autres suivant
P'ordre relatif de grandeur de A et A, ().

La valeur de A, a été calculée en cherchant quel est I'angle
inscrit dans un arc dont la fleche est égale a la corde. On voit
facilement qu’il s’agit de trouver I'angle dont la tangente

¢ 4
est - -

SYNTHESE. — PREMIER cAS. — L'angle A est obtus ou droit.
Dans ce cas on a, d'apres ce qui a été remarqué plus haut,

[f<a<?R.

Si I'on donne d’abord & s une valeur plus petite que /[, le
dernier terme de l'équation (1) est négatif et les deux racines
sont réelles et de signe contraire. Mais la somme s étant plus
petite que @, la quantité (s — a) sin A est négative, et comme
il a été établi dans I'analyse précédente, I'une des valeurs de

*) Voir la note V des Questions de Géometrie.

UPHIC - Cote - 80 DES 72




RESOLUTION ET DISCUSSION DES TRIANGLES. 169

. A
— est alors plus petite que cos—?— et l'autre plus

sin

étant la racine

grande ; celle qui est plus petite que cos

2
négative, 1l est clair que le probléme est impossible.

Si Uoun donne maintenant & s des valeurs comprises entre [
et «, les deux racines de l'équation (1) sont positives, et I'une

‘ . A . ,
@elles est toujours plus petite que cos -, tandis que l'autre

est plus grande. Le yprobleme a donc une solution et une
seule.

Je dis maintenant qu'on ne peut donmner 4 s des valeurs su-
périeures & a. En effet, si 'angle A est droit, @ est égal & 2R,
et d’apres l'ineégalité (7) quand s est supérieur & 2R, les racines
sont imaginaires ; quand l'angle A est obtus, les deux racines
de I'équation (1) doivent étre rejetées comme toutes deux plus

A . -
grandes que cos -5 car alors (s— @) sin A est positil et la

o A A
somme des racines 2 sin 5 est plus grande que 2 cos F

DEUXIEME cAS. — Langle A est aigu.

Ce cas se subdivise en trois, suivant que A est plus petit
Jue A, supérieur ou égal a cet angle.

10 A est plus pelit que A,. On a alors

o < [<2R.

Sila somme s est plus petile que @, on voit comme dans le
cas précédent que le probléeme est impossible.

Lorsque s est compris entre @ et f, le probleme n'a qu'une
solution ; en eflet, s élant plus petit que f, les deux racines
sont de signe contraire, et s étant plus grand que a, les deux

. B—¢C .
valeurs de sin - sont toutes deux plus petites que cos »1;

—G
— est boune.

2

Doug la valeur positive de sin

Lorsque s prend une valeur comprise entre / et 2I%, les deux
. . . A
racines sont toutes deux positives et plus petites que Cos—- 3

le probleme a alors deux solutions.
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Lorsque s est égal & 2R, les deux solutions se réduisent
une solution double, et quand s surpasse 2R le probléeme est
impossible.

2° A estplus grand que A,. — Alors on a

[<a<<?R.

Une discussion toute semblable & la précédente montre que
le probleme a deux solutions, lorsque la somme sest comprise
eutre « ¢t 2R, une seule quand elle est comprise entre fet a, et
aucune lorsqu’elle est plus grande que 2R ou plus petite que f.

3 A estégal & A,. — Lafleche [ est alors égale & la corde a.
Le probleme a devx solutions, lorsque la somme s est comprise
entre @ et 2R, et aucune, en dehors de ces limites ; 'intervalle
ou le probleme avait une solution et une seule dans les cas
précédents se trouve maintenant supprimé.

En résumé, le probleme est impossible, lorsque la somme s
est plus grande que 2R ou plus petite que la plus petite des
quantités @ et f; il a toujours une solution, lorsque s est
compris entre a et f, et il en a deux, lorsque l'angle A
étant aigu, s est compris entre 2R et la plus grande des deux
qmantités a et f.

On pourrait vérifier tout ce qui précéde par une autre mé-
thode. Nous nous contenterons ici de faire voir que, lorsque s
est compris entre a et f, le probleme doit toujours avoir une
solution et une seule. Pour cela, remarquons qu’en substi-

A . B—C .
tnant 0 et €08 - & Sin——5— dans le premier membre de
I'équation (1), on trouve (s — f) sin A et (s—a) sin A. On voit
alors yue, si la somme s est comprise entre a et f, les
nombres 0 et cos % donnant des résultats de signe contraire,

il y a toujours une racine de I’équation (1) et une seule, com-

1. Q ", A M b
prise entre 0 et cos 5 et, par suite, le probleme a une solu-
tion et une seule.

Si I'on voulait faire la discussion compléte par la nouvelle
mathode, on devrait, d’abord, calculer le résultat de la substi-

. . A, B-C .
tution de sin 5 4 sin ———— dans le premier membre de

&

I'équation (1), c’est-a-dire (s —2R) sin A.
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE V.

Resolution des triangles avee les données %5 suivantes :

i, a, h, b—c. L) r, r. A,
2 h 2p A ' 30. ', 7. C.
3. Ao b b--c. T B r, 7', R.
, . b 32. S
b A re 33. S, a7 .
3. A, b, be L3 r”, 9. R.
6. h, B- 1, bze 3. ¥, h, A
. h. B--C, -i— ou be. x j? ;f ;f :
8, 2, AL S, L3S roohoo A
y. a. B - ¢, b—c. 39. AL a, A
10. a, A, d. 10. AL p,
11, W, m, d. 4l ALOAYD A
12, ¢, a- b S 2. R, op, AL
13. \, b,k ‘ 13. ik, p, Al
11, R TR TR RN e r, p. AL
5. A koL o b ryop, Al
16. roAL B - ik, 1hope AL
17, 1, AL B, G ‘ 17 . n, A
:S' “'H “'k B, C. i 8. a, A, VAD,
: v B P LY. a, A, B
20. r, A, p. P v
2. r, ’u, b+ c. i)(')' @ 3 3.
2. A, h, d. > ;’ a, A
2 b, 2p, . o b
2. h ?5, . i ):; 771"{ Ix
26. o, Al i .)o P, &,
27 |; WA © b rL Ry A
28 “’ ),’ \ ' YR Pl v, A
.1, AL

58. Résoudre un triangle, connaissant cing des segments qui sont com-
pris entre ses cotés ou ses sommets et un point pris dans son intérieur.
sur des droites passant par ce point et les trois sommets.

Voir les notations du n* 87 ¢t aussi deux notations indiquées page (129},
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59. Résoudre un triangle, connaissant les rayons des trois cercles,
intéricurs au triangle, qui touchent, chacun, le cerele inscrit an triangle
et deux des ¢otés, — méme question quand les trois cercles sont tan-
gents aux prolongements des cotés.

60. Résoudre un triangle, connaissant trois cercles qui touchent,
chacun, deux ¢ités du triangle et un méme cercle ex-inserit & ce trian-
gle. — On prendra successivement les trois cercles dont les centres
sont les plus pres de chaque sommet, puis les trois autres.

61. Résoudre un triangle, connaissant un angle et les rayons de deux
des cercles dont il est question dans les deux exercices précédents.

62. Résoudre un triangle, conneissant un angle, le rayon du cevele
circonserit, et le rayon d'un des cervcles qui lui est tangent extérieure-
ment ou intérieurement et qui touche en méme temps deux des cotés
du triangle prolongés, s'il esl nécessaire. — On pourra distinguer deux
ras.
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CHAPITRE VI

QUESTIONS QUI DEPENDENT DE LA RESOLUTION DES
TRIANGLES.

PROPRIETES DIVERSES DES TRIANGLES, DES QUADRILATERES ET DES
POLYGONES EN GENERAL. — THEOREMES SUR LE CERCLE ET LES
FIGURES QUI 8'Y BATTACHENT.

PROBLEME [.

108. Par les trois sonumets A, B, C d’'un (riangle ABC,
(tig. 12), on meéne des droilcs faisant un méme angle = avec
les trois cotes dans un méme sens de rotation ; ces trois droites
Jorment entre elles un trivngle A’B'C' : on demande de
trouver le rapport des surfaces des dew.r triangles A'B'C/ et
ABC.

Soient Aa, Bb, Ge les trois droites faisant I'angle « avec les
cotés du triangle, et A7, B/, ¢ leurs points d'inlersection : on
voit facilement que les angles A’, B’, ¢/ du triangle A/B'CY
sont, respectivement, égaux aux angles A, B, G du triangle
donné ; tout revient donc i trouver le rapport de deux cdtés
homologues a’ et @ des deux triangles.

On a, d’abord,

1) o =B = AB 4 AC/,
et si on remarque que les angles A’Ch, ABb sont, respective-
ment, égaux & A — « et 180°* — A — #, les triangles AB'C.
ARC’ douneront

bsin (N — z

A = .

sin B3 sin G

Ao sin (A + %,
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Remplacant maintenant dans ces derniéres égalités les rapporis
b c @ .

———— et ~——- par le rapport égal ——— , et substitnant

sin B sin G ! Pl 27 sin A 7

les valeurs de AR’ et AC’ dans U'équation (1), il vient

a . .
= <in A (sin (A — «) + sin (A + «)) = 2a cos ».

Le rapport demandé des surfaces est done 4 cos? ».

ProeLEME 1.

102. /nscrive dans un triangle ABGC, dont la position, la
grandeur et l'espece sont déterminées, un aulre triangle donl
les éléinents sout donnés.

Soient D. E, P’ (fig. 13) les sommets, respectivement, oppo-
sés, a A, B, G : nous supposerouns le triangle ABC détermingé
par le ¢Oté @ et les angles B et C, et pour connaitre la position
du triangle nous prendrons pour inconnus le segment BD et
l'angle BDF.

Représentons par d, e, ['les trois cOtés du triangle DEF, res-
pectivement, opposés aux sommets D. E, F, par ces derniéres
letires elles-mémes les angles du méme triangle, et par z et %
le segment BD et l'angle BDF : en calculant BD et DC dans les
denx triangles BDF, CDE et exprimant que la somme des
segmenis BD ot DC est égale & a, on obtient

e sin ()~ + B) + / sin ()‘ +_p — C/.—

sin B sin G -
et en développant les sinus des deux arcs 2 4 Bet) 4+ D —C
on est ramené & déterminer X par une équation du premier
degré en sin ) et cos .
L’angle 5 avant Gté caleulé, on anra le segment o par 1'é-
Juation

__esin 2+ B)
T «inB

Prosremi 1.

103. Liand donné un triangle ABC, et ayant construit un
triangle X B, Gy dont les sonvmets sont les points e contaet
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duw cerc'e inscrit avec les cotés du triangle donné, on demande
de trouver le rapport des surfaces des deux triangles et celui
des rayons des cercles qui leur sont circonscrits.

Adoptons pour le second triangle les mémes notations que
pour le premier, mais en marquant les lettres de I'indice .

On voit, d’ahord, facilement que I'on a

al

A b
e — e _ O Y ( .
Ay =90"——; B, =90 5 Gy = o 5
1* On veut caleuler le rapport de 8, S — On a
. a*sin Bsin G
ST 2sin A
P B o G
. s 14 COS —— Os —-
. asin B, sin G, ! 2 2
! 2 sin A, A
2 Cos
d’ott
A
. sin =
S, a? 2
1 e o
= ? -
Z sin T S 'T:)‘
D’autre parl, on a
a = BA, 4 CA,
3
. a4, 08 —
BA b, _aysin B, _ ! ?
‘4—)‘ l»;—_)’_.‘\‘, B—.‘) A . B
2 sin - 2 sin Ay sin — 2 008 —-sin —-

et de méme

-

y COS 5

A

CAy =
450y y e A . C
2 4,0.\—?— M“—Q—
par suite,
2 == B -
‘ B G

Jsin - osin
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. . . a

remplacant maintenant dans I'équation (1) — par sa valeur
ay

tirée de I'équation précédente, il vient

5, =9 si A sin—BLsin G
§ T 2 2

2° On veut évaluer le rapport ——I;—‘ Ona

a a, a,

sin A, A

i o4 . A
2t =9 5

— Sln
a

. . a
et en remplacant dans U'équation précédente —(—I—‘ par la valeur

gue doune I'équation (2). il vientl

3 R, . A . B . G
< —h*—— 451N TZO S11 —2— S111 —3—

PropLiME 1V,

104. FEtant donné un triangle ABC (fig.14), on yropose dy
inserire une droite DE, telle, que sa longueur soit éqale a la
somme des perpendiculaires DF et EG abaissées de ses extre-
mités sur le coté BC, et qui salisfasse de plus @ cetie condition
que son miliew. 1 se projette en wn point déterniné Lide BC.

Posons

BL=r, I[C={(, DF=r EG=y, FG=x=:.

La droite IT,, étant la demi-somme des perpeundiculaires DI
et EG, est ¢gale a la moiti¢ de DB, e, par suite,si lon tire les
droites LD, LE, on aura un triangle rectangle DLE. I1 en ré-
sulte (ue les deux triangles rectangles DI'L. DLG sont sem-
blables, et on en déduil

9

(Y Ty =
4

on a aussi

@ reolg BdS=e, D yeolg G o
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et en éliminant o et y entre les trois équations, il vient
(4) (cotg B cotg G — 1)z2 4 2z — 4e/=0.

La quantité sous le radical dans l'expression des racines
pouvant se mettre sous la forme (e — f)? -} 4ef cotg B cotg C,
les racines seront toujours réelles lorsque les angles B et C
seront tous deux aigus.

On pourrait ici discuter le probleme en considérant trois
cas, suivant que l'angle B 4 C est aigu, droit ou obtus, mais
je préfere appliquer la solution générale a4 un cas particulier
qui conduira plus tard & une soluiion du célébre probléme de
Malfatti (). :

Ce cas particulier est celui ot 'angle B4-C étant plus petit
que 90°, le point L est le point de contact du coté BC et du
cercle inscrit au triangle.

Dans les calculs qui vont suivre, nous désignerons les
angles B et C par 5 et 7, et nous appellerons « un angle égal 4
90° — 5 —v, en sorte que 'angle A sera égal & 90° + «.

On a d’abord, pour calculer les coefficients de z* et z dans
I'équation (4) les formules

to B cote G — 1 sin « “ h cos «
> g - —_ =
cotg b cots sin g sin ¢ sin gsiny ’

qui se déduisent de formules connues en y remplacant A, B, C,
respectivement, par 90° -4 «, g et ;.

Maintenant pour obtenir le terme indépendant de z dans Ié-
quation (4), calculons e et f.

Pour cela, nous nousservirons de la premiere formule deg
exercices sur le chapitre I'V qui est la suivante

- B G
2.cos 5 cos 5

(Elle se déduit immeédiatement des formules (3) et (8) du n° 88
var I'élimination de a.)

Revenant pour un moment aux notations ordinaires pour
les angles, et tenant compte de la valeur de r Jonnée par la
formule précédente, on a

(*) Probléme de Malfatti, chapitre TX,
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. A
N sin 5
e—17T COtg TZ"—“’B—Ca
- 2 sin 5 oS5~
h sin —é—
G 2
[= 7‘00tg72':———c—-———§—,
2sin ?cos 5

et, par suite, si l'on multiplie, membre & membre, il vient

., A
h*sin? —

e 2 R(1—cos A)
=SaBsnGC  2smBsnG

Revenant maintenant aux nouvelles notations pour les angles
et se rappelant que A est égal & 90° 4~ «, on obtient

’ i 1 +sinz
e == —— . .
2 sinjssin g

Substituant alors dans ’équation (4) les valeurs qu'on vient de
trouver pour les coefficients, on a
sin az? 4 2 cos xz — 202 (1 - sin «) =0,

et en prenant la racine positive, on trouve

{ —cos o\
z=h (1 4+ _Tll«———,”
ou
) 1= (1 +ig %)

C'est la valeur de = demandée.
Maintenant calculons 2. 1l est hon, d’abord, de donner uie
autre forme & la valeur de e trouvée plus haut. A cet effet,

A .
on remplace dans cette valeur de ¢, sin —- par le dévelop-

B+ C , .
pement de cos ——;_—— et l'on a ainsi
N I 5 Y
Y €= E} (L‘:OL“_; —:2— — g 3
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Cela pos¢, équation (2) donne

2 —1z
T 2cotgp

b

et en remplacant dans cette derniere formule z et e par les
valeurs que donuent les équations (5) et (6), on ohtient

h &
r = -{cotg -= — — tg —=-
(7) x otz 7 (cotg 5 1 — 2 g 2)

Mais nous allons transformer ’expression de 2 qu’on vient de

trouver en une autre plus élégante. Pour cela, occupons-nous,

d’abord, de la parenthése qu’on représentera, pour abréger,

~z

par m, et calculons la quantité cotg -% — 1 qui y figure. On a

la suite d’égalités :
! “~+y
b= AN
cotg k45° — ‘—2)

“ -
cotg%—i tg%—l—tg;’

cotg—g——l- 1 1— tg tg——

?(tg-;— -|-tg—27-)

[V .’Lh
I
—_—

]
[}
=
Jz

A VS Ry Y
1-—t321{32 th tg,g

et en retranchant des deux membres de I'équation précédente

la quantité tg % +tg% , puis posant

a 4y
Chry -HS'T;‘

1 —tg——tg—é—-—-tg?—tg%

on aura
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Je dis maintenant qu'on a

__ cotgp
- s
1 4-tg =
T8
En effet, on peut écrire
4
cotg?-- — 1 cotg —|— 1
2 5 \
cotgf—= ————  —|cotg —— 1)
2 cotg 2 2 cotg i
P4 2
Mais le second facteur, mis en évidence dans le second
5
I+ tg 5
membre, étant égal & ——2;, on a
5
cotg — —
cotg 5 €3
5 2 ’

14+ tg

et en se reportant a la valeur de cotg —g——i trouvée plus

haut, on voit bien qu'on trouve pour n la valeur que nous
avons annoncee.
On peut maintenant écrire

(1+tg§)(1+tg%) cotg 5
1 —|—tg-~‘2)—

et en simplifiant au moyeun de la valeur précédente de m la
valeur de 2 donnée par Iéquation (7), on voit qu'on arrive
finalement & la formule

4t (14 12
‘|‘t8—2—) ‘|—07
6

m=

(8) r=7"

)

c’est la seconde formule demandée.
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On a enfin la formule qui donne y par un simple change-
ment de lettres :

l—l—tg%

PRrOBLEME V.

105. Résoudre un quadrilatere ABCD (fig. 15), connais-
sant une diagonale BD et les quatre angles adjacents.

La question revient évidemment & résoudre les deux
triangles BCD, BAD dans lesquels on connait un c6té et deux
angles ; on calculera ensuite la diagonale AC dans le triangle
ABC. Mais comme le quadrilatére est donné d’espece, nous
pouvons nous proposer de calculer les angles inconnus sans
faire intervenir aucune droite donnée.

Soient «, 5,7,8 les angles données ABD, ADB, DBC, BDC
et 1 l'angle inconnu ACD, on a dans les trois triangles
ABD, ACD, BDG

BD sin(«+5 AD _ sin)
AD = sinza > CD  sin(A-fp+43)’
CD sin v

BD ~ sin(; L9’
et en multipliant ces égalités, membre & membre, il vient

sin (« 4 £) sin A siny
sin « sin (A -+ 5 - 8) sin (y 4 3) )

Cette derniére équation fait connaitre le rapport de
sin (A4-5-8), a sin X etl'on est ramené & la question connue :
trouver deux angles connaissant leur différence et le rapport
de leurs sinus. Un calcul analogue déterminerait les trois
autres angles inconunus.

ProBLEME VI.

108. Inscrire un carré EFGH dans un quadrilatére ABCD
(fig. 15).
On suppose (ue le quadrilatére est déterming par ses cotés
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AB et BC et ses angles, et 'on prend pour inconnus le coté du
carré et ’angle AEH.
Soient A, B, C, D les angles du quadrilatere, ¢ et b ses deux
cOtés AB et BC, x le ¢6té du carré et ¢ l'angle AEH.
Les triangles AEH, BHG donnent
AE=2CZ s1n'(A + ) ’ EB=2 cos.(p — B)
sin A sin B
d’ott
zsin (x4 A) sin B + cos (p — B) sin A
v T - =
sin A sin B

(1)

1

on obtient de méme

z cospsinGC--sin (B4 C—p)sin B

sin Csin B b.

®)

En divisant maintenant les deux derniéres équations, membre
4 membre, on élimine , et en développant les calculs on voit
facilement que l'angle ¢ peut étre déterminé par sa tangente.
On calcule ensuite le c¢oté z par I'une ou l'autre des formules
(1) et (2).

ProsrLEME VII.

10%. Résoudre un quadrilatére ABCD (fig. 15) connaissant
sa surface m? et ses cotés a, b, ¢, d.
Egalant entre elles deux expressions de la diagonale BD et
a*++dP— 02—
9

A

représentant pour abréger par K*la quantite

on obtient
(1 ad cos A — be cos C = K2,

d'un autre coté, si l'on exprime que la surface du quadrilatere
est égale & la somme des surfaces des triangles ADB, DCB,
on a '

(?) ad sin A -+ be sin G = 2m?2.

Isolant maintenant dans les premiers membres des équa-
tions (1) et (2) les termes be¢ sin G et bc cos G, élevant au carre
les deux membres de chaque équation, puis ajoutant, membre
4 membre, on obtient
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K& 4 4mt 4 a?d? — b2

4m? sin A 4 2K?cos A =

et 'on est ramené & résoudre une équation du premier degré
sin A et cos A.
On déterminera de la méme maniere les autres angles.

ProsLEME VIII.

108. Trouver une relation entre les quatre cétds d'un qua-
drilatere ABCD et les diagemales.

Soient ¢ et / les diagonales AC et BD (fig. 15), et x et 5 les
deux angles BAC, CAD (les autres notations ordinaires sont
conservées) : les triangles ABC, CAD donnent, d’abord,

(1) b* = a® 4 ¢* — 2ae 08 «.

) ¢ =d*—+ e* — 2de cos 5.

Mais l'angle A étant la somme des angles « et 5,,0n a

(3) cos* A 4 cos*« 4 cos? 5— 2 0s « €Os 5 cos A = 1.

En substituant maintenant dans I'équation (3) les valeurs de
c0s « et cos 5 tirées des équations (1), et posant

-+ =M, a4 bd*— a'? — c*d? =N,
ot dE—adr — A= D, a¥t+ abc* 4 - »dé = Q,
a*d? 4 aPd? + ¢t 4 bd*=R,

on trouve l'équation

(4) [t et — Mer/*— Ne* — P24+ Q—R = 0.
Sous cette forme on voit que l'équation est bicarrée par rap-
port & chaque diagonale; on peut donc dans un quadrilatere
(uelconque obtenir l'expression d'une diagonale en fonction
des quatre cotés et de l'autre diagonale. On voit encore que
I'équation (4) est hicarrée par rapport & I'un des cotés du qua-

drilatére, on peut donc aussi calculer un c6té conunaissant les
trois autres et les deux diagonales.

ProOBLEME IX.

109. Ftant donnés les colés d'un polygone, excepté un, et les
angles quls font entre eux, calculer le dernier coté et les an-
gles qui lui sont adjacents.

UPHIC - Cote - 80 DES 72




134 QOKSTIONS DE TRIGONOMETRIE.

Soient @, b, ¢ . . . k, ! les c¢otés du polygone, ab, ac, bc . . .
les angles que ces cOtés font entre eux: appliquant le théoreme
(74), en choisissant successivement chaque c6té pour la droite
dont on prend les angles avec les c6tés du polygone, on aura
les équations suivantes :

a=1>bcos ab 4 ccosac—+ ... !lcos al,
b=uacosba-4ccosbc—H...lcos bl

. . . . . .

=acosla-++ bcoslb...Fkcoslk.

Supposons que le coté a soit celui quon veut calculer : alors
on multiplie les deux membres des équations précédentes, res-
pectivement, par a, — b, —c. . .— I, puis on ajoute,
membre d-membre, et comine les angles qui contiennent la
lettre @ dans leur notation disparaissent, on obtient

a?— b —c?...— PP=2bc cos bc -+ 2Wd cos bd +- . . .

Cette formule permet de calculer le c6té @, et 'on peut énon-
cer le théoreme suivant :

Dans tout polygone le carré d’un coté est égal & la somme
des carrés de tous les autres augmentée des doubles produits
des cotés pris, deux ¢ deux, par les cosinus des angles que
comprennent les dewx colcs.

On aura ensuite les angles demandés ab et alen choisissant les
cOtés b et [ ponr droites, par rapport auxquelles on prend les
angles, et en appliquant le théoréme (74) : en effet, les deux
équations qu'on obtient ainsi ne comprennent que les deux
angles ab et la qui contiennent la lettre ¢ dans leur nota-
tion.

REMARQUE. — La démonstration précédente ne suppose pas
que le polygone est plan : si donc on observe qu'une diagonale
d’un parallélipipede fait avec trois arétes un quadrilatére
gauche, on pourra par lapplication du théoréeme démontré,
tout & I'heure, résoudre le probleme de calculer les diagonales
d’un parallélipipede, connaissant les longueurs des trois aretes
et les angles qu’elles font entre elles.
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PROBLEME X.

100, Erprimer la surface d'un polygone plan convexe en
fonction des cotés et des angles qu’ils font entre eux.

Adoptant les mémes notations que dans le probléme précé-
dent et désignant, de plus, par m, n, p . . . les diagonales AGC,
AD, AE ... partant dun méme sommet A, si l'on exprime
que la surface S du polygone est égale & la somme des sur-
faces des triangles ABC, CAD, DAE. .. on aura

(1) 28 = ab sin ab 4 me sin mc 4 nd sin nd 4~ ...

Elevons maintenant aux sommets C, D, E... des droites
CM, DN, EP..., respectivement, perpendiculaires aux cotés
CD, DE, EF..., et appliquons le théoreme (74) aux polygones
ABC, ABCD, ABCDE... en prenaut successivement les droites
CM, DN pour droites par rapport auxquelles on prend les
angles, nous aurons

m sinmc = a sin ac - b sin be.
n sin nd = a sin ad + 6 sin bd -+ ¢ sin cd.
p sin pe = a sin ae + b sin be 4 ¢ sin ce + d sin de

. . . . . . . . . . . . .

Remplacant maintenant dans l'équation (1) les quantités
msinme, nsinnd... parles valeurs tirées des équations pre-
ctdentes, on ohtient

2S = ab sin ab - ac sin ac—+- be sin be + ad sin ad
“+bdsinbd 4 cdsined 4. ..
+

. .

Cette formule résout la question proposée et l'on peut énoncer
le théoréme suivant :

La surface d’un polygone plan convexe est égal & la moitié
de la somme des produits que Uon obtient en multipliant deux
cotés quelconques U'un par lautre et par le sinus de l'angle
ils comprennent,
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PropriME X1

g4, Parun poini P prisdans le plan d'un cercle O (fig. 16)
on mene une sécante PAB, et Uon pro;ose de trouver une rela-
tion entre le rayon du cercle, la distance OP, et les angles
POA, POB.

On pose

OA=r, OP=d, POA=«, POB=35 OPA=y.
Supposous, d’abord, que le point I soitsitué hors du'cercle,
le triangle POA donne

() sinfe4-v)  d
! siny 1’
ou
to *
© 2 d—r
?) -

tg(%f,-f-'/)_ dr

Mais si I'on abaisse OEI" perpendiculaire sur la corde AB,

p
I'angle EOP mesuré par I'arc CF est égal & a_g‘j et comme

il est, en méme temps, le complément de ¢, on a

5 ggey ou o =900 — 5
2 =90 1 ou B) —|-/—J0 .

Alors en remplacant dans I'équation (2) -;— -+ par 90° — 3,

on obtient
) gy e =
? 2 d 41
Clest la relation demandee.

Si le point P est & lintérieur du cercle, I'équation (3) est
encore vraie, pourvu (ue I'on considére comme neégatif celui
des angles « et 5 qui correspond au rayon situé an dessous
de OP. la démonstration est la méme que pour le premier cas.

COROLLAIRE. — Si 'on mene des driotes CA, BD, des points
A et B on la sécante mobhile coupe le cercle anx points G et D
extrémités du diametre OP, les produits tg BDO.tg ADO.
cotg ACO .cotg BCO sont constants.
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e}

PropuEME XII.

112, [itant donné un point C sur le prolongement du dia-
metre AB d'un cercle déterminé (fig. 17), on tire des droites
MA, MC, d'un point guelconque M du cercle auz points A et G :
on demande de (rouver ['équation qui fait dépendre, I'un de
lautre, les angles MCA, MADB.

Menons MB et la droite AD qui lui est parallele : les
triangles rectangles DAM, AMD, donnent

AD MB
te MAB = —
AM °F AM

tg CMA =

et en divisant, membre & membre, on a
tg CMA _ AD
tg MAB = MB’

mais & cause des triangles semblables CDA, CMB, ou a

AD _ CA
MB — CB’
donc
\ g CMA _ CA
() g MAB — CB

¢est-i-dire, que le rapport des tangentes des deux angles est
constant.

ConroLLairk. — Sil'on prend un point E & droite de B, sur
le prolongement du diameétre AB, et que Lon lire les quatre
droites MC, MA, M3, ME, le produit des tangentes des angles
CMA, BME est constant.

En effet, on a

2 tg BME _ EB

! tg MBA ~ EA
et en multipliant, membre & membre, les équations (1) et (2)
etobservant que lesangles BAMetMBA sont complémentaires,
on obtient
EB >< CA

te GMA . te BME = )
& CMA - 13 EA < CB
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ProsLEME XIII.

$43, Par un point D pris swr la ligne des centres de deux
cercles O et O/ (fig. 18), on mene une droite quelconque 11,
el Uon tire la droite EE qui joint ses pdles E et B pris par
rapport & chaque cercle; on demande de trouver une équa-
tion qui fasse dépendre, Pun de Pautre, les angles des deux
droites EE' et II" avec la ligne des centres.

Soient 7 et 1’ les rayons des deux cercles O et O/, d la dis-
tance des centres, e et €' les longuenrs DO, DO/, et = et 3 les
deux angles 1DO, EGO.

Si l'on remarque que I'angle 10D est le complément de «,
on tirera, d’abord, du triangle OEG

GO wos (xa—j
OE —  sins
Mais, d’autre part, on a

7‘2 ,)12
OF=m—— —= ————
01 esin o ’
il vient donc
. 7 oS (a—5)
() GO sin a = —

e sin 5
mais on a évidemment de méme

. 72 cos (a—f)
ARy J— Y i
(?) (]’0 SN« = 7 —Sﬁle—-
i

k)

et en ajoutant, membre 4 membre, les équations (1) et (2), on
obtient
2 2

. 7 .
dsina = (—e-.-}- —;,—) (cos « cotg 5 - sin «).

Soit maintenant % la distance des deux polaires du point D
par rapport aux deux cercles, c’est-a-dire, la quantitc

2 ik . ) . .
d——e— — . en résolvant I’équation précédente par rapport
a Lg B, on aura
d—k
(3) Lgatg{s:—/?-v—,
v

c’est la relation demanddée,
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REMARQUE. — Si l'on divise, membre 4 membre, les équa-
tions (1) et (2), on trouve

GO r2e!

GO 7 7%’
et on en conclut que si une droite EI' tourne autour d'un point
fixe de la ligne des centres, il en est de méme de la droite qui
joint les polesde la premiére droile parrapport aux deux cercles.

ProBLEME XIV.

A4, Pur le point d'intersection H des cotés opposés AB et CD
dunquadrilatere inscrit dans un cercle donné(fig. 19, on méne
une langente aw cercle, el U'on tire une droite 1E du point de
contact I au miliew E de la corde DC: on demande de cal-
culer U'angle 1EH.

Soient rlerayonducercle, et «, 8,4 lesangles ADG, BCD,ADB
ou ACB. Si l'on tire les droites OI, OE et OH, on voit que
les quatre points O, I, H, E, sont sur un méme cercle, et, par
suite, que les angles IEH, IOH sont égaux. On a alors

(1) oty 1BH = cotg T0H = <
d’autre part,
[H = HC><HD
et les triangles HBGC, 11.AD donnent
e = s?f ,rs i-]‘l-':)’ HD = sﬁ) (tlll-;)

Mais, d’aprés une expression connue du rayon du cercle cir-
conscrit & un triangle, on a

BC = 2r sin (« — +), AD = 2r sin (3 — 9).
En multipliant les guatre dernitres équations, membre &
membre, et remplacant 1HG >< HD par ﬁf, on aura

2V sin « sin 3 sin (« — ) sin B —9)
sin (5 — «)

1H =

et en mettant cette valeur de IH dans I'expression de cotg IEH

UPHIC - Cote 80 DES 72




190 QUESTIONS DE TRIGONOMETRIE.
donnée par l'équation (1), on obtient la formule demandée,

sin (4 — «)

(2) cotg IEH =

2V sin « sin 5 sin (« — 5) sin (3 — 7)

REMARQUE. — 8i 'on avait mené la seconde tangente HK,
el qu'on et tiré la droite EK, on aurait eu identiquement la
méme formule que la précédente pour calculer I'angle KEH.
On voit, en effet, ires-facilement par la Géométrie que les deux
angles HEI, HEK sont égaux.

ProBLEME XV.

115, Etant donné un point B sur le prolon gement du dia-
metre AB d'un cercle connu O (fig. 20), on propose de mener
par ce point une sécante BD, telle, que la projection GH de
la corde CD sur le diamétre AB ait une longueur donnée a.

Menons EF tangente au cercle et désignons par 4 l'angle
FEO : soient aussi « et ) les angles CAD, DEA.

On a, d’abord, en vertu de théoremes connus

a = DC cos 3, DC =2rsin«;
d’ol1
. a
( Sl @ == ———-
(M “ 21 ¢os

On a maintenant dans les triangles rectangles OID, OIE, EOF
I est le milieu de la corde CD)

r
sin v

Ol=1rcos«, Ol =O0OEsin), OFE=

)

et on en conclut
sin i

08 a = T
(2) ‘ “ s1m v

Elevant au carr¢ et ajoutant, membre & membre, les équa-
tions (1) et (2), on a
at + sin?d
47% cos? X

sin? Vi
ou

(3 4r? cosé 1 — 417 cos? 4 cos? k — a? sin? = (.
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Cetle équation détermine langle X et, par suite, la position de
la sécanie ED.

DiscussioN. — L’éequation (3) dans laquelle nous considé-
rons ¢os® A comme l'inconnue a deux racines réelles, l'une po-
sitive, et l'autre négative qui doit &tre rejetée. Pour que la
valeur positive soit admissible, elle doit, d’abord, étre plus
petite que 1; mais comme la valeur négative est nécessaire-
ment plus petite que 1, le résultat de la substilution de 1 a
cos? X devra Clre positil et la condition sera suffisante. Or on
trouve pour résultat (412 — a?) sin? ; ce qui montre que a ne
doit pas étre supérieur & 2.

Dun autre cdté, l'angle ; étant plus grand que i, on doit
avoir cos® ) plus grand que cos* 4 et comme la racine négative
est nécessairement plus petite quecos?., le résultat de la substi-
tution de cos* ; & cos*: devra ¢tre négatif: or ¢’est ce qui a
lien sans nouvelle condition puisque le résultat de la substi-
tution est — a? sin® .

Alnsi, en résumé, lorsque a n'est pas supérieur a 2 le pro-
bléme a toujours une solution et une seule.

Daus le cas particulier oit a est ¢gal & 7, I'équation (3) de-
vient

{4) 4 cos X — 4 cos? y cos? A — sin? g = 0.

ProsLEME X VI.

248, Inscrire dans un cercle donné O un triangle ABC dont
les cotés passent par trois points donnés D, B, I (fig. 21).

Soient 7 le rayon du cercle, d, e, [ les distances OD, OE, OF,
«et 5 les angles connus DOE, DOF, A, g, v les angles inconnus
DOA, DOB, DOC.

Ona, probleme X1 (111

) 7 d—r N — « v — ¢ — 7
bo — o 2 — to tor : —
°9 Y T U 8Ty %3 cFr
2 - S
P 2 to L= / "
: BT T

Des deux derniéres c¢quations on tirve les valenrs de tg ) ot de
g w en fonction de tg v, el en les substituant dans la premicre,
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ou a une équation du second degré en tgv. On a ensuite les
valeurs de tg ) el de tg p par des équations du premier degré,
(Gotz, Exercices de Trigonométric).

ProBLEME XVII.

1147, Par un point D pris sur une tangente AD a un cercle
donné O (fig 22), on méne une sécante DBG faisant un angle
connu « avec AB, et lon demande de calculer la surface du
triangle ABC obtenu en joignant le powmnt de contact A aux
deuwx points d’intersection de la sécante et dw cercle.

Soient R, 5 et m? le rayon du cercle donné, I'angle OD et
la surface du triangle ABC. On a, d’abord, H étant le pied de
la perpendiculaire AH & BC,

BC >< A BC
22— T — —_
M = ? ) 2sin A~

puis les triangles DAH, DOA donnent

AH = ADsin « R=ADtg5s
d’onr

3) A — Rsin«
tg f

et en multipliant, memhre &4 membre, les trois équations (1),
(2) et (3),ona
mrig 5

4 1 —_— .
(4 S A = Teiina

Mais, d’autre part, on tire du triangle CAD
sin « AC 2R sin B

sinC  AD  Rcolgs

d’ou
2 sin A sin G = sin « cotg 5.
Remplacant maintenant 2 sin B sin C par une différence de
cosinus, on aura, en remarquant que l'angle B — C est égal
A«
sin (« — )

(»)  vos B=sinacotgp—cos ¢« =————-
s 5

Enfin ¢levons an carré les équations (1) et (5), ajoutons, mem-
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hre &4 membre, et résolvons par rapport & m¥ nous aurons
sans difficulté
RE sin® « cos® § (sin® 5 — sin® (« — §))

mh = -
sint 8

ou, d’apres unc transformation connue,

i REcos®fsin®asin (25 — «)
mt = : .
sink 5

ProBLEME XVIII.

118, Ayant pris un point K sur (e prolongement du dia-
metre AB d'un cercle donné O (fig. 23), on méne par ce point
une sécante EC, faisant un angle § avec EB, on demande de
calculer la surface du quadrilatere ABCD inscrit dans le
demi-cercle.

Du point E, on mene la tangente EL au cercle et, du centre
on abaisse les dioiles OH, OI, OK, respectivement, perpendi-
culaires sur AD, DG et BC, puis on tire les rayons OD, OL et
OC : soieunt r le rayon du cercle et «, B,y les angles DAB.
ABC, OEL,

On remarque, d’abord, que la somme des trois angles AOH,
KOB, DOI étant égale a 90°, et les deux premiers étant, res-
pectivement, ¢gaux & 90° — « et 90° — B, I'angle DOI est égal
a5 —90°; on voit aussi facilement que la différence des
angles « et { est ¢gale & 6.

Cela pose, si l'on éait que la surface du quadrilalére est
égale & la somme des surfaces des triangles AOD, BOGC, DOC,
et que, dans les expressions des surfaces des triangles, on rem-
place les bases AD, DG, BC et les hauteurs correspondantes
par les valewrs tirces des triangles rectangles AOH, DOI,
BOK, on obtient

. . . . : m?2
$in « cos « - sin § cos p — sin (e} cos (« + p) =5
Mais on a
. i sin 2« <4 sin 28 .
SN« €0s e sin B cos :-————;}_——‘ ==sin (a--f) cos 6,

en remplacant dans le dernier membre « — & par 6, 'équation
précédente devient doue
13
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m?

sin (« 4 £) cos 6 — sin (« 4 5) cos (x + ) = =

et 'on en tire

m?

d’autre part, les triangles rectangles EOI, DOI, EOL donnent
I0=O0Esing, Rsin(«+p) =10, OE=__
sin ¢

d’ou I'on tire en multipliant, membre & membre, les trois
derniéres équations
sin 6
2 sin (« = — s
@ (6= o

substituant maintenant dans l'équation (1) la valeur de
sin (« - 8) déduite de I'équation précédente, il vient

m2 siny — 72 sin 4 cos 6
7% sin 6

bl

B)  —cos (et =
et en élevant au carré les équations (2) et (3) et les ajoutant,
membre & membre, on obtient

(m? sin y — 72 sin 6 cos 6)? sin?y — sin? g
®) i L
7% sin® § sin? ¢

bl

d’ou l'on tire

72 8in 0 | —sinz6
5 me = s 6
) m sin ¢ ( + l/ bm* )

On a pris le radical avec le signe 4, parce que, le premier
membre de l'¢quation (3) étant positif, il en est de méme de la
guantité m?sin 4 — 2 sin 6 cos 9 et que, d'un autre coté, on a
aussi sin? 4 plus grand que sin? 6.
REMARQUE. — Si dans la formule (5) on fait ; égal & 900, on
trouve
m? =12 sin 2.

C'est ce qu'il est facile de vérifier directement.
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE VI.

1. Si par les sommets A, B, C d’un triangle on mene les droites Aa,
Bb, Cc qui se coupent en un méme point de son intérieur, et qu'on dé-
signe par a«, 8, 7 les angles ¢AB, UBC, ¢CA, ct par «,/ &/, 9’ les trois
autres angles aAC, UBA, ¢CB, on a toujours Ja relation

sin a sin § sin y == sin &’ sin {' sin ¢/.
La réciproque est vraie.
2. Vérifier, a laide du théortme précédent, que dans tout triangle

les trois hauteurs se¢ coupent en un méme point, et qu’il en est de
méme des trois bissectrices et des trois médiancs.

3. Soient mences dans un triangle ABC les deux droites Aa et Bb qui
se coupent en L et font, respectivement, avec AB et BC les angles
aAB, bBC représentés par « et 5. On propose de démontrer les deux
formules

AL sin « sin f§ AL _ sin (B— B) sin (B4 «)

aL” sin BF«)sin (B—§) ’ aA sin B+« — 8)sin B
4. Si langle « des exercices précédents se rapporte & une mdédiane.
on a les formules

sin (A — «) sin G sin C 4 cos Asin B
= cotg o= . -
sin A sin B

sin & sin B’

5. Calculer les rapports des segments que détermine sur deux hau-
teurs leur point d’intersection, en se servant de la premicre formule de
I'exercice (3). — Méme question pour deux hissectrices on deux mé-
dianes.

6. Calculer les trois angles d’un triangle, connaissant les rapports des
seements que le point d’interscction des hauteurs détermine sur ces
trois lignes.

7. Caleuler les trois angles d’un triangle, connaissant les rapports
dans lesquels les trois bisscetrices sont partagées par leur point de
rencontre L. — On s’appuicra sur la formule

1

B

e — to —
AL TS
al. B C

T—tg - tg
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8. «, B 7 ayant toujours la méme signification, si 'on suppose que les
trois droites Aa, Bb, C¢ détermincnt par leur rencontre un triangle
A'B'C/, et qu'on appelle a’ le coté opposé & I'angle A’ 5 on a

a A__sinCsin(B-—ﬁ)_ sinBsiny
7 T SaBLe—p sn@A—atq)

9. Calculer le rapport des surfaces des triangles A’B’C ct ABC en
fonction des angles A, B, C, «, §3, 7.

10. On méne deux bissectrices et une hauteur ct 'on demande de
calculer, & l'aide de la formule demandée dans I'excrcice précédent, la
surface du triangle formé par ces trois droites.

11 Traiter la question analogue & la précédente en prenant deux
hauteurs et une bissectrice.

12. Trouver la formule du probléeme I (chapitre VI) comme cas parti-
culier de la formule de I'exercice (9).

13. Par un point pris sur le prolongement d’un des cotés d’un trian-
gle, mener une droite qui coupe les deux autres cotés et qui soit telle,
que la projection sur le premicr, de la partic de la droite interceptée
entre les deux autres, soit égale & une longucur donnée.

14. Etant donnés deux points D ¢t E, I'un sur un coté d’un triangle,
P’autre sur son prolongement, par le dernier point on méne une droite
qui coupe le périmetre du triangle en F ct G et on tire les droites DF,
DG : on demande de calculer la surface du triangle FDG en fonction
des éléments du triangle donné, des distances des deux points donnés &
Pun des sommets de ce triangle, ct de 'angle que la transversale fait
avee la droite DE.

15. Par'un des sommets A d’un triangle, on méne une droite AE et
I'on projette sur cette droite les deux autres sommets B et Cen D et F;
on obtient ainsi deux triangles rectangles ABD, ACE : on demande de
caleuler les angles que la droite AE fait avee AB ¢t AC lorsque la somme
des surfaces des triangles rectangles est donncée.

16. Par un point D pris sur un des cotés BC d’un triangle, on menc
des droites DE et DF qui coupent les ¢otés AB et AC en E et F; on de-
mande d’exprimer Ja surface du quadrilatere DEAF en fonction des
¢léments du triangle, des distances DB, DC et des angles BDE, CDF.

17. Appliquer la formule de Pexercice précédent au cas ou le point D
est le pied d’une bisseetrice et les droites DE, DF des paralleles aux
deux autres hisscetrices. — Questions analogues pour les hauteurs et
les médiancs

18. Dans un triangle quelconque ABC, si Pon tire une séeante arbi-
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traire DE, qui coupe les cotés AB et AC en D et E, puisqu'on méene par
le sommet A une droite AF qui rencontre DE et BC en G et F, le rap-

A—GZ a ﬁ2
DGXEG  BF X CF
AF. — Cas particulier ou les deux droites DE et BC sout anti-paral-
leles.

port de est constant, quelle que soit la droite

19. Etant données quatre droites qui se coupent en un méme point,
si une transversale quelconque les rencontre en quatre pointsa, b, ¢, d,
ac . be .
le rapport 2d * bd est constant, quelle que soit la transversale.

20. Un triangle ABC étant donné, du pied H de la hauteur AH, on
mene deux droites faisant des angles égaux avec la hauteur et rencon-
trant AB et AC en E et F; on tire la droite EF qui rencontre en G le

prolongement de BC : démontrer que si 'on désigne par X et px les deux
angles EHA, EGC, ona

(tg B4tg C)tgA+2
teB—tg G
21. Une droite EF ayant ¢té ohtenue, comme il a été dit dans I'exercice

précédent, démontrer que cette droite vient toujours couper le prolon-
gement de BC au méme point lorsque l'angle EHA varie.

cotg p =

22 Dans une suite de triangles on donne a et b 4+ ¢ : démontrer
que la projection de la bissectrice de 'angle A sur I'un des cités de cet
angle, le produit des perpendiculaires abaissées des sommets B et C
sur la scconde hisscetrice au sommet A, le produit des tangentes des

- . r .
moitics des angles B et €, le quotient — e produit 77" sont des
7

quantités constantes

23. Trouver les théorémes analogues aux précédents quand a et b—¢
sont constants.

24. Un triangle ayant ¢té¢ obtenu en joignant par des droites les
pieds des hauteurs d’un triangle donné, on demande d’évaluer, en fonc-
tion des angles de ce dernier triangle, les rapports des surfaces des
deux triangles et ceux des rayons des cercles qui leur sont circonscrits,
inscrits ou ex-inscrits '

25. Des milicux des cotés AB et AG d’un triangle ABC on tire deux
droites qui se coupent en un point Fdu troisicme eoté BC et qui font
avee ce coté des angles ¢gaux & un méme angle « : démontrer que
Pangle « est donné par la formule

cotg B 4 cotg G

cotg o = )
~
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20. Etant donnés un billard triangulaire et un point D sur ec hillard,
trouver le chemin (ue doit suivre une bille partant du point D pour
qu'apres avoir frappé les trois bandes, clle revienne au point de départ.

27. Etant données trois drbites paralleles, déterminer un triangle
¢quilatéral tel, que chacun de ses sommets soit sur I'une des droites.

28. Etant donnés dans un plan un point P et deux droites indéfinics
LL’, MM, si autour du point on fait tourncr une transversale qui ren-
contre les deux droites en G et D, on pourra trouver deux points E et F
sur ces droites, tels que le produit EC X FD soit constant.

Extrait des Trois livres des Porismes d'Euclide par
M. Chasles. (Porisme 40, page 140).

L’ouvrage cité peut fournir de nombreux exercices de Trigo-
nométrie, — Quelques exemples seulement ont été¢ donnés ici.
— On en trouvera d'autres avec les solutions dans le dernier
chapitre.

29. Si par un point P on mene deux droites faisant des angles égaux
avec une droite fixe PA et rencontrant unc autre droite fixe XY cn deux
points B et C, on pourra trouver deux points D et E sur cette derniere
droite, tels, que le rapport du rectangle DB X EC 4 BC soit constant.
(Porisme 8%, page 187). — Démontrer quil n’existe qu'un scul systeme
de points jouissant de la propriété ¢noncée.

30. Résoudre un parallélogramme connaissant une diagonale, le pé-
rimétre et la surface.

31. Résoudre un traptze connaissant les diagonales ct les angles.

32. Inserire un carré dans un parallélogramme donné.

33. Si un quadrilatere peut étre a la fois inserit dans un cercle et cir-
conserit & un autre, ct que I'on considere les deux triangles ayant pour
bases deux cotés opposés du quadrilatere et pour sommet commun le
point de rencontre des deux autres cotés, le produit des rayons des
cercles inserits dans ces denx triangles est égal au carré du rayon du
cercle inscrit dans le quadrilatere.

3% Etant donnés un parallélogramme ABCD et deux points E et F
sur les cotés AD et CD, si par ces points on méne dans une direction
quelconque deux droites paralléles qui rencontrent en G et H les deux
cotés AB et CB : le produit AG X CIT est constant (Porisme Y5,
page 203).

35. On mcene les bisscetrices des quatre angles d’un quadrilatere
convexe, et l'on obtient ainsi un second quadrilatere dont on de-
mande de caleuler la surface en fonction des cotés et des angles du
quadrilatere donné.

36. En remplagant dans P'énoncé précédent un quadrilatere quel-
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conque par un parallélogramme dont les ¢dtés sont @ ct b on trouve que
le rapport du rectangle obtenu au parallélogramme donné est égal a
(@ — b)?
2ab
dée dans Pexcercice précédent.

. — Déduire cette expression de la formule géncrale deman-

%

37. Etant donné un parallélogramme ABCD, si de ses sommets A, B
on mene deux droites & chaque point M du ¢6té opposé CD, lesquelles
rencontrent la droite EF qui joint les milicux des deux cdtés AB, CD en
deux points G et H: O ¢tant le centre du parallélogramme, le produit
0G X OH est constant.

38. Si on désigne par ¢ le coté d'un polygone régulier de n cités,
par a son apothéme, par R le rayon du cercle qui Jui est circonscrit et
par S sa surface, on a

S :ch cotg I= i sin —2l = naztg =,
4 n 2 n n

09, L’aire d’un polygonce régulier, circonscrit & un cercle et d'un
nombre de cotés pair, est une moyenne harmonique entre les aires d’'un
polygone régulier, d’'un méme nombre de cotés, inscrit dans le cercle et
d’un polygone régulicr, d’un nombre de cotés, moitié circonscrit au
méme cercle.

40. L’aire d’'un polygone régulier, inscrit dans un cercle et d’un
nombre de cotés pair, est moyenne géométrique entre les aires des po-
lygones réguliers, inscrit et circonscrit, dont le nombre des cités est
moitié.

41. Etant donné un polygone régulier de n ¢otés et dont le ¢oté est @,
on porte, & partir de chaque sommet, une longueur b, sur le périmetre
quwon parcourt dans un scns déterminé ; on joint par des droites les
puints qu’on obtient successivement ¢t 'on a ainsi un sccond polygone
régulier : on propose de démontrer que si 'on désigne par « I'un des
angles que font entre cux Jes cotés des deux polygones qui se corres-
pondent et par m le rapport de la surface du second polygone au pre-
mier, on a

™
. cos? —
. 7:) 2b—ua fo T o= n
ol — | = = _——.
° n a °2 ™
cosﬁ(a~——
7

12, Résoudre un quadrilatere, connaissant trois edtés et les angles
que I'un des eotés donnés fait avee les deux autres.

B

13 Résoudre un quadrilatere, connaissant les deux diagonales, leur
angle et deux edtés adjacents ou opposés,
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44. Connaissant les quatre ¢otés ct les diagonales d’un quadrilatere,
caleuler les distances du point d’intersection des diagonales aux quatre
sommets.

45. Connaissant trois cotés d’un quadrilatere inscriptible et 'angle
de ses diagonales, calculer le quatrieme cté.

46. Un triangle rectangle ABC a ses sommets B et C sur des paralléles
données, le sommet de l'angle droit A est placé en un point, dont les
distances aux parallcles sont respectivement, d ct e, et I'hypothénuse
passe par un point F située & une distance donnée [ du point A sur la
perpendiculaire abaissée de ce point sur les deux paralleles : on propos
de démontrer que langle « de 'un des cotés AB et AC avee les
paralléles peut se calculer par la formule

sin® « costa 1
d e 7’
on verra comment la formule se modilie, quand le point D est sur le
prolongement da 'hypothénuse (Manheim).

47. Par un point C, pris sur le prolongement d’un diamétre ED d’un
cercle, on meéne une séeante quelconque CG qui coupe le cerele en G,
on tire DG eton ¢leve GF perpendiculaire & GG; les trois longucurs CD,
CE, CF, et langle CGD étant représentds, respectivement, par d, e, /
et «, on propose de démontrer la formule suivante donndée par M. Man-
heim

18. Etant donnés un triangle et le cercle qui lui est inscrit, on méne
des tangentes & ce cercle, paralleles aux trois cotés du triangle, ct Pon
obtient ainsi trois nouveaux triangles intérieurs au premicr ; démontrer
que la somme des rayons des cercles inscerits & ces derniers  triangles
est ¢gale au rayon du cercle inserit dans le triangle donné, ct que le
produit des surfaces des quatre triangles est cgal & la huitieme puis-
sance de cc méme rayon.

19. Par deux points pris sur un cercle, mener deux cordes qui se
coupent en un méme point de ce cercle ct dont le rapport soit connu.

50. Par un point A pris dans le plan d’un cercle donné 0, on mene
deux droites rectangalaires quirencontrent le cercle aux points B et C:
on demande de trouver une relation entee AB, ACG, OA ot le rayon R
du cercle.

51. Etant donnés un cerele 0 (fig. 21) ct deux tangentes AD ¢t AE
(quisc coupent en A, déterminer unc troisiéme tangente BC dont la
longueur soit donnée ou qui forme avec les tangentes AD et AE un

triangle ABC dont la surface soit connue.
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52. Déterminer la troisicme tangente de I'exercice précédent par la
condition que la somme, la différence, le produit ou le quotient des
secgments AB et AC soit donné.

53. Etant donnés un demi-cercle et une perpendiculaire BC, mende
a Pextrémité du diamétre CG (lig. 25), mener une tangente AB, telle,
que la projection BD de la droite BC sur cette tangente soit égale au
sczment EA de la tangente, compris entre le point de contact E et le
diametre GG prolongé.—On démontrera que, si I'on projette le point de
contact E en F sur le diametre CG, le point I partage le rayon OG en
moyenne et extréme raison.

5%. Etant donnés un cercle et un point, par ce point on méne deux
tangentes et une sécante au cerele, puis par les points de rencontre de
la sécante et du cercle on tire les deux tangentes ; si 'on représente res:
pectivement, par 2y ct 2« les angles que font entre elles les deux pre-
miéres ct les deux dernicres tangentes et par 3 l'angle de la sécante
avee la droite qui joint le point donné au centre du cercle, on a

sin ) = sin « sin 7.

55, Comment faut-il modificr la formule précédente, quand l'angle «
est remplacé par 'un des angles inscrits dans 1'un des segments déter-
minés par la sécante.

26. Un triangle ABC ¢tant inscrit dans un cercle, on tire la corde BD
qui coupe AG en E: quelle doit étre cette corde pour quela somme des
ravons des cercles circonserits aux triangles ABE, CED, soit donnée.

57. Par un point pris dans le plan d’un cercle, on propose de mener
une séeante, telle, que, si 'on mene les tangentes aux points d’inter-
scction, P'une des haateurs du triangle form¢é par les tangentes ct la
corde de contact ait une longueur donnde.

53. Etant donné un point sur le prolongement d’un des diamétres
d'un cerele, mener une séeante, telle, que les tangentes aux points d’in-
tersection interceptent sur le diametre une longueur donnée.

5. Etant données trois civconférences concentriques, déterminer un
triangle équilatéral, tel, que chacun de ses sominets soit sur une cir-
conférence .

60. Résoudre par la trigonométrie le probleme du cercle tangent a
deux cercles et aune dreoite donnés.—Vérifier que dans le cas particulier
Ol les deux cereles sont tangents extéricurement et o la droite donnée
et Pune des tangentes communes extérieures, si on appelle r, 17, «
les rayons donnés ct le rayon inconnu, on a

1 1
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on prendra pour inconnus le rayon x du cercle et l'angle X que
[ait avec la ligne des centres donnés la droite qui joint I'un de
res centres au centre cherché.

61. Déterminer le cercle tangent & trois cereles donnés. (inconnues
analogues & celles du probleme préeédent.)

62. Par deux points donnds, faire passer un cerele qui coupe un cerele
donné sous un angle donndé

63 Dansle cerele thigonométrique on a mend la tangente d’un are «,
et Pon a déerit un cercle tangent a are, & sa tangente et au prolonge-
ment du rayon qui passc par Pextrémité de 'arc; on demande de cal-
culer en fonction de « le rayon du cercle ainsi ohtenu.

64. Trois cercles ¢tant tangents extéricurement, et les tangentes com-
munes intéricures étant prolongées jusqu’a leur point de rencontre ; si
Pon désigne par d la distance de ce point de rencontre aux trois points
de contact et par r, r’ 7/, les rayons des trois cereles, on a
(r A1) (17 (7 - 1)

d? = . .
v+ r 7

65. Si l'on désigne par S la surface du triangle formé en joignant les

centres des trois cercles de 'exercice précédent, on a
Sr== ()" 41 o 17y 1y,

66. T ¢tant la surface du triangle formé par les points de contact des
trois cercles des exerciees (62) et (63) et S ayantla méme signification
que dans Pexercice 63, on a

T PARRRA
ST UF T R

67. Etant donnés deux cercles dans un méme plan, mener par un
point de la ligne des centres une séeante, telle, que, si par les points
d’intersection avee les deux cercles on tire des tangentes, la somme
des rayons des cercles inscrits ou ex-inserits aux triangles formés par
les cordes de contact et les tangentes ait une longucur donndée.

68. Deux cercles se coupent ct sont tangents & une méme  droite :
siw, 3 ct 3 représentent, respectivement, Pun des angles de la corde
d’interscetion et de la tangente, et les angles sous lesquels on voit la
corde commune en se placant suceessivement aux deax points de con-
tact, ona

1,

.
tg oy
cotg? £ — .~
o 9 o
2 o £

2
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{3 designe celui des deux angles 5 et 2 qui a son sommet sur la partie
de la droite donnée formant I'un des e¢otés de Pangle .)

69. Etant donné un polygone régulicr, on méne des diagonales d’un
des sommets & tous les autres, ct on inscrit des cercles dans les triangles
ainsi formés 5 on demande de trouver Uexpression de la somme des
rayons de tous ces cereles.

70. Etant donnés un cercle et un point dans soy plan, par le point
on mene une séeante quelconque au cercle et les deux tangentes aux
points d’interscetion, puis Pon abaisse du point donné des perpendi-
culaires sur les deux tangentes : on propuse de démontrer que la
somme ou la différence des inverses des perpendiculaires est cons-
tante.

71. Déterminer deux cercles qui soient tangents entre cux ct a deux
cOtés d’un triangle ct qui, de plus, satisfassent a cette condition : que le
sommet opposc au coté que les deux eercles touchent en méme temps
soit également distant des points de contact situés sur les deux autres
cotés.

72. Calculer en fonction des trois dimensions d’un parallélipipede
rectangle Ies angles des diagonales. Cas particulier du cube.

73 Etant donnés dans une pyramide régulicre le coté de la base ot

I'aréte latérale, calculer l'angle d’une face latérale avec la base. Cas
particulicrs : 1o du tétracdre régualier; 2 de la pyramide régulicre dont
la bhase est un hexagone régulier et Paréte latérale le ¢oté du triangle
¢quilatéral inscrit dans le méme cerele que 'hexagone.

71. Par un point G pris sur le diamétre AB qui termine le demi
cerele ADB, on mene une droite CD faisant avee CB 'angle DCB : on
demande quel doit étee cet angle pour que le volume engendré par
Paire CDB que limite Par: DB ait un vapport donné avee le volume
engendre par le demi-cerele (Saint-Cyr).

75. D’un point pris hors d’un cercle, on mene deux tangentes et on
fait exceuter une révolution complete, autour d’un des rayons des deux
points de contact, & P'aire fermée par les deux tangentes ct 'are qu’elles
interceptent; on demande quel doit étre Pangle des deux tangentes,
pour que le volume engendré par Paire indiquée ait un rapport donné
avec la sphere qui a méme rayon que le cercle donné.

76. Trouver sur la ligne des centres de deux sphéres un point dont
Uon voie sur les deux spheres deux zones de méme étendue: Caleuler
fus angles des deux cones droits qui sont circonscrits aux deux spheéres
ct ont pour sommet commun le point obtenu
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CHAPITRE VII.

DES MAXIMA ET MINIMA EN TRIGONOMETRIE. — VALEURS
LIMITES ET VARIATIONS DE CERTAINES FONCTIONS TRIGONO-
METRIQULS,

119. Valeurs limites des fonctions. — Quand on fait
varier une fonction trigonometrique d’unare z, il peut arriver
que pour certaines valeurs de la variable, la fonction se pré-
sente sous 'une des formes de l'indétermination. Clest ainsi

. sin o te 0
que les fractions ol —2= prennent la forme o pour
; g

2 nul, tandis que leur vraie valeur est I'unité. La méthode la

plus générale pour trouver cette vraie valeur est de chercher

\ .. . sinz tga

amettre en évidence dansla fonction les rapports ,—"”—,
T T

Z étant un arc variahle qui a pour limite zéro.

Quelquefois aussi on {rouve la vraie valeur en faisant vour
que la fonction est comprise entre deux quantités dont les li-
mites se déterminent sans difficulté et sont les mémes.

Je vais donner quelques exemples.

x sin o
—cos

ExeMPLE 1. — Trouver la limite de 1 pour x égal
@ 26r0.

0 . :
On trouve d’abord - pour valeur : mais remplacons sin a

. x L, @ .
par 2sin -c0s — et 1 — cos & par 2 sin® - ; alors en suppri-
2 2 2
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VALEURS LIMITES DE CERTAINES FONCTIONS. 205

..r
mant le facteur sin — commun aux deux termes de la frac-

2
tion, on a
T
. T COS—
rsinae 2
{ —cosa . x
~S1n ?
"
)
Maintenant la derniére fraction peut s’écrire 2 >< —
g —
2

et en faisant tendre z vers zéro, le second facteur ayant pour
limite 'unité, on trouve 2 pour la limite demandée.

ExeEMpLE II. — Trouver It limite vers laquelle tend la
o 1 I ;
fonction — — -——- quand x lend vers zéro.
{ tgr
On trouve d’abord « — o : mais si I'on remplace tg x par
sinae ., . 1 cos @ ,
———, lexpression se met sous la forme — — ——— et 'on a
cos T T sin ¢
évidemment
. | Cos T 1 —cosz
0l—— — —
T sin o sin @

mais on sait que la derniere expression est égale a tg R la

fonction donnée est, par suite, comprise entre deux quantités
dont l'une est zéro et l'antre a pour limite zéro ; elle a donc,
elle-méme, pour limite zéro.

ExeMrLE IIL. — Trowver la limite vers laquelle tend le pro-

duit cos z 08 d co iy cos
308 — COS === COS —,~ + .+ .. C
2 22 2k

, lorsqu’on fait tendre

X vers l'infini.

L’expression se présente sous {a forme d’un produit de fac-
leurs dont le nombre va constamment en croissant, tandis que
les derniers facteurs tendent vers L'unité : on ne peut donc pas
savoir immeédiatement vers quelle valeur teud le produit ; mais

"

81 on remplace cos G C0S = 05—, respective-
b 9

~ ~
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. . ’
sin ~? S111 i

sin @
ment, par y e ——

2sin o 2sin —- 2 sin —
2 22 2n
le produit on supprime les facteurs communs, on trouve que

, et que dans

la quantité donnée esl égale & .————'?«7 et la question se

trouve ramenée a trouver la valeur limite de 2" sm;"—. Or

on a

. @
2"sm-7 =<
2

et lorsqu'on fait tendre n vers l'infini, Iarc ' tendant vers
zéro, la derniére expression tend vers « : la limite demandée

est donc

ExeMPLE IV. — On partage un arc de cercle 20 en n parties
égales et on prend le centre des moyenries distances des points
de division : démontrer que, lorsque 1 tend vers Uinfini, la dis-
tance du centre des moyennes distances aw centre du cercle a

... sina
pour limite (Serret).

Prenons le cercle donné pour cercle trigonométrique, el
soientd la distance del'origine & 'extrémité del'arc qui en est la
plus voisine et S la somme des perpendiculaires abaissées de
tous les points de 'arc sur le diametre origine : on a

. . 20 . 2
S =sin b + sin (b—l— n )—l— coesin (b4 (n—1) -
et par suite,

. sin (b +(n—1) -%) sin ¢

.

n Coa
n siy —
n
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.a
SI111 -}-?,—
Mettons maintenant le dénominateur sous la forme a ><——a-——,

n
on trouve @ pour sa limite lorsque n est égal & l'infini; si en-

. a a o

suite on observe que (n—1) ~; oua — — a pour limite @,
n

on détermine la limite / de S par 1'équation

. sin @
l=sin (@ 4 b)) ——-
a
Prenons maintenant les distances des points de division de
I'arc au diametre qui est perpendiculaire au diamatre origine, et
désignons par k la limite analogue 4 la premiere, nous aurons

sin a

k =cos (a + b) ,

el, par suite,
—  sina
VE F ="
a
Cest ce qu’il fallait démontrer,
REMARQUE. — Il résulte de la démounstration précédente

que 'on a

.. 2a8 . .
lim Zf—L: 2 sin (e + b) sin @ = cos b — cos (2a + b).

On peut done énoncer le théoreme suivant :

St lon divise un arc en un nombre de parties égales aussi
grand que Uon veut, et que Con multiplie chaque pelit arc
par la perpendiculaire abaissée de son extrémite sur un dia-
metre quelconque, la limite de la somme_des produils ainsi
obtenus est égale a la projection de la corde de 'arc sur le dia-
métre.

Ce théoreme est l'un de ceux qui ont servi de point de dé-
bart & Pascal dans ses travaux sur la Roulette.

VARIATIONS DES VALEURS DE CERTAINES FONGIIONS TRIGONOMET RIQUES.

120. La méthode & suivre pour déterminer ces variations
dépendra de la fouction donne : quelquefois on ramenera la
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208 QUESTIONS DE TRIGONOMETRIE.

question a I'étude des variations d’une seule ligne trigonomé-
trique ; daus d’aulres cas, on exprimera toules les lignes tri-
gonométriques en fonction d'une seule et l'on sera ramené 3
étudier les variations d'une fonction algébrijue ; enfin, dans
quelques cas exceptionnels, la question sera traitée directement
en faisant voir que dans un intervalle donné laccroissement
de la fonction est constamment positif ou négatif. Voici quel-
yues exemples.

IxeMpLE 1. — FEtudier les variations de la fonction
asin ¢ -+ bcos x.

Employant un artifice connu, on met a en facteur et 'on

pose —- égal & tg v : on est ainsi ramené a étudier I'expression

sin (x + 4) ou tout simplement sin (x -+ 4); tout revient
cOS ¢

donc a 'étude des variations du sinus d'un arc. Sans reprendre
cette question connue, nous remarquerons que sin (z 4 ) et,

par suite, Uexpression donnée, passe par un maximum, quand

]

'

est égal & 5 7 et par un minimum quand z est égal i
3 -

—n—.

?

REMARQUE. — Si @ avait été égal & b, et qu’on eat fait va-
rier & entre 0 et 5 on aurait eu a étudier sinz - cos 7,

¢’est-d-dire, les variations de la somme de deux quantités dont
la somme des carrés est constante (Note 1. Questions de Geo-
mélrie).

ExeMpLE II. — La fonction est a-tg @ 4+ b cotg .

Supposons, d’abord, @ et b de méme signe, tous deux po-
sitifs, par exemple : on est ramené & ctudier les varialions de
la somme de deux quantités dont le produit est constant
(Voyez. Questions de Géoméirie, note 1). On trouve, en parti-
culier, que si 'on fait croitre z de 0 a '—? , la fonction passe
par un minimum lorsque o prend la valeur dounée par I'6-

quation
s
g o = I/ 2
a
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Si Pon suppose maintenant que a et b soient de signe cou-
traire, que, par exemple. a soil positif et & négatif, il n’y
anra plus de minimum proprement dit: lorsque @ croitra de

zéro a 42 , la fonction croitra depuis — = jusqu’a - 20, puis
elle passera brusquement de 4o & — o lorsque o dépas-

. ¢
sera —= ... eic.
2

ExempLE III. — Lo fonction est « — sin x: on demande
. . a Y T
d’étudier ses variations, lorsque x croit de 0 @ 7

Nous allons démontrer directement que la fonction croit.
Pour cela, 1l faut faire voir que pour un accroissement i de
I'are suftisamment petit. on a

c4+h—sinir-h > a—sinr.
Ur celte inégalité peut s'éerire
sin gt —cos ) 4+ I — cos 7 sin /i > 0.
et I'on a
cos o < |, > sinh > cos a sin b
le premier membre de l'inégalité est donc toujours la somme
de deux nombres positifs, et, par suite, est lui-méme .positif.

REMARQUE. — On ne s'est pas servi dans la démonstration
précédente du droit que on avait de supposer /i aussi petit que
I'on voulait.

sin @

ExeEmpLe 1V. — La fonction est . et lon fait varier

.o
deOa—é—.

11 faut démontrer que la fonction est décroissante, ¢’est-a-
d-dire, que l'on a
sina sin (w1

T -+

ou
rsinr (I —cosh)-+ cosa (htg @ — @ sinh) > 0,

mais /i el 1g o ¢lant, respectivement, plus grands que sin /i el o,

Pinégalité est évidente.
i 14
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On fait la méme remarque que dans l'exemple précédent,

oo

. . tea
ExEMPLE V. — La [fonction est DgE )

™
On veut démountrer que lorsque « croit de 0 & 5 la fone-

tion est croissante, c’est-a-dire, que l'on a
tg (x4 1) tg o
a4 h z '’

h
tg h

ou
r(l-+tg2x)—

ou encore

tgr-+ntg2ae>0,

x h
—_— tgr N tg?
cost tg h ez htgre >0,

. . h
i pouvant étre aussi petil que l'ou veut.

lg x peut dif-
ah !

férer de tg o d'une quantité moindre que n'en differe —(——5—*—1
08 1
si done L'on prouve que Lon a

e

— > |y .
costr o
tout sera démontr¢ : or cette. incgalité est évidente, car, elle
revient a

2@ > sin 2.

ExempLE V1. — Variations de la différence tabulawre dv si-

nus, lorsque Uare croit de 0 _‘2; .
On a, en désignant par / la différence tabulaire. ordinaire-
ment égale a 107,
o . . sin (x4 1,
log sin ‘@ 4 /) — log sin & = log ————‘i——’—
sin o
=log icosh4-sinhcoly o).

et 'on voit que, lorsque lare croil de (0 & ) la ditférence ta-

bulaire décroit, depuis 'infini jusquit la quantité tres petite
log cos /.
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ExumpLE VII. — Variations de la différence tabulaire de la
tangente, lorsque Uarce croft de () a

Ona

tgx 4+ tg h
(l—tgaztgh)ytga

log tg (o ++ h) — log tg 1=1og

Posons
tgx =y, tgh = a,
on est ramené i éludier les variations de la fonction alge-
brique
y —ay?
y-+a

Mais si I'on pose y égal & z— a, qu'on substitue cette valeur
dans D'expression précédente. et qu’on divise par z, on obtient

a? l
2w+ 1~ a(:+ ——~__|:——)
et toute la difficulté est réduite i étudier les variations de 'ex-

2
pression z - + ———— uand = croit depuis a jusqu’a Uinfini.

2
Mais le produit des deux quantités = et + étant cons-

tant, on est conduit finalement (Note I, ()uestzons de Geo-
. a“’-{—i 2 .
métrie) a étudier les varviations de T z| . On voit

<

alors que lorsque z croit & partir de a, le\precsmn précédente

décroitet qqu’elle devient nulle pour z égali V «* -1 . Lorsque z
. . . a4 o )

continue de croitre, la quantitt ——— — = décroft en deve-

. , a?4 1 L

nant négative, et, par conscquent, [———— — 3} croit jusqu a

ce qque l'on donne & z la valeur infinie.
Maintenant en suivant les ditférentes transformations que
nous avons fait subir a la différence tabulaire, il est facile de

°

S . \ a2
voir quelle varie dansle méme sens que la quantité| ————zJ .
%

et, par suite, loul ce que nous avons dit de cette quantité s’ap-
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212 QUESTIONS DE TRIGONOMETRIE.

plique a la différence tabulaire. En particulier, celle différence

a un minimum qui correspond i la valeur y o241 de z
Faisons les calculs relatifs & ce minimum : soit &’ I'arc pour

lequel la différence tabulaire atteint sa valeur minimum ; on a

g/ =Va T 1 —a=V I L1Fh —tgh,

1 —sinh ™ h
i W S
B = sk —t°(4 2)’

d’ou

quant & la valeur minimum de la difference tabulaire, elle est
= h
égale & 2log tg (-4——|— ?}

En effet, on a

r' h

(g + 7)
logtg (@' 4+ hi —logtg ' = log .
™ t

Iy

~ !

. T 1 w /l , .
mais les deux arcs —,—+—2— et T % élant complémen-
3 5

<

. . e . . 0 h
taires, la derniére fraction est égale & log tg? (—4— + ) dont

. h
la valeur est bien 2 log tg (—Z— -+ 5) .
ExeMPLE VIII. — La fonction est sin @ sin (@ —:t;.
@ est un arc positif plus petit que =.
Ona
cos (@ —2r) —cos a
2 Al

et I'on est ramené a I'étude de la fonction simple cos (@ — 22).

sin z sin (@ — x) =

. - coal 5 @ .
On voit. en particulier, que lorsque x est égal & 3 la fonc-

tion donnée passe par un maximun, ¢'est-a-dire : que, le ma.ri-
mum du produit des sinus de deva arcs, dont la somme es!
constante, a liew quand les arcs sonl égaux.

REMARQUE. — Ou étudierait de méme les variations des
fouctions sin a cos ‘@ — ), cos 1 cos (@ -4 ;.
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ExEMPLE 1X. — La fonction est tg b tg (a — o).

- . ™
« est ici un arc compris entre 0 et -5 -

<

Ona
: sin @ sin (@ — ;) cos {@ —2x) —cos a
tg mtg (a——a:/; = ; ~ =
cos & ¢os (@ — ) cos {a — 2r)+ cos a

ou
cos (¢ — 2x) + cos ¢ — 2cos @
cos (a—2x) +cos a
2cosa
" Teos (@ —2x)F-cos a

tgx tg (0 — ) =

et 'on est ramené, comme dans 'exemple précédent, a I'étude
de la fonction simple cos (@ — 2z). On obtient encore un
a
R
tangentes de deva arcs, dont lo soimme inférieure a 7 est

constante. est maximwm quand les dewa arcs sont égaux.

maximum dela fonction pour « égal & — . Ainsi: le produit des

MAXIMA ET MINIMA.

Nous allons, d’abord. démontrer deux théorémes généraux.

THEOREME L.
121. Le produit des sinus de plusieurs arcs, tous plus petits

R .
que —-, et dont la somme est constante, est maximum lorsque

tous les arcs sont éga.

Il est évident, d’abord, qu'il y a un maximum puisque le
produit des sinus est plus petit quie I'unité. Je dis maintenant
fue, si, dans 'un des produits satisfaisant aux conditions don-
nées, deux arcs étaient inégaux, on pourrait toujours obtenir
un produit plus grand.

En effet, soit sin « sin y le produit de deux facteurs iné-

ey . o4y
5 sin 7 ¢

gaux, si nous remplacons ce produit par sin

la somme totale des arcs restera toujours la méme ; mais d’apres
ve qui a étée demontré (120 ex. VIIT! le second produit est plus
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U4 QUESTIONS DE TRIGONOMETRIE.

grand que le second ; le seul produit qui puisse étre maximum
est donc celui dans lequel tous les facteurs sont égaux, et,
comme l'existence du maximum est certaine. le produit dont il
s’agit est maximum.

TuEOREME II.

122, Lorsque plusieurs arcs ont une somme ccnstante, et
que, de plus, deux quelconques d’entre eux sont tels, que leur

. i . \ ™ .
somme est inférieure & -, le produit de leurs tangentes est

maximum lorsquw’ils sont éqgawr entre eua.

dJe dis, d’abord, que le produit des tangentes est plus petit
que l'unité, et, par suite, a un maximum (*).

En effet, considérons deux quelconques des arcs o et y; on
a, par hypothése,

T
r+y <,
d'ott
tg y < cotg , tgxrtgy <tgxcotga < 1.

Alors, si le nombre des. arcs est pair, on pourra considérer
le produit comme obtenu en multipliant entre eux des produits
de deux facteurs ; mais chacun de ces produits étant plus petit
que l'unité, d’aprés ce qu'on vient de voir, le produit de tous
les facteurs sera lui-méme plus petit que 'unité.

Supposons maintenant que le nombre des facteurs soit im-
pair, et soient &,y ...k, {, les n arcs : on a d’abord, d’'aprés le
premier cas.

tgatgy. . . gk <t
et, par suite,
tgxtgy...tgktg l <tgl
On prouverait de méme que le produit de tous les facteurs

est plus petit que I'une des autres tangentes tg &, par exemple ;
son carré est, par conséquent, plus petit que te b tg /, et, par

(*) Gerono, Nouvelles Annales, tome XVIL.
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suite plus petit que 1: done, le produit des tangentes est, lui-
méme, plus petit que 'unité.

Cela posé, on remarque que le théoreme dont il s'agit est
déja démontré pour le cas de deux facteurs (Ex 8, 120); alors.
par un raisonnement tout semblable a celui que 'on a fait pour
établir le théoréme précédent, on peut I'étendre 4 un nombre
quelconque de facteurs.

METHODES GENERALES POUR LA DETERMINATION DES MAXIMA
ET MINIMA EN TRIGONOMETRIE.

123. Les méthodes a suivre sont celles que nous avons
indiquées pour I'étude des variations des fonctions. Les maxima
et minima seront alors obtenus, ainsi qu'on l'a déja montre,
comme un détail de la discussion On pourra aussi quelquefois
faire usage des deux derniers théorémes (ue nous venons de
démontrer.

PROBLEME .

124. Par le puint d'intersection A de deux cercles O et O
qué se coupent (fig. 206), on meéne une sécante BD, et on de-
mande de trouver les maxima de la soinme et du produit des
deux cordes AB et AD.

{° On veut trouver le mazimum de BD. Soient r et +’
les rayons des deux cercles O et O/, et =, «, A les angles

. c 1 . . .

BAO, DAY, OAO’ : sil’on abaisse, des centres, les perpendi-
culaires OF, O'F’ sur lasécante et qu’on tireles rayons AO, A0’
on ohtient deux triangles rectangles AOF, AO/I qui donnent

AF =1rcos «, AF =1/ cos &,
et on a, d’ailleurs,

e+ o =180°—A:

par suite,

BD = 2(r cos « — 17" cos (A + a));
on est donc ramené a trouver le maximum de ’expression

r cos « — 7’ €08 (A + «),

01l

(r— " cos Aj cos w97 sin A sin e
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Mais en mettant en facteur o/ sin A dans Uexpression pré-
cédente et posant suivant la méthode (exemple (1)(120,,
N 1’ sin A
S T S T s A
on trouve que l'expression devient
' sin A
sin ¢

cos (@ — %) :
le maximum demandé correspond, par conséquent. a une va-
leur de « est égala ¢, et l'on a

 sin A

oy =,
< 7 — 1’ cos A

De cette valeur on conclut facilement (deuxiéme cas des
triangles, deuxiéme méthode) que l'angle « n’est autre que
I'angle AOQ’, et, par suite, que la sécante maximum est pa-
rallele a la ligne des centres.

20 On demande de trouver le mazimum du produil des
deux cordes.

On a

AF><AF = " ¢os « cos o,
mais

08 % COS of =

Cc0os (a —|-- oc') —|— c0s (a — ac')
2

et commme « -} ¢ est constant, le maximum a lieu quand les
angles = et »" sont égaux, c’est-a-dire, quand la corde est per-
pendicnlaire & la bissectrice de I'angle OAO'.

Si les deux points B et D étaient d'un méme coté du point A,
on prouverait de méme (ue la corde correspondant au maxi-
mum est la bissectrice de I'angle OA0O'.

ProBLEME I

125. Trouver le maximum de la surface durectangle CDEF
inscrit dans un secleur donné AOB (fig. 27) (Saint-Cyr’.

Soient r le rayon du cercle, « le demi-angle AOI du sec-
teur. et 7 l'angle FOI que TPon prend powr inconnu. Il s'agit
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de trouver le maximum de CF >< FE ou de CFx< FG : or les
triangles OFG, COF donnent
o . . i osil (e — )
FG =wrsinr, CGF= ———(—-—’—
$in «
r3sin o osin (« — @)
Si o
ou de sin & sin (z— .. Mais on sait que ce maximum a lieu

On a done a trouver le maximum de

. \ 7. Al . J: .
quand - est egal a 5 ¢ est-a-dire, que le rectangle est maxi-

mun quand son sommet F est au milieu de larc Al

On peut arriver au méme résultat par la (iéométrie. On voit,
d’abord, qu'il doit y avoir un maximum, puisque, lorsque la
base CD passe par le centre ou se confond avec la corde AB,
la surface du rectangle est nulle. Cela posé, abaissons, du som-
met F d’un des rectangles, une perpendiculaire surle rayon OH
passant par le miliew H de lare AL et soient K, L, M les
points oit cette perpendiculaire rencontre les trois droites
0A, OH et OT.

D’apres un théoréme connu. le rectangle CFGP sera plus
petit que le rectangle ayant son sommet en L milieu de la
droite KM, etinscrit dans le triangle OKM, de maniére que sa
base soit parallele au ¢6té OM, Mais le dernier rectangle est
lui-méme plus petit que le rectangle, dont les cotés sont paral-
leles aux siens, et qu'on ohtient inscrit dans le secteur AOT en
prolongeant jusqu'a la rencontre de l'arc Al la parallele au
rayon Ol mence par le point L.

On voit donc¢ que, si le sommet F du rectangle inscrit n'est
pas au milieu H de l'arc Al, on peut toujours trouver un
rectangle inscrit plus grand, et que par suite, le maximum
demandé est le rectangle inscrit dont I'un des sommets est
en H.

ProBLEME III.

42@. Dans une suite de Iriangles, un cdolé a etla sonime s
des deux autres cotés sont constants : on demande d'éludier
les variations des rayons des cercles circonseril, inserit el
ex-inserit, de lo somme des havtcurs qui correspondent aua

UPHIC - Cote - 80 DES 72




2UR QUESTIONS DE TRIGONOMETHIE
sommels B et G, el dwiw produit des distances des sonomets
Bet Cala bissectrice de Cangle A

o On veut étudier les variations de K. — On a

_— “ {o A — )_b> (l)—(‘\ .
T 2sinA P2 T p(p—a)

les quantités a, p. p— a, p — b+ p — ¢ étant constantes, on
voit qu'on est ramené & la question connue d’étudier les va-
riations d'un produit de deux facteurs p — b et p ¢ dont la

- . A
somme est constante. En particulier, on voit que tg -5~ est

maximum. lorsque b est égal & ¢, c'est-d-dire, lorsque le
triangle est isocele.

Maintenaut, pour tirer les conclusions relatives & R, on doit
distinguer deax cas, suivaint que s est plus grand ou plus petil
que a V2.

Sisest plus grand que @ v 2 , on voit que la valeur maximum

de tg t-a dire, | / o est plus petite ¢ue 1,et, par

suite, que 'angle maximum 0

est plus petit que 45°. I angle

A est done Loniour< resté un angle aigu et, par suite, au
1 . 3

maximum de tg -~ correspond le maximum de sin A et, par

p:

conséquent. le minimwn de R.

Si s est plus petit que & ¥ 2, la valeur maximum de A est
plus grande que 90°, angle A peut donc prendre cette derniere
valeur et le minimum de R, qui correspond évidemment & cette

a
valeur de l'angle A, est 5

2° Ltudier les variations de v, 1
Pour 7 et 7’ la question est immédiatement résolue, puisque
l'on a

A/ a—a
,

_— A
I:k’[)—a) tg—?—, r

eb qu'on est ainsi ramené comme précédemment & étudier les
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variations de te 5ot o voit, en particulier.que r et " ont leur

valeur waximum lorsque le triangle est isocele.
Considérons maintenant +»” et »”, On a

- (P'—“/(P“"C
4 Vs ey

=pt
, e e . a+b—-c
et l'on est ramené & étudier 'expression -—i———
o —(h—c)
Mais on a
a+b—c) ¢ |
a—(bh—20vy a—{b—c¢)

et lon n'a plus qu'a suivre les variations de la différence
b — ¢ :on voit, par exemple, que, lorsque b est égal & c. le
rayol 77 est minimum.

Quant au rayon ", comme le produit »”r” est égal a la

- ,.. B G L
(quantite constante p* tg 5= tg 5. on voit qu'il varie en sens

inverse dey” et par suile, qu’il est maximum quand le triangle
est isocele.

30 0n considere lo somae des haulewrs abaissées des som-
mets B et C.

On trouve, pour expression de la somme, ¢ sin B 4 sin G)

Al

A B—C e .
ou 2a cos —- cos ——5-- . et si Lon fait croitre Pangle B— G

< <

. A
depuis zéro jusqu'a sa valewr maximun 90° — -5 la somme

décroit depuis 2 cos el jusqu'a @ sin A. On a donc un mini-

muin de la somme des hauteurs, lovsque B est égal a G, cest-
a-dire, encore, lorsque le triangle est isocéle.

4° [l s'agit du produit des distances des sommets B et G a la
bissectrice de langle A.

. C ., A

On a pour expression du produit indiqué be 5111*‘--5- ou
{(p—0; (p — ¢), et l'on est ramené & étudier les variations d’un
produit de deux lacteurs dont la somme est constante.
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PROBLEME IV.

12%. Trowver, purimnitous les quadrilateres convexes que
lon peut former avec quatre cotés, celwi qui a la surface
maximaiii.

Prenons les équations (1) et (2) du probleme VII 7107), c'est-
a-dire

ad cos A — be cos C= K2,
ad sin A + be sin C = 2m>

Elevons les deux membres de chacune d’elles au carré et
ajoutous, il viendra

atd* + b*c* — 2abed cos (A + C)= K* + 2m?

el I'on voit que le maximum de la surface m? correspond au
minimum de cos (A 4+ C). Mais cos (A -+ C) a sa valeur mini-
mum lorsque l'angle A 4 C est égal 4 180°. Donc : parm?i tous
les quadrilateres dont les quatre coiés sont donnés, celui qui a
la plus grande surface est le quadirilatére insceriptible.

Cette solution est due a4 M. Gérono.

PROBLEME V.

128. ftant donnés (fig. 28) un angle DOE et un point C
dans son intériewr, mener par ce point une droite AB, telle,
que le triangle AOB ait une surface minimum.

Tirons la droite OC, et désignons par = et 5 les angles qu'elle
fait avec OA et OB. et par a la distance OC : nous prendrons.
pour U'inconnu «, l'angle OCA que la droite cherchée fait avec
OC. La question revient & trouver le minimum du produit
0A >< OB ou le maximum de I'inverse de ce produit: or les
triangles OCA, OCB donnent

a sin o a sin x
A, OB=——un—r:
sin (z 4+ «) sin (r — %

on a donc & déterminer le maximum de

sin (@ 4+ « sin (o — 5.
( + )>< =
sin sin
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mais, en laissant de cOté des facteurs constants. on ramene {a-
cilement cetle expression & la forme

{cotg « - cotg a7 (cotg 5 — cotg @),

et il s'agit finalement de trouver le maximum d’un produit de
deux facteurs dont la somme est constante. Ce maximum a
lieu, comme on sait, pour la valeur de z donnée par l'équa-
tion

cotg 5 — cotg «

——

De 14 on conclut facilement que dans le triangle minimum
la droite AB est partagée au point G en deux parties égales.

En effel, si le point C est le milieu de AB, qu'on prolonge
0OCG d'une longueur OF égale & OC et (que L'on tire BF, on ob-
tiendra un triangle OBF dauns lequel les angles adjacents & OF
seront « et 5 Mais BC élant une médiane du triangle OBF on
peut appliguer la formule 18 ‘88), et I'ona hien I'équation (1"
donnée plus haut.

(1) cotg & =

ProBLEME V1.

229. Ltant donnds deux cercles O et O (tig. 29), trouver sur
la ligne des centres un point A, tel, que la somme des tangentes
AB et AB' menées de ce point aux deux cercles soit mawi-
mum.

Soient r et +" les rayons des deux cercles O et O, d la dis-
tance de leurs centres, et m la somme variable des deux tan-
gentes : en tirant les rayons de contact OB et OB/, on obtient
deux triangles rectangles qui donnent

/

r 7
0 T BAO T g BAD — ™
v 7 7./
sin BAO + sin B'AO" — d-

ixprimons maintenant les tangentes et les sinus des angles
BAO B’AQ’ en fonction des tangentes des moitiés de ces angles :
soient w et 1/ ces derniéres tangentes. on aura
2 . 2u
sin BAQ = ———— |

v BAO = —— |
lg BA 1 — 14 w2
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et des formules semblables pour tg B/AO’ et sin B/AQY,

Mais en remplacant dans les equations (1) les deux tan-
gentes et les deux sinus par leurs expressions en w et/ il
vient :

g 2" S /lz

‘1(1—}—10,”_{_ (1 J}-,u ) — o2,
U U

rv(\ 17— ?“,ﬂ), {1 —u'?

u w ==

et en ajoutant puis retranchant, membre & membre, les équa-
tions précédentes, on a

r il

—+—=d+ m,

U u +

U1’ =d—m:

si enfin on multiplie. memhre & membre, les deux derniéres
équations, on obtient

"

Cu i
72 /‘o*’( o + ——-) = d? — m2,

On voil ainsi qu'on est ramené a trouver le minimum de la
u w , Lo .
o + — v Cest a-dire, le minimum de la somme de

deux nombres dont le produit est constant: le minimum aura
/

U ’
el seront egaux.
u

(quantité

donc lieu quand les deux nombres

Mais cette égalité entraine celle de u el u’ et, par suile, celle
des angles BAO et B’AO’ et on en conclut, comme on 'a vu
dans les Questions de Géométrie, que le masimum demandé a
lieu quand le point B se confond avec le centre de similitude
interne des deux cercles.

PropLiEME VII.

130. Trowver I'angle maximum de deux diametres conju-
gués d’une ellipse, Pellipse dlant considerée comane projection
d’'un cercle (Concours).

Soit décril le cercle-qui a le grand axe pour diameétre : par le
centre O on mene deux rayous rectangulaires quelconques
OC et OD et Pon abaisse CE et DI perpendiculairves sur le
grand axe: si alors on détermine sur ces deux droites deux
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cE dF

ints ¢ et o tels gue les rapporis —; . = soienl égaux
po 4 P CE " DF g

b . . ) .
a - et quon tire les droites Oc et Od, la question est de

trouver le’ maximum de l'angle dOc, ou, ce qui revient au
méme, le minimum de la somme des angles ¢OE, dOF. Or
on a

) N tg cOE + tg dOF
() tg (cOE 4-dOF) = 1 —tg cOE tg dOF ’

et si'on désigne par « l'angle COE, on a

cE b CE b
8 ( U = ———— " — — T e %
R =G ="} =7 % =

el de méme

. b
te dOF = ” cotg 7.

Le produit tgcOB tg dOF est donc constant, et I'équation I}
montre que 'on est ramené & trouver leminimum de la somme
de deux quantites dont le produit est coustant: ce minimum
et, par suite, le maximum demandé auront lieu, par consé-
quent, quand tg cOBE sera égale & tg dOF, ou quand tg « sera
égale 4 coty =, c¢'est-a-dire, quand l'angle « rera égal & 45"
les diametres conjugués de lellipse feront wlors des angles
égaux avec les axes.

ProsLEME VIII.

131. Trouver le minimum de la surface du rectangle con-
struit sur deux diametres reclangulaires de Uellipse, cette
courbe élint définie par sa propriété focale (Concours).

Soient F, F’ el O les deux foyers et le centre de lellipse,
M un poinl quelconque de la courbe gne I'on projette en P sur
le grand axe : désignons MI’, MF, OP, MO et l'angle MOP,
respectivement, par x, y, 3, ¢ etz et conservons aux lettres
, b, ¢ leur signification ordinaire : on aura, Q’ahord. dans le
friangle MEFF

3 a? — = hez, 12 T 4 == 2 4 2
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et dans le triangle rectangle MOP
‘3 = U OS5 «,

On a aussi, d'aprés la definition de l'ellipse,

‘4) T+ y=2a.
Des équations (1), (3) et (4) on déduit, d’abord,
2cu Cos «
(5) p—y =

et des équations (2) et (4), aprés avoir multiplié par 2 les deux
membres de la premiére,

6, (@ —y) = 42 — b
Eliminant alors o — y entre ies équations {5) et {6) et résol-

. 1
7 ’4 X aQr o [
vant 'équation obtenue par rapport & = on a

7 ! a*—c?cos? «
e a2 b2

Si maintenant on mene le demi-diametre OM’ perpendicu-
laire sur le premier OM, et qu'on désigne sa longueur par u'.
pour obtenir une équation qui donne cette longueur en fonc-
tion de l'angle « et des constantes, il suffira de changer dans
Féquation (7% i en o’ et 2 en 90 — « : on aura ainsi

(8 ! a? — ¢? sin? «
J wer a? h?

Ajoutant enfin, membre & membre. les équations (7) et (8,
on obtient la relation entre w et v’

Lot

9 u? Wt a2 + "

. 1 | )
Mais la somme ,'T“' o étant constante, le produit
. 2

1 1 . A .
_—QX—/T sera maximuti, et, par suite, wu' sera minimurni.
22 u '

1 o1 .
lorsque 3 sera égal i - ¢ est-=a-dire. lorsque w sera égal

rn
12

aul.
Ainsi le rectangle construit sur deux diamelres reciangil-
laires de Uellipse sera minimaom. quand il sera constril sur
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deux diametres reclangulaives dgauz, ¢'est-d-dire, sur les deu.r
dianmelres faisant des angles de 45° avec les axes.

REMARQUE. — [l est facile de voir que le rectangle des dia-
métres rectangulaires de Uellipse est maximum, lorsqu'il est le
rectangle des axes. En effet, le probleme de trouver le maxi-
1

. . .. 1
mum de wn/ revient & (rouver le minimum de -— > =5
u

u?
ou comme on l'a vu (Note I. Questions de Géométrie), a trouver

. ! 1\ . o

le maximum de (—/—-————- . Or cette derniere quantité esl
u’? ol

¢videmment la plus grande possible, lovsque v et w/ sont, res-

pectivement. éganx & a et b,

ProBLEME IX.

132, LEtani donnés un pomt A et une droite, par le point
o mene deux droites rectangulaires qu'on prelonge jusqu’d
leur rencontre en B et G avec la premiére droite, on forme
ainst un triangle rectangle ABG:; un second triangle rec-
tangle A'B'C’ est oblenw, en menant les bissectrices de langle A
et d'un angle droit adjacent: on demande de déterminer les
deur triangles pour la condition que la somme de leurs sui-
faces soit minimum.

Adoptant les notations ordinaires pour le premier triaungle,
et désignant par «’ 'hypoténuse du second, je vais d’abord
démontrer la relation suivante due & M. Manheim

1 l 1
E”——}—W— he

() -

En egalant les deax expressions connues de la surface du

. ah a?sin 2B ,
angle rectangle -—- et -——— .on a, d’abord.
triangl tangl 5 et p . on a, d’abord
(2) ! ! sin 2B
_ — _ sin9B.
a 2h

de méme. en se rappelant que la hissectrice de l'angle A fait
- C
5 0N u

avec le ¢Oté oppose un angle dgal & 900 —

[ ,
e == sin (B — ().
a’ 2 ) K
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ou en remplacant B — C par 2B — 90¢
1 [

(3) —[‘(,T= —_— ‘i)—h' cos QB.

Elevant maintenant au carré les équations (2) et (3) et ajou-
tant, membre & membre, on obtient la relation demandeée.
Cela posé, I'équation (1) peut se mettre sous la forme

4 (@ + o' 2= a*a’* 4 8haa’,

et comume la question de trouver le minimum de la somme des
surfaces des triangles revient a trouver celui de la somme des
hypoténuses, la relation précédents prouve que le minimum
demandé aura lieu en méme temps que celui de aa’: or ce
dernier minimum, lui-méme, a lieu en méme temps que le

. . . . 1
maximum du produit des facteurs — et dont la somwme

a? a2

est constante en vertu de I'équation /1) ; donc enfin le mini-
mum demandé aura lieu quand les hypoténuses seront égales.

En exprimant cetle derniére condition par les équations (2,
et /3). on voit que les triangles ont vne somme minimum
yuand 'angle B est égal & 67° 307+

PROBLEME X.

233, Liunt donnds (fig. 30) wne droite XY et deur points A
et A d'un méme coté de cette droite, on demande de trouver
sur XY un point M, lel, qu'en se plagant en ce point, on voie
sous un angie maximum la droite AA’ qui joint les deur
points donnés.

Soit prolongée la droite AA’ jusqu'a sa rencontre en () avec
XY, et désignons OA, OA’,OM et les angles MOA, AMA’, res-
pectivement, par a. @', ¢, « et M : on a
tg OMA — tg OMA’

1 4 tg OMA tg OMA’
Mais si des points A et A’ on abaisse AB et A’B’ perpendicu-
laires sur XY, on aura par les triangles rectangles BMA, BOA.
B’MA’ et B'OA’

tg M = tg (OMA - OMA/) =

BA @ $in 2
to O MA == — — —— —
° BM T—aCcoSa
B’A’ a’ sl «

o OMA = = .
: 1A Mg x — a' cos «
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substituanl maintenant les valeurs de tg OMA et tg OMA’
dans 'expression de tg M. il vient
@' —a) zsin «
(1 tg M = - - (¢ —v—,;—)u»»— R
: *—(a+a’) cos «.x 4 aa
Alors, si l'on divise les deux termes de la fraction précédente
par a, on voit que l'on est ramené a trouver le minimum de

aa , . ..
x +——, c’est-a-dire, le minimum de la somme de deut
T

quantités dont le produit est constant. On sail que le minimuin
a lieu, lorsque les deux parties de la somme sont égales : ou a

done

aa’ - —
g=—-, don a=Vaad .

On en conclut que le point cherché est le point de contact, avec
la droite donnée, d'un cercle (qui est tangent & cette droite et
passe par les deux points donnés.

On voit ensuite facilement que 'angle maximum, gue nous
appellerons 5, est donné par la lormule

(@ — a') sina

(2 (T —
{2) o 2 2 \/ aa! — {{, + a’/) COS «

KEMARQUE. — Si l'on suppose le point M & gauche de O. il
suffit de changer « en 180° — « dans le calcul précédent. La
valeur de x reste alors toujours égale & V aa’, mais l'angle
maximum %' est donné par la formule

(@ —a’)sin «

12 .

—

‘ 2 Vad + (@ + o) cos «

S

(3) tg

ProuLiME XI.

134. Trouver le maximum de la surface d'un rectangle
inscrit dans un segment de cercle donné.

Soit (fig. 31) le segment AIB dans lequel est inscrit le rec-
tangle DCEF dont il faut trouver le maximum : désignant par
r le rayon du cercle donné et par« et z les angles BOI, DO
(I est le milien de 'arc AB), on trouve pour expression de la
surface du rectangle 20 sin o (cos £ — cos «), et la question
est ramenée & trouver le maximum de sin # (cos 7 — ¢0s «; Ou
de (1 — cos @) (1 4 cos o) (cos 2 — cos «)?,
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Si l'on emploie la méthode des coefficients indéterminés. on
divisera les trois facteurs de l'expression précédente, respecti-
vement, par des indétermiuées X, p, v. et I'on sera conduit
aux équations

1 1 {
— = =0,
)y @ v
1 —cosex 1 +4cosx _ cosaz—cosa
) - @ - 2

Alors, en remplacant dans la premiére équation 1, p, v par

€OS & —CO8 &

les quantités proportionnelles 1—cosa, 1+ cosr. T

on obtient

) 2008 — 08 x cOs T - | =),

En rejetant la vacine négaltive, on a pour cos « la valeur lou-
jours admissible donnée par I'équation (1)

o3« 4V cos?a 8
. .

oS & =

Dans le cas particulier on,le segment est un demi-cercle,
vos « est ¢gal i zéro et I'on trouve que l'angle o est égal & 45 :
c’est ce qu'il est facile de vérifier directement.

AUTRE METHODE. — Il est facile de voir par des considera-
tions toutes semblables & celles dont nous avons fait usage dans
la solution du probleme I1 (125) que, si D est le point de larc
auquel correspond le maximum, la droite HK, qui est tangente
au cercle, au point D, et qu’on prolonge jusqua sa rencontre
en K et H avec la corde AB et le rayon OG prolonges, doit éire
partagée par le point D en deux parties égales.

Cela posé, si l'on tient compte de I'égalité des angles DOH.
DOK et de celle des droites OH et OK, les triangles rectangles
KOG, BOG et DOH donneront

. oG 1 CO¢
OG=rcos ¢, OK=-—0 =105«
cos 2r cos 2
,
OK=0H =
COS I

Par suite, on aura

COS 2T = CO8 « 108 I
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et en remplacant cos 2r par 2 cos* 2 — 1, on retombera hien
sur 'équation (1).

ProBLEME XI11.

135. Dans une suile de triangles le coté a et l'angle oppose
A sont constants, on demande d’étudier les variations de la
quantité h — ¢ 4 h.

On trouve. d’abord. comme au n® (1N

1 . L . . .
h— ¢+ h :-;—]%—K—(sm B —sin € 4 sin B sin C

(31}

h—ec-+h=

B—C A B—C A
—sin? 92¢in —- si 82—
( sin® — -+ 2sin 3 s1n 3 ~-cos 5

sin A

et tout revient & étudier les variations de la quantité entre pa-
. . -\ N
renthéses, ou, en désignant les (uantités 2 sin 5 cos? 7

. B—¢( . . .
.~'m—~—‘—)——‘- , respectivement, par m, n et r, & discuter le tri-

<

néme — 22 -+ 2max 4 n.
Lorsqu’on fait varier o depuis — o jusqu’éi 4~ < le trindéme

. . . . s e s LA o
croit depuis — % jusqu'i m. cest-a-dire, sin —- . puis il dé-

croit jusqu'a — cc. Mais dans la discussion on doit tenir
compte de la signification de la variable «. Or on observe que
I'on a

. B—C . B4C A
sin 3 = (0§ —-
5 < sln 2 €08 5

On devra donc, dans la question, considérer # comme uane
variable qui ne prend (ue les valeurs comprises entre zéro et

A - . .

vos o - Nous distinguerons deux cas principaux dans la dis-
cussion, suivant que l'angle A est aigu ou qu’il est obtus ou
droit.

- oo . A

te L’'angle A est aiqu. Alors la valeur sin - auquel corres-
pond le maximum du trindme est inférienre & la limite supé-
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rieure de la variable, c’est-a-dire, & cos 5> et le trindme passe
par le méme maximum que lorsque x varie entre — o et--ce,

. . B—C
Plus généralement, on peut dire (ue, lorsque sin —5

croit depuis zéro jusquwa sin - | la quantité b — ¢ - & croit

.o A Lo - i
depuis r) cotg 9 ou fjusqu’a s ou 2R, et que, lorsque

. B—G . - A A
sin ——— croit depuis sin —- jusqu'a cos 5 » la quantité
b — ¢ - h décroit depuis 21 jusqu’a a.

I A
2° A est obtus ow droil. Si A est obtus, sin 5 est plus grand

A T - , 0
que cos 5 et par suite, la variable & en croissant, a partir de

zéro, n'atteindra pas la valewr a laquelle correspond le maxi-
mum du trindme. La quantité b — ¢ -/ ira alors constam-
ment en croissant depnis fjusqua a.

On arrive évidemment & la méme conclusion quand A est

. 5 a .
égal & 90°, car alors ey et @ ne forment plus qu'une seule
]

nA
quantite.

ReEMARQUE I. — On aurait encore pu faire la discussion, en

ramenant tout 4 1'étude de la variation d'un produit de facteurs
. B—GC . A . B—GC

Sin ——5— et 2 sin 5 ~ sin—p— dont la somme est con-
stante.

ReMARQUE II. — Nous pouvons donner ici un exemple de
I'utilité de la connaissance des maxima et des minima pour la
discussion de certains problemes *. En effet, si l'on veut pré-
voir les différents cas de la discussion du probleme XII (100),
il suffit d’appliquer les résultats précédents et on arrive aux
conséquences suivantes :

Lorsque 'angle A sera obtus ou droit, le probleme ne pourra
avoir qu'une solution, et & la coudition que la somme donnée

* Questions de Géométrie, chapitre V, page 283,
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soit comprise entre a et /. 8ilangle A est aigu. le probleme
aura deux solutions, lorsque la somme donnée sera comprise
entre son maximum 2R et la plus grande des deux quantités
a et [, et il aura une seule solution, lorsque la somme sera
comprise entre ces deux derniéres (uantités ; il sera enfin im-
possible, lorsque la somme sera inférieure a la plus petite des
quantités @ et f ou supérieure a la plus grande.

ProBLEME XIII.

138. Dans une suite de iriangles a et A sont constants, on
demande d'éludier les variations du produit des bissectrices
des angles B ¢t C.

Appelant ¢ le produit variable, on trouve facilement

a? sin B sin C
. A\ . AV’
sin (B —|—? sin (C -+ 3
, par les transtormations ordinaires,

, B—C o
cos —9——s1u‘—

<

q=

cos

———]— :m—c:,—

-

————— depuis sa plus petite

Il suffira de faire varier cos 5

oA . . S
valeur. sin 5 - jusqu’a sa plus grande, l'unité.

~

3 B— G
, sin-— A et eos —5 respective-

Représentons sin

~

ment, par d, ¢ et x, on aura a discuter une expression de la

T - - d? . . ,
forme T ou, en posant x —e égal a y et laissant de
cOté une constante — 2e, une expression

-d*
y+

Nous distinguerons plusieurs cas,

€

o L'angle A est plus pelit que 60°. Alors sin -3— A est plus
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grand que sin 5 et Ja quantité e* — d2 est positive i la va-

riable ¥ pouvait prendre la valeur Ve —d2, il y aurait un mi-
nimum de la fonction correspondant & cette valeur : mais il

n'en est pas ainsi. En eftet, la quantité Ver — d? est égale 4

<

., 3 ., A . ., o
l// sin? ) A—sin? o, et cette derniere guantité est évi-
demment plus petite que la plus petite valeur de y, qui est
A .3 . .
sin 5 + sin 5 A. Déslors y ne prend dans la question que

des valeurs supérieures a celle pour laquelle le minimum a
lieu, et, par conséquent. le produit des perpendiculaires va
a® (1 + cos A)

1—|—sin:—;A

. . , . L B—C
valeurs qui correspondent, respectivement, & l'angle e

<

ronstamment en croissant depuis 0 jusqu’a

1 ar A
égala 90 — —— ou zéro.

20 Dangle A est plus grand que 80° et jilus petit que 90° On
a, d’abord.
90° < ; A < 135,
et
3 : A
= A o2 .
3 < 180 3
Z A et 180° ———:- étant des angles obtus, dont le premier est

~

le plus petit, sin-%z)—A est plus grand que sin |[180° — —J-;— ou
\

A . . . .
sin —-, et on arrive 4 la méme couclusion (ue dans le premier
cas.

3° A est plus grand que Y0 malis plus petit que 120°.
On déduit, d’abord, de I'hypothese actuelle,

1350 < A < 180,

3 A

EY
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D)

b A .
et commie les angles 180° — —- A et —- sont des angles aigus,

p4

ona

*)

.3 A
sin — A < sin —

2 2
alors e* — d? est négatif. Mais on a vu en Algebre que,
dans le cas ot e* — d? est négatif, lorsque y croit depuis — o

2 d‘2
jusqu’a zéro, la quantité y 4 ———— croit depuis — oc jusqu’a
Y

+ oo, que, y passant par zéro, elle saute brusquement de +
a-— o et que,y continuant de croitre depuis zéro jusqu'a —-cc,
la fonction croit. depuis — oo jusqu'a -+ . Comme, dans la
guestion actuelle, y ne prend que des valeurs positives crois-
santes, on peut conclure de ce qui précede que le produit des
bissectrices prend encore des valeurs croissantes en méme

8 —C .
temps que cos ——— croit.

4 A est plus grand que 120° mais plus petit que 180°.
I1 en résulte, d’abord,

180° < o A < 270",

.3 e ‘
Alors sin -z A est négatif et sa valeur absolue est plus petite
£

h

. A . , .3
fjue sin 5 En effet, sin 9

: : A
sin ;A — 180"), et les deux arcs “j A - 180 et - dont le

< _

A a méme valear absolue que

dernier est le plus grand, étant aigus, on a

sin ({ A — l80°) < sin :\
‘ 2 2
la quantité e? - o est donc négative comme dans le cas pré-
cédent, et on arrive aux mémes conclusions.

On voit, eu résumé, que, dans tous les cas, le produit des bis-
sectrices a été en croissant, depuis zéro jusqu’a une valeur qui
correspond au cas du triangle isocele.
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ProsrLEME XIV.

1387. Des différents points d’'un cercle, on abaisse des per-
pendiculairves sur les cotés d'un angle inscrit : on demande
comment varie la somme des perpendiculaires, lorsque le point
se déplace sur le cercle.

Soit C Uangle donné dont les cotés coupent le cercle en A
et B (fig. 32) : en tirant la corde AB on aura un triangle ins-
crit dans le cercle, et les perpendiculaires MP et MQ, abaissées
d’un point M du cercle sur les c¢dtés CB et CA de I'angle, se-
ront considérées comme positives, lorsque M et A seront d'un
méme cOté de BC et M et B d'un méme ¢Oté de AC, et elles
seront négatives dans les cas contraires.

Dans les calculs qui vont suivre, les perpendiculaires MP
et MQ, prises avec les signes convenus, seront désignés par
petq,etlon prendra pour variables les deux angles ACM, BCM
qu'on représentera respectivement par « et 5: seulement,
lorsque le point M cera sur I'are AC, » sera considéré comme
négatif.

Tout cela étant admis, je vais faire voir que la somme des
perpendiculaires a toujours la méme expression.

o Le point M est sur 'arc AB. On a

P+ ¢ = MC sin a + sin 5.

wais, conume dans le triangle MBGC, on a

a sin (A + 5
sin A

MC =

on ohtient
a . . o
P ¢ = ——— sin ‘A 5) (sin # - sin 5,
Pty A A+ 5)( - sin 5,

et en tenant compte de ce que la somme des angles « et 5 est
egale a G, on trouve par les transformations ordinaires

a sin —

M pto= —S;n——%(sm (A + —g—)—l—sin (A +%c— Qa)).

2° Le point M est sur larc BC. En se rappelant les signes
convenus. on a, d'abord,

p =+ ¢ = MC sin » — sin 3).
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Mais le triangle MBC donne
o sin (A —
M= S A—F
sin A

alors si 'on observe yue, dans le cas actuel, la différence des
angles « et 5 est égale & C, et qu'on effectue les transforma-
tions analogues & celles du premier cas, on retombe sur la for-
mule (1).

3° Le point M est sur 'arc AG. En tenant compte a la fois
des signes de 1, g et «, on a

P -+ ¢ = MC (sin « 4 sin 5):
la somme des angles « et 5 étant, d’ailleurs, égalea C, on re-

tombe identiquement sur les calculs du premier cas et la for-
mule (1) est encore démontrée.

DrscussION Dk LA FORMULE (1.
2
. . . o e . o
Tout revient 4 étudier les variatious de sin (A -+ £l C—?a),

Dans ce qui va suivre, unous supposerons que l'angle A estle
plus grand des deux angles A et B lorsque ces deux angles

‘

. . . N LA
sont inégaux; il en résulte que l'angle A 4 > est égal ou

supérieur a 90°.
“ela posé, faisous tourner le point M sur la circouféreuce, a
pcutn' du point A et dans le sens ABC. L’angle variable

A - 2 G — 24 est, dabord, égal a l'angle A+ 3 G, néces-

!

. . , G . -
sairement obtus, puisque l'angle A 4 5 est égal ou supérieur
2 X
4 90°. L’angle « croissant, 'angle A + | G — 22 diminue, et
le sinus de ce dernier angle augmenle, jusqu'a ce que l'angle «

L A 3 .
ait pres la valeur 5 + —4’— G — 45° pour laquelle le sinus est

égalat.
D'ailleurs, langle =« est toujours resté positif puisque
3 . . . I
A ~+ - C est plus grand que 90°; le point M qui correspond &
. . A 3, . .
la valeur eégale & —-+— G — 45 ne pourra donc pas étre
E 3

~
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situé sur Parc AC; mais il sera situé sur larc ADB ou sur
l'arc BC, suivant que 'angle A sera plus pelit ou plus grand

C , .
que 90° —|-_—,) . car alors 'angle « sera plus petit ou plus grand

que C.

“w

)
A
) ( 2a,

devenant aigu et restant décroissant, a un sinus qui diminue:
le point D déterminé par la valeur de « qui est égale a

Lorsque l'angle « continuede croitre, 'angle A 4

1 )
—‘_—;‘- + —;- L — 45° est donc une posiiion du point M pour la-

ruelle la somine p—4¢ cst un maximum.
Je dis maintenant que I'angle «, continuant de croitre. pren-

A 3 .
dra la valeur —- 4 i C, avant que le point M n’ait atteint le

point C. En effet, lorsque le point M est en C. 'angle « est
égal & 180° — B. et on a évidemment

A3,
S e<ivo—n

<

. N 3 .
Lorsque - atteint et dépasse la valeur 5 + - C, le sinns
2 4

BY
de T'angle A —{—%C— 2a passe du positil au négatif et con-
tfinue de décroitre, tant que la valeur absolue de l'arc variable,

o
c'est-a-dire, 2 — (A—l— «21 C) est inférieure & 90°: mais la va-
lear — 90° est atteinte et dépassée avant que le point M ne

. . y . 3
soit arrivé en G, car, si 'on vemplace, dans 2, — (A -+ 5 C)

<o

I'angle « par 180 — A, on obtient 360° — 2B — A — - C. et

»o

cet angle est supérienr & 90°, puisque A 4 B4 C est égal &

180° et B % inférieur a 90°.

. A 3 .
Lorsque « aiteint la valeur - -+ ; C =+ 450 pour laquelle
3
l'angle 2a — (1\ + 5 (‘.) devient égal & 900, la somme p -} ¢

~
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passe par un minimum. Eun effet, si E est le point déterminé
par la valeur piécédente de a, lorsque le point M arriveen E, le
sinus a cess¢ de décroitre pour croitre.
Je dis entin (ue, lorsque le point M va de E en C, puis de
7
Cen A, la somme p-+¢ va en croissant jusqu'a la fin, En
effet, lorsque le point M se déplace de E en C, langle

3 . . e
Qa — A — 5 G reste toujours ¢videmment inférieur a 180°, et
le sinus de l'arc de signe coutraire va toujours en croissant.
Lorsque le point M marche ensuite de C en A, « croit,depuis— B
‘, .
3 o . C
jusqu’a zéro, et 'are A+ 5 C—2z décroit, depuis 180°4+ B 4

2

3o e . ,
jusqua A -+ T?-(.., c'est-a-dire, en restant toujours dans le troi-

]

sieme et le second quadrant, puisque B 4 -~ est tonjours plus
A

petil que 902 et A 4 T) C plus grand que 900 : le sinus de L'are

A+ -;2~C — 2« va done constamment en croissant,

Détermination géométrique des points D et E auxquels cor-
respondent le maximum et le minimum.

Je vais démontrer que les points D et I sont les points de
contact de deux tangentes an cercle, perpendiculaires & la his-
sectrice CI de I'angle C.

Menons le rayon OD paralléle a la hissectrice CI et divigeé dn
¢6té opposé au sommet G (fig. 33); le point D sera le point de
contact de l'une des tangentes qu’on vient de définir. Pour
qu'il soit démnontré qne ce point D est bien le point auquel cor-
respond le maximum, il suffit de prouver que Pangle DCA est

égal a A -+ 3 C— 45"
2 4
Or. si Uon tire les droites OC et DC, on a

oc ¢ oo
DCA = 5+ 16D = + OCD,

et, d'autre part,

20CD = OC1 = = 4 A — a0,
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d'on

. C

oCD = —

4

A
L0

+ —:2"' — 42"
et, par suite,
N A 3 S50 .
DCA -:_-?—l-—!‘—c — 45"
la premieére partie est done démontrée.

Maintenant pour que la seconde le soit, il suffit évidemment,
puisque l'angle DCE est droit, de vérifier que la différence

A 3 y A 3

entre les deux angles 5 -+ —;— G4 45° et 5 + T C —45°

est égale 4 90° : or c'est ce qui a effectivement lieu.

ProOBLEME XV.

138. Ktant menée une tangente AD ¢ un cercle donné O
fig. 22, on prend swr celte tangente un point D, et par ce point
on meéne une sécante BCD aw cercle : on demande quel doit
étre U'angle de la sécanle avec la tangente pour que ia surface
du triangle ABC soit maximum.

Nous considérerons d'abord le cas particulier ou le point D
est & une distance égale au rayon du point de contact A.

En désignant par IR, m?, a,«et & le rayon du cercle, la surface
ABG, la longueur AD et les angles BDA, ODA, on a trouvé
(Pr. XVII, 117) la formule suivante :

o Rbcos® 5 sind 4 sin (25 —a)

m .
sink &

Mais, dans I'hypothese actuelle, 5 est égal & 459 et sin (25— «)
est égal & cos »; on est donc ramené 3 trouver le maximum
de sind « cos « ou de (sin? «)® cos? «, c'est-a-dire, 4 déterminer
le maximum d'un produit de deux facteurs sin? » et cos? » qui
sont éleves, respectivement. aux puissances 3 et 1, et dont la
somme est égale 4 'unité : or d’aprés un théoréme connu en
Algebre, le maximum a lieu qnand on a

sin? « ,
——— = (0§? 7,
3
ou

g '/.:\/—f—;-,

¢lest-d-dire, lovsque l'angle « est ogal a 60,
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Quandlangle 5 est différent de 45°, I'expression de it ne se
préte plus & lapplication des méthodes élémentaires. Je vais
slors chercher le maximum par la méthode des infiniment
petits.

Considérons la sécante dans deux positions voisines DG et
DC’, et supposous qu'a la premiére corresponde le maximum :
alors 'augmentation de la surface du triangle ABC, quand la
sécante passe de la position DC & la position DC/, peut étre
considérée comme étant égale & la différence des triangles
DCC’ et DBB/, tandis que la diminution est égale & la somme
des triangles ABB’ et ACC/. On a ajouté, il est vrai, aux deux
quantités, dont on veut prendre le rapport, la différence ou la
somme de deux triangles BLB’, CMC’, mais les rapports de
ces triangles aux premiers ayant, pour limites, zéro, leur intro-
duction est permise.,

La condition du maximun est

DCC — DBl _
CAC’++ BAB —

Tirons les cordes BB/, GC/, et prolongeouns-les jusqu’a leur
point de rencontre en G', et aussi, jusqu'a ce qu’elles coupent
la tangente AD aux points E’ et I/ : si I'on remarque que les
triangles DCC’ et ACC/, DBB’ et ABB’, ayant, deux a deux,
méme base, sont, entre eux, les premiers comme DF’ est & A,
les seconds comme DE’ est & AE’/, on aura

lim

lim - DCC' — DBB' 1
AL ALK '
YO /
DCC ><————DF, -+ DBB’ > DE

Drailleurs, le premier membre de I'équation précédente
étant homogeéne, par rapport aux aires DCC/, DBB/, on peut
remplacer ces aires par les quantités proportionnelles DC><DC’,
DB >< DB/, et l'on a

Al-4‘[ \
DI DE"

Passons maintenant aux limites; les longueurs DG/ et DB/
deviennent égules & DC et & DB, les sécantes CC’ et BB’ de-
viennent les tangentes en G et D, et si Uon désigne par E,IF,G
les positions limites des points E.17,G’. ¢'est-a-dire, celles qui

nJ
1)(:><1)(‘/(1 =I)B><I)B’([ 4 AR )
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A N
correspondent aux tangentes en G el D, les rapports N‘IT}TS'_’
Al auront, pour limites respectives AR et F Tout
—_— > S Tt ec 3§ —_— _—T. 28
BIY ! ! ' DE © BF

les substitutions que nous venons d'indiquer étant faites dans
I'équation de condition, on trouve sans difficulté
_
(m DB _ DE
: —r = pp
pc  DF
¢’est cette relation que nous allons prendre pour point de dé-
part des calculs.

Posons :
GBC = 1, ODA = 5. CDA =1,
DB = =, DC=y.
Les triangles DBE, DCF donnent, d’ahord.
x __ sinla+) y o osin(z—3
DE = sin. DF ™ sing

et en divisant, memhre A membre. ces équations. il vient
DE sin (¢ — )

DF ~ ysin (« +2)

nl

substituant maintenant dans DPéquation (1} & BF 3 valeur

tirée de l'équation précedente, on a

r _ osin(z—12)

Yy~ osin (xF2)
d’oi1 on deduit, 4 la maniére ordinaire,

'y y— _ gk

o y+ar o tgs

Mais si l'on abaisse Ol perpendiculaire sur BC, et que lon
tire les ravons OB et OA, on obtient les triangles rectangles
OIB. OID et OAD qui donnent

’”

Y o— =2 sl %, | Tr==20Dcos X —*5  OD=— .
y * y + ' sin s

on a, par suile,
2 cos (A — &)
sin 4 ’

y4+ar=
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substituant maintenant dans l'équation (2) les valeurs de
y + x et y — x tirées des équations précédentes, on ohtient

cos (b — 3) tg A cosa

sin? ¢ = T
sin 3

D’autre part, les deux triangles OIB, OID donnent

in(A—25
OI = r cos « = OD sin (x-.e):f—si(;—‘-)-

i

sin 3
d’ol I'on tire
sin 0 — §)

(3) COS oo == sin ‘5

)

et en remplacant, dans I’équation précédente, cos « parla va-
leur tirée de 1'équation (3), il vient

sin (24 — 8) tg )

me y —
(4) e = 2 sin? 3

Klevant maintenant au carré les deux membres de I'équa-
tion (3) et ajoutant, membre & membre, avec I'équation (4),
ona

sin (2 — 28) tg 2 4 2 sin? (A — 5) =2 sin? 5.

Remplacons alors, dans ’équation précédente, les quantités
sina
€os

tg 2, 2sin? () — 3), 2sin® B, respectivement, par ,
1 —cos (22—23),1 — cos 23, nous aurons
(cos (2x — 28) — cos 273) cos » = sin (24— 23) sin ),
ou encore
2 sin (23 — 1) cos » = sin (21 — 28),
sin 23 — sin (22 — 23) = sin (22 — 28),
et enfin

sin (A —28) 1

(5) sin 28 ~7

léquation (5) résout la question proposée.
Quand 5 est égal & 45° on tire de I'équation (5)

16
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I'angle X est donc alors égal & 60°, comme nous 'avons trouve
par la premiére méthode.

Construction géométrique de la sécante. — De 1I'équatioh (5)
on déduit

tg (5 —21 1
tg X 3
Maintenant si, du point D, on méne la seconde tangente DQ
au cercle, qu'on éleve RST perpendiculaire & la sécante DBC
au point S, et qu’on la prolonge jusqu’a la rencontre en R et T
avec les deux tangentes DA et DQ, on aura, d’aprés I'équation
précédente,
SR

ST:T .

On est alors ramené & construire un triangle RTD, dans
lequel on connait un angle et les deux segments que la hau-
teur partant de ce sommet détermine sur le coté opposé.
M. John Mulcahy est arrivé a la méme construction par des
considérations purement géométriques (*).

EXERCICES SUR LE CHAPITRE VilI.

- , . T , .
1. Trouver la limite de Dexpression (I — z)tg ”2 , lorsqu’on fait

tendre x vers 'unité.
sin(fa-+h)—sina*  cos(a-}-h)—cosa
h ! h ’

2. Trouver les limites de

tg (44 h) —-tga
h

3. Un polygone régulier ¢tant inscrit dans un cercle donné, on le
décompose cn triangles par des diagonales partant d'un méme sommet,
puis on inscrit un cercle dans chaque triangle : on demande de trouver
la limite vers laguelle tend la somme des rayons de ces cercles, lors-
qu'on fait croitre indéfiniment le nombre des cotés du polygone
régulicr.

, lorsqu’on fait tendre A vers zéro.

(*) Principes de géométric moderne, par M. Mulcahy,
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4. Etudicr les variations de sin .r == coséc @, séc & = tgx et de
séc & = cosée .

5. Etudier les variations de & —sinz, tg ¢ — , sécz — .
6. Etudicr les variations des fonctions

a sinzz-+0b cosx atgx+0b cotgx a séc T+b coséex

a'sinzfbcosxz ’ a'tgxtbeotgx ' o/ sécx b coséex
Lorsqu’on fait varier I'arc z depuis -- o jusqu’a 4o .

7. Trouver lcs conditions qui doivent étre remplies par les coeffi-
cients 7, b, a’, b, pour que les fractions précédentes soient constantes.

8. On retranche la suite sin z + sin 2z 4 . . . - sin nz de celle
qu'on cn déduit en changeant x en z - A, on divise la différence par A
et Pon fait tendre A vers zéro : on demande de trouver la limite du
(quotient ¢t d’en déduire la somme de la suite

€08 & 2 cos 2z +- 3 cos 3x 4. . . + n cos nz.
9. Trouver la propriété caractéristique du triangle dans lequel le

r .
rapport e est maximum.

10. Trouver la propriété caractéristique du triangle dans lequel Je
7-’7«//,-/// .
rapport ————— est maximum.
73

11. On déerit trois cercles tangents extérieurement au cercle cir-
conscrit & un triangle et & deux des cités de ce triangle, et I'on divise
le produit des rayons des trois cercles par le cube du rayon du cercle
circonscrit : on demande de trouver la propriété caractéristique du
triangle pour lequel le rapport est maximum,

12. Par T'un des points d’intersection de deux cereles qui se coupent,
on méne une séeante, et Uon tire les troisrayons qui passent par lcs trois
points ou la sécante rencontre les deux cercles ; on obtient ainsi deux
triangles : on demande d’étudier Ja variation de la somme de leurs
surfaces.

13. Etant donnés un ccrele et deux tangentes paralleles, on propose
de mener une troisicme tangente au cercle, telle que, si I'on joint, par
des droites, scs points de rencontre avee les deux premicres tangentes
A un point fixe pris sur le diamctre correspondant aux deux premicres
tangentes, 'angle des deux droites soit un minimum.

14. Etant donnés un angle droit ¢t un point pris sur I'un de ses
¢dtés, on demande de mener par ce point deux droites, telles, que le
rapport des scgments compris entre le sommet de Pangle droit et leurs
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points d’intersection avec autre coté soit connu et que leur angle soit
maximum (Concours).

15. Etant donnés un carré et une circonférence concentriques, en
quels ‘points de la circonférence doit-on se placer pour que la somme
des® angles sous lesquels on voit les diagonales du carré soit maximum
ou minimum ?

16. Etant donnée unc demi-circonférence, sur le prolongement du
diametre AB qui la termine et, de part et d’autre du centre, on prend
deux points C ct D, et 'on joirt un point M de la circonférence aux
quatre points A, B, CetD : on demande de déterminer le point M
par la condition que la somme des angles AMC, BMD soit minimum.

17. Dans un triangle ABC, a et A étant constants, on propose d’étu-
dier les variations de ¢+ k&, ¢+ k-~ h, r et r (Notations du
ne 87).

18. Dans un triangle ABC, 2p et A sont constants, on propose d’étu-
dier les variations de S, r, R eta - h.

19. Un angle étant circonscrit & une circonférence, d’un point quel-
conque de cette courbe, on abaisse des perpendiculaires sur les deux
cotés de langle : on demande d’étudicr les variations de la somme de
ces perpendiculaires.

20 Un angle ¢tant circonscrit & une circonférence, d’un point de
cette courbe, on abaisse des perpendiculaires sur l'un des cotés de
I'angle et la’corde des contacts: on demande d’étudicr la variation de
la somme de ces perpendiculaires.

21. Etant donnés un demi-cercle ct un point pris sur le prolonge-
ment du diametre qui le termine, on propose de mener par ce point
une scécante, telle, que, si 'on joint par des droites ses points d'inter-
seetion avec le cercle aux extrémités du diametre, le quadrilatere inserit
ainsi obtenu soit maximum (Emploi de la méthode infinitésimale comme
dans l¢ probleme XV).

22. Parmi tous les triangles qui ont un coté ct la somme des autres
constants, quel est cclui qui a la plus grande hauteur correspondant au
cOté donnc?

23. Parmi tous les triangles ayant un angle ctla somme des cotés
qui comprennent cet angle constants, quel est celui qui a la plus grande
hauteur ?

24. Parmi tous les triangles qui ont un angle ct le rayon du cercle
inscrit constants, quel est celui qui cst tel, que la somme des droites
qui joignent le centre du cerele inserit aux trois sommets est minimum?

25. Parmi tous les triangles qui ont la surface et un angle constants,
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quel est celui qui est tel, que la somme dcs carrés de ses cotés est
minimum?

26. Parmi tous les triangles qui ont une hauteur et le rayon du
cercle inscrit constants, quel cst celui qui a le plus petit périmetre ?

27. Parmi tous les triangles inscrits dans un cercle donné, quel est
celui qui est tcl, que la somme des carrés des distances du point d’in-
tersection des hanteurs aux trois sommets est minimum ?

28. Par les trois sommets d’'un triangle, on méne des droites qui font
des angles égaux avec les cotés de ce triangle dans un méme sens de
rotation : trouver quel doit ¢tre I'angle pour que le triangle formé par
Iintersection des droites soit maximum ou minimum.

29. Trouver la plus petite de toutes les droites qui sont inscrites
dans un angle donné et passent par un point de la bissectrice de cct
angle.

30. Un angle constant étant inscrit dans un cercle donné et ayant
son sommet en un point fixe, on décrit un cercle tangent extéricurement
au cercle donné ct aux deux c6tés de I'angle: on demande de placer
I'angle de maniére que le rayon du second cercle soit maximum.

31. Par un point pris dans le plan d’un angle, mener une transver-
sale, telle, que la somme des carrés des inverses des segments compris
entre le point donné et les points ot la transversale coupe les edtés de
I'angle soit maximum ou minimum.

32. Par l'un des sommets d’un triangle, on méne une droite qui
partage le triangle en deux autres : on demande d’étudier la variation
de la somme des rayons des cercles inscrits dans les deux triangles.

33. Etant donnés deux points, l'un P pris sur le ¢oté BC du triangle
ABC, lautre Q sur son prolongement, par le point Q on méne une sé-
cante queclconque qui coupe les c¢Otés AB et AC en D et E, et I'on tire
les droites EP ¢t DP : on demande de¢ trouver le maximum de l'aire du
triangle DPE.

3%. Parlc pied H de la hauteur A0 d’un triangle ABC, on méne des
droites HD et EH qui font des angles égaux avec la hauteur et qui cou-
pent les ¢Otés AB et AC en D et E, puis on tire la droite DE : on de-
mande le maximum de l'aire du triangle HDE.

35. Etant donnés deux points sur la bissectrice d’'un angle droit, par
Pun d’cux, on méne une droite qui coupe les deux cotés de I'angle, et
Pon joint par deux droites les deux points d’intersection au second
point donné : on demande d’étudier la variation de I'angle des deux
droites.
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36. Etant donnés un point et une droite, on fait tourncr un angle
constant autour du point donné : on demande de trouver lc cercle,
de rayon minimum, inscrit dans le triangle formé par la droite ct les
deux cités de T'angle.

37. Par deux points pris sur deux des cdtés adjacents d’un parallélo-
gramme, on meéne deux droites paralleles qui rencontrent les deux
autres cOtés : on demande quelle doit étre la direction de ces droites
pour que la somme des segments qu’elles interceptent sur les deux der-
niers cités, a partir des sommets ot aboutissent]les premiers, soit maxi-
mum.

38. Trouver parmi tous les trapézes que I'on peut inscrire dans un
demi-cercle celui qui a la surface maximum.

39. Un trapeze isocele, de hauteur donnée, étant inscrit dans un
cercle connu, on demande de trouver le maximum de la surface.

40. Etant donndes unc circonférence et deux tangentes qui sc cou-
pent, on propose de mener unc troisitme tangente, telle, que le rayon
du cercle inscrit dans le triangle formé par les trois tangentes soit
maximum.

41. Par un point pris dans le plan d’un cercle, on méne unc droite
qui coupe le cercle en deux points A et B, et, par les milicux C et D des
deux arcs qui ont pour cordg commune AB, on tire les droites CA et
CB : on demande le maximum de la surface du quadrilatere ABCD.

42. On partage une droite donnée en deux segments, sur chacun
d’eux comme diametre on décrit un cercle, on méne une des tangentes
communes extéricures, et on joint par des droites ses deux points de
contact a celui des deux cercles : on demande de trouver le maximum
de Taire du triangle formé par les deux droites et la tangente com-
mune.

43. La somme cosx - cos y étant constante, on propose d’étudier
la variation de la somme sin & -} sin .

44. La somme sin z + sin y ¢tant constante, on demande d’¢tudier
la variation de la somme coséc & + cosée .

45. Soient deux cercles concentriques : dans le plus petit on inscrit
un pelygone régulier d’un nombre de c6tés donnés, ¢t on construit des
triangles isoceles, ayant pour bases les cotés du polygone et dont les
sommets soient placés sur le second cercle; on reléve tous les triangles
isoctles de manicre & former une pyramide réguliére ayant pour base
le polygone : on demande de trouver le maximum de tous les volumes
qu’on obtient cn faisant varier le rayon du plus petit cercle.

46. Deux points étant situés d’'un méme cité d’'unc droite donnée, on
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demande de trouver le minimum de la somme des deux droites qui
joignent un point quelconque de la premiere droite aux deux points
donnés.

Dans ce probléme et les trois suivants on prendra comme
variables auxiliaires les tangentes des moitiés de certains
angles.

47. Le baron T***, qui habite lc chitcau B situé & une distance
donnée d’unc voic de chemin de fer, demande qu'une gare soit placée
dans une position, telle que, s'il se rend dans sa voiture & la gare, puis
en chemine de fer, dela gare & une ville situce sur la voie, il arrive a
destination dans le temps le plus petit possible : on demande en quel
point de la voic la gare doit étre placée.

48. Deux points A et B sont situés de part et d’autre d’une droite;
on supposc qu’un mobile aille du point A & un point C de la droite
avec une vitesse donnée, puis du point C au point B avec une autre
vitesse aussi donndée : on demande de trouver la position du point G
pour laquelle le lemps employé & parcourir le chemin ACB est mini-
mum (Probleme de Fermat, relatif a la réfraction.).

Apres avoir exprimé le temups employé a parcourir le chemin
ACB, en fonction des tangentes des moitiés des angles que AC
et GB font avec la droite donnée, et avoir trouvé une relation
entre ces deux tangentes, on remplacera, daus la premiere
expression, l'une des tangentes en fonction de l'autre, et I'on
sera conduit & trouver le minimum d’une fraction dont les
deux termes seront du second degré par rapport & une méme
variable.

49. Parmi tous les points d’un plan qui sont également éclairds par
deux points lumineux A et B situés dans ce plan, trouver ceux qui sont
les plus ¢loignés de la droitc AB.

50. Trouver parmi tous les cylindres que I'on peut inscrire dans une
sphere celui dont la surface totale est maximum.

On prendra pour inconnu l'angle que font entr’eux le rayon
de la sphere passant par 1'un des sommets du rectangle géné-
rateur et le rayon paralléle & I'un des cotés de ce rectangle.,

5 1. Trouver parmi tous les cones droits que I'on peut circonserire &
une sphere celui qui a le volume minimum.

Dans ce probleme et les neuf suivants, on prendra pour in-
connn le demi-angle du cone.

52. Quel est parmi_tous les cdnes droits que I'on peut inscrire dans
une sphere celui qui a le plus grand volume?
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53. Par le centre d’une sphere on fait passer un plan, et 'on circon-
scrit & cette sphére un cone droit qui ait sa base sur ce plan ct son
sommet en un point de la perpendiculaire au plan menée par le
centre de la sphére : on demande quel est le cone de volume mini-
mum.

5%. On circonscrit & une sphére un cylindre droit, indéfini, ¢t 'on
prend, sur 'axe de ce cylindre, deux points équidistants du centre, pour
sommets de deux cones droits qui soient tangents & la sphére ct que
'on prolonge jusqu'a la rencontre de la surface cylindrique : on forme
ainsi un volume dont on demande e minimum.

53. On coupe unc sphére par un plan, ct on lui circonscrit un cone
droit tangent le long de la section : on demande de trouver le mini-
mum de la surface du cone augmentée de m fois celle de la zone qui
lui est extérieure (m est un nombre positif plus grand ou plus petit que
I'unite).

96. Parmi tous les cones de méme surface totale quel est celui qui a
le volume maximum ?

57. Un volume est formé d’'un cylindre droit de rayon donné ct de
deux cones droits ¢gaux ayant pour bases celles du cylindre : la surface
totale du volume étant donnée, on demande d’étudier la variation du
volume.

58. Quel est parmi tous les cones droits, inscrits dans une sphere,
celui dont la surface totale est maximum ?

Dans ce probleme et les deux suivants on fera usage de la
méthode des coeflicients indéterminés.

59. Quel est de tous les trones de cone droit quon peut inscrire dans
un hémisphere celui qui a la plus grande surface tot ale?

60. On -inscrit un cylindre dans une sphere, et on prend ses deux
bases pour celles de deux cones droits qui ont leurs sommets sur la
sphere : on demande le maximum du volume formé du cylindre et des
deux cones.

61. Un point lumincux d¢elairant une surface horizontale infiniment
petite s¢ meut sur une verticale : & quelle distance de la surface doit-il
étre placé pour que cette surface soit aussi éclairée que possible ?

62. Un prisme triangulaire ct un point lumineux étant donnés, si
I'on ne considére que les rayons émis dans une scction principale, on
demande dans quel cas langle du rayon incident et du rayon émer-
gent sera minimum.
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CHAPITRE VIIIL.

APPLICATIONS PRATIQUES DE LA TRIGONOMETRIE.

PROBLEME 1.

239. Trouver la distance d'un point A d un point B inac-
cessible mais visible.

Mesurez une base AC passant par le poing A et déterminez,
a l'aide du graphometre les angles BAC, BCA : dans le triangle
ABC on counaitra un c6té et deux angles,on pourra donc cal-
culer le coté AB.

REMARQUE. — On pourrait substituer au calcul une mesure
sur le terrain.. Pour cela, on prendrait une base AC faisant
avec AB un angle droit, et 'on s'éloignerait du point A sur
cette base jusqu'a ce que Pangle ACB fut de 45°; alors, le
triangle BAC étant rectangle et isocele, on aurait la distance
cherchée en mesurant AC : dans ces opérations sur le terrain,
on pourra, d’ailleurs, remplacer le graphometre par 'équerre
d’arpenteur.

ProBrLeME II.

140. Trowver la distance de deux points A et B tous deuw
visibles mais inaccessibles.

{r** METHODE. — On choisit un point € du terrain d'ot I'on
puisse voir les points A et B, et 1'on détermine I'angle ACB au
graphométre; puis, suivant la méthode du probleme précé-
dent, on calcule les distances du point C aux deux points A et
B :on est alors ramené a calculer le c6té d'un triangle dans
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lequel on connait deux cotés et l’angle compris. Pour simpli-
fier les calculs, on prendra la méme base dans la détermination
des longueurs AC et BC.

2¢ M¥THODE. — On se place en un point G d’our 'on voit la
droite AB sous un angle « qu'on détermine ; puis on se place
successivement aux deux points A’ et B’, situés sur les pro-
longements de CA et CB et d’ou 1'on puisse voir AB sous des

a @ .
angles égaux a4 —-: en mesurant la distance A’B’ on aura la

distance demandée. En effet, les deux triangles BCA’, ACH/,
sont isoceles et, par suite, les triangles ACB, A’CB’ sont égaux.

3° METHODE. — Avyant toujours pris sur le terrain un poiut
arbitraire C, etlu au graphometre langle ACB, on éleve CD
et CE perpendiculaires, respectivement, & AC et BG dans un
sens, tel que l'angle DCE soit égal & ACB; puis on détermine
sur ces droites des points D et B, tels que, de ces points, on
voie la droite AB sous le méme angle que du point G : en
mesurant la distance DE, on aura la longueur demandée.

En effet, & cause de I'égalité des angles ACB, AEB et ADB
les cinq points A, B, G, D, E sont sur un méme cercle et
comme, de plus, les deux angles ACB, ECD sont égaux, les
cordes ED et AB sont égales.

4e METHODE. — Les directions CA et CB -partant du point
arbitraire C ayant été jalonnées, on éleve sur ces directions,
comme dans le probleme précédent, les perpendiculaires CD et
CE ; on s’éloigne ensuite du point A, successivement, sur ces
derniéres droiles, jusqu'a ce que l'on soit arrivé en des points
D et E, tels que les angles CDA, CEB soient égaux 4 45°. En
mesurant ED on aura évidemment la distance demandée.

5° METHODE. — On choisit sur le terrain une base XY
(fig. 34), et 'on détermine sur cette base deux points G et D, tels,
que les angles ACX, BDX soient droits ; on se place ensuite,
successivement, en deux autres points E et I' de la base, tels
que les angles AE C, BI'D soient égaux a 45°, puis on mesure
les distances CE et DF, on a alors AB par la formule

AB=1Yy CD + (DF — CE)2.

C’est ce que l'on voit facilement en portant, de D en 1, une
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longueur égale & DF — CE et tirant la droite CI, car ID étant
égale a la différence entre BD et AC, la figure ABIC est un
parallélogramme et CI est égale 4 AB.

REMARQUE. — Dans cette méthode et la précédente, on peut
employer aussi bien 1'équerre d’arpenteur que le graphomatre.

6e MétHODE. — Une base ayant été jalonnée, d’abord, avec
beaucoup de soin, (si une route bien droite se trouve dans le
voisinage des deux points, on prendra pour base I'un de ses
bords), un observateur muni d’'un graphomeétre se dirige le
long de la base jusqu'a ce qu’il voie la droite AB, successive-
ment, sous chacun des deux angles maxima et ; IetI
étant les deux stations auxquelles correspondent les angles
maxima, il mesure ensuite la distance II'.

Je dis maintenant que d et o étant les distances II’ et AB,
la distance AJ3 est donnée par la formule

sin 5’

d y sin 5 si dVsin 5 sin 5

5
!
N
T

(1) T =

En effet, O étant le point de rencontre de la base 1I' avec AB
prolongée, on a (Probleme X, 133)
2
OA=<OB="" 0A - OB=2,
et, par suite,
OA 4 OB = y a2 + 2.
Alors, avec les notations actuelles, les formules (2) et (3), (133),
devxennent

x sin
() tgp = o
d— Vot d* cos «
3) g = xsing

d-+VarF & cos «
Résolvant les deux derniéres égalités par rapport aux dénomi-
nateurs, puis ajoutant et retranchant, membre & membre, on
trouve
. (cotg g’ 4 cotg 3 @
coséc o = %4 ,
(cotg 5" — colg )

2V ot @

cotg o =
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substituant maintenant & coséc « et cotg « les valeurs précé-
dentes dans 1'équation
coséc? « = 1 4 cotg? «,
on obtient

{cotg 8 + cotg f')%x* —4d?(1 — cotg £ cotg &')a* — 4d'=0.

Cette équation n’a qu'une seule racine réelle et positive. En
calculant cette racine on trouve sous le radical la quantité
I 4 cotg? 3 4 cotg? 5 -+ cotg® g cotg? f/ qui est égale a
(I + cotg? ) (1 + cotg? %’) ou ey ‘61sin'2 7 et en achevant
les calculs on arrive bien & la formule (1).

On geut encore étab'ir la formule (1) d'une autre maniére.
On sait que les deux points I et I’ sont les deux points de con-
tact, avec la droite donnée, de deux cercles O et O’ passant par
les points A et B : soient 7 et 9/ les rayons des deux cercles O
et O ; si L'on tire les droites O0’, OI, O’l’, on obtient un trapeze
qui donne

(4) 00" = (10 — 10"y + a2,
on a ensuite facilement
o=2rsin =2 sin §, OO =1 cosp 41 cos{,

et, par suite,

N y !
Oy — ot cotg p7

D) ’

(10 — I'0")2 = (r — 1) =( cosec f — coséc 5 )2 2,

2

et en substituant dans I'équation (4) & 00’ et & (I0 — I'0")2 les
valeurs précédentes, on trouve

(cotg 5 + cotg &')%x* = (coséc B — cosée §/)%? -+ 4d2,

et, apres quelques calculs tres simples, on retombe sur la for-
mule (1) déja trouvée.

7¢ METHODE. — Ayant jalonné une base, comme dans la
méthode précédente, on détermine sur cette base un point d’out
I'on voie la distance AB sous un angle maximum 8, puis on se
dirige sur la base jusqu'a ce quon soit arrivé en un point O
qui soit en ligne droite avec les points A et B, c'est-a-dire, tel,
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que l'un de ces derniers points cache l'autre a l'observateur;
on lit au graphometre 'angle A’Of ou « ; enfin on mesure la
distance d des deux stations.

Je dis qu’'on aura la distance cherchée 2 par la formule

(5)

Adoptant les mémes notations que dans la méthode préce-
dente, sauf que l'on représente maintenant par d la distance
OI au lieu de la distance double IT/; on devra changer J en 2d
dans la formule (2) donnée plus haut, et 'on aura

2 sin asin 5
T cosadcosp

x sin «

(6) tg = —— ,
d — V 1 + 4d? cos «

d’ou I'on déduit

(1) (cos?s—cos? a)r®—4dsin asin 3cos fr—+- 4d? sinasin? 5=0;

ki
de cette équation on tire les valeurs des racines 2’ et &” qui
sont alors données par les formules

__2dsin asing

8) o=

©) o = 2d sin 2 sin B
cos 8 -+ cos « ° T CoSB—COSa

Mais je dis que la valeur de 2” doit toujours Ctre rejetée, et
que, par suite, la formule (8) résoul seule le probleme.

D’abord, lorsque I'angle 8 est obtus, ou bien, lorsque l'angle
8, étant aigu, est plus grand que l'angle «, la valeur 2” doit
8tre rejetée comme négative : mais, dans toute autre circons-
tance, ¢'est-a-dire, quand l'angle § est un angle aigu plus petit
que «, la valeur de z” est encore inadmissible.

En effet, il résulte de I'équation (6) dans laquelle le radical
est pris nécessairement avec le signe —, que L'on doit avoir

. . 2d tg B .
plus petit que —EE’—‘— . Mais la valeur 2 peut se mettre sous
24

la forme
2d tg B cos 8 sin? «
sin « CO0S 8 —-COS «

3

et le second facteur de ce produit est toujours plus grand que
1, car en écrivant qu’'il en est ainsi, on trouve la condition,
toujours satisfaite, que cos « cos B est plus petit que 'unité :
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on voit donc que, dans le cas actuel, la valeur de z” doit étre

dtg B

sina

Quant a la formule (1), il est évident qu’elle donnera tou-
jours pour &' une valeur admissible, si « et 3 sont des angles
obtenus par une- opération sur le terrain. Mais il n'en est plus
ainsi, §'il s’agit d’'un probléme ou les données « et 8 sont prises
au hasard : on trouve alors que si I'angle 3 est aigu, iln'y a
aucune condition, mais que si 3 est obtus, il devra étre plus
petit que 180° — «, afin que la valeur de @’ soit positive.

Autre maniére de faire le calcul. — Soient A et A’ les
angles du triangle TAA’ qui sont adjacents & AA’ (on se sert de
la figure (30) mais apres y avoir remplacé la lettre M par I):
on a, d’abord, en tenant compte de la mesure des angles dans
le cercle qui est & la fois circonscrit au triangle IAA’ et tan-
gent & la droite XY au point I,

AfA =180"—§, A—A =a

rejetée comme plus grande que

d’otr
B—«
2 b
Mais en tenant compte des valeurs qu’on vient de trouver
pour les angles A et A/, les triangles OAI, IAA’ donnent

A =90°—-

N:%%ni;&.

Al sin« r sin 8
AT «a—B7 AT T a8
2 OS5

et en multipliant, membre 4 membre, ces derniéres équations,
ona

COS -

« sin « sin B
")
+ P cos = i
2 2
d’ott'on déduit immeédiatement la formule (1).

La formule (1) a été donneée sans démonstration par M. Tod-
hunter dans son Traité de Trigonoméirie.

x

- [24
c0s

ProsLeME II1.

141. Probléme de Pothenot. — [70is points A, B, G
dtant donmés sur un terrain horizontal (fig. 35), trouver sur le
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méme plan un point M, sachant que, de ce point,on a vu les
droites CB et CA sous des angles connus « et g.

Preuons pour inconnus auxiliaires les deux angles MBC,
MAC que nous appellerons z et y, et désignons aussi l’angle
BCA par G et les droites CB et CA par @ et b : on aura,
d’abord,

1) z+y=360"—a—p—C

et, en calculant la diagonale MC dans les deux triangles MBC.
MAC, il vient

@) MG = & §in T __ bﬁinry ’
sin « sin 5
d’ot1 Pon tire
sinz __ bsineg
3) siny  asing

Les équations (1) et (3) montrent qu'on est ramené au pro-
bleme connu de trouver deux angles, connaissant leur somme
et le rapport de leurs sinus (45). I’angle z étant calculé, on
aura l'angle BCM égal & 180° — « — x, et on calculera MC
par la premiére des formules (2) : on pourra donc facilement
retrouver la position du point M.

ProsLeME IV.

142. Probléme de Gotz.— Quatre points A, B,C,D étant
en ligne droite sur un terrain bien hovizontal (fig.36), d’'un
point M situé sur ce ferrain, on a vu sous un méme angle les
segments consécutifs AB, BC et CD : on demande de calculer
cet ang'e et de retrouver la position du poing M.

Soient a, b, ¢ les trois segments AB, BC et CD et « I'angle
cherché,

Les triangles ABM, BDM, DCM et ACM donnent successi-
vement

1 a _ sila (9) BM _ sin BDM

BM ~ sin BAM b-c sin Qe

) __c“_____skin_a‘_ ) GM _ sin BAM |

CM ~ sin BDM ’ a+0"  sin 2«

Multipliant maintenant ces équations, membre & membre,
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et supprimant les facteurs communs, il vient, tout calcul fait,

(5) COSa-_—%I/(a—i’bZIgb-{—C)

Cette formule fait connaitre I'angle a*.
Cela fait, multiplions, membre & membre, les équations (1)
et (2) nous aurons

(6) sin BDM  2a cos «
sin BAM — b4c¢ ’

et comme la somme des angles BDM,BAM est égale & 180°— 3a,
on est encore ramené, comme dans le probleme précédent, &
trouver deux angles, connaissant leur somme et le rapport de
leurs sinus. L’angle BAM étant déterminé, on connait, par
suite, I'angle ABM ; enfin le c6té BM peut étre calculé par la
formule (1) : alors l'angle ABM et la distance BM étant con-
nus, le point M peut étre considéré comme déterminé.

PROBLEME V.

143. Déterminer le rayon d'un bassin circulaire inaccessible.

Dans ce probléme et les suivants, on suppose que le bassin .
est entouré d'un rebord saillant ou d’une balustrade circulaire
qui rende les observations possibles.

On mesure, d’abord, une base AB (fig. 37) dans le méme
plan que le bassin, et, de ses extrémités A et B, on dirige les
alidades d'un graphométre, tangentiellement au rebord circu-
laire, suivant les directions AD, AC, BE et BF; on lit alors sur
I'instrument les angles DAB, CAB, FBA et EBA. Si 1'on con-
coit maintenant les droites OA, OB tracées sur la figure, on a
un triangle OAB, dans lequel les angles OAB, OBA sont con-
nus,comme étant, respectivement, les demi-sommes des angles
CAB, DAB et des angles FBA, EBA : on peut donc calculer AO.

Mais alors, dans le triangle rectangle CAO obtenu en menant
le rayon de contact OC, on connait 'hypoténuse AO et 'angle
CAO qui est la demi-différence des angles CAB et DAB, on
aura donc le rayon cherché par la formule

OC = AO sin OAC.

* L’auteur Allemand ne donne que le caleul de langle «.
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ProBLEME VI.

144. Un poteau H (fig. 38) est placé sur le bord d'un bassin
cireulaire et rencontre en H le plan du bassin ; une station A
élant donnée, on propose de jalonner la droite OA qui joint le
centre O du bassin au point A et de déterminer U'angle HOA.

La premiére partie de la question est immédiatement réso-
lue, en dirigeant les deux alidades du graphometre tangen-
tiellement aux bords du bassin et faisant jalonner une droite
qui partage en deux parties égales I'angle des deux tangentes.
Le rayon du bassin est, d’'ailleurs, connu directement ou dé-
terminé comme il a été dit dans le probléme précédent.

Pour obtenir maintenant I'angle cherché HOA, lisez au gra-
phométre I'angle HAO et calculez OA comme dans le probleme
précédent : vous serez alors ramené i résoudre un triangle,
connaissant deux c6tés OH et OA et l'angle HAO opposé &
I'un d’eux. Le probleme a deux solutions, mais, dans le cas de
la figure, il est clair qu'il faut prendre la plus grande valeur
de I'angle HOA.

REMARQUE. — Le poteau H pourrait dans ce probleme et le
suivant ne pas étre placé sur le bord du bassin, mais on de-
vrait alors donner ou calculer, d’ahord, la distance OH.

ProBLiME VII.

145. Un poteau H (fig. 38) dtant placé sur le bord d'un
bassin circulaire et rencontrant en H le plan du bassin, on
demande de tracer une droite OB qui fasse avec OH un angle
donné.

D’aprés le probleme précédent, on peut d’abord tracer une
droite OA dont on calcule la longueur et l'angle qu'elle fait
avec OH. On pourra, d’ailleurs, se donner arbitrairement la lon-
gueur OB sur la direction cherchée. Alors, dans le triangle
AOB, on connait les deux c6tés OA et OB et I'angle compris
AOB qui est égal a la différence de deux angles connus; on
peut donc calculer I'angle OAB et le coté AB : dés lors le point
B peut étre considéré comme déterminé.

On obtiendra de la méme maniére un second point de OB et
la direction de cette droite sera déterminée.

17
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Dés qu'on aun point B de OB, on pourrait aussi tracer di-
rectement la direction de cette droite, comme il a déja été dit.

ProsLEME VIII.

1446. D'un point P pris dans le plan d'un bassin circulaire
0 (fig. 39), on a dirigé les alidades d'un graphometre,d’abord,
vers le poteaw H des problémes précédents, puis tangentielle-
ment auxz bords du bassin; on a lu sur le graphometre les
angles que les deux derniéres directions font avec la premiere :
on demande que l'on retrouve la position du point P.

Soient PA et PB les deux tangentes au bassin, « et 8 les
angles qu’elles font avec PH ; tirons PO, OH et prenons pour
inconnus l'angle POH et la dlstance PO que nous appellerons
let x.

On remarque, d’abord, que les angles APO, OPH sont, res-

z —;B et — 2—'8 ; alors les triangles

pectivement, égaux a
POH et APO donnent

. a—f8
s (X
(+ 2 )_w Si1a+5-—'r
sin «—P o S
2
et en multipliant ces équations, membre & membre, on a
, sin = —f
sin (A 4 =2 )— 2

\ 2 sin = _'_ g

Cette derniére équation fait connaitre 3, et on aura ensuite -
par l'une des deux autres : i et # étant connus, on pourra,
Q’aprés le probleme précédent, déterminer la position du
point P.

ProBLEME IX.

147. D'un point A (fig. 40) on a vu, sous des angles connus,
deux bassins circulaires O et C situés dans le méme plan que
lui : on demande de retrouver la position de ce point.
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On commence,d’abord, par déterminer la distance des centres
OC en position et en grandeur. A cet effet, ayant pris arbi-
trairement un point B dans le plan des deux bassins, on cal-
cule,comme dans le probleme V, les distances OB et BC, et on
litau graphometre l'angle des deux directions BO et BC préa-
lablement jalonnées. Alors on calculera dans le triangle OCB
le cOté OC et I'angle COB, et, ce dernier angle étant connu, on
déterminera successivement deux points de OC, comme il a été
dit au probléeme VII.

Cela fait, et les rayons des bassins ayant, tout d’abord, été
calculés, on pourra avoir les valeurs des distances OA et CA
dans deux triangles rectangles qui ont ces deux droites, pour
hypoténuses, et pour sommets de l'angle droit, les points de
contact de deux tangentes menées du point A aux deux cercles.
En effet, dans ces triangles rectangles, on connait le rayon du
cercle qui est 1’un des cotés de 'angle droit et I'angle opposé -
qui est la moitié d'un des angles donnés.

Maintenant on connait les trois cotés du triangle AOC,
on peut donc calculer 'angle COA, et, par suite, comme au
probléeme VII, on obtient la position du point A.

REMARQUE. — Si le pied H de la perpendiculaire, abaissée du
point A sur la ligne des centres, ne tombait pas dans I'intérieur
d'un des bassins, on pourrait opérer plus simplement en calcu-
lant OH et AH dans le triangle rectangle OAH.

ProBLEME X.

148. Trouwver la hauteur d’une tour dont le pied est plus
bas que le niveaw du terrain ol Uobservateur est placé, 1°, lors-
que lobservateur peut mesurer sa distance aw piedi de la tour,
2°, lorsqu’un obstacle s’y oppose.

PREMIER CAS. — On peut mesurer la distance de la position
C de lobservateur (fig. 41) aw pied A de la tour verticale AB.
— Soient @ la distance AG,  lahauteur inconnue de la tour,
« I'angle d’élévation BCD et 3 I'angle de dépression DCA lus,
tous deux, sur un graphomeétre dont le limbe est vertical : on
a, par les triangles rectangles BDC, ADC,

2= AD 4 BD = DC (tg « - tg 5), DC =a cos 5,

UPHIC - Cote - 80 DES 72




260 QUESTIONS DE TRIGONOMETRIE.

et, par suite,
x=acos B (tg = 4 tg £),
ou
7= asin (x4 §)
COS a

REMARQUE. — Si le niveau du point G avait été inférieur &
celui du point A, l'angle de dépression g se serait changé en
un angle d’élévation, et on aurait la nouvelle formule qui con-
vientd ce cas en changeant 8 en — § dans la précédente.

DeuxieME cas. — Un obstacle se trouve de E en G.

Alors on détermine la distance CE et l'angle d’élévation
BEF : si I'on désigne ces deux grandeurs par b et y, on aura
dans le triangle ABE

o BEsin (3 + 9)
- cos 8 ’
on a ensuite dans le triangle BEC

BE — b sin (« 4 B)

~ sin ('y—a) !

d’ol, en éliminant BE entre les deux derniéres équations,

o bsin(+ ) sin (« 4 8)

sin (y — «) cos 8

Si I’observateur était au-dessous du pied de la tour, on devrait
changer dans la formule précédente 3 en — 3, comme dans le
premier cas.

ProBLEME XI.

149. Un piédestal AB, dehautewr a, (fig. 42) porte une co-
lonne BT dont la hauteur estb : on demande ¢ quelle dis-
tance x du monument on doit se placer pour voir sous le méme
angle le piédestal et la colonne, la hauteur h de l'eil au-
dessus du sol étant connue.

Soient D la position de I'eil, DF la verticale du point D et
DE l'horizontale parallele & AF : si l'on désigne par 2 'angle
inconnu BDE, les triangles rectangles BED, CED donneront

x=/(a— h) cotg x={(a 4 b — h) cotg 2,
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b—a—+h
1= I/ bfa—n"
b+a—nh
r= a—]')‘/b—a—}—h

ProBLEME XII.

d’ou1 'on tire

et, par suite,

150. Un clocher, BC dont la longueur a est connue, est placé
au dessus d'une tour AB (fig. 42) ; en Sarrétant ¢ une distance
b du pied de la tour et a une hauteur h au-dessus du plan
horizontal passant par ce pied, on a vu le clocher sous un
angle «:on demande de calculer la hauteur x de la pointe C
du clocher au-dessus du sol.

Soit pris pour inconnu auxiliaire I'angle BDE que nous ap
pellerons ).

Les triangles rectangles BED, CED donnent

z—h=0btgx+4 a=0>tg A+ «),
d’ol I'on déduit
a

(1) 50+« —tgr=",

l’équation (1) montre que la détermination de l'angle X revient
au probleme connu : trouver deux angles, connaissant leur
différence et celle de leurs tangentes. En posant suivant la
méthode du n° (47)

on arrive & I'équation

(?) cos (D -+ o) — Los (e + ) .

COS ¢

Aprés qu'on aura déterminé X par cette derniére équation,
on aura la hauleur z par la formule

*=0btg (x4 h.
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ProBLEME XIII.

151. Une tour AB (fig. 43) penche vers le Nord d'un angle ),
en se placant au sud, successivement, en deux points C et D
dont les distances au pied de la tour sont connues.et sont,-
respectivement, égales & a et b, on a mesuré les angles d’élé-
vation « et B du sommet de la tour : on demande de déterminer
la hauteur x de la tour et son inclinaison X sur I horizon.

Soient tracées la verticale BE et les obliques BG et BD : les
triangles BCE et BDC donneront, d’abord,

x=BCsin«, BC= Q,__i)_SI.n—P_ ,
sin (« — B)
d’ou
__(b—a)sinasinp
M =T T e—p
le triangle rectangle BAE donne eusuite
tgh=—- ,

T COtg &« — a

et, en remplacant 2 par la valeur tirée de I'équation (1), on
obtient
@) i bo_e

= bcotg « — a cotg B °

Les formules (1) et (2) résolvent le probléme.

ProBLEME XIV.

152. Un observateur fait U'ascension d'une montagne par
un sentier qui est le plus court chemin de la base au sommet ;
Uinclinaison du chemin sur 'horizon est, d’abord, «, puis elle
passe subitement & une valeur plus grande 8 ; la hauteur ver-
ticale h du sominet a, d’ailleurs, été irowvée a Uaide du baro-
metre, et Uangle d'élévation 3 dw sommet de la montagne a
eté déterminé par Uobservateur, lorsqw’il étail & lextrémité
inférieure du sentier : on demande de trouver la longueur
totale du chemin parcoury.

Soient ABC (fig. 44) le chemin parcouru par l'observateur
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et CD la hauteur verticale de la montagne : on abaisse BF et
BE, respectivement, perpendiculaires sur CD etl’horizontale AD,
puis l'on tire AC; alors les angles BAE, GBI, CAD seront,
respectivement, «, g, 7.

On remarque, d’abord, que 1'on a

P P P
CAB=y—a, ACB=p—y ABC=180°—(p—a);

par suite, les triangles CAD, ABC donnent

_ .h . AB= '/z sin‘ B—19) ,
sin v sin ¢ sin (8 — «)
h sin ('y —_ a)

T osingsin (B —a)

et en ajoutant les valeurs de AB et de BG, on a, toutes simpli-

fications faites
h cos(o‘_H3 ——7)

. g «
sin y cos -—s——

€Tr =

ProBLEME XV,

153. On a mesuré les angles d'é.évation «, B, y du sommet
d'une tour en se placant successivement auz trois points
connus A, B et C situés dans un méme plan avec le pred
de la tour :on demande de trouver la hauleur x de cette
tour.

PREMIER CAS. — Les trois points A, B, G (fig. 45) sont en
ligne droite.

On donne, outre les angles «, 8, v, les distances AB et BG
qu'on appelle a et b, et I'on prend, pour inconnues auxiliaires
Yy, 3 et u, les trois distances DA, DB et DG : alors les deux tri-
angles DAB, DBC donnent

y? = a® + 5* — 2az cos ABD,
u? = b* 4 5% 4 2bz cos ABD,

et en éliminant cos ABD entre ces deux équations, on a

(1) by? ++ au® — (@ + b)z* = ab(a + b).
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Si maintepant on tire les droites EA, EB et EC, les triaugles
rectangles EDA, EDB et EDC donnent

(?) y=wmwcotga, z==xcolgph, uU=xcotgy;
et en substituant dans l'équation (1) pour y, z, u les valeurs
données par les équations précédentes, on obtient la formule
demandée

ab(a 4 b) sin? « sin? § sin? y
a(sin® p— sin®y)sin? « - b (sin® f — sin® &) siny

SEGOND cAS. — Les trois points A, B et G ne sont pas en
ligne droite.

On donne alors les trois cOtés a, b et ¢ du triangle ABC et
on prend encore, pour inconnues auxiliaires y, z et w, les trois
distances DB, DB et DC. Ces trois derniéres droites et les cotés
du triangle ABC forment un quadrilatere dans lequel quatre
des droites sont les cOtés et les deux autres sont les diagonales :
or nous avons trouvé (108) une relation entre les six droites ; il
suffira évidemmeut d'y remplacer, aprés y avoir introduit les
notations du probleme actuel, y, z et w par les expressions en &
que donnent les équations (2) : on obtiendra de cette maniere
une équation bicarrée en r.

3) a2=

ProBLEME XVI.

154. A midi, un observateur, monté sur une [alaise qui est
élevée de h meétres aw dessus du niveau de la mer, détermine
Pangle d'élévation « d'un nuage situé dans le plan méridien
et l'angle de dépression B de 'ombre de ce nuage sur la surface
de la mer (on suppose le soleil placé derriére U'observateur
regardant le nuage); la hauteur angulaire y du soleil & midi
est, d’'ailleurs, connue : on demande lo hauteur x du nuage au
dessus du niveau de la mer (Todhunter).

Soient A (fig. 46) la position de I'observateur sur le prolon-
gement de la verticale passant par le point B du plan de I'ho-

rizon, G la position de l'extrémité nord du nuage, D l'ombre
de ce point sur la surface de la mer : tirons les droites AC, AD
et CD, et menons I'horizontale AH dans le plan du méridien
ACD; on aura

2N AN
CAH=«, HAD=p, CHA=y,

UPHIC - Cote - 80 DES 72




APPLIGATIONS PRATIQUES. 263
et, par suite, aussi
ACH=90°— 2«4 90° — y = 180° — («a + 7).
Cela posé, onremarque que, vu la petite étendue de mer em-
brassée par 1'eil de l'observateur, les triangles CED et ABD
peuvent étre considérés comme des triangles rectilignes et
rectangles ; alors ces triangles donnent
¢ =CDsiny, ADsing=n,
mais, dans le triangle ACD, on a
AD sin
cp=ARsinG+p
si1 (« —|—- '\/)
et si I'on multiplie, membre & membre, les trois dernieres
équations, il vient
__ hsinysin (a4 §)
T osingsin(e )

c’est la formule donnée par M. Todhunter.

ProBLEME XVII.

155. Un vaisseau, faisant voilev ers le Nord, observe deux
phares placés & U'Ouest. Mais aprés une heure de marche les
deux phares sontvus, l'un, au Sud-Ouest, 'autre, aw Sud-Sud-
Ouest du vaisseaw : sachant que la distance des deux phares
est de 8 kilomelres, on demande la vitesse de marche du
navire (Todhunter).

Soient D la position primitive du vaisseau (fig. 47) et DN la
direction vers le Nord de la méridienne du point D : les deux
phares, se trouvant a I’Ouest du point D, sont en A et B sur
une méme perpendiculaire DO & DN et & gauche de cette der-
niére ligne.

Supposons maintenant que G soit la position du navire au
bout d'une heure; alors, d’aprés I'énoncé, sil’on tire les droites
CA et CGB, les angles ACD, BCD serout, respectivement, égaux

5o
a 45° et %, ct, si L'on désigne par @ la vitesse de marche du
vaisseau, c'est-a-dire, 'espace CD qu'il parcourt en une heure,
on est ramené & calculer la hauteur  d’un triangle ABG dans
lequel on connait un coté égal a 8 et deux angles adjacents
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45
égaux a 45° et 90° 4- 5 son obtient, par I'application de la

formule connue,

8 sin 45° sin (450 + i;——) 8 sin 45° cos —4;—
€T = o
sin 450 sin 45" ’
2
et finalement
45°

—_— 02 .
o = 16 cos 5

EXERCICES SUR LE CHAPITRE Vill.

1. Trouver la distance d’un point A au pied d’une tour inaccessible,
en faisant sur le terrain les opcérations suivantes : on détermine,
d’abord deux points B et C pour lesquels I'angle d’élévation est le méme
qu’au point A; puis on mesure la distance de ces deux points et 'angle
sous lequel on voit cette distance du point A.

2. Sur le bord d’une riviere s’éléve une colonne surmontée d’une
statue ; un observateur, placé sur la rive opposée, voit sous un méme
angle la statue et un soldat placé au pied de la colonne : on demande,
connaissant les hauteurs de la colonne, de la statue et du soldat, de
trouver la largeur de la rivicre.

3. Un observatcur se place sur la ligne droite qui joint les pieds de
deux cheminées d’égale hautcur et mesure lcurs angles d’élévation ;
puis, s’¢loignant de sa premicre position, d’'une distance connue et dans
une direction perpendiculaire & la droite sur laquelle il était d’abord
placé, il mesure de nouveau les angles d’élévation des deux cheminées:
on demande de détermincr la distance des deux cheminées et leur
hautcur.

4. Une tour cst observée de trois points situés sur une méme droite
passant par son pied. Les trois angles d’¢lévation de la tour sont tels,
que le second et le troisicme sont, respectivement, double et triple du
premicr : on demande de calculer la hauteur de la tour.

5. L’orientation d’un phare par rapport & un navire en mer est,
d’abord E. N. E.; mais le navire ’avancant de 4 kilométres, I'orienta-
tion du phare devient N. N. E, on- demande les distances du navire au
phare dans les deux positions.
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6. Une tour est défenduc par un fuss¢ circulaire. A midi, un certain
jour, 'ombre de la tour sc projette & une distance a du bord du fossé;
lorsque le soleil est & I'oucst, le méme jour, l'ombre se projette & une
distance b du fossé ; la distance entre les deux extrémités de 'ombre
est connue et égale & ¢, et Vangle d’¢lévation du sommet de la tour vu
d’un point qucleonque du bord du fossé est « : on demande la hauteur
de la tour et I'angle d’élévation du soleil & midi.

7. La distance entre deux arbres situés sur le bord d’une riviere est
connue ; on détermine sur le bord opposé deux points dont la distance
soit la méme, et on lit sur le graphometre les angles sous lesquels, des
deux points, on voit la distance des deux arbres : on demande de calcu-
ler la largeur de la riviére.

8. On connait I'angle d’élévation d’un nuage et 'angle de dépression
de son image vue par réflexion dans un lac ; on connait aussi la hau-
teur de I'eeil de I'observateur au-dessus du lac : on demande de trouver
la hauteur du nuage.

9. Un cnfant enleve dans I’air un cerf-volant, un certain jour & midi,
lorsque le vent soufflc dans une direction faisant un angle « avec le
Sud; alors 'ombre du cerf-volant fait avec le Nord un angle $. Mais
aussitét le vent passe & une direction faisant 'angle «’ avec le Sud et
I'ombre du cerf-volant se place & une distance angulaire du Nord égale
a '; de plus, dans.cettc dernicre circonstance, I'angle d’élévation du
cerf-volant est autant au-dessus de 4be qu'il ¢tait primitivement au-
dessous : on demande la hautcur angulaire du soleil et celle du cerf-
volant dans la premicre position,

10. L’angle d’élévation du sommet d’une montagne, vu d’'un point B
situé dans le plan Lorizontal qui passe par le pied de la montagne, a
été trouvé égal 2600, On s’avance cnsuite vers la montagne, en suivant,
a partir du point B, un chemin qui fait un angle de 30° au-dessus de
I'horizon, et lorsqu’on est arrivé en un point C qui est distant d’un kilo-
métre de la premicre station, on observe ’angle BCA qui est de 1350 :
on demande de trouver la hauteur de la montagne.

11. Deux tours situées a une distance a, 'une de Vautre, s’élévent au
miliecu d’une plaine ; en se placant successivement au pied de chacune
d’elles, on voit 'unc sous un angle d’élévation double de celui sous
lequel on a vu l'autre, mais, & mi-chemin des deux tours, on les aurait
vues sous des angles complémentaires I'un de autre : on demande de
trouver les hauteurs des deux tours,

12. Deux observatcurs pla“és & une distance a,l'un de autre, voient
un ballon,de deux stations différentes, sous un méme angle d’élévatione;
de plus, I'un des observatcurs voit, sous un angle 8, la droite qui passe
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par le ballon et la station de I'autre observateur : on demande de cal-
culer la hauteur du ballon.

13. On observe un ballon de trois stations telles, que les deux der-
nieres soient, respectivement, au Sud et & 'Est de la premiere : les
trois angles d’élévation du ballon, aux trois stations, étant «, 8, ¥ et les
distances de la seconde station aux deux autres étant @ et b, on de-
mande de calculer la hauteur du ballon.

14. Un observateur placé au Nord d’une tour détermine son angle
d’élévation «, puis il se dirige vers IEst, et s'arréte & une distance b de
la premicre station, en un point d’ou il détermine le nouvel angle d’élé-
vation § de la tour : on demande la hauteur de la tour et la distance de
son pied a la premieére station.

15. Une tour surmontée de la fleche d’un paratonnerre est située a
une distance inconnue d’une montagne voisine. Un observateur qui
s’avance vers la tour, sur une horizontale passant par son pied, s’arréte
en deux stations au moment ot le sommet de la montagne commence
a étre caché, d’abord, par la pointe du paratonnerre, puis par lc som-
met de la tour; il trouve, d’ailleurs, qu’aux deux stations I'angle sous
lequel il voit la fleche du paratonnerre est le méme : ¢ étant la hauteur
de la tour, @ + b et b les distances de I'observateur au picd de la tour

dans les deux stations, on proposc de démontrer que la hauteur de la
montagne est égale a cTa_Ilob—z‘

16. Deux tours, dont I'une est beaucoup plus haute que l'autre, s'é-
levent dans une méme plaine. Un observateur, qui suit un sentier hori-
zontal passant par les pieds des deux tours, détermine, en s'arrétant
une premiere station, leurs angles d’élévation « et 3; se rapprochant
cnsuite de la plus petite des deux tours, il s’erréte a ¢ kilometres de la
premicre station au moment ou la plus petite tour cache la plus grande,
et il détermine Pangle d’¢lévation ¢ des deux tours : on demande de
trouver les hauteurs de ces deux tours.

17. Un mousse, monté & I'extrémité d'un des mats d’un vaisscau dont
la hauteur au-dessus du niveau de la mer est a,apercoitla lumicre d’un
phare au moment méme ou clle commence & briller & I’horizon. Mais,
le vaisseau s’avangant vers le phare dans la dircction d’'un méridien
pendant 7 minutes, il arrive qu’en cc moment lalumiere du phare parait
raser la surface de la mer pour un observateur placé sur le pont dont
la hauteur au-dessus du niveau de la mer est b : on demande quelle
est la vitesse de marche du vaisseau (le rayon de la terre est supposé
connu).

. Deu are observés, du navire, sur une ligne
18. Deux phares sont , du pont d’un navire, sur une ligne
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droite qui coupe sa direction actuelle sous un angle «. Au moment de
I'observation, le vaisseau se dirige exactement vers le Nord et les deux
phares sont tous deux du c6té de I'Est; mais le vaisseau, changeant
tout & coup de direction, marche vers le Nord-Ouest, et quand il a par-
couru a kilometres, 'un des phares est & I'Est et le second au Nord-Est
par rapport & lui : on demande de trouver la distance des deux phares.

19. Un vaisseau en observe un autre qui suit une direction parallele a
la sienne et il estime qu’il est & « degrés du Nord. Au bout de p et de
q heures, le second navire parait étre au premicr a des distances du
Nord égales & 8 et y degrés : on demande quel angle fait avec la ligne
Nord-Sud la direction commune des deux navires.

Quelques-unes des questions résolues dans le chapitre, et tous les
exercices, sans exception, sont tirés des ouvrages anglais, spécialement
de la Trigonométrie de M. Todhunter : ces exercices ont été proposés
pour la plupart aux examens des universités de Cambridge ¢t de Dublin.
Il est sans doute inutile de faire remarquer 'art ingénieux avec lequel
ont été composés les énoncés qui se rapportent & des questions a la
fois si pratiques et si propres & exercer l'intelligence des éléves.

UPHIC - Cote - 80 DES 72




CHAPITRE IX

QUESTIONS CIIOISIES.

THEOREMES, PROBLIEMES, LIEUX GEOMETRIQUES, PORISMES, QUESTIONS DE
CONGOURS, APPLICATIONS A LA MECANIQUE.

On a voulu réunir dans ce chapitre les questions dont les
solutions ont paru les plus remarquables, sous le rapport de
Iélégance et de la simplicité, et aussi montrer, par quelques
exemples, I'étendue des ressources que peut offrir la Trigono-
métrie.

153. ABCD (fig. 48) est un losange formé de deux triangles
équilatéraux ; une transversale EI tourne autour du sommet
D et coupe les deux cotés de I'angle A en E et en T on tire les
droites BE et CF : on demande de démontrer que 'angle BMC
des deux droites est constant (Concours).

Soient a le c6té AB du losange, X, ¢ et » les angles FDA,
BCM et MBC : on a dans les triangles BFFD et BCF

e sin(d —30°) __ asing
Bl = sin (0 4+ 30°) ° BF = sin (60° — ) ’
d’otr
sin p __sin (0 — 307)

sin (60° — )~ sin (A 4 30°) ’
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et, par la combinaison ordinaire, on a
__ tg30° __ tga
tg (30° —p) ~ tg 30°’
ou

mais on trouvera évidemment, de la méme maniére, en se
servant des triangles BCE et CDE

. 1
tg (30 =) =— 375>
te}

des deux dernieres égalités on conclut évidemment

30° — p=v— 30°
ou
g+ v =60°
L’angle M est donc lui-méme égal & 120° et le point M appar-
tient, par suite, & la circonférence circonscrite au triangle ABC.
Autre maniére de faire le calcul. — Prenons pour un
moment,comme angle auxiliaire,I’angle FDB que nousappel-
lerons «; en égalant deux expressions de BF dans les mémes
triangles que tout a I'heure, nous aurons
sin (60° — ) _ sin (z 4- 60°)

sin p sin «

)

ou
cotg . = 2 cotg 60° - cotg «,

ou encore, en remplacant « par sa valeur » — 30°,
cotg p = 2 cotg 60° + cotg (A - 30°),
ou enfin
3(V3 — cotgd)

changeant ensuite 2 en 180° — 2 dans la formule précédente et
Y remplacant p par v, il vient

9—v3 cotg X
3(V'3 — cotg ) '

cotg p =

cotg v =
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Mettant maintenant les valeurs précédentes de cotg p et cotg v
dans l'équation

cotg p cotg v — 1

—cotg M =
© cotg p 4 cotg v ’
on obtient
cotg? )
— colg M = (cotg® 2 4-9)

(cotg* A 4+ 9) V3

et en supprimant le facteur commun cotg? X -+ 9, on trouve

— V3 .
que cotg M est égale a —3 et, par sulte, comme nous
I'avions déja vu, 'angle M est égal a 120°.

REMARQUE. — Si la transversale EF avait coupé l'un des
cotés de langle A et le prolongement de l'autre, on aurait
trouvé que I'angle BMGC était égal & 60°; mais en ayant égard
a la situation du point M, on en aurait toujours conclu que ce
point se trouve sur le cercle circonscrit an triangle ABC : en
un mot, ce cercle est le liew géoméirique des points M qui
correspondent & toutes les positions de la sécante:

I1.

156. Etant données deuzx cordes AB et CD d'un cercle
connu O (fig. 49), on gropose de trouver sur ce cercle un
point M, tel que, si on le joint aux extrémités de la premiére
corde par des droites MA et MB, les segments EF et EG, inter-
ceptés sur la seconde corde entre son milieu K et les droites,
soient égaux entre eux.

Tirons les droites AC, AD, BC et BD, et soient «, g, 7 les
trois angles donnés ACD, BDG, AMB, R le rayon du cercle, et
G et F les angles MGF, MFG du triangle GMF : nous pren-
drons pour- inconnu l'angle GEM que nous appellerons .

La droite EM étant une meédiane du triangle GMF, on a,
d’abord, en vertu d’une formule connue,

) 2 cotg ¢ = cotg ' — cotg G.

Calculant maintenant les segments CG et FD dans les triangles
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ACG, BFD, et écrivant que ces segments sont égaux, on a

ACsin (G4« _ BDsin (F 4 p)
sin G - sin F

) .
Mais R étant le rayon d'un cercle circonscrit aux deux tri-
angles ADC et BCD, et les angles ADC, BCD étant, respective-
ment, égaux & 8 — y et « — v, il vient
AC=2R sin (8 — v), BD = 2R sin (« — 3);
mettant pour AC et BD les valeurs précédentes dans 1'équa-
tion (2), développant sin (G 4 «) et sin (F -+ g), puis rem-
placant le rapport du sinus au cosinus d'un méme arc par la
cotangente de cet arc, on a I'équation
(3) cotg G (cotgy — cotg 8) — cotg F (cotg y — cotg «)
= cotg v (cotg B — cotg «).
Eliminant maintenant cotg G entre les équations (1) et (3), et
posant
__ cotg y —cotg 8
~ cotga — cotg B’

il vient
(4) cotg F = — cotg v + 2p cotg 7,
d'un autre cdté, en posant
__ cotg 7 — colg «
 cotg « — cotg B

on a, par un calcul analogue,
(5) cotg G = — cotg v+ 2¢ cotg x.

Mais I'angle  étant supplémentaire de la somme des angles F
et G, on a
cotg F cotg G — 1

cotg F +cotg G’

et en substituant dans cette équation les valeurs de cotg I' et
de cotg G données par les équations (4) et (5), on obtient, apres

— cotg vy =

. 1
avoir remplacé 1 4 cotg? 4 par e

1
(6) colg r =m——m—r—.
2 sin ¢\ pq
13
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Mais les valeurs de p et g, écrites plus haut, peuvent se mettre
sous la forme suivante
__sin(B—9)sin« __sin(z — y)sin B
T osin (B —a)siny ’ T osin (B —«)siny

bl

et en substituant ces derniéres valeurs dans l'équation (6), ou
a enfin

(1) cotgx = sin (f — «) .
2 Vsin « sin g sin (x — 9) sin (8 — )
ReMARQUE I. — Si l'on avait cherché le point M sur larc

CABD, on et trouvé la méme valeur que la précédente pour
langle aigu que fait avec la corde CD la droite menée du
point E au point cherché.

RemMARQUE II. — La valeur de cotg @ est la méme que celle
que nous avons trouvée en résolvant le probleme XIV (114);
il en résulte que I'angle GEM ou son égal LED dans la fig. (49)
est le méme que Uangle IEH de la figure (19) et ainsi se trouve
démontré par la Trigonométrie le théoréme III, (105), des
Questions de géométrie.

I1I.

157. Une corde AR est donnée dans un cercle connu O
(fig. 50) ; on méne une tangente quelconque CG qui coupe la
corde AG au point G, puis on tire la bissectrice CM de l'angle
ACG et, du centre O, on abaisse une perpendiculaire OM sur
CM : on' demande le liew géométrique du point M.

Soient 7 le rayon du eercle et « et 8 les angles MCA et ACO;
tirons le rayon OG et abaissons MP et OI perpendiculaires sur
la corde AB; les triangles rectangles MPC, OMGC et OGC
donnent, d’abord,

MP =MC sin «, MC =0C cos («+8), = sin (Qr Ta)
o

et en multipliant ces équations, membre 4 membre, on a

Mp — " sm' « cos (« -+ B)
sin {2« + )

Si maintenant on multiplie par 2 les deux membres de cette
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derniére équation et qu'on remplace le double produit d'un
sinus par un cosinus par une différence de sinus, on obtient

r sin B
sin (2«48)
Mais, dans le triangle rectangle OIC, on a
OI = OC sin 8,

MP =7 —

ou, en remplacant OC par sa valeur tirée d'une

,
sin (2 + )

des équations précédentes,

__ rsing
~ sin (2a4-5)
On a donc
EI
MP=7r—0I ou MP:—_T-

Le lieu demandé est, par conséquent, une paralléle a la corde
AB, menée par le milieu de la fleche EI de I'arc AEB.

IV.

158. Etant donnés deux droites paralléles PQ, RS et un
point A sur Uune d’elles PQ (fig. 51), par le point A on meéne
une droite quelconque AB qui rencontre RS en B, au point B
on éleve BG perpendiculaire sur AB, puis, par le point G ou
BC rencontre PQ, on méne CD faisant avec PQ un angle ACD
double de Pangle BAG, et enfin du point A on abaisse AM
perpendiculaire sur GD : on demande le liew géométrique du
point M (Concours).

Soit « 'angle BAC ; abaissons AE perpendiculaire sur RS
et désignons cette perpendiculaire par @ : les trois triangles
rectangles AMC, ABC et AEB donneront

AM—ACsin2, AC=-2B  Ap—_2¢
COS «

sine ’

et en multipliant les équations, membre & membre, on a,
apres avoir remplacé sin 2« par 2 sin ¢ cos «,
AM = 2aq.
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Le lieu du point M est donc un cercle qui a pour centre le
point A et dont le rayon est double de la distance des deux
paralléles.

V.

159 ABC (fig. 52) est un triangle de périmetre constant
et dont Uangle A est donné; on meéne la bissectrice CM de
Pangle extérieur BCE et on abaisse BM perpendiculaire sur
CM : on demande le liew du point M.

Décrivons le cercle ex-inscrit O qui touche le coté BG, et les
prolongements de AB et AC aux points D et E, tirons la corde
DE et prolongeons la bissectrice CM de I'angle BCE jusqu’a sa
rencontre en M avec cette corde ; il sera prouvé que le point M
ainsi obtenu se confond avec le point M de I'énoncé, si joi-
gnant le premier point au point B par une droite BM, on ob-
tient un angle BMD complémentaire de CME.

Or on a d’abord

P
CME = 90° — —g— ,

et si I'on désigne I'angle BMD par z, le triangle BMD donne

cos( A a:)
) 2 _ DM
sin ~ DB
. y DM
Nous allons maintenant chercher & évaluer le rapport DB

A cet effet, tirons les droites OD, OE, OB et abaissons OI
perpendiculaire sur DE; nous obtiendrons trois triangles rec-
tangles DOB, DOI, OCE, qui donneront

DB:r’tg.lf—, DE=2r’cos-%—, CE=7"tg-(-21-;

d'autre part, le triangle CME donne

)

CE cos -%—- 7’ sin %
EM = =

COos ~B CcOos B
2 2
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donce
A—B
P
cos B

2

7’ COS
DM = DE — EM =

Remplacant maintenant dans I’équation (1) DM et DB par les
expressions que nous venons de trouver, on a

A—B

COS(—A——’I‘ Cos
il P

sin = .
sin —

p4

c’est-3-dire, com-

d’ol1 'on déduit que I'angle z est égal & —123— ,

plémentaire de 'angle CME.

VI.

160. ABCD (fig. 53) est un parallélogramme, CL une droite
quelconque qui passe par le sommet G, P et Q deux points en
ligne droite avec le sommet A et situés sur les prolongements
des cotés CD et CB ; par les points P et Q on méne deux droites
PM et QM qui se rencontrent en un point quelconque M de GL
et qui coupent, respectivement, les prolongements de AB el de
AD en E el F: on demande de prouver que le rapport de AE
a AF est indépendant de la position du point M sur CL
(Chasles (Porisme (33), page (134)).

G étant le point d'intersection de PQ et CL, posons

Py
PG=a, QG=0b, LGP=y.
Soient aussi
S P P P
PAD = @, QAB =B, MPA =), MQA = g
Les triangles AEP, FAQ donnent

__ APsin) AF — AQsin p
TEmate T st
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et, par suite, on a

AE __ AP sin « (cotg p - cotg «)
AF ~ AQ sin 3 (cotg X + cotg )

La question est donc ramenée & prouver que le rapport
cotg p -+ cotg «
cotg ) - cotg B

riables mais évidemment liés, entr’eux, par une certaine rela-
tion.

est constant, 2 et p étant deux angles, va-

Pour trouver cette relation, égalons entr’elles deux valeurs
de GM tirées des triangles MGP, MGQ, nous aurons ainsi

__ asinx _ bsing
~osin(Ay) T osin(p—p)

d’ott I'on déduit, en remplacant — par m, I’équation de con-
a

dition demandée
cotg p =cotg X+ (m -+ 1) cotg 7.

cotg p - cotg «
cotg X 4 cotg B
variable cotg p par l'expression que donne l'équation précé-
dente, on sera ramené au rapport

m cotg A 4 (m 4+ 1) cotg y -+ cotg «
cotg X + cotg 3 ’
mais pour que le rapport précédent soit constant, il faut et il
suffit que, dans ses deux termes, les coefficients de la variable
cotg X soient proportionnels aux quantités qui en sont indépen-
dantes, c'est-a-dire, qu’on doit avoir

Remplacant maintenant, dans le rapport ,

(m 1) cotg y + cotg’a = m cotg B.
Or. en égalant entr'elles deux valeurs de CG déduites des
triangles PCG, QCG, on a la relation
asin3  bsine
sin(;—p)  sin (7t )

. . . . b _—
qui, aprés avoir remplacé - barm, conduit bien a la précé-

dente. La proposition est donc démontrée.
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VII.

1614. Par un point A donné dans le plan d'un cercle connu
O (fig. 54), on meéne deuxw droites rectangulaires AB et AG
quon prolonge jusqw’a leur rencontre en B et G avec le cercle;
en ces derniers points on meéne les tangentes BM et CM : on
demande de prouver que le liew géométrigue du point d’'inter-
section M des tangentes est un. cercle dont le cenire est sur OA
ou son prolongement (Corncours, 1870).

Supposons que le lieu soit effectivement un cercle dont le
centre soit un point G situé surla droite indéfinie OA, & droite
ou & gauche du centre O :si nous tirons la droite GM, le
triangle GOM donnera

GM2 = OM 4 GO’ — 2GO0 >< OM cos GOM.

Nous avons supposé sur la figure que le point G était &
gauche de O; s'il était & droite, on devrait remplacer dans
I'équation précédente 'angle GOM par 'angle supplémentaire
adjacent : dans les deux cas le second membre de I'équation
est constant.

Réciproquement, si, b et ¢ représentant deux constantes et 6
I'angle variable MOA, on trouve que MO est liée aux deux
constantes et & 'angle par une équation de la forme

(1) OM2 — 2b5< OM cos 6 -} 12 = ¢,

on pourra affirmer que le lieu du point M est un cercle
dont le centre est & droite ou & gauche de O suivant que b sera
positif ou négatif. En efet, si I'on porte & droite ou & gauche
de O, suivant que b est positif ou négatif, une longueur OG
égale & la valeur absolue de b, et-que I'on tire MG, en calcu-
lant cette derniére droite, on aura, pour l'expression de son
carré, le premier membre de I'équation (1), par suite MG sera
égale a la constante c et le lieu du point M sera un cercle dont
le centre sera le point G et dont le rayon sera égal & ¢.

Cela posé, on voit que tout revient a trouver une relation
entre MO, I'angle MOA et les constantes. Représentons les lon-
gueurs OM, OI et IB par p, w et v, le rayon du cercle donné
par 7 et la distance OA par a; on tire immédiatement des
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triangles OMB, OIB, OIA, en remarquant que Al est égale a
1B,

/,-2

p=—

U
v? = u? + a®— 2au cos 9.

we=r,

Eliminant maintenant entre ces trois équations les incon-
nues auxiliaires et v, on obtient

., l2artcoso 2t
P+ 72 — 2 P—,rg_ag1
mais si I’on pose
art b
a®— 1

et qu’on ajoute b? aux deux membres de I'équation précédente,
on aura

2
@) gt — 2p C08 6 - 62 = b® — 21;’ ,

donc, d’aprés ce qui a ét¢é démontré plus haut, le lieu est un
cercle.

Si le point A est & l'intérieur du cercle donné, b est négatif
et le centre G est & gauche de O ; si, au contraire, le point A
est extérieur au cercle, 6 est positif et le centre G est a droite
de O. On peut remarquer que, dans ce dernier cas, le second
membre de l'équation (2) pouvant étre nul ou négatif, le lieu
peut se réduire & un point ou ne plus exister : on voit, d’ail-
leurs, facilement que, lorsque le lieu se réduit 4 un point, c¢’est
au point A lui-méme.

VIII.

162. Etant donnés un cercle O et un point P dans son plan
(fig. 55), par le point P on méne deux sécantes PAB, PA'B’, et
lon circonscrit deux cercles aux triangles PAA’, PBB’ : on
demande le lieu du point M d’intersection des deux cercles.

Tirons les droites PO, MA, BB’, AA’, PM, et soient repré-
sentées, respectivement, par a, b, a’, V', d, 2u, 2u’ les distances
PA, PB, PA’, PB/, PO et les cordes AB, A’D’ ; soient aussi «,
o, B, vles angles OPA, OPA’, OPM et PA’A.
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Le triangle PAA’ donne, d’abord,
sin (a —|— o +7) _ a’
—_ T

sin v a

(1)
d’ou l'on tire
a’' — a cos (a4 o)
o sin (« + o)

(2) cotg y =

Mais si l'on remarque que 'angle PMB’ est égal 4 l'angle
PBB’ et, par suite, a4 l'angle PA’A ou 7, et que l'angle PMA
est aussi égal 4 ¢, on déduira des triangles PMA, PMB' les

équations

(3) Pyt 280 (oA )

sin ¢
Si maintenant on développe les numérateurs des formules
précédentes en y, considérant les quantités « 48 et « — 8
comme représentant, chacune, un seul arc, qu'on remplace le
rapport de cos y & sin y par cotg 7, et qu'enfin on substitue &
cotg 7 la valeur que donne la formule (2), on obtient

a’ sin (e + B) 4 a sin («' — f)

R IALICET =)
? sin v :

(5) PM=

sin (a« -+ o) ’
. __ (@’ sin (¢ — B) +-a sin (« + £)) V'
(6) PM = @ sin (x4 o) '

Si alors on égale entrelles les valeurs de PM, aprés avoir
remplacé a’d’ par la quantité ab qui lui est égale, on trouve
) sin(«+4-p  b—a _ u
sin(e’—p) ~ a’' —o W

Cela posé, remplacant, dans la valeur de PM donnée par la
formule (5),a et a/,respectivement, par d cosa—u et d cosa’4-u/,
et tenant compte de la relation (7), il vient

__ d(cosasin (a' — )+ cos &’ sin (« + 5))

PM sin (a -+ &)

ou

At =) fsin o +E)
PM = 2 sin (« 4+ «')

Si maintenant on remplace une somme de sinus par le double
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produit d'un sinus par un cosinus et qu’on supprime le facteur
commun sin (« -+ «’), on obtient

PM = d cos 5.

Cette derniére équation exprime que le triangle POM est
rectangle : le lieu demandé est donc le cercle décrit sur OP
comme diametre.

REMARQUE. — L’équation (7), qui s’est présentée dans le cal-
cul, montre que les distances du point M aux deux sécantes
PAB, PB’A’ sont proportionnelles aux deux cordes v et w'.

IX.

163. Ltant donnés deux droites AB et AC (fig.56), un
point D sur la premiére, et un point O hors de l'angle BAC
de ces droites, on pourra déterminer un angle 3, un rapport m
et un point E sur la deuxieme droite, de maniére que, si l'on
fait tourner Uangle B autour du point O comme sommet, ses
cités rencontrent, respectwement, les deux droites en des
points F et G, tels, que le rapport des segments EG et DF soit
égal ¢ m (Porisme d'Euclide rétabli par M. Chasles).

Tirons la droite AO et posons

AD=a, AO=b, AE=2z, A=y, AG=zq,
o~ I~
BAC=4«, CAO=y.
On a, d’abord, en vertu de 1'’équation de condition

r—z
=m
a—Yy
ou
(N 3= — ma -+ my.

Mais les triangles AFO, AGO donnent

sin(AOF+a+7) _ b sin(AOG+3) _ b
sin AOF Ty’ sin AOG

_ b
et de ces égalités on déduit

b—ycos («+9)
ysin («at9) '

b—zcosy
zsiny '

) cotg AOF =

3) cotg AOG =
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or l'angle FOG ou g étant égal 4 la différence des angles
AOG, AOF, on a

cotg AOF cotg AOG 4 1

[ —
008 £ = — ig AOF — cotg AOG

et en substituant dans le second membre de cette équation, &
la place de cotg AOF et cotg AOG, les valeurs données par les
équations (2) et (3), on obtient

Y3 €0S &« — by cos (& +9) — bz cos y 4-b*
Yz sin « — by sin (« + v) 4 bz sin ¢

Remplacons maintenant, dans l'équation précédente, z par la
valeur que donne I'équation (1), et posons

(4) cotgp=

p = (@ — ma) cos « — b cos (« -+ y) — bm cos y
g = (x — ma) sin « — b sin (« 4 ) -+ bm sin .

nous aurons

m €os « Y* 4 py— b (r — ma) cos y4-0*

5 tg 5= :
( ) cotg 5 m sillay2+qy+ b(,’L‘—- )Na) s1 g

Exprimons maintenant que cotg 5 est constant en écrivant
que les coefficients des mémes puissances de y sont propor-
tionnelles dans les deux termes de la fraction qui forme le
second membre de 1'équation (5).

Comme le rapport des coefficients de y® est cotge, on
voit d’abord que ’angle constant g doit étre égal & «.

Si on exprime ensuite que p est égal & ¢ cotg «, en dévelop-
pant la condition et résolvant 'équation obtenue par rapport &
m, on trouve

. s g

() ™= (ad-y)’
c'est-3-dire que le rapport m est égal a celui des distances du
point O aux deux c6tés de I'angle donné.

Ecrivant enfin que le rapport des termes indépendants de y
est égal & cotg«, on a

(x — ma) cos y — b= — (@ — ma) sin y cotg «,
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et en remplacant m par la valeur que donne la formule (6), il

vient
_ b + @ sin i
@ =matq)

Pour vérifier que cette valeur de « est bien celle que I'on
doit trouver, remarquons que lorsque les points F et D se con-
fondent, il en est de méme des points G et E. Sidonc I'on fait
dans la formule (4) y égal & @ et z égal & @, qu’en méme temps
on remplace B par «, m par la valeur que donne la formule (6),
puis qu’on résolve I'équation obtenue par rapport a #, on devra
trouver pour & la valeur que donne l'équation (7) : or cest ce
que le calcul confirme.

REMARQUE. — Si l'on compare la démonstration qui pré-
cede a la démonstration géométrique donnée par M. Chasles *,
on doit accorder, qu'au point de vue logique, la Trigonométrie
a ici l'avantage sur la Géométrie, puisque la méthode elle-
méme conduit aux valeurs de toutes les inconnues, ce que la
Géométrie ne fait pas.

X.

164. Un angle ABC de grandeur donnée (fig. 57) se meut,
de maniére qu'un de ses cités AB passe par un point fixe A
et que son sommet B glisse sur une circonférence donnée ; son
deuziéme cdté rencontre cette courbe en un deuxieme point G
par lequel on méne une droite CD faisant avec BC un angle
BCD égal ¢ U'angle ABC, mais dans un sens contraire : il faut
démontrer que la droite CD passe constamment par un point
fize (Porisme d'Euclide *).

Tirons les droites DOA, OB et OC, et si F est le point fixe
cherché, tirons aussi la droite AF, puis posons :

N N A\ PR
OA=a, ABU=«, OAF=p, OAB=gz, OBA=y.
Sil'on observe que les angles DCO et OBA sont égaux et

* Porismes d’Euclide, par M, Chasles, page 146, ou Questions de Géomé-
trie, page 72.

* Mémes ouvrages, pages 173 et 174,
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que l'angle CDA est égal & 350° — # — 2«, on aura dans les
triangles OBA et OCD

a sin o — rsiny

, OD=——r—-v-—"—
r sin (z 4 2u) ’
et en multipliant, membre 4 membre, on obtient

sin y =

D—_—20 sin @
T sin(z 4+ 2) ’
il vient, par suite,
(sin (z + 2) — sin o)
sin (z + 24) '
Mais dans le triangle ADF on a
__ ADsin (z 4 2)
T osin (424 5)°
et en mettant dans cette derniére équation la valeur de AD que
donne la précédente, on obtient

AD =2

@ (sin (z -+ 2«) — sin :ﬁ)

sin (z + 2+ 8)°

AF =

ou encore
AF — Qa.cos (# + o) sin &
sin (z + 2« + B)
Mais cos (2 4 «) étant égal & sin (z 4 « 4 90), on voit que
la condition nécessaire et suffisante pour que AF soit constant
est

=900 — a.
C’est le résultat trouvé par la Géométrie.

XI.

165. DG est une corde quelconque d'une circonférence don-
née (fig. 58), A, B et C sont trois points quelconques de cette
circonférence dont les deuw premiers sonl fixes et le troisieme
mobile ; on tire les droites AG et BC qui coupent la corde DG

DE < FG
en B et F: il faut démontrer que le rapport —%— est

constant (Porisme d’Euclide).
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Tirons les droites AD, BG et DC et posous

DCA=«, ACB=p, BG=0.
Des triangles DCE, ECF et FBG on déduit
DE sin « EC _ sin EFC FG — b sin CBG

EC _ sinCDG’' EF  sing ' — Tsin BFG

Multipliant, membre & membre, les équations précédentes
et observant que les deux angles CDG et CBG sont égaux, on
obtient

0 DE < FG __ bsin «
EF ~ sing

mais si I’on représente par R le rayon du cercle, on a
AD  AB

k= sine  sin g’
d’ou
sin « . AD
sing ~—  AB
. ya . sin j
Remplacant maintenant dans l'équation (1) T par la va-

leur qu’on vient de trouver, on a

DE><FG _ BG > AD
EF — 7 AB

Clest ce qu’il fallait démontrer.

XII.

1686. Déterminer un cerele G qui coupe sous des angles don-
nés «, o« , " les cercles connus O, 0/,0” (fig. 59).

Soient A, A’, A” trois points d'intersection du cercle C avec
les cercles O,0’, O” : tirons les droites CA, CA’, OA, O’A/,
CO, G0, 00, O0” et 0’0", et représentons par a”, o' et a ces
trois dernieres droites, par « et y le rayon du cercle C et la dis-
tance OC, et enfin par 1, p et 3 les trois angles 0’0OC, 0”0C et
0'00".
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Les triangles COO’, CO’A’, COA donnent, d’abord,

) CO" =an + y* — 2a"y cos 1,
) CO" = ~+ 2 — 2r'w cos «,
(3) =1 4 2 — 2rz cos a.

Egalant entre elles les valeurs de CO” données par les deux
premiéres équations, et remplacant, dans I'équation ainsi obte-
nue, y? par la valeur que donne l'équation (3), on a

a”® 4 12 — 2w c0s a — 20"y cos XA =12 — ' cos o,

ou, en posant
72— g2 + a? — ?K”,
(4) (r' cos «’ — rcosa)x 4 K” = a”y cos ).

Posant aussi
re — g2 + a'?— QK',
on a, de méme,
(5) (r" cos o« — 1 cos «) 2 + K’ = a’y cos p.
Mais la somme des angles ) et » étant égale 4 g, on a
6) cos*) - cos?p — 2 cos 3 cos )k cos p = sin? 3.
- i [ i

Multiplions maintenant les devx membres de 1l'équation
précédente par y? et remplacons-y y cos 1}, y cos p et y® par
les valeurs que donnent les équations (4), (5) et (3); nous
obtiendrons une équation du second degré pour déterminer le
rayon # du cercle cherché.

Reste encore 4 déterminer la position du centre C. A cet
effet, on calcule ’angle 2 par I'équation (4) ou I'on remplace,
d’abord, z par l'une des racines de I'équation du second degré
qu'on a obtenue, comme il a-été dit, ely par la valeur corres-
pondante que donne ’équation (3) : on connait ainsi la direc-
tion OC, mais comme la longueur de OC est connue, le point
C peut donc étre considéré comme déterminé.

XIII.
167. Etant donnés un polygone régulier, d'un nombre pair

de cotés 2, et une circonférence concentrique, on demande de
trouver une relation entre les tangentes des angles sous les-
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quels, d'un point de la circonférence, on voit les diagonales
passant par le centre (Concours).

Soit M (fig. 60) un point du cercle donné, dont le centre est
en O, et AB l'une des diagonales : tirons les droites MA, MB
et MO, et désignons par r, @, «, B le rayon du cercle, la demi-
diagonale OA et les angles AMB et AOM. La formule (21) (88),
en adoptant les notations actuelles, donne immédiatement

2ar sin 4

(1) tga= i

Si 'on considére maintenant les diagonales suivantes A’BY,
A’B”, A”'B", etc., en tournant dans un certain sens, elles

font avec MO des angles respectivement égaux i ﬁ+7—7;,
o 3r o .
ﬁ—|—7, {3—}—-—-n—, etc., et la derniére fait avec MO l’angle

T
5 ) 1) —.
it 1)

Y . . —1
Désignons maintenant par o/, o7, & ... & les*angles

A’MB, AYMB”, A’MA" . .. A"™'MA"™", nous aurons n — 1
équations qui se déduiront de I’équation (1) en y remplacant

. -1 ™
successivement « par «, o7, &/” ... " et par § +7,

RE 2

{3-]-—,,—{ , B +—:;l- oo BE(n—1) -% En élevant ces équa-

tions au carré et les ajoutant, membre & membre, il viendra
tgto 4 tg2 o/ 182" ... =
a’r? . . 7 . ™
4 5 (smela—l-sm’(@-l— —;)—I—...sm’(ﬁ—l—(n—i)—ﬁ)),

— )
ou

te2e - tg2 o/ F 124" ... =
a2

Ty (n-— (cos 28+ cos(?{i—}— %—r-)—|— ...COS (\/ 2B (n—1) 2}—: )))

Mais la somme des cosinus entre parenthéses est nulle, comme
on le démontre, & I'aide de la formule (2) (76), ou en remar-
quant que la somme est celle des perpendiculaires abaissées
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des sommets d'un polygone régulier sur un diamétre du cercle
circonscrit : on a donc finalement

- 2nare
1
tg?a gt/ 4. .. tg2a" = Tr—a

c'est la relation qu’il s’agissait de trouver.

AUTRE DEMONSTRATION. — On peut faire une démonstration
entierement géométrique, en n'empruntant i la trigonomeétrie
que l'expression des tangentes. A cet effet, abaissons du point
M des perpendiculaires MH, MH’, MH”, etc., sur toutes les
diagonales, et substituons & la formule (1), la formule suivante
qu’on rencontre, d’abord,

_ 2a><MH

72— g?

() tg «

Remarquons maintenant que les points H, H’, H” sont sur
une méme circonférence, décrite sur OM comme diamétre, et
que le polygone obtenu en joignant consécutivement les points
H, H’, H”, est un polygone régulier de n cOtés. Mais on sait
que la somme des carrés des distances d'un point M d'un
cercle aux sommets d'un polygone régulier inscrit HH'H”...
est une quantité constante ; done, 4 cause de I'équation (2) et
des équations semblables, il en est de méme de la somme des
carrés des tangentes. Quand le point M se déplace, le cercle,
auquel s'applique le théoréme dont nous avons fait usage,
tourne, il est vrai, autour du point O, mais cela ne géne en
rien l'application du théoréme dout on fait usage.

XIV.

168. Probléme de Malfatti. — Déterminer trois cercles,
tels, quechacun d'euz touche d la fois les deux autres et deuw
cotés d'un triangle donné.

PREMIERE METHODE.

PREMIER CAS DE FIGURE. — [es trois cercles sont intérieurs
aw triangle.

Soient ABC le triangle donné (fig. 61), O le centre du cercle
inscrit, D, E, I, les centres des trois cercles demandés : tirons
les droites DE, DI et EF, et abaissons DH, FK et OI, FL, EM

19
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et OS, DP, EN et OR, trois & trois, respectivement, perpendi-
culaires sur AB, BC et AC; puis menons aussi une paralléle a
AB, la droite DV qui rencontre OI en T et FK eh V. Sil'on
prend, pour inconnues auxiliaires «, ¥, z, les projections LM,
NP et HK des cotés du triangle DEF sur ceux du triangle AKC,
on aura, comme au probleme IV (104),

72 y? 2
d’ot l'on tire, pour calculer les rayons DH, FK et EN des trois
cercles cherchés, les équations suivantes
s _ a5 _

2w TE= 2y BN = 2’
et tout est ramené & calculer z; vy, z.

On a, d’abord, dans le triangle DOT

A or r — DH

2 tg — = =

@ 82 = DT m
Mais comme les six segments 1H, PR, IK, SL, SM et RN
sont égaux, deux & deux, on a

() DH=

_Ytz—z
3) H="——.

Mettant maintenant dans U'équation (2), pour DH et IH, les

valeurs données par la premiére des équations (1) et I'équa-
tion (3), il vient

A z—uys
@ B T 2lyti—a)

B C .
et l'on aura pour déterminer tg——?— et tg —- deux équations

semblables a la précédente et qui s’en déduiront par un simple
changement de lettres.

. . A B c
Cela posé, on remarque que les trois angles 5 g et o

ayant une somme égale 4 90°, on a la relation

G A B C
5 2 — cote — o
(5) cotg -+ cotg — 5 —{—cotg 5 cotg 7 © cot 5>
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- A B C
et si 'on y remplace cotg-—-2—, cotg 5 cotg 5 par les va~
leurs que donnent I'équation (4) et les deux équations sem-
blables, on trouve

(6) 2% — 2(yz + 22 4 oY) + 2Yz =0,
ou, sous une autre forme,
2r(r —a) (Y + 3 — a) + (2w — yz) (2r —2) =0,
de cette équation, on tire
2re - yz (@ —1)
y+z—az r—a
et, par suite, I'équation (4) devient

r(x — 1)

A
@) 8 2T ar—a)

ou

(8) tg‘—;-cc2—|—2r(l—tg-%—)w-—-?r’:O,

de cette derniére équation, on tire, enlaissant de c6té la racine

négative,
— 14 |/ g o
c=r|t+4 Y
tg —
ou
A
9) w=r(l—|—tg —4—)
Mais dans le triangle OAI on a
r r
OA = —x Al = e
5111—2— tg-?
et, par suite,
r(i —cos —é)
oA AT= Tl A
. A 4
sin —

2
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on a donc finalement
oz =0I 4+ O0A — Al,

et on obtiendrait de méme y et 3.
La solution & laquelle nous venons d’arriver est celle-l3
méme que Malfatti avail donnée sans démonstration.

DEUXIEME cAS. — Les trois cercles sont toujours dans U'in-
térieur des angles du triangle, mais leurs points de contact
avec les cOtés sont sur les prolongements de ces cotis.

Dans ce cas, les rayons des cercles cherchés sont plus grands
que le rayon du cercle inscrit et, dansla formule (2), on doit
remplacer r — DH par DH — », ou, ce qui revient au méme,

A
changer tg—_‘%—en — tg Eak de méme on changera tg—g— et

tg %— en — tg -l;— et —tg —g— dans les deux formules ana-
logues.

On devra, par suite, faire les mémes changements dans
I'équation (4) et dans les deux équations semblables. Alors les
équations (5) et (6) restent les mémes, et, pour avoir les équa-
tions qui donnent les inconnues z, y et z,on devra changer, dans
Iéquation (7) et les deux équations pareilles, les signes de

A B C . .
tg 3 tg 5 ettg G la nouvelle équation en x, par exemple,
sera

A A
!g—g—-.’l’e—-?ro +tgii‘)m+2/re = 0.
Les deux racines de cette équation sont réelles et positives,
mais comme, en substituant 7 & la place de # dans le premier
. A
membre, on trouve le résultat négatif — »2 tg—Q—, I'une des

valeurs de x est plus petite et l'autre plus grande que 7 : ¢’est
la derniére qu'il faut prendre.

TROISIEME cAS. — Les trois cercles sont dans Uespace formé
par un coté AB et les prolongements des deux autres.

On voit facilement que les deux cercles inscrits dans les
angles 180° — A et 180° — B ont un rayon plus petit gne 77,
tandis que le cercle inscrit dans l'angle C a un rayon plus
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grand. On devra maintenant, aprés le changement de r en 47,
remplacer,- dans la formule (4) et les deux analogues ainsi que

" . A B .
dans I'équation (5), les angles —, ——, —E- , respectivement,

2 2 2
A B
par 90° — 5 90° -5 et — 22 , mais la somme de ces trois

derniers angles étant encore égale & 90°, le résultat de ’élimi-
nation entre les nouvelles équations sera toujoursl’équation (6),
au changement pres de r en 7. On aura donc pour déterminer
x, y et z des équations qui se déduirout de I'équation (8) et des
deux analogues en faisant les changements prescrits : le choix
de la racine dans chaque équation n’ofirira, d’ailleurs, aucune
difficulté.

QUATRIEME cAS. — Deux des cercles sont toujours inscrits
dans les angles 180° — A et 180° — B adjacents au coté AB,
mais le troisieme cercle est compris dans Uangle G entre le
sommet de cet angle et les deux autres cercles ™.

Soient K, G et P les points de contact du cercle ex-inscrit de
rayon 7/ et des cotés BG, AC et AB; I et E les points de con-
tact de BC avec le second et le troisieme cercle ; L et M les
points de contact avec AB du premier et du second cercle ; F
et D les points de contact de AC avec le premier et le troisiéme
cercle : on a alors

EK— IK=2, DG —FG=y, LP-+4PM=3z,
d’ol I'on déduit en tenant compte des égalités
EK =DG, IK=PM, ¢G=LP,
DG =2FYEE - py =~y_j}§_—””— , LP= —‘ﬁ—j—_—l

Les rayons des cercles cherchés ont, d’ailleurs, toujours la
méme expression en' z, y et 5 que dans les autres cas, et I'on
remarque aussi qu'ils sont tous trois plus petits que 7. Pour
obtenir maintenant l'équation analogue & I'équation (4) on
devra, d’abord, comme dans le cas précédent, changer dans

N . A A .
cette derniére équation r en 7’ et tg-—z— en cotg 5 et en fai-

* Le lecteur est pri¢ de faire la tigure
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sant les mémes calculs que dans le premier cas, on aura
Yz

Mais si l'on change dans cette formule 7 en — 7', z en — z
I'équation devient

R L
ot A W
°©2 7 y+z—r
y4
A . B
On verra de méme que les formules qui donnent cotg—Q—
et — tﬂ—(l se déduisent des deux formules qui leur corres-

(e}
2
pondent dans le troisiéme cas, en changeant toujours z et 7/
en — z et — ¢/, L’équation (6) aura, d’ailleurs, toujours lieu
au changement prés de r en 7. On aura donc, pour déterminer
x, Y, z dans le quatrieme cas, les mémes équations que dans le
troisieme, sauf le changement de 7/ en — 7’ et de z en — 3.

DEUXIEME METHODE.

Nous nous bornerons ici au cas traité par Malfatti.

Remarquons d’abord que le probléme peut étre énoncé ainsi :
Etant donnés (fig. 61) un triangle ABG et les bissectrices de
ses trois angles OA, OB et OC, déterminer un triangle DEF
qui ait' ses sommets sur ces trois droites et qui satisfasse, de
plus, & cette condition : que chacun de ses cotés soit eégal a la
somme des perpendiculaires qui projettent ses extrémités sur le
coté correspondant du triangle dunné.

Je dis maintenant que la solution du probléme ainsi posé
est la conséquence immédiate de celle qui a été donnée du
probléme (IV) (104).

En effet, proposons nous d'inscrire, dans chacun des triangles
COB, COA et AOB, une droite qui satisfasse aux conditions
que remplit la droite DE (fig. 14), dans le cas particulier
traité page 177, les points analogues au point L étant sur
les trois cOtés du triangle ABC. On pourra calculer les lon-
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gueurs des projetantes des extrémités de chaque droite, a
l'aide de la formule (8) et des formules analogues dans les-
A B &G
FRACRE N

Ainsi les longueurs de I'L et EM se calculeront par les for-
mules (8) et (9) en y faisant le changement qu’on vient
d'indiquer.

Supposons, d’abord, que la droite EF ait été déterminée de
position, d’aprés les valeurs de FL et EM calculées comme il
vient d’étre dit, et proposons-nous d'inscrire dans I'angle AOB
une droite D'F’ satisfaisant aux conditions que le c¢6té DF du
triangle DEF doit remplir. Pour obtenir la longueur de la per-
pendiculaire YK’ &4 AB, il suffira, dans laformule (8) (104) ou
B
E2

quelles on remplacera A par # et «, 8, y par

représente FL, de remplacer, d’abord, A, «, 5 et y par 7, A ,

et G
2 b
menant aucun changement dans Ja formule, on en conclut que
F’K’ est égale a FL, et, par suite, que F’ et F se confondent.
Si de méme on se proposait d’inscrire dans 'angle AOG une
droite D"E” satisfaisant aux conditions que DE doit remplir, on
trouverait,  'aide de la formule (9) (104), que le point E” se
confond avec le point E. On prouvera enfin au moyen d’une
formule analogue aux formules (8) et (9) que les points D” et D’
se confondent en un seul point D.
Le probléme proposé peut maintenant étre considéré comme
résolu, puisque les formules (8) et (9), et une troisieme formule
A B C
analogue, danslesquelles on remplace h,«, 3, y par 7, FRAR
donnent les valeurs des trois rayons. D’ailleurs, de ces valeurs
on peut déduire celles des projections des cdtés du triangle
DEF sur ceux du triangle ABC, et I'on retombe ainsi sur la
solution méme de Malfatti.

puis de permuter A et C. Mais cette permutation n’a-

TROISIEME METHODE.

On se borne encore au premier cas de figure.
Soient (fig. 61) r, y, 5 les distances AH, BK, CN des trois
sommets A, B, G aux points de contact H, K et'N : on a, d'a-

bord,
z+y+ HK=C,
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mais, comme on l'a déja vu,
HK =2V DH X FK

et les triangles rectangles DAH et FKB donuent

DH=utg —QA—, FK:ytg-{—i—,

HK:QI/xy tg—ﬁi tgg ,

et en mettant pour HK cette valeur dansla premiére équation,
on obtient

on a donc

A B
(1) oyt l/wy PENL A

Désignons maintenant comme toujours, par p le demi-péri-
meétre du triangle et posons

) a=psint«, Ob=psin®j, c=psinty,

(3) a=pcos?), y=pcosip, z=pcosiy.

, B et y sont des angles connus qui sont déterminés par les
formules (2) et qu'on pourra toujours supposer compris entre
0 et 90°; %, yctv sont des angles aigus que l'on prend pour
inconnus auxiliaires.

Cela posé, on a

A B p—2e
Q¢ — (0 — ———— — (0S2 -
(4) g D) g B) P €os* v,

A B

et si I'on remplace dans l'équation (1) a, y, c et tg 5 tg 9

par les valeurs que donnent les équations (2), (3) et (4), il vien
(5) c08? X - ¢0s? p | cos? g 42 cos A cos g cos 7 = 1.

On aura ensuite deux équations semblables.

On sait résoundre 1'équation (5) quia une infinité de solutions;
mais comme les six angles qui figurent dans l'équation (5)
et les deux équations analogues sont des angles aigus, on a seu-
lement les relations suivautes :

Abp =180 A++v+E=180 pAvta=I180
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qui donnent un seul systeme de valeurs pour les inconnues
X @y v

Alors, si l'on désigue par 2s la somine des angles donnés
«, B ety, et qu'on substitue dans les équations (3) pour), g, » les

valeurs trouvées, on aura
z=psm?(s—«), y=psin®(s—g), z=psin’(s—r),

et la construction des inconnues 'z, y etz se fera sans diffi-
cultés.
La solution précédente est due & M. Schellback *.

Je vais maintenant terminer le chapitre par quelques appli-
cations a la mécanique.

XV.

1 69. Trouver la position d'équilibre d'une droite homogéne
doit les extrémités reposent sur deux pluns fixes quise cou-
pent.

On démontre en mécanique que l'intersection des deux plans
donnés doit étre horizontale et que la droite doit étre située
dans un plan vertical perpendiculaire & cette horizontale.

Soient (fig. 62) OA et OB les intersections de ce plan avec
les deux plans donués, AB la position d’¢quilibre de la droite,
CA et CB deux droites, respectivement, perpendiculaires &8 AO
et OB, aux points A et B, et CD la droite qui joint le point G
au miliew D de A; la condition nécessaire et suffisante pour
I'équilibre est que la droite CD soit verticale.

Soit IH une horizontale menée par le point O dans le plan
de la figure, nous appellerons « et 8 les angles AOH et BOI
que cette droite fait avec OA et OB : toute la difficulté de la
(uestion se trouve ramenée & connaitre la direction de AB, ou,
ce qui revient au méme, a calculer 'angle BDC : or, d’apreés ce
qui a été dit (Probleme V, 128), on a la formule

2 cotg DBC = cotg ACD — cotg BCD

* Nouvelles Annales, tome XL1I, page 131,
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ou encore, puisque les angles ACD et BCD sont, respective-
ment, égaux a « et B,

cotg « — cotg

cotg BDC = g« 8o

2

XVI.

1869. Une échelle repose sur le sol horizontal par une de ses
extrémités, tandis que [ qutre s'appuie contre un mur vertical :
on demande de trouver la position limite de Uéchelle, ¢ est-d-
dire, la derniére position qu'elle prend avant de glisser.

Concevons un plan vertical perpendiculaire au milieu des
échelons horizontaux, lorsque I'échelle est en équilibre : cette
échelle peut alors étre assimilée & une droite AB (fig. 61), dont
les extrémités tendent & glisser le long de deux droites rectan-
gulaires OA et OB, intersections du sol et du mur vertical avec
le plan de symeétrie passant par les milieux des échelons.

Cela posé, remarquons qu'au moment ou l'équilibre se
rompt, les réactions de chaque plan en tenant compte du frot-
tement, peuvent étre considérées comme des forces agissant
dans le plan de la figure suivant des directions AC et BC qui
font, respectivement, avec les normales AD et BD aux deux
points d’appui, des angles CAD et CBD égaux a l'angledu frot-
tement, dans le sens opposé & celui dans lequel le mouvement
va se produire. Il en résulte que si 'on tire une droite CG, du
centre de gravité G de I'échelle au point C de rencontre des
droites AC et BG, la seule condition suffisante et nécessaire
pour 'équilibre sera que la droite CG soit verticale.

Désignons maintenant par ¢ et fl'angle et le coefficient de
frottement, par m le rapport de AB 4 GA, et appelons o I'angle
BAO que nous prenons pour inconnu : le triangle GAC et le
triangle BAC, qui est évidemment rectangle en C, donnent im-
médiatement
__ AGsing
T cosz

GA , AC=BAsin(r+y4);

et en multipliant, membre & membre, ces équations, et rem-

A
placant GA par m, on a
. cos &

T singsin (z+9) ]
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d’ou 'on déduit facilement

1 — m sin?
g =—-—
m sl ¢ COS ¢
remplacant enfin sin ¢ et cos 3 par leurs valeurs en tg ¢ ou /|
on obtient la formule demandée

XVII.

131, Etant donnés un point A de lespace et un plan P,
par le point A on fait passer des plans en nombre quelconque;
sur chacun d’eux successivement, on abandonne en A un point
pesant : on demande de déterminer le plan qui est tel, que le
mobile, posé sur lui, met, sous Uaction de la pesanteur, le temps
le plus petit possible pour arriver au plan P. (On fait abstrac-
tion du frottement).

Traitons, d’abord, la question pour tous les plans qui passent
par l'une des horizontales du point A.

Si on mene un plan perpendiculaire & I’horizontale qu'on a
choisie, ce plan contiendra la verticale AB du point A (fig. 64)
et coupera le plan P suivant une certaine droite BC. Alors les
droites que suivra le mobile en descendant le long des diffé-
rents plans, c'est-a-dire, les lignes de plus grande pente,
seront des droites du plan ABC passant par le point A;
soient AD l'une d’elles, « et 3 les deux angles DAB et ABCG,
et @ la longueur AB; si l'on appelle ¢ le temps que le mobile

met & parcourir la distance AD, on a, comme on le sait
2 AD
12 = —. .
g COS

Mais le triangle ADB donne
—_asmp
T osin(e4p) ]
et en substituant pour AD sa valeur dans I'expression de (2,

on a
4a sin f 1

=Ty " 205 « sin (x4 B)
Ou est ainsi ramené a trouver le maximum de 2 ¢os « sin («--8)

UPHIC - Cote - 80 DES 72




300 QUESTIONS CHOISIES.

ou de sin (2« + ) 4 sin B, et le maximum a évidemment
lieu quand « est donné par I'équation

2a + 8 =90°.
Pour trouver une construction géométrique du probléme, met-
tons I’équation précédente sous la forme
w4 5=90°—«,

et tirons 1'horizontale AGC : les angles ADC et CAD étant, res-
pectivement, égaux & «-}8 et 90°—« qui sont des angles égaux
en verta de 'équation précédente, le triangle ACD est isocéle,
et l'on a le point D en prenant une longueur CD égale & AC.

Quant a la valeur du minimum que nous appellerons t/, on
l'obtiendra par la formule

v — o sin g
T g " A-+sing
ou encore
= 1
sin § +1

Pour obtenir maintenant le minimum minimorum, cherchons
parmi toutes les valeurs de ¢’ qui correspondent aux différentes
horizontales que 'on prend successivement, la valeur qui est
la_plus petite : or, d’apres la formule précédente, ¢ est mini-
mum en méme temps que 2, et cet angle a sa valeur minimum
quand la droite BC est la projection de AB sur le plan P.
Mais alors le plan ABC est perpendiculaire au plan P et la
ligne de plus grande pente du plan cherché sera la droite qui
joint le point A & un point obtenu, comme il a été dit, tout a
I'heure, pour le point D, mais avec cette condition que le
plan ABG soit un plan vertical, perpendiculaire au plan P.
On conclut facilement, de tout ce qui précede, que le point
d’arrivée du mobile sur le plan P, lorsqu’il y est parvenu dans
le temps le plus court, est le point de contact du plan donné et
d’'une sphére qui est tangente a ce plan, passe par le point A,
et a son centre sur la verticale de ce point. On serait, du reste,
arrivé a cette conclusion, sans calcul, en démontrant, d’abord,
que, si par le point le plus haut d’une sphére on fait passer
différents plans, et qu’en ce point et sur les différents plans on
abandonne successivement un point pesant, ce point mettra
toujours le méme temps pour arriver a la surface de la spheére.
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NOTES

NOTE 1.

SUR LA DIVISION D'UN ARC EN PARTIES EGALES.

Avant de passer au cas général, nous traiterons d'abord le
cas ou le nombre de parties est égal a 3.

ProsrLEME .

. . a
On donne sin a et l'on veut trouver sin T

On a déja vu (31) qu’en représentant sin @ par b et sin %—

.

par 2, on est conduit & résoudre I'équation du troisieme degré
1) 4o — 3z -+ b =0.

Nous allons démontrer maintenant que cette équation doit
avoir trois racines réelles.

En effet, sin @ étant donné, a est I'un quelconque des arcs
donnés par les formules

o = 2r - «, o= k4 1)r—a,
et, par suite, on a
Ui «

— ol el o 2]{71' ki3 o
() x=sin (——§- -+ 3 ), o = sin (——3—-]-—3-. — ?),

Mais si, aprés avoir donné & & une valeur %', on lui donne
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une valeur %’ - 3p qui differe de la premiére d’un multiple

de 3, la fraction prend successivement les valeurs

'w '
- et =g
par les formules (2) sont les mémes pour deux valeurs entiéres
de % qui different d’'un multiple de 3. Il suffira donc de donner
a k trois valeurs entiéres consécutives, par exemple, 0, 1 et 2:
on aura ainsi

- 2 pr; par conséquent, les valeurs # données

@ = sin — x, ——sm(w a‘)
=sin ¢ =sin{y —7)
(3) 2’ =sin (—%— _.), (4) «,” = sin (T: _%),
. 4 . (5
L

Il semble, d’abord, que a ait six valeurs, mais on voit faci-
lement que les valeurs données par les formules (4) sont, res-

pectivement, égales & celles qui sont données par les for-
mules (3).

En effet, les arcs — et r——, d’une part, —2—;--}——;- et

3 3’
T™
5= -—?—)— de l'autre, ont une somme égale & =, et la somme
4w %3
des deux arcs —3—-{——3— e T—% est égale 4 3= : or on

sait que, dans les deux cas, les sinus des arcs pris, deux a deux,
sont égaux. On voit donc qu'on peut réduire les six valeurs de o
aux trois valeurs qui sont données par les formules (3). D’ail-
leurs, ces trois derniéres valeurs sont, en général, inégales, car

os ) «a 2 «  4m «
la différence entre deux des trois arcs T + T g -+ £}

< o D

n'est pas un nombre entier de circonférences, et la somme
de deux des mémes arcs ne pourrait étre un multiple impair

de = (que poar des valeurs particulicres de «.
I1 est donc bien démontré que léquatlon (1) a trois racines

réelles et, en général, inégales, qui sont données par les for-
mules (3).

L.°équation (1) peut étre rdésolue, sans 1’aide des
tables, dans quelques cas particuliers.

1° Deux racines sont é¢gales., — Comme mnous l'avons déja
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remarqué, deux des valeurs de # données par les formules (3)
ne peuvent étre égales qu’autant que leur somme est un mul-
tiple Impair de =. Mais nous pouvons supposer, sans res-
treindre la généralité des formules (3), que l'arc = est compris

™ ™ .
entre — 3 et 5 alors pour exprimer que deux des valeurs

de @« sont égales, il suffira d’écrire que la somme des deux arcs
qui y figurent est égale & =, car la valeur la plus grande que

. . . . T
puisse avoir la somme de deux des trois arcs étant 2= -{——3- ,
la somme est inférieure & 3=.

. . o
Cela posé, écrivons que les valeurs de z, sin 5 et

sin(z?:r— + -%—), sont égales : I’équation de condition est

-21+2a=ﬂ,
3 3

™
@0t 'on tire pour « la valeur 5

I3 x ™ \
Lorsque l'arc « est égal a 5> les formules (3) donnent
. 1 . d7
=g =sin—=— g ==sin — = — 1
6 2’ 2
et Iéquation (1) doit avoir une racine simple égale & —1 et une

b

racine double égale & ) : c’est ce que 'on vérifie facilement.

En effet, I'équation (1), dans laquelle on fait & égal a {,
peut s’écrire
bt — 4o o4 1=0,
ou
b —1)+o41=0,

Qe—1)?2 (x4 1)=0,
et, sous cette forme, le résultat annoncé est immédiatement
vérifié.
Ecrivons maintenant que les racines z/ et 2/” sont égales,
on aura

ou encore

4 «
5 Tiy=n
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R T . 3 .
d’ou l'on tire pour « la valeur -5 . Alors o' et 2’ deviennent

. . 1 T
toutes deux, égales & —sin T ou — 97 et 2" estégal & sin 7

ou 1: donc I'équation
4o —3r—1 =0,
qu’on déduit de 'équation (1) en y changeant b en — 1, a une
. \ 1 o .
racine double égale & 5 et une racine simple égale a I.

C’est ce qu'on peut vérifier directement comme plus haut,
ou plus simplement c¢ncore, en remarquant que les racines de
la dernitre équation et celles de I'équation (1), ot I'on a rem-
placé b par 1, sont égales et de signe contraire.

Enfin nous remarquons que 2" et 2’7 ne peuvent pas devenir
¢égales, parce que la somme des arcs (ui y figurent est toujours,
supérieure & = et inférieure & 3.

20 Deuz racines sont égales et de signe contraire.

On sait que, pour que deux sinus soient égaux et de signe
contraire, il faut que la différence des deux arcs correspondants
soit un multiple impair de =, ou que la somme des deux arcs
soit un multiple pair. La premiére condition est évidemment
impossible ici, et comme nous avons supposé que larc «
est'compris entre — T et =

2 2
étre remplie qu'autant que la somme des arcs dans les for-
mules (3) sera égale & zéro ou & 2.

Cela posé, on voit facilement qu’en écrivanl que ' est égal

et de signe contraire & 2” ou #’”, on trouve pour « des valeurs

, la seconde condition ne pourra

. . ™ ™
qui ne sont pas comprises entre —5 et 5

donc impossible. Quant & 2” et 2", elles ne peuvent devenir
égales et de signe contraire en exprimant que la somme des
arcs correspondants est égale & 0, car alors « devrait avoir pour
valeur — 3= ; mais on trouve qu'elles sont égales et de signe
contraire, lorsque la somme des arcs est ¢gale & 2w, pour une
valeur de « égale & zéro.

Dans ce cas, les valeurs de a données par les formules (3)
deviennent

le probleme est
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P& \/—{3— 4 \/ 3

7'=0, a"=sin 5= o =sin —= ———~

’ 3 2

Faisons maintenant § égal & zéro dans Déquation (1), nous
aurons

4o’ — 3x =0, ou o(4r*— 3)=0,

et I'on voit bien ue, dans le cas particulier dont il s’agit, l'é-
quation (1) a une racine nulle et les deux valeurs égales et de
signes contraires qui ont été trouvées par la Trigonométrie.

ProsLuME II.

. , a

0On donne cos a égal & ¢, et I'on veul trouver cos 5 que Pon
représente par y.

L’équation du probleme est (31)

(1 byt — 3y —e =0,
et si l'on désigne par « 'un quelconque des arcs qui ont pour
cosinus le cosinus donné ¢, on a

o =2%kr + a;

y ne peut donc prendre que les valeurs données par la for-
mule générale

9
9 == C0s ( ];N =+ ;)

On voit, d’abord, comme dans le probleme précédent, (u'il
suffit de donner & %, dans la formule précédente, les valenrs
0, 1 et 2. On aalors les trois expressions

o ™ « i 2
cos {-= =], cos Q—i—). cos(——i‘—-)-
( 3 )’ ( 3 37/ 3 3
. o o
Mais les deux arcs —‘-;— et — —- ayant une somme nulle et
« )
4 : ‘
les deux arcs = —[— t—— , Aune part, —QL — —a
3 § 3 3
qr

24 5 . ] . I1nq " o 3
(xt—‘;——i—‘—;-, de lautre, donnant des sommes ¢gales i 2=,

les cosinus sont, deux & deux égaux et de méme signe. On
20
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y 3 .
pourra prendre, par exemple, 'arc 5 avec le signe 4 dans

les trois expressions, et I'on aura trois valeurs de y seulement :

T 3 4r

—;— , Y"=cos (% + »3—), " = cos (%—l— -g—).

Ces trois valeurs sont réelles et généralement inégales, car
pour qu’elles devinssent égales, il faudrait que la différence ou
la somme des arcs qui y figurent fat un nombre exact de cir-
conférences. Or la premiére condition n’est jamais remplie, et
la seconde ne peut l'étre que pour des valeurs particulieres
de «.

(2) ¢y =cos

Cas particuliers ou les racines sont égales et de
méme signe ou égales et de signe contraire.
Comme la différence des arcs dans les formules (2) n’est jamais
un nombre exact de circonférences, deux des valeurs y, y” et
y”" ne pourront étre égales et de méme signe ou égales et de
signe contraire que si la somme des arcs est un nombre pair
ou impair de demi-circonférences. Icil'arc « peut étre consi-
déré comme compris entre 0 et =. On voit alors que, si « est
nul ou égal &=, I'équation (1) a une racine simple et une ra-
cine double, et que, dans le cas ou « est égal & % , l'équa-
tion (1) a une racine nulle et les deux autres ¢gales et de signe
contraire.

ProsriMe IIT.

a

3 que lon

On donne tg a égale & d, et on veut trouver tg

représente por .
L’équation du probléme est (31)
1) 33 — 3dz2— 3z +d = 0.
« désignant I'un quelconque des arcs qui a d pour tangente,
ona
Iew a

a:kﬂ'—{-a, Z:—-:-;——l——g--

On voit, comme dans les problémes précédents, qu'il suflit
de donner 4 k les valeuis 0, 1 et 2, et il vient
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«\ P «
5} /I__ o /L — ——— —_
) tg3, 3 tg( +3/ 3 —tg(3 +3)

On trouve ici immédiatement trois valeurs réelles, et comme
la difference de deux quelconques des arcs n’est pas un nombre
exact de demi-circonférences, et que, d’ailleurs, elle est indé-
pendante de «, il en résulte que deux des valeurs ne sont ja-
mais égales, méme pour des valeurs particulieres de «.

Cas ou deux des racines de I’équation (1) sont
égales et de signe contraire. — Pour que deux des ra-
cines soient égales et de signe contraire, il faut et il suffit que
la somme des arcs correspondants soit égale & un multiple
entier de =. Mais si I'on suppose que « est un arc compris entre

™ ™ .
— et_‘[’ la somme des arcs sera comprise entre 0 et 2z, et

A
on devra écrire seulement que la somme des arcs est égale a =.
On trouve ainsi,

pour « égal & -g— )

T V3 o — ta 5r \/§'

Z,:tg = — = e _— P4 _tgl
6 3’ ° 8 3 2’

et pour « égal & zéro,

T — 2
7 =0, z”=tg?=\/3 , = Lg—2—=-—~\/—3—.
Mais les racines z’ et z” ne peuvent pas devenir égales et de
signe contraire.
On vérifie facilement ces conclusions sur I'équation (1) en
y faisant successivement d égal & I'infini ou & zéro.

Signification géométrignes des racines des équa-
tions (1) dans les trois problémes précédents.

Prenons sur le cercle trlgonometnque, partir de 'origine

A, un arc AM égal & —, et partageons la circonférence en

3 R
trois parties égales par les points de division M, M/, M”; en
tirant les cordes MM/, M'M”, M”M on aura un triangle é¢quila-
téral MM’M” inscrit dans le cercle, et les trois arcs AM, AM’,

. 2
AM” seront,respectivement, égaux % , —?:r- -+ %, i?:_r- -+ _3“.
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Les sinus, cosinus et tangentes des arcs, qui ont, pour extremi-
tés, les sommets du triangle équilatéral, seront donc les racines
des trois équations qui servent & résoudre les trois probléemes
précédents.

Nouvelle méthode pour traiter le cas des racines
égnles et de méme signe ou égales et de signe con-
traire.

En se servant du triangle équilatéral que nous venons de
définir, on peut trouver facilement dans quels cas les trois
équations (1) ont des racines égales ou des racines égales et
de signe contraire,

En effet, on se rappelle qu'une ligne trigonométrique ne
peut avoir la méme valeur, au signe prés, qu'en I'un des som-
mets du rectangle trigonométrique. Mais, comme le triangle
équilatéral est un polygone d'un nombre de cotés impair, deux
sommets ne peuvent pas étre symétriques par rapport au
centre ; deux lignes trigonométriques ne peuvent donc étre
égales, aux signes pres, que si deux sommets du triangle équi-
latéral sont symétriques par rapport au diameétre origine AA’
ou par rapport au diamétre BB’ qui lui est perpendiculaire.

1° Deux sommets du iriangle équilatéral sont symétrigues

par rapport & BB'. Supposons, d'abord, que les deux sommets

symétriques soient situés au-dessus du diametre AA’ : ces deux

sommets seront nécessairement M et M’. Alors I'arc AM sera
™ . R L

égal a 'y et, par suite, = sera égal & <5 - Donc quand I'arc «

v b 7: M L4 A
est égal a R le sinus a deux valeurs égales et de méme

signe, le cosinus et la tangente, chacun, deux valeurs égales
et de signe contraire.

Si maintenant on suppose que les deux sommets symétriques
par rapport & BB’ sont au-dessous du diamétre AA’, ces deux

™
sommets sont M et M” et Parc AM est égal & — T L’arc « est

C o1 LI . ool s ™
donc égal & —5- Ainsi, lorsque l'arc « est ¢gal & —5,on
arrive encore & la méme conclusion.

2° Deux sommets du triangle équilatéral sont symétriques
par rapport & AA’. Si Pon suppose que les deux sommets sy-
métriques sont & gauche de BB/, le sommet M sera en A et les
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deax sommets M’ et M” seront les deux somuets symétriques.
L'arc « sera alors évidemment nul, et on peut dire que, lors-
quil en est ainsi, le sinus et la tangente out, chacun deux va-
leurs égales et de signe contraire tandis que le cosinus a deux
valeurs égales et de méme signe.

Admettons maintenant que les deux sommels symétriques
par rapport 8 AA’ soient & droite de BB’. Il ne peut évidemment
en &tre ainsi que, lorsque « est égal 4 =, et comme on ne donne

5 . L )
4 « des valeurs comprise entre 5 et = que dans ie cas du

cosinus, on en conclut que, lorsque « est égal =, le cosinus a
encore deux valeurs ¢gales.

On voit, en résumé, que tous les résultats sont les mémes
que ceux que I'on avait obtenus par la premiére méthode.

ProBLEME V.

Connaissant sin a dont la valeur donnée est b, (rouver
sin — dont lu valeur cherchée est représentée par x (n est un
nombre entier quelconque).

On distingue deux cas suivant que n est impair ou pair.

PREMIER CAS. — 1 est imnpair.

En remglacant dans I'équation (1) (78) les puissances de cos @
qui sont toutes paires, par leurs expressions en sin @, ou ob-
tient dans le second membre un polynome entier et rationnel
par rapport a sin @, et du degré m. Si alors on change dans

. . a , . . a
I’équation a en P et quon remplace sin @ par b, sin ——

par & on a une équation du degré n en z.

11 s’agit maintenant de faire voir que 'équation ainsi obtenue
a n racines réelles. Pour cela, il n'y a qu’a suivre la méme
marche que pour le probleme-I.

Désignons ici, tout de suite, par « un arc compris entre

—_T T . L .
5 et 5 et dont le sinus est égal & b, on aura

ﬂ:‘?/ﬂ':’-—!—a, (l::?(/i—|—1)ﬂ'——-a;
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et, par suite,

kw o
x-'n—+7z_’ &= +———.

On voit, comme pour le probleme I, qu'il suffit de donner & n
les valeurs entieres consécutives depuis 0 jusqu'a n — 1; on
obtient ainsi deux suites de valeurs qui ont été rangées dans
deux colonnes verticales (1) et (), comme on le voit ici :

(1 ®)
sin - sin (1 — %)
sin (-27—: + :_z) sin {\—in—l— 77;— — —-:7)
sin (%—f——;-) sin (%-{—%——-—;—)
ooy Eaz) (0D e

Mais je dis que les valeurs données par les formules (2) sont,
respectivement, égales aux premieres.

En effet, la différence entre deux arcs des deux suites n'étant
jamais un nombre entier de circonférences, pour que deux
sinus soient égaux, il faut et il suffit que la somme des arcs
correspondants soit égale & un multiple impair de =, c'est-a-
dire, & = ou & 3=, puisque la somme des arcs est toujours plus
petit que 4.

Sil’on écrit, d’abord, que la somme de deux arcs, qui occupent
les rangs p + 1 et ¢ 4 1 dans les deux suites, est égale & =,
ona

. _n—1
3 CI——‘—Q— p.

1

et en donnant & p toutes les valeurs, depuis zéro jusqu’a _ﬁ_‘;‘__,

q prendra toutes les valeurs, dep11is—7-l—"2‘—1 jusqu’a 0.
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Ecrivant maintenant que la somme de deux arcs de rang
p-+1et g1 estégaled 3r, ona

I —1
0 g=""r——p.

Alors si l'on donme & p toutes les valeurs consécutives entiéres,

n -+ 1 n—1

& partir du nombre g qui suit , jusyu’a n—1,

2
¢ prendra toutes les valeurs des nombres entiers consécutifs
: . . n41
depuis 7 — 1 jusqu’a —%——

Il résulte de 1a que, si dans chacune des deux svites (1) et
(2) on forme deux groupes, tels, que le premier contienne un
terme de plus que le second, et que, dans la seconde suite, on
écrive les termes des deux groupes dans l'ordre inverse, les
termes de méme rang seront égaux dans les deux suites. Pour
plus de clarté, considérons le cas particulier out n est égal & 5.

. .a g
On écrira les valeurs de sin—-, comme il suit :

.o« . [ 4 w 4
sin - sin (T 5 —5—)
sin (—?571 -+ —;—) sin ( ; -+ —g— — ;;)
sin (4—;- + —;-) sin (-—;- — —g-)
sin (—651 + —g-) sin ( 8; -+ ; — %—)
sin (-8—;— =+ —;—) sin (—6-;— —;— —;—)

On a mis en évidence les deux groupes dans chaque suite, et
dans la seconde, on a immédiatement interverti l'ordre des
termes dans les deux groupes. Il est visible alors que les sinus
de méme rang dans les deux suites sont égaux et de méme
signe.

Il est maintenant démontré que le probleme proposé n’a que
nsolutions, et dorénavant on considérera les n valeurs contenues
dans la suite (1) comme étant les racines de I’équation du degré
7 qui donne #. On peut remarquer,d’ailleurs, que ces n racines
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sont, en général, inégales, puisque la différence de deux quel-
conques des arcs, dont elles dépendent, n’est jamais un multiple
d’une circonférence, et que la somme des mémes arcs ne peut
étre un multiple impair de = que pour des valeurs particulieres
de «.

Cas des racines égales. — On exprime d’abord que
deux racines de rang p + | et p’ 4 | sont égales, en écrivant
que’ la somme des arcs correspondants est égale & un multiple
impair de =, (2% -4 1)=. On trouve ainsi

Rkt+1)n—2p+p)
a = 2 )
ou, plus simplement, en représentant par m un nombre entier
quelconque, positif ou négatif

@ = (2m+1)—’2’—.

Mais, d’aprés I’hypothése que l'on a faite sur «, on devra
prendre 2m - 1 égalad 1 ou — 1, etl'on aura

™
o= 1t —.

2
Cette condition étant remplie, voyons comment on déterminera
les valeurs de p et p’ qui donnent un couple de racines

- I v B ™

égales : prenons, pour fixer les idées « égal & 5 Comme la
somme de deux arcs est toujours inférieure & 4=, on devra ex-
primer que la somme de deux arcs de rangs 41 et p’ - 1
est égale & = ou 3r. On trouve ainsi, suivant que l'on fait
I'une ou l'autre hypothése

n—1 In—1
6) p+p=—g— ou 6 pty=—pu—.

Alors si I'on donne & p, d’abord, toutes les valeurs des nombres

! , la formule (5) donnera

. . n —
. "
entiers depuis zéro jusqu'd — 2

pour p’ tous les nombres entiers depuis —-— jusqu’a zéro,

2
et st Pon donne ensuite a p toutes les valeurs des nombres
. . n~++1 ”
entiers, depuis le nombre ntt jusqua n— 1, la for-

pa
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mule (6) donnera pour valeurs correspondantes de p’ tous les
. . . e

nombres entiers depuis # — 1 jusqu’a —y On est done

conduit & séparer les racines de la suite {1), comme on I'a déja

fait, en deux groupes, tels, que le premier contienne un terme

de plus que le second.

Cela posé, on considere deux cas suivant que 7 est un mul-
tiple de 4 augmenté ou diminué de 1, c'est-d-dire, est de la
forme 4p 41 ou 4p — 1.

Dans le premier cas, le nombre des termes du premier groupe
est 2p + 1 et celui des termes du second groupe 2p. Ily a
alors dans le premier groupe un terme du milieu, dont le rang

est p+ 1 oun i—j};i , et qui donne une racine simple, tandis
que les termes Jui sont & ¢gale distance de lui représentent,
deux a deux, des racines égales. Quant aux racines du second
groupe, la premiere et la derniére et, en général, deux racines
4 égale distance des extrémes sont égales.

Dans le cas ot n est dela forme 4p — 1, on dit du second
groupe ce que l'on disait du premier, lorsque n était de la
forme 4p 4 1, et réciproquement; alors le rang de la racine
3n 43
—

Vérification par la géomélrie. — Portons sur le cercle
trigonomeétrique, & partir de l'origine A, un arc AM égal a

simgle est 3p ou

T . . y .
I et inscrivons dans le cercle le polygone régulier de n
cotés MM’M”..... On voit, comme dans le cas ot n est égal & 3,
que les valeurs dounées par la suite (1) sont les sinus des arcs
qui ont pour extrémités les sommets du polygone. Si n est un
nombre impair de la forme 4p -+ 1, le soimmet dont le rang

n-++3 m n—1 2
est ———— . corr ndant & lar¢ —- -+ ———.—— ou
4> correspo are - -+ Z =0

. e e . .
5 est situé au point B. Les autres sont donc, deux & deux,
symétriques par rapport au diamétre BB’. Ainsi I'équation du
probleme a une racine simple égale a | et les autres sont
égales, deux & deux.

Maintenant si l’on suppose que n est de la forme 4p — 1, le
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n+3 )
sommet dont le rang est Z_ , correspondant & l'arc
G n—1 2 3r . .
—_ — — 4 /
e + T ou 7 est situé au point B’ et on a

alors une racine simple égale & — 1 et les autres égales, deux
a deux.

. I3 3, I3 T : . s
On a supposé, dans ce qui précede, « égal & — » mais si l'on

- . . .
—5 . on verrait toujours de la méme

maniére, qu’a part une racine simple égale 4 1 ou — 1, I'équa-
tion du probléme a ses racines, deux 4 deux, égales.

avait pris « égal a

Cas des racines égales et de signe contraire. —
Pour que deux racines soient égales et de signe contraire, il
faut et il suffit que la somme des deux arcs correspondants soit
égale & un multiple exact d'une circonférence, ¢’est-a-dire,
a 2kw. En écrivant qu'il en est ainsi pour deux arcs de rangs

p-1 et p' 4+ 1, on trouve
a = (kn — (p =4 @)=,
ou plus simplement en représentant par m un entier quel-
conque.
a = mr,
™

9 ]

<

. . N . ™
Mais « étant, par hypothese, unarc compris entre — 5 et

on ne pourra prendre pour « que la valeur 0. On trouve alors
la relation

Pty =n.
On remarque, d’abord, qu'on ne pourra pas prendre p égal
a zéro ; la premiére valeur donnée par la suite (1), doit donc
étre mise & part. Mais si I'on donne & p les valeurs des

. o s , n—1

nombres entiers consécutifs depuis 1 jusqu’a — p' prend
. . . ,, n++1

les valeurs des nombres entiers depuis n — 1 jusqu a—g—-

Par conséquent, la seconde valeur de la suite (1) et la derniére
sont égales et de signe contraire; de méme, la troisiéme et
I'avant derniére et ainsi de suite.
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La vérification géoméirique est évidente dans le cas aciuel ;
’ * . I3 . " .
car l'arc W étant égal & 0, le sommet M du polygone régulier

est en A et les autres sont, deux & deux, symétriques par rap-
port au diametre AA’. Quant & la vérification algébrique, elle
est tout aussi simple. En effet, 1'équation du probleme ne con-
tenant que des puissances impaires de x, et le terme tout
connu b devenant égal & zéro, on pourra diviser par z et sup-
primer ainsi la racine nulle. Il restera alors une équation qui
ne contiendra que des puissances paires de l'inconnue et qui,
par conséquent aura ses racines, deux a deux, égales et de
signe contraire.

DEUXIEME CAS. — 11 est pair.

L’équation (1) (78), contient alors des puissances impaires
du cosinus, et quand on exprime le cosinus en fonction du

sinus, on introduit le radical V1 —sin® e comme facteur dans
tous les termes du second membre. Elevant ensuite au carré
les deux membres pour faire disparaitre le radical, chan-

a Lo, s .
geant ¢ en — et posant sin W égal 4 o, on aura une équa-
n

tion du degré 2n en .

On peut voir que, dans le cas actuel, I'équation du probleme
doit avoir 2n racines réelles et, en général, inégales.

En effet, on a toujours les deux suites (1) et (2) de valeurs;
mais il n’arrive plus que les valeurs de la suite (2) sont, res-
pectivement, égales aux valeurs de la suite (1), les équations de
condition (3) et (4) ne pouvant pas étre satisfaites quand n est
pair. On voit, d’ailleurs, comme dans le cas ol 7 est impair,
que les racines de chacune des deux suites (1) et (2) sont, en
général, inégales.

Le cas des racines égales et celui des racines inégales et de
signe contraire se traitent comme lorsque n est pair.

PROBLEME V.

«

On donne cos a égal d c, et U'on veut (rowver cos — qu'on

représente par y.
Si l'onremplace dans la formule (2)(78) sin a par Vl1—cos?a ,
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comme dans le second membre, toutes les puissances du sinus
sout paires, on obtiendra un polynome rationuel du degré n

. . . . a
en cos ¢. Si ensuite on change dans l'équation @ en o et

, a .
qu'on remplace cos a et cos—i , respectivement, par ¢ et y, on

obtiendra une équation en y du degré n.

On voit facilement que cette équation a 7 racines réelles.
En effet, si I'on appelle « 1'un des arcs ayant pour cosinus le
cosinus donné ¢, on a les deux suites de valeurs (1) et (2)

3 S ( &
cos —, cos |— n-)’
2 « . Pe «
(1) cos (T +—5), ) cos (—n— —n—)’

. . . . . . . . . . . . . . .

(n—1)2= « (n—1)2m «

Cos (—T— "|— W), COs (_—77 —— — -1/—'/').

Mais les deux premiéres valeurs des deux suites sont évi-
demment égales, et la seconde, la troisieme, etc., de la suite (1)
sont égales & la derniere, avant derniere, etc., de la suite (2),
parce que la somme des arcs correspondants est égaled 2x : il
n’y a donc que n valeurs, et nous pourrons prendre celles de
la premiére suite. On voit, d’ailleurs, comme & 1’'ordinaire, que
ces n valeurs sont, en général, inégales.

On remarque encore que si l'on inscrit dans le cercle trigo-
nomeétrique un polygone regulier de n cotés dont le premier

o . . - . N «*
sommet soit & une distance de l'ofigine égale & —, les arcs
n

qui auront pour extrémités les sommets du polygone auront
pour cosinus les n valeurs de la suite (1).

On traitera sans difficulté, comme on 'a fait pour le sinus,
les cas des racines égales et des racines égales et de signe con-
traire.

ProsLiME VI.

, . , a ,
On donne tg a égale ¢ d, et Uon veut trouver tg Y que lon
L

désigne par z.
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- ’ a
En changeant dans 'équation (3) (78) a en o et rempla-

a . .
cant tg a et tg— , respectivement, par d et z, on obtient im-
n

médiatement une éiquation du degré n en z.

Mais sil'on désigne par = I'un quelconque des arcs dont la
tangente est d, on voit que 'équation en z, a n racines réelles
qui sont :

i g r T

1) 182t T )t (2 2] g nt) T 4 )

Comme la différence de deux quelconques des arcs dont on
vient de prendre les tangentes n'est jamais un nombre exact
de demi-circonférences, les n racines sont inégales, et méme ne
peuvent devenir égales pour aucune valeur de «.

Dans le cas ol n est pair, on peut démontrer le théoreme
suivant :

g 54 ; ¢ ps p a
THEOREME. — L équation qui [ait connaitre tg 7 fonc-
) |

tion de tg a, a ses racines, deux ¢ deux, tnverses et de signe
contraire lors- que n est pair.

En effet, soient 3 et 3’ deux quelconques des arcs qui figurent
dans la suite (1) : on exprimera qu'a ces deux arcs corres-
pondent deux valeurs de z inverses et de signe contraire, en
écrivant

3
tgﬁ’=—00t8.’ﬂ=tg(."’——)»

W A
les.deux arcs ' et g —5 ont donc méme tangente et, par
suite, on aura

[ —
2

®

3 ™
_7lﬂ—-—2——(27l—1)—‘2—.

Ainsi la différence de deux quelconques des arcs est un mul-

g . 8 T 5 S
tiple impair de — ; mais comme la différence de ces arcs est
2

toujours inférieure & =, on devra la prendre égale &

rol E |
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Cela pos¢, si I'on écrit que les deux arcs dont les rangs sont

p + 1 et p’41 ont pour différence ——, on a la relation

9

p'-—-p:—.

2
Par conséquent, si I'on donne & p toutes les valeurs en-

. s b N ,
ticres depuis 0 jusqu’'a 5 1, p’ aura pour valeurs tous les

. A oono, ”
nombres entiers consécutifs depuis — Jusquia n— 1. I en

résulte que, sil'on partage la suite (1) en deux groupes formeés
d’'un égal nombre de termes consécutifs, deux termes, de méme
rang dans les deux groupes, représenteront deux racines in-
verses et de signe contraire : le théoréme est donc démontré.

Cas des racines égnles et de signe contraire. —

On sait que deux racines de I'équation en z ne peuvent ja-
mais étre égales, mais, comme on va le voir, elles peuvent &tre
égales et de signe contraire En effet, pour que deux racines,
dont les rangs sont p 4- 1 et p’ 4 1, soient égales et de signe
contraire, il faut et il suffit que la somme des arcs correspon-
dants soit un multiple entier de =. Or en écrivant qu’il en est
ainsi, on trouve

_kn—(p+p)

oa = ™

2 ’

. oy A . . ™
c’est-a-dire, que « doit étre un multiple entier de 5 Comme «
peut toujours étre supposé un arc du premier ou du quatrieme

I . g
quadrant on prendra « égal & 7 ou a — 5

™
{°a est égal a -5 - Comme la somme des deux arcs, dont on

prend les tangentes, est toujours plus petite que 2=, on écrira
que la somme des deux ares, de rangs p41 et p’41, est égale
A =, et Uon aura ainsi

@) p+p=n—1
On conclut ¢videmment de 1a que, si n est pair, dans la
suite (1) les deux valeurs extrémes et, en général, deux valeurs
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de z, aégale distance des extrémes, sont égales et de signe con-
traire, et que, si » est impair, il en est encore de méme, sauf
qu’'a la racine du milieu ne correspond pas une racine égale et
de signe contraire. On prouve, d’ailleurs, facilement, que,
dans le cas ot m est impair, la racine du milieu est toujours
égale a l'infini.

i3 A ™ I3 M
2° « est égal d — 5 Alors, comme on peut écrire que la

somme des deux arcs de rangs p-1 et p’- 1, est nulle ou égale
A =, on trouve pour équations de condition

3 pH+p=0 ou @ pt+py=n+41

La premiére ne peut étre satisfaite qu’en donnant a p et p’
les valeurs 0 et 1 : on en conclut alors que, dans la suite (1),
les deux premicres valeurs de 5 sont toujours égales et de
signe contraire.

Si maintenant l'on tient compte de la seconde relation, on
arrive a la conclusion suivante : ayant mis & part dans la
suite (1) les deux premiéres valeurs de z, les autres, 4 égale
distance des extrémes, sont, deux a deux, égales et de signe
contraire, quand n est pair (c’est la racine qui était priiniti-
vement la troisidme qui est maintenant l'une des extrémes).
Quand n est impair, il en sera encore de méme, en exceptant
toutefois la racine du milieu dans le groupe formé des n — 2
derniéres valeurs de la suite (1); cette racine n’aura pas une
valeur correspondante qui lui sera égale et de signe contraire,
mais on trouve sans difficulté qu’elle est égale & l'infini.

Pour terminer, nous démontrerons encore le théoréme sui-

vant :

™ .
THEOREME, — Si a est éoal a i_g_ et que n soit le double

, , . . . a
d'un nombre impair, U'équation en z qui donne tg~ﬁ~ aura
toujours une racine égale & 1 et une autre égale ¢ — 1.

. ki3
On suppose d’abord que « est égal & 5 Prenons pour fixer
les idées m ¢gal & 6, et soient B, v, & les trois prewmicres racines
rangées dans 'ordre qu’indique la suite (1).
D’apres le théoréme démontré en commencant, les trois sui-
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1 1 1 .
vantes seront — T Ty ; Mals, comme « est égal i
3 7

i

™ . b v : A I3
5 les racines, & égale distance des extrémes, sont égales et

de signe contraire : donc la racine — % doit &tre égalea — .
Or il ne peut en étre ainsi qu’autant que la seconde et la troi-
sieme racine ont pour valeurs, I'une 1 etl'autre — 1. On voit
bien, d’ailleurs, que le raisonnement est général, car ce que
nous avons dit ici de la seconde et dela cinquieéme racine
s’appliquera, quand » sera le double d’'un nombre impair quel-
conque, aux deux termes du milieu dans les deux groupes for-
meés d'un égal nombre de termes consécutifs dans la suite (1).

v Y ™ . A R
Le cas ol « est égal & —5 se traite de la méme manieére.
Vérification algébrigque. — Supposons que dans l'équa-

. - . . a y . .
tion (3) (78), on ait changé @ en W et qu’on ait ensuite rem-

. a
placé, comme il a déja été dit, tg a pard et tg—ﬁ- parz: le

premier membre de l'équation sera alors représenté par d, et le
second membre sera une fraction, dont le numérateur ne con-
tiendra que des puissances impaires de z et sera du degré n ou
n — 1, suivant que 7 sera impair ou pair, et dont le dénomi-
nateur ne contiendra que des puissances paires de z et sera du
degré n ou n — 1, suivant que 7 sera pair ou impair. D’ail-
leurs, les coefficients des différentes puissances de z sont les
mémes, au signe prés, que dans le développement de (14-z)".

Cela posé, considérons, d’abord, le cas ot n est pair, sans
autre condition. On voit, qu'apres avoir chassé le dénominateur
de T'équation (3) et avoir ordonné par rapport aux puissances
décroissantes de 3, les coefficients & ¢gale distance des extrémes,
sont égaux et de signe contraire : I'équation a donc ses racines,
deux a deux, inverses et de signe contraire.

. o . ™ ™
Supposons maintenant que « soit égal ¢ &= 5 d ou tg =+ o3

étant égal A U'infini, on aura la nouvelle équation en égalant a
z6ro le dénominateur de la fraction ui est le seccond membre

. : . a
de Péquation (3) (78), aprés y avoir changé a en e et rem-
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a . s .
placé tg—h— par z. Alors sin est pair, I'équation obtenue sera

du degré n et ne contiendra que des puissances paires de z :
ses racines seront donc, deux & deux, égales et de signe con-
traire, en méme temps qu’associées d'une autre maniére, elles
seront, deux A deux inverses et de signe contraire. Si n est
impair, ’équation sera du degré n — 1, et ses racines auront
les mémes propriétés que dans le cas précédent, mais, comme
le coefficient de z" s’est annulé, I'équation aura, en plus, une
racine infinie.

Enfin, si nous supposons n double d'un nombre impair et «

T . 9. . r
égal 4 &= -—, on aura toujours l'équation du degré n obtenue

en égalant & zéro le dénominateur de la fraction précédemment
définie, mais comme 7 est double d'un nombre impair, le
nombre des termes de 1'équation est pair et les coefficients, &
égale distance des extrémes, sont égaux et de signe contraire :
done quand onremplacera z par 4+ 1 ou — 1, le premier membre
de I'équation deviendra nul.

La vérification des résultats trouvés directement par la Tri-
gonométrie est maintenant compléte *.

* La note précédente a été rédigée en partie, d'aprés une legon de
M. Sturm au collége Rollin. Dans les questions d’ Algébre, ouvrage qui doit
prochainement paraitre, jaurai Poccasion de faire de plus fréquents em-
prunts 4 lillustre géometre.

21

UPHIC - Cote 80 DES 72



NOTE 1II.

INSCRIPTION DES POLYGONES REGULIERS.

On peut ne s’occuper que des polygones réguliers d'un
nombre de cdtés impair, car lorsqu’on connait le c6té d’un po-
lygone régulier, on construit ou 'on calcule facilement le
cOté du polygone régulier, inscrit dans le méme cercle et d’un
nombre de cotés double.

Nous ailons nous occuper successivement du triangle équi-
latéral, du pentagone, et des polygones réguliers de 15 et 17
cotés.

ProprLEME I.

Inscrirve un triangle équilatéral dans un cercle donné.
Soit pris, pour cercle donné, le cercle trigonométrique. On
a vu (probleme I, note I) que lorsque l'arc « est nul, I'équa-
tion (1) a une racine nulle et les deux autres égales et de signe
. . . .2 4 .
contraire. Ces racines sont sin 0, sin——, sin —— ; mais la se-

3 3
ki3 " AL
conde est égale & six 5 et en la doublant on aura le cété du

triangle équilatéral.
Faisons maintenant b égal & zéro dans I'équation (1) (pro-
bleme I de la note précédente), il viendra

T (o —3) =0
et les trois racines seront 0, -\—/-23—, -——\/TS- :le cdté du

triangle équilatéral sera donc égal & V3.
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ProsLEME II.

Inscrire un pentagone régulier dans un cercle donné.

Soit toujours pris lecercle trigonométrique pour cercle donné,
et soit fait aussi « égal & zéro dans les formules qui servent a
résoudre l'équation du cinquiéme degré d’ou l'on tire les va~

.o e . . .2
leurs de sin - Les cinq racines seront alors sin 0, sin —— |
5

. 4 . 6m .- 8rm o , . .. T
sin 5 sin = sin - La troisitme sera égale & sin —
5

et en la doublant on aura le coté du pentagone régulier ordi-
naire; quant au cété du pentagone régulier étoilé il sera évi-
demment représenté par le double de la seconde racine. On
voit, d’ailleurs, que la premiere racine étant nulle et les deux
derniéres négatives, les doubles de la plus pelite et de la plus
grande racine positive représenteront, respectivement, les cotés
des pentagones réguliers, convexe et étoilé.

Sin a étant représenté par &, et sin 5 par z, I’équation du
cinquiéme degré qui donne z se déduit de I’équation générale
(1) (78). On obtient

(1) 1hz? — 202° 4 52 — b =0.

En y faisant b égal & zéro, et divisant par z pour enlever la
racine nulle, on a I'équation bicarrée

) 162% — 2022 +5 =0,
et 1’on en tire

s Ni—2ys  Vio4eVs
- 4 ’ - 4 :

Les valeurs de 21’ et de 22" sont les cOtés des pentagones
réguliers, convexe et étoilé,
ProsrEME 1II.
[nscrire un penitédécagone régulier dans un cercle donné.
. I3 by . T . . b
Faisons b égal a sin = dans I'équation (1) du probléme I de

la note précédente, nous aurons
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. T
(1) 40;3—3:v—}—sm—5— =0,
et les racines de cette équation seront
sin — sin i sin 2
15’ 15’ 5

. . . 2 i . .
Mais la racine — sin = est égale et de signe contraire & la

plus grande racine positive de l’équation (2), dans le pro-
bléme précédent, c’est-a-dire, & la racine que nous avons alors
appelée 2” et que nous désignerons maintenant par e. En
divisant le premier membre de I'équation précédente par x--e,
on aura I'équation

?) 4o? — hex 4 4e?2 —3 =0

. . . . 4w
qui admet pour racines, sin - et sin T

En la résolvant, on a
et en mettant pour e sa valeur,
_V10+2y5s —V3 (V5 —1)
3 )
WS ITESTEE S A ED

=

w/

Les valeurs de 22’ et 22" qui représentent, respectivement,
q P

in_" .4 . . .
2 sin 5 et 2 sm—ig— sont les cOtés du pentédécagone régu-
lier convexe et d’'un des pentédécagones étoilés. '
On peut obtenir aussi une équation du second degré qui
conduise aux valeurs des cotés des deux autres pentédécagones
. ™ 2 " . .
étoilés. Pour cela, changeons Boen dans I'équation (1) :
nous aurons

&) 40% — 3¢ + sin _2,)1 —0,
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. , . L 2 .0
et les racines de cette équation seront : sm—ﬁ-, sm-g R
T

— sin—r—-
15
. . . . .o

Si maintenant nous représentons par f la racine sin —
(c'est la quantité désignée par 2’ dans le probleme précédent),
et que nous divisions le premier membre de I'équation (?) par
(x — f), nous obtiendrons

4ot ++ 4fx 4 4 — 3 =0,

et les valeurs absolues des deux racines de cette équation,
quand on y aura remplacé f par sa valeur connue, seront les
moitiés des cotés des deux autres pentédécagones étoilés.

REMARQUE. — En généralisant la méthode qui a été em-
ployée dans le cas ol n est égal & 3 ou 5, on démontre facile-
ment que la question d’inscrire dans un cercle donné un poly-

gone régulier de n cotés, lorsque 7 est impair, est toujours ra-

menée & la résolution d’une équation du degré 5

A~

ProBLEME IV

Inscrire dans un cercle donné un polygone régulier de 17
cotés.

En suivant la méthode générale qu'on vient d'indiquer, on
serait ramené a résoudre une équation du huitieme degré ;
mais Gauss a montré qu'on peut faire dépendre le calcul des
cOtés des polygones réguliers de 17 cdtés, convexes ou étoilés,
d'une suite d’équations du second degré, et que, par consé-
(uent, le probleme peut étre résolu avec la régle et le compas.

Ne pouvant indiquer ici les méthodes d’Algebre qui ont con-
duit & ce résultat, nous nous contenterons de donner une solu-
tion synthétique.

- . P . .

Soient @ l'arc 7 et z, le cosinus de l'arc pa, p étant un
nombre entier qui prend toutes les valeurs depuis 1 jusqu'a
17 : nous prendrons pour inconnus &, Ty, Ty, L4, Ly, Lgy Lpy Ly
qui sont les cosinus des arcs sous-tendus dans le cercle trigo-
nométrique par les cotés des 8 polygones réguliers‘de 17 cotés.

UPHIC - Cote - 80 DES 72




326 QUESTIONS DE TRIGONOMETRIE.

11 est clair que, si I’on peut construire les valeurs des 8 cosinus,
le probleme de l'inscription des 8 polygones réguliers pourra
étre considéré comme résohu.

Posons :

B+ T+t T 1 Ty =5,
Ty 0y @A g =y, T+ T+ T+ Tr = Yo
(1) Ty ATy =15y, Ly Tg= 5y
Ty 2=y, T T = Uy

On remarque, d’abord, que la somme s est égale a —--% .
En effet, on sait que la somme des cosinus des arcs, qui ont
leurs extrémités aux sommets d'un polygone régulier inscrit
dans le cercle trigonométrique, est égale & zéro. Mais comme
ici 'un des sommets du polygone convexe de 17 cotés est
confondu avec l'origine, l'un des cosinus est égal a | et les
autres sont égaux, deux a deux, car on a, en général, @, égal

s

a z, ,:onadonc

1425 =0,
. . . 1
et, par suite, la somme s est bien égale & — 5 -

Nous pouvons, dés lors, écrire les équations suivantes :

1
() y4+y2=—“§‘, B) s +z=vy,

(4) wy - Uy =Yy
Je dis maintenant que le produit y,y, a pour valeur — 1,

et que ——l— est la valeur commune des deux autres produits

343y, Uyls.

Considérons, d’abord, le produit y,y,. Ce produit se com-
posera de 16 termes qui pourront, chacun, étre remplacés par
la demi-somme de deux cosinus. On aura ainsi 32 termes;
mais en tenant compte de ce que x, est égal a &, ,, on voit

) Y

que ces termes sont égaux, quatre & quatre, & chacun des
; oy s
termes de s : le produit v,y, est donc égal & 5 c’est-a-dire

a—1.
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On démontre de la méme maniére que les produits z,z,, u,u,
1
ont, tous deux, pour valeur, — T

On vérifie aussi facilement que 'on a

TyA-a5 _ wy

Ty = 2——— =
oot _ Tt r
248 — 9 —_ 2,

(5)

) _ Ttz 3
oty ===,
e, =2t &
s 2 e

On conclut enfin, de tout ce qui précede, que le probléeme est
résolu par le systeme des équations suivantes :
6) 2y*+4y—2=0, 422—4y,z—1=0, 4u>—4y,u—1=0.
7 Xi—23,X,Fu, =0, 2X;— 2z,X, -+ u,=0,

/ X2 —2u, X, + 2, =0, 2X2—2u,X,+z,=0.

La premiére des équations (6) donne pour valeurs y, et y,,

puisque la somme des racines est égale & -5 et que leur

produit est égal a — 1. Quand y, et y, sont déterminés, la .
seconde des équations (6) fait connaitre z, et z,, et la troisieme
u, et u,, parce quon a formé ces équations, en tenant compte
des équations (3) et (4), et de ce que les deux produits z,3,,

1
u,u, ont, pour valeur — T

SiT'on prend maintenant les équations (7) dans lesquelles on
a, d’abord, remplacé z,, z,, u,, 4, par leurs valeurs, la premicre
fera connaitre x, et z,, la seconde, r, et x5, la troisieme, x; et
., et la quatrieéme, x; et oy : c'est 12 une conséquence évidente
des équations (5). On peut donc, comme nous I'avions annoncé,
construire avec la régle et le compas, les ctés des 8 polygones
réguliers de 17 cotés.

FIN
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